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cardo Igarashi, Marcos Braun Gonçalves, Sandra Regina Rodrigues Ribeiro
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Resumo

A termodinâmica computacional é uma ferramenta capaz de fornecer in-
formações básicas sobre soluções e concentração de seus constituintes, em
um dado sistema complexo a uma certa temperatura e pressão. Nos úl-
timos anos, a união entre a teoria do funcional da densidade e a termo-
dinâmica computacional tem renovado o estudo dos materiais intermetáli-
cos ordenados, uma vez que os cálculos de estrutura eletrônica de primeiros
prinćıpios são hoje capazes de proporcionar resultados extremamente pre-
cisos para as energias de formação de compostos estequiométricos. Dentro
deste contexto, investigamos os diagramas de fases dos sistemas Fe-Al, Mo-
Fe, Cr-Al, Fe-Cr, Fe-Cr-Al na estrutura cúbica de corpo centrado utilizando
o método “Full-Potential Linear Augmented Plane Waves”(FP-LAPW) ali-
ado ao Método Variacional de “Clusters”(CVM) na aproximação do tetrae-
dro irregular. Através do método FP-LAPW determinamos a energia total
de configurações cristalinas dos sistemas cúbicos de corpo centrado. Esses
valores são utilizados como parâmetros de entrada do CVM para a deter-
minação do potencial termodinâmico do sistema em suas diferentes fases e
os correspondentes equiĺıbrios entre essas fases em função da composição e
da temperatura (diagrama de fases). Embora o Fe-Al tenha grande interesse
tecnológico, o seu comportamento magnético é bastante complicado. A in-
clusão de Cr na liga de Fe-Al tem um alto interesse industrial na utilização
desta ligas em altas temperaturas, mas o banco de dados referentes as carac-
teristicas estruturais e eletrônicas são escassos. Neste contexto de aplicações
procuramos investigar as caracteŕısticas estruturais e eletrônicas buscando
correlacionar as informações experimentais com as obtidas via cálculo de es-
trutura eletrônica e o CVM.



ABSTRACT

Thermodynamics is a computational tool capable of providing informa-
tion basics solutions and concentrations of constituents in a given complex
system at a given temperature and pressure. In recent years, the union be-
tween the density functional theory and computational thermodynamics has
renewed study of ordered intermetallic materials, since the electronic struc-
ture calculations from first principles are now able to provide extremely ac-
curate results for the energies of formation of stoichiometric compounds. in
this context, we investigate the phase diagrams of the systems Fe-Al, Fe-
Mo, Cr-Al, Fe-Cr, Fe-Cr-Al in the body-centered cubic structure using the
method Full-Potential Linear Augmented Plane Waves (FP-LAPW) ally the
clusters variational method(CVM) in approximation of the tetrahedron irre-
gular. Through the FP-LAPW method determines the total energy of the
crystal with configurations body centered cubic systems. These values are
used as input parameters of the CVM for the determination of the thermo-
dynamic potential of the system in its different phases and the corresponding
equilibrium between these phases as a function of composition and tempera-
ture (phase diagram). Although the Fe-Al has a great interest technology,
its magnetic behavior is quite complicated. The inclusion of Cr in Fe-Al
alloy has a high industrial interest in using this alloy in high temperatures,
but the database regarding the structural characteristics and electronics are
scarce. In this context we seek to investigate the application structural and
electronic characteristics correlate the information seeking experiments with
those obtained via the electronic structure calculation and the CVM.



Sumário

1 Introdução 4
1.0.1 Metodologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1 Escolha dos sistemas estudados . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Metodologia I - Métodos De Primeiros Prinćıpios 13
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3.2.1 História do CVM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Caṕıtulo 1

Introdução

Exporemos neste trabalho a metodologia utilizada para obter os diagra-
mas de fases na representação composição por temperatura. Logo após, in-
dicaremos quais foram os fatores que nos motivaram na escolha dos sistemas
estudados e faremos uma descrição dos trabalhos que consideramos mais re-
levantes sobre os sistemas estudados.

1.0.1 Metodologia

Diagrama de fases são representações gráficas entre duas ou mais variáveis
termodinâmicas de estado que associam a cada ponto ordenado, ou seja, a
cada estado do sistema a fase corresponde ao equiĺıbrio homogêneo ou fases
correspondentes ao equiĺıbrio heterogêneo para este estado. Os diagramas de
fases são de grande interesse prático na ciência dos materiais. Um método
tradicional para a determinação de diagramas de fases envolve a elaboração
de diversas ligas com composições diferentes e cobrindo toda a região que se
deseja estudar no diagrama de fases. Amostras são retiradas de cada liga
e tratadas a diferentes temperaturas, por um tempo suficiente, para que o
equiĺıbrio seja estabelecido [1]. As microestruturas de cada amostra na tem-
peratura de equiĺıbrio, ou seja, quais fases, com que composições e em que
quantidades, estão presentes na amostra são usualmente investigadas, por
exemplo, por têmpera 1 e análise metalográfica de onde se obtém o diagrama
de fases na representação concentração versus temperatura através da com-
paração entre as microestruturas obtidas para equiĺıbrios de composição e
temperaturas similares. Esta metodologia foi utilizada, por exemplo, para se
obter o diagrama de fases composição versus temperatura do sistema Ti-Fe

1consiste do resfriamento brusco em um meio como a água ou salmoura com o objetivo
de se “congelar o estado de alta temperatura”
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[2]. Uma alternativa a este procedimento é utilizar outros métodos expe-
rimentais (difração de raios X, difração em altas temperaturas, microscopia
eletrônica de transmissão, etc.) combinados a modelos termodinâmicos, tais
como o CVM (Cluster Variation Method), MC (Monte Carlo)[3], formalismo
CALPHAD (Calculation of Phases Diagram) [4], etc. Isto é, utiliza-se resul-
tados obtidos por métodos experimentais, tais como atividade qúımica dos
componentes, energia de formação em função da composição, temperatura
cŕıtica de ordenamento, etc., como dados de entrada para um formalismo
teórico onde se obtém o respectivo diagrama de fases. Esta combinação é
posśıvel devido a chamada “autoconsistência” termodinâmica: Um modelo
termodinâmico capaz de reproduzir o diagrama de fases do sistema deve au-
tomaticamente reproduzir outras propriedades termodinâmicas e vice-versa
[5]. Esta metodologia recebe o nome de termodinâmica computacional, foi
cunhada no Instituto Real de Tecnologia (KTH) de Estocolmo, Suécia na
década de 90, no departamento de metalurgia f́ısica. Como exemplo, entre
os inúmeros trabalhos, citaremos a t́ıtulo de ilustração duas publicações que
utilizam esta metodologia.

• C. E. Dahmani et. al. estudaram o diagrama de fases do sistema Ni-Pt
[6]. Foram utilizados difração de raio X e medidas in local2 da resistivi-
dade elétrica para a determinação das temperaturas de transformação
das fases L10 e L12 na fase desordenada FCC−A1. As temperaturas de
Curie foram medidas para fases ordenadas e desordenadas. O método
termodinâmico utilizado foi o CVM. Os autores indicam que o método
da aproximação de Bragg-Williams (ABW) [7] e [8] não reproduz a
transição de primeira ordem na estequiometria AB. O resultado do
CVM mostra uma boa concordância na topologia do diagrama com o
observado experimentalmente. O máximo das linhas de separação das
fases, os valores das temperaturas também estão em boa concordân-
cia com os valores obtidos experimentalmente. É importante ressaltar
que esta concordância é consequência do ajuste dos parâmetros e, por-
tanto, não é surpreendente.

• N. Dupin et. al. estudaram o diagrama de fases do sistema ternário Al-
Cr-Ni [9]. Foi utilizado o formalismo CALPHAD para o cálculo do dia-
grama de fases. Neste trabalho são modeladas com uma única equação
a fase desordenada BCC-A2 e a fase ordenada B2.

2Termo em latim que significa “no local”, refere-se fundamentalmente a medidas feitas
nas condições de solicitação da amostra para a qual ocorrem os fenômenos que estão
sendo estudados. No presente caso refere-se a medidas de resistividade elétrica em altas
temperaturas.
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O formalismo CALPHAD é frequentemente utilizado na indústria para
fazer o diagrama de fases composição versus temperatura, estando inclúıdo
no formalismo geral da termodinâmica computacional. Uma grande por-
centagem de diagramas de fases (binários e ternários) que existem na li-
teratura foi feita utilizando esta metodologia, isto é, combinando resulta-
dos experimentais e modelos termodinâmicos inclúıdos no formalismo CAL-
PHAD [10]. Note-se que, o termo CALPHAD é também utilizado como nome
de uma revista de publicação seriada. O formalismo CALPHAD mistura
uma grande quantidade de resultados experimentais, e os modelos ali in-
corporados utilizam uma grande quantidade de parâmetros para obter os
diagramas de fases. Os modelos incorporados neste formalismo são basea-
dos em expansões polinomiais de energia livre de excesso3 com diferentes
graus de sofisticação. Estes modelos produzem algoritmos extremamente rápi-
dos, necessários para o modelamento de processos envolvendo sistemas de
interesse tecnológico, porém a sua simplicidade resulta em pouca consistên-
cia f́ısica. Por exemplo, mostra-se que determinadas equações ainda quando
obedecem a relação de Gibbs-Duhem, estando incorretas no significado ter-
modinâmico [11]. A introdução de modelos com um embasamento f́ısico mais
consistente no formalismo CALPHAD, foi proposta no artigo [12]. As justi-
ficativas para isso são: uma maior confiança nas extrapolações da energia
livre molar de Gibbs de uma determinada fase para regiões do diagrama in-
acesśıveis ao experimento, um maior grau de autoconsistência termodinâmica
e principalmente uma maior compatibilidade com os métodos de primeiros
prinćıpios. Um destes modelos com maior embasamento f́ısico é o CVM.
Paralelamente a estes desenvolvimentos os avanços obtidos nos métodos de
Primeiros Prinćıpios, permitiram determinar com grande precisão propriedades
estruturais (parâmetro de rede, energia total, etc.) e eletrônica (densidade de
estados, etc.) de um sistema qualquer partindo apenas do número de elétrons
(Z) de cada componente desse sistema e suas respectivas posições no cristal.
A continuação lógica deste desenvolvimento é a combinação dos dois pro-
cedimentos, a termodinâmica computacional e os métodos ab-initio, com os
resultados dos últimos substituindo parcial ou totalmente os resultados expe-
rimentais requeridos para o primeiro. Através de uma aliança entre o modelo
termodinâmico com os modelos ab-initio poderemos obter os diagramas de
fases de um determinado sistema conhecendo apenas o número de elétrons
de cada componente do sistema e sua respectiva posição no cristal. Esta
metodologia foi denominada termodinâmica de primeiros prinćıpios em uma
revisão feita por De Fontaine [13]. No entanto, as atividades de pesquisa uti-

3Energia livre de excesso é a diferença entre a energia real do sistema e a energia de
um sistema ideal.
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lizando esta metodologia são muito anteriores a esta data, é necessário cautela
a respeito da nomenclatura utilizada. O desenvolvimento destas atividades de
pesquisa é razoavelmente recente e alguns termos não estão consolidados na
literatura, como é o caso do termo termodinâmica de primeiros prinćıpios, já
que diversos trabalhos que se encaixam na definição de De Fontaine não o
mencionam. No presente trabalho adota-se integralmente a definição por este
autor. A t́ıtulo de ilustração apresentaremos alguns trabalhos utilizando esta
metodologia entre os inúmeros existente na literatura.

• M. Sluiter et al. estudaram o diagrama de fases do sistema Al-Li
[14]. Foi utilizado o método FP-LAPW combinado com o formalismo
CVM. O cálculo do equiĺıbrio metaestável no sistema Al-Li é inte-
ressante do ponto de vista tecnológico por causa da precipitação da
fase Al3Li que é responsável pelo endurecimento de ligas ricas em
alumı́nio. Ligas de Al-Li são de confecção extremamente dif́ıcil prin-
cipalmente devido á alta reatividade com o oxigênio e à alta pressão
de vapor do ĺıtio que prejudicam a investigação experimental. Além
disso, cálculos de primeiros prinćıpios têm a vantagem de fornecer uma
visão mais transparente das transições ordem-desordem observadas no
sistema. Devemos ressaltar que a metodologia utilizada nesta publi-
cação é a mesma utilizada no presente trabalho. O que nos diferencia, é
que trabalhamos sistemas contendo o Fe como um elemento de nosso
sistema o que permitirá analisar o efeito do magnetismo sobre o dia-
grama de fases.

• Mark Asta et al. estudaram o diagrama de fases composição versus
temperatura do sistema Ti-Al baseado na estrutura FCC [15]. Foi uti-
lizado o método de primeiros prinćıpios Full-Potential Linear Muffin
Tin Orbitals (FP-LMTO) com o CVM. Os compostos intermetálicos
ordenados encontrados no sistema Ti-Al são particularmente promis-
sores para aplicações aeroespaciais, porque além de possúırem alta re-
sistência mecânica em alta temperatura, na concentração equiatômica
(50% de cada componente) são menos densos do que as super ligas á
base de Ni, usadas tradicionalmente para estas aplicações. O interesse
em se desenvolver um estudo por termodinâmica de primeiros prinćı-
pios neste caso é causado pela dificuldade de obtenção destas ligas. Isto
ocorre devido à tendência de absorção de oxigênio e nitrogênio da at-
mosfera, o que tem forte influência sobre os equiĺıbrios entre as fases
do sistema [16]. Um ano mais tarde, Mark Asta [17] apresenta nova-
mente o diagrama de fases composição versus temperatura do mesmo
sistema, Ti-Al, mas desta vez baseados nas estruturas FCC e HCP.

7



• A. Pasturel et al. estudaram o diagrama de fases Ni-Al baseados
na estrutura FCC e BCC [18]. Foi utilizado o método Linear Muffin
Tin Orbitals (LMTO) e o CVM. O sistema Ni-Al apresenta interesse
tanto tecnológico quanto teórico. Os aluminetos de ńıquel apresentam
propriedades interessantes tais como baixa densidade, elevado ponto
de fusão e possuem elevada resistência em altas temperaturas. Além
disso, a fase L21 - Ni3Al é a base da liga comercial IC-221M que apre-
senta um incremento da resistência mecânica com o aumento da tem-
peratura, ao contrário do que ocorre para a grande maioria dos mate-
riais. Na parte teórica, no cálculo ab-initio, o estudo da densidade de
estados (DOS), é também de interesse para determinar a contribuição
da banda d do Ni, sobre o sistema Ni-Al. Tem-se evidência de uma forte
hibridização entre a banda d do Ni e p do Al [19].

Entre os trabalhos que não usam o termo “termodinâmica de primeiros
prinćıpios”, mas utilizam esta metodologia, podemos citar a t́ıtulo de ilus-
tração:

• C. Colinet e A. Pasturel realizaram cálculos teóricos dos sistemas Cu-
Ni, Ag-Ni e Au-Ni baseados na estrutura FCC [20]. Estes autores uti-
lizaram o método FP-LMTO juntamente com o CVM para calcular
o domo de imiscibilidade4 dos sistemas Cu-Ni, Au-Ni e Ag-Ni, com
máximos aproximadamente nas temperaturas 900 K, 1200 K e 4000
K respectivamente. Neste trabalho, foi incrementada mais uma con-
tribuição na energia total, pelo uso do modelo de Debye para calcular
a energia livre vibracional.

• F. Lechermann e M. Fähnle estudaram o diagrama de fases do sistema
Ni-Al baseado na estrutura BCC [21]. Foi utilizado o método ab-initio
real space cluster expansion (CE) e o CVM. Neste trabalho mostra-
se que quando se considera a contribuição das vacâncias (lacunas, na
terminologia metalúrgica) para a energia livre, o diagrama de fases é
substancialmente modificado. Mostra-se também que a temperatura de
transição B2/A2 prevista está na ordem de 8000 K. Neste trabalho os
autores utilizam a denominação “Mecânica Estat́ıstica ab-initio” para
este esquema.

Nestas brev́ıssimas citações de trabalhos, que correspondem à metodolo-
gia chamada“termodinâmica computacional”ou“termodinâmica de primeiros

4É uma região do diagrama de fases com a forma de domo dentro da qual não há
miscibilidade total entre os componentes na mesma fase, isto é, coexistem duas fases com
a mesma estrutura, mas com composições diferentes.
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prinćıpios”pode-se notar que o assunto é objeto de pesquisas bastante intensa
com aplicações tanto no domı́nio tecnológico quanto no acadêmico. Além
disso, o procedimento está sendo constantemente aprimorado na tentativa de
descrever sistemas cada vez mais complexos. No presente trabalho, utilizamos
a “termodinâmica de primeiros prinćıpios”. Obtemos o diagrama de fases uti-
lizando o método ab-initio FP-LAPW juntamente com o formalismo CVM.
Escolhemos trabalhar com o FP-LAPW, porque é reconhecido na literatura
como uma ferramenta eficiente para cálculos de estrutura eletrônica, espe-
cialmente para o cálculo da energia total de sistemas metálicos. A adoção
do CVM para o presente trabalho se deve ao fato de ser este um método
versátil, que permite calcular facilmente o potencial termodinâmico de sis-
temas com um número arbitrário de componentes, em oposição as simu-
lações de Monte Carlo. Além do mais, o Método de Monte Carlo, por ser
numericamente exato, tem um alto custo computacional para a obtenção de
propriedades termodinâmicas. Por outro lado, o CVM por ser um método
aproximado, requer um investimento computacional muito menor. Como na
literatura as duas metodologias têm fornecido resultados semelhantes, por ex-
emplo: Cu-Ag [22], Fe-Al[23], Fe-Si, Fe-Co e V-Mn [24] assim como Gd [25],
escolhemos trabalhar com o CVM. Nas últimas décadas, L. G. Ferreira et
al., estudaram tanto o CVM como o Método Monte Carlo [26]. Note-se, en-
tretanto, que na literatura também se encontram cŕıticas com relação ao uso
do CVM. Alguns autores o consideram muito “lento” para aplicações comer-
ciais, que exigem a realização de diversos cálculos de equiĺıbrio em um curto
espaço de tempo, advogando o uso do formalismo CALPHAD [27]. Outros
autores já consideram o CVM como “muito simplificado”, advogando o uso
de algoritmos do Método de Monte Carlo no cálculo das propriedades ter-
modinâmicas.

1.1 Escolha dos sistemas estudados

Os materiais intermetálicos ordenados, “utilizados para fins estruturais”, e
em particular os aluminetos de metais de transição têm atraido a atenção do
circuito das engenharias nas últimas décadas devido a uma série de carac-
teŕısticas únicas que os tornam particularmente atraentes para aplicações a
temperaturas altas e moderadas [15]. Entre estas podemos citar:

1. Alta estabilidade estrutural devido às estruturas cristalinas complexas
(em comparação às ligas metálicas desordenadas) e altas temperaturas
de fusão;
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2. Boa resistência espećıfica devido aos altos teores de alumı́nio, que re-
duzem a densidade do material;

3. De boa a excelente resistência à oxidação, à sulfetação devido à for-
mação de camadas passivantes compostas de óxidos de alta entalpia de
formação (nos aluminetos: Al2O3).

Segundo S. C. Deevi et al. “... aluminetos de Ni e Fe possuem con-
centrações suficientemente elevadas de Al (isto é, da ordem de 8% até 32%
de peso) para formar uma camada de alumina cont́ınua e aderente. Em con-
traste, quase 98% de ligas e superligas capazes de operar acima de 700 0C em
ambientes oxidantes contém menos de 2% de peso do Al e invariantemente
o Cr em concentrações ao redor de 18% de peso para promover resistên-
cia à oxidação. As ligas que contêm Cr formam Cr2O3 na exposição ao ar
ou ao oxigênio e a dissociação de Cr2O3 para CrO3 limita sua resistência
à oxidação até 950 0C” [28]. A estas propriedades favoráveis, que tornam
estes materiais posśıveis concorrentes ao aços inoxidáveis para aplicações em
altas temperaturas, contrapõem-se uma baixa ductibilidade5 e tenacidade6

em temperatura ambiente. Entre os materiais intermetálicos ordenados, at-
ualmente em desenvolvimento, podemos citar: as ligas baseadas no sistema
Ti-Al [29] que apresentam densidades ainda mais reduzidas, mesmo em re-
lação aos outros intermetálicos e as ligas baseadas no sistema Ni-Al, princi-
palmente na forma da fase B2 (NiAl) que é estável em uma ampla faixa de
composições e temperaturas [21]. Entretanto, tanto o Ni como o Ti são o
que se costuma denominar de “matérias - primas estratégicas” para as quais
há reservas minerais limitadas no mundo, tornando-se materiais de alto custo
intŕınseco [30]. Acrescente-se a isto o alto custo de produção destas ligas. Isto
se deve ao fato de que o Ti-Al apresenta alta afinidade por nitrogênio e ox-
igênio, as altas temperaturas de processamento e o Ni-Al apresenta elevada
fragilidade a frio. A consequência disto é que estas ligas são adequadas apenas
para a produção de componentes de alto valor agregado, tipicamente na in-
dústria aeroespacial. Por outro lado o Fe é abundante na natureza, quer seja
na forma de reservas minerais ou na forma de sucata, o que contribui para
uma forte redução do custo intŕınseco. Neste sentido, o sistema Fe-Al, abre
uma “janela de mercados” na concorrência comercial aos aços inoxidáveis e
com as “superligas” à base de ńıquel e de cobalto para uso em altas tem-
peraturas [30]. Isto justifica o investimento em pesquisa e desenvolvimento

5Refere-se à capacidade do material se deformar plasticamente sem se fraturar, quando
submetido a esforços de tração.

6É uma medida da energia necessária para fraturar um corpo de prova padrão. Tenaci-
dade a fratura se refere à resistência que o material oferece à propagação instável de uma
trinca.
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deste material e o presente trabalho se insere neste esforço. Sabe-se que ligas
do sistema Fe-Al tem boas propriedades mecânicas a quente7, que fazem
delas candidatas para aplicações estruturais em ambiente hostil (por exem-
plo, atmosferas oxidantes) e em temperaturas intermediárias [31]. Exemplos
de propriedades são:

1. Baixa densidade, já que a densidade do Al é 2.70g/cm3 e a do Fe é
7.86g/cm3 [32]; ligas baseadas na fase B2-FeAl apresentam densidades
ao redor de 6g/cm3 [30];

2. Alta resistência mecânica a temperaturas elevadas (aproximadamente
até 800 K) [31];

3. Boa resistente a oxidação [31];

4. Baixo custo de fabricação [30].

O Fe-Al, além das propriedades de suas ligas mencionadas acima, é con-
siderado um sistema protótipo para estudar as reações de ordenação atômica
(configuracional) de ligas do tipo BCC, uma vez que esta é a estrutura es-
tável sobre uma ampla faixa de composição que vai desde o Fe puro até
quase 50 at.% Al [33]. As interações de ordem magnética também são im-
portantes neste sistema. Por exemplo, existe uma controvérsia na literatura
entre medidas experimentais e resultados teóricos sobre o Fe-Al (B2) apre-
sentar ou não magnetismo. Este será um dos aspectos abordados durante a
análise dos resultados deste sistema. Entretanto, o sistema Fe-Al tem baixa
ductilidade e tenacidade na temperatura ambiente [15], o que nos motiva a in-
vestigar um posśıvel aprimoramento neste aspecto deste material. Existe na
literatura uma grande quantidade de trabalhos, enfocando tanto o ponto de
vista acadêmico como os tecnológicos direcionados a entender os fenômenos
envolvidos na deformação plástica do sistema Fe-Al, com o objetivo de con-
tornar esta fragilidade a frio. Alguns ind́ıcios sugerem que a transição entre o
comportamento dúctil Nas últimas décadas, L. G. Ferreira et al., estudaram
tanto o CVM como o Método Monte Carlo [26]. Note-se, entretanto, que na
literatura também se encontram cŕıticas com relação ao uso do CVM. Alguns
autores o consideram muito “lento” para aplicações comerciais, que exigem a
realização de diversos cálculos de equiĺıbrio em um curto espaço de tempo, ad-
vogando o uso do formalismo CALPHAD [27]. Outros autores já consideram

7Propriedades mecânicas a quente se referem as propriedades medidas acima de tem-
peraturas onde os fenômenos de difusão passam a ser notados, tipicamente da ordem de
5-% da temperatura de fusão (absoluta) do material. Para ligas Fe-Al nas composições
aqui estudadas estas temperaturas devem ser superiores a aproximadamente à 1000 K.
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o CVM como“muito simplificado”, advogando o uso de algoritmos do Método
de Monte Carlo no cálculo das propriedades termodinâmicas.
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Caṕıtulo 2

Metodologia I - Métodos De
Primeiros Prinćıpios

Neste caṕıtulo mencionaremos inicialmente as aproximações que são feitas
para que a equação de Schrödinger (que envolve muitos corpos em um sólido
e que conduz na maioria dos casos a uma inviabilidade da sua solução) se con-
verta em uma expressão tratável computacionalmente conhecida como con-
junto de equações de Kohn-Sham (KS). Este esquema é bastante conhecido
na literatura e já foi tratado exaustivamente em diversos textos [34, 35]. Por
este motivo, nos limitaremos a discorrer brevemente sobre o assunto. Posteri-
ormente faremos uma descrição do método de primeiros prinćıpios utilizado
neste trabalho, o Full - Potential Linearized - Augmented - Plane - Waves
(FP-LAPW), que resolve as equações de KS para os compostos estudados.
O método FP-LAPW também é bastante conhecido na literatura e sendo as-
sim não é nosso objetivo neste caṕıtulo fazer uma descrição detalhada deste
método, mas sim colocar os pontos mais importantes para uma visão geral
da abordagem que utilizamos.

2.0.1 O esquema de Kohn-Sham

Sabe-se que as propriedades f́ısicas da matéria são devidas as interações
entre átomos ou moléculas e que os elétrons são responsáveis por uma série
de fenômenos importantes na f́ısica do estado sólido. São estas interações
que determinam se um sólido é condutor, semicondutor, ou isolante, além de
serem responsáveis pelas propriedades de transporte. O cálculo da estrutura
eletrônica de um material é importante no estudo de suas caracteŕısticas
f́ısicas, assim como de seu comportamento diante de condições externas como
pressão, temperatura, campos elétricos, etc.. Ao falar de estruturas eletrônica
estamos nos referindo a distribuição dos estados eletrônicos em uma dada
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configuração espacial dos átomos. Para este tipo de cálculo temos atualmente
uma grande variedade de métodos que têm como objetivo básico resolver a
equação de Schrödinger independente do tempo[35].

ĤΨ = EΨ, (2.1)

onde o operador hamiltoniano Ψ̂, para um sistema com m-elétrons e N-
núcleos é dado por[35],

Ĥ = T̂e + T̂N + V̂NN + V̂Ne + V̂ee. (2.2)

Nesta expressão, T̂e é o operador energia cinética dos elétrons, T̂N é o
operador energia cinética dos núcleos, V̂Ne é o operador energia potencial da
interação dos elétrons com os núcleos e, finalmente V̂ee é o operador energia
potencial da interação dos elétrons. Estes operadores são definidos por:

T̂e = −
~2

2me

m∑

i

∇2
i ; ∇2

i = (
∂2

∂2i
+) (2.3)

T̂N = −
~2

2

N∑

α

1

Mα

∇2
α; (2.4)

V̂NN =
N∑

α,β

N∑

α<β

ZαZβ

|Rα −Rβ |
e2; (2.5)

V̂Ne = −

N∑

α

m∑

i

Zα

|Rα − ri|
e2; (2.6)

V̂ee =

m∑

i

m∑

i<j

e2

|ri − rj|
. (2.7)

Aqui ~r e ~R denotam coordenadas eletrônicas e coordenadas nucleares, res-
pectivamente e o laplaciano foi escrito, por simplicidade, em coordenadas
cartesianas. Para sistemas de muitos corpos, a solução da equação de Schö-
redinger torna-se extremamente trabalhosa e, na maioria dos casos de in-
teresse, é imposśıvel obter soluções exatas devido ao enorme número de
part́ıculas envolvidas, como é o caso de materiais compostos por núcleos
e elétrons interagentes. Uma maneira de contornar este problema é a uti-
lização de algumas aproximações que descreveremos brevemente a seguir. A
primeira aproximação consiste em desacoplar o movimento dos elétrons do
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movimento dos núcleos, esta aproximação é conhecida como “aproximação
de Born-Oppenheimer” ou“aproximação adiabática”[56]. Devido à massa dos
núcleos ser muito maior do que o elétron(m�M ≈ 10−4 a 10−5), os elétrons
deslocam-se muito mais rapidamente que os núcleos, justificando o uso desta
aproximação. A função de onda total Ψ(~r, ~R) que é a solução da equação de
Schrödinger:

{T̂e + T̂N + V̂NN + V̂Ne + V̂ee}Ψ(~r, ~R), (2.8)

pode ser expandida como:

Ψ(~r, ~R) =
∑

n

Φn(~R)ψn(~r, ~R). (2.9)

Consideremos apenas a parte eletrônica da equação de Schrödinger[35]:

{T̂e + V̂NN + V̂Ne + V̂ee}ψn(~r, ~R) = εn(~R)ψn(~r, ~R), (2.10)

onde não se considera o movimento dos núcleos, e portanto T̂N é desprezado.
Neste caso, a posição nuclear, ~R, não é uma variável dinâmica e sim um
parâmetro, e ~r é a variável coletiva da posição eletrônica ~r1, ~r2, ~r3, ... . A
solução da parte eletrônica, equação (2.10), determina um conjunto completo

de autovalores εn(~R) e autofunção ψn(~r, ~R). Substituindo a equação (2.9)
em (2.8) e usando o resultado da parte eletrônica, teremos na aproximação
adiabática[35]:

{T̂N + εn(R)}Φn(R) = EΦn(R) (2.11)

A energia eletrônica total εn(R), a qual também inclui a repulsão nú-
cleo – núcleo, tem um papel de energia potencial. Desta forma o efeito resul-
tante dos elétrons é acoplar os núcleos juntos, como uma mola, onde, para
cada estado eletrônico, esta mola tem uma constante de força diferente. Con-
sequentemente dentro da aproximação de Born-Oppenheimer as equações
(2.10) nos dão informações sobre os estados eletrônicos do sistema e as
equações (2.11) sobre o movimento nuclear. A segunda aproximação tem
como objetivo transformar o problema de muitos corpos em um problema de
um só corpo. Para isto, utilizaremos a teoria do funcional da densidade (Den-
sity Functional Theory-DFT) de Hohenberg-Kohn [36] no chamado esquema
de Kohn e Sham - KS[37] que é constitúıda basicamente de dois teoremas váli-
dos para um sistema de elétrons interagentes sujeitos a um potencial externo,
νext(~r), que pode ser considerado como um potencial Colombiano devido aos
núcleos. Em uma versão bem objetiva os teoremas podem ser escritos como:
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1. “A energia total do estado fundamental de um sistema eletrônico, sob a
influência de um campo externo, é um funcional único de sua densidade
eletrônica” [36, 38]

E = E[ρ(~r)] (2.12)

Note-se que, para um sistema com polarização de spin onde a densidade
de carga é formada pela soma das densidades dos spins up (↑) e down
(↓), o funcional energia total será [38]

E = E[ρ↑(~r), ρ↓(~r)]. (2.13)

2. “Esse funcional energia total tem seu valor mı́nimo para a densidade
correta do estado fundamental, levando-se em conta a conservação do
número de part́ıculas do sistema”.

O funcional da energia total do estado fundamental pode ser escrito na
forma,

ET [ρ] = Vext[ρ] + F [ρ]. (2.14)

Aqui Vext[ρ] é também um funcional único da densidade eletrônica, ex-
presso em termos do potencial Vext[~r] por

Vext[ρ] =

∫
νext(~r)ρ(~r)d~r, (2.15)

e F [ρ] é um funcional da densidade eletrônica, onde está inclúıda a energia
cinética e os termos de interação elétron - elétron. F [ρ] pode ser escrito como

F [ρ] = Ts[ρ] + Ec[ρ] + Exc[ρ], (2.16)

onde Ts[ρ] denota o funcional energia cinética para um sistema de elétrons
não interagentes, Ec[ρ] é a energia devida a interação Colombiana entre os
elétrons, chamada também de energia de Hartree, dada (em unidades de
Hartree, e2 = 1) por

Ec[ρ] =
1

2

∫ ∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′|
, (2.17)

e Exc[ρ] é, por definição, o funcional energia de troca - correlação (ex-
change - correlation) para o sistema formado por elétrons interagentes com
densidade ρ(~r). No esquema de KS, em Exc[ρ], além de haver todos os efeitos
de muitos corpos, há também uma contribuição devida a energia cinética dos
elétrons, já que o termo Ts[ρ] representa apenas a parte da energia cinética
devida a um sistema de elétrons não interagentes. Na equação (2.16), o prob-
lema do desconhecimento da forma exata de F [ρ] não foi resolvido, mas
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apenas redefinido, já que a forma exata do funcional Exc[ρ] também não é
conhecida. Com as expressões acima, o funcional energia total fica [35]:

ET [ρ] =

∫
νext(~r)ρ(~r)d~r + Ts[ρ] +

1

2

∫
ρ(~r)ρ(~r′)

|~r − ~r′|
d~rd~r′ + Exc[ρ]. (2.18)

De acordo com o“prinćıpio variacional”, tomando a variação de E(ρ), com
o v́ınculo do número total de elétrons serem fixos, chega-se a [35]:

∫
δρ(~r)

{
δTs
δρ

+ νext(~r) +

∫
ρ(~r)

|~r − ~r′|
d~r + Vxc[ρ(~r)]−

δE[ρ]

δρ

}
d~r = 0. (2.19)

Aqui Vxc[ρ(~r)] é o potencial de troca-correlação, dado por

Vxc[ρ(~r)] =
∂Exc[ρ(~r)]

∂ρ(~r)
. (2.20)

Ao se estudar um sistema de m - elétrons adota-se o formalismo de uma
part́ıcula no qual um sistema é descrito por orbitais ϕi(~r). Estes orbitais são
preenchidos com dois elétrons cada (em um formalismo sem polarização de
spin), em ordem crescente de suas energias, de tal forma que a densidade
eletrônica pode ser escrita em termos de ϕi e de seus complexos conjugados
ϕ∗
i como

ρ(~r) =

m∑

i

|ϕi(~r)|
2 =

m∑

i

ϕ∗
i . ϕi. (2.21)

Substituindo a equação (2.21) na equação (2.19) chega-se ao seguinte
conjunto de equações de uma part́ıcula, expressa em unidades de Rydberg
como:

{
−
1

2
∇2 + V efe[ρ(~r)]

}
ϕi(~r) = εiϕi(~r) , i = 1, ..., m. (2.22)

Aqui εi são as energias de uma part́ıcula relacionadas com os orbitais ϕi

e V efe[ρ(~r)] é a energia potencial efetiva, dada por [39, 40]

V efe[ρ(~r)] = Vc[~r, ρ(~r)] + Vxc[ρ(~r)], (2.23)

sendo que Vc corresponde a energia potencial eletrostática chamada tam-
bém de potencial de Coulomb, que contém a interação núcleo - elétron e a
interação entre os elétrons, isto é [39, 40]
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V efe(~r) =
∑

α

−Zα

|~r − ~Rα|
+

∫
ρ(~r)

|~r − ~r′|
d~r′ + Vxc[ρ(r)]. (2.24)

Nesta expressão, o primeiro termo refere-se ao potencial nuclear sobre
o elétron em ~r, Zα é o número atômico do núcleo na posição Rα, o se-
gundo termo é o potencial eletrostático devido aos demais elétrons e final-
mente temos o potencial de troca - correlação. É assim que a equação de
Schrödinger (com resolução inviável na grande maioria dos casos, pois re-
presenta uma equação para n part́ıculas) se converte em um conjunto de n
equações, equações (2.22), para uma só part́ıcula (com resolução viável), co-
nhecido como equações de KS. Para que as equações de KS sejam resolvi-
das, autoconsistentemente, é necessário conhecer o termo Vxc, equação (2.20).
Para isto adota-se alguma forma explicita para Exc[ρ]. Note-se que se con-
hecêssemos exatamente Exc e Vxc, todos os efeitos de muitos corpos estariam
em prinćıpio inclúıdos. Entretanto na prática isto não é posśıvel, porém ex-
istem várias aproximações para este termo [35, 41]. Neste trabalho apre-
sentaremos duas aproximações mais utilizadas para o termo de troca - corre-
lação, Exc[ρ]. A primeira é a aproximação da densidade local (Local Density
Approximation - LDA) com suas diversas parametrizações e extensões para
o caso com polarização de spin onde é chamada de LSDA (Local Spin Den-
sity Approximation). Alguns exemplos são: Hedin - Lundqvist [42]; Moruzzi,
Janak e Williams [43] e Perdew e Wang [44]. Na LDA, assume-se que a vari-
ação da densidade de carga, ρ(~r), é suficientemente lenta e o termo Ex[ρ] é
dado por [35]:

Exc[ρ] = ELDA
xc =

∫
ρ(~r)εxc[ρ(~r)]d~r (2.25)

Aqui o termo εxc(ρ) é a energia de troca - correlação e correspondente
á energia, por elétron, de um gás de elétrons interagentes com densidade de
carga uniforme ρ(~r).

A segunda é a aproximação de gradiente generalizada (Generalized Gradi-
ent Approximation - GGA). Alguns exemplos são: PW86 [45]; B88 [46]; EV93
[47] e PBE96 [48]. Nesta aproximação, Exc é função da densidade de carga
local e também do gradiente da densidade, ou seja:

Exc[ρ] = EGGA
xc [ρ] =

∫
ρ(~r)εxc[ρ(~r)]d~r. (2.26)

O objetivo é fazer uma segunda descrição, com a informação adicional contida
no gradiente da densidade de carga.

Para calcular a estrutura eletrônica de um sistema resolvendo as equações
de KS é necessário escolher uma aproximação para o Exc[ρ] (LDA ou GGA no
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caso). Escolhida uma aproximação, as equações de KS são resolvidas em um
processo iterativo ou autoconsistente, o qual descrevemos a seguir: Primeira-
mente, escolhemos uma densidade inicial ρ0 que vai fornecer o potencial efe-
tivo, equação (2.24), para o sistema estudado. Este potencial, inserido nas
equações de KS, (2.22), fornece os estados ϕi, que por sua vez devem produzir
uma nova densidade de carga ρ1 utilizando a equação (2.21). Comparamos
as densidades de cargas inicial ρ0 e final ρ1. Se elas diferirem apenas den-
tro de um erro pré - estabelecido inicialmente, dizemos que o sistema está
“convergido”. Caso contrário, utiliza-se ρ1 no lugar de ρ0 para o novo pro-
cesso iterativo, até atingir a convergência. Este procedimento geral cumpre-se
para qualquer método que desenvolva as equações de KS auto - consistente-
mente. Entretanto existem diferentes maneiras de implementar este processo
segundo a conveniência e adequação para cada tipo de problema. As equações
de KS, para o caso de um cristal peŕıodo podem ser reescritas como:

[
T̂ + V̂ efe(~r)

]
ϕn~k(~r) = εn~k(~r). (2.27)

Aqui ϕn~k(~r) são as funções de onda de Bloch [32] referentes a um estado

de vetor de onda ~k que pertence a banda n e εn~k são os autovalores que
fornecem as bandas de energia do sistema estudado. Aqui por simplicidade
descreveremos somente o tratamento não relativ́ıstico. Para obter a energia
total, dentro da teoria do funcional da densidade, expressaremos o funcional
energia cinética, Ts[ρ], a partir das equações de KS. Para isto multiplicamos

por ϕ∗
i a equação (2.27), onde i = n~k, fazendo depois a integração:

∫
ϕ∗
i T̂ ϕidτ +

∫
ϕ∗
i V̂

efeϕidτ = εi

∫
ϕ∗
iϕidτ. (2.28)

Por construção (condição de ortonormalidade) a integral do lado direito
é igual a unidade e do lado esquerdo T̂ e V̂efe são operadores. Em seguida
realiza-se a somatória sobre todos os estados ocupados,

∑
i, obtendo-se:

∑

i

∫
ϕ∗
i T̂ϕidτ +

∑

i

∫
ϕ∗
i V̂

efeϕidτ =
∑

i

εi, (2.29)

o primeiro termo do lado esquerdo fornece a energia cinética em função
da densidade, Ts[ρ] e o segundo termo também se expressa em termos da
densidade, equação (2.23). Desta forma a energia cinética fica,

T [ρ] =
∑

i

εi −

∫
V efe(~r)ρ(~r)d~r. (2.30)
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Substituindo a equação acima, (2.30), na equação (2.18) obteremos a
energia total, ET . Descreveremos nas próximas seções o método FP-LAPW
que foi adotado no presente trabalho.

2.1 Descrição do método FP-LAPW

O método FP-LAPW desenvolve autoconsistentemente as equações de
KS, no esquema descrito na seção anterior e como será detalhado na seção
2.4. O FP-LAPW se desenvolve na mesma linha do método APW (Augmented
Plane Wave), proposto por J. C. Slater [50] onde o espaço cristalino é dividido
em duas regiões e diferentes expansões de base são usadas nessas regiões
(Fig.2.1).

Figura 2.1: Divisão do espaço no método FP-LAPW. Figura retirada do manual
do código Wien2k.

Denotamos por I, as regiões que são esferas de raio R não sobrepostas e
centradas nas posições atômicas, e por II, a outra por ser a região intersti-
cial entre as esferas. Dentro das esferas a base é constrúıda por uma combi-
nação linear de funções radial vezes harmônicos esféricos Ylm(~r), onde l e m
são números quânticos orbital e magnético, respectivamente. No LAPW as
funções de base são combinações lineares de uma função radial uνl(Eν,r), para
cada valor de l, e sua derivada com relação á energia, u̇νl(Eν , r), avaliada em
uma energia fixa Eν , normalmente escolhida no centro da banda correspon-
dente, vνl é a solução da equação radial [51, 38]:

{
−
d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ V (r)−Eν

}
ṙuνl(r) = 0, (2.31)
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onde V (r) é a componente esférica do potencial cristalino dentro da es-
fera. A função u̇νl(Eν , r) satisfaz uma equação semelhante, porém não ho-
mogênea. Na região intersticial (II), onde o potencial é aproximadamente
constante, a expansão da função de onda é obtida através de ondas planas,
exp(i ~K~r), onde:

~K = ~k + ~G, (2.32)

sendo que ~G é um vetor de translação da rede rećıproca e ~k um vetor de
onda restrito a parte irredut́ıvel da primeira zona de Brillouin. As funções de
base do LAPW, φk(~r), são definidas então como[38, 40]:

φ ~K(~r) =






1

Ω
1
2

exp (i ~K~r), para r ∈ II;
∑

l,m

{
Al,m( ~K)ul(Eν , r) +Bl,m( ~K)u̇l(Eν , r)

}
Yl,m(~r), para r ∈ I.

(2.33)
Estas funções são usadas para a expansão das autofunções de KS [40] na

forma:

ψ~k,i(~r) =
∑

| ~K|<Kwf

Ci( ~K)φ ~K(~r). (2.34)

Na equação (2.34), o “corte das funções de onda”, Kwf , limita o número
destes vetores e consequentemente a dimensão da base. Na equação (2.33), Ω

é o volume da célula, Al,m( ~K) e Bl,m( ~K) são coeficientes de expansão que são
obtidos quando se impõem: a continuidade da função na fronteira da esfera,
r = R, e a continuidade da derivada da função em r = R. Neste tratamento as
funções dentro e fora da esfera são resolvidas separadamente, mas devem ser
“casadas”na superf́ıcie da esfera para garantir a continuidade da densidade de
carga. O fato de incluir a derivada da função radial, em relação à energia, na
expansão da função de onda na região da esfera juntamente com a utilização
do parâmetro Eν , no método LAPW, introduz um erro da ordem de (ε−Eν)

2

na função de onda, o qual leva a um erro de (ε−Eν)
4 na energia da banda. É

assim que as “LAPWs” formam uma boa base em um razoável intervalo de
energia, permitindo, na maioria dos casos e particularmente em metais, tratar
a banda de valência com um único conjunto de Eν e obter as bandas de energia
para um determinado ponto ~k da zona de Brillouin. Além disto, podem-se
introduzir também os chamados “orbitais locais”[38] para melhorar a base.
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2.2 Representação da densidade de carga e

do potencial

A eficiência da base LAPW está na escolha das funções de onda nas
duas regiões: expansões em harmônicos esféricos dentro das esferas e expan-
sões em ondas planas na região intersticial. Variações rápidas das funções de
onda implicam em uma rápida variação da densidade de carga e do poten-
cial, Entretanto, a utilização direta desta representação resulta em um grande
número de coeficientes a serem determinados. Uma maneira de reduzir este
número é usar expansões que levem em conta a simetria do sistema. No
LAPW, continuamos o esquema dual, a expansão na região intersticial é
feita em “estrelas” e dentro dos átomos não equivalentes em “harmônicos de
rede”. As estrelas, Φs(~r), são definidas como [38]:

Φs =
1

Nop

∑

R

.eiRG(r−tR), (2.35)

aqui R são os componentes rotacionais das operações do grupo espa-
cial. As harmônicas de rede são definidas por [38]:

Kν,α(r − Rα) =
∑

m

Cα
ν,mYl,m(r −Rα), (2.36)

sendo que Rα a posição do centro do átomo α. Assim, a densidade de
carga é dada por [38]:

φ(~r) =

{∑
s asΦs(~r), para ~r ∈ II;∑
ν ρν(~r)Kν(~r), para ~r ∈ I.

(2.37)

Coerente com o estabelecido para a expansão da função de onda e para
a densidade, o potencial do sistema é descrito por [40]:

V efe(~r) =

{∑
| ~G≤G|max V

efe
G .e(i

~G~r), para ~r ∈ II;
∑

lm V
efe
lm,α(rα)Ylm(~rα), para ~r ∈ I.

(2.38)

Assim nenhuma aproximação de forma é introduzida. A qualidade desta
descrição do potencial total (full-potential:FP) é controlada pelo parâmetro

de corte Gmax para os vetores da rede rećıproca ~G.

2.3 Solução da equação de Poisson

O potencial efetivo usado nas equações de KS contém o potencial de
troca-correlação e o potencial de Coulomb, Vc(~r), equação (2.23). O vC(~r)
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é determinado pela densidade de carga (eletrônica mais nuclear) através da
equação de Poisson (em unidades atômicas, e2 = 1) [38, 52]:

∇2Vc(~r) = −4πρ(~r), (2.39)

e pode ser escrita como uma serie de Fourrier [52]:

Vc(~r) =
∑

G

Vc.e
(i ~G~r), (2.40)

com [38, 52]:

Vc( ~G) =
4πρ( ~G)

| ~G|2
. (2.41)

Dadas as condições de contorno, a integração da equação (2.39) pode ser
executada eficientemente em uma pequena região. Entretanto, em geral a
solução no espaço real não é uma solução facilmente obtida. A equação de
Poisson no espaço rećıproco, equação (2.41), tem solução em prinćıpio trivial
[38]. Infelizmente, no método LAPW, há uma rápida variação da densidade
de carga dentro das esferas resultando no fato de que a expansão em série
de Fourrier, ρ(G) não seja convergente. Para solucionar este problema, D. R.
Hamann [53] e E. Wimmer et. al. [54] desenvolveram um método baseado em
potenciais de multipolos com o “problema de Dirichlet” para uma esfera [55].
O esquema consiste em substituir a verdadeira densidade de carga dentro das
esferas por uma pseudo-carga, que tenha os mesmos momentos de multipolos
e que na sua representação de Fourrier possua uma rápida convergência. Esta
pseudo-carga é utilizada para obter o potencial de Coulomb correto no espaço
todo, ou seja, tanto na região intersticial como dentro das esferas. O potencial
dentro das esferas é obtido resolvendo-se o problema de contorno usando a
densidade de carga verdadeira da região.

2.3.1 A matriz Hamiltoniana

Os elementos da matriz de sobreposição, S ~G~G′ , e os elementos da matriz
hamiltoniana, H ~G~G′, estão definidos por [38]:

S ~G~G′ =< ΦG|ΦG′ > (2.42)

e

H ~G~G′ =< ΦG|H|ΦG′ > . (2.43)
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Estas equações podem ser decompostas em uma parte intersticial e em
uma parte dentro da esfera. No caso, da hamiltoniana, a parte dentro da
esfera pode ainda ser dividida em parte esférica (energia cinética mais a parte
do potencial para l = 0) e parte não esférica. Com isto, pode-se escrever a
matriz de sobreposição, como [38]:

S ~G~G′ =
1

Ω

∫

Ω

d~r.ei(
~G′− ~G).~rΘ(~r) +

∑

α

Sα( ~G, ~G
′). (2.44)

aqui Sα( ~G, ~G
′) é a contribuição da esfera α para o termo de sobreposição, Θ(~r)

é a função degrau, definida como zero dentro da esfera e um na região in-
tersticial. A matriz hamiltoniana pode ser escrita como:

H ~G, ~G′ =
1

Ω

∫

Ω

d~rΘ(~r)e−i(~G+~k).~r {T + VPW} .ei(
~G+~k).~r

+
∑

α

{
Hα( ~G, ~G

′) + V NS
α ( ~G, ~G′)

}
(2.45)

onde T é o operador energia cinética, VPW a parte do potencial na região
intersticial,Hα( ~G, ~G

′) é a contribuição esférica para a hamiltoniana e V NS
α ( ~G, ~G′)

a contribuição não esférica, l 6= 0, do potencial na esfera α.

2.3.2 A energia total

A energia total é uma importante grandeza f́ısica a ser calculada neste
método e através de sua determinação podemos obter outras propriedades
tais como parâmetro de rede, compressibilidade, etc. Note-se que no for-
malismo FP-LAPW não está inclúıda a temperatura, o que quer dizer que
nossos cálculos são realizados para o estado fundamental, onde a temperatura
é T = 0K. Utilizamos a equação (2.30) substituindo-se a equação (2.38) que
descreve o potencial total na expressão da energia total, no FP-LAPW. Note-
se que esta é uma caracteŕıstica importante deste tipo de abordagem (FP), o
que permite obter a energia total com uma boa precisão. Assim, a energia
total adquire, no FP-LAPW, a forma [39]:

ETotal[ρ] =
∑

i

εi −

∫

Ω

d~r.ρ(~r)

[
1

2
Vc(~r + Vxc(~r))

]
−

1

2

∑

α

ZαVM( ~Rα) + Exc.

(2.46)

aqui [VM(~Rα)] é o potencial de Coulomb, em ~Rα, devido a todas as cargas
no cristal a exceção da carga nuclear neste śıtio, Zα, [39]:
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VM(~Rα) =

∫
ρ(~r).d~r

|~r − ~Rα|
−
∑

β

Zβ

|~Rβ − ~Rα|
. (2.47)

Finalmente, é interessante lembrar que no caso de sólidos a energia será
a soma da energia eletrônica mais a energia vibracional. Sabe-se no entanto
que a energia eletrônica é, na maioria dos casos, muito maior que a energia
vibracional o que nos permite resolver as equações de KS só para a parte
eletrônica. No presente trabalho nos limitaremos ao tratamento da parte
eletrônica não abordando as contribuições vibracionais.

2.4 A autoconsistência no FP-LAPW

Na descrição da autoconsistência que faremos nesta seção, os nomes em
maiúscula, que estão entre parênteses, são os utilizados no código computa-
cional WIEN2K e que são mostrados na figura 2.2.

Por ser um método de primeiro prinćıpios (dentro da teoria do funcional
da densidade) o FP-LAPW requer unicamente como dados de entrada o
número de elétrons e as posições de cada componente a ser estudado. Com
estes dados geramos nossa célula unitária. Nela o espaço é dividido em es-
feras sendo que, por exemplo, para o sistema Fe3Al, serão três esferas para o
Fe e uma para o Al, cada uma centrada no correspondente śıtio da rede. O
primeiro passo é a verificação de que as esferas não se sobrepõem (NN). Isto
dependerá de uma conveniente escolha dos raios das esferas.
Geralmente escolhe-se como raio a metade da distância dos primeiros viz-
inhos. Com esta escolha as esferas vão estar tangentes, tendo muito pouco
espaço intersticial, o que nos leva a utilizar uma menor quantidade de ondas
planas. Mas, se pretendemos fazer uma otimização do parâmetro de rede, o
que significa ter de comprimir o sistema, pode acontecer uma sobreposição
das esferas com esta escolha de raio. Para que isto não aconteça, o raio
da esfera tem que ser menor que a metade da distância dos primeiros vizi-
nhos. Note-se entretanto que, em prinćıpio, respeitando o fato de que não
haja sobreposição o resultado deve independer da escolha do raio, embora
o custo computacional envolvido varie bastante. O passo seguinte é realizar
um cálculo tipo atômico (embora confinado ao raio da esfera)(LSTART) para
obter a energia total e a densidade eletrônica de cada átomo que compõem o
sistema.
Aqui definimos como serão tratados no cálculo os diferentes orbitais, se
como caroço ou valência. Em seguida são geradas as operações de simetria
(SYMMETRY), assim como também os harmônicos de rede e as matrizes

de rotação locais. Posteriormente geram-se os pontos ~k(KGEN) na parte
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irredut́ıvel da primeira zona de Brillouin. Até aqui, geramos as condições
para que se obtenha a densidade eletrônica inicial, ρ0, do cristal, o que é
feito sobrepondo as densidades eletrônicas de cada átomo (DSTART). Com
a densidade eletrônica inicial calculamos o potencial total (LAPW0), fazendo
a soma do potencial de Coulomb e o potencial de troca-correlação. Com este
potencial constrúımos os elementos da matriz hamiltoniana, que depois de
ser diagonalizada (resolução da equação de KS) nos proporciona os auto-
valores e autovetores (LAPW1), ou seja, obtemos os auto-estados de uma
part́ıcula ψi. É assim que conseguimos as densidades eletrônicas dos esta-
dos de valência em cada ponto ~k (LAPW2) através da soma sobre todos os
estados ocupados calculados até a energia de Fermi. Os estados de caroço
(LCORE) são obtidos em um cálculo atômico, porém na presença do poten-
cial do sólido. Para obter a nova densidade eletrônica, fazemos a soma entre
os estados de caroço e valência. Comparamos então as densidades de entrada
e sáıda do processo. Caso elas difiram dentro de um critério pré- estabelecido
nosso sistema estará convergido. Caso contrário faz-se uma mistura para es-
tabilizar a convergência, entre as densidades de entrada e de sáıda, utilizando
um fator de mistura Q:

ρmistura(r) = (1−Q).ρentrada(r) +Q.ρsaida(r) (2.48)

Com a densidade eletrônica misturada reiniciamos o processo interativo
até atingir a autoconsistência conforme o esquema da Figura 2.2.
Neste trabalho utilizamos a densidade de carga como indicador de critério
de convergência. No código WIEN2K, além da densidade de carga pode-se
utilizar a energia total ou a força como critério de convergência. Os parâme-
tros que definem a base ou procedimentos numéricos e podem ser variados
na obtenção da convergência, são:

• LMAX- Este parâmetro nos define a quantidade de ondas parciais que
serão usadas dentro da esfera.

• RKMAX- Este parâmetro nos define, de forma indireta, a quantidade
de ondas planas utilizadas, segundo:

RKMAX = min(Rα)max(| ~G|) (2.49)

onde Rα é o raio da esfera α e ~G percorre os vetores da rede rećıproca.

• O número de pontos ~k- Número de pontos na parte irredut́ıvel da
primeira zona de Brillouin, no espaço rećıproco.
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2.5 Implementação da base LAPW no código

WIEN2K

O método LAPW, descrito nas seções anteriores, é implementado em
vários pacotes computacionais. Um dos mais elaborados e usados é o código
WIEN2k. Esse pacote é constitúıdo de vários programas independentes que
são interligados. Na seção anterior abordamos de forma breve a aplicação
destes programas durante o cálculo LAPW. A seguir são dadas as principais
tarefas de cada um dos programas que o constitui, desde os que fazem parte da
inicialização de um cálculo (NN, SGROUP, SYMMETRY, LSTART, KGEN
e DSTART) aos que correspondem à parte do ciclo autoconsistente (LAPW0,
LAPW1, LAPW2, LCORE e MIXER). Para executar um cálculo autocon-
sistente usando esse código é preciso executar, antes, uma série de pequenos
programas auxiliares que usam um arquivo com as informações sobre o ma-
terial, os quais gerarão a partir delas dados de entrada para os principais
programas a serem executados no ciclo autoconsistente. No ińıcio do cál-
culo é necessário um arquivo de entrada contendo as informações sobre os
parâmetros de rede, as posições e espécie atômica que compõem o sólido.
Nesse método, nenhuma informação a respeito das propriedades já conheci-
das do material é introduzida nos cálculos. Métodos com essas caracteŕısticas
são denominados de primeiros prinćıpios ou ab-initio. Assim, após preparar o
arquivo de entrada, cuidadosamente, o processo inicial é rodar, na seqüência:

• NN
Esse programa calcula a distância dos vizinhos de todos os átomos e
verifica se houve superposição das esferas atômicas. O programa, além
disso, permite verificar se os átomos de um mesmo tipo foram especifi-
cados corretamente no arquivo de entrada.

• SGROUP
Determina o grupo espacial da estrutura definida no arquivo de entrada
e todos os elementos de simetria dos grupos pontuais dos śıtios não
equivalentes.

• SYMMETRY
Gera as operações de simetria do grupo espacial e calcula valores de l
e m para expansão da densidade eletrônica.

• LSTART
Para executar um cálculo autoconsistente usando esse código é preciso
executar, antes, uma série de pequenos programas auxiliares que usam
um arquivo com as informações a cerca do material, os quais gerarão
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a partir delas dados de entrada para os principais programas a serem
executados no ciclo autoconsistente. Calcula a densidade eletrônica
dos átomos livres (constituintes do composto estudado) que será usada
no programa DSTART, e determina como os diferentes orbitais serão
tratados. Para isso, o programa interage pedindo para especificar uma
energia de corte, isto é, um valor de energia que separará os elétrons que
serão tratados como sendo da valência, e os que serão tratados como
de caroço (elétrons em orbitais cujas energias são inferiores ao valor de
corte e estão completamente dentro da esfera atômica). Os dados de
entrada que são gerados a partir da execução desses programas, surgem
como valores padrões, os quais devem ser analisados cuidadosamente
para cada sistema estudado. O LSTART, por exemplo, cria um arquivo
que contém vários parâmetros, os quais dizem respeito à convergência
do cálculo e devem, portanto, ser verificados. Um dos parâmetros mais
importantes é o Rmt X Kmax, pois é ele quem define o tamanho da
base e, portanto, a precisão dos cálculos. Esse parâmetro corresponde
usualmente a valores entre 5 e 9 (quando se usa a base APW+lo) ou
entre 6 e 10 (para a base LAPW). O termo Rmt corresponde ao raio
da menor esfera muffin-tin da célula cristalina e o Kmax é o raio de
corte no espaço rećıproco. Todos os vetores da rede rećıproca que es-
tiverem contidos na esfera com raio Kmax serão contados no conjunto
base. Outro parâmetro que deve ser conferido é o Lmax , isto é, o máx-
imo valor de L que determina a quantidade de harmônicos esféricos
permitidos para as funções atômicas dentro das esferas muffin-tin.

• KGEN
Gera a rede de vetores de onda k na parte irredut́ıvel da zona de Bril-
louin. Ao executar esse programa ele, interativamente, pedirá o número
de pontos k que serão usados no cálculo. Esse número é particular para
cada sistema.

• DSTART
Esse programa gera uma densidade eletrônica cristalina inicial por su-
perposição das densidades eletrônicas dos átomos constituintes, calcu-
ladas no LSTART.

Após executados esses programas é feita a analise dos dados gerados, o ci-
clo autoconsistente para a solução das equações de Kohn e Sham, pode ser,
finalmente, rodado. O ciclo é repetido até atingir o critério de convergên-
cia especificado pelo usuário. O ciclo autoconsistente executa os seguintes
programas:
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• LAPW0
Esse programa usa a densidade calculada pelo DSTART como densi-
dade inicial para construir o potencial efetivo, e calcula o potencial
total como soma do potencial coulombiano e o potencial de troca e
correlação.

• LAPW1
Monta o hamiltoniano e as matrizes de overlap, e encontra por diago-
nalização dessas os autovalores e autovetores. O processo de diagonal-
ização corresponde à parte do cálculo que consome maior tempo.

• LAPW2
Calcula a energia de Fermi e determina a nova densidade de carga
eletrônica no cristal, fazendo integração para todos os estados ocupados
e para todos os pontos k na primeira zona de Brillouin.

• LCORE
Determina os autovalores da parte esférica do potencial e as correspon-
dentes densidades de cargas dos elétrons de caroço, bem como ajusta
os ńıveis energéticos dos elétrons no caroço.

• MIXER Esse programa mistura as densidades eletrônicas de caroço e
valência para produzirem uma nova densidade eletrônica do cristal a
ser utilizada na próxima interação, até que o critério de convergência
não seja alcançado. Ver na figura (2.2), o fluxo dos programas descritos
anteriormente.

Uma vez convergidos os cálculos, temos à nossa disposição a completa de-
scrição quântica, no estado fundamental, do sistema em estudo. Em out-
ras palavras, obtiveram-se as autofunções e autovalores do hamiltoniano de
Kohn-Sham, e a partir desses pode-se calcular várias propriedades como den-
sidade dos estados (DOS), estrutura das bandas e propriedades ópticas, as
quais não serão descritas neste texto devido ao foco do trabalho.
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Figura 2.2: Fluxograma dos programas principais que fazem parte do código
WIEN2K.
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Caṕıtulo 3

Metodologia II - O Método
Variacional de Clusters (CVM)

Neste caṕıtulo apresentamos o Método Variacional de Clusters (CVM).
Primeiramente serão apresentados alguns conceitos básicos, para uma mel-
hor compreensão do método. Posteriormente a termodinâmica de sistemas
multicomponentes será discutida para finalmente descrevermos propriamente
o CVM.

3.1 Definições

3.1.1 Espécies

Por espécies entende-se uma classe de átomos que se distinguem dos out-
ros por alguma caracteŕıstica f́ısica peculiar. Exemplos de espécies são os
elementos qúımicos, elementos qúımicos em diferentes projeções de spin no
eixo “z” ou ı́ons com diferentes graus de ionização.

3.1.2 Variáveis Configuracionais

Consideremos um sistema cristalino com N śıtios e n espécies i (i=A,B,
C,...) sendo N a soma sobre todos os átomos do sistema, N =

∑
iNi

[59]. Por exemplo, para um composto binário do tipo Fe3Al, teremos duas
espécies (n=2) onde A = Fe e B = Al, alternativamente para um com-
posto do tipo Fe2AlMo teremos três espécies (n=3) onde A = Fe, B = Al
e C = Mo. A distribuição das espécies atômicas sobre os śıtios da rede
define uma configuração. Para especificar a configuração precisamos de um
operador que identifique as espécies atômicas sobre um śıtio n qualquer da
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rede. Neste sentido, escolhemos o operador σn que associa números inteiros
identificando as diferentes espécies atômicas que ocupam o śıtio α, isto é,
σn = 1, 2, 3, ..., n. Notem que embora existam outras escolhas esta é a mais
frequentemente utilizada. Assim uma configuração do cristal especificada pelo
vetor −→σ = (σ1, σ2, σ3, ..., σN ). O número total de configurações posśıveis é
nN [59]. Por exemplo, para um sistema binário AB , sem momento mag-
nético, σn = 1, 2 isto significa que no śıtio n teremos o número 1 quando este
for ocupado por um Fe e o número 2 quando for ocupado por um Al. Analoga-
mente, a posição 1 da rede pode ser ocupada por um Fe ou um Al, isto é,
σ1 = Fe ou σ1 = Al (σ1 = 1 ou σ1 = 2). Duas configurações diferentes são
por exemplo:

• −→σ = (Fe, Al, Fe, ..., Al) ou −→σ = (1, 2, 1, ..., 2)

• −→σ = (Fe, Fe, Al, ..., F e) ou −→σ = (1, 1, 2, ..., 1).

Para um composto binário AB , com momento magnético presente no
átomo A (no caso das espécies serem definidas por: A ↑ e A ↓), teremos
σα = 1, 2, 3 (A ↑= 1, A ↓= 2 e B = 3). O operador σα é chamado tam-
bém de variável de spin devido a correspondência formal com o modelo de
Ising. Qualquer função de σα, incluindo o próprio σα, é chamado de“variável
configuracional”[59].

3.1.3 Cluster

Para um sistema cristalino com N muito grande é imposśıvel contar com
todas as configurações diferentes. A natureza estat́ıstica do problema, en-
tretanto, garante que apenas um subconjunto pequeno e altamente degener-
ado (são as configurações que têm a mesma energia) destas configurações
influencia as propriedades do sistema. Desta forma, uma solução aproxi-
mada pode ser obtida considerando-se apenas as configurações pertencentes
a este subconjunto. Uma estratégia para se escolher este subconjunto é a uti-
lização de uma configuração correspondente a uma unidade muito pequena
chamada cluster . Definimos um cluster como um conjunto de pontos da rede:
α1, α2, α3, ..., αr com r ≪ N. Uma configuração sobre este cluster é dada
por: (σ1, σ2, σ3, ..., σr). Desse modo em um cluster de r śıtios tem-se
nr configurações diferentes, sendo este número muito menor do que nN . Um
subconjunto de um cluster também é um cluster. Para diferenciá-lo do cluster
escolhido para representar o sistema iremos designá-lo por sub-cluster; exem-
plos de sub-clusters são os pontos: σ1, o par σ1σ2, o tripleto σ1σ2σ3 e assim
por diante.
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3.1.4 Probabilidade de Cluster

O sistema completo, com N śıtios é substituido por outro composto
por Mr clusters, onde cada cluster atua como uma entidade estatisticamente
independente dos outros. DefinimosMσr

como o número de clusters com uma
dada configuração σr no sistema. Ao invés de M(−→σ r), é comum utilizar ρ,
dado por:

ρ(−→σ r) =
M(−→σ r)

Mr

(3.1)

onde Mr é o número de clusters de tamanho r contidos no sistema com
N-śıtios. As probabilidades de clusters especificam a configuração na aproxi-
mação de clusters com r-śıtios e constituem a mais importante variável con-
figuracional do sistema.

3.1.5 Probabilidade Configuracional

As funções termodinâmica de um sistema vão depender da probabilidade
do cluster escolhido e de todas as probabilidades dos sub-clusters contidos
neste cluster de r-śıtios que descreve uma configuração, νtot, dado por [59]

νtot =

(
r

1

)
K +

(
r

2

)
K2 + ...+

(
r

r

)
Kr = (K + 1)R − 1. (3.2)

Aqui para um ponto há K escolhas de ser ocupado por um elemento e(
r

1

)
combinações 1 de um ponto no cluster, para um par temos K2 escolhas

de dois elementos e
(
r

2

)
combinações de um para de pontos neste cluster, e

assim por diante. Para a equação (3.2) foi utilizada a expansão binomial:

(K + 1)r =

(
r

0

)
K0 +

(
r

1

)
K1 + ...+

(
r

r

)
Kr. (3.3)

Entretanto, as contribuições parciais para a νtot (probabilidades confi-
guracionais de ponto, dupla,etc.) não são todas independentes. Se as proba-
bilidades de um cluster são dadas, então as probabilidades de todos os sub-
clusters podem ser obtidas por somatórias parciais. Por exemplo, para um
sub-cluster de 3-pontos temos [59]

ρ(σ1, σ2, σ3) =
∑

σ4,...,σr

ρ(σ1, σ2, σ3, σ4, ..., σr) (3.4)

1Lembrando que as combinações posśıveis de x objetos idênticos em n posições é:
(
n

x

)
=

n!
x!(n−x)!
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onde os ı́ndices das somatórias percorrem todos os posśıveis valores de
σ4,...,σr. O número de somatórias parciais, νp, é definido como

G = H − TS. (3.5)

O estado de equiĺıbrio de um sistema a temperatura e pressão constantes
é definido por um mı́nimo de G.

• Energia livre de Gibbs molar (Gm) - Define-se a energia livre de
Gibbs molar como Gm = G/N em unidades de J/mol.

• Energia livre de Gibbs molar parcial - Para um sistema qualquer
pode-se definir a energia livre de Gibbs molar pela relação:

G =

K∑

i=1

Ni(
∂G

∂Ni

)T,P,Nj,i 6=j. (3.6)

A quantidade entre parênteses recebe o nome de energia livre de Gibbs
molar parcial da espécie i(Ḡi

m). Por exemplo, a energia livre de Gibbs molar
parcial de uma solução ideal será dada por:

Ḡi
m = Ḡ0

i

m +RTln(xi), (3.7)

onde R é a constante dos gases, Ḡ0
i

m é a energia livre de Gibbs molar
padrão definida para o estado de referência, no caso em que P=1 atm. e xi
é a fração molar da espécie i. Por definição temos:

µi =  ∂G

∂Ni

T,P,Nj,i 6=j (3.8)

Desta forma obtemos uma das identidades fundamentais da termodinâmica,
também conhecida como potencial qúımico, µi:

µi = Ḡi
m (3.9)

• Energia Livre de Gibbs molar parcial de uma solução qual-
quer. - Para uma solução qualquer teremos por definição:

Ḡi
m = Ḡ0

i

m +RTln(ai), (3.10)

onde ai é chamada de atividade da espécie i. Por comparação com 3.7
podemos definir o coeficiente de atividade (γi):

Ḡi
m = Ḡ0

i

m +RTln(xi) +RTln(γi). (3.11)

De onde temos que
ai = γixi, (3.12)

34



• Energia livre de mistura. - Substituindo a expressão (3.11) em
(3.6), podemos escrever:

G =
K∑

i=1

Ḡ0
i

m +RT
K∑

i=1

Niln(ai). (3.13)

O primeiro termo do lado direito da equação acima é idêntico á energia
livre de um sistema hipotético composto pelas K espécies do sistema caso
não houvesse interação entre elas. O segundo termo contém, portanto, toda
a informação sobre a interação entre as espécies. Por definição denominamos
estas quantidades por: Energia livre de Gibbs de referência (Gref

0 ) e energia
livre de Gibbs de mistura (∆Gmix). Desde que o mesmo estado de referência
seja escolhido para cada espécie do sistema, o termo de referência não irá
influir no equiĺıbrio entre as fases. Os cálculos CVM apresentados no presente
trabalho usam todos o mesmo estado de referência para todas as espécies (fase
BCC, na temperatura do cálculo) e, portanto, apenas o termo de mistura
precisa ser considerado no cálculo dos diagramas de fases.

3.2 O CVM na aproximação do tetraedro ir-

regular

Seguiremos nesta seção o mesmo desenvolvimento realizado nas referên-
cias [60] e [1]. Quando se estuda a termodinâmica de sistemas multicompo-
nentes, é natural utilizarmos como variáveis a pressão (P), o volume (V), a
temperatura (T), o número total de átomos (N) (constante) e o conjunto das
frações molares dos compostos (xi) Um estado de equiĺıbrio é então definido
pelo mı́nimo da energia livre de Gibbs, dado por:

G(N, T, P, (xi)) = U(N, T, P, (xi))− TS(N, T, P, (xi)) + PV (N, T, P, (xi)),
(3.14)

sendo U a energia interna definida por;

U(N, T, P, (xi)) = TS(N, T, P, (xi))− PV (N, T, P, (xi)) +
K∑

i

µixi, (3.15)

onde K é o número de espécies e µi o potencial qúımico da espécie
i, definido na equação (3.8). Em sistemas condensados o termo PV freqüen-
temente é desconsiderado[1] em primeira aproximação, nas equações (3.14)
e (3.15), tal procedimento será utilizado pois a variação do volume é usual-
mente pequena em comparação com as demais grandezas f́ısicas, tendo assim
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pouca influência no mı́nimo de G. A versão do algoritmo CVM utilizado no
presente trabalho, implementado por Cláudio Geraldo Schön e Luiz Tadeu
Fernandes Eleno, desconsidera este termo. A dependência da energia livre
de Gibbs (G) com o número de átomos de cada espécie (o qual é expressada
através de (xi)), não é a mais adequada para o uso prático nos cálculos de
diagramas de fases. Isto devido ao fato que usualmente o sistema pode ser
encontrado em um estado heterogêneo, isto é, um estado onde duas ou mais
fases coexistem em equiĺıbrio, para determinados valores de temperatura (T )
e concentração (xi). Entretanto, o que se mantém constante em todas as fases
é o potencial qúımico (µi) de cada espécie. Para uma dada temperatura, o
que definirá o equiĺıbrio entre duas fases ϕ e ξ será o equiĺıbrio do potencial
qúımico entre estas fases, tal equiĺıbrio é definido pela relação:

µi|ϕ = µi|ξ ∀i. (3.16)

Para um sistema binário A-B, teŕıamos:

µϕ
A = µξ

A , µϕ
B = µξ

B. (3.17)

É conveniente expressar a equação (3.14) em função de (µi) ao invés de
(xi). isto pode ser obtido aplicando-se a correspondente transformada de
Legendre sobre a energia livre de Gibbs (G), como mostrado em [61]. O
equiĺıbrio do sistema neste caso será dado pelo máximo do Potencial Gran-
Canônico, ΩGP (N, T, (µi)), que pode ser obtido com o conhecimento da função
das frações molares dos componentes (xi). A determinação desta função, en-
tretanto, não é uma tarefa trivial e portanto o uso do potencial gran-canônico
(ΩGP ) para a solução do problema é pouco prático. Um método alternativo
para a minimização da energia livre de Gibbs (G) sob a restrição do potencial
qúımico (µi) é empregado na literatura e será descrito a seguir.

3.2.1 História do CVM

Em 1951, R.Kikuchi [67] propôs um novo método, a idéia básica do
método conforme o artigo original (ainda não denominada Cluster Variational
Method-CVM 2), é introduzir uma figura geométrica no sistema cristalino e
contar todas as posśıveis configurações considerando as interações entre os
átomos dessa figura escolhida. Posteriormente essa figura recebeu o nome de
cluster . Neste sentido, a primeira coisa a fazer no CVM é definir um clus-
ter básico. Neste artigo pioneiro Kikuchi introduziu uma expressão geral
para a entropia de sistemas cristalinos em função das probabilidades de ocu-
pação de pontos, pares, triângulos, etc., até um número pré-estabelecido de

2Em português, método de variação de agregados.

36



śıtios no sistema cristalino, por isto o método é aproximado. Esta é uma das
principais caracteŕısticas do CVM, a união entre a análise combinatória e a
geometria tridimensional, que geralmente fornece aproximações para a en-
tropia obtidas de modo muito mais fácil que os métodos anteriormente pro-
postos. O CVM pode ser encarado como uma hierarquia de aproximações,
como bem salientou Kikuchi em 1986 ao revisar o seu trabalho [68]. Cada
aproximação considera interações restritas a um determinado número fixo de
átomos, formando uma figura geométrica (um cluster) indeformável no retic-
ulado. Começando com o ponto como um cluster básico, o CVM equivale
à aproximação de Bragg-Williams (ou Currie-Weiss para a transição ferro-
magnética/paramagnética); com o par de primeiros vizinhos, o CVM fornece
equações idênticas às do modelo de Bethe; com o quadrado, ao modelo de
Kramers-Wannier; e assim por diante. O modelo original de Kikuchi para a
obtenção da entropia configuracional, no entanto, é muito dif́ıcil de ser uti-
lizado como um formalismo geral. Para o caso do tetraedro irregular (IT) no
reticulado BCC, por exemplo, a dedução da expressão da entropia seguindo
o método original de Kikuchi nunca foi publicada. Ainda assim, o processo é
facilmente generalizado, conforme observou Baker em 1953 [69]. A partir de
então diversos métodos diferentes foram criados para a determinação da en-
tropia configuracional[70, 71, 72, 73, 74, 78, 75, 79, 77, 76, 80, 81, 82, 83]. No
CVM, as propriedades termodinâmicas do sistema escolhido para o modela-
mento são ajustadas através de alguns parâmetros, ditos parâmetros de inter-
ação do CVM relativos a este sistema. Os parâmetros de interação do CVM
estão relacionados às energias de formação das superestruturas a serem mo-
deladas [84]. Dentre as abordagens utilizadas para o ajuste destes parâmetros-
que não são necessariamente únicos- podemos ressaltar três de maior im-
portância:

• ajuste a dados experimentais de diagramas de fases [66];

• ajuste as propriedades termodinâmicas, tais como dados de atividade
e temperatura cŕıticas de ordenamento [85];

• cálculos de primeiro prinćıpios (ou ab-initio), com base em determi-
nações de estrutura eletrônica [86].

A experiência tem mostrado que os ajustes através de dados experimen-
tais conseguem prever satisfatoriamente a escala de temperatura do diagrama
de fases experimental, mas não reproduz de forma satisfatória a energia de
formação experimental destes supereticulados. Fornecendo valores cerca de
30 a 50% menores. Por outro lado, métodos de primeiro prinćıpios são ca-
pazes de fornecer valores muito precisos da energia de formação (a 0K) dos
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supereticulados (com erro menor que 10% do valor experimental). Mesmo
assim, cálculos utilizando estes dados fornecem na maioria dos casos uma
escala de temperaturas para o diagrama de fases duas a três vezes maiores
que a experimental.

No presente trabalho, utilizamos como cluster básico o tetraedro irre-
gular, por ser mais simples, aplicado ao reticulado BCC, seguindo a no-
tação desenvolvida na seção 3.1.3, este sistema é definido pelo vetor σ̄ =
(σ1, σ2, σ3, σ4) ou ainda podemos chamar esta configuração da seguinte forma
σ̄ = (σα, σβ , σγ, σδ). Entretanto, é conveniente utilizar uma notação diferente,
que será enunciada ao longo do texto. Embora, consideremos inicialmente
os sistemas binários e depois os sistemas ternários, as equações utilizadas
podem ser aplicadas para um sistema de multicomponentes sem nenhuma
modificação nos códigos[87].

Figura 3.1: A figura mostra duas células BCC. Os śıtios numerados com: 1,
2, 8, 9, 10, 11, 12, 18 são os vértices e 32 o centro da primeira célula; os
śıtios 2, 3, 4, 9, 10, 12, 13, 14 são vértices e o 33 o centro da segunda célula.
As posições α, β, γ, δ formam o tetraedro irregular, no sistema BCC. A face
inferior do tetraedro é formada por α, γ e δ indicado pelo plano hachurado.
A figura corresponde ao composto B2 do sistema Fe-Al.
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Na figura 3.1 temos duas células BCC:representando cada uma delas, os
śıtios numerados por 1, 2, 8, 9, 10, 11, 12 e 18 são os vértices e 32 o centro
da primeira célula; 2, 3, 4, 9, 10, 12, 13 e 14 são os vértices e 33 o centro
da segunda célula. Nesta mesma figura mostramos o cluster básico usado no
presente trabalho, onde as posições α, β, γ e δ formam o tetraedro irregular,
também salientamos uma das faces do tetraedro formado por α, γ e δ. A
figura mostrada corresponde ao composto B2 do sistema binário Fe-Al. Con-
sideremos agora os sub-cluster formado pelos pares α−β e γ−δ. Estes átomos
estão separados pela distância correspondente a segundos vizinhos na rede
BCC. Da mesma forma os pares α − γ, α − δ, β − γ e β − δ correspondem
a pares de primeiros vizinhos[87]. Os sub-cluster do cluster básico, tetraedro
irregular são:

1. Pontos.

2. Pares de primeiros vizinhos, que serão representados por: 1viz.

3. Pares de segundos vizinhos, que serão representados por: 2viz.

4. Pontos que formam um triângulo isósceles, que serão representados por:
Ti-Is.

5. O tetraedro irregular, que será representado por: Te-Ir.

As configurações de um sub-cluster são definidas de maneira análoga as
do cluster. Uma configuração espacial do tetraedro é representado pelo con-
junto {i, j, k, l} onde i, j, k e l indicam quais espécies ocupam as posições
α, β, γ e δ, respectivamente. Para calcular a entropia configuracional, pre-
cisamos estabelecer como está formado o ”ensemble microcanônico” e definir
as probabilidades de cluster. Isto será feito a seguir.

3.2.2 Ensemble microcanônico.

O ensemble microcanônico,{Λ}, do sistema é determinado por todos os
arranjos posśıveis de clusters no sistema. Seja q do conjunto {λ}, escrito
como q{λ}, que representa o número de coordenação do cluster {λ}, isto é, o
número de clusters {λ}por posição de rede em uma determinada estrutura
cristalina. O número, N{λ} de cluster {λ} na rede é dado portanto por:

N{λ} = q{λ}N (3.18)

onde N foi definido anteriormente como o número de śıtios do sistema
cristalino. Os valores de q{λ} são fornecidos na tabela (3.1) para os sub-
clusters do tetraedro irregular. Por exemplo, q{λ} para o cluster de pares de
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primeira vizinhança é obtido da seguinte forma: o ponto de referência é o
sitio α, com o plano perpendicular na direção (0,0,1) que o contém. Na figura
3.1, pode-se contar 4 pares de primeiro vizinhos acima deste plano, e mais 4
pares abaixo do plano dando um total de 8. Este número é dividido por 2,
porque a contagem se repete quando tomarmos como referência o segundo
ponto pertencente ao par. Finamente dividimos pela quantidade de pares
distingúıveis da primeira vizinhança (que são 4) para obter como resultado
o valor 1, assim como indicado na tabela (3.1)

Cluster (λ) Configurações q{λ} a{λ}

Te-Ir {α, β, γ, δ} 6 1

Ti-Is {α, β, γ}, {α, γ, δ}, {α, β, γ} e {β, γ, δ} 6 -1

2viz {α, β} e {γ, δ} 3/2 1

1viz {α, γ}, {α, δ}, {β, γ} e {β, δ} 1 1

Ponto {α}, {β}, {γ}e {δ} 1/4 -1

Tabela 3.1: Número de coordenação q{λ}, coeficientes de Kikuchi-Barker a{λ}

para os sub-clusters do tetraedro irregular BCC. TE-Ir = tetraedro irregular,
Ti-Is = triângulo isósceles, 1viz = par de primeiro vizinhos, 2viz = par de
segundos vizinhos.

Os coeficientes de Kikuchi-Barker, a{λ}, da tabela (3.1), que serão utiliza-
dos mais adiante, são definidos pela relação:

a(r) = 1−

r−1∑

s=0

a(4−s) q
(4−s)

q(r)
nr
4−s (3.19)

sendo que o nr
4−s representa o número de sub-clusters de tipo r contidos

no sub-clusters (4-s), por exemplo, para o caso de n3
4 representa o número de

triângulos contidos no tetraedro.

3.2.3 Configuração do tetraedro

Seja λ = {α, β, γ, δ} o cluster básico, na aproximação do tetraedro irregu-
lar. A probabilidade de obter uma configuração {i, j, k, l} sobre as posições
α, β, γ e δ é dada por

ρα, β, γ, δ
i, j, k, l =

Nα, β, γ, δ
i, j, k,l

q{λ}N
(3.20)
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onde Nα, β, γ, δ
i, j, k, l é o número de clusters λ com a dada configuração

{i, j, k, l} no sistema. Na estrutura B2, figura 3.1, pela simetria pode-se
trocar as posições i e j, assim como k e l, sem mudar o valor da probabilidade.
Podemos obter as probabilidades de sub-cluster a partir das probabilidades
de tetraedro com as chamadas ”relações de redução” que correspondem a
somas parciais sobre os ı́ndices das configurações de tetraedro. Para as prob-
abilidades de triângulo temos, por exemplo:

ρα, γ, δ
i, k, l =

∑

j′

ρα, β, γ, δ
i, j′, k, l , (3.21)

ou ainda:

ργ,α,δk, i, j =
∑

l′

ρα, β, γ, δ
i, j, k, l′ , (3.22)

As probabilidades dos sub-clusters, portanto, não são independentes e
estão relacionadas as probabilidades de tetraedro, ”relações de redução”. Us-
ando o tetraedro irregular para o sistema BCC binário, podemos definir al-
gumas estruturas com base nas probabilidades de ponto, assim como esta
mostrada na tabela (3.2) onde usamos a notação Strukturbericht.

Nome da estrutura Restrições sobre as probabilidades de ponto

A2 ρ
(α)
i = ρ

(β)
i = ρ

(γ)
i = ρ

(δ)
i

B2 {ρ
(α)
i = ρ

(β)
i } 6= {ρ

(γ)
i = ρ

(δ)
i }

B32 {ρ
(α)
i = ρ

(γ)
i } 6= {ρ

(β)
i = ρ

(δ)
i }

D03 {ρ
(α)
i = ρ

(β)
i } 6= {ρ

(γ)
i 6= ρ

(δ)
i }

Tabela 3.2: Estruturas baseadas nas probabilidades de pontos.

1. A2 - A estrutura desordenada BCC é chamada de A2 quando as posições
α, β, γ e δ têm a mesma probabilidade de serem ocupadas.

A estrutura (A2 )

Para a rede cúbica de corpo centrado (A2) os dados cristalográficos
usados para os cálculos são os seguintes:
Protótipo = W;
Śımbolo Pearson = cl2;
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Designação Strukturbericht = A2;
Grupo espacial = Im3̄m;
Numero = 229;
Vetores primitivos:
A1 = 1

2
(−aX+ aY + aZ);

A2 = 1
2
(+aX− aY + aZ);

A3 = 1
2
(+aX+ aY − aZ);

Vetor Base: B1 = 0(W).

Figura 3.2: Rede cúbica de corpo centrado (A2 ).

2. B2 - A estrutura ordenada BCC é chamada de B2 quando as posições
α e β têm a mesma probabilidade de serem ocupadas, assim como as
posições γ e δ, estas últimas, sendo, porém diferentes das anteriores.

A estrutura FeAl (B2 )

Para a estrutura FeAl (B2) foram utilizados os seguintes dados crista-
lográficos: Protótipo = CsCl;
Śımbolo Pearson = cP2;
Designação Strukturbericht = B2;
Grupo espacial = Pm3̄m;
Numero = 221;
Vetores primitivos:
A1 = (+aX);
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A2 =(+aY);
A3 = (+aZ);
Vetor Base: B1 = 0(Cs)(1a)
B2 = 1

2
(A1 +A2 +A3)=

a
2
(X+Y + Z)(Cl)(1b).

Figura 3.3: Rede cúbica de Fase centrada (B2 ).

3. B32 - A estrutura ordenada BCC é chamada de B32 quando as posições
α e γ têm a mesma probabilidade de serem ocupadas, assim como as
posições β e γ, sendo porém diferentes das anteriores.

A estrutura FeAl (B32 )

Para a estrutura FeAl (B32) foram utilizados os seguintes dados crista-
lográficos, dados obtidos de [91]: Protótipo = NaTi;
Śımbolo Pearson = cF16;
Designação Strukturbericht = B32;
Grupo espacial = Fd3̄m;
Numero = 227;
Vetores primitivos:
A1 = 1

2
(+aY + aZ);

A2 = 1
2
(+aX+ aZ);

A3 = 1
2
(+aX+ aY);

Vetor Base: B1 = 1
8
(A1 +A2 +A3)=

a
8
(X+Y + Z)(Na)(8a)

B2 = −1
8
(A1 +A2 +A3)=

−a
8
(X+Y + Z)(Na)(8a)
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B3 = 3
8
(A1 +A2 +A3)=

3a
8
(X+Y + Z)(Ti)(8b)

B4 = −3
8
(A1 +A2 +A3)=

−3a
8
(X+Y + Z)(Ti)(8b)

Figura 3.4: Liga binária NaTi com a fase (B32 ).

4. D03 - A estrutura ordenada BCC é chamada de D03 quando as posições
α, β têm a mesma probabilidade de serem ocupadas mas que diferem
da probabilidade da posição γ e da probabilidade da posição δ (γ 6= δ).

A estrutura Fe3Al - (D03)

Representação da estrutura cristalina da liga binária Fe3Al com a fase
(D03 ). Representação efetuada através do software Jmol.Os dados a
seguir foram obtidos de [91].
Protótipo = Fe3Al;
Śımbolo Pearson = cF16;
Designação Strukturbericht = D03;
Grupo espacial = Fm3̄m;
Numero = 225;
Outros elementos com esta estrutura = BiFe3; Vetores primitivos:
A1 = 1

2
(+aY + aZ);

A2 = 1
2
(+aX+ aZ);

A3 = 1
2
(+aX+ aY);

Vetor Base: B1 = 0 (Al)(4a)
B2 = 1

2
(−A1 +A2 +A3)=

a
2
(X)(Fe)(4b)
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B3 = −1
4
(A1 +A2 +A3)=

−a
4
(X+Y + Z)(Fe)(8c)

B4 = 1
4
(A1 +A2 +A3)=

a
4
(X+Y + Z)(Fe)(8c)

Figura 3.5: Liga binária Fe3Al com a fase (D03 ).

Em um sistema binário A-B é posśıvel definir seis configurações não equiv-
alentes:

1. A2 da estequiometria A.

2. A2 da estequiometria B.

3. D03 da estequiometria A3B.

4. D03 da estequiometria AB3.

5. B2 da estequiometria AB.

6. B32 da estequiometria AB.

3.2.4 Entropia

O prinćıpio fundamental do CVM é calcular a entropia configuracional
do ”ensemble micro-canônico” do sistema em termos das probabilidades de
cluster. A entropia do sistema é dada por

S = −q{λ}NKB

∑

i, j, k, l

ρα, β, γ, δ
i, j, k, l ln ρα, β, γ, δ

i, j, k, l −NKB

∑

υ⊂λ

qυaυ
∑

confi

ρυ ln ρυ,

(3.23)
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onde KB = 8.3145J/mol(K) é a constante de Boltzmann. A primeira so-
matória da equação (3.23) considera todas as configurações do tetraedro, {λ},
enquanto a segunda é sobre todos os sub-clusters de {λ} e suas configurações
(confi). Os aυ são os “coeficientes de Kikuchi-Barker”para os sub-clusters de
{λ}, indicados na tabela 3.1. Observe que a soma é realizada sobre todos os
sub-clusters υ contidos em λ.

3.2.5 Energia Interna

Uma vez definido o cluster básico e suas probabilidades, podemos escrever
a energia livre do sistema em função dessas probabilidades. A energia livre é
dada por

UΛ = q{λ}N
∑

i, j, k, l

ε
{λ}
i, j, k, lρ

{λ}
i, j, k, l, (3.24)

onde os termos ε
{λ}
i, j, k, l são auto-energias da configuração {i, j, k, l}

no tetraedro {λ}, também chamadas de interação de cluster. Para o caso do
tetraedro irregular, as interações podem ser escritas em forma de combinações
lineares de interações de pares e interações de maior ordem,

ε
{λ}
i, j, k, l =

1

6
(ε

(1)
i, k + ε

(1)
i, l + ε

(1)
j, k + ε

(1)
j, l) +

1

4
(ε

(2)
i, j + ε

(2)
k, l)

+
1

2
(ε̃i, k, j + ε̃i, l, j + ε̃k, i, l + ε̃k, j, l) + ε̃i, j, k, l (3.25)

Na expressão 3.25, as interações entre pares são indicadas pelos sobre-
scritos (1) para os primeiros vizinhos, (2) para os segundos vizinhos. Os ou-
tros parâmetros, indicados por um til (∼), são as interações entre triângulos e
entre conjuntos de quatros átomos, ressaltando que não devem ser levadas em
conta, novamente, as interações de pares. As frações são necessárias porque
os pares de primeiro vizinhos são compartilhados entre 6 tetraedros, os pares
de segundos vizinhos são compartilhados entre 4 tetraedros e finalmente os
triângulos são compartilhados entre 2 tetraedros. O sistema de equações
(uma equação para cada configuração {i, j, k, l}) da expressão 3.25 pode
ser simplificado pela definição da mistura mecânica dos componentes como
estado de referência para a energia. Isto equivale a substituir os parâmetros
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em 3.25 por,

w̃i, j, k, l = ε̃i, j, k, l −
1

4

∑

m=i, j, k, l

ε̃m, m, m, m

w̃i, j, k = ε̃i, j, k −
1

3

∑

n=i,j,k

ε̃n, n, n

w̃i, j, k = ε̃
(d)
i, j −

1

2
ε̃
(d)
i, i −

1

2
ε̃
(d)
j, j (3.26)

Uma simplificação maior pode ser obtida se considerarmos as degenerescên-
cias das interações de cluster devido á simetria da rede BCC. Após a con-
sideração de todos os elementos de simetria da rede BCC conclui-se que um
sistema binário apresenta 4 parâmetros de interação não equivalentes. Por
razões históricas prefere-se trabalhar com as contribuições dos pares (d=1,2),
w1

AB e w2
AB, que correspondem ás contribuições da primeira e segunda viz-

inhança, respectivamente, completando-se o sistema de equações com duas
interações relativas a configuração de tetraedro, wABAB e wABBB, que corre-
spondem as contribuições das estruturas B32 (AB) e D03(AB3), respectiva-
mente. Note que as energias de formação das duas fases A2 são nulas devido
á escolha do estado de referência. Estes serão chamados de parâmetros de
interação binárias do sistema. As energias de formação dos compostos calcu-
lados com o método FP-LAPW podem ser relacionadas aos parâmetros de
interação pelo seguinte sistema de equações:




Uf
D03−A3B

Uf
B2

Uf
B32

Uf
D03−AB3


 = 6N




0 0 1/4 1/3
0 0 0 2/3
1 0 1/2 1/3
0 1 1/4 1/3


×




w̃ABAB

w̃ABBB

w̃
(2)
AB

w̃
(1)
AB


 (3.27)

Desenvolvendo a equação (3.27), obteremos 4 equações correspondentes
aos parâmetros de interações binárias, que são:

4w̃1
AB = Uf

B2, (3.28)

2w̃1
AB +

3

2
w̃2

AB = Uf
D03−A3B

, (3.29)

2w̃1
AB + 3w̃2

AB + 6w̃ABAB = Uf
B32, (3.30)

2w̃1
AB +

3

2
w̃2

AB + 6w̃ABBB = Uf
D03−AB3

. (3.31)
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Para um sistema ternário A-B-C, com estrutura BCC, são necessários 18
parâmetros de interações. Destes 12 correspondem aos parâmetros de inter-
ações binárias, que são 4 parâmetros do binário A-B, 4 do binário B-C mais
4 do binário A-C. As configurações ternárias do sistema fornecem mais seis
parâmetros, os quais são obtidos desenvolvendo-se a equação (3.27) para um
sistema ternário, e que são:

6w̃AABC +
3

2
w̃2

BC + 2{w̃1
AB + w̃1

CA} = Uf
L21−A2CB, (3.32)

6w̃ABAC +
3

2
{w̃2

AB + w̃2
CA}+ {w̃1

AB + w̃1
CA + w̃1

bC} = Uf

F43̄m−A2CB
, (3.33)

6w̃BBAC +
3

2
w̃2

CA + 2{w̃1
BC + w̃1

AB} = Uf
L21−B2CA, (3.34)

6w̃BCBA +
3

2
{w̃2

AC + w̃2
AB}+ w̃1

AB + w̃1
CA + w̃1

BC = Uf

F43̄m−B2CA
, (3.35)

6w̃CCAB +
3

2
w̃2

AB + 2{w̃1
CB + w̃1

CA} = Uf
L21−C2AB, (3.36)

6w̃CACB +
3

2
{w̃2

BC + w̃2
CA}+ w̃1

AB + w̃1
CA + w̃1

BC = Uf

F43̄m−C2AB
. (3.37)

Note que nas equações (3.34) e (3.33) a composição é a mesma, isto é
A2CB, mas as estruturas são diferentes sendo a primeira chamada de L21 e
a segunda de F43m, respectivamente. Analogamente isto acontece com as
composições B2CA e C2AB. Para nosso sistema Fe−Al−Cr, substituiremos
A = Fe, B = Al e C = Cr nas equações 3.32 à 3.37.

A estrutura Heusler- (L21)

Os dados a seguir foram obtidos de [91]. Protótipo = AlCu2Mn;
Śımbolo Pearson = cF16;
Designação Strukturbericht = L21;
Grupo espacial = Fm3̄m;
Numero = 216;
Vetores primitivos:
A1 = 1

2
(+aY + aZ);

A2 = 1
2
(+aX+ aZ);
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A3 = 1
2
(+aX+ aY);

Vetor Base: B1 = 0 (Mg)(4a)
B2 = 1

2
(−A1 +A2 +A3)=

a
2
(X)(Ag)(4b)

B3 = 1
4
(A1 +A2 +A3)=

a
4
(X+Y + Z)(As)(4c)

(a)

Figura 3.6: Ligas ternárias com a designação strukturberich L21.

3.2.6 Energia Livre

Com a definição da energia interna, podemos construir a energia livre, F, do
sistema como:

F = U − TS +
∑

i,j,k,l=Fe,Mo

µ∗
i + µ∗

j + µ∗
k + µ∗

l

4
ραβγδi,j,k,l (3.38)

Nesta expressão, S representa a entropia configuracional de uma rede
cúbica de corpo centrado na aproximação de cluster do tetraedro irregular, o
qual é encontrado em geral na referência [92]. Variáveis µ∗

m representa o
potêncial quimico da componente m no estado de referência baricentrico,
definido pela transformação:

µ∗
Mo =

µA − µB

2
= −µ∗

B (3.39)

onde µA e µB são os potênciais quimicos de A e B em algum estado de
referência (em geral o Elemento padrão de referência, SER[10]).
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Usando a Identidade:

U − TS = N
∑

i=Mo,Fe

µixi (3.40)

e substituindo 3.39, em 3.38, nos obtemos:

F = N

(
µA + µB

2

)
(3.41)

3.2.7 Minimização da energia livre a temperaturas fini-
tas

Nesta seção, procuramos descrever um dos métodos de minimização da
energia livre para obtenção do estado de equiĺıbrio termodinâmico. O método
foi desenvolvido por Kikuchi em 1974 [62], para o caso puramente configu-
racional, e foi batizado de NIM (Natural Interation Method). Outro método
de minimização comumente utilizado é o método de Newton-Raphson (NR)
[63]. De maneira geral, podemos destacar as seguintes vantagens e desvanta-
gens dos dois métodos:

• O algaritmo NR converge rapidamente para uma solução, desde que a
estimativa inicial não esteja muito longe da solução. Caso contrário, o
sistema de equações irá possivelmente divergir, resultando em erros de
ponto flutuante.O raio de convergência para a solução diminui com o
aumento do número de componentes (ou seja, da dimensão do sistema
de equações).

• O algoritmo NIM converge lentamente para uma solução. No entanto,
a convergência é garantida, independentemente da estimativa inicial e
do número de componentes.

O algoritmo escolhido para o presente trabalho foi o NIM. O NIM é um
algoritmo iterativo autoconsistente capaz de fornecer as probabilidades e as
funções termodinâmicas no equiĺıbrio.

Um exemplo do processo de minimizar a energia livre de Gibbs sob a res-
trição dos potenciais qúımicos constantes para o caso de um sistema binário
é ilustrado em [1], descreveremos brevemente o processo a seguir.

A equação 3.38 é minimizada utilizando o algoritmo dedicado chamado
“Natural Iteration Method”, NIM [62]. Para valores dados de T e {µ∗

A}
podemos eventualmente obter diferentes soluções para o minimo (global ou
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local) de F 3 usando uma escolha conveniente de condições iniciais. Supondo
a convergência do algoritmo para diferentes phases (por exemplo, λ e φ), a
condição de equilibrio será dado por:

F λ = F φ (3.42)

Um calculo do diagrama de fases corresponde ao mapeamento de todos as
posśıveis soluções da equação 3.42 como função de T e µ∗

A, para todos pares
de configurações estaveis, λ e φ.

Nos sistemas contendo gaps de imiscibilidade há diferentes soluções corre-
spondendo a fases com idênticas simetris e diferentes composições. Próximo
ao máximo do gap a diferença na composição desaparece, então a obtenção
da solução da equação 3.42 é espinhosa nesta região. Todos os cálculos aqui
reportados usando a temperatura esta a 1 K do máximo do gap, sempre
começando do primeiro ponto convergido, correspondendo a temperatura
mais alta, continuando para baixo na escala de temperatura. Este primeiro
ponto convergido é determinado por tentativa e erro e é incluido no plot.

3.2.8 Componentes com momento magnético

Para o caso com componentes magnéticos, primeiro redefinimos a Hamil-
toniana dentro da estrutura BCC que estamos utilizando, isto é, para o tetrae-
dro irregular a Hamiltoniana de Ising vai ser dada por

E = qBCC{
∑

cluster

J1(σασγ + σασδ + σβσγ + σβσδ)

6s2
+

J2(σασβ + σγσδ)

4s2
} −

gµBHe

s

∑

cluster

(σα + σβ + σγ + σδ)

4
. (3.43)

Neste caso, σx(x = α, β, γ, δ) são os operadores de projeção de spin, J1

representa a energia de interação magnética entre primeiros vizinhos, J2 a
interação magnética entre segundos vizinhos, qBCC = 6 é o número de co-
ordenação do tetraedro, He representa o módulo de um campo magnético
externo, g é a razão giromagnético, µB é o magneton de Bohr e o s é o
número quântico de spin; neste trabalho utilizaremos o valor s = 1 para
descrever o magnetismo do Fe. Fazendo uma média da hamiltoniana sobre
todos os tetraedros do sistema, obtemos o funcional F

3Nos presentes cálculos a condição de convergência foi de uma diferença menor que
10−4 kB.K entre dois valores de F obtidos em subsequentes interações do NIM (1 kB .K

= 8.3145 J mol−1).
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F (T,H [α,β,γ,δi, j, k, l]) = N{
2s+1∑

i, j, k, l=1

(qα,β,γ,δεα,β,γ,δi, j, k, l−µ
∗
i, j, k, l)ρ

α,β,γ,δ
i, j, k, l}−TS

α,β,γ,δ

(3.44)
com:

εα,β,γ,δi, j, k, l =
J (1)(sisk + sisl + sjsk + sjsl)

6s2
+
J (2)(sisj + sksl)

4s2
+ εconfiguracional

(3.45)
Note que εconfiguracional foi definida em (3.27). Lembramos que:

U = 6× εα,β,γ,δi, j, k, l (3.46)

onde U é a energia de formação calculada a partir da energia total,ET , obtida
no cálculo de estrutura eletrônica utilizando o método FP-LAPW.

52



Caṕıtulo 4

Resultados e
Discussões: 01 - Estruturas de
Referência (Sistemas Unários)

Neste caṕıtulo apresentaremos inicialmente os critérios para obter a con-
vergência na energia total (ET ) bem como os parâmetros de controle para
se obter o estado fundamental de cada sistema estudado com o método FP-
LAPW. Os resultados apresentados e discutidos para os diagramas de fases
são obtidos utilizando o funcional de troca - correlação GGA-PBE, mostra-
remos o motivo da escolha deste funcional. Algumas propriedades mecânicas
como o volume de equiĺıbrio e o “bulk modulus” são mostrados e comparados
com seus respectivos valores experimentais durante o processo de otimização
estrutural. Os resultados para os sistemas unários utilizado como referência
para a construção dos diagramas de fases será discutido neste caṕıtulo:

4.1 Convergência na energia total

No caṕıtulo II indicamos que, para o controle do critério de convergência
na ET utilizando o método FP-LAPW na versão WIEN2K pode-se variar
três parâmetros: RKmax, Lmax e o números de pontos-K na primeira zona
de Brillouin. Destes parâmetros escolhemos um para que seja o primeiro a
convergir enquanto os outros são mantidos fixos. Analogamente repetimos o
procedimento com o segundo parâmetro e depois com o terceiro. Desta forma
temos vários caminhos alternativos para chegar á convergência do sistema. O
resultado final, entretanto, deve independer do caminho utilizado.
Neste trabalho, utilizamos 10−06 Rydberg como critério de convergência final
na ET para cada processo autoconsistente. O procedimento utilizado será
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agora brevemente descrito e ilustrado com os casos unários utilizados como
referência neste estudados.
Na figura 4.1 utilizamos o caso do Fe na estrutura BCC com o cálculo re-
lativ́ıstico com polarização de spin, mostramos o gráfico obtido durante o
processo da otimização estrutural. Na figura (4.5-a), aumentamos o valor de
RKmax, fixando Lmax=10 e 20 pontos-K, até obter a convergência. Nota-se
uma grande variação da ET ao incrementar o RKmax de 7 para 8 e uma vari-
ação menor de 9 para 10. Utilizamos esses valores iniciais porque estamos
estudando sistemas metálicos e que foram determinados pela nossa experiên-
cia anterior. Posteriormente fixamos o RKmax=10 e incrementamos o Lmax

mantendo fixos os 20 pontos-K. O resultado esta mostrado na figura (4.5-
b). Observa-se que ET varia muito ao incrementar Lmax de 8 até 10 e varia
muito pouco ao incrementar o Lmax a partir de 10, o que nos permite es-
colher Lmax=10 ou 11 para a etapa final do procedimento. Finalmente fix-
amos o RKmax = 10 e Lmax = 10, obtidos das etapas anteriores e o desen-
volvimento da energia em função dos pontos-K é mostrada na figura (4.5-
c). Observa-se a convergência final do sistema. Note-se que o sistema está
convergido ao trabalhar com 286 pontos-K ou com 364 pontos-K. A re-
solução da escala de ET vai se tornando sucessivamente mais fina quando
se passa da figura (4.5-a) para (4.5-b) e deste para (4.5-c). Este é um indica-
tivo importante da convergência do cálculo. O uso de parâmetros altos para
RKmax, Lmax e número de pontos-K implica no aumento do custo computa-
cional do cálculo, desta forma a escolha dos valores finais para os mesmos
deve levar em conta uma relação do tipo custo-benef́ıcio. Neste exemplo a-
presentado, escolhe-se RKmax = 10, Lmax = 10 e 286 pontos-K, já que estes
valores são os menores para que o sistema esteja convergido. O procedimento
descrito acima é feito apenas uma vez para e estrutura estudada, por exemplo,
para o Fe, mantendo-se o valor do parâmetro de rede fixo. Finalizando o pro-
cedimento, RKmax, Lmax e os números de pontos-K são mantidos constantes
e o parâmetro de rede é variado. A curva ET versus volume (4.1) se assemelha
a uma parábola e o ponto mı́nimo define o valor de equiĺıbrio do parâmetro
de rede e a ET de equiĺıbrio para a presente estrutura. Este procedimento, foi
testado de forma iterativa em todos os sistemas Fe-Al-Cr apresentados neste
trabalho. Um procedimento análogo é mostrado nas figuras 4.2, 4.3 e 4.4.

54



Tabela 4.1: Sistema Unário de referência. Onde:V0 é o volume minimo dado
em u.a., BP á derivada do bulk modulus e E0 é a energia minima do processo
de otimização dado em Ry.

Sistema Estrutura V0 B(GPa) BP E0

Fe(FM) A2 153.113 178.876 6.938 -2545.612423
Al(FM) A1 111.219 76.862 4.757 -485.644212
Al(FM) A2 114.091 68.683 4.564 -485.637156
Cr(AFM) A2 156.102 259.644 4.404 -2101.783673
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Murnaghan: V0,B(GPa),BP,E0
153.1127 178.8758 6.9378 -5091.224845

Figura 4.1: Otimização estrutural do Ferro cúbico de corpo centrado (Fe-A2)
para o caso FP-LAPW.

Nossa conclusão deste estudo é que basta apenas o procedimento de
otimização descrito acima e ilustrados nas figuras (4.5), para encontrar o
melhor conjunto de parâmetros, RKmax, Lmax e número de pontos-K. O
parâmetro de rede otimizado encontrado é mostrado na Tabela 4.2 Energia
total calculada para os três sistemas unários 4.2 formando a base de refer-
ência para a expansão de cluster aplicada ao sistema Fe-Al-Cr. Para todos
os cálculos RKmax=Lmax=10, número de pontos K na zona irredut́ıvel de
Brillouin foi de 286. O momento magnético médio no átomo (MM) é apre-
sentado (em magneton de Bohr, µB). Os parâmetros de rede são expressados
em nm e os valores da das energias são representados em Rydberg (Ry) por
fórmula unitária (1 Ry = 2.1798741× 10 −18 J.
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Figura 4.2: Otimização estrutural do Alumı́nio cúbico de face centrada (Al-
A1) para o caso FP-LAPW.
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114.0906 68.6828 4.5640 -485.637156

Figura 4.3: Otimização estrutural do Alumı́nio cúbico de corpo centrado
(Al-A2) para o caso FP-LAPW.

4.2 Escolha do termo de troca e correlação.

Na literatura existem várias aproximações para descrever o termo de troca
e correlação sendo os mais utilizados o LSDA e o GGA nas suas diferentes

56



-4203.5700

-4203.5650

-4203.5600

-4203.5550

-4203.5500

-4203.5450

-4203.5400

-4203.5350

 140  145  150  155  160  165  170  175  180  185

E
ne

rg
ia

 [R
y]

Volume [u.a.^3]

Cr_A2

Murnaghan: V0,B(GPa),BP,E0
156.1022 259.6436 4.4039 -4203.567346

Figura 4.4: Otimização estrutural do Cromo cúbico de corpo centrado (Cr-
A2) para o caso FP-LAPW.

Tabela 4.2: Sistema Unário de referência.
Sistema Estrutura a0 MM ET

Fe(FM) A2 0.283 2.24 -2545.612324
Al(FM) A2 0.323 0 -485.637179
Cr(AFM) A2 0.285 0 -2101.784485

parametrizações [35] e [41]. Escolhemos novamente o Fe como sistema teste
pelo fato de que este apresenta experimentalmente momento magnético no
estado fundamental e é um exemplo bastante estudado na literatura. Observa-
se que utilizando a LSDA e fazendo cálculos sem polarização de spin o es-
tado mais estável do Fe corresponde a estrutura FCC. Quando permitimos
a formação de momento magnético no Fe (cálculo com polarização de spin)
à energia da fase BCC diminui, porém a estrutura FCC continua sendo a
mais estável. Este fato contradiz o resultado experimental, uma vez que
a estrutura mais estável do Fe a baixas temperaturas é BCC e magnética
[88]. Conclúımos assim, de acordo com o já observado na literatura através
de diferentes métodos [89] e [90] que a LSDA não reproduz corretamente o
estado fundamental do Fe. Por outro lado, observa-se que quando cálculos
são realizados com GGA [48] e sem polarização de spin o estado mais es-
tável corresponde á estrutura FCC, de maneira análoga ao resultado obtido
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Figura 4.5: Variação da energia total em função de: (a) RKmax, (b) - Lmax
e (c) - dos pontos K na primeira zona irredut́ıvel de Brillouin.

com LSDA. Mas, quando permitimos a formação de momento magnético no
Fe, obtém-se que a estrutura BCC é a mais estável, o que reproduz o obser-
vado experimentalmente. Por este motivo, o funcional GGA [48] foi escolhido
para os demais cálculos deste trabalho.
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Caṕıtulo 5

Resultados e
Discussões: 02 - As Influências
das Premissas do Cálculo
Ab-initio no Diagrama de fases

Os cálculos ab-initio de estrutura eletrônica, no âmbito da Teoria do Fun-
cional da Densidade (DFT), usada como dado de entrada no CVM para o cál-
culo dos diagrama de fases são agora consideradas viáveis e uma ferramenta
poderosa para fornecer informações sobre sistemas para os quais existe uma
falta de dados experimentais. Apesar deste recente sucesso, eles dependem de
pressupostos básicos ou escolhas para a solução computacional do complicado
problema da mecânica quântica de muitos elétrons interagindo. Portanto, o
cálculo de diagramas de fase pode depender destas escolhas. É o objetivo do
presente caṕıtulo demonstrar a influência de alguns aspectos metodológicos
dos cálculos ab-initio realizado com o WIEN2K e os cálculos pseudopotenci-
ais com o VASP no diagrama de fase resultante. Usamos o estado da arte Full
Potential-Linear Augmented Plane Wave (FP-LAPW) e o método Projector
Augmented Wave (PAW) para executar cálculos de estrutura eletrônica com-
binado com o Método Variacional de Cluster na aproximação do tetraedro
irregular para calcular o diagrama de fases BCC do Fe-Mo. Os resultados
apresentados aqui foram submetidos para publicação.[49]

5.1 Metodologia

Utilizando o procedimento detalhado no caṕıtulo 03 para o cálculo do
diagrama de fases do Mo-Fe. O conjunto de compostos usados para o estudo
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das influências das premissas do estilo de cálculo efetuado no diagrama de
fases foram: as estruturas A2 Mo, A2 Fe, B2 MoFe, B32 MoFe, D03 Mo3Fe
e D03 MoFe3. Vale lembrar que este conjunto é bastantes limitados em com-
paração, por exemplo, com o utilizado por Blum e Zunger para investigar o
sistema Mo-Ta BCC (52 compostos) [93] numa abordagem alternativa den-
tro da familia de métodos de expansão de cluster[13]. O conjunto da base é
mantido limitado aqui uma vez que apenas uma descrição simplificada da ter-
modinâmica do sistema com base na aproximação do tetraedro irregular do
método variacional de cluster (CVM) é o alvo (descrição das fases BCC). As
energias totais dos compostos ordenados foram calculados usando o Código
WIEN2K. Isso permite testar o efeito de três grupos de pressupostos utiliza-
dos no cálculo de estrutura eletrônica, que são:

1. a escolha da base para a expansão da função de onda,

2. a escolha do termo de troca-correlação do potencial elétron-elétron, e

3. a consideração de efeitos relativ́ısticos e acoplamento spin-órbita.

O primeiro conjunto de cálculos, denotado aqui por “FPLAPW + LSDA”
foi realizado com a base tradicional usada no método Full Potential Lin-
earized Augmented Plane Wave (FP-LAPW), que é formado por funções de
onda como orbitais dentro das esferas e ondas planas na região intersticial. O
efeito de troca-correlação aqui considerado usou a mais simples aproximação
com a DFT, onde apenas a densidade eletrônica local (spin) é considerada (A
chamada aproximação local da densidade de Spin, LSDA)[44]. As correções
Relativista só serão aplicadas de forma simplificada, utilizando a implemen-
tação escalar-relativista do algoritmo[94].

O segundo conjunto, chamado“FPLAPW + GGA”usa a mesma base que
o conjunto anterior, mas agora os efeitos de troca-correlação são calculados
usando a chamada “Generalized Gradient Approximation”(GGA). Deve-se
ter em mente que, ao contrário do LSDA, a implementação do GGA não é
única. No presente trabalhar a implementação sugerida por Perdew, Burke e
Ernzernhof (PBE) [48] foi usada. Como no caso anterior, somente correções
escalar-relativ́ısticas foram aplicadas para este conjunto de cálculos.

O terceiro conjunto, denominado “FPLAPW + GGA + SO” foi seme-
lhante ao anterior (“FPLAPW + GGA”), mas agora uma correção rela-
tiv́ıstica de segunda ordem é utilizada, considerando-se o acoplamento spin-
órbita[95].O quarto conjunto, chamado “FPLAPW + GGA(NR)” vai na di-
reção oposta, evitando correções relativ́ısticas. Isto é feito, para investigar se
tais correções realmente afetam os resultados.
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Finalmente, o quinto conjunto de cálculos foi realizado utilizando o Proje-
tor Augmentadas Wave (PAW) [96] como método implementado no pacote de
simulação “ab-initio Vienna” (VASP código)1 usando a mesma aproximação
GGA [48] e correções escalar relativista utilizadas no segundo conjunto.

Os parâmetros de rede no estado fundamental foram determinadas através
do cálculo do valor mı́nimo da energia total. Como a energia total é o
parâmetro mais importante na presente abordagem, um cuidado especial foi
tomados ao realizar testes de convergência. Seguindo a notação WIEN2K
a convergência da ordem de 10−6 Ry na energia total foi alcançada usando
valores adequados de RKmax, Lmax e número de pontos-K, que são parâme-
tros de controle para a convergência no cálculo FP-LAPW, como discutido
no caṕıtulo anterior.

A convergência pode ser alcançada por caminhos diferentes e aqui nós es-
colhemos primeiro variar RKmax, mantendo Lmax e do número de pontos-K
fixos, então variar Lmax (mantendo RKmax e número de pontos-K fixos) e,
por último, variar o número de pontos-K, com os outros parâmetros fixos.
O processo de autoconsistente tem sido feito até que a diferença de energia
total por célula unitária seja menor do que 10−6Ry entre iterativos cálcu-
los. No caso dos cálculos com o código VASP a função de onda do método
PAW[96], com uma energia cinética de corte de 370 eV uma expansão base de
ondas planas foi usada. Convergência na energia total foi alcançada quando
se diferem em menos de 1.0x10−5 eV entre duas interações autoconsistente.
Todos os cálculos foram realizados com spin polarizado. A integração na
zona de Brillouin foi empregando uma amostragem de 15x15x15 pontos-K de
mesh no esquema Monkhorst-Pack [97]. Os ńıveis de energia eletrônica foram
ampliadas usando o esquema de Methfessel-Paxton [98] com uma ampliação
de 0,1 eV. As energias totais calculada para a substância Φ (com Φ = B2,
B32 ou D03), com estequiometria MoxFey e ( n = x + y átomos na fórmula
unidade) são denotados por UΦ

MoxFey
, e deve ser convertida em energias de

formação, ∆fUΦ
MoxFey

, por mol de átomos no estado de referência da mistura
mecânica dos componentes (com estrutura BCC) para a implementação na
CVM. Isso é feito utilização

∆fUΦ
MoxFey

=
UΦ
MoxFey

− xUA2
Mo − yUA2

Fe

n
(5.1)

Como a estrutura do ferro A2 é conhecida por ser ferromagnético, todos os
cálculos são feitos com spin polarizado. As energias de formação calculadas
correspondem, portanto, ao composto magneticamente ordenado em alguns

1Este último conjunto de cálculo foi realizado em colaboração com o Dr. Joelson Cott
Garcia da Escola Politécnica da USP.
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dos casos. As energias de formação dos quatro compostos são utilizados
como parâmetros de entrada no formalismo da mecânica estat́ıstica (CVM)
adotada para o cálculo do diagrama de fase. O CVM foi primeiramente
proposto por Kikuchi, como descrito no caṕıtulo 03, como um método para
derivar expressões para a entropia de reticulados arbitrários em aproximações
arbitrárias. Mais tarde, foi reconhecido que a CVM fornece um procedimento
padrão para obter funções de partições fatoráveis de sistemas de redes com
a abordagem de campo -médio.

O conceito central da CVM é o“cluster básico”, o qual corresponde a uma
figura geométrica contida na rede de referência (não necessariamente restrita
a pontos de rede), que representa o intervalo de comprimentos de correlação
explicitamente considerados na aproximação. No presente trabalho a aproxi-
mação do tetra-irregulares (TI) de cluster para a rede BCC foi empregada. O
formalismo CVM na aproximação do cluster de TI tem sido exaustivamente
descrito em várias publicações anteriores do grupo e foi descrito em detalhes
no caṕıtulo 03 e portanto, apenas os aspectos que são relevantes para a dis-
cussão dos resultados serão reproduzidos aqui. A energia interna (U) de uma
rede BCC com sitios N (contendo 6N tetraedros irregulares) é escrita como

U = 6N
∑

i,j,k,l=Fe,Mo

εαβγδi,j,k,lρ
αβγδ
i,j,k,l. (5.2)

Nesta expressão, ραβγδijkl representa a probabilidade de encontrar um {αβγδ}
cluster TI com configuração {ijkl} (ou seja, espécies i ocupando a posição no
clusters α, j na posição β do cluster e assim por diante...) Entre os tetraedros
6N do sistema e εαβγδijkl representa um autovalor associado com esta configu-
ração. O composto estequiométrico no estado fundamental corresponde ás
seguintes configurações: um composto estequiométrico B2 MoFe com pontos
de rede N, por exemplo, pode ser constrúıdo por 6N tetraedros com config-
uração FeFeMoMo, enquanto o B32 MoFe, D03 Mo3Fe e MoFe3 compostos
estequiométricos são igualmente obtidos usando como configurações MoMo-
MoFe MoFeMoFe e MoFeFeFe. A equação 5.2 pode ser agora aplicada a esses
casos particulares e a energia de formação destes compostos estão associadas
com os autovalores do cluster correspondente. No caso do composto MoFe
B2, por exemplo:

εαβγδMo,Mo,Fe,F e =
∆fUB2

MoFe

6N
(5.3)

lembrando que os autovalores da matriz {εαβγδi,j,k,l} são altamente degenerada
pelos vinculos de simetria da rede cristalina.
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Ambas configurações FeMoFeMo e MoFeMoFe, por exemplo, representam
um composto estequiométrico MoFe B32, diferindo apenas de uma translação
da origem da rede pelo vetor a0

2
[111] (onde a0 representa a constante de rede

da estrutura B32). Desde que a energia do composto não dependa da escolha
da origem, segue que εαβγδMo,Fe,Mo,Fe = εαβγδFe,Mo,Fe,Mo. O mesmo é verdade para
as duas configurações degeneradas restantes FeMoMoFe e MoFeFeMo.

O conjunto {εαβγδijkl }, incluindo os dois valores de referência, ε
αβγδ
Mo,Mo,Mo,Mo =

εαβγδFe,F e,F e,F e = 0, contendo todas as informações necessárias para a descrição

do sistema. É um pratica comum na literatura decompor a configuração de
autovalores em contribuição de pares (primeira e segunda vizinhança), com-
pletando o conjunto com outras interações do cluster. Não é o que fazemos
aqui, uma vez que os resultados são apreciados usando as energias de for-
mação dos compostos.

5.2 Resultados e discussões das premissas do

cálculo

Na Tabela 5.11 são apresentados os resultados obtidos no cálculo de es-
trutura eletrônica. Esta tabela lista as energias de coesão, parâmetro de rede
de equiĺıbrio, a0, e momentos magnéticos médios, µ , dos seis compostos que
formam o base da expansão de cluster para o sistema BCC Mo-Fe utilizando
as diferentes aproximações descritas na seção anterior. Os parâmetros de
controle para convergência do código WIEN2K para os cálculos de estrutura
eletrônica não foram muito senśıveis á escolha do conjunto metodológico. A
condição RKmax = Lmax foi obtido na convergência de todos os compostos
(em todos os conjuntos), a convergência foi alcançada com RKmax = 10, onde
os raios de muffin-tin R = 2.0 u.a. para todas as espécies atômicas foram
usadas, e 413 pontos-K. A energia máxima (Emax) da janela de energia no
caso “FPLAPW + SO + GGA” durante o cálculo com o WIEN2K foi au-
mentada para 10 Ry e um adicional da função de onda para parte radial p1

2

foi adicionado neste caso.
Com relação ao parâmetro de rede de equiĺıbrio e o momento magnético, ob-

servamos que as maiores variações são observadas entre o conjunto LSDA enm
relação aos conjuntos feitos com a aproximação GGA. Este efeito já havia
sido descrito na literatura por K. Capelle no artigo [41]. Deve se ter em
mente que somente os elementos puros podem ser observados experimental-
mente. Os valores experimentais para o parâmetro de rede em equiĺıbrio na
temperatura ambiente são 0.2867 nm para o Fe A2 e 0.32470 nm para o Mo
A2 [99], que concorda muito bem com os valores apresentados na Tabela 5.1
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Tabela 5.1: Energia Total volumetrica, UΦ
MoxFey

, calculada para os seis com-
postos formando a base para a expansão de cluster aplicada ao sistema BCC
Mo-Fe usando os cinco conjuntos de premissas descrito no texto.O Valor do
momento magnético médio na celula unitária, µ, são também apresentados(
em Magneton de Bohr, µB ). Parâmetros de rede de equiĺıbrio são expres-
sos em nm e os valores da energia são representados em Rydberg (Ry) por
formula unitária (1 Ry = 2.1798741 ×10−18J)

Cálculo Estequiometria Estrutura a0 µ B(GPa) UΦ
MoxFey

FPLAPW+LSDA Fe A2 0.276 2.03 247 -2541.169272
Mo A2 0.312 0 291 -8090.871113
MoFe B2 0.295 1.58 268 -10632.015100
MoFe B32 0.592 1.76 261 -21264.033962
MoFe3 D03 0.570 1.90 267 -15714.368255
Mo3 Fe D03 0.608 1.76 273 -26813.739400

FPLAPW+GGA Fe A2 0.284 2.22 181 -2545.612648
Mo A2 0.316 0 260 -8099.182722
MoFe B2 0.301 2.03 217 -10644.770238
MoFe B32 0.603 2.08 215 -21289.541287
MoFe3 D03 0.584 2.22 198 -15736.004548
Mo3Fe D03 0.618 2.17 232 -26843.118678

FPLAPW+GGA+SO Fe A2 0.284 2.24 178 -2545.614418
Mo A2 0.316 0 247 -8099.207279
MoFe B2 0.301 2.03 225 -10644.796517
MoFe B32 0.603 2.08 211 -21289.593637
MoFe3 D03 0.584 2.21 198 -15736.034425
Mo3Fe D03 0.618 2.17 235 -26843.193755

FPLAPW+GGA(NR) Fe A2 0.286 2.31 170 -2527.264046
Mo A2 0.318 0 242 -7954.688782
MoFe B2 0.303 2.09 197 -10481.927536
MoFe B32 0.607 2.13 196 -20963.858425
MoFe3 D03 0.583 2.20 180 -15536.460651
Mo3Fe D03 0.617 2.11 214 -26391.289895

VASP(GGA) Fe A2 0.284 2.21 176 -0.610963
Mo A2 0.315 0 268 -0.804478
MoFe B2 0.300 1.98 217 -1.388647
MoFe B32 0.601 2.02 216 -2.782464
MoFe3 D03 0.583 1.93 200 -2.619679
Mo3Fe D03 0.617 2.03 235 -2.983457

para os conjuntos que usou a aproximação GGA. O mesmo é verdadeiro para
o valor reportado do momento magnético de equiĺıbrio médio do Fe A2 (µ =

64



2.216 µB) [99]. Referente ao bulk modulus, os valores experimentais para am-
bos Fe e Mo pode ser obtido pelo uso de dados policristais (respectivamente
169,8 e 261,2 GPa) ou simplesmente usando a constante elastica do cristal
simples (respectivamente 167 e 265 GPa) [99]. Como esperado, o valor calcu-
lado para o Mo está em melhor concordância no caso onde ambas as correções
relativisticas e o GGA são usados. A comparação para o Fe mostra uma leve
melhor concordância no caso dos calculos com o VASP, mas deve ser lem-
brado que os valores calculados referem-se ao estado fundamental (T=0K),
enquanto os dados experimentais são usualmente tomados a temperatura am-
biente, e a constante elastica usualmente mostra uma pequena discrepância
com o aumento da temperatura[100], [101]. A tabela 5.2 mostra a energia de
formação calculada de todos os compostos no estado de referência da mis-
tura mecânica de Mo BCC (A2) e Fe BCC (A2) nos cinco conjuntos de de
calculos. Os resultados da tabela 5.2 são mostrados graficamente na figura
5.1

Tabela 5.2: Energia de Formação dos cinco conjuntos calculados (kJ mol−1).
Cálculo Estequiometria Estrutura ∆fUΦ

MoxFey

FPLAPW+LSDA MoFe B2 +16.60
Mo3Fe D03 +14.18
MoFe B32 +15.36
MoFe3 D03 +3.50

FPLAPW+GGA MoFe B2 +16.50
Mo3Fe D03 +13.83
MoFe B32 +16.23
MoFe3 D03 +5.29

FPLAPW+GGA+SO MoFe B2 +16.53
Mo3Fe D03 +13.95
MoFe B32 +16.33
MoFe3 D03 +5.29

FPLAPW+GGA(NR) MoFe B2 +16.60
Mo3Fe D03 +13.29
MoFe B32 +15.50
MoFe3 D03 +6.65

VASP(GGA) MoFe B2 +17.59
Mo3Fe D03 +13.44
MoFe B32 +15.89
MoFe3 D03 +5.81

Esta forma de apresentação foi escolhida de modo a permitir uma melhor
visualização das diferenças entre cada conjunto. A figura 5.1 mostra que algu-
mas das caracteŕısticas qualitativas da energia de formação destes compostos
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não dependem do tipo de conjunto calculado. Por exemplo, todas as energias
de formação são positivas e também a sequência de estabilidade é a mesma
em todos os casos: MoFe - B2 e MoFe - B32 os maiores valores da energia
de formação (ou seja, mais positivos), enquanto as energias de formação dos
compostos Mo3Fe - D03 apesar de ser menor que as B2 e B32, é maior do
que a energia de formação do MoFe3 - D03. A figura 5.1, entretanto, mostra
que a variações da ordem de ± =1 kJ mol−1 na energia de formação de um
dado composto são observados para todos os compostos dependendo das pre-
missas básicas usadas no cálculo de estrutura eletrônica. Curiosamente está
precissão é da mesma ordem de magnitude da menor estimativa de erro nas
técnicas padrões de calorimetria [102]
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Figura 5.1: Energia de formação dos compostos usados para construir
as bases para a expansão de cluster do sistema Mo-Fe de acordo com
os cinco conjuntos descritos no texto: LS = FPLAPW + LSDA, GG =
FPLAPW+GGA, SO = FPLAPW+GGA+SO, NR = FPLAPW+GGA(NR)
e VP = VASP(GGA).

A figura 5.2 mostra os diagramas de fases calculados para as premissas
assumidas neste caṕıtulo. Vemos que todas as versões mostram as mesmas
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caracteŕısticas qualitativas: um gap de missibilidade assimétrico.
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Figura 5.2: Diagrama de fases Mo-Fe BCC calculado usando as pre-
missas básicas descritas neste caṕıtulo: (a) caso FPLAPW+LSDA,
(b) caso FPLAPW+GGA, (c) caso FPLAPW+GGA+SO, (d) caso
FPLAPW+GGA(NR) e (e) -caso VASP(GGA).
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Caṕıtulo 6

Resultados e
Discussões: 03 - Sistemas
Binários

6.1 Sistemas FeAl

Ligas do sistema Fe-Al baseadas no reticulado CCC têm atráıdo grande
atenção da comunidade cient́ıfica e de engenharia de materiais tanto do ponto
de vista acadêmico quanto tecnológico. O interesse acadêmico deve-se à exis-
tência de ordem configuracional no sistema, sendo que o mesmo pode ser
considerado como protótipo para as transições de fases tipo ordem - des-
ordem em reticulados CCC [103]. Do ponto de vista tecnológico, as ligas
CCC do sistema Fe-Al, na forma de intermetálicos ordenados ou simples-
mente no estado desordenado, apresentam-se como potenciais candidatos a
materiais para aplicações estruturais a altas temperaturas, devido á sua boa
resistência à corrosão e à oxidação, boa resistência mecânica, boa relação
resistência mecânica/densidade e custos de produção relativamente baixos
[104]. As aplicações tecnológicas, entretanto, ainda são limitadas devido à
baixa tenacidade do material à temperatura ambiente [104], [105]. Ligas do
sistema Fe-Al com até 50%at. de alumı́nio apresentam-se em três posśıveis
estruturas à temperatura ambiente: desordenada CCC (A2), ordenada tipo
FeAl (B2) e ordenada tipo Fe3Al (D03), ligas ternárias podem ainda apresen-
tar a estrutura da fase de Heusler, tipo Cu2MnAl (L21). A transição entre as
diferentes fases ordenadas com o aumento da temperatura ocorre tanto por
meio de transições de fases de primeira quanto de segunda ordem [103]. A ex-
celente resistência à corrosão e à oxidação destes materiais se deve à elevada
concentração de alumı́nio na liga, que promove a formação de uma camada
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passiva de Al2O3 em sua superf́ıcie. Devido à alta entalpia de formação deste
óxido, esta camada permanece estável mesmo a temperaturas onde o óxido
de cromo (Cr2O3) sofre decomposição [106]. Estas propriedades tornam os
aluminetos de ferro particularmente atrativos para aplicações a temperaturas
moderadas e altas, onde concorrem com os aços inoxidáveis e aços resistentes
ao calor ligados com cromo [106]. A excelente resistência à corrosão e à oxi-
dação destes materiais se deve à elevada concentração de alumı́nio na liga, que
promove a formação de uma camada passiva de Al2O3 em sua superf́ıcie. De-
vido à alta entalpia de formação deste óxido, esta camada permanece estável
mesmo a temperaturas onde o óxido de cromo (Cr2O3) sofre decomposição
[106]. Estas propriedades tornam os aluminetos de ferro particularmente
atrativos para aplicações a temperaturas moderadas e altas, onde concorrem
com os aços inoxidáveis e aços resistentes ao calor ligados com cromo [106].

O sistema Fe-Al é considerado um sistema protótipo para estudar o orde-
namento de ligas do tipo BCC assim como as interações entre ordem atômica
(configuracional) e magnética em ligas. É bastante investigado tanto por
abordagens experimentais como teóricas. Na referência [1] foi realizado de
forma preliminar o estudo da liga Fe-Al utilizando cálculos não relativ́ısti-
cos com e sem spin, sem a inclusão de efeitos relativisticos. Apresentaremos
aqui o estudo da liga Fe-Al para o caso em que os cálculos de estrutura
eletrônica são relativ́ısticos. Analisaremos a influência no diagrama de fases
desta abordagem em relação a realizada para o caso não relativistico. As
propriedades locais serão apresentadas no caṕıtulo 08. Calculamos a estru-
tura eletrônica e determinamos a energia total para os compostos FeAl (nas
fases B2 e B32), Fe3Al e FeAl3 (na fase D03) utilizando o código WIEN2K
no método FP-LAPW. Estes compostos têm estrutura do tipo BCC (ou são
super-reticulados obtidos por ordenação a partir da estrutura BCC), exemp-
los para estas estruturas bem como os dados cristalográficos utilizados para
estes compostos foram mostradas nas figuras do caṕıtulo anterior.

Os resultados da ET dos compostos do sistema Fe-Al com polarização de
spin são apresentados na Tabela 6.1.

Também mostramos os valores dos parâmetros utilizados quando o cálculo
atinge a convergência dentro do código WIEN2K do método FP-LAPW. Com
estes resultados de ET calculamos as energias de formação. A comparação
entre valores da energia de formação e dados da literatura exige que ambos
sejam expressos em um mesmo referencial termodinâmico. O referencial co-
mumente usado nos cálculos de diagramas é a chamada “mistura mecânica
dos componentes”.
Na Tabela 6.2 apresentamos os resultados que obtivemos para as energias
de formação, por átomo, em unidades de Rydberg (Ry), quilo joule por mol
(kJ/mol) e Kelvin vezes constante de Boltzmann (KBK), utilizando a equiv-
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Figura 6.1: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Alumı́nio (FeAl-B2)
para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em unidades
atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk Módulo e E0

a energia mı́nima.

Tabela 6.1: Energia total calculada para os quatro compostos formando a
base para a expansão de cluster aplicada ao sistema Fe-Al. Para todos os
calculos Rkmax=Lmax=10, número de pontos K na zona irredut́ıvel de Bril-
louin foi de 286. O momento magnético médio no átomo de ferro (MM) é
apresentado (em magneton de Bohr, µB). Os parâmetros de rede são expres-
sados em nm e os valores da das energias são representados em Rydberg (Ry)
por formula unitária (1 Ry = 2.1798741× 10 −18 J).

Calculo Estequiometria Estrutura a0 MM ET

Ferromagnético FeAl B2 0.295 0.72 -3031.303428
FeAl B32 0.592 2.00 -6062.571664
Fe3Al D03 0.570 2.14 -8122.539046
FeAl3 D03 0.608 2.10−5 -4002.548986
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Figura 6.2: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Alumı́nio (FeAl-B32)
para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em unidades
atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk Módulo e E0

a energia mı́nima.

alência de unidades mostradas abaixo na mesma tabela; por ser um trabalho
interdisciplinar, para fácil referência, expressamos a energia de formação nes-
tas três diferentes unidades.

Na Tabela 6.3, estão apresentados os parâmetros de entrada para o for-
malismo CVM, em unidades de KBK. Estes dados foram obtidos usando
os dados da Tabela 6.2 com as expressões do caṕıtulo 3, seção (3-3-4). O
procedimento é o seguinte:

• a energia de formação da fase B2 (Fe-Al), em unidades deKBK, é igual-
ada á expressão (III-39-A) de onde vamos obter o valor do parâmetro

de interação w
(1)
AB;

• o valor da energia de formação do Fe3Al é igualada á expressão (III-

39-B) para obter w
(2)
AB utilizando-se o valor de w

(1)
AB determinado ante-

riormente;

• de forma análoga, a energia de formação de B32 (Fe-Al) é igualada á
expressão (III-39-C) para obter o wABAB e o mesmo fazendo com FeAl3
e a expressão (III-39-D) para obter wABBB.
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Figura 6.3: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Alumı́nio (Fe3Al-
D03) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em
unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk
Módulo e E0 a energia mı́nima.

Sistema Fase Ry kJ/mol KBK

FeAl B2 -0.0269 -35.397 -4257.182
FeAl B32 -0.0182 -23.847 -2868.027

Fe3Al D03 -0.0162 -21.298 -2561.566
FeAl3 D03 -0.0063 -8.245 -991.728

Tabela 6.2: Energia de formação do sistema Fe-Al ferromagnético com po-
larização de spin e sem acoplamento spin orbita, utilizando o método FP-
LAPW.

72



-4002.5500

-4002.5480

-4002.5460

-4002.5440

-4002.5420

-4002.5400

-4002.5380

-4002.5360

-4002.5340

-4002.5320

 320  330  340  350  360  370  380  390  400

E
ne

rg
ia

 [R
y]

Volume [u.a.^3]

FeAl3_D03

Murnaghan: V0,B(GPa),BP,E0
361.7387 129.0729 4.5091 -4002.549557

Figura 6.4: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Alumı́nio (FeAl3-
D03) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em
unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk
Módulo e E0 a energia mı́nima.

Na Tabela 6.3 pode-se observar que os valores de w
(1)
AB, wABAB e wABBB

tem sinal negativo, o que significa que eles contribuem para a estabilização
das fases ordenadas, observa-se também que W

(2)
AB, pelo sinal positivo que

tem, contribui, parcialmente, para a desestabilização das fases ordenadas.
Na figura 6.6, apresentamos o diagrama do estado fundamental (ground-

state phase diagram) [107] correspondente aos dados da Tabela 6.2, em unidades
de KJ/mol. Com o auxilio deste diagrama podemos deduzir as fases estáveis
do sistema no limite de baixa temperatura, zero graus Kelvin (0K). Nesta
figura, o composto B2 (FeAl) apresenta o menor valor da energia de formação

Estequiometria Estrutura p. interação de cluster [kB K]

FeAl B2 w
(1)
Fe,Al = -1064.3

Fe3Al D03 w
(2)
Fe,Al = +757.91

FeAl B32 w̃Fe,Al,F e,Al = -502.2
FeAl3 D03 w̃Fe,Al,Al,Al =-261.64

Tabela 6.3: Parâmetros de interação do cluster em unidades de constante de
Boltzmann (1 kB k = 8.3145 J mol−1).
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Figura 6.6: Diagrama do estado fundamental do sistema Ferro-
Alumı́nio (FeAl), cálculo ferromagnético.

e por isto é chamado de composto mais estável, como podemos ver com mais
clareza na figura 6.5, na qual é mostrada a hierarquia de estabilidade. As
linhas que unem o composto B2 às duas fases A2 (Fe e Al) correspondem
aos equiĺıbrios heterogêneos B2+A2 (Fe) do lado esquerdo, e B2+A2 (Al)
do lado direito. A comparação da energia de formação das duas fases D03
(Fe3Al e FeAl3) com as retas mostra que a energia de formação da fase
D03 (Fe3Al) é mais negativa que a energia do equiĺıbrio heterogêneo en-
quanto que a fase D03 (FeAl3) o equiĺıbrio heterogêneo tem energia mais
negativa, correspondendo este portanto ao equiĺıbrio estável a 0 K. O sis-
tema apresentará, portanto quatro fases estáveis a baixa temperatura: A2
(Fe), A2 (Al), B2 (FeAl) e D03 (Fe3Al), sendo que a região rica em Al do
diagrama de fases (xAl > 0.5) apresentará um equiĺıbrio heterogêneo entre
as fases A2 do Al e B2 do FeAl. É importante ressaltar que estas conclusões
se referem apenas ao equiĺıbrio entre as fases obtidas da estrutura BCC. Na
realidade, compostos baseados em outras estruturas [108] são estáveis no sis-
tema Fe-Al para xAl > 0.5. Os equiĺıbrios apresentados neste diagrama para
xAl > 0.5 devem ser, portanto, considerados metaestáveis.

Na figura 6.8, apresentamos o diagrama de fase obtido utilizando os
parâmetros da Tabela 6.3. Na figura 6.8, apresentamos o diagrama de fase
obtido utilizando os parâmetros da Tabela 6.3. A topologia do diagrama de
fase na região rica em Fe (xAl < 0.5) está de acordo com o diagrama de fase
experimental, ilustrado na Figura 6.7. O diagrama aqui obtido pode ser com-
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Figura 6.7: Diagrama de fases do sistema Ferro-Alumı́nio obtido do ASM
Metals Handbook-Volume 3-Alloy Phase Diagrams.

parado com os diagramas da literatura [109] onde os cálculos foram realizados
sem a inclusão de efeitos relativ́ısticos. Como se poderia esperar para o caso
de elementos não pesados, a inclusão de efeitos relativ́ısticos altera muito
pouco o diagrama de fases teórico. Conforme realizado na referência [1], re-
alizaremos a seguir por motivo de clareza uma análise didática do diagrama
de fase de forma a permitir a sua leitura por não especialistas no assunto.
Entre 0.5 ≤ xAl ≤ 1.0 temos um campo de duas fases A2(Al)+B2 iniciados
a 0 K e que fecha em um ponto tricŕıtico está na temperatura T=2470 K e
xAl = 0.65, o máximo da linha de segunda ordem B2/A2 está em T=3225 K e
xAl = 0.47. Comparando com o resultado do cálculo fenomenológico (T=1780
K e xAl = 0.50) vemos que nosso cálculo teórico é 81% maior, na temper-
atura. O outro ponto tricŕıtico está em T=537 K e xAl = 0.21 e o máximo
da linha de segunda ordem D03/B2 está em T=587 K e xAl = 0.27. Nova-
mente, comparando com o resultado fenomenológico (T=820 K e xAl = 0.28)
para o nosso cálculo teórico é deO estado quasicristalinos da matéria tem sido
estudada intensamente no ano passado. Este estado é o personalizado por
ordem de longo alcance icosaédrico e foi primeiramente relatada por Shecht-
man etal.1 e desde então tem sido o tema de muitos experimental estudos
28% menor na temperatura. Outro dado importante é a comparação entre
os valores experimentais da entalpia de formação (δfH) para as fases B2 e
D03 a xAl = 0.5 e xAl−0.25, respectivamente [111, 112]. Estes valores experi-
mentais, após a conversão ao estado de referência usado no presente trabalho
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Figura 6.8: Diagrama de fases do sistema Fe-Al com polarização de spin e na
aproxi mação escalar relativ́ıstica obtido neste trabalho.
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fornecem: −21, 3kJ/mol para a fase D03 (Fe3Al) e −35, 4kJ/mol para a
fase B2 (FeAl). A comparação entre os valores apresentados na tabela 6.2
com os valores experimentais fornecem valores idênticos. Apesar de termos
considerado no cálculo de estrutura eletrônica os graus de liberdade mag-
nética eles foram ignorados no cálculo termodinâmico. A inclusão dos graus
de liberdade magnéticos no cálculo termodinâmico do CVM foi realizado na
referência [109] para cálculos não relativ́ısticos. Uma vez que o diagrama de
fases 6.8 com a inclusão de efeitos relativ́ısticos não apresentou nenhuma
variação significativa em relação ao diagrama de fases [109] sem a inclusão
dos graus de liberdade magnético no CVM, não esperamos que esta inclusão
altere o diagrama de fases apresentado na referência [109] obtido com a in-
clusão dos graus de liberdade magnético no CVM. O momento magnético do
Fe obtido através do cálculo ab-initio de estrutura eletrônica para os com-
postos do sistema Fe-Al é apresentado na Tabela 6.1
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6.2 Sistemas Fe-Cr

O sistema binário Fe-Cr é a base para uma grande classe de importantes
materiais da engenharia conhecido como aços inoxidáveis. Aços inoxidáveis
combinam boa resistência à corrosão, a boas propriedades mecânicas.É pos-
śıvel ocorrer fragilização devido a uma reação de separação de fases onde a
ferrita se decompoem em regiões que são ricas em Ferro ou Cromo. Algu-
mas outras caracteŕıcsticas das ligas de Fe-Cr também são interessantes, tal
como formação de vidros de spin,uma lenta formação da fase σ, e uma forte
resistência ao inchamento em um ambiente irradiado. Tudo isso exige uma
compreensão da termodinâmica do sistema Fe-Cr. Nesta seção obteremos
o diagrama de fases de equilibrio e algumas propriedades termodinâmicas
do sistema Fe-Cr. Faremos uma reavaliação da descrição termodinâmica do
binário Fe-Cr, de tal modo a vermos o que ocorre no limite de solubilidade na
região rica em ferro. Para vermos se nosso diagrama Ferro-Cromo concorda
com o modelo cohesivo ou o calphad, ou seja se o limite de solubilidade na
região rica em ferro é igual ou diferente do gap padrão de miscibilidade.

Para podermos construir o diagrama de fases do sistema binário Fe-Cr
utilizamos o funcional de troca e correlação GGA-PBE [48], bem como o
métodos FP-LAPW. Todos os cálculos de estrutura eletrônica realizados
foram escalar relativ́ısticos, ou seja, procedimento análogo ao realizado para
os sistema anteriores. Desta forma encontramos quais eram as estruturas
otimizadas 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12. A partir do momento em que já tinhamos
as estruturas otimizadas fomos realizar o cálculo em si das energias no estado
fundamental. Calculamos a ET dos compostos no estado fundamental, FeCr
(nas estruturas B2 e B32, Fe3Cr e FeCr3 (na estrutura D03) todos eles com a
estrutura BCC, de forma análoga ao sistema Fe-Al. Para todas as estruturas
foi utilizado o raio de muffin-tin da esfera no śıtio atômico de Rmt = 2.00
u.a..

Os valores encontrados para as energias no estado fundamental são ap-
resentados na Tabela (6.4), juntamente com os valores encontrados para o
parâmetro de rede de equiĺıbrio e o momento magnético médio no átomo
de Ferro. Com as energias totais no estado fundamental, calculamos as en-
ergias de formação para o sistema Fe-Cr. Todas as energias deram valores
positivos, portanto nenhuma das estruturas da liga de Fe-Cr é estável, semel-
hante ao caso Fe-Mo. As fases mais estáveis no estado fundamental, são as
A2 (Fe e Cr) sendo que o diagrama de fases será dominado por um equiĺıbrio
heterogêneo possuindo um domo de imiscibilidade bem caracteŕıstico. Na
figura 6.13, podemos ver a hierarquia das energias de formação para cada
estruturas. É posśıvel observar que não se manteve a ordem observada no
caso Fe-Al ou no Fe-Mo. Para o sistema Fe-Cr houve uma mudança entre
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Figura 6.9: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Cromo (FeCr-B2)
para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em unidades
atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk Módulo e E0

a energia mı́nima.

Tabela 6.4: Energia total calculada para os seis compostos formando a base
para a expansão de cluster aplicada ao sistema Fe-Cr com todos os parâmetros
de controle otimizados. Para todos os calculos Rkmax=Lmax=10, número de
pontos K na zona irredut́ıvel de Brillouin foi de 286. O momento magnético
médio no átomo de ferro (MM) é apresentado (em magneton de Bohr, µB). Os
parâmetros de rede são expressados em nm e os valores da das energias são
representados em Rydberg (Ry) por formula unitária (1 Ry = 2.1798741×
10 −18 J).
Calculo Estequiometria Estrutura a0 MM ET

FM Fe A2 0.283 +2.24 -2545.612324
AFM Cr A2 0.285 0 -2101.784485
FM FeCr B2 0.283 +1.42 -4647.368794
FM FeCr B32 0.566 +1.86 -9294.769067
FM Fe3Cr D03 0.567 +2.13 -9738.604355
FM FeCr3 D03 0.568 +1.71 -8850.930037
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Figura 6.10: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Cromo (FeCr-B32)
para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em unidades
atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk Módulo e E0

a energia mı́nima.

Sistema Fase Ry kJ/mol KBK

FeCr B2 +0.0140 +18.389 +2211.722
FeCr B32 +0.0061 +8.058 +969.143
Fe3Cr D03 +0.0043 +5.613 +675.125

FeCr3 D03 +0.0089 +11.731 +1410.871

Tabela 6.5: Energia de formação do sistema Fe-Cr com polarização de spin
e sem acoplamento spin orbita, utilizando o método FP-LAPW.
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Figura 6.11: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Cromo (Fe3Cr-D03)
para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em unidades
atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk Módulo e E0

a energia mı́nima.

as estruturas B32 e D03(FeCr3) observando os valores absolutos. Na Figura
(6.14) apresentamos o diagrama de fases do estado fundamental. Pela análise
da figura conclúımos que a linha correspondente ao equiĺıbrio heterôgeneo
A2 - Fe e A2 - Cr será mais negativa que a energia de formação de todos os
outros compostos do sistema. Desta forma o diagrama de fases será domi-
nado por este equiĺıbrio heterogêneo e apresentará um domo de miscibilidade
como previamos.

Com os valores da energia total no estado fundamental calculamos os
parâmetros de interação do sistema Fe-Cr para podermos contruir a termo-
dinâmica do sistema e por fim obtermos o diagrama de fases. Os valores
obtidos são mostrados na Tabela (6.6).

Na Figura (6.16) mostramos o diagrama obtido por termodinâmica com-
putacional utilizando a metodologia do formalismo CALPHAD. Neste sis-
tema, a comparação direta não é viável pois há varias fases (como σ, liq-
uida,...) que nossa metodologia não consegue calcular. Contudo a fase BCC
é posśıvel comparar qualitativamente. Na Figura (6.17) apresentamos o Dia-
grama de Fases do sistema Fe-Cr. Conforme o que foi discutido no diagrama
de fases do estado fundamental, o diagrama de fases é dominado por um
campo de duas fases, A2 - (Fe) + A2 - (Cr), chamado de domo de imiscibili-
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Figura 6.12: Otimização estrutural da liga binária Ferro-Cromo (FeCr3-D03)
para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em unidades
atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk Módulo e E0

a energia mı́nima.

Estequiometria Estrutura p. interação de cluster [kB K]

FeCr B2 w
(1)
Fe,Cr = +552.93

Fe3Cr D03 w
(2)
Fe,Cr = +203.34

FeCr B32 w̃Fe,Cr,F e,Cr = -124.46
FeCr3 D03 w̃Fe,Cr,Cr,Cr =-122.62

Tabela 6.6: Parâmetros de interação do cluster em unidades de constante de
Boltzmann (1 kB k = 8.3145 J mol−1).
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Figura 6.14: Diagrama do estado fundamental do sistema Ferro-
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Figura 6.15: Diagrama de fases do sistema Ferro-Cromo obtido via metodolo-
gia CALPHAD, domo de imiscibilidade.

dade. Acima da linha binodal só temos a fase desordenada A2. Comparando
os dois diagramas de fases (6.16) e (6.17) podemos ver qualitativamente que
eles possuem comportamentos próximos. O diagrama ab-initio esta com a
temperatura super estimada, mas esse dado já era esperado pela metodolo-
gia. O comportamento na região rica em Fe mostra que não há solubilidade
de cromo no estado fundamental. Nosso resultado não considera a presença
de ordenamento magnético de Cr na liga com < 10% de Cr, pois isto esta
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Figura 6.16: Diagrama de fases do sistema Ferro-Cromo obtido atraves da
metodologia CALPHAD.

fora do escopo do trabalho. Concordando com os resultados CALPHAD e
discordando do resultado do modelo proposto na referência(colocar Trabalho
belga-cohercivo).
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Figura 6.17: Diagrama de fases do sistema Ferro-Cromo obtido neste tra-
balho.
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Figura 6.18: Otimização estrutural da liga binária Alumı́nio-Cromo (AlCr-
B2) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em
unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk
Módulos e E0 a energia mı́nima.

6.3 Sistemas Al-Cr

O estado quasicristalino da matéria tem sido estudado intensamente nos
últimos anos. Este estado é caracterizado por ordem de longo alcance icosaé-
drica e foi primeiramente relatado por Shechtman e desde então tem sido o
tema de muitos estudos experimentais. Realizamos os cálculos com o método
FP-LAPW considerando os efeitos relativ́ısticos. O comportamento do Cr é
bem intrincado, apresentando ondas de spin. Nas Figuras (6.18), (6.19),
(6.20) e (6.21) mostramos o resultado final do processo de otimização estru-
tural.
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Figura 6.19: Otimização estrutural da liga binária Alumı́nio-Cromo (AlCr-
B32) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em
unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk
Módulo e E0 a energia mı́nima.

Com as estruturas otimizadas, calculamos a energia total para o estado
fundamental. O procedimento para atingir a convergência no estado funda-
mental é análogo aos casos anteriores (Fe-Mo, Fe-Al, Fe-Cr). Os resultados
tanto para a energia total no estado fundamental, quanto para o parâmetro de
rede de equiĺıbrio e o momento magnético médio no átomo de Cromo podem
ser vistos na Tabela (6.7). Na Tabela(6.8), apresentamos a energia de for-
mação dos quatro compostos do sistema Al-Cr. Podemos ver que o composto
B32 (Al-Cr) possui a mais baixa energia de formação. No estado fundamen-
tal, esta estrutura é a mais estável nesta estequiometria. Na Figura (6.22)
podemos ver que os únicos compostos estáveis do sistema será A2-Cr, A2-Al
e B32. Na Tabela (6.9) mostramos os parametros de interação calculados
com os dados da Tabela (6.8) Na Figura (6.23) vemos o diagrama de fases no
estado fundamental. Podemos ver que a única fase ordenada que será estável
no diagrama de fases será a fase B32 (Al-Cr), pois os outros compostos são
menos estáveis que a linha do eqúılibrio heterogêneo (B32-A2).

Na Figura (6.25) apresentamos o diagrama de fases do sistema Al-Cr. Pode-
mos ver a presença isolada da fase B32, conforme foi mostrado na análise do
estado fundamental. A fase B32 é estável a partir de xAl ≈ 0.41 até xAl ≈ 0.46
no diagrama de fases. O equiĺıbrio entre as fases B32 e A2 é de primeira or-
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Figura 6.20: Otimização estrutural da liga binária Alumı́nio-Cromo (Al3Cr-
D03) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em
unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk
Módulo e E0 a energia mı́nima.

Tabela 6.7: Energia total calculada para os seis compostos formando a base
para a expansão de cluster aplicada ao sistema Al-Cr. Para todos os calculos
Rkmax=Lmax=10, número de pontos K na zona irredut́ıvel de Brillouin foi
de 286. O momento magnético médio no átomo de cromo (MM) é apresentado
(em magneton de Bohr, µB). Os parâmetros de rede são expressados em nm
e os valores da das energias são representados em Rydberg (Ry) por formula
unitária (1 Ry = 2.1798741× 10 −18 J).
Calculo Estequiometria Estrutura a0 MM ET

FM AlCr B2 0.304 +2.29 -2587.432519
FM AlCr B32 0.589 2.10−5 -5174.877909
FM CrAl3 D03 0.623 +2.47 -3558.675232
FM Cr3Al D03 0.591 4.5.10−3 -6791.002128
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Figura 6.21: Otimização estrutural da liga binária Alumı́nio-Cromo (AlCr3-
D03) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume mı́nimo em
unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada do Bulk
Módulo e E0 a energia mı́nima.

Sistema Fase Ry kJ/mol KBK

AlCr B2 -0.0054 -7.126 -856.994
AlCr B32 -0.0086 -11.350 -1365.079
Al3Cr D03 +0.0059 +6.823 +820.593

AlCr3 D03 -0.0029 -3.773 -453.730

Tabela 6.8: Energia de formação do sistema Al-Cr com polarização de spin
e sem acoplamento spin orbita, utilizando o método FP-LAPW.
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Figura 6.22: Energia de formação dos compostos usados para construir a
base para a expansão de cluster do sistema Al-Cr.
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Estequiometria Estrutura p. interação de cluster [kB K]

AlCr B2 w
(1)
Al,Cr = -214.25

Al3Cr D03 w
(2)
Al,Cr = -16.82

AlCr B32 w̃Al,Cr,Al,Cr = -147.69
AlCr3 D03 w̃Al,Cr,Cr,Cr = +212.39

Tabela 6.9: Parâmetros de interação do cluster em unidades de constante de
Boltzmann (1 kB k = 8.3145 J mol−1).
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Figura 6.23: Diagrama do estado fundamental do sistema Alumı́nio-
Cr (AlCr), cálculo ferromagnético.

dem em todas as temperaturas e o campo de fase B32 é, portanto limitado
por dois campos de duas fases A2+B32, um para os teores de Al maiores que
xAl ≈ 0.45 e outro para teores menores xAl ≈ 0.41.

Na figura (6.24) apresentamos o diagrama de fases experimental Al-Cr.
Entretanto apenas uma fase é baseada na rede CCC. A solução sólida rica em
Cr (Cr-A2), estável até xAl ≈ 0.56 limita-se a uma faixa de temperaturas de
800 a 1400 graus centigrados. Helander e Toluchko [113] identificaram para
temperaturas mais baixas a formação da fase AlCr2 que limita a solubilidade
de aluminio na fase cúbica de corpo centrado. Na referência [113] Tolochko
observou uma reflexão de difração de raio-x em uma liga com xCr = 0.648 e
atribuiram esta reflexão a uma fase B2 que seria estável. A evidência exper-
imental é muito sutil. Nosso resultado sugere que se alguma fase ordenada
fosse estar nessa região, esta seria B32, e não B2. Liang e autores [114] re-
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Figura 6.24: Diagrama de fases do sistema Alumı́nio-Cromo obtido do ASM
Metals Handbook-Volume 3-Alloy Phase Diagrams.

Figura 6.25: Diagrama de fases do sistema Alumı́nio-Cromo obtido neste
trabalho.

alizaram uma reavaliação por meio de técnicas de cálculos de diagramas de
fases (CALPHAD) do sistema Al-Cr e em nenhum momento consideraram
a presença de uma fase ordenada. Um resultado recente [115] sugere que a
presença de uma fase B32 estável no sistema Al-Cr não é uma ocorrência
fortúıta, mas sim uma tendência observada em outras ligas Al-M com M
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pertencendo aos grupos VB e VIB da tabela periódica.
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Caṕıtulo 7

Resultados e
Discussões: 04- Sistema
Ternário Fe-Cr-Al

7.1 Sistema Ternário Fe-Cr-Al

Para fazer o Diagrama de Fases do sistema ternário são necessário 21 com-
postos, como foi discutido no capitulo III. Em cada sistema binário temos
quatro compostos: B2, B32 e duas versões de D03. Como são três sistemas
binários teremos doze compostos; se adicionarmos os compostos A2 obtêm-se
quinze casos correspondentes aos binários, os quais já foram calculados e anal-
isados, resultando em um conjunto de parâmetros de interação para o CVM,
com os quais descreve-se os três binários. Na Tabela 7.1 As seis configurações

Parâmetros I. CVM FeAl Fecr AlCr

w1
AB -1064.3 +552.9 -214.25

w2
AB +757.91 +203.3 -16.82

wABAB -502.2 -129.46 -147.69

WABBB -261.645 -122.62 +212.39

Tabela 7.1: Parâmetros de interação do CVM dos sistemas binários com
polarização de spin para o caso FPLAPW-GGA[48], dados em kBK.

remanescentes são caracteŕısticas do sistema ternário propriamente dito. Es-
tas configurações se agrupam duas a duas. Os grupos assim formados diferem
apenas pela permutação das três espécies atômicas. Podemos, portanto, anal-
isar as estruturas concentrando-nos em apenas um dos grupos. Para este fim
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iremos estudar as duas fases com estequiometria Fe2AlCr, denominadas re-
spectivamente L21 e F43m.
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Figura 7.1: Otimização estrutural da liga Ternária Alumı́nio-Cromo-Ferro
(Al2CrFe-F43m) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume
mı́nimo em unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada
do Bulk Módulo e E0 a energia mı́nima.

96



-5618.7600

-5618.7400

-5618.7200

-5618.7000

-5618.6800

-5618.6600

-5618.6400

-5618.6200

 280  300  320  340  360  380  400  420  440  460  480

E
ne

rg
ia

 [R
y]

Volume [u.a.^3]

Al2CrFe_L21

Murnaghan: V0,B(GPa),BP,E0
348.1157 148.5383 3.9328 -5618.745241

Figura 7.2: Otimização estrutural da liga Ternária Alumı́nio-Cromo-Ferro
(Al2CrFe-L21) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume
mı́nimo em unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada
do Bulk Módulo e E0 a energia mı́nima.

Na Tabela 7.2 apresentamos os resultados ET dos seis compostos do sis-
tema ternário, assim como os valores dos parâmetros convergidos dentro do
código WIEN2K com o método FPLAPW-GGA [48].
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Figura 7.3: Otimização estrutural da liga Ternária Alumı́nio-Cromo-Ferro
(Cr2FeAl-F43m) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume
mı́nimo em unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada
do Bulk Módulo e E0 a energia mı́nima.

Tabela 7.2: Energia total calculada para os seis compostos formando a
base para a expansão de cluster aplicada ao sistema Fe-Cr-Al utilizando
todos os parâmetros de controle otimizados. Para todos os calculos Rk-
max=Lmax=10, número de pontos K na zona irredut́ıvel de Brillouin foi
de 286. O momento magnético médio no átomo de Ferro (MM) é apresen-
tado (em magneton de Bohr, µB). Os parâmetros de rede são expressados
em nm e os valores da das energias são representados em Rydberg (Ry) por
formula unitária (1 Ry = 2.1798741× 10 −18 J).

Calculo Estequiometria Estrutura a0 MM ET

Ferromagnético Fe2AlCr L21 0.565 0.21 -7678.696212
Fe2AlCr F43m 0.577 1.98 -7678.675057
Al2FeCr L21 0.591 +0.61 -5618.745312
Al2FeCr F43m 0.587 0.68 -5618.699244
Cr2FeAl L21 0.586 1.09 -7234.798387
Cr2FeAl F43m 0.575 0.66 -7234.843974

Na tabela 7.3 apresentamos a energia de formação por átomo dos seis
compostos do sistema ternário. Observa-se que o composto L21 (Al2FeCr)
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Figura 7.4: Otimização estrutural da liga Ternária Alumı́nio-Cromo-Ferro
(Cr2FeAl-L21) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume
mı́nimo em unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada
do Bulk Módulo e E0 a energia mı́nima.

tem a mais baixa energia de formação no estado fundamental dentre todos os
compostos estudados neste trabalho, indicando uma forte estabilização desta
fase no sistema. Este resultado terá fortes implicações sobre o diagrama de
fases calculado e irá ser discutido em detalhe mais adiante. Uma análise
do estado fundamental do sistema ternário também é posśıvel [119], porém
a utilidade de um diagrama de estado fundamental ( como os das figuras
6.6, 6.14, 6.23) fica diminúıda em um sistema ternário devido a três razões
principais:

• O caráter tridimensional dos diagramas dificulta sua visualização,

• os cálculos de diagramas ternários são feitos em seções isotérmicas e

• os sistemas binários são casos limites do sistema ternário quando um
dos componentes fica infinitamente dilúıdo.

Estas duas últimas razões, em particular, reduzem a importância do estado
fundamental, pois as temperaturas dos cálculos são geralmente muito maiores
que 0 (zero) Kelvin e as informações dos cálculos binários podem ser usadas
como ponto de partida para o cálculo ternário, assim como o estado funda-
mental é usado no caso binário. Este ponto voltará a ser discutido em detalhe
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Figura 7.5: Otimização estrutural da liga Ternária Alumı́nio-Cromo-Ferro
(Fe2CrAl-F43m) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume
mı́nimo em unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada
do Bulk Módulo e E0 a energia mı́nima.

mais adiante.
Na tabela 7.4 estão os dados de entrada para o CVM correspondente as seis

Sistema Fase Ry kJ/mol KBK

Fe2CrAl L21 -0.0124 -16.377 -1969.72

Fe2CrAl F43m -0.0072 -9.434 -1134.66
Al2FeCr L21 -0.0185 -24.335 -2926.74
Al2FeCr F43m -0.0070 -9.215 -1108.29

Cr2FeAl L21 +0.0050 +6.592 +792.86
Cr2FeAl F43m -0.0064 -8.369 -1006.61

Tabela 7.3: Energia de formação do sistema Fe-Cr-Al com polarização de
spin e sem acoplamento spin orbita, utilizando o método FP-LAPW.

fases do sistema ternário. Observa-se que o composto Fe2CrAl, na configu-
ração L21 corresponde ao parâmetro de interação de cluster mais negativo
de todo o sistema.
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Figura 7.6: Otimização estrutural da liga Ternária Alumı́nio-Cromo-Ferro
(Fe2CrAl-L21) para o caso FP-LAPW. Na legenda temos: V0 é o volume
mı́nimo em unidades atômicas; B(GPa) é o Bulk módulo, BP é o Derivada
do Bulk Módulo e E0 a energia mı́nima.

Estequiometria Estrutura Energia de formação p. interação de cluster [kB K]
Fe2AlCr L21 -16.38 w̃Fe,Fe,Al,Cr = -382.9

FeAlFeCr F43̄m -9.43 w̃Fe,Al,F e,Cr = -345.4
Al2CrFe L21 -24.34 w̃Al,Al,Cr,F e = -111.8

AlCrAlFe F43̄m -9.22 w̃Al,Cr,Al,F e = -217.8
Cr2FeAl L21 +6.60 w̃Cr,Cr,F e,Al = +90.9

CrFeCrAl F43̄m -8.37 w̃Cr,Fe,Cr,Al = -324.3

Tabela 7.4: Parâmetros de interação do cluster em unidades de constante de
Boltzmann (1 kB k=8.3145 J mol−1).

A representação gráfica de um diagrama de fase ternário é dificultada
pela sua caracteŕıstica tridimensional. Tradicionalmente representa-se um di-
agrama de fase ternário por meio de seções bidimensionais do diagrama com-
pleto. Neste trabalho iremos utilizar unicamente seções isotérmicas, sendo
que a temperatura dos cálculos será variada para visualizar a estrutura
tridimensional do diagrama. A representação gráfica da seção isotérmica
de um diagrama ternário é feita com o auxilio do chamado “triângulo de
Gibbs” para respeitar a dependência entre as três variáveis de composição
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Figura 7.7: Energia de formação dos compostos usados para construir a base
para a expansão de cluster do sistema Fe-Cr-Al.

(xFe+xAl+xCr = 1). Cada vértice representa uma estrutura A2 e cada lado
do triângulo representa um sistema binário, que já foi estudado. A composição
de cada elemento (Fe, Cr, Al) vai ser 1.0 (ou 100%) no vértice corresponde
e 0% no lado oposto [120]. A leitura das concentrações em um triângulo de
Gibbs é feita com o auxilio de linhas guias. A linha guia usada para ler as co-
ordenadas é indicada pela inclinação dos marcos de escala no respectivo eixo.
O próximo passo do trabalho é usar os parâmetros de interação calculados e
montar as seções isotermicas do diagrama de fase ternário Fe-Cr-Al.
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Caṕıtulo 8

Sumário

Neste trabalho apresentamos um trabalho interdisciplinar unindo três
áreas do conhecimento, a Mecânica Quântica, Mecânica Estat́ıstica e En-
genharia Metalúrgica para descrever propriedades macroscópicas a partir de
informações da estrutura atômica do material de interesse. Para isso uti-
lizamos a chamada termodinâmica computacional ab-initio, ou seja, usamos
o método ab-initio para calcular a energia volumétrica no estado fundamental
dos sistemas que nos interessam e o método de variação de clusters (CVM)
para construir a termodinâmica do sistema. Utilizamos como método ab-
initio embebido no código WIEN2K. De forma sucinta podemos descrever
este trabalho como o uso de cálculos ab-initio de estrutura eletrônica em
conjunto com o método variacional de clusters para obter propriedades ter-
modinâmicas para os sistemas Fe-Cr-Al na estrutura cúbica de corpo cen-
trado. Para isso usamos o método FP-LAPW para o cálculo de energia total
volumétrica em sistemas metálicos e o CVM na aproximação do tetraedro
irregular para construir a termodinâmica do sistema. Primeiramente defin-
imos os critérios de otimização para as estruturas de referência, escolhemos
trabalhar com os elementos unários Fe BCC, Al BCC e Cr BCC. Era de nosso
conhecimento que o Cr BCC é antiferromagnético, mas realizamos os cálculos
ab-initio procurando a estrutura mais estável e chegamos que o estado funda-
mental dele realmente é o que comprova os resultados da literatura descrito
por Cottenier e autores para o estado fundamental do Cr. Definimos quais
eram os parâmetros de controle que deveriamos adotar para obter o estado
fundamental nos cálculos de estrutura eletrônica com o WIEN2K. Com o
conhecimento dos parâmetros de controle para a convergência fomos analisar
a influência das premissas básicas posśıveis de serem utilizadas com o código
WIEN2K, para isso escolhemos um sistema que já havia sido estudado na
literatura. Conclúımos que um cuidado especial deve ser tomado quanto a
determinação precisa de detalhes com relação aos cantos do diagrama de fases
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(fases ricas no elemento unário). Como já se sabe, estes deve ser exclusivo (e
claramente definidos) no decurso de um determinado cálculo. Nosso resulta-
dos também mostra que a escolha do termo de troca e correlação é importante
e, não era tão esperado para esses (que não são tão pesado) compostos inter-
metálicos d, a inclusão dos efeitos relativ́ısticos pode mudar a determinação
de detalhes finos do diagrama de fases. O sistema Fe-Al foi também revisi-
tado com a inclusão de efeitos relativ́ısticos. Como consequëncia, a energia de
formação do composto B2-FeAl tornou-se mais negativo quando comparada
com os resultados anteriores conhecidos da literatura [109], o que atualmente
implica em uma melhor concordância com dados calorimetricos experimen-
tais. Esta mudança na energia de formação afeta muito pouco no diagrama
de fases calculado Fe-Al BCC, em particular sua topologia mantêm-se inal-
terada. O sistema Al-Cr foi calculado pela primeira vez utilizando um pro-
cedimento completamente ab-initio, há muita discussão na literatura quanto
a existência de uma fase experimental ordenada. Há controvérsia se a fase
indentificada nos diagramas de fases CALPHAD quando ocorre uma tran-
sição de segunda-ordem do Cr BCC para o AlCr CsCl se é realmente o tipo
B2 ou B32. O método CALPHAD não permite determinar tal fase ao passo
que nossa metodologia permitiu definir esta fase como sendo a B32. Para
o sistema Fe-Cr, nosso resultado mostrou uma excelênte concordância com
relação a topologia do diagrama de fase experimental, o que sugere que a
discussão na literatura sobre o corner rico em ferro[123] deve-se manter o di-
agrama de fase experimental atual pois o limite de solubilidade descrito pelo
diagrama de fase experimental é descrito pelo diagrama de fases ab-initio que
foi calculado pela primeira vez com está metodologia. O grande desafio dos
sistemas Fe-Cr e Al-Cr está no comportamento magnético bastante intrin-
cado que estes apresenta e na dificuldade de definir quais são suas estruturas
estáveis, todos os resultados apresentados já são para a estrutura magnetica-
mente mais estável. Para o sistema ternário, fizemos a otimização estrutural
e encontramos as seis estruturas mais estáveis. Obtivemos as energias de for-
mação para cada estrutura onde foi posśıvel observar que a única estrutura
que contribui para o desordenamento é o Cr2FeAl L21. Os parâmetros de
interação já estão calculados e os diagramas de fases em seções isotermicas
para os sistemas ternários são as próximas etapas do trabalho.
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Apêndice: A - Propriedades
Locais

8.0.1 Parâmetros hiperfinos

Podemos dividir o estudo das propriedades dos materiais em duas grandes
classes: propriedades de volume (“bulk”) e propriedades locais. Esta divisão
não é de forma alguma rigorosa, já que, certamente, as propriedades de
volume são resultados das somas das diversas contribuições locais, porém
acredito que facilite uma primeira grande visão da área. Por exemplo, téc-
nicas experimentais, que permitem a medida de magnetização em uma dada
amostra, nos fornecem informações sobre o volume como um todo. Por outro
lado, o estudo de propriedades locais, isto é, propriedades dependentes de
cada śıtio atômico, podem, por exemplo, ser realizado através de técnicas que
explorem a interação entre um dado núcleo atômico e suas vizinhanças. Estas
são as chamadas interações hiperfinas. De forma interdisciplinar, a área de
interações hiperfinas, entrelaça e se constitui em uma das regiões de fronteira
entre as grandes áreas de f́ısica nuclear e de f́ısica de materiais. Embora esta
não seja uma nova área de pesquisa, com a crescente sofisticação das técnicas
de produção de feixes iônicos e de análise durante a ocorrência dos próprios
processos, cada vez mais pesquisadores em diversos centros com aceleradores
nucleares de diversos portes, encontram na investigação das interações hiper-
finas uma poderosa ferramenta. Neste sentido, técnicas experimentais já bem
estabelecidas, tais como Ressonância Magnética Nuclear (NMR), Ressonân-
cia de Quadrupolo Nuclear (NQR), Correlação Angular Perturbada Tempo-
Diferencial (TDPAC), Distribuição Angular Perturbada Tempo-Diferencial
(TDPAD), Espectroscopia Mössbauer, etc., tem sido largamente utilizadas
para nos fornecer informações sobre as distribuições eletrônicas locais. O
conhecimento da distribuição espacial dos átomos em um sólido desordenada
(mesmo com pequeno grau de desordem) é, até hoje, bastante limitado, já
que as técnicas experimentais usuais de difração não nos fornecem infor-
mações sobre as caracteŕısticas direcionais da coordenação atômica de curto
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alcance. È por isso que tem havido crescente interesse no aprimoramento e
sofisticação das técnicas que permitem caracterizar vizinhanças locais como
é o caso das que se utilizam de interação hiperfina. Porem a informação
experimentalmente acesśıvel, neste caso, é trazido como um produto entre
uma quantidade caracteŕıstica nuclear e uma quantidade extra-nuclear pre-
sente no núcleo. A quantidade extra-nuclear é objeto do cálculo de estru-
tura eletrônica e aquelas que são tratadas usualmente são o Gradiente de
Campo Elétrico (GCE), o Campo Magnético Hiperfino (HFF) e o Desloca-
mento IsoméricoAlCr-Phase (IS). Estas três quantidades, que também são
chamadas de “parâmetros hiperfinos”, nos podem então fornecer informações
sobre a distribuição eletrônica local em um dado sólido. A avaliação teórica
do GCE, HFF, IS é, portanto, interessante já que pode ajudar tanto na in-
terpretação de resultados experimentais como na estimativa da adequação
dos modelos estruturais para sistemas com quebra de periodicidade. Se-
gundo a experiência acumulada na literatura para sistemas metálicos, é geral-
mente assumido que o termo usualmente dominante para o campo magnético
hiperfino é dado pelo termo de contato de Fermi. Este termo é determi-
nado, basicamente, pela densidade de magnetização na posição do núcleo
em consideração. Além desta, existem contribuições dipolar e orbital para o
campo hiperfino, que normalmente são assumidas como de menor importân-
cia. Chamaremos no presente texto, de forma um pouco abusiva, porém usual
na literatura, de campo magnético hiperfino (HFF) a contribuição de con-
tato de Fermi para o campo hiperfino, fazendo referência expĺıcita as outras
contribuições quando necessário. Porém, no presente texto restringimos ao es-
tudo do campo hiperfino em sólidos metálicos, em particular contendo metais
de transição.

Detalhes da implementação do cálculo do Campo hiperfino, bem como da
implementação do cálculo do acoplamento spin-orbita no código WIEN2K
pode ser encontrado no artigo do P. Novák [121] e [122]. O valor do Campo
Hiperfino (HFF) para o sistema Fe-Al para os cálculos efetuados com polar-
ização de spin , são mostrados na Tabela 8.2.

106



Sistema Fase ZNN dNN Z2NN d2NN

Fe A2 8Fe 0.247 6Fe 0.285

Al A2 8Al 0.280 6Al 0.323
FeAl B2 8Al 0.248 6Fe 0.287

FeAl B32 4Fe e 4Al 0.254 6Al 0.293
Fe3Al D03 8Fe 0.248 6Fe 0.286

FeAl3 D03 8Al 0.259 6Fe 0.299

Tabela 8.1: Distância obtida da primeira e segunda vizinhança do sistema
Fe-Al ferromagnético, utilizando o método FP-LAPW. Onde:dNN= distância
do primeiro vizinho (em nm) e ZNN é o átomo na primeira vizinhança e
d2NN ,Z2NN são as distâncias (em nm) e átomos na segunda vizinhanÃ§a.

Sistema Fase Valência Core Total

Fe A2 281.938 -597.485 -315.546
Al A2 1.10−3 0.001 3.10−3

FeAl-Fe B2 +107.538 -181.641 -74.103
FeAl-Al B2 -38.731 0.042 -38.688

FeAl-Fe B32 +45.881 -249.845 -203.965
FeAl-Al B32 +2.340 0.834 +3.174

Fe3Al-Fe1 D03 -7.066 -304.757 -311.823
Fe3Al-Fe2 D03 -17.253 -238.971 -256.224

Fe3Al-Al D03 -43.095 +0.925 -42.169
FeAl3-Fe D03 +0.014 -0.006 +0.008
FeAl3-Al1 D03 -0.002 0.000 -0.003

FeAl3-Al2 D03 0.000 -0.001 -0.001

Tabela 8.2: Campo Hiperfino(HFF) para o sistema Fe-Al, calculo ferro-
magnético com polarização de spin e sem acoplamento spin-orbita, campo
hiperfino dado em KGauss.
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Sistema Fase Valência Core Total

Fe A2 308.41 -607.65 -299.24

Cr A2 -4.10−3 +4.103 0
FeCr-Fe B2 +277.30 -375.60 -98.30

FeCr-Cr B2 +3.04 -108.06 -105.03
FeCr-Fe B32 +86.92 -231.46 -144.54
FeCr-Cr B32 -68.87 -6.98 -75.85

Fe3Cr-Fe1 D03 +324.53 -508.95 -184.42
Fe3Cr-Fe2 D03 +424.45 -608.54 -184.09

Fe3Cr-Cr D03 -204.54 +75.92 -128.62
FeCr3-Fe D03 +335.18 -448.27 -113.09

FeCr3-Cr1 D03 -35.26 -24.83 -60.09
FeCr3-Cr2 D03 +59.89 -13.33 +46.56

Tabela 8.3: Campo Hiperfino(HFF) para o sistema Fe-Al, calculo ferro-
magnético com polarização de spin e sem acoplamento spin-orbita, campo
hiperfino dado em KGauss.
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