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�I believe that consciousness is, essentially, the way informa-

tion feels when being processed. Since matter can be arranged to

process information in numerous ways of vastly varying comple-

xity, this implies a rich variety of levels and types of conscious-

ness. The particular type of consciousness that we subjectively

know is then a phenomenon that arises in certain highly com-

plex physical systems that input, process, store and output in-

formation. Clearly, if atoms can be assembled to make humans,

the laws of physics also permit the construction of vastly more

advanced forms of sentient life. Yet such advanced beings can

probably only come about in a two-step process: �rst intelligent

beings evolve through natural selection, then they choose to pass

on the torch of life by building more advanced consciousness that

can further improve itself.�

Max Tegmark
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Resumo

Nesta dissertação foram estudados alguns modelos vetoriais que preten-

dem modelar e descrever alguns aspectos de sistemas sociais e de sua orga-

nização cultural. Partimos do modelo de Axelrod, um processo estocástico

de�nido em uma rede, e introduzimos uma pequena alteração no modelo

que desencadeou mudanças qualitativas interessantes, especialmente o sur-

gimento de uma tensão super�cial, que leva ao aparecimento de estados

metaestáveis e de regiões culturais mais �xamente localizadas no espaço.

Através da ótica da mecânica estatística e de extensas simulações computa-

cionais, exploramos alguns dos aspectos que julgamos mais importantes na

caracterização desse rico modelo.



Abstract

Axelrod's model for cultural dissemination is a discrete vector representa-

tion for modeling social and cultural systems. In this work we have studied

it and other related models, and a subtle change in the model's rule was

proposed. Our slight alterations to the model yielded signi�cant qualitative

changes, speci�cally the emergence of surface tension, driving the system to

metastable states. Using concepts from statistical mechanics and extensive

numerical simulations, we explored some of the aspects that better describe

the rich model devised, such as its transient and stationary behaviour.



Capítulo 1

Introdução

A formulação da mecânica estatística de sistemas em equilíbrio termodinâ-

mico, normalmente atribuída a Boltzmann e Gibbs, constitui um importante

marco na história da Física. Sua importância se deve, principalmente, ao fato

de fornecer uma conexão entre as características microscópicas e macroscó-

picas de um sistema formado por vários átomos ou moléculas (ou quaisquer

agrupamentos de objetos similares em suas constituições e em suas interações

uns com os outros). Isso é o mesmo que dizer que, conhecendo o hamiltoni-

ano de um sistema (seja um gás ou um metal ferromagnético como exemplos

mais célebres) é possível conhecer suas grandezas macroscópicas e seu com-

portamento termodinâmico. Uma das grandes conquistas daquilo que deri-

vou dessa abordagem está na habilidade de reproduzir as não-analiticidades

dos potenciais termodinâmicos características das transições de fase, os cha-

mados fenômenos críticos, onde existe uma reorganização macroscópica da

matéria e um diferente comportamento coletivo dos átomos ou moléculas é

observado. Essas não-analiticidades se veri�cam no limite termodinâmico, ou

seja, o limite no qual o tamanho do sistema tende a in�nito, e provavelmente

foram primeiro veri�cadas historicamente com a solução de Onsager do mo-

delo de Ising em duas dimensões para o ferromagnetismo. Esse modelo, que

trata dos acoplamentos dos spins dos elétrons em uma rede cristalina, des-
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creve cada sítio da rede como tendo uma variável de spin que pode assumir

um dos valores σ = ±1 e apresenta transição entre uma fase desordenada

(sem magnetização total) e uma fase ordenada (com magnetização macros-

cópica mensurável) para redes quadradas em d > 2 dimensões.

Naturalmente essas novas possibilidades começaram a despertar, entre os

físicos, o interesse por outros fenômenos nos quais seja possível relacionar as

interações microscópicas � muitas vezes conhecidas � aos comportamentos

que emergem da interação entre esses elementos, dada a profusão de exemplos

na natureza. Dentre os sistemas não-físicos que começaram a ser estudados

estão os sistemas sociais (humanos ou de outros animais), redes neurais,

meios excitáveis (como reações químicas autocatalíticas ou as células do te-

cido do coração), osciladores acoplados, entre outros. Físicos e matemáticos,

muitas vezes associados a médicos e biólogos, começam a desenvolver mode-

los para o ciclo circadiano, para a formação e comportamento de cardumes,

para a interação entre espécies em um ecossistema, para o ritmo cardíaco

ou a rede de interação proteínas-genes para o controle do ciclo celular. Por

trás de todos esses problemas está aquele de entender o comportamento que

emerge da interação das partes, e uma série de ferramentas de análise mate-

máticas e numéricas estão sendo desenvolvidas em conjunto com aquelas da

física estatística para descrever diferentes classes de sistemas.

No presente texto, vamos investigar uma variante de um modelo ampla-

mente estudado na última década. No restante desse capítulo, alguns concei-

tos sobre redes e grafos usados serão apresentados de forma suscinta, assim

como a abordagem de agentes na modelagem, e faremos um breve relato de

modelos mais importantes que guardam alguma relação com nosso trabalho.

No segundo capítulo, descreveremos o modelo original de Axelrod de onde

derivamos o modelo aqui estudado, assim como as principais extensões já

feitas na literatura. No terceiro capítulo introduziremos nossa variação do

modelo, assim como as novas características que surgem com as alterações

propostas, comparando com outros modelos com algumas similaridades com
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o nosso. No capítulo 4, descreveremos em mais detalhe o regime transiente

na tentativa de apresentar sua riqueza. No capítulo seguinte mostraremos al-

gumas das tentativas de caracterizar o limite termodinâmico desse modelo,

trabalho ainda em andamento. Por �m, uma breve conclusão dos nossos

resultados e uma indicação da direção que estamos começando a seguir par-

tindo do que já foi obtido. Todos os resultados apresentados em grá�cos

� a não ser que explicitamente indicado na legenda � ou as representações

em cores das con�gurações das redes quadradas são resultados de extensivas

simulações numéricas realizadas com o software desenvolvido ao longo do

programa de mestrado para a investigação dos modelos estudados (do origi-

nal de Axelrod, do modelo com tensão aqui proposto e dos dois modelos de

Kuperman que servirão como comparação em alguns pontos).

1.1 Redes e Grafos

Como nos problemas típicos da mecânica estatística clássica, a estrutura de

interações entre as partes pode se dar de forma bastante regular, mas pode

assumir outras formas bastante complicadas1. Pensar num espaço discreto,

porém regular (como átomos em uma estrutura cristalina), não traz tantas

di�culdades como as da representação de estruturas topológicas complexas.

Representar sistemas como o cérebro, as linhas de transmissão de energia

elétrica, a transmissão de doenças, a estrutura tró�ca de uma cadeia alimen-

tar ou ainda as redes metabólicas de um organismo (mesmo que unicelular),

nos faz deparar imediatamente com topologias muito distintas de uma rede

regular. A análise de sistemas assim estruturados levou a um estudo mais

sistemático dessas redes, dando origem a um interesse crescente em teoria

de grafos; sobre essas redes complexas podemos de�nir de inúmeras formas

variáveis dinâmicas e acoplamentos entre elas, que determinam um �uxo de

informações ou uma organização coletiva dessas variáveis que podem captu-

1Os vidros de spin são um exemplo do estudo de topologias irregulares na mecânica

estatística de sistemas ferromagnéticos/antiferromagnéticos.
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rar alguma essência do fenômeno que nos dispomos a modelar.

O estudo de redes de grande escala foi também favorecido pelo surgi-

mento de computadores muito mais e�cientes, mas principalmente devido

à internet, que se tornou um laboratório aberto para os interessados no

assunto. Aplicativos possibilitam mesmo a um leigo a extração de grafos re-

presentando diversas estruturas na rede e cientistas podem realizar diversas

medições e desenvolver novos conceitos com essa ferramenta à disposição.

Vamos introduzir aqui conceitos bastante simples que serão usados ao longo

desse trabalho.

Um grafo é formado por um conjunto de vértices (nós) e arestas (links).

Arestas direcionadas (ou arestas não-direcionadas) são pares orde-

nados (ou não) de vértices. Vamos tratar aqui o caso de um grafo não

direcionado (cujas arestas são não-direcionadas). Um caminho em um

grafo é uma sequência de vértices tal que entre cada vértice da sequência e

o próximo exista uma aresta que os conecte. O primeiro e o último nós da

sequência são chamados de vértice inicial e �nal, respectivamente, e caso eles

coincidam o caminho é chamado de ciclo.

Um grafo é conexo se a partir de qualquer vértice existir um caminho

para qualquer outro vértice dele. Um grafo pode não ser conexo, e nesse caso

ele é formado por subgrafos conexos, chamados componentes (um nó que

não possui nenhum vizinho é, sozinho, um componente). Em alguns casos,

o maior componente de um grafo pode ter um número de nós comparável ao

número de nós total, sendo nesse caso chamado de componente gigante.

Dois vértices são vizinhos ou adjacentes se existe uma aresta que os

conecte. Se um nó i tem ki vizinhos, é dito que esse nó tem conectividade

ou grau ki. Dado um nó i, o conjunto de nós que são seus vizinhos é chamado

de vizinhança do nó i, representada por νi. Caso dois vértices não sejam

vizinhos, a distância entre eles é dada pelo menor número de arestas que,

em sequência, levem de um vértice a outro (caso eles estejam no mesmo

componente). Se dois nós são vizinhos, a distância entre eles é 1. Se eles
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não pertencem a um mesmo componente, a distância normalmente é de�nida

como in�nita. A distância média de um grafo é simplesmente a média das

distâncias tomada a cada par de vértices. O diâmetro de um grafo é a

maior dentre todas as possíveis distâncias entre quaisquer dois vértices.

Uma importante característica de um grafo é a distribuição de conec-

tividades de nós, que nada mais é que a distribuição de probabilidades de

um nó, sorteado aleatoriamente, ter conectividade k em função dessa variá-

vel. Muitas redes complexas têm uma distribuição de conectividades que

segue uma lei de potência P (k) ∼ k−α. Outra característica importante

de uma rede é seu coe�ciente de aglomeração, que mede a presença de

�comunidades� no grafo, ou seja, grupos de nós mais densamente conectados

entre si. Característicos dessas comunidades são triângulos conectando três

dos nós que pertencem a elas. De certa forma, esse coe�ciente mede a proba-

bilidade de que o vizinho de um vizinho de um nó também seja seu vizinho

(ou que o amigo de um amigo seu também seja seu amigo em redes sociais).

Podemos de�nir então esse coe�ciente conforme a equação 1.1.

C =
3 x número de triângulos na rede

número de trios conectados de vértices
(1.1)

e o número de trios conectados de vértices é entendido como um vértice

no centro ligado a outros dois de forma não ordenada (para não ser contado

duas vezes). O grafo na �gura 1.1 ilustra essa de�nição2.

Diversos modelos para a construção de redes com topologias diferentes já

foram concebidos. Dentre eles, convém citar os três mais importantes, que

reproduzem algumas propriedades das redes reais que já foram caracteriza-

das (como a internet, as estruturas de relações sociais, as redes de citação

de artigos, de coatuação em �lmes, cadeias alimentares): a distribuição de

conectividades seguir uma lei de potência, a distância média ser pequena e

o coe�ciente de aglomeração elevado.

2Existem outras de�nições de coe�ciente de aglomeração na literatura; muitos desses

conceitos ainda não estão uni�cados.
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III Properties of networks 11

The quantity ` can be measured for a network of n ver-
tices and m edges in time O(mn) using simple breadth-
first search [7], also called a “burning algorithm” in the
physics literature. In Table II, we show values of ` taken
from the literature for a variety of different networks. As
the table shows, the values are in all cases quite small—
much smaller than the number n of vertices, for instance.

The definition (1) of ` is problematic in networks that
have more than one component. In such cases, there
exist vertex pairs that have no connecting path. Con-
ventionally one assigns infinite geodesic distance to such
pairs, but then the value of ` also becomes infinite. To
avoid this problem one usually defines ` on such networks
to be the mean geodesic distance between all pairs that
have a connecting path. Pairs that fall in two different
components are excluded from the average. The figures
in Table II were all calculated in this way. An alterna-
tive and perhaps more satisfactory approach is to define `
to be the “harmonic mean” geodesic distance between all
pairs, i.e., the reciprocal of the average of the reciprocals:

`−1 =
1

1
2n(n+ 1)

∑

i≥j

d−1
ij . (2)

Infinite values of dij then contribute nothing to the sum.
This approach has been adopted only occasionally in net-
work calculations [260], but perhaps should be used more
often.
The small-world effect has obvious implications for the

dynamics of processes taking place on networks. For
example, if one considers the spread of information, or
indeed anything else, across a network, the small-world
effect implies that that spread will be fast on most real-
world networks. If it takes only six steps for a rumor
to spread from any person to any other, for instance,
then the rumor will spread much faster than if it takes
a hundred steps, or a million. This affects the number
of “hops” a packet must make to get from one computer
to another on the Internet, the number of legs of a jour-
ney for an air or train traveler, the time it takes for a
disease to spread throughout a population, and so forth.
The small-world effect also underlies some well-known
parlor games, particularly the calculation of Erdős num-
bers [107] and Bacon numbers.10

On the other hand, the small-world effect is also math-
ematically obvious. If the number of vertices within a
distance r of a typical central vertex grows exponentially
with r—and this is true of many networks, including the
random graph (Sec. IV.A)—then the value of ` will in-
crease as log n. In recent years the term “small-world
effect” has thus taken on a more precise meaning: net-
works are said to show the small-world effect if the value
of ` scales logarithmically or slower with network size for
fixed mean degree. Logarithmic scaling can be proved

10 http://www.cs.virginia.edu/oracle/

FIG. 5 Illustration of the definition of the clustering coeffi-
cient C, Eq. (3). This network has one triangle and eight
connected triples, and therefore has a clustering coefficient of
3 × 1/8 = 3

8
. The individual vertices have local clustering

coefficients, Eq. (5), of 1, 1, 1
6
, 0 and 0, for a mean value,

Eq. (6), of C = 13
30
.

for a variety of network models [61, 63, 88, 127, 164]
and has also been observed in various real-world net-
works [13, 312, 313]. Some networks have mean vertex–
vertex distances that increase slower than log n. Bollobás
and Riordan [64] have shown that networks with power-
law degree distributions (Sec. III.C) have values of ` that
increase no faster than log n/ log log n (see also Ref. 164),
and Cohen and Havlin [95] have given arguments that
suggest that the actual variation may be slower even than
this.

B. Transitivity or clustering

A clear deviation from the behavior of the random
graph can be seen in the property of network transitivity,
sometimes also called clustering, although the latter term
also has another meaning in the study of networks (see
Sec. III.G) and so can be confusing. In many networks
it is found that if vertex A is connected to vertex B and
vertex B to vertex C, then there is a heightened proba-
bility that vertex A will also be connected to vertex C.
In the language of social networks, the friend of your
friend is likely also to be your friend. In terms of network
topology, transitivity means the presence of a heightened
number of triangles in the network—sets of three vertices
each of which is connected to each of the others. It can
be quantified by defining a clustering coefficient C thus:

C =
3× number of triangles in the network

number of connected triples of vertices
, (3)

where a “connected triple” means a single vertex with
edges running to an unordered pair of others (see Fig. 5).

In effect, C measures the fraction of triples that have
their third edge filled in to complete the triangle. The
factor of three in the numerator accounts for the fact that
each triangle contributes to three triples and ensures that
C lies in the range 0 ≤ C ≤ 1. In simple terms, C is
the mean probability that two vertices that are network
neighbors of the same other vertex will themselves be
neighbors. It can also be written in the form

C =
6× number of triangles in the network

number of paths of length two
, (4)

Figura 1.1: Ilustração da de�nição do coe�ciente de aglomeração C, conforme

a equação 1.1. Essa rede tem um triângulo e oito trios conectados, tendo

portanto um coe�ciente C = 3
8 . Extraído de [1].

O primeiro modelo a ser citado é o de redes aleatórias, no qual grafos

podem ser construídas com N nós pela conexão de cada par possível de nós

com probabilidade p gerando uma rede com distribuição de conectividades

poissoniana e conectividade média 〈k〉 = Np. Essa rede apresenta uma tran-

sição de fase com o parâmetro p, de uma situação com vários componentes

pequenos para um componente gigante. Generalizações já foram feitas para

se obter redes aleatórias com outras distribuições de conectividade. Essas

redes reproduzem a propriedade de uma distância média pequena entre nós

de um mesmo componente da rede.

O segundo é o das chamadas redes de mundo pequeno ou redes de Watts-

Strogratz. Elas são construídas a partir de uma rede regular e, com probabi-

lidade p, cada vértice é reconectado a um nó sorteado aleatoriamente. Esse

método permite interpolar entre uma rede regular (p = 0) e uma rede aleató-

ria (p = 1). Para valores pequenos de p, são reproduzidas duas importantes

propriedades: distâncias curtas entre nós e um coe�ciente de aglomeração

alto.

O último é o das redes de Barabási-Albert. Esses modelos envolvem o

crescimento das redes para que elas atinjam uma estrutura �nal com uma

topologia com conectividades distribuídas segundo uma lei de potência (re-
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des independentes de escala). Nesse caso, inicia-se com um núcleo de m nós

conectados entre si e progressivamente acrescentam-se nós à rede ligando-os

a m nós já existentes com uma ligação preferencial aos nós mais conectados,

ou seja, a probabilidade de conectar um novo nó a um já existente é propor-

cional à conectividade dos nós da rede. Quando o tamanho N for atingido,

o crescimento da rede para e o grau médio vale 〈k〉 = 2m, mas o coe�ciente

de aglomeração é pequeno. Redes independentes de escala têm, caracte-

risticamente, alguns poucos nós muito conectados, chamados hubs. Esses

nós têm propriedades especiais, especialmente no que se refere ao �uxo de

informações.

Muitos dos modelos de processos em redes são considerados sobre uma

dessas três classes de topologia. A estrutura das interações pode, também,

ser variável no tempo (ter inclusão e remoção de nós ou links), depender da

localização de agentes no espaço, ou ser �xa e coincidir com o espaço; pode

ser regular, desordenada, complexa, com estruturas de comunidades, entre

outras muitas possibilidades que fogem do escopo desse trabalho. Uma vez

de�nida essa rede, é necessário entender como representar as variáveis de

estado dos nós dessa rede, que podem ser unidimensionais ou multidimensi-

onais e podem ser de variáveis contínuas ou discretas ou ambas. E por �m, a

interação entre as variáveis de estado de dois nós da rede � que também de-

pende de como o tempo transcorre (discreto ou contínuo) e de a atualização

ser síncrona ou assíncrona � deve ser de�nida. Com o modelo todo montado

pode-se investigar o comportamento macroscópico desse sistema e detectar

estruturas e propriedades emergentes. É interessante notar que muitas ve-

zes o comportamento emergente não depende de detalhes microscópicos da

interação entre as partes, mas de simetrias do problema.

1.2 Modelagem Baseada em Agentes

Em paralelo com o desenvolvimento de ferramentas matemáticas, na pri-

meira metade do século XX algumas �guras importantes como John von
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Neumann e Alan Turing trabalharam em problemas relacionados a compu-

tação, informação, instrução e organização. Interessados em questões como

a computação do cérebro ou as instruções que uma semente carrega para que

uma árvore de determinada espécie cresça com suas funções todas organiza-

das, além de se tornarem precursores do computador moderno e do estudo de

algoritmos, contribuíram de forma decisiva para a computação (sequencial

e paralela) e, consequentemente, para a física computacional que começou a

se desenvolver fortemente a partir de então.

De von Neumann e Ulam surgiu a ideia de autômatos celulares, que

originalmente eram uma idealização de sistemas físicos cujo tempo e espaço,

assim como as quantidades físicas que nessa rede estão representadas, são

discretos. Em uma rede regular (onde cada sítio era chamado de célula), cada

uma das células foi caracterizada por um estado interno que é representado

por um número �nito de bits de informação. Von Neumann sugeriu que esse

sistema evoluísse em unidades discretas de tempo como um autômato, com

uma receita interna para computar seu novo estado dependendo do estado

interno das células vizinhas. A atualização de todas as células foi concebida

como sendo síncrona, ou seja, todas as células são atualizadas para o seu

estado seguinte ao mesmo tempo e a con�guração da rede no instante t+ 1

depende somente da con�guração da rede no instante t.3

Das inúmeras regras que podem ser concebidas com variadas escolhas

para o número (�nito) de estados internos e como elas se relacionam gera

uma diversidade de comportamentos impressionante4, e hoje compreende

3Apesar de originalmente concebidos como sícronos, alguns autores de�nem ainda per-

tencentes à mesma classe de modelos aqueles assíncronos, ampliando o conceito original

de autômatos celulares. Isso, entretanto, é um detalhe terminológico e é questão de gosto

de�nir de uma ou de outra forma.
4Pode-se citar o autômato de Conway, conhecido como Game of Life, ou alguns autô-

matos que reproduzem as espirais da famosa reação de Belousov-Zhabotinsky, um processo

de reação-difusão relacionado a formação de padrões espaço-temporais e morfogênese, um

dos assuntos que Turing explorou no �m de sua vida. Uma extensa análise de algumas

classes de autômatos unidimensionais foi feita por Wolfram.
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um amplo campo de pesquisa, com várias classes de autômatos, determinís-

ticos ou estocásticos, sendo usados na modelagem de �uidos, de processos de

difusão ou reação-difusão, de sistemas biológicos e no estudo de transições

de fase fora do equilíbrio, e em aplicações tecnológicas como a criptogra�a.

Uma excelente introdução à modelagem de sistemas físicos através do uso de

autômatos foi feita por Chopard e Droz em [2].

Vale ressaltar dois pontos: o primeiro é o surgimento de comportamen-

tos bastante ricos e complexos a partir de regras aparentemente simples e a

formação de padrões espaço-temporais que conseguiram com sucesso repro-

duzir algumas estruturas da natureza, como o padrão de manchas de conchas

e mamíferos ou as rami�cadas estruturas da agregação por difusão limitada

(di�usion-limited aggregation); o segundo é que esse já é um modelo baseado

em agentes, onde cada célula muda seu estado de acordo com regras e os

estados das células vizinhas.

Não é tão clara a origem do termo agentes e da ideia de modelagem

baseada em agentes (alguns autores usam o termo modelagem baseada em

indivíduos). Modelos de organização social ou econômica começaram a usar

um mesmo princípio básico: a de que agentes com determinadas regras de

interação entre si se reconhecem e trocam informações sobre seus estados,

podendo mudar de estado de acordo com aquelas regras. Regras muito sim-

ples conseguem capturar alguns comportamentos como a movimentação dos

cardumes ou a segregação social (modelo de Schelling), assim como com-

plexos padrões temporais em modelos de agentes econômicos, do sistema

imunológico, de sistemas ecológicos, de migração ou dinâmica populacional

entre outros. Outros modelos baseados em agentes estão sendo desenvolvidos

para aplicações em otimização, computação distribuída, análise de tráfego

ou propagação de doenças, sendo um paradigma de modelagem bastante po-

deroso para uma série de possíveis aplicações em ciência e tecnologia. Esses

tipo de modelagem permite uma grande versatilidade, dado que podemos

incluir não-homogeneidades nos comportamentos dos agentes ou no espaço,
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sendo esse um campo de pesquisa vasto e ainda pouco explorado. O modelo

de Axelrod surgiu no contexto dessa classe de modelagem e será abordado

em mais detalhe à frente.

1.3 Sociofísica

Dos muitos modelos em redes que vêm sendo propostos, uma classe foi con-

cebida para a investigação de fenômenos sociais. Um dos pioneiros no estudo

de problemas em Sociofísica foi Galam, e uma revisão de seus modelos foi

feita por ele mesmo em [3]. Como pontuado nesse mesmo artigo, os tópicos

cobertos pela Sociofísica já estão �cando numerosos, e os diversos modelos

já propostos na literatura foram separados por Castellano et al. � na revi-

são feita em [4] � nas seguintes categorias: dinâmica de opiniões, dinâmica

cultural, dinâmica da linguagem, comportamento de multidões, formação de

hierarquias, dinâmica humana e fenômenos de propagação social. De cará-

teres muito diferentes, esses modelos se propõem a ajudar na compreensão

de algumas das facetas das complexas relações sociais (em sua maioria hu-

manas) e dos muitos aspectos atrelados a elas, desde a sincronização dos

aplausos em uma sala de concertos até a formação de hierarquias políticas

ou a evolução de estruturas de linguagem e a diversidade cultural. Dessas

classes, vamos nos concentrar naquelas relativas à formação de opiniões e

culturas.

O modelo de Ising pode ser interpretado como um modelo de opiniões

de forma que o estado magnetizado seja entendido como um consenso, onde

a maioria compartilha uma mesma �orientação� para determinado assunto.

Historicamente foi um dos primeiros a surgir e abarca os dois aspectos con-

trários da dinâmica de opiniões de grupos sociais: consenso e discórdia; esse

modelo acabou por se tornar um ícone da modelagem de opinião.

Outro modelo amplamente explorado é o modelo do votante, inicialmente

considerado num contexto ecológico para a competição de espécies. Grande

atenção foi dada a esse modelo pela sua simplicidade e possibilidade de so-
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lução exata. Nesse modelo, cada agente tem uma variável s = ±1 que re-

presenta duas opiniões contrárias. A cada instante, um agente é selecionado

junto com um de seus vizinhos e simplesmente adota a opinião do vizinho.

Para d 6 2 um processo de �coarsening� leva a um consenso, governado por

ruído de interface, enquanto que para d > 2 esse estado não é atingido no

limite termodinâmico; para redes �nitas o consenso é sempre atingido. Uma

alteração proposta por Dall'Asta e Castellano em [5] introduz uma memória

em cada sítio de forma a comparar as contagens de spins para cima ou para

baixo da vizinhança. Um sítio só muda de estado depois que o contador

de interações contar r in�uências de vizinhos com um valor de opinião; isso

introduz, efetivamente, uma memória de quais as últimas opiniões que cada

sítio recebeu de seus vizinhos e, na realidade, realiza uma espécie de média

do �campo� de opiniões em cada sítio. Essa percepção média das opiniões

gera uma tensão super�cial ausente no modelo do votante original.

O modelo de Sznajd leva em consideração o efeito de dois agentes juntos

terem um poder de convencimento maior, e a dinâmica é de�nida da seguinte

forma: se dois agentes vizinhos têm a mesma opinião (também aqui uma

variável de spin, σ = ±1), então todos os seus vizinhos adotam essa opinião.

A partir de uma con�guração inicial com magnetização m = 1
N

∑
i σi, o

estado absorvente atingido será o de consenso, com uma transição de fase

no parâmetro m. Se a condição inicial tem magnetização positiva, então o

estado �nal tem magnetização m = 1; se a con�guração inicial tem mais

spins para baixo m < 0, então no estado absorvente m = −1.

Uma importante extensão dos modelos de opinião foi proposta por Def-

fuant em [6], onde a variável que representa a opinião é contínua e a ideia de

con�ança limitada foi introduzida: se a diferença entre as opiniões de dois

agentes for maior que um valor limite d, eles não interagem. Caso contrá-

rio, as opiniões deles se aproximam proporcionalmente à diferença entre as

opiniões. Nesse caso o estado absorvente é formado por vários grupos com

opiniões bem de�nidas, e o número desses grupos depende basicamente do
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valor de d. A distribuição de opiniões no estado absorvente é uma sucessão

de deltas de Dirac.

O último modelo sobre o qual cabe mencionar é o modelo CODA (conti-

nuous opinions and discrete actions5), proposto por Martins em [7]. A com-

binação de uma variável contínua para descrever o estado interno de opinião

com uma ação discreta (como a escolha de um ou outro candidato) é mediada

através de uma avaliação Bayesiana simples de cada agente sobre a escolha

de seus vizinhos � cada agente tem acesso somente à ação (discreta) dos seus

vizinhos, e não a seu estado interno (contínuo), e a observação das ações dos

vizinhos provoca uma mudança na opinião interna (e eventualmente na ação

externa) de um agente. O fato de que as duas representações estão acopladas

leva a distribuição de opiniões no estado estacionário a uma forma bimodal

onde os picos estão localizados nos extremos da distribuição. Espacialmente

se formam domínios de opiniões contrárias dentro dos quais estão os agentes

com opinião mais extrema (aqueles que mais acreditam nas suas ações) e nas

fronteiras entre os domínios as opiniões são menos extremas.

Há muitos outros modelos, bem como diversas variantes dos citados an-

teriormente, mas não era objetivo desse trabalho fazer uma revisão completa

dos mesmos. No capítulo seguinte vamos apresentar em detalhe o modelo

de Axelrod para a interação entre culturas, no qual nos inspiramos para o

restante do trabalho apresentado nessa dissertação.

5opiniões contínuas e ações discretas



Capítulo 2

O Modelo de Axelrod

Como uma extensão natural dos modelos de dinâmica de opinião, Axelrod,

em [8], considerou a representação do estado de cada indivíduo � unidi-

mensional (escalar) nos modelos anteriores � como sendo multidimensional

(vetorial). Um de seus objetivos principais era incluir na dinâmica do modelo

a tendência social à homo�lia: tendemos a ser mais facilmente in�uenciados

por aqueles mais parecidos conosco. Citando Axelrod, �A transferência de

ideias ocorre mais frequentemente entre indivíduos [. . . ] similares em certos

atributos como crenças, educação, status social, etc.�. A outra ideia por trás

de sua proposta é a de que �camos mais parecidos com aqueles com os quais

interagimos depois da interação.

2.1 Descrição do Modelo

Cultura foi por ele de�nida, de forma simpli�cada, como o conjunto de ca-

racterísticas dos indivíduos sujeitas à in�uência de outros. Em cada instante

de tempo, um indivíduo i é representado por um vetor ~σi, passível de trans-

formações ao longo do tempo e que determina seu estado cultural. Esse vetor

é constituído por F características culturais (features), cada uma das

quais podendo assumir um dentre q possíveis valores, interpretados como
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traços culturais (traits), ou expressões possíveis daquela característica

cultural. Esse é, portanto, um modelo discreto baseado em agentes.

O vetor cultural de um agente i tem a seguinte estrutura:

σ1i σ2i σ3i . . . σfi . . . σF−1i σFi

onde σfi ∈ {0, 1, 2, . . . q − 1}.
Cabe mencionar aqui que o número de possíveis traços culturais poderia

ser diferente para cada característica cultural, mas por simplicidade foi ado-

tado que todas elas podem ter o mesmo número de expressões (q), o que não

muda qualitativamente o comportamento dinâmico do modelo. Porém, essa

escolha mudaria a distribuição das culturas nas condições iniciais, provavel-

mente mudando algumas características da evolução temporal e da transição

de fase.

Esses dois parâmetros, q e F , ditam o comportamento do sistema. As

condições iniciais são completamente dependentes deles. Ambos estão rela-

cionados com a diversidade, mas de formas bastante distintas como veremos

mais à frente. Outro ponto importante a se considerar é que os valores das

variáveis no vetor são apenas rótulos, que poderiam ser representados por

outros símbolos que não números, não importando o valor numérico deles: se

σfi 6= σfj isso signi�ca apenas que a f�ésima característica de um indivíduo é

diferente da f�ésima característica de um outro indivíduo; nada muda se elas

diferem de 1 ou de q− 11. E, ainda, se a f�ésima e a g�ésima características

de um mesmo indivíduo (com f 6= g) assumirem o mesmo valor numérico,

isso não signi�ca nada, pois são características diferentes e não devem ser

comparadas.

A distância cultural entre dois indivíduos i e j implícita nesse modelo é

a distância de Hamming2: o indivíduo i e o indivíduo j são tão mais similares

1Para uma versão do métrica do modelo, ver [9]
2A distância de Hamming entre dois strings de mesmo comprimento é igual ao número

de posições nas quais os símbolos correspondentes são diferentes, ou seja, para dois vetores
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quanto menor a distância de Hamming d ~σi, ~σj entre seus vetores culturais, ~σi

e ~σj . Por exemplo, no caso simples em que F = 4 e q = 2, o espaço de

culturas possíveis assim como as distâncias culturais estão representados na

Figura 2.1.

0000

0001

0010

0011

0100

0101

0110

0111

1000

1001

1101

1100

1010

1110

1011

1111

Figura 2.1: Espaço Cultural, com F = 4 e q = 2. Como exemplo, a distância

de Hamming entre o estado 0000 e 1011 vale 3 e um dos 3! possíveis caminhos

mínimos está ressaltado.

O que é usado, entretanto, para avaliar a semelhança cultural entre dois

indivíduos é a ideia de overlap, que é simplesmente F − d ~σi, ~σj . Esse valor,
normalizado, é chamado similaridade entre dois indivíduos. Mais precisa-

mente, a similaridade entre os indivíduos i e j é de�nida por

de dimensão F , temos: d ~σi, ~σj = F −∑F
f=1 δσf

i ,σ
f
j
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ωij =
1

F

F∑

f=1

δ
σfi ,σ

f
j

(2.1)

onde

δ
σfi ,σ

f
j

=





1 se σfi = σfj ,

0 se σfi 6= σfj .

é um delta de Kronecker.

Com o conceito de similaridade de�nido, podemos de�nir a dinâmica do

modelo. Cada sítio de uma rede representa um indivíduo, e a topologia

da rede de�ne quem interage com quem. Originalmente esse modelo foi

proposto em uma rede quadrada bidimensional, mas outras topologias para

a conexão dos indivíduos já foram estudadas em [10], [11], [12], [13] e sempre

que possível vamos nos referir ao modelo abstraindo a estrutura da rede

subjacente de interações. A maior parte das simulações desse trabalho foram

realizadas em redes quadradas regulares de lado L e com condições periódicas

de contorno. O número de sítios da rede é N = L2, e o número de arestas é

A = 2N .

Esse é um modelo assíncrono e estocástico. A cada iteração um sítio é

sorteado aleatoriamente e eventualmente interage, também de forma esto-

cástica, com outro sítio da rede de acordo com um conjunto de regras que

de�nem a dinâmica. A atualização é feita, caso ocorra interação, em apenas

um sítio por vez.

A dinâmica se dá pela iteração dos seguintes passos:

Passo 1: Sortear, aleatoriamente, um sítio ativo i e um dos seus vizinhos

j ∈ νi, onde νi é a vizinhança do sítio i.

Passo 2: Com probabilidade igual à similaridade entre eles, há interação. A

interação consiste em selecionar aleatoriamente um f tal que σfi 6= σfj

(se houver), e fazer com que o sítio j passe a adotar o valor de σfi .



2.1 Descrição do Modelo 17

Um sítio i é dito ativo se existe algum sítio j em sua vizinhança νi em

um estado cultural tal que 0 < ωij < 1. Se ωij = 0, a probabilidade de

interação é nula e, portanto, os dois sítios não interagem. Se ωij = 1, não

há nenhum f tal que σfi 6= σfj , ou seja, os indivíduos são idênticos, portanto

não existe mais nenhuma troca cultural possível entre eles. Dessa forma, se

um sítio i tiver na sua vizinhança apenas sítios tais que ωij = 0 ou ωij = 1,

ele é considerado inativo.3

Conforme pensado em [8], podemos representar um mapa com as simi-

laridades dos links, e assim podemos também de�nir as densidades desses

links em três categorias relevantes: a densidade de links entre sítios com

similaridade nula, ρ0, a densidade de links ativos, ρA e a densidade de links

entre sítios com o vetor cultural idêntico, ρF . Esses parâmetros são dados,

no caso de uma rede quadrada com condições periódicas de contorno, por:

ρ0 =
1

4N

N∑

i=1

∑

j∈νi
δωij ,0 (2.2)

ρF =
1

4N

N∑

i=1

∑

j∈νi
δωij ,1 (2.3)

ρA = 1− ρ0 − ρF (2.4)

Para o acompanhamento visual do estado da rede, assim como sua evo-

lução temporal, foram desenvolvidas duas representações distintas e com-

plementares, que chamaremos de representação de sítios e representação de

links . A primeira delas (sítios) associa o estado cultural de um sítio a uma

cor, e cada cor está associada a um vetor cultural diferente (se houver cores

su�cientes no espaço RGB, senão existe uma �degenerescência� de cores). A

segunda (links) representa com outro código de cores os diferentes tipos de

3Essa condição do modelo, na qual ora os links entre dois sítios estão ativos ora inativos,

cria uma relação de feedback � de onde muito da riqueza do modelo deriva: a topologia

por onde pode �uir a informação cultural (os traits), ou seja, os vértices e arestas ativos

do grafo, é determinada (em cada instante) pela própria con�guração cultural da rede.
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interação possíveis entre cada dois vizinhos da rede e, portanto, classi�ca as

interfaces entre os dois sítios a que se refere. O código de cores, nesse caso,

é o seguinte: para similaridade nula, a cor usada é o preto, sendo esse um

link inativo; para similaridade unitária, a cor usada é o branco, e esse link

é também inativo; o terceiro caso é referente aos links ativos, e o código de

cores usado vai do azul (para as similaridades mais baixas), passando por

tons de ciano, verde e laranja, até o vermelho (similaridades mais altas)4.

A condição inicial é construída aleatoriamente a partir de uma distri-

buição uniforme no conjunto dos inteiros σfi ∈ {0, 1, 2, . . . q − 1}. Cada um

dos N sítios tem seu vetor cultural preenchido com um valor sorteado ale-

atoriamente desse conjunto. Os valores das densidades iniciais podem ser

facilmente calculados e estão apresentados nas equações (3.1), (3.2) e (3.3).

A �gura 2.2 exempli�ca algumas condições iniciais, associadas a diferentes

valores dos parâmetros F e q, na representação de links descritas acima.

A partir dessa con�guração inicial, as regras dinâmicas são implementadas,

transformando progressivamente os estados culturais dos sítios da rede, que

evolui necessariamente para um estado absorvente no qual todos os sítios es-

tão inativos, ou seja, todos os sítios têm vizinhos cuja similaridade entre eles

é nula ou igual à unidade. Esse é um detalhe importante a respeito desses

estados absorventes e a maneira como os vetores culturais estão dispostos

espacialmente nessas con�gurações: dentro de regiões de mesma cultura,

todos têm o vetor alinhado, enquanto que nas fronteiras esses vetores são

�ortogonais� (similaridade nula). A métrica em questão permite que existam

(q − 1)F culturas que não interagem com cada cultura existente.

Esse modelo, então, pode ser entendido como uma cadeia de Markov onde

4É claro que o número de cores de links ativos depende de F ; no caso F = 2 só existem

links ativos com similaridade 1
2
, e portanto uma única cor (nesse caso o vermelho); para

F = 3, se ωij = 1
3
a cor usada foi o azul e para ωij = 2

3
, o vermelho; para um F

genérico, o número possível de similaridades diferentes é sempre F − 1, e, nesse caso, as

extremidades são �xas em azul e vermelho e as cores intermediárias são geradas de acordo

com uma função de senos e cossenos de intensidades de azul, verde e vermelho para criar

uma impressão de espectro.
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Figura 2.2: Exemplos de condições iniciais e de suas representações grá�cas.

Um link branco representa o contato entre sítios idênticos, um link preto

representa o contato de dois sítios com estados culturais ortogonais, e as

demais cores estão associadas aos sítios ativos. Em todas essas redes L = 80.

Da esquerda para a direita: na primeira linha F = 2 q = 2 e F = 3 q = 2;

na segunda linha F = 4 q = 2 e F = 17 q = 150; na terceira linha F = 25

q = 2 e F = 25 q = 25.
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cada con�guração tem probabilidades de transição bem de�nidas para outras

con�gurações, que dependem apenas da con�guração atual. Chamando de

C o conjunto de todas as possíveis con�gurações para uma rede com N nós,

uma con�guração em determinado instante de tempo é um dos elementos

desse conjunto. O número de con�gurações possíveis é |C| = qNF . Cada

con�guração pode ser completamente descrita como uma sequência de NF

números inteiros entre 0 e q−1. Muitas con�gurações são estados absorventes

dessa cadeia de Markov, e a dinâmica sempre leva a um estado absorvente.

Esses espaços de con�gurações são, portanto, grafos direcionados com pesos

nas transições dados pelas probabilidades de transição entre con�gurações.

A característica mais importante desse modelo é que ele apresenta uma

transição de fase fora do equilíbrio5. Para q < qcrit, o estado absorvente é

monocultural (globalizado), enquanto que para q > qcrit o estado absorvente

é multicultural (polarizado6). As �guras 2.3 e 2.4 mostram exemplos de esta-

dos absorventes antes e depois da transição, respectivamente, nas imediações

do valor de qcrit.

O parâmetro de ordem mais comumente empregado na literatura, para

identi�car essa transição, é o 〈Smax〉N , ou seja, o tamanho médio do maior

cluster7 cultural normalizado pelo número de sítios (ou nós). Conforme

aumenta-se o tamanho da rede, o parâmetro de ordem apresenta variação

cada vez mais acentuada na região crítica, conforme ilustra a �gura 2.5.

Foi mostrado por Castellano et al. em [14] que essa transição é de pri-

5Por fora do equilíbrio nesse contexto entende-se que q, o parâmetro de controle, não é

uma propriedade coletiva do sistema como a temperatura, mas um ingrediente da de�nição

do sistema. De certa forma, a transição ocorre indo do estado absorvente de um sistema

ao de outro conforme q varia.
6O termo polarizado às vezes é usado em sentidos opostos na literatura, e vou refor-

çar aqui o uso nesse trabalho: assim como Axelrod, usamos o termo querendo signi�car

multicultural, situação na qual há vários clusters pequenos de vetores idênticos mas com

fronteiras com culturas ortogonais.
7Um cluster é, nesse contexto, um subgrafo conexo cujos nós têm mesmo estado

cultural. Em redes quadradas, são sítios contíguos de mesma cultura
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Figura 2.3: Exemplos de estados absorventes antes de qcrit, para F = 3 e

L = 75. Em cada linha, a primeira coluna corresponde à representação de

sítios e a segunda à de links para uma mesma con�guração. De cima para

baixo: q = 2, q = 12, q = 13. Para F = 3, qcrit ≈ 13, portanto essas

con�gurações pertencem à fase globalizada.
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Figura 2.4: Exemplos de estados absorventes depois de qcrit, para F = 3 e

L = 75. Em cada linha, a primeira coluna corresponde à representação de

sítios e a segunda à de links para uma mesma con�guração. De cima para

baixo: q = 14, q = 15, q = 20. Para F = 3, qcrit ≈ 13, portanto essas

con�gurações pertencem à fase polarizada.
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Figura 2.5: 〈Smax〉N vs. q nos estados absorventes para diversos tamanhos

de rede, para o modelo de Axelrod. Os grá�cos foram plotados com L = 5

(preto), L = 10 (vermelho), L = 20 (verde) e L = 40 (azul), com as médias

realizadas sobre 2000, 1000, 500 e 50 realizações independentes, respectiva-

mente. F foi �xado em 5, e podemos notar a tendência, conforme L aumenta,

da transição �car mais acentuada. Nesse caso, qcrit ≈ 27
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meira ordem, com exceção do caso F = 2, onde a transição é de segunda

ordem8. Na transição, a distribuição acumulada de tamanhos de domínios

culurais segue uma lei de potência com expoente τ = 2, 6 para F > 2 e,

somente para F = 2, um expoente τ = 1, 6 conforme a �gura 2.6. Também

característica da transição de primeira ordem, a distribuição do parâmetro

de ordem na região crítica é bimodal, denotando a biestabilidade típica desse

tipo de transição.
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The dynamical evolution is characterized by the com-
petition between the disorder of the initial configuration
and the ordering drive due to the local social interactions.
It is intuitively clear that when q is small the initial state
is almost completely uniform, whereas for large values of
q almost all sites have features si,f totally different from
those of their nearest neighbors. In the two cases we ex-
pect the system to converge to a uniform or a highly frag-
mented state, in which interaction or disorder dominate,
respectively. In order to understand how these two limit
situations are connected as q varies, we have simulated
the Axelrod’s model for a number of features ranging from
F � 2 to 10, sizes up to L � 150 and we have averaged
over at least 30 runs for each set of parameters. We first
discuss the dependence of the final state on the parameters
q and F and then the dynamical behavior of the model.

The frozen state.— In any finite lattice the dynamics
converges to a frozen absorbing state. The existence of
a transition in the properties of the final absorbing states is
very clear from the plot (Fig. 1) of the average size of the
largest region �smax� as a function of q for F � 10: For
q � qc � 300 we observe a sharp transition characterized
by a sudden drop of �smax��L2 which becomes steeper and
steeper for increasing sizes L. This points to the existence
of a transition between a “culturally polarized” phase for
q , qc, where one of the regions has a size of the order
of the whole system, and a “culturally fragmented” phase,
where all domains are finite. The transition is of the first
order, with the size of the largest region having a finite
discontinuity at q � qc. Note also that, for q , qc the
largest domain approaches a unitary density, i.e., it invades
the whole system. This scenario holds for all values F .

2 investigated, with qc growing with F.
The situation is different for F � 2 (inset of Fig. 1):

The fraction occupied by the largest cluster �smax��L2 van-
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FIG. 1. Behavior of smax�L2 vs q for three different system
sizes and F � 10. In the inset the same quantity is reported for
F � 2.

ishes continuously as q ! q2
c . The difference between

F � 2 and F . 2 is confirmed and clarified by the study
of the size distribution of cultural regions at the transition.
Let PL�s, q� be the probability distribution of the size s of
regions in a system of size L. The cumulated distribution
UL�s, q� �

P
`
s0�s PL�s0, q�, i.e., the fraction of regions of

size larger than s, is plotted in Fig. 2 for several F and
values of q around the transition. Figure 2 shows that
UL�s, q� decays as a power law s12t and that the expo-
nent t is universal (t � 2.6) for F . 2 but takes a dif-
ferent value for F � 2 (t � 1.6). In particular, we find
tF.2 . 2 and tF�2 , 2.

The different nature of the transition for F equal to or
greater than 2 can be related to the exponent t. Let N�q, L�
be the total number of regions in the system. Requiring the
total area to be L2 leads to

L2 � N�q, L� �s� � N�q, L�
X̀
s�1

sPL�s, q� . (1)

For q . qc there are N�q, L� � L2 domains of finite size
and the sum on s is finite as L ! `. On the other hand, for
q , qc, there are few small domains and a large one of size
smax � L2. Hence the probability distribution can be writ-
ten in the generic scaling form PL�s, q� � s2tF �s�sco� 1

A�q�ds,smax where sco is a cutoff scale, the function F �x�
is constant for x ø 1 and decays very rapidly for x ¿ 1,
and A�q� � 0 for q . qc.

The divergence L2 in the left-hand side (lhs) of Eq. (1)
is matched, for q , qc, by the component Ads,smax in
PL�s, q�, with smax � L2. The nature of the transition is
identified by the behavior of A�q� for q ! q2

c . For t , 2,
similarly to what happens in percolation theory [6], the
transition occurs through the divergence of sco and hence
of a correlation length, as q ! q1

c . This causes the di-
vergence of �s� in Eq. (1) [because sPL�s, q� � s12t with
t , 2], which matches the divergence of the lhs of Eq. (1)
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Figura 2.6: Distribuição acumulada de tamanhos de domínios culturais para

q ≈ qcrit, L = 100 e vários valores de F . Figura extraída de [14].

As densidades ρ0, ρA e ρF são bons parâmetros de ordem, tanto para

o modelo de Axelrod quanto para o modelo com tensão super�cial que será

descrito mais à frente, sendo melhores para caracterizar as fases metaestáveis

8O caso F = 2 é um caso especial, e deve ser entendido de forma diferente. Nesse caso,

dois sítios só estão ativos se eles tiverem um feature em comum. Disso resulta que, caso

haja interação, eles se tornarão idênticos, sendo então esse um processo de contato. Para

F > 2 nem toda interação gera sítios com o mesmo estado cultural.
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que surgem com a introdução da tensão super�cial. A simples observação

da evolução temporal dessas quantidades pode ser bastante reveladora assim

como olhar para as distribuições espaciais desses links numa rede quadrada.

A cada interação o indivíduo que muda de estado abandona a expressão

de uma de suas F características para adotar a do vizinho que o in�uenciou.

Dessa forma, os indivíduos tendem a �car cada vez mais parecidos depois de

uma interação e algumas expressões de certas características culturais vão

desaparecendo da rede com o tempo. Mesmo assim o modelo não leva a um

estado globalizado para q > qcrit, mas sim a um estado polarizado.

O mecanismo que leva a esse comportamento pode ser melhor compre-

endido com a observação da função ST � o número de traits sobreviventes

�, introduzida por Parravano et al. em [15]. A ideia é subtrair o número de

traços culturais que já foram extintos de todos os qF possíveis. Isso é feito

veri�cando, com um delta de Kronecker, se o t-ésimo traço cultural já foi

extinto da f-ésima característica:

ST = qF −
F∑

f=1

q−1∑

t=0

[δ0,
∑N
i=1 δt,σf

i

]

A função ST , para o modelo de Axelrod, vale no máximo qF e no mínimo

F e é monotonicamente decrescente com o tempo, sendo uma função de

Lyapunov para esse modelo. A ideia de de�nir uma função de Lyapunov

para o modelo foi introduzida por Klemm et al. em [16], e desenvolvida

ainda por Kuperman em [17].

O comportamento dessa função ao longo do tempo nas simulações revela

detalhes do transiente e o processo de formação de consenso local � que even-

tualmente pode crescer até atingir a rede toda. Quando um link entre dois

sítios está ativo, existe � através dele � �uxo de informação; caso contrário,

isso não ocorre. De um ponto de vista local, cada interação entre indivíduos

(sítios), faz com que um trait de uma de suas características culturais desa-

pareça. Quando olhamos para a rede toda, porém, percebemos que esse trait

não desaparece necessariamente de imediato, mas se propaga através da rede
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de forma similar a um processo difusivo (mais provável através de links com

similaridades altas, proporcionalmente a ωij), combinado com uma compe-

tição por sobrevivência no espaço. Conforme os traits vão desaparecendo,

há a eventual prevalência de algum deles (dentro de cada feature). Na fase

polarizada, a baixa densidade de links ativos nas condições iniciais faz com

que a vizinhança desses sítios ativos virem pontos de troca local, levando à

formação de pequenos clusters onde há consenso9. Mas a disparidade com

o entorno impossibilita a homogeneização de toda a rede em uma única cul-

tura. Por outro lado, quando o valor de q está abaixo do crítico, as condições

iniciais são tais que a densidade de sítios ativos é alta o bastante para que,

passado tempo su�ciente, todos os traits de cada feature percorram a rede e

sejam extintos um a um até que uma única cultura domine.

Podemos destacar três regimes de transiente distintos � apesar de não

ser tão clara essa separação �, de acordo com as condições iniciais de ρ0 e

ρA. No primeiro, ρA > ρ0 e ST diminui progressivamente até que um estado

globalizado é atingido, como pode ser visto na �gura 2.7. No segundo, pró-

ximo da região crítica, ρ0 > ρA e os núcleos de corrosão se formam, podendo

ou não crescer e tomar conta praticamente da rede toda, como mostram as

�guras 2.8 e 2.9, e a linha de cima da �gura 2.10. No terceiro, muito acima

da região crítica, ρ0 � ρA e os núcleos de sítios ativos não conseguem cres-

9Uma outra forma de pensar sobre esse transiente é a seguinte: links ativos têm, às

vezes, a capacidade de ativar links inativos (de similaridade nula) ao entrar em contato

com eles. Próximo à transição (q ≈ qcrit), os links ativos � pouco densos � começam a

ativar links inativos à sua volta, formando �núcleos de corrosão� de links inativos � estes

inicialmene muito densos. Esses �núcleos de corrosão� acabam eventualmente se unindo

a outros núcleos, o que ocorre com maior ou menor di�culdade conforme a densidade e a

capacidade de corrosão destes. Esse processo, quando q . qcrit faz com que quase todos

os links sejam ativados e, dessa forma, o estado globalizado pode ser atingido. Veja a

�gura 2.8. Se q & qcrit, os núcleos não estão próximos o su�ciente para se unir e sua capa-

cidade de corrosão é menor, e formam-se clusters dispersos em meio à multiculturalidade.

Temos aqui a competição entre duas escalas de tempo: uma associada ao crescimento dos

núcleos de corrosão e outra associada ao tempo necessário para que as culturas internas

ao núcleo cheguem a um consenso.



2.2 Extensões do Modelo 27

cer; formam-se clusters muito pequenos em meio à multiculturalidade, o que

é ilustrado na �gura 2.10 (linha de baixo).

2.2 Extensões do Modelo

Diversas variantes do modelo original já foram propostas e vêm sendo estu-

dadas na última década. Como mencionado anteriormente, uma importante

investigação a se fazer é com relação à topologia da rede subjacente. O

caso mais simples é o de uma rede regular unidimensional. A comparação,

feita por Klemm et al. em [10], mostra que a transição ordem-desordem no

caso unidimensional, ao contrário do caso de uma rede bidimensional (com

F 6= 2), é de segunda ordem. A �gura 2.11 mostra essa distinção.

Em [13], Klemm e colaboradores exploraram três classes de topologias

complexas: redes de pequeno mundo (Watts-Strogratz) que, para uma re-

gião do parâmetro de reconexão p, apresentam um coe�ciente de aglomeração

mais alto e uma distância média pequena, mas que ainda apresentam uma

distribuição de conectividades dos nós exponencial; redes independentes de

escala (Barabási-Albert), que já apresentam a cauda longa (lei de potência)

na distribuição das conectividades, porém com um coe�ciente de aglomera-

ção baixo e, por último, redes independentes de escala estruturadas, como

proposto por Klemm e colaboradores em [18].

No caso das redes de Watts-Strogratz, conforme o parâmetro de recone-

xão foi variado, o valor de qcrit aumentou progressivamente, atingindo um

máximo quando p = 1, ou seja, quando a rede se tornou competamente ale-

atória, conforme a �gura 2.12. Para cada valor de p, entretanto, o aumento

do tamanho da rede faz com que a transição seja mais acentuada, como era

de se esperar.

No caso das redes de Barabási-Albert, a transição ordem-desordem acon-

tece, conforme N aumenta, para valores cada vez maiores de qcrit, de acordo

com a �gura 2.13, com a relação de escala qcrit(N) ∼ N0,39 indicando que,

no limite termodinâmico, a fase desordenada não está presente. Esse com-
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Figura 2.7: Evolução temporal para F = 5, q = 2 � qcrit ≈ 28 e L = 80,

até o estado absorvente. A sequência está disposta como na leitura de um

texto: da esquerda para a direita, de cima para baixo.
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Figura 2.8: Evolução temporal da rede com parâmetros F = 5, q = 28 e

L = 80 com q ≈ qcrit. Um núcleo de corrosão cresce até atingir um tamanho

comparável ao da rede. A sequência está disposta como na leitura de um

texto: da esquerda para a direita, de cima para baixo. Continua na �gura 2.9.
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Figura 2.9: Evolução temporal da rede com parâmetros F = 5, q = 28

e L = 80, com q ≈ qcrit. Um núcleo de corrosão cresce até atingir um

tamanho comparável ao da rede. A sequência está disposta como na leitura

de um texto: da esquerda para a direita, de cima para baixo. Continuação

da �gura 2.8.
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Figura 2.10: Con�gurações iniciais e �nais para F = 5, q = 29 e L = 80 na

primeira linha e F = 5 e q = 80 na segunda linha. Para F = 5, qcrit ≈ 28. A

evolução temporal é muito rápida e, na linha de cima, os núcleos de corrosão

conseguem crescer um pouco (próximo à região crítica). Na segunda linha,

muito acima da região crítica, os núcleos não conseguem crescer, levando a

clusters muito pequenos e esparsos de consenso em meio à multiculturalidade.



2.2 Extensões do Modelo 32

4 K. Klemm et al. / Physica A 327 (2003) 1–5

Fig. 2. Cumulative distributions of cluster sizes at the transition point (thick curves). For the one-dimensional
system (d= 1) q= 9, for the two-dimensional system (d= 2) q= 62 has been used. In both cases N = 104

and F = 10. The thin lines have slopes −0:4 and −1:85.

that—in the limit of in4nite system size—the 4rst moment 〈S〉 diverges with the cut-oL
Smax as q approaches qc from above. At the critical value of the parameter q the system
is still disordered. In the case d = 2 there is no divergence of 〈S〉 with Smax because
here the cluster size distribution has the exponent �2¿ 2. It is worth noting that a
similar behavior has been observed in the case F = 2 and d = 2 where the exponent
is smaller than 2 in contrast to the case F ¿ 2 studied here [5].
Previous studies have employed the average fraction of sites occupied by the largest

cluster 〈Smax〉=N as an order parameter [5,6,8,12]. We have observed that the distribu-
tion of Smax shows bistability only for the two-dimensional system, while it is unimodal
in d= 1.

4. Conclusions

We have analyzed Axelrod’s model for cultural dissemination by extensive numerical
simulations. We have introduced the average relative overlap between neighbors as a
measure of the order in the system. We have found that while in a one-dimensional
chain the system shows a second-order transition, in a two-dimensional lattice the
transition is 4rst order. We have also obtained numerically the distribution of domains
close to the transition points, showing that in the one-dimensional case the average
size of a cultural domain diverges. These results stress the role of the topology of the
interaction network [8].
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Figura 2.11: Distribuição acumulada de tamanhos de domínios culturais na

transição. Para o caso unidimensional, q = 9 e para o caso bidimensional

q = 62. Em ambos os casos, N = 104 e F = 10. As retas têm inclinações

−0, 4 e −1, 85. Figura extraída de [10].

portamento é similar ao modelo de Ising em redes independentes de escala,

onde a temperatura crítica diverge com o tamanho da rede.

E por �m, nas redes independentes de escala estruturadas, nas quais há

uma distribuição de conectividades que também segue uma lei de potência

mas com coe�ciente de aglomeração elevado, ao contrário do observado nas

redes de Barabási-Albert. Nesse caso, foi recuperada a independência do

valor crítico com o do tamanho da rede. Entretanto, para q > qcrit o pa-

râmetro de ordem não vai a zero, mas tende a um platô �nito � indicando

ordem parcial. Somente para q � qcrit o parâmetro de ordem vai a zero.

Nessa faixa de valores de q sobre o platô, Smax ≈ kmax, o que sugere que o

maior cluster seja formado pelo hub mais conectado e seus vizinhos.

Outra alteração feita com relação à topologia foi introduzida por Vaz-

quez e colaboradores em [12], onde a rede inicialmente regular quadrada foi

evoluindo ao longo do tempo de acordo com a seguinte regra: um nó i e um

de seus vizinhos j são sorteados. Se a similaridade for ωij > 0, a dinâmica

ainda é idêntica ao do modelo de Axelrod original. Entretanto, se ωij = 0,



2.2 Extensões do Modelo 33

4

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

p

50

100

150

200

q

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

p

10
1

10
2

q c -
 5

7

FIG. 4: Phase diagram for the Axelrod model in a small world
network. The curve separates parameter values (p,q) which
produce a disordered state (shaded area) from those with or-
dered outcome (white area). For a given p the plotted value
qc is the one for which the value of the order parameter is
closest to the, somewhat arbitrary but small, value 0.1 for
system size N = 5002 and F = 10. Inset: After subtraction
of a bias qc(p = 0) = 57, qc(p) follows a power law ∝ p0.39

(dashed line).

the parameter p. After the rewiring, the configuration
is not necessarily frozen because the rewiring can intro-
duce active bonds connecting compatible cultures that
have been disconnected before. Starting the dynamics
again, the system may relax to a different absorbing con-
figuration, which in general is more ordered than the con-
figuration reached before the rewiring. After this second
phase of relaxation, the order parameter is measured in
the absorbing state. We find that the results of this alter-
native scenario (see Fig. 4) are in good agreement with
the ones of the above original scenario, starting with a
small world network in the initial condition.

IV. SCALE-FREE NETWORKS

One important ingredient missing in the small world
networks considered so far is that the degree distribution
does not show a fat tail. Although it is not clear whether
social networks present a power law distribution of de-
gree, the evidence indicates that they are ubiquitous in
biological and artificial networks [27, 28]. Scale-free net-
works are characterized by a power law tail in the degree
distribution of the form P (k) ∝ k−γ where the exponent
γ lies in the range between 2 and 3. Two ingredients
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FIG. 5: The average order parameter 〈Smax〉/N in random
scale-free networks for F = 10. Averages are taken over 1000
independent realizations. Different curves are for different
system sizes: 1000 (circles), 2000 (squares), 5000 (diamonds),
and 10000 (triangles).

have been shown to be sufficient to generate such feature:
growing number of nodes and preferential attachment of
links.

The well established Barabási–Albert model is based
in these two mechanisms [5]. At each time step a new
node is added to the network and attaches m links to an
existing node with degree k with probability Π(k) ∝ k.
This algorithm generates networks whose degree distribu-
tion follows P (k) = 2m2k−3, the path length increases as
ℓ ∼ lnN , and the clustering decreases as C ∼ (lnN)2/N .
We have studied the dynamics of Axelrod’s model for the
diffusion of culture in scale-free networks following this
algorithm. In Fig. 5 we show our results for the order
parameter for different system sizes. For a given size N
we find a transition at qc(N). We can define the critical
value qc(N) as the value where the standard deviation of
the distribution of Smax/N reaches the maximum value.
We find that qc(N) ∼ N0.39. Using this result we observe
data collapse with a rescaling qN−β, see Fig. 6. The best
result is obtained for β = 0.39 in excellent agreement
with the scaling obtained previously. This indicates that
in the thermodynamic limit the transition disappears and
the ordered monocultural state establishes in the system.
This behavior is similar to the Ising model in regular and
scale-free networks: While in a two-dimensional lattice
the Ising model displays a phase transition at a finite
critical temperature, in random scale-free networks an
effective transition is observed for finite systems where
the effective critical temperature diverges logarithmically
with system size. This can be explained by the role of
the hubs (nodes with a large number of links) in these
networks. They are highly instrumental in establishing
ferromagnetic order in the system. The same prominent
role is played by the hubs in the case of the dissemina-
tion of culture. The hubs help the spreading of cultural
traits as can be inferred from the observed dependence

Figura 2.12: Diagrama de fases para o modelo de Axelrod em uma rede de

pequeno mundo. A curva separa os valores dos parâmetros (p, q) que produ-

zem um estado desordenado (área sombreada) daqueles com um resultado

ordenado (área branca). Para um dado p o valor plotado de qcrit é aquele

para o qual o parâmetro de ordem é mais próximo do valor (arbitrário) 0, 1

para uma rede de tamanho N = 5002 e F = 10. O detalhe mostra que

qcrit(p) ∝ p0,39. Extraído de [13].
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the parameter p. After the rewiring, the configuration
is not necessarily frozen because the rewiring can intro-
duce active bonds connecting compatible cultures that
have been disconnected before. Starting the dynamics
again, the system may relax to a different absorbing con-
figuration, which in general is more ordered than the con-
figuration reached before the rewiring. After this second
phase of relaxation, the order parameter is measured in
the absorbing state. We find that the results of this alter-
native scenario (see Fig. 4) are in good agreement with
the ones of the above original scenario, starting with a
small world network in the initial condition.

IV. SCALE-FREE NETWORKS

One important ingredient missing in the small world
networks considered so far is that the degree distribution
does not show a fat tail. Although it is not clear whether
social networks present a power law distribution of de-
gree, the evidence indicates that they are ubiquitous in
biological and artificial networks [27, 28]. Scale-free net-
works are characterized by a power law tail in the degree
distribution of the form P (k) ∝ k−γ where the exponent
γ lies in the range between 2 and 3. Two ingredients
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have been shown to be sufficient to generate such feature:
growing number of nodes and preferential attachment of
links.

The well established Barabási–Albert model is based
in these two mechanisms [5]. At each time step a new
node is added to the network and attaches m links to an
existing node with degree k with probability Π(k) ∝ k.
This algorithm generates networks whose degree distribu-
tion follows P (k) = 2m2k−3, the path length increases as
ℓ ∼ lnN , and the clustering decreases as C ∼ (lnN)2/N .
We have studied the dynamics of Axelrod’s model for the
diffusion of culture in scale-free networks following this
algorithm. In Fig. 5 we show our results for the order
parameter for different system sizes. For a given size N
we find a transition at qc(N). We can define the critical
value qc(N) as the value where the standard deviation of
the distribution of Smax/N reaches the maximum value.
We find that qc(N) ∼ N0.39. Using this result we observe
data collapse with a rescaling qN−β, see Fig. 6. The best
result is obtained for β = 0.39 in excellent agreement
with the scaling obtained previously. This indicates that
in the thermodynamic limit the transition disappears and
the ordered monocultural state establishes in the system.
This behavior is similar to the Ising model in regular and
scale-free networks: While in a two-dimensional lattice
the Ising model displays a phase transition at a finite
critical temperature, in random scale-free networks an
effective transition is observed for finite systems where
the effective critical temperature diverges logarithmically
with system size. This can be explained by the role of
the hubs (nodes with a large number of links) in these
networks. They are highly instrumental in establishing
ferromagnetic order in the system. The same prominent
role is played by the hubs in the case of the dissemina-
tion of culture. The hubs help the spreading of cultural
traits as can be inferred from the observed dependence

Figura 2.13: O parâmetro de ordem 〈Smax〉
N em uma rede aleatória indepen-

dente de escala para F = 10. As médias foram tomadas sobre 1000 reali-

zações independentes. As curvas diferentes são para diferentes tamanhos de

rede: N = 1000 (círculos), N = 2000 (quadrados), N = 5000 (losangos) e

N = 10000 (triângulos). Tirado de [13].
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esse link é removido e aleatoriamente reconectado. A rede, portanto, tem

sua topologia atrelada à dinâmica e, independentemente de q, a distribuição

de conectividades dos nós tende a uma distribuição de Poisson no estado

absorvente. Entretanto, é mostrado que a estrutura da rede depende drama-

ticamente de q.

Para caracterizar a estrutura �nal das redes, foi feito um grá�co do ta-

manho relativo médio da maior componente do grafo em função de q, que

mostra duas transições: a primeira é uma transição de fragmentação, ou seja,

um componente gigante se fragmenta em vários pequenos, monoculturais; a

segunda é uma transição de recombinação na qual se forma novamente um

componente com tamanho comparável ao número de nós total, porém multi-

cultural (com vários domínios culturais), conforme ilustrado na �gura 2.15.

Collective Phenomena in Complex Social Networks 7

m/F (as in the original model) and, in case of an interaction, theoverlap is increased
by one. However, if the overlap is zero, theni removes its link toj and attaches it to
a randomly chosen nodel with the condition thatl was not already a neighbor ofi.

Due to the random rewiring dynamics the original network quickly evolves into
a random graph with a Poisson degree distribution with average connectivity〈k〉.
This distribution is conserved until the system freezes (see fig. 4).

Even though the node degree distribution seems to be independent onq, the struc-
ture of the network in the final frozen state dramatically depends onq. During the
evolution nodes are grouped in different communities with individuals sharing some
features. Thus the network gets disconnected in different network components of
like-minded individuals. Inside a component there are alsogroups of nodes with the
same state, that we call domains.

In order to characterize the final structure of the network wecalculated the aver-
age size of the largest componentS as a function ofq for simulations on a population
of N = 2500 individuals andF = 3 features (fig. 5).

We observe that there are two transitions in the absorbing state: a fragmentation
transition from phaseI to phaseII and a recombination transition from phaseII to
phaseIII. In phasesI and II, the system is frozen and composed by a set of dis-
connected components whose size depends on the degree of initial diversityq. For
values ofq smaller than a critical valueqc ≃ 85 (phaseI), S is similar to the system
sizeN (figs. 6-a and 6-b), while forq aboveqc (phaseII), S is much smaller than
N (fig. 6-c). In analogy to the characterization of non-equilibrium phase transitions,
we defineqc as the the value ofq where the fluctuations inS reach a maximum
value. The critical valueqc ≃ 85 in this co-evolving network is larger that the cor-
responding valueqc ≃ 55 obtained in a fixed 2D square lattice (Fig. 3). Whenq
is above a transition pointq∗ (phaseIII), the system reaches a dynamically active
configuration with many small domains. These domains have zero overlap between
them and they are interconnected by links making up a large network component
compared to the system size, as we observe in fig. 6-d. Above the valueq∗ ≃ NF

〈k〉 the

Fig. 5 Average relative size
of the largest network com-
ponent (circles) and largest
domain〈Smax〉 (solid line)
in the stationary configura-
tion vsq, for F = 3 features,
N = 2500, averaged over 400
realizations. The vertical lines
at qc = 85 andq∗ = 1875
indicate the transition points
between the different phases.
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Figura 2.14: Tamanho médio relativo do maior componente do grafo (círcu-

los) e maior domínio cultural 〈Smax〉N (linha sólida) na con�guração estacio-

nária em função de q, para F = 3, N = 2500 e a média realizada sobre 400

realizações. As linhas verticais em qc = 85 e q*= 1875 indicam as transições

entre as diferentes fases. Extraído de [12].

Também por Klemm e colaboradores, em [19], foi estudado o efeito de

ruído, ou deriva cultural. Em cada ciclo de iteração, com probabilidade r,
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8 Authors Suppressed Due to Excessive Length

Fig. 6 Network structure in the final frozen configuration in phaseI: q = 3 (a),q = 20 (b) and in
phaseII: q= 100 (c) forN = 400. (d) Snapshot of the network in the stationary active configuration
(phaseIII) for q = 500.

initial number of pairs of nodes with at least one feature in common is smaller than
the number of links in the system.

The nature of both transitions can be understood by studyingthe dynamical ap-
proach of the system to the final state in the three phases (see[20] for details).

3.2.1 Changing the rewiring rate

In the previous section we assumed that when a pair of nodes with zero overlap
is chosen, the link between them is always rewired. We now consider the case in
which the rewiring happens with probabilityp. Varying p is equivalent to change
the relative time scales at which the copy and the rewiring dynamics occur. In the
limit of p going to zero we expect the system to behave as in the originalAxelrod
model, where the network is fixed. On the other limit, whenp is one we recover the
co-evolving model studied before. Thus, we should see that the transition pointqc

shifts to higher values ofq asp is increased from zero. Fig. 7 shows that the critical
point for values ofp above 0.1 is very close to the critical valuepc ≃ 85 for thep= 1
case, whenS is measured at a fixed timeτ = 108. To investigate this dependence,

Figura 2.15: Topologias na con�guração do estado �nal na fase I: q = 3 (a),

q = 20 (b) e na fase II: q = 100 (c) para N = 400. (d) con�guração da rede

no estado estacionário ativo (fase III) para q = 500. Extraído de [12].
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um sítio é sorteado e um de seus features é sorteado para que um novo valor,

s, seja aleatoriamente atribuído a ele. Foi mostrado que, mesmo para um

nível muito baixo de ruído, as con�gurações multiculturais são instáveis, e

um estado absorvente monocultural sempre é atingido, independentemente

do valor de q. Quando r cresce, o sistema passa por uma transição de fase

induzida pelo ruído. Não há estado absorvente e surge, no estado estacioná-

rio, uma fase desordenada (dinâmica), pois não há tempo su�ciente para as

con�gurações relaxarem para uma situação de equilíbrio entre uma pertur-

bação e outra. As escalas de tempo entre as relaxações foram estudadas e

foi mostrado que no limite termodinâmico só a fase desordenada prevalece.

Mostrou-se também que, na presença de ruído, os resultados são insensíveis

a uma das premissas básicas do modelo de Axelrod � a proporcionalidade

com o overlap na probabilidade de interação. Isso foi veri�cado através de

uma versão desacoplada do modelo, onde a interação acontece sempre entre

sítios ativos, independentemente da similaridade entre eles.

Os efeitos de mídia sobre os agentes foram também estudados em [20] e

alguns efeitos contraintuitivos aparecem nesse caso. A mídia foi modelada

como um campo externo interagindo com os sítios de três maneiras diferen-

tes: uma mídia externa passando uma mensagem �xa, uma mídia global que

devolve o estado cultural mais difundido e uma mídia local que funciona

como um feedback local dos estados dos sítios. Os resultados foram simila-

res nos três casos: os efeitos de mídia só funcionam para uma intensidade

baixa do campo. Quando a intensidade foi aumentada, a mídia gerava mais

multiculturalidade. Para um campo fraco, a mídia mais e�ciente em ho-

mogeneizar a população foi a mídia local, enquanto que a mídia global foi a

mais ine�ciente. A mídia externa se apresentou intermediária. Os resultados

estão sintetizados na �gura 2.16.

O modelo de Axelrod também foi combinado com o modelo de Schelling

de segregação urbana, por Gracia-Lázaro et al. em [21]. Uma certa densidade

h de sítios vazios é introduzida e uma mobilidade espacial é de�nida de
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Figure 7 displays the dependence of g on the size of the
system N when B→0 for the three interaction fields being
considered. For each size N, a value of g associated with
each field was calculated by averaging over the plateau val-
ues shown in Fig. 6 in the interval B� �10−5 ,10−3�. The
mean values of g obtained when B=0 are also shown for
reference. The order parameter g decreases for the three
fields as the size of the system increases; in the limit N
→ the values of g tend to zero and the system becomes
homogeneous in the three cases. For small values of B, the
system subject to the local field exhibits the greatest sensi-
tivity to an increase of the system size, while the effect of the
constant external field is less dependent on system size. The
ordering effect of the interaction with a field as B→0 be-
comes more evident for a local �nonuniform� field. But, in
any case, the system is driven to full order for B→0 in the
limit of infinite size by any of the interacting fields consid-
ered here.

V. SUMMARY AND CONCLUSIONS

We have analyzed a nonequilibrium lattice model of lo-
cally interacting elements and subject to additional interact-
ing fields. The state variables are described by vectors whose
components take discrete values. We have considered the
cases of a constant external field, a global field, and a local
field. The interaction dynamics, based on the similarity or
overlap between vector states, produces several nontrivial
effects in the collective behavior of this system. Namely, we
find two main effects that contradict intuition based on the
effect of interacting fields in equilibrium systems where the
dynamics minimizes a potential function. First, we find that
an interacting field might disorder the system: For parameter
values for which the system orders due to the local interac-
tion among the elements, there is a threshold value Bc of the
probability of interaction with a field. For B�Bc the system
becomes disordered. This happens because there is a compe-
tition between the consequences of the similarity rule applied
to the local interactions among elements, and applied to the
interaction with the field. This leads to the formation of do-
mains and to a disordered system. A second effect is that, for
parameter values for which the dynamics based on the local
interaction among the elements leads to a frozen disordered
configuration, very weak interacting fields are able to order
the system. However, increasing the strength of interaction
with the field produces growing disorder in the system. The
limit B→0 is discontinuous and the ordering effect for B
�1 occurs because the interaction with the field acts as a
perturbation on the non stable disordered configurations with
frozen dynamics appearing for B=0. In this regard, the field
behaves similarly to a random fluctuation acting on the sys-
tem, which always induces order for small values of the
noise rate �28�.

These results are summarized in Fig. 8 which shows, for
different values of B, the behavior of the order parameter
�Smax	 /N previously considered in Fig. 1. For small values of
B, the interaction with a field can enhance order in the sys-
tem: for q�qc interaction with a field preserves homogene-

FIG. 6. �Color online� Finite size effects at small values of the
strength B of a global field Order parameter g as a function of B is
shown for system sizes N=202, 302, 402, 502, 702 �from top to
bottom�. Parameter value q=30.

FIG. 7. �Color online� Mean value of the order parameter g as a
function of the system size N without field �B=0, solid circles�, and
with an external �squares�, global �circles�, and local �triangles
field�. Parameter value q=30.

FIG. 8. �Color online� Influence of the interacting field on the
nonequilibrium order-disorder transition as described by the order
parameter �Smax	 /N. Results are shown for B=0 �solid squares�, a
global �B=10−5 �empty squares�, B=0.3 �circles�� and a local �B
=10−5 �triangles�� field. Parameter value F=3.

LOCAL VERSUS GLOBAL INTERACTIONS IN¼ PHYSICAL REVIEW E 73, 046119 �2006�

046119-5

Figura 2.16: In�uência da mídia (campo interagente) na transição ordem-

desordem fora do equilíbrio, descrita pelo parâmetro 〈Smax〉N . Resultados são

mostrados para B = 0 (quadrados cheios), para uma mídia global [B = 10−5

(quadrados vazios) e B = 0, 3 (círculos)] e para uma mídia local [B = 10−5

(triângulos)]. Extraído de [20].
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acordo com uma intolerância (um valor limiar de similaridade) aos vizinhos.

Para uma densidade de agentes 1 − h abaixo do limite de percolação de

sitios (0, 593), um novo regime surge. Para valores baixos de q, uma fase

multicultural bastante diferente daquela do modelo de Axelrod se organiza:

clusters de uma mesma cultura se formam desconectados uns dos outros

espacialmente. Conforme q aumenta, a mobilidade dos agentes aumenta e

as trocas culturais combinadas com os deslocamentos favorecem a formação

de um cluster gigante monocultural. Para valores ainda maiores de q, uma

nova fase surge, também multicultural, mas com alguns agentes insatisfeitos

que causam uma erosão dos clusters monoculturais formados, e no estado

estacionário a mobilidade média dos agentes não vai a zero. 3
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FIG. 2: (color online) Order parameter〈Smax〉/N versus scaled
initial cultural diversityq/N for an intermediate value of the den-
sity of empty sitesh = 0.5. Panel (a) corresponds to a high
value of the intoleranceT = 0.7, and different lattice linear sizes
L = 20, 30, 40, 50, while in panel (b)L = 40, and different val-
ues of the intoleranceT = 0.2, 0.4, 0.7, 0.9 are used. See the text
for further details.

dynamical limit, because the largest cluster size below perco-
lation should be independent of the lattice size.

The increase ofq from the very small values that corre-
spond to the fragmented multicultural phase has the seemingly
paradoxical effect of increasing the order parameter〈Smax〉/N
values,i.e., the increase of the initial cultural disorder pro-
motes cultural globalization. To understand this peculiarbe-
havior, one must consider the effect of the increase ofq in
the initial mobility of the agents. One expects that the higher
the value ofq is, the lower the initial values of the cultural
overlapωij among agents are, and then the higher the initial
mobility of agents should be. Under conditions of high mo-
bility, the processes of local cultural convergence are slower
than the typical time scales for mobility, so that the agents
can easily move before full local consensus can be achieved,
propagating their common features, and enhancing the social
influence among different clusters. In other words, the attain-
ment of different local consensus in disconnected domains is
much less likely to occur, and one should expect the coarsen-
ing of a dominant culture domain that reaches a higher size. A
straightforward prediction of this argument is that one should
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FIG. 3: (color online) Average mobilitym versus timet for h = 0.5,
L = 30, T = 0.7 and different values of the scaled initial culture
diversityq/N as indicated. Unlike the other figures, in this case each
curve represents the results of a single realization. See the text for
further details.

observe higher values of〈Smax〉/N for higher values of the in-
toleranceT , because agents mobility is an increasing function
of this parameter (see eq. (3)). The numerical results shown
in Fig. 2b for different values ofT andh = 0.5 nicely confirm
this prediction, in support of the consistency of the previous
argument. Interestingly, for high values of the intoleranceT ,
an almost full degree of cultural globalization is reached,as
indicated by the values〈Smax〉/N ≃ 1 of the order parame-
ter. In those final states almost all agents belong to a single
connected monocultural cluster. On the contrary, for very low
values ofT when mobility is not enhanced, multiculturalism
prevails for the whole range ofq values.

To characterize the passage from the multicultural frag-
mented phase to global consensus with increasing initial cul-
tural diversity, we have computed the histograms of the values
of Smax/N at values ofq where the order parameter increases.
The histograms display the bimodal characteristics of a first-
order transition. In a fraction of realizations, the transient
mobility is able to spread social influence among the clusters
so that global consensus is finally reached. This fraction in-
creases withq, to the expense of the fraction of realizations
where fragmented multiculturality is reached.

Further increase of the initial cultural diversityq enhances
the likelihood of agents sharing no cultural feature with any-
body else in the finite population. The presence of these cul-
turally ”alien” agents decreases the value of the order param-
eter and the increase of their number withq is concomitant
with the transition to multiculturality in the original Axelrod
model (as well as here, for finite populations). We see in
Fig. 2b that the increase of the intolerance parameterT shifts
this transition to higher values ofq/N , in agreement with the
enhancement of the convergence to globalization thatT pro-
duces via mobility, as discussed above. Each alien agent has,
at all times, a mobilitymi = 1, and the average mobility
cannot decrease in time to zero value when they appear. In
other words, the asymptotic states of the cultural dynamics
are no longer characterized bym = 0. The time evolution of
the average mobilitym for particular realizations ath = 0.5,
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FIG. 2: (color online) Order parameter〈Smax〉/N versus scaled
initial cultural diversityq/N for an intermediate value of the den-
sity of empty sitesh = 0.5. Panel (a) corresponds to a high
value of the intoleranceT = 0.7, and different lattice linear sizes
L = 20, 30, 40, 50, while in panel (b)L = 40, and different val-
ues of the intoleranceT = 0.2, 0.4, 0.7, 0.9 are used. See the text
for further details.

dynamical limit, because the largest cluster size below perco-
lation should be independent of the lattice size.

The increase ofq from the very small values that corre-
spond to the fragmented multicultural phase has the seemingly
paradoxical effect of increasing the order parameter〈Smax〉/N
values,i.e., the increase of the initial cultural disorder pro-
motes cultural globalization. To understand this peculiarbe-
havior, one must consider the effect of the increase ofq in
the initial mobility of the agents. One expects that the higher
the value ofq is, the lower the initial values of the cultural
overlapωij among agents are, and then the higher the initial
mobility of agents should be. Under conditions of high mo-
bility, the processes of local cultural convergence are slower
than the typical time scales for mobility, so that the agents
can easily move before full local consensus can be achieved,
propagating their common features, and enhancing the social
influence among different clusters. In other words, the attain-
ment of different local consensus in disconnected domains is
much less likely to occur, and one should expect the coarsen-
ing of a dominant culture domain that reaches a higher size. A
straightforward prediction of this argument is that one should
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L = 30, T = 0.7 and different values of the scaled initial culture
diversityq/N as indicated. Unlike the other figures, in this case each
curve represents the results of a single realization. See the text for
further details.

observe higher values of〈Smax〉/N for higher values of the in-
toleranceT , because agents mobility is an increasing function
of this parameter (see eq. (3)). The numerical results shown
in Fig. 2b for different values ofT andh = 0.5 nicely confirm
this prediction, in support of the consistency of the previous
argument. Interestingly, for high values of the intoleranceT ,
an almost full degree of cultural globalization is reached,as
indicated by the values〈Smax〉/N ≃ 1 of the order parame-
ter. In those final states almost all agents belong to a single
connected monocultural cluster. On the contrary, for very low
values ofT when mobility is not enhanced, multiculturalism
prevails for the whole range ofq values.

To characterize the passage from the multicultural frag-
mented phase to global consensus with increasing initial cul-
tural diversity, we have computed the histograms of the values
of Smax/N at values ofq where the order parameter increases.
The histograms display the bimodal characteristics of a first-
order transition. In a fraction of realizations, the transient
mobility is able to spread social influence among the clusters
so that global consensus is finally reached. This fraction in-
creases withq, to the expense of the fraction of realizations
where fragmented multiculturality is reached.

Further increase of the initial cultural diversityq enhances
the likelihood of agents sharing no cultural feature with any-
body else in the finite population. The presence of these cul-
turally ”alien” agents decreases the value of the order param-
eter and the increase of their number withq is concomitant
with the transition to multiculturality in the original Axelrod
model (as well as here, for finite populations). We see in
Fig. 2b that the increase of the intolerance parameterT shifts
this transition to higher values ofq/N , in agreement with the
enhancement of the convergence to globalization thatT pro-
duces via mobility, as discussed above. Each alien agent has,
at all times, a mobilitymi = 1, and the average mobility
cannot decrease in time to zero value when they appear. In
other words, the asymptotic states of the cultural dynamics
are no longer characterized bym = 0. The time evolution of
the average mobilitym for particular realizations ath = 0.5,

Figura 2.17: Parâmetro de ordem
〈Smax〉
N

versus q
N re-escalados para um

valor intermediário de densidade de sítios vazios h = 0, 5. O painel (a)

corresponde a um alto valor de intolerância T = 0, 7 e diferentes tamanhos

de rede, enquanto que no painel (b) L = 40 e valores diferentes de intolerância

foram usados. Figura extraída de [21].

Por �m, proposto por Kuperman em [17], há a introdução de uma regra

de maioria no modelo de Axelrod. Sua motivação foi a de tornar o modelo

mais realista e foram analisados dois casos. No primeiro caso � ao qual vamos
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nos referir como regra 1 �, um sítio só adota o trait de um vizinho numa inte-

ração se esse valor for mais aceito na sua vizinhança que o anterior. No caso

de não haver diferença, a alteração ocorre com probabilidade 1
2 . O segundo

caso � que designaremos por regra 2 � é uma extensão do primeiro, com uma

avaliação cultural mais profunda pelo agente do seu entorno: a adoção do

novo trait é feita com base em uma avaliação de todas as características com

os vizinhos, o que é equivalente a dizer que o indivíduo favorece uma maioria

com base em uma a�nidade cultural mais profunda. Algumas representa-

ções de estados estacionários do modelo de Kuperman estão ilustradas nas

�guras 2.18 e 2.19.

Ainda no trabalho de Kuperman foram usadas funções de Lyapunov (di-

ferentes nos dois casos) para avaliação do estado estacionário: para esse

modelo, estados metaestáveis são atingidos onde existem ainda nós ativos,

mas qualquer mudança cultural preserva o valor da função de Lyapunov �

que atinge um mínimo. Para os dois casos existe uma coesão cultural muito

grande, que se manifesta macroscopicamente como uma tensão super�cial no

caso bidimensional (no artigo proposto, foi avaliado o caso unidimensional,

com um parâmetro de religação p para a geração de uma rede de pequeno

mundo). Foi estudada a dinâmica transiente, tanto da função de Lyapunov

(�gura 2.20) quanto das densidades de links separados em classes de over-

laps, idéia que foi também usada no presente trabalho conforme o grá�co da

�gura 2.21.
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Figura 2.18: Estados estacionários para o primeiro caso do modelo de Ku-

perman, com a representação de sítios na primeira linha e de links corres-

pondente na segunda linha, com L = 75. Da esquerda para a direita: F = 2

q = 2 e F = 7 q = 5. Atente à presença de links ativos no estado estacionário,

diferentemente do modelo original de Axelrod.
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Figura 2.19: Estados estacionários para o segundo caso do modelo de Ku-

perman. Os parâmetros são os mesmos da �gura 2.18. Note aqui também

a existência de links ativos no estado estacionário, caracterizando estados

metaestáveis.
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ing monoculturality when q�F and a certain degree of mul-
ticulturality for higher values of q.

This time we can recur to the Lyapunov function to see
that the absolute minimum is reached when q�F, but the
system remains in a frozen state of multiculturality when q
�F. It is interesting to observe that the number of changes,
Fig. 5�a�, goes to zero.

When disorder is included on the network, the behavior of
the system displays nontrivial effects as can be can observed
in Figs. 3�b�–3�d�. The number of active links is different
from zero, even when a steady value for the Lyapunov func-
tion is reached. Though the monocultural state is the absolute
minimum, it is note attained by the system, who finishes
trapped in local minimum. In Figs. 4�b�–4�d� we observe that
the Lyapunov function decreases monotonically to attain a
steady state but not to the absolute minimum. On the other
hand, the steady values depend non monotonically on the
disorder of the network. Despite the fact that £1 remains
steady, the state of the system is not frozen. This affirmation
comes from the observation of Fig. 5, where we find that the

number of changes remains above zero in all cases. Again,
the mean value of changes behaves in a nontrivial way when
q or p change.

Perhaps the most interesting feature is the interplay be-
tween the effect of the spatial disorder and the values of q.
This can be better observed by analyzing the behavior of the
Lyapunov function. In some cases the disorder introduced by
the network prevents the system from achieving the previ-
ously reached monocultural state, but on the other hand, the
final degree of multiculturality depends in a very interesting
way from both parameters. An interesting nonmonotonic be-
havior of L1 in terms of p can be observed depicted in Fig. 6.

Case 2: Complete cultural affinity

The first aspect that we can observe for this case is that
independently of the degree of disorder of the network, the
state of monoculturality is never achieved, as shown in Fig.
7. We can again verify the interplay between the parameters
q and p and their effect on the behavior of the system. An-

FIG. 3. Proportion of active links a and of complete overlap
links F vs time, for different values of q and p as in Fig. 1. Case 1.

FIG. 4. Normalized Lyapunov function L1 vs time, for different
values of q and p as in Fig. 1.

FIG. 5. Proportion of changes vs time, for different values of q
and p as in Fig. 1. Case 1.

FIG. 6. Steady value of −L1 vs p, with q=2 �full�, q=5
�dashed�, q=10 �dotted�, q=15 �dotted-dashed�.
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Figura 2.20: Evolução temporal da função de Lyapunov para o caso 1 nor-

malizada, L1 = − L
L0
, conforme equação 5.1, com F = 10. Cada grá�co cor-

responde a um valor diferente de p: (A) p = 0, rede regular, (B) p = 0, 01,

(C) p = 0, 5 e (D) p = 0, 9. As curvas diferentes têm parâmetro q = 2

(linha cheia), q = 5 (linha tracejada), q = 10 (linha pontilhada) e q = 15

(traço-ponto). Tirado de [17].
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q and p and their effect on the behavior of the system. An-
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Figura 2.21: Proporção de links ativos ρA e links com similaridade unitária,

ρF , vs tempo, para a regra 1, com F = 10. Cada grá�co corresponde a um

valor diferente de p: (A) p = 0, rede regular, (B) p = 0, 01, (C) p = 0, 5 e

(D) p = 0, 9. As curvas diferentes têm parâmetro q = 2 (linha cheia), q = 5

(linha tracejada), q = 10 (linha pontilhada) e q = 15 (traço-ponto). Tirado

de [17].



Capítulo 3

O Modelo com Tensão

Super�cial

De acordo com o que foi observado por Kuperman em [17], na introdução de

uma regra de maioria � tanto na comparação de apenas um feature quanto

numa veri�cação mais profunda de similaridade com os indivíduos de sua

vizinhança � uma tensão super�cial aparece em consequência dessa regra

adicional. A ideia inicial era a de apenas tornar a dinâmica do modelo mais

realista, mas isso acabou gerando, macroscopicamente, uma tensão super�-

cial para redes quadradas � a introdução de regras de maioria normalmente

tem esse efeito.

A ideia de tensão super�cial em modelos culturais é bastante intuitiva.

Partindo do argumento de homo�lia na dinâmica, podemos estender isso para

o espaço, e a formação de domínios culturais é uma consequência imediata.

Indivíduos com um mesmo background cultural tendem a se manter próximos

e unidos, se isolando em bolhas de uma mesma cultura (domínios culturais),

que deveriam apresentar certa robustez. Entretanto, no modelo proposto por

Axelrod, não existe nenhuma estrutura espacial, pelo contrário. Os traits

'�uem' pelos indivíduos (sítios) sem nenhuma coesão. Quando se introduz

tensão super�cial, a coesão cultural emerge e a região entre duas culturas se
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torna, efetivamente, uma região de tensão e troca no espaço.

O trabalho desenvolvido nessa dissertação envolveu, basicamente, o es-

tudo de uma variação do modelo de Axelrod sem regra da maioria, que acar-

retou em tensão super�cial e em um modelo com uma dinâmica ainda mais

rica e interessante. A tensão super�cial foi introduzida de maneira bastante

sutil e não alterou topologicamente a estrutura do espaço de con�gurações,

ao contrário do modelo de Kuperman que impõe certas alterações1, certa

forma revelando a riqueza por trás das regras concebidas por Axelrod em

seu modelo original.

3.1 Descrição do Modelo com Tensão

A ideia central deste novo modelo é a de economizar tempo em trocas cul-

turais. As pessoas, a nosso ver, não perdem tempo tentando trocar cul-

turalmente com vizinhos com os quais não haja troca possível. A única

modi�cação introduzida nas regras, portanto, é a seguinte:

Passo 1: Sortear, aleatoriamente, um sítio ativo i e um dos seus vizinhos

ativos j ∈ νAi , onde νAi é a vizinhança ativa do sítio i com 0 < ωij < 1.

Passo 2: Com probabilidade igual à similaridade entre eles, há interação. A

interação consiste em selecionar aleatoriamente um f tal que σfi 6= σfj ,

e fazer com que o sítio j passe a adotar o valor de σfi .
2

1Algumas transições possíveis no modelo original de Axelrod ou no nosso modelo com

tensão não são permitidas pela dinâmica do modelo de Kuperman
2Embora formalmente idêntico ao passo 2 do modelo de Axelrod, por conta das mudan-

ças nas probabilidades introduzidas pelo passo 1 a regra não é mais simétrica. Nesse caso,

se invertêssemos o �uxo da informação, ou seja, se �zéssemos com que o sítio i adotasse o

trait de um dos features do sítio j (ao invés do contrário) teríamos um modelo com uma

tendência a aumentar a superfície cultural, um estado de mistura metaestável que (exceto

para redes muito pequenas) nunca chega a um estado absorvente. No caso do Axelrod, ao

contrário, a dinâmica é simétrica com relação a essa troca.
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Apenas a mudança do sorteio do conjunto de todos os vizinhos para o

conjunto de vizinhos com os quais há links ativos (νAi ) muda drasticamente

o comportamento transiente do modelo (e também algumas características

do estado absorvente, como veremos mais à frente). É importante notar que

as transições possíveis entre con�gurações ainda são exatamente as mesmas,

somente suas probabilidades se modi�cam. Por isso, o grafo que representa

a cadeia de Markov associada ainda tem a mesma topologia, mas os pesos

das transições são diferentes e as regiões do espaço de con�gurações visi-

tadas são bastante diferentes. Além disso, esse modelo com tensão ainda

preserva diversas características do original, como a transição de fase (um

pouco mais difícil de caracterizar), ou o fato de ser ainda um modelo onde a

diversidade sempre diminui, que é o mesmo que dizer que ST continua sendo

monotonicamente decrescente no tempo.

Suponha que um sítio ativo i tenha sido sorteado e que três de seus qua-

tro vizinhos tenham links ativos com esse sítio i. Se a dinâmica em questão

fosse a original do Axelrod, cada um dos 3 possíveis pares de sítios ativos po-

deriam ser escolhidos comprobabilidade 1
4 . No modelo com tensão, proposto

nessa dissertação, cada um deles teria 1
3 de probabilidade de ser escolhido,

conforme ilustrado na Figura 3.1. Essa modi�cação impõe uma assimetria

nas regiões onde existe uma curvatura na fronteira cultural, mecanismo res-

ponsável pela tensão observada macroscopicamente: as quinas ou bicos têm

tendência maior a desaparecer.

3.2 Membranas ou Fronteiras Culturais

Com o surgimento da tensão super�cial, as trocas culturais tendem a �car

con�nadas a regiões menores do espaço: surgem fronteiras bem de�nidas

entre domínios culturais distintos, e a tendência delas é a de minimizar seu

comprimento total (apesar de haver �utuações onde eventualmente esse com-
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Figura 3.1: O nó i selecionado tem 3 links ativos (em vermelho); nesse caso a

dinâmica com tensão resulta em probabilidades diferentes do modelo original

caso esse nó seja sorteado. Se a linha azul representa uma fronteira cultural

ativa, o bico dessa fronteira tem probabilidade maior de desaparecer (para o

modelo original, a probabilidade de crescer ou desaparecer é a mesma).

primento possa aumentar3). Dependendo da similaridade entre sítios vizi-

nhos, podemos ter três tipos de interface, que correspondem aos três tipos

de links existentes: para similaridade nula, a fronteira é inativa e, portanto,

imóvel, rígida, com atividade nula; para similaridades não-nulas e diferentes

da unidade temos membranas ativas, cuja atividade4 aumenta linearmente

com a similaridade entre as regiões; o terceiro tipo de link corresponde ao

caso no qual dois sítios vizinhos compartilham todas as características cultu-

3Para o modelo de Kuperman com a regra 2, a membrana só diminui de tamanho, a

tensão super�cial é mais estrita.
4Uma membrana é tão mais ativa quanto maior sua capacidade de se mover no espaço

e se curvar por conta das �utuações naturais do modelo. O oposto disso é chamado aqui

de rigidez: quanto menos ativa, mais rígida é uma membrana.
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rais (ou seja, estão idênticos), não havendo então membranas entre eles (eles

fazem parte de um mesmo domínio cultural ). Membranas com diferentes

níveis de atividade coexistem numa mesma rede, desde membranas muito ati-

vas e que se movem rapidamente através da rede, passando por membranas

menos ativas, mais lentas, até membranas completamente rígidas, estáticas.

O estudo e caracterização de propriedades das membranas que separam

regiões culturais � que não foi feito de forma sistemática nessa dissertação

por falta de tempo � pode ser revelador. Uma das características mais evi-

dentes dessas membranas é que elas concentram todas as trocas culturais e,

portanto, se tornam regiões no espaço onde a diversidade e a multicultura-

lidade são notáveis, como mostrado na �gura 3.2. Para uma simulação com

parâmetros q e F , se dois domínios vizinhos têm overlap n, com 0 < n < F

(membrana ativa), o número de culturas distintas que podem aparecer na

membrana é dado por 2(F−n) − 2. São culturas de fronteira, e a existência

de regiões com essas características é observada em ecossistemas, onde são

conhecidas como ecótonos5. Podemos dizer que essas membranas multicul-

turais são, na verdade, compostas por F − n membranas simples (aquelas

cuja distância de Hamming entre as culturas que elas separam é unitária).

Outro fato interessante é que as membranas têm uma forte adesão umas

às outras, e quando se tocam têm uma tendência a se manterem unidas6.

Esse comportamento é distinto do apresentado pelo modelo de Kuperman

com a regra 1, no qual as membranas não se juntam formando membranas

multiculturais mais rígidas, mas �cam normalmente separadas.

Uma membrana ativa pode ativar uma fronteira rígida ao entrar em con-

tato com ela ou ainda ser absorvida pela mesma. Duas membranas ativas po-

dem se cancelar ao se encontrarem ou podem mudar sua atividade, inclusive

podendo �car inativas. Essa �mecânica� da interação entre as membranas é

responsável pela modi�cação da topologia por onde podem �uir os traits e é

5Em ecologia, ecótonos são áreas de transição ambiental, onde comunidades ecológicas

diferentes entram em contato e a diversidade é signi�cativamente maior.
6Apesar dessa tendência, ocasionalmente acontecem descolamentos.
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Figura 3.2: Con�guração, mostrada nas duas representações, onde está clara

a presença de multiculturalidade na fronteira entre duas regiões de culturas

distintas e interagentes. L = 150, F = 11 e q = 2.

bastante rica. Uma exploração mais rigorosa para uma caracterização mais

criteriosa dessa dinâmica e das possibilidades que daí derivam deve ser feita

em trabalhos futuros.

Como as membranas exercem um papel crucial nesse modelo, é natural

pensar nas suas densidades ρ0, ρA e ρF (equações (2.2),(2.4) e (2.3)). Para

condições iniciais sorteadas a partir de uma distribuição uniforme, podemos

facilmente calcular essas densidades (para uma rede grande):

ρ0 =

(
q − 1

q

)F
(3.1)

ρF =

(
1

q

)F
(3.2)

ρA = 1−
(
q − 1

q

)F
−
(

1

q

)F
(3.3)

A di�culdade está em calcular analiticamente como essas quantidades

evoluem com o tempo, dadas as correlações espaciais que se estabelecem.
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Analisando os grá�cos das evoluções temporais desses parâmetros pode-se

perceber a riqueza do transiente, assim como compreendê-lo melhor. Veja a

�gura 4.4.

3.3 Metaestabilidade

Da modi�cação proposta � e do consequente surgimento das membranas �

algumas regiões do espaço de con�gurações tornam-se atratores nos quais

o sistema pode �car preso por tempo indeterminado. Essas con�gurações

(que não são congeladas mas que para todos efeitos são estacionárias) serão

chamadas de metaestáveis. Para uma grande faixa de valores de q, para um

determinado F �xo, o sistema eventualmente acaba aprisionado num desses

�mínimos locais de energia�, estando um deles mostrado na �gura 3.3. Esses

estados também são atingidos em outros modelos com tensão super�cial

como o modelo de Kuperman.

A ordem de grandeza dos tempos de computação tornou inviável a in-

vestigação de eventuais estados absorventes � se é que eles são atingidos �,

como no modelo original. Por exemplo, em simulações com L = 64, o estado

metaestável era atingido em unidades de tempo de Monte Carlo7 da ordem

de 103, persistindo nesse estado até t ≈ 106. Toda a análise subsequente será

feita em termos desses estados estacionários metaestáveis.

O surgimento desses estados é simples de ser entendido. A tensão super-

�cial leva as membranas a um comprimento próximo de seu valor mínimo

(com alguma �utuação), de onde percebemos que, dependendo da geometria

do entorno (normalmente determinada pelas fronteiras rígidas ou por outras

membranas pouco ativas), as membranas móveis se deslocarão até encontrar

os dois pontos cuja distância é mínima, como uma película de sabão em um

arame forma a superfície mínima que passa pelos pontos determinados pelas

bordas onde ela se prende à estrutura. Desse modo, determinadas con�gu-

7Número de iterações totais dividido pelo tamanho da rede. Todas as unidades de

tempo nesse trabalho estão uni�cadas dessa forma, inclusive dos grá�cos.
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rações prendem as membranas de forma que seria necessário tempo in�nito

para que o sistema escape desse atrator.

Figura 3.3: Con�guração metaestável, com F = 25 e q = 25

Como exemplo ilustrativo, com as condições iniciais mostradas na �-

gura 3.4, a membrana �ca presa às extremidades da fronteira imóvel por

tempo indeterminado. Se essa rede for grande o su�ciente, porém �nita, e o

orifício pequeno o su�ciente, o tempo de fato diverge. Situações similares a

essa são atingidas para uma ampla faixa do espaço de parâmetros.
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Figura 3.4: Arranjo experimental para mostrar as membranas presas às ex-

tremidades imóveis. No primeiro caso, a similaridade entre as duas culturas

é de 29
30 , e no segundo caso de 1

30 , sendo a primeira mais ativa e a segunda

mais rígida.
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Transiente

Devido à presença da tensão super�cial, observa-se a formação de estrutu-

ras interessantes, ausentes no modelo original. Por isso e pelo fato de que

sistemas culturais reais de fato nunca chegam a um estado congelado, é im-

portante uma análise do transiente e compreender os mecanismos envolvidos.

Pode-se detectar claramente três regimes distintos no transiente, que le-

vam a estados estacionários diferentes (que ainda não foram completamente

caracterizados nesse trabalho, mas entendemos como três fases distintas).

No primeiro deles, para valores baixos de q, temos nas condições iniciais

ρA ≈ 1 �, ou seja todos os sítios praticamente estão ativos. Depois que um

tempo su�cientemente longo tenha transcorrido, muitas trocas já ocorreram

e a similaridade média entre os agentes é maior; alguns pequenos clusters

de uma mesma cultura começam a aparecer e desaparecer, mas se um deles

atingir um certo tamanho mínimo, eles se tornam centros de nucleação de

bolhas daquela cultura. Esses núcleos estão distribuídos espacialmente com

uma certa densidade típica, que depende de alguma forma ainda não investi-

gada dos parâmetros q e F . Quando as bolhas se tocam, a probabilidade de

bolhas vizinhas terem muitas características em comum é alta e as membra-

nas que as separam são mais ativas; nesse caso, as bolhas maiores crescem

e acabam coalescendo com as menores, de forma que uma delas acaba por
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dominar a rede toda. Essa fase coincide com a fase globalizada do modelo

original e seu transiente pode ser visto nas �guras 4.1 e 4.2.

Conforme q aumenta, o valor de ρ0 nas condições iniciais deixa de ser

desprezível e começa a se tornar considerável, o que leva ao segundo regime.

Nesse caso, a presença desses links inativos faz desses sítios regiões de nucle-

ação na rede, nucleação essa muito mais rápida que a nucleação do regime

anterior.1 Com essa nucleação rápida, os sítios não têm tempo su�ciente

para realizarem trocas culturais e quando as bolhas crescem e se tocam essas

fronteiras são mais rígidas, dando origem aos estados metaestáveis2. Esse

regime está ilustrado na �gura 4.3.

Os estados metaestáveis têm domínios com um tamanho típico, separa-

dos por membranas com diversos valores de rigidez. Esporadicamente, por

�utuações características desse modelo, membranas mais rígidas (compostas

por várias membranas simples unidas) podem ter uma das membranas que

a compõem descolada das demais, atravessando um dos domínios. Isso é

equivalente a um dos traits de um domínio invadir determinado domínio vi-

zinho3. Cada membrana simples que se descola da membrana rígida, torna-a

ligeiramente menos rígida. Passado tempo su�ciente, depois de várias des-

sas invasões, a membrana que separa os dois domínios �ca menos rígida e

mais ativa, podendo acontecer de duas bolhas coalescerem. Esse processo é

bastante lento e tudo indica que, para redes grandes, estados estacionários

onde não hajam mais mudanças estruturais sejam eventualmente atingidos.

1Na transição entre os dois regimes observamos a competição entre os dois tipos de

processo: a nucleação rápida decorrente da presença dos links inativos, que rapidamente

são �corroídos� pelos links ativos. Com isso, as bolhas desaparecem e só mais tarde voltam

a crescer.
2Se não forem usadas condições periódicas de contorno, as bordas (especialmente os

quatro cantos) tornam-se pontos de nucleação. É o mesmo efeito de ter uma fronteira

inativa.
3Há mais uma analogia com processos observados na coexistência de sistemas ecoló-

gicos: determinadas espécies podem ter expressões genéticas ligeiramente distintas em

regiões geográ�cas diferentes. Eventualmente, um gene de um determinado grupo pode

invadir outro grupo através de transferência genética na fronteira entre essas regiões.
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Figura 4.1: Evolução temporal da rede com parâmetros L = 100, F = 25

e q = 2, onde a nucleação de bolhas culturais é evidente. As sequência

temporal das capturas de tela deve ser olhada da esquerda para a direita e

de cima para baixo, como em um texto. Continua na �gura 4.2.
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Figura 4.2: Evolução temporal da rede com parâmetros L = 100, F = 25

e q = 2, onde as bolhas coalescem depois da nucleação e crescimento. A

sequência temporal das capturas de tela deve ser olhada da esquerda para a

direita e de cima para baixo, como em um texto. Continuação da �gura 4.1.
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Figura 4.3: Evolução temporal da rede com parâmetros F = 25 e q = 25.

A nucleação rápida de bolhas culturais leva a um estado metaestável. A

sequência temporal das capturas de tela deve ser olhada da esquerda para a

direita e de cima para baixo, como em um texto.



58

Essa fase intermediária é bastante interessante pela presença de atratores no

espaço de con�gurações onde as culturas são coesas4 e as trocas se dão nas

fronteiras. Esse é um comportamento qualitativamente mais realista que o

do modelo original de Axelrod, e a nosso ver esta é a fase mais interessante

do modelo.

O terceiro regime é muito similar à fase polarizada do modelo de Axel-

rod. A diferença é que dentro dos núcleos de corrosão que crescem, não há

difusão de todas as culturas que lá estão. Elas também estão separadas por

membranas � e dessa forma o estado absorvente é atingido mais rapidamente

e para valores um pouco menores de q (como exemplo, para F = 25 a transi-

ção ocorre para qcrit ≈ 145 para o modelo de Axelrod e a segunda transição

ocorre em qcrit ≈ 110 para o modelo com tensão). O estado absorvente, por

sua vez, é indistinguível do observado no modelo original: alguns clusters

não muito grandes estão presentes em meio a muita diversidade cultural,

mas não há mais interações possíveis entre eles. As características do tran-

siente dos três regimes distintos pode ser observado nas evoluções temporais

dos parâmetros ρ0, ρA e ρF , conforme ilustrados na �gura 4.4.

O modelo de Kuperman, em ambos os casos, tem tensão super�cial e

transiente muito diferentes do modelo que acabamos de propor e discutir, e

certamente é indispensável a comparação feita, sendo esse o único estudo,

até onde temos conhecimento, de uma versão do modelo de Axelrod com

tensão super�cial. Para comparar os transientes dos quatro modelos aqui

considerados, traçamos as trajetórias dos modelos num espaço de fases bi-

dimensional, com a entropia em um eixo e a energia em outro. Os quatro

modelos apresentam assinaturas características. Partindo de uma mesma

con�guração inicial, para um mesmo conjunto de parâmetros, observamos

trajetórias qualitativamente distintas nesse espaço. Veja a �gura 4.5.

4Os sítios de uma mesma cultura estão unidos entre si e razoavelmente parados na rede,

diferente do modelo original no qual agentes de uma mesma cultura não tinham tendência

a permanecer unidos e as culturas não estavam atreladas a determinados agentes, mas

�uíam livremente por eles.
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Figura 4.4: Evolução temporal das densidades ρ0 (preto), ρA (vermelho) e

ρF (verde), para uma rede com L = 80 e F = 25. Da esquerda para a direita,

na primeira linha q = 2 e q = 4; na segunda linha q = 15 e q = 40; na terceira

linha q = 75 e q = 125. Para valores pequenos de q a nucleação ocorre em

torno de t ≈ 103 passos de Monte Carlo, e correspondem a bolhas de uma

única cultura sendo nucleadas, normalmente bem arredondadas. No segundo

regime, temos a nucleação rápida, que ocorre com a presença de fronteiras

rígidas, que viram pontos de nucleação, formadas por duas ou mais bolhas

de culturas diferentes coladas juntas no início da nucleação. Note que esse

crescimento é desacelerado pela �corrosão� das membranas �xas (diminuição

de ρ0), conforme observamos em q = 15 um desaparecimento de bolhas de

nucleação rápida para, mais tarde, reaparecerem bolhas de nucleação lenta.

No terceiro regime, a corrosão não é su�ciente para que ρF cresça muito, e

temos clusters pequenos e esparsos na rede.
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Figura 4.5: Trajetórias no espaço de fases para uma mesma condição inicial,

para os quatro modelos: Axelrod (preto), Kuperman com a regra 1 (verde),

Kuperman com a regra 2 (azul) e o modelo com tensão (vermelho). Todas

elas têm os mesmos parâmetros: L = 50, F = 25 e q = 25, e mesmas

condições iniciais, nas quais S = 0 e U
N = 47, 9. Partindo do mesmo ponto,

as trajetórias (que vão no sentido de diminuir a energia, da direita para

a esquerda) têm formatos característicos para cada uma das dinâmicas em

questão.



Capítulo 5

Transição de Fase

Sistemas descritos em redes, sejam elas regulares ou não, vêm sendo estuda-

dos no conhecido limite termodinâmico. Esse limite surgiu, historicamente,

juntamente com a mecânica estatística � ele está na base dessa área da física

� numa tentativa de contornar o problema de como estudar sistemas com

componentes demais para serem descritos por suas equações de movimento.

É importante também por revelar características essenciais dos sistemas em

questão. No caso de gases ou materiais ferromagnéticos, a ordem de grandeza

do número de átomos (≈ 1023) que normalmente compõem esses sistemas

inviabiliza de fato outro tipo de análise.

Na maioria dos casos, esse limite não é calculável analiticamente, mas

numerosas técnicas podem ser utilizadas para compreendê-lo. No modelo

de Axelrod, médias tomadas sobre ensembles � que consistem em diversas

simulações com mesmas condições iniciais e mesmo conjunto de parâmetros

� podem ser plotadas para obter grá�cos do comportamento de um parâ-

metro de ordem em função de um parâmetro de controle. Observando o

comportamento desses grá�cos com o aumento do tamanho das rede pode-se

fazer uma extrapolação para obter o comportamento do sistema no limite

termodinâmico e caracterizar a transição de fase.

Uma proposta alternativa para encontrar um valor mais preciso de qcrit
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para o modelo de Axelrod foi feita por Villegas-Febres e Olivares-Rivas em

[22]; o uso dos conceitos fundamentais da termodinâmica (energia e entropia),

em uma formulação adaptada para o modelo cultural, permitiu a introdução

do conceito de temperatura nesse novo contexto.

A energia de uma determinada con�guração foi de�nida da maneira mais

intuitiva: uma soma dos overlaps efetuada sobre todas as arestas da rede.

Mas, dessa forma, a energia mínima (associada a um estado globalizado) tem

um valor negativo e a máxima (associada a um estado polarizado com todos

os sítios inativos e nenhum cluster de mesma cultura, ou seja, com ρ0 = 1)

tem valor nulo. Então, de�ne-se o estado fundamental como o globalizado,

de energia U0 = −2εNF = εL0 e a energia é sempre calculada com relação

a esse referencial. A constante ε é introduzida para fazer uma correção de

escala, mas aqui vai ser desprezada.

O overlap total é dado por:

L = −F
2

N∑

i=1

∑

j∈νi
ωij (5.1)

e a energia de determinada con�guração vale:

U = εL− εL0 (5.2)

A energia interna E é simplesmente a média sobre várias realizações da

energia U .

A entropia, na verdade, é o conceito mais importante nessa abordagem.

Para determinada con�guração, é feita uma contagem de tamanho dos domí-

nios culturais (por sítios contíguos). Chamando de NM o número de agentes

que pertencem a clusters de tamanho M , e de PM =
NM

N
a probabilidade

de um sítio escolhido aleatoriamente pertencer a um cluster de tamanho M ,

a forma da entropia de Shannon é usada com essa probabilidade PM :

S = −k
N∑

M=1

PM lnPM (5.3)
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A vantagem do uso dessa forma para a entropia é simples: no caso de

uma distribuição de culturas totalmente polarizada (ρ0 = 1) a entropia vale

0, assim como no caso completamente globalizado. Mas entre esses dois ex-

tremos, a entropia apresenta um pico, que coincide com o valor da transição

(�gura 5.1). Usando a relação termodinâmica T =

(
∂S

∂E

)−1
, Villegas-Febres

e Olivares-Rivas mostraram que, na fase globalizada, a temperatura é posi-

tiva e na fase polarizada, negativa; exatamente na transição, a temperatura

diverge (de um lado para −∞ e do outro para +∞). Veja a �gura 5.3.

3704 J.C. Villegas-Febres, W. Olivares-Rivas / Physica A 387 (2008) 3701–3707

Fig. 1. Order parameters 〈Mmax〉/N (squares) and 〈ND〉/N (circles) as a function of trait occupation probability p = 1/q. Solid and dashed lines
correspond to the results for N = 40 × 40 and N = 20 × 20, respectively. F was fixed at a value of 5. For each value of q, the averages of the
outcomes of ns = 50 independent runs are shown.

Fig. 2. Reduced entropy per agent S̄ =
S

NkB
as a function of the trait occupation probability p = 1/q. The inset shows the corresponding reduced

internal energy per agent Ē =
E

Nε
as a function of 1/q.

N = 20 × 20 and N = 40 × 40. All values were averaged over ns = 50 different initial conditions. These results
correspond to those of González-Avella et al. [5], for the case of a null external field B = 0. We obtained a critical
value of qc ' 27, close to their reported value of qc ' 25.

In Fig. 2 we show the reduced entropy per agent S̄ = S/NkB, as a function of the probability of occupation of
a given feature p = 1/q , for F = 5, ns = 50, and two values of N , 20 × 20 and 40 × 40. In the inset we also
show the corresponding reduced energy per agent Ē = E/Nε. The most remarkable result in Fig. 2 is the existence
of a maximum of the entropy S̄ at a critical value qc ' 27, while the internal energy Ē increases monotonically
with q , with an inflexion point at the same qc. This is the typical functional behavior of the internal energy and the
entropy found, for example, as a function of the reduced energy parameter m H/kBT , in a system of N distinguishable,
independent magnetic dipoles m, at a temperature T , under the effect of a magnetic field H . Tsang [14] has suggested
interesting analogies between the phenomena of magnetic spin system and a two dimensional percolation network. An
analogy with the Axelrod model and Tsang percolation system can be obtained recognizing the connection between
the probability p of occupation of a node in the percolation system with the trait occupation probability, namely,
p ∼ 1/q .

Fig. 3 shows S̄ as a function of Ē for the same conditions of Fig. 2. Circles correspond to a network of
N = 20 × 20 = 400 agents, and filled squares to N = 40 × 40 = 1600 agents. The curves are continuous spline
fits to the discrete simulation data. The entropy shows an unsymmetrical dependency on energy, with a maximum S̄c

Figura 5.1: Entropia reduzida por agente S̄ = S
NkB

como função de 1
q . A

parte interna mostra a energia interna reduzida correspondente, Ē = E
Nε

como função de 1
q . Tirado de [22].

Dessa forma, temos um método simples e direto para a determinação

do valor crítico para o modelo de Axelrod. Conforme a rede aumenta de

tamanho, o pico �ca mais estreito em torno do ponto crítico. Veja �gura 5.2.

No modelo com tensão super�cial, a existência de con�gurações meta-

estáveis para valores intermediários de q torna a caracterização muito mais

difícil. Optamos por truncar as simulações nessas con�gurações e fazer as

medidas sobre esses estados. Para ilustrar as três fases, a �gura 5.4 apresenta
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Figura 5.2: Entropia vs. q nos estados absorventes para diversos tamanhos

de rede, indicando que o pico �ca mais estreito em torno do valor crítico

qcrit ≈ 145, que se desloca para a direita conforme L aumenta, no modelo

original. Os grá�cos foram plotados com L = 2, L = 4, L = 8, L = 16,

L = 32 e L = 64, com as médias realizadas sobre 1000, 500, 200, 80, 40 e 10

realizações independentes, respectivamente. F foi �xado em 25.
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Fig. 3. Reduced entropy per agent S̄ as a function of the reduced energy per agent Ē . The maximum point, where kBT
ε = (∂ Ē/∂ S̄) → ∞,

corresponds to q = qc ' 27. The vertical line indicates the separation of the two regions where the sign of T changes.

Fig. 4. Reduced temperature T ∗
=

kBT
ε as function of 1/q , for N = 40×40 = 1600 agents (squares). The inverse reduced temperature or reduced

agent–agent average energy interaction β∗
= 1/T ∗ is also shown, scaled by a factor of 10 (triangles).

at the critical value of q = qc ' 27. This critical point is marked by a vertical line in the figure. On the left side of
the critical point, corresponding to low Ē and low q, the temperature is positive and increases monotonically, from
a value close to zero at q ' 1 to an infinitely large value, T → ∞, as q → qc. This is shown in Fig. 4, where the
reduced temperature, T ∗, the inverse of the slope of Fig. 3, is plotted as a function of the corresponding values of 1/q.
As can be seen from Figs. 3 and 4, on the right hand side of the critical point, the temperature becomes negative. This
corresponds to high internal energy values and high degeneracies q (low occupancy probability p).

In Fig. 4 the temperature increases from −∞ at q = qc, to zero, as q → ∞ (or 1/q → 0). We can see in Fig. 4
that the temperature shows an abrupt change from positive to negative at the so called monocultural/multicultural
transition point. This change is better defined for larger values of N .

The concept of negative temperatures was used by Purcell and Pound [15] to describe a real quantum system of
magnetic spins. A discussion of its fundamentals was given by Landau and Lifshitz [16] and by Ramsey [17] in 1954.
The prerequisite for the existence of such temperatures is that the system must have a limited number of energy states
and, therefore, a top to the possible energy value [18].

An increment in the number of degenerate traits q produces an increment on the numbers of possible interacting
links, inducing an increase of the Lyapunov potential and, therefore, and increase in the internal energy. For low values
of q < qc, this also results in an increase of the total number of accessible states for the system of N agents with F

Figura 5.3: Temperatura reduzida T*= kBT
ε como função de 1

q , para N =

1600 agentes (quadrados). O inverso da temperatura reduzida β* também é

mostrado, escalado por um fator de 10 (triângulos). Tirado de [22].

con�gurações realizadas em uma rede bastante grande, com as características

de cada uma das três fases. Na primeira, o estado globalizado; na segunda,

a presença de bolhas culturais metaestáveis; na terceira, alguns clusters de

mesma cultura imersos em meio a grande multiculturalidade.

Se utilizarmos o parâmetro de ordem mais comum,
〈Smax〉
N

, observamos

com o crescimento da rede o surgimento de um patamar na região inter-

mediária, que sugere duas transições de fase. Mas como o crescimento do

tamanho da rede vem acompanhado de uma diminuição do nível do pata-

mar intermediário, este não se mostrou um bom método para caracterizar

as transições no limite termodinâmico. Veja a �gura 5.5.

A primeira transição tem distribuição bimodal do parâmetro de ordem
〈Smax〉
N na região crítica e representa a transição de uma fase globalizada para

uma fase metaestável com bolhas rígidas, conforme ilustrado pelos histogra-

mas da �gura 5.6. Na segunda transição observamos um estreitamento da



66

Figura 5.4: Estados absorventes ou metaestáveis de uma rede quadrada

grande (L = 500), com F = 25, ilustrando as três fases distintas. Da es-

querda para a direita: na primeira linha, q = 2 e q = 15; na segunda linha,

q = 20 e q = 50; na terceira linha, q = 100 e q = 125. Essas simulações

demoraram duas semanas para serem completadas.
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Figura 5.5: 〈Smax〉N vs. q nos estados estacionários para diversos tamanhos de

rede, para o modelo com tensão, mostra um platô na região intermediária do

parâmetro q, que diminui conforme L aumenta. Os grá�cos foram plotados

com L = 5 (preto), L = 10 (vermelho), L = 20 (verde) e L = 40 (azul), com

as médias realizadas sobre 600, 400, 200 e 100 realizações independentes, res-

pectivamente. F foi �xado em 25 e para as duas redes maiores foi necessário

truncar as simulações em t = 105 por conta dos estados metaestáveis.
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distribuição assim como um deslocamento do valor médio; compreende tran-

sição para uma fase polarizada, mais fragmentada (correspondente à fase

observada no modelo original), conforme os histogramas da �gura 5.7. O

desvio padrão dessas distribuições está ilustrado na �gura 5.8. A novidade

desse modelo é justamente essa fase intermediária de bolhas rígidas, cujos

estados não são absorventes, mas metaestáveis.

Se tentarmos usar a entropia nesse caso, notamos que na região interme-

diária surge um largo patamar ao invés de um pico bem de�nido, não sendo

essa portanto, como já assinalado, uma boa forma de caracterizar nenhuma

das duas transições. Veja �gura 5.9.

Talvez a forma mais adequada para caracterizar completamente as três

regiões distintas seja com os parâmetros ρ0, ρA e ρF . Com esses parâmetros

as características gerais dos três tipos de ordem estão melhor sintetizadas, e

ilustrados na �gura 5.10. Mesmo assim, esses parâmetros ainda não oferecem

uma boa indicação das transições ou dos valores críticos, sendo necessário

estender esse trabalho para uma melhor compreensão do fenômeno em redes

maiores. Analisar e caracterizar as transições observadas, construindo um

diagrama de fases com o cuidado necessário exigiria um tempo incompatível

com um mestrado, e �ca para um próximo trabalho.

Quando traçamos o grá�co de ρ0, ρA e ρF para a dinâmica do modelo

de Kuperman, é ainda mais clara a presença de estados metaestáveis não

absorventes nessa região intermediária, ilustrada no grá�co da �gura 5.11.
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Figura 5.6: Histogramas indicando a distribuição bimodal do parâmetro de

ordem Smax
N . Foram realizadas, para cada histograma, 1000 simulações em

uma rede com L = 20 e F = 25, truncadas em t = 105 passos de Monte Carlo.

Os histogramas foram realizados para valores de q em torno da primeira

transição, e têm valores, da esquerda para a direita, na primeira linha: q = 20

e q = 24; na segunda linha: q = 25 e q = 30; na terceira linha: q = 35 e

q = 40.
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Figura 5.7: Histogramas indicando a distribuição unimodal do parâmetro de

ordem Smax
N na segunda transição. Foram realizadas, para cada histograma,

1000 simulações em uma rede com L = 20 e F = 25, truncadas em t = 105

passos de Monte Carlo para q = 90 e q = 110, com estados metaestáveis

ainda presentes. Os histogramas foram realizados para valores de q em torno

da segunda transição, e têm valores, da esquerda para a direita, na primeira

linha: q = 90 e q = 110; na segunda linha: q = 130 e q = 200; na terceira

linha: q = 275 e q = 350.



71

0 50 100 150 200 250 300
q

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

<
(S

m
ax

- 
<

S
m

ax
>

)2
>

1
/2

/N

Figura 5.8: Desvio padrão das distribuições do parâmetro Smax
N em função de

q, para um valor de F �xado em 25 e uma rede de tamanho L = 20, com uma

média realizada sobre 200 simulações independentes. O pico corresponde à

primeira transição, depois da qual se estabelece um platô até o valor da

segunda transição, e então o desvio padrão decai e tende a zero.
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Figura 5.9: Entropia vs. q nos estados absorventes para diversos tamanhos

de rede, para o modelo com tensão, não apresenta comportamento trivial

conforme L aumenta. Os grá�cos foram plotados com L = 2, L = 4, L = 8,

L = 16, L = 32 e L = 64, com as médias realizadas sobre 1000, 500, 200,

80, 40 e 20 realizações independentes, respectivamente. F foi �xado em 25

e para as duas redes maiores foi necessário truncar as simulações em t = 105

por conta dos estados metaestáveis.
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Figura 5.10: ρ0 (preto), ρA (vermelho) e ρF (verde) versus q no estado esta-

cionário. Esse grá�co é aquele que melhor caracteriza as três fases distintas:

Na primeira, para q pequeno, temos a fase globalizada, com ρF ≈ 1. Na se-

gunda fase, para valores intermediários de q, a metaestabilidade é indicada

pela presença de uma densidade considerável de membranas ativas, e temos

ρ0 6= 0 e ρA 6= 0. ao longo dessa fase, ρ0 cresce até atingir um limite no

qual as membranas ativas não conseguem mais corroer as fronteiras inativas

e surge a terceira fase, para valores de q & 110, na qual ρ0 > ρF e ρA = 0.

Os parâmetros usados para traçar o grá�co foram: L = 64, F = 25, mé-

dia tomada sobre 20 realizações independentes e, o truncamento dos estados

metaestáveis em t = 105.
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Figura 5.11: ρ0 (preto), ρA (vermelho) e ρF (verde) versus q no estado

estacionário do modelo de Kuperman com a regra 1. Pode-se observar a

presença de estados estacionários que não são absorventes, caracterizados

por ρA 6= 0. Os parâmetros usados para traçar o grá�co foram: L = 20,

F = 10, média tomada sobre 50 realizações independentes e, o truncamento

dos estados metaestáveis em t = 103. O estado absorvente é normalmente

atingido em menos tempo por esse modelo.



Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Futuras

Nesta dissertação estudamos um modelo vetorial para a propagação de opi-

niões conhecido como modelo de Axelrod, propondo uma modi�cação no

modelo original que se mostrou capaz de gerar o aparecimento de �bolhas

metaestáveis�, consequência do aparecimento de uma tensão super�cial nas

fronteiras entre culturas distintas. Essas fronteiras passam a se compor-

tar como membranas e o comportamento observado no modelo com tensão

super�cial é muito mais próximo, qualitativamente, do observado empirica-

mente.

Foi desenvolvido um software bastante geral, capaz de reproduzir o mo-

delo original de Axelrod, uma variante deste proposta por Kuperman em [17]

� e que também levava ao aparecimento de tensão super�cial na fronteira en-

tre duas culturas distintas �, além, é claro, do modelo proposto por nós. Os

resultados anteriores da literatura foram reproduzidos e o novo modelo foi

parcialmente explorado. Conforme exploramos esse modelo, pudemos per-

ceber que a sua riqueza era enorme, que o modelo apresenta características

muito peculiares e interessantes e que ainda temos muito o que fazer na

sua caracterização, em particular as transições de fase precisam ser melhor
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investigadas e caracterizadas.

Um dos possíveis rumos a se explorar é o da investigação do papel das

inúmeras condições iniciais possíveis. Aquelas usadas nesse trabalho são

praticamente as únicas usadas na literatura e estão em absoluto desacordo

com a realidade cultural. A riqueza de comportamentos possíveis não é ainda

totalmente compreendida por nós, mas já houve um esforço nessa direção.

Outro ponto importante a ser discutido é o da pertinência - ou não -

do estudo do modelo no limite termodinâmico, e os possíveis efeitos intro-

duzidos pelo seu tamanho �nito. Modelos como o de Axelrod se propõem

a descrever sistemas signi�cativamente menores que os normalmente estu-

dados pela mecânica estatística, e o limite termodinâmico perde um pouco

o sentido nesse contexto. Efeitos de tamanho �nito devem estar presentes

quando grupos culturais interagem e eles devem ser melhor compreendidos.

O modelo com as modi�cações propostas adquiriu certas características

que parecem mais adequadas ao fenômeno que se propõe a modelar, como o

surgimento de estruturas coesas, tensão super�cial e metaestabilidade. Há

a possibilidade de buscar aplicações concretas na ecologia, onde a interação

entre ecossistemas pode se assemelhar à interação entre culturas.

Percebemos também ser necessária e interessante uma análise do com-

portamento transiente, ao invés de se focar as atenções somente nos esta-

dos absorventes, congelados, como geralmente ocorre na literatura prévia da

área.

Como Axelrod mesmo ressaltou, a topologia regular quadrada represen-

taria povoados distribuídos uniformemente no espaço (agentes-povoados).

Se pensarmos em agentes como indivíduos, devemos necessariamente incluir

uma topologia complexa. As extensões naturais agora incluem a investi-

gação do modelo em outras topologias, especialmente aquelas que melhor

aproximam as estruturas sociais (distribuição de conectividades segundo lei

de potência e alto coe�ciente de aglomeração). Um outro fator que deve

ser considerado, mas mais complexo ainda, é da coevolução da rede com a
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dinâmica (inclusão e exclusão de nós na rede durante o processo).

Entre os trabalhos futuros também planejamos investigar com mais cui-

dado a estrutura topológica do espaço de con�gurações do modelo.
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