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“I believe that consciousness is, essentially, the way informa-
tion feels when being processed. Since matter can be arranged to
process information in numerous ways of vastly varying comple-
xity, this implies a rich variety of levels and types of conscious-
ness. The particular type of consciousness that we subjectively
know is then a phenomenon that arises in certain highly com-
plex physical systems that input, process, store and output in-
formation. Clearly, if atoms can be assembled to make humans,
the laws of physics also permit the construction of vastly more
advanced forms of sentient life. Yet such advanced beings can
probably only come about in a two-step process: first intelligent
beings evolve through natural selection, then they choose to pass
on the torch of life by building more advanced consciousness that
can further improve itself.”

Max Tegmark
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Resumo

Nesta dissertacdo foram estudados alguns modelos vetoriais que preten-
dem modelar e descrever alguns aspectos de sistemas sociais e de sua orga-
nizacdo cultural. Partimos do modelo de Axelrod, um processo estocéastico
definido em uma rede, e introduzimos uma pequena alteracdo no modelo
que desencadeou mudancas qualitativas interessantes, especialmente o sur-
gimento de uma tensdo superficial, que leva ao aparecimento de estados
metaestaveis e de regides culturais mais fixamente localizadas no espaco.
Através da 6tica da mecinica estatistica e de extensas simulacdes computa-
cionais, exploramos alguns dos aspectos que julgamos mais importantes na

caracterizacao desse rico modelo.



Abstract

Axelrod’s model for cultural dissemination is a discrete vector representa-
tion for modeling social and cultural systems. In this work we have studied
it and other related models, and a subtle change in the model’s rule was
proposed. Our slight alterations to the model yielded significant qualitative
changes, specifically the emergence of surface tension, driving the system to
metastable states. Using concepts from statistical mechanics and extensive
numerical simulations, we explored some of the aspects that better describe

the rich model devised, such as its transient and stationary behaviour.



Capitulo 1

Introducao

A formulacao da mecanica estatistica de sistemas em equilibrio termodiné-
mico, normalmente atribuida a Boltzmann e Gibbs, constitui um importante
marco na histéria da Fisica. Sua importéincia se deve, principalmente, ao fato
de fornecer uma conexao entre as caracteristicas microscopicas e macroscod-
picas de um sistema formado por varios dtomos ou moléculas (ou quaisquer
agrupamentos de objetos similares em suas constituicoes e em suas interagoes
uns com os outros). Isso é o mesmo que dizer que, conhecendo o hamiltoni-
ano de um sistema (seja um gas ou um metal ferromagnético como exemplos
mais célebres) ¢ possivel conhecer suas grandezas macroscopicas e seu com-
portamento termodindmico. Uma das grandes conquistas daquilo que deri-
vou dessa abordagem estd na habilidade de reproduzir as nao-analiticidades
dos potenciais termodindmicos caracteristicas das transicoes de fase, os cha-
mados fendmenos criticos, onde existe uma reorganizacao macroscopica da
matéria e um diferente comportamento coletivo dos 4tomos ou moléculas é
observado. Essas ndo-analiticidades se verificam no limite termodindmico, ou
seja, o limite no qual o tamanho do sistema tende a infinito, e provavelmente
foram primeiro verificadas historicamente com a solugdo de Onsager do mo-
delo de Ising em duas dimensbes para o ferromagnetismo. Esse modelo, que

trata dos acoplamentos dos spins dos elétrons em uma rede cristalina, des-



creve cada sitio da rede como tendo uma varidvel de spin que pode assumir
um dos valores ¢ = £1 e apresenta transicdo entre uma fase desordenada
(sem magnetizacao total) e uma fase ordenada (com magnetizagdo macros-
copica mensuravel) para redes quadradas em d > 2 dimensoes.

Naturalmente essas novas possibilidades comecaram a despertar, entre os
fisicos, o interesse por outros fenémenos nos quais seja possivel relacionar as
interacoes microscopicas — muitas vezes conhecidas — aos comportamentos
que emergem da interacao entre esses elementos, dada a profusao de exemplos
na natureza. Dentre os sistemas nao-fisicos que comecaram a ser estudados
estdo os sistemas sociais (humanos ou de outros animais), redes neurais,
meios excitaveis (como reagdes quimicas autocataliticas ou as células do te-
cido do coragao), osciladores acoplados, entre outros. Fisicos e matematicos,
muitas vezes associados a médicos e bidlogos, comecam a desenvolver mode-
los para o ciclo circadiano, para a formagao e comportamento de cardumes,
para a interacdo entre espécies em um ecossistema, para o ritmo cardfaco
ou a rede de interagdo proteinas-genes para o controle do ciclo celular. Por
tras de todos esses problemas esti aquele de entender o comportamento que
emerge da interacdo das partes, e uma série de ferramentas de analise mate-
maticas e numeéricas estdo sendo desenvolvidas em conjunto com aquelas da
fisica estatistica para descrever diferentes classes de sistemas.

No presente texto, vamos investigar uma variante de um modelo ampla-
mente estudado na dltima década. No restante desse capitulo, alguns concei-
tos sobre redes e grafos usados serdao apresentados de forma suscinta, assim
como a abordagem de agentes na modelagem, e faremos um breve relato de
modelos mais importantes que guardam alguma relagdo com nosso trabalho.
No segundo capitulo, descreveremos o modelo original de Axelrod de onde
derivamos o modelo aqui estudado, assim como as principais extensoes ja
feitas na literatura. No terceiro capitulo introduziremos nossa variagdo do
modelo, assim como as novas caracteristicas que surgem com as alteragoes

propostas, comparando com outros modelos com algumas similaridades com
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o nosso. No capitulo 4, descreveremos em mais detalhe o regime transiente
na tentativa de apresentar sua riqueza. No capitulo seguinte mostraremos al-
gumas das tentativas de caracterizar o limite termodinamico desse modelo,
trabalho ainda em andamento. Por fim, uma breve conclusdo dos nossos
resultados e uma indicacao da direcao que estamos comecando a seguir par-
tindo do que ja foi obtido. Todos os resultados apresentados em graficos
— a nao ser que explicitamente indicado na legenda — ou as representacoes
em cores das configuragoes das redes quadradas sao resultados de extensivas
simulagoes numéricas realizadas com o software desenvolvido ao longo do
programa de mestrado para a investigagdo dos modelos estudados (do origi-
nal de Axelrod, do modelo com tensdo aqui proposto e dos dois modelos de

Kuperman que servirdo como comparagao em alguns pontos).

1.1 Redes e Grafos

Como nos problemas tipicos da mecénica estatistica classica, a estrutura de
interacOes entre as partes pode se dar de forma bastante regular, mas pode
assumir outras formas bastante complicadas'. Pensar num espaco discreto,
porém regular (como atomos em uma estrutura cristalina), nao traz tantas
dificuldades como as da representagdo de estruturas topolégicas complexas.
Representar sistemas como o cérebro, as linhas de transmissao de energia
elétrica, a transmissdo de doencas, a estrutura trofica de uma cadeia alimen-
tar ou ainda as redes metabolicas de um organismo (mesmo que unicelular),
nos faz deparar imediatamente com topologias muito distintas de uma rede
regular. A analise de sistemas assim estruturados levou a um estudo mais
sistemé&tico dessas redes, dando origem a um interesse crescente em teoria
de grafos; sobre essas redes complexas podemos definir de iniimeras formas
variaveis dindmicas e acoplamentos entre elas, que determinam um fluxo de

informacoes ou uma organizacao coletiva dessas variaveis que podem captu-

1Os vidros de spin sdo um exemplo do estudo de topologias irregulares na mecanica

estatistica de sistemas ferromagnéticos/antiferromagnéticos.
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rar alguma esséncia do fenémeno que nos dispomos a modelar.

O estudo de redes de grande escala foi também favorecido pelo surgi-
mento de computadores muito mais eficientes, mas principalmente devido
A internet, que se tornou um laboratorio aberto para os interessados no
assunto. Aplicativos possibilitam mesmo a um leigo a extracao de grafos re-
presentando diversas estruturas na rede e cientistas podem realizar diversas
medigoes e desenvolver novos conceitos com essa ferramenta a disposi¢ao.
Vamos introduzir aqui conceitos bastante simples que serdao usados ao longo
desse trabalho.

Um grafo é formado por um conjunto de vertices (nés) e arestas (links).
Arestas direcionadas (ou arestas nao-direcionadas) sao pares orde-
nados (ou nao) de vertices. Vamos tratar aqui o caso de um grafo nao
direcionado (cujas arestas sao nao-direcionadas). Um caminho em um
grafo é uma sequéncia de vértices tal que entre cada vértice da sequéncia e
o proximo exista uma aresta que os conecte. O primeiro e o ultimo noés da
sequéncia sao chamados de vértice inicial e final, respectivamente, e caso eles
coincidam o caminho é chamado de ciclo.

Um grafo é conexo se a partir de qualquer vértice existir um caminho
para qualquer outro vértice dele. Um grafo pode ndo ser conexo, e nesse caso
ele é formado por subgrafos conexos, chamados componentes (um né que
nao possui nenhum vizinho é, sozinho, um componente). Em alguns casos,
o maior componente de um grafo pode ter um nimero de nés comparéavel ao
numero de noés total, sendo nesse caso chamado de componente gigante.

Dois vértices sdo vizinhos ou adjacentes se existe uma aresta que os
conecte. Se um noé 7 tem k; vizinhos, é dito que esse né tem conectividade
ou grau k;. Dado um né ¢, o conjunto de nés que sao seus vizinhos é chamado
de vizinhanga do no6 4, representada por ;. Caso dois vértices nao sejam
vizinhos, a distancia entre eles é dada pelo menor ntimero de arestas que,
em sequéncia, levem de um vértice a outro (caso eles estejam no mesmo

componente). Se dois nés sdo vizinhos, a distancia entre eles é 1. Se eles
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nao pertencem a um mesmo componente, a distancia normalmente é definida
como infinita. A distancia média de um grafo é simplesmente a média das
distancias tomada a cada par de vértices. O diametro de um grafo é a
maior dentre todas as possiveis distancias entre quaisquer dois vértices.
Uma importante caracteristica de um grafo é a distribuicao de conec-
tividades de nos, que nada mais é que a distribuicdo de probabilidades de
um no, sorteado aleatoriamente, ter conectividade k em funcio dessa varia-
vel. Muitas redes complexas tém uma distribuicdo de conectividades que
segue uma lei de poténcia P(k) ~ k~%. Outra caracteristica importante
de uma rede é seu coeficiente de aglomeracao, que mede a presenca de
“comunidades” no grafo, ou seja, grupos de nés mais densamente conectados
entre si. Caracteristicos dessas comunidades sdo tridngulos conectando trés
dos no6s que pertencem a elas. De certa forma, esse coeficiente mede a proba-
bilidade de que o vizinho de um vizinho de um né também seja seu vizinho
(ou que o amigo de um amigo seu também seja seu amigo em redes sociais).

Podemos definir entdo esse coeficiente conforme a equacgao 1.1.

3 x numero de triangulos na rede

C = (1.1)

ntmero de trios conectados de vértices

e o nimero de trios conectados de vértices é entendido como um vértice
no centro ligado a outros dois de forma nao ordenada (para nao ser contado
duas vezes). O grafo na figura 1.1 ilustra essa defini¢io?.

Diversos modelos para a construcdo de redes com topologias diferentes ja
foram concebidos. Dentre eles, convém citar os trés mais importantes, que
reproduzem algumas propriedades das redes reais que ja foram caracteriza-
das (como a internet, as estruturas de relagbes sociais, as redes de citacao
de artigos, de coatuacgao em filmes, cadeias alimentares): a distribuigao de
conectividades seguir uma lei de poténcia, a distdncia média ser pequena e

o coeficiente de aglomeracao elevado.

2Existem outras defini¢des de coeficiente de aglomeracio na literatura; muitos desses

conceitos ainda nao estao unificados.
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Figura 1.1: Hustracao da definicao do coeficiente de aglomeragao C', conforme
a equacao 1.1. Essa rede tem um tridngulo e oito trios conectados, tendo

portanto um coeficiente C' = 2. Extraido de [1].

O primeiro modelo a ser citado é o de redes aleatérias, no qual grafos
podem ser construidas com N nés pela conexao de cada par possivel de nos
com probabilidade p gerando uma rede com distribuicdo de conectividades
poissoniana e conectividade média (k) = Np. Essa rede apresenta uma tran-
sicao de fase com o parametro p, de uma situagdo com varios componentes
pequenos para um componente gigante. Generalizacoes j4 foram feitas para
se obter redes aleatdrias com outras distribuicoes de conectividade. Essas
redes reproduzem a propriedade de uma distancia média pequena entre noés
de um mesmo componente da rede.

O segundo é o das chamadas redes de mundo pequeno ou redes de Watts-
Strogratz. Elas sdo construidas a partir de uma rede regular e, com probabi-
lidade p, cada vértice é reconectado a um né sorteado aleatoriamente. Esse
meétodo permite interpolar entre uma rede regular (p = 0) e uma rede aleato-
ria (p = 1). Para valores pequenos de p, sdo reproduzidas duas importantes
propriedades: distancias curtas entre nés e um coeficiente de aglomeracgao
alto.

O ultimo é o das redes de Barabasi-Albert. Esses modelos envolvem o
crescimento das redes para que elas atinjam uma estrutura final com uma

topologia com conectividades distribuidas segundo uma lei de poténcia (re-
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des independentes de escala). Nesse caso, inicia-se com um nicleo de m nos
conectados entre si e progressivamente acrescentam-se nés a rede ligando-os
a m nods ja existentes com uma ligagdo preferencial aos nés mais conectados,
ou seja, a probabilidade de conectar um novo né a um ja existente é propor-
cional & conectividade dos nos da rede. Quando o tamanho N for atingido,
o crescimento da rede para e o grau médio vale (k) = 2m, mas o coeficiente
de aglomeracdao ¢ pequeno. Redes independentes de escala tém, caracte-
risticamente, alguns poucos nés muito conectados, chamados hubs. Esses
noés tém propriedades especiais, especialmente no que se refere ao fluxo de
informacoes.

Muitos dos modelos de processos em redes sdo considerados sobre uma
dessas trés classes de topologia. A estrutura das interacoes pode, também,
ser varidvel no tempo (ter inclusdo e remogao de nos ou links), depender da
localizagao de agentes no espacgo, ou ser fixa e coincidir com o espago; pode
ser regular, desordenada, complexa, com estruturas de comunidades, entre
outras muitas possibilidades que fogem do escopo desse trabalho. Uma vez
definida essa rede, é necessario entender como representar as varidveis de
estado dos nés dessa rede, que podem ser unidimensionais ou multidimensi-
onais e podem ser de varidveis continuas ou discretas ou ambas. E por fim, a
interacao entre as variaveis de estado de dois nés da rede — que também de-
pende de como o tempo transcorre (discreto ou continuo) e de a atualizac¢do
ser sincrona ou assincrona — deve ser definida. Com o modelo todo montado
pode-se investigar o comportamento macroscépico desse sistema e detectar
estruturas e propriedades emergentes. E interessante notar que muitas ve-
zes 0 comportamento emergente nao depende de detalhes microscépicos da

interacdo entre as partes, mas de simetrias do problema.

1.2 Modelagem Baseada em Agentes

Em paralelo com o desenvolvimento de ferramentas matematicas, na pri-

meira metade do século XX algumas figuras importantes como John von
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Neumann e Alan Turing trabalharam em problemas relacionados a compu-
tacao, informagao, instrucao e organizagao. Interessados em questoes como
a computagao do cérebro ou as instrugoes que uma semente carrega para que
uma arvore de determinada espécie cresga com suas fungoes todas organiza-
das, além de se tornarem precursores do computador moderno e do estudo de
algoritmos, contribuiram de forma decisiva para a computagdo (sequencial
e paralela) e, consequentemente, para a fisica computacional que comegou a
se desenvolver fortemente a partir de entao.

De von Neumann e Ulam surgiu a ideia de automatos celulares, que
originalmente eram uma, idealizacao de sistemas fisicos cujo tempo e espaco,
assim como as quantidades fisicas que nessa rede estdo representadas, sdo
discretos. Em uma rede regular (onde cada sitio era chamado de célula), cada
uma, das células foi caracterizada por um estado interno que é representado
por um nimero finito de bits de informacao. Von Neumann sugeriu que esse
sistema evoluisse em unidades discretas de tempo como um autémato, com
uma receita interna para computar seu novo estado dependendo do estado
interno das células vizinhas. A atualizacao de todas as células foi concebida
como sendo sincrona, ou seja, todas as células sdao atualizadas para o seu
estado seguinte a0 mesmo tempo e a configuragdo da rede no instante ¢ + 1
depende somente da configuracio da rede no instante ¢.3

Das intmeras regras que podem ser concebidas com variadas escolhas
para o numero (finito) de estados internos e como elas se relacionam gera

uma diversidade de comportamentos impressionante*, e hoje compreende

3 Apesar de originalmente concebidos como sicronos, alguns autores definem ainda per-
tencentes a mesma classe de modelos aqueles assincronos, ampliando o conceito original
de autématos celulares. Isso, entretanto, é um detalhe terminolégico e é questao de gosto

definir de uma ou de outra forma.
4Pode-se citar o autémato de Conway, conhecido como Game of Life, ou alguns auto-

matos que reproduzem as espirais da famosa reacao de Belousov-Zhabotinsky, um processo
de reagao-difusao relacionado a formacao de padrdes espago-temporais e morfogénese, um
dos assuntos que Turing explorou no fim de sua vida. Uma extensa analise de algumas

classes de automatos unidimensionais foi feita por Wolfram.



1.2 Modelagem Baseada em Agentes 9

um amplo campo de pesquisa, com vérias classes de autématos, determinis-
ticos ou estocasticos, sendo usados na modelagem de fluidos, de processos de
difusdo ou reacao-difusdo, de sistemas biologicos e no estudo de transi¢oes
de fase fora do equilibrio, e em aplicagoes tecnologicas como a criptografia.
Uma excelente introducao & modelagem de sistemas fisicos através do uso de
automatos foi feita por Chopard e Droz em [2].

Vale ressaltar dois pontos: o primeiro é o surgimento de comportamen-
tos bastante ricos e complexos a partir de regras aparentemente simples e a
formacao de padroes espaco-temporais que conseguiram com sucesso repro-
duzir algumas estruturas da natureza, como o padrao de manchas de conchas
e mamiferos ou as ramificadas estruturas da agregacao por difusdo limitada
(diffusion-limited aggregation); o segundo é que esse ja € um modelo baseado
em agentes, onde cada célula muda seu estado de acordo com regras e os
estados das células vizinhas.

Nao é tao clara a origem do termo agentes e da ideia de modelagem
baseada em agentes (alguns autores usam o termo modelagem baseada em
individuos). Modelos de organizacdo social ou econémica comegaram a usar
um mesmo principio bésico: a de que agentes com determinadas regras de
interacao entre si se reconhecem e trocam informagoes sobre seus estados,
podendo mudar de estado de acordo com aquelas regras. Regras muito sim-
ples conseguem capturar alguns comportamentos como a movimentagao dos
cardumes ou a segregagao social (modelo de Schelling), assim como com-
plexos padroes temporais em modelos de agentes econémicos, do sistema
imunolégico, de sistemas ecolégicos, de migragdo ou dindmica populacional
entre outros. Outros modelos baseados em agentes estao sendo desenvolvidos
para aplicagoes em otimizacao, computagdo distribuida, andlise de trafego
ou propagacao de doengas, sendo um paradigma de modelagem bastante po-
deroso para uma série de possiveis aplicacoes em ciéncia e tecnologia. Esses
tipo de modelagem permite uma grande versatilidade, dado que podemos

incluir nao-homogeneidades nos comportamentos dos agentes ou no espaco,
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sendo esse um campo de pesquisa vasto e ainda pouco explorado. O modelo
de Axelrod surgiu no contexto dessa classe de modelagem e serd abordado

em mais detalhe & frente.

1.3 Sociofisica

Dos muitos modelos em redes que vém sendo propostos, uma classe foi con-
cebida para a investigacao de fenémenos sociais. Um dos pioneiros no estudo
de problemas em Sociofisica foi Galam, e uma revisdo de seus modelos foi
feita por ele mesmo em [3]. Como pontuado nesse mesmo artigo, os topicos
cobertos pela Socioffsica ja estao ficando numerosos, e os diversos modelos
j& propostos na literatura foram separados por Castellano et al. — na revi-
sao feita em [4] — nas seguintes categorias: dinamica de opinides, dinamica
cultural, dindmica da linguagem, comportamento de multidoes, formacao de
hierarquias, dindmica humana e fenémenos de propagacgao social. De cara-
teres muito diferentes, esses modelos se propdem a ajudar na compreensao
de algumas das facetas das complexas relagoes sociais (em sua maioria hu-
manas) e dos muitos aspectos atrelados a elas, desde a sincronizagao dos
aplausos em uma sala de concertos até a formacao de hierarquias politicas
ou a evolugdo de estruturas de linguagem e a diversidade cultural. Dessas
classes, vamos nos concentrar naquelas relativas & formacao de opinides e
culturas.

O modelo de Ising pode ser interpretado como um modelo de opinides
de forma que o estado magnetizado seja entendido como um consenso, onde
a maioria compartilha uma mesma “orientacdo” para determinado assunto.
Historicamente foi um dos primeiros a surgir e abarca os dois aspectos con-
trarios da dindmica de opinides de grupos sociais: consenso e discordia; esse
modelo acabou por se tornar um icone da modelagem de opinido.

Outro modelo amplamente explorado é o modelo do votante, inicialmente
considerado num contexto ecolégico para a competicao de espécies. Grande

atencdo foi dada a esse modelo pela sua simplicidade e possibilidade de so-
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lugdo exata. Nesse modelo, cada agente tem uma variavel s = +1 que re-
presenta duas opinides contrarias. A cada instante, um agente é selecionado
junto com um de seus vizinhos e simplesmente adota a opinido do vizinho.
Para d < 2 um processo de “coarsening” leva a um consenso, governado por
ruido de interface, enquanto que para d > 2 esse estado nao é atingido no
limite termodinamico; para redes finitas o consenso é sempre atingido. Uma
alteracao proposta por Dall’Asta e Castellano em |5 introduz uma memoria
em cada sitio de forma a comparar as contagens de spins para cima ou para
baixo da vizinhanca. Um sitio s6 muda de estado depois que o contador
de interacoes contar r influéncias de vizinhos com um valor de opinido; isso
introdugz, efetivamente, uma memoéria de quais as tultimas opinides que cada
sftio recebeu de seus vizinhos e, na realidade, realiza uma espécie de média
do “campo” de opinides em cada sitio. Essa percepcao média das opinioes
gera uma tensdo superficial ausente no modelo do votante original.

O modelo de Sznajd leva em consideracao o efeito de dois agentes juntos
terem um poder de convencimento maior, e a dinamica é definida da seguinte
forma: se dois agentes vizinhos tém a mesma opinido (também aqui uma
variavel de spin, o = £1), entdo todos os seus vizinhos adotam essa opinido.
A partir de uma configuragdo inicial com magnetizacdo m = % >0, O
estado absorvente atingido sera o de consenso, com uma transicdo de fase
no parametro m. Se a condigdo inicial tem magnetizacao positiva, entao o
estado final tem magnetizagdo m = 1; se a configuracao inicial tem mais
spins para baixo m < 0, entdo no estado absorvente m = —1.

Uma importante extensdo dos modelos de opinido foi proposta por Def-
fuant em [6], onde a variavel que representa a opiniao é continua e a ideia de
confianca limitada foi introduzida: se a diferenca entre as opinides de dois
agentes for maior que um valor limite d, eles ndo interagem. Caso contra-
rio, as opinioes deles se aproximam proporcionalmente & diferenca entre as
opinides. Nesse caso o estado absorvente é formado por varios grupos com

opinides bem definidas, e o nimero desses grupos depende basicamente do
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valor de d. A distribuicdo de opiniGes no estado absorvente € uma sucessao
de deltas de Dirac.

O altimo modelo sobre o qual cabe mencionar é o modelo CODA (conti-
nuous opinions and discrete actions®), proposto por Martins em [7]. A com-
binacao de uma variavel continua para descrever o estado interno de opiniao
com uma a¢ao discreta (como a escolha de um ou outro candidato) ¢ mediada
através de uma avaliacdo Bayesiana simples de cada agente sobre a escolha
de seus vizinhos — cada agente tem acesso somente a ac¢ao (discreta) dos seus
vizinhos, e ndo a seu estado interno (continuo), e a observagao das agoes dos
vizinhos provoca uma mudan¢a na opiniao interna (e eventualmente na acao
externa) de um agente. O fato de que as duas representagoes estao acopladas
leva a distribuicao de opinides no estado estacionério a uma forma bimodal
onde os picos estao localizados nos extremos da distribuicao. Espacialmente
se formam dominios de opinides contrarias dentro dos quais estdo os agentes
com opinido mais extrema (aqueles que mais acreditam nas suas acoes) e nas
fronteiras entre os dominios as opinides sdo menos extremas.

Ha muitos outros modelos, bem como diversas variantes dos citados an-
teriormente, mas ndo era objetivo desse trabalho fazer uma revisao completa
dos mesmos. No capitulo seguinte vamos apresentar em detalhe o modelo
de Axelrod para a interacdo entre culturas, no qual nos inspiramos para o

restante do trabalho apresentado nessa dissertagao.

Sopinibes continuas e acdes discretas



Capitulo 2

O Modelo de Axelrod

Como uma extensao natural dos modelos de dindmica de opinido, Axelrod,
em [8], considerou a representagao do estado de cada individuo — unidi-
mensional (escalar) nos modelos anteriores — como sendo multidimensional
(vetorial). Um de seus objetivos principais era incluir na dinamica do modelo
a tendéncia social & homofilia: tendemos a ser mais facilmente influenciados
por aqueles mais parecidos conosco. Citando Axelrod, “A transferéncia de
ideias ocorre mais frequentemente entre individuos |...| similares em certos
atributos como crencas, educacao, status social, etc.”. A outra ideia por tras
de sua proposta ¢ a de que ficamos mais parecidos com aqueles com os quais

interagimos depois da interagao.

2.1 Descricao do Modelo

Cultura foi por ele definida, de forma simplificada, como o conjunto de ca-
racteristicas dos individuos sujeitas & influéncia de outros. Em cada instante
de tempo, um individuo ¢ é representado por um vetor g;, passivel de trans-
formacoes ao longo do tempo e que determina seu estado cultural. Esse vetor
¢ constituido por F' caracteristicas culturais (features), cada uma das

quais podendo assumir um dentre g possiveis valores, interpretados como
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tragos culturais (traits), ou expressoes possiveis daquela caracteristica
cultural. Esse é, portanto, um modelo discreto baseado em agentes.

O vetor cultural de um agente ¢ tem a seguinte estrutura:

~
.
=

onde azf €{0,1,2,...q—1}.

Cabe mencionar aqui que o niimero de possiveis tracos culturais poderia
ser diferente para cada caracteristica cultural, mas por simplicidade foi ado-
tado que todas elas podem ter o mesmo ntimero de expressoes (¢), o que nao
muda qualitativamente o comportamento dindmico do modelo. Porém, essa
escolha mudaria a distribuicao das culturas nas condicoes iniciais, provavel-
mente mudando algumas caracteristicas da evolugao temporal e da transicao
de fase.

Esses dois parametros, g e F', ditam o comportamento do sistema. As
condicgoes iniciais sdo completamente dependentes deles. Ambos estao rela-
cionados com a diversidade, mas de formas bastante distintas como veremos
mais & frente. Outro ponto importante a se considerar é que os valores das
variaveis no vetor sdo apenas rotulos, que poderiam ser representados por
outros simbolos que nao niimeros, nao importando o valor numérico deles: se
sz * a{ isso significa apenas que a f—ésima caracteristica de um individuo é
diferente da f—ésima caracteristica de um outro individuo; nada muda se elas
diferem de 1 ou de ¢ — 11. E, ainda, se a f—ésima e a g-ésima caracteristicas
de um mesmo individuo (com f # g) assumirem o mesmo valor numeérico,
isso nao significa nada, pois sdo caracteristicas diferentes e nao devem ser
comparadas.

A distancia cultural entre dois individuos ¢ e j implicita nesse modelo é

a distancia de Hamming?: o individuo i e o individuo j sdo tdo mais similares

'Para uma versio do métrica do modelo, ver [9]
2A distancia de Hamming entre dois strings de mesmo comprimento é igual ao niimero

de posigoes nas quais os simbolos correspondentes sdo diferentes, ou seja, para dois vetores
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quanto menor a distancia de Hamming dg; 5 entre seus vetores culturais, J;
e 0. Por exemplo, no caso simples em que F' = 4 e ¢ = 2, o espaco de
culturas possiveis assim como as distancias culturais estao representados na

Figura 2.1.

1101 1111

1001 1011

0101 ———— 0111

/

0001 0011

NS

0100 0110

0000 0010

1100 1110

1000 1010

Figura 2.1: Espaco Cultural, com F' = 4 e ¢ = 2. Como exemplo, a distancia
de Hamming entre o estado 0000 e 1011 vale 3 e um dos 3! possiveis caminhos

minimos esté ressaltado.

O que é usado, entretanto, para avaliar a semelhanca cultural entre dois

individuos é a ideia de overlap, que é simplesmente ' — dz 5. Esse valor,
Y

normalizado, é chamado similaridade entre dois individuos. Mais precisa-

mente, a similaridade entre os individuos i e j é definida por

de dimensdo F', temos: dgs; o = F — Z?zl S 5 f
%5
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1 E
wij = fz(scrlf,crf (2.1)
=1
onde
1 se Ulf = J}c,
0t ot =
L 0 se sz #U{.

é um delta de Kronecker.

Com o conceito de similaridade definido, podemos definir a dinémica do
modelo. Cada sitio de uma rede representa um individuo, e a topologia
da rede define quem interage com quem. Originalmente esse modelo foi
proposto em uma rede quadrada bidimensional, mas outras topologias para
a conexao dos individuos ja foram estudadas em [10], [11], [12], [13] e sempre
que possivel vamos nos referir ao modelo abstraindo a estrutura da rede
subjacente de interagoes. A maior parte das simulacdes desse trabalho foram
realizadas em redes quadradas regulares de lado L e com condicbes periédicas
de contorno. O namero de sitios da rede é N = L?, e o ntimero de arestas ¢
A=2N.

Esse é um modelo assincrono e estocastico. A cada iteracdo um sitio é
sorteado aleatoriamente e eventualmente interage, também de forma esto-
céstica, com outro sitio da rede de acordo com um conjunto de regras que
definem a dinamica. A atualizacdo é feita, caso ocorra interacio, em apenas
um sitio por vez.

A dindmica se da pela iteracdo dos seguintes passos:

Passo 1: Sortear, aleatoriamente, um sitio ativo ¢ e um dos seus vizinhos

7 € v;, onde v; é a vizinhanca do sitio i.

Passo 2: Com probabilidade igual & similaridade entre eles, ha interagdo. A
interacao consiste em selecionar aleatoriamente um f tal que alf %+ af

(se houver), e fazer com que o sitio j passe a adotar o valor de of

i
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Um sitio ¢ é dito ativo se existe algum sitio j em sua vizinhanga v; em
um estado cultural tal que 0 < w;; < 1. Se w;; = 0, a probabilidade de
interacao é nula e, portanto, os dois sitios nao interagem. Se w;; = 1, nao
ha nenhum f tal que O’lf #* af, ou seja, os individuos sdo idénticos, portanto
nao existe mais nenhuma troca cultural possivel entre eles. Dessa forma, se
um sitio ¢ tiver na sua vizinhanca apenas sitios tais que w;; = 0 ou w;j = 1,
ele ¢ considerado inativo.?

Conforme pensado em [8|, podemos representar um mapa com as simi-
laridades dos links, e assim podemos também definir as densidades desses
links em trés categorias relevantes: a densidade de links entre sitios com
similaridade nula, pg, a densidade de links ativos, pas e a densidade de links

entre sftios com o vetor cultural idéntico, pr. Esses parametros sao dados,

no caso de uma rede quadrada com condicoes peridédicas de contorno, por:

1 N
po = AN Z Z 5w7,'j,0 (22)

=1 jev;
1 N
PF = AN Z Z 5%‘]',1 (2.3)
i=1 jev;
pa=1—po—pr (2.4)

Para o acompanhamento visual do estado da rede, assim como sua evo-
lucdo temporal, foram desenvolvidas duas representacdes distintas e com-
plementares, que chamaremos de representacao de sitios e representacao de
links . A primeira delas (sitios) associa o estado cultural de um sitio a uma
cor, e cada cor esta associada a um vetor cultural diferente (se houver cores
suficientes no espaco RGB, sendo existe uma “degenerescéncia” de cores). A

segunda (links) representa com outro codigo de cores os diferentes tipos de

3Essa condicdo do modelo, na qual ora os links entre dois sitios estio ativos ora inativos,
cria uma relagdo de feedback — de onde muito da riqueza do modelo deriva: a topologia
por onde pode fluir a informagédo cultural (os traits), ou seja, os vértices e arestas ativos

do grafo, é determinada (em cada instante) pela propria configuragao cultural da rede.
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interacao possiveis entre cada dois vizinhos da rede e, portanto, classifica as
interfaces entre os dois sitios a que se refere. O codigo de cores, nesse caso,
é o seguinte: para similaridade nula, a cor usada é o preto, sendo esse um
link inativo; para similaridade unitaria, a cor usada é o branco, e esse link
é também inativo; o terceiro caso é referente aos links ativos, e o codigo de
cores usado vai do azul (para as similaridades mais baixas), passando por
tons de ciano, verde e laranja, até o vermelho (similaridades mais altas)*.

A condic@o inicial é construida aleatoriamente a partir de uma distri-
buicdo uniforme no conjunto dos inteiros azf €{0,1,2,...q — 1}. Cada um
dos N sitios tem seu vetor cultural preenchido com um valor sorteado ale-
atoriamente desse conjunto. Os valores das densidades iniciais podem ser
facilmente calculados e estao apresentados nas equacgoes (3.1), (3.2) e (3.3).
A figura 2.2 exemplifica algumas condigdes iniciais, associadas a diferentes
valores dos parametros F' e ¢, na representacao de links descritas acima.
A partir dessa configuracao inicial, as regras dindmicas sfo implementadas,
transformando progressivamente os estados culturais dos sitios da rede, que
evolui necessariamente para um estado absorvente no qual todos os sitios es-
tao inativos, ou seja, todos os sitios tém vizinhos cuja similaridade entre eles
¢ nula ou igual & unidade. Esse é um detalhe importante a respeito desses
estados absorventes e a maneira como os vetores culturais estao dispostos
espacialmente nessas configuragoes: dentro de regioes de mesma cultura,
todos tém o vetor alinhado, enquanto que nas fronteiras esses vetores sao
“ortogonais” (similaridade nula). A métrica em questao permite que existam
(¢ — ¥ culturas que nio interagem com cada cultura existente.

Esse modelo, entao, pode ser entendido como uma cadeia de Markov onde

1E claro que o namero de cores de links ativos depende de F; no caso F' = 2 s6 existem

links ativos com similaridade %, e portanto uma tinica cor (nesse caso o vermelho); para

F = 3, se wi; = % a cor usada foi o azul e para w;; = o vermelho; para um F

2
3
genérico, o nimero possivel de similaridades diferentes é sempre F' — 1, e, nesse caso, as
extremidades sao fixas em azul e vermelho e as cores intermediarias sao geradas de acordo
com uma fun¢ao de senos e cossenos de intensidades de azul, verde e vermelho para criar

uma impressao de espectro.
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Figura 2.2: Exemplos de condigoes iniciais e de suas representagdes graficas.
Um [link branco representa o contato entre sitios idénticos, um link preto
representa o contato de dois sitios com estados culturais ortogonais, e as
demais cores estdo associadas aos sitios ativos. Em todas essas redes L = 80.
Da esquerda para a direita: na primeira linha FF =2 ¢ =2e¢ FF =3 q = 2;
na segunda linha F' =4 ¢ =2 e F = 17 ¢ = 150; na terceira linha F' = 25

q=2e¢ F=25q=25.
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cada configuracao tem probabilidades de transi¢do bem definidas para outras
configuracoes, que dependem apenas da configuracao atual. Chamando de
¢ o conjunto de todas as possiveis configuragoes para uma rede com N nés,
uma configuracao em determinado instante de tempo é um dos elementos
desse conjunto. O namero de configuracdes possiveis ¢ |€| = ¢VF'. Cada
configuragdo pode ser completamente descrita como uma sequéncia de N F
numeros inteiros entre 0 e ¢g—1. Muitas configuracoes sdo estados absorventes
dessa cadeia de Markov, e a dindmica sempre leva a um estado absorvente.
Esses espagos de configuracoes sdo, portanto, grafos direcionados com pesos
nas transicoes dados pelas probabilidades de transi¢ao entre configuracoes.

A caracteristica mais importante desse modelo é que ele apresenta uma

5 Para q < Qerit, 0 estado absorvente é

transicao de fase fora do equilibrio
monocultural (globalizado), enquanto que para q > geri+ 0 estado absorvente
é multicultural (polarizado®). As figuras 2.3 e 2.4 mostram exemplos de esta-
dos absorventes antes e depois da transicao, respectivamente, nas imediagoes
do valor de gcpit.

O parametro de ordem mais comumente empregado na literatura, para
identificar essa transicdo, é o %, ou seja, o tamanho médio do maior
cluster” cultural normalizado pelo ntmero de sitios (ou nés). Conforme
aumenta-se o tamanho da rede, o parametro de ordem apresenta variacao
cada vez mais acentuada na regiao critica, conforme ilustra a figura 2.5.

Foi mostrado por Castellano et al. em [14] que essa transigao ¢ de pri-

5Por fora do equilibrio nesse contexto entende-se que g, o pardmetro de controle, néo é
uma propriedade coletiva do sistema como a temperatura, mas um ingrediente da definicao
do sistema. De certa forma, a transi¢ao ocorre indo do estado absorvente de um sistema

ao de outro conforme ¢ varia.
50 termo polarizado as vezes é usado em sentidos opostos na literatura, e vou refor-

gar aqui o uso nesse trabalho: assim como Axelrod, usamos o termo querendo significar
multicultural, situacao na qual héa varios clusters pequenos de vetores idénticos mas com

fronteiras com culturas ortogonais.
"Um cluster é, nesse contexto, um subgrafo conexo cujos noés tém mesmo estado

cultural. Em redes quadradas, sdo sitios contiguos de mesma cultura
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Figura 2.3: Exemplos de estados absorventes antes de q.riz, para F' = 3 e
L = 75. Em cada linha, a primeira coluna corresponde & representacao de
sitios e a segunda a de links para uma mesma, configuracao. De cima para
baixo: ¢ = 2, ¢ = 12, ¢ = 13. Para F = 3, gyt = 13, portanto essas

configuragoes pertencem & fase globalizada.
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Figura 2.4: Exemplos de estados absorventes depois de g, para F' = 3 e

L

75. Em cada linha, a primeira coluna corresponde a representacao de

sitios e a segunda a de links para uma mesma configuragdo. De cima para

baixo: ¢ = 14, ¢ = 15, ¢ = 20. Para F = 3, q.rit &~ 13, portanto essas

configuracoes pertencem & fase polarizada.
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Figura 2.5: <S’]’{;”> vs. ¢ nos estados absorventes para diversos tamanhos

de rede, para o modelo de Axelrod. Os graficos foram plotados com L =5
(preto), L = 10 (vermelho), L = 20 (verde) e L = 40 (azul), com as médias
realizadas sobre 2000, 1000, 500 e 50 realizacoes independentes, respectiva-
mente. F' foi fixado em 5, e podemos notar a tendéncia, conforme L aumenta,

da transicdo ficar mais acentuada. Nesse caso, gerit = 27
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meira ordem, com excegao do caso F' = 2, onde a transi¢do é de segunda

ordem®

. Na transicao, a distribuicdo acumulada de tamanhos de dominios
culurais segue uma lei de poténcia com expoente 7 = 2,6 para F' > 2 e,
somente para F' = 2, um expoente 7 = 1,6 conforme a figura 2.6. Também
caracterfstica da transicao de primeira ordem, a distribuicao do parametro
de ordem na regido critica é bimodal, denotando a biestabilidade tipica desse

tipo de transicao.
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Figura 2.6: Distribuicao acumulada de tamanhos de dominios culturais para

q = qerit, L = 100 e varios valores de F'. Figura extraida de [14].

As densidades pg, pa e pr sdo bons parametros de ordem, tanto para
o modelo de Axelrod quanto para o modelo com tensdo superficial que sera

descrito mais a frente, sendo melhores para caracterizar as fases metaestaveis

80 caso F = 2 é um caso especial, e deve ser entendido de forma diferente. Nesse caso,
dois sitios s6 estao ativos se eles tiverem um feature em comum. Disso resulta que, caso
haja interacao, eles se tornarao idénticos, sendo entao esse um processo de contato. Para

F' > 2 nem toda interagao gera sitios com o mesmo estado cultural.



2.1 Descricao do Modelo 25

que surgem com a introdugdo da tensdo superficial. A simples observacgao
da evolucao temporal dessas quantidades pode ser bastante reveladora assim
como olhar para as distribuictes espaciais desses links numa rede quadrada.

A cada interacdo o individuo que muda de estado abandona a expressao
de uma de suas F' caracteristicas para adotar a do vizinho que o influenciou.
Dessa forma, os individuos tendem a ficar cada vez mais parecidos depois de
uma interacao e algumas expressoes de certas caracteristicas culturais vao
desaparecendo da rede com o tempo. Mesmo assim o modelo nao leva a um
estado globalizado para ¢ > gcrit, mas sim a um estado polarizado.

O mecanismo que leva a esse comportamento pode ser melhor compre-
endido com a observacao da fungdo ST — o ntmero de traits sobreviventes
—, introduzida por Parravano et al. em [15]. A ideia é subtrair o nimero de
tragos culturais que ja foram extintos de todos os gF' possiveis. Isso é feito
verificando, com um delta de Kronecker, se o t-ésimo traco cultural ja foi

extinto da f-ésima caracteristica:

F
ST=qF =) ) [Bysv . 5 1]

A funcao ST, para o modelo de Axelrod, vale no méximo ¢F’ e no minimo
F e & monotonicamente decrescente com o tempo, sendo uma funcao de
Lyapunov para esse modelo. A ideia de definir uma funcao de Lyapunov
para o modelo foi introduzida por Klemm et al. em [16], e desenvolvida
ainda por Kuperman em [17].

O comportamento dessa fun¢ao ao longo do tempo nas simulagdes revela
detalhes do transiente e o processo de formagao de consenso local — que even-
tualmente pode crescer até atingir a rede toda. Quando um link entre dois
sitios esta ativo, existe — através dele — fluxo de informacao; caso contrario,
isso nao ocorre. De um ponto de vista local, cada interacao entre individuos
(sitios), faz com que um #rait de uma de suas caracteristicas culturais desa-
pareca. Quando olhamos para a rede toda, porém, percebemos que esse trait

ndo desaparece necessariamente de imediato, mas se propaga através da rede
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de forma similar a um processo difusivo (mais provavel através de links com
similaridades altas, proporcionalmente a w;;), combinado com uma compe-
ticdo por sobrevivéncia no espago. Conforme os traits vao desaparecendo,
ha a eventual prevaléncia de algum deles (dentro de cada feature). Na fase
polarizada, a baixa densidade de links ativos nas condicoes iniciais faz com
que a vizinhanca desses sitios ativos virem pontos de troca local, levando &

9. Mas a disparidade com

formacao de pequenos clusters onde ha consenso
o entorno impossibilita a homogeneizacao de toda a rede em uma tnica cul-
tura. Por outro lado, quando o valor de ¢ esté abaixo do critico, as condigoes
iniciais sdo tais que a densidade de sitios ativos é alta o bastante para que,
passado tempo suficiente, todos os traits de cada feature percorram a rede e
sejam extintos um a um até que uma tnica cultura domine.

Podemos destacar trés regimes de transiente distintos — apesar de nao
ser tdo clara essa separagdo —, de acordo com as condigoes iniciais de pg e
pa- No primeiro, pg > pp e ST diminui progressivamente até que um estado
globalizado ¢ atingido, como pode ser visto na figura 2.7. No segundo, pro-
ximo da regido critica, pg > pa e os nucleos de corrosao se formam, podendo
ou nao crescer e tomar conta praticamente da rede toda, como mostram as

figuras 2.8 € 2.9, e a linha de cima da figura 2.10. No terceiro, muito acima

da regiao critica, pg > pa e os ntcleos de sftios ativos nao conseguem cres-

9Uma outra forma de pensar sobre esse transiente é a seguinte: links ativos tém, as
vezes, a capacidade de ativar links inativos (de similaridade nula) ao entrar em contato
com eles. Proximo & transicdo (¢ & qcrit), 08 links ativos — pouco densos — comegam a
ativar links inativos & sua volta, formando “ntcleos de corrosao” de links inativos — estes
inicialmene muito densos. Esses “nicleos de corrosao” acabam eventualmente se unindo
a outros ntcleos, o que ocorre com maior ou menor dificuldade conforme a densidade e a
capacidade de corrosao destes. Esse processo, quando q < gerir faz com que quase todos
os links sejam ativados e, dessa forma, o estado globalizado pode ser atingido. Veja a
figura 2.8. Se ¢ 2 gcrit, 08 niicleos ndo estao proximos o suficiente para se unir e sua capa-
cidade de corrosdo é menor, e formam-se clusters dispersos em meio & multiculturalidade.
Temos aqui a competicao entre duas escalas de tempo: uma associada ao crescimento dos
nicleos de corrosao e outra associada ao tempo necessario para que as culturas internas

ao nicleo cheguem a um consenso.
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cer; formam-se clusters muito pequenos em meio a multiculturalidade, o que

é ilustrado na figura 2.10 (linha de baixo).

2.2 Extensoes do Modelo

Diversas variantes do modelo original ja foram propostas e vém sendo estu-
dadas na tltima década. Como mencionado anteriormente, uma importante
investigacao a se fazer é com relacao & topologia da rede subjacente. O
caso mais simples é o de uma rede regular unidimensional. A comparagao,
feita por Klemm et al. em [10], mostra que a transi¢do ordem-desordem no
caso unidimensional, ao contrario do caso de uma rede bidimensional (com
F #2), é de segunda ordem. A figura 2.11 mostra essa distingao.

Em [13], Klemm e colaboradores exploraram trés classes de topologias
complexas: redes de pequeno mundo (Watts-Strogratz) que, para uma re-
gido do parametro de reconexao p, apresentam um coeficiente de aglomeragao
mais alto e uma distdncia média pequena, mas que ainda apresentam uma
distribuicao de conectividades dos nés exponencial; redes independentes de
escala (Barabasi-Albert), que ja apresentam a cauda longa (lei de poténcia)
na distribuicio das conectividades, porém com um coeficiente de aglomera-
¢ao baixo e, por ultimo, redes independentes de escala estruturadas, como
proposto por Klemm e colaboradores em [18].

No caso das redes de Watts-Strogratz, conforme o parametro de recone-
xao foi variado, o valor de g.;; aumentou progressivamente, atingindo um
maximo quando p = 1, ou seja, quando a rede se tornou competamente ale-
atoria, conforme a figura 2.12. Para cada valor de p, entretanto, o aumento
do tamanho da rede faz com que a transi¢do seja mais acentuada, como era
de se esperar.

No caso das redes de Barabasi-Albert, a transicao ordem-desordem acon-
tece, conforme N aumenta, para valores cada vez maiores de ger4, de acordo
com a figura 2.13, com a relacio de escala geqit(N) ~ N3 indicando que,

no limite termodindmico, a fase desordenada nao esta presente. Esse com-
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Figura 2.7: Evolucao temporal para F' =5, ¢ = 2 > qerit = 28 e L = 80,
até o estado absorvente. A sequéncia estd disposta como na leitura de um

texto: da esquerda para a direita, de cima para baixo.
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Figura 2.8: Evolucao temporal da rede com parametros F' = 5, ¢ = 28 e

L =80 com q = gt~ Um nicleo de corrosao cresce até atingir um tamanho
comparavel ao da rede. A sequéncia estd disposta como na leitura de um

texto: da esquerda para a direita, de cima para baixo. Continua na figura 2.9.
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Figura 2.9: Evolugdo temporal da rede com parametros F' = 5, ¢ = 28
e L = 80, com ¢ = ¢cit- Um niacleo de corrosao cresce até atingir um
tamanho comparéavel ao da rede. A sequéncia esté disposta como na leitura
de um texto: da esquerda para a direita, de cima para baixo. Continuagao
da figura 2.8.
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Figura 2.10: Configuracdes iniciais e finais para ' =5, ¢ =29 ¢ L = 80 na
primeira linha e F' =5 e ¢ = 80 na segunda linha. Para F' =5, qqt &= 28. A
evolucdo temporal é muito rapida e, na linha de cima, os nucleos de corrosao
conseguem crescer um pouco (proximo a regido critica). Na segunda linha,
muito acima da regido critica, os niicleos nao conseguem crescer, levando a

clusters muito pequenos e esparsos de consenso em meio a multiculturalidade.
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Figura 2.11: Distribuigdo acumulada de tamanhos de dominios culturais na
transicdo. Para o caso unidimensional, ¢ = 9 e para o caso bidimensional
¢ = 62. Em ambos os casos, N = 10* e F = 10. As retas tém inclinacoes
—0,4 e —1,85. Figura extraida de [10].

portamento é similar ao modelo de Ising em redes independentes de escala,
onde a temperatura critica diverge com o tamanho da rede.

E por fim, nas redes independentes de escala estruturadas, nas quais ha
uma distribuicao de conectividades que também segue uma lei de poténcia
mas com coeficiente de aglomeracao elevado, ao contrario do observado nas
redes de Barabasi-Albert. Nesse caso, foi recuperada a independéncia do
valor critico com o do tamanho da rede. Entretanto, para q > geit 0 pa-
rametro de ordem nao vai a zero, mas tende a um plato finito — indicando
ordem parcial. Somente para g >> @it 0 parametro de ordem vai a zero.
Nessa faixa de valores de g sobre o platd, Smaez = kmaz, 0 que sugere que o
maior cluster seja formado pelo hub mais conectado e seus vizinhos.

Outra alteracdo feita com relacao a topologia foi introduzida por Vaz-
quez e colaboradores em [12], onde a rede inicialmente regular quadrada foi
evoluindo ao longo do tempo de acordo com a seguinte regra: um né ¢ e um
de seus vizinhos j sao sorteados. Se a similaridade for w;; > 0, a dinamica

ainda ¢ idéntica ao do modelo de Axelrod original. Entretanto, se w;; = 0,
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200 T

Figura 2.12: Diagrama de fases para o modelo de Axelrod em uma rede de
pequeno mundo. A curva separa os valores dos parametros (p, ¢) que produ-
zem um estado desordenado (area sombreada) daqueles com um resultado
ordenado (area branca). Para um dado p o valor plotado de gyt ¢ aquele
para o qual o parametro de ordem é mais proximo do valor (arbitrario) 0,1
para uma rede de tamanho N = 5002 e F = 10. O detalhe mostra que
Gerit(p) o< p232. Extraido de [13].

L
500 600

% em uma rede aleatoria indepen-

Figura 2.13: O parametro de ordem
dente de escala para F' = 10. As médias foram tomadas sobre 1000 reali-
zagoes independentes. As curvas diferentes sdo para diferentes tamanhos de
rede: N = 1000 (circulos), N = 2000 (quadrados), N = 5000 (losangos) e

N = 10000 (triangulos). Tirado de [13].
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esse link é removido e aleatoriamente reconectado. A rede, portanto, tem
sua topologia atrelada & dinamica e, independentemente de ¢, a distribuicao
de conectividades dos nés tende a uma distribuicdo de Poisson no estado
absorvente. Entretanto, é mostrado que a estrutura da rede depende drama-
ticamente de gq.

Para caracterizar a estrutura final das redes, foi feito um gréfico do ta-
manho relativo médio da maior componente do grafo em funcao de ¢, que
mostra duas transigdes: a primeira é uma transicao de fragmentacgao, ou seja,
um componente gigante se fragmenta em varios pequenos, monoculturais; a
segunda é uma transicao de recombinacao na qual se forma novamente um
componente com tamanho comparével ao nimero de nés total, porém multi-

cultural (com vérios dominios culturais), conforme ilustrado na figura 2.15.

Figura 2.14: Tamanho médio relativo do maior componente do grafo (circu-

% (linha solida) na configuragao estacio-

los) e maior dominio cultural
naria em funcdo de ¢, para F' =3, N = 2500 e a média realizada sobre 400
realizacoes. As linhas verticais em ¢. = 85 e ¢*= 1875 indicam as transigoes

entre as diferentes fases. Extraido de [12].

Também por Klemm e colaboradores, em [19], foi estudado o efeito de

ruido, ou deriva cultural. Em cada ciclo de iteracdo, com probabilidade r,
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Figura 2.15: Topologias na configuragao do estado final na fase I: ¢ = 3 (a),
q =20 (b) e na fase II: ¢ = 100 (¢) para N = 400. (d) configuracao da rede

no estado estacionario ativo (fase III) para ¢ = 500. Extraido de [12].
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um sitio é sorteado e um de seus features é sorteado para que um novo valor,
s, seja aleatoriamente atribuido a ele. Foi mostrado que, mesmo para um
nivel muito baixo de rufdo, as configura¢des multiculturais sao instéveis, e
um estado absorvente monocultural sempre é atingido, independentemente
do valor de ¢q. Quando r cresce, o sistema passa por uma transicao de fase
induzida pelo ruido. Nao ha estado absorvente e surge, no estado estacionéa-
rio, uma fase desordenada (dinamica), pois ndo ha tempo suficiente para as
configuragoes relaxarem para uma situagao de equilibrio entre uma pertur-
bacdo e outra. As escalas de tempo entre as relaxactes foram estudadas e
foi mostrado que no limite termodindmico s6 a fase desordenada prevalece.
Mostrou-se também que, na presenca de ruido, os resultados sdo insensiveis
a uma das premissas béasicas do modelo de Axelrod — a proporcionalidade
com o overlap na probabilidade de interacdo. Isso foi verificado através de
uma versdo desacoplada do modelo, onde a interacao acontece sempre entre
sftios ativos, independentemente da similaridade entre eles.

Os efeitos de midia sobre os agentes foram também estudados em [20] e
alguns efeitos contraintuitivos aparecem nesse caso. A midia foi modelada
como um campo externo interagindo com os sitios de trés maneiras diferen-
tes: uma midia externa passando uma mensagem fixa, uma midia global que
devolve o estado cultural mais difundido e uma midia local que funciona
como um feedback local dos estados dos sftios. Os resultados foram simila-
res nos trés casos: os efeitos de midia s6 funcionam para uma intensidade
baixa do campo. Quando a intensidade foi aumentada, a midia gerava mais
multiculturalidade. Para um campo fraco, a midia mais eficiente em ho-
mogeneizar a populagdo foi a midia local, enquanto que a midia global foi a
mais ineficiente. A midia externa se apresentou intermediaria. Os resultados
estdo sintetizados na figura 2.16.

O modelo de Axelrod também foi combinado com o modelo de Schelling
de segregacdo urbana, por Gracia-Lazaro et al. em [21|. Uma certa densidade

h de sitios vazios é introduzida e uma mobilidade espacial é definida de
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Figura 2.16: Influéncia da midia (campo interagente) na transigao ordem-
desordem fora do equilibrio, descrita pelo pardmetro <S’”T‘”> Resultados sdo
mostrados para B = 0 (quadrados cheios), para uma midia global [B = 1075
(quadrados vazios) e B = 0,3 (circulos)| e para uma midia local |[B = 1075

(tridngulos)|. Extraido de [20].
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acordo com uma intolerancia (um valor limiar de similaridade) aos vizinhos.
Para uma densidade de agentes 1 — h abaixo do limite de percolacao de
sitios (0,593), um novo regime surge. Para valores baixos de ¢, uma fase
multicultural bastante diferente daquela do modelo de Axelrod se organiza:
clusters de uma mesma cultura se formam desconectados uns dos outros
espacialmente. Conforme ¢ aumenta, a mobilidade dos agentes aumenta e
as trocas culturais combinadas com os deslocamentos favorecem a formacao
de um cluster gigante monocultural. Para valores ainda maiores de g, uma
nova fase surge, também multicultural, mas com alguns agentes insatisfeitos
que causam uma erosao dos clusters monoculturais formados, e no estado

estaciondrio a mobilidade média dos agentes nao vai a zero.

?
S _|
!

S

<Smax/N>

<Smax/N>

0.2}

<Smaa:> q

Figura 2.17: Parametro de ordem Ty versus i re-escalados para um
valor intermediéario de densidade de sitios vazios h = 0,5. O painel (a)
corresponde a um alto valor de intolerdncia T' = 0,7 e diferentes tamanhos
de rede, enquanto que no painel (b) L = 40 e valores diferentes de intolerancia

foram usados. Figura extraida de [21].

Por fim, proposto por Kuperman em [17], hé a introdugdo de uma regra
de maioria no modelo de Axelrod. Sua motivacdo foi a de tornar o modelo

mais realista e foram analisados dois casos. No primeiro caso — ao qual vamos
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nos referir como regra 1 —, um sitio s6 adota o trait de um vizinho numa inte-
racao se esse valor for mais aceito na sua vizinhanca que o anterior. No caso
de nao haver diferenca, a alteragdo ocorre com probabilidade % O segundo
caso — que designaremos por regra 2 — é uma extensao do primeiro, com uma
avaliacao cultural mais profunda pelo agente do seu entorno: a adoc¢ao do
novo trait € feita com base em uma avaliagdo de todas as caracteristicas com
os vizinhos, o que é equivalente a dizer que o individuo favorece uma maioria
com base em uma afinidade cultural mais profunda. Algumas representa-
¢Oes de estados estacionarios do modelo de Kuperman estdo ilustradas nas
figuras 2.18 e 2.19.

Ainda no trabalho de Kuperman foram usadas fungoes de Lyapunov (di-
ferentes nos dois casos) para avaliagdo do estado estacionario: para esse
modelo, estados metaestaveis sao atingidos onde existem ainda nés ativos,
mas qualquer mudanca cultural preserva o valor da funcdo de Lyapunov —
que atinge um minimo. Para os dois casos existe uma coesao cultural muito
grande, que se manifesta macroscopicamente como uma tensao superficial no
caso bidimensional (no artigo proposto, foi avaliado o caso unidimensional,
com um parametro de religacao p para a geracao de uma rede de pequeno
mundo). Foi estudada a dinamica transiente, tanto da funcao de Lyapunov
(figura 2.20) quanto das densidades de links separados em classes de over-
laps, idéia que foi também usada no presente trabalho conforme o grafico da
figura 2.21.
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Figura 2.18: Estados estacionarios para o primeiro caso do modelo de Ku-
perman, com a representacdo de sitios na primeira linha e de links corres-
pondente na segunda linha, com L = 75. Da esquerda para a direita: F' = 2
qg=2eF =7q=25. Atente a presenca de links ativos no estado estacionério,

diferentemente do modelo original de Axelrod.
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Figura 2.19: Estados estacionirios para o segundo caso do modelo de Ku-
perman. Os parametros sao os mesmos da figura 2.18. Note aqui também
a existéncia de links ativos no estado estacionério, caracterizando estados

metaestiveis.
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Figura 2.20: Evolugdo temporal da fun¢do de Lyapunov para o caso 1 nor-
malizada, L1 = —L%, conforme equagao 5.1, com F' = 10. Cada grafico cor-
responde a um valor diferente de p: (A) p = 0, rede regular, (B) p = 0,01,
(C)p=10,5¢e (D) p=0,9 As curvas diferentes tém parametro q = 2
(linha cheia), ¢ = 5 (linha tracejada), ¢ = 10 (linha pontilhada) e ¢ = 15
(traco-ponto). Tirado de [17].
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Figura 2.21: Proporcao de links ativos p4 e links com similaridade unitaria,
PF, Vs tempo, para a regra 1, com F' = 10. Cada gréafico corresponde a um
valor diferente de p: (A) p = 0, rede regular, (B) p = 0,01, (C) p = 0,5 e
(D) p=10,9. As curvas diferentes tém parametro ¢ = 2 (linha cheia), ¢ =5
(linha tracejada), ¢ = 10 (linha pontilhada) e ¢ = 15 (traco-ponto). Tirado
de [17].



Capitulo 3

O Modelo com Tensao

Superficial

De acordo com o que foi observado por Kuperman em [17], na introdugao de
uma regra de maioria — tanto na comparacao de apenas um feature quanto
numa verificacdo mais profunda de similaridade com os individuos de sua
vizinhanga — uma tensdo superficial aparece em consequéncia dessa regra
adicional. A ideia inicial era a de apenas tornar a dindmica do modelo mais
realista, mas isso acabou gerando, macroscopicamente, uma tensao superfi-
cial para redes quadradas — a introdugao de regras de maioria normalmente
tem esse efeito.

A ideia de tensao superficial em modelos culturais é bastante intuitiva.
Partindo do argumento de homofilia na dindmica, podemos estender isso para
0 espaco, e a formacdo de dominios culturais ¢ uma consequéncia imediata.
Individuos com um mesmo background cultural tendem a se manter préximos
e unidos, se isolando em bolhas de uma mesma cultura (dominios culturais),
que deveriam apresentar certa robustez. Entretanto, no modelo proposto por
Axelrod, ndo existe nenhuma estrutura espacial, pelo contrario. Os traits
"fluem’ pelos individuos (sitios) sem nenhuma coesao. Quando se introduz

tensdo superficial, a coesdo cultural emerge e a regido entre duas culturas se
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torna, efetivamente, uma regido de tensdo e troca no espaco.

O trabalho desenvolvido nessa dissertacdo envolveu, basicamente, o es-
tudo de uma variagdo do modelo de Axelrod sem regra da maioria, que acar-
retou em tensdo superficial e em um modelo com uma dindmica ainda mais
rica e interessante. A tensao superficial foi introduzida de maneira bastante
sutil e ndo alterou topologicamente a estrutura do espago de configuragoes,
ao contrario do modelo de Kuperman que impée certas alteracoes!, certa
forma revelando a riqueza por trés das regras concebidas por Axelrod em

seu modelo original.

3.1 Descricao do Modelo com Tensao

A ideia central deste novo modelo é a de economizar tempo em trocas cul-
turais. As pessoas, a nosso ver, nao perdem tempo tentando trocar cul-
turalmente com vizinhos com o0s quais nao haja troca possivel. A tnica

modificacao introduzida nas regras, portanto, é a seguinte:

Passo 1: Sortear, aleatoriamente, um sitio ativo ¢ e um dos seus vizinhos

ativos j € 1/{4, onde ViA ¢ a vizinhanca ativa do sitio i com 0 < w;; < 1.

Passo 2: Com probabilidade igual a similaridade entre eles, hé interagao. A

interacdo consiste em selecionar aleatoriamente um f tal que sz #+ U]J-c ,
f2

e fazer com que o sitio j passe a adotar o valor de o7 .

! Algumas transicdes possiveis no modelo original de Axelrod ou no nosso modelo com

tensao nao sao permitidas pela dindmica do modelo de Kuperman
2Embora formalmente idéntico ao passo 2 do modelo de Axelrod, por conta das mudan-

¢as nas probabilidades introduzidas pelo passo 1 a regra nao é mais simétrica. Nesse caso,
se invertéssemos o fluxo da informagao, ou seja, se fizéssemos com que o sitio ¢ adotasse o
trait de um dos features do sitio j (ao invés do contrario) teriamos um modelo com uma
tendéncia a aumentar a superficie cultural, um estado de mistura metaestavel que (exceto
para redes muito pequenas) nunca chega a um estado absorvente. No caso do Axelrod, ao

contrario, a dindmica é simétrica com relacao a essa troca.



3.2 Membranas ou Fronteiras Culturais 46

Apenas a mudanca do sorteio do conjunto de todos os vizinhos para o

conjunto de vizinhos com os quais ha links ativos (v

) muda drasticamente

o comportamento transiente do modelo (e também algumas caracteristicas
do estado absorvente, como veremos mais 4 frente). E importante notar que
as transigoes possiveis entre configuractes ainda sao ezafamente as mesmas,
somente suas probabilidades se modificam. Por isso, o grafo que representa
a cadeia de Markov associada ainda tem a mesma topologia, mas os pesos
das transicoes sao diferentes e as regides do espago de configuracoes visi-
tadas sdo bastante diferentes. Além disso, esse modelo com tensdo ainda
preserva diversas caracteristicas do original, como a transicao de fase (um
pouco mais dificil de caracterizar), ou o fato de ser ainda um modelo onde a
diversidade sempre diminui, que é o mesmo que dizer que ST’ continua sendo
monotonicamente decrescente no tempo.

Suponha que um sitio ativo ¢ tenha sido sorteado e que trés de seus qua-
tro vizinhos tenham links ativos com esse sitio i. Se a dindmica em questao
fosse a original do Axelrod, cada um dos 3 possiveis pares de sitios ativos po-
deriam ser escolhidos comprobabilidade % . No modelo com tensao, proposto
nessa dissertacao, cada um deles teria % de probabilidade de ser escolhido,
conforme ilustrado na Figura 3.1. Essa modificagdo impde uma assimetria
nas regioes onde existe uma curvatura na fronteira cultural, mecanismo res-
ponsavel pela tensdo observada macroscopicamente: as quinas ou bicos tém

tendéncia maior a desaparecer.

3.2 Membranas ou Fronteiras Culturais

Com o surgimento da tensao superficial, as trocas culturais tendem a ficar
confinadas a regides menores do espaco: surgem fronteiras bem definidas
entre dominios culturais distintos, e a tendéncia delas é a de minimizar seu

comprimento total (apesar de haver flutuagoes onde eventualmente esse com-
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+
L

Figura 3.1: O n6 i selecionado tem 3 links ativos (em vermelho); nesse caso a
dindmica com tensao resulta em probabilidades diferentes do modelo original
caso esse no seja sorteado. Se a linha azul representa uma fronteira cultural
ativa, o bico dessa fronteira tem probabilidade maior de desaparecer (para o

modelo original, a probabilidade de crescer ou desaparecer é a mesma).

primento possa aumentar). Dependendo da similaridade entre sitios vizi-
nhos, podemos ter trés tipos de interface, que correspondem aos trés tipos
de links existentes: para similaridade nula, a fronteira é inativa e, portanto,
imovel, rigida, com atividade nula; para similaridades nao-nulas e diferentes
da unidade temos membranas ativas, cuja atividade* aumenta linearmente
com a similaridade entre as regides; o terceiro tipo de link corresponde ao

caso no qual dois sitios vizinhos compartilham todas as caracteristicas cultu-

3Para o modelo de Kuperman com a regra 2, a membrana s6 diminui de tamanho, a

tensao superficial é mais estrita.
4Uma membrana é tao mais ativa quanto maior sua capacidade de se mover no espago

e se curvar por conta das flutuagoes naturais do modelo. O oposto disso é chamado aqui

de rigidez: quanto menos ativa, mais rigida é uma membrana.
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rais (ou seja, estdo idénticos), ndo havendo entdo membranas entre eles (eles
fazem parte de um mesmo dominio cultural ). Membranas com diferentes
niveis de atividade coexistem numa mesma rede, desde membranas muito ati-
vas e que se movem rapidamente através da rede, passando por membranas
menos ativas, mais lentas, até membranas completamente rigidas, estaticas.

O estudo e caracterizagao de propriedades das membranas que separam
regioes culturais — que nao foi feito de forma sistematica nessa dissertacao
por falta de tempo — pode ser revelador. Uma das caracteristicas mais evi-
dentes dessas membranas é que elas concentram todas as trocas culturais e,
portanto, se tornam regices no espago onde a diversidade e a multicultura-
lidade sdao notaveis, como mostrado na figura 3.2. Para uma simulagao com
parametros q e F, se dois dominios vizinhos tém overlap n, com 0 <n < F
(membrana ativa), o numero de culturas distintas que podem aparecer na

membrana é dado por 2(F-n)

— 2. Sao culturas de fronteira, e a existéncia
de regioes com essas caracteristicas é observada em ecossistemas, onde sao
conhecidas como ecdtonos®. Podemos dizer que essas membranas multicul-
turais sdo, na verdade, compostas por F' — n membranas simples (aquelas
cuja distancia de Hamming entre as culturas que elas separam é unitaria).

Outro fato interessante é que as membranas tém uma forte adesdao umas
as outras, e quando se tocam tém uma tendéncia a se manterem unidas®.
Esse comportamento é distinto do apresentado pelo modelo de Kuperman
com a regra 1, no qual as membranas nao se juntam formando membranas
multiculturais mais rigidas, mas ficam normalmente separadas.

Uma membrana ativa pode ativar uma fronteira rigida ao entrar em con-
tato com ela ou ainda ser absorvida pela mesma. Duas membranas ativas po-
dem se cancelar ao se encontrarem ou podem mudar sua atividade, inclusive

podendo ficar inativas. Essa “mecénica” da interacdo entre as membranas é

responsavel pela modificacao da topologia por onde podem fluir os fraits e é

®Em ecologia, ecotonos sio areas de transicio ambiental, onde comunidades ecologicas

diferentes entram em contato e a diversidade é significativamente maior.
6 Apesar dessa tendéncia, ocasionalmente acontecem descolamentos.
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Figura 3.2: Configuracdo, mostrada nas duas representacoes, onde esté clara

a presenca de multiculturalidade na fronteira entre duas regides de culturas

distintas e interagentes. L = 150, FF =11 e ¢ = 2.

bastante rica. Uma exploragdo mais rigorosa para uma caracterizacao mais

criteriosa dessa dindmica e das possibilidades que dai derivam deve ser feita

em trabalhos futuros.

Como as membranas exercem um papel crucial nesse modelo, é natural

pensar nas suas densidades po, pa e pr (equagoes (2.2),(2.4) e (2.3)). Para

condicbes iniciais sorteadas a partir de uma distribuicao uniforme, podemos

facilmente calcular essas densidades (para uma rede grande):

(3.1)

(3.2)

pa=t- (%)F‘ (q> (33)

A dificuldade estd em calcular analiticamente como essas quantidades

evoluem com o tempo, dadas as correlacdes espaciais que se estabelecem.
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Analisando os graficos das evolucgoes temporais desses parametros pode-se
perceber a riqueza do transiente, assim como compreendé-lo melhor. Veja a
figura 4.4.

3.3 Metaestabilidade

Da modificagdo proposta — e do consequente surgimento das membranas —
algumas regides do espaco de configuracoes tornam-se atratores nos quais
o sistema pode ficar preso por tempo indeterminado. Fssas configuracoes
(que nao sao congeladas mas que para todos efeitos sdo estacionarias) serdo
chamadas de metaestaveis. Para uma grande faixa de valores de ¢, para um
determinado F fixo, o sistema eventualmente acaba aprisionado num desses
“minimos locais de energia”, estando um deles mostrado na figura 3.3. Esses
estados também sao atingidos em outros modelos com tensao superficial
como o modelo de Kuperman.

A ordem de grandeza dos tempos de computagdo tornou inviavel a in-
vestigacao de eventuais estados absorventes — se é que eles sdo atingidos —,
como no modelo original. Por exemplo, em simulagoes com L = 64, o estado
metaestavel era atingido em unidades de tempo de Monte Carlo” da ordem
de 103, persistindo nesse estado até t ~ 105. Toda a analise subsequente sera
feita em termos desses estados estacionarios metaestaveis.

O surgimento desses estados é simples de ser entendido. A tensdo super-
ficial leva as membranas a um comprimento préximo de seu valor minimo
(com alguma flutuacao), de onde percebemos que, dependendo da geometria
do entorno (normalmente determinada pelas fronteiras rigidas ou por outras
membranas pouco ativas), as membranas moveis se deslocarao até encontrar
os dois pontos cuja distancia é minima, como uma pelicula de sabdo em um
arame forma a superficie minima que passa pelos pontos determinados pelas

bordas onde ela se prende a estrutura. Desse modo, determinadas configu-

"Niamero de iteracdes totais dividido pelo tamanho da rede. Todas as unidades de

tempo nesse trabalho estdo unificadas dessa forma, inclusive dos graficos.
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ragOes prendem as membranas de forma que seria necesséario tempo infinito

para que o sistema escape desse atrator.

Figura 3.3: Configuracdo metaestavel, com F' =25 e ¢ =25

Como exemplo ilustrativo, com as condi¢bes iniciais mostradas na fi-
gura 3.4, a membrana fica presa as extremidades da fronteira imdvel por
tempo indeterminado. Se essa rede for grande o suficiente, porém finita, e o
orificio pequeno o suficiente, o tempo de fato diverge. Situacgoes similares a

essa, sao atingidas para uma ampla faixa do espago de parametros.
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Figura 3.4: Arranjo experimental para mostrar as membranas presas as ex-

tremidades imé6veis. No primeiro caso, a similaridade entre as duas culturas

é de %, e no segundo caso de %, sendo a primeira mais ativa e a segunda

mais rigida.



Capitulo 4

Transiente

Devido & presenca da tensao superficial, observa-se a formacao de estrutu-
ras interessantes, ausentes no modelo original. Por isso e pelo fato de que
sistemas culturais reais de fato nunca chegam a um estado congelado, é im-
portante uma analise do transiente e compreender os mecanismos envolvidos.

Pode-se detectar claramente trés regimes distintos no transiente, que le-
vam a estados estaciondrios diferentes (que ainda nao foram completamente
caracterizados nesse trabalho, mas entendemos como trés fases distintas).
No primeiro deles, para valores baixos de ¢, temos nas condicoes iniciais
pa ~ 1 —, ou seja todos os sitios praticamente estdo ativos. Depois que um
tempo suficientemente longo tenha transcorrido, muitas trocas ja ocorreram
e a similaridade média entre os agentes é maior; alguns pequenos clusters
de uma mesma cultura comecam a aparecer e desaparecer, mas se um deles
atingir um certo tamanho minimo, eles se tornam centros de nucleacao de
bolhas daquela cultura. Esses nicleos estao distribuidos espacialmente com
uma certa densidade tipica, que depende de alguma forma ainda nao investi-
gada dos parametros g e F'. Quando as bolhas se tocam, a probabilidade de
bolhas vizinhas terem muitas caracteristicas em comum ¢é alta e as membra-
nas que as separam sao mais ativas; nesse caso, as bolhas maiores crescem

e acabam coalescendo com as menores, de forma que uma delas acaba por
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dominar a rede toda. Essa fase coincide com a fase globalizada do modelo
original e seu transiente pode ser visto nas figuras 4.1 e 4.2.

Conforme ¢ aumenta, o valor de pg nas condigbes iniciais deixa de ser
desprezivel e comeca a se tornar considerdvel, o que leva ao segundo regime.
Nesse caso, a presenca desses links inativos faz desses sitios regides de nucle-
agao na rede, nucleacido essa muito mais rapida que a nucleagdo do regime

1

anterior.© Com essa nucleacdo rapida, os sitios ndo tém tempo suficiente

para realizarem trocas culturais e quando as bolhas crescem e se tocam essas
fronteiras sdo mais rigidas, dando origem aos estados metaestaveis®. Esse
regime estd ilustrado na figura 4.3.

Os estados metaestaveis tém dominios com um tamanho tipico, separa-
dos por membranas com diversos valores de rigidez. Esporadicamente, por
flutuagoes caracteristicas desse modelo, membranas mais rigidas (compostas
por varias membranas simples unidas) podem ter uma das membranas que
a compoem descolada das demais, atravessando um dos dominios. Isso é
equivalente a um dos traits de um dominio invadir determinado dominio vi-
zinho®. Cada membrana simples que se descola da membrana rigida, torna-a
ligeiramente menos rigida. Passado tempo suficiente, depois de varias des-
sas invasOes, a membrana que separa os dois dominios fica menos rigida e
mais ativa, podendo acontecer de duas bolhas coalescerem. FEsse processo é
bastante lento e tudo indica que, para redes grandes, estados estacionirios

onde nao hajam mais mudancas estruturais sejam eventualmente atingidos.

!Na transicio entre os dois regimes observamos a competicao entre os dois tipos de
processo: a nucleagao rapida decorrente da presencga dos links inativos, que rapidamente
sao “corroidos” pelos links ativos. Com isso, as bolhas desaparecem e s6 mais tarde voltam

a crescer.
2Se nao forem usadas condi¢oes periodicas de contorno, as bordas (especialmente os

quatro cantos) tornam-se pontos de nucleacdo. E o mesmo efeito de ter uma fronteira

inativa.
3Ha mais uma analogia com processos observados na coexisténcia de sistemas ecolo-

gicos: determinadas espécies podem ter expressdes genéticas ligeiramente distintas em
regioes geograficas diferentes. Eventualmente, um gene de um determinado grupo pode

invadir outro grupo através de transferéncia genética na fronteira entre essas regiges.
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Figura 4.1: Evolugdo temporal da rede com parametros L = 100, F' = 25
e ¢ = 2, onde a nucleacao de bolhas culturais é evidente. As sequéncia
temporal das capturas de tela deve ser olhada da esquerda para a direita e

de cima para baixo, como em um texto. Continua na figura 4.2.
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by, e

Figura 4.2: Evolucao temporal da rede com parametros L = 100, F' = 25
e ¢ = 2, onde as bolhas coalescem depois da nucleacdo e crescimento. A
sequéncia temporal das capturas de tela deve ser olhada da esquerda para a

direita e de cima para baixo, como em um texto. Continuacao da figura 4.1.
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Figura 4.3: Evolucao temporal da rede com pardmetros F' = 25 e ¢ = 25.

A nucleacgdo rapida de bolhas culturais leva a um estado metaestével.

temporal das capturas de tela deve ser olhada da esquerda para a

sequéncia,

direita e de cima para baixo, como em um texto.
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Essa fase intermediéria é bastante interessante pela presenca de atratores no

4 e as trocas se dao nas

espaco de configuraces onde as culturas sfo coesas
fronteiras. Esse é um comportamento qualitativamente mais realista que o
do modelo original de Axelrod, e a nosso ver esta é a fase mais interessante
do modelo.

O terceiro regime é muito similar & fase polarizada do modelo de Axel-
rod. A diferenca é que dentro dos nucleos de corrosao que crescem, nao ha
difusdo de todas as culturas que 14 estdo. Elas também estao separadas por
membranas — e dessa forma o estado absorvente é atingido mais rapidamente
e para valores um pouco menores de ¢ (como exemplo, para F' = 25 a transi-
¢a0 ocorre para gerir =~ 145 para o modelo de Axelrod e a segunda transicéo
ocorre em et ~ 110 para o modelo com tensao). O estado absorvente, por
sua vez, é indistinguivel do observado no modelo original: alguns clusters
ndo muito grandes estdo presentes em meio a muita diversidade cultural,
mas nao ha mais interacoes possiveis entre eles. As caracteristicas do tran-
siente dos trés regimes distintos pode ser observado nas evolucdes temporais
dos parametros pg, pa € pr, conforme ilustrados na figura 4.4.

O modelo de Kuperman, em ambos os casos, tem tensdo superficial e
transiente muito diferentes do modelo que acabamos de propor e discutir, e
certamente é indispensavel a comparacao feita, sendo esse o tnico estudo,
até onde temos conhecimento, de uma versao do modelo de Axelrod com
tensao superficial. Para comparar os transientes dos quatro modelos aqui
considerados, tracamos as trajetorias dos modelos num espacgo de fases bi-
dimensional, com a entropia em um eixo e a energia em outro. Os quatro
modelos apresentam assinaturas caracteristicas. Partindo de uma mesma
configuragdo inicial, para um mesmo conjunto de parametros, observamos

trajetorias qualitativamente distintas nesse espago. Veja a figura 4.5.

10s sitios de uma mesma cultura est3o unidos entre si e razoavelmente parados na rede,
diferente do modelo original no qual agentes de uma mesma cultura ndo tinham tendéncia
a permanecer unidos e as culturas ndo estavam atreladas a determinados agentes, mas

fluiam livremente por eles.
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Figura 4.4: Evolucao temporal das densidades pg (preto), pa (vermelho) e

pr (verde), para uma rede com L = 80 e F' = 25. Da esquerda para a direita,

na primeira linha ¢ = 2 e ¢ = 4; na segunda linha ¢ = 15 e ¢ = 40; na terceira

linha ¢ = 75 e ¢ = 125. Para valores pequenos de g a nucleagdo ocorre em

torno de t ~ 103 passos de Monte Carlo, e correspondem a bolhas de uma

inica cultura sendo nucleadas, normalmente bem arredondadas. No segundo

regime, temos a nucleagdo rapida, que ocorre com a presenca de fronteiras

rigidas, que viram pontos de nucleagdo, formadas por duas ou mais bolhas

de culturas diferentes coladas juntas no inicio da nucleacdo. Note que esse

crescimento é desacelerado pela “corrosao” das membranas fixas (diminuicao

de pp), conforme observamos em ¢ = 15 um desaparecimento de bolhas de

nucleacao rapida para, mais tarde, reaparecerem bolhas de nucleacao lenta.

No terceiro regime, a corrosiao nao é suficiente para que pg cresca muito, e

temos clusters pequenos e esparsos na rede.
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50

Figura 4.5: Trajetérias no espago de fases para uma mesma condigdo inicial,
para os quatro modelos: Axelrod (preto), Kuperman com a regra 1 (verde),
Kuperman com a regra 2 (azul) e o modelo com tensao (vermelho). Todas
elas tém os mesmos pardmetros: L = 50, F = 25 e ¢ = 25, e mesmas
condigoes iniciais, nas quais S =0 e % = 47,9. Partindo do mesmo ponto,
as trajetorias (que vao no sentido de diminuir a energia, da direita para

a esquerda) tém formatos caracteristicos para cada uma das dinamicas em

questao.



Capitulo 5
Transicao de Fase

Sistemas descritos em redes, sejam elas regulares ou ndo, vém sendo estuda-
dos no conhecido limite termodindmico. Esse limite surgiu, historicamente,
juntamente com a mecanica estatistica — ele estd na base dessa area da fisica
— numa tentativa de contornar o problema de como estudar sistemas com
componentes demais para serem descritos por suas equagoes de movimento.
E importante também por revelar caracteristicas essenciais dos sistemas em
questao. No caso de gases ou materiais ferromagnéticos, a ordem de grandeza
do nimero de atomos (=~ 1023) que normalmente compdem esses sistemas
inviabiliza de fato outro tipo de anélise.

Na maioria dos casos, esse limite nao é calculavel analiticamente, mas
numerosas técnicas podem ser utilizadas para compreendé-lo. No modelo
de Axelrod, médias tomadas sobre ensembles — que consistem em diversas
simulagoes com mesmas condigoes iniciais e mesmo conjunto de pardmetros
— podem ser plotadas para obter graficos do comportamento de um para-
metro de ordem em funcao de um pardmetro de controle. Observando o
comportamento desses graficos com o aumento do tamanho das rede pode-se
fazer uma extrapolacdo para obter o comportamento do sistema no limite
termodindmico e caracterizar a transicdo de fase.

Uma proposta alternativa para encontrar um valor mais preciso de geri
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para o modelo de Axelrod foi feita por Villegas-Febres e Olivares-Rivas em
[22]; 0 uso dos conceitos fundamentais da termodinamica (energia e entropia),
em uma formulagao adaptada para o modelo cultural, permitiu a introdugdo
do conceito de temperatura nesse novo contexto.

A energia de uma determinada configuracao foi definida da maneira mais
intuitiva: uma soma dos overlaps efetuada sobre todas as arestas da rede.
Mas, dessa forma, a energia minima (associada a um estado globalizado) tem
um valor negativo e a méxima (associada a um estado polarizado com todos
os sitios inativos e nenhum cluster de mesma cultura, ou seja, com py = 1)
tem valor nulo. Entfo, define-se o estado fundamental como o globalizado,
de energia Uy = —2e NF' = €L e a energia é sempre calculada com relagao
a esse referencial. A constante € é introduzida para fazer uma correcao de
escala, mas aqui vai ser desprezada.

O overlap total é dado por:

N
L:—gzzwij (5.1)

=1 jelji

e a energia de determinada configuracao vale:

U=¢€L — el (5.2)

A energia interna F é simplesmente a média sobre varias realizacoes da
energia U.

A entropia, na verdade, é o conceito mais importante nessa abordagem.
Para determinada configuracao, é feita uma contagem de tamanho dos domi-
nios culturais (por sitios contiguos). Chamando de Ny o numero de agentes
que pertencem a clusters de tamanho M, e de Py = ]\JTV—M a probabilidade
de um sitio escolhido aleatoriamente pertencer a um cluster de tamanho M,

a forma da entropia de Shannon é usada com essa probabilidade Pyy:

N

S=—k > PylnPy (5.3)
M=1
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A vantagem do uso dessa forma para a entropia é simples: no caso de
uma distribui¢do de culturas totalmente polarizada (pg = 1) a entropia vale
0, assim como no caso completamente globalizado. Mas entre esses dois ex-
tremos, a entropia apresenta um pico, que coincide com o valor da transicao

as\ ™!
(figura 5.1). Usando a relacao termodinamica 7' = 9B , Villegas-Febres

e Olivares-Rivas mostraram que, na fase globalizada, a temperatura é posi-
tiva e na fase polarizada, negativa; exatamente na transicao, a temperatura

diverge (de um lado para —oo e do outro para +00). Veja a figura 5.3.
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Figura 5.1: Entropia reduzida por agente S = N—‘zB como funcao de %. A
E

parte interna mostra a energia interna reduzida correspondente, F =
como funcao de é. Tirado de [22].

Ne

Dessa forma, temos um método simples e direto para a determinacao
do valor critico para o modelo de Axelrod. Conforme a rede aumenta de
tamanho, o pico fica mais estreito em torno do ponto critico. Veja figura 5.2.

No modelo com tensao superficial, a existéncia de configuracoes meta-
estaveis para valores intermediirios de ¢ torna a caracterizacao muito mais
dificil. Optamos por truncar as simulaces nessas configuracoes e fazer as

medidas sobre esses estados. Para ilustrar as trés fases, a figura 5.4 apresenta
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25— —

Figura 5.2: Entropia vs. q nos estados absorventes para diversos tamanhos
de rede, indicando que o pico fica mais estreito em torno do valor critico
Qerit &~ 145, que se desloca para a direita conforme L aumenta, no modelo
original. Os graficos foram plotados com L = 2, L =4, L = 8, L = 16,
L =32 e L =64, com as médias realizadas sobre 1000, 500, 200, 80, 40 e 10

realizacdes independentes, respectivamente. F' foi fixado em 25.
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10+

Figura 5.3: Temperatura reduzida T*= ’““%T

como func¢io de é, para N =
1600 agentes (quadrados). O inverso da temperatura reduzida $* também é

mostrado, escalado por um fator de 10 (tridngulos). Tirado de [22].

configuragoes realizadas em uma rede bastante grande, com as caracteristicas
de cada uma das trés fases. Na primeira, o estado globalizado; na segunda,
a presenca de bolhas culturais metaestaveis; na terceira, alguns clusters de

mesma cultura imersos em meio a grande multiculturalidade.
<Smaz>

N

com o crescimento da rede o surgimento de um patamar na regiao inter-

Se utilizarmos o parametro de ordem mais comum, , Observamos
mediaria, que sugere duas transigoes de fase. Mas como o crescimento do
tamanho da rede vem acompanhado de uma diminuicao do nivel do pata-
mar intermediario, este ndo se mostrou um bom método para caracterizar
as transigoes no limite termodinimico. Veja a figura 5.5.

A primeira transicao tem distribuicdo bimodal do pardmetro de ordem
% na regido critica e representa a transicdo de uma fase globalizada para
uma fase metaestdavel com bolhas rigidas, conforme ilustrado pelos histogra-

mas da figura 5.6. Na segunda transicao observamos um estreitamento da
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Figura 5.4: Estados absorventes ou metaestéveis de uma rede quadrada
grande (L = 500), com F = 25, ilustrando as trés fases distintas. Da es-
querda para a direita: na primeira linha, ¢ = 2 e ¢ = 15; na segunda linha,
g = 20 e ¢ = 50; na terceira linha, ¢ = 100 e ¢ = 125. KEssas simulagdes

demoraram duas semanas para serem completadas.
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Figura 5.5: { N L ys. q nos estados estacionérios para diversos tamanhos de

rede, para o modelo com tensao, mostra um platd na regidao intermediaria do
pardmetro ¢, que diminui conforme L aumenta. Os graficos foram plotados
com L =5 (preto), L = 10 (vermelho), L = 20 (verde) e L = 40 (azul), com
as médias realizadas sobre 600, 400, 200 e 100 realizagoes independentes, res-
pectivamente. F' foi fixado em 25 e para as duas redes maiores foi necessario

truncar as simulacoes em ¢t = 10° por conta dos estados metaestéveis.
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distribuicdo assim como um deslocamento do valor médio; compreende tran-
sicdo para uma fase polarizada, mais fragmentada (correspondente & fase
observada no modelo original), conforme os histogramas da figura 5.7. O
desvio padrao dessas distribuicdes esté ilustrado na figura 5.8. A novidade
desse modelo é justamente essa fase intermediaria de bolhas rigidas, cujos
estados nao sdo absorventes, mas metaestaveis.

Se tentarmos usar a entropia nesse caso, notamos que na regiao interme-
diaria surge um largo patamar ao invés de um pico bem definido, nao sendo
essa portanto, como ja assinalado, uma boa forma de caracterizar nenhuma
das duas transicoes. Veja figura 5.9.

Talvez a forma mais adequada para caracterizar completamente as trés
regiGes distintas seja com os parametros pg, pa € pr. Com esses parametros
as caracteristicas gerais dos trés tipos de ordem estao melhor sintetizadas, e
ilustrados na figura 5.10. Mesmo assim, esses parametros ainda ndo oferecem
uma boa indicagao das transicoes ou dos valores criticos, sendo necessario
estender esse trabalho para uma melhor compreensao do fenémeno em redes
maiores. Analisar e caracterizar as transicoes observadas, construindo um
diagrama de fases com o cuidado necesséario exigiria um tempo incompativel
com um mestrado, e fica para um proximo trabalho.

Quando tracamos o grafico de pg, pa e prp para a dindmica do modelo
de Kuperman, ¢é ainda mais clara a presenca de estados metaestaveis nao

absorventes nessa regiao intermediéria, ilustrada no grafico da figura 5.11.
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Figura 5.6: Histogramas indicando a

Smaz
ordem SR,

Foram realizadas, para

distribuicao bimodal do parametro de

cada histograma, 1000 simulac¢oes em

uma rede com L = 20 e F' = 25, truncadas em ¢ = 10° passos de Monte Carlo.

Os histogramas foram realizados para valores de ¢ em torno da primeira

transicdo, e tém valores, da esquerda para a direita, na primeira linha: ¢ = 20

e ¢ = 24; na segunda linha: ¢ = 25 e ¢ = 30; na terceira linha: ¢ = 35 e

q = 40.
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Figura 5.7: Histogramas indicando a distribui¢do unimodal do parametro de
ordem Sm—]\;” na segunda transi¢do. Foram realizadas, para cada histograma,
1000 simulacdes em uma rede com L = 20 e F' = 25, truncadas em t = 10°
passos de Monte Carlo para ¢ = 90 e ¢ = 110, com estados metaestéveis
ainda presentes. Os histogramas foram realizados para valores de ¢ em torno
da segunda transicao, e tém valores, da esquerda para a direita, na primeira
linha: ¢ = 90 e ¢ = 110; na segunda linha: ¢ = 130 e ¢ = 200; na terceira
linha: ¢ =275 e ¢ = 350.
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Figura 5.8: Desvio padrao das distribui¢des do parametro % em funcao de
q, para um valor de F' fixado em 25 e uma rede de tamanho L = 20, com uma,
meédia realizada sobre 200 simulagoes independentes. O pico corresponde a
primeira transicao, depois da qual se estabelece um platé até o valor da

segunda transicao, e entao o desvio padrao decai e tende a zero.
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Figura 5.9: Entropia vs. q nos estados absorventes para diversos tamanhos
de rede, para o modelo com tensdo, nao apresenta comportamento trivial
conforme L aumenta. Os graficos foram plotados com L =2, L =4, L = 8§,
L =16, L = 32 e L = 64, com as médias realizadas sobre 1000, 500, 200,
80, 40 e 20 realizagdes independentes, respectivamente. F' foi fixado em 25
e para as duas redes maiores foi necessario truncar as simulacées em ¢ = 10°

por conta dos estados metaestaveis.
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Figura 5.10: pg (preto), pa (vermelho) e pr (verde) versus q no estado esta-
cionario. Esse gréfico é aquele que melhor caracteriza as trés fases distintas:
Na primeira, para g pequeno, temos a fase globalizada, com pp ~ 1. Na se-
gunda fase, para valores intermediarios de ¢, a metaestabilidade é indicada
pela presenca de uma densidade consideravel de membranas ativas, e temos
po # 0 e pa # 0. ao longo dessa fase, py cresce até atingir um limite no
qual as membranas ativas nao conseguem mais corroer as fronteiras inativas
e surge a terceira fase, para valores de ¢ 2 110, na qual pg > pr e pa = 0.
Os parametros usados para tragar o grafico foram: L = 64, F' = 25, mé-
dia tomada sobre 20 realizacoes independentes e, o truncamento dos estados

metaestaveis em t = 10°.
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Figura 5.11: py (preto), pa (vermelho) e pp (verde) versus ¢ no estado
estacionario do modelo de Kuperman com a regra 1. Pode-se observar a
presenca de estados estaciondrios que ndo sdo absorventes, caracterizados
por pa # 0. Os parametros usados para tracar o grafico foram: L = 20,
F =10, média tomada sobre 50 realizacGes independentes e, o truncamento
dos estados metaestaveis em ¢t = 103. O estado absorvente é normalmente

atingido em menos tempo por esse modelo.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Futuras

Nesta dissertagao estudamos um modelo vetorial para a propagacao de opi-
nides conhecido como modelo de Axelrod, propondo uma modificacdo no
modelo original que se mostrou capaz de gerar o aparecimento de “bolhas
metaestaveis”, consequéncia do aparecimento de uma tensdo superficial nas
fronteiras entre culturas distintas. Essas fronteiras passam a se compor-
tar como membranas e o comportamento observado no modelo com tensao
superficial € muito mais préoximo, qualitativamente, do observado empirica-
mente.

Foi desenvolvido um software bastante geral, capaz de reproduzir o mo-
delo original de Axelrod, uma variante deste proposta por Kuperman em [17]
— e que também levava ao aparecimento de tensao superficial na fronteira en-
tre duas culturas distintas —, além, é claro, do modelo proposto por nés. Os
resultados anteriores da literatura foram reproduzidos e o novo modelo foi
parcialmente explorado. Conforme exploramos esse modelo, pudemos per-
ceber que a sua riqueza era enorme, que o modelo apresenta caracteristicas
muito peculiares e interessantes e que ainda temos muito o que fazer na

sua caracterizagao, em particular as transicoes de fase precisam ser melhor
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investigadas e caracterizadas.

Um dos possiveis rumos a se explorar é o da investigacdo do papel das
intmeras condigoes iniciais possiveis. Aquelas usadas nesse trabalho sdo
praticamente as tunicas usadas na literatura e estdo em absoluto desacordo
com a realidade cultural. A riqueza de comportamentos possiveis nao é ainda,
totalmente compreendida por nés, mas ja houve um esforco nessa diregio.

Outro ponto importante a ser discutido é o da pertinéncia - ou nao -
do estudo do modelo no limite termodindmico, e os possiveis efeitos intro-
duzidos pelo seu tamanho finito. Modelos como o de Axelrod se propdoem
a descrever sistemas significativamente menores que os normalmente estu-
dados pela mecanica estatistica, e o limite termodindmico perde um pouco
o sentido nesse contexto. Efeitos de tamanho finito devem estar presentes
quando grupos culturais interagem e eles devem ser melhor compreendidos.

O modelo com as modificacdes propostas adquiriu certas caracteristicas
que parecem mais adequadas ao fenémeno que se propoe a modelar, como o
surgimento de estruturas coesas, tensiao superficial e metaestabilidade. Ha
a possibilidade de buscar aplicacoes concretas na ecologia, onde a interagao
entre ecossistemas pode se assemelhar & interacdo entre culturas.

Percebemos também ser necessaria e interessante uma andlise do com-
portamento transiente, ao invés de se focar as atencOes somente nos esta-
dos absorventes, congelados, como geralmente ocorre na literatura prévia da
area.

Como Axelrod mesmo ressaltou, a topologia regular quadrada represen-
taria povoados distribuidos uniformemente no espaco (agentes-povoados).
Se pensarmos em agentes como individuos, devemos necessariamente incluir
uma topologia complexa. As extensfes naturais agora incluem a investi-
gagdo do modelo em outras topologias, especialmente aquelas que melhor
aproximam as estruturas sociais (distribui¢ao de conectividades segundo lei
de poténcia e alto coeficiente de aglomeracao). Um outro fator que deve

ser considerado, mas mais complexo ainda, é da coevolucao da rede com a
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dinamica (inclusdo e exclusao de nés na rede durante o processo).
Entre os trabalhos futuros também planejamos investigar com mais cui-

dado a estrutura topolégica do espago de configuragtes do modelo.
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