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ResumoEste trabalho bus
a des
rever sistemas irreversíveis (aqueles que não obede-
em ao balan
eamento detalhado) usando o formalismo me
âni
o-estatísti
oque tem 
omo base a dinâmi
a esto
ásti
a. Nossos prin
ipais objetivossão: (i) a investigação do 
omportamento 
ríti
o e das possíveis 
lasses deuniversalidade em sistemas irreversíveis; (ii) a modelagem da dinâmi
a depropagação de epidemias. Primeiramente investigamos o modelo sus
etível-infe
tado-re
uperado (SIR) esto
ásti
o e espa
ialmente estruturado. Nessemodelo, os indivíduos são divididos em três 
lasses: sus
etível (S), infe
-tado (I) e re
uperado (R). Um indivíduo sus
etível pode tornar-se infe
-tado devido ao 
ontato 
om um vizinho infe
tado, e um indivíduo infe
tadopode re
uperar-se espontaneamente. Este modelo exibe transição de faseentre uma fase em que a doença se espalha e uma fase em que não há es-palhamento da doença. Tratando 
ada par sus
etível-infe
tado 
omo uma
onexão através da qual pode haver propagação da epidemia, mostramos queé possível estabele
er uma 
onexão entre o modelo SIR e o modelo de per
o-lação. Assim, pudemos utilizar métodos da teoria de per
olação usual paradeterminar o limiar de espalhamento epidêmi
o. Por meio de aproximaçõesde 
ampo médio dinâmi
o, simulações 
omputa
ionais de Monte Carlo esta-
ionárias e simulações dependentes do tempo, determinamos o ponto 
ríti
oe o 
omportamento 
ríti
o desse modelo. Ademais, propomos dois modelospara des
rever um pro
esso epidêmi
o de transmissão vetorial. Consideramosduas populações interagentes, uma formada por vetores e a outra por hos-pedeiros. Os vetores podem ser sus
etíveis (S) ou infe
tados (I), enquantoos estados permitidos para os hospedeiros são os mesmos do modelo SIR.O pro
esso de transmissão da doença o
orre devido ao 
ontato lo
al de umhospedeiro (vetor) sus
etível 
om um vetor (hospedeiro) infe
tado. Determi-namos o limiar de infe
ção, o tamanho da epidemia e mostramos que ambosos modelos exibem transições de fase de segunda ordem e que perten
em à
lasse de universalidade da per
olação dinâmi
a isotrópi
a.
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Abstra
tThis study aims to des
ribe irreversible systems (those that do not obey de-tailed balan
e) using a statisti
al me
hani
s formalism based on sto
hasti
dynami
s. Our main obje
tives are: (i) to investigate the 
riti
al behaviorand the possible universality 
lasses in irreversible systems; (ii) and modelingthe dynami
s of the epidemi
 spreading. First we investigate the sto
hasti
and spatially stru
tured sus
eptible-infe
ted-re
overed model (SIR). In thismodel, individuals are divided into three 
lasses: sus
eptible (S), infe
ted(I) and re
overed (R). A sus
eptible individual may be
ome infe
ted due to
onta
t with an infe
ted neighbor, and an infe
ted individual may re
overspontaneously. This model exhibits a phase transition between a phase inwhi
h the epidemi
 spreads and a phase where there is no spreading of thedisease. Treating ea
h sus
eptible-infe
ted pair as a 
onne
tion throughwhi
h there may be epidemi
 spreading, we show that it is possible toestablish a 
onne
tion between the SIR model and the per
olation model.Thus we are able to use methods of the theory of standard per
olationfor determining the epidemi
 spreading. By means of dynami
 mean-�eldapproximations and stationary and time-dependent 
omputational MonteCarlo simulations, we determine the 
riti
al point and 
riti
al behavior of thismodel. In addition, we propose two models to des
ribe the ve
tor transmit-ted epidemi
 pro
ess. We 
onsider two intera
ting populations, one formedby ve
tors and other by hosts. The ve
tors may be sus
eptible (S) or infe
ted(I), where the states allowed for the hosts are the same as those in the SIRmodel. Transmission of the disease o

urs due to 
onta
t between a lo
alhost (ve
tor) and a sus
eptible ve
tor (host) infe
ted. We determine thethreshold of infe
tion, the size of the epidemi
, and show that both modelsexhibit se
ond order phase transitions that belong to the universality 
lassof dynami
 isotropi
 per
olation.
7
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Capítulo 1IntroduçãoA des
rição do espalhamento de uma epidemia em uma população en-volve dois níveis de interação [1�8℄: um que denominaremos mi
ros
ópi
o,referente às interações entre o agente 
ausador da doença (vírus, ba
téria ouverme) no vetor e no hospedeiro e, em alguns 
asos, 
onsiderando tambémo 
i
lo de vida do vetor; outro que denominaremos de nível ma
ros
ópi
o,em que é importante analisar as interações entre os indivíduos infe
tados esus
etíveis e bus
ar entender os aspe
tos gerais ne
essários de transmissãoda doença.Na modelagem da propagação de epidemias 
onsiderando o 
asoma
ros
ópi
o, pode-se fazer uma des
rição determinísti
a [1,7,9℄ ou esto
ás-ti
a [1�4, 10�14℄. A des
rição determinísti
a é usualmente feita a partir deequações diferen
iais, similares às equações da 
inéti
a quími
a, nas quais onúmero de indivíduos infe
tados aumenta propor
ionalmente à quantidadede indivíduos sus
etíveis.Na abordagem esto
ásti
a, 
onsidera-se que os indivíduos sus
etíveis, in-fe
tados e re
uperados (quando for o 
aso) podem aumentar ou diminuirdevido às transições de um estado para outro.O modelo epidêmi
o 
onhe
ido 
omo sus
etível-infe
tado-re
uperado (SIR),introduzido por Kerma
k e M
Kendri
k em 1927 [15℄, bus
a a des
rição deter-minísti
a do espalhamento de uma doença na qual os indivíduos infe
tadospodem se re
uperar, e se tornar permanentemente imunes. Neste modelo,
ada indivíduo pode estar em uma das três 
lasses: sus
etível (S), infe
tado(I) ou re
uperado/imune/morto (R). O pro
esso de infe
ção é 
atalíti
o, ouseja, a população de infe
tados 
res
e propor
ionalmente ao número de in-fe
tados, e o pro
esso de imunização é espontâneo. Assim, indivíduos infe
-tados podem espontaneamente tornar-se re
uperados, �
ando permanente-mente imunes.As hipóteses implí
itas no modelo SIR são: o tempo de vida do hos-15



16 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�Opedeiro é muito maior que o tempo de duração da epidemia (tal que du-rante a epidemia a população pode ser 
onsiderada 
onstante); o pro
esso dere
uperação propor
iona imunidade permanente ao indivíduo em relação àdoença. Essas hipóteses são válidas para várias doenças [2, 3, 7, 14, 16�20℄ e,assim, mesmo sem 
onsiderar os efeitos da estrutura espa
ial e da esto
asti-
idade, é possível obter 
urvas epidêmi
as adequadas para muitas epidemias.Além disso, o modelo pode ser usado 
omo ferramenta de previsão do to-tal de indivíduos de 
erta população que deve ser imunizado por meio deva
inação para prevenir epidemias [9, 21�27℄, ou mesmo servir de parâmetropara de�nição de políti
as públi
as para 
ontrole e geren
iamento de doençasinfe
to
ontagiosas [16, 28�30℄.O modelo SIR é um modelo simples que pode prever um limiar de infe
çãoa
ima do qual a epidemia se espalha e abaixo do qual não há propagação dadoença. Devido ao fato de ser de�nido por um pro
esso lo
al que segue o
i
lo: (S → I → R), as reações S → I e I → R o
orrem 
om 
ertas taxas,mas as reações reversas são expressamente proibidas e, assim, o sistema éirreversível e não obede
e ao balan
eamento detalhado [12, 31, 32℄.Versões esto
ásti
as deste modelo podem ser do tipo �nas
imento e morte�[1,33,34℄, nas quais se 
onsideram equações mestras em que o número de indi-víduos de 
ada espé
ie são as variáveis esto
ásti
as. Apesar do nome, �nas
i-mento e morte� não signi�
a natalidade ou mortalidade de indivíduos e dizrespeito somente ao aumento do número de infe
tados (que o
orre devido aode
rés
imo do número de indivíduos sus
etíveis) e ao de
aimento de infe
ta-dos (devido ao pro
esso de re
uperação 
om imunização permanente). Umadas primeiras des
rições do sistema SIR por meio de um pro
esso esto
ásti
odo tipo �nas
imento e morte� é a dada por Bailey [10, 11℄.Para uma análise mais detalhada e 
ompleta do pro
esso de dispersãoda doença, deve-se levar em 
onsideração a estrutura espa
ial [35, 36℄ e aindividualidade de 
ada elemento da população. Nesse 
aso, 
onsideramosuma rede onde 
ada nó ou sítio representa um úni
o indivíduo ao qual as-so
iamos uma variável esto
ásti
a para denotar seu estado de saúde 
omrelação a 
erta doença. Além disso, nesse tratamento os pro
essos de in-fe
ção e re
uperação são esto
ásti
os e lo
ais (envolvem somente os vizinhosmais próximos), e o pro
esso SIR é tratado 
omo um modelo esto
ásti
o eespa
ialmente estruturado. A des
rição por meio de um pro
esso esto
ás-ti
o do tipo �nas
imento e morte� (
itado a
ima) pode ser obtida a partir domodelo SIR esto
ásti
o e espa
ialmente estruturado por meio de uma reduçãode graus de liberdade [34℄.Por meio de simulações de Monte Carlo esta
ionárias e dependentes dotempo, podemos investigar grandezas relevantes, tais 
omo o raio de gi-ração e número médio de infe
tados; e determinar o ponto 
ríti
o (limiar de



17espalhamento epidêmi
o) e os expoentes 
ríti
os 
om pre
isão [37�40℄.Conforme as referên
ias [13, 41�50℄, há estreita relação entre o modeloSIR e o de per
olação usual. Embora o modelo SIR tenha dinâmi
a tempo-ral, enquanto o modelo de per
olação é estáti
o, pode-se analisar 
ada parsus
etível-infe
tado 
omo uma ligação através da qual pode haver transmis-são da doença. Sob este ponto de vista, o pro
esso de transmissão ini
ia-se apartir de um úni
o infe
tado (lo
alizado no 
entro da rede), que, estando in-terligado a primeiros vizinhos sus
etíveis, pode transmitir a doença, 
riandonovos indivíduos infe
tados. Após um tempo longo (no estado esta
ionário),a dinâmi
a temporal 
essa devido à re
uperação de todos os indivíduos in-fe
tados. Quando isso a
onte
e, o sistema �
a preso em um estado ab-sorvente de sus
etíveis e re
uperados. Os indivíduos re
uperados formam umaglomerado e a probabilidade de haver espalhamento da doença é de�nida
omo a probabilidade de haver per
olação, ou seja, para sistemas �nitos, éa probabilidade de que o aglomerado de re
uperados toque pelo menos umadas fronteiras da rede.A distribuição dos aglomerados de indivíduos re
uperados, obtida emuma simulação 
omputa
ional do modelo SIR, apresenta no ponto 
ríti
opropriedades que têm analogia 
om as do modelo de per
olação [44,46℄. Nestetrabalho explorou-se a relação entre estes modelos e pro
urou-se des
revero 
omportamento do modelo SIR (de�nido em redes regulares) a partir dateoria de per
olação. Para isso, primeiro foi realizada uma revisão do modelode per
olação, que será des
rito no 
apítulo 2, no qual foram 
al
uladasalgumas grandezas importantes e dis
utido o seu 
omportamento 
ríti
o. Oleitor que 
ompreende o 
omportamento 
ríti
o do modelo de per
olação podeini
iar a leitura a partir do 
apítulo 3, no qual se apresenta a investigação domodelo SIR espa
ialmente estruturado por meio de aproximações de 
ampomédio dinâmi
o e simulações de Monte Carlo do modelo.Para tratar expli
itamente o pro
esso de transmissão vetorial,introduziram-se dois diferentes modelos esto
ásti
os de infe
ção 
ruzada, nosquais a transmissão da doença o
orre entre duas populações espa
ialmenteestruturadas. Uma das populações representa os vetores e a outra repre-senta os hospedeiros. Os indivíduos destas populações interagem entre sipodendo transmitir a doença entre indivíduos de uma população para indiví-duos da outra. O primeiro modelo de infe
ção 
ruzada, denominado modeloI, é des
rito no 
apítulo 4 e visa investigar o espalhamento de uma epidemiaem uma estrutura de rede regular 
om vetores uniformemente distribuídos.Neste modelo não foram tratados expli
itamente os pro
essos de nas
imentoe morte dos vetores. No segundo modelo (denominado modelo II), que seráapresentado no 
apítulo 5, foram inseridas no modelo I reações que bus-
am des
rever expli
itamente o nas
imento e morte de vetores. Ambos os



18 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�Omodelos possuem dinâmi
as equivalentes às regras dinâmi
as do modelo SIRespa
ialmente estruturado, ex
eto que neste 
aso o pro
esso de transmissão é
ruzado, tornando-se dependente da existên
ia de vetores infe
tados vizinhosao hospedeiro sus
etível. No modelo I, as regras de transição lo
al são simi-lares às regras do modelo de 
ontato [32,33,51�53℄ e, no modelo II, as regrasanálogas às do modelo SIRS [34,54,55℄, introduzindo uma reação reversa quedes
reve o pro
esso de morte natural de um vetor.No 
apítulo 6 são 
omparados os modelos I e II e dis
utidos 
omo essesmodelos podem ser usados para des
rever a trasmissão da dengue em áreaurbana, 
aso haja somente um sorotipo do vírus. E, por �m, no 
apítulo 7são apresentadas algumas 
on
lusões.



Capítulo 2Modelo de per
olação
2.1 IntroduçãoImagine um meio 
om porosidade irregular, através do qual se deseja fazerpassar um �uido, 
omo se fosse um �ltro natural. Para que haja es
oamentodo �uido, é ne
essário que exista pelo menos um 
aminho 
ontínuo entre asextremidades. Quando isso o
orre, diz-se que há per
olação e que o �uidoper
ola o meio.O entendimento do modelo de per
olação está diretamente asso
iado adiversos problemas, 
omo: formação de lençóis freáti
os e prospe
ção depetróleo [56�58℄, �uidez em materiais irregulares [59�61℄, propagação de in-
êndio em �orestas [62℄, propagação de epidemias [35, 43℄, pro
essos de in-vasão [63℄, 
ondutividade elétri
a em 
ir
uitos isolantes-
ondutores [59,63�68℄e difusão em misturas multi
omponentes [59, 60, 64, 69℄.O estudo do pro
esso de per
olação teve origem 
om Flory (1941) eSto
kmayer (1943), que bus
avam modelar o pro
esso de formação de ma
ro-molé
ulas por meio da ligação de molé
ulas menores. A versão mais
onhe
ida e utilizada do modelo de per
olação foi introduzida em 1957 porBroadbent e Hammersley, que bus
avam des
rever a �uidez de partí
ulas porum meio 
om 
avidades distribuídas aleatoriamente.Considerando uma rede regular, pode-se inferir que dois sítios da redeestão 
one
tados 
om probabilidade p ou des
one
tados 
om probabilidade
q = 1 − p. Com este 
ritério, forma-se uma estrutura 
om densidade deligações ou sítios o
upados p e des
onexão ou sítios vazios 1 − p, e deve-seresponder à seguinte questão: há sítios 
one
tados formando um 
aminho
ontínuo entre as extremidades da superfí
ie da rede?Na �gura 2.1, são demonstradas 
onexões de uma rede quadrada 
om
32 × 32 sítios, para diferentes valores da probabilidades de ligação p. Pode-19
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.1: Redes de tamanho L = 32 para diferentes probabilidades deo
upação p. Em (a) p = 0, 35, (b) p = 0, 50, (
) p = 0, 65 e em (d) p = 0, 75.Sítios vazios e ausên
ia de ligações estão em bran
o.se fazer a diluição da rede de duas formas distintas: remoção de sítios ouremoção de 
onexões. O primeiro pro
esso 
orresponde ao modelo denomi-nado per
olação por sítios e o segundo, per
olação por ligações. Na �gura 2.1pode-se imaginar 
ada sítio 
om um 
ontato elétri
o (ponto de solda) e 
adaligação 
omo uma resistên
ia elétri
a (todas as resistên
ias são equivalentes).Na per
olação por sítio, um 
ontato é representado por um sítio o
upado e aausên
ia de 
ontato é representada por um sítio vazio. Por sua vez, na per
o-lação por ligação, uma 
onexão/des
onexão representa a existên
ia/ausên
iade uma resistên
ia elétri
a entre dois pontos adja
entes. Em ambos os mode-los, se a probabilidade p for grande, é altamente provável que, apli
ando umadiferença de poten
ial entre duas extremidades opostas, haverá passagem de
orrente elétri
a (fase 
ondutora) e, se o valor de p for pequeno, é pou
oprovável que haja 
orrente elétri
a (fase isolante). Se há 
orrente elétri
a,então existe um aglomerado de resistên
ias 
one
tando duas extremidadesadja
entes da pla
a de 
ir
uitos e dize-se que há per
olação. A transiçãoentre a fase isolante e a 
ondutora está asso
iada à probabilidade p (de haver
ontatos no 
aso da per
olação por sítio, ou haver resistên
ias no 
aso da
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olação por ligação). Essa transição de fase o
orre para 
erto limiar pc.Abaixo do ponto 
ríti
o (p < pc), não há per
olação e todos os aglomer-ados (de sítios, no 
aso do modelo de per
olação por sítios, ou ligações,quando se tratar da per
olação por ligação) têm tamanho �nito. A
ima doponto 
ríti
o (p > pc), além de aglomerados de tamanho �nito, pode haveraglomerados 
ujo tamanho preen
he toda a extensão da rede e, no 
aso deuma rede in�nita, haverá um aglomerado de tamanho in�nito.As propriedades 
ríti
as do modelo de per
olação têm sido amplamenteestudadas e apontam que o modelo e vários outros apresentam um 
ompor-tamento universal no ponto 
ríti
o, perten
endo à 
lasse de universalidadedenominada 
lasse de universal da per
olação isotrópi
a.Nas próximas seções serão apresentados os 
ál
ulos que des
revem proba-bilisti
amente o pro
esso de per
olação, possibilitando determinar grandezasimportantes, 
omo o tamanho médio dos aglomerados, o limiar de per
o-lação e o 
omportamento 
ríti
o do sistema para diferentes redes regulares.O formalismo apresentado neste 
apítulo está baseado prin
ipalmente nasreferên
ias [32, 70, 71℄.Nos 
apítulos 3, 4 e 5, esse formalismo será usado para investigar ummodelo de espalhamento de epidemia que pode ser visto 
omo um modelo de
res
imento de aglomerados 
ujas propriedades 
ríti
as podem ser 
ara
teri-zadas a partir do 
onhe
imento da teoria de per
olação.2.2 Solução exata em uma dimensãoImagine um reti
ulado regular formando uma 
adeia linear �nita, onde
ada sítio en
ontra-se a uma distân
ia �xa dos seus vizinhos. Independen-temente dos outros, 
ada sítio pode estar o
upado 
om probabilidade p ouvazio 
om probabilidade q = 1 − p. Os sítios o
upados representam poros,enquanto os vazios indi
am a ausên
ia de poros.A probabilidade de o
upação, es
olhida a priori, independe dos estadosdos sítios vizinhos. Para des
rever uma 
on�guração do sistema, asso
ia-sea 
ada sítio i uma variável esto
ásti
a ηi que toma os valores ηi = 1 ou
ηi = 0, 
onforme o sítio esteja o
upado ou vazio, respe
tivamente. Assimuma 
on�guração é representada pelo vetor η = (η1, η2, η3, . . . , ηN−1, ηN), emque N é o total de sítios do reti
ulado.Um aglomerado ou �
luster� é um 
onjunto de sítios o
upados e 
one
-tados. Como os sítios são o
upados independentemente 
om probabilidade
p, a probabilidade de dois sítios quaisquer estarem o
upados é p2. Para umtripleto, isto é, um trio de três sítios o
upados, esta probabilidade será p3e assim su
essivamente. Por outro lado, a probabilidade de se ter um sítio



22 CAPÍTULO 2. MODELO DE PERCOLAÇ�Ovazio é q = 1 − p e a probabilidade de haver dois sítios quaisquer vazios é
q2 = (1 − p)2. Para haver um aglomerado de s sítios, é ne
essário que os
s sítios estejam o
upados, formando uma 
adeia 
ontínua, sem sítios vaziosentre eles, e nos extremos direito e esquerdo, deve haver sítios vazios delimi-tando o aglomerado. Por exemplo, a probabilidade de se ter um aglomeradode dois sítios é qp2q = p2(1− p)2.Além de saber o tamanho dos aglomerados, é possível 
al
ular o númerode aglomerados de tamanho s existentes na rede. Como 
ada sítio tem proba-bilidade ps(1−p)2 de perten
er ao aglomerado, para uma rede de tamanho L,desprezando efeitos de borda, o total de aglomerados por sítio s é Lps(1−p)2.Entretanto, é 
onveniente 
al
ular grandezas que independem do tamanhoda rede. Por isso, de�ne-se ns 
omo o número médio de aglomerados detamanho s por sítio. No 
aso unidimensional, tem-se:

ns = ps(1− p)2. (2.1)A probabilidade de que um sítio, es
olhido aleatoriamente, faça parte deum aglomerado de tamanho s é sns, uma vez que ele pode ser qualquer umdos s sítios do aglomerado. Quando a probabilidade de o
upação é p = 1,toda a rede está o
upada, formando um úni
o aglomerado. Contudo, se
p < 1, haverá sítios vazios, totalizando (1 − p)L �bura
os� na rede, em que
L é o tamanho da rede. Portanto, não haverá linha 
ontínua 
one
tandoos extremos da rede. Consequentemente, o limiar de per
olação no 
asounidimensional é a unidade

pc = 1. (2.2)Todo sítio o
upado perten
e a um aglomerado, mesmo que ele esteja iso-lado, formando um aglomerado de tamanho unitário. Assim, a probabilidadede um sítio qualquer perten
er a um aglomerado éexatamente a probabilidade p de ele estar o
upado. Isto é, ao somar so-bre todos os aglomerados de tamanho s, deve-se obter a probabilidade deque o sítio pertença a um deles
∞∑

s=1

nss = p. (2.3)Esse resultado pode ser demonstrado 
omo a seguir:
∞∑

s=1

nss =

∞∑

s=1

ps(1− p)2s = (1− p)2
∞∑

s=1

sps

= (1− p)2
∞∑

s=1

p
d

dp
ps = p(1− p)2

d

dp

∞∑

s=1

ps. (2.4)
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a, lembrando que ela só é 
onvergente se
p < pc = 1, obtem-se:

∞∑

s=1

ps = p+ p2 + p3 + p4 + ... =
p

1− p
. (2.5)Logo, substituindo o resultado obtido na equação (2.5) na equação (2.4),obtem-se:

∞∑

s=1

nss =
∞∑

s=1

ps(1− p)2s = p(1− p)2
d

dp
(

p

1− p
) = p. (2.6)Ao realizar a soma sobre todos os tamanhos de aglomerados, deve-se ex
luiraglomerados de tamanho in�nito. No 
aso unidimensional ele não existeenquanto p < 1.Assim, ∑s nss é a probabilidade de um sítio perten
er a um aglomer-ado. Desta de�nição, entende-se que a probabilidade de um sítio es
olhidoaleatoriamente perten
er a um aglomerado de tamanho s é:

ws =
nss∑∞
s=1 nss

. (2.7)O tamanho médio S de um aglomerado é dado por
S =

∞∑

s=1

sws =

∞∑

s=1

nss
2

∑∞
s=1 nss

. (2.8)A soma que apare
e no denominador já foi 
al
ulada na equação (2.6) e vale
p. Para resolver a soma do numerador, utiliza-se o mesmo métdo de obter asérie geométri
a e depois derivar o resultado. O 
ál
ulo a ser feito é:

∞∑

s=1

nss
2 =

∞∑

s=1

ps(1− p)2s2 = (1− p)2
∞∑

s=1

s2ps

= (1− p)2p
d

dp

∞∑

s=1

sps = (1− p)2p
d

dp
[p

d

dp
(

∞∑

s=1

ps)]

= p(1− p)2
d

dp
[p

d

dp
(

p

1− p
)] = p(1− p)2p

d

dp
[p

d

dp
(

p

1− p
)]

=
p

1− p
(1− p+ 2p) = p

1 + p

1− p
, (p < pc). (2.9)E, portanto,

S =
1 + p

1− p
, (p < pc). (2.10)



24 CAPÍTULO 2. MODELO DE PERCOLAÇ�OPer
ebe-se que o tamanho médio do aglomerado diverge 
onforme seaproxima do ponto 
ríti
o.De�ne-se a função de 
orrelação ou 
one
tividade de pares g(r) 
omoa probabilidade de que dois sítios a uma distân
ia r pertençam ao mesmoaglomerado. Se r = 0, então g(0) = 1. Para r = 1, os sítios perten
emao mesmo aglomerado se, e somente se, eles são vizinhos e estão o
upados.Para sítios distando r um do outro, para que estejam no mesmo aglomerado,é ne
essário que os r− 1 sítios entre eles estejam o
upados. Isso o
orre 
omprobabilidade pr e, assim
g(r) = pr, (∀ p e r). (2.11)Para p < pc, a 
orrelação vai a zero exponen
ialmente se a distân
ia vaia in�nito, ou seja,

g(r) = e−
r
ξ , (2.12)em que

ξ = − 1

ln p
= − 1

ln(1 + p− pc)
≈ 1

pc − p
, (p → pc). (2.13)A grandeza ξ é o 
omprimento de 
orrelação ou 
one
tividade.Tanto ξ quanto S dão uma medida do tamanho médio dos aglomerados,entretanto, há uma distinção 
ru
ial entre eles. O 
omprimento de 
orre-lação ξ deve ser entendido 
omo o 
omprimento linear dos aglomerados, en-quanto a grandeza S deve ser entendida 
omo o número de sítios o
upados noaglomerado. Essas duas grandezas estão rela
ionadas por meio de

S =
∞∑

r=0

g(r). (2.14)2.3 Extensão para redes d-dimensionaisAo analisar o problema de per
olação, qual deve ser a probabilidade Psde que determinado sítio pertença a um aglomerado de tamanho s? Pararesponder a essa pergunta, é mais 
onveniente indagar primeiro qual é aprobabilidade de haver um aglomerado de s sítios, que pode também serentendida 
omo o número médio (por sítio) ns de aglomerados 
ontendo ssítios. A relação entre Ps e ns é
Ps = sns. (2.15)Como exemplo, pode-se usar uma rede quadrada. Nessa rede, usando

s = 1 na equação (2.15), tem-se a probabilidade de haver um aglomerado 
om
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o sítio. Para isso o
orrer, é ne
essário que ele esteja o
upado 
omprobabilidade p e seus quatro vizinhos devem estar vazios (
om probabilidade
1− p). Assim, a probabilidade de se obterem aglomerados 
om somente umsítio é n1 = p(1− p)4.Ao 
al
ular a probabilidade de en
ontrar aglomerados 
om dois sítios
(s = 2), o par de sítios o
upados pode estar tanto na horizontal quanto naverti
al e, então, haver seis vizinhos que pre
isam estar vazios. Deste modo,
n2 = 2p2(1 − p)6. No 
aso de aglomerados de três sítios, há dois tiposde aglomerados: serão 
onsiderados primeiramente apenas os aglomeradoslineares, para um aglomerado de três sítios que possui oito sítios na periferia,de modo que n3 = 2p3(1− p)8.Generalizando para aglomerados de s sítios 
olineares na rede quadrada,obtem-se

ns = 2ps(1− p)2s+2. (2.16)Nesta equação, o fator 2 advém do número de 
on�gurações distintas e estárela
ionado à liberdade de se fazer o alinhamento horizontal ou verti
al.Em uma rede 
úbi
a regular, 
ada sítio tem seis vizinhos e, portanto, 
adaaglomerado linear tem 2(2s+1) sítios vizinhos e tem-se 3 graus de liberdadepara orientar a linha. Portanto, a probabilidade de se ter um aglomerado
om s sítios é
ns = 3ps(1− p)2+4s. (2.17)Para um rede hiper
úbi
a d-dimensional, 
ada sítio tem 2d vizinhos e,
onsequentemente, um aglomerado linear 
om s sítios terá (2d−2)s vizinhosvazios e mais os 2 vizinhos que delimitam as extremidades. Portanto, aprobabilidade de haver um aglomerado de s sítios deve ser

ns = dps(1− p)2+(2d−2)s. (2.18)Entretanto, até o momento só foram 
onsiderados aglomerados lineares enão há motivo para os aglomerados serem todos assim. Para formar um trioem uma rede quadrada, há sete vizinhos vazios delimitando o aglomerado e,
ombinando este resultado ao obtido para o 
aso linear, a probabilidade deexistên
ia de aglomerados de tamanho s = 3 para a rede quadrada é dadapor
n3 = 2p3(1− p)8 + 4p3(1− p)7. (2.19)Com o aumento do tamanho do aglomerado, obter as diferentes
on�gurações vai se tornando dispendioso, sendo 
onveniente fazer este 
ál-
ulo 
omputa
ionalmente. Ao 
al
ular ns, é ne
essário ter o número desítios vazios que delimitam o aglomerado. Essa grandeza é denominadaperímetro e não deve ser 
onfundida 
om a superfí
ie, pois o aglomerado não
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essariamente será 
ompa
to, podendo apresentar bura
os. Usa-se o sím-bolo t para denotar o perímetro, e o número de 
on�gurações de aglomerados
om s sítios é gst. A partir destas de�nições, a expressão geral para ns torna-se
ns =

∑

t

gstp
s(1− p)t. (2.20)2.4 Solução exata na árvore de CayleyA árvore de Cayley é 
onstruída da seguinte forma: partindo de um sítio,
one
tam-se a ele z sítios. Isso de�ne a primeira 
amada 
on
êntri
a ougeração. Por regra de 
onstrução, 
ada sítio deve fazer z 
onexões. Então,na segunda geração, 
ada sítio deve fazer σ = z − 1 novas 
onexões. 
omsítios da ter
eira geração, e assim su
essivamente. Na �gura 2.2, 
onsta umexemplo de árvore 
om 
oordenação z = 3. Desta forma, partindo de umsítio, a 
ada ramo ou 
onexão, en
ontram-se σ novas rami�
ações levandoa novos vizinhos, que podem estar o
upados 
ada um 
om probabilidade

p. Logo, tem-se em média σp novos vizinhos para estabele
er um 
aminho
ontínuo. Se σp < 1, o número de 
onexões para formar um 
aminho in�nitode
res
e a 
ada ramo por um fator menor que a unidade e a probabilidadede en
ontrar um 
aminho in�nito vai a zero exponen
ialmente. Portanto,
pc =

1

z − 1
(2.21)é o limiar de per
olação para a árvore de Cayley 
om 
oordenação z.Na árvore de Cayley, qualquer aglomerado de s sítios possui o mesmonúmero de sítios na periferia. Essa propriedade importante diz que t é uni-vo
amente determinado por s e é dada por t = (σ − 1)s+ 2. Portanto, parauma árvore de Cayley, o número médio de aglomerados de tamanho s porsítio se es
reve 
omo

ns = bsp
s(1− p)(σ−1)s+2 (2.22)em que bs é um 
oe�
iente que depende apenas do tamanho s do aglomerado.O número médio de aglomerados por sítio é dado pela expressão

f =

∞∑

s=1

ns =

∞∑

s=1

bsp
s(1− p)(σ−1)s+2 = q2

∞∑

s=1

bsp
sq(σ−1)s. (2.23)O número médio de sítios perten
entes a aglomerados �nitos, por sítio, é

F =
∞∑

s=1

sns = q2
∞∑

s=1

sbsp
sq(σ−1)s. (2.24)
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Figura 2.2: Exemplo de árvore de Cayley 
om 
oordenação z = 3. Na imagemestão enumeradas as gerações. O número de sítios em 
ada geração 
res
e
omo uma lei de potên
ia em função do aumento da geração.E o tamanho médio dos aglomerados �nitos é
S =

∞∑

s=1

s2ns = q2
∞∑

s=1

s2bsp
sq(σ−1)s. (2.25)As expressões (2.23), (2.24) e (2.25) dependem dos 
oe�
ientes bs, que podemser obtidos usando a equação (2.24), pois F = p para p < pc, 
aso em que aprobabilidade de per
olação P se anula.Para se obterem as grandezas f , F e S sem 
al
ular os 
oe�
ientes bs,utiliza-se o método da função geratriz. De�ne-se a função geratriz G(x) por

G(x) =

∞∑

s=1

bsx
s, (2.26)em que x = pqσ−1. A partir da função geratriz, tem-se que

f = q2G(x) (2.27)
F = q2x

dG

dx
(2.28)

S = q2
(
x2d

2G

dx2
+ x

dG

dx

)
. (2.29)Como abaixo do ponto 
ríti
o a probabilidade de um sítio perten
er aqualquer 
luster �nito é p, então F = p, tornand-se possível es
rever

F = q2xG′(x) = p, p < pc. (2.30)



28 CAPÍTULO 2. MODELO DE PERCOLAÇ�OUsando a de�nição de x, obtem-se a primeira derivada de G 
om relação a x

G′(x) = q−(σ+1). (2.31)Lembrando-se que q depende impli
itamente de x.Para obter a derivada segunda de G em relação a x, apli
a-se a regra da
adeia:
d2G

dx2
=

dG′

dx
=

dq

dx

dG′

dq
. (2.32)Por outro lado,

dx

dq
=

d

dq

(
(1− q)qσ−1

)
= qσ−2(σ − 1− σq) (2.33)e

dG′

dq
= −(σ + 1)q−σ−2. (2.34)Substituindo as equações (2.33) e (2.34) na equação (2.32), obtem-se

G′′(x) =
1

qσ−2(σ − 1− σq)
[−(σ + 1)q−σ−2] = (σ + 1)

q−2σ

1− σp
. (2.35)Substituindo G′(x) e G′′(x) na equação (2.29) determina-se o tamanho médiodos aglomerados

S = q2
[
x2d

2G

dx2
+ x

dG

dx

]
= q2pqσ−1

[
pqσ−1 (σ + 1)q−2σ

1− σp
+ q−σ−1

] (2.36)
= pqσ+1−σ−1

[
p
1 + σ

1− σp
+ 1

]
= p

1 + p

1− σp
; (p < pc). (2.37)Note que S diverge quando p = 1/σ. Conforme a equação (2.21), aprobabilidade 
ríti
a é

pc =
1

σ
=

1

z − 1
. (2.38)A equação (2.37) pode ser rees
rita 
omo

S =
p(1 + p)

σ(1/σ − p)
=

p(1 + p)

σ(pc − p)
. (2.39)A partir desta expressão, é possível notar que o 
omportamento 
ríti
o dafunção S é dado por

S ∼ (pc − p)−1. (2.40)
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al
ular o número médio de aglomerados por sítio, é ne
essário ex-pressar G(x) expli
itamente. Para isso é su�
iente integrar a função G′(x) edeterminar a 
onstante de integração.
G(x) =

∫
q−(σ+1) dx

dq
dq =

∫
q−(σ+1)qσ−2(σ − 1− σq)dq (2.41)

= c− (σ − 1)q−2

2
+ σq−1.Note que, por de�nição, a equação (2.26) tem a propriedade G(0) = 0. Poroutro lado, quando x = 0, temos pqσ−1 = 0 e portanto q = 1. Com esteresultado, é possível determinar a 
onstante de integração, c = −(σ + 1)/2.E a função geratriz, abaixo do limiar de per
olação, é

G(x) = −1

2

(
σ − 1

q2
− 2

σ

q
+ (σ + 1)

)
. (2.42)E 
om a substituição da equação (2.42) na equação (2.27), pode-se es
revero número de aglomerados por sítio 
omo f = −1

2

[
(σ− 1)− 2σq+ (σ+1)q2

].Substituindo q = 1− p, obtem-se
f = p− σ + 1

2
p2. (2.43)2.5 Comportamento 
ríti
o na árvore de Cay-leyNo limite em que p → pc, o tamanho médio dos aglomerados diverge
onforme a expressão

S ∼ (pc − p)−1, (2.44)e a probabilidade de per
olação
P ∼ (p− pc), (p > pc). (2.45)Para efeito de 
omparação, pode-se 
al
ular a razão entre o número deaglomerados de tamanho s quando a probabilidade de o
upação é p e quandoé p = pc.No limite p → pc, para aglomerados de tamanho grande

ns(p) ∝ e−cs, (2.46)em que a 
onstante c é dada pela expressão
c ∼ (p− pc)

2. (2.47)
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al
ular o número de 
on�gurações bs, pode-se obter o 
om-portamento assintóti
o do número médio de aglomerados no limiar, ns(pc).Pela equação (2.8), tem-se
S ∝

∞∑

s=1

s2ns, (2.48)pois o denominador na equação (2.8) é �nito no limiar. Esta soma tam-bém é denominada segundo momento da distribuição dos tamanhos dosaglomerados. Se ns(pc) de
ai exponen
ialmente 
om s, então S deve ser�nito em pc. Desta forma, S deve 
omportar-se 
omo uma lei de potên
ia
ns(pc) ∼ s−τ , (2.49)em que τ é o expoente de Fisher. Ao 
al
ular S, estar-se determinando τ , poisdepois pode-se simplesmente 
omparar o resultado 
om a equação (2.44).Para p menor que pc, mas muito próximo, tem-se:

S ∝
∞∑

s=1

s2ns ∝
∞∑

s=1

s2−τe−cs ∝
∫ ∞

0

s2−τe−csds

= cτ−3

∫ ∞

0

x2−τe−xdx ∝ c−τ+3 ∝ (pc − p)−2(τ−3). (2.50)A equação (2.44) mostra que S diverge 
om expoente −1 e, portanto,
2(τ − 3) = 1. (2.51)Logo, o expoente de Fisher é

τ = 5/2 (2.52)na árvore de Cayley.Substituindo o valor de τ na equação (2.46), obtem-se:
ns(p) ∼ s−5/2e−cs, (c ∝ (p− pc)

2). (2.53)A expressão para ns(p) é válida para todo p 
om s grande. Já o valor paraa 
onstante c exige que p → pc.2.6 Comportamento 
ríti
oNa seção (2.2), foram obtidos resultados exatos para o 
aso unidimen-sional e, na seção (2.4), foram en
ontrados resultados para a árvore de Cay-ley. Então, é possível estipular o 
omportamento das grandezas 
al
uladaspara redes d-dimensionais.



2.6. COMPORTAMENTO CRÍTICO 31As equações (2.1) e (2.53), referentes ao 
aso unidimensional e na árvorede Cayley, são dominadas por aglomerados grandes, seguindo um de
aimentoexponen
ial. Em uma rede regular, o de
aimento pode não ser ne
essaria-mente exponen
ial, de modo que postulamos o resultado geral
ns = s−τf((p− pc)s

σ). (2.54)em que σ é um expoente 
ríti
o, o qual, para a árvore de Cayley, é 1/2 e 1no 
aso unidimensional.Se um sítio está o
upado 
om probabilidade p, então ele perten
e a umaglomerado de tamanho in�nito ou a um de tamanho �nito. Isto é,
p = P +

∞∑

s=1

sns. (2.55)No ponto 
ríti
o, tem-se p = pc e P = 0 e, assim, pc = ∑∞

s=1 sns. Para essasoma 
onvergir, é ne
essário que τ > 2. Deste modo, é possível rees
rever aequação (2.55) 
omo
P =

∞∑

s=1

[ns(p)− ns(pc)]s

∝
∞∑

s=1

s1−τ [f(x)− f(0)], (2.56)em que x = (p − pc)s
σ. Se p estiver próximo de pc, o fator c no expoenteda equação (2.50) deve ser muito pequeno, e somente valores de s grande,da ordem de 1/c, devem ser signi�
antes na soma. Neste limite de p →

pc e s → ∞, é possível substituir a soma por uma integral, visto que háinteresse somente no 
omportamento na 
riti
alidade. Portanto, satisfeitasestas 
ondições, tem-se:
P ∝

∫ ∞

0

s1−τ [f(x)− f(0)]ds. (2.57)Ao usar ntegração por partes, substituindo dx = (σx/s)ds,
P ∝ |p− pc|(2−τ)/σ

∫ ∞

0

x−1+(2−τ)/σ [f(x)− f(0)]dx/σ. (2.58)O termo 
onstante resultante da integração se anula, desde que τ < 3. O
or-rendo isto,
P ∝ c2−τ ∝ (p− pc)

(τ−2)/σ = (p− pc)
β, (2.59)



32 CAPÍTULO 2. MODELO DE PERCOLAÇ�Oem que o expoente 
ríti
o
β =

τ − 2

σ
. (2.60)Cal
ulando também o tamanho médio dos aglomerados S, que diverge noponto 
ríti
o, 
onforme a equação (2.50), tem-se:

S ∝
∞∑

s=1

s2ns, (2.61)que no ponto 
ríti
o é
S =

∑∞
s=1 s

2ns

pc
. (2.62)Como dis
utido anteriormente, em torno do ponto 
ríti
o pode-se tro
ar asoma por uma integral. Assim,

S ∝
∫ ∞

0

s2nsds

∝
∫ ∞

0

s2−τf(x)ds.Com a mudança de variável x = cs:
S ∝ |p− pc|−(3−τ)/σ

∫ ∞

0

x−1+(3−τ)/σf(x)dx/σ. (2.63)Portanto, S diverge no ponto 
ríti
o 
om o expoente γ,
S ∝ |p− pc|−(3−τ)/σ = |p− pc|−γ. (2.64)Logo,

γ =
3− τ

σ
. (2.65)Uma vez que β e γ são positivos, é ne
essário que 2 < τ < 3.Ao 
al
ular o k-ésimo momento da distribuição de tamanhos deaglomerados,

Mk =
∞∑

s=1

skns (2.66)Na vizinhança do ponto 
ríti
o, vale a relação
Mk ∝

∞∑

s=1

sk−τsσ

∝
∫ ∞

0

sk−τf(x)ds.
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Mk ∝ |p− pc|(τ−k−1)/σ

∫ ∞

0

x−1−(τ−k−1)/σf(x)dx/σ.O expoente (k + 1 − τ)/σ pode ser expresso em termos de τ e σ e, por-tanto, τ e σ não são independentes. Pode-se es
olher σ e τ 
omo expoentesfundamentais ou β e γ.Pelas equações (2.60) e (2.65), tem-se as seguintes relações:
β

γ
=

τ − 2

3− τ
∴ τ = 2 +

β

β + γ
. (2.67)Substituindo este resultado na equação (2.60), obtem-se:

σ =
1

β + γ
. (2.68)Em termos de β e γ pode-se es
rever o ter
eiro momento, denotando sim-plesmente por M , o
ultando-se o subíndi
e, na forma

M ∼ |p− pc|(τ−3−1)/σ = |p− pc|(β+2γ). (2.69)A probabilidade de se en
ontrarem aglomerados de tamanho s no ponto
ríti
o é Ps = sns ∼ s1−τ e de en
ontrarem aglomerados de tamanho �nitomaior ou igual a s é a soma a
umulada
P>s =

∞∑

s

ps ∼
∫ ∞

s

s1−τf(x)ds. (2.70)No ponto 
ríti
o, essa probabilidade a
umulada deve se 
omportar da forma
P>s ∼ s2−τ . (2.71)E nas proximidades do ponto 
ríti
o, deve ser uma função 
om o seguinte
omportamento

P>s ∼ s2−τF (ǫsσ), (2.72)em que ǫ = p− pc é o desvio em relação ao ponto 
ríti
o. O 
omportamento
ríti
o dessas grandezas serão importantes para analisar as propriedades 
ríti-
as do modelo SIR, que também apare
em na des
rição dos modelos epidêmi-
os que serão dis
utidos nos 
apítulos 4 e 5.
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Capítulo 3ModeloSus
etível-Infe
tado-Re
uperado(SIR)
3.1 Des
rição do ModeloO modelo sus
etível-infe
tado-re
uperado (SIR) foi introduzido 
omo ummodelo fenomenológi
o para des
rever a dinâmi
a de doençasinfe
to-
ontagiosas [15℄. Neste modelo 
ada indivíduo da população pode es-tar em um dos seguintes estados: sus
etível (S), infe
tado (I) oure
uperado (removido e imune) (R) e permanentemente imunizado. Considera-se que a epidemia tenha uma duração muito menor que o tempo de vida dohospedeiro, hipótese que é válida para várias doenças [2, 3, 6, 7, 14, 16�20℄, eassim, durante o intervalo de tempo em que o
orre a epidemia, assume-seque a população seja 
onstante.Para a me
âni
a estatísti
a, este modelo é importante por exibir umatransição de fase de não-equilíbrio 
ontínua entre uma fase em que a epidemiase espalha e outra na qual, devido à taxa de infe
ção ser muito baixa, adoença não se espalha. Como tanto o pro
esso de infe
ção quanto o pro
essode re
uperação são irreversíveis, o sistema sempre evolui para um estadoabsorvente.Na dinâmi
a de evolução, adota-se que toda a população esteja sus
etívelem relação a uma doença, e, portanto, a disseminação da doença o
orredevido a uma pequena perturbação (uma pequena densidade de infe
tados).O pro
esso de infe
ção é 
atalíti
o (SI → II), enquanto o de re
uperaçãoe imunização é espontâneo (I → R). Na �gura 3.1, 
onsta um diagramadas reações lo
ais para esse modelo. Nota-se que, quando o indivíduo torna-35



36CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)se re
uperado, seu estado não muda mais, e que todas as transições nãoapresentam reação reversa.

Figura 3.1: Esboço das transições entre os estados para o modelo SIR.Neste 
apítulo investigamos o modelo SIR de�nido em uma rede regularevoluindo 
om dinâmi
a temporal assín
rona na qual apenas um sítio é at-ualizado a 
ada instante. Este é um modelo 
om população espa
ialmenteestruturada [1℄. Cada sítio da rede representa um indivíduo, ao qual as-so
iamos uma variável esto
ásti
a ηi que assume os valores ηi = 0, 1 ou 2,
onforme o indivíduo esteja re
uperado, sus
etível ou infe
tado, respe
tiva-mente. Os pro
essos de infe
ção e re
uperação são tratados 
omo reaçõeslo
ais em que 
ada indivíduo sus
etível pode se tornar infe
tado 
om taxa bse houver pelo menos um primeiro vizinho infe
tado.Em uma rede regular em que 
ada sítio tenha ζ primeiros vizinhos, aprobabilidade de um indivíduo sus
etível se tornar infe
tado é b
ζ
n, em que né o número de primeiros vizinhos infe
tados. Uma vez infe
tado, o indivíduopode se re
uperar espontaneamente 
om probabilidade c, �
ando permanen-temente re
uperado e imune.O pro
esso SIR a ser des
rito aqui é um pro
esso markoviano [72, 73℄ atempo 
ontínuo e isso permite rees
alar o tempo de modo a 
onsiderar:

b+ c = 1, (3.1)em que b e c são probabilidades reduzidas. Adotando a probabilidade deimunização c 
omo parâmetro de 
ontrole, tem-se b = 1− c.Na seção 3.2 é apresentada a des
rição do modelo por meio da equaçãomestra. Com este formalismo, obte-se as equações de evolução temporaldas densidades de sus
etíveis, infe
tados e re
uperados. Se essas equaçõesforem tratadas por meio de aproximação de 
ampo médio simples, obtem-seequações idênti
as às obtidas por Kerma
k e M
Kendrik [15℄. Ainda dentro
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ontexto das aproximações de 
ampo médio, será analisado o modelo pormeio de aproximações de pares.A 
ara
terização do 
omportamento 
ríti
o do modelo é feita por meiode simulações 
omputa
ionais, e será detalhada nas seções 3.5 à 3.8.3.2 Equação mestra para o modelo SIRConsiderando um reti
ulado 
om N sítios e representando 
ada 
on�gu-ração do sistema pelo vetor
η = (η1, η2, . . . , ηi, . . . , ηN), (3.2)em que ηi é uma variável esto
ásti
a asso
iada ao i-ésimo sítio e que podeassumir um dos seguintes valores: ηi = 1 (sítio o
upado por um úni
o indiví-duo sus
etível), ηi = 2 (sítio o
upado por um úni
o indivíduo infe
tado) ou

ηi = 0 (sítio o
upado por um úni
o indivíduo re
uperado). A probabilidade
P (η, t) de o sistema estar em uma 
on�guração mi
ros
ópi
a η no instante tobede
e à equação mestra [12, 31, 32, 39℄,

d

dt
P (η, t) =

∑

η′ 6=η

{W (η|η′)P (η′, t)−W (η′|η)P (η, t)}. (3.3)em que a soma é feita sobre todas as 
on�gurações η′ (diferente de η);
W (η|η′) > 0 para η′ diferente de η, denota a taxa de transição de η′ para η.Para 
al
ular grandezas de estado 
omo, por exemplo, a densidade de in-divíduos re
uperados, utiliza-se a equação mestra (3.3). Antes de prosseguiraos 
ál
ulos deve-se estabele
er a dinâmi
a de evolução temporal e 
onstruira equação mestra para o modelo SIR esto
ásti
o e espa
ialmente estrutu-rado, que é o objeto de estudo. Nesse trabalho, 
onsiderou-se uma dinâmi
atemporal assín
rona, na qual apenas um sítio é atualizado por unidade detempo. Nesse 
aso, a taxa de transição do mi
roestado η′ para η é es
rita
omo

W (η|η′) =
N∑

i=1

δ(η1, η
′

1)δ(η2, η
′

2) . . . δ(η
i
i, η

′

i) . . . δ(ηN , η
′

N)ωi(η
′) (3.4)em que δ(α, β) é o delta de Krone
ker e ωi(η

′) denota a probabilidade detransição do i-ésimo sítio da 
on�guração η′; e ηi (índi
e superes
rito à dire-ita) denota o estado obtido de η′ pela atualização do i-ésimo sítio que mudade estado na seguinte ordem (1 → 2, 2 → 0, 0 → 1) ).



38CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)A média da grandeza de estado f(η) é 
al
ulada a partir da distribuiçãode probabilidade P (η, t) e é de�nida por
< f(η) >=

∑

η

f(η)P (η, t). (3.5)Utilizando as equações (3.3), (3.4) e (3.5), obtem-se a equação de evoluçãotemporal para < f(η) >,
d

dt
< f(η) > =

N∑

i

∑

η

∑

η′

{f(η′

1, . . . , η
′

i, . . . , η
′

N , t)δ(ηi, 1− η
′

i) (3.6)
N∏

j=1
(j 6=i)

δ(ηj, η
′

j)wi(η
′

1, . . . , η
′

i, . . . , η
′

N)P (η
′

1, . . . , η
′

i, . . . , η
′

N , t)} −

N∑

i

∑

η

∑

η′

{f(η1, . . . , ηi, . . . , ηN , t)δ(1− η
′

i, ηi)

N∏

j=1
(j 6=i)

δ(η
′

j, ηj)wi(η1, . . . , ηi, . . . , ηN)P (η1, . . . , ηi, . . . , η, t)},em que ηi (índi
e superes
rito à esquerda) denota a 
on�guração obtida de ηa partir de uma mudança anti
í
li
a (
onforme o esboço mostrado na �gura3.1). Tem-se, então, as transições: (1 → 0, 0 → 2, 2 → 1).Como os úni
os deltas de Krone
ker não-nulos são δ(ηi, 1− η′i) = δ(ηi, η
i
i)e δ(1− ηi, η

′
i) = δ(ηii, ηi), pode-se es
rever a equação anterior 
omo se segue

d

dt
< f(η) > =

∑

i

∑

η

f(η)ωi(η
i)P (ηi, t)− f(η)ωi(η)P (η, t)

=
∑

i

< f(iη)− f(η)ωi(η) > . (3.7)A probabilidade de transição por sítio é de�nida a partir das regrasde�nidas na seção 3.1, que podem ser es
ritas analiti
amente por
ωi(η) = cδ(ηi, 2) +

1

ζ
bδ(ηi, 1)

∑

δ

δ(ηi+δ, 2), (3.8)em que a soma é sobre os primeiros vizinhos do i-ésimo sítio.Substituindo a probabilidade de transição por sítio, dada na equação(3.8), na equação (3.7) pode-se obter as equações de evolução temporal dosmomentos da distribuição de probabilidades.



3.2. EQUAÇ�O MESTRA PARA O MODELO SIR 39Usando f(η) = δ(ηi, 1), pode-se de�nir a média < δ(ηi, 1) >= Pi(1),que é a densidade de indivíduos sus
etíveis, assim 
omo < δ(ηi, 2) >=
Pi(2) representa a densidade de infe
tados, e < δ(ηi, 0) >= Pi(0), quedenota a densidade de re
uperados. Quando se 
onsidera uma população
onstante, não há natalidade ou mortalidade, �
ando implí
ita a 
ondição denormalização,

P (1) + P (2) + P (0) = 1. (3.9)Assim, é su�
iente 
al
ular apenas dois dos primeiros momentos. O ter
eiro�
a determinado pela 
ondição de normalização.Substituindo f(η) = δ(ηi, 1) na equação (3.7), tem-se:
dPi(1)

dt
= < [δ(iηi, 1)− δ(ηi, 1)]ωi(η) >

= < [δ(ηi, 0)− δ(ηi, 1)]ωi(η) >

= < 0− b

ζ
δ(ηi, 1)

∑

δ

δ(ηi+δ, 2) >

= − b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12). (3.10)Nessa expressão, o somatório 
om índi
e δ é a 
ontagem de primeirosvizinhos infe
tados; ζ é o número de 
oordenação da rede; e o termo Pi,i+δ(12)representa a probabilidade de haver um primeiro vizinho infe
tado ao ladode um indivíduo sus
etível.Repetindo os 
ál
ulos 
om f(η) = δ(ηi, 2), en
ontra-se:
dPi(2)

dt
= < [δ(iηi, 2)− δ(ηi, 2)]ωi(η) >

= < [δ(ηi, 1)− δ(ηi, 2)]ωi(η) >

= <
b

ζ
δ(ηi, 1)

∑

δ

δ(ηi+δ, 2)− cδ(ηi, 2) >

=
b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12)− cPi(2). (3.11)Utilizando as equações (3.9), (3.10) e (3.11), é possível também es
rever aequação de evolução para Pi(0),
d

dt
Pi(0) = − d

dt
Pi(1)−

d

dt
Pi(2). (3.12)



40CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)3.3 Aproximação de Campo Médio SimplesEm primeiro lugar, analisam-se as equações (3.10)-(3.12) por meio daaproximação de 
ampo médio simples. Nesse 
aso, as 
orrelações de dois oumais sítios são es
ritas em termos das 
orrelações de um sítio, isto é,
P (η1, . . . , ηi, . . . , ηN) =

∏
P (ηi). (3.13)Em parti
ular a probabilidade 
onjunta Pi,i+δ(12) que apare
e no ladodireito das equações (3.10) e (3.11), é es
rita na aproximação de 
ampo médiosimples 
omo

Pij(αβ) = Pi(α)Pj(β). (3.14)Com essa aproximação, assumindo invariân
ia transla
ional e de�nindo asdensidades P (1) = x, P (2) = y e P (0) = z que representam a densidade deindivíduos sus
etíveis, infe
tados e re
uperados, respe
tivamente, tem-se queas equações (3.10), (3.11) e (3.12) podem ser es
ritas 
omo
ẋ = −bxy, (3.15)

ẏ = bxy − cy, (3.16)e
ż = cy, (3.17)assumindo-se que a rede seja isotrópi
a P (12) = P (21).Não foi possível obter a solução exata do sistema de equações (3.15)-(3.17), entretanto, pelas equações (3.15)-(3.16) pode-se es
rever a equaçãoindependente do tempo

dy

dx
= −1 +

c

b

1

x
. (3.18)Integrando a equação (3.18), obtem-se a seguinte equação:

y + x− c

b
lnx = K, (3.19)em que K é a 
onstante de integração. Essa equação expressa as � trajetórias�no espaço de fase. Ou seja, é uma equação de 
onservação entre as densidades.Como ela é uma equação independente do tempo, deve ser satisfeita emqualquer instante de tempo e, assim, permite-se usar as 
ondições de 
ontornopara determinar a solução esta
ionária.Pelas hipóteses do modelo, no instante ini
ial (t = 0), a densidade deinfe
tados tende a zero (y → 0) e a densidade de sus
etíveis se aproxima do



3.3. APROXIMAÇ�O DE CAMPO MÉDIO SIMPLES 41valor unitário (x → 1). Usando os valores (x, y) = (1, 0) na equação (3.19),obtem-se K = 1, 
ujo valor é válido para qualquer instante t. No limite detempo muito grande (t → ∞), a densidade de sus
etíveis assume o valorassintóti
o x = 1− z∞, em que z∞ é a densidade de indivíduos re
uperados.Substituindo esses valores na equação (3.19) 
om K = 1 e expandindo aexpressão em série de Taylor, tru
ando a série em termos de segunda ordem,obtem-se a solução esta
ionária
z∞[2c(c− b) + b2z∞] = 0. (3.20)Pela equação (3.20), nota-se que há duas raízes: z∞ = 0 e z∞ = b2

2c(b−c)
. Aprimeira 
orresponde à fase sem propagação da epidemia e a segunda, à fase
om propagação da epidemia.Pela equação (3.16), per
ebe-se que x(t = 0) > c/b é a 
ondição ne
essáriapara que a densidade de infe
tados seja uma função 
res
ente para tempospróximos de zero. Ou seja, na fase ini
ial de propagação da epidemia, deve-seter dy/dt > 0 (função 
res
ente). Portanto, na aproximação de 
ampo médiosimples, x0 = c/b é o limiar de espalhamento epidêmi
o.O sistema de equações (3.15-3.17) apresenta os seguintes pontos �xos:

(x∗, y∗, z∗) = (1, 0, 0), que é marginalmente estável se c > b, e (x∗, y∗, z∗) =
(x1, 0, z1). O primeiro ponto �xo representa o estado absorvente de sus
etíveis,enquanto o segundo representa o estado absorvente de re
uperados e sus
etíveis.A perda de estabilidade o
orre quando c = b. Isso signi�
a que, para c > b,ou seja, c > 1/2, a epidemia não se espalha e toda a população se man-tém sus
etível. À medida que a probabilidade de imunização c diminui (aprobabilidade de infe
ção b aumenta) tomando valores menores que o limiar
cc = 1/2, parte da população torna-se infe
tada e, no estado esta
ionário,devido ao pro
esso de re
uperação espontânea, todos os indivíduos infe
tadostornam-se re
uperados e imunes. Consequentemente, o sistema �
a preso emum estado absorvente de sus
etíveis e re
uperados.Na �gura 3.2, 
onsta a evolução das densidades de sus
etíveis, infe
tados ere
uperados em função do tempo. A densidade ini
ial de infe
tados é muitopequena (adotando y(0) = 10−4) e pode ser vista 
omo uma perturbação,mas, 
omo c < cc, essa perturbação é su�
iente para infe
tar uma par
elasigni�
ativa da população. O pro
esso de infe
ção 
essa devido à imunizaçãode todos os infe
tados. Como os pro
essos de infe
ção e re
uperação o
or-rem 
on
omitantemente, em determinado momento, prevale
e o pro
esso deimunização e o sistema vai para um estado absorvente. As 
urvas foram obti-das pela iteração das equações (3.15-3.17) 
om o método de Runge-Kutta dequarta ordem.Na �gura 3.3, é possível observar a densidade esta
ionária de indivíduosre
uperados em função da probabilidade de imunização (re
uperação) c, na
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Figura 3.2: Curvas de evolução das densidades 
om c = 0, 25 na aproximaçãode 
ampo médio simples para a densidade de sus
etíveis S, infe
tados I ere
uperados R em função do tempo.aproximação de 
ampo médio simples. Para fazer a integração numéri
adas equações (3.15-3.17) ini
ia-se 
om uma densidade muito baixa de in-divíduos infe
tados y → 0 e x → 1 e, a 
ada iteração, resolve-se o sis-tema de equações diferen
iais numeri
amente até as densidades atingirem umvalor esta
ionário. Utilizando sempre a mesma 
ondição ini
ial e variando aprobabilidade de imunização c, 
al
ula-se a densidade esta
ionária de indi-víduos re
uperados. Abaixo de cc = 1/2, há uma fase 
om espalhamento daepidemia e, por isso, a densidade de indivíduos re
uperados é sempre maiorque zero R > 0. A
ima do ponto 
ríti
o c > 1/2, não há espalhamento daepidemia e, por isso, a densidade de indivíduos re
uperados é nula R = 0. Alinha verti
al tra
ejada separa a fase �ativa�, na qual a epidemia se espalha,da fase � inativa� em que não há espalhamento da epidemia.
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Figura 3.3: Densidade esta
ionária de indivíduos re
uperados versus c naaproximação de 
ampo médio simples.



44CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)3.4 Aproximação de Campo Médio por ParesAo 
al
ular os primeiros momentos da distribuição, nota-se a dependên-
ia dos segundos momentos que, na aproximação de 
ampo médio simples,foram des
orrela
ionados, a �m de obter em uma primeira aproximação doresultado exato (des
onhe
ido). Para melhorar a solução de 
ampo médio,deve-se 
onsiderar momentos de ordem maior. Para in
luir os momentos desegunda ordem (
orrelações de dois sítios), não é ne
essário 
al
ular todas asprobabilidades 
onjuntas, pois há as seguintes 
ondições de normalização:
P (00) + P (01) + P (02) = P (0), (3.21)
P (10) + P (11) + P (12) = P (1), (3.22)
P (20) + P (21) + P (22) = P (2), (3.23)e P (0) + P (1) + P (2) = 1. (3.24)Com a es
olha de P (1), P (2), P (01), P (02) e P (12) 
omo probabilidades in-dependentes, resta determinar as equações de evolução temporal para as
orrelações de dois sítios, visto que na seção 3.3 já foram determinadas asequações para P (1) e P (2).Usando f(η) = δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) na equação (3.7) e de�nindo

< δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) >= Pij(01), obtem-se:
dPij(01)

dt
=

N∑

k=1

< [δ(kηi, 0)δ(
kηj, 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)]ωk(η) > .(3.25)Na somatória em k, há três 
asos a 
onsiderar:� 1) Quando k 6= i 
om k 6= j, tem-se

δ(kηi, 0)δ(
kηj , 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) = δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) = 0.� 2) Quando k = i 
om k 6= j, tem-se:

δ(kηi, 0)δ(
kηj , 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) = δ(ηi, 2)δ(ηj, 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)

< [δ(ηi, 2)δ(ηj, 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)]ωi(η) >=

< cδ(ηi, 2)δ(ηj, 1)− 0 >= cPij(12).� 3) Quando k 6= i 
om k = j, tem-se:
δ(kηi, 0)δ(

kηj, 1)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) = δ(ηi, 0)[δ(ηj, 0)− δ(ηj, 1)]

< [δ(ηi, 0)[δ(ηj, 0)− δ(ηj, 1)]ωj(η) >=

< 0− b

ζ

∑

δ

δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)δ(ηj+δ, 2) >= − b

ζ

∑

δ

Pi,j,j+δ(012).
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e k, deve-se en
ontrar
dPij(01)

dt
= cPij(21)−

b

ζ

∑

δ

Pi,j,j+δ(012). (3.26)A soma nos primeiros vizinhos do sítio j deve ser feita per
orrendo todos osprimeiros vizinhos, ex
luindo-se o sítio i. Para ζ = 4 (rede quadrada), tem-seum aglomerado 
om seis sítios vizinhos ao par ηiηj , na forma
P




η2 η3
η1 ηi ηj η4

η6 η5


 .Considerando esse aglomerado, a somatória da equação (3.26) torna-se:

∑

δ

Pi,j,j+δ(012) =
∑

δ

< δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)δ(ηj+δ, 2) >=

∑

ηi,η3,η4,η5

<
(
δ(ηi, 2) + δ(η3, 2) + δ(η4, 2) + δ(η5, 2)

)
P




η3

0 1 η4
η5



 >

= 0 +
∑

η3,η4,η5

< δ(η3, 2)P




η3
0 1 η4

η5


 +

∑

η3,η4,η5

δ(η4, 2)P




η3
0 1 η4

η5


+

+
∑

η3,η4,η5

δ(η5, 2)P




η3
0 1 η4

η5


 >

= P

(
2

0 1

)
+ P (012) + P

(
0 1

2

)
.Portanto, 
onsiderando isotropia e homogeneidade espa
ial, qualquer queseja a 
oordenação da rede, o i-ésimo sítio não 
ontribui para a soma. Assim,deve-se ter:

dPij(01)

dt
= cPij(21)− b

ζ − 1

ζ
Pi,j,j+δ(012). (3.27)Com f(η) = δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) na equação (3.7), e de�nindo

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) >= Pij(12), obtem-se:
dPij(12)

dt
=

N∑

k=1

< [δ(kηi, 1)δ(
kηj, 2)− δ(ηi, 1)δ(ηj, 2]ωk(η) > . (3.28)



46CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)Analisando todas as possibilidades de haver valor não-nulo na somatóriaem k:� 1) Quando k 6= i 
om k 6= j, tem-se:
δ(kηi, 1)δ(

kηj , 2)− δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) = δ(ηi, 1)δ(ηj, 2)− δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) = 0.� 2) Quando k = i 
om k 6= j, tem-se:
δ(kηi, 1)δ(

kηj, 2)− δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) = [δ(ηi, 0)− δ(ηi, 1)]δ(ηj, 2)

< [δ(ηi, 0)− δ(ηi, 1)]δ(ηj, 2)ωi(η) >=

< 0− b

ζ

∑

δ

δ(ηi, 1)δ(ηj, 2)δ(ηi+δ, 2) > .

∑

δ

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 2)δ(ηi+δ, 2) >=

∑

η1,η2,ηj ,η6

<
(
δ(η1, 2)+ δ(η2, 2)+ δ(ηj, 2)+ δ(η6, 2)

)
P




η2
η1 1 2

η6


 > .Cujo valor médio é:

= Pij(12)+
∑

η1,η2,η6

δ(η1, 2)P




η2
η1 1 2

η6


+

∑

η1,η2,η6

δ(η2, 2)P




η2
η1 1 2

η6


+

+
∑

η1,η2,η6

δ(η6, 2)P




η2
η1 1 2

η6




= P (12) + P (212) + P

(
2

1 2

)
+ P

(
1 2
2

)
.� 3) Quando k 6= i 
om k = j, tem-se:

δ(kηi, 1)δ(
kηj, 2)− δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) = δ(ηi, 1)[δ(ηj, 1)− δ(ηj, 2)]

< δ(ηi, 1)[δ(ηj, 1)− δ(ηj, 2)]ωj(η) >=

<
b

ζ

∑

δ

δ(ηi, 1)δ(ηj, 1)δ(ηj+δ, 2)− δ(ηi, 1)δ(ηj, 2) > .



3.4. APROXIMAÇ�O DE CAMPO MÉDIO POR PARES 47Realizando a soma sobre os primeiros vizinhos,
∑

δ

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 1)δ(ηj+δ, 2) >=

∑

ηi,η3,η4,η5

<
(
δ(ηi, 2) + δ(η3, 2) + δ(η4, 2) + δ(η5, 2)

)
P




η3

1 1 η4
η5



 >

= 0 + P (12) +

(
1 1

2

)
+ P (112) + P

(
1 1
2

)
.Após realizar a somatória no índi
e k, deve-se en
ontrar

dPij(12)

dt
= − b

ζ
[Pij(12) + (ζ − 1)Pi+δij(212)] +

b

ζ
(ζ − 1)Pijj+δ(112)− cPij(12). (3.29)Para obter a equação de evolução temporal para P (02), deve-se usar

f(η) = δ(ηi, 0)δ(ηj, 2) na equação (3.7), que resulta
dPij(02)

dt
=

N∑

k=1

< [δ(kηi, 0)δ(
kηj , 2)− δ(ηi, 0)δ(ηj, 2]ωk(η) >

=< [δ(ηi, 2)− δ(ηi, 0)]δ(ηj, 2)ωi(η) + δ(ηi, 0)[δ(ηj, 1)− δ(ηj, 2)]ωj(η) >

=< cδ(ηi, 2)δ(ηj, 2)− 0 +
b

z

∑

δ

δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)δ(ηj+δ, 2)− cδ(ηi, 0)δ(ηj, 2) >Portanto,
dPij(02)

dt
= cPij(22) + b

ζ − 1

ζ
Pijj+δ(012)− cPij(02). (3.30)As equações para os segundos momentos da distribuição dependem demomentos de ter
eira ordem. Fazer a aproximação de 
ampo médio por pares
orresponde a trun
ar a dependên
ia das 
orrelações entre probabilidades emsegunda ordem. Para isso, as 
orrelações de trios são aproximadas da seguinteforma:

P (αβγ) =
P (αβ)P (βγ)

P (β)
. (3.31)Com essa aproximação, e usando x = P (1), y = P (2), u = P (01),

v = P (12) e w = P (02), pode-se es
rever as equações (3.10), (3.11),
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omo:
ẋ = −bv, (3.32)

ẏ = bv − cy, (3.33)
u̇ = −b

ζ − 1

ζ

uv

x
+ cv, (3.34)

v̇ = b
ζ − 1

ζ

x− u− 2v

x
v −

( b
ζ
+ c

)
v, (3.35)e ẇ = b

ζ − 1

ζ

uv

x
+ c

(
y − v − 2w

)
. (3.36)Um dos pontos �xos desse sistema de equações é (x, y, u, v, w) = (1, 0, 0, 0, 0),que 
orresponde ao estado absorvente de sus
etíveis. Fazendo a análise deestabilidade linear, é possível notar que esse ponto é marginalmente estávelse c > ζ−2

2(ζ−1)
. Quando c = cc = ζ−2

2(ζ−1)
, similar ao 
omportamento queo
orre na transição en
ontrada na aproximação de 
ampo médio simples, osistema perde a estabilidade. Abaixo desse limiar, a epidemia atinge parte dapopulação mas, de
orrido um tempo su�
ientemente longo, o sistema atingeum estado esta
ionário absorvente de sus
etíveis e re
uperados.Na �gura 3.4, 
onsta a evolução das densidades indivíduos sus
etíveis,infe
tados e re
uperados/imunes na aproximação de 
ampo médio por pares.As 
urvas foram obtidas pela iteração numéri
a das equações (3.10), (3.11),(3.27), (3.29)) e (3.30), a partir de uma densidade ini
ial de infe
tados iguala 10−4.Na �gura 3.5, des
reve-se a densidade esta
ionária de indivíduos re
upera-dos em função da probabilidade de imunização para (ζ = 4) (
orrespondentea rede quadrada regular). Nessa �gura, 
onstam os resultados de 
ampomédio simples e 
ampo médio por pares. Per
ebe-se que a aproximação depares prevê que o regime onde há espalhamento de epidemia apresenta umaredução quando são 
onsideradas 
orrelações de maior ordem. Esse 
ompor-tamento deve ser visto quando se faz também uma aproximação de trios.Contudo, a aproximação de 
ampo médio é útil para estimar o 
omporta-mento do sistema e ter uma expe
tativa de 
omo é o diagrama de fases. Paraanalisar 
omo se 
omporta as grandezas médias na 
riti
alidade, deve-sere
orrer a outros métodos de investigação. Para este �m, serão realizadassimulações 
omputa
ionais de Monte Carlo do modelo de�nido em uma rederegular, bus
ando determinar o ponto 
ríti
o e estudar o 
omportamento degrandezas de estado próximas da 
riti
alidade.
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Figura 3.4: Curvas de evolução das densidades 
om c = 0, 25 na aproxi-mação de 
ampo médio por pares. As 
urvas foram obtidas pela iteração dasequações (3.10), (3.11), (3.27), (3.29)) e (3.30) 
om ζ = 4 
orrespondente auma rede regular quadrada.

Figura 3.5: Densidade de re
uperados versus a probabilidade de imunização
c obtida por meio de aproximação de 
ampo médio simples (linha tra
ejada)e por meio de aproximação de pares (linha 
ontínua). Na aproximação depares, �xa-se ζ = 4, que 
orresponde a uma rede quadrada.



50CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)3.5 Simulações de Monte Carlo esta
ionáriasCom o método de Monte Carlo, é possível 
onstruir um algoritmo pararealizar simulações 
omputa
ionais do modelo SIR. É importante ressaltarque, em um sistema �nito, esse modelo sempre evolui para um estado ab-sorvente. E, assim, diferentemente de modelos 
om um úni
o estado ab-sorvente, não se pode 
al
ular médias esta
ionárias usando uma média tem-poral sobre uma úni
a realização. Todas as grandezas médias devem ser
al
uladas usando um 
onjunto de realizações e 
ada realização evolui atéatingir um estado absorvente, então, a 
orrida temporal é interrompida e é
omputado o valor de 
ada uma das grandezas a ser analisadas. Isto é feitopara um número amplo de realizações, 
om 
ondições ini
iais iguais, mas
ada realização evolui independentemente.Com base nas regras de transição do modelo, 
onstruiu-se uma primeiraversão de algoritmo para simulação, o qual segue exatamente as etapas deevolução do modelo, 
ujos passos são:� 1) De�nir e ini
ializar uma rede regular 
om 
ondições periódi
as de
ontorno. Colo
ar todos os sítios no estado ηi = 1 (sus
etível), ex
etoo sítio 
entral, 
om ηi = 2 (infe
tado).� 2) Sortear um sítio da rede e um número aleatório α (0 ≤ α < 1).Efetuar o 
ál
ulo da probabilidade de transição do sítio ωi(η) usando aequação (3.8). Se α 6 ωi(η), então o sítio assume seu próximo estado
í
li
o (segundo o diagrama apresentado na �gura 3.1).� 3) Repetir o passo 2 até que o último indivíduo infe
tado torne-sere
uperado. Quando isso a
onte
er o sistema �
a preso em um estadoabsorvente e a 
orrida é interrompida.� 4) Cal
ular as grandezas médias.Caso seja ne
essário de�nir uma unidade de tempo, introduz-se no passo 3um 
ritério de in
remento temporal. Para 
ada N sítios sorteados, em que
N é o total de sítios da rede, o tempo sofre a
rés
imo de uma unidade oupasso de Monte Carlo.Uma vez que a simulação ini
ia-se 
om um úni
o infe
tado, os sítiossorteados não terão seus estados modi�
ados por tratar-se de sítios no estadosus
etível sem primeiros vizinhos infe
tados. Isso o
orre prin
ipalmente no
omeço da simulação e a
aba gerando o
iosidade 
omputa
ional. Pode-se
ontornar esse problema 
riando uma lista de sítios ativos, nos quais podehaver 
riação e aniquilação de infe
tados. Um algoritmo que permite simularo modelo SIR 
om maior e�
iên
ia 
omputa
ional segue os seguintes passos:
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ria-se um vetor de dimensão 2×N (listade sítios ativos), onde serão armazenadas as 
oordenadas dos sítios in-fe
tados. Ini
ializa-se todos os sítios da rede no estado 1 (sus
etível),ex
eto o sítio 
entral, que deve estar ini
ialmente no estado 2.Para uma rede regular quadrada de lado L, adotando dois pontos (:)para designar toda a linha ou 
oluna de uma matriz ou vetor, tem-se:rede(:, :) = 1rede(L/2, L/2) = 2La(1, 1) = L/2; La(1, 2) = L/2 (lista de sítios infe
tados).
Ni=1 (número de indivíduos infe
tados).� 1) Sorteia-se um número aleatório α no intervalo [0, 1). Usa-se estenúmero para es
olher um sítio infe
tado. Para isto, faz-se k = int(1.0+

α ×Ni), em que int denota a função inteiro, e o número k irá indi
ara posição deste sítio, a partir da lista de infe
tados. Capturam-se as
oordenadas do sítio i = La(k, 1), j = La(k, 2).� 2) Sorteia-se um número aleatório β (0 ≤ β < 1), que é 
omparado àprobabilidade de re
uperação c.� 2.a) Se β < c, então, o indivíduo se re
upera.rede(i, j) = 0reagrupa-se a lista de infe
tados para �
ar 
ompa
ta
La(k, :) = La(Ni, :)

La(Ni, :) = 0
Ni = Ni− 1.� 2.b) Se β > c, então, sorteia-se um primeiro vizinho 
om 
oorde-nadas (x, y). Se este vizinho for sus
etível, torna-se infe
tado.
Ni = Ni+ 1

La(Ni, 1) = x; La(Ni, 2) = yrede(x, y) = 2.� 3) Enquanto há indivíduo infe
tado (Ni > 0), repete-se o passo 2. Se
Ni = 0, 
al
ulam-se as grandezas de estado.As grandezas 
al
uladas nas simulações esta
ionárias foram: número mé-dio de indivíduos re
uperados,

S =< NR >, (3.37)



52CAPÍTULO 3. MODELO SUSCETÍVEL-INFECTADO-RECUPERADO(SIR)a densidade de indivíduos re
uperados,
ρ =

< NR >

N
, (3.38)em que N é o total de sítios da rede, o número quadráti
o médio de indivíduosre
uperados,

M =< N2
R >, (3.39)a razão entre o número quadráti
o médio de re
uperados e o quadrado donúmero médio de re
uperados,

U =
< N2

R >

< NR >2
=

M

S2
, (3.40)e a probabilidade P do aglomerado de re
uperados atingir a borda maispróxima do 
entro da rede. Essa última grandeza foi de�nida 
omo a fraçãodo total de realizações em que há re
uperados na borda da rede sobre o totalde realizações. Mostrou-se que essa probabilidade é o parâmetro de ordem P[44,46℄ e está rela
ionada à probabilidade de per
olação. O número médio deindivíduos re
uperados está rela
ionado ao tamanho médio dos aglomerados,e o número quadráti
o médio de indivíduos re
uperados está asso
iado aoter
eiro momento da distribuição de aglomerados. Por isso, usaram-se asmesmas variáveis S e M , 
al
uladas para o modelo de per
olação.Foram realizadas várias simulações do modelo SIR de�nido em uma redequadrada regular e também para o modelo SIR em uma rede triangular, 
ujosresultados serão apresentados nas próximas seções.3.6 Simulações na rede quadradaA rede quadrada regular possui 
oordenação ζ = 4 e é esperado que, emsimulações 
omputa
ionais de Monte Carlo, o ponto 
ríti
o cc seja menor queaquele obtido via aproximações de 
ampo médio. Ressalta-se que o modelopossui somente um parâmetro de 
ontrole es
olhido 
omo a probabilidade deimunização c, 
om b = 1− c. Portanto, deve-se investigar 
omo as grandezasmédias variam em função desta probabilidade em redes de tamanho �nito.Nas �guras 3.6-3.9, 
onstam retratos de uma realização para probabili-dade de imunização c = 0, 12; 0, 15; 0, 1765 e 0, 19, respe
tivamente. Por elasveri�
a-se que, no estado esta
ionário, quanto menor o valor de c, maior aquantidade de indivíduos re
uperados e o tamanho das �ilhas� de indivíduossus
etíveis formada pelos indivíduos que es
aparam da epidemia 
res
em emfunção do aumento da probabilidade c. Abaixo do limiar de imunização cc,



3.6. SIMULAÇÕES NA REDE QUADRADA 53que deve ser determinado, a epidemia se propaga e o aglomerado formadopelos indivíduos re
uperados, na grande maioria das realizações, atinge aborda da rede. As simulações são exe
utadas usando 
ondições periódi
asde 
ontorno e a probabilidade P , que é o parâmetro de ordem do modelo, éde�nida 
omo a probabilidade do aglomerado de re
uperados atingir a fa
esuperior ou direita da rede (lados mais próximos do 
entro da rede).
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Figura 3.6: Retratos da rede 
om L = 100 e c = 0, 12 durante a propagaçãoda epidemia (instante t = 90) e quando atinge o estado absorvente.
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Figura 3.7: Retratos da rede 
om L = 100 e c = 0, 15 durante a propagaçãoda epidemia (instante t = 100) e quando atinge o estado absorvente.Os resultados esta
ionários apresentados nesta seção e na seção seguinteforam obtidos usando um 
onjunto entre 107 e 108 realizações independentes.Na �gura 3.10, 
onsta a densidade esta
ionária de indivíduos re
uperadosem função da probabilidade de imunização para diferentes tamanhos de rede.Na �gura 3.11, 
onsta o parâmetro de ordem P versus a probabilidade deimunização para diferentes tamanhos de rede. Na �gura 3.10, observa-se que,para tamanhos grandes, aumentando a probabilidade de imunização, sai-sede uma fase 
om densidade não-nula de indivíduos re
uperados e atingimosuma fase 
om densidade nula de indivíduos re
uperados. Comportamento
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Figura 3.8: Retratos da rede 
om L = 100 e c = 0, 1765 durante a propagaçãoda epidemia (instante t = 180) e quando atinge o estado absorvente.
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Figura 3.9: Retratos da rede 
om L = 100 e c = 0, 19 durante a propagaçãoda epidemia (instante t = 200) e quando atinge o estado absorvente.similar pode ser observado para o parâmetro de ordem P . Isso signi�
a que,para um sistema de tamanho in�nito, deve o
orrer uma transição de fase
ontínua.A partir dessas �guras, não se pode a�rmar 
om pre
isão qual deve sero ponto 
ríti
o, mas �
a nítido que para redes grandes a densidade de re
u-perados e o parâmetro de ordem se anulam a
ima deste limiar e, à medidaque o tamanho da rede aumenta, mais bem de�nido �
a este limiar.O 
omportamento da razão entre os momentos U = M
S2 de�nida naequação em 3.40 pode ser visto na �gura 3.12 
omo função da probabili-dade de imunização. A partir dessa �gura, veri�
a-se que, no regime 
omespalhamento da epidemia, essa grandeza tende a um valor 
onstante e, naproximidade do ponto 
ríti
o, U 
res
e em função do aumento do tamanhoda rede L. Não está representado nessa �gura, mas muito a
ima do ponto
ríti
o, U volta a apresentar um mesmo valor para diferentes tamanhos derede. Isso é distinto do 
omportamento observado em modelos 
om um úni
oestado absorvente, 
omo por exemplo o modelo de 
ontato para o qual U,
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Figura 3.10: Densidade de indivíduos re
uperados versus a probabilidade deimunização c para diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L.
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Figura 3.11: Probabilidade do aglomerado de indivíduos re
uperados atingira borda da rede P versus a probabilidade de imunização c para diferentestamanhos de rede quadrada de lado L.no ponto 
ríti
o, apresenta um valor universal (que independe do tamanhoda rede). Neste modelo, à medida que o tamanho do sistema aumenta, agrandeza U diverge e, por isso, deve-se pro
urar outra grandeza que sejauniversal no ponto 
ríti
o para que seja possível determinar o ponto 
ríti
o
om prati
idade e pre
isão.
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Figura 3.12: Razão entre o segundo e primeiro momento ao quadrado U = M
S2versus a probabilidade de imunização c para diferentes tamanhos de redequadrada de lado L.3.7 Comportamento 
ríti
oPara obter os expoentes 
ríti
os asso
iados à transição de fase de não-equilíbrio que o
orre no modelo SIR, serão analisadas esses dados por meiode simulações de Monte Carlo do modelo SIR de�nido em redes �nitas detamanho linear L. Constata-se, a partir da �gura 3.10, que a densidade deindivíduos re
uperados depende fortemente de L nas vizinhanças da 
riti
al-idade. O mesmo o
orre para o parâmetro de ordem P e para a razão U ,
omo pode ser visto nas �guras 3.11 e 3.12.Partindo-se do pressuposto de que uma análise de es
ala �nita pode serfeita para estudar a transição de fase de não-equilíbrio no modelo SIR, pode-se assumir que, para o sistema in�nito, a transição é 
ara
terizada por um
omprimento de 
orrelação ξ que diverge no ponto 
ríti
o e possui o seguinte
omportamento assintóti
o

ξ ∼ |ǫ|−ν⊥, (3.41)em que ǫ = c − cc é o desvio do parâmetro de 
ontrole c 
om relação aovalor 
ríti
o. Como nas proximidades do ponto 
ríti
o o tamanho linear dosistema L se es
ala 
om o 
omprimento de 
orrelação ξ, deve-se esperar queuma grandeza A dependa de L da seguinte maneira
AL(c) = Lα/ν⊥F (L/ξ), (3.42)ou

AL(c) = Lα/ν⊥F̃ (L1/ν⊥ǫ). (3.43)



3.7. COMPORTAMENTO CRÍTICO 57No limite em que L → ∞, deve-se ter
A∞(c) ∼ |ǫ|−α. (3.44)Neste limite o parâmetro de ordem deve se 
omportar nas vizinhanças da
riti
alidade 
omo

P ∼ |ǫ|β, (3.45)em que β é o expoente 
ríti
o asso
iado ao parâmetro de ordem. Portanto,de a
ordo 
om a expressão (3.43), o parâmetro de ordem deve obede
er àseguinte forma de es
ala
PL(c) = L−β/ν⊥f(L1/ν⊥ǫ), (3.46)em que f(x) é uma função universal.As grandezas que 
ara
terizam o modelo SIR podem ser rela
ionadas àsgrandezas da teoria de per
olação. Pelas equações (2.64) e (2.69), tem-se

S ∼ |ǫ|−γ, (3.47)e
M ∼ |ǫ|−β−2γ. (3.48)Portanto,
U ∼ |ǫ|−β. (3.49)Pelas expressões (3.44) e (3.47), o número médio de indivíduos re
uperadosdeve obede
er à seguinte forma de es
ala

SL(c) = Lγ/ν⊥h(L1/ν⊥ǫ), (3.50)em que h(x) é uma função universal. Pelo mesmo ra
io
ínio, a partir dasequações (3.44) e (3.48), tem-se
ML(c) = L(β+2γ)/ν⊥j(L1/ν⊥ǫ), (3.51)em que j(x) é uma função universal. E a razão U deve obede
er à forma dees
ala

UL(c) = Lβ/ν⊥k(L1/ν⊥ǫ). (3.52)No ponto 
ríti
o ǫ = 0, as grandezas que estão sendo investigadas para omodelo SIR obede
em às seguintes formas de es
ala:
P ∼ L−β/ν⊥, (3.53)
S ∼ Lγ/ν⊥ , (3.54)

M ∼ L(β+2γ)/ν⊥ , (3.55)
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U ∼ Lβ/ν⊥. (3.56)Veja que, por estas relações, o produto entre U e P torna-se indepen-dente do tamanho da rede L. Introduziu-se essa nova grandeza, denominada

UP , 
omo grandeza que estabele
e um novo método para 
al
ular o ponto
ríti
o em simulações de Monte Carlo para o modelo SIR. Devido à inde-pendên
ia 
om relação ao tamanho da rede L, em um grá�
o de UP versus cpara diferentes valores de L, deve haver um 
ruzamento das 
urvas no ponto
ríti
o. Como pode ser visto na �gura 3.13, isso de fato a
onte
e. Usandoesse método, a estimativa para cc é 0, 17650(2), que está de a
ordo 
om osvalores 
onhe
idos [34, 44℄. Além disso, 
onforme pode ser visto �gura 3.14,pelo 
ruzamento entre duas 
urvas su
essivas de UP versus 1/L, é possívelfazer uma extrapolação para um sistema de tamanho in�nito (1/L → 0), eobter o valor 
ríti
o de UP = 1, 0167(1), o qual 
on
orda 
om o valor de UPobtido para a per
olação por sítio e ligação [46℄.No ponto 
ríti
o, c = cc e ǫ = 0, e a partir da equação (3.53) pode-sees
rever
ln[PL(cc)] = −β/ν⊥lnL+ C, (3.57)em que C é uma 
onstante. É possível obter a razão entre os expoentes β/ν⊥a partir do grá�
o de lnPl(cc) versus lnL.
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Figura 3.13: Produto da razão entre o segundo e primeiro momento U = M
S2pelo parâmetro de ordem UP versus a probabilidade de imunização c paradiferentes tamanhos de rede quadrada de lado L.
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Figura 3.14: UP versus 1/L, em que UP é o valor obtido para o 
ruzamentodas 
urvas mostrada na �gura 3.13 para dois tamanhos 
onse
utivos de redede lado L.Na �gura 3.15, 
onsta a densidade de indivíduos re
uperados versus otamanho da rede para diferentes probabilidades de imunização. No regimesub
ríti
o (c > cc), para L → ∞ a densidade de re
uperados se anula e, assim,para redes �nitas as 
urvas de ρ em função de L são 
onvexas. Por outrolado, no regime super
ríti
o, mesmo para tamanho in�nito, a densidade nãovai a zero, pois assume um valor 
onstante não-nulo. Em redes de tamanho�nito, isso resulta em 
urvas 
�n
avas para ρ versus L. No ponto 
ríti
o,a densidade des
res
e segundo uma lei de potên
ia. O parâmetro de ordemapresenta esse mesmo 
omportamento. Na �gura 3.16, tem-se o parâmetro deordem versus L, em es
ala log-log, para c = 0, 17650. O 
oe�
iente linear é arazão β/ν⊥ = 0, 1048(10). Na �gura 3.17, em es
ala log-log, 
onsta o númeromédio de re
uperados S versus L para cc = 0, 17650(2), 
ujo 
oe�
ientelinear permite 
al
ular γ/ν⊥ = 1, 7923(5). Pode-se 
omparar estes resultados
om os valores exatos β/ν⊥ = 5/48 = 0.1042 e γ/ν⊥ = 43/24 = 1.792 quesão 
al
ulados 
om β = 5/36 e ν⊥ = 4/3 da per
olação em duas dimensões.Para averiguar a validade da hipótese de es
ala �nita usada para omodelo, deve-se veri�
ar se, usando os expoentes 
ríti
os en
ontrados, é pos-sível 
olapsar os dados de 
ada uma das grandezas em estudo. Na �gura3.18, tem-se o 
olapso para o parâmetro de ordem P versus c para diferentestamanhos de rede quadrada de lado L. Per
ebe-se que, dentro do intervalode probabilidades analisado, os dados 
olapsam, 
on�rmando a validade denossas suposições.
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Figura 3.15: Densidade de re
uperados versus o tamanho linear da rede
L para diferentes probabilidades de imunização c. A densidade se es
alasegundo a relação ρ ∼ L−2β/ν⊥.
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ln LFigura 3.16: Ln(P ) versus ln(L) para c = 0, 17650. A reta ajustada aos da-dos (linha 
ontínua), 
onforme a equação (3.53), apresenta 
oe�
iente linear
β/ν⊥ = 0, 1048(10).O 
olapso para o número médio de re
uperados S pode ser visto na �gura3.19 para diferentes valores de L, 
ujo 
omportamento está em 
on
ordân
ia
om o 
omportamento 
ríti
o dado pela equação (3.48).Em vez de mostrar o 
olapso para a grandeza U , que deve es
alar 
om o
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ln LFigura 3.17: Ln(S) versus Ln(L). Ajustando uma reta aos dados (linha
ontínua), 
onforme a equação (3.57), obtemos γ/ν⊥ = 1, 723(5).expoente β/ν⊥, o qual já foi veri�
ado a partir da relação (3.47), 
onformepode ser visto na �gura 3.18, analisou-se a grandeza UP que es
ala 
omexpoente unitário. Na �gura 3.20, está representado o 
olapso dos dados de
UP versus c para diferentes tamanhos de rede de lado L. Os resultados são
onsistentes 
om as hipóteses feitas.

-3 -2 -1 0 1 2 3
0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

16
32
64
128
256
512
1024PSfrag repla
ements

εL1/ν⊥

P
L
β
/
ν
⊥
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3.8. SIMULAÇÕES NA REDE TRIANGULAR 633.8 Simulações na rede triangularNessa seção analisou-se o modelo SIR esto
ásti
o e espa
ialmente de�nidoem uma rede triangular. Essa estrutura de rede, representada na �gura 3.21,tem 
oordenação ζ = 6 e, 
onforme a aproximação de 
ampo médio por parespara uma rede hiper
úbi
a, o ponto 
ríti
o é cc = ζ−2
2(ζ−1)

. Substituindo ζ = 6obtem-se cc = 2/5. Sabe-se que a aproximação de 
ampo médio superestimao ponto 
ríti
o e, portanto, utilizaram-se simulações de Monte Carlo paradeterminar o ponto 
ríti
o e investigar o 
omportamento 
ríti
o de algumasgrandezas que já foram analisadas para a rede quadrada.
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Figura 3.21: Estrutura da rede triangular. Nesta rede 
ada sítio tem seissítios 
omo primeiros vizinhos. Uma 
élula está desta
ada na 
or vermelha.Na �gura 3.22, 
onsta a densidade de indivíduos re
uperados, aprobabilidade P da epidemia atingir a borda da rede, o 
umulante U e oproduto U ×P em função da probabilidade de re
uperação c para diferentestamanhos de rede. Estes resultados indi
am que há uma transição de fase
ujo ponto 
ríti
o está próximo de c = 0, 20. É possível determinar o ponto
ríti
o usando o 
omportamento universal da grandeza UP . Entretanto, ex-plorando a 
onexão entre o modelo SIR e o modelo de per
olação, pode-seusar outro método para determinar o ponto 
ríti
o.Como demonstrado na seção 2.5, é possível es
olher os expoentes 
ríti
os
β e γ ou σ e τ 
omo expoentes fundamentais. Logo, diferentemente dopro
edimento adotado nas simulações do modelo SIR na rede quadrada,tomando τ e σ 
omo expoentes fundamentais, também pode-se determi-nar o ponto 
ríti
o. Nesse 
aso, de�ne-se a probabilidade a
umulada de ter
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Figura 3.22: Em (a) densidade de re
uperados, (b) probabilidade da epidemiaatingir a borda da rede, (
) 
umulante U , (d) UP versus a probabilidade deimunização para diferentes tamanhos da rede de lado L.aglomerados de tamanho maior ou igual a um valor s 
omo,
P≥s =

∞∑

i=s

P (i), (3.58)em que P (i) é a probabilidade de en
ontrar um aglomerado 
om i indivíduosre
uperados no estado esta
ionário.No ponto 
ríti
o cc, espera-se que essa probabilidade a
umulada obedeçaà lei de potên
ia
P ∼ ǫ2−τ . (3.59)Ou seja, que essa grandeza se 
omporte de a
ordo 
om a equação (2.71)proveniente da per
olação usual. Além disso, espera-se que, nas vizinhançasda 
riti
alidade e para s su�
ientemente grande, essa probabilidade obedeça
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ala
P≥s = s2−τF (ǫsσ), (3.60)em que ǫ = c − cc e F (x) é uma função universal, ou seja, 
omporte-se dea
ordo 
om a equação (2.72) proveniente também da per
olação. A expansãode F (x) em série de Taylor para c próximo de cc leva a seguinte expressãoválida na região de es
ala [44, 71℄:

P≥ss
τ−2 ∼ c1 + c2ǫs

σ, (3.61)em que c1 e c2 são 
onstantes. Os expoentes τ e σ para a per
olação usual emduas dimensões são 
onhe
idos exatamente: τ = 187/91 e σ = 36/91. Assim,pode-se empregar estes valores na equação (3.61) e, a partir dela, determinaro ponto 
ríti
o. Nota-se que, usando somente termos de primeira ordem, agrandeza P≥s torna-se independente do expoente 
ríti
o σ.Na �gura 3.23, 
onsta P≥ss
τ−2 versus sσ para diferentes probabilidadesde re
uperação c. Na fase sub
ríti
a c > cc, as 
urvas tem in
linação nega-tiva, enquanto na fase super
ríti
a a in
linação é positiva. No ponto 
ríti
o,a in
linação deve ser nula. Os 
oe�
ientes lineares de P≥ss

τ−2 são ilustradosna �gura 3.24 em função de c. Ajustando uma reta a estes dados, é possíveldeterminar o valor de c tal que a 
urva de P≥ss
τ−2 tenha 
oe�
iente linearnulo. Pela reta ajustada aos dados, obtem-se cc = 0, 199727(6). Conformedis
utido na referên
ia [44℄ esse método possibilita obter o ponto 
ríti
o 
ompre
isão de aproximadamente 200 vezes maior que usando simulações depen-dentes do tempo ou simulações esta
ionárias (
al
ulando a grandeza UP ).Pode-se apli
ar esse mesmo método para investigar o modelo de�nido emoutras estruturas regulares, in
lusive na rede quadrada, 
omo pode ser vistona referên
ia [44℄ e no modelo de per
olação [71℄.
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Capítulo 4Modelo de infe
ção 
ruzada I
4.1 Des
rição do modeloNo modelo sus
etível-infe
tado-re
uperado (SIR) [5,15,41,51℄, 
onsidera-se que o pro
esso de infe
ção o
orre via transmissão direta, ou seja, umindivíduo transmite a doença para outro da mesma espé
ie. Para investigara propagação de uma doença 
uja transmissão o
orre predominantementepor transmissão 
ruzada, mediada por vetores, elaborou-se um modelo deinfe
ção 
ruzada 
om base no modelo SIR e no modelo de 
ontato (
onhe
idotambém 
omo pro
esso de 
ontato) [32, 33, 51�53℄.Considere um reti
ulado 
om estrutura espa
ial homogênea e isotrópi
ao
upado por vetores e hospedeiros. Neste modelo 
ada vetor pode estarem um dos seguintes estados: sus
etível (S) ou infe
tado (I), enquanto oshospedeiros podem estar em um dos estados: sus
etível (S), infe
tado (I)ou re
uperado (R) e permanentemente imunizado. Conforme ilustrado na�gura 4.2, assumiu-se que a dinâmi
a de evolução é similar ao pro
essode 
ontato para a população de vetores e análoga ao modelo SIR para apopulação de hospedeiros. Também, 
onsiderou-se que a epidemia tenhauma duração muito inferior ao tempo de vida dos hospedeiros de forma queos pro
essos de natalidade e mortalidade possam ser des
onsiderados e assim,durante o tempo de duração da epidemia, a população seja 
onstante.No prin
ípio da epidemia, todos os indivíduos (vetores e hospedeiros) es-tão sus
etíveis a determinada doença. A partir de uma pequena perturbaçãodeste estado de equilíbrio, advinda da introdução de um úni
o indivíduo in-fe
tado de qualquer uma das espé
ies envolvidas, 
omeça a disseminação dadoença. O pro
esso de infe
ção é 
atalíti
o e envolve vetores e hospedeiros
(ShIv → IhIv) e/ou (SvIh → IvIh), em que o subíndi
e v e h denotam vetore hospedeiro, respe
tivamente. O pro
esso de re
uperação e imunização dos67



68 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA Ihospedeiros é espontâneo (Ih → Rh). Vetores Infe
tados morrem e imedi-atamente nas
e um novo vetor sus
etível em que (Iv → Sv). Este últimopro
esso signi�
a que os vetores sus
etíveis e infe
tados morrem espontanea-mente, mas a reprodução é rápida de tal forma que o espaço seja o
upado porum novo vetor sus
etível em tempo su�
ientemente pequeno e, neste 
aso,não é pre
iso es
rever o pro
esso de morte um vetor sus
etível e o posteriornas
imento de um novo vetor sus
etível.Todas as reações lo
ais são irreversíveis e, por isso, seguindo a dinâmi
ade evolução, o sistema sempre atinge um estado absorvente. Se a taxa de in-fe
ção for alta, a doença se espalha, provo
ando uma epidemia e, portanto, oestado absorvente apresenta hospedeiros sus
etíveis e re
uperados (indivíduosque foram infe
tados e re
uperaram espontaneamente) e vetores sus
etíveis.Quando a taxa de infe
ção é baixa e o tempo de vida dos vetores é 
urto,a doença não se espalha e a densidade de hospedeiros re
uperados é quasenula para um população grande. Por isso, neste 
aso o estado absorventeapresenta hospedeiros e vetores sus
etíveis.A partir da análise destas 
ara
terísti
as, 
on
lui-se que estemodelo exibe uma transição de fase, pois, devido às regras de transição lo-
ais, a taxa de transição entre dois mi
roestados gerados nos instantes t e
t +∆t não obede
e ao balan
eamento detalhado. Pela 
onje
tura de Grass-berger [42℄, modelos epidêmi
os 
om imunização perte
em à 
lasse de uni-versalidade da per
olação dinâmi
a e, no ponto 
ríti
o, o estado absorvente éformado por indivíduos sus
etíveis e re
uperados. Os indivíduos re
uperadosformam um aglomerado que pode per
olar a rede. Serão utilizados os méto-dos da me
âni
a estatísti
a de não-equilíbrio para estudar esta transição defase e obter o 
omportamento 
ríti
o de algumas grandezas importantes.Devido à grande importân
ia da estrutura espa
ial [36, 74℄ em modelosenvolvendo interações de 
urto al
an
e, de�niu-se o modelo em uma rederegular evoluindo 
om dinâmi
a temporal assín
rona em que 
ada indivíduointerage 
om seus primeiros vizinhos. Adotou-se a estrutura de uma rederegular quadrada 
omo ilustrado na �gura 4.1, a qual pode ser dividida emduas sub-redes A e B, o
upada por vetores e hospedeiros, respe
tivamente.Cada sítio da sub-rede A representa um vetor, ao qual foi asso
iada umavariável esto
ásti
a ηi que assume os valores ηi = 1 (sus
etível) ou ηi = 2(infe
tado). Na sub-rede B, 
ada sítio representa um hospedeiro, ao qual avariável esto
ásti
a asso
iada pode assumir os valores ηi = 3, 4 ou 5, 
onformeo hospedeiro esteja sus
etível, infe
tado ou re
uperado, respe
tivamente.Todos os pro
essos envolvendo mudança de estado são tratados 
omoreações lo
ais. Os pro
essos espontâneos independem da interação entre osindivíduos.



4.1. DESCRIÇ�O DO MODELO 69
× • × •
• × • ×
× • × •
• × • ×Figura 4.1: Ilustração da rede bipartida, usando × para representar umhospedeiro e • para denotar um vetor.
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Figura 4.2: Regras de transições lo
ais para o modelo. À esquerda, 
onstamos estados permitidos para os vetores e à direita os estados e as transições en-volvendo os hospedeiros. Somente o pro
esso de infe
ção 
ruzada é 
atalíti
o(vetores infe
tados podem 
ontaminar hospedeiros vizinhos e vi
e-versa) en-quanto as demais transições são espontâneas.Uma vez que o pro
esso de evolução do modelo é um pro
esso markovianoa tempo 
ontínuo, pode-se rees
alar o tempo e 
onsiderar a seguinte 
ondiçãode normalização para as probabilidades:
2a+ c+ e = 1, (4.1)em que, somando todas as probabilidades, tem-se o valor unitário.No 
apítulo 3 dis
utimos o modelo SIR, o qual é um modelo epidêmi
ointraespe
í�
o 
om imunização. Neste 
apítulo, estudou-se um modelo deinfe
ção 
ruzada no qual o pro
esso de infe
ção envolve duas espé
ies distin-tas. Quando um indivíduo infe
tado de alguma das espé
ies é introduzido emuma população isolada 
omposta por indivíduos não-imunizados, pode desen-
adear um pro
esso epidêmi
o. Uma vez infe
tado, o vetor pode transmitir adoença para os hospedeiros vizinhos 
om uma 
ertaprobabilidade �a�. Supondo que os vetores morrem 
om probabilidade �e�, aqual depende de fatores naturais e um possível 
ontrole vetorial, tem-se queum vetor pode �
ar infe
tado por um tempo médio ti ∼ 1/e e, após esse



70 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA Itempo, ele morre. Para um ambiente infestado de vetores, supõe-se que oespaço e a 
apa
idade de suporte do meio possibilitam que o espaço livre,de
orrente da morte de um vetor, é imediatamente o
upado por um novovetor. Para a população de hospedeiros, supõe-se uma dinâmi
a 
omo a domodelo SIR em que um indivíduo sus
etível torna-se infe
tado se houver pelomenos um vetor infe
tado em sua vizinhança. Enquanto estiver infe
tado,o hospedeiro pode transmitir a doença para os vetores sus
etíveis que en-trarem em 
ontato 
om ele. Após 
erto tempo, o indivíduo espontaneamentese re
upera, torna-se imune e deixa de transmitir a doença.Com estas hipóteses, per
ebe-se que o espalhamento da doença está rela-
ionado às probabilidades a, e e c. Fixados valores para as probabilidadede morte e e de imunização c, haverá um limiar para a probabilidade deinfe
ção a ne
essário para a doença se espalhar. Abaixo desse limiar, adoença 
essa em um 
urto intervalo de tempo, mas, a
ima desse limiar,pode se espalhar por um tempo longo, provo
ando uma epidemia. Comoo pro
esso de imunização dos hospedeiros infe
tados é um pro
esso espon-tâneo, a epidemia sempre 
essa para uma população �nita. Devido a essesfatores, quando a epidemia a
aba, tem-se um regime esta
ionário formadopor vetores sus
etíveis e hospedeiros sus
etíveis e re
uperados. Ao atingiresse estado, nenhuma reação pode o
orrer, visto que não há mais infe
tados.Consequentemente, tal qual no modelo SIR, todos os estados esta
ionáriossão estados absorventes.As de�nições dis
utidas anteriormente visam 
apturar os prin
ípios bási-
os asso
iados à transmissão de doenças, entre duas espé
ies 
omo a febreamarela [75℄, dengue [76�79℄, leishmaniose [80, 81℄, ferrugem asiáti
a [82℄,
ólera [83℄, e modelos vetor-hospedeiro [84, 85℄, analisando expli
itamente alo
alização espa
ial dos indivíduos.Neste trabalho, será investigada de que maneira grandezas 
omo a den-sidade de indivíduos sus
etíveis e infe
tados evoluem no tempo. Tambémserá estudado 
omo o valor esta
ionário dessas grandezas varia em funçãoda probabilidade de infe
ção e da probabilidade de morte dos vetores. Como intuito de determinar as probabilidades 
ríti
as que separam as fases 
omespalhamento da epidemia e sem espalhamento, será investigado o 
ompor-tamento 
ríti
o de algumas grandezas importantes, 
omo o número médiode re
uperados e a probabilidade da epidemia per
olar em uma rede reg-ular, e analisada a distribuição dos aglomerados formados pelos indivíduosre
uperados.O estudo deste modelo está dividido nos seguintes tópi
os: na seção 4.2,será apresentado o desenvolvimento da equação mestra para o modelo. Apartir da equação mestra, será apli
ada a aproximação de 
ampo médio sim-ples (seção 4.3) e por pares (seção 4.4). Nas seções 4.5 a 4.6, serão usadas
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omputa
ionais do modelo para determinar o limiar de infe
çãoem função da probabilidade de morte dos vetores e analisado o 
omporta-mento 
ríti
o de algumas grandezas, obtendo-se também os expoentes 
ríti
osasso
iados a 
ada uma delas.4.2 Equação mestra para o modeloComo no estudo do modelo SIR (seção 3.2), será 
onsiderado umreti
ulado 
om N sítios e 
ada 
on�guração do sistema será representadapor
η = (η1, η2, . . . , ηi, . . . , ηN),em que ηi é uma variável esto
ásti
a asso
iada ao i-ésimo sítio e que podeassumir um dos seguintes valores: ηi = 1 (vetor sus
etível), ηi = 2 (vetorinfe
tado), ηi = 3 (hospedeiro sus
etível), ηi = 4 (hospedeiro infe
tado) e

ηi = 5 (hospedeiro re
uperado).Para es
rever as equações de evolução dos momentos da distribuição deprobabilidades é 
onveniente es
rever a probabilidade de transição por sítio
omo a seguir:
ωi(η) =






a
ζ

∑
δ δ(ηi+δ, 4) se ηi = 1e se ηi = 2

a
ζ

∑
δ δ(ηi+δ, 2) se ηi = 3

c se ηi = 4
0 se ηi = 5.A partir da equação mestra (3.3), 
onsiderando a dinâmi
a de um úni
osítio a 
ada atualização, a evolução temporal de uma grandeza média é dadapela equação

d < f(η) >

dt
=

N∑

i=1

< [f(iη)− f(η)]ωi(η) >, (4.2)em que η é um vetor (no sentido algébri
o e não-epidemiológi
o) que des
reveo estado formado pelas N partí
ulas do aglomerado no instante t, sendo oestado iη obtido a partir de η pelas mudanças anti
í
li
as do estado do i-ésimo sítio (seguindo o diagrama da �gura 4.2): (2 → 1, 1 → 2) e (3 →
5, 4 → 3, 5 → 4).Será 
al
ulada a evolução da densidade de vetores sus
etíveis e infe
tados,hospedeiros sus
etíveis, infe
tados e re
uperados. A densidade de vetores in-fe
tados é 
al
ulada usando f(η) = δ(ηi, 2) e, para fa
ilitar a notação, será



72 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA Ide�nido o valor médio< δ(ηi, 2) >= Pi(2). Como não foram 
onsideradas ex-pli
itamente natalidade ou mortalidade, a população é 
onstante em qualquerinstante e as densidades de vetores devem seguir a
ondição de normalização
P (1) + P (2) = 1. (4.3)Portanto, pode-se 
al
ular somente P (1) ou P (2). Será 
al
ulada a densidadede vetores infe
tados e, se for ne
essário 
al
ular a densidade de vetoressus
etíveis, é su�
iente fazer P (1) = 1− P (2).Substituindo f(η) = δ(ηi, 2) e a probabilidade de transição por sítio ωi(η)na equação (4.2), obtem-se:

dPi(2)

dt
= < (δ(iηi, 2)− δ(ηi, 2))ωi(η) >

=< (δ(ηi, 1)ωi(η)− δ(ηi, 2)ωi(η) >

=<
a

ζ

∑

δ

δ(ηi, 1)δ(ηi+δ, 4)− eδ(ηi, 2) >

= aPi,j(14)− ePi(2). (4.4)Repetindo o pro
edimento para as densidades de hospedeiros sus
etíveise infe
tados, 
om a densidade de hospedeiros re
uperados estabele
ida via a
ondição de normalização,
P (5) = 1− P (3)− P (4). (4.5)Apli
ando f(η) = δ(ηi, 3) na equação (4.2), tem-se:

dPi(3)

dt
= < (δ(iηi, 3)− δ(ηi, 3))ωi(η) >

=< (δ(ηi, 5)ωi(η)− δ(ηi, 3)ωi(η) >

=< 0− a

ζ

∑

δ

δ(ηi, 3)δ(ηi+δ, 2) >

= −aPi,j(32), (4.6)e, 
om f(η) = δ(ηi, 4), pode-se es
rever:
dPi(4)

dt
= < (δ(iηi, 4)− δ(ηi, 4))ωi(η) >

=< (δ(ηi, 3)ωi(η)− δ(ηi, 4)ωi(η) >

=<
a

ζ

∑

δ

δ(ηi, 3)δ(ηi+δ, 2)− cδ(ηi, 4) >

= aPi,j(32)− cPi(4). (4.7)
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onjuntas na forma P (αβ) representam a densidade deindivíduos α que tem 
omo vizinhos indivíduos β. Por exemplo, na equação(4.7) o termo Pij(32) é o total de hospedeiros sus
etíveis que têm vetoresinfe
tados 
omo primeiros vizinhos.
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ampo médio simplesAs equações (4.4), (4.6) e (4.7) foram obtidas 
om o intuito de 
al
u-lar as densidades P (2), P (3) e P (4) que envolvem 
orrelações de um úni
osítio. Contudo, essas equações dependem de probabilidades 
onjuntas que en-volvem 
orrelações entre dois sítios vizinhos. Não foi en
ontrada uma soluçãoexata para este 
onjunto de equações, mas é possível analisá-las por meio deaproximações de 
ampo médio. A aproximação mais simples que pode serfeita é 
onsiderar que a densidade 
ruzada envolvendo dois sítios vizinhospode ser des
orrela
ionada por meio da aproximação
Pij(αβ) = Pi(α)Pj(β). (4.8)Usando essa aproximação simples e assumindo que há invariân
ia transla-
ional (Pij(αβ) = Pi(α)Pj(β) = Pi(β)Pj(α)) e de�nindo as densidades devetores infe
tados v = P (2), hospedeiros sus
etíveis x = P (3) e infe
tados

y = P (4), pode-se rees
rever as equações (4.4), (4.6) e (4.7) 
omo a seguir:
dx

dt
= −axv, (4.9)

dy

dt
= axv − cy, (4.10)e

dv

dt
= ay(1− v)− ev. (4.11)Quando a população de hospedeiros não sofreu imunização prévia, to-dos os indivíduos devem estar sus
etíveis (x = 1) e (y = 0); a dispersão dadoença pode 
omeçar a partir de uma pequena perturbação deste estado ab-sorvente mediante a introdução de uma pequena densidade de vetores infe
-tados ou hospedeiros infe
tados. O fato da disseminação 
omeçar a partir devetores ou hospedeiros somente é signi�
ativo na fase ini
ial, quando surgemos primeiros 
ontágios. A longo prazo, ambas as 
ondições ini
iais 
onduzemao mesmo 
omportamento dinâmi
o e esta
ionário.Es
olhendo o estado ini
ial formado por hospedeiros sus
etíveis (x = 1)sem nenhum hospedeiro infe
tado (y = 0) e todos os vetores sus
etíveis, 
omex
eção de uma pequena densidade de infe
tados que tende a zero (v → 0),dependendo das probabilidades de transição, a doença pode se dispersar ounão.De
orrido um tempo longo (t → ∞), as densidades atingem valoresesta
ionários e o sistema �
a preso em um estado absorvente. Devido àsregras de transição entre os estados, sabe-se que, no estado esta
ionário,
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tados e, portanto, essas densidades sãonulas (y∞ = 0) e (v∞ = 0). Como parte da população de hospedeirossus
etíveis pode ter sido infe
tada e depois re
uperada espontaneamente,no estado esta
ionário a densidade de hospedeiros sus
etíveis deve ter 
ertovalor x∞ ≤ 1. Estas informações sobre os estados esta
ionários estão 
onti-das nas equações (4.9)-(4.11) e tornam-se evidentes quando en
ontrados ospontos �xos, isto é, impondo que todas as derivadas sejam nulas, obtem-se oponto �xo (x∗, y∗, v∗) = (x∞, 0, 0).Linearizando o sistema de equações (4.9)-(4.11) em torno desse ponto �xoe analizando sua estabilidade, em torno desse ponto �xo, 
al
ulou-se a matrizja
obiana e a equação de autovaloresdet(J − λI) = ∣∣∣∣∣∣

−λ 0 −ax∞

0 −c− λ ax∞

0 a −e− λ

∣∣∣∣∣∣
.Resolvendo o determinante, obtem-se:

λ[(λ+ c)(λ+ e)− a2x2
∞] = 0. (4.12)Os autovalores são λ = 0 e

λ2 + (c+ e)λ+ ce− a2x2
∞ = 0. (4.13)Para que o ponto �xo seja estável, é ne
essário que as duas raízes dessaequação sejam negativas. A soma das raízes é−(c+e), sendo sempre negativa,pois, tanto c 
omo e são probabilidades. Para as raízes serem negativas, éne
essário que o produto delas seja positivo, isto é

ce > a2x2
∞. (4.14)Embora essa análise não permita determinar a densidade �nal de hos-pedeiros sus
etíveis x∞, sabe-se que, se não houver epidemia, o estado ab-sorvente possui x∞ = 1. Substituindo esse valor na desigualdade, 
on
lui-seque o ponto �xo é estável quando

ce > a2 (4.15)ou
a <

√
ce = ac. (4.16)Dessa desigualdade, 
on
lui-se que, para um valor de a abaixo do valor
ríti
o ac, a probabilidade infe
ção não provo
a epidemia. Lembrando que



76 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA Iforam normalizadas as probabilidades (2a + c + e = 1), pode-se es
rever oponto 
ríti
o em termos de apenas uma probabilidade, 
omo a seguir:
a2c = e(1− e− 2ac)

ac =
√
e− e. (4.17)Na �gura 4.3, observa-se o diagrama de fase do modelo segundo a aprox-imação de 
ampo médio simples. Neste diagrama qualquer ponto do espaçode fase abaixo da linha 
ríti
a leva ao estado esta
ionário absorvente de hos-pedeiros e vetores sus
etíveis (x, v) = (1, 0) no qual a doença não se espalhae, 
onsequentemente, a densidade de hospedeiros re
uperados é nula. Paraprobabilidades de infe
ção a
ima da linha 
ríti
a, tem-se dispersão da doença,levando a uma fase 
ujos estados absorventes possuem densidade não-nulade hospedeiros re
uperados Hr > 0.

Figura 4.3: Diagrama de fase do modelo, no espaço de fase formado pelasprobabilidades e e a, segundo a aproximação de 
ampo médio simples.É ilustrada na �gura 4.4 a evolução das densidades para as probabilidades
(e, a) = (0, 05; 0, 35) (grá�
o à esquerda) e (e, a) = (0, 20; 0, 35) (grá�
o à di-reita). A linha 
ontínua 
orresponde à densidade de hospedeiros infe
tadose a linha tra
ejada, aos vetores infe
tados. Se a probabilidade de morte dosvetores é muito baixa, a densidade de vetores infe
tados tende a ser maiorque a densidade de hospedeiros infe
tados, o que signi�
a que a transmissãoda doença o
orre predominantemente de vetores para hospedeiros. Quandoa probabilidade de morte dos vetores é grande, o tempo de vida dos vetores



4.3. APROXIMAÇ�O DE CAMPO MÉDIO SIMPLES 77torna-se pequeno e a população de vetores infe
tados tende a ser menor que ade hospedeiros infe
tados. As 
urvas mostradas na �gura são resultado da in-tegração numéri
a das equações (4.9)-(4.11), via método de Runge-Kutta dequarta ordem, 
om uma densidade ini
ial muito baixa de vetores infe
tados
Hi(t = 0) = 10−4. Veri�
a-se também que, para ambas as probabilidades,a densidade de infe
tados nessa fase ativa (
om espalhamento da doença)
res
em até um valor máximo (não ne
essariamente o número máximo deinfe
tados o
orre no mesmo instante para as duas populações). Após o atin-gir o valor máximo as densidades de infe
tados 
omeçam a de
res
er, pois,devido ao pro
esso de re
uperação espontânea dos hospedeiros, o pro
essode infe
ção passa a o
orre 
om taxa menor que a taxa de imunização dehospedeiros e morte de vetores.
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Figura 4.4: Evolução da densidade de hospedeiros (linha 
ontínua) e vetoresinfe
tados (linha tra
ejada) para probabilidades (e, a) = (0, 05; 0, 35) (à es-querda) e (e, a) = (0, 20; 0, 35) (à direita).



78 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA I4.4 Aproximação de 
ampo médio por paresNas equações (4.4), (4.6) e (4.7) envolvendo a evolução das densidades(primeiros momentos da distribuição de probabilidades), nota-se uma de-pendên
ia de termos de segunda ordem que, na aproximação de 
ampo mé-dio simples, foram des
orrela
ionadas para limitar as 
orrelações de apenasum sítio. É possível melhorar a aproximação 
al
ulando os termos de se-gunda ordem. A seguir, des
reve-se o total de pares possíveis, respeitando anormalização das probabilidades:
P (13) + P (14) + P (15) = P (1), (4.18)P(23)+P(24)+ P (25) = P (2), (4.19)

P (3) + P (4) + P (5) = 1, (4.20)e
P (1) + P (2) = 1. (4.21)Estão determinadas as equações para a evolução de P (2), P (3) e P (4). Porisso, é pre
iso determinar somente a evolução de dois pares e es
rever todasas equações para os momentos 
onsiderados independentes. Es
olhendo ospares em negrito na equação (4.19), é ne
essário obter a equação de evoluçãodos pares P (23) e P (24).Usando f(η) = δ(ηi, 2)δ(ηj, 3) na equação (4.2) e de�nindo o valor médio

< δ(ηi, 2)δ(ηj, 3) >= Pij(23), obtem-se:
dPij(23)

dt
=

N∑

k=1

< [δ(kηi, 2)δ(
kηj, 3)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)]ωk(η) > . (4.22)Na somatória em k, que per
orre todos os sítios do reti
ulado, observa-se três
asos a 
onsiderar:� 1) Quando k 6= i e k 6= j, tem-se:

δ(kηi, 2)δ(
kηj , 3)−δ(ηi, 2)δ(ηj, 3) = δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)−δ(ηi, 2)δ(ηj, 3) = 0.� 2) Quando k = i e k 6= j, tem-se:

δ(iηi, 2)δ(
iηj , 3)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 3) = δ(ηi, 1)δ(ηj, 3)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 3),e o valor médio é

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 3)ωi(η)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)ωi(η) >=
a

ζ

∑

δ

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 3)δ(ηi+δ, 4)− eδ(ηi, 2)δ(ηj, 3) >=

= a
(ζ − 1)

ζ
Pi+δij(413)− ePij(23). (4.23)
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om k = j, tem-se:
< [δ(jηi, 2)δ(

jηj , 3)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)]ωj(η) =

< δ(ηi, 2)δ(ηj, 5)ωj(η)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)ωj(η) >=

< 0− a

ζ

∑

δ

δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)δ(ηj+δ, 2) >=

= 0− a

ζ
Pij(23)− a

(ζ − 1)

ζ
Pijj+δ(232). (4.24)Assim, a somatória em k resulta a seguinte equação

dPij(23)

dt
= a

ζ − 1

ζ
[Pi+δij(413)− Pijj+δ(232)]− (e+

a

ζ
)Pij(23). (4.25)Para obter a equação de evolução de Pij(34), substituiu-se

f(η) = δ(ηi, 3)δ(ηi, 4) na equação (4.2) e de�niu-se o valor médio
< δ(ηi, 2)δ(ηi, 4) >= Pij(24). Então,

dPij(24)

dt
=

N∑

k=1

< [δ(kηi, 2)δ(
kηj, 4)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 4)]ωk(η) > . (4.26)Na somatória em k, deve-se analisar os três termos não-triviais:� 1) Quando k 6= i e k 6= j, tem-se:

δ(kηi, 3)δ(
kηj , 4)−δ(ηi, 3)δ(ηj, 4) = δ(ηi, 3)δ(ηj, 4)−δ(ηi, 3)δ(ηj, 4) = 0.� 2) Quando k = i e k 6= j, tem-se:

< [δ(iηi, 2)δ(
iηj , 4)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 4)]ωi(η) >=

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 4)ωi(η)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 4)ωi(η) >=

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 4)ωi(η)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 4)ωi(η) >=
a

ζ

∑

δ

< δ(ηi, 1)δ(ηj, 4)δ(ηi+δ, 4)− eδ(ηi, 2)δ(ηj, 4) >=

=
a

ζ
Pij(14) + a

(ζ − 1)

ζ
Pi+δij(414)− ePij(24). (4.27)� 3) Quando k 6= i 
om k = j, tem-se:

< [δ(jηi, 2)δ(
jηj, 4)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 4)]ωj(η) =

< δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)ωj(η)− δ(ηi, 2)δ(ηj, 4)ωj(η)

<
a

ζ

∑

δ

δ(ηi, 2)δ(ηj, 3)δ(ηj+δ, 2)− cδ(ηi, 2)δ(ηj, 4) >=

=
a

ζ
Pij(23) + a

(ζ − 1)

ζ
Pijj+δ(232)− cPij(24). (4.28)



80 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA IAssim, a somatória em k resulta a seguinte equação
dPij(24)

dt
=

a

ζ
[Pij(14) + Pij(23)] + a

ζ − 1

ζ
[Pi+δij(414) + Pijj+δ(232)]

−(c + e)Pij(24). (4.29)Note que há uma hierarquia de dependên
ia de termos de ordem superior.Os momentos de primeira ordem dependem dos de segunda e os segundosdependem dos de ter
eira ordem. Na aproximação de 
ampo médio por pares,as probabilidades envolvendo três sítios foram des
orrela
ionadas usando-sea equação
P (αβγ) =

P (αβ)P (βγ)

P (β)
, (4.30)em que α, β e γ são variáveis arbitrárias. Apli
ando esta aproximação ede�nindo as densidades v = P (2), x = P (3), y = P (4), r = P (23) e s =

P (24), é possível rees
rever os trios que apare
eram nas equações anteriores
P (232) =

P (23)P (32)

P (3)
=

r2

x
, (4.31)

P (414) =
P (41)P (14)

P (1)
=

[P (4)− P (24)]2

1− P (2)
=

(y − s)2

1− v
. (4.32)Nesta aproximação, as equações (4.4), (4.6), (4.7), (4.25) e (4.29) podem seres
ritas 
omo a seguir:

dv

dt
= a(y − s)− ev, (4.33)

dx

dt
= −ar, (4.34)

dy

dt
= ar − cy, (4.35)

dr

dt
= a

ζ − 1

ζ

[(y − s)(x− r)

1− v
− r2

x

]
− (e+

a

ζ
)r, (4.36)e

ds

dt
=

a

ζ
(y + r) + a

ζ − 1

ζ

[(y − s)2

1− v
+

r2

x

]
− (

a

ζ
+ c+ e)s. (4.37)O sistema de equações (4.33)-(4.37) apresenta o ponto �xo

(x∗, y∗, r∗, s∗, v∗) = (x∞, 0, 0, 0, 0). Na análise de estabilidade, em vez debus
ar determinar os autovalores, 
omo o interesse é saber apenas a estabili-dade das soluções, pode-se analisar o limite em que os autovalores são nulos.
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aso a equação de autovalores, 
om a matriz ja
obiana 
al
ulada noponto �xo e adotando x∞ = 1 (estado absorvente de hospedeiros sus
etíveis),é dada pela seguinte expressão:
−c(e + c+

a

ζ
)(e+

a

ζ
) + a2e

ζ − 1

ζ
+ a2c(

ζ − 1

ζ
)2 = 0, (4.38)em que a probabilidade c = 1− 2a− e.Observa-se alguns 
asos parti
ulares dessa equação:� 1) Caso e = 0Neste 
aso, a probabilidade 
ríti
a é

(1− 2a+
a

ζ
) = a

(ζ − 1)2

ζ

a =
1

ζ
(4.39)Se a rede tiver 
oordenação ζ = 2, o valor 
ríti
o é ac = 1/2 e o modelonão exibe transição de fase, pois a probabilidade a está restrita aointervalo [0, 1/2].Se a rede for quadrada, isto é, o número de 
oordenação ζ = 4, o valor
ríti
o é ac = 1/4 e, nesse 
aso, diferentemente do que o
orre no 
ampomédio simples, a probabilidade de infe
ção não se anula para e → 0.� 2) Rede quadrada (ζ = 4) 
om e 6= 0.Quando isso o
orre, a equação (4.38), usando c = 1− 2a− e, �
a 
omtermos 
úbi
os em a e quadráti
os em e. Após simpli�
ar a equaçãopara expli
itar uma equação de segundo grau em termos da probabili-dade de infe
ção, tem-se:

e2(1− 7a

4
)− e

15

4
(a− 2

3
)(a− 2

5
)− a

4
(1− 2a)(1− 4a) = 0,
ujas raízes são

e =
µ±

√
µ2 + a(1− 7a

4
)(1− 2a)(1− 4a)

2(1− 7a
4
)

, (4.40)em que µ = 15
4
(a− 2

3
)(a− 2

5
).Na �gura 4.5, está des
rito o diagrama de fase do modelo 
onforme aaproximação de 
ampo médio simples e por pares. A linha tra
ejada é dadapela equação (4.40), em que as raízes devem ser 
al
uladas em a
ordo 
om o



82 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA Idomínio do espaço de fase. Neste diagrama, per
ebe-se que no limite e → 1,as duas aproximações de 
ampo médio apresentam mesmo 
omportamento.Para probabilidade de morte dos vetores muito baixa, a linha 
ríti
a en-
ontrada via aproximação de 
ampo médio por pares indi
a que o limiar deinfe
ção é não-nulo e, portanto, esse resultado é diferente do obtido via 
ampomédio simples. Na �gura 4.6, são des
ritas as 
urvas de evolução da densi-dade de vetores e hospedeiros infe
tados, 
al
uladas via integração numéri
adas equações (4.33)-(4.37), usando uma densidade ini
ial de infe
tados muitobaixa.Embora o diagrama de fase no plano a − e mostre que o limiar de infe
ção(para e pequeno) 
res
e em função do aumento da probabilidade de morte,deve-se lembrar que c = 1−e−2a e, portanto, a probabilidade de imunizaçãoestá variando também. Para probabilidades (a, e) = (0, 35; 0, 05), a proba-bilidade de imunização é c = 0, 25, por outro lado, para (a, e) = (0, 35; 0, 20),tem-se c = 0, 10. Logo, as densidades de infe
tados para e = 0, 20 devemser maiores que as obtidas para e = 0, 05, uma vez que a probabilidade deimunização é menor.

Figura 4.5: Diagrama de fase do modelo, no espaço de fase no plano e − a,segundo a aproximação de 
ampo médio simples (linha 
ontínua) e por pares(linha tra
ejada).
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Figura 4.6: Densidade de vetores e hospedeiros infe
tados em função dotempo para probabilidade de infe
ção a = 0, 35 e diferentes probabilidadesde morte dos vetores e = 0, 05 e e = 0, 20, 
al
uladas via integração numériadas equações obtidas pela aproximação de 
ampo médio por pares.



84 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA I4.5 Simulaçõs 
omputa
ionais esta
ionáriasA partir das regras do modelo des
ritas na seção 4.1, elaborou-se um algo-ritmo para realizar as simulações do modelo de�nido em uma rederegular quadrada. Nesta rede, usando a vizinhança de Von Neumann, 
adasítio tem quatro vizinhos (ζ = 4) e, então, devido ao pro
esso de infe
ção
ruzada (que é 
atalíti
o), a probabilidade de um indivíduo sus
etível (vetorou hospedeiro) tornar-se infe
tado é na/4, em que n é o número de primeirosvizinhos infe
tados.Com o intuito de melhorar a velo
idade de exe
ução das simulações, é
onveniente usar o método dis
utido na seção 3.5 
om o qual se pode es
reveras regras de evolução 
onforme os seguintes passos:� 0) De�na uma rede quadrada 
om N = 2L2 sítios e preen
ha alternada-mente a rede 
om vetores e hospedeiros. Ao fazer isso, a rede pode seranalisada 
omo uma sub-rede de vetores e outra de hospedeiros, 
on-forme o exemplo abaixo 
om duas sub-redes de lado L = 2:1 3 1 33 2 3 11 3 1 33 1 3 1Neste exemplo, o sítio no 
entro da rede (η2,2 = 2), desta
ado emvermelho, é ini
ialmente o
upado por um vetor infe
tado.Cria-se uma lista de sítios ativos La 
om as 
oordenadas e 
lasse doindivíduo. Como ini
ialmente há apenas um úni
o indivíduo infe
tado,o número de vetores e hospedeiros infe
tados é Ni = N2 + N4 = 1. Alista pode ser es
rita 
omo
La(ni, 1) = L;La(ni, 2) = L;La(ni, 3) = 2A primeira e segunda 
oluna deste vetor armazenam as 
oordenadas ie j do sítio, enquanto a ter
eira refere-se ao tipo de indivíduo (vetorou hospedeiro infe
tado).� 1) Enquanto há infe
tado (ni > 0), faz-se:� 2) Sorteia-se um sítio ativo a partir da lista de sítios ativos. Para isso,usa-se um número pseudoaleatório α ∈ [0, 1) e en
ontra-se a posição kdo sítio na lista de infe
tados usando a função inteiro k = int(1+α×ni).As 
oordenadas e a espé
ie do indivíduo são então 
opiadas; a linha é

i = La(k, 1); a 
oluna é j = La(k, 2); e a espé
ie é η = La(k, 3).



4.5. SIMULAÇÕS COMPUTACIONAIS ESTACIONÁRIAS 85� 3) Se η = 4 sorteia-se um número β ∈ [0, 1) e 
ompara-se à probabili-dade de re
uperação.� 3.1) Se β < c, então o hospedeiro re
upera-se
rede(i, j) = 5.Reagrupa-se a lista de infe
tados
La(k, :) = La(Ni, :)
La(Ni, :) = 0
Ni = Ni − 1, Nr = Nr + 1.A sintaxe adotada é tal que os dois pontos signi�
am todas 
olunas dak-ésima ou n-ésima linha.� 3.2) Senão, sorteia-se um sítio vizinho 
om 
oordenadas (x, y). Sesus
etível, esse vizinho torna-se infe
tado 
om probabilidade unitária.As variáveis são atualizadas fazendo-se
Ni = Ni + 1
rede(x, y) = 2
La(Ni, 1) = x;La(Ni, 2) = y;La(Ni, 3) = 2.� 4) Se η = 2 sorteia-se um número β ∈ [0, 1) e 
ompara-se à probabili-dade de re
uperação.� 4.1) Se β < e, então o vetor se re
upera
rede(i, j) = 1.A lista de infe
tados deve ser reagrupada para não �
ar la
unas.
La(k, :) = La(Ni, :)
La(Ni, :) = 0
Ni = Ni − 1.� 4.2) Senão, sorteia-se um sítio vizinho 
om 
oordenadas (x, y). Se forsus
etível, este vizinho torna-se infe
tado 
om probabilidade unitária eas variáveis são atualizadas
Ni = Ni + 1
rede(x, y) = 4
La(Ni, 1) = x;La(Ni, 2) = y;La(Ni, 3) = 4.� 5) Repitem-se os passos 1-4 até não haver mais infe
tados.Entretanto, ao fazer a evolução usando este algoritmo, os pro
essos sãorealizados 
om probabilidades diferentes, as quais denominamos a′, c′ e e′para diferen
iar das probabilidades reais a, c e e.



86 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA ITabela 4.1: Comparação entre as reações lo
ais que o
orrem no algoritmootimizado e não-otimizadoPro
esso Não-otimizado OtimizadoInfe
ção de vetor vs + hi
a→ vi + hi vs + hi

1−c′→ vi + hiInfe
ção de hospedeiro vi + hs
a→ vi + hi vi + hi

1−e′→ vi + hiRe
uperação de hospedeiro hi
c→ hr hi

c′→ hrMorte e nas
imento de vetor vi
e→ vs vi

e′→ vsAo 
omparar esse algoritmo otimizado a uma versão sem otimização,
omo mostrado na tabela 4.5, veri�
a-se que os dois algoritmos estão dire-tamente rela
ionados e, portanto, assume-se que há uma relação linear entreas probabilidades a, c e e 
om a′, c′ e e′, respe
tivamente. Se a 
onstante depropor
ionalidade é α, tem-se as seguintes relações envolvendo essas proba-bilidades:
αa = 1− c′, (4.41)
αa = 1− e′, (4.42)

αc = c′, (4.43)e
αe = e′. (4.44)Usando a razão entre as equações (4.43) e (4.42), tem-se:

c

a
=

c′

1− e′
ou c =

c′

1− e′
a. (4.45)E a razão entre as equações (4.44) e (4.42) resulta

e

a
=

e′

1− e′
ou e =

e′

1− e′
a. (4.46)Substituindo a expressão para as probabilidades c e e, dadas pelas equações(4.44) e (4.45), na 
ondição de normalização, obtem-se a seguinte equação:

2a +
c′

1− e′
a+

e′

1− e′
a = 1. (4.47)Colo
ando a probabilidade de infe
ção em evidên
ia e depois isolando-a,obtem-se a equação para a probabilidade de infe
ção em termos das proba-bilidades do algoritmo otimizado

a =
1

2 + 1−2a′

1−e′

. (4.48)



4.5. SIMULAÇÕS COMPUTACIONAIS ESTACIONÁRIAS 87Uma vez que a probabilidade de infe
ção é expli
itada, pode-se 
al
ular asprobabilidades de re
uperação dos hospedeiros e a probabilidade de mortedos vetores. Para isso, substitui-se a equação (4.48) nas equações (4.44) e(4.45), 
ujos resultados são:
c =

1− 2a′ − e′

2(1− e′) + 1− 2a′
, (4.49)

e =
e′

2(1− e′) + 1− 2a′
. (4.50)A metodologia de 
ontrole de doenças mediadas por vetores, para asquais não há va
inas, usualmente 
onsiste em 
ontrolar a população de ve-tores, reduzindo-a o máximo possível para evitar que haja vetores que pos-sam infe
tar e transmitir a doença para os hospedeiros. Desse modo, há um
ontrole sobre a probabilidade de morte e, 
ujo aumento provo
a uma re-dução no limiar de infe
ção ac. Isto é, quanto menor a probabilidade demorte dos vetores, maior a probabilidade de infe
ção 
ríti
a ac, pois, se hou-ver menor quantidade de vetores, menores serão as 
han
es de haver 
ontatoentre vetores infe
tados e hospedeiros sus
etíveis. Dado um valor para aprobabilidade e, valores abaixo de ac não geram epidemia, mas probabili-dades de infe
ção maiores que ac provo
am epidemias.Por estas razões, nas simulações 
omputa
ionais do modelo, pro
urou-sedeterminar pontos 
ríti
os no espaço de fase formado pelas probabilidadesde infe
ção a e morte dos vetores e. Isto é, dada uma probabilidade demorte dos vetores e, deve-se determinar a probabilidade 
ríti
a ac (
om aprobabilidade de re
uperação c estabele
ida em termos de a e e via a 
ondiçãode normalização).Confome dis
utido na seção 4.1, este modelo possui irreversibilidade mi-
ros
ópi
a e apresenta vários estados absorventes. A �m de determinar umponto 
ríti
o, ini
ialmente foram realizadas simulações de Monte Carlo esta-
ionárias, 
om evolução assín
rona. Como no modelo SIR, 
ada realização(amostra) evolui 
onforme o algoritmo des
rito no iní
io dessa seção. Quandonão há mais indivíduos infe
tados na rede, 
al
ulam-se as grandezas de in-teresse. As grandezas 
al
uladas foram o número médio de hospedeiros re-
uperados,

S =< Nhr >; (4.51)a densidade de hospedeiros re
uperados,
ρ =

< Nhr >

N
; (4.52)



88 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA Iem que N = 2L2 é o total de sítios da sub-rede; o número quadráti
o médiode hospedeiros re
uperados,
M =< N2

hr >; (4.53)a razão entre o número quadráti
o médio de hospedeiros re
uperados (M) eo quadrado do número médio de hospedeiros re
uperados (S2),
U =

< N2
hr >

< Nhr >2
=

M

S2
. (4.54)Também foi 
al
ulada a probabilidade P do aglomerado de re
uperados atin-gir a borda mais próxima do fo
o de infe
ção (linha i = 1 ou 
oluna j = 1).Estas grandezas são 
al
uladas somente depois que o sistema �
a preso emestado absorvente, ou seja, não há mais hospedeiros ou vetores infe
tadose, portanto, não há mais transição. Nas simulações esta
ionárias, ao �mda simulação, todos os vetores estarão sus
etíveis, não sendo ne
essário fazer
ál
ulos para a população de vetores. Optou-se por usar 
ondições periódi
asde 
ontorno. Isso signi�
a que a rede quadrada torna-se um toro, entretanto,a grandeza P é 
al
ulada 
omo se de fato houvesse uma fronteira.O intuito é determinar o limiar de infe
ção para diferentesprobabilidades de morte. Para �ns de 
ontrole de epidemias, esseproblema é visto de outra forma: dada uma probabilidade de infe
ção 
ara
-terísti
a da doença, deve-se 
ontrolar a população de vetores aumentando aprobabilidade de morte, ou se houver va
ina, imunizar a população de hos-pedeiros sus
etíveis para impedir a disseminação da doença.A pre
isão destes resultados permite apenas fazer uma estimativa a
er
ado ponto 
ríti
o. Resultados 
om maior pre
isão numéri
a podem ser obtidosa partir de simulações dependentes do tempo, os quais serão apresentadosna seção 4.6. Uma vez determinado o ponto 
ríti
o, pode-se investigar o
omportamento 
ríti
o das grandezas médias esta
ionárias ou dependentesdo tempo que apresentem interesse físi
o.A seguir, são apresentados os resultados esta
ionários obtidos paraprobabilidade de morte dos vetores baixa (e′ = 0, 025), média (e′ = 0, 100) eelevada (e′ = 0, 400).Na �gura 4.7, 
onsta a densidade de hospedeiros re
uperados paradiferentes tamanhos de rede em função da probabilidade de infe
ção. Àmedida que a probabilidade de infe
ção aumenta, mais indivíduos infe
tame, assim, 
essada a epidemia, há uma densidade de hospedeiros re
uperadosque 
res
e em função do aumento da probabilidade de infe
ção.N �gura 4.8, 
onsta a probabilidade P versus a′ para diferentes tamanhosde rede. Devido ao tamanho �nito das redes, �xadas as probabilidade a′ e e′,
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ríti
a (a′ < a′c), para 
ada realização, há um aglomerado �nito(que não per
ola) e, portanto, quanto menor o tamanho da sub-rede, maior adensidade esta
ionária de hospedeiros re
uperados. À medida que L 
res
e,essa densidade tende a um valor nulo para probabilidades de infe
ção abaixodo limiar de infe
ção ac. A
ima deste limiar, a doença pode se espalhar e aprobabilidade de a epidemia per
olar é não-nula. Nesta fase o tamanho dosaglomerados de hospedeiros re
uperados é da ordem do tamanho da rede e,por isso, a densidade de indivíduos re
uperados é não-nula. Quanto menoro tamanho da rede L, maior a quantidade de aglomerados que per
olam.Conforme a probabilidade de infe
ção torna-se maior que o valor 
ríti
o,independentemente do tamanho da rede, a probabilidade de per
olação dosaglomerados se aproxima do valor unitário e a rede tende a �
ar prati
amentepreen
hida por hospedeiros re
uperados.
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a′Figura 4.7: Densidade de hospedeiros re
uperados (Hr) versus a probabili-dade de infe
ção (a′) para diferentes tamanhos de rede quadrada. A proba-bilidade de morte dos vetores está �xa em (e′ = 0, 025).O 
umulante U versus a probabilidade de infe
ção para diferentestamanhos da rede é ilustrado na �gura 4.9. Na fase sub
ríti
a, quando
(a ≪ ac), U tende a um valor 
onstante e 
res
e em função do aumentoda probabilidade de infe
ção, entretanto, quando a se aproxima do valor
ríti
o ac, U de
ai abruptamente. Isso signi�
a que S2 =< Nhr >

2 torna-semaior que M =< N2
hr >. Na fase super
ríti
a, S2 =< Nhr >2 é sempremaior que M =< N2

hr >, mas, quando (a ≫ ac), o 
umulante tende ao valorunitário.
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a′Figura 4.8: Probabilidade de a epidemia atingir a borda da rede P versus aprobabilidade de infe
ção a′ para diferentes tamanhos de rede quadrada. Aprobabilidade de morte dos vetores está �xa em (e′ = 0, 025).O produto entre o 
umulante U e a probabilidade da epidemia atingira borda da rede P é mostrado na �gura 4.10 em função da probabilidadede infe
ção a′ para diferentes tamanhos de rede. Conforme [46℄ e o que foidis
utido na seção 3.6, UP é universal no ponto 
ríti
o. Portanto, no limiarde infe
ção, as 
urvas de UP 
al
uladas para diferentes tamanhos de rede se
ruzam. Pela �gura 4.10, é possível usar este 
ritério para estimar o limiarde infe
ção ac 
omo sendo a′c = 0, 3111(1) 
om UPc = 1, 0155(2).Comportamento similar ao observado para as grandezas esta
ionárias 
al-
uladas 
om probabilidade de morte e′ = 0, 025 é en
ontrado para outrasprobabilidades e′. A �gura 4.11 exibe a densidade de hospedeirosre
uperados Hr, a probabilidade P , o 
umulante U e o produto UP ver-sus a′ para diferentes tamanhos de rede, 
om probabilidade e′ = 0, 100. Seaumentarmos ainda mais o valor de e′, 
onforme mostrado na �gura 4.12,obtemos um novo valor 
ríti
o para a′. Para determinar a linha de tran-sição de fase devemos variar e′ e 
al
ular o limiar de infe
ção a′. Em vezde prosseguir 
om as simulações de Monte Carlo esta
ionárias, usaremossimulações de Monte Carlo dependentes do tempo para determinar os pon-tos 
ríti
os.
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4.6. SIMULAÇÕES DEPENDENTES DO TEMPO 954.6 Simulações dependentes do tempoNa seção 4.5, foram apresentados os resultados obtidos por meio desimulações esta
ionárias. Nessa seção, serão apresentados resultados obti-dos por meio de simulações de Monte Carlo dependentes do tempo. Usandoo algoritmo 
om otimizações e mantendo a mesma 
ondição ini
ial usadanas simulações esta
ionárias, tem-se ini
ialmente apenas um vetor infe
tado
(Nvi = 1) e todos os hospedeiros e demais vetores sus
etíveis (Nhi = 0).Usando atualização assín
rona, a 
ada sorteio de um sítio ativo, o tempoé in
rementado por ∆t = 1/Ni, em que Ni = Nvi + Nhi é o total de sítiosativos, isto é, que podem sofrer ou 
ausar transição lo
al. A simulação éinterrompida 
onforme os seguintes 
ritérios:� (a) não haver mais sítios ativos;� (b) a epidemia atingir uma das bordas da rede.Se a 
ondição (a) for satisfeita, signi�
a que o sistema está preso em umestado absorvente. A 
ondição (b) é atingida quando o
orre per
olação doaglomerado de re
uperados para o tamanho de rede usado na simulação.Para este modelo, 
al
ularam-se o número médio de indivíduos infe
tados
N(t), a probabilidade de sobrevivên
ia da epidemia Ps(t) (isto é, a probabili-dade de haver pelo menos um indivíduo infe
tado) e o raio quadráti
o médio
R2(t) de espalhamento dos infe
tados em relação ao 
entro da rede (fo
o daepidemia). Como há duas espé
ies diferentes, avaliou-se a evolução tempo-ral destas grandezas médias para 
ada uma das espé
ies. Foram 
al
uladasgrandezas médias 
onforme as seguintes expressões:� Número médio de infe
tados: para determinar o número médio de in-fe
tados da espé
ie k (k = 2 ou 4 para vetores/hospedeiros infe
tados),é ne
essário per
orrer toda a rede e 
ontabilizar o total de infe
tados

N(t) =

L∑

i,j=1

δ(ηi,j, k), (4.55)em que δ(ηi,j, k) é a função delta de Krone
ker e retorna o valor um seo sítio 
om 
oordenadas i, j está o
upado pela variável k e nulo, 
aso
ontrário.� Raio quadráti
o médio de espalhamento da epidemia: o raio quadráti
omédio deve ser 
al
ulado 
om relação ao número médio de infe
tados
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R2(t) =

1

N(t)

Na∑

i=1

r2(t). (4.56)Nessa soma, r2 é a distân
ia de 
ada infe
tado 
om relação ao 
entroda rede (fo
o da epidemia) e Na é o total de realizações.� Probabilidade de sobrevivên
ia: esta grandeza é a fração de realizaçõesque estão no estado ativo no instante t, 
al
ulada 
onforme a expressão
Ps(t) =

1

Na

Na∑

i=1

H(t), (4.57)em que H(t) é a função degrau que assume valor unitário se houverinfe
tado no instante t ou zero, 
aso 
ontrário.Para estudar o 
omportamento 
ríti
o deste modelo, utilizou-se o métodoproposto por Grassberger e de la Torre [86℄ para investigar modelos 
omestados absorventes que exibem uma transição de fase 
ontínua. Conformea hipótese de es
ala introduzida por estes autores, as grandezas N(t), Ps(t)e R2(t), 
al
uladas para um ensemble de sistemas que evoluem a partir deum estado próximo do estado absorvente (na iminên
ia de entrar no estadoabsorvente), obede
em as seguintes relações de es
ala:
N(t) = tηf(ǫt1/νq), (4.58)
Ps(t) = t−δg(ǫt1/νq), (4.59)e
R2(t) = tzh(ǫt1/νq), (4.60)em que η, δ e z são os expoentes 
ríti
os asso
iados a N(t), Ps(t) e R2(t),respe
tivamente. As funções f , g e h são funções universais que dependemde ǫt1/νq , em que ǫ = a − ac (�distân
ia� em relação ao ponto 
ríti
o) e νq éo expoente 
ríti
o asso
iado ao 
omprimento de 
orrelação temporal. Essasrelações são válidas para tempos e sistemas su�
ientemente grandes.No ponto 
ríti
o (ǫ = 0), as funções universais são 
onstantes, o quetorna possível rees
rever as relações anteriores 
onforme as seguintes leis depotên
ia:

N(t) ∼ tη, (4.61)
Ps(t) ∼ t−δ, (4.62)
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R2(t) ∼ tz, (4.63)em que os expoentes 
ríti
os dinâmi
os η, z e δ, satisfazem a relação dehiperes
ala 2η + 4δ = dz, sendo d a dimensão espa
ial da rede.No ponto 
ríti
o, os expoentes dinâmi
os são 
onstantes, mas, fora doponto 
ríti
o, tornam-se funções do tempo. Para determinar o ponto 
ríti
o,é 
onveniente 
al
ular estes expoentes em função do tempo e analisar seu
omportamento para tempo muito grande. Para isso, 
al
ulam-se η(t), δ(t) e

z(t) em um intervalo de tempo t−m/2 6 t 6 t+m/2, sendo m o tamanho dointervalo. Neste intervalo, os expoentes são 
al
ulados usando as seguintesexpressões:
η(t) =

∑
i log(

i
t
)log(N(i)

N̄
)

∑
i[log(

i
t
)2]

, (4.64)
δ(t) =

∑
i log(

i
t
)log(Ps(i)

P̄s
)

∑
i[log(

i
t
)2]

, (4.65)e
z(t) =

∑
i log(

i
t
)log(R

2(i)

R̄2 )
∑

i[log(
i
t
)2]

, (4.66)em que o índi
e i varia entre t−m/2 até t+m/2, e N̄ , R̄2 e P̄s são os valoresmédios de N , R2 e Ps neste intervalo.No regime sub
ríti
o (a < ac), de
orrido um tempo longo, o número deinfe
tados tende a zero e, portanto, o 
ál
ulo dos expoentes dinâmi
os nessafase mostrará que os expoentes dinâmi
os não são 
onstantes no tempo e queas grandezas N(t), R2(t) e Ps(t) (relações (4.61)-(4.63)) 
res
em abaixo dalei de potên
ia. A
ima do ponto 
ríti
o (a > ac), as grandezas Ps(t), N(t), e
R2(t) 
res
em mais rápido que uma lei de potên
ia.
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Figura 4.13: Em es
ala log-log: número de hospedeiros (a) e vetores (b)infe
tados, probabilidade de sobrevivên
ia da epidema para hospedeiros (
)e vetores (d), raio quadráti
o médio de dispersão da epidemia para hos-pedeiros (e) vetores (f) versus tempo para probabilidade de morte dos vetores
e′ = 0, 025.
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reve-se o 
omportamento das grandezas N(t), R2(t) e
Ps(t) versus t, em es
ala log-log, para diferentes probabilidades de infe
ção
a′ 
al
uladas para vetores e hospedeiros infe
tados. As simulações foramefetuadas usando redes quadradas 
om L = 1024 
om um total de 5 × 106realizações independentes e probabilidade de morte dos vetores e′ = 0, 025.Observando a 
urva de N(t), tanto para hospedeiros 
omo vetores infe
tados,vê-se que, na es
ala logarítmi
a, as 
urvas 
om probabilidade de infe
çãoabaixo do ponto 
ríti
o (a < ac) são voltadas para baixo e, a
ima do ponto
ríti
o, são 
onvexas. Esse mesmo 
omportamento o
orre também para aprobabilidade de sobrevivên
ia Ps(t) e raio quadráti
o médio R2(t).Usando as relações (4.64) -(4.66), pode-se 
al
ular a in
linação lo
al de
ada 
urva e determinar o ponto 
ríti
o e os expoentes dinâmi
os. Na �gura4.14, é demonstrada a in
linação lo
al das 
urvas mostradas na �gura 4.13usando séries 
om m = 50 pontos. O expoente dinâmi
o η asso
iado aonúmero médio de infe
tados é o que tem melhor distinção de 
omportamentodas fases sub
ríti
a e super
ríti
a. Quando t torna-se grande (1/t tendendoa zero) na fase sub
ríti
a, η(t) de
ai. Pela �gura 4.14-(a), no ponto 
ríti
o,
η(t) é 
onstante para todo t e, para a fase super
ríti
a η(t), é 
res
enteem função do aumento do tempo. Esse mesmo 
omportamento é observadopara o expoente δ asso
iado à probabilidade de sobrevivên
ia. O expoentedinâmi
o z asso
iado ao raio quadráti
o médio (para o total de realizaçõesusado) apresenta muitas �utuações e, somente ajustando uma reta aos dadosde z(t), é possível distinguir as duas fases.Ajustando uma reta aos dados de Ps(t), N(t) e R2(t), obtêm-se os ex-poentes 
ríti
os. Com base nas in
linações dos exponentes, mostrados na�gura 4.14, 
on
lui-se que o limiar de infe
ção 
orrespondente àprobabilidade de morte e′ = 0, 025 é a′c = 0, 3108(1) e os expoentes 
ríti-
os são: η = 0, 56(3), δ = 0, 094(5) e z = 1, 7(1). As in
ertezas advêm dedois fatores: in
erteza de determinar o ponto 
ríti
o 
om exatidão e �utu-ação dos valores médios. Apesar destas limitações, o método permite obterresultados mais pre
isos, desde que se use tamanho de rede ainda maior (oque permite ver 
om maior resolução a separação das 
urvas de η(t), δ(t) e
z(t) próximo ao ponto 
ríti
o para tempos longos) e/ou aumentar o númerode realizações (reduzir as �utuações em 
ada uma das 
urvas).
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Figura 4.14: Expoentes dinâmi
os em função do inverso do tempo paraprobabilidade de morte dos vetores e′ = 0, 025. Expoente dinâmi
o η as-so
iado ao número de hospedeiros (a) e vetores (b) infe
tados. Expoentedinâmi
o δ asso
iado à probabilidade de sobrevivên
ia da epidemia na popu-lação de hospedeiros (
) e vetores (d). Expoente dinâmi
o z asso
iado ao raioquadráti
o médio de espalhamento da epidemia na sub-rede de hospedeiros(e) e vetores (f).



4.6. SIMULAÇÕES DEPENDENTES DO TEMPO 101Ambos os fatores exigem muito mais tempo 
omputa
ional, mas, de todomodo, a pre
isão e rapidez em determinar o ponto 
ríti
o usando simulaçõesdependentes do tempo são melhores que aquelas usando simulações esta-
ionárias, pois, 
onforme mostrado na �gura 4.10, a quantidade UP exigeque sejam feitas simulações 
om diferentes tamanhos de rede para diferentesprobabilidades próximas ao ponto 
ríti
o. Além disso, o 
umulante apresentamuitas �utuações, 
uja amplitude 
res
e em função do aumento do tamanhoda rede. Nota-se que, nas simulações dependentes do tempo, é su�
ientefazer simulações 
om um úni
o tamanho relativamente grande para difer-entes probabilidades de infe
ção, tal que possibilite o ponto 
ríti
o 
om apre
isão numéri
a desejada.Conforme dis
utido na seção 3.8 (modelo SIR na rede triangular) e nasrefêren
ias [44, 71℄, um método muito e�
az para determinar o ponto 
ríti
oa partir das simulações esta
ionárias em que o o estado esta
ionário é sempreum estado absorvente é analisar as distribuições esta
ionárias dos aglomera-dos de hospedeiros re
uperados para determinar o ponto 
ríti
o 
om pre
isãosuperior à en
ontrada via simulações dependentes do tempo. Contudo, parase obter um histograma 
om pou
as �utuações, é ne
essário um 
onjuntomuito grande de aglomerados.Pelas �guras 4.13 e 4.14, nota-se que há uma diferença entre a evoluçãotemporal dos expoentes dinâmi
os para a população de hospedeiros e vetores.Conforme os resultados apresentados na �gura 4.14 e 4.15, veri�
a-se que osexpoentes dinâmi
os apresentam diferenças de 
omportamento entre a popu-lação de vetores e hospedeiros. O motivo dessa diferença está ligado às prob-abilidades de reação lo
al. Como vetores e hospedeiros tornam-se infe
tados
om probabilidade na
ζ

mas os vetores morrem
om probabilidade e (e imediatamente nas
e um novo vetor sus
etível), en-quanto os hospedeiros infe
tados re
uperam espontaneamente 
omprobabilidade c, o número médio de infe
tados de 
ada população nãoapresenta o mesmo valor em um dado instante de tempo. Logo, o númerode primeiros vizinhos infe
tados n, em média, não é o mesmo valor paravetores e hospedeiros. O balanço entre 
riação de novos infe
tados e aaniquilação de infe
tados, em geral apresenta valores distintos para 
ada umadas populações. Consequentemente, os 
ál
ulos dos expoentes dinâmi
os emfunção do tempo, que extraem essas informações, são afetados. Por exemplo,pela �gura 4.14-(a) e 4.14-(b), ve-se que, para tempo 
urto (1/t grande),o expoente dinâmi
o η asso
iado ao número de hospedeiros infe
tados éprati
amente 
onstante no tempo para todas as probabilidades de infe
çãoanalisadas. Entretanto, o número de vetores infe
tados 
res
e 
om uma lei depotên
ia 
ujo expoente de
ai em função do aumento do tempo (�gura 4.13-



102 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA I(b)). Contudo, no limite de tempo longo (1/t tende a zero), no ponto 
ríti
o,todos os expoentes 
ríti
os devem atingir um valor bem de�nido, tornando-seindependentes do tempo.Para determinar outros pontos 
ríti
os, é ne
essário repetir o pro
edi-mento para outras probabilidades de morte do vetor. Como o método éo mesmo, suprimem-se os dados e mostra-se somente a síntese dos resulta-dos obtidos. Por exemplo, na �gura 4.15, a in
linação lo
al das 
urvas de
N(t), Ps(t) e R2(t) para hospedeiros e vetores, 
om probabilidade de morte
e′ = 0, 100. Comparando as �guras 4.14-(d) e 4.15-(d) e 4.14-(f) e 4.15-(f),nota-se que o aumento da probabilidade de morte reduz o transiente ini
ial.Os expoentes dinâmi
os asso
iados determinada quantidade, tanto para hos-pedeiros 
omo vetores, tendem ao mesmo valor para tempos longos. Para
e′ = 0, 100, o ponto 
ríti
o é a′c = 0, 30550(3) e os expoentes 
ríti
os dinâmi-
os são η = 0, 581(5), δ = 0, 094(2) e z = 1, 75(3), 
ujas in
ertezas levamem 
onsideração as duas populações. Na tabela 4.2, 
onstam os expoentesdinâmi
os 
al
ulados para probabilidades próximas ao valor 
ríti
o para asduas populações, assim 
omo em e′ = 0, 025 o expoente dinâmi
o z 
al
uladopara os vetores, para 
ada probabilidade de infe
ção a′, está sempre a
imado valor obtido para a população de hospedeiros.Tabela 4.2: Expoentes dinâmi
os 
al
ulados para a população de vetores ehospedeiros quando a probabilidade de morte dos vetores é e′ = 0, 100Vetores Hospedeiros

a′ η δ z η δ z0,30540 0,571 0,104 1,783 0,562 0,099 1,7570,30545 0,581 0,101 1,784 0,572 0,096 1,7580,30550 0,590 0,098 1,785 0,581 0,094 1,7590,30555 0,599 0,095 1,786 0,589 0,091 1,7610,30560 0,608 0,093 1,787 0,598 0,089 1,762Os expoentes dinâmi
os η, δ e z obtidos para este modelo, dentro damargem de in
erteza, estão de a
ordo 
om a lei de hiperes
ala (η+2δ = dz/2)e 
on
ordam 
om os expoentes da 
lasse de universalidade da per
olaçãodinâmi
a. Isso 
ondiz 
om a 
onje
tura de Grassberger e, embora as regrasde transição para a população de vetores sejam análogas à do modelo de
ontato, o qual perten
e a 
lasse de universalidade da per
olação dire
ionada,a dinâmi
a da doença na população de hospedeiros segue as regras do modeloSIR que perten
e à 
lasse de universalidade da per
olação dinâmi
a [87℄.Devido ao pro
esso de infe
ção 
ruzada, as reações que o
orrem entre vetores�
am a
opladas às reações do modelo SIR que o
orrem para a população
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e o 
omportamento 
ríti
o do modelo SIR[34, 46, 51, 88℄.Lembrando que as probabilidades são reduzidas (usadas no algoritmo
om otimizações), todos os pontos 
ríti
os devem ser 
orrigidos usando asequações (4.48)-(4.50) que transformam as probabilidades reduzidas para asprobabilidades de morte e infe
ção 
orretas. Na tabela 4.3, 
onsta a síntesedos resultados obtidos. Os pontos 
ríti
os foram determinados usando emmédia 5 × 106 realizações distintas, e os expoentes 
ríti
os estão 
om in-
erteza 
ompatível tanto 
om os dados da população de vetores quanto dehospedeiros.Tabela 4.3: Síntese dos pontos 
ríti
os e expoentes 
ríti
os obtidos a partirdas simulações dependentes do tempo usando o algoritmo 
om otimizações.A in
erteza nas probabilidades e e a devem ser 
al
uladas usando propagaçãode erro, mas por simpli
idade, ao fazer o diagrama de fase assumimos que ain
erteza de e e a é a in
erteza de a′ProbabilidadesReduzidas Rees
aladas Expoentes dinâmi
os
e′ a′ e a η δ z0 0,31050(13) 0 0,38310 0,57(2) 0,09(1) 1,75(2)0,025 0,3108(1) 0,0100 0,38877 0,56(3) 0,094(5) 1,7(1)0,050 0,3100(1) 0,02068 0,39293 0,58(2) 0,093(3) 1,76(1)0,100 0,30550(3) 0,04414 0,39274 0,581(5) 0,094(2) 1,75(3)0,150 0,29785(1) 0,07010 0,39722 0,585(3) 0,093(1) 1,76(1)0,200 0,28770(2) 0,09844 0,39375 - - -0,250 0,27560(2) 0,12913 0,38738 - - -0,300 0,2619(1) 0,16219 0,37844 - - -0,400 0,2310(2) 0,23584 0,35376 - - -0,500 0,1968(2) 0,32051 0,32061 - - -0,700 0,1222(3) 0,53124 0,22768 - - -
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Figura 4.15: Expoentes dinâmi
os em função do inverso do tempo paraprobabilidade de morte dos vetores e′ = 0, 100. Expoente dinâmi
o η as-so
iado ao número de hospedeiros (a) e vetores (b) infe
tados. Expoentedinâmi
o δ asso
iado à probabilidade de sobrevivên
ia da epidemia na popu-lação de hospedeiros (
) e vetores (d). Expoente dinâmi
o z asso
iado ao raioquadráti
o médio de espalhamento da epidemia na sub-rede de hospedeiros(e) e vetores (f).



4.6. SIMULAÇÕES DEPENDENTES DO TEMPO 1054.6.1 Caso e = 0Quando e = 0, não há morte dos vetores e, uma vez infe
tado, elespermane
em infe
tados inde�nidamente. Neste 
aso, a probabilidade desobrevivên
ia da epidemia entre vetores é sempre unitária e forma-se umaglomerado de vetores infe
tados 
uja evolução (e tamanho) é similar à for-mada pelos hospedeiros re
uperados.Na �gura 4.16, estão des
ritos o número de infe
tados N(t) e o raioquadráti
o médio R2(t) para hospedeiros e vetores infe
tados. Na �gura 4.17,tem-se os expoentes η, δ e z asso
iados ao número médio de hospedeiros evetores infe
tados, à probabilidade de sobrevivên
ia da epidemia entre hos-pedeiros e ao raio de espalhamento da epidemia, respe
tivamente. Alémdisso, para mostrar que de fato a evolução do número de hospedeiros re
u-perados é similar ao 
res
imento do número de vetores infe
tados, 
al
ulou-seo expoente dinâmi
o, denominado ηhr, asso
iado ao número hospedeiros re
u-perados. Pelo 
omportamento dos expoentes dinâmi
os, visto na �gura 4.17pode-se inferir que o ponto 
ríti
o é ac = 0, 31050(3) e os expoentes 
ríti
osdinâmi
os para a população de hospedeiros são: η = 0, 57(2),
δ = 0, 09(1) e z = 1, 75(2), que re
aem na 
lasse de universalidade da per
o-lação dinâmi
a. Contudo, os expoentes 
al
ulados para a população de ve-tores são: η = 1, 57(2), z = 1, 75(2) e ηhr = 1, 57(2). E 
omo a probabilidadede sobrevivên
ia é 
onstante no tempo, não faz sentido 
al
ular o expoente δ.Per
ebe-se que o expoente z para as duas populações assume o mesmo valore que ηhr = η 
om η 
al
ulado para os vetores, mas esse valor é 1+0, 57 (é umexpoente não universal) em que 0, 57 é o expoente 
ríti
o asso
iado ao númerode hospedeiros infe
tados. Na tabela 4.4, 
onstam os expoentes dinâmi
os
al
ulados para pontos próximos ao ponto 
ríti
o, os quais mostram a dis-persão dos valores em relação ao valor 
ríti
o. No 
ál
ulo desses expoentesdesprezamos os dados referentes ao transiente que o
orre no intervalo t < 200todos esses valores apresentam in
erteza no último algarismo signi�
ativo
om uma unidade para mais ou menos.Veri�
ou-se também que, 
onforme os resultados obtidos via aproximaçãode 
ampo médio por pares, mesmo que haja vetores infe
tados em qualquerinstante, é ne
essário um limiar de infe
ção não-nulo para que haja dispersãoda doença. Além disso, mesmo na fase ativa, 
om espalhamento da doença,o pro
esso de imunização a
aba formando um aglomerado de hospedeirosre
uperados que isola os hospedeiros sus
etíveis dos vetores infe
tados queimpede o pro
esso de dispersão da doença inde�nidamente.
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Figura 4.16: Em es
ala Log-Log: número médio de hospedeiros (a) e ve-tores infe
tados (b), raio quadráti
o médio para hospedeiros (
) e vetores (d)infe
tados em função do tempo para probabilidade de morte e′ = e = 0.
Tabela 4.4: Expoentes dinâmi
os 
al
ulados para a população de vetores ehospedeiros quando a probabilidade de morte dos vetores é e′ = e = 0Vetores Hospedeiros

a′ ηvi z η δ z ηhr0,31025 1,543 1,737 0,534 0,105 1,750 1,5460,31050 1,572 1,746 0,576 0,094 1,753 1,5740,31175 1,595 1,754 0,609 0,084 1,758 1,597
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Figura 4.17: Expoentes dinâmi
os em função do inverso do tempo paraprobabilidade de morte dos vetores e = 0 para diferentes grandezas. Ex-poente dinâmi
o η asso
iado ao número de hospedeiros (a) e vetores (b)infe
tados. Expoente dinâmi
o δ asso
iado à probabilidade de sobre-vivên
ia da epidemia na população de hospedeiros (
) e expoente asso-
iado ao número de hospedeiros re
uparados (d). Expoente dinâmi
o zasso
iado ao raio quadráti
o médio de espalhamento da epidemia na sub-rede de hospedeiros (e) e vetores (f).



108 CAPÍTULO 4. MODELO DE INFECÇ�O CRUZADA I4.7 Diagrama de fase do modeloA partir dos dados da tabela 4.3, na qual 
onsta a síntese dos resulta-dos obtidos por meio das simulações dependentes do tempo, 
onstruiu-seo diagrama de fase em termos das probabilidades de morte do vetor e daprobabilidade de infe
ção. Na �gura 4.18, tem-se a linha 
ríti
a obtida pormeio da aproximação de 
ampo médio simples, por pares e por meio desimulações dependentes do tempo. Nas simulações, o limiar de infe
ção foideterminado analisando os expoentes dinâmi
os em função do tempo, ob-servando qual probabilidade 
orresponde à 
urvas 
om expoentes dinâmi
os
om in
linação 
onstante no tempo. A
ima da linha 
ríti
a, há propagaçãoda epidemia e, assim, o estado absorvente 
ontêm hospedeiros sus
etíveise re
uperados, bem 
omo vetores sus
etíveis. Abaixo da linha 
ríti
a, aepidemia não se espalha e, por isso, o estado absorvente 
ontem somentehospedeiros e vetores sus
etíveis. No limite que e = 0, o limiar de infe
çãoé ac = 1/4 na aproximação de 
ampo médio por pares e nas simulações de-pendentes do tempo ac = 0, 31050(3). Abaixo da linha 
ríti
a, tem-se a fasesem propagação da epidemia, 
ujo estado esta
ionário é formado por vetorese hospedeiros sus
etíveis. A
ima da linha 
ríti
a, a epidemia dura um tempolongo e, por isso, a densidade de hospedeiros re
uperados é sempre não-nula.A diagonal c = 0 delimita o espaço de probabilidades.Neste diagrama, para e → 0, o aumento da probabilidade de mortedos vetores provo
a um aumento no limiar de infe
ção. Isso pare
e 
on-traditório, pois exterminar vetores usualmente reduz as 
han
es de haverepidemia. Contudo, não se deve ignorar a 
ondição de normalização queadotada (2a+ e+ c = 1). Ao variar as probabilidades a e e, está-se variando
c também. Próximo de e = 0, à medida que se aumenta e, o limiar de in-fe
ção ac atinge um máximo e depois tende a zero, seguindo a assíntota 
=0.Para enfatizar que o 
res
imento da probabilidade de infe
ção para e pequenodeve-se à probabilidade c, 
onstrui-se outro diagrama de fase em termos dasprobabilidades relativas a/c e e/c. Na �gura 4.19, está ins
rita a linha 
ríti
aem termos das probabilidades relativas a/c versus e/c, que permite observarque o limiar de infe
ção relativo 
res
e à medida que se aumenta o 
ontrolevetorial e/c.Ademais, em ambos os diagramas de fase, a linha 
ríti
a obtida por meioda aproximação de 
ampo médio por pares reproduz qualitativamente os re-sultados obtidos via simulações 
omputa
ionais do modelo. Ao longo de todalinha 
ríti
a, espera-se que os expoentes 
ríti
os dinâmi
os 
orrespondam aosexpoentes 
ríti
os da 
lasse de universalidade da per
olação dinâmi
a.
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Figura 4.18: Diagrama de fase do modelo de infe
ção 
ruzada. A linha detransição de fase foi obtida por meio de aproximação de 
ampo médio simples,por pares e por simulações 
omputa
ionais dependentes do tempo.
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ção 
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ríti
a foi determinada por meiode simulações dependentes do tempo, aproximações de 
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essa em um tempo muito 
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Capítulo 5Modelo de infe
ção 
ruzada II
5.1 Des
rição do modeloO modelo de infe
ção 
ruzada no 
apítulo 4 des
reve a propagação deuma doença entre duas espé
ies. O modelo des
reve a existên
ia de uma fasesem propagação de doença e outra fase 
om o
orrên
ia de epidemia. Con-tudo, ambas as fases apresentam estados esta
ionários absorventes a subredede vetores o
upada por vetores sus
etíveis. Isso signi�
a que, neste estadoesta
ionário, a sub-rede é totalmente o
upada por vetores sus
etíveis, in-dependentemente do 
ontrole de natalidade/mortalidade, e não existe umadensidade limite de vetores ne
essária para haver dispersão da doença.Bus
ando obter resultados que des
revam de forma mais 
lara a importân-
ia do 
ontrole vetorial, introduziu-se um novo modelo de infe
ção 
ruzada.Este modelo difere do anterior pela existên
ia de um estado vazio 
om reaçõeslo
ais que representam expli
itamente a morte e o nas
imento de vetores.Considerou-se que um vetor pode estar sus
etível, infe
tado ou morto(ausên
ia de vetor). Quando um vetor sus
etível ou infe
tado morre, dáorigem a um espaço vazio onde posteriormente pode nas
er um novo indiví-duo sus
etível. Conforme ilustrado na �gura 5.1, asso
iou-se a 
ada sítio umavariável esto
ásti
a ηi que pode assumir um dos seguintes valores: ηi = 0, 1ou 2, respresentando a ausên
ia de vetor, a presença de um vetor sus
etível,ou a presença de um vetor infe
tado, respe
tivamente. Esta variável poderepresentar também o estado de saúde de um hospedeiro, o qual pode as-sumir um dos seguintes estados: sus
etível (ηi = 3), infe
tado (ηi = 4) ere
uperado/imune (ηi = 5). As regras de transição lo
al entre vetores sãosimilares às do modelo sus
etível-infe
tado-re
uperado (SIRS) [34,54,55℄ 
oma adição de uma reação reversa para uma das transições.Conforme ilustrado na �gura 5.1, assumiu-se que, tanto os vetores111
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etíveis quanto os infe
tados, morrem 
om probabilidade e. Este pro-
esso é espontâneo e representa a morte dos vetores devido aos pro
essosnaturais e 
ontrole de zoonoses. Se o sítio estiver vazio, então pode espon-taneamente tornar-se o
upado por um vetor sus
etível 
omo probabilidade
r. O pro
esso de infe
ção é 
atalíti
o e pode provo
ar a infe
ção de umvetor/hospedeiro sus
etível se houver pelo menos um hospedeiro/vetor infe
-tado na vizinhança do sítio. A probabilidade de infe
ção é propor
ional aonúmero de primeiros vizinhos infe
tados. Uma vez infe
tado, o hospedeiropode re
uperar-se espontaneamente 
om probabilidade c.

a

suscetivel

infectadoc
5

recuperado

4

3

Figura 5.1: Regras de transição para o modelo. Os parâmetros a, c, e e
r representam as probabilidades de transição e os números são os valoresasso
iados à variável esto
ásti
a para denotar o estado do sítio. O pro
essode infe
ção 
ruzada é 
atalíti
o e as demais transições são espontâneas.Dependendo dos valores de 
ada uma das probabilidades, a introdução deúni
o indivíduo infe
tado (vetor ou hospedeiro) pode produzir uma epidemia.Abaixo de 
erto limiar de infe
ção , a epidemia 
essa em um intervalo muito
urto, de forma que se (a << ac) então a densidade de indivíduos afetadospela doença tende a um valor nulo.Para determinar os limiares de infe
ção, investigou-se este modelo pormeio de aproximação de 
ampo médio e simulações de Monte Carlo. Pormeio de simulações, será analisado o 
omportamento 
ríti
o de diferentesgrandezas, bus
ando determinar os expoentes 
ríti
os dinâmi
os, a �m dedeterminar a 
lasse de universalidade do modelo.



5.2. EQUAÇ�O MESTRA 1135.2 Equação mestraConsiderando um reti
ulado 
om N sítios, em que 
ada sítio denota umvetor ou hospedeiro, é possível representar uma 
on�guração do sistema pelovetor (matriz linha)
η = (η1, η2, . . . , ηi, . . . , ηN),em que ηi é uma variável esto
ásti
a asso
iada ao i-ésimo sítio e que podeassumir um dos seguintes valores: ηi = 0 (espaço vazio), ηi = 1 (vetorsus
etível), ηi = 2 (vetor infe
tado), ηi = 3 (hospedeiro sus
etível), ηi = 4(hospedeiro infe
tado) e ηi = 5 (hospedeiro re
uperado).As probabilidades de transição esboçadas na �gura 5.1 podem ser es
ritas
omo segue:
w01

i = r se ηi = 0

w12
i (η) =

a

ζ

∑

δ

(ηi+δ, 4) se ηi = 1

w10
i (η) = e se ηi = 1

w20
i (η) = e se ηi = 2

w34
i (η) =

a

ζ

∑

δ

(ηi+δ, 2) se ηi = 3

w45
i (η) = c se ηi = 4em que wαβ

i (η) denota a probabilidade de transição de α → β. As outrasprobabilidades de transição são nulas.Na equação mestra, 
onsiderando que um úni
o sítio é atualizado por vez,a evolução temporal de uma função de estado pode ser 
al
ulada usando aexpressão:
d

dt
〈f(η)〉 =

N∑

i=1

∑

αβ

〈[f(Aαβ
i η)− f(η)]wαβ

i η)〉,onde Aαβ
i η denota o estado η′ que se obtem de η da seguinte forma. Se ηi = αentao η′i = β. Se ηi 6= α o estado não é modi�
ado, isto é, η′i = ηi.Para se obterem as equações de evolução das densidades, deve-se sub-stituir f(η) pela probabilidade do i-ésimo sítio estar em determinado es-tado. Por exemplo, 
om f(η) = δ(ηi, 1), pode-se obter a equação de evoluçãoda densidade de vetores sus
etíveis. Como pro
edimentos similares foramfeitos para outros modelos (
apítulo II e III), serão apresentados somente asequações, e não o desenvolvimento delas.As equações a seguir representam a evolução da densidade de sítios vazios

P (0), vetores sus
etíveis P (1), vetores infe
tados P (2), hospedeiros sus
etíveis
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P (3), infe
tados P (4) e re
uperados P (5), derivadas a partir da equação mes-tra usando atualização assín
rona.

dP (0)

dt
= e[P (1) + P (2)]− rP (0),

dP (1)

dt
= rP (0)− eP (1)− aP (14),

dP (2)

dt
= aP (14)− eP (2), (5.1)

dP (3)

dt
= −aP (32),

dP (4)

dt
= aP (32)− cP (4),e dP (5)

dt
= cP (4).O sistema de equações (5.1) é um 
onjunto de equações diferen
iaisa
opladas que aparentemente não apresenta uma solução exata. Pode-sefazer aproximações que possibilitem des
obrir o 
omportamento das den-sidades em função das probabilidades de transição lo
al. Na seção 5.3,será empregada a aproximação de 
ampo médio simples e, na seção 5.4, aaproximação de 
ampo médio por pares para se obter a linha de transição defase.5.3 Aproximação de 
ampo médio simplesNo sistema de equações (5.1), será apli
ada a aproximação de 
ampomédio simples para des
orrela
ionar as probabilidades que envolvem doissítios. Para fa
ilitar a notação, utilizaram-se as seguintes de�nições: w =

P (0), u = P (1), v = P (2), x = P (3), y = P (4) e z = P (5), 
om as 
ondiçõesde normalização:
x+ y + z = 1, (5.2)e
w + u+ v = 1. (5.3)Devido a essas 
ondições de normalização, pode-se es
olher quatro densidadesindependentes. Foram es
olhidas x, y, v e w 
omo densidades independentes.Com essa es
olha e apli
ando-se a aproximação de 
ampo médio simples,
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ontrou-se que o sistema de equações (5.1) torna-se
dw

dt
= e(1− w)− rw = e− w(e+ r),

dv

dt
= ay(1− v − w)− ev, (5.4)

dx

dt
= −avx,e dy

dt
= avx− cy.As probabilidades de infe
ção, morte, re
uperação e nas
imento podemser normalizadas pela 
ondição:
2a+ 2e+ r + c = 1. (5.5)Na �gura 5.2, é demonstrada a evolução da densidade de infe
tados emfunção do tempo para as probabilidades (a, e, r) = (0, 25; 0, 10; 0, 10) obtidaspela integração numéri
a do sistema de equações (5.4), usando v(t = 0) =

10−4.No estado esta
ionário, o sistema de equações (5.4) apresenta o ponto �xo:

0 100 200 300 400 500
tempo

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

de
ns

id
ad

e

vetores
hospedeiros

Figura 5.2: Densidade de vetores e hospedeiros infe
tados em função dotempo para (a, e, r) = (0, 25; 0, 10; 0, 10).
(x, y, v, w) = (1, 0, 0, e/(e+ r)), que representa um estado absorvente de hos-pedeiros sus
etíveis e vetores sus
etíveis e vazios (ausen
ia de vetores). A
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ionária de vetores sus
etíveis é u∗ = r/(e + r) e a densidadede sítios vazios é w∗ = e/(e + r), que dependem somente da natalidade emortalidade de vetores.No ponto �xo, o ja
obiano do sistema de equações (5.4) torna-se:
J =




0 0 −a 0
0 −c a 0
0 a(1− e

e+r
) −e 0

0 0 0 −(e + r)


 .Pela equação de autovalores (det(J−λI) = 0), pode-se 
al
ular os autovalorese, 
om eles, determinar os autovetores. Entretanto, o interesse é 
ara
terizara estabilidade do ponto �xo. Para isso, impõe-se λ = 0 na equação deautovalores:

−ec(e + r) + a2(e+ r)(1− e

e+ r
) = (e+ r)[−ec + a2

e

e+ r
] = 0. (5.6)Como e+ r deve ser diferente de zero, é ne
essário que

−ec + a2
e

e + r
= 0. (5.7)A equação (5.7) é a superfí
ie 
ríti
a que separa a fase sem espalhamentoda doença (densidade de hospedeiros sus
etíveis x = 1) da fase 
omespalhamento que apresenta densidade não-nula de re
uperados (x < 1 e

z > 0).
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ampo médio por paresÉ possível melhorar a aproximação de 
ampo médio feita para o sistemade equações (5.1) 
al
ulando as densidades envolvendo 
orrelação entre doissítios. As densidades de pares seguem as seguintes 
ondições de normalização:
P (03) + P (04) + P (05) = P (0), (5.8)
P (13) + P (14) + P (15) = P (1), (5.9)
P (23) + P (24) + P (25) = P (2), (5.10)
om P (0) + P (1) + P (2) = 1 e P (3) + P (4) + P (5) = 1.Entre essas probabilidades, pode-se es
olher P (13), P (23), P (14), P (24),

P (1), P (2), P (3) e P (4) 
omo probabilidades independentes. Assim, asequações de evolução para esses momentos da distribuição são:
dP (1)

dt
= rP (0)− eP (1)− aP (14),

dP (2)

dt
= aP (14)− eP (2),

dP (3)

dt
= −aP (32),

dP (4)

dt
= aP (32)− cP (4), (5.11)

dP (13)

dt
= rP (03)− eP (13)− a

ζ − 1

ζ
[P (413) + P (132)],

dP (23)

dt
= −(e +

a

ζ
)P (23) + a

ζ − 1

ζ
[P (413)− P (232)],

dP (14)

dt
= −(e +

a

ζ
+ c)P (14) + rP (04)− a

ζ − 1

ζ
[P (414)− P (132)],e

dP (24)

dt
=

a

ζ
[P (14) + P (23)]− (e+ c)P (24) + a

ζ − 1

ζ
[P (414) + P (232)],em que ζ é a 
oordenação da rede.Apli
ando-se a aproximação de 
ampo médio por pares, os termos que de-pendem de trios 
omo P (132) são aproximados usando a relação

P (αβγ) = P (αβ)P (βγ)/P (β). Com essa aproximação, é possível simpli�
ara notação de�nindo as seguintes densidades: x = P (3), y = P (4), u = P (1),
v = P (2), m = P (13), n = P (23), s = P (14) e p = P (24), 
om as quais o
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rito, tornando-se:
du

dt
= r − (r + e)u− rv − as,

dv

dt
= as− ev,

dx

dt
= −an,

dy

dt
= an− cy, (5.12)

dm

dt
= rx− (r + e)m− rn− a

ζ − 1

ζ
m(

s

u
+

n

x
),

dn

dt
= −(e+

a

ζ
)n+ a

ζ − 1

ζ
(
sm

u
− n2

x
),

ds

dt
= −(e+ c+ r +

a

ζ
)s+ r(y − p)− a

ζ − 1

ζ
(
s2

u
− mn

x
),e dp

dt
=

a

ζ
(s+ n)− (c+ e)p+ a

ζ − 1

ζ
(
s2

u
+

n2

x
).No estado esta
ionário, este sistema apresenta os seguintes pontos �xos

P (1) = r
r+e

, P (0) = 1 − P (1), P (2) = 0, P (3) = 1, P (4) = P (5) = P (23) =
P (14) = P (24) = 0 e P (13) = r

r+e
, que para as variáveis adotadas, es
reve-se 
omo (x∗, y∗, u∗, v∗, m∗, n∗, s∗, p∗) = (1, 0, r

r+e
, 0, r

r+e
, 0, 0, 0), e representaum estado absorvente de indivíduos sus
etíveis. Além deste ponto, tem-seoutro estado possível, 
om densidade não-nula de hospedeiros re
uperadosmas diferente da unidade, que pode ser representado 
omo P (3) = β, sendo

P (4) = 0 e P (5) = 1 − β, em que β denota a densidade de hospedeirossus
etíveis e 1 − β, a densidade de hospedeiros re
uperados. Este ponto�xo 
orresponde ao estado 
om espalhamento da epidemia. No ponto �xo, amatriz ja
obiana do sistema de equações (5.12) é:



0 0 0 0 0 −a 0 0
0 −c 0 0 0 a 0 0
0 0 −(r + e) −r 0 0 −a 0
0 0 0 −e 0 0 a 0

r 0 0 0 −(r + e) −r − a ζ−1
ζ

r
r+e

−a ζ−1
ζ

0

0 0 0 0 0 −(e + a/ζ) a ζ−1
ζ

0

0 r 0 0 0 a ζ−1
ζ

r
r+e

−(e+ c+ r + a
ζ
) −r

0 0 0 0 0 a
ζ

a
ζ

−(c+ e)


Es
revendo a equação de autovalores (det[J − λI] = 0), em que J é a matriz
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obiana e λ são os autovalores, tem-se a equação a seguir:
−(λ + c)(−1)1+1

{
− (λ+

a

ζ
+ e)(λ+

a

ζ
+ c+ e + r)(λ+ c+ e)−

−ra2
ζ − 1

ζ2
− r

a

ζ
(λ+

a

ζ
+ e) +

r

r + e

(
a
ζ − 1

ζ

)2
(λ+ c+ e)

}
+

+r(−1)3+1
{
− a2

ζ − 1

ζ
(λ+ c+ e)

}
= 0 (5.13)Como o interesse é des
obrir onde há perda de estabilidade, pode-se impor

λ = 0. Com essa 
ondição, a equação (5.13) torna-se:
c
{
− (

a

ζ
+ e)(

a

ζ
+ c+ e+ r)(c+ e)− ra2

ζ − 1

ζ2
− r

a

ζ
(
a

ζ
+ e)

+
r

r + e

(
a
ζ − 1

ζ

)2
(c+ e)

}
− r

{
− a2

ζ − 1

ζ
(c+ e)

}
= 0. (5.14)Na �gura 5.3, observa-se o diagrama de fase obtido por meio de aproxi-mação de 
ampo médio simples, 
uja linha ou superfí
ie 
ríti
a é dada pelaequação (5.7) e, por meio da aproximação de pares, que tem 
omo resultadoa linha ou superfí
ie 
ríti
a dada pela equação (5.14) 
om a 
ondição denormalização 2a+ 2e+ c+ r = 1, �xando r = 0, 100.

Figura 5.3: Diagrama de fase do modelo obtido via aproximações de 
ampomédio simples (à esquerda) e por pares (à direita) no plano a versus e.Posteriormente, será feita uma 
omparação destes resultados aos resulta-dos de simulações de Monte Carlo.
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ionáriasA partir de simulações numéri
as do modelo, obtem-se o 
omportamentoesta
ionário das quantidades médias 
omo a densidade de hospedeiros re
u-perados e a probabilidade de a epidemia atingir a fronteira da rede. Seráinvestigado o 
omportamento dessas grandezas 
omo função das probabili-dades de transição lo
al e determinados os limiares de infe
ção em funçãoda probabilidade de morte dos vetores e, a qual pode estar asso
iada a um
ontrole vetorial.Usando as regras de interação lo
al entre os indivíduos e apli
ando-seo método de Monte Carlo, 
onstruiu-se um algoritmo que permite simulara evolução temporal assín
rona do pro
esso de infe
ção 
ruzada 
om nas
i-mento e morte de vetores.Sabe-se que a 
ondição ini
ial e as 
ondições de 
ontorno são fatoresrelevantes quando analisa-se sistemas de tamanho �nito. E, uma vez queeste modelo possui vários estados absorventes, deve-se usar sempre a mesma
ondição ini
ial para todas as realizações, 
ada uma delas evoluindo a partirde uma série pseudoaleatória distinta. Serão utilizadas 
ondições periódi
asde 
ontorno e 
ada realização (amostra) evoluirá a partir de um estado 
omtodos os hospedeiros sus
etíveis e a sub-rede de vetores totalmente o
upadapor vetores sus
etíveis, 
om ex
eção do sítio 
entral o
upado por um vetorinfe
tado. Este estado ini
ial representa uma pequena perturbação do es-tado absorvente de vetores e hospedeiros sus
etíveis. A sub-rede de vetoresapresenta uma densidade ini
ial de sus
etíveis maior que o valor esta
ionário
(e/(e + r)).Seguindo as regras do modelo, elaborou-se um algoritmo de evolução tem-poral assín
rona, 
ujas 
ondições a ser analisadas a 
ada instante seguem asseguintes etapas:� 0) De�nir e ini
ializar uma rede regular quadrada de lado L, formadapor duas subredes A e B, 
om 
ondições periódi
as de 
ontorno. Colo-
ar todos os sítios da sub-rede A no estado ηi = 1 (vetores sus
etíveis),ex
eto o sítio 
entral, 
om ηi = 2 (vetor infe
tado). Todos os indiví-duos da sub-rede B são ini
ializados 
om estado ηi = 3 (hospedeirossus
etíveis).� 1) Sortear um sítio da rede e um número pseudoaleatório α que está
ontido no intervalo (0 ≤ α < 1) e atualizar o estado do sítio usando aprobabilidade de transição por sítio. Se α < ωi(ηi), a variável esto
ás-ti
a ηi assume seu próximo estado 
í
li
o.� 2) Repete-se o pro
esso 1 até não haver mais infe
tado (vetor ou hos-



5.5. SIMULAÇÕES ESTACIONÁRIAS 121pedeiro) na rede. Se não há mais sítios ativos (infe
tados), signi�
a queo sistema está preso em um estado absorvente e, portanto, a realizaçãodeve ser interrompida.� 3) Cal
ulam-se as quantidades médias de interesse.� 4) Sorteia-se uma nova semente para o gerador de númerospseudoaleatório e repete-se os passos 1 a 3 tantas vezes ne
essário parase obterem médias 
om �utuações 
om a tolerân
ia desejada.Na �gura 5.4, está des
rita uma sequen
ia de retratos para uma sériepseudoaleatória. Em t = 1, parte dos vetores já morreu e o fo
o epidêmi
oainda está 
on
entrado. À medida que o tempo 
res
e, a epidemia vai seespalhando, formando um aglomerado de indivíduos re
uperados. Após umtempo longo, a epidemia a
aba e o sistema �
a preso em estado absorvente.O espalhamento da epidemia só o
orre para um valor su�
ientemente grandeda probabilidade de infe
ção a.Como serão 
al
uladas as quantidades somente quando a realização atingeum estado absorvente, não é pre
iso inserir um 
ontador para o tempo.Neste modelo, os estados absorventes são formados por vetores sus
etíveis, es-paços vazios na sub-rede de vetores e hospedeiros sus
etíveis e re
uperados.As densidades esta
ionárias de vetores e sítios vazios estão rela
ionadas àprobabilidade de nas
imento e morte dos vetores. Por outro lado, a densi-dade de hospedeiros re
uperados depende da probabilidade de infe
ção, pois,quanto maior essa probabilidade, maior o número de indivíduos 
ontami-nados. Desse modo, nas simulações esta
ionárias, é su�
iente analisar asquantidades asso
iadas à população de hospedeiros. As quantidades 
al
u-ladas foram as mesmas analisadas no modelo SIR, isto é: o número médio dehospedeiros re
uperados
S =< Nhr >; (5.15)a densidade de hospedeiros re
uperados
ρ =

< Nhr >

N
, (5.16)em que N é o total de sítios da subrede;o número quadráti
o médio de hospedeiros re
uperados

M =< N2
r >; (5.17)a razão entre o número quadráti
o médio de hospedeiros re
uperados e oquadrado do número médio de hospedeiros re
uperados

U =
< N2

hr >

< Nhr >2
=

M

S2
; (5.18)
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Figura 5.4: Retratos da evolução temporal de uma realização nosinstantes t = 1, 200, 400 e 500 passos de Monte Carlo. Osparâmetros são L = 64, a = 0, 3320 e e = r = 0, 1. Em 
ada retrato, os pon-tos bran
o denotam ausên
ia de vetor, os pontos verde/preto representamvetores sus
etíveis/infe
tados e os pontos marrom/vermelho/azul represen-tam hospedeiros sus
etíveis/infe
tados/re
uperados, respe
tivamente.e a probabilidade P do aglomerado de hospedeiros re
uperados atingir aborda da rede.Essas grandezas médias foram 
al
uladas para diferentes valores daprobabilidade de morte dos vetores e e da probabilidade de infe
ção a. Visandodeterminar os limiares de infe
ção, �xou-se a probabilidade de nas
imentodos vetores em r = 0, 1 para todas as simulações. Com esta imposição, aequação 2a+2e+ c+ r = 1 �
a 
om duas variáveis independentes. Deixandoas probabilidades a e e 
omo variáveis independentes, a probabilidade c �
aes
rita em função das demais probabilidades. Então, é possível variar aprobabilidade e e determinar a probabilidade 
ríti
a de infe
ção ac.Na �gura 5.5, 
onstam a densidade ρ de hospedeiros re
uperados, aprobabilidade P dos aglomerados de re
uperados atingir a borda da rede,



5.5. SIMULAÇÕES ESTACIONÁRIAS 123o 
umulante U e o produto UP para diferentes tamanhos de rede em funçãoda probabilidade de infe
ção a, mantendo a probabilidade de morte dos ve-tores e = 0, 100. A densidade de re
uperados e a probabilidade P 
res
emem função do aumento da probabilidade de infe
ção. Para tamanhos de redesgrandes o 
omportamento dessas grandezas sugere a existên
ia de uma tran-sição de fase 
ontínua, entre uma fase 
om densidade nula dere
uperados e outra fase 
om densidade não nula de re
uperados. A razão en-tre o número quadrado médio e o número médio ao quadrado de re
uperadosde
ai abruptamente em torno do ponto 
ríti
o. Na fase super
ríti
a a > ac,à medida que o tamanho da rede aumenta, surgem �utuações rela
ionadasao 
omprimento de 
orrelação espa
ial.Conforme dis
utido para o modelo SIR, o produto UP é uma grandezauniversal no ponto 
ríti
o, o que signi�
a que, no limiar de infe
ção, UPindepende do tamanho da rede. Portanto, o 
ruzamento entre as 
urvas de
UP para diferentes tamanhos de rede (visto na �gura 5.6) permite estimar olimiar de infe
ção. Analisando os dados mostrados na �gura 5.6, observa-seque para e = 0, 100, o 
ruzamento das 
urvas o
orre para ac = 0, 3319(1).Neste modelo, devido ao pro
esso de nas
imento de vetor, não foi possívelfazer otimizações similares ao algoritmo usado no modelo I e, por isso, assimulações são lentas, exigindo grande tempo para realizar 
ada simulação.Em razão deste fato, o uso da universalidade de UP 
omo 
ritério paradeterminar o ponto 
ríti
o 
om pre
isão �
a 
omprometido pela ausên
ia dedados para tamanhos de rede maiores.Nas �guras 5.7 e 5.8, 
onstam a densidade de re
uperados, a probabili-dade da epidemia atingir a borda da rede, a razão U = M

S2 e o produto UPpara as probabilidades de morte dos vetores e = 0, 025 e e = 0, 200, respe
-tivamente. Essas grandezas médias foram 
al
uladas usando 104 realizaçõesindependentes para todos o tamanhos de rede. Nenhuma das �guras permitedeterminar o ponto 
ríti
o 
om boa pre
isão. Para se obter os pontos 
ríti
os
om melhor pre
isão, foram realizadas simulações dependentes do tempo, asquais são mais rápidas em 
omparação às simulações esta
ionárias e que, adi-
ionalmente, permitem 
al
ular os expoentes 
ríti
os dinâmi
os e determinara 
lasse de universalidade do modelo.
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ríti
os estáti
osNa seção 3.7, é demonstrada a relação entre o modelo SIR 
om a per
o-lação usual (seção 2.6). Como neste modelo foram usados os mesmos pro
es-sos de transição do modelo SIR (para os hospedeiros), é possível investigar o
omportamento 
ríti
o deste modelo analisando as mesmas grandezas esta-
ionárias estudadas para o modelo SIR.Por meio da asso
iação entre estes modelos, sabe-se que a probabilidadeda epidemia atingir a borda da rede (parâmetro de ordem) e o 
umulante,no ponto 
ríti
o, obede
em as seguintes formas de es
ala:
P ∼ L−β/ν⊥ (5.19)e
U ∼ Lβ/ν⊥, (5.20)em que β é o expoente 
ríti
o asso
iado ao parâmetro de ordem e ν⊥ é oexpoente 
ríti
o asso
iado ao 
omprimento de 
orrelação espa
ial.Pela relação (5.19) pode-se es
rever:

log(PL(ac)) =
−β

ν⊥
log(L) +K, (5.21)em que K é uma 
onstante. Utilizou-se essa relação e 
al
ulou-se aprobabilidade P , no ponto 
ríti
o, para diferentes tamanhos de rede, 
omo intuito de se obter a razão entre β e ν⊥. Na �gura 5.9, 
onsta log(P )versus log(L) para a = 0, 33180. Ajustando uma reta aos dados, obtem-se

β/ν⊥ = 0, 105(2) 
oerente 
om o valor esperado para a 
lasse de universali-dade da per
olação dinâmi
a [87℄.Na �gura 5.10, observa-se log(U) versus log(L) para ac = 0, 33180 e, 
on-forme esperado, o 
oe�
iente da reta ajustada aos dados é β/ν⊥ = 0, 105(2).Devido a essas relações, o produto entre U e P no ponto 
ríti
o torna-se umvalor universal, independente de L. Pelo grá�
o de UP versus 1/L mostradona �gura 5.11, 
onsiderando somente tamanhos L grandes e extrapolandopara L → ∞, obtem-se UPc = 1, 016(1), que está 
oerente 
om os valores
ríti
os obtidos para o modelo de per
olação usual [46℄.É possível ainda explorar o 
omportamento 
ríti
o da distribuição esta-
ionária de aglomerados para determinar o ponto 
ríti
o. Nas seções 3.7 e3.7, observou-se que, para um 
onjunto grande de aglomerados, a probabili-dade de haver um aglomerado de tamanho maior ou igual a s sítios obede
ea relação
P≥ss

τ−2 ∼ k1 +K2ǫs
σ, (5.22)
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onstantes, ǫ = a − ac,
β e τ são expoentes 
ríti
os que, em duas dimensões, são iguais à 187/91 e
36/91, respe
tivamente.Na �gura 5.12 tem-se P≥ss

τ−2 versus sσ para diferentes probabilidades
a. Pela relação 5.22 no ponto 
ríti
o, ǫ = 0 e, então, P≥ss

τ−2 é 
onstante.Ajustando uma reta para os dados de 
ada probabilidade a, obtem-se os
oe�
ientes lineares das retas e, pelo grá�
o desses 
oe�
ientes versus a,
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τ−2 é 
onstante. A partir daanálise dos dados 
onstantes na �gura 5.13, obtem-se ac = 0, 331800(5).Embora o número total de aglomerados seja pequeno (simulação 
om

75 × 103 amostras independentes), bem 
omo o tamanho da rede L = 128,veri�
ou-se que este método permite 
al
ular o ponto 
ríti
o 
om grandepre
isão.
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iente linear K2 versus a para os dados da �gura 5.12.5.7 Simulações dependentes do tempoUma forma 
omputa
ionalmente e�
iente de determinar os pontos 
ríti-
os 
onsiste em usar o método proposto por Grassberger e de la Torre [41℄,no qual se analisam a evolução temporal do número de infe
tados, a prob-abilidade de, em um dado instante, haver infe
tados e o raio quadráti
omédio de espalhamento da doença. Estas grandezas dependem fortementeda 
ondição ini
ial e devem ser 
al
uladas usando um 
onjunto de realizaçõesque evoluem a partir de um estado que está na iminên
ia do sistema 
air emum estado absorvente. Usualmente, isso é feito 
olo
ando-se somente umindivíduo infe
tado no 
entro da rede, estando todos os demais indivíduossus
etíveis. Neste modelo, 
omo há duas populações, tem-se arbitrariedadepara es
olher um infe
tado em uma das sub-redes. Para manter 
oerên
ia
om a 
ondição ini
ial usada nas simulações esta
ionárias, impõe-se que aepidemia espalha sobre uma população 
om todos os indivíduos sus
etíveis(vetores e hospedeiros) a partir de um úni
o vetor infe
tado inserido no 
entroda rede.Para realizar as simulações dependentes do tempo, utilizaram-se as mes-mas regras lo
ais apresentadass para algoritmo das simulações esta
ionárias,mas inseriu-se no passo 1 um 
ontador de tempo 
ujo in
remento em umaunidade 
orresponde ao sorteio de N sítios, es
olhidos arbitrariamente. Nopasso 4, foram 
al
ulados o número médio de vetores e hospedeiros infe
tados
Ni(t), a probabilidade de haver infe
tados em 
ada sub-rede Ps(t) e o raioquadráti
o médio de espalhamento da epidemia em 
ada sub=rede R2(t). Em
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ada realização, es
olheu-se uma semente para o gerador de númerospseudoaleatórios e deixou-se o sistema evoluir assin
ronamente, 
onformeas regras de interações lo
ais, até o instante em que a epidemia 
essou ouatingiu a borda da rede.Na seção 4.6, viu-se que as relações para o número médio de infe
ta-dos Ni(t), a probabilidade de sobrevivên
ia do pro
esso epidêmi
o Ps(t) e oraio quadráti
o médio de espalhamento da epidemia R2(t) no ponto 
ríti
oobede
em às seguintes leis de potên
ia:
Ni(t) ∼ tη, (5.23)
Ps(t) ∼ t−δ, (5.24)e

R2(t) ∼ tz, (5.25)em que η, δ e z são os expoentes 
ríti
os dinâmi
os asso
iados ao número deindivíduos infe
tados, à probabilidade de sobrevivên
ia da epidemia e ao raioquadráti
o médio, respe
tivamente. Próximo do ponto 
ríti
o, essas relaçõespodem ser aproximadas usando as relações (4.64-4.66).A partir dos resultados das simulações esta
ionárias, 
omo demonstra-dos nas �guras 5.5-5.8, sabe-se aproximadamente qual é o limiar de infe
çãopara 
ada probabilidade de morte dos vetores analisada. O 
onjunto de pon-tos 
ríti
os é parte da linha 
ríti
a asso
iada à probabilidade de nas
imentode vetores r = 0, 1, 
om a probabilidade de re
uperação (imunização) doshospedeiros �xada pela 
ondição de normalização c = 1− r − 2a− 2e.Na �gura 5.14 
onstam, em es
ala log-log, o número médio de vetoresinfe
tados Ni(t), a probabilidade de sobrevivên
ia Ps(t) e o raio quadráti
omédioR2(t) em função do tempo para diferentes probabilidades de infe
ção a,
om as probabilidades de nas
imento e morte dos vetores �xadas em r = 0, 1e e = 0, 1. Pela equação (5.23), 
omo no ponto 
ríti
o Ni(t) 
res
e 
omexpoente η, a
ima do ponto 
ríti
o, o 
omportamento assintóti
o eviden
iaque o número de infe
tados supera a lei de potên
ia e, abaixo do ponto 
ríti
o(no limite de tempo muito grande), o número de infe
tados tende a de
res
ere ir para um valor nulo. Isto porque, embora a simulação seja feita em umarede de tamanho �nito, a análise de dados é feita supondo uma rede in�nitae, neste 
aso, a epidemia poderia se espalhar por tempo inde�nido (fase ativa
a > ac) ou 
essar após um transiente de tempo (fase inativa a < ac).Para determinar o ponto 
ríti
o e os expoentes 
ríti
os, utilizaram-se asrelações (4.64-4.66), 
ujo ajuste aos dados 
orrespondentes a Ni(t), Ps(t) e
R2(t) são as in
linações lo
ais, 
al
uladas em intervalo m = ∆t = 50. Na�gura 5.15 observam-se os expoentes dinâmi
os η(t) e δ(t) versus 1/t, quesão as in
linações lo
ais das 
urvas de Ni(t) e Ps(t) mostradas na �gura 5.14.
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Figura 5.14: Em es
ala log-log: número de hospedeiros infe
tados (a) e ve-tores infe
tados (b) versus tempo e probabilidade de sobrevivên
ia do pro-
esso epidêmi
o na subrede de hospedeiros (
) e de vetores (d).Para a = 0, 33180, η(t) tende a um valor 
onstante, isto é, no limite t → ∞
om L muito grande, o expoente não depende do tempo. Para a > ac 
om
1/t tendendo a zero η(t) 
res
e, e abaixo do limiar de infe
ção η(t) de
res
ea medida que 1/t vai a zero. Considerando estes dados, pode-se a�rmarque ac = 0, 33180(1) o expoente dinâmi
o é η = 0, 58(1), 
ujas in
ertezasestão rela
ionadas ao grau de distinção entre 
res
imento e de
res
imentode η(t) em função do tempo. Determinado o ponto 
ríti
o, 
al
ularam-se osexpoentes 
ríti
os δ e z asso
iados a Ps(t) e R2(t). Analisando os dados de
Ps(t) e R2(t), obtiveram-se os expoentes 
ríti
os dinâmi
os δ = 0, 092(1) e
z = 1, 69(5), que são os mesmos obtidos para o modelo SIR e o outro modelode infe
ção dis
utido nos 
apítulos 3 e 4. Isso indi
a que este modelo tambémperten
e à 
lasse de universalidade da per
olação dinâmi
a.Para determinar outros pontos 
ríti
os, deve-se �xar as probabilidadesde nas
imento r e morte e dos vetores e variar a probabilidade de infe
ção,
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Figura 5.15: Expoentes dinâmi
o η(t) e δ(t) versus 1/t para diferentesprobabilidades de infe
ção.fazer simulações para 
ada 
onjunto de parâmetros e analisar as quantidades
onforme o pro
edimento dis
utido anteriormente. Como se trata de repetiro mesmo método, apresentou-se somente o diagrama de fase. Na �gura 5.16,é representado o diagrama de fase do modelo no plano a versus e para r = 0, 1.A linha tra
ejada é a linha 
ríti
a obtida por meio da aproximação de 
ampomédio por pares e a linha 
ontínua é a linha 
ríti
a obtida a partir desimulações de Monte Carlo (apenas os pontos 
ríti
os 
om barra de in
ertezaforam determinados por meio de simulações; a linha é uma 
urva ajustada



5.7. SIMULAÇÕES DEPENDENTES DO TEMPO 135a esses pontos e serve apenas de guia para os olhos). Na �gura, a regiãoabaixo de 
ada linha 
ríti
a 
orresponde à fase sem espalhamento da epi-demia. Quando a probabilidade de infe
ção a torna-se maior que o valor
ríti
o ac, a epidemia se espalha formando um aglomerado (no estado esta-
ionário) de hospedeiros re
uperados. No diagrama de fase, veri�
a-se quepara e = 0 o limiar de infe
ção é não-nulo (na aproximação de 
ampo médiopor pares e simulações de Monte Carlo) e, à medida que e → 0, 5− (c+ r)/2,a solução de 
ampo médio por pares 
on
orda qualitativamente 
om os resul-tados obtidos por meio de simulações dependentes do tempo. Isso não o
orre
om a aproximação de 
ampo médio simples para a qual, quando e → 0 aprobabilidade de infe
ção a → 0.Embora todos os resultados apresentados neste trabalho sejam referentesa r = 0, 1, é possível extrapolar o 
omportamento 
ríti
o visto no diagramade fase para outros valores de r. Para r próximo de zero, a linha 
ríti
adeve se aproximar de c = 0 quando e → 0, 5, provo
ando um aumentoda fase sem espalhamento da epidemia. Para r > 0, 1, os vetores nas
em
om probabilidade maior e, 
onsequentemente, a fase 
om espalhamento daepidemia deve 
res
er em relação à fase vista para r = 0, 1.

PSfrag repla
ementsFigura 5.16: Diagrama de fase do modelo no plano a versus e, 
om a linha
ríti
a determinada via 
ampo médio por pares (linha tra
ejada) e simulaçõesnuméri
as do modelo. Nos dados obtidos por meio de simulações de MonteCarlo a in
erteza da probabilidade de infe
ção é da mesma ordem de grandezada espessura da linha.
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Capítulo 6Comparações e apli
ações dosmodelosOs modelos dis
utidos nos 
apítulos 4 e 5, denominados modelos I e II,surgiram a partir de tentativas de formular um modelo 
apaz de des
reveras séries temporais (número de 
asos noti�
ados na rede de saúde públi
aem função do tempo) para algumas epidemias de dengue em área urbana[75�79, 85, 89�92℄. E, além disso, investigar qual é o efeito do 
ombate aosmosquitos (fase adulta do vetor no 
aso do modelo I e nas fases larval e adultano 
aso do modelo II) no 
ontrole das epidemias.Por esse ponto de vista, nesses modelos, deve-se 
onsiderar a trasmissãodevida a somente um sorotipo do vírus da dengue, sendo a fêmea do mosquitoAedes aegypti o vetor e o homem o hospedeiro.A probabilidade de infe
ção a está asso
iada ao número de pi
adas porpessoa por unidade de tempo. A probabilidade c é propor
ional ao inverso dotempo de viremia (intervalo de tempo que o homem infe
tado pode transmitiro vírus). E a probabilidade e representa a probabilidade de morte natural domosquito e que também pode a
res
entar a morte devido ao uso de inseti
idasque são apli
adas pelo 
entro de 
ontrole de zoonoses.No modelo II, 
onsiderou-se o nas
imento de mosquitos 
omprobabilidade r, a qual está asso
iada à 
apa
idade de reprodução dosmosquitos e, embora alguns autores usem esse parâmetro 
omo sendo de-pendente das 
ondições 
limáti
as, variando sazonalmente, manteve-se aprobabilidade r 
onstante no tempo. Este modelo proposto permite in-vestigar a transmissão da doença 
om outros valores de r, mas, devido aodes
onhe
imento a
er
a de um parâmetro 
on�ável e di�
uldade de variar rem todo seu domínio, �xou-se r = 0, 100 em todas as análises domodelo. Essa probabilidade re�ete diretamente a 
on
entração de mosquitosno ambiente. 137



138 CAPÍTULO 6. COMPARAÇÕES E APLICAÇÕES DOS MODELOSNa seção 6.1, serão 
omparados os resultados de 
ampo médio esimulações dos modelos. Pro
urar-se-á também eviden
iar as semelhançase diferenças entre eles. Na seção 6.2, o modelo I será usado para des
reveruma epidemia de dengue.6.1 Comparação entre os modelosAnalisando as �guras 6.1 e 6.1, que mostram as regras lo
ais de 
ada umdos modelos, observa-se que os pro
essos de infe
ção e re
uperação seguemas mesmas regras para ambos os modelos. No modelo I, 
onsiderou-se que a
on
entração de vetores no ambiente é grande e, assim, 
ada unidade espa
ialestá sempre o
upada por um mosquito sus
etível ou infe
tado. Entretanto,no modelo II, supõe-se que a morte de um vetor dá origem a um espaço vazioe, nesse 
aso, o nas
imento de um vetor não é imediato e, devido à 
apa
idadede suporte do meio, só pode o
orrer em um espaço vazio. A probabilidadede nas
imento dos mosquitos r pode representar a probabilidade natural desobrevivên
ia dos mosquitos nos primeiros estágios de vida (ovos e larvas)até a fase adulta (momento que a fêmea ne
essita de sangue para maturar osovos). Em 
aso de 
ontrole de mosquitos na fase larval, essa probabilidadedeve ser menor que a probabilidade natural de sobrevivên
ia.
1 2
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Figura 6.1: Regras de transições lo
ais para o modelo I. Somente o pro
essode infe
ção 
ruzada é 
atalíti
o; as demais transições são espontâneas. Paradenotar o estado de saúde do indivíduo 
om relação a uma 
erta doençaasso
ia-se uma variável esto
ásti
a η que assume os valores 1 ou 2 para deno-tar vetor sus
etível ou infe
tado; e 3,4 ou 5 para representar um hospedeirosus
etível, infe
tado ou re
uperado.Usando atualização assín
rona, ao sortear qualquer sítio de um reti
ulado,deve-se apli
ar um dos pro
essos de transições lo
ais. Desse modo, a soma
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Figura 6.2: Regras de transições lo
ais para o modelo II. Somente o pro
essode infe
ção 
ruzada é 
atalíti
o; as demais transições são espontâneas. Paradenotar o estado de saúde do indivíduo 
om relação a uma 
erta doençaasso
ia-se uma variável esto
ásti
a η que assume os valores 0, 1 ou 2 paradenotar a ausên
ia de vetor, a presença de um vetor sus
etível ou infe
tado; e3,4 ou 5 para representar um hospedeiro sus
etível, infe
tado ou re
uperadode possibilidade de eventos deve ser unitária, que pode ser parametrizada daseguinte forma:
e+ 2a+ c = 1 (6.1)e

r + 2e+ 2a+ c = 1, (6.2)para os modelos I e II, respe
tivamente.Para analisar as similaridades entre os modelos, é ne
essário 
omparar asequações de evolução das densidades. Na tabela 6.1 são des
ritas as equaçõesde evolução das densidades obtidas a partir da equação mestra para os doismodelos espa
ialmente estruturados.Pela equação de evolução de P (0) no modelo II mostrada na tabela6.1, observa-se que, no regime esta
ionário, a densidade de sítios vazios é
P (0) = w∗ = r/(r + e) e, quando a densidade de mosquitos infe
tados
P (2) = y → 0, a densidade de mosquitos sus
etíveis torna-se x∗ = e/(r+ e).Para 
omparar os dois modelos, uma vez que no segundo a sub-rede demosquitos não está 
ompletamente preen
hida por mosquitos, pois há espaçosvazios, deve-se 
omparar a densidade de mosquitos sus
etíveis do modelo I
x′ = 1 
om a densidade x∗ = e/(r + e) do modelo II. Impondo um fator depropor
ionalidade β entre essas densidades obtemos:

βe/(e+ r) = 1 (6.3)ou
βe = e+ r. (6.4)



140 CAPÍTULO 6. COMPARAÇÕES E APLICAÇÕES DOS MODELOSTabela 6.1: Comparação entre as equações para as densidades de indivíduospara os dois modelosModelo I Modelo II
dP (0)
dt

= e[P (1) + P (2)]− rP (0)

dP (1)
dt

= eP (2)− aP (14) dP (1)
dt

= rP (0)− eP (2)− aP (14)

dP (2)
dt

= aP (14)− eP (2) dP (2)
dt

= aP (14)− eP (2)

dP (3)
dt

= −aP (32) dP (3)
dt

= −aP (32)

dP (4)
dt

= aP (32)− cP (4) dP (4)
dt

= aP (32)− cP (4)Para evitar 
onfusão entre as probabilidades de morte de um modelo eoutro, será denominada 
omo E a probabilidade de morte para o modelo I,diferen
iando-a da probabilidade de morte e do modelo II. Pelas equações(6.1) e (6.2), tem-se: r+ 2e+ 2a+ c = 1 e E + 2a+ c = 1. E, a partir delas,pode-se usar que a probabilidade de nas
imento de mosquitos é dada pelaexpressão:
r + 2e = E

βe+ e = E

E = e
e + 2r

r
, (6.5)que permite 
omparar a probabilidade de morte do modelo I E à probabili-dade de morte e do modelo II.Na �gura 6.3, 
onsta o diagrama de fase dos dois modelos, 
om as 
urvasde transição de fase determinadas por meio de aproximações de 
ampo médio
om pares e simulações 
omputa
ionais dos modelos. Abaixo de 
ada 
urva,tem-se a fase sem espalhamento da doença e a parte superior 
orrespondeà fase 
om espalhamento da doença. Neste diagrama a probabilidade demorte dos mosquitos e para o segundo modelo não está rees
alada para serequivalente à probabilidade de morte do modelo I.Usando a equação (6.5) para rees
alar a probabilidade de morte dosmosquitos para o modelo II, essa se torna 
ompatível 
om a probabilidadeusada no modelo I. E, assim, obtem-se o diagrama de fase mostrado na



6.1. COMPARAÇ�O ENTRE OS MODELOS 141�gura 6.4. Esse diagrama apresenta ainda alguns problemas, por exemplo, nomodelo II, a probabilidade de infe
ção não se anula quando E → 1. Entre-tanto, quando e/r é pequeno os dois modelos des
revem linhas de transiçãode fase 
om o mesmo 
omportamento.
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Figura 6.3: Diagrama de fase para os modelos I e II, no plano a versus e,segundo as aproximações de 
ampo médio por pares e simulações 
omputa-
ionais.Ao fazer o diagrama de fase em termos das probabilidades relativas e/cversus a/c, rees
alando a probabilidade de morte dos mosquitos (usandoa equação (6.5)), obtem-se o diagrama apresentado na �gura 6.5, no qualpodemos ver que, se analisadas as linhas 
ríti
as em termos de probabili-dades relativas à probabilidade de re
uperação, os dois modelos apresentamdiagramas de fase muito semelhantes. Além disso, veri�
a-se que a fase 
omespalhamento da epidemia (fase ativa) para o modelo II é menor (no limite
r << e) em relação à fase 
om espalhamento obtida para o modelo I. Por-tanto, pode-se 
on
luir que o 
ontrole de natalidade de vetores, asso
iado ao
ontrole da população na fase adulta é muito mais e�
iente para impedir oespalhamento da epidemia, que 
ontrolar somente a mortalidade de vetoresadultos.
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Figura 6.4: Diagrama de fase para os modelos I e II, no plano a versus E(a e c não rees
alados). A probabilidade de morte de mosquitos e para osegundo modelo foi rees
alada por meio da equação 6.5. Os dados exibidosnessa �gura foram obtidos por meio de simulações de Monte Carlo.
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Figura 6.5: Diagrama de fase para os modelos I e II, no plano e/c versus
a/c. A probabilidade de morte de mosquitos e para o segundo modelo foirees
alada por meio da equação 6.5.



6.1. COMPARAÇ�O ENTRE OS MODELOS 143Pode-se ver que o diagrama de fase em termos das probabilidades relativas
e/c e a/c favore
e a visualização da dependên
ia do limiar de infe
ção 
om o
ontrole vetorial. No diagrama de fase no plano a versus e essa dependên
iaé 
onfusa por não �
ar óbvio que o aumento da probabilidade de morte dosmosquitos (quando e é pequeno) de fato 
ausa redução no limiar de infe
ção.É possível melhorar essa 
ompreensão do diagrama de fase fazendo algu-mas adaptações. Seja a razão e/c igual a uma 
onstante α. Como no modeloI apli
ou-se a 
ondição de normalização 2a+ c+ e = 1, pode-se rees
rever afração da seguinte forma:

e

c
= α

e

1− 2a− e
= α

e+ eα = α− 2αa

a =
1

2
− e(

1 + α

2α
). (6.6)Esta equação signi�
a que, aumentando a probabilidade de morte dos mosquitospor um fator α, relativo à probabilidade de re
uperação dos homens, reduz-seo limiar de infe
ção 
onforme a equação (6.6). Apenas 
omo exemplo, usando

α = 2, obtem-se a linha de 
ontrole vetorial (linha pontilhada) des
rita na�gura 6.6, que indi
a a redução da probabilidade de infe
ção a em funçãodo aumento da probabilidade de morte e. Como esse diagrama de fase 
on-stam as linhas 
ríti
as obtidas por meio de 
ampo médio simples, por parese por de simulações de Monte Carlo, deve-se lembrar que na fase II (faseabaixo de 
ada linha 
ríti
a) não há epidemia e, portanto, o 
ontrole vetorialé desne
essário para �ns de 
ontrole de transmissão da doença. Na fase Ihá espalhamento da doença e o estado esta
ionário 
orresponde à situaçãoem que a população de homens �
a 
onstituída por indivíduos sus
etíveis ere
uperados e a população dos mosquitos, somente por mosquitos sus
etíveis
(Hr > 0 e Hs < 1). Na fase II, a doença 
essa em tempo muito 
urto, semhaver espalhamento da doença e, assim, o estado absorvente 
orresponde aambas as populações sus
etíveis.
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Figura 6.6: Diagrama de fase para o modelo I, 
om a linha 
ríti
a determi-nada via 
ampo médio simples (
urva 
ontínua inferior), por pares (
urvatra
ejada) e simulações de Monte Carlo (
urva superior 
om barras de in-
ertezas para os pontos 
ríti
os). A linha pontilhada é a redução da probabili-dade de transmissão da doença 
aso haja 
ontrole da população de mosquitos.



6.2. APLICAÇ�O DO MODELO I 1456.2 Apli
ação do modelo IUsando as equações obtidas por meio da aproximação de 
ampo médiopor pares para o modelo I, dadas pelas equações (4.33)-(4.37), foi analisadaa epidemia de dengue registrada na 
idade de Salvador-Brasil no ano de1995, des
rita na referên
ia [89℄. Ainda que a solução exata do sistema deequações (4.33)-(4.37) não tenha sido determinada neste trabalho, pode-seusar parâmetros adequados para obter a evolução temporal do número deindivíduos infe
tados e 
omparar 
om a série epidemi
a real.A partir da distribuição temporal de 
asos de dengue noti�
ados para aepidemia de dengue des
rita na referên
ia [89℄ e usando os parâmetros domodelo a = 2, e = 0, 2 e c = 9, 8, em que a, e e c devem ser entendidos 
omotaxas de infe
ção por dia, taxa de morte por dia e taxa de re
uperação pordia, respe
tivamente. Esse valores baseiam se nos parâmetros des
ritos nareferên
ia [93℄. Supondo uma população exposta (em 
ontato direto 
om osmosquitos) N = 3, 2× 104, a qual multipli
ada pela densidade de infe
tadosresulta o número de infe
tados, e integrando o sistema de equações(4.33)-(4.37) 
om uma densidade ini
ial de vetores infe
tados igual a 10−6 obtemosa 
urva epidemi
a mostrada na �gura 6.7. Nessa �gura pode-se ver que omodelo I 
onsegue des
rever qualitativamente e quantitativamente a sérietemporal em todo o intervalo de duração da epidemia. Por não ter obtidoa solução exata não se apli
ou a minimização do desvio da 
urva epidemi
aem relação aos dados reais.



146 CAPÍTULO 6. COMPARAÇÕES E APLICAÇÕES DOS MODELOS

0 5 10 15 20 25 30
tempo (semanas)

0

500

1000

1500

2000

ca
so

s 
de

 d
en

gu
e

dados 1995
pares  modelo I

Figura 6.7: Número de 
asos de dengue registrados na 
idade de Salvadorem 1995. A linha vermelha é o número de infe
tados obtidos por meio daaproximação de 
ampo médio por pares para o modelo I, usando osparâmetros a = 2, e = 0, 2, c = 9, 8.



Capítulo 7Con
lusõesNesta pesquisa investigou-se o modelo SIR esto
ásti
o de�nido em redeshiper
úbi
as por meio de simulações de Monte Carlo e também por meiode aproximações de 
ampo médio dinâmi
o. As aproximações de 
ampomédio mostraram que o modelo exibe um ponto 
ríti
o que separa uma faseem que há espalhamento da epidemia e outra em que não há espalhamentoda epidemia [34℄. Essas aproximações, prin
ipalmente a de pares (que levaem 
onta 
orrelações de dois sítios), forne
em resultados qualitativamente
ompatíveis aos resultados obtidos neste estudo por meio de simulações deMonte Carlo.As investigações por meio de simulações de Monte Carlo [34, 46℄, per-mitiram determinar o ponto 
ríti
o do modelo SIR e obter os expoentes
ríti
os. Para tanto, estabele
eu-se em primeiro lugar a 
orresponden
ia en-tre grandezas relevantes para a 
ara
terização do 
omportamento 
ríti
o domodelo SIR e grandezas 
onsideradas no modelo de per
olação usual. Emseguida, realizou-se uma análise de es
ala �nita dos dados obtidos por meio desimulações de Monte Carlo para o modelo SIR de�nido em redes quadradase triangulares. Dessa maneira, obtiveram-se expoentes 
ríti
os estáti
os quesão 
onsistentes 
om os da 
lasse de universalidade da per
olação dinâmi
aisotrópi
a. Para tanto, utilizaram-se simulações dependentes do tempo [51℄.Além disso, de�niu-se o parâmetro de ordem adequado para a transiçãono modelo SIR e introduziu-se uma nova função universal para o modelo SIRe para modelos de per
olação isotrópi
a [46℄. Essa grandeza foi denominada
UP , na qual P denota o parâmetro de ordem (para o modelo SIR) e agrandeza U representa a razão entre o valor médio do quadrado do númerode sítios no estado R (o
upado por um indivíduo re
uperado) e o quadradodo número médio de sítios no estado R. No ponto 
ríti
o, UP não dependedo tamanho do sistema e, portanto, a partir da análise dessa grandeza 
omofunção do parâmetro de 
ontrole c (probabilidade de re
uperação para o147



148 CAPÍTULO 7. CONCLUSÕESmodelo SIR) para diferentes tamanhos do sistema, pode-se obter o ponto
ríti
o.A partir do modelo de 
ontato, do modelo SIR e do modelos SIRS,propuseram-se dois diferentes modelos epidêmi
os nos quais o pro
esso detransmissão é mediado por um vetor. Esses modelos foram denominadosmodelo I e modelo II. Foram 
onsideradas duas populações formadas porhospedeiros e vetores que interagem entre si, transmitindo a doença de umapopulação para outra. O pro
essso de infe
ção o
orre devido ao 
ontato deum hospedeiro ou vetor sus
etível 
om um vetor ou hospedeiro infe
tado. Nomodelo I, supõe-se que os vetores estão homogeneamente distribuídos peloespaço e o intervalo ne
essário para o vetor nas
er e atingir a fase adulta émuito pequeno 
omparado ao seu tempo de vida, podendo ser desprezado.Neste 
aso, 
ada vetor pode ser 
lassi�
ado 
omo sus
etível (S) ou infe
tado(I). Os hospedeiros podem ser divididos em três 
lasses: sus
etível(S), infe
-tado (I) ou re
uperado (R). No modelo II, tratou-se expli
itamente o pro
essode nas
imento e morte de vetores, adi
ionando um estado vazio (que repre-senta a ausên
ia de vetores) em que pode haver nas
imento de um vetorsus
etível. Estes modelos são de�nidos em uma rede quadrada bipartida emduas sub-redes A e B em que 
ada sítio da sub-rede A(B) pode ser o
upadopor um úni
o vetor(hospedeiro). As regras destes modelos são tais que, parao modelo I, as transições lo
ais para os vetores sejam similares ao pro
esso de
ontato e, no modelo II, às transições lo
ais para os vetores sejam similares astransições do modelo SIRS. Em ambos, as transições lo
ais envolvendo hos-pedeiros são análogas às regras do modelo SIR, 
om o pro
esso de infe
çãopropor
ional ao número de vizinhos (da outra população) infe
tados. Estesmodelos esto
ásti
os foram investigados por meio de aproximações de 
ampomédio e simulações de Monte Carlo. Veri�
ou-se que estes modelos exibemtransições de fase de 2a ordem, em que a linha 
ríti
a separa uma fase em quea doença não se espalha e outra fase em que o
orre epidemia. Analisandoas mesmas grandezas 
onsideradas no modelo SIR, investigou-se o 
ompor-tamento 
ríti
o destes modelos por meio de simulações de Monte Carlo. Osexpoentes 
ríti
os obtidos mostram que ambos os modelos perten
em à 
lassede universalidade da per
olação dinâmi
a isotrópi
a.Os modelos dis
utidos neste trabalho são irreversíveis 
om muitos es-tados absorventes e, por meio destes modelos, são apresentadas diferentesabordagens sobre o espalhamento de epidemias para populações espa
ial-mente estruturadas (isso é de grande importân
ia para des
rever epidemiasreais). As investigações permitiram determinar a 
lasse de universalidadedos modelos analisados e aprimorar métodos para estudar o 
omportamento
ríti
o de modelos 
om muitos estados absorventes. É ne
essário aperfeiçoarestes modelos, inserindo diferentes 
lasses de indivíduos sus
etíveis (os quais



149podem tornar-se infe
tados 
om diferentes taxas), 
om o intuito de des
reverde forma mais realista alguns tipos de epidemias 
uja transmissibilidade estáasso
iada ao estado de imunidade de 
ada indivíduo. Além disso, para tratara mobilidade dos indivíduos, pretende-se investigar os efeitos de difusão lo
aldos indivíduos através da rede. A
redita-se que o pro
esso de difusão é essen-
ial para des
rever a formação de múltiplos fo
os epidêmi
os que favore
emo espalhamento da epidemia e di�
ultam o 
ontrole e erradi
ação de doençasinfe
to
ontagiosas.
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