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Resumo

Este trabalho busca descrever sistemas irreversiveis (aqueles que nao obede-
cem ao balanceamento detalhado) usando o formalismo mecanico-estatistico
que tem como base a dinamica estocastica. Nossos principais objetivos
sao: (i) a investigacao do comportamento critico e das possiveis classes de
universalidade em sistemas irreversiveis; (ii) a modelagem da dinamica de
propagacao de epidemias. Primeiramente investigamos o modelo suscetivel-
infectado-recuperado (SIR) estocéstico e espacialmente estruturado. Nesse
modelo, os individuos sdo divididos em trés classes: suscetivel (S), infec-
tado (I) e recuperado (R). Um individuo suscetivel pode tornar-se infec-
tado devido ao contato com um vizinho infectado, e um individuo infectado
pode recuperar-se espontaneamente. Este modelo exibe transicao de fase
entre uma fase em que a doenca se espalha e uma fase em que nao héa es-
palhamento da doenca. Tratando cada par suscetivel-infectado como uma
conexao através da qual pode haver propagagao da epidemia, mostramos que
é possivel estabelecer uma conexao entre o modelo SIR e o modelo de perco-
lacao. Assim, pudemos utilizar métodos da teoria de percolacao usual para
determinar o limiar de espalhamento epidémico. Por meio de aproximagoes
de campo médio dindmico, simulacoes computacionais de Monte Carlo esta-
cionarias e simulacoes dependentes do tempo, determinamos o ponto critico
e o comportamento critico desse modelo. Ademais, propomos dois modelos
para descrever um processo epidémico de transmissao vetorial. Consideramos
duas populagoes interagentes, uma formada por vetores e a outra por hos-
pedeiros. Os vetores podem ser suscetiveis (S) ou infectados (I), enquanto
os estados permitidos para os hospedeiros sao os mesmos do modelo SIR.
O processo de transmissao da doenca ocorre devido ao contato local de um
hospedeiro (vetor) suscetivel com um vetor (hospedeiro) infectado. Determi-
namos o limiar de infeccao, o tamanho da epidemia e mostramos que ambos
os modelos exibem transicoes de fase de segunda ordem e que pertencem a
classe de universalidade da percolacao dinamica isotropica.






Abstract

This study aims to describe irreversible systems (those that do not obey de-
tailed balance) using a statistical mechanics formalism based on stochastic
dynamics. Our main objectives are: (i) to investigate the critical behavior
and the possible universality classes in irreversible systems; (ii) and modeling
the dynamics of the epidemic spreading. First we investigate the stochastic
and spatially structured susceptible-infected-recovered model (SIR). In this
model, individuals are divided into three classes: susceptible (S), infected
(I) and recovered (R). A susceptible individual may become infected due to
contact with an infected neighbor, and an infected individual may recover
spontaneously. This model exhibits a phase transition between a phase in
which the epidemic spreads and a phase where there is no spreading of the
disease. Treating each susceptible-infected pair as a connection through
which there may be epidemic spreading, we show that it is possible to
establish a connection between the SIR model and the percolation model.
Thus we are able to use methods of the theory of standard percolation
for determining the epidemic spreading. By means of dynamic mean-field
approximations and stationary and time-dependent computational Monte
Carlo simulations, we determine the critical point and critical behavior of this
model. In addition, we propose two models to describe the vector transmit-
ted epidemic process. We consider two interacting populations, one formed
by vectors and other by hosts. The vectors may be susceptible (S) or infected
(I), where the states allowed for the hosts are the same as those in the SIR
model. Transmission of the disease occurs due to contact between a local
host (vector) and a susceptible vector (host) infected. We determine the
threshold of infection, the size of the epidemic, and show that both models
exhibit second order phase transitions that belong to the universality class
of dynamic isotropic percolation.
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Capitulo 1

Introducao

A descricao do espalhamento de uma epidemia em uma populacao en-
volve dois niveis de interagao [IH8]: um que denominaremos microscopico,
referente as interagoes entre o agente causador da doenga (virus, bactéria ou
verme) no vetor e no hospedeiro e, em alguns casos, considerando também
o ciclo de vida do vetor; outro que denominaremos de nivel macroscopico,
em que é importante analisar as interacoes entre os individuos infectados e
suscetiveis e buscar entender os aspectos gerais necessarios de transmissao
da doenca.

Na modelagem da propagacao de epidemias considerando o caso
macroscopico, pode-se fazer uma descri¢ao deterministica [IL[7,9] ou estocés-
tica [IH4L[T0HT4]. A descri¢do deterministica é usualmente feita a partir de
equagoes diferenciais, similares as equagoes da cinética quimica, nas quais o
numero de individuos infectados aumenta proporcionalmente a4 quantidade
de individuos suscetiveis.

Na abordagem estocastica, considera-se que os individuos suscetiveis, in-
fectados e recuperados (quando for o caso) podem aumentar ou diminuir
devido as transicoes de um estado para outro.

O modelo epidémico conhecido como suscetivel-infectado-recuperado (SIR),
introduzido por Kermack e McKendrick em 1927 [I5], busca a descrigao deter-
ministica do espalhamento de uma doenca na qual os individuos infectados
podem se recuperar, e se tornar permanentemente imunes. Neste modelo,
cada individuo pode estar em uma das trés classes: suscetivel (S), infectado
(I) ou recuperado/imune/morto (R). O processo de infecgao é catalitico, ou
seja, a populacao de infectados cresce proporcionalmente ao ntimero de in-
fectados, e o processo de imunizacao é espontaneo. Assim, individuos infec-
tados podem espontaneamente tornar-se recuperados, ficando permanente-
mente imunes.

As hipoéteses implicitas no modelo SIR sao: o tempo de vida do hos-
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16 CAPITULO 1. INTRODUCAO

pedeiro é muito maior que o tempo de duragdo da epidemia (tal que du-
rante a epidemia a popula¢ao pode ser considerada constante); o processo de
recuperacao proporciona imunidade permanente ao individuo em relacao a
doenga. Essas hipoteses sao vilidas para vérias doencas [2],3],[7,14,16-20] e,
assim, mesmo sem considerar os efeitos da estrutura espacial e da estocasti-
cidade, é possivel obter curvas epidémicas adequadas para muitas epidemias.
Além disso, o modelo pode ser usado como ferramenta de previsao do to-
tal de individuos de certa populacao que deve ser imunizado por meio de
vacinac¢ao para prevenir epidemias [92TH27], ou mesmo servir de parametro
para definicao de politicas piiblicas para controle e gerenciamento de doencas
infectocontagiosas [16,28-30].

O modelo SIR é um modelo simples que pode prever um limiar de infeccao
acima do qual a epidemia se espalha e abaixo do qual nao ha propagacao da
doenca. Devido ao fato de ser definido por um processo local que segue o
ciclo: (S — I — R), as reacoes S — [ e I — R ocorrem com certas taxas,
mas as reagoes reversas sao expressamente proibidas e, assim, o sistema é
irreversivel e ndo obedece ao balanceamento detalhado [12,BT132].

Versoes estocésticas deste modelo podem ser do tipo “nascimento e morte”
[1331/34], nas quais se consideram equagoes mestras em que o nimero de indi-
viduos de cada espécie sao as variaveis estocasticas. Apesar do nome, “nasci-
mento e morte” nao significa natalidade ou mortalidade de individuos e diz
respeito somente ao aumento do numero de infectados (que ocorre devido ao
decréscimo do namero de individuos suscetiveis) e ao decaimento de infecta-
dos (devido ao processo de recuperagao com imunizagao permanente). Uma
das primeiras descricoes do sistema SIR por meio de um processo estocastico
do tipo “nascimento e morte” é a dada por Bailey [10,[11].

Para uma anéalise mais detalhada e completa do processo de dispersao
da doenga, deve-se levar em consideragdo a estrutura espacial [35,36] e a
individualidade de cada elemento da populacao. Nesse caso, consideramos
uma rede onde cada né ou sitio representa um unico individuo ao qual as-
sociamos uma variavel estocastica para denotar seu estado de satde com
relacdo a certa doenca. Além disso, nesse tratamento os processos de in-
feccao e recuperagio sdo estocésticos e locais (envolvem somente os vizinhos
mais proximos), e o processo SIR é tratado como um modelo estocastico e
espacialmente estruturado. A descricao por meio de um processo estocas-
tico do tipo “nascimento e morte” (citado acima) pode ser obtida a partir do
modelo STR estocéstico e espacialmente estruturado por meio de uma reducao
de graus de liberdade [34].

Por meio de simulacoes de Monte Carlo estacionarias e dependentes do
tempo, podemos investigar grandezas relevantes, tais como o raio de gi-
racao e nimero médio de infectados; e determinar o ponto critico (limiar de
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espalhamento epidémico) e os expoentes criticos com precisao [37H40].

Conforme as referéncias [I3,41H50], ha estreita relacdo entre o modelo
SIR e o de percolacao usual. Embora o modelo SIR tenha dinamica tempo-
ral, enquanto o modelo de percolacao é estatico, pode-se analisar cada par
suscetivel-infectado como uma ligacao através da qual pode haver transmis-
sao da doenca. Sob este ponto de vista, o processo de transmissao inicia-se a
partir de um tnico infectado (localizado no centro da rede), que, estando in-
terligado a primeiros vizinhos suscetiveis, pode transmitir a doenca, criando
novos individuos infectados. Apos um tempo longo (no estado estacionéario),
a dindmica temporal cessa devido a recuperacao de todos os individuos in-
fectados. Quando isso acontece, o sistema fica preso em um estado ab-
sorvente de suscetiveis e recuperados. Os individuos recuperados formam um
aglomerado e a probabilidade de haver espalhamento da doenca é definida
como a probabilidade de haver percolacao, ou seja, para sistemas finitos, é
a probabilidade de que o aglomerado de recuperados toque pelo menos uma
das fronteiras da rede.

A distribuicao dos aglomerados de individuos recuperados, obtida em
uma simulacao computacional do modelo SIR, apresenta no ponto critico
propriedades que tém analogia com as do modelo de percolagao [44J46]. Neste
trabalho explorou-se a relacao entre estes modelos e procurou-se descrever
o comportamento do modelo SIR (definido em redes regulares) a partir da
teoria de percolacao. Para isso, primeiro foi realizada uma revisao do modelo
de percolagao, que serd descrito no capitulo Bl no qual foram calculadas
algumas grandezas importantes e discutido o seu comportamento critico. O
leitor que compreende o comportamento critico do modelo de percolacao pode
iniciar a leitura a partir do capitulo Bl no qual se apresenta a investigacao do
modelo SIR espacialmente estruturado por meio de aproximacoes de campo
médio dindmico e simulac¢oes de Monte Carlo do modelo.

Para tratar explicitamente o processo de transmissao vetorial,
introduziram-se dois diferentes modelos estocasticos de infeccao cruzada, nos
quais a transmissao da doenca ocorre entre duas populacoes espacialmente
estruturadas. Uma das populacoes representa os vetores e a outra repre-
senta os hospedeiros. Os individuos destas populacoes interagem entre si
podendo transmitir a doenca entre individuos de uma populacao para indivi-
duos da outra. O primeiro modelo de infeccao cruzada, denominado modelo
I, é descrito no capitulo[d e visa investigar o espalhamento de uma epidemia
em uma estrutura de rede regular com vetores uniformemente distribuidos.
Neste modelo nao foram tratados explicitamente os processos de nascimento
e morte dos vetores. No segundo modelo (denominado modelo IT), que sera
apresentado no capitulo Bl foram inseridas no modelo I reagoes que bus-
cam descrever explicitamente o nascimento e morte de vetores. Ambos os
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modelos possuem dinamicas equivalentes as regras dinamicas do modelo SIR
espacialmente estruturado, exceto que neste caso o processo de transmissao é
cruzado, tornando-se dependente da existéncia de vetores infectados vizinhos
ao hospedeiro suscetivel. No modelo I, as regras de transicao local sao simi-
lares as regras do modelo de contato [32,33,51H53] e, no modelo 11, as regras
analogas as do modelo SIRS [34.541[55], introduzindo uma reagao reversa que
descreve o processo de morte natural de um vetor.

No capitulo [6] sao comparados os modelos I e II e discutidos como esses
modelos podem ser usados para descrever a trasmissao da dengue em &area
urbana, caso haja somente um sorotipo do virus. E, por fim, no capitulo [1
sao apresentadas algumas conclusoes.



Capitulo 2

Modelo de percolacao

2.1 Introducao

Imagine um meio com porosidade irregular, através do qual se deseja fazer
passar um fluido, como se fosse um filtro natural. Para que haja escoamento
do fluido, é necesséario que exista pelo menos um caminho continuo entre as
extremidades. Quando isso ocorre, diz-se que ha percolacao e que o fluido
percola o meio.

O entendimento do modelo de percolacao estd diretamente associado a
diversos problemas, como: formacao de lencois freaticos e prospeccao de
petroleo [56H58], fluidez em materiais irregulares [59H61], propagagao de in-
céndio em florestas [62], propagacao de epidemias [35,143], processos de in-
vasao [63], condutividade elétrica em circuitos isolantes-condutores [59,63-68|
e difusdo em misturas multicomponentes [59,60}64,[69].

O estudo do processo de percolacao teve origem com Flory (1941) e
Stockmayer (1943), que buscavam modelar o processo de formagao de macro-
moléculas por meio da ligacao de moléculas menores. A versao mais
conhecida e utilizada do modelo de percolacao foi introduzida em 1957 por
Broadbent e Hammersley, que buscavam descrever a fluidez de particulas por
um meio com cavidades distribuidas aleatoriamente.

Considerando uma rede regular, pode-se inferir que dois sitios da rede
estao conectados com probabilidade p ou desconectados com probabilidade
g = 1 —p. Com este critério, forma-se uma estrutura com densidade de
ligacoes ou sitios ocupados p e desconexao ou sitios vazios 1 — p, e deve-se
responder & seguinte questao: ha sitios conectados formando um caminho
continuo entre as extremidades da superficie da rede?

Na figura 2.1 sao demonstradas conexoes de uma rede quadrada com
32 x 32 sitios, para diferentes valores da probabilidades de ligacao p. Pode-
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Figura 2.1: Redes de tamanho L = 32 para diferentes probabilidades de
ocupagao p. Em (a) p =0,35, (b) p=0,50, (c) p=0,65e em (d) p =0, 75.
Sitios vazios e auséncia de ligacoes estao em branco.

se fazer a diluicao da rede de duas formas distintas: remocao de sitios ou
remocao de conexoes. O primeiro processo corresponde ao modelo denomi-
nado percolacao por sitios e o segundo, percolagao por ligacoes. Na figura 211
pode-se imaginar cada sitio com um contato elétrico (ponto de solda) e cada
ligacao como uma resisténcia elétrica (todas as resisténcias sao equivalentes).
Na percolacao por sitio, um contato é representado por um sitio ocupado e a
auséncia de contato é representada por um sitio vazio. Por sua vez, na perco-
lagao por ligagdo, uma conexao/desconexao representa a existéncia/auséncia
de uma resisténcia elétrica entre dois pontos adjacentes. Em ambos os mode-
los, se a probabilidade p for grande, é altamente provavel que, aplicando uma
diferenca de potencial entre duas extremidades opostas, havera passagem de
corrente elétrica (fase condutora) e, se o valor de p for pequeno, é pouco
provavel que haja corrente elétrica (fase isolante). Se ha corrente elétrica,
entao existe um aglomerado de resisténcias conectando duas extremidades
adjacentes da placa de circuitos e dize-se que ha percolagdao. A transicao
entre a fase isolante e a condutora esté associada a probabilidade p (de haver
contatos no caso da percolacao por sitio, ou haver resisténcias no caso da
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percolagao por ligacdo). Essa transi¢io de fase ocorre para certo limiar p,.
Abaixo do ponto critico (p < p.), ndo héa percolacdo e todos os aglomer-
ados (de sitios, no caso do modelo de percolagao por sitios, ou ligagoes,
quando se tratar da percolagao por ligagao) tém tamanho finito. Acima do
ponto critico (p > p.), além de aglomerados de tamanho finito, pode haver
aglomerados cujo tamanho preenche toda a extensao da rede e, no caso de
uma rede infinita, haverd um aglomerado de tamanho infinito.

As propriedades criticas do modelo de percolacao tém sido amplamente
estudadas e apontam que o modelo e varios outros apresentam um compor-
tamento universal no ponto critico, pertencendo a classe de universalidade
denominada classe de universal da percolacao isotropica.

Nas proximas secoes serao apresentados os calculos que descrevem proba-
bilisticamente o processo de percolacao, possibilitando determinar grandezas
importantes, como o tamanho médio dos aglomerados, o limiar de perco-
lacao e o comportamento critico do sistema para diferentes redes regulares.
O formalismo apresentado neste capitulo estd baseado principalmente nas
referéncias [32,[70,[71].

Nos capitulos 3, 4 e 5, esse formalismo serd usado para investigar um
modelo de espalhamento de epidemia que pode ser visto como um modelo de
crescimento de aglomerados cujas propriedades criticas podem ser caracteri-
zadas a partir do conhecimento da teoria de percolacao.

2.2 Solucao exata em uma dimensao

Imagine um reticulado regular formando uma cadeia linear finita, onde
cada sitio encontra-se a uma distancia fixa dos seus vizinhos. Independen-
temente dos outros, cada sitio pode estar ocupado com probabilidade p ou
vazio com probabilidade ¢ = 1 — p. Os sitios ocupados representam poros,
enquanto os vazios indicam a auséncia de poros.

A probabilidade de ocupacao, escolhida a priori, independe dos estados
dos sitios vizinhos. Para descrever uma configuracao do sistema, associa-se
a cada sitio ¢ uma varidvel estocédstica 7; que toma os valores 7; = 1 ou
n; = 0, conforme o sitio esteja ocupado ou vazio, respectivamente. Assim
uma configuragao é representada pelo vetor n = (171,72, 73, ..., IN—1,7N), €M
que N é o total de sitios do reticulado.

Um aglomerado ou “cluster” é um conjunto de sitios ocupados e conec-
tados. Como os sitios sao ocupados independentemente com probabilidade
p, a probabilidade de dois sitios quaisquer estarem ocupados ¢ p?. Para um
tripleto, isto &, um trio de trés sitios ocupados, esta probabilidade sera p?
e assim sucessivamente. Por outro lado, a probabilidade de se ter um sitio
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vazio ¢ ¢ = 1 — p e a probabilidade de haver dois sitios quaisquer vazios é
¢®> = (1 — p)%. Para haver um aglomerado de s sitios, é necessirio que os
s sitios estejam ocupados, formando uma cadeia continua, sem sitios vazios
entre eles, e nos extremos direito e esquerdo, deve haver sitios vazios delimi-
tando o aglomerado. Por exemplo, a probabilidade de se ter um aglomerado
de dois sitios é qp*q = p*(1 — p)>.

Além de saber o tamanho dos aglomerados, é possivel calcular o nimero
de aglomerados de tamanho s existentes na rede. Como cada sitio tem proba-
bilidade p*(1—p)? de pertencer ao aglomerado, para uma rede de tamanho L,
desprezando efeitos de borda, o total de aglomerados por sitio s ¢ Lp*(1—p)2.
Entretanto, é conveniente calcular grandezas que independem do tamanho
da rede. Por isso, define-se n, como o nimero médio de aglomerados de
tamanho s por sitio. No caso unidimensional, tem-se:

ns =p'(1-p)*. (2.1)

A probabilidade de que um sitio, escolhido aleatoriamente, faca parte de
um aglomerado de tamanho s é sng, uma vez que ele pode ser qualquer um
dos s sitios do aglomerado. Quando a probabilidade de ocupacgao é p = 1,
toda a rede estd ocupada, formando um tnico aglomerado. Contudo, se
p < 1, havera sitios vazios, totalizando (1 — p)L “buracos” na rede, em que
L é o tamanho da rede. Portanto, nao havera linha continua conectando
os extremos da rede. Consequentemente, o limiar de percolagao no caso
unidimensional é a unidade

pe = 1. (2.2)

Todo sitio ocupado pertence a um aglomerado, mesmo que ele esteja iso-
lado, formando um aglomerado de tamanho unitario. Assim, a probabilidade
de um  sitio qualquer  pertencer a um  aglomerado @&
exatamente a probabilidade p de ele estar ocupado. Isto é, ao somar so-
bre todos os aglomerados de tamanho s, deve-se obter a probabilidade de
que o sitio pertenca a um deles

inss =p. (2.3)
s=1

Esse resultado pode ser demonstrado como a seguir:

Znss = Zps(l —p)%s = (1 —p)? Z sp®
s=1 s=1 s=1
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Resolvendo a série geométrica, lembrando que ela s6 ¢ convergente se
p < p. = 1, obtem-se:

.
Zp =p+p’+p*+p" + .. (2.5)

s=1 1 - p
Logo, substituindo o resultado obtido na equagao (Z3]) na equagao (2.4,
obtem-se:

> = 3or g = —p>2dip<%> o (26)

Ao realizar a soma sobre todos os tamanhos de aglomerados, deve-se excluir
aglomerados de tamanho infinito. No caso unidimensional ele nao existe
enquanto p < 1.

Assim, ) n.s é a probabilidade de um sitio pertencer a um aglomer-
ado. Desta definicao, entende-se que a probabilidade de um sitio escolhido
aleatoriamente pertencer a um aglomerado de tamanho s é:

NgS
—oo -
Zs:l nSS

O tamanho médio S de um aglomerado é dado por

S = Zl SwWe = Z Z (2.8)

(2.7)

Wg =

s= lns

A soma que aparece no denominador ja foi calculada na equagao (20) e vale
p. Para resolver a soma do numerador, utiliza-se o mesmo métdo de obter a
série geométrica e depois derivar o resultado. O calculo a ser feito é:

ZHSSQ = Zps(l —p)’st=(1—p)° ) s’
s=1
Zsp =(1—p)*p— ZP
d. d, p d d P
= (1 = )2 —=—[p—(—2)V] = n(1 — ) 2p—[p— (—2—
p(1—p) dp[pdp(l_p)] p( p)pdp[pdp(l_p)]
p l+p
=L 1-p+2p)=p—= o). 2.9
1—p< p+2p) PT (p < pe) (2.9)
E, portanto,
1+p
S=—— (p<p) (2.10)
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Percebe-se que o tamanho médio do aglomerado diverge conforme se
aproxima do ponto critico.

Define-se a fungao de correlacao ou conectividade de pares g(r) como
a probabilidade de que dois sitios a uma distancia r pertencam ao mesmo
aglomerado. Se r = 0, entao g(0) = 1. Para r = 1, os sitios pertencem
ao mesmo aglomerado se, e somente se, eles sao vizinhos e estao ocupados.
Para sitios distando » um do outro, para que estejam no mesmo aglomerado,
é necessario que os r — 1 sitios entre eles estejam ocupados. Isso ocorre com
probabilidade p" e, assim

glry=p", (Vv p e r). (2.11)

Para p < p., a correlagao vai a zero exponencialmente se a distancia vai

a infinito, ou seja,
g(r) =e¢, (2.12)
em que
‘- B 1 - 1
Inp  In(l+p—p) pe—p
A grandeza £ é o comprimento de correlagao ou conectividade.

Tanto ¢ quanto S dao uma medida do tamanho médio dos aglomerados,
entretanto, ha uma distincao crucial entre eles. O comprimento de corre-
lacao & deve ser entendido como o comprimento linear dos aglomerados, en-
quanto a grandeza S deve ser entendida como o niimero de sitios ocupados no
aglomerado. Essas duas grandezas estao relacionadas por meio de

. (p—pe). (2.13)

S = Zg(r). (2.14)

2.3 Extensao para redes d-dimensionais

Ao analisar o problema de percolacao, qual deve ser a probabilidade P,
de que determinado sitio pertenca a um aglomerado de tamanho s? Para
responder a essa pergunta, ¢ mais conveniente indagar primeiro qual é a
probabilidade de haver um aglomerado de s sitios, que pode também ser
entendida como o nimero médio (por sitio) ng de aglomerados contendo s
sitios. A relacao entre P, e n, é

P, = sn. (2.15)

Como exemplo, pode-se usar uma rede quadrada. Nessa rede, usando
s = 1 na equagao (2I3), tem-se a probabilidade de haver um aglomerado com
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um tunico sitio. Para isso ocorrer, é necessario que ele esteja ocupado com
probabilidade p e seus quatro vizinhos devem estar vazios (com probabilidade
1 — p). Assim, a probabilidade de se obterem aglomerados com somente um
sitio é ny = p(1 — p)*.

Ao calcular a probabilidade de encontrar aglomerados com dois sitios
(s = 2), o par de sitios ocupados pode estar tanto na horizontal quanto na
vertical e, entao, haver seis vizinhos que precisam estar vazios. Deste modo,
ny = 2p?(1 — p)%. No caso de aglomerados de trés sitios, ha dois tipos
de aglomerados: serao considerados primeiramente apenas os aglomerados
lineares, para um aglomerado de trés sitios que possui oito sitios na periferia,
de modo que n3 = 2p3(1 — p)®.

Generalizando para aglomerados de s sitios colineares na rede quadrada,
obtem-se

ng, = 2p°(1 — p)**2, (2.16)

Nesta equacao, o fator 2 advém do ntumero de configuragoes distintas e esta
relacionado a liberdade de se fazer o alinhamento horizontal ou vertical.
Em uma rede ctbica regular, cada sitio tem seis vizinhos e, portanto, cada
aglomerado linear tem 2(2s+ 1) sitios vizinhos e tem-se 3 graus de liberdade
para orientar a linha. Portanto, a probabilidade de se ter um aglomerado
com s sitios é
ne = 3p°(1 — p)*™. (2.17)

Para um rede hiperctubica d-dimensional, cada sitio tem 2d vizinhos e,
consequentemente, um aglomerado linear com s sitios tera (2d —2)s vizinhos
vazios e mais os 2 vizinhos que delimitam as extremidades. Portanto, a
probabilidade de haver um aglomerado de s sitios deve ser

ne = dp*(1 — p)?+24=2s, (2.18)

Entretanto, até o momento s6 foram considerados aglomerados lineares e
nao ha motivo para os aglomerados serem todos assim. Para formar um trio
em uma rede quadrada, ha sete vizinhos vazios delimitando o aglomerado e,
combinando este resultado ao obtido para o caso linear, a probabilidade de
existéncia de aglomerados de tamanho s = 3 para a rede quadrada é dada
por

ng = 2p°(1 = p)® +4p*(1 — p)". (2.19)

Com o aumento do tamanho do aglomerado, obter as diferentes
configuragoes vai se tornando dispendioso, sendo conveniente fazer este cal-
culo computacionalmente. Ao calcular ng, é necessario ter o ntimero de
sitios vazios que delimitam o aglomerado. Essa grandeza é denominada
perimetro e nao deve ser confundida com a superficie, pois o aglomerado nao
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necessariamente serd compacto, podendo apresentar buracos. Usa-se o sim-
bolo t para denotar o perimetro, e o nimero de configuracoes de aglomerados
com s sitios é gy;. A partir destas definicoes, a expressao geral para n, torna-

se
ns = ngtps(l —p). (2.20)
¢

2.4 Solucao exata na arvore de Cayley

A arvore de Cayley é construida da seguinte forma: partindo de um sitio,
conectam-se a ele z sitios. Isso define a primeira camada concéntrica ou
geracao. Por regra de construcao, cada sitio deve fazer z conexoes. Entao,
na segunda geragao, cada sitio deve fazer ¢ = z — 1 novas conexodes. com
sitios da terceira geracao, e assim sucessivamente. Na figura 2.2 consta um
exemplo de arvore com coordenacao z = 3. Desta forma, partindo de um
sitio, a cada ramo ou conexao, encontram-se ¢ novas ramificacoes levando
a novos vizinhos, que podem estar ocupados cada um com probabilidade
p. Logo, tem-se em média op novos vizinhos para estabelecer um caminho
continuo. Se op < 1, o nimero de conexoes para formar um caminho infinito
decresce a cada ramo por um fator menor que a unidade e a probabilidade
de encontrar um caminho infinito vai a zero exponencialmente. Portanto,

1
z—1

Pe = (2.21)
é o limiar de percolagao para a arvore de Cayley com coordenacao z.

Na arvore de Cayley, qualquer aglomerado de s sitios possui o mesmo
numero de sitios na periferia. Essa propriedade importante diz que ¢ é uni-
vocamente determinado por s e é dada por t = (0 — 1)s + 2. Portanto, para
uma arvore de Cayley, o nimero médio de aglomerados de tamanho s por
sitio se escreve como

ng = byp®(1 — p)lo—Ds+2 (2.22)

em que by € um coeficiente que depende apenas do tamanho s do aglomerado.
O nimero médio de aglomerados por sitio é dado pela expressao

F=3n =3 b (1 —p)o 2 = 2 bprglo e, (2.23)
s=1 s=1 s=1

O numero médio de sitios pertencentes a aglomerados finitos, por sitio, é

F= Z sng = ¢ Z sbep®ql7 s, (2.24)
s=1 s=1
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Figura 2.2: Exemplo de arvore de Cayley com coordenacao z = 3. Na imagem
estao enumeradas as geragoes. O nimero de sitios em cada geracao cresce
como uma lei de poténcia em funcao do aumento da geracgao.

E o tamanho médio dos aglomerados finitos é

S = Zs ne =q Z s2byp®qlo Vs (2.25)

As expressoes (Z23), [224) e ([Z25]) dependem dos coeficientes by, que podem
ser obtidos usando a equagao ([224)), pois F' = p para p < p., caso em que a
probabilidade de percolacao P se anula.

Para se obterem as grandezas f, F' e S sem calcular os coeficientes by,
utiliza-se 0 método da fungao geratriz. Define-se a fungao geratriz G(x) por

- i bex®, (2.26)
s=1

em que x = pg° L. A partir da funcio geratriz, tem-se que

f = ¢®G(x) (2.27)
F = q%% (2.28)

,d*G dG
S:qz( ek dx). (2.29)

Como abaixo do ponto critico a probabilidade de um sitio pertencer a
qualquer cluster finito é p, entao F' = p, tornand-se possivel escrever

F = ¢*aG'(x) = p, p < pe. (2.30)
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Usando a definicao de x, obtem-se a primeira derivada de G com relacao a x
G'(x) = ¢ "D, (2.31)

Lembrando-se que ¢ depende implicitamente de x.
Para obter a derivada segunda de G em relagao a z, aplica-se a regra da

cadeia:
d2_G B dG’ B @dG'

= = ) 2.32
dx? dr  dx dq (2:32)
Por outro lado,
dx d
2 (1=g)d® N =" 2 —1— 2.33
o~ da (1-9)¢"") =0 q) (2.33)
‘ dG'
= — g 72 2.34
=0+ 1) (2.3)
Substituindo as equagoes ([233) e (Z34) na equagao (Z32), obtem-se
U p—— P S R
¢ 2(c—1—-0q) 1—op '

Substituindo G'(z) e G”(x) na equagao (229) determina-se o tamanho médio
dos aglomerados

G dG (c+1)g %
S — 21,.2 _ 2 o—1 o—1 —o—1 2.36
¢l ] = ’pg”  pg" e ] (2.36)
o 1+o 1+p
= pgetion! 1] = (p < po). 2.37
pq [pl_o_er ] PT oy (p < pe) (2.37)

Note que S diverge quando p = 1/0. Conforme a equagao [22I)), a
probabilidade critica é

1
L _ 2.38
Pe=— =7 (2.38)

A equagao (237) pode ser reescrita como

g p(l+p)  p(l+p)

~o(lfo—p)  olpe—p) (239

A partir desta expressao, é possivel notar que o comportamento critico da
fungao S é dado por
S~ (pe—p) " (2.40)
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Para calcular o nimero médio de aglomerados por sitio, é necessario ex-
pressar G(x) explicitamente. Para isso é suficiente integrar a fungao G'(x) e
determinar a constante de integracao.

(or1 dT o .
G(z) = /q (H)d—qdq:/q D72 — 1 —oq)dg  (2.41)

—1ag2
— e (o )q +oq .
2

Note que, por defini¢do, a equacao (220) tem a propriedade G(0) = 0. Por
outro lado, quando = = 0, temos pg° ' = 0 e portanto ¢ = 1. Com este
resultado, ¢ possivel determinar a constante de integragio, ¢ = —(o + 1)/2.
E a funcao geratriz, abaixo do limiar de percolacao, é

o—1

Gl2) = -5 ( T 2% + (0 + 1)) . (2.42)

E com a substitui¢ao da equagao (Z42) na equacao (Z21), pode-se escrever
o niimero de aglomerados por sitio como f = —1[(c — 1) — 20q+ (0 + 1)¢?].
Substituindo ¢ = 1 — p, obtem-se

1
U;r P (2.43)

f=p—

2.5 Comportamento critico na arvore de Cay-
ley

No limite em que p — p., o tamanho médio dos aglomerados diverge
conforme a expressao

S~ (pe—p)7", (2.44)

e a probabilidade de percolagao

P~ (p—pe), (p > peo). (2.45)

Para efeito de comparacao, pode-se calcular a razao entre o niimero de
aglomerados de tamanho s quando a probabilidade de ocupacao é p e quando

€D =Dpe
No limite p — p., para aglomerados de tamanho grande

ns(p) o< e, (2.46)

em que a constante ¢ é dada pela expressao

¢~ (p—pe). (2.47)
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Mesmo sem calcular o nimero de configuracoes by, pode-se obter o com-
portamento assintotico do nimero médio de aglomerados no limiar, ng(p.).
Pela equagao (2.8), tem-se

S x ZSQnS, (2.48)
s=1

pois 0 denominador na equagao (2.8)) é finito no limiar. Esta soma tam-
bém ¢é denominada segundo momento da distribuicao dos tamanhos dos
aglomerados. Se ny(p.) decai exponencialmente com s, entdo S deve ser
finito em p.. Desta forma, S deve comportar-se como uma lei de poténcia

ns(pe) ~ 577, (2.49)

em que 7 é o expoente de Fisher. Ao calcular S, estar-se determinando 7, pois
depois pode-se simplesmente comparar o resultado com a equagao (2-44)).
Para p menor que p., mas muito proximo, tem-se:

S Z $°ns o Z §77TeT o / s Te ds
s=1 s=1 0
= 073/ w* e "dx oc ¢ o (p — p) 2. (2.50)
0

A equagao (244) mostra que S diverge com expoente —1 e, portanto,
2(r—3)=1. (2.51)

Logo, o expoente de Fisher é
T=5/2 (2.52)

na arvore de Cayley.
Substituindo o valor de 7 na equagao (2.40), obtem-se:

, (e (p=pe)?). (2.53)

A expressao para ng(p) é valida para todo p com s grande. J4 o valor para
a constante ¢ exige que p — p..

5/2 —cs

ns(p) ~ s *“e

2.6 Comportamento critico

Na se¢ao (Z2)), foram obtidos resultados exatos para o caso unidimen-
sional e, na se¢ao (24, foram encontrados resultados para a arvore de Cay-
ley. Entao, é possivel estipular o comportamento das grandezas calculadas
para redes d-dimensionais.
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As equagoes ([2]]) e (253)), referentes ao caso unidimensional e na arvore
de Cayley, sao dominadas por aglomerados grandes, seguindo um decaimento
exponencial. Em uma rede regular, o decaimento pode nao ser necessaria-
mente exponencial, de modo que postulamos o resultado geral

ns =5 f((p—pe)s?). (2.54)

em que o é um expoente critico, o qual, para a arvore de Cayley, é 1/2 e 1
no caso unidimensional.

Se um sitio estd ocupado com probabilidade p, entao ele pertence a um
aglomerado de tamanho infinito ou a um de tamanho finito. Isto é,

p=P+) sn, (2.55)
s=1

No ponto critico, tem-se p = p. e P = 0 e, assim, p. = Z:il sng. Para essa
soma convergir, ¢ necessario que 7 > 2. Deste modo, é possivel reescrever a
equacdo (Z53) como

o Y s [f(x) = 0], (2.56)

em que £ = (p — p.)s”. Se p estiver proximo de p., o fator ¢ no expoente
da equagao (250 deve ser muito pequeno, e somente valores de s grande,
da ordem de 1/c¢, devem ser significantes na soma. Neste limite de p —
Pe € § — 00, é possivel substituir a soma por uma integral, visto que ha
interesse somente no comportamento na criticalidade. Portanto, satisfeitas
estas condicoes, tem-se:

P oc/ s f(x) — £(0)]ds. (2.57)
0
Ao usar ntegragao por partes, substituindo dxr = (ox/s)ds,

P |p— po| &7 / eI () — F(0)da o (2.58)

O termo constante resultante da integracao se anula, desde que 7 < 3. Ocor-
rendo isto,
P x CQ_T X (p - pc)(T_z)/a = (p - pc)ﬁa (259)
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em que o expoente critico
-2
[ — (2.60)
o
Calculando também o tamanho médio dos aglomerados S, que diverge no

ponto critico, conforme a equagao ([250), tem-se:

Soc Y stng, (2.61)
s=1
que no ponto critico é
00 2
S = M (2.62)
De

Como discutido anteriormente, em torno do ponto critico pode-se trocar a
soma por uma integral. Assim,

Soc/ $’ngds

0

oc/ s* 7 f(z)ds.
0

Com a mudanca de variavel = = cs:

S o |p— p| 70 / T /e f(x)dz/o. (2.63)
0
Portanto, S diverge no ponto critico com o expoente 7,
Soc|p—pel 7 = |p—pe| . (2.64)
Logo, ;
-7
V= (2.65)

Uma vez que ( e 7 sao positivos, é necessario que 2 < 7 < 3.
Ao calcular o k-ésimo momento da distribuicao de tamanhos de
aglomerados,

My, =Y skn, (2.66)
s=1

Na vizinhanca do ponto critico, vale a relagao

(o]
M, E sFT 0
s=1

x /000 s*7 f(x)ds.
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My, o< [p —pcl(T“)/"/ xR f(2)da /o
0

O expoente (k+ 1 — 7)/0 pode ser expresso em termos de 7 e o e, por-
tanto, 7 e ¢ nao sao independentes. Pode-se escolher ¢ e 7 como expoentes
fundamentais ou 3 e 7.

Pelas equagoes (Z.60) e (Z63), tem-se as seguintes relagoes:

é:T_Q T:2+—B (2.67)

vo3-T B+

Substituindo este resultado na equacao ([2.60), obtem-se:

1
o=
B+

Em termos de 5 e 7 pode-se escrever o terceiro momento, denotando sim-
plesmente por M, ocultando-se o subindice, na forma

(2.68)

M ~ |p —pe| T30 = |p — p | P+, (2.69)

A probabilidade de se encontrarem aglomerados de tamanho s no ponto
critico é P, = sny, ~ 5177 e de encontrarem aglomerados de tamanho finito
maior ou igual a s é a soma acumulada

P = ips ~ /OO s f(x)ds. (2.70)

S
No ponto critico, essa probabilidade acumulada deve se comportar da forma
Pog~s*T, (2.71)

E nas proximidades do ponto critico, deve ser uma funcao com o seguinte
comportamento
P., ~ s> TF(es%), (2.72)

em que € = p — p. € o desvio em relacao ao ponto critico. O comportamento
critico dessas grandezas serao importantes para analisar as propriedades criti-
cas do modelo SIR, que também aparecem na descricao dos modelos epidémi-
cos que serao discutidos nos capitulos 4 e 5.
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Capitulo 3

Modelo
Suscetivel-Infectado-Recuperado
(SIR)

3.1 Descricao do Modelo

O modelo suscetivel-infectado-recuperado (SIR) foi introduzido como um
modelo fenomenologico para descrever a dinamica de doencas
infecto-contagiosas [15]. Neste modelo cada individuo da populagiao pode es-
tar em um dos seguintes estados: suscetivel (S), infectado (I) ou
recuperado (removido e imune) (R) e permanentemente imunizado. Considera-
se que a epidemia tenha uma duracao muito menor que o tempo de vida do
hospedeiro, hipotese que é valida para varias doencas [2l3}6][7, 14}, T6H20], e
assim, durante o intervalo de tempo em que ocorre a epidemia, assume-se
que a populacao seja constante.

Para a mecanica estatistica, este modelo é importante por exibir uma
transicao de fase de nao-equilibrio continua entre uma fase em que a epidemia
se espalha e outra na qual, devido & taxa de infeccao ser muito baixa, a
doenca nao se espalha. Como tanto o processo de infeccao quanto o processo
de recuperacao sao irreversiveis, o sistema sempre evolui para um estado
absorvente.

Na dinamica de evolucao, adota-se que toda a populacao esteja suscetivel
em relacao a uma doenca, e, portanto, a disseminacao da doenca ocorre
devido a uma pequena perturbagio (uma pequena densidade de infectados).
O processo de infecgao é catalitico (SI — 1), enquanto o de recuperagao
e imunizagdo é espontaneo (I — R). Na figura B consta um diagrama
das reacoes locais para esse modelo. Nota-se que, quando o individuo torna-
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se recuperado, seu estado nao muda mais, e que todas as transi¢coes nao
apresentam reacao reversa.

suscetivel

‘ espontanea .

Cc
imune infectado

Figura 3.1: Esboco das transi¢oes entre os estados para o modelo SIR.

Neste capitulo investigamos o modelo SIR definido em uma rede regular
evoluindo com dinamica temporal assincrona na qual apenas um sitio é at-
ualizado a cada instante. Este é um modelo com populacao espacialmente
estruturada [I]. Cada sitio da rede representa um individuo, ao qual as-
sociamos uma variavel estocéstica 7; que assume os valores n; = 0,1 ou 2,
conforme o individuo esteja recuperado, suscetivel ou infectado, respectiva-
mente. Os processos de infeccao e recuperacao sao tratados como reagoes
locais em que cada individuo suscetivel pode se tornar infectado com taxa b
se houver pelo menos um primeiro vizinho infectado.

Em uma rede regular em que cada sitio tenha ¢ primeiros vizinhos, a
probabilidade de um individuo suscetivel se tornar infectado é %n, em que n
é o numero de primeiros vizinhos infectados. Uma vez infectado, o individuo
pode se recuperar espontaneamente com probabilidade ¢, ficando permanen-
temente recuperado e imune.

O processo SIR a ser descrito aqui é um processo markoviano [72,[73] a
tempo continuo e isso permite reescalar o tempo de modo a considerar:

b+c=1, (3.1)

em que b e ¢ sao probabilidades reduzidas. Adotando a probabilidade de
imunizacao ¢ como parametro de controle, tem-se b =1 — c.

Na secao é apresentada a descricao do modelo por meio da equacao
mestra. Com este formalismo, obte-se as equacoes de evolucao temporal
das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados. Se essas equacoes
forem tratadas por meio de aproximacao de campo médio simples, obtem-se
equagoes idénticas as obtidas por Kermack e McKendrik [15]. Ainda dentro
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do contexto das aproximagoes de campo médio, sera analisado o modelo por
meio de aproximacoes de pares.

A caracterizacao do comportamento critico do modelo é feita por meio
de simulacoes computacionais, e serd detalhada nas secoes aB8

3.2 Equacao mestra para o modelo SIR

Considerando um reticulado com N sitios e representando cada configu-
racao do sistema pelo vetor

n= (M2 Mis oo NN, (3.2)

em que 7; ¢ uma variavel estocastica associada ao i-ésimo sitio e que pode
assumir um dos seguintes valores: n; = 1 (sitio ocupado por um tnico indivi-
duo suscetivel), n; = 2 (sitio ocupado por um tnico individuo infectado) ou
n; = 0 (sitio ocupado por um tnico individuo recuperado). A probabilidade
P(n,t) de o sistema estar em uma configuragdo microscopica n no instante ¢
obedece a equagao mestra [12,31,32,39],

%P(n, t)=> {Wln)Pn,t) = Wy |n)P(n,t)}. (3.3)

n'#n

em que a soma é feita sobre todas as configuragoes 7' (diferente de 7);
W(n|n') = 0 para n’ diferente de 1, denota a taxa de transi¢ao de 1’ para 7.

Para calcular grandezas de estado como, por exemplo, a densidade de in-
dividuos recuperados, utiliza-se a equacao mestra (8.3)). Antes de prosseguir
aos calculos deve-se estabelecer a dinamica de evolucao temporal e construir
a equacao mestra para o modelo SIR estocastico e espacialmente estrutu-
rado, que é o objeto de estudo. Nesse trabalho, considerou-se uma dinamica
temporal assincrona, na qual apenas um sitio é atualizado por unidade de
tempo. Nesse caso, a taxa de transicao do microestado 1’ para n é escrita
como

N

Wnln') = 60m,m)6(m2,m) - 5(nism,) - Slnw,my)wi(n) - (3.4)

i=1

em que d(a, 3) é o delta de Kronecker e w;(n') denota a probabilidade de
transigao do i-ésimo sitio da configuracio 7'; e n° (indice superescrito a dire-
ita) denota o estado obtido de 1’ pela atualizagao do i-ésimo sitio que muda
de estado na seguinte ordem (1 — 2,2 — 0,0 — 1) ).
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A meédia da grandeza de estado f(n) é calculada a partir da distribuicao
de probabilidade P(n,t) e é definida por

=> fm)Pn,1). (3.5)

Utilizando as equagoes (B.3)), (34) e (B3), obtem-se a equagao de evolucao
temporal para < f(n) >,

S RSIOEIED 35 B) W (IR SN (3.6)

H 5(%777;)10@(7717 ey My e 777;V>P<nl17 S T 777;V7t)} -

j=1
(3#1)

N

Zzz{f(nla77727anN7t)5(1_77;7772)

N

H njanj wy 771,"'777i7"'anN)P(nla---ania"'anat)}a
;

em que 7' (indice superescrito a esquerda) denota a configuragio obtida de 7
a partir de uma mudanca anticiclica (conforme o esbogo mostrado na figura
BI). Tem-se, entao, as transigoes: (1 — 0,0 — 2,2 — 1).

Como os tnicos deltas de Kronecker nao-nulos sao §(n;, 1 —n!) = §(n;,n!)
e o(1—mn, ng) = §(nt, n;), pode-se escrever a equagao anterior como se segue

- < fn ZZ}“ Jwi (') P(1',t) — f ()i () P(n, t)
= Z < f(n) = f(nwi(n) > . (3.7)

A probabilidade de transicao por sitio é definida a partir das regras
definidas na secao B.I que podem ser escritas analiticamente por

) = .2) + 200 1) 3 015,2). (3.9
3

em que a soma é sobre os primeiros vizinhos do i-ésimo sitio.

Substituindo a probabilidade de transicao por sitio, dada na equacao
[B8), na equacao ([B1) pode-se obter as equacoes de evolugao temporal dos
momentos da distribuicao de probabilidades.
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Usando f(n) = 0(n;, 1), pode-se definir a média < d(n;, 1) >= P(1),
que é a densidade de individuos suscetiveis, assim como < §(n;,2) >=
P;(2) representa a densidade de infectados, e < d(n;,0) >= P;(0), que
denota a densidade de recuperados. Quando se considera uma populacao
constante, nao h& natalidade ou mortalidade, ficando implicita a condicao de
normalizacao,

P(1) + P(2) + P(0) = 1. (3.9)

Assim, é suficiente calcular apenas dois dos primeiros momentos. O terceiro
fica determinado pela condicao de normalizacao.
Substituindo f(n) = d(n;, 1) na equagao ([B.1), tem-se:

d];iil) = < [6("n:;, 1) — 8(ni, D)]ws(n) >

= < [0(n:,0) = d(mi, ws(n) >

— < 0= 2o 1) Y Slss2) >
6
- —gzaﬁaaa). (3.10)
é

Nessa expressao, o somatorio com indice J é a contagem de primeiros
vizinhos infectados;  é o niimero de coordenacao da rede; e o termo P ;45(12)
representa a probabilidade de haver um primeiro vizinho infectado ao lado
de um individuo suscetivel.

Repetindo os calculos com f(n) = d(n;, 2), encontra-se:

P < oCm.2) ~ 60w Dt >
= <[6(n; 1) — 6(ms, 2)]wi(m) >
— < 200 1) 3 60 2) — B, 2) >
4
b

_ EZBM(U) —cP,(2). (3.11)

Utilizando as equagoes ([8.9), (B10) e (BI1)), é possivel também escrever a
equacao de evolugao para P;(0),

d d d
SP(0) =~ P(1) - T P(2). (3.12)
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3.3 Aproximacao de Campo Médio Simples

Em primeiro lugar, analisam-se as equagoes (3.I0)-([B.I2) por meio da
aproximacao de campo médio simples. Nesse caso, as correlagoes de dois ou
mais sitios sao escritas em termos das correlagoes de um sitio, isto é,

Py, mis - mw) = [ [ POn)- (3.13)

Em particular a probabilidade conjunta P;;,s(12) que aparece no lado
direito das equagoes (B10) e (BI0)), é escrita na aproximagao de campo médio
simples como

Pi(aB) = Pi(a)P;(B). (3.14)

Com essa aproximagao, assumindo invariancia translacional e definindo as
densidades P(1) =z, P(2) =y e P(0) = z que representam a densidade de
individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente, tem-se que

as equacoes e odem ser escritas como
q )

T = —bxy, (3.15)
7 = bry — cy, (3.16)

e
Z = cy, (3.17)

assumindo-se que a rede seja isotropica P(12) = P(21).

Nao foi possivel obter a solugao exata do sistema de equagoes ([BI5)-
(BI1), entretanto, pelas equagoes ([B.I5)-([B.I6) pode-se escrever a equagao
independente do tempo

dy cl

=-1 ) 3.18
dx + bx ( )

Integrando a equacao ([B.I8]), obtem-se a seguinte equagao:
Y+ — glnx ~ K, (3.19)

em que K ¢ a constante de integracao. Essa equacao expressa as “ trajetorias”
no espaco de fase. Ou seja, é uma equacao de conservacao entre as densidades.
Como ela ¢ uma equacgao independente do tempo, deve ser satisfeita em
qualquer instante de tempo e, assim, permite-se usar as condi¢oes de contorno
para determinar a solucao estacionéaria.

Pelas hipoteses do modelo, no instante inicial (¢ = 0), a densidade de
infectados tende a zero (y — 0) e a densidade de suscetiveis se aproxima do
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valor unitéario (x — 1). Usando os valores (z,y) = (1,0) na equagao (3.19),
obtem-se K = 1, cujo valor é valido para qualquer instante £. No limite de
tempo muito grande (¢t — 00), a densidade de suscetiveis assume o valor
assintotico r = 1 — 2z, em que z,, ¢ a densidade de individuos recuperados.
Substituindo esses valores na equagao ([3.I9) com K = 1 e expandindo a
expressao em série de Taylor, trucando a série em termos de segunda ordem,
obtem-se a solucao estacionaria

Zoo[2¢(c — b) + b*250] = 0. (3.20)

Pela equagao ([3.:20), nota-se que ha duas raizes: z,, = 0 e 2o, = #ic) A
primeira corresponde & fase sem propagacao da epidemia e a segunda, a fase
com propagacao da epidemia.

Pela equagao (B16), percebe-se que z(t = 0) > ¢/b é a condi¢ao necessaria
para que a densidade de infectados seja uma funcao crescente para tempos
proximos de zero. Ou seja, na fase inicial de propagacao da epidemia, deve-se
ter dy/dt > 0 (fungao crescente). Portanto, na aproximacao de campo médio
simples, zo = ¢/b é o limiar de espalhamento epidémico.

O sistema de equagbes (BIDH3IT) apresenta os seguintes pontos fixos:
(x*,y*, z*) = (1,0,0), que é marginalmente estavel se ¢ > b, e (z*,y* 2*) =
(21,0, 21). O primeiro ponto fixo representa o estado absorvente de suscetiveis,
enquanto o segundo representa o estado absorvente de recuperados e suscetiveis.
A perda de estabilidade ocorre quando ¢ = b. Isso significa que, para ¢ > b,
ou seja, ¢ > 1/2, a epidemia ndo se espalha e toda a populagdo se man-
tem suscetivel. A medida que a probabilidade de imunizacio ¢ diminui (a
probabilidade de infec¢do b aumenta) tomando valores menores que o limiar
c. = 1/2, parte da populagdo torna-se infectada e, no estado estacionario,
devido ao processo de recuperacao espontanea, todos os individuos infectados
tornam-se recuperados e imunes. Consequentemente, o sistema fica preso em
um estado absorvente de suscetiveis e recuperados.

Na figuraB.2, consta a evolugao das densidades de suscetiveis, infectados e
recuperados em funcao do tempo. A densidade inicial de infectados é muito
pequena (adotando y(0) = 1071) e pode ser vista como uma perturbacao,
mas, como ¢ < ¢, essa perturbacao é suficiente para infectar uma parcela
significativa da populacao. O processo de infec¢ao cessa devido a imunizagao
de todos os infectados. Como os processos de infeccao e recuperacao ocor-
rem concomitantemente, em determinado momento, prevalece o processo de
imunizacao e o sistema vai para um estado absorvente. As curvas foram obti-
das pela iteragao das equagoes ([BIBHZIT) com o método de Runge-Kutta de
quarta ordem.

Na figura B3], é possivel observar a densidade estacionaria de individuos
recuperados em func¢ao da probabilidade de imunizagao (recuperagao) ¢, na
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Figura 3.2: Curvas de evolucao das densidades com ¢ = 0, 25 na aproximagao
de campo médio simples para a densidade de suscetiveis S, infectados [ e
recuperados R em funcao do tempo.

aproximacao de campo médio simples. Para fazer a integracao numérica
das equagoes ([BIBHZIM) inicia-se com uma densidade muito baixa de in-
dividuos infectados y — 0 e x — 1 e, a cada iteracao, resolve-se o sis-
tema de equacoes diferenciais numericamente até as densidades atingirem um
valor estacionério. Utilizando sempre a mesma condicao inicial e variando a
probabilidade de imunizacao ¢, calcula-se a densidade estacionéria de indi-
viduos recuperados. Abaixo de ¢, = 1/2, ha uma fase com espalhamento da
epidemia e, por isso, a densidade de individuos recuperados é sempre maior
que zero R > 0. Acima do ponto critico ¢ > 1/2, nao ha espalhamento da
epidemia e, por isso, a densidade de individuos recuperados é nula R = 0. A
linha vertical tracejada separa a fase “ativa”, na qual a epidemia se espalha,
da fase “ inativa” em que nao ha espalhamento da epidemia.
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Figura 3.3: Densidade estacionéria de individuos recuperados wversus ¢ na
aproximacao de campo meédio simples.
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3.4 Aproximacao de Campo Médio por Pares

Ao calcular os primeiros momentos da distribuicao, nota-se a dependén-
cia dos segundos momentos que, na aproximacao de campo médio simples,
foram descorrelacionados, a fim de obter em uma primeira aproximacao do
resultado exato (desconhecido). Para melhorar a solugio de campo médio,
deve-se considerar momentos de ordem maior. Para incluir os momentos de
segunda ordem (correlagbes de dois sitios), ndo é necessario calcular todas as
probabilidades conjuntas, pois ha as seguintes condi¢oes de normalizacao:

P(00) 4+ P(01) + P(02) = P(0), (3.21)
P(10) 4+ P(11) + P(12) = P(1), (3.22)
P(20) + P(21) + P(22) = P(2), (3.23)
e P(0)+ P(1) + P(2) = 1. (3.24)

Com a escolha de P(1), P(2), P(01), P(02) e P(12) como probabilidades in-
dependentes, resta determinar as equacoes de evolucao temporal para as
correlagoes de dois sitios, visto que na se¢ao [3.3] j4 foram determinadas as
equagoes para P(1) e P(2).

Usando f(n) = 6(7;,0)0(n;,1) na equacao (BX) e definindo
< 0(n;,0)d(n;,1) >= P;;(01), obtem-se:

dP;;(01) al

SO = 3 < 0, 0005, 1) = (s, 08y, () > - (3.25)
k=1

Na somatoria em k, hé trés casos a considerar:

e 1) Quando k # i com k # j, tem-se
3(*n:,0)3("n;, 1) = 6(ms, 0)8(m;, 1) = 8(mi, 0)d(my, 1) — 6(mi, 0)d(n;, 1) = 0.
e 2) Quando k =i com k # j, tem-se:

("3, 0)8("n;, 1) — 6(ns, 0)8(n;, 1) = 6(n;,2)8(n;, 1) — (s, 0)5(n;, 1)
< [0(m:,2)0(n;, 1) — 0(m:,0)0(ny, 1]ws(n) >=
< cd(mi,2)0(n;, 1) — 0 >= cPy;(12).

e 3) Quando k # i com k = j, tem-se:

5(k77i7 0>5<knj7 1) - 5(771'7 0)5<7]j7 1) = 5<77i7 0)[5(% 0) - 5(77j7 1)]
< [0(mi,0)[6(n;,0) — 6(ny, 1)]w;(n) >=

<0-— g > 6, 0)8(nj, 1)3(1j45,2) >= —% > Piigs(012).
6 6
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Logo, ao realizar a somatoria no indice k, deve-se encontrar

dP;;(01 b
% =cP;(21) — EZ P jj+s(012). (3.26)
5

A soma nos primeiros vizinhos do sitio j deve ser feita percorrendo todos os
primeiros vizinhos, excluindo-se o sitio i. Para ( = 4 (rede quadrada), tem-se
um aglomerado com seis sitios vizinhos ao par 7;7;, na forma

M2 73
Pl m n n m
M6 15

Considerando esse aglomerado, a somatoria da equagao ([B.26]) torna-se:

ZPi,j,j—i-(S(OlQ Z < 8(ni,0)0(n;,1)0(nj4s,2) >=
5

73
ST < (000,2) + 8(1,2) + (1, 2) + 8(s,2))P [ 0 1 | >
7145713 5714,5715 Ui
73 3
=0+ > <dm.2P{ 0 L m |+ > 2P| 0 1 m |+
13,104,705 Ui 13,104,705 5
UE
+ > 2P 01 o | >
M3,M4,75 n5

:P(O f)+P(o12)+P(O ;)

Portanto, considerando isotropia e homogeneidade espacial, qualquer que
seja a coordenacao da rede, o i-ésimo sitio nao contribui para a soma. Assim,
deve-se ter: ¢

dP,;(01) 1

Com f(n) = 0(n;,1)0(n;,2) na equagdo ([B.2), e definindo
< d(n;, 1)0(n;,2) >= P,;(12), obtem-se:

dP a
Z < 771, nja 2) - 5(772a 1)5(77]> 2]0%(7)) > (328)
k=1
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Analisando todas as possibilidades de haver valor nao-nulo na somatoria
em k:

e 1) Quando k # i com k # j, tem-se:
6(* 15, 1)6(*n;, 2) — (mi, 1) (ng, 2) = (i, 1)d(n;, 2) — (mi, 1) (ny, 2) = 0.
e 2) Quando k =i com k # j, tem-se:

5(*n;, 1)6("n;,2) — 6(ns, 1)8(n;,2) = [6(mi, 0) — 6(ns, 1)]6 (5, 2)
< [6(n:, 0) = 0(mi, 1)]0(ny, 2)wi(n) >=

b
<0-— ZZM’ 1)8(n;,2)0(1i4s,2) > .
é

> <80, 1)8(15,2)8(1is s, 2) >=

71,112,715 ,16 Ul

2
S <(5<m,2>+5<n2,2>+5<m,2>+5<n6,2>)P(m 1 2)>.

Cujo valor médio é:

= P;(12)+ > 6(m,2)P ( m 7712 2 >+ > 6(m,2)P ( m 7]12 2 ) +

71572576 N6 11,72,M6 N6

12
+ > 5(n6,2)P<m 1 2)

1,712,716

:P(12)+P(212)+P(1 §>+P(; 2).

e 3) Quando k # ¢ com k = j, tem-se:
5<k77i7 1>5<knj7 2) - 5(771'7 1>5<77j7 2) = 5<77i7 1)[5<77j7 1) - 5<77j7 2)]
< 0(ni, 1)[0(n;, 1) = 6(nj, 2)w;(n) >=
< 23 Bl 1805 160y45:2) = 8 1)60752) >
5
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Realizando a soma sobre os primeiros vizinhos,

Z < 5 7727 7737 )5(77j+5a 2) >=

3
> < (02) +6(ns.2) +0(na2) +6(ms,2)P [ L1 oy | >
1i5113574,75 Ui

:O+P(12)+(1 ;)+P(112)+P<; 1).

Apos realizar a somatoéria no indice k, deve-se encontrar

dP;(12) b
22— —Z[HJ-(lQ)—'—(C_1>Pi+5ij<212>]+
2~ DPyj25(112) = cP(12), (3.29)

Para obter a equagao de evolugao temporal para P(02), deve-se usar
f(n) = d(n:,0)d(n;, 2) na equacdo [B1), que resulta

dP;(02)
] Z < 7727 nja 2) - 5(7727 0)5(77J7 2]Wk(7l) >
k=1

=< [6(m,2) — 5(77@,0)]5(77]7 2)%(77) +0(ni,0)[0(n;, 1) — 6(ny, 2)]w;(n) >

L
=< (1, 2)0(n;,2) = 0+ - > 6(ni, 0)8(n5, 1) (nj45,2) — c8(1:,0)8(n;, 2) >
6
Portanto,
dP;;(02 —-1
# = cP;(22) + b%ﬂmg(om) —cP,(02).  (3.30)

As equacgdes para os segundos momentos da distribuicao dependem de
momentos de terceira ordem. Fazer a aproximacao de campo médio por pares
corresponde a truncar a dependéncia das correlacoes entre probabilidades em
segunda ordem. Para isso, as correlacoes de trios sao aproximadas da seguinte

forma:
P(ag)P(6v)
PB)
Com essa aproximagao, e usando x = P(1), y = P(2), u = P(01),
v = P(12) e w = P(02), pode-se escrever as equacoes (B.10), (ZII),

Plafy) = (3.31)
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B21), B29) e B.30) como:

&= —by, (3.32)
Y= bv— cy, (3.33)
U= —bg% +cv (3.34)
¢ @ ’ .
D:bC;lx—Ux— 21}1}— (g+c)v, (3.35)
1
e w:b%%—l—c(y—v—%}). (3.36)

Um dos pontos fixos desse sistema de equagoes é (z,y,u,v,w) = (1,0,0,0,0),
que corresponde ao estado absorvente de suscetiveis. Fazendo a analise de
estabilidade linear, é possivel notar que esse ponto é marginalmente estavel

se ¢ > % Quando ¢ = ¢, = ===, similar a0 comportamento que

— Y
ocorre na transicao encontrada na apQr((C)Xill)rna(;éo de campo médio simples, o
sistema perde a estabilidade. Abaixo desse limiar, a epidemia atinge parte da
populacao mas, decorrido um tempo suficientemente longo, o sistema atinge
um estado estacionario absorvente de suscetiveis e recuperados.

Na figura B4l consta a evolugao das densidades individuos suscetiveis,
infectados e recuperados/imunes na aproximagao de campo médio por pares.
As curvas foram obtidas pela itera¢ido numérica das equacgoes (B10), (B11)),
B20), B29)) e (B30), a partir de uma densidade inicial de infectados igual
a 1074

Na figuraf3.5 descreve-se a densidade estacionéria de individuos recupera-
dos em funcdo da probabilidade de imunizacao para (( = 4) (correspondente
a rede quadrada regular). Nessa figura, constam os resultados de campo
médio simples e campo médio por pares. Percebe-se que a aproximacao de
pares prevé que o regime onde ha espalhamento de epidemia apresenta uma
reducao quando sao consideradas correlagoes de maior ordem. Esse compor-
tamento deve ser visto quando se faz também uma aproximacao de trios.
Contudo, a aproximacao de campo médio é ttil para estimar o comporta-
mento do sistema e ter uma expectativa de como é o diagrama de fases. Para
analisar como se comporta as grandezas médias na criticalidade, deve-se
recorrer a outros métodos de investigacao. Para este fim, serao realizadas
simulacoes computacionais de Monte Carlo do modelo definido em uma rede
regular, buscando determinar o ponto critico e estudar o comportamento de
grandezas de estado proximas da criticalidade.
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Figura 3.4: Curvas de evolucao das densidades com c¢
macao de campo médio por pares. As curvas foram obtidas

equacoes (B10), BII), B27), B29)) e B30) com ¢ = 4 correspondente a

uma rede regular quadrada.
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Figura 3.5: Densidade de recuperados versus a probabilidade de imunizagao
¢ obtida por meio de aproximagao de campo médio simples (linha tracejada)
e por meio de aproximagao de pares (linha continua). Na aproximagao de

pares, fixa-se ( = 4, que corresponde a uma rede quadrada.
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3.5 Simulacoes de Monte Carlo estacionarias

Com o método de Monte Carlo, é possivel construir um algoritmo para
realizar simulacdes computacionais do modelo SIR. E importante ressaltar
que, em um sistema finito, esse modelo sempre evolui para um estado ab-
sorvente. E, assim, diferentemente de modelos com um tnico estado ab-
sorvente, nao se pode calcular médias estacionérias usando uma média tem-
poral sobre uma tnica realizagao. Todas as grandezas médias devem ser
calculadas usando um conjunto de realizacoes e cada realizacao evolui até
atingir um estado absorvente, entao, a corrida temporal é interrompida e é
computado o valor de cada uma das grandezas a ser analisadas. Isto é feito
para um numero amplo de realizacoes, com condigoes iniciais iguais, mas
cada realizacao evolui independentemente.

Com base nas regras de transicao do modelo, construiu-se uma primeira
versao de algoritmo para simulacao, o qual segue exatamente as etapas de
evolucao do modelo, cujos passos sao:

e 1) Definir e inicializar uma rede regular com condiges periddicas de
contorno. Colocar todos os sitios no estado 17; = 1 (suscetivel), exceto
o sitio central, com n; = 2 (infectado).

e 2) Sortear um sitio da rede e um namero aleatorio a (0 < o < 1).
Efetuar o calculo da probabilidade de transi¢ao do sitio w;(n) usando a
equacao [B.8). Se a < w;(n), entdo o sitio assume seu proximo estado
ciclico (segundo o diagrama apresentado na figura B.1]).

e 3) Repetir o passo 2 até que o tltimo individuo infectado torne-se
recuperado. Quando isso acontecer o sistema fica preso em um estado
absorvente e a corrida é interrompida.

e 4) Calcular as grandezas médias.

Caso seja necesséario definir uma unidade de tempo, introduz-se no passo 3
um critério de incremento temporal. Para cada N sitios sorteados, em que
N é o total de sitios da rede, o tempo sofre acréscimo de uma unidade ou
passo de Monte Carlo.

Uma vez que a simulac¢ao inicia-se com um tnico infectado, os sitios
sorteados nao terao seus estados modificados por tratar-se de sitios no estado
suscetivel sem primeiros vizinhos infectados. Isso ocorre principalmente no
comeco da simulacao e acaba gerando ociosidade computacional. Pode-se
contornar esse problema criando uma lista de sitios ativos, nos quais pode
haver criagao e aniquilacao de infectados. Um algoritmo que permite simular
o modelo SIR com maior eficiéncia computacional segue os seguintes passos:
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e 0) Para uma rede de N sitios cria-se um vetor de dimensao 2 x N (lista
de sitios ativos), onde serdo armazenadas as coordenadas dos sitios in-
fectados. Inicializa-se todos os sitios da rede no estado 1 (suscetivel),
exceto o sitio central, que deve estar inicialmente no estado 2.

Para uma rede regular quadrada de lado L, adotando dois pontos (:)
para designar toda a linha ou coluna de uma matriz ou vetor, tem-se:

rede(:,:) =1
rede(L/2,L/2) =2
La(1,1) = L/2; La(1,2) = L/2 (lista de sitios infectados).
Ni=1 (ntimero de individuos infectados).

e 1) Sorteia-se um nimero aleatoério a no intervalo [0,1). Usa-se este
nimero para escolher um sitio infectado. Para isto, faz-se k = int(1.0+
a x Ni), em que int denota a fungio inteiro, e o ntimero k ira indicar
a posicao deste sitio, a partir da lista de infectados. Capturam-se as
coordenadas do sitio i = La(k, 1), j = La(k,?2).

e 2) Sorteia-se um numero aleatorio § (0 < 5 < 1), que é comparado a
probabilidade de recuperacao c.

— 2.a) Se 8 < ¢, entdo, o individuo se recupera.
rede(i, j) =0
reagrupa-se a lista de infectados para ficar compacta
La(k,:) = La(N1,:)
La(Ni,:) =0
Ni= Ni—1.

— 2.b) Se 8 > ¢, entdo, sorteia-se um primeiro vizinho com coorde-
nadas (z,y). Se este vizinho for suscetivel, torna-se infectado.

Ni=Ni+1
La(Ni,1) = z; La(Ni,2) =y
rede(z,y) = 2.

e 3) Enquanto ha individuo infectado (N7 > 0), repete-se o passo 2. Se
N1 = 0, calculam-se as grandezas de estado.

As grandezas calculadas nas simulagoes estacionarias foram: nimero mé-
dio de individuos recuperados,

S =< Ng >, (3.37)
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a densidade de individuos recuperados,

< Np>

N (3.38)

em que NN é o total de sitios da rede, o niimero quadratico médio de individuos
recuperados,
M =< Nz >, (3.39)

a razao entre o nimero quadratico médio de recuperados e o quadrado do
niumero médio de recuperados,
2
- <Ne> M (3.40)
< Np>2 52

e a probabilidade P do aglomerado de recuperados atingir a borda mais
proxima do centro da rede. Essa ultima grandeza foi definida como a fracao
do total de realizagoes em que hé recuperados na borda da rede sobre o total
de realizacoes. Mostrou-se que essa probabilidade é o parametro de ordem P
[441/46] e esta relacionada a probabilidade de percolagdo. O nimero médio de
individuos recuperados esta relacionado ao tamanho médio dos aglomerados,
e o nimero quadratico médio de individuos recuperados estd associado ao
terceiro momento da distribuicao de aglomerados. Por isso, usaram-se as
mesmas variaveis S e M, calculadas para o modelo de percolacao.

Foram realizadas vérias simulacoes do modelo SIR definido em uma rede
quadrada regular e também para o modelo STR em uma rede triangular, cujos
resultados serao apresentados nas proximas secoes.

3.6 Simulacoes na rede quadrada

A rede quadrada regular possui coordenacao ( = 4 e é esperado que, em
simulagoes computacionais de Monte Carlo, o ponto critico ¢, seja menor que
aquele obtido via aproximacoes de campo médio. Ressalta-se que o modelo
possui somente um parametro de controle escolhido como a probabilidade de
imunizacao ¢, com b = 1 — ¢. Portanto, deve-se investigar como as grandezas
meédias variam em funcao desta probabilidade em redes de tamanho finito.

Nas figuras B.6H3.9 constam retratos de uma realizacao para probabili-
dade de imunizacao ¢ = 0,12;0,15;0,1765 e 0, 19, respectivamente. Por elas
verifica-se que, no estado estacionario, quanto menor o valor de ¢, maior a
quantidade de individuos recuperados e o tamanho das “ilhas” de individuos
suscetiveis formada pelos individuos que escaparam da epidemia crescem em
funcao do aumento da probabilidade ¢. Abaixo do limiar de imunizacao c.,
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que deve ser determinado, a epidemia se propaga e o aglomerado formado
pelos individuos recuperados, na grande maioria das realizagoes, atinge a
borda da rede. As simulacoes sao executadas usando condig¢oes periddicas
de contorno e a probabilidade P, que é o parametro de ordem do modelo, é
definida como a probabilidade do aglomerado de recuperados atingir a face
superior ou direita da rede (lados mais proximos do centro da rede).

100

R 80

Figura 3.6: Retratos da rede com L = 100 e ¢ = 0,12 durante a propagacgao
da epidemia (instante ¢ = 90) e quando atinge o estado absorvente.

Figura 3.7: Retratos da rede com L = 100 e ¢ = 0, 15 durante a propagacao
da epidemia (instante ¢ = 100) e quando atinge o estado absorvente.

Os resultados estacionarios apresentados nesta se¢ao e na se¢ao seguinte
foram obtidos usando um conjunto entre 107 e 10® realizacdes independentes.

Na figura B0, consta a densidade estacionéria de individuos recuperados
em funcao da probabilidade de imunizacao para diferentes tamanhos de rede.
Na figura B.I1] consta o parametro de ordem P wversus a probabilidade de
imunizacao para diferentes tamanhos de rede. Na figura[3.10, observa-se que,
para tamanhos grandes, aumentando a probabilidade de imunizagao, sai-se
de uma fase com densidade nao-nula de individuos recuperados e atingimos
uma fase com densidade nula de individuos recuperados. Comportamento
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Figura 3.8: Retratos da rede com L = 100 e ¢ = 0, 1765 durante a propagacao
da epidemia (instante ¢ = 180) e quando atinge o estado absorvente.
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Figura 3.9: Retratos da rede com L = 100 e ¢ = 0,19 durante a propagacao
da epidemia (instante ¢ = 200) e quando atinge o estado absorvente.

similar pode ser observado para o parametro de ordem P. Isso significa que,
para um sistema de tamanho infinito, deve ocorrer uma transicao de fase
continua.

A partir dessas figuras, nao se pode afirmar com precisao qual deve ser
o ponto critico, mas fica nitido que para redes grandes a densidade de recu-
perados e o parametro de ordem se anulam acima deste limiar e, & medida
que o tamanho da rede aumenta, mais bem definido fica este limiar.

O comportamento da razao entre os momentos U = % definida na
equacao em pode ser visto na figura como funcao da probabili-
dade de imunizacao. A partir dessa figura, verifica-se que, no regime com
espalhamento da epidemia, essa grandeza tende a um valor constante e, na
proximidade do ponto critico, U cresce em funcao do aumento do tamanho
da rede L. Nao estd representado nessa figura, mas muito acima do ponto
critico, U volta a apresentar um mesmo valor para diferentes tamanhos de
rede. Isso é distinto do comportamento observado em modelos com um tnico
estado absorvente, como por exemplo o modelo de contato para o qual U,



3.6. SIMULACOES NA REDE QUADRADA 55

07
0.6 -
0.5 -
) 041
| c-olL=16
037 e L=32
o ~—A L=64
02 <«+—L=128
L L=256
o1l L=512
Tl vvL=1024 i
\
0315 0.16 0.17 c 0.18 0.19 0.2

Figura 3.10: Densidade de individuos recuperados versus a probabilidade de
imunizacao ¢ para diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L.
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Figura 3.11: Probabilidade do aglomerado de individuos recuperados atingir
a borda da rede P wversus a probabilidade de imunizacao ¢ para diferentes
tamanhos de rede quadrada de lado L.

no ponto critico, apresenta um valor universal (que independe do tamanho
da rede). Neste modelo, & medida que o tamanho do sistema aumenta, a
grandeza U diverge e, por isso, deve-se procurar outra grandeza que seja
universal no ponto critico para que seja possivel determinar o ponto critico
com praticidade e precisao.
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Figura 3.12: Razao entre o segundo e primeiro momento ao quadrado U = S—%

versus a probabilidade de imunizacao ¢ para diferentes tamanhos de rede
quadrada de lado L.

3.7 Comportamento critico

Para obter os expoentes criticos associados a transicao de fase de nao-
equilibrio que ocorre no modelo SIR, serao analisadas esses dados por meio
de simula¢oes de Monte Carlo do modelo SIR definido em redes finitas de
tamanho linear L. Constata-se, a partir da figura B.I10] que a densidade de
individuos recuperados depende fortemente de L nas vizinhancas da critical-
idade. O mesmo ocorre para o parametro de ordem P e para a razao U,
como pode ser visto nas figuras B.11] e B. 12

Partindo-se do pressuposto de que uma analise de escala finita pode ser
feita para estudar a transicao de fase de nao-equilibrio no modelo SIR, pode-
se assumir que, para o sistema infinito, a transicao é caracterizada por um
comprimento de correlagao & que diverge no ponto critico e possui o seguinte
comportamento assintotico

£~ e, (3.41)
em que € = ¢ — ¢. € o desvio do parametro de controle ¢ com relacao ao
valor critico. Como nas proximidades do ponto critico o tamanho linear do
sistema L se escala com o comprimento de correlacao &, deve-se esperar que
uma grandeza A dependa de L da seguinte maneira

Agle) = LM (L)), (3.42)

ou
Ap(c) = LY F(LVre). (3.43)
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No limite em que L — oo, deve-se ter
Aso(c) ~ |e|™. (3.44)

Neste limite o parametro de ordem deve se comportar nas vizinhancas da

criticalidade como
P~ |ef?, (3.45)

em que 3 é o expoente critico associado ao parametro de ordem. Portanto,
de acordo com a expressao (343), o parametro de ordem deve obedecer &
seguinte forma de escala

Pp(c) = L7P/vL f(LY7+e), (3.46)

em que f(x) é uma fungio universal.
As grandezas que caracterizam o modelo SIR podem ser relacionadas as
grandezas da teoria de percolagao. Pelas equagoes ([2.64) e (2.69), tem-se

S~ e, (3.47)
e
M ~ |e| P72, (3.48)
Portanto,
U~ e| ™. (3.49)

Pelas expressoes ([3.44) e ([B.47), o nimero médio de individuos recuperados
deve obedecer a seguinte forma de escala

Sp(c) = LVt h(LY"+e), (3.50)
em que h(x) é uma fungdo universal. Pelo mesmo raciocinio, a partir das
equagoes (B.44) e ([B.48), tem-se

My (e) = LU0 (LY e), (3.51)

em que j(z) ¢ uma fungio universal. E a razdo U deve obedecer & forma de

escala
Up(c) = LA/ k(LY e). (3.52)

No ponto critico € = 0, as grandezas que estao sendo investigadas para o
modelo SIR obedecem as seguintes formas de escala:

P~ LA (3.53)

S~ LV (3.54)

M ~ L(5+2'Y)/VL’ (3‘55)
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U~ L/ (3.56)

Veja que, por estas relacoes, o produto entre U e P torna-se indepen-
dente do tamanho da rede L. Introduziu-se essa nova grandeza, denominada
UP, como grandeza que estabelece um novo método para calcular o ponto
critico em simulagoes de Monte Carlo para o modelo SIR. Devido a inde-
pendéncia com relagao ao tamanho da rede L, em um grafico de UP versus c
para diferentes valores de L, deve haver um cruzamento das curvas no ponto
critico. Como pode ser visto na figura B.I3] isso de fato acontece. Usando
esse método, a estimativa para c. é 0,17650(2), que esta de acordo com os
valores conhecidos [341[44]. Além disso, conforme pode ser visto figura B.14]
pelo cruzamento entre duas curvas sucessivas de UP wversus 1/L, é possivel
fazer uma extrapolagio para um sistema de tamanho infinito (1/L — 0), e
obter o valor critico de UP = 1,0167(1), o qual concorda com o valor de UP
obtido para a percolagao por sitio e ligagao [40].

No ponto critico, ¢ = ¢. e € = 0, e a partir da equacao ([B.53) pode-se
escrever

In[Pr(c.)] = —p /v inL + C, (3.57)

em que C' é uma constante. E possivel obter a razio entre os expoentes 3/v,
a partir do gréafico de InPj(c.) versus InL.
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Figura 3.13: Produto da razao entre o segundo e primeiro momento U = %
pelo parametro de ordem UP wversus a probabilidade de imunizacao ¢ para
diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L.
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Figura 3.14: UP versus 1/L, em que UP é o valor obtido para o cruzamento

das curvas mostrada na figura [3.13] para dois tamanhos consecutivos de rede
de lado L.

Na figura B.I5] consta a densidade de individuos recuperados versus o
tamanho da rede para diferentes probabilidades de imunizacao. No regime
subcritico (¢ > ¢.), para L — oo a densidade de recuperados se anula e, assim,
para redes finitas as curvas de p em funcao de L sao convexas. Por outro
lado, no regime supercritico, mesmo para tamanho infinito, a densidade nao
vai a zero, pois assume um valor constante nao-nulo. Em redes de tamanho
finito, isso resulta em curvas concavas para p versus L. No ponto critico,
a densidade descresce segundo uma lei de poténcia. O parametro de ordem
apresenta esse mesmo comportamento. Na figuraB.16], tem-se o parametro de
ordem versus L, em escala log-log, para ¢ = 0, 17650. O coeficiente linear é a
razao /v, = 0,1048(10). Na figuraBI7] em escala log-log, consta o nimero
médio de recuperados S wersus L para ¢, = 0,17650(2), cujo coeficiente
linear permite calcular v/v, = 1,7923(5). Pode-se comparar estes resultados
com os valores exatos §/v, = 5/48 = 0.1042 e v/v, = 43/24 = 1.792 que
sao calculados com = 5/36 e v, = 4/3 da percolacao em duas dimensoes.

Para averiguar a validade da hipotese de escala finita usada para o
modelo, deve-se verificar se, usando os expoentes criticos encontrados, é pos-
sivel colapsar os dados de cada uma das grandezas em estudo. Na figura
B.I8 tem-se o colapso para o parametro de ordem P wversus ¢ para diferentes
tamanhos de rede quadrada de lado L. Percebe-se que, dentro do intervalo
de probabilidades analisado, os dados colapsam, confirmando a validade de
nossas suposicoes.
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Figura 3.15: Densidade de recuperados versus o tamanho linear da rede
L para diferentes probabilidades de imunizacao c¢. A densidade se escala
segundo a relacio p ~ L28/1,
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Figura 3.16: Ln(P) versus In(L) para ¢ = 0,17650. A reta ajustada aos da-

dos (linha continua), conforme a equacao (3.53), apresenta coeficiente linear
B/vy = 0,1048(10).

O colapso para o niimero médio de recuperados S pode ser visto na figura
para diferentes valores de L, cujo comportamento estd em concordancia
com o comportamento critico dado pela equagao (B3:48)).

Em vez de mostrar o colapso para a grandeza U, que deve escalar com o
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20

Figura 3.17: Ln(S) versus Ln(L). Ajustando uma reta aos dados (linha
continua), conforme a equacao ([B.51), obtemos /v, = 1,723(5).

expoente /v, o qual ja foi verificado a partir da relagdo ([B4T), conforme
pode ser visto na figura BI8 analisou-se a grandeza UP que escala com
expoente unitario. Na figura [3.20] esta representado o colapso dos dados de
UP wversus ¢ para diferentes tamanhos de rede de lado L. Os resultados sao
consistentes com as hipoteses feitas.
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Figura 3.18: Colapso de dados de P para diferentes valores de L.
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Figura 3.19: Colapso de dados de S para diferentes valores de L.
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Figura 3.20: Colapso de dados de U P para diferentes valores de L.
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3.8 Simulacgoes na rede triangular

Nessa secao analisou-se o modelo SIR estocéstico e espacialmente definido
em uma rede triangular. Essa estrutura de rede, representada na figura [3.27],
tem coordenacao ( = 6 e, conforme a aproximacao de campo médio por pares
para uma rede hipercubica, o ponto critico é ¢, = % Substituindo ¢ = 6
obtem-se ¢, = 2/5. Sabe-se que a aproximagao de campo médio superestima
o ponto critico e, portanto, utilizaram-se simulag¢oes de Monte Carlo para
determinar o ponto critico e investigar o comportamento critico de algumas
grandezas que ja foram analisadas para a rede quadrada.

O \ \ \
r e e e e
8~ & e e
r e e e e
6 = e e e -
r e e e e
- & e e
- e e e e
2 & e e
r e e e e
e e T e S

Figura 3.21: Estrutura da rede triangular. Nesta rede cada sitio tem seis
sitios como primeiros vizinhos. Uma célula esté destacada na cor vermelha.

Na figura B22] consta a densidade de individuos recuperados, a
probabilidade P da epidemia atingir a borda da rede, o cumulante U e o
produto U x P em funcao da probabilidade de recuperacao ¢ para diferentes
tamanhos de rede. Estes resultados indicam que ha uma transicao de fase
cujo ponto critico esta proximo de ¢ = 0,20. E possivel determinar o ponto
critico usando o comportamento universal da grandeza U P. Entretanto, ex-
plorando a conexao entre o modelo SIR e o modelo de percolacao, pode-se
usar outro método para determinar o ponto critico.

Como demonstrado na secao [2.5] é possivel escolher os expoentes criticos
£ ey ou o e T como expoentes fundamentais. Logo, diferentemente do
procedimento adotado nas simulagoes do modelo SIR na rede quadrada,
tomando 7 e o como expoentes fundamentais, também pode-se determi-
nar o ponto critico. Nesse caso, define-se a probabilidade acumulada de ter
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Figura 3.22: Em (a) densidade de recuperados, (b) probabilidade da epidemia
atingir a borda da rede, (¢) cumulante U, (d) UP versus a probabilidade de
imunizacao para diferentes tamanhos da rede de lado L.

aglomerados de tamanho maior ou igual a um valor s como,
Poy =) P(i), (3.58)

em que P(i) é a probabilidade de encontrar um aglomerado com ¢ individuos
recuperados no estado estacionario.
No ponto critico c., espera-se que essa probabilidade acumulada obedeca
a lei de poténcia
P~ (3.59)

Ou seja, que essa grandeza se comporte de acordo com a equagao (ZTT)
proveniente da percolacao usual. Além disso, espera-se que, nas vizinhancas
da criticalidade e para s suficientemente grande, essa probabilidade obedeca

0,25
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A forma de escala
Psy = s> TF(es), (3.60)

em que € = ¢ — ¢, e F(z) é uma func¢do universal, ou seja, comporte-se de
acordo com a equagao ([2.72) proveniente também da percolacdo. A expansao

de F(x) em série de Taylor para ¢ proximo de ¢, leva a seguinte expressao
véalida na regiao de escala [44L[71]:

Psys™ 2 ~ ¢ + coes”, (3.61)

em que c; e co sao constantes. Os expoentes 7 e o para a percolacao usual em
duas dimensoes sao conhecidos exatamente: 7 = 187/91 e o = 36/91. Assim,
pode-se empregar estes valores na equagao ([B.61I)) e, a partir dela, determinar
o ponto critico. Nota-se que, usando somente termos de primeira ordem, a
grandeza P, torna-se independente do expoente critico o.

Na figura 323, consta Ps.s” % versus s° para diferentes probabilidades
de recuperacao c. Na fase subcritica ¢ > c., as curvas tem inclinacao nega-
tiva, enquanto na fase supercritica a inclinacao é positiva. No ponto critico,
a inclinagdo deve ser nula. Os coeficientes lineares de Ps¢s™~2 sdo ilustrados
na figura B.24 em funcao de c¢. Ajustando uma reta a estes dados, é possivel
determinar o valor de ¢ tal que a curva de Ps4s™ "2 tenha coeficiente linear
nulo. Pela reta ajustada aos dados, obtem-se ¢. = 0,199727(6). Conforme
discutido na referéncia [44] esse método possibilita obter o ponto critico com
precisao de aproximadamente 200 vezes maior que usando simulagoes depen-
dentes do tempo ou simulagoes estacionarias (calculando a grandeza UP).
Pode-se aplicar esse mesmo método para investigar o modelo definido em
outras estruturas regulares, inclusive na rede quadrada, como pode ser visto
na referéncia [44] e no modelo de percolacao [71].



CAPITULO 3. MODELO SUSCETIVEL-INFECTADO-RECUPERADO

66 (SIR)
0,81 T I T T T
™~
1L c=019965 -
w — ¢=0.19968
> 08 — ¢=0.19969 ]
- | ¢=0.19970 |
Al ¢=0.19975
~— 0,79
A
0,78 — —
0,77 — —
0,76 ! | ! | ! | !
50 100 150 200
S°

Figura 3.23: Probabilidade acumulada de encontrar aglomerados com mais
de s recuperados multiplicada pelo tamanho dos aglomerados reescalada com
o expoente 7 — 2 versus s°.
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figura .23l versus c.



Capitulo 4

Modelo de infeccao cruzada I

4.1 Descricao do modelo

No modelo suscetivel-infectado-recuperado (SIR) [515,4T51], considera-
se que o processo de infeccao ocorre via transmissao direta, ou seja, um
individuo transmite a doenca para outro da mesma espécie. Para investigar
a propagacao de uma doenca cuja transmissao ocorre predominantemente
por transmissao cruzada, mediada por vetores, elaborou-se um modelo de
infeccao cruzada com base no modelo SIR e no modelo de contato (conhecido

também como processo de contato) [32,33,51H53].
Considere um reticulado com estrutura espacial homogénea e isotrépica

ocupado por vetores e hospedeiros. Neste modelo cada vetor pode estar
em um dos seguintes estados: suscetivel (S) ou infectado (I), enquanto os
hospedeiros podem estar em um dos estados: suscetivel (S), infectado (I)
ou recuperado (R) e permanentemente imunizado. Conforme ilustrado na
figura [12] assumiu-se que a dindmica de evolucao é similar ao processo
de contato para a populacao de vetores e anadloga ao modelo SIR para a
populacao de hospedeiros. Também, considerou-se que a epidemia tenha
uma duracao muito inferior ao tempo de vida dos hospedeiros de forma que
os processos de natalidade e mortalidade possam ser desconsiderados e assim,
durante o tempo de duracao da epidemia, a populacao seja constante.

No principio da epidemia, todos os individuos (vetores e hospedeiros) es-
tao suscetiveis a determinada doenca. A partir de uma pequena perturbagao
deste estado de equilibrio, advinda da introducao de um tinico individuo in-
fectado de qualquer uma das espécies envolvidas, comeca a disseminacao da
doenca. O processo de infeccao é catalitico e envolve vetores e hospedeiros
(Sply — In1,) e/ou (S,I, — I,1;), em que o subindice v e h denotam vetor
e hospedeiro, respectivamente. O processo de recuperacao e imunizacao dos

67
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hospedeiros é espontaneo (I, — Rj). Vetores Infectados morrem e imedi-
atamente nasce um novo vetor suscetivel em que (I, — S,). Este ultimo
processo significa que os vetores suscetiveis e infectados morrem espontanea-
mente, mas a reproducao é rapida de tal forma que o espaco seja ocupado por
um novo vetor suscetivel em tempo suficientemente pequeno e, neste caso,
nao é preciso escrever o processo de morte um vetor suscetivel e o posterior
nascimento de um novo vetor suscetivel.

Todas as reacgoes locais sao irreversiveis e, por isso, seguindo a dinamica
de evolucao, o sistema sempre atinge um estado absorvente. Se a taxa de in-
feccao for alta, a doenca se espalha, provocando uma epidemia e, portanto, o
estado absorvente apresenta hospedeiros suscetiveis e recuperados (individuos
que foram infectados e recuperaram espontaneamente) e vetores suscetiveis.
Quando a taxa de infeccao é baixa e o tempo de vida dos vetores é curto,
a doenca nao se espalha e a densidade de hospedeiros recuperados é quase
nula para um populacao grande. Por isso, neste caso o estado absorvente

apresenta hospedeiros e vetores suscetiveis.

A partir da andlise destas caracteristicas, conclui-se que este
modelo exibe uma transicao de fase, pois, devido as regras de transicao lo-
cais, a taxa de transicao entre dois microestados gerados nos instantes ¢ e
t + At nao obedece ao balanceamento detalhado. Pela conjectura de Grass-
berger [42], modelos epidémicos com imuniza¢ao pertecem a classe de uni-
versalidade da percolagao dinamica e, no ponto critico, o estado absorvente é
formado por individuos suscetiveis e recuperados. Os individuos recuperados
formam um aglomerado que pode percolar a rede. Serao utilizados os méto-
dos da mecanica estatistica de nao-equilibrio para estudar esta transicao de
fase e obter o comportamento critico de algumas grandezas importantes.

Devido a grande importancia da estrutura espacial [36[74] em modelos
envolvendo interagoes de curto alcance, definiu-se o modelo em uma rede
regular evoluindo com dinamica temporal assincrona em que cada individuo
interage com seus primeiros vizinhos. Adotou-se a estrutura de uma rede
regular quadrada como ilustrado na figura [4.1] a qual pode ser dividida em
duas sub-redes A e B, ocupada por vetores e hospedeiros, respectivamente.
Cada sitio da sub-rede A representa um vetor, ao qual foi associada uma
variavel estocastica n; que assume os valores 7; = 1 (suscetivel) ou 7; = 2
(infectado). Na sub-rede B, cada sitio representa um hospedeiro, ao qual a
variavel estocéastica associada pode assumir os valores n; = 3,4 ou 5, conforme
o hospedeiro esteja suscetivel, infectado ou recuperado, respectivamente.

Todos os processos envolvendo mudanca de estado sao tratados como
reacoes locais. Os processos espontaneos independem da interacao entre os
individuos.
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Figura 4.1: Tlustracao da rede bipartida, usando X para representar um
hospedeiro e e para denotar um vetor.
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m
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e recuperado infectado

Figura 4.2: Regras de transicoes locais para o modelo. A esquerda, constam
os estados permitidos para os vetores e a direita os estados e as transicoes en-
volvendo os hospedeiros. Somente o processo de infeccao cruzada é catalitico
(vetores infectados podem contaminar hospedeiros vizinhos e vice-versa) en-
quanto as demais transicoes sao espontaneas.

Uma vez que o processo de evolucao do modelo é um processo markoviano
a tempo continuo, pode-se reescalar o tempo e considerar a seguinte condicao
de normalizacao para as probabilidades:

20+c+e=1, (4.1)

em que, somando todas as probabilidades, tem-se o valor unitario.

No capitulo B discutimos o modelo SIR, o qual é um modelo epidémico
intraespecifico com imunizagao. Neste capitulo, estudou-se um modelo de
infeccao cruzada no qual o processo de infeccao envolve duas espécies distin-
tas. Quando um individuo infectado de alguma das espécies é introduzido em
uma populacao isolada composta por individuos nao-imunizados, pode desen-
cadear um processo epidémico. Uma vez infectado, o vetor pode transmitir a
doenca para 0s hospedeiros vizinhos com uma certa
probabilidade “a”. Supondo que os vetores morrem com probabilidade “e”, a
qual depende de fatores naturais e um possivel controle vetorial, tem-se que

um vetor pode ficar infectado por um tempo médio ¢; ~ 1/e e, apos esse
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tempo, ele morre. Para um ambiente infestado de vetores, supoe-se que o
espaco e a capacidade de suporte do meio possibilitam que o espaco livre,
decorrente da morte de um vetor, ¢ imediatamente ocupado por um novo
vetor. Para a populacao de hospedeiros, supoe-se uma dinamica como a do
modelo SIR em que um individuo suscetivel torna-se infectado se houver pelo
menos um vetor infectado em sua vizinhanca. Enquanto estiver infectado,
o hospedeiro pode transmitir a doenca para os vetores suscetiveis que en-
trarem em contato com ele. Apos certo tempo, o individuo espontaneamente
se recupera, torna-se imune e deixa de transmitir a doenca.

Com estas hipoteses, percebe-se que o espalhamento da doenca esté rela-
cionado as probabilidades a, e e ¢. Fixados valores para as probabilidade
de morte e e de imunizacao ¢, haverd um limiar para a probabilidade de
infeccao a necessario para a doenca se espalhar. Abaixo desse limiar, a
doenca cessa em um curto intervalo de tempo, mas, acima desse limiar,
pode se espalhar por um tempo longo, provocando uma epidemia. Como
o processo de imunizacao dos hospedeiros infectados é um processo espon-
taneo, a epidemia sempre cessa para uma populacao finita. Devido a esses
fatores, quando a epidemia acaba, tem-se um regime estacionéario formado
por vetores suscetiveis e hospedeiros suscetiveis e recuperados. Ao atingir
esse estado, nenhuma reacao pode ocorrer, visto que nao ha mais infectados.
Consequentemente, tal qual no modelo SIR, todos os estados estacionarios
sao estados absorventes.

As defini¢oes discutidas anteriormente visam capturar os principios basi-
cos associados a transmissao de doencas, entre duas espécies como a febre
amarela [(5], dengue [T6H79], leishmaniose [80,81], ferrugem asiatica [82],
colera [83], e modelos vetor-hospedeiro [841185], analisando explicitamente a
localizagao espacial dos individuos.

Neste trabalho, serd investigada de que maneira grandezas como a den-
sidade de individuos suscetiveis e infectados evoluem no tempo. Também
serd estudado como o valor estacionéario dessas grandezas varia em funcgao
da probabilidade de infeccao e da probabilidade de morte dos vetores. Com
o intuito de determinar as probabilidades criticas que separam as fases com
espalhamento da epidemia e sem espalhamento, serd investigado o compor-
tamento critico de algumas grandezas importantes, como o niimero médio
de recuperados e a probabilidade da epidemia percolar em uma rede reg-
ular, e analisada a distribuicao dos aglomerados formados pelos individuos
recuperados.

O estudo deste modelo esta dividido nos seguintes topicos: na secao 4.2
serd, apresentado o desenvolvimento da equacao mestra para o modelo. A
partir da equacao mestra, serd aplicada a aproximacao de campo médio sim-
ples (segao [3]) e por pares (secao [£4). Nas secoes a [L6] serao usadas
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simulagoes computacionais do modelo para determinar o limiar de infeccao
em funcao da probabilidade de morte dos vetores e analisado o comporta-
mento critico de algumas grandezas, obtendo-se também os expoentes criticos
associados a cada uma delas.

4.2 Equacao mestra para o modelo

Como no estudo do modelo SIR (se¢do 3.2), serd considerado um
reticulado com N sitios e cada configuracao do sistema serd representada
por

n= (M2 Mis -, 1IN,

em que 7; ¢ uma variavel estocastica associada ao i-ésimo sitio e que pode
assumir um dos seguintes valores: 7; = 1 (vetor suscetivel), n; = 2 (vetor
infectado), n; = 3 (hospedeiro suscetivel), n; = 4 (hospedeiro infectado) e
n; = 5 (hospedeiro recuperado).

Para escrever as equacoes de evolucao dos momentos da distribuicao de
probabilidades é conveniente escrever a probabilidade de transi¢ao por sitio
como a seguir:

%Za 0(nits,4) semn; =1
e sen; =2
wi(n) =9 ¢2250(Nits,2) sen; =3
c sen; =4
0 se n; = 5.

A partir da equagao mestra ([3.3]), considerando a dinamica de um tunico
sitio a cada atualizacao, a evolugao temporal de uma grandeza média é dada
pela equacao

T2 S < (50m) — Flestn) > (4.2)

i=1

em que 1) é um vetor (no sentido algébrico e ndo-epidemioldgico) que descreve
o estado formado pelas N particulas do aglomerado no instante ¢, sendo o
estado ‘n obtido a partir de n pelas mudancas anticiclicas do estado do i-
ésimo sitio (seguindo o diagrama da figura @L2): (2 — 1,1 — 2) e (3 —
54— 3,5—4).

Seré calculada a evolucao da densidade de vetores suscetiveis e infectados,
hospedeiros suscetiveis, infectados e recuperados. A densidade de vetores in-
fectados é calculada usando f(n) = §(n;,2) e, para facilitar a notagao, sera
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definido o valor médio < 6(n;,2) >= P;(2). Como nao foram consideradas ex-
plicitamente natalidade ou mortalidade, a populacao é constante em qualquer
instante e as  densidades de  vetores devem = seguir a
condicao de normalizacao

P(1)+ P(2) =1. (4.3)

Portanto, pode-se calcular somente P(1) ou P(2). Sera calculada a densidade
de vetores infectados e, se for necessario calcular a densidade de vetores
suscetiveis, é suficiente fazer P(1) =1 — P(2).

Substituindo f(n) = §(n;,2) e a probabilidade de transi¢ao por sitio w;(n)
na equacgao (£2), obtem-se:

dl::;f) = < (6("n;,2) — 8(ni, 2))wi(n) >

=< (6(mi, Dwi(n) — 6(mi, 2)wi(n) >
=< & 200, D)00ns5,4) = e, 2) >

—aP,, (614) — ePy(2). (4.4)

Repetindo o procedimento para as densidades de hospedeiros suscetiveis
e infectados, com a densidade de hospedeiros recuperados estabelecida via a
condicao de normalizacao,

P(5)=1—P(3) — P(4). (4.5)
Aplicando f(n) = (n;, 3) na equacao ([A2), tem-se:

dPy(3)

dt < (6("mi, 3) — 0(ns, 3))wiln) >

< (0(ni, 5)wi(n) — 0(ni, 3)wi(n) >
—<O__Z(s77u 772+67 )>

— - Pl-7j(32), (4.6)

e, com f(n) = d(n;,4), pode-se escrever:

dPC;iLL) = < (0("n;, 4) — 0(mi, 4))wi(n) >

=< (6(mi, 3)wi(n) — d(ni, 4)wi(n) >
=< & 2200, 3)001152) = 3 ) >

= aPi,j(532) — cl;(4). (4.7)
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As densidades conjuntas na forma P(«af) representam a densidade de
individuos o que tem como vizinhos individuos 3. Por exemplo, na equacao
@1 o termo P;;(32) é o total de hospedeiros suscetiveis que tém vetores
infectados como primeiros vizinhos.
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4.3 Aproximacao de campo médio simples

As equacgbes (A4), ([A6) e (£1) foram obtidas com o intuito de calcu-
lar as densidades P(2), P(3) e P(4) que envolvem correlagoes de um tinico
sitio. Contudo, essas equacoes dependem de probabilidades conjuntas que en-
volvem correlagoes entre dois sitios vizinhos. Nao foi encontrada uma solucao
exata para este conjunto de equacoes, mas é possivel analisa-las por meio de
aproximacoes de campo médio. A aproximacao mais simples que pode ser
feita é considerar que a densidade cruzada envolvendo dois sitios vizinhos
pode ser descorrelacionada por meio da aproximagao

P;(aB) = Pa)Pi(B). (4.8)

Usando essa aproximacao simples e assumindo que hé invariancia transla-
cional (P;j(af) = Pj(a)P;(B) = P,(5)FPj(a)) e definindo as densidades de
vetores infectados v = P(2), hospedeiros suscetiveis x = P(3) e infectados
y = P(4), pode-se reescrever as equacgoes ([£4), (£8) e (£1) como a seguir:

d
d—f = —axv, (4.9)
d
d_i = axv —cy, (4.10)
e
d
d—: = ay(l—wv)—ev. (4.11)

Quando a populacao de hospedeiros nao sofreu imunizacao prévia, to-
dos os individuos devem estar suscetiveis (x = 1) e (y = 0); a dispersao da
doenca pode comecar a partir de uma pequena perturbacao deste estado ab-
sorvente mediante a introducao de uma pequena densidade de vetores infec-
tados ou hospedeiros infectados. O fato da disseminacao comecar a partir de
vetores ou hospedeiros somente é significativo na fase inicial, quando surgem
os primeiros contagios. A longo prazo, ambas as condi¢oes iniciais conduzem
ao mesmo comportamento dinamico e estacionario.

Escolhendo o estado inicial formado por hospedeiros suscetiveis (x = 1)
sem nenhum hospedeiro infectado (y = 0) e todos os vetores suscetiveis, com
excecao de uma pequena densidade de infectados que tende a zero (v — 0),
dependendo das probabilidades de transicao, a doenca pode se dispersar ou
nao.

Decorrido um tempo longo (¢ — o0), as densidades atingem valores
estacionarios e o sistema fica preso em um estado absorvente. Devido as
regras de transicao entre os estados, sabe-se que, no estado estacionéario,
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nao ha hospedeiros ou vetores infectados e, portanto, essas densidades sao
nulas (Yoo = 0) e (v = 0). Como parte da populagdo de hospedeiros
suscetiveis pode ter sido infectada e depois recuperada espontaneamente,
no estado estacionario a densidade de hospedeiros suscetiveis deve ter certo
valor z,, < 1. Estas informacoes sobre os estados estacionérios estao conti-
das nas equagoes (£9)-([EII) e tornam-se evidentes quando encontrados os
pontos fixos, isto é, impondo que todas as derivadas sejam nulas, obtem-se o
ponto fixo (z*, y*, v*) = (2, 0, 0).

Linearizando o sistema de equagoes ({.9)-(Z.11]) em torno desse ponto fixo
e analizando sua estabilidade, em torno desse ponto fixo, calculou-se a matriz
jacobiana e a equacgao de autovalores

—A 0 — X 5
det(J—A)=| 0 —c—X ary
0 a —e— A\

Resolvendo o determinante, obtem-se:
MA+c) (A +e) —a*z?] =0. (4.12)
Os autovalores sao A =0 e

N+ (c+e)\+ce —a’z’, = 0. (4.13)

Para que o ponto fixo seja estavel, é necessario que as duas raizes dessa
equagao sejam negativas. A soma das raizes é —(c+e), sendo sempre negativa,
pois, tanto ¢ como e sao probabilidades. Para as raizes serem negativas, é
necessario que o produto delas seja positivo, isto é

ce > a’z?,. (4.14)

Embora essa anélise nao permita determinar a densidade final de hos-
pedeiros suscetiveis x.,, sabe-se que, se nao houver epidemia, o estado ab-
sorvente possui x,, = 1. Substituindo esse valor na desigualdade, conclui-se
que o ponto fixo é estavel quando

ce > a® (4.15)

ou
a < +/ce = a,. (4.16)

Dessa desigualdade, conclui-se que, para um valor de a abaixo do valor
critico a., a probabilidade infeccao nao provoca epidemia. Lembrando que
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foram normalizadas as probabilidades (2a + ¢ + e = 1), pode-se escrever o
ponto critico em termos de apenas uma probabilidade, como a seguir:

a;: = e(l—e—2a.)

4, = +e—e. (4.17)

Na figura 3] observa-se o diagrama de fase do modelo segundo a aprox-
imacao de campo médio simples. Neste diagrama qualquer ponto do espaco
de fase abaixo da linha critica leva ao estado estacionario absorvente de hos-
pedeiros e vetores suscetiveis (z,v) = (1,0) no qual a doenca nao se espalha
e, consequentemente, a densidade de hospedeiros recuperados é nula. Para
probabilidades de infeccao acima da linha critica, tem-se dispersao da doenca,
levando a uma fase cujos estados absorventes possuem densidade nao-nula
de hospedeiros recuperados H, > 0.

0.3

0.4

ativa
03— Hs<l e Hr>0

0.2

absorvente
0.1
Hs=1¢e¢ Hr=0

| \
0 0.2 0.4 0.6 0.3 l

Figura 4.3: Diagrama de fase do modelo, no espago de fase formado pelas
probabilidades e e a, segundo a aproximagao de campo médio simples.

E ilustrada na figuraf4 a evolucio das densidades para as probabilidades
(e,a) = (0,05;0,35) (grafico a esquerda) e (e,a) = (0,20;0, 35) (grafico a di-
reita). A linha continua corresponde & densidade de hospedeiros infectados
e a linha tracejada, aos vetores infectados. Se a probabilidade de morte dos
vetores é muito baixa, a densidade de vetores infectados tende a ser maior
que a densidade de hospedeiros infectados, o que significa que a transmissao
da doenca ocorre predominantemente de vetores para hospedeiros. Quando
a probabilidade de morte dos vetores é grande, o tempo de vida dos vetores
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torna-se pequeno e a populacao de vetores infectados tende a ser menor que a
de hospedeiros infectados. As curvas mostradas na figura sao resultado da in-
tegragdo numeérica das equagoes ([AL9)-(@IT]), via método de Runge-Kutta de
quarta ordem, com uma densidade inicial muito baixa de vetores infectados
Hi(t = 0) = 10~ Verifica-se também que, para ambas as probabilidades,
a densidade de infectados nessa fase ativa (com espalhamento da doenga)
crescem até um valor maximo (ndo necessariamente o nimero maximo de
infectados ocorre no mesmo instante para as duas populagoes). Apds o atin-
gir o valor maximo as densidades de infectados comecam a decrescer, pois,
devido ao processo de recuperacao espontanea dos hospedeiros, o processo
de infeccao passa a ocorre com taxa menor que a taxa de imunizacao de
hospedeiros e morte de vetores.

0,07 : : : ‘ : 0,05 : : : —
— Hi — Hi
0,06 — ~ - Vi - -=- Vi
F /N J 0,04 _
1 \
005 P |
1 \
8 T \ B
| \ 0,03 —
R4 I \ 4 B
= y \ S
'g 0,03 | g
T ) B 002 -
o \ S
\
002} \ |
0,011 /! N .
. N
0,011 | N
0 s \ s D~ ) ‘ P i R "= ‘
0 100 200 300 40 0 100 200 300 400 500
tempo (u. a) tempo (u. a)

Figura 4.4: Evolugao da densidade de hospedeiros (linha continua) e vetores
infectados (linha tracejada) para probabilidades (e,a) = (0,05;0,35) (& es-
querda) e (e,a) = (0,20;0,35) (a direita).
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4.4 Aproximacao de campo médio por pares

Nas equagoes (L), (£8) e (@) envolvendo a evolucao das densidades
(primeiros momentos da distribuicdo de probabilidades), nota-se uma de-
pendéncia de termos de segunda ordem que, na aproximacao de campo mé-
dio simples, foram descorrelacionadas para limitar as correlacoes de apenas
um sitio. E possivel melhorar a aproximacio calculando os termos de se-
gunda ordem. A seguir, descreve-se o total de pares possiveis, respeitando a
normalizacao das probabilidades:

P(13) + P(14) + P(15) = P(1), (4.18)
P(23) + P(24) + P(25) = P(2), (4.19)
P(3)+ P(4)+ P(5) =1 (4.20)

P(1)+ P(2) = 1. (4.21)

Estdo determinadas as equagoes para a evolugao de P(2), P(3) e P(4). Por
isso, ¢ preciso determinar somente a evolucao de dois pares e escrever todas
as equacoes para os momentos considerados independentes. Escolhendo os
pares em negrito na equagao (LI9), é necesséario obter a equacao de evolugao
dos pares P(23) e P(24).

Usando f(n) = d(n;,2)d(n;, 3) na equacao ([E2) e definindo o valor médio
< 8(n;,2)d(n;,3) >= P,;(23), obtem-se:

N

mﬁz%fg) - ; < [6(*n:.2)8("n;, 3) — 6(mi, 2)8(ny, 3)wr(n) > . (4.22)

Na somatoria em k, que percorre todos os sitios do reticulado, observa-se trés
casos a considerar:

Quando k # i e k # j, tem-se:

“1i,2)0(*n,3) = 0(mi, 2)0(n;, 3) = 6 (i, 2)0(n;, 3) — (i, 2)d(n;, 3) = 0.

1)
5(
e 2) Quando k =i e k # j, tem-se:
0("ni,2)0('ny, 3) — 6(mi, 2)0(n;, 3) = 6(mi, 1)0(ny,3) — 6(mi, 2)0(n;,3),

e o valor médio é

5<m, 1)5(?73 8)wi(1) — (115, 2)8 (5, )i () >=
gz 1)6(15,3)8 (1.5, 4) — €8 (15, 2)3(n;,3) >=
J

_ -

c Piisij(413) —ePy;(23).  (4.23)
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3) Quando k # i com k = j, tem-se:

< [0('n:,2)6('n;, 3) — 6(mi, 2)0(ny;, 3)]w; (n) =
< 6(mi,2)0(n;, 5)w;(n) — 5(77“2)5(773,3)%(77) >=
<0- _25 i 2 77]7 (m'+5,2) >=

—0-2p,(23) — auﬂw(m) (4.24)

¢ ¢
Assim, a somatoéria em k resulta a seguinte equacao
dP;;(23) _ aC -1
dt ¢
Para obter

fm) = 0n;,3)6
< 6(n:,2)6(mi, 4) >

dP;;(24)
dt

[Pitsij(413) — Pijj45(232)] — (e + %)&(23). (4.25)

equacdo de evolugdo de P;;(34), substituiu-se
4) na equagdo ([@2) e definiu-se o valor médio

a
(i,
= P,;(24). Entao,

N

= < [6Cn,2)5("n;,4) = 6(n:,2)8(ny, H]ewon(m) > . (4.26)

k=1

Na somatoria em k, deve-se analisar os trés termos nao-triviais:
e 1) Quando k # i e k # j, tem-se:
0(“ni, 3)0(*n;,4) — 6(mi, 3)0(n;, 4) = 8(ms, 3)d(m;, 4) — (i, 3)d(ny, 4) = 0.
e 2) Quando k =i e k # j, tem-se:

3
.
3
DO
~—
(o)
_—
S
e~
~—
I
[«
—~
=
[\
~—
(e
—
=
H~
~—
&
—~
=

]

<5('rh, ) (1, 4w ( ) = 6(mi,2)0(n;, 4)

<5(m,1)5(n], ) wi(m) = 6(mi, 2)0(nj, 4)wi(n
(

_ gmm yaltzl

3) Quando k # i com k = j, tem-se:
< [60m,2)8(7n;,4) = 6(n:,2)0(n;, 4))w; (n) =
< 5(771‘, 2)8(n;, 3)w;(n) — 0(ni, 2)8(n;, 4)w;(n)

Z 77@7 n]7 (77j+67 2) - 65(771'7 2)5(77]7 4) >=
4

= 4pye+ ) —eryn. (29
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Assim, a somatoria em k resulta a seguinte equacao

dpy;(24) _ 2P, (14) + Py (23)] + ag[ﬂwij(‘ﬂ‘l) + Pijjy5(232)]

dt ¢
—(c+ e)P;(24). (4.29)

Note que ha uma hierarquia de dependéncia de termos de ordem superior.
Os momentos de primeira ordem dependem dos de segunda e os segundos
dependem dos de terceira ordem. Na aproximacao de campo médio por pares,
as probabilidades envolvendo trés sitios foram descorrelacionadas usando-se

a equacao
Plagy = D21

em que «,f e -y sao variaveis arbitrarias. Aplicando esta aproximacao e
definindo as densidades v = P(2), z = P(3), y = P(4), r = P(23) e s =
P(24), é possivel reescrever os trios que apareceram nas equagoes anteriores

(4.30)

P(232) = % - % (4.31)

Nesta aproximagao, as equagoes ([L4), (L6), (£71), (£25) e (£29) podem ser

escritas como a seguir:

d
d—: =a(y —s) — ev, (4.33)
Z—j = —ar, (4.34)
% = ar — cy, (4.35)
dr (=1 (y=s)(x—r) 12 a
e
G5 )t g_l[(y_$)2+r—2] (G +cte) (4.37)
dt_gy r aC . . : c+e)s. :
O sistema de equagoes (L33)-(AL37) apresenta o ponto fixo
(x*, y*,r*, s*,v*) = (22,0,0,0,0). Na andlise de estabilidade, em vez de

buscar determinar os autovalores, como o interesse ¢ saber apenas a estabili-
dade das solucoes, pode-se analisar o limite em que os autovalores sao nulos.
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Neste caso a equacao de autovalores, com a matriz jacobiana calculada no
ponto fixo e adotando x, = 1 (estado absorvente de hospedeiros suscetiveis),
¢ dada pela seguinte expressao:

(-1
¢

+ CLQC(C_—l)2 =0, (4.38)

—c(e+c+g)(e+g)+aze c

¢ ¢

em que a probabilidade ¢ =1 — 2a — e.
Observa-se alguns casos particulares dessa equagao:

e 1) Casoe=0
Neste caso, a probabilidade critica é
a  (C-1)
l1-2a+=)=a——"
( ¢ ) ¢
! (4.39)
a=- .

¢

Se a rede tiver coordenagao ¢ = 2, o valor critico é a. = 1/2 e 0 modelo
nao exibe transicao de fase, pois a probabilidade a esta restrita ao
intervalo [0, 1/2].

Se a rede for quadrada, isto é, o nimero de coordenacao ( = 4, o valor
critico é a. = 1/4 e, nesse caso, diferentemente do que ocorre no campo
meédio simples, a probabilidade de infeccao nao se anula para e — 0.

e 2) Rede quadrada (¢ =4) com e # 0.
Quando isso ocorre, a equagao (£3]), usando ¢ = 1 — 2a — e, fica com
termos cubicos em a e quadraticos em e. Apo6s simplificar a equagao
para explicitar uma equacao de segundo grau em termos da probabili-
dade de infeccao, tem-se:

e(1 - %) _ e%a _ %)@ _ %) ~ 40— 20)(1 ~4a) = 0,

cujas raizes sao

L Vi +a(l = 2)(1 = 20)(1 - 4a)

€= )
2(1-7)

(4.40)

em que = 2(a—2)(a— 2).

Na figura [£5] esta descrito o diagrama de fase do modelo conforme a
aproximacao de campo médio simples e por pares. A linha tracejada é dada
pela equacao (£40), em que as raizes devem ser calculadas em acordo com o
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dominio do espaco de fase. Neste diagrama, percebe-se que no limite e — 1,
as duas aproximagoes de campo médio apresentam mesmo comportamento.
Para probabilidade de morte dos vetores muito baixa, a linha critica en-
contrada via aproximacao de campo médio por pares indica que o limiar de
infeccao é nao-nulo e, portanto, esse resultado é diferente do obtido via campo
médio simples. Na figura [4.6] sdo descritas as curvas de evolucao da densi-
dade de vetores e hospedeiros infectados, calculadas via integracao numeérica
das equacoes ([A33))-([@3T), usando uma densidade inicial de infectados muito
baixa.

Embora o diagrama de fase no plano a — e mostre que o limiar de infeccao
(para e pequeno) cresce em fungao do aumento da probabilidade de morte,
deve-se lembrar que ¢ = 1 —e—2a e, portanto, a probabilidade de imunizacao
estd variando também. Para probabilidades (a,e) = (0,35;0,05), a proba-
bilidade de imunizagao é ¢ = 0,25, por outro lado, para (a,e) = (0, 35; 0, 20),
tem-se ¢ = 0,10. Logo, as densidades de infectados para e = 0,20 devem
ser maiores que as obtidas para e = 0,05, uma vez que a probabilidade de
imunizacao é menor.

0.3
0.4 —

03},-" 777 =

0.2

absorvente

0,1 Hs=1, Hr=0

Figura 4.5: Diagrama de fase do modelo, no espaco de fase no plano e — a,
segundo a aproximagao de campo médio simples (linha continua) e por pares
(linha tracejada).
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Figura 4.6: Densidade de vetores e hospedeiros infectados em funcao do
tempo para probabilidade de infeccao a = 0,35 e diferentes probabilidades
de morte dos vetores e = 0,05 e e = 0, 20, calculadas via integracao numéria
das equacoes obtidas pela aproximacao de campo médio por pares.
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4.5 Simulacos computacionais estacionarias

A partir das regras do modelo descritas na sec¢ao 1], elaborou-se um algo-
ritmo para realizar as simulacoes do modelo definido em uma rede
regular quadrada. Nesta rede, usando a vizinhanca de Von Neumann, cada
sitio tem quatro vizinhos (( = 4) e, entdo, devido ao processo de infecgao
cruzada (que é catalitico), a probabilidade de um individuo suscetivel (vetor
ou hospedeiro) tornar-se infectado é na/4, em que n é o nimero de primeiros
vizinhos infectados.

Com o intuito de melhorar a velocidade de execucao das simulagoes, é
conveniente usar o método discutido na se¢ao 3.5l com o qual se pode escrever
as regras de evolugao conforme os seguintes passos:

e 0) Defina uma rede quadrada com N = 2L? sitios e preencha alternada-
mente a rede com vetores e hospedeiros. Ao fazer isso, a rede pode ser
analisada como uma sub-rede de vetores e outra de hospedeiros, con-
forme o exemplo abaixo com duas sub-redes de lado L = 2:

1 3 1 3
3 2 3 1
1 3 1 3
31 3 1
Neste exemplo, o sitio no centro da rede (122 = 2), destacado em

vermelho, é inicialmente ocupado por um vetor infectado.

Cria-se uma, lista de sitios ativos La com as coordenadas e classe do
individuo. Como inicialmente ha apenas um tinico individuo infectado,
o nimero de vetores e hospedeiros infectados é N; = Ny + Ny = 1. A
lista pode ser escrita como

La(n;, 1) = L; La(n;,2) = L; La(n;, 3) = 2

A primeira e segunda coluna deste vetor armazenam as coordenadas ¢
e j do sitio, enquanto a terceira refere-se ao tipo de individuo (vetor
ou hospedeiro infectado).

e 1) Enquanto hé infectado (n; > 0), faz-se:

e 2) Sorteia-se um sitio ativo a partir da lista de sitios ativos. Para isso,
usa-se um nimero pseudoaleatorio o € [0, 1) e encontra-se a posigao k
do sitio na lista de infectados usando a fun¢ao inteiro k = int(14+axn;).
As coordenadas e a espécie do individuo sao entao copiadas; a linha é
i = La(k,1); a coluna é j = La(k,2); e a espécie é n = La(k, 3).
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3) Se n = 4 sorteia-se um ntumero 5 € [0,1) e compara-se & probabili-
dade de recuperacao.

3.1) Se 8 < ¢, entao o hospedeiro recupera-se

rede(i,j) = 5.

Reagrupa-se a lista de infectados

La(k,:) = La(N;,:)

La(N;,:) =0

NZ:NZ—l,Nr:NT+1

A sintaxe adotada é tal que os dois pontos significam todas colunas da
k-ésima ou n-ésima linha.

3.2) Sendo, sorteia-se um sitio vizinho com coordenadas (z,y). Se
suscetivel, esse vizinho torna-se infectado com probabilidade unitaria.
As varidveis sao atualizadas fazendo-se

rede(zx,y) = 2

La(N;,1) = x; La(N;,2) = y; La(N;, 3) = 2.

4) Se n = 2 sorteia-se um nimero 5 € [0,1) e compara-se & probabili-
dade de recuperacao.

4.1) Se 8 < e, entao o vetor se recupera

rede(i,j) = 1.

A lista de infectados deve ser reagrupada para nao ficar lacunas.
La(k,:) = La(N;,:)

La(N;,:) =0

4.2) Sendo, sorteia-se um sitio vizinho com coordenadas (x,y). Se for
suscetivel, este vizinho torna-se infectado com probabilidade unitéaria e
as variaveis sao atualizadas

N;=N;+1

rede(z,y) = 4

La(N;, 1) = x; La(N;, 2) = y; La(N;, 3) = 4.

5) Repitem-se os passos 1-4 até nao haver mais infectados.

Entretanto, ao fazer a evolucao usando este algoritmo, os processos sao
realizados com probabilidades diferentes, as quais denominamos a’, ¢’ e €'
para diferenciar das probabilidades reais a, c e e.
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Tabela 4.1: Comparacao entre as reagoes locais que ocorrem no algoritmo
otimizado e nao-otimizado

Processo Nao-otimizado Otimizado
Infeccao de vetor ve+hy S v+ hy | vs+ hy 1;5/ v; + hy
Infeccao de hospedeiro v + he = v+ hy | v + hy llfl v; + h;
Recuperacao de hospedeiro h; = h, h; < h,
Morte e nascimento de vetor V; = Vs V; il> Vg

Ao comparar esse algoritmo otimizado a uma versao sem otimizacao,
como mostrado na tabela [4.5] verifica-se que os dois algoritmos estao dire-
tamente relacionados e, portanto, assume-se que ha uma relacao linear entre
as probabilidades a,c e e com ', e €, respectivamente. Se a constante de
proporcionalidade é «, tem-se as seguintes relacoes envolvendo essas proba-
bilidades:

aa=1-/, (4.41)
aa=1-¢, (4.42)
ac=7¢, (4.43)
e
ae =¢. (4.44)
Usando a razdo entre as equagoes (L43) e (A42]), tem-se:
/ C/
gzlie’ ou ¢=-——a. (4.45)
E a razdo entre as equagoes (L44) e (£.42) resulta
/ /
Szlie’ ou ezlie’a' (4.46)

Substituindo a expressao para as probabilidades c e e, dadas pelas equacoes
(E44) e (E4T), na condigao de normalizagio, obtem-se a seguinte equacio:

c e

2 =1. 4.47
a+1_6/a+1_6/a (4.47)
Colocando a probabilidade de infeccao em evidéncia e depois isolando-a,
obtem-se a equacao para a probabilidade de infeccao em termos das proba-

bilidades do algoritmo otimizado

(4.48)




4.5. SIMULACOS COMPUTACIONAIS ESTACIONARIAS 87

Uma vez que a probabilidade de infeccao é explicitada, pode-se calcular as
probabilidades de recuperacao dos hospedeiros e a probabilidade de morte
dos vetores. Para isso, substitui-se a equagao (A48 nas equagoes (L44) e
(@43, cujos resultados sao:

1—2d —¢
_ 4.49
Tl ey r1-2a” (4.49)

e/

_ . 4.50
‘Tl +r1-2a (4.50)

A metodologia de controle de doencas mediadas por vetores, para as
quais nao ha vacinas, usualmente consiste em controlar a populagao de ve-
tores, reduzindo-a o maximo possivel para evitar que haja vetores que pos-
sam infectar e transmitir a doenca para os hospedeiros. Desse modo, ha um
controle sobre a probabilidade de morte e, cujo aumento provoca uma re-
ducao no limiar de infeccao a.. Isto é, quanto menor a probabilidade de
morte dos vetores, maior a probabilidade de infeccao critica a., pois, se hou-
ver menor quantidade de vetores, menores serao as chances de haver contato
entre vetores infectados e hospedeiros suscetiveis. Dado um valor para a
probabilidade e, valores abaixo de a. nao geram epidemia, mas probabili-
dades de infeccao maiores que a. provocam epidemias.

Por estas razoes, nas simulacoes computacionais do modelo, procurou-se
determinar pontos criticos no espaco de fase formado pelas probabilidades
de infeccao a e morte dos vetores e. Isto é, dada uma probabilidade de
morte dos vetores e, deve-se determinar a probabilidade critica a. (com a
probabilidade de recuperacao c estabelecida em termos de a e e via a condicao
de normalizacao).

Confome discutido na secao 4.1} este modelo possui irreversibilidade mi-
croscopica e apresenta varios estados absorventes. A fim de determinar um
ponto critico, inicialmente foram realizadas simulagoes de Monte Carlo esta-
cionarias, com evolugao assincrona. Como no modelo SIR, cada realizagao
(amostra) evolui conforme o algoritmo descrito no inicio dessa se¢do. Quando
nao h& mais individuos infectados na rede, calculam-se as grandezas de in-
teresse. As grandezas calculadas foram o niimero médio de hospedeiros re-
cuperados,

S =< Ny, >; (4.51)
a densidade de hospedeiros recuperados,

< Npr >

N (4.52)
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em que N = 2L2 ¢ o total de sitios da sub-rede; o niimero quadratico médio
de hospedeiros recuperados,

M =< N} >; (4.53)

a razao entre o nimero quadratico médio de hospedeiros recuperados (M) e
o quadrado do niimero médio de hospedeiros recuperados (S5?),

- <N, > M

- s (4.54)

Também foi calculada a probabilidade P do aglomerado de recuperados atin-
gir a borda mais proxima do foco de infecgao (linha ¢ = 1 ou coluna j = 1).
Estas grandezas sao calculadas somente depois que o sistema fica preso em
estado absorvente, ou seja, nao ha mais hospedeiros ou vetores infectados
e, portanto, nao hd mais transicao. Nas simulagoes estacionarias, ao fim
da simulacgao, todos os vetores estarao suscetiveis, nao sendo necessario fazer
calculos para a populagao de vetores. Optou-se por usar condig¢oes periodicas
de contorno. Isso significa que a rede quadrada torna-se um toro, entretanto,
a grandeza P é calculada como se de fato houvesse uma fronteira.

O intuito ¢é determinar o limiar de infeccao para diferentes
probabilidades de morte.  Para fins de controle de epidemias, esse
problema é visto de outra forma: dada uma probabilidade de infeccao carac-
teristica da doenca, deve-se controlar a populacao de vetores aumentando a
probabilidade de morte, ou se houver vacina, imunizar a populagao de hos-
pedeiros suscetiveis para impedir a disseminacao da doenca.

A precisao destes resultados permite apenas fazer uma estimativa acerca,
do ponto critico. Resultados com maior precisao numérica podem ser obtidos
a partir de simulacoes dependentes do tempo, os quais serao apresentados
na secao [0l Uma vez determinado o ponto critico, pode-se investigar o
comportamento critico das grandezas médias estacionarias ou dependentes
do tempo que apresentem interesse fisico.

A seguir, sao apresentados os resultados estacionarios obtidos para
probabilidade de morte dos vetores baixa (¢/ = 0,025), média (¢/ = 0,100) e
elevada (¢ = 0,400).

Na figura [£7, consta a densidade de hospedeiros recuperados para
diferentes tamanhos de rede em funcio da probabilidade de infeccio. A
medida que a probabilidade de infeccao aumenta, mais individuos infectam
e, assim, cessada a epidemia, ha uma densidade de hospedeiros recuperados
que cresce em funcao do aumento da probabilidade de infeccao.

N figura [£.8 consta a probabilidade P versus a’ para diferentes tamanhos
de rede. Devido ao tamanho finito das redes, fixadas as probabilidade a’ e ¢,



4.5. SIMULACOS COMPUTACIONAIS ESTACIONARIAS 89

na fase subcritica (¢’ < a), para cada realiza¢ao, ha um aglomerado finito
(que nao percola) e, portanto, quanto menor o tamanho da sub-rede, maior a
densidade estacionaria de hospedeiros recuperados. A medida que L cresce,
essa densidade tende a um valor nulo para probabilidades de infeccao abaixo
do limiar de infec¢ao a.. Acima deste limiar, a doenca pode se espalhar e a
probabilidade de a epidemia percolar é nao-nula. Nesta fase o tamanho dos
aglomerados de hospedeiros recuperados ¢ da ordem do tamanho da rede e,
por isso, a densidade de individuos recuperados é nao-nula. Quanto menor
o tamanho da rede L, maior a quantidade de aglomerados que percolam.
Conforme a probabilidade de infeccao torna-se maior que o valor critico,
independentemente do tamanho da rede, a probabilidade de percolacao dos
aglomerados se aproxima do valor unitario e a rede tende a ficar praticamente
preenchida por hospedeiros recuperados.
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Figura 4.7: Densidade de hospedeiros recuperados (H,) versus a probabili-
dade de infecgao (a’) para diferentes tamanhos de rede quadrada. A proba-
bilidade de morte dos vetores esta fixa em (e/ = 0,025).

O cumulante U wversus a probabilidade de infeccao para diferentes
tamanhos da rede é ilustrado na figura L9 Na fase subcritica, quando
(e < a.), U tende a um valor constante e cresce em fun¢ao do aumento
da probabilidade de infeccao, entretanto, quando a se aproxima do valor
critico a., U decai abruptamente. Isso significa que S? =< N, >2 torna-se
maior que M =< N7? >. Na fase supercritica, S? =< N, >? é sempre
maior que M =< N7 >, mas, quando (a > a.), o cumulante tende ao valor
unitario.
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Figura 4.8: Probabilidade de a epidemia atingir a borda da rede P versus a
probabilidade de infeccdo o’ para diferentes tamanhos de rede quadrada. A
probabilidade de morte dos vetores esté fixa em (¢/ = 0,025).

O produto entre o cumulante U e a probabilidade da epidemia atingir
a borda da rede P é mostrado na figura em funcao da probabilidade
de infecgao a para diferentes tamanhos de rede. Conforme [46] e o que foi
discutido na secao 3.6, UP é universal no ponto critico. Portanto, no limiar
de infec¢ao, as curvas de UP calculadas para diferentes tamanhos de rede se
cruzam. Pela figura [£10] é possivel usar este critério para estimar o limiar
de infeccao a. como sendo a., = 0,3111(1) com UP,. = 1,0155(2).

Comportamento similar ao observado para as grandezas estacionarias cal-
culadas com probabilidade de morte ¢/ = 0,025 é encontrado para outras
probabilidades ¢’. A figura exibe a densidade de hospedeiros
recuperados H,, a probabilidade P, o cumulante U e o produto UP wver-
sus a' para diferentes tamanhos de rede, com probabilidade ¢’ = 0,100. Se
aumentarmos ainda mais o valor de ¢/, conforme mostrado na figura [£.12]
obtemos um novo valor critico para a’. Para determinar a linha de tran-
sicao de fase devemos variar €' e calcular o limiar de infeccdo a’. Em vez
de prosseguir com as simulagoes de Monte Carlo estacionérias, usaremos
simulagoes de Monte Carlo dependentes do tempo para determinar os pon-
tos criticos.
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Figura 4.9: Cumulante U = M/S? versus a probabilidade de infecgao (a')
para diferentes tamanhos de rede. A probabilidade de morte dos vetores esta
fixa em (¢/ = 0,025). As probabilidades devem ser reescaladas usando-se as

equacoes (LA48)- (L50).
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Figura 4.10: Produto do cumulante pela probabilidade de a epidemia atingir
a borda da rede UP wversus a probabilidade de infeccao (a') para diferentes
tamanhos de rede quadrada. A probabilidade de morte dos vetores esté fixa

em (¢/ = 0,025).
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Figura 4.11: Densidade de hospedeiros recuperados H,. (a), probabilidade de
a epidemia percolar P (b), cumulante U (b) e produto UP (d) em fungao
da probabilidade de infec¢ao a’ para diferentes tamanhos de rede L quando
a probabilidade de morte dos vetores é ¢/ = 0, 100.
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Figura 4.12: Densidade de hospedeiros recuperados H,. (a), probabilidade de
a epidemia percolar P (b), cumulante U (c) e produto UP (d) em fungao da
probabilidade de infeccdo a’ para diferentes tamanhos de rede L quando a
probabilidade de morte dos vetores é ¢’ = 0, 400.
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4.6 Simulacoes dependentes do tempo

Na secao A3l foram apresentados os resultados obtidos por meio de
simulacoes estacionarias. Nessa secao, serao apresentados resultados obti-
dos por meio de simulacoes de Monte Carlo dependentes do tempo. Usando
o algoritmo com otimizacoes e mantendo a mesma condicao inicial usada
nas simulacoes estacionarias, tem-se inicialmente apenas um vetor infectado
(Ny; = 1) e todos os hospedeiros e demais vetores suscetiveis (Ny; = 0).

Usando atualizacao assincrona, a cada sorteio de um sitio ativo, o tempo
¢ incrementado por At = 1/N;, em que N; = N,; + Ny; é o total de sitios
ativos, isto é, que podem sofrer ou causar transicao local. A simulacao é
interrompida conforme os seguintes critérios:

e (a) nao haver mais sitios ativos;
e (b) a epidemia atingir uma das bordas da rede.

Se a condigao (a) for satisfeita, significa que o sistema esta preso em um
estado absorvente. A condigao (b) é atingida quando ocorre percolagao do
aglomerado de recuperados para o tamanho de rede usado na simulacao.

Para este modelo, calcularam-se o niimero médio de individuos infectados
N(t), a probabilidade de sobrevivéncia da epidemia Py(t) (isto é, a probabili-
dade de haver pelo menos um individuo infectado) e o raio quadratico médio
R*(t) de espalhamento dos infectados em relagao ao centro da rede (foco da
epidemia). Como ha duas espécies diferentes, avaliou-se a evolugio tempo-
ral destas grandezas médias para cada uma das espécies. Foram calculadas
grandezas médias conforme as seguintes expressoes:

e Numero médio de infectados: para determinar o nimero médio de in-
fectados da espécie k (k = 2 ou 4 para vetores/hospedeiros infectados),
é necessario percorrer toda a rede e contabilizar o total de infectados

L

N(t) =D 6(mis k), (4.55)

ij=1

em que 6(7; ;, k) é a fungdo delta de Kronecker e retorna o valor um se
o sitio com coordenadas 7, 7 estd ocupado pela variavel k& e nulo, caso
contrario.

e Raio quadratico médio de espalhamento da epidemia: o raio quadratico
meédio deve ser calculado com relacao ao niimero médio de infectados
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no instante ¢

R(t) = —— i (1), (4.56)
N () <

Nessa soma, 72 é a distancia de cada infectado com relacdo ao centro

da rede (foco da epidemia) e N, é o total de realizagoes.

e Probabilidade de sobrevivéncia: esta grandeza é a fracao de realizacoes
que estao no estado ativo no instante ¢, calculada conforme a expressao

Pyt) = — i H(), (4.57)
Na .

em que H(t) é a fungdo degrau que assume valor unitario se houver
infectado no instante ¢ ou zero, caso contrario.

Para estudar o comportamento critico deste modelo, utilizou-se o método
proposto por Grassberger e de la Torre [86] para investigar modelos com
estados absorventes que exibem uma transicao de fase continua. Conforme
a hipotese de escala introduzida por estes autores, as grandezas N(t), Ps(t)
e R?(t), calculadas para um ensemble de sistemas que evoluem a partir de
um estado proximo do estado absorvente (na iminéncia de entrar no estado
absorvente), obedecem as seguintes relagoes de escala:

N(t) = t"f(et/™), (4.58)
P,(t) =t °g(et!/™), (4.59)
) R2(t) = t*h(et'/™), (4.60)

em que 7,0 e z sao os expoentes criticos associados a N(t), Pi(t) e R%(t),
respectivamente. As funcoes f, g e h sdo fun¢oes universais que dependem
de et'/*, em que € = a — a, (“distancia” em relacdo ao ponto critico) e v, é
o expoente critico associado ao comprimento de correlagao temporal. Essas
relacoes sao validas para tempos e sistemas suficientemente grandes.

No ponto critico (e = 0), as fun¢des universais sdo constantes, o que
torna possivel reescrever as relagoes anteriores conforme as seguintes leis de
poténcia:

N(t) ~ t", (4.61)
Py(t) ~t7°, (4.62)
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R%(t) ~ 17, (4.63)

em que os expoentes criticos dinamicos 7, z e §, satisfazem a relagao de
hiperescala 2n + 40 = dz, sendo d a dimensao espacial da rede.

No ponto critico, os expoentes dinamicos sao constantes, mas, fora do
ponto critico, tornam-se fun¢oes do tempo. Para determinar o ponto critico,
é conveniente calcular estes expoentes em funcao do tempo e analisar seu
comportamento para tempo muito grande. Para isso, calculam-se 7(t),d(t) e
z(t) em um intervalo de tempo t—m/2 < t < t+m/2, sendo m o tamanho do
intervalo. Neste intervalo, os expoentes sao calculados usando as seguintes
expressoes:

>, log(H)log(52)
TS gt (464

>, log($)log(H2)
o(t) = S log(] (4.65)

) og (i)log(E20
o(8) = > log(;)log(=55) (4.66)

Dllog(3)?]
em que o indice i varia entre t —m/2 até t +m/2, e N, R? e P, sdo os valores
médios de N, R? e P, neste intervalo.

No regime subcritico (a < a,.), decorrido um tempo longo, o nimero de
infectados tende a zero e, portanto, o calculo dos expoentes dinamicos nessa
fase mostrara que os expoentes dindmicos nao sao constantes no tempo e que
as grandezas N(t), R(t) e P,(t) (relagoes (EGI)-(EBI)) crescem abaixo da
lei de poténcia. Acima do ponto critico (a > a.), as grandezas Ps(t), N(t), e
R2(t) crescem mais réapido que uma lei de poténcia.
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Figura 4.13: Em escala log-log: ntimero de hospedeiros (a) e vetores (b)
infectados, probabilidade de sobrevivéncia da epidema para hospedeiros (c)
e vetores (d), raio quadratico médio de dispersdo da epidemia para hos-
pedeiros (e) vetores (f) versus tempo para probabilidade de morte dos vetores
e =0,025.
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Na figura .13 descreve-se o comportamento das grandezas N (t), R%(t) e
Py(t) versus t, em escala log-log, para diferentes probabilidades de infecgao
a’ calculadas para vetores e hospedeiros infectados. As simulagoes foram
efetuadas usando redes quadradas com L = 1024 com um total de 5 x 10°
realizacoes independentes e probabilidade de morte dos vetores ¢/ = 0, 025.
Observando a curva de N(t), tanto para hospedeiros como vetores infectados,
vé-se que, na escala logaritmica, as curvas com probabilidade de infeccao
abaixo do ponto critico (a < a.) sdo voltadas para baixo e, acima do ponto
critico, sao convexas. Ksse mesmo comportamento ocorre também para a
probabilidade de sobrevivéncia P(t) e raio quadratico médio R?(t).

Usando as relagoes (L.64]) -(L66), pode-se calcular a inclinagao local de
cada curva e determinar o ponto critico e os expoentes dinamicos. Na figura
[4T4] é demonstrada a inclinagao local das curvas mostradas na figura [AL.13]
usando séries com m = 50 pontos. O expoente dinamico 7 associado ao
ntumero médio de infectados é o que tem melhor distincao de comportamento
das fases subcritica e supercritica. Quando ¢ torna-se grande (1/t tendendo
a zero) na fase subcritica, n(t) decai. Pela figura T4} (a), no ponto critico,
n(t) é constante para todo t e, para a fase supercritica 7(t), é crescente
em funcao do aumento do tempo. Esse mesmo comportamento é observado
para o expoente ¢ associado & probabilidade de sobrevivéncia. O expoente
dindmico z associado ao raio quadratico médio (para o total de realizagoes
usado) apresenta muitas flutuagoes e, somente ajustando uma reta aos dados
de z(t), é possivel distinguir as duas fases.

Ajustando uma reta aos dados de P,(t), N(t) e R%*(t), obtém-se os ex-
poentes criticos. Com base nas inclinacoes dos exponentes, mostrados na
figura [4I4] conclui-se que o limiar de infeccdo correspondente &
probabilidade de morte ¢/ = 0,025 é a. = 0,3108(1) e os expoentes criti-
cos sao: n = 0,56(3), 0 = 0,094(5) e z = 1,7(1). As incertezas advém de
dois fatores: incerteza de determinar o ponto critico com exatidao e flutu-
acao dos valores médios. Apesar destas limitagoes, o método permite obter
resultados mais precisos, desde que se use tamanho de rede ainda maior (o
que permite ver com maior resolucdo a separagao das curvas de 7(t),0(¢) e
z(t) proximo ao ponto critico para tempos longos) e/ou aumentar o nimero
de realizagoes (reduzir as flutuagoes em cada uma das curvas).



100 CAPITULO 4. MODELO DE INFECCAO CRUZADA I

0,70 I T 0,80 I
, @ a ] i (b) 1
— 03107 o7l
065 ‘ — 03108
ol 070}
0,60 — L
< 3 < 065
0,55 — i
L 0,60 —
0,50 —
0,55
045 | | | | 0,50
"o 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 BN)
1/t
-0,07 I I -0,08
L (C) ] L
-0,08 — -0,10 —
-0,09 — -0,12 -
> -010 o 014+
-0,11 -0,16 —
-0,12 — -0,18
-0,13 -0,20
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0
1,80
192
1,78 L
1,88
N 1,76 I i
1,841
1,74
1,80 -
172 | | | | 176 | | | |
) 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 "0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005
1/t 1/t

Figura 4.14: Expoentes dinadmicos em funcao do inverso do tempo para
probabilidade de morte dos vetores ¢ = 0,025. Expoente dinamico 7 as-
sociado ao nimero de hospedeiros (a) e vetores (b) infectados. Expoente
dinamico d associado a probabilidade de sobrevivéncia da epidemia na popu-
lagao de hospedeiros (c) e vetores (d). Expoente dinamico z associado ao raio
quadratico médio de espalhamento da epidemia na sub-rede de hospedeiros
(e) e vetores (f).
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Ambos os fatores exigem muito mais tempo computacional, mas, de todo
modo, a precisao e rapidez em determinar o ponto critico usando simulagoes
dependentes do tempo sao melhores que aquelas usando simulacoes esta-
ciondrias, pois, conforme mostrado na figura 10, a quantidade UP exige
que sejam feitas simulagoes com diferentes tamanhos de rede para diferentes
probabilidades proximas ao ponto critico. Além disso, o cumulante apresenta
muitas flutuacoes, cuja amplitude cresce em fun¢ao do aumento do tamanho
da rede. Nota-se que, nas simulacoes dependentes do tempo, é suficiente
fazer simulagoes com um tnico tamanho relativamente grande para difer-
entes probabilidades de infeccao, tal que possibilite o ponto critico com a
precisao numeérica desejada.

Conforme discutido na secao (modelo SIR na rede triangular) e nas
referencias [44,[7T], um método muito eficaz para determinar o ponto critico
a partir das simulagoes estacionarias em que o o estado estacionério é sempre
um estado absorvente é analisar as distribuic¢oes estacionéarias dos aglomera-
dos de hospedeiros recuperados para determinar o ponto critico com precisao
superior a encontrada via simulacoes dependentes do tempo. Contudo, para
se obter um histograma com poucas flutuagoes, é necessario um conjunto
muito grande de aglomerados.

Pelas figuras .13 e [L.14], nota-se que ha uma diferenca entre a evolucao
temporal dos expoentes dinamicos para a populagao de hospedeiros e vetores.
Conforme os resultados apresentados na figura e [LT3 verifica-se que os
expoentes dindmicos apresentam diferencas de comportamento entre a popu-
lagao de vetores e hospedeiros. O motivo dessa diferenca esta ligado as prob-
abilidades de reagao local. Como vetores e hospedeiros tornam-se infectados
com probabilidade na mas 08 vetores morrem
com probabilidade e (e imediatamente nasce um novo vetor suscetivel), en-
quanto os hospedeiros infectados recuperam espontaneamente com
probabilidade ¢, o nimero médio de infectados de cada populagao nao
apresenta o mesmo valor em um dado instante de tempo. Logo, o niimero
de primeiros vizinhos infectados n, em média, nao é o mesmo valor para
vetores e hospedeiros. O balanco entre criacao de novos infectados e a
aniquilacao de infectados, em geral apresenta valores distintos para cada uma
das populagoes. Consequentemente, os calculos dos expoentes dinadmicos em
funcao do tempo, que extraem essas informacoes, sao afetados. Por exemplo,
pela figura 14k (a) e EI4H(b), ve-se que, para tempo curto (1/¢ grande),
o expoente dinamico 7 associado ao nimero de hospedeiros infectados é
praticamente constante no tempo para todas as probabilidades de infeccao
analisadas. Entretanto, o nimero de vetores infectados cresce com uma lei de
poténcia cujo expoente decai em fun¢ao do aumento do tempo (figura
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(b)). Contudo, no limite de tempo longo (1/¢ tende a zero), no ponto critico,
todos os expoentes criticos devem atingir um valor bem definido, tornando-se
independentes do tempo.

Para determinar outros pontos criticos, ¢ necessario repetir o procedi-
mento para outras probabilidades de morte do vetor. Como o método é
o mesmo, suprimem-se os dados e mostra-se somente a sintese dos resulta-
dos obtidos. Por exemplo, na figura 415 a inclinacao local das curvas de
N(t), Ps(t) e R*(t) para hospedeiros e vetores, com probabilidade de morte
¢’ = 0,100. Comparando as figuras E14+H(d) e EI5Hd) e EI4H(f) e EIGH(T),
nota-se que o aumento da probabilidade de morte reduz o transiente inicial.
Os expoentes dinamicos associados determinada quantidade, tanto para hos-
pedeiros como vetores, tendem ao mesmo valor para tempos longos. Para
e’ = 0,100, o ponto critico é a,, = 0,30550(3) e os expoentes criticos dinami-
cos sdo n = 0,581(5), § = 0,094(2) e z = 1,75(3), cujas incertezas levam
em consideracao as duas populacoes. Na tabela L2 constam os expoentes
dindmicos calculados para probabilidades proximas ao valor critico para as
duas populagoes, assim como em ¢ = 0, 025 o expoente dinamico z calculado
para os vetores, para cada probabilidade de infeccao a’, estd sempre acima,
do valor obtido para a populacao de hospedeiros.

Tabela 4.2: Expoentes dinamicos calculados para a populacao de vetores e
hospedeiros quando a probabilidade de morte dos vetores é ¢ = 0, 100

Vetores Hospedeiros

a n ) z n ) z
0,30540 | 0,571 | 0,104 | 1,783 | 0,562 | 0,099 | 1,757
0,30545 | 0,581 | 0,101 | 1,784 | 0,572 | 0,096 | 1,758
0,30550 | 0,590 | 0,098 | 1,785 | 0,581 | 0,094 | 1,759
0,30555 | 0,599 | 0,095 | 1,786 | 0,589 | 0,091 | 1,761
0,30560 | 0,608 | 0,093 | 1,787 | 0,598 | 0,089 | 1,762

Os expoentes dinamicos 7,0 e z obtidos para este modelo, dentro da
margem de incerteza, estao de acordo com a lei de hiperescala (n+20 = dz/2)
e concordam com os expoentes da classe de universalidade da percolacao
dinamica. Isso condiz com a conjectura de Grassberger e, embora as regras
de transicao para a populacao de vetores sejam anédlogas a do modelo de
contato, o qual pertence a classe de universalidade da percolacao direcionada,
a dinamica da doenca na populacao de hospedeiros segue as regras do modelo
SIR que pertence & classe de universalidade da percola¢do dinamica [87].
Devido ao processo de infec¢ao cruzada, as reacoes que ocorrem entre vetores
ficam acopladas as reacoes do modelo SIR que ocorrem para a populacao
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de hospedeiro e, assim, prevalece o comportamento critico do modelo SIR
(34,46 51,58,

Lembrando que as probabilidades sao reduzidas (usadas no algoritmo
com otimizagoes), todos os pontos criticos devem ser corrigidos usando as
equagoes (L48)-(£L350) que transformam as probabilidades reduzidas para as
probabilidades de morte e infeccao corretas. Na tabela [4.3] consta a sintese
dos resultados obtidos. Os pontos criticos foram determinados usando em
média 5 x 10° realizacoes distintas, e os expoentes criticos estdo com in-
certeza compativel tanto com os dados da populacao de vetores quanto de
hospedeiros.

Tabela 4.3: Sintese dos pontos criticos e expoentes criticos obtidos a partir
das simulagoes dependentes do tempo usando o algoritmo com otimizagoes.
A incerteza nas probabilidades e e a devem ser calculadas usando propagacao
de erro, mas por simplicidade, ao fazer o diagrama de fase assumimos que a
incerteza de e e a é a incerteza de o

Probabilidades
Reduzidas Reescaladas Expoentes dinamicos
e a e a n ) z

0 ]0,31050(13) | 0 | 0,38310 | 0,57(2) | 0,09(1) | 1,75(2)

1
0,025 | 0,3108(1) | 0,0100 | 0,38877 | 0,56(3) | 0,094(5) | 1,7(1)
0,050 | 0,3100(1) | 0,02068 | 0,39293 | 0,58(2) | 0,093(3) | 1,76(1)
0,100 | 0,30550(3) | 0,04414 | 0,39274 | 0,581(5) | 0,094(2) | 1,75(3)
0,150 | 0,29785(1) | 0,07010 | 0,39722 | 0,585(3) | 0,093(1) | 1,76(1)
0,200 | 0,28770(2) | 0,09844 | 0,39375 - - -

0,250 | 0,27560(2) | 0,12913 | 0,38738 - - -

0,300 | 0,2619(
0,400 | 0,2310(
0,500 | 0,1968(
0,700 | 0,1222(3

) | 0,16219 | 0,37844 _ _ _
) | 0,23584 | 0,35376 _ _ _
) |0,32051 | 0,32061 ; ] ;
) | 0,53124 | 0,22768 _ _ _

1
2
2
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Figura 4.15: Expoentes dinadmicos em funcao do inverso do tempo para
probabilidade de morte dos vetores ¢/ = 0,100. Expoente dinamico 7 as-
sociado ao nimero de hospedeiros (a) e vetores (b) infectados. Expoente
dinamico d associado a probabilidade de sobrevivéncia da epidemia na popu-
lagao de hospedeiros (c) e vetores (d). Expoente dinamico z associado ao raio
quadratico médio de espalhamento da epidemia na sub-rede de hospedeiros
(e) e vetores (f).
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4.6.1 Casoe=0

Quando e = 0, nao ha morte dos vetores e, uma vez infectado, eles
permanecem infectados indefinidamente. Neste caso, a probabilidade de
sobrevivéncia da epidemia entre vetores é sempre unitaria e forma-se um
aglomerado de vetores infectados cuja evolu¢ao (e tamanho) é similar & for-
mada pelos hospedeiros recuperados.

Na figura LT6] estdo descritos o numero de infectados N(t) e o raio
quadratico médio R?(t) para hospedeiros e vetores infectados. Na figura LT,
tem-se os expoentes 7,0 e z associados ao nimero médio de hospedeiros e
vetores infectados, & probabilidade de sobrevivéncia da epidemia entre hos-
pedeiros e ao raio de espalhamento da epidemia, respectivamente. Além
disso, para mostrar que de fato a evolucao do nimero de hospedeiros recu-
perados é similar ao crescimento do niimero de vetores infectados, calculou-se
o expoente dinamico, denominado 7y,., associado ao ntimero hospedeiros recu-
perados. Pelo comportamento dos expoentes dinamicos, visto na figura [£.17]
pode-se inferir que o ponto critico é a. = 0,31050(3) e os expoentes criticos
dindmicos para a populacio de hospedeiros sao: n = 0,57(2),
d=0,09(1) e z = 1,75(2), que recaem na classe de universalidade da perco-
lacao dinamica. Contudo, os expoentes calculados para a populagao de ve-
tores sao: n = 1,57(2), z = 1,75(2) e np, = 1,57(2). E como a probabilidade
de sobrevivéncia é constante no tempo, nao faz sentido calcular o expoente 9.
Percebe-se que o expoente z para as duas populagoes assume o mesmo valor
e que 7y, = n com 7 calculado para os vetores, mas esse valor é 1+0, 57 (é um
expoente nao universal) em que 0, 57 é o expoente critico associado ao nimero
de hospedeiros infectados. Na tabela [£.4] constam os expoentes dinamicos
calculados para pontos préoximos ao ponto critico, os quais mostram a dis-
persao dos valores em relacao ao valor critico. No calculo desses expoentes
desprezamos os dados referentes ao transiente que ocorre no intervalo ¢ < 200
todos esses valores apresentam incerteza no ultimo algarismo significativo
com uma unidade para mais ou menos.

Verificou-se também que, conforme os resultados obtidos via aproximacao
de campo médio por pares, mesmo que haja vetores infectados em qualquer
instante, é necessario um limiar de infeccao nao-nulo para que haja dispersao
da doenca. Além disso, mesmo na fase ativa, com espalhamento da doenca,
o processo de imunizacao acaba formando um aglomerado de hospedeiros
recuperados que isola os hospedeiros suscetiveis dos vetores infectados que
impede o processo de dispersao da doenca indefinidamente.
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Figura 4.16: Em escala Log-Log: nimero médio de hospedeiros (a) e ve-
tores infectados (b), raio quadratico médio para hospedeiros (c) e vetores (d)
infectados em fun¢ao do tempo para probabilidade de morte ¢/ = e = 0.

Tabela 4.4: Expoentes dinamicos calculados para a populagao de vetores e
hospedeiros quando a probabilidade de morte dos vetores é ¢ =e =0

Vetores Hospedeiros
a’ Ni z n 0 Z Mhr
0,31025 | 1,543 | 1,737 | 0,534 | 0,105 | 1,750 | 1,546
0,31050 | 1,572 | 1,746 | 0,576 | 0,094 | 1,753 | 1,574
0,31175 | 1,595 | 1,754 | 0,609 | 0,084 | 1,758 | 1,597
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Figura 4.17: Expoentes dinamicos em funcao

0,005

do inverso do tempo para

probabilidade de morte dos vetores e = 0 para diferentes grandezas. Ex-
poente dinamico 7 associado ao nimero de hospedeiros (a) e vetores (b)
infectados.  Expoente dinamico ¢ associado a probabilidade de sobre-
vivéncia da epidemia na populacao de hospedeiros (c¢) e expoente asso-
ciado ao nimero de hospedeiros recuparados (d). Expoente dinamico z
associado ao raio quadratico médio de espalhamento da epidemia na sub-

rede de hospedeiros (e) e vetores (f).
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4.7 Diagrama de fase do modelo

A partir dos dados da tabela 13| na qual consta a sintese dos resulta-
dos obtidos por meio das simulacoes dependentes do tempo, construiu-se
o diagrama de fase em termos das probabilidades de morte do vetor e da
probabilidade de infeccao. Na figura [£I8] tem-se a linha critica obtida por
meio da aproximacao de campo médio simples, por pares e por meio de
simulagoes dependentes do tempo. Nas simulacoes, o limiar de infeccao foi
determinado analisando os expoentes dinamicos em funcao do tempo, ob-
servando qual probabilidade corresponde a curvas com expoentes dinadmicos
com inclinacao constante no tempo. Acima da linha critica, ha propagacao
da epidemia e, assim, o estado absorvente contém hospedeiros suscetiveis
e recuperados, bem como vetores suscetiveis. Abaixo da linha critica, a
epidemia nao se espalha e, por isso, o estado absorvente contem somente
hospedeiros e vetores suscetiveis. No limite que e = 0, o limiar de infeccao
é a. = 1/4 na aproximagao de campo médio por pares e nas simulagoes de-
pendentes do tempo a. = 0,31050(3). Abaixo da linha critica, tem-se a fase
sem propagacao da epidemia, cujo estado estacionario é formado por vetores
e hospedeiros suscetiveis. Acima da linha critica, a epidemia dura um tempo
longo e, por isso, a densidade de hospedeiros recuperados é sempre nao-nula.
A diagonal ¢ = 0 delimita o espago de probabilidades.

Neste diagrama, para e — 0, o aumento da probabilidade de morte
dos vetores provoca um aumento no limiar de infeccao. Isso parece con-
traditorio, pois exterminar vetores usualmente reduz as chances de haver
epidemia. Contudo, nao se deve ignorar a condicao de normalizacao que
adotada (2a 4+ e +c = 1). Ao variar as probabilidades a e e, esti-se variando
¢ também. Proximo de e = 0, & medida que se aumenta e, o limiar de in-
feccao a. atinge um méaximo e depois tende a zero, seguindo a assintota ¢—0.
Para enfatizar que o crescimento da probabilidade de infec¢ao para e pequeno
deve-se a probabilidade ¢, construi-se outro diagrama de fase em termos das
probabilidades relativas a/c e e/c. Na figura[.19] esta inscrita a linha critica
em termos das probabilidades relativas a/c versus e/c, que permite observar
que o limiar de infeccao relativo cresce a medida que se aumenta o controle
vetorial e/c.

Ademais, em ambos os diagramas de fase, a linha critica obtida por meio
da aproximacao de campo médio por pares reproduz qualitativamente os re-
sultados obtidos via simulag¢oes computacionais do modelo. Ao longo de toda
linha critica, espera-se que os expoentes criticos dinamicos correspondam aos
expoentes criticos da classe de universalidade da percolacao dinamica.
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Figura 4.18: Diagrama de fase do modelo de infeccao cruzada. A linha de
transicao de fase foi obtida por meio de aproximacao de campo médio simples,
por pares e por simulacoes computacionais dependentes do tempo.
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Figura 4.19: Diagrama de fase do modelo de infec¢ao cruzada em termos das
probabilidades relativas a/c e e/c. A linha critica foi determinada por meio
de simulagoes dependentes do tempo, aproximacoes de campo médio simples
e por pares. Na fase ativa a epidemia pode se espalhar, enquanto na fase
inativa a epidemia cessa em um tempo muito curto, sem haver espalhamento
da epidemia.
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Capitulo 5

Modelo de infeccao cruzada II

5.1 Descricao do modelo

O modelo de infecgao cruzada no capitulo (] descreve a propagacao de
uma doenca entre duas espécies. O modelo descreve a existéncia de uma fase
sem propagacao de doenca e outra fase com ocorréncia de epidemia. Con-
tudo, ambas as fases apresentam estados estacionéarios absorventes a subrede
de vetores ocupada por vetores suscetiveis. Isso significa que, neste estado
estacionario, a sub-rede é totalmente ocupada por vetores suscetiveis, in-
dependentemente do controle de natalidade/mortalidade, e nao existe uma
densidade limite de vetores necessaria para haver dispersao da doenca.

Buscando obter resultados que descrevam de forma mais clara a importan-
cia do controle vetorial, introduziu-se um novo modelo de infeccao cruzada.
Este modelo difere do anterior pela existéncia de um estado vazio com reagoes
locais que representam explicitamente a morte e o nascimento de vetores.

Considerou-se que um vetor pode estar suscetivel, infectado ou morto
(auséncia de vetor). Quando um vetor suscetivel ou infectado morre, da
origem a um espago vazio onde posteriormente pode nascer um novo indivi-
duo suscetivel. Conforme ilustrado na figura[5.1], associou-se a cada sitio uma
variavel estocastica 7; que pode assumir um dos seguintes valores: 7; = 0,1
ou 2, respresentando a auséncia de vetor, a presenca de um vetor suscetivel,
ou a presenca de um vetor infectado, respectivamente. Esta variavel pode
representar também o estado de satide de um hospedeiro, o qual pode as-
sumir um dos seguintes estados: suscetivel (n; = 3), infectado (n; = 4) e
recuperado/imune (n; = 5). As regras de transi¢ao local entre vetores sao
similares as do modelo suscetivel-infectado-recuperado (SIRS) [34,5455] com
a adicao de uma reacao reversa para uma das transicoes.

Conforme ilustrado na figura Bl assumiu-se que, tanto os vetores

111
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suscetiveis quanto os infectados, morrem com probabilidade e. Este pro-
cesso é espontaneo e representa a morte dos vetores devido aos processos
naturais e controle de zoonoses. Se o sitio estiver vazio, entao pode espon-
taneamente tornar-se ocupado por um vetor suscetivel como probabilidade
r. O processo de infeccao é catalitico e pode provocar a infeccao de um
vetor /hospedeiro suscetivel se houver pelo menos um hospedeiro/vetor infec-
tado na vizinhanca do sitio. A probabilidade de infec¢ao é proporcional ao
numero de primeiros vizinhos infectados. Uma vez infectado, o hospedeiro
pode recuperar-se espontaneamente com probabilidade c.

suscetivel

suscetivel

OF - @ @ ®
c

vazio/morto infectado recuperado infectado

Figura 5.1: Regras de transicao para o modelo. Os parametros a, c, e e
r representam as probabilidades de transicao e os niimeros sao os valores
associados a variavel estocastica para denotar o estado do sitio. O processo
de infeccao cruzada é catalitico e as demais transicoes sao espontaneas.

Dependendo dos valores de cada uma das probabilidades, a introducao de
tinico individuo infectado (vetor ou hospedeiro) pode produzir uma epidemia.
Abaixo de certo limiar de infeccao , a epidemia cessa em um intervalo muito
curto, de forma que se (a << a.) entdo a densidade de individuos afetados
pela doenca tende a um valor nulo.

Para determinar os limiares de infeccao, investigou-se este modelo por
meio de aproximacao de campo médio e simulacoes de Monte Carlo. Por
meio de simulagoes, serd analisado o comportamento critico de diferentes
grandezas, buscando determinar os expoentes criticos dinamicos, a fim de
determinar a classe de universalidade do modelo.
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5.2 Equacao mestra

Considerando um reticulado com N sitios, em que cada sitio denota um
vetor ou hospedeiro, é possivel representar uma configuracao do sistema pelo
vetor (matriz linha)

n:(nlan27"'ania"'777]\f)a

em que 7; é uma variavel estocastica associada ao i-ésimo sitio e que pode
assumir um dos seguintes valores: 17; = 0 (espago vazio), n; = 1 (vetor
suscetivel), n; = 2 (vetor infectado), n; = 3 (hospedeiro suscetivel), 7; = 4
(hospedeiro infectado) e 1; = 5 (hospedeiro recuperado).

As probabilidades de transicao esbocadas na figura[B.1l podem ser escritas
como segue:

wd =7 se n; =0
a
w;?(n) = Ez<ni+574) se =1
5
wilo(n) =e se n; =1
w?o(n) =e se n; =2

W) =c s p=4

em que w?’(n) denota a probabilidade de transicdo de a — 3. As outras
probabilidades de transicao sao nulas.

Na equacao mestra, considerando que um tinico sitio é atualizado por vez,
a evolucao temporal de uma funcao de estado pode ser calculada usando a

exXpressaon:
Z > (F A D) = F)wn)),

i=1 af

onde Af‘ﬁ 71 denota o estado 1’ que se obtem de 1 da seguinte forma. Se 7; = «
entao 7, = 5. Se 1; # a o estado ndo é modificado, isto &, ! = ;.

Para se obterem as equacoes de evolucao das densidades, deve-se sub-
stituir f(n) pela probabilidade do i-ésimo sitio estar em determinado es-
tado. Por exemplo, com f(n) = d(n;, 1), pode-se obter a equacao de evolugao
da densidade de vetores suscetiveis. Como procedimentos similares foram
feitos para outros modelos (capitulo IT e III), serao apresentados somente as
equacoes, e nao o desenvolvimento delas.

As equagoes a seguir representam a evolugao da densidade de sitios vazios
P(0), vetores suscetiveis P(1), vetores infectados P(2), hospedeiros suscetiveis
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P(3), infectados P(4) e recuperados P(5), derivadas a partir da equagao mes-
tra usando atualizacao assincrona.

%550) — ¢[P(1) + P(2)] - rP(0),
%551) = rP(0) —eP(1) —aP(14),
%ﬁf) — aP(14) - eP(2), (5.1)
%f’) — _aP(32),
%ﬁ“) = aP(32) — cP(4),
. %555) — P(4).

O sistema de equagoes (B.) é um conjunto de equagoes diferenciais
acopladas que aparentemente nao apresenta uma solucao exata. Pode-se
fazer aproximacgoes que possibilitem descobrir o comportamento das den-
sidades em funcao das probabilidades de transicao local. Na secao [(.3]
serd empregada a aproximacao de campo médio simples e, na secao B4, a
aproximacao de campo médio por pares para se obter a linha de transicao de
fase.

5.3 Aproximacao de campo médio simples

No sistema de equagoes (L)), sera aplicada a aproximagao de campo
médio simples para descorrelacionar as probabilidades que envolvem dois
sitios. Para facilitar a notacao, utilizaram-se as seguintes defini¢oes: w =
P(0),u=P(1),v=P(2),x = P(3),y = P(4) e z = P(5), com as condi¢oes
de normalizacgao:

r+y+z=1, (5.2)

w+u+v=1. (5.3)

Devido a essas condicoes de normalizagao, pode-se escolher quatro densidades
independentes. Foram escolhidas x, y, v e w como densidades independentes.
Com essa escolha e aplicando-se a aproximacao de campo médio simples,
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encontrou-se que o sistema de equagoes (L)) torna-se

d
W e(l—w)—rw=e—w(e+r),
dt
d
d—: = ay(l—v—w)— ev, (5.4)
i _
o = T,
e 4 _ avx — ¢
da v

As probabilidades de infeccao, morte, recuperacao e nascimento podem
ser normalizadas pela condigao:

2a+2e+r+c=1. (5.5)

Na figura .21 é demonstrada a evolugao da densidade de infectados em
fungao do tempo para as probabilidades (a, e, r) = (0, 25; 0, 10; 0, 10) obtidas
pela integra¢ao numérica do sistema de equagoes (5.4), usando v(t = 0) =
1074

No estado estacionario, o sistema de equagoes (B.4) apresenta o ponto fixo:

0-030 T T T I T I T

— vetores
0.025— --- hospedeiros

0.020

densidade

0.010

0.005

0'OOOO 100 200 300 400 500

tempo

Figura 5.2: Densidade de vetores e hospedeiros infectados em funcao do
tempo para (a,e,r) = (0,25;0,10;0, 10).

(z,y,v,w) = (1,0,0,e/(e+7)), que representa um estado absorvente de hos-
pedeiros suscetiveis e vetores suscetiveis e vazios (ausencia de vetores). A
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densidade estacionaria de vetores suscetiveis é u* = r/(e + r) e a densidade
de sitios vazios ¢ w* = e/(e + r), que dependem somente da natalidade e
mortalidade de vetores.

No ponto fixo, o jacobiano do sistema de equacoes (5.4) torna-se:

0 0 —a 0

0 —c a 0
J= 0 a(l—--5) —e 0

0 0 0 —(e+r)

Pela equacao de autovalores (det(J—AI) = 0), pode-se calcular os autovalores
e, com eles, determinar os autovetores. Entretanto, o interesse é caracterizar
a estabilidade do ponto fixo. Para isso, impoe-se A = 0 na equacao de
autovalores:

e

— 2 1-— = — 2 =0. (5.6
ecle+r)+a(e+r)( e+r) (e+7)| €C+ae+r] (5.6)
Como e + r deve ser diferente de zero, é necessério que
, €
—ec+a = 0. (5.7)
e+r

A equacgao (B.7) é a superficie critica que separa a fase sem espalhamento
da doenca (densidade de hospedeiros suscetiveis z = 1) da fase com
espalhamento que apresenta densidade ndo-nula de recuperados (x < 1 e
z > 0).
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5.4 Aproximacao de campo médio por pares

E possivel melhorar a aproximacao de campo médio feita para o sistema
de equagoes (B.I) calculando as densidades envolvendo correlagao entre dois
sitios. As densidades de pares seguem as seguintes condi¢oes de normalizagao:

P(03) + P(04) + P(05) = P(0), (5.8)
P(13) + P(14) + P(15) = P(1), (5.9)
P(23) + P(24) + P(25) = P(2), (5.10)

com P(0)+ P(1)+ P(2)=1e P(3)+ P(4) + P(5) = 1.

Entre essas probabilidades, pode-se escolher P(13), P(23), P(14), P(24),
P(1),P(2),P(3) e P(4) como probabilidades independentes. Assim, as
equacoes de evolucao para esses momentos da distribuicao sao:

P~ vp(©) - eP(1) - aP(11),

dP(2)

% = aP(14) — eP(2),

ar3)

- —aP(32),

%554) = aP(32) - cP(4), (5.11)

dpagtl D p03) - eP(13) - oS L P(a13) + P(132))

dpP(23) a ¢—1

= —(e+Z)P(23)+a : [P(413) — P(232)],

de(tlLL) — —(e+%+c)P(14)+rP(04)—ac_l[P(414)—P(132)],

dr (534) = %[P(lél) + P(23)] — (e + ) P(24) + it [P(414) + P(232)],

em que ( é a coordenacao da rede.

Aplicando-se a aproximacao de campo médio por pares, os termos que de-
pendem de trios como P(132) sao aproximados usando a relagdo
P(aBy) = P(aB)P(Bv)/P(5). Com essa aproximagao, é possivel simplificar
a notagao definindo as seguintes densidades: x = P(3), y = P(4), u = P(1),
v=P(2), m=P(13), n = P(23), s = P(14) e p = P(24), com as quais o
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sistema de equagoes (B.I1) pode ser reescrito, tornando-se:

= -+
o = T (r+eu—rv—as,
dv
o = as—ev,
i
o = T
% = an — ¢y, (5.12)
dm (—1 s n
i re—(r+em—rn—a c m(aJr;),
dn a C—1 sm n?
I —<€+Z)n+a c (?—;)7
d -1
d_‘z - —(e—l—c+r+%)str(y—p)—aCC (%—%),
-1 2 2
e B = ferm-(raptat (.

No estado estacionario, este sistema apresenta os seguintes pontos fixos
P(1)=—"—,P0)=1-P(1), P(2) =0, P(3) =1, P(4) = P(5) = P(23) =

r4e’

P(14) = P(24) = 0 e P(13) = 1=, que para as varidveis adotadas, escreve-
se como (2", y",u*, v*,m*,n*, s*, p*) = (1,0, 1,0,-,0,0,0), e representa

um estado absorvente de individuos suscetiveis. Além deste ponto, tem-se
outro estado possivel, com densidade nao-nula de hospedeiros recuperados
mas diferente da unidade, que pode ser representado como P(3) = 3, sendo
P(4) = 0e P(5) = 1— 3, em que [ denota a densidade de hospedeiros
suscetiveis e 1 — 3, a densidade de hospedeiros recuperados. Este ponto
fixo corresponde ao estado com espalhamento da epidemia. No ponto fixo, a
matriz jacobiana do sistema de equagoes (B.12) é:

0 0 0 0 0 —a 0 0
0 —c 0 0 0 a 0 0
0 0 —(r+e -—r 0 0 —a 0
0 0 0 —e 0 0 a 0
r 0 0 0 —(r+e —r-— ac—zl . —aC—Cl 0
0 0 0 0 0 —(e+a/Q) s 0
0 r 0 0 0 a%lri —(e+tctr+2g) —r
0 0 0 0 0 ; : —(c+e)

Escrevendo a equagao de autovalores (det[J — AI] = 0), em que J é a matriz




5.4. APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO POR PARES 119

jacobiana e A sao os autovalores, tem-se a equacao a seguir:

—(A+c)(—1)1+1{—(A+9+e)(A+9+c+e+r)(A+c+e)—

¢ ¢
-1 —1
¢—1 _
+r(—1)3+1{ _ a2T<)\+C+€)} -0 (5.13)

Como o interesse é descobrir onde ha perda de estabilidade, pode-se impor
A = 0. Com essa condigao, a equagao (5.I3) torna-se:

a a 2§_1_ng )
c{—(Z+e)(z+c+e+7’)(c+e)—m : C<C+)

" ¢— 1y 26— 1 _
+T+€(a c )(C+€)}—r{—a T<C+e)}_0' (5.14)

Na figura 53] observa-se o diagrama de fase obtido por meio de aproxi-
macao de campo médio simples, cuja linha ou superficie critica é dada pela
equagao (.7) e, por meio da aproximacgao de pares, que tem como resultado
a linha ou superficie critica dada pela equagao (.I4) com a condigao de
normalizacao 2a 4+ 2e + ¢+ r = 1, fixando r = 0, 100.

0.5 0.5

0.4

0,3

0.2

Figura 5.3: Diagrama de fase do modelo obtido via aproximagoes de campo
médio simples (& esquerda) e por pares (& direita) no plano a versus e.

Posteriormente, seré feita uma comparacao destes resultados aos resulta-
dos de simulagoes de Monte Carlo.
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5.5 Simulacoes estacionarias

A partir de simulagoes numéricas do modelo, obtem-se o comportamento
estacionario das quantidades médias como a densidade de hospedeiros recu-
perados e a probabilidade de a epidemia atingir a fronteira da rede. Seré
investigado o comportamento dessas grandezas como funcao das probabili-
dades de transicao local e determinados os limiares de infeccao em funcao
da probabilidade de morte dos vetores e, a qual pode estar associada a um
controle vetorial.

Usando as regras de interacao local entre os individuos e aplicando-se
o método de Monte Carlo, construiu-se um algoritmo que permite simular
a evolucao temporal assincrona do processo de infeccao cruzada com nasci-
mento e morte de vetores.

Sabe-se que a condigao inicial e as condigoes de contorno sao fatores
relevantes quando analisa-se sistemas de tamanho finito. E, uma vez que
este modelo possui varios estados absorventes, deve-se usar sempre a mesma
condicao inicial para todas as realizagoes, cada uma delas evoluindo a partir
de uma série pseudoaleatoria distinta. Serao utilizadas condig¢oes periodicas
de contorno e cada realizagao (amostra) evoluira a partir de um estado com
todos os hospedeiros suscetiveis e a sub-rede de vetores totalmente ocupada
por vetores suscetiveis, com excecao do sitio central ocupado por um vetor
infectado. Este estado inicial representa uma pequena perturbacao do es-
tado absorvente de vetores e hospedeiros suscetiveis. A sub-rede de vetores
apresenta uma densidade inicial de suscetiveis maior que o valor estacionario
(e/(e+7)).

Seguindo as regras do modelo, elaborou-se um algoritmo de evolucao tem-
poral assincrona, cujas condicoes a ser analisadas a cada instante seguem as
seguintes etapas:

e 0) Definir e inicializar uma rede regular quadrada de lado L, formada
por duas subredes A e B, com condicoes periddicas de contorno. Colo-
car todos os sitios da sub-rede A no estado n; = 1 (vetores suscetiveis),
exceto o sitio central, com 7; = 2 (vetor infectado). Todos os indivi-
duos da sub-rede B sao inicializados com estado 7; = 3 (hospedeiros
suscetiveis).

e 1) Sortear um sitio da rede e um nimero pseudoaleatorio o que esta
contido no intervalo (0 < o < 1) e atualizar o estado do sitio usando a
probabilidade de transigao por sitio. Se o < w;(7;), a variavel estocés-
tica n; assume seu proximo estado ciclico.

e 2) Repete-se o processo 1 até nao haver mais infectado (vetor ou hos-
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pedeiro) na rede. Se nao ha mais sitios ativos (infectados), significa que
o sistema esta preso em um estado absorvente e, portanto, a realizacao
deve ser interrompida.

e 3) Calculam-se as quantidades médias de interesse.

e 4) Sorteia-se uma nova semente para o gerador de niimeros
pseudoaleatorio e repete-se os passos 1 a 3 tantas vezes necessario para
se obterem médias com flutuacoes com a tolerancia desejada.

Na figura [5.4] estd descrita uma sequencia de retratos para uma série
pseudoaleatoria. Em ¢ = 1, parte dos vetores j4 morreu e o foco epidémico
ainda estd concentrado. A medida que o tempo cresce, a epidemia vai se
espalhando, formando um aglomerado de individuos recuperados. Ap6s um
tempo longo, a epidemia acaba e o sistema fica preso em estado absorvente.
O espalhamento da epidemia s6 ocorre para um valor suficientemente grande
da probabilidade de infeccao a.

Como serao calculadas as quantidades somente quando a realizagao atinge
um estado absorvente, nao é preciso inserir um contador para o tempo.
Neste modelo, os estados absorventes sao formados por vetores suscetiveis, es-
pacos vazios na sub-rede de vetores e hospedeiros suscetiveis e recuperados.
As densidades estacionarias de vetores e sitios vazios estao relacionadas a
probabilidade de nascimento e morte dos vetores. Por outro lado, a densi-
dade de hospedeiros recuperados depende da probabilidade de infeccao, pois,
quanto maior essa probabilidade, maior o nimero de individuos contami-
nados. Desse modo, nas simulacoes estacionarias, é suficiente analisar as
quantidades associadas a populacao de hospedeiros. As quantidades calcu-
ladas foram as mesmas analisadas no modelo SIR, isto é: o niimero médio de

hospedeiros recuperados
S =< Np, >; (5.15)

a densidade de hospedeiros recuperados
< Npr >
= N
em que NN é o total de sitios da subrede;
o nimero quadratico médio de hospedeiros recuperados

M =< N? > (5.17)

(5.16)

a razao entre o nimero quadratico médio de hospedeiros recuperados e o
quadrado do nimero médio de hospedeiros recuperados

<Nz > M

U= —hr = 2.
< Np, >2 5?2’

(5.18)
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Figura 5.4: Retratos da evolucao temporal de uma realizacao nos
instantes ¢t = 1,200,400 e 500 passos de Monte Carlo. Os
parametros sao L = 64, a = 0,3320 e e = r = 0, 1. Em cada retrato, os pon-
tos branco denotam auséncia de vetor, os pontos verde/preto representam
vetores suscetiveis/infectados e os pontos marrom/vermelho/azul represen-
tam hospedeiros suscetiveis/infectados/recuperados, respectivamente.

e a probabilidade P do aglomerado de hospedeiros recuperados atingir a
borda da rede.

Essas grandezas médias foram calculadas para diferentes valores da
probabilidade de morte dos vetores e e da probabilidade de infec¢gao a. Visando
determinar os limiares de infeccao, fixou-se a probabilidade de nascimento
dos vetores em r = 0,1 para todas as simulagoes. Com esta imposicao, a
equacao 2a+2e+c+r = 1 fica com duas variaveis independentes. Deixando
as probabilidades a e e como variaveis independentes, a probabilidade ¢ fica
escrita em funcao das demais probabilidades. Entao, é possivel variar a
probabilidade e e determinar a probabilidade critica de infeccao a..

Na figura B0 constam a densidade p de hospedeiros recuperados, a
probabilidade P dos aglomerados de recuperados atingir a borda da rede,



5.5. SIMULACOES ESTACIONARIAS 123

o cumulante U e o produto U P para diferentes tamanhos de rede em funcao
da probabilidade de infeccao a, mantendo a probabilidade de morte dos ve-
tores e = 0,100. A densidade de recuperados e a probabilidade P crescem
em funcao do aumento da probabilidade de infec¢ao. Para tamanhos de redes
grandes o comportamento dessas grandezas sugere a existéncia de uma tran-
sicao de fase continua, entre uma fase com densidade nula de
recuperados e outra fase com densidade nao nula de recuperados. A razao en-
tre o nimero quadrado médio e o nimero médio ao quadrado de recuperados
decai abruptamente em torno do ponto critico. Na fase supercritica a > a,
a medida que o tamanho da rede aumenta, surgem flutuagoes relacionadas
ao comprimento de correlacao espacial.

Conforme discutido para o modelo SIR, o produto UP é uma grandeza
universal no ponto critico, o que significa que, no limiar de infeccao, UP
independe do tamanho da rede. Portanto, o cruzamento entre as curvas de
U P para diferentes tamanhos de rede (visto na figura [L.0]) permite estimar o
limiar de infeccao. Analisando os dados mostrados na figura [5.6] observa-se
que para e = 0, 100, o cruzamento das curvas ocorre para a. = 0,3319(1).

Neste modelo, devido ao processo de nascimento de vetor, nao foi possivel
fazer otimizacoes similares ao algoritmo usado no modelo I e, por isso, as
simulacgoes sao lentas, exigindo grande tempo para realizar cada simulacao.
Em razao deste fato, o uso da universalidade de UP como critério para
determinar o ponto critico com precisao fica comprometido pela auséncia de
dados para tamanhos de rede maiores.

Nas figuras 5.7 e (.8 constam a densidade de recuperados, a probabili-
dade da epidemia atingir a borda da rede, a razao U = % e o produto UP
para as probabilidades de morte dos vetores e = 0,025 e e = 0, 200, respec-
tivamente. Essas grandezas médias foram calculadas usando 10* realizacoes
independentes para todos o tamanhos de rede. Nenhuma das figuras permite
determinar o ponto critico com boa precisao. Para se obter os pontos criticos
com melhor precisao, foram realizadas simulacoes dependentes do tempo, as
quais sao mais rapidas em comparacao as simulagoes estacionarias e que, adi-
cionalmente, permitem calcular os expoentes criticos dinamicos e determinar
a classe de universalidade do modelo.
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Figura 5.5: Densidade de hospedeiros recuperados (p) (a), probabilidade da
epidemia atingir a borda da rede (P) (b), razao U = M/S? (c¢), em que
M & o nimero quadratico médio de recuperados e S, o nimero médio de
recuperados, e o produto entre as quantidades U e P (d) versus a probabili-
dade de infeccao a para diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L. A
probabilidade de morte dos vetores foi fixada em e = 0,1000, bem como a
probabilidade de nascimento r = 0, 100.
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Figura 5.6: Comportamento de UP em funcao da probabilidade de infecgao
a para diferentes tamanhos de rede, com probabilidade de morte dos vetores
fixa e = 0,100. No ponto critico, UP é independente do tamanho da rede
e, portanto, as diferentes curvas se cruzam (desde que o tamanho da rede L
seja relativamente grande).
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Figura 5.7: Densidade de hospedeiros recuperados (p) (a), probabilidade
da epidemia atingir a borda da rede (P) (b), razao U = M/S? (c), em que
M & o nimero quadratico médio de recuperados e S, o nimero médio de
recuperados , e o produto entre as quantidades U e P (d) versus a probabili-
dade de infeccao a para diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L. As
probabilidades de morte e nascimento de vetores sao e = 0,025 e r = 0, 1000,
respectivamente.
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Figura 5.8: Densidade de hospedeiros recuperados (p) (a), probabilidade da
epidemia atingir a borda da rede (P) (b), razao U = M/S? (c), em que
M é o numero quadréatico médio de recuperados e S é o nimero médio de
recuperados, e o produto entre as quantidades U e P (d) versus a probabili-
dade de infeccao a para diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L. As
probabilidades de morte e nascimento de vetores sao e = 0,200 e » = 0, 1000,
respectivamente.
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5.6 Expoentes criticos estaticos

Na secao B, é demonstrada a relagao entre o modelo SIR com a perco-
lacao usual (se¢ao 2.6). Como neste modelo foram usados os mesmos proces-
sos de transi¢ao do modelo SIR (para os hospedeiros), é possivel investigar o
comportamento critico deste modelo analisando as mesmas grandezas esta-
cionarias estudadas para o modelo SIR.

Por meio da associagao entre estes modelos, sabe-se que a probabilidade
da epidemia atingir a borda da rede (parametro de ordem) e o cumulante,
no ponto critico, obedecem as seguintes formas de escala:

P~ LA/ (5.19)

U~ LP/L, (5.20)

em que 3 é o expoente critico associado ao parametro de ordem e v, é o
expoente critico associado ao comprimento de correlacao espacial.
Pela relacao (5.I9) pode-se escrever:

log(Pr(a.)) = Zlog(L) + K, (5.21)

em que K é uma constante. Utilizou-se essa relacao e calculou-se a
probabilidade P, no ponto critico, para diferentes tamanhos de rede, com
o intuito de se obter a razao entre 5 e v,. Na figura 5.9 consta log(P)
versus log(L) para a = 0,33180. Ajustando uma reta aos dados, obtem-se
B /v, = 0,105(2) coerente com o valor esperado para a classe de universali-
dade da percolacao dinamica [87].

Na figura 5.10] observa-se log(U) versus log(L) para a. = 0, 33180 e, con-
forme esperado, o coeficiente da reta ajustada aos dados é 5/v; = 0,105(2).
Devido a essas relagoes, o produto entre U e P no ponto critico torna-se um
valor universal, independente de L. Pelo grafico de UP wversus 1/L mostrado
na figura .11l considerando somente tamanhos L grandes e extrapolando
para L — oo, obtem-se UP. = 1,016(1), que estd coerente com os valores
criticos obtidos para o modelo de percolacao usual [46].

E possivel ainda explorar o comportamento critico da distribuicdo esta-
cionaria de aglomerados para determinar o ponto critico. Nas se¢oes B.1] e
B observou-se que, para um conjunto grande de aglomerados, a probabili-
dade de haver um aglomerado de tamanho maior ou igual a s sitios obedece
a relacao

Psys™ 2 ~ ky + Koes®, (5.22)
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Figura 5.9: Log(P) versus log(L). As linhas tracejadas sao o ajuste linear aos
dados.
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Figura 5.10: Log(U) versus log(L).

em que s ¢ o tamanho do aglomerado, K; e K, sao constantes, € = a — a,
[ e T sdo expoentes criticos que, em duas dimensoes, sdo iguais a 187/91 e
36/91, respectivamente.

Na figura tem-se P>,s7"% versus s para diferentes probabilidades
a. Pela relacao no ponto critico, € = 0 e, entdo, Ps.s" 2 é constante.
Ajustando uma reta para os dados de cada probabilidade a, obtem-se os
coeficientes lineares das retas e, pelo grafico desses coeficientes versus a,
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Figura 5.11: Grandeza UP versus 1/L.

pode-se calcular o valor de a para o qual P>,s™ 2 é constante. A partir da

analise dos dados constantes na figura 5.13] obtem-se a. = 0, 331800(5).

Embora o nimero total de aglomerados seja pequeno (simulagdo com
75 x 10 amostras independentes), bem como o tamanho da rede L = 128,
verificou-se que este método permite calcular o ponto critico com grande
precisao.

L
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Figura 5.12: Ps.s7 2 versus s°.
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Figura 5.13: Coeficiente linear Ky versus a para os dados da figura L.12

5.7 Simulacoes dependentes do tempo

Uma forma computacionalmente eficiente de determinar os pontos criti-
cos consiste em usar o método proposto por Grassberger e de la Torre [41],
no qual se analisam a evolucao temporal do nimero de infectados, a prob-
abilidade de, em um dado instante, haver infectados e o raio quadratico
médio de espalhamento da doenca. Estas grandezas dependem fortemente
da condicao inicial e devem ser calculadas usando um conjunto de realizacoes
que evoluem a partir de um estado que esta na iminéncia do sistema cair em
um estado absorvente. Usualmente, isso é feito colocando-se somente um
individuo infectado no centro da rede, estando todos os demais individuos
suscetiveis. Neste modelo, como h& duas populacoes, tem-se arbitrariedade
para escolher um infectado em uma das sub-redes. Para manter coeréncia
com a condicao inicial usada nas simulacoes estacionarias, impoe-se que a
epidemia espalha sobre uma populacao com todos os individuos suscetiveis
(vetores e hospedeiros) a partir de um unico vetor infectado inserido no centro
da rede.

Para realizar as simulacoes dependentes do tempo, utilizaram-se as mes-
mas regras locais apresentadass para algoritmo das simulacoes estacionarias,
mas inseriu-se no passo 1 um contador de tempo cujo incremento em uma
unidade corresponde ao sorteio de NN sitios, escolhidos arbitrariamente. No
passo 4, foram calculados o nimero médio de vetores e hospedeiros infectados
N;(t), a probabilidade de haver infectados em cada sub-rede Ps(t) e o raio
quadratico médio de espalhamento da epidemia em cada sub=rede R?(t). Em



132 CAPITULO 5. MODELO DE INFECCAO CRUZADA II

cada realizacao, escolheu-se uma semente para o gerador de nimeros
pseudoaleatorios e deixou-se o sistema evoluir assincronamente, conforme
as regras de interagoes locais, até o instante em que a epidemia cessou ou
atingiu a borda da rede.

Na secao [4.6, viu-se que as relagoes para o nimero médio de infecta-
dos N;(t), a probabilidade de sobrevivéncia do processo epidémico Ps(t) e o
raio quadréitico médio de espalhamento da epidemia R*(t) no ponto critico
obedecem as seguintes leis de poténcia:

N;(t) ~ t", (5.23)
Py(t) ~ 17, (5.24
) R*(t) ~ 17, (5.25)

em que 7, § e z sao 0s expoentes criticos dinamicos associados ao niimero de
individuos infectados, & probabilidade de sobrevivéncia da epidemia e ao raio
quadratico médio, respectivamente. Préoximo do ponto critico, essas relacoes
podem ser aproximadas usando as relagoes (EGAHLGE)).

A partir dos resultados das simulacoes estacionarias, como demonstra-
dos nas figuras L.5H5.8), sabe-se aproximadamente qual é o limiar de infeccao
para cada probabilidade de morte dos vetores analisada. O conjunto de pon-
tos criticos é parte da linha critica associada a probabilidade de nascimento
de vetores r = 0,1, com a probabilidade de recuperagdo (imunizacao) dos
hospedeiros fixada pela condicao de normalizacao ¢ = 1 —r — 2a — 2e.

Na figura [5.14] constam, em escala log-log, o nimero médio de vetores
infectados N;(t), a probabilidade de sobrevivéncia Ps(t) e o raio quadratico
médio R?(t) em funcao do tempo para diferentes probabilidades de infecgao a,
com as probabilidades de nascimento e morte dos vetores fixadas em r = 0, 1
e e = 0,1. Pela equagdo (B23)), como no ponto critico N;(t) cresce com
expoente 7, acima do ponto critico, o comportamento assintético evidencia
que o numero de infectados supera a lei de poténcia e, abaixo do ponto critico
(no limite de tempo muito grande), o nimero de infectados tende a decrescer
e ir para um valor nulo. Isto porque, embora a simulacao seja feita em uma
rede de tamanho finito, a analise de dados é feita supondo uma rede infinita
e, neste caso, a epidemia poderia se espalhar por tempo indefinido (fase ativa
a > a.) ou cessar apos um transiente de tempo (fase inativa a < a.).

Para determinar o ponto critico e os expoentes criticos, utilizaram-se as
relagoes ([L6AHLGE), cujo ajuste aos dados correspondentes a N;(t), Pi(t) e
R*(t) sao as inclinagoes locais, calculadas em intervalo m = At = 50. Na
figura observam-se os expoentes dinamicos n(t) e d(t) versus 1/t, que
sao as inclinagdes locais das curvas de V;(t) e Ps(t) mostradas na figura 014
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Figura 5.14: Em escala log-log: niimero de hospedeiros infectados (a) e ve-
tores infectados (b) versus tempo e probabilidade de sobrevivéncia do pro-
cesso epidémico na subrede de hospedeiros (c) e de vetores (d).

Para a = 0,33180, 7(t) tende a um valor constante, isto é, no limite t — oo
com L muito grande, o expoente nao depende do tempo. Para a > a. com
1/t tendendo a zero 7(t) cresce, e abaixo do limiar de infec¢ao n(t) decresce
a medida que 1/t vai a zero. Considerando estes dados, pode-se afirmar
que a. = 0,33180(1) o expoente dinamico é n = 0,58(1), cujas incertezas
estao relacionadas ao grau de distincao entre crescimento e decrescimento
de n(t) em fungao do tempo. Determinado o ponto critico, calcularam-se os
expoentes criticos § e z associados a Py(t) e R?*(t). Analisando os dados de
P,(t) e R%*(t), obtiveram-se os expoentes criticos dinamicos § = 0,092(1) e
z =1,69(5), que sdo os mesmos obtidos para o modelo SIR e o outro modelo
de infecgao discutido nos capitulosBledl Isso indica que este modelo também
pertence a classe de universalidade da percolacao dinamica.

Para determinar outros pontos criticos, deve-se fixar as probabilidades
de nascimento r e morte e dos vetores e variar a probabilidade de infeccao,
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Figura 5.15: Expoentes dinamico n(t) e §(t) versus 1/t para diferentes
probabilidades de infeccao.

fazer simulacoes para cada conjunto de parametros e analisar as quantidades
conforme o procedimento discutido anteriormente. Como se trata de repetir
o mesmo método, apresentou-se somente o diagrama de fase. Na figura [£.16]
é representado o diagrama de fase do modelo no plano a versus e parar = 0, 1.
A linha tracejada é a linha critica obtida por meio da aproximacao de campo
médio por pares e a linha continua é a linha critica obtida a partir de
simulagoes de Monte Carlo (apenas os pontos criticos com barra de incerteza
foram determinados por meio de simulagoes; a linha é uma curva ajustada
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a esses pontos e serve apenas de guia para os olhos). Na figura, a regiao
abaixo de cada linha critica corresponde a fase sem espalhamento da epi-
demia. Quando a probabilidade de infeccao a torna-se maior que o valor
critico a., a epidemia se espalha formando um aglomerado (no estado esta-
cionario) de hospedeiros recuperados. No diagrama de fase, verifica-se que
para e = 0 o limiar de infecgao é nao-nulo (na aproximagao de campo médio
por pares e simula¢oes de Monte Carlo) e, & medida que e — 0,5 — (¢+7)/2,
a solucao de campo médio por pares concorda qualitativamente com os resul-
tados obtidos por meio de simulacoes dependentes do tempo. I[sso nao ocorre
com a aproximacao de campo médio simples para a qual, quando e — 0 a
probabilidade de infec¢ao a — 0.

Embora todos os resultados apresentados neste trabalho sejam referentes
ar =0,1, é possivel extrapolar o comportamento critico visto no diagrama
de fase para outros valores de r. Para r proximo de zero, a linha critica
deve se aproximar de ¢ = 0 quando e — 0,5, provocando um aumento
da fase sem espalhamento da epidemia. Para r > 0,1, os vetores nascem
com probabilidade maior e, consequentemente, a fase com espalhamento da
epidemia deve crescer em relacao a fase vista para r = 0, 1.

0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

Figura 5.16: Diagrama de fase do modelo no plano a versus e, com a linha
critica determinada via campo médio por pares (linha tracejada) e simulagoes
numéricas do modelo. Nos dados obtidos por meio de simulacoes de Monte
Carlo a incerteza da probabilidade de infeccao ¢ da mesma ordem de grandeza
da espessura da linha.
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Capitulo 6

Comparacoes e aplicacoes dos
modelos

Os modelos discutidos nos capitulos [ e B, denominados modelos I e II,
surgiram a partir de tentativas de formular um modelo capaz de descrever
as séries temporais (ntimero de casos notificados na rede de satde publica
em fungdo do tempo) para algumas epidemias de dengue em area urbana
[75H79,85,89H92]. E, além disso, investigar qual é o efeito do combate aos
mosquitos (fase adulta do vetor no caso do modelo I e nas fases larval e adulta
no caso do modelo IT) no controle das epidemias.

Por esse ponto de vista, nesses modelos, deve-se considerar a trasmissao
devida a somente um sorotipo do virus da dengue, sendo a fémea do mosquito
Aedes aegypti o vetor e o homem o hospedeiro.

A probabilidade de infeccao a esta associada ao nimero de picadas por
pessoa por unidade de tempo. A probabilidade ¢ é proporcional ao inverso do
tempo de viremia (intervalo de tempo que o homem infectado pode transmitir
o virus). E a probabilidade e representa a probabilidade de morte natural do
mosquito e que também pode acrescentar a morte devido ao uso de inseticidas
que sao aplicadas pelo centro de controle de zoonoses.

No modelo II, considerou-se o nascimento de mosquitos com
probabilidade r, a qual estd associada a capacidade de reproducao dos
mosquitos e, embora alguns autores usem esse parametro como sendo de-
pendente das condigoes climaticas, variando sazonalmente, manteve-se a
probabilidade r constante no tempo. Este modelo proposto permite in-
vestigar a transmissao da doenca com outros valores de r, mas, devido ao
desconhecimento acerca de um parametro confiavel e dificuldade de variar r
em todo seu dominio, fixou-se r = 0,100 em todas as analises do
modelo. Essa probabilidade reflete diretamente a concentracao de mosquitos
no ambiente.

137
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Na secao [6.Il serao comparados os resultados de campo médio e
simulagoes dos modelos. Procurar-se-4 também evidenciar as semelhancas
e diferencas entre eles. Na secao [6.2] o modelo T serd usado para descrever
uma epidemia de dengue.

6.1 Comparacao entre os modelos

Analisando as figuras e [6.1], que mostram as regras locais de cada um
dos modelos, observa-se que os processos de infeccao e recuperacao seguem
as mesmas regras para ambos os modelos. No modelo I, considerou-se que a
concentracao de vetores no ambiente é grande e, assim, cada unidade espacial
esta sempre ocupada por um mosquito suscetivel ou infectado. Entretanto,
no modelo II, supde-se que a morte de um vetor da origem a um espaco vazio
e, nesse caso, o nascimento de um vetor nao é imediato e, devido a capacidade
de suporte do meio, s6 pode ocorrer em um espaco vazio. A probabilidade
de nascimento dos mosquitos r pode representar a probabilidade natural de
sobrevivéncia dos mosquitos nos primeiros estagios de vida (ovos e larvas)
até a fase adulta (momento que a fémea necessita de sangue para maturar os
ovos). Em caso de controle de mosquitos na fase larval, essa probabilidade
deve ser menor que a probabilidade natural de sobrevivéncia.

suscetivel

a

ﬁica\‘
espontanea . P
suscetivel infectado < P

€ recuperado infectado

Figura 6.1: Regras de transicoes locais para o modelo I. Somente o processo
de infeccao cruzada é catalitico; as demais transicoes sao espontaneas. Para
denotar o estado de satide do individuo com relacao a uma certa doenca
associa-se uma variavel estocastica 1 que assume os valores 1 ou 2 para deno-
tar vetor suscetivel ou infectado; e 3,4 ou 5 para representar um hospedeiro
suscetivel, infectado ou recuperado.

Usando atualizagao assincrona, ao sortear qualquer sitio de um reticulado,
deve-se aplicar um dos processos de transicoes locais. Desse modo, a soma
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suscetivel suscetivel

vazio/morto infectado recuperado

&
<

infectado

Figura 6.2: Regras de transicoes locais para o modelo I1. Somente o processo
de infeccao cruzada é catalitico; as demais transicoes sao espontaneas. Para
denotar o estado de satide do individuo com relacao a uma certa doenca
associa-se uma variavel estocastica 7 que assume os valores 0, 1 ou 2 para
denotar a auséncia de vetor, a presenca de um vetor suscetivel ou infectado; e
3,4 ou 5 para representar um hospedeiro suscetivel, infectado ou recuperado

de possibilidade de eventos deve ser unitaria, que pode ser parametrizada da
seguinte forma:
e+2a+c=1 (6.1)

r+2e+2a+c=1, (6.2)

para os modelos I e II, respectivamente.

Para analisar as similaridades entre os modelos, é necessario comparar as
equacoes de evolucao das densidades. Na tabelaG.I]sao descritas as equagoes
de evolucao das densidades obtidas a partir da equagao mestra para os dois
modelos espacialmente estruturados.

Pela equagdo de evolu¢io de P(0) no modelo II mostrada na tabela
6.1, observa-se que, no regime estacionario, a densidade de sitios vazios é
P(0) = w* = r/(r + e) e, quando a densidade de mosquitos infectados
P(2) =y — 0, a densidade de mosquitos suscetiveis torna-se z* = e/(r + e).
Para comparar os dois modelos, uma vez que no segundo a sub-rede de
mosquitos nao esta completamente preenchida por mosquitos, pois ha espacos
vazios, deve-se comparar a densidade de mosquitos suscetiveis do modelo 1
' =1 com a densidade z* = ¢/(r + ¢) do modelo II. Impondo um fator de
proporcionalidade 3 entre essas densidades obtemos:

Pe/(e+1r)=1 (6.3)

ou
pe=e+r. (6.4)
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Tabela 6.1: Comparacao entre as equagoes para as densidades de individuos
para os dois modelos

Modelo 1 Modelo 1T

aPO) — e[P(1) + P(2)] — rP(0)

P = eP(2) — aP(14) | L = rP(0) — eP(2) — aP(14)

P2 — aP(14) — eP(2) P2 — aP(14) — eP(2)
P13 — _aP(32) P — _aP(32)
P — aP(32) — cP(4) ) — P(32) — cP(4)

Para evitar confusao entre as probabilidades de morte de um modelo e
outro, serd denominada como E a probabilidade de morte para o modelo I,
diferenciando-a da probabilidade de morte e do modelo II. Pelas equacoes
@E1) e [6.2), tem-se: r+2e+2a+c=1e E+2a+c=1. E, a partir delas,
pode-se usar que a probabilidade de nascimento de mosquitos é dada pela
expressao:

r+2 = FE
fe+e = FE
2
E = 1 (6.5)

r

que permite comparar a probabilidade de morte do modelo I £ a probabili-
dade de morte e do modelo II.

Na figura[6.3] consta o diagrama de fase dos dois modelos, com as curvas
de transicao de fase determinadas por meio de aproximacoes de campo médio
com pares e simulacoes computacionais dos modelos. Abaixo de cada curva,
tem-se a fase sem espalhamento da doenca e a parte superior corresponde
a fase com espalhamento da doenca. Neste diagrama a probabilidade de
morte dos mosquitos e para o segundo modelo nao esta reescalada para ser
equivalente a probabilidade de morte do modelo I.

Usando a equacao (65) para reescalar a probabilidade de morte dos
mosquitos para o modelo II, essa se torna compativel com a probabilidade
usada no modelo I. E, assim, obtem-se o diagrama de fase mostrado na
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figural6.4l Esse diagrama apresenta ainda alguns problemas, por exemplo, no
modelo II, a probabilidade de infeccao nao se anula quando EF — 1. Entre-
tanto, quando e/r é pequeno os dois modelos descrevem linhas de transi¢ao
de fase com o mesmo comportamento.

05 T T T T T I T

L &—o modelo Il 4

&8 modelo |

— Paresl| —
Pares |

Figura 6.3: Diagrama de fase para os modelos I e II, no plano a versus e,
segundo as aproximagoes de campo médio por pares e simulagoes computa-
cionais.

Ao fazer o diagrama de fase em termos das probabilidades relativas e/c
versus a/c, reescalando a probabilidade de morte dos mosquitos (usando
a equacao (6.3)), obtem-se o diagrama apresentado na figura 6.5 no qual
podemos ver que, se analisadas as linhas criticas em termos de probabili-
dades relativas a probabilidade de recuperacao, os dois modelos apresentam
diagramas de fase muito semelhantes. Além disso, verifica-se que a fase com
espalhamento da epidemia (fase ativa) para o modelo IT é menor (no limite
r << e) em relagao a fase com espalhamento obtida para o modelo I. Por-
tanto, pode-se concluir que o controle de natalidade de vetores, associado ao
controle da populacao na fase adulta é muito mais eficiente para impedir o
espalhamento da epidemia, que controlar somente a mortalidade de vetores
adultos.
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Figura 6.4: Diagrama de fase para os modelos I e II, no plano a versus E
(a e ¢ nao reescalados). A probabilidade de morte de mosquitos e para o
segundo modelo foi reescalada por meio da equagao [6.5 Os dados exibidos
nessa figura foram obtidos por meio de simulacoes de Monte Carlo.
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Figura 6.5: Diagrama de fase para os modelos I e II, no plano e/c versus
a/c. A probabilidade de morte de mosquitos e para o segundo modelo foi
reescalada por meio da equaciao
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Pode-se ver que o diagrama de fase em termos das probabilidades relativas
e/c e a/c favorece a visualiza¢do da dependéncia do limiar de infecgdo com o
controle vetorial. No diagrama de fase no plano a versus e essa dependéncia
é confusa por nao ficar 6bvio que o aumento da probabilidade de morte dos
mosquitos (quando e é pequeno) de fato causa redugao no limiar de infecgao.

E possivel melhorar essa compreensao do diagrama de fase fazendo algu-
mas adaptagoes. Seja a razao e/c igual a uma constante ov. Como no modelo
I aplicou-se a condi¢ao de normalizacao 2a + ¢ + e = 1, pode-se reescrever a
fracao da seguinte forma:

e
— — o
c
e JR—
1—2a—e @
et+ea = a-—2aa
1 1+«
= - — . 6.6
a 5~ 5 (6.6)

Esta equacao significa que, aumentando a probabilidade de morte dos mosquitos
por um fator «, relativo a probabilidade de recuperacao dos homens, reduz-se
o limiar de infec¢ao conforme a equacgao ([G.6]). Apenas como exemplo, usando
a = 2, obtem-se a linha de controle vetorial (linha pontilhada) descrita na
figura [6.6] que indica a reducao da probabilidade de infec¢ao a em funcgao
do aumento da probabilidade de morte e. Como esse diagrama de fase con-
stam as linhas criticas obtidas por meio de campo médio simples, por pares
e por de simulagoes de Monte Carlo, deve-se lembrar que na fase II (fase
abaixo de cada linha critica) nao ha epidemia e, portanto, o controle vetorial
é desnecessario para fins de controle de transmissao da doenca. Na fase I
h& espalhamento da doenca e o estado estacionério corresponde a situacao
em que a populacao de homens fica constituida por individuos suscetiveis e
recuperados e a populagao dos mosquitos, somente por mosquitos suscetiveis
(H, >0e Hy; < 1). Na fase II, a doenga cessa em tempo muito curto, sem
haver espalhamento da doenca e, assim, o estado absorvente corresponde a
ambas as populacoes suscetiveis.
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Figura 6.6: Diagrama de fase para o modelo I, com a linha critica determi-
nada via campo médio simples (curva continua inferior), por pares (curva
tracejada) e simulagoes de Monte Carlo (curva superior com barras de in-

certezas para os

pontos criticos). A linha pontilhada é a redugao da probabili-

dade de transmissao da doenca caso haja controle da populacao de mosquitos.
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6.2 Aplicacao do modelo I

Usando as equacoes obtidas por meio da aproximacao de campo médio
por pares para o modelo I, dadas pelas equagoes (£33)-([£37), foi analisada
a epidemia de dengue registrada na cidade de Salvador-Brasil no ano de
1995, descrita na referéncia [89]. Ainda que a solucao exata do sistema de
equagoes (A33)-([A3T) ndo tenha sido determinada neste trabalho, pode-se
usar parametros adequados para obter a evolucao temporal do niimero de
individuos infectados e comparar com a série epidemica real.

A partir da distribuicao temporal de casos de dengue notificados para a
epidemia de dengue descrita na referéncia [89] e usando os parametros do
modeloa =2,e=0,2e c=9,8, em que a, ¢ e ¢c devem ser entendidos como
taxas de infeccao por dia, taxa de morte por dia e taxa de recuperacao por
dia, respectivamente. Esse valores baseiam se nos parametros descritos na
referéncia [93]. Supondo uma populagiao exposta (em contato direto com os
mosquitos) N = 3,2 x 10, a qual multiplicada pela densidade de infectados
resulta o nimero de infectados, e integrando o sistema de equagoes(L.33])-
(E37) com uma densidade inicial de vetores infectados igual a 1075 obtemos
a curva epidemica mostrada na figura Nessa figura pode-se ver que o
modelo I consegue descrever qualitativamente e quantitativamente a série
temporal em todo o intervalo de duracao da epidemia. Por nao ter obtido
a solucao exata nao se aplicou a minimizacao do desvio da curva epidemica
em relacao aos dados reais.
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Figura 6.7: Numero de casos de dengue registrados na cidade de Salvador
em 1995. A linha vermelha é o nimero de infectados obtidos por meio da
aproximacao de campo médio por pares para o modelo I, usando os
parametros a =2, e =0,2, ¢ =9, 8.



Capitulo 7

Conclusoes

Nesta pesquisa investigou-se o modelo SIR estocastico definido em redes
hiperctbicas por meio de simulacoes de Monte Carlo e também por meio
de aproximagoes de campo médio dindmico. As aproximacoes de campo
médio mostraram que o modelo exibe um ponto critico que separa uma fase
em que ha espalhamento da epidemia e outra em que nao ha espalhamento
da epidemia [34]. Essas aproximagoes, principalmente a de pares (que leva
em conta correlagoes de dois sitios), fornecem resultados qualitativamente
compativeis aos resultados obtidos neste estudo por meio de simulacoes de
Monte Carlo.

As investigagoes por meio de simulagoes de Monte Carlo [34,[46], per-
mitiram determinar o ponto critico do modelo SIR e obter os expoentes
criticos. Para tanto, estabeleceu-se em primeiro lugar a correspondencia en-
tre grandezas relevantes para a caracterizacao do comportamento critico do
modelo SIR e grandezas consideradas no modelo de percolacao usual. Em
seguida, realizou-se uma anélise de escala finita dos dados obtidos por meio de
simulagoes de Monte Carlo para o modelo SIR definido em redes quadradas
e triangulares. Dessa maneira, obtiveram-se expoentes criticos estaticos que
sao consistentes com os da classe de universalidade da percolacao dinamica
isotropica. Para tanto, utilizaram-se simulag¢oes dependentes do tempo [51].

Além disso, definiu-se o parametro de ordem adequado para a transicao
no modelo SIR e introduziu-se uma nova fun¢ao universal para o modelo SIR.
e para modelos de percolacao isotropica [46]. Essa grandeza foi denominada
UP, na qual P denota o parametro de ordem (para o modelo SIR) e a
grandeza U representa a razao entre o valor médio do quadrado do niimero
de sitios no estado R (ocupado por um individuo recuperado) e o quadrado
do niimero médio de sitios no estado R. No ponto critico, UP nao depende
do tamanho do sistema e, portanto, a partir da analise dessa grandeza como
fungdo do parametro de controle ¢ (probabilidade de recuperacao para o
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modelo SIR) para diferentes tamanhos do sistema, pode-se obter o ponto
critico.

A partir do modelo de contato, do modelo SIR e do modelos SIRS,
propuseram-se dois diferentes modelos epidémicos nos quais o processo de
transmissao ¢ mediado por um vetor. Esses modelos foram denominados
modelo I e modelo II. Foram consideradas duas populacoes formadas por
hospedeiros e vetores que interagem entre si, transmitindo a doenca de uma
populacao para outra. O processso de infec¢ao ocorre devido ao contato de
um hospedeiro ou vetor suscetivel com um vetor ou hospedeiro infectado. No
modelo I, supoe-se que os vetores estao homogeneamente distribuidos pelo
espaco e o intervalo necessario para o vetor nascer e atingir a fase adulta é
muito pequeno comparado ao seu tempo de vida, podendo ser desprezado.
Neste caso, cada vetor pode ser classificado como suscetivel (S) ou infectado
(I). Os hospedeiros podem ser divididos em trés classes: suscetivel(S), infec-
tado (I) ou recuperado (R). No modelo II, tratou-se explicitamente o processo
de nascimento e morte de vetores, adicionando um estado vazio (que repre-
senta a auséncia de vetores) em que pode haver nascimento de um vetor
suscetivel. Estes modelos sao definidos em uma rede quadrada bipartida em
duas sub-redes A e B em que cada sitio da sub-rede A(B) pode ser ocupado
por um tnico vetor(hospedeiro). As regras destes modelos sao tais que, para
o modelo I, as transicoes locais para os vetores sejam similares ao processo de
contato e, no modelo II, as transicoes locais para os vetores sejam similares as
transicoes do modelo SIRS. Em ambos, as transicoes locais envolvendo hos-
pedeiros sao analogas as regras do modelo SIR, com o processo de infec¢ao
proporcional ao nimero de vizinhos (da outra populagio) infectados. Estes
modelos estocésticos foram investigados por meio de aproximacoes de campo
médio e simulacoes de Monte Carlo. Verificou-se que estes modelos exibem
transicoes de fase de 2% ordem, em que a linha critica separa uma fase em que
a doenca nao se espalha e outra fase em que ocorre epidemia. Analisando
as mesmas grandezas consideradas no modelo SIR, investigou-se o compor-
tamento critico destes modelos por meio de simulagoes de Monte Carlo. Os
expoentes criticos obtidos mostram que ambos os modelos pertencem a classe
de universalidade da percolacao dinamica isotropica.

Os modelos discutidos neste trabalho sao irreversiveis com muitos es-
tados absorventes e, por meio destes modelos, sao apresentadas diferentes
abordagens sobre o espalhamento de epidemias para populacoes espacial-
mente estruturadas (isso é de grande importancia para descrever epidemias
reais). As investigagoes permitiram determinar a classe de universalidade
dos modelos analisados e aprimorar métodos para estudar o comportamento
critico de modelos com muitos estados absorventes. E necessario aperfeicoar
estes modelos, inserindo diferentes classes de individuos suscetiveis (os quais
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podem tornar-se infectados com diferentes taxas), com o intuito de descrever
de forma mais realista alguns tipos de epidemias cuja transmissibilidade esté
associada ao estado de imunidade de cada individuo. Além disso, para tratar
a mobilidade dos individuos, pretende-se investigar os efeitos de difusao local
dos individuos através da rede. Acredita-se que o processo de difusao é essen-
cial para descrever a formacao de multiplos focos epidémicos que favorecem
o espalhamento da epidemia e dificultam o controle e erradicacao de doencas
infectocontagiosas.
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