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Resumo

Investigamos as propriedades de baixa temperatura do modelo de Heisenberg unidimen-
sional de spin 1 desordenado, com flutuagoes geométricas nos acoplamentos induzidas por
sequeéncias aperiddicas e deterministicas. Escolhemos duas sequéncias com propriedades
distintas, a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia 6-3. Nosso objetivo é entender como
essas flutuagoes geométricas modificam a fisica da fase de Haldane, que corresponde ao
estado fundamental da cadeia de spin 1 uniforme. Introduzimos deferentes adaptacoes
do grupo de renormalizacao de desordem forte (SDRG) de Ma, Dasgupta e Hu, que tem
sido amplamente usado no estudo de cadeias de spin aleatdrias. Usamos ainda simulagoes
numéricas de Monte Carlo quantico e do grupo de renormalizacao da matriz densidade
para confirmar as previsoes do SDRG, assim como estudar as propriedades do estado fun-
damental, conforme a modulacao se torna mais forte. Nao encontramos uma transicao de
fase para a cadeia modulada pela sequéncia de Fibonacci, enquanto para a cadeia mod-
ulada pela sequéncia 6-3 encontramos uma transicao para uma fase sem gap, dominada
pela aperiodicidade, similar aquela encontrada na cadeia XXZ de spin 1/2. Mostramos
que abordagens que preveem o mesmo comportamento qualitativo na cadeia aleatéria de

spin 1 podem levar a previsoes qualitativamente incompativeis na cadeia aperidédica






Abstract

We investigate the low-temperature properties of the one-dimensional spin-1 Heisenberg
model with geometric fluctuations induced by aperiodic but deterministic coupling distri-
butions, involving two parameters. We focus on two aperiodic sequences, the Fibonacci
sequence and the 6-3 sequence. Our goal is to understand how these geometric fluctua-
tions modify the physics of the (gapped) Haldane phase, which corresponds to the ground
state of the uniform spin-1 chain. We utilize different adaptations of the strong-disorder
renormalization-group (SDRG) scheme of Ma, Dasgupta and Hu, widely employed in the
study of random spin chains, supplemented by quantum Monte Carlo and density-matrix
renormalization-group numerical calculations, to study the nature of the ground state as
the coupling modulation is increased. We find no phase transition for the Fibonacci chain,
while we show that the 6-3 chain exhibits a phase transition to a gapless, aperiodicity-
dominated phase similar to that found for the aperiodic spin-1/2 XXZ chain. We show
that approaches providing the same qualitative behaviour in the random spin-1 chain may

lead to qualitatively incompatible predictions in aperiodic chain.
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Capitulo 1
Introducao.

Neste trabalho estudamos os efeitos da introducao de desordem aperiédica nos acoplamen-
tos da cadeia de Heisenberg de spins 1, visando entender como a desordem pode alterar
a natureza do estado fundamental da cadeia uniforme, conhecida como fase de Haldane.
A cadeia de spins 1 apresenta um gap entre o estado fundamental e os estados excitados,
mostrando uma fisica profundamente diferente das cadeias de spins 1/2, que nao tém um
gap separando o estado fundamental dos demais estados excitados. Experimentalmente a
cadeia de Heisenberg de spins 1 é realizada de forma quase ideal no composto Y,BaNiOs
[3], com um gap experimental que concorda bem com as previsdes tedricas dadas por
A ~ 0,41J [4]. Cadeias de spins 1 com desordem do tipo quenched (independente do
tempo) também foram estudados com a introdugao de impurezas nao magnéticas nesse

mesmo material, YoBaNi;_,Zn,Os, [5].

As cadeias quanticas de spins representam um excelente laboratorio para o estudo, em
sistemas de muitos corpos, dos efeitos combinados das flutuacoes quanticas e da quebra de
simetria translacional, introduzida por uma distribuicao nao homogénea de acoplamentos.
Nesse contexto estudamos a cadeia quantica de Heisenberg em uma dimensao, definida
pelo hamiltoniano

L
H:ZJij'Sj+17 (11)

j=1
onde as constantes J; > 0 sao acoplamentos antiferromagnéticos entre os spins S; de
magnitude S, interagindo somente entre primeiros vizinhos. A desordem é introduzida

nesse modelo por meio de uma distribuicao de acoplamentos J; > 0 nao uniforme.

9



10 Introducgao.

Mesmo no limite uniforme (J; = J), o modelo exibe grande variedade de comporta-
mentos fisicos, dependendo se o médulo S dos spins € inteiro ou semi-inteiro. De acordo
com a amplamente aceita conjectura de Haldane [0l 4], cadeias com S semi-inteiro tém um
espectro de energia sem gap entre o estado fundamental e os primeiros estados excitados,
enquanto cadeias com S inteiro apresentam um gap separando o estado fundamental do
primeiro estado excitado. Os efeitos mais notaveis ocorrem nos casos S = % eS=1 A
cadeia de spin 1/2 tem um estado fundamental critico, com correlagoes decaindo de forma
polinomial. Ja o estado fundamental do modelo de Heisenberg de spins 1 nao é critico,
exibindo decaimento exponencial das correlagoes. No caso da cadeia de spin 1, o estado
fundamental é conhecido como fase de Haldane, e pode ser descrito como um estado de

sélido de ligagoes de valéncia [7], que exibe uma ordem topoldgica escondida, revelada

\1/0>, (1.2)

onde |Wg) é o estado fundamental do modelo de Heisenberg de spin 1. Na fase de Haldane,

pela funcao de correlagao de corda [8, 9], dada por

j—1
S7 exp (iﬂ' Z S,’j) S7

k=i+1

(07(i,))) = <\I’o

o limite |j —i| — oo assume um valor nao-nulo, assumindo assim o papel de um parametro

de ordem de corda.

Esse estado fundamental possui ainda graus de liberdade de spin 1/2 livres nas extre-
midades de uma cadeia finita [I0]. De forma simplificada o estado de sélido de ligagoes
valéncia citado acima pode ser descrito interpretando cada spin 1 como um par de spins
1/2 simetrizados no mesmo sitio. O primeiro spin 1/2 forma um estado de singleto
com um spin 1/2 do sitio imediatamente a direita, enquanto o segundo spin 1/2 forma
um estado de singleto com um spin 1/2 do sitio imediatamente & esquerda. A ordem
topoldgica presente na fase de Haldane pode ser entendida como a configuracao onde, em
cada ligagao da cadeia, hd um singleto formado por spins 1/2 de sitios diferentes. Assim,
nas extremidades de uma cadeia finita com condi¢oes de contorno abertas, ha graus de

liberdade de spins 1/2 livres ndo emparelhados.

A presenca ou auséncia de um gap no espectro de baixas energias influencia nao
somente as propriedades termodinamicas de baixa temperatura, como afeta ainda a esta-
bilidade do estado fundamental do sistema uniforme quando se quebra a simetria transla-

cional (modelo desordenado). No caso mais simples onde se introduz uma dimerizacao
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(introdugao de acoplamentos alternados Jpar € Jimpar 20 longo da cadeia), abre-se um gap
finito na cadeia de spin % mesmo na presenca de uma diferenca infinitesimal entre J,,, €
Jimpar, enquanto a fase de Haldane sobrevive a dimerizagao.

Efeitos devidos a desordem no modelo (quebra de simetria translacional), representa-
dos por uma distribuicao aleatéria de acoplamentos, sao ainda mais fortes. No contexto
da cadeia de spin 1/2, as mudangas no comportamento fisico devido aos efeitos dos acopla-
mentos aleatorios podem ser estudadas pelo grupo de renormalizacao de desordem forte
(SDRG) introduzido por Ma, Dasgupta e Hu [11], 12 [13]. Este método elimina iterativa-
mente os graus de liberdade de altas energias, associados aos pares de spins fortemente
acoplados, que pouco contribuem para as propriedades magnéticas de baixas temperatu-
ras, podendo ser dizimados, para dar origem a acoplamentos efetivos mais fracos entre os
spins remanescentes.

Vérios estudos ao longo dos ultimos anos [14, 15 16, 17, 18] mostraram que, na pre-
senca de desordem de qualquer magnitude, o estado fundamental sofre uma transicao para
uma fase de singleto aleatério, que pode ser visualizada como uma colecao de pares de
spins separados por distancias arbitrarias e acoplados em estados de singletos. Isso é uma
consequeéncia, na linguagem do grupo de renormalizacao, de que a desordem induz um
fluxo da distribuicao de probabilidades dos acoplamentos efetivos na direcao de um ponto
fixo de desordem infinita, no qual, em dada escala de energia, ha apenas alguns spins forte-
mente acoplados em estados de singletos, enquanto a grande maioria dos acoplamentos
remanescentes sao muito fracos. Na fase de singleto aleatorio, as propriedades fisicas sao
distintas daquelas observadas na cadeia uniforme, sendo caracterizadas por uma dinamica
ativada, na qual escalas de energia e comprimentos nao sao relacionados por uma forma
polinomial, mas sim por uma forma exponencial. Além disso, no estado fundamental,
as correlacoes sao dominadas pelos raros singletos, gerando uma crucial diferenca entre
comportamentos tipicos e médios [15].

Por outro lado, para as cadeias de spin 1, investigagoes baseadas em extensoes do
SDRG [19, 20, 21, 22, 23] 24], assim como estudos numéricos [25 26, 27, 28, 29| 301,
mostraram que a fase de Haldane é estavel frente a desordem fraca . Porém para desordem
suficientemente forte, uma transicao para uma fase de singleto aleatério é observada.
Para desordem intermedidria foi observado uma fase de Haldane com gap nulo, embora o

parametro de ordem de corda seja nao nulo [26]. Essa fase intermedidria esta associada a

LA desordem fraca é introduzida no modelo por meio de uma distribuicao estreita de acoplamentos.
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efeitos de Griffiths [19] B1].

Para as cadeias de spin 1/2, efeitos similares aqueles produzidos pela desordem aleatéria
podem ser induzidos por desordem aperiddica e deterministica. Este tipo de desordem
é motivada como um anélogo unidimensional dos quase-cristais [32], que sao estruturas
deterministicas, porém, nao periédicas, que apresentam uma simetria proibida pela crista-
lografia tradicional. As sequéncias aperidédicas podem ser geradas por uma regra de sub-
stituicao, como a sequéncia de Fibonacci, dada por a — ab, b — a. A iteragao dessa regra
gera uma sequéncia de letras abaababa . . ., para a qual nenhum periodo pode ser identifi-
cado mesmo no limite de uma sequéncia infinita. Introduzimos a desordem aperiédica nos
modelos unidimensionais pela associagao da distribuicao de letras a e b com a distribuicao
de acoplamentos J, e J, ao longo da cadeia de spins. Sequéncias aperiédicas diferentes
dao origem a diferentes flutuacoes geométricas, caracterizadas por um expoente w, asso-
ciado a uma lei de poténcia que descreve o crescimento das flutuagoes com o crescimento
da sequencia [4.

Uma adaptacao do SDRG para cadeias do modelo XXZ aperiddicas de spin 1/2 [33] 34]
revelou que as propriedades termodinamicas do estado fundamental sao profundamente al-
teradas pela desordem aperidodica gerada por sequéncias com w > 0, e um comportamento
similar ao da fase de singleto aleatério é observado. Ha um comportamento exponencial
na relacao entre escalas de energia e escala de comprimento, comportamento de escala
dinamico ativado, e uma clara distin¢ao entre comportamentos médios e comportamentos
tipicos nas funcoes de correlacao entre os spins, neste caso associada com a existéncia
de comprimentos caracteristicos emergentes da combinagao de flutuacoes aperiddicas e
quanticas, além do que, em contraste com a fase de singleto aleatorio, as correlagoes po-
dem exibir um estrutura ultra-métrica relacionada com a simetria de inflacao da sequéncia
aperiodica.

Neste trabalho, nosso foco é investigar os efeitos da desordem aperiddica sobre as
propriedades do estado fundamental da cadeia de Heisenberg de spin 1, conhecido como
fase de Haldane. Assim como ocorre no caso de desordem aleatéria, esperamos que a
fase de Haldane seja estavel frente a desordem de modulagao fraca (medida pela razao
r = Jy/J, ~ 1), porém, para modulacao forte (r — 0 ou r — 00) esperamos que a

desordem aperiédica induza uma transicao de fase, para uma fase dominada pela aperi-

2Nesse trabalho também utilizamos a sequéncia 6-3, definida por a — babaaa, b — baa, que gera
flutuagoes geométricas muito mais fortes que as flutuagoes da sequéncia de Fibonacci.
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odicidade, muito similar aquela observada na correspondente cadeia aperiodica de spin
1/2. Para isso, obtemos resultados analiticos usando diferentes abordagens do SDRG.
Os resultados analiticos sao confrontados com resultados numéricos obtidos de simulagoes
de Monte Carlo quantico (QMC) e pelo grupo de renormalizacdo da matriz densidade
(DMRG). A primeira abordagem do SDRG é vélida somente no limite de modulagao
forte, e corresponde a generalizacao direta para varidaveis de spin 1 da abordagem pro-
posta por Ma, Dasgupta e Hu [I1, 12} [13]. Assim, identifica-se o par, mais geralmente um
bloco de spins, acoplado pelo parametro mais forte da cadeia, e calculam-se os acopla-
mentos efetivos entre os spins vizinhos ao bloco dizimado, assumindo-se que os spins do
bloco estao congelados em seu estado fundamental. No caso mais simples onde o bloco
é composto por apenas um par, o estado fundamental é um singleto, os estados excita-
dos consistem de um tripleto e de um quintupleto, que assumimos contribuirem para o
acoplamento efetivo por meio de excitacoes virtuais.

Como essa abordagem falha para desordem de modulacao intermediaria [21], varias
abordagens alternativas foram propostas [22, 23, 241 20]. Uma delas, a segunda abordagem
utilizada nesse trabalho, consiste em dizimar apenas os estados excitados de mais alta
energia, envolvendo a introducao de spins efetivos, e calculando os acoplamentos efetivos
entre os spins efetivos e os spins vizinhos, de modo a preservar os niveis de energia
mais baixos do bloco renormalizado. Quando o bloco é formado por um par de spins,
isto equivale a substituir o par de spins 1 por um par de spins 1/2, conectados pelas
mesmas ligagoes da cadeia original. E conhecido que esse processo nao reproduz todos
os elementos no subespaco preservado dos estados locais [22, 24] formado por estados
de singleto e tripleto. Esse problema pode ser corrigido pela introducao de ligacoes nao
frustradas mais longas que as de primeiros vizinhos, o que define a terceira abordagem
que utilizamos neste trabalho.

Para desordem aleatéria, espera-se que a segunda e a terceira abordagens levem aos
mesmo resultados, ao menos qualitativamente. Porém, como mostramos neste trabalho
esse nao é necessariamente o caso quando estudamos desordem causada por uma dis-
tribuicao aperidédica de acoplamentos. Argumentamos que a equivaléncia qualitativa
da segunda e terceira abordagens pode ser encontrada somente quando as flutuagoes
geométricas, medidas pelo expoente w, sao suficientemente fortes. Os detalhes desse ar-
gumento serao mostrados na conclusao quando introduzirmos a equagao (I0.T]).

Na sequéncia deste trabalho, mostramos no capitulo 2l conceitos importantes rela-
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cionados com as sequéncias aperiodicas quando estudamos os efeitos dessa desordem em
modelos de fisica estatistica. Apds as defini¢des basicas, introduzimos o conceitos de flu-
tuagoes geométricas e como quantifica-las. Por fim introduzimos o critério de Harris-Luck
que estabelece quando as flutuacoes geométricas induzidas por uma sequéncia aperiédica
sao relevantes para modificar o comportamento critico de um modelo em questao. Com
isso justificaremos a escolha das duas sequéncias utilizadas aqui.

Antes de introduzir as diferentes abordagens utilizadas nesse trabalho mostramos no
capitulo [3] uma breve revisao do método introduzido por Ma, Dasgupta e Hu para o
modelo de Heisenberg de spins 1/2. As diferentes abordagens do SDRG para cadeias de
spin 1 sao descritas no capitulo 4, onde mostramos também as necessarias adaptacoes
para lidar com a dizimacao de blocos compostos por muitos spins, que sao caracteristicos
dos modelos aperiédicos.

Nos capitulos [l e [ aplicamos as trés abordagens para a cadeia de Heisenberg de spin
1 com acoplamentos modulados pelas sequéncias de Fibonacci e 6-3, as quais respectiva-
mente induzem flutuagoes geométricas caracterizadas por um expoente w =0 e w ~ 0.43.
Portanto, as flutuagoes geométricas sao mais fortes para a segunda sequéncia.

Os resultados analiticos sao confrontados com simulacoes de Monte Carlo quantico
no capitulo [, e com célculos numéricos usando o grupo de renormalizacao da matriz
densidade no capitulo 8

Por fim mostramos no capitulo @ uma diferente adaptacao do método de renormal-
izacao que nao utiliza célculos perturbativos. Nessa adaptacao usaremos métodos varia-
cionais para encontrar os niveis mais baixos de energia que melhor reproduzem o espec-
tro de baixas energias do bloco dizimado em cada passo do grupo de renormalizacao.
Mostraremos alguns resultados preliminares quando aplicamos essa adaptagao ao modelo
de Ising com campo transverso. Embora promissor, o método SDRG com aproximagao
local variacional nao obteve resultados satisfatorios até o momento. Logo apds apresen-
tamos a discussao do resultados e a conclusao do trabalho. Alguns detalhes técnicos sao
apresentados em apendices.

Grande parte dos resultados apresentados nessa tese fazem parte do artigo [35], recen-

temente publicado na Physical Review B.



Capitulo 2

Sequéncias aperiodicas e o critério
de Harris-Luck.

2.1 Algumas propriedades das sequéncias aperiodi-

cas.

O interesse em sequéncias aperiodicas no estudo de modelos de fisica estatistica esta
relacionado com a descoberta de materiais com estruturas quase-cristalinas [32], que sdo
estruturas deterministicas, porém nao periddicas, e que apresentam um simetria proibida
pela teoria das redes de Bravais. Essas estruturas podem ser obtidas, em um modelamento
matematico, como uma projecao de uma estrutura cristalina peridédica em um espaco de

dimensao inferior [36].

Analogos unidimensionais dos quase-cristais podem ser obtidos a partir de uma rede
bidimensional periddica, projetando-se os pontos de uma secao da rede em um eixo que
corta a rede segundo um inclinacao irracional. Um exemplo é fornecido pela rede de
Fibonacci, mostrada na figura 21l cujos pontos consecutivos sao separados por duas

distancias possiveis, a e b, que formam uma sequéncia aperidédica. Essa sequéncia de

15



16 Sequéncias aperiddicas e o critério de Harris-Luck.

Fibonacc pode ser produzida pela regra de substituicao

a — ab
Oripp - s (21)
b — a
que gera uma sequéncia infinita de letras pela sucessiva iteracao dessa regra em uma

sequéncia inicial, formada somente por uma letra a (ou b), da seguinte maneira

a— o(a) =ab—
— 0%(a) = o(a)o(b) = aba —
— o3(a) = o(a)o(b)o(a) = abaab —
— ot(a) = o(a)o(b)o(a)o(a)o(b) = abaababa — - - | (2.2)

Figura 2.1: Projecao em uma dimensao de uma estrutura periddica bidimensional gerando
a sequéncia de Fibonacci, onde as ligagoes negras (longas) sao letras a e as vermelhas
(curtas) letras b. O angulo de inclinagao é relacionado com a razao durea pela expressao

tan® = (1 ++/5)/2.

LA sequéncia de Fibonacci recebe esse nome porque o niimero de letras em cada iteracio segue a
sequéncia de nuimeros de Fibonacci
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Neste trabalho, além da sequéncia de Fibonacci que acabamos de introduzir, utilizare-

mos a sequéncia 6-3, definida como

a — babaaa
O¢_3 - s (23)
b — baa

que do ponto de vista das flutuagoes geométricas, que serao discutidas a seguir, representa
uma sequencia com flutuagoes geométricas mais fortes do que as flutuagoes da sequéncia
de Fibonacci.

As sequéncias aperidédicas entao sao usadas para introduzir flutuagoes geométricas, ou
desordem espacial deterministica, nos modelos estatisticos, com o interesse no estudo das
alteracoes do comportamento fisico do modelo uniforme, causado por essas flutuacoes.
Pode-se introduzir a desordem aperidodica em um modelo unidimensional de spins dis-
tribuindo dois acoplamentos diferentes, digamos J, e J,, de acordo com uma determinada

sequéncia aperiédica.

Matriz de substituicao e as flutuagoes geométricas.

Discutiremos a partir desse ponto algumas propriedades bésicas das sequéncias aperiodi-
cas. Neste trabalho nos interessamos apenas por sequéncias compostas por duas letras.

Podemos assim definir uma regra de substituicao genérica do tipo

a:{a_)w“, (2.4)

b—>wb

onde w, e w, sao palavras compostas pelas letras a e b.
Definindo N.” (Nb(i)> como o numero de letras a (b) em uma sequéncia de letras
depois da i-ésima iteragao da regra de substituicao, podemos também definir a matriz de

substituicao, a partir da equacao de recorréncia
NV Ny o(wa) #a
4 =M. 4 , com M = #alwa)  #alws) ) (2.5)

Nb(z) #o(wa)  #p(ws)
onde #,(wy) significa o nimero de letras a na palavra w,. Denotamos o maior (menor)

autovalor dessa matriz como Ay (A_). Podemos iterar a equacdo a esquerda em e
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obter o ntimero de letras na i-ésima iteracao em funcao do niimero de letras iniciais
N© [ N©
L= (M) - ) 2.6
[me] (™) [Nb@ 2.

O vetor que representa o nimero inicial de letras usualmente tem entradas NO =1

0 , .
e Nb( ) = 0. Podemos escrever o vetor que representa os numeros de letras a e b apds @

iteracoes, como um combinagao linear dos autovetores da matriz de substituicao,

[ Néi)

o ] = (W) erl )+ () e |-, (2.7)

onde c; e c_ sao constantes. No limite assintético i — oo, o termo com o menor autovalor
(A_) pode ser desprezado. Assim podemos calcular a frequéncia das letras a (b) em uma
sequéncia infinita como

N(i)

fmb = lim (i)imb = Q1,2, (28)

i—00 Na + Néz)

onde ay, ay sdo as componentes do autovetor |[+). A normalizacao dessas componentes
obedece a a; + a; = 1, para que possamos interpretar esses valores como probabili-
dades. Ou seja, as componentes do autovetor associado ao maior autovalor determinam

as frequéncias f, (f;,) das letras a (b) em uma sequéncia infinita.

Também podemos mostrar, a partir da equagao ([27), que o autovalor A, representa o
fator de escala, ou a razao dos comprimentos, entre duas iteragoes consecutivas da regra
de substituicao, no limite assintotico. Para isso precisamos calcular

N E+1)

B Nw = 29

onde N = Nc(f) + Néi).

A propriedade de maior interesse em nosso trabalho diz respeito as flutuacoes ge-
ométricas geradas pela sequéncia aperiédica. Essas flutuacoes estao ligadas ao menor
autovalor A_. Uma flutuacao geométrica forte significa que, conforme a sequéncia cresce,

mais essa se difere de uma sequéncia homogénea ou periddica.
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As flutuacoes geométricas podem ser medidas pela diferenca entre o niimero de letras
a em uma sequencia apos ¢ iteragoes da regra o e o valor esperado de letras a nessa

sequéncia, dado por f,N®. Explicitamente,

g = INY = N ~ A (2.10)

Usando N® ~ A\, podemos escrever a tltima equacio na forma,
gi ~ (N (2.11)

definindo assim o expoente de flutuacao geométrica,

In |A_| (2.12)
Wy = ——. :
ln >\+
As flutuagoes geométricas sao consideradas ilimitadas, quando o expoente de flutuagao
geométrica é positivo, w; > 0. No caso oposto, w; < 0, as flutuacoes geométricas sao
limitadas, tornando-se menores com o crescimento da sequéncia, ou seja, a sequéncia se

torna muito préxima de uma sequéncia periddica [37]. H4 também o caso marginal w; = 0.

Repare que denotamos esse expoente como w;, para diferencia-lo do expoente citado
na introducao w. O expoente w; € uma caracteristica puramente geométrica das sequéncias
aperiodicas, enquanto o expoente w leva em conta os possiveis efeitos da flutuagao geométrica
no comportamento critico do sistema em estudo. Isso sera melhor explicado na segao

quando o expoente w sera definido.

Matriz de substituicao da sequéncia de Fibonacci.

A partir da regra de substituicao da sequéncia de Fibonacci, equagao ([2.1]), e da definigao
da matriz de substituigao (23] obtemos

11
My = [ Lo ] : (2.13)
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com os autovalores e expoente de flutuagao geométrica dados por

1++v5
2 b

B In|A_| B

)\Fib — —
- T

-1, (2.14)
indicando que as flutuagoes geométricas sao limitadas. Na proxima se¢ao mostraremos que
para essa sequéncia temos o expoente w = 0 quando estudamos a cadeia XX, indicando
uma flutuacao geométrica marginalmente relevante para alterar o comportamento critico
desse modeloH. Estudos utilizando SDRG indicam flutuacoes geométricas tipicas de w = 0
também para a cadeia XXZ [34].

O autovetor associado com o maior autovalor é dado por

)\+ _ fa
-1#] -

onde f,; sao as frequéncias das letras a e b em uma sequéncia de Fibonacci infinita.

1
T+ A,

|F) Fpiv =

Matriz de substituicao da sequéncia 6-3.

A partir da regra de substitui¢ao para a sequéncia 6-3, equagao ([Z3]), e da defini¢ao da

matriz de substituicao (2.3]) obtemos

4 2
Ms_3 = [ ) ] , (2.16)

com autovalores e expoente de flutuacao geométrica dados por

In |\
AN =5.0, w= EJAJ = 0, (2.17)

que indica que as flutuacoes geométricas sao limitadas. Na proxima se¢ao mostraremos
que para a sequéncia 6-3 temos o expoente w = In2/In5 quando estudamos a cadeia
XX, indicando uma flutuagao geométrica relevante para alterar o comportamento critico
desse modelo. Estudos utilizando SDRG indicam flutuacoes geométricas tipicas de um w

positivo também para a cadeia XXZ [34].

20 critério que indica quando uma flutuacio geométrica pode alterar o comportamento critico de um
modelo também serd introduzido na préxima secao.
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O autovetor associado ao maior autovalor é

2] |
Hlos=35] | = 0l (2.18)

onde f,; sao as frequéncias de letras a e b em uma sequéncia infinita da sequéncia 6-3.

2.2 O critério de Harris-Luck para cadeias aperiddicas
de spin 1/2.

O critério de Harris—LuckH estabelece quando flutuacoes geométricas podem alterar o com-
portamento critico de um modelo magnético. Dizemos assim que as flutuacgoes geométricas
sao relevantes. Segundo esse critério, se as flutuagoes nos parametros locais que controlam
a criticalidade no modelo variam com algum comprimento caracteristico na forma g ~ L*“,
o comportamento critico é alterado se o expoente de flutuagao geométrica satisfaz a de-
sigualdade

R 2.19)

W > we = Dy (2.

onde D ¢ o numero de dimensoes ao longo das quais a desordem esta distribuida e v é
o expoente critico associado ao comprimento de CorrelagéoH do sistema uniforme sub-
jacente [40]. Quando w < w, as flutuagdes geométricas sao irrelevantes e nao alteram o
comportamento critico. Ha ainda o caso marginal w = w,, que podem levar o modelo a

um comportamento critico nao universal.

Demonstracao heuristica do critério de Harris-Luck.

Esse critério pode ser estabelecido estudando-se como a desordem, nesse caso as flutuagoes
geométricas aperiodicas, altera localmente a distancia a criticalidade do modelo sem des-

ordem, modificando assim o comportamento critico. Para isso considere o modelo de

30 critério de Harris foi primeiramente estabelecido para determinar se a desordem aleatéria poderia
alterar o comportamento critico de um modelo magnético [39], sendo posteriormente adaptado para o
caso de desordem aperiddica [40].

4 Para o modelo XXZ o expoente v varia continuamente de 1 no limite do modelo XX até 2/3 no
limite do modelo de Heisenberg [41].
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Ising, definido em uma rede D-dimensional, com uma iteracao nao uniforme

Hlsing = — JZ‘JCTZ'O']‘ ; (2.20)
)

(Zh]

onde J; ; > 0, modelo ferromagnético.

No caso uniforme J; ; = Jy, o modelo apresenta uma transicao de fase, de uma fase
desordenada em altas temperaturas, para uma fase ordenada em baixas temperaturas. A
transicao ocorre em um temperatura critica 7T, o Jy.

Nas proximidades do ponto critico o comprimento de correlacao diverge como
&~ |t (2.21)

onde v é o expoente critico associado ao comprimento de correlacao. A distancia a criti-
calidade ¢ definida como t = (T' —T,)/T..

O comprimento de correlacio define um volume ¢ onde os spins estdo fortemente
correlacionados. Nesse volume a flutuacdo geométrica se comporta como £P¥. Pode-se
quantificar as alteracoes na distancia a criticalidade causadas pelas flutuagoes geométricas,
calculando-se a flutuagao geométrica média sobre o volume definido pelo comprimento de

correlagao, dada por
Dw

Bt~ S = 170, (2.22)

onde usamos & ~ [t|77. Assim ¢ mostra o quanto a distancia a criticalidade se altera dev-
ido & desordem nos parametros {.J; ;}, devendo ser comparado com ¢ do modelo uniforme.

Para essa comparagao escrevemos

ot
— ~ [tPrAme)m (2.23)
]
Temos 6t > t, desordem relevante, quando o expoente da ultima equagao é negativo.
O caso contrario de desordem irrelevante, 0t < t, ocorre quando o expoente é positivo.

Assim encontramos um valor critico de w dado por

1

-5 (2.24)

we=1

Salientamos ainda que esse critério é perturbativo, fornecendo informacoes apenas
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para desordem de pequena intensidade.

Distancia a criticalidade para o modelo XX.

Repare que denotamos o expoente de flutuacao geométrico do critério de Harris-Luck
(w), equacao (ZI9), de forma diferente do expoente da equagao [2I2) (w;). De fato,
esses expoentes nao sao necessariamente os mesmos de acordo com o modelo magnético
em questao. Mais precisamente precisamos conhecer como se comporta o parametro que
define a distancia a criticalidade do modelo como funcao da desordem.

Para essa discussao, considere o hamiltoniano do modelo XXZ, para spins 1/2, definido

em uma cadeia com L sitios, dado por

L
M= (stst,, + s¥st, + Aysist,,), (2.25)

J=1

onde J; > 0, com a anisotropia dependente do sitio obedecendo a 0 < A; < 1. No limite
A; =1 temos o modelo de Heisenberg, e no limite oposto, A; = 0, temos o modelo XX.

Seguimos agora com uma anélise feita por Hermisson [42], para o modelo XX com pre-
senca de desordem aperiddica, onde foi formulado como calcular o expoente de flutuacao
geométrico que deve ser usado no critério de Harris-Luck.

O comportamento critico do modelo XX é susceptivel a dimerizacao, isto é, a in-
troducao de parametros Jua € Jimpar €m posicoes alternadas. Essa dimerizagao induz a
cadeia a uma transicao para uma fase dimerizada, com gap, e portanto nao critica. Mais

precisamente, ocorre uma transicao de fases quantica a temperatura zero entre duas fases

J:
_ l impar —0. 22
0=1In (—Jpar ) 0 (2.26)

dimerizadas quando

Assim o parametro local que mede a distancia a criticalidade pode ser escrito como
d; = In(Jzj_1/Jo;). Portanto devemos considerar flutuacoes geométricas, e uma matriz de
substituicao, que dependam dos pares de letras para estudar as flutuagoes locais de 9.

Segundo Hermisson isso ¢é feito iterando a regra original até obtermos duas palavras

com a mesma paridade e identificando todos os tipos de pares presentes. Como exem-

®Essa condiciio é um caso especial da condicdo geral para uma transicio de fase quando hd uma
dimerizagdo média dada por § =1InJyj—1 —InJy; = 0.
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plo escolhemos novamente a sequéncia de Fibonacci. Apos iterarmos a regra trés vezes

obtemos
— abaab
o, . 2.7
7o b — aba ( )
A regra de substituicao de pares é dada entao por
aa — (ab)(aa)(ba)(ba)(ab)
o)1 ab — (ab)(aa)(ba)(ba) : (2.28)

repare que o par bb nao ocorre na sequéncia. Agora a matriz de substituicao de pares é

definida por

#aa(waa) #aa(wab) #aa(wba) #aa(wbb)
M(2) _ #ab(waa) #ab(wab) #ab(wba) #ab(wbb) (2 29)
#ba(waa) #ba (wab) #ba(wba> #ba(wbb) ’
i #ob(Waa)  FHob(Wap)  Foo(Wra)  Fon(wen) ]
0 que em nosso caso resulta em
111
MP =21 2], (2.30)
2 21
Os autovalores dessa nova matriz sao A\ = =1l e Ag3 =2 F V/5, que gera um expoente
de flutuacao geométrica
(Fibonacei) = A g (2.31)
w(Fibonacci) = = :
In )\2 '

portanto, embora as flutuagoes geométricas geradas pela sequéncia de Fibonacci sejam
limitadas, para a cadeia XX de spin 1/2, com v = 1, que gera um expoente critico w, = 0,
essas flutuagoes sao marginalmente relevantes e podem alterar o comportamento critico
da cadeia.

A sequéncia 6-3 gera flutuagoes relevantes na cadeia XX, porém a formulagao que

acabamos de ilustrar nao se aplica a essa sequéncia, pois a palavras geradas para cada
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letra nunca tém a mesma paridade. Porém, ainda é possivel encontrar uma matriz de
substituicao e estudar as flutuacoes em §; a partir de segmentos minimos, como também

feito por Hermisson [42], que encontrou o valor do expoente de flutuagao geométrica

In 2
éncia 6-3) = ——. 2.32
w(sequéncia 6-3) G (2.32)
Para o caso mais geral do modelo XXZ, e para o limite de Heisenberg (A; = 1),

nao ha uma formulagao exata para avaliar as flutuacoes geométricas, analogas as quanti-
dades d; definidas para a cadeia XX. No entanto, trabalhos que adaptaram o SDRG para
o caso aperiddico [33], 34] verificaram que as propriedades termodinamicas das cadeias
XXZ e de Heisenberg, respondem a introducao de desordem aperiddica essencialmente da
mesma forma como responde a cadeia XX, de acordo com o valor de w da cadeia XX, ao
menos para w > 0. Em todo este trabalho, quando mencionado o expoente de flutuacao
geométrica w de uma dada sequéncia aperiddica, referimos-nos ao expoente calculado para
a cadeia XX calculado por Hermisson.

O critério de Harris-Luck nao fornece previsoes para a cadeia de Heisenberg de spin
1, pois a fase de Haldane nao é critica. Porém espera-se que as flutuacoes geométricas
geradas pelas sequéncias de Fibonacci e 6-3 perturbem a fase de Haldane com intensidades

diferentes. Isso justifica a escolha das sequéncias aperiddicas utilizadas neste trabalho.






Capitulo 3

Grupo de Renormalizacao de
desordem forte para a cadeia de

Heisenberg de spins 1/2.

O grupo de renormalizacao de desordem forte proposto por Ma, Dasgupta e Hu consiste
na dizimacao iterativa do parametro de energia mais forte — usualmente um acoplamento
ligando dois spins vizinhos — e a sua substituicao por um parametro efetivo calculado
por teoria de perturbacao, para assim eliminar os graus de liberdade de mais alta energia
presentes no sistema. O novo parametro efetivo é sempre menor do que aquele que foi
dizimado. Apds a primeira dizimacao, esse processo é repetido com o proximo parametro
mais forte na cadeia e assim por diante. No limite assintotico, apés um nimero muito
grande de iteracgoes, a hamiltoniana efetiva gerada por esse método deve descrever muito
bem o comportamento de baixa energia (baixas temperaturas) do sistema.

O método foi introduzido primeiramente para estudar a cadeia de Heisenberg de spin
% com acoplamentos distribuidos de forma aleatéria [11] 2], [13] sendo bem sucedido no
estudo das propriedades termodinamicas do estado fundamental da cadeia, o qual foi
chamado de fase de singleto aleatério [15]. O primeiro passo do método consiste em
encontrar o acoplamento mais forte presente na cadeia, denotado aqui por Jy. Assumindo
que a distribui¢ao de acoplamentos é suficientemente larga, em baixas temperaturas (7' <
Jo em unidades apropriadas), podemos supor que o par de spins conectado por Jy estd

congelado no estado fundamental local (estado de singleto), podendo ser eliminado do

27
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sistema. As excitagoes virtuais do par dao origem a uma ligacao efetiva que acopla os

vizinhos desse par, como ilustra a figura 3.1l

Si S1 S2 Sy
@------=--- r—-------- ®
Ji Jo Jr
5] l S,
@ J
Jo

Figura 3.1: Procedimento de dizimagao para um par de spins S = %

Se assumimos que os acoplamentos vizinhos J; e J, sao muito mais fracos que Jy,
podemos calcular o acoplamento efetivo via teoria de perturbacao. Nesse caso tratamos
as interacoes entre o par e o resto da cadeia, ligacoes entre o par e os primeiros vizinhos s;
e s,, como uma perturbacao sobre o estado fundamental do par central. Podemos escrever

a hamiltoniana local como

h = h() + hl, co1m ho = J(]Sl + So, (31)
hi = Jisi-si+ Jps2 sy,

onde hy representa a perturbacdo sobre os estados do par s; e s, associado a hy (neste

1

texto operadores de spin 5 sao representados por letras mintsculas). Os autoestados de

ho sao um singleto,

1
[©o) = = (I+=) = 1=+, (3.2)
com energia Fy = —%JO, e um tripleto,
1) =1++),
1
|90) = —= (=) +|=+)), (3.3)

V2
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com energia Fy = iJO. Se assumimos que hg define a escala de energia A do sistema,
podemos estimar que A = E)} — Ej, e em baixas temperaturas (ky7" < A) o par s; e So

estd efetivamente congelado no seu estado fundamental.

Até segunda ordem em teoria de perturbacao, a hamiltoniana efetiva pode ser escrita

como

(D |hy] @]

eff } o / !
e = (Do || Po) + ZZ: E, L, =FE + Jys; - s, (3.4)
onde a somamos sobre i € {+,0, —}.
Os parametros efetivos sao dados por
3 3 (J2+ J? 1JJ,
E:_ﬂh——(l+r) A (3.5)

477160 g, ¢ T

onde £’ representa a corregao na energia do estado fundamental de h, e .J) é o acoplamento
efetivo entre os spins s; e s,. Note que a ligacao efetiva .J) é sempre menor do que a ligagao

Jo, de modo que a escala de energia é consistentemente reduzida.

A iteracao da regra de dizimacao descrita acima gera uma distribuicao efetiva de
probabilidades [I5] que fica cada vez mais larga com a iteragao, sugerindo que assintotica-
mente os resultados do grupo de renormalizacao sao exatos, pois isso fortalece a hipotese
que valida o uso da teoria de perturbacao. De fato, o ponto fixo da distribuicao dos
acoplamentos efetivos tem variancia infinita, sendo chamado de ponto fixo de desordem
infinita. Isso sempre ocorre independentemente da largura inicial da distribuicao de prob-
abilidades. Essa distribuicao ¢ fortemente concentrada em J = 0, e tem a forma de uma

lei de poténcia [11, 12} 15], dada por

. AN .
HLA%:%(7> O(A—J),  onde  a=-1/InA, (3.6)
onde A é a escala de energia. Essa ultima equacao representa o ponto fixo de desordem

infinita para a equacao de evolucao da distribuicao de probabilidades.

No regime assintético, apés um grande nimero de iteracoes, a cadeia é formada por
pares de spins acoplados em estados de singletos, separados entre si por distancias arbi-

trariamente grandes, figura Em geral o acoplamento entre os spins que formam o
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singleto é tao mais fraco quanto maior for a distancia entre eles. Essa fase é chamada
de fase de singleto aleatério e a distribuicao assintética de energias e comprimentos dos

singletos é independente da distribuigdo de probabilidades dos acoplamentos inicial [15].

Figura 3.2: TIlustracdo do estado fundamental da cadeia de spin 1/2 desordenada.
Chamada de fase de singleto aleatorio, é formada por singletos de spins, que nunca se

cruzam, separados por distancias arbitrarias. Em geral, as ligagoes longas sao mais fracas
que as curtas.

A relacao entre escalas de energia e comprimento tem uma forma exponencial dada
por A ~ exp (—cﬁ), onde ¢ é uma constante, que mostra um comportamento de escala
dinamico ativado. Aqui a escala de comprimento, em uma dada escala de energia, é dado
pelo comprimento dos singletos formados nessa escala.

A susceptibilidade magnética pode ser calculada na fase de singleto aleatério como
X(T) ~ n(A)/T, onde n(A) é o numero de spins nao dizimados em uma escala de energia
tal que A ~ T'. Nesse calculo considera-se que os pares de spin dizimados em escalas de
energia maiores que A nao contribuem para a susceptibilidade, enquanto aqueles ainda
nao dizimados se comportam como spins livres e contribuem com um termo de Curie
(~ 1/T) para a susceptibilidade. Fisher [I5] calculou o nimero de spins remanescentes

como sendo n(A) ~ 1/[In(1/A)]?, resultando em uma susceptibilidade dada por

1

X(T) ~ W (3.7)

As correlagoes na fase de singleto aleatério sao profundamente diferentes daquelas no
sistema uniforme. Como no estado fundamental, em dada escala de energia, ha raros
singletos separados por distancias arbitrarias, e muitos spins fracamente acoplados, que
serao dizimados em escalas de energia mais baixas, as correlagoes médias sao diferentes
das correlagoes tipicasEI entre os spins. Enquanto a correlacao tipica entre spins decai ex-
ponencialmente, a correlacao média é dominada pelos raros singletos fortemente acoplados

e decai como um lei de poténcia ~ 1/L2.

IPor correlacdes tipicas nos referimos as correlacdes estatisticamente mais numerosas.
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Adaptacao do SDRG para o caso de desordem aperiédica.

Discutimos brevemente a adaptacao do SDRG para o caso de desordem aperiddica [33] [34].
Quando a desordem aperiddica é introduzida pela distribuicao de apenas dois acoplamen-
tos J, e Jp, seguindo uma sequéncia aperiodica de duas letras, surgem blocos de spins
conectados por um mesmo acoplamento. Quando esse acoplamento é o mais forte da
cadeia, este deve ser dizimado.

Para a cadeia de spin 1/2 hé dois casos a serem considerados. O primeiro quando o
bloco é formado por um ntmero par de spins. O estado fundamental é sempre dado por
um estado de singleto, e a dizimacao dos estados excitados gera uma ligagao efetiva entre
os vizinhos a direita e a esquerda do bloco, situacao semelhante a mostrada na figura B.11
A formulacao da teoria de perturbacao, para o calculo do parametro efetivo, é similar a
mostrada na equagao (3.4)), com hg contendo todos os spins do bloco dizimado, e a soma
cobrindo todos os estados excitados do bloco.

No segundo caso, quando o bloco contém um nimero impar de spins, o estado fun-
damental é duplamente degenerado. Como queremos preservar esse estado fundamental,
podemos introduzir um spins 1/2 efetivo substituindo o bloco, como ilustrado na figura
B3 Detalhes de como calcular os parametros efetivos Jj e J, via célculos de perturbagao

em primeira ordem, podem ser encontrados na referéncia [34].

S S1 So S3 Sy
R ° ° ®*---——---- °
Ji Jo Jo Iy
|
s/ s S
@ oo L GRIOE SRR e )
J] J!

Figura 3.3: Procedimento de dizimacao de um bloco formado por trés spins S = % O

estado fundamental é duplamente degenerado, e é preservado pela introducao de um spin
efetivo 1/2.

O SDRG adaptado ao caso aperiédico foi utilizado por Vieira [33] B34], para o estudo de
cadeias XXZ de spin 1/2, com desordem aperiddica gerada por sequéncias como Fibonacci

e 6-3, além de varias outras. Efeitos muito similares aos causados pela desordem aleatoria
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foram observados para desordem aperiédica com expoente w > 0. Para essas sequéncias,
o estado fundamental é dominado pelas flutuagoes geométricas aperidédicas e é chamado
de fase de singleto aperiddico. Nessa fase, em dada escala de energia, singletos acoplados
por ligacoes efetivas fortes (digamos J;) sao distribuidos de forma aperiddica, ou seja, ha
uma distribuicdo aperiddica de acoplamentos efetivos J! e J;. Em escalas de energia mais
baixas, os singletos sao dizimados dando origem a novas ligagoes efetivas que conectam os
spins remanescentes, novamente distribuidos de forma aperiddica. Sequéncias que geram
spins efetivos também foram encontradas [33] [34].

Para as sequencias utilizadas nesta tese, o estudo das equacoes de recorréncia para os
parametros efetivos J, e J; mostra que a desordem, dada pela razao efetiva ' = J;/J!,
aumenta com a iteragao do SDRG. Esse é o ponto fixo de desordem infinita aperidédico,
mostrando que o estado fundamental é formado por singletos fortemente acoplados, e
quase independentes do resto da cadeia.

O comportamento de escala dinamico para a cadeias com acoplamentos modulados
pela sequeéncia 6-3, que tem flutuagoes geométricas fortes w > 0, mostra um compor-
tamento exponencial na forma A ~ exp(L~*). Enquanto para a cadeia modulada pela
sequéncia de Fibonacci a relacao de escala dinamica mostra uma dependéncia exponencial
mais fraca.

Grandezas termodinamicas como a susceptibilidade magnética ou calor especifico, po-
dem ser calculadas usando a mesma aproximacao usada por Fisher [I5], ou podem ainda
ser calculadas de maneira mais eficiente, por uma aproximacao chamada de aproximacao
de pares independentes que também sera usada nesse trabalho no capitulo [l Essas
grandezas termodinamicas apresentam oscilacoes caracteristicas das sequéncias aperiédicas,
com maximos localizados nas escalas de energia de cada dizimacao. Resultados numéricos
mostraram boa concordancia com os resultados providos pelo SDRG [34].

As correlacoes entre spins do estado fundamental das cadeias aperiédicas também
mostram comportamentos tipicos e médios diferentes. Pelo fato da distribuicao de ligagoes
ser fixad, ha pares de singletos, fortemente correlacionados, formados entre spins conec-
tados pelas sucessivas ligacoes efetivas .J; produzidas a medida que se reduz a escala de

energia. As correlacoes entre os demais pares de spins sao muito mais fracas.

2Apés a dizimacdo das ligacoes originais, as ligacoes efetivas em geral seguem a mesma sequéncia
aperiédica, ou alguma sequéncia similar a essa sequéncia.
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Neste capitulo discutiremos as trés diferentes abordagens que podem ser usadas quando
adaptamos o SDRG para cadeias de spin 1 [22] 23] 24]. As diferentes abordagens surgem
da diferenca entre os espectros de um par de spins 1/2 e um par de spins 1, assim como
da procura por uma regra de dizimacao que consistentemente reduza a escala de energia.
Abordagens diferentes das expostas aqui também foram consideradas em outros trabalhos

19, 20, 43].

No caso de uma cadeia de spins 1 a hamiltoniana do par de spins acoplados por Jy,

Jo

ho = JoS1 - Sy = T [(S1+82)* — 4], (4.1)

tem trés niveis de energia (um nivel a mais que o caso de spins 1/2), com energias dadas

por
J
€y = 30 [s(s+ 1) —4], (4.2)
em que s = 0, 1, 2, e tém degenerescéncia (2s + 1): eg = —2.Jy representa o singleto,
e; = —Jp representa o tripleto e e; = Jy representa o quintupleto.

Com um nivel a mais surge a possibilidade de descartarmos todos os estados excitados

do par conectado por Jy, ou descartarmos apenas o estado excitado de mais alta energia.

33
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A primeira opcao da origem a primeira abordagem descrita na préxima secdao, € como
essa abordagem nao é necessariamente consistente, eventualmente falhando em reduzir
sistematicamente a escala de energia do problema, a utilizacao da segunda opcao da
origem a duas abordagens diferentes que envolvem a substituicao do par de spins 1 por

um par de spins 1/2.

4.1 Primeira abordagem.

Esta abordagem é a adaptacgao direta dos calculos feitos no capitulo anterior para o par
de spins 1/2, porém agora o par é constituido por spins 1, e eliminamos todos os estados

excitados, mantendo apenas o estado de singleto. A hamiltoniana local é definida por

h = ho+ hy,
ho = JoS:1-8S,,
hi = JS;-Si+ J.S2-S,, (4.3)

onde consideramos h; como uma perturbagao sobre hg (representamos os operadores de
spin 1 sempre com letras maiisculas). Os niveis de energia de hy sdo um singleto com
energia Fy = —2Jy, um tripleto, com energia £; = —.Jy e um quintupleto com energia
Ey = Jy. Quando descartamos todos os estados excitados a escala local de energia é
definida por A = E; — Ey = Jy, que € a diferenca entre o estado fundamental e o primeiro
estado excitado eliminado.

Aplicando a teoria de perturbacao de segunda ordem na hamiltoniana acima, somando
sobre todos os estados excitados de hg, como feito na equagao (3.4]), o acoplamento efetivo

entre S; e S, é dado por
7 éJlJT

3 g

que nao é necessariamente consistente, pois as condigoes J; < Jy e J. < Jy nao sao

(4.4)

suficientes para garantir que Jj < .Jy. Porém este resultado deve ser valido para uma
distribuicao larga de acoplamentos quando pode-se assegurar que J;, J, < Jy.

Como discutiremos a seguir, a procura por uma regra de dizimacao que seja auto-
consistente quando a regra logo acima falha, da origem a duas novas abordagens, nas

quais o par de spins 1 é substituido por um par de spins 1/2.
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Quando tratarmos o caso de desordem aperiddica, serd necessario lidar com blocos de
spins conectados por um mesmo acoplamento, que eventualmente pode definir o maior gap
da cadeia. As adaptacoes necessarias ao SDRG serao estudadas na secao .4l Nessa secao
calculamos o gap entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado eliminado
(A), para cada bloco encontrado na cadeia aperiddica. Esses dados sdo resumidos na
tabela 2] onde mostramos também a configuracao efetiva do bloco renormalizado. Por

simplicidade, sempre evitaremos a renormalizacao de blocos com muitos spins.

4.2 Segunda abordagem.

A segunda abordagem que discutiremos foi usada por Monthus et al. [23], 24] no estudo de
cadeias de spin 1 com acoplamentos distribuidos de forma aleatéria. A idéia é descartar
apenas o estado excitado de mais alta energia, o quintupleto, ao invés de descartar todos
os estados excitados. Assim preservamos os estados de singleto e tripleto. Pode-se fazer
isso substituindo-se o par de spins 1 S; e Sy por um par de spins 1/2 efetivos s] e sj,
também conectados por Jy, j& que em ambos os casos o valor do gap para o primeiro
estado excitado é dado por Jy, reproduzindo assim o gap de menor energia de hy. Com

essa idéia podemos escrever a hamiltoniana efetiva como
het = 5J Jos] - sl 4.5
0 ——Jo + JoSy + S;. (4.5)

Note que a constante —5.J5/4 ¢ usada para ajustar os estados de A e hy na equagao
@3).
A hamiltoniana local é entao substituida por uma hamiltoniana efetiva envolvendo os
spins Sy, s}, sh, e S,
Wt = gt + bt (4.6)

como mostramos na figura L]l Resta a questao de como determinar o termo perturbativo
h$T, que representa a conexao do par de spin 1/2 com a parte remanescente da cadeia. Ao
exigirmos que, em primeira ordem de teoria de perturbacdo, ambos kST e h; na equacio
(@3 resultem nos mesmos elementos de matriz dentro de seus respectivos subespagos de

singleto e tripleto encontramos [23] 24]

St = S, -8 + J,sh - S, (4.7)
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Sl Sl S2 ST
Om=mmmmmn- O——O === mmm s) O Spin 1

Ji Jo Jr

@ Spin 1/2

S; s] 1 sh S,
Ommmmmmnn- - o)

Ji Jo Jr

Figura 4.1: Procedimento de dizimacao para um par de spins 1 de acordo com a segunda
abordagem.

Essa regra reduz a escala de energia local de A = 3.Jy (o gap entre os estados de
singleto e o quintupleto de hy) para A = Jy (o gap entre os estados de singleto e tripleto
de hgt). Mostramos no apéndice [Al os resultados explicitos da teoria de perturbacio em
primeira ordem para todas as hamiltonianas envolvidas hy, kST e h$*t que discutiremos
a seguir.

Porém, a hamiltoniana efetiva da equagao (A7) nao reproduz corretamente os elemen-
tos de matriz de h; entre os estados que conectam entre si os subespacos de singleto e
tripleto. Para encontrarmos o resultado correto precisamos introduzir acoplamentos de
segundos vizinhos, que dao origem ao resultado exato para a teoria de perturbagao de

primeira ordem para a hamiltoniana efetiva [22] 23] 24]

et = ISy - (ays) + a_sh) + J. (a_s| + ays)) - S, (4.8)
com
1+ 8
oy = 20‘ e a=4/s~16 (4.9)

Como as ligagoes de segundos vizinhos sao ferromagnéticas, a_J;, >~ —0.316.J;,, estas
nao introduzem frustracao no sistema. Note também que embora as ligacoes de primeiros
vizinhos, ayJ;, ~ 1.32J;,, sejam maiores que as ligagoes originais, podemos verificar
que os gaps (A) associados as ligagoes do bloco de quatro spins diminuiram quando
comparados com A = 3.J, (veja a tabela na secao [£4]), assim diminuindo de forma

consistente a escala de energia.

A tabela .3 mostra todos os valores de escala de energia local, ou gaps (A) em fungao
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da configuracao do bloco e do valor do parametro que conecta o bloco no caso mais geral
de desordem aperiddica. Na segunda abordagem salientamos que em cada varredura para
encontrar o maior parametro de energia local, usamos o parametro A.

Devido ao fato de que as ligacoes ferromagnéticas nao introduzem frustragoes, Monthus
et al. argumentaram que seria possivel ignora-las, sendo que ambas as equagoes (7))
e ([@L8) dao qualitativamente os mesmos resultados, enquanto quantitativamente dao o
mesmo resultado para a maioria dos elementos de matriz da teoria de perturbacao. A
equagao (7)) forma entao a base da segunda abordagem.

Como o termo perturbativo efetivo introduz objetos de spin 1/2, é necessario conside-
rar regras de renormaliza¢do que envolvem tanto spins 1/2 quanto spins 1 para obter um
esquema completo de renormalizacao.

H& a possibilidade de que o maior gap, ou parametro de energia local, seja um par
composto por um spin 1/2 (s;) e um spin 1 (Sy) conectados por um acoplamento Jy,
interagindo com spins vizinhos s; e S, por meio dos acoplamentos J; e J,., como ilustra a
figura L2l O estado fundamental do par corresponde a um dubleto, dando origem a um

spin 1/2 efetivo s|. A teoria de perturbagdo em primeira ordem gera uma matriz efetiva

dada por
et = Jls; - s) + Jls) - S,, (4.10)
com . A
J = —= J = —=J,. 4.11
l 3 l e r 3 ( )
S S1 Sz Sr
@---=c==== O mmmmmman 9)
Jl JO Jr
/
Sy 81 S,
@ --=mmcccccaa- L CELLLEEERRLLEELEY O
J! J!

Figura 4.2: Procedimento de dizimacao para uma par misto de spins de acordo com a
segunda abordagem.

Note que em processos descritos pela tltima regra, sao gerados acoplamentos ferro-
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magnéticos, que conectam somente pares de spin 1/2. No caso em que a escala de energia
é estabelecida por um tal acoplamento, digamos — |Jy|, que conecta s; e s, 0 estado
fundamental é um tripleto, dando origem a um spin efetivo de médulo 1, S, como ilustra

a figura A teoria de perturbacao em primeira ordem gera uma matriz efetiva dada

por
1
ht = J/S; -S|+ J/S|-S,, com J|, = 5 (4.12)
S S1 S2 S,
O========-- o —-------- s)
Jl JO < O Jr
Sl ,1 Sr
Ormmmmmmmmmmm-- Or=mmmmmmmnnnnnnns 0
J/ J!

Figura 4.3: Procedimento de dizimagao para um par de spins 1/2 acoplados ferromag-
neticamente de acordo com a segunda abordagem.

No dois casos anteriores nao foi necessario discutir diferentes abordagens para dizimar
o par de spins pois h& apenas dois niveis de energia, portanto héd apenas um modo de
dizimar os estados excitados.

Para resumir a segunda abordagem sempre héa 4 tipos de acoplamentos, e cada um
deve ser dizimado de acordo com uma determinada regra. Utilizando a mesma notacao

do artigo [24], essas regras sao:
e Regra 1: Um par de spins 1/2 conectados por um acoplamento ferromagnético
figura B3] equacao (EI2)];
e Regra 2: Um par de spins 1/2 conectados por um acoplamento antiferromagnético
[figura B equagoes (3.4) e (B3)];
e Regra 3: Um par misto de spins acoplados antiferromagneticamente [figura [4.2]

equagdes ([ELI0) e @I}

e Regra 4: Um par de spins 1 conectados por um acoplamento antiferromagnético

[figura 1] equacao ()]
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Para decidirmos qual regra devemos aplicar e em qual sequéncia, ou seja, qual acopla-
mento define a escala de energia global, devemos olhar para o gap local A entre o estado
fundamental e o primeiro estado excitado que descartamos no processo de renormalizacao.

Para as quatro diferentes regras temos

A = —Jy=|Jol,

Ay =y,

Az = %Jo,

Ay = 3. (4.13)

O esquema do SDRG para a cadeia de spin 1 corresponde a aplicagao iterativa das re-
gras de renormalizacao, seguindo sempre pela ordem do maior parametro A, e escolhendo

a regra apropriada a esse parametro.

4.3 Terceira abordagem.

A terceira abordagem consiste em usar a hamiltoniana exata de primeira ordem em teo-
ria de perturbagao h$*°* equacao (L), como hamiltoniana efetiva local proveniente da
renormalizacao de uma par de spins 1. Entre as regras de renormalizacao precisamos
modificar a quarta de acordo com a equacao [4.8 Com a introducao das ligagdes de se-
gundos vizinhos, ou mesmo mais longas, é possivel que os spins S; e S, esteja fortemente
acoplados, enquanto ambos estejam fracamente acoplados com varios spins vizinhos, ver

figura 4.4l Portanto a hamiltoniana exata de primeira ordem deve ser escrita como

ny T
poxact — Z JISW (sl + ash) + Z JD (a_s) + aysh) - S, (4.14)
i=1

i=1

onde n; o nimero de spins Sl(’) que se acoplam fracamente a S; via Jl(z), e n, é o numero

de spins Sg) que se acoplam fracamente a S, via JT@. Assim, a regra 4 torna-se agora

e Regra 4’: Um par de spins 1 acoplados por uma ligagao antiferromagnética [figura

A4 equagao ([EI4)].

Note que na figura [£4] ilustramos o caso n; = n, = 1.
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Figura 4.4: Procedimento de dizimagao para um par de spins 1 de acordo com a terceira
abordagem.

4.4 Adaptacao do método MDH no caso aperiédico.

No caso de modelos desordenados onde a desordem ¢é aperiodica, gerada por regras de
substituicao, sempre ha a possibilidade de encontrar blocos compostos por mais de uma
ligacao, como no caso da sequéncia de Fibonacci com J, > J,. Para lidar com esses
casos precisamos expandir e generalizar as regras de dizimacao, como feito para a cadeia
aperiédica de spins 1/2 [33,[34]. O ponto de partida é encontrar o bloco de spins que tem
o maior gap local, e renormaliza-lo para uma ligacao efetiva entre os vizinhos do bloco,
ou para um spin ou dois spins efetivos, de acordo com os niveis de energia mais baixos da
matriz original que se deseja preservar. Os acoplamentos efetivos sao entao calculados por
teoria de perturbagao de primeira ou segunda ordem. Implementacoes numéricas sao con-
venientes tanto para o calculo dos acoplamentos efetivos via teoria de perturbacao, quanto
para aplicar o grupo de renormalizagao a cadeias quanticas aperidédicas com modulagao

fraca, onde a dizimacao desses blocos se torna essencial.

Mostraremos a seguir um exemplo de como formular uma regra de dizimagao para
blocos formados apenas por spins 1, conectados antiferromagneticamente pelo parametro
que induz ao maior gap local. Escolhemos a segunda abordagem, pois essa também contém
varidveis de spin 1/2, sendo mais simples que a terceira abordagem por nao conter ligagoes
além de primeiros vizinhos. Para a primeira abordagem temos um caso mais simples com

uma formulagdo muito semelhante a formulacdo da cadeia de spin 1/2, que pode ser
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encontrada na referéncia [34].
Novamente separamos a contribuicao do bloco com o maior gap local no hamiltoniano,

que agora contém n spins conectados por Jy, como

h = ho+ hy,
n—1
ho = Jo»_ Si-Si,
i=1
hi = JS;-S1+ J.S,-S,. (4.15)

Ha dois casos diferentes a serem considerados. O primeiro ocorre quando o nimero
de spins do bloco central é impar, caso em que, como os acoplamentos sao antiferro-
magnéticos, o espectro do bloco tem um estado fundamental triplamente degenerado e
um primeiro estado excitado nao-degenerado. Estes niveis sao compativeis com aqueles
produzidos por um par de spins 1/2 acoplados ferromagneticamente (J) < 0).

Podemos criar uma imagem pictérica para melhor entender o estado fundamental desse
bloco usando o conceito, ou representacao, de ligagoes de valéncia [7), [19]. Nessa repre-
sentagao, consideramos cada spin 1 sendo formado por um par de spins 1/2 indistinguiveis
e simetrizados, localizados no mesmo sitio. Um dos spins 1/2 desse sitio forma um estado
de singleto com outro spin 1/2 do sitio vizinho a direita, enquanto o segundo spin 1/2
forma outro estado de singleto com um spin 1/2 do sitio vizinho a esquerda.

Essa situacao estd ilustrada na figura[@5l(b) para um bloco de tamanho n = 3. Assim,
em cada ligacdo ha também um estado de singleto de spins 1/2, restando nos extremos
dos blocos spins 1/2 efetivos desemparelhados. Esses spins desacoplados serao os spins
efetivos que usaremos como aproximacao para os niveis de menor energia do bloco. Nota-
se que esses spins estao paralelos entre si, e, portanto devem ser conectados por uma
ligacao efetiva ferromagnética.

O outro caso ocorre quando o nimero de spins do bloco é par, situacao em que o
espectro da matriz original tem um estado fundamental nao degenerado e um primeiro
estado excitado triplamente degenerado. Esses niveis sao compativeis com os niveis pro-
duzidos por um par de spins 1/2 acoplados por uma ligacao antiferromagnética. A figura
ilustra essa situagao, bem como a representacao pictorica em termos de ligagoes de
valéncia.

Desse modo o hamiltoniano efetivo sempre serd formado por um par de spins 1/2.



Grupo de renormalizacao de desordem forte para a cadeia de

42 Heisenberg de spin 1.
S S, S Ss S,
(a) O--------- o o O mmmmmimi 0 o Spin 1
Jl JO JO J’r
e Spin 1/2

J] J§ <0 J!

Figura 4.5: (a) Bloco com trés spins fortemente acoplados. (b) Representagao de ligagoes
de valéncia. (c) Spins e parametros efetivos.

S; Sy Sa Ss3 Sy S

(a) O--------- o o 0 O O o Spin 1
Jp Jo Jo Jo JIr
e Spin 1/2

(b)

S S1 S5 S
() o ® ® @)

J! Jp>0 T

Figura 4.6: (a) Bloco com quatro spins fortemente acoplados. (b) Representacao de
ligagoes de valéncia. (c) Spins e parametros efetivos.

Resta agora saber como calcular os parametros efetivos. A contribui¢cao no hamiltoniano

efetivo desses dois casos é dada por

W= B+,
ho = Josy - s,
hy = JS;-si+ Js,-S,. (4.16)

Considerando h} como um perturbacao sobre os estados de h{, e impondo que os ele-
mentos de matriz da teoria de perturbacao sejam iguais aos elementos de matriz produzi-
dos pela teoria de perturbacao envolvendo as equagoes da hamiltoniana original (£T13]),

projetados nos dois estados de menor energia, obteremos o fator de proporcionalidade
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entre os parametros originais e os parametros efetivos, J; = vJ!, da matriz perturbativa

h'. Para tanto. temos que avaliar as expressoes
1 )

(VTS |wT),
(W] [97), (4.17)

onde a« = +1,0, —1 representa os primeiros estados excitados da hamiltoniana original.
Esses sao os elementos de matriz que surgem na teoria de perturbacao em primeira ordem.

Repare que os spins das vizinhancas nao fazem diferenca nesse calculo, pois sao os
mesmos spins em ambos os hamiltonianos, ver apéndice [Al Devido & simetria do modelo,
podemos executar esse cdlculo apenas para a componente z. A segunda expressao de

(A1) pode ser calculada analiticamente, resultando em

(WIS = (1.18)
onde escolhermos particurlamente o = +1.

A primeira expressao de ([{I7) pode ser calculada numericamente para obter o fator
v, que é a razao entre os dois elementos de matriz calculados.

O célculo do parametro J), = I'.Jy, da matriz composta pelo par central de spins, é feito
exigindo-se que o gap do par de spins 1/2 seja igual ao primeiro gap do bloco original, ou
seja, J) = €(1) — €(0), onde €(7) representa o i-ésimo nivel de energia do bloco original.

Podemos empregar esse método para calcular os parametros efetivos de blocos de
varios tamanhos. Os resultados s@o mostrados na tabela [l Repare que para n = 2 os

resultados coincidem com os resultados analiticos.

g r Al
1.0000  1.0000 3.0000
1.5000 -1.0000 2.0000
1.0106  0.5092 1.8545
1.3192 -0.5466 1.4249
1.0112 0.3078 1.3517

D ULk W N B

Tabela 4.1: Parametros calculados numericamente para a regra 4 de renormalizagao para
blocos com n spins.

Repare que o gap se torna menor conforme o bloco aumenta. Esperamos que para
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blocos muito grandes, o valor de A se aproxime das estimativas para o gap de Haldane,
que é dado por ~ 0,41.Jy [4].

Nas tabelas seguintes, listamos os gaps locais correspondentes a véarios blocos produzi-
dos pelas sequéncias aperiddicas usadas nesse trabalho, onde usamos algumas variagoes
do método descrito ha pouco. A tabela lista os blocos relevantes para a primeira
abordagem, enquanto a tabela mostra os blocos relevantes para a segunda e terceira
abordagens. A 1ultima coluna de cada tabela mostra os blocos renormalizados, onde uma
linha reta corresponde a um acoplamento efetivo entre os spins vizinhos do bloco. Acopla-

mentos efetivos adicionais podem ocorrer, veja as figuras de 3.1 & 41

n (tamanho do bloco) configuracao A/J (gap) bloco renormalizado

2 o0—o0 1.0 —

3 o—0—0 1.0 o

4 0—0—0—0 0.5092 —
notacao: o = spin 1

Tabela 4.2: Gaps locais A, em unidades da ligacao J que conecta os spins em cada
um dos varios blocos relevantes para a primeira abordagem. A ultima coluna mostra o
correspondente bloco renormalizado.

n (tamanho do bloco) configuragao A/|J| (gap) bloco renormalizado

2 0—o0 3.0 o—o (J >0)
2 o 1.5 °

2 oo (J>0) 1.0 — (J' >0)
2 oo (J<0) 1.0 o

3 0—0—0 2.0 oo (J <0)
3 oo e 1.0 — (J'>0)
3 o—o0—e 1.5 °

3 oo o 1.0 °

4 0—0—0—0 1.8545 oo (J >0)
4 e—o0—0—e 1.9142 o—o (J >0)
4 o—o0—0—e 1.0778 °

notacao: o = spin 1; e = spin 1/2

Tabela 4.3: Gaps locais A, em unidades da ligacao J que conecta os spins em cada
um dos varios blocos relevantes para a segunda abordagem. A 1ltima coluna mostra o
correspondente bloco renormalizado, com spins conectados por J'.



Capitulo 5

Cadeia de Fibonacci-Heisenberg de

spin 1.

Neste capitulo aplicamos as trés diferentes abordagens do SDRG para estudar os efeitos
das flutuacgoes geométricas geradas pela sequéncia de Fibonacci na cadeia de Heisenberg

de spin 1. A sequéncia de Fibonacci é produzida pela iteracao da regra de substituicao

a — ab
O . (5.1)
b—a

Comegando com uma tunica letra (a ou b), geramos uma sequéncia abaababaabaab - - -
que nao tem periodo.

A cadeia de Heisenberg de spin 1/2 com acoplamentos J; € {J,, J,} seguindo a se-
quéncia de Fibonacci permanece critica (sem gap entre o estado fundamental e os estados
excitados) para qualquer valor finito da razao .J,/J,. Como a dimerizagao forgada gera um
gap na cadeia, as flutuagoes geométricas das sequéncias aperiddicas sao aquelas medidas
para subsequéncias de duas letras. Como estudado por Hermisson [42], essas flutuagoes
crescem com o comprimento como uma lei de poténcias, com expoente w relacionado a

regra de substituicao de pares de letras, ao invés de somente letras.

No caso da sequéncia de Fibonacci, esse expoente é w = 0, que estd em contraste

com a cadeia de spins aleatéria, para a qual w = % Assim, as flutuagoes geométricas

associadas a sequeéncia de Fibonacci sao muito mais fracas do que aquelas produzidas por

uma distribuicao aleatéria de acoplamentos. Mesmo assim a sequéncia de Fibonacci induz
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dramaticas mudancas no comportamento de baixas temperaturas da cadeia de Heisenberg
de spin 1/2 [33] 34]. Como mostraremos a seguir esse nao é o caso para a cadeia de spin
1.

Nas secoes a seguir apresentamos os resultados da aplicagao das trés diferentes aborda-
gens do SDRG definidas na se¢ao anterior para a cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spins
1. Também discutimos as diferencas entre a segunda e as demais abordagens. Note que
a segunda abordagem leva a conclusoes qualitativamente erradas para o comportamento

de baixas temperaturas.

5.1 SDRG: Primeira abordagem.

Na figura [.I(a) mostramos alguns spins da extremidade esquerda de uma cadeia de
Fibonacci-Heisenberg. Sempre assumimos a cadeia inicial com J, > J,, além disso
também assumimos a condi¢ao de modulacao forte J, > J,, para aplicarmos a primeira

abordagem evitando problemas com a auto-consisténcia no inicio do procedimento de

renormalizacao.
. Jc(zo) .................. Jc(tl)
— 700 7
b Jb

123456789
(a) O+ {04+ -0+ {4 {0} -0+ {03 -0+ { =} - [o=} - -0 - {4 - fo=F - -0 - {4 -0

Figura 5.1: Renormalizacao de uma cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1 de acordo
com a primeira abordagem do SDRG. (a) Distribuigdo de acoplamentos da cadeia de
Fibonacci-Heisenberg de spin 1. (b) Cadeia efetiva obtida a partir da primeira abordagem
do SDRG apds uma varredura ao longo da cadeia.

De acordo com o procedimento usual da primeira abordagem todas as ligacoes Jj,
que aparecem destacados na figura 5(a), sdo dizimadas na primeira varredura, dando
origem a acoplamentos efetivos. Entre os spins 1 e 4 na figura [5Ij(a) hd apenas um par
conectado por Jp, e sua dizimagao resulta em uma ligacao efetiva J;, pela aplicacao da

equacao ([£4). Porém ha outra ligacao efetiva, J!, que aparece por exemplo entre os spins
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4 e 9 pela dizimagao em sequéncia de ligagdes J, conectando os spins 5-6 e 7-8. Assim

temos

4\ 2% J3 4 J>
J == = F =8 5.2
a (3) Jb2 € Jb 3Jb ( )

Note que, ao exigirmos que a ligagdo efetiva Jj seja menor do que a ligagdo original
dizimada J,, de modo que a dizimacao gere uma reducao da escala de energia, devemos ter

Jy > \/4/3J,, que é justamente a condi¢ao de auto-consisténcia da primeira abordagem.

Como indicado pela figura[5Ii(b), a dizimagao de todas a ligacoes J, gera uma modula-
cao de Fibonacci nas ligagoes efetivas (desconsiderando a primeira ligacao que é apenas um
efeito de borda que pode ser desprezado). Fica claro que cada nova varredura do SDRG
gera novamente uma sequéencia de Fibonacci, e assim por diante. Portanto podemos
definir equacoes recursivas para os parametros efetivos, assim como para a razao efetiva

entre os parametros, que sao dadas por

JU+h - ) = ’
a 3 |:Jl§j):| 3 Jé])
‘ J(j+1) 3 A
+1) — b _
T(j ) = W = (Z) T(]), (53)

onde j designa o passo do SDRG, j = 0 correspondendo aos parametros da cadeia original.

Note que a razao entre os parametros efetivos decresce com a iteracao do SDRG. Isto
significa que a cadeia efetiva se torna cada vez mais préxima de uma cadeia uniforme
quando a escala de energia é reduzida. Concluimos assim que a modulacao de Fibonacci
nao induz o sistema a uma transicao para uma fase de singleto aperidodico mesmo que a
razao inicial seja arbitrariamente grande, diferentemente do que ocorre com a cadeia de
Fibonacci-Heisenberg de spin 1/2 [33] 34].

Esperamos que a cadeia permaneca na fase de Haldane, porém com um gap menor que
depende da razao inicial r = J,/.J,. Uma estimativa desse gap pode ser fornecida pelo

valor do acoplamento efetivo na escala de energia para a qual a razao efetiva se torna de
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ordem 1. Isso acontece apos j* iteragoes do esquema de SDRG, com

Inr
it = ) 4
! |:1n 4/3:| inteiro (5 )

Com as equacgoes de recorréncia logo acima pode-se encontrar o valor do acoplamento

efetivo J, como funcao da iteracao j e dos parametros iniciais,
Jéj) _ T()_Q(j)’)/(j)QJéO), (5.5)

a partir da qual podemos estimar o gap A(r) ~ Jlfj ). Usando a expressao para a iteracao

final 5*, podemos concluir que o gap se comporta como
Inr
A(r) ~r BGA, (5.6)

a menos de uma constante multiplicativa. Aplicando o logaritmo em ambos os lados, esse

ultimo resultado pode ser reescrito como

InA(r) ~InJ, — 1;&7/2,)’ (5.7)

evidenciando que o gap decresce assintoticamente conforme aumenta-se a razao inicial.

Também é possivel determinar como cresce o comprimento das ligagoes conforme it-
eramos o SDRG. Se denotamos por 09 e El(f ) os comprimentos das ligacoes fracas e fortes
apos j iteragoes do SDRG, pela figuraB. Il percebemos que a relagao entre os comprimentos

efetivos pode ser escrita em uma forma matricial,

Gl 3 2] [ 58)
21 o '
entao assintoticamente os comprimentos crescem como
09 ~ 09 7, (5.9)

com 7 = 2 + /5 sendo o maior autovalor da matriz acima, correspondendo ao fator de

escala do grupo de renormalizagao. Assumindo o comprimento inicial 0O = El()o) =1,0
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comprimento assintético das ligacoes mais fortes é dado por

7 =cr’. (5.10)

Uma estimativa para o comprimento de correlacao para a cadeia de Fibonacci-Heisen-
berg de spin 1 é dada pelo comprimento da ligacao mais forte em dada iteracao do SDRG

quando a razao efetiva se torna da ordem 1. Assim temos
£~ ﬁl()j*) ~ cr”, (5.11)

mostrando que o comprimento de correlacao diverge no limite de modulacao infinita como

uma lei de poténcia com um expoente de valor muito alto dado por

v=—0~502 (5.12)

5.2 SDRG: Segunda abordagem.

Agora estudaremos as conclusoes que podem ser extraidas da segunda abordagem con-
siderando novamente o caso de modulacao forte J, > J,.

A figuraB.2]ilustra os passos necessarios para obter os parametros efetivos na cadeia de
Fibonacci-Heisenberg de acordo com a segunda abordagem. A cadeia original é mostrada
na figura B.2((a). Aplicando a regra 4 da secao em todas as ligacoes J, que conectam
pares de spin 1, esses sao substituidos por pares de spin 1/2, como ilustra a figura [5.2)(b).
Como assumimos J, > J,, o proximo passo dizima todos os pares de spin 1/2 conectados

por J,, dando origem aos acoplamentos efetivos

L1\ JB .12
. ‘a J = _-Za 5.1
J, ( 72 ¢ =357 (5.13)

Novamente, ignorando o efeito na borda esquerda na figura [£.2(c), os acoplamentos
efetivos sao modulados pela sequéncia de Fibonacci.

Pelas equacoes acima, é facil ver que os valores dos acoplamentos efetivos preditos pela
segunda abordagem sao significantemente menores do que aqueles preditos pela primeira

abordagem. Isto induz diferencas quando usamos os acoplamentos efetivos .J, como es-
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T JW . Spin 1/2
-JO JM o Spin 1

(a> O = f O] == = f O=—=5]+ FO—=0]- == = FO=—=5] = O= = Fo=—=0x]- FO—0-]- =0 = fOo—=01] {o=—0-} -O- -FG—CH]- -0

Figura 5.2: Renormalizagao de uma cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1 de acordo
com a segunda abordagem do SDRG. (a) A cadeia original. (b) Pares de spin 1 conectados
pela ligacao forte J, sao substituidos por pares de spin % (c) Pares de spin % sao dizimados,
dando origem aos acoplamentos efetivos entre os spins 1 restantes.

timativa para os niveis de energia da cadeia de Fibonacci-Heisenberg. Também ¢é fécil
ver que, ao contrario do ocorrido na primeira abordagem, a razao entre os acoplamentos
efetivos predita pela segunda abordagem,

/
/ & Jb

=22 — o (5.14)

T T

é mator do que a razao inicial r. Portanto, de acordo com a segunda abordagem, a
razao efetiva cresce iterativamente, quando a escala de energia diminui. Assim podemos
afirmar que a modulacao de Fibonacci induziria uma transicao para uma fase de singleto
aperiédico sem gap, andloga a observada na cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1/2.
Esta conclusao é qualitativamente incorreta, pois, como veremos adiante, levando em
conta as ligagoes de segundos vizinhos que foram negligenciadas na segunda abordagem

recuperamos as predi¢oes da primeira abordagem.

5.3 SDRG: Terceira abordagem.

Quando aplicamos a terceira abordagem na cadeia de Fibonacci-Heisenberg seguindo o
esquema das secoes e @3], apds substituir todos os pares de spin 1 conectados por .J,
por pares de spin 1/2, surgem ligacoes de segundos e terceiros vizinhos como ilustra a
figuraB.3[(b). Repare que o acoplamento entre os spins 5 e 8 na figura[5.3|(b) surge devido

a aplicacao sequencial da regra 4’ nos pares separados por apenas uma ligacao.
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_____

== J;
(C)o=ﬂ=o- ------------ [ | o --H-- JC,L

Figura 5.3: Renormalizacao da cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1 de acordo com
a terceira abordagem. (a) A cadeia original. (b) Pares de spin 1 conectados por .J, sdo
substituidos por pares de spin 1/2, e ligacoes de segundos e terceiros vizinhos sao criadas.
(c) Pares de spin 1/2 s@o dizimados, dando origem & acoplamentos efetivos entre os spins
1 remanescentes.

Para J, > ofJ, ~ 1.73J,, o maior gap local na figura G3|(b) é dado novamente
pela ligacao entre primeiros vizinhos J, (veja a se¢ao l4]), os quais devem ser dizimados
dando origem aos acoplamentos efetivos ilustrados na figura [(.3|(c). Este procedimento
¢é diferente para as ligacoes J, que sao separadas de outras ligacoes J, por pelo menos
duas ligagoes fracas J, (como a ligagao entre os spins 2 e 3 na figura) e para os pares
conectados por J, separados por apenas uma ligagao .J, (como na sequéncia de ligagoes
entre os spins 5 e 8).

No primeiro caso temos que tratar todas as ligagoes fracas (primeiros e segundos

vizinhos) como perturbacao sobre a hamiltoniana
ho = JbSQ - 83, (515)

de acordo com a teoria de perturbagao de segunda ordem andloga aquela da equagao (34),
para maiores detalhes veja o apéndice [Bl O resultado é um acoplamento efetivo entre os

spins 1 e 4 na figura 5.3 dado por

(ay —a )" J2 _ 4J2

J = Yo _ “ra 5.16
b 2 J,  3.J, (5.16)
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J& no segundo caso, para evitar ambiguidades que surgem na escolha da ordem na
qual as ligagoes J, devem ser dizimadas, e que causam um aumento da escala de energia
(inconsisténcia do SDRG), devemos utilizar teoria de perturbagao em terceira ordem na
qual todas as ligagoes fracas (de primeiros e segundos vizinhos) sdo tratadas como uma

perturbacao sobre a hamiltoniana que contém dois pares conectados por J,,
ho = JbS5 - Sg + JbS7 + 8. (517)

Como detalhamos no apéndice [B], esse procedimento dd origem a uma ligacao efetiva

entre os spins 4 e 9, dada por

4 2
—a ) J3 4\ J3
J = M_a —(Z) Za 518

‘ o2 \3) 7 (5.18)

Assim, comparando os resultados acima com a equagao (5.2]), vemos que para .J, >
o2 J, a terceira abordagem gera exatamente o mesmo resultado da primeira abordagem.
Portanto, levando em conta corretamente as ligagdes mais longas geradas pelo SDRG con-
sertamos as predigoes qualitativamente incorretas da segunda abordagem que implicava
que a modulagao forte de Fibonacci induz uma fase sem gap, dominada pela aperiodici-
dade, na cadeia de Heisenberg de spin 1.

Concluimos por meio do SDRG que as flutuagoes geométricas da sequeéncia de Fi-

bonacci nao destroem a fase de Haldane, ou o gap de Haldane.



Capitulo 6
Cadeia de Heisenberg-6-3 de spin 1.

Estudamos agora os efeitos das flutuagoes geométricas induzidas pelos acoplamentos
seguindo a sequéncia 6-3 na cadeia de Heisenberg de spin 1. A sequéncia 6-3 é definida

pela regra

a — babaaa
06—3 - . (6].)
b — baa

Comecando por uma letra a ou b, geramos uma sequéncia do tipo baababaaababaaa - - - .
O expoente de flutuagao geométrica que caracteriza a flutuacao para pares de letras na
sequéncia 6-3 segundo Hermisson [42] é w = In2/Inb ~ 0.43. Assim esperamos tanto
para a cadeia de spin 1/2 quanto, no limite de modulagao forte, para a cadeia de spin 1

um comportamento de escala dinamico exponencial
A(0) ~exp (€/6y)", (6.2)

com [y sendo uma constante nao universal. Como descrevemos a seguir, este é exatamente

o que obtemos pelo SDRG, quando a desordem ¢ suficientemente forte.

6.1 SDRG: Primeira abordagem.

A figura [6(a) ilustra a distribuigdo de acoplamentos da sequéncia 6-3. Assumimos
novamente J, > J,, e a primeira varredura do SDRG gera dois acoplamentos efetivos,
do mesmo modo como ocorreu com a cadeia de Fibonacci-Heisenberg (veja a figura [B.7]).

Além desses, ha um acoplamento remanescente .J, que pode ser interpretado como um

53
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terceiro tipo de acoplamento efetivo, entao podemos escrever

4\ J? 4\* 2
0= = (3) % = (3) % (©3)

desde de que J, > \/4/3J,.

—J, - J,
(&) B0 {0 {5t 0+ S £ 0 0+ o +0m+ o o H 10
(b) e e e .
J?E ) J1( ) Jg( )

Figura 6.1: (a) Distribuicao de acoplamentos da cadeia de spin 1 de acordo com a
sequéncia 6-3. (b) Cadeia efetiva obtida pela primeira abordagem do SDRG apds uma
varredura na cadeia.

As subsequentes varreduras dao origem a uma distribuicao de acoplamentos autossim-
ilar de acoplamentos que contém trés parametros, como ilustra a figura 6.2 de onde

obtemos o conjunto de equacgoes recursivas dado por

L 0 [ 012
JUHD <4) I3 I J<j+1>:<%>2‘]2 7]

! - \3) o7 3 [ Jl(j)r
o [ 0]°
. 4 3 J2 |:J3 ]

T

que sao validas se Jl(j ) > JQ(j ). Esta tltima condigao é sempre valida se J, > (4/3)J,.
Definindo duas razoes entre os acoplamentos Ji, J; e J3, podemos escrever as equagoes

de recorréncia

(+1) 2
oty = 3 6)
J?E]Jrl) 4 ’
(j+1)
S0t = N 3 ) (6.5)

I
S
.
+
=
|
=~ |
e
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OB (OB 10

(a) o - =0 -- =} - -0 - o=} -0 - -[0=0}- - =} - - {=1} - - - - -T=0---O

Figura 6.2: Distribuicao autossimilar de acoplamentos obtida da primeira abordagem para
as varreduras subsequentes a primeira. Singletos sao formados entre os spins conectados
pelo acoplamento forte Jl(z).

onde é claro que, se a condigao J, > (4/3)J, é satisfeita, hd apenas um tinico ponto fixo de
modulacao infinita, p™ = ¢*° = co. Assim, com a iteracao do SDRG, alcancamos o estado
fundamental sem encontrar nenhum gap, pois Jl(i), estimativa para o espectro da cadeia,
se aproxima continuamente de zero. Ou seja, o gap de Haldane foi destruido. Portanto, a
primeira abordagem prediz que, no limite de modulacao forte, os acoplamentos seguindo
a sequéncia 6-3 induzem uma transicao de fase, para uma fase de singleto aperiédico sem
gap, na qual a relagao de escala ¢é calculada na se¢ao Uma estimativa grosseira para
o ponto critico que separa a fase de Haldane da fase dominada pela aperiodicidade é dada
pela condicao J, > (4/3)J,.

6.2 SDRG: Segunda abordagem.

A figura mostra os resultados da aplicagao da segunda abordagem do SDRG para a
cadeia de Heisenberg de spin 1 com acoplamentos modulados pela sequéncia 6-3. Na figura
6.3(b), todos os pares de spin conectados por J, sdo substituidos por pares de spin 1/2
apds a primeira varredura, e para J, 2 1.91 J, todos os pares de spin 1/2 sao dizimados,

levando a configuragao na figura [6.3)(c), com trés acoplamentos efetivos dados por

1\ 22 L\* T3
10— a0 ()% a0 (3) % (6.6)
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- J, *Spin 1/2
—Jb OSpin 1

(a) [O—=G3 - =Or = {004 = {00 - =0 = =C= = O} = G} = O = =0 = {Omts = =0 = {0 - {O—=} = =O

(b) [0—83+ -0 - {6—8} - 6—83- O - -O- - {6—81 - {0—8- - O » O - {§— = -0 - {6—8| - {6—8} - -O

Figura 6.3: Primeiro passo da renormalizacao da cadeia de spin 1 com acoplamento
seguindo a sequéncia 6-3 de acordo com a segunda abordagem. (a) A cadeia original (b)
Pares de spin 1 conectados pelo acoplamento forte J, sao substituidos por pares de spin
1/2 (c) Pares de spin 1/2 sao dizimados e dao origem a acoplamentos efetivos entre os

spins 1 remanescentes.

Se recomegamos da configuragao na figura [6.3(c), cada passo subsequente do SDRG
envolve duas varreduras consecutivas ao longo da cadeia, a primeira substituindo os pares
de spin 1 conectados por J; por pares de spin 1/2, os quais sdo entao dizimados dando
origem a novas ligacoes efetivas. Este processo esta ilustrado na figura [6.4] o que gera as

seguintes equacoes de recorréncia

N @ [ 7012
JUHD <}) 77 FG+D (})2‘]2 [‘]3]

- ) 2 12 )
2) Jw 2 [ J{J)}
. 13
" 13 J2(J) [J?EJ)]
J3 = \3) 75— (6.7)

T

nas quais j designa o passo do SDRG. Estas equacoes sao validas se Jl(j ) > %JQ(j ), condigao

que é sempre verificada para J, = 1.91 J,.

Assim como fizemos na primeira abordagem, podemos definir as razoes entre os acopla-
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(4)
—J
- Ji e Spin 1/2
. Jéi) o Spin 1

(a) O - {—0} - - {——} -+ <O - {O—} ++ G - ~[O—0 - {O—} - - {O—0} - - O - -[0—0)---0

(b) O - {0—0} - 0—8-+ -0 - {0—8}---O - -[0—0] - {8—8} - - #—}---O - -@—#)---O

c O mmmmmmmmmemmmnn OO —_—
( ) J2(z—|—1) Jl(z—l—l) JgEH_l)

Figura 6.4: Distribuigao autossimilar de acoplamentos obtida da segunda abordagem para
os passos subsequentes do SDRG (a) Cadeia efetiva que consiste somente de spins 1 (b)
Pares de spins 1 fortemente correlacionados dao origem a pares de spin 1/2. (c) Pares de
spin 1/2 sdo dizimados e dao origem a novos parametros efetivos, novamente consistindo
somente de spins 1, com uma distribuicao de acoplamentos invariante.

mentos p = Ji/J3 e 0 = Jy/J5, que tém como equagoes de recorréncia

pUtD = [2p0]*,
AR 2019, (6.8)

Estas também levam a um ponto fixo de modulagao infinita, p>*° = 0> = oo, entao
as previsoes da primeira e segunda abordagens estao agora qualitativamente em acordo,
porém, como ocorreu com a cadeia de Fibonacci-Heisenberg, os niveis de energia previstos
pelas duas abordagens (estimados pelo acoplamento efetivo J;) sdo quantitativamente
diferentes.

Se J, < 1.91J,, implementac¢oes numéricas da segunda abordagem nao detalhadas
aqui predizem uma sucessao diferente de processos de renormalizacao daquele encontrado
no primeiro passo do SDRG, de acordo com o esquema que associa a escala de energia
Jp < 1.91 7,

a distribuicao de acoplamentos efetivos da figura [£.4la) é eventualmente alcangada apds

com o maior gap local dos blocos de spins. Mesmo assim, para 1.69.J, <

~Y

poucos passos do SDRG, entao o SDRG ainda prediz uma fase de singleto aperiédico sem

gap como estado fundamental.
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Para J, < 1.69 J,, porém, a distribuicao de acoplamentos e spins alcanga eventual-
mente uma cadeia de spins 1/2 dimerizada. E conhecido que a cadeia de spins 1/2
dimerizada tem um estado fundamental com gap adiabaticamente ligado a fase de Hal-
dane [44]. Assim, dentro das aproximacoes usadas para construir a segunda abordagem,
Jy >~ 1.69 J, corresponde ao ponto critico que separa a fase com gap daquela sem gap

dominada pela aperiodicidade.

6.3 SDRG: Terceira abordagem.

A figura [6.5 mostra o primeiro passo da renormalizacao da cadeia de spin 1 de Heisenberg
com acoplamentos que seguem a sequéncia 6-3, de acordo com a terceira abordagem. Os
pares de spin 1/2 sao formados a partir de pares de spin 1 fortemente conectados, quando
assumimos que J, > 3J,, e quando dizimados usando teoria de perturbagao de segunda
e terceira ordem, encontramos dois acoplamentos efetivos, juntamente com a ligacao J,

remanescente, que definem um conjunto de equacoes de recorréncia dado por

I =,
J(O) . (Oé+—04—)2j_3_ é J_f
2 2 J, \3/) 2’
—a )48 4\? J3
go _ (e —a )iy (AN 6.9
3 4 J} 3) JZ (6.9)

que sao exatamente as mesmas da primeira abordagem. Devemos notar que, como acon-
teceu na cadeia de Fibonacci-Heisenberg, ligacoes além de primeiros vizinhos sao intro-
duzidas no passo intermediario, porém eliminadas ao final do passo quando a modulacao é
forte. Além do mais elas sao essenciais para que se obtenha a mesma previsao da primeira

abordagem.

Os subsequentes passos do SDRG comegando a partir da distribuigao na figura [6.5](c),
sao ilustrados na figura [6.6[a). Apds a formagao de pares de spin 1/2 a partir do pares
de spin 1 fortemente acoplados por Ji, estes pares sao dizimados, e levando em conta
as ligacoes além de primeiros vizinhos, essa dizimacao resulta, utilizando teoria de per-

turbacao de segunda, terceira e quarta ordem, em novos acoplamentos efetivos que obe-
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Figura 6.5: Primeiro passo do SDRG da cadeia de Heisenberg com acoplamentos segundo
a sequéncia 6-3 de acordo com a terceira abordagem. (a) A cadeia original. (b) Pares
de spin 1 conectados pela ligacao mais forte Jj, sdo substituidos por pares de spin 1/2,
ligagoes que conectam segundos ou terceiros vizinhos sao criadas. (c) Pares de spin 1/2
sao dizimados dando origem a acoplamentos efetivos entre os spins 1 remanescentes.

decem as equacoes de recorréncia

G _ (ay — )2 JQ(])J?EJ) B <%) JZ(J)J?EJ)
2 ‘]1(]) 3 ‘]1(])

0 [ 7012 s
Jut (ay —a ) I [‘]3]] (4)2J—2j [J?’]]

2 - 4 [ij)r 3 [Jlm]z ’ (6.10)
(5+1) (04+ - 04—)6 Jz(j) [Jéj)]g 4\’ Jz(j) [J?Ej)]g
A T ;) L

que sao validas somente se J, > o&Ja.

Assim, para modulacgao suficientemente forte, a primeira e terceira abordagens dao o
mesmo resultado qualitativo para as propriedades do estado fundamental e também os
mesmo niveis de energia, enquanto a segunda abordagem concorda apenas qualitativa-

mente com as outras abordagens.

Na presenca de modulacao moderada ou fraca, na qual os calculos de teoria de
perturbacao sao inadequados, predigoes quantitativas dependem de detalhes sutis das

primeiras e terceiras abordagens. De fato, para a%J, < J, < 3J,, implementagoes
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Figura 6.6: Distribuicao autossimilar de acoplamentos obtida obtida da terceira abor-
dagem nos passos subsequentes do SDRG. (a) Cadeia efetiva constituida apenas por spins
1 (b) Pares de spin 1 fortemente conectados por .J; forma pares de spin 1/2, e ligagdes além
dos primeiros vizinhos sao criadas. (c) Pares de spin 1/2 sdo dizimados, dando origem
a novos acoplamentos efetivos, os quais novamente conectam somente spins 1, com uma
distribuicao de acoplamentos invariante.

numéricas da terceira abordagem ainda predizem um estado fundamental sem gap, porém
com pequenas diferencas nos primeiros passos do processo de renormalizacao. Porém, para
Jy S o2 J,, a terceira abordagem eventualmente mostra uma cadeia de spins 1/2 dimer-
izada, mostrando assim uma fase com gap. Claramente, para o intervalo de parametros

considerado, nao esperamos que tal predicao para o ponto critico seja precisa.

6.4 Relacao dinamica de escala.

No limite de modulacao forte, sem gap, podemos derivar a relagao de escala dinamica
entre escalas de energia e comprimento. E natural assumirmos que, como os niveis de
energia sao estimados a partir do valor do acoplamento efetivo mais forte em cada passo
do SDRG, a escala de comprimento relevante é o correspondente comprimento efetivo. A
partir da relagao de recorréncia (6.11]), e da figura [6.6] podemos ver que os comprimentos

dos acoplamentos efetivos satisfazem uma relagao de recorréncia que pode ser escrita em
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uma forma matricial como

s 111 ¢y
Gl =121 2| | &, (6.11)
gy 313 Y

onde novamente j designa os passos do SDRG. A matriz que aparece na equacao acima
tem autovalores A\ = Ay = 0 e A3 = 5, de modo que, no limite assintético, todas as escalas

de comprimento sao dadas por
(9 ~ N (6.12)

Os niveis de energia, sendo proporcionais ao valor do maior acoplamento em cada

iteracao, escalam como A; ~ Jl(] ), Assim, resolvendo a relacao de recorréncia nas equacoes

([E3) e ([GI1), podemos escrever

. 4 3
Jl(J+1) =3 [p(J)] 2J1(J)_ (6.13)

Para a razao p(j) podemos iterar a equagao ([6.3]) e obter
p? = exp [27Inp@ —21In(4/3) (2 — 1)], (6.14)

e usando este resultado na equacao recursiva para o acoplamento mais forte encontramos
: . 3 .
J9) = (4/3)7 exp [—5 In (p9(4/3)72) (27 — 1) — 3j 111(4/3)] : (6.15)

Finalmente usando o ultimo resultado juntamente com a equacao (6.12)) para eliminar

a dependéncia em j obtemos a relacao de escala dinamica

—21n(4/3)

=2In(4/3) 3 9
Aj~ L ™ exp l—é In <1—6p(0)) E;J] : (6.16)

In2
In5°

Como esperado, desconsiderando uma constante nao importante, esta é a mesma

com w =

forma exponencial obedecida pela cadeia de Heisenberg de spin 1/2 com acoplamentos

que seguem a sequencia 6-3.






Capitulo 7

Simulacoes de Monte Carlo quantico.

7.1 O método de Monte Carlo quantico.

Nesta secao descreveremos resumidamente o método de Monte Carlo quantico. Leitores
familiarizados com o tema podem iniciar a leitura na secao[Z.2, onde expomos os resultados
obtidos das simulacoes das cadeias de Heisenberg aperiddicas. Trataremos esse tema
de forma qualitativa, detalhes técnicos podem ser encontrados nas referéncias inseridas.
Essa parte do texto foi baseada na referéncia [45]. Na primeira se¢do mostramos uma
representacao da fungao de particao, a partir de uma expansao em série de Taylor do peso
de Boltzmann, apropriada para a construgdo de um espago configuracional (amostra)
que sera usado no método de Monte Carlo. Na secao seguinte escolhemos o modelo
de Heisenberg de spin 1/2 para exemplificar como as atualizagdes na amostra (updates)

podem ser construidos no espirito do algoritmo de Metropolis.

7.1.1 Representagao em série de Taylor da funcao de particao.

Comumente chamado de método de SSE [46] (stochastic series expansion, ou expansao
estocdstica em série), este método consiste em encontrar uma maneira de representarmos

os termos da soma na funcao de particao
7 =Tr{e "™}, (7.1)

63
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de forma apropriada para as simulacoes de Monte Carlo, ou seja, queremos representar
os operadores e estados presentes na funcao de particao de forma numeravel e apropriada
para simulagoes numeéricas.

Partimos de uma expansao em série de Taylor do peso de Boltzmann para a construcao

das configuragoes que serao usadas nos calculos de Monte Carlo,

e MM = i ﬂ%”. (7.2)

n=0

Esta abordagem é fortemente relacionada com as primeiras abordagens em simulagoes
de Monte Carlo quantico utilizando-se integrais de trajetéria [45].
Escolhendo uma base apropriada, e inserindo um conjunto completo de estados entre

cada operador, podemos reescrever a funcao de particao como

e n

2= CO S (ot - (aslHlan) (o ). (7.3
n=0 " {aln

onde {a}, indica que devemos somar sobre n estados.

Para construirmos uma configuracao de tamanho fixo, onde queremos que todos os
termos da soma tenham o mesmo numero de operadores, truncamos a soma em n = L, e
aumentamos o numeros de operadores em cada elemento da soma com L — n operadores
identidade I. Se permitimos que em cada elemento os operadores identidades ocupem
todas as possiveis posi¢oes, podemos definir um operador string S = &1, Ss, ..., S, para o
qual §; € {H,I}. Se somarmos sobre todas essas sequéncias, ponderando cada uma delas
por (i), que é o numero de termos iguais adicionados, podemos reescrever a funcao de

particao como

7~% (—5)"(5 —n)! S (aolSelar1) - (aslSolar) (@n|Silag),  (7.4)
S . {o}r {S:i}

onde n representa o numero de elementos para os quais S; = H no operador string e a
soma em {S;} contém exatamente n termos iguais a H. A soma em n estd implicita na
soma em S, que é uma soma onde ha um nimero maior de operadores S; = ‘H em cada
termo, comecando de um tnico operador.

Na préxima secao definiremos um modelo e mostraremos em maior detalhe como a par-
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tir da ultima equagao podemos construir uma configuracao adequada para as simulagoes
de Monte Carlo. Agora é interessante calcular o valor médio da energia. De acordo com

a funcao de partigao (Z3) temos

n

=3 TS faoftian) - - asfHlo) o [Hlao). (75)

n=0 " {a}nir

Essa soma pode ser rearranjada na forma

n!
n=1 {otn

E=-Y (‘5)"% S (olHlan) - {aslHlan){on[Hlao), (7.6)

onde identificamos novamente os termos da funcao de particao, assim concluimos que
n
po (7.7)

Esse resultado nos mostra que embora a soma em n na fungao de particao se estenda
ao infinito, a distribuicao se anula exponencialmente para valores de n maiores que um
valor certo finito, tipicamente n,,,, & N, pois F o< N. Assim, podemos afirmar que o
truncamento para L finito, devidamente determinado, nao causa erros mensuraveis e nao

deve ser considerado uma aproximacao.

7.1.2 O método de SSE para o modelo de Heisenberg de spin
1/2.

Mostramos agora como implementar o método de Monte Carlo quantico SSE utilizando
o modelo de Heisenberg de spin 1/2 como exemplo. Escolhemos uma notagao que nao
especifica a rede onde o modelo esta definido, escrevendo a hamiltoniana como uma soma

de operadores que atuam nos pares de spins,
Ny
H = ZH;,, onde Hb = JbSi(b) . Sj(b), (7.8)
b=1

onde somamos sobre uma lista de pares de sitios acoplados [i(b), j(b)], com b= 1,2, ..., N,,.

Inicialmente consideramos J, = J > 0, sistema uniforme. Adaptacoes para um caso nao



66 Simulacoes de Monte Carlo quéantico.

uniforme podem ser feitas sem grandes dificuldades.
Dividimos a interacao em uma parte diagonal e outra parte nao diagonal, escolhendo
como base os autoestados de S*. Definimos os operadores H,p, com a = 1,2, represen-

tando a parte diagonal e a parte nao diagonal da hamiltoniana,

1 zZ z
Hiy = 7 = SiwSiw

)

1 _
Hap = §<Si+(b>5j<b>+ Sitoy It ) (7.9)

Repare que introduzimos uma constante e um sinal negativo na parte diagonal, garantindo
que H;p > 0, para que a expansao seja positiva definida, assim a hamiltoniana pode ser

escrita como

JN,
:—JZ Hlb_HQb +Tb (7'10)

onde a constante JN,/4 pode ser negligenciada, sendo necessaria apenas para o calculo
da energia total.

Inicialmente escrevemos a funcao de parti¢ao na forma da equagao (Z.3)) escrevendo
todas as poténcias de H como um produto dos operadores de pares que acabamos de in-
troduzir. Assim o ponto de partida para construir um algoritmo de Monte Carlo quantico,

por meio da abordagem de SSE, para modelo de Heisenberg de spin 1/2 é a equagcao

2= Z(_Um% > (a0 Haw) s lon-) -
£

{atn n=0
- {2 Hag) b lon) (1| Hag) b)), (7.11)

onde redefinimos o inverso da temperatura 5 = J/T de modo a absorver a constante .J.
Nessa forma o operador string S, se refere a uma lista de operadores de pares, equacoes

([C9), gerados pelas poténcias da hamiltoniana H™,
S, = [a(0),6(0)], [a(1),b(1)], ..., [a(n — 1),b(n — 1)], (7.12)

e ny é o numero total de de operadores nao diagonais, ou seja, o nimeros de elementos

com a(i) = 2 no operador string. A soma sobre o operador string S, cobre todos os
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indices a = 1,2 e b=1,2,..., N, que especificam a rede onde o modelo esta definido.

Quando o operador string atua em um estado da base |a) = |57, ..., S%), obtemos
uma evolucao desse estado para um outro estado dessa base. Esse estado sera chamado

de estado propagado,
p—1
la(p)) o< [ [ oty o) - (7.13)

1=0

Com a introdugao da constante 1/4 nos operadores diagonais, todas as operagoes em

estados com spins paralelos destroem o estado,

Hipl TiyTi)) = 0, Hapl TiwyTiwy) =0,
Hl,b| iz(b)ij(b)) =0, HZ,b| ii(b)ij(b)> =0, (7'14)

enquanto todas as operacoes em pares de spins anti-paralelos dao o mesmo resultado,

(Tiwydie) 1 Hpl T dim) =

iy Tio) [Hosl LisyTim) =

) <$z‘(b)Tj(b) |H2,b| Ti(b)%'(b)> =

, (Tiwy i) [Hapl diwyTim) =

I

| = DN
PO | = DN

. (7.15)

Assim, uma configuracao do operador-estado (a, Sy) dd uma contribui¢ao nao nula
para a funcao de particao Sy, quando envolve apenas operagoes em pares de spins anti-
paralelos. Além desse vinculo local, nas configuracoes que contribuem para a funcao de
particao, o estado propagado deve satisfazer condigoes periddicas de contorno
(L = 1)) = [a(0)).

Note que, enquanto o operador H; ; tem contribuicoes nao nulas somente entre estados
iguais, para o operador Hs, as contribuigoes nao nulas ocorrem entre estados com spins

invertidos.

Podemos agora truncar a soma na funcao de parti¢cao para construir uma amostra con-
figuracional de tamanho fixo. Truncaremos a soma em L e deixaremos a discussao sobre
como determinar L para depois. Na pratica L serd determinado pelo préprio algoritmo
de Monte Carlo. Devemos lembrar que o truncamento da soma nao causa nenhum erro
relevante nas simulacoes. Definimos o operador identidade como H o = I, que serd usado
para aumentar a ordem dos termos da soma, assim o elemento [a(0), b(0)] = [0, 0] passa a

fazer parte das configuracoes permitidas na lista de indices da operador string. Assim a
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funcao de particao pode ser escrita como

Z=2 > (-1 = a0 Hap i lon-1) -
<+ (2| Hag) s lon) (1| Hag) s lo), — (7.16)

onde novamente para simplificar a notacao, deixamos de lado os estados intermediarios
que haviamos introduzido. Agora n se refere ao niimero de elementos diferentes de [0, 0],
no operador string de tamanho fixo Sy, e a soma em n é feita de maneira implicita pela

soma em Sj,.

Apés a introducao dos estados intermedidrios, tipicamente, teremos elementos de ma-
triz do tipo (oui1|Hagp)spmlu), onde a(p) = 0,1,2. Portanto os termos nao nulos na
fungao de partigdo envolvem estados iguais |a;41) = |oy), quando a(p) = 0,1, ou estados
lagi1) e |ay) com os spins [i(b), j(b)] invertidos, quando a(p) = 2, devido aos elementos de

matriz nao nulos da equacao (TIH).

A figura [L.1] ilustra uma configuracao tipica de um termo nao nulo da somatoria que
contribui para a funcao de partigdo. Os spins com S* = —1/2 sao representados por
circulos preenchidos, enquanto os spins S* = +1/2 sao representados por circulos vazios.
Os operadores diagonais sao representados por barras vazias, enquanto os operadores nao
diagonais sao representados por barras preenchidas. Repare que os operadores diagonais
ocorrem somente entre pares paralelos na diregao p (vertical), enquanto os operadores nao
diagonais ocorrem somente entre pares de spins anti-paralelos nesta mesma dire¢ao. A
direcao p pode ser comparada com a dimensao de tempo imaginario que ocorre em outras
abordagens do método de Monte Carlo quantico [45], ou seja, hd uma dimensao adicional
nas simulacoes de Monte Carlo. Nessa configuracao pode-se identificar caminhos formados

pelos spins de mesma orientacao. Note também as condigoes periddicas de contorno.

Como todos os elementos de matriz dos operadores de pares sao iguais a 1/2, o peso

de uma configuracao nao nula é dado por

W(a,Sp) = (S)M (7.17)

onde descartamos o fator (—1)"2, que é sempre positivo para qualquer rede bipartite,

ou seja, para um sistema nao frustrado. Isso se deve ao fato de que necessitamos de
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Figura 7.1: Configuracao do método de Monte Carlo SSE para uma cadeia de 8 spins

mostrando o estado propagado (diregao vertical). Circulos vazios (preenchidos) repre-

sentam spins 0 = +3 (0 = —3). Barras vazias (preenchidas) representam operadores

diagonais (nao diagonais). A auséncia de barras indica a presenga de um operador identi-
dade. A direcao vertical p é a direcao do estado propagado. Entre duas linhas horizontais
de spins ha um estado |a(p)) introduzido na equagao ([Z3)).

um numero par de operadores nao diagonais, que alteram o caminho na direcao p, para

satisfazer as condicoes periddicas de contorno nessa direcao, figura [Tl

A figura [T representa a amostra que serd usada para a simulagdo de Monte Carlo.
Como é impraticavel somarmos sobre todas as possiveis configuracoes do operador string
que aparecem na soma do funcao de particao, torna-se necessario construirmos uma
amostragem, ou um subconjunto, relevante em dada temperatura, dessas configuracoes
para o célculo de propriedades termodinamicas do sistema em questao. Na proxima se¢ao

mostramos como atualizar essa amostra de acordo com o critério de balanceamento de-

talhado.
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Atualizagoes na amostra de Monte Carlo.

Apbés construir o espago configuracional (amostra) usado nas simulagoes de Monte Carlo
para a hamiltoniana (ZI6), figura[Z], precisamos encontrar uma maneira de atualizar essa
amostra, ou fazer updates, completando assim o método de simulacao. As atualizagoes
na amostra alteram o operador Sy, e o estado |a). Deve-se notar que essas mudangas nao
sao necessariamente independentes, como ilustra a figura [[.2] os operadores destacados
por uma linha continua tem seus tipos a = {1,2} alterados, figura [[2[a), enquanto
os operadores destacados por uma linha pontilhada sao alterados somente se o estado
la) = |a(0)) também ¢é alterado, figura [L.2(b). Note que, em geral, precisamos de dois ou

mais operadores para efetuar a mudanca no tipo do operador.

e ¢ OO @ O @O e @ OO @ O @O D) ® ¢ oo eo e o e e O O O @O
a — — — —
ool{ oo“ ® O oo“
0 e o e o e ® O
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Figura 7.2: (a) Dois operadores nao diagonais destacados por uma linha continua tem
seu tipo alterado para operadores diagonais, quando a orientacao dos spins entre esses
operadores é invertida. Tal atualizacao nao pode ser feita nos operadores destacados por
uma linha pontilhada. (b) Esses mesmo operadores, agora destacados por uma linha
continua, podem ser atualizados se o estado |«(0)) e os spins em lados opostos aos opera-
dores sao alterados ao mesmo tempo. Nessa figura o spins com valores constantes foram
substituidos por linhas verticais.

A estratégia para as simulagoes é construir uma amostra inicial com n operadores
diferentes da identidade, onde [a, b, # [0, 0],, distribuidos aleatoriamente, p € {0, ..., L —
1} 6 ={1,..Np}; a € {1,2} em S;. Depois atualizamos essa amostra permitindo que n
seja alterado somente pela introducao ou exclusao de operadores diagonais [0, 0], < [a, b],,
quando n — n + 1. Finalmente escolhemos um subconjunto de operadores para terem
seus tipos alterados [1,b], <> [2,0],. Esse conjunto de atualizacoes deve garantir que a

amostragem de Monte Carlo seja ergddica, ou seja, cada configuracao diferente pode ser
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alcancada com um numero finito de atualizacoes.

Discutimos agora as atualizacoes dos operadores assumindo que a o valor de corte
n = L (tamanho da amostra) foi previamente determinado. Na prética o valor de L
¢ determinado pelo algoritmo exigindo-se que L seja sempre maior do que o maior n
utilizado. Nas regras a seguir veremos como introduzir e retirar operadores de acordo
com o principio de balanceamento detalhado, alterando assim o valor de n. Entao, um
algoritmo de Monte Carlo quantico pode inicialmente escolher um L > n, e atualizar, ou
aumentar, o valor de L apds cada passo do Monte Carlo de acordo com o aumento de n.

Esse ponto ficara mais claro a seguir.

Operadores diagonais.

A atualizacao dos operadores diagonais no operador Sy, como ilustra a figura[Z.3] pode ser
feita sequencialmente em p € {0, ..., L—1} e em posigoes aleatérias em b = {1,...V;}. Nao
hd nenhum restrigao na atualizagao [1,b], — [0, 0],, enquanto no caso oposto [0,0], —

[1,b], a insercdo deve ocorrer entre spins que sao antiparalelos, ou seja, devemos ter

o (i(b)) # o (j(b)).

la(p+1)) @ @ 0 0 @ O @ O e e OO @ O @O
la(p)) ®© ¢ OO @ O @O ® e OO @ O @O

Figura 7.3: Inclusao ou retirada de um operador diagonal [0, 0], <> [1, b],, em um acopla-
mento escolhido aleatoriamente. Enquanto nao ha restricoes na retirada de um operador
diagonal, na inser¢ao os spins devem ser antiparalelos.

A probabilidade de aceitacao de uma dessas atualizacoes pode ser obtida, no mesmo
espirito da abordagem de Metrépolis, a partir da equagao ([ZI7). No algoritmo de
Metrépolis, a probabilidade de aceitacao é escolhida como a probabilidade de sortear
um determinado sitio, multiplicado pelo probabilidade de atualizar a configuracao Ll do

sistema

P(C — C,) - Pselegéo(i)Paceitagéo(C/)a (718)

onde a probabilidade de aceitar a atualizacao é obtida dos pesos das configuracoes anterior

!Denotaremos genericamente a configuracio do sistema por C
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e posterior a atualizacao, na forma

/
Piceitagio(C) = min {MV[//ig))’ 1] : (7.19)
onde W(C") é o peso da configuracao atualizada. Pode-se notar que se a configuragao
atualizada tiver um peso maior que a anterior, a atualizacao é aceita automaticamente.
Usando a equacao (ZI7) na equacao anterior, e levando em conta que a inser¢ao de
um operador diagonal pode ocorrer em qualquer ponto ao longo da cadeia {1, ..., Ny},
enquanto a retirada de um operador pode ocorrer somente em um ponto da cadeia, en-

contramos as seguintes probabilidades:

P([0,0] - [1,8)) = min {%,1}, (7.20)
P([1,0] = [0,0]) = min {%1} (7.21)

Note que no caso [0, 0] — [1, b], se os spins tiverem uma configuracao o (i(b)) = o (j(b)),
a atualizacao é automaticamente rejeitada. Essas probabilidades satisfazem ao critério do
balanceamento detalhado.

A partir das equagoes acima, podemos ver que ha um L 6timo que equilibra a insercao
e exclusao dos operadores diagonais, repare na dependéncia em L nas duas equagoes.
Assim a amostra configuracional deve ter um tamanho L aproximadamente constante,

que deve ser alcancado durante a termalizacao.

Operadores nao diagonais, loops.

Fica claro pela figura [[.2], que atualizacoes de operadores nao diagonais devem envolver
pelo menos dois operadores, para assim preservar o vinculo entre os caminhos formados
por spins de mesmo valor, como os da figura[Z.I], e os operadores distribuidos ao longo da
amostra. Essas atualizacoes também devem satisfazer ao vinculo imposto pela condicao
periodica de contorno.

Uma maneira eficiente de realizar tais atualizagdes é ilustrado na figura [C.4] onde
mostramos uma operacao associada a um loop. Altera-se a orientacao de todos os spins
situados nos vértices do loop, assim como o tipo dos operadores que atuam nos spins,

[1,b] <> [2,b]. Operadores tocados pelo loop duas vezes mantém o mesmo tipo, e tém
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Figura 7.4: Configuracao da amostra de Monte Carlo com um loop destacado mostrando
a orientacao dos spins antes e depois da operacao do inversao dos spins. Todos os spins
situados nos vértices do loop sao invertidos, assim os operadores tem seus tipos alterados
[1,b], <> [2,b],. Operadores tocados duas vezes pelo loop mantém seu tipo enquanto
a orientagao de todos os spins que o cercam sao invertidas. Cada loop é unicamente
determinado e cada spin pertence a apenas um loop.

todas as orientacoes de spins invertidas. Repare que implicitamente altera-se a orientacao

de todos os spins que se encontram no caminho entre os operadores.

Os loops sao construidos de tal modo que cada spin pertenca a apenas um loop. Um
dado loop segue o caminho de spins constantes, e muda de direcao quando encontra um

operador. Dessa forma, os loops sao definidos de maneira tinica.

Além de ser uma maneira muito eficiente para atualizar os operadores, outro aspecto
fundamental, é que essas atualizagoes sempre podem ser aceitas, pois o peso de cada
configuracao depende apenas do ntimero de operadores, e nao do tipo de operadores, veja
equacao [ 171 Como nao altera o nimero de operadores, a atualizacao de um loop esta

sempre de acordo com as regras do balanceamento detalhado.

Na pratica, a melhor estratégia é construir todos os loops possiveis de uma certa
configuracao, e inverter a orientagao de todos os spins que pertencem a cada loop com

probabilidade 1/2. Essa regra em conjunto com a regra para atualizacao dos operadores
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diagonais garante que a amostra de Monte Carlo seja ergddica, ou seja, que toda con-
figuracao possivel pode ser alcancada eventualmente. Vale a pena salientar que a in-
troducao dos operadores diagonais discutida anteriormente constitui um mecanismo pelo

qual os loops sao alterados.

Uma boa definicao do passo de Monte Carlo consiste de uma sequéncia completa de
atualizagoes de operadores diagonais (p = 1, ..., L), seguida da construcao de todos os

loops, e inversao desses loops com probabilidade 1/2.

O operador loop que acabamos de apresentar é restrito ao modelo de Heisenberg de
spin 1/2. Porém, esse conceito pode ser generalizado para uma gama muito maior de
modelos, incluindo o modelo XXZ, modelos com spins de magnitude maior, com campo
externo, além de modelos com bdsons. A generalizacao chamada de directed loop update
[47] consiste na construgao de loops levando em conta configuragoes mais diversificadas de
operadores de par e spins, chamados de vértices, que leva em conta a diversidade desses

modelos, além de ser mais eficiente.

Médias de observaveis.

Por fim comentamos brevemente como médias de observaveis podem ser calculadas a
partir da amostragem do Monte Carlo que acabamos de construir. Na equagao (.71
ja haviamos mostrado como estimar a energia do sistema. O calor especifico pode ser

calculado de maneira similar tendo como resultado

C(T) = (%) — (n)? ~ (n). (7.22)

1

0, = (a(p)]O:]a(p)) =

; 0-(p) (7.23)

I
=)
i
=)

onde nao é necessario que se calcule o valor do operador para todos os valores de p,
podendo-se simplificar o calculo como uma soma parcial sobre p, O.(0)4+O,(P)+0,(2P)+
.-+, para obter uma medida mais eficiente, ja que os estados vizinhos em p diferem entre

si no maximo pela inversao de dois spins.
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Com isso pode-se calcular facilmente a susceptibilidade magnética a campo nulo como

2|l

X(T) = = (M?), onde Mz(p)z_ZSf(p)- (7.24)

O erro associado as medidas no Monte Carlo quantico surge devido a quantidade finita
de configuracoes alcancadas nas atualizagoes da amostra. Como dito anteriormente, a
truncagem da soma na func¢ao de particao nao causa nenhum erro mensuravel. Podemos
estimar o erro dividindo o tempo de simulagao, passos de Monte Carlo, em B intervalos,
contendo N passos cada intervalo. Para um observavel (), fazemos a média em cada
intervalo @, (com b= 1,2, ..., B), para entdo estimar a média e o desvio padrao da média

do observavel como

1 & 1 5. _
Q:E;Qb; onde gQ:mZ(Qb_Q)? (7.25)

b=1

Se N é muito maior do que o tempo de correlacao da grandeza medida, as médias nos
intervalos B podem ser consideradas independentes, portanto, podemos calcular o erro

(desvio padrao) na forma escrita acima. Assim, a média do observédvel @) é dada por

Q) =Q+oaq. (7.26)

Na pratica nao é necessario conhecer o tempo de correlacao da grandeza medida, pois
é possivel calcular as médias para valores variaveis de IV, por exemplo, comecando de 100
até 1000, checando quando o desvio padrao converge. Isso garante que N seja maior que

o tempo de correlacao.

Retornamos agora ao estudo das cadeias quanticas de Heisenberg aperidédicas. O

objetivo é comparar os resultados analiticos obtidos pelo SDRG com resultados numéricos

do QMC.
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7.2 Simulacoes de QMC para a cadeia de Fibonacci-

Heisenberg.

No regime de modulacao forte (r > 1), a cadeia de Fibonacci-Heisenberg pode ser a-
proximada como um conjunto de pares independentes, acoplados em estados de singletos
pela ligagao efetiva .J,. No caso da cadeia de spin 1/2, para a qual o estado fundamental
deve ser uma fase de singleto aperiédica [34], esta aproximagao deve ser qualitativamente
correta para todas as temperaturas, desde de que a modulagao seja forte o suficiente. Por
outro lado, no caso de spins 1, esse aproximagcao deve ser valida somente até temperaturas
acima do gap A (r) da equacao (5.6]). Portanto, podemos estimar a energia livre da cadeia

de Fibonacci-Heisenberg como

.

F(B,T) = 53 (5 = njn) By (1 BT) (7.27)

J=0

N —

onde Fyir (Jéj ); B, T) ¢é a energia livre de uma par de spins interagindo pela hamiltoniana
Hpair = J;'81 - 85 — B(S + 55), (7.28)

(com o campo magnético fraco B, introduzido para que possamos calcular a susceptibili-
dade magnética), n; é a fracdo de spins ativos (ainda nao dizimados) na j-ésima iteracao
do SDRG, e j* ¢é a iteracao na qual a razao efetiva entre os acoplamentos se torna da
ordem de 1. A partir da discussdo acima é claro que j* = oo para cadeias de spin 1/2,

enquanto para a cadeia de spin 1 j* é dado por

Inr
it = . 2
! |:hl 4/3:| inteiro (7 9)

Para as iteracoes anteriores a j*, como os acoplamentos efetivos sempre seguem a
sequeéncia de Fibonacci, a fracao de spins ativos satisfaz a equacao de recorréncia nj;; =
(1 —2f,)nj, onde f, = (3 —/5)/2 =~ 0.382 é a fragdo de letras b em uma sequéncia de

Fibonacci infinita (veja a secao [2).
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Figura 7.5: Susceptibilidade magnética como funcao da temperatura para a cadeia de
Fibonacci-Heisenberg de spin 1/2. Linhas sélidas correspondem a previsao do SDRG
para diferentes valores da razao entre acoplamentos r = J,/J,. O resultados de QMC
(simbolos) foram obtidos usando cadeias com 90 sitios e condigdes de contorno abertas.
Barras de erro sao menores que os simbolos. Simulacao feita pelo colaborador Nicolas
Laflorencie.

A susceptibilidade a campo nulo é entao obtida pela energia livre como

0?f
X(T) = 9B, (7.30)

Primeiro checamos as previsdes do SDRG para a cadeia de spin 1/2, usando os acopla-
mentos efetivos calculados na referéncia [34], e comparando os resultados das equagoes
20 e [C30) com simulagdes de QMC, usando o método de expansao em séries es-
tocasticas SSE [46] 48], com directed loop update [47]. Como mostra a figura [[3] a pre-
visao de SDRG fica mais préxima dos resultados de QMC conforme a modulacao cresce,

como esperado pela natureza perturbativa do SDRG.

Para a correspondente cadeia de spin 1, figuras e [[.7 mostram a susceptibilidade

como funcao da temperatura de acordo com a segunda e terceira abordagens, juntamente
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Figura 7.6: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para a cadeia de
Fibonacci-Heisenberg de spin 1 com razao r = 10. As linhas sélidas (tracejadas) cor-
respondem as previsdes da segunda (terceira) abordagem, enquanto os simbolos corre-
spondem a resultados de QMC para diferentes tamanhos da cadeia L. Barras de erro sao
menores que os simbolos.

com dados de QMC, para a razao entre acoplamentos r = 10 e r = 20, respectivamente.
Claramente a concordancia com os dados de baixa temperatura ¢ significantemente melhor
para a terceira abordagem, e se torna ainda melhor conforme o nimero de spins L au-
menta. Repare nos “ombros”que a curva da susceptibilidade apresenta nas proximidades

de temperaturas relacionadas a escalas de energia das ligagoes efetivas J,.

Repare também que as curvas de QMC se aproximam da curva calculada pelo SDRG
(terceira abordagem) de forma nao-monoténica conforme aumentamos o tamanho da
cadeia. Para entender isso, precisamos lembrar que a fragao de letras b em uma sequéncia
finita sofre um desvio, em relacao a fracao de letras b em uma sequéncia infinita, esse
desvio alterna valores positivos e negativos a medida que as iteradas da regra de sub-
stituicao se sucedem. Assim, podemos entender a nao monotonicidade como o efeito da

flutuacao da fracao de letras b, ou seja, da flutuacao do nimero de singletos fortemente
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Figura 7.7: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para a cadeia de
Fibonacci-Heisenberg de spin 1, similar a figura [[.6, porém com a razao entre acopla-
mentos r = 20.

acoplados em cadeias de tamanho finito.

Utilizamos nos calculos de QMC cadeias com nimero impar de spins. Assim a sus-
ceptibilidade nao se anula em baixas temperaturas mesmo quando o estado fundamental
tem um gap, pois ha sempre um spin livre desacoplado, ou seja, que nao faz parte de um
singleto. Se utilizarmos cadeias com um numero par de spins, o gap da cadeia finita, que
é maior do que o gap de uma cadeia infinita previsto na equaciao (5.8) (A ~ 1078.J,), faz
a susceptibilidade magnética se anular para temperaturas da ordem do gap. Nos casos
estudados nas figuras ell7 o gap é da ordem dos valores de temperaturas estudados,

como pode ser visto na figura 811
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7.3 Simulacoes de QMC para a cadeia de Heisenberg-
6-3.

Usando a mesma aproximacao de singletos independentes descrita para a cadeia de Fi-
bonacci-Heisenberg na segao [[.2] podemos obter, a partir das previstes do SDRG, a
susceptibilidade a campo zero quando os acoplamentos seguem a sequéncia 6-3. Algumas
pequenas adaptacoes sao necessarias, pois a distribuicao autossimilar de acoplamentos é
diferente da sequéncia 6-3. Assim, devemos levar em conta que a fragao de ligagoes J,
na cadeia original é f, = %, enquanto a fragao de ligacoes J; na distribuicao autossimilar
¢ dada por f;, = 2. Também temos que j* = oo. Logo abaixo, os resultados com a

5
aproximacao de singletos independentes sao comparados com dados de QMC.
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Figura 7.8: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para a cadeia de
Heisenberg-6-3 de spin 1/2. Linhas sélidas sao as previses do SDRG para vérias razoes
de acoplamentos r = J,/J,, enquanto simbolos indicam os correspondentes resultados de
QMC com L = 75 sitios. Simulacao feita pelo colaborador Nicolas Laflorencie.

Para a cadeia de spins 1/2 com L = 75 sitios os resultados sdo mostrados na figura

[C.8 Como esperado, a concordancia entre as previsoes do SDRG e as simulacoes de QMC
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¢ melhor para uma razao entre os acoplamentos grande r = J,/J,.
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Figura 7.9: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para a cadeia de
Heisenberg-6-3 de spin 1 com razao r = 5. Linhas sélidas (tracejadas) correspondem
a previsoes do SDRG de acordo com a segunda (terceira) abordagem, enquanto simbolos
correspondem a resultados de QMC para diferentes tamanhos de cadeia L. Barras de erro

sao menores que os simbolos.

Nas figuras e [.100 mostramos os resultados para a cadeia de spin 1 com a razao
entre os acoplamentos r = 5 e r = 10 respectivamente. Assim como no caso da cadeia
de Fibonacci-Heisenberg, é claro que os resultados de QMC mostram uma melhor con-

cordancia com as previsoes da terceira abordagem do SDRG.

Repare que novamente as curvas de QMC nao se aproximam da curva calculada pelo
SDRG (terceira abordagem) de forma monotonica conforme aumentamos o tamanho da
cadeia, devido as flutuagao dos niimeros de letras b em uma sequéncia finita. Novamente

escolhemos sempre cadeias com um numero impar de spins.
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Figura 7.10: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para a cadeia de

Heisenberg-6-3 de spin 1, similar a figura[Z.9] porém com razao entre acoplamentos r = 10.



Capitulo 8

Grupo de renormalizacao da matriz

densidade.

Para verificar se uma razao suficientemente grande entre os acoplamentos J, e J, pode
ou nao induzir uma transicao de fase no sistema para uma fase sem gap, dominada pela
aperiodicidade, apresentamos estudos numéricos utilizando o método de DMRG para
calcular o gap e para o parametro de ordem de corda na cadeia de Fibonacci-Heisenberg,
para diversos valores da razao entre os acoplamentos. Os resultados apresentados neste
capitulo foram obtidos por meio de uma colaboracao com os pesquisadores Fabien Alet e
Nicolas Laflorencie da Université Paul Sabatier de Toulouse - Franca. Essa colaboracao
cientifica resultou na publicagdo do artigo [35], de onde reproduzimos as duas segoes

seguintes a partir dos resultados de DMRG desse trabalho.

O grupo de renormalizagao da matriz densidade é um método numérico muito efi-
ciente no estudo de propriedades de baixas temperaturas de sistemas quanticos forte-
mente correlacionados. O método baseia-se na construgao dos estados mais relevantes em
baixas temperatura, truncando-se o espaco de Hilbert para eliminar os demais estados.
Diferentemente do que ocorre com o SDRG onde iniciamos com uma cadeia de spins, e
iterativamente os spins associados a graus de liberdades importantes em altas temperat-
uras sao eliminados e ligacoes efetivas sao geradas, no DMRG, inicia-se com um sistema
pequeno, que € entao desenvolvido pelo acréscimos de novos spins para compor a cadeia.
Em cada iteracao o hamiltoniano é diagonalizado, e apenas os estados mais significantes

sao preservados.

83
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O método é construido com a iteracao do seguinte procedimento. Inicialmente tem se
um bloco B contendo um spin, com hamiltoniano H g que contém os termos do hamiltoni-
ano em questao relacionados a este spin. Constroi-se um super bloco que contém a direita
e a esquerda blocos B, entre ambos ha dois spins. A interacao entre esses componentes do
superbloco é dado pelo hamiltoniano do sistema. Apds a diagonalizagao do hamiltoniano
do superbloco, constréi-se a matriz densidade do superbloco. Os maiores autovalores da
matriz densidade sao os autovalores que devem ser preservados. Com os estados mais
significativos se constréi um novo bloco B’ formado pelo bloco B e por um dos spins cen-
trais. Novos operadores que compoe o hamiltoniano sao construidos no subespaco desses
estados. Assim tem-se um novo hamiltoniano para o bloco B’. Por fim faz-se B = B’ e
repete-se o procedimento descrito. Para leitores interessados em detalhes aprofundados

do método de DMRG recomendamos a referéncia [10].

8.1 Calculo do gap e do parametro de ordem de corda

na cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1.

Foi simulada uma cadeia aperiédica com L de spins 1, com condigcoes de contorno abertas,
usando o método de DMRG [I0] com o formalismo de product state [49]. Foi usada a
formulacao da simetria de SU(2) [50], aproveitando a simetria da hamiltoniana (L),
o que reduz consideravelmente o ntimero de estados m, para serem armazenados nos
calculos de DMRG. A convergéncia do estado fundamental em diferentes setores Sp =
0,1 ou 2 é particularmente dificil de alcancar para um L grande e uma razao r forte,
o que atribuimos a aperiodicidade do sistema. Para garantir a convergéncia, usou-se
procedimentos especificos de aquecimento onde aumenta-se sequencialmente o niimero de
estados m de SU(2) armazenados, tipicamente 20 ou 50, até valores de m onde a energia
do estado fundamental nao varie mais. Para a maior cadeia de Fibonacci (aqui L = 378),
o numero maximo de estados SU(2) foi de m = 700, correspondendo a aproximadamente
3600 estados U(1). Para cada valor de m no procedimento de aquecimento, executou-se
um grande numero de varreduras (algumas vezes mais que 200), novamente verificando
se a energia nao varia.

Dependendo da paridade no nimero de spins da cadeia, tamanho L, o estado funda-

mental foi encontrado no setor Sy = 0 (para L par) ou no setor Sy = 1 (L impar), como
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esperado. Na fase de Haldane, espera-se que a diferenca entre a energia dos dois setores
decaia exponencialmente com o aumento de L em cadeias abertas, devido a presenca de
graus de liberdade de spin 1/2 nas bordasEI De forma similar ao que foi feito no estudo
original da cadeia uniforme de spin 1 [10], foi calculado o gap A como a diferenca entre
este estado fundamental e a energia do estado fundamental no setor Sy = 2, ou seja,
A = Ey(St = 2) — Ey(Sr = 0/1).

Foram simuladas cadeias com tamanhos L = 22, 35, 56, 90, 145, 234, 378 que correspon-
dem aos comprimentos naturais (da sequéncia de Fibonacci) de L—1 = 21,34,55,89, 144,
233,377. Sao apresentados a seguir resultados somente para comprimentos naturais de
Fibonacci, porém, para cadeias com um comprimento qualquer L < 70, foi verificado que
o comportamento é qualitativamente o mesmo quando se faz uma média sobre todas as
L+ 1 possiveis subsequéncias de Fibonacci, que podem ser encontradas em uma sequéncia
finita de L letras.

A figura mostra os resultados para o gap A (em unidades de J,), como funcao da
razao r, para diferentes tamanhos L. A partir da figura é claro que o gap nao se anula
no intervalo r € [1, 6] simulado, ainda assim, como esperado, o gap decresce considerav-
elmente com o aumento de r. Também podemos observar efeitos da nao monoticidade
devido a flutuacao do ntimeros de letras em cadeias finitas.

Note que o gap calculado via DMRG nao é diretamente comparavel com os preditos
pela equagao (B.6]), que é vélida somente no limite de uma cadeia infinita e modulagao
forte, desconsiderando assim efeitos de borda. Efeitos de borda se tornam muito impor-
tantes para cadeias pequenas, aquelas acessiveis via DMRG. No gréfico inserido na figura
mostra-se a comparacao entre os dados de DMRG para o gap, com modulacao mais
forte (r = 6) para a qual os dados estao disponiveis, e as correspondentes previsoes de
SDRG para cadeias abertas de tamanho finito. Detalhes de como pode-se calcular o gap
para cadeias finitas via SDRG sao dados no apéndice A concordancia é melhor para
cadeias pequenas, discrepancias surgem quando L > 56, devido ao fato de que a razao
de acoplamentos efetivos decresce iterativamente, equacao (5.3). Assim com o aumento
da cadeia ha um ntmero maior de spins para serem dizimados e os calculos perturba-
tivos sobre os quais o SDRG é construido tornam-se menos precisos, levando a erros na

estimativa do gap. Mesmo assim, para cadeias grandes (L = 234 e L = 378), as curvas

!Também foi realizado célculos para condicdes periédicas de contorno, porém a convergéncia nao foi
satisfatoria.
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Figura 8.1: Cadeia de spin 1 modulada pela sequéncia de Fibonacci. Gap A = Ey(St =
2) — Ey(Sr = 0/1) entre o nivel mais baixo de energia de quintupleto Ey(Sr = 2) e o
estado fundamental Ej (o qual é um estado de singleto Sy = 0 ou um estado de tripleto
St =1, dependendo da paridade da cadeia), como func¢ao da razao entre os acoplamentos

r = Jy/J,, para diferentes tamanhos L. Esta simulacdo foi efetuada pelo colaborador
Fabien Alet.

claramente se aproximam.

Parametro de ordem de corda.

Os resultados prévios indicam que a fase de Haldane nao é destruida pela modulacao de
Fibonacci nos acoplamentos da cadeia de Heisenberg. Pode-se confirmar este resultado

pelo calculo via DMRG da fungao de correlagao de corda [§]

j—1

(0%(i,§)) = <5§ exp (m > 5;) s;>, (8.1)
k=i+1

como funcao da distancia = = [j —i|. A func@o correlacdo de corda assume valores nao

nulos, no limite de longas distancias, na fase de Haldane []], sendo assim um bom indicador

da continuidade da fase de Haldane quando a razao entre os acoplamentos aumenta.
E apresentado na figura B2 (O*(z = |j — i|)) com i = L/4 e z variando de 0 a L/2
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(esse intervalo minimiza os efeitos das condigoes de contorno abertas). Foram escolhidos
alguns valores de r, e 0 maior sistema simulado L = 378. Uma funcao de correlacao no
espago real como (O?(z)) é inevitavelmente nao monotonica para um sistema aperiédico,
porém os resultados da figura 8.2 indicam claramente que o parametro de ordem de corda
nao se anula até o valor de r = 6, mesmo que este alcance um valor menor (em z — 00)

quando 7 cresce, como esperado do comportamento do gap.
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Figura 8.2: Cadeia de spin 1 modulada pela sequéncia de Fibonacci: funcao de correlagao
de corda (O*(xz = |i — j|)) como uma funcao da distancia z. O ponto de partida éi = L/4
até o valor maximo de x = L/2, para uma cadeia de L = 376 e diferentes valores da razao
r = Jy/J,. Esta simulagao foi efetuada pelo colaborador Fabien Alet.

Em geral, os resultados de DMRG para o gap e para o parametro de ordem de corda
estao de acordo com as conclusdes do SDRG (abordagens 1 e 3) de que a fase de Haldane

com gap sobrevive a introdugao da aperiodicidade de Fibonacci.

8.2 Calculo do gap e do parametro de ordem de corda

na cadeia de Heisenberg-6-3 de spin 1.

Foi usado aqui o mesmo procedimento descrito na se¢ao anterior para calcular o gap A

(em unidades de J,) em cadeias de spin 1 moduladas pela sequéncia 6-3. Foram escol-
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hidos os tamanhos L = 45,75, 85,105, 325,376 e mostram-se os resultados na figura 8.3l
Esses resultados mostram claramente que o gap se anula para um sistema suficientemente
grande, quando a razao r também é forte o suficiente. Para os maiores sistemas consider-
ados (L = 325 e L = 376), as simulagoes nao convergem para valores maiores que r > 4,
porém o comportamento para menores valores de r e L claramente indica que o gap se

anula para esses casos.
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Figura 8.3: Cadeia de spin 1 modulada pela sequéncia 6-3: gap A = Ey (S = 2)—Eo(St =
0/1) entre a energia do estado de quintupleto Sy = 2 de menor energia Fy(Sr = 2) e o
estado fundamental Fy (o qual é um singleto Sy = 0 ou um tripleto Sy = 1, dependendo
da paridade da cadeia), como fun¢ao da razao entre os acoplamentos r = .J,/J,, para
diferentes tamanhos L do sistema. Esta simulacao foi efetuada pelo colaborador Fabien

Alet.

Esses resultados novamente estao em acordo com os calculos de SDRG, os quais in-
dicam que o gap de Haldane deve se anular acima de uma modulagao critica r., dando
origem a uma fase de singleto aperiddico sem gap.

O valor critico r. no qual esta transicao de fase quantica acontece ¢ dificil de ser
estabelecido devido aos fortes efeitos de tamanho finito que surgem quando o gap é muito
pequeno. Mesmo assim, considerando o maior sistema disponivel, podemos estimar que
o gap é nulo para r = 3.4. O gréfico inserido na figura mostra o gap como funcao do

inverso do tamanho do sistema 1/L, para valores da razao entre os acoplamentos proximos
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~
~

da transicao. Poderia-se estimar o valor critico r. ~ 2.9(2), porém essa determinagao
fenomenoldgica deve ser feita com cuidado.

A previsao do SDRG 7. ~ 1.73 (da terceira abordagem) é diferente, e esta sujeita
a grandes incertezas, devido a natureza imprecisa dos calculos de teoria de perturbacao
nessa regiao de parametros. Ainda assim podemos concluir que os calculos numéricos do
gap confirmam a previsao do SDRG de uma fase sem gap dominada pela aperiodicidade
quando a razao r é forte o suficiente, porém finita.

Finalmente pode-se confirmar essa previsao calculando a fungao de correlacao de corda
(O*(x = |j —1i])) usando-se o mesmo método da segao Bl Na figura B4 sao apresentados
os resultados das simulagoes para a cadeia com maior comprimento L = 376 para a qual
atingiu-se a convergéncia para r = 1,2,3 (figura superior) e para uma cadeia menor
L = 105 onde atingiu-se a convergéncia suficiente para valores até r = 6 (figura inferior),

para valores inteiros de 7.
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Figura 8.4: Cadeia de spin 1 modulada pela sequéncia 6-3: funcao de correlacao de corda
(O*(x = |i — j|)) como fungao da distancia z. O ponto de partida é i = L/4 até o valor
méximo de x = L/2, para uma cadeia de L = 376 (figura superior) e para uma cadeia de
L = 105 (figura inferior) para diferentes valores da razao r = J,/J,. Esta simulagao foi
efetuada pelo colaborador Fabien Alet.

Para L = 376, o comportamento de longa distancia de (O*(x)) indica que a fase de

Haldane ainda esta presente na amostra de tamanho finito até o valor de r = 3, porém
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com um valor menor para o parametro de ordem do que valores menores de r, de acordo
com o menor gap encontrado para esse sistema. Por outro lado, para r = 4,5,6, os
resultados para um sistema menor L = 105 claramente indicam que o parametro de
ordem de corda se anula no limite de longa distancia, confirmando assim que a fase de
Haldane foi destruida. Devido ao comportamento nao regular em x, nao foi possivel fazer
uma analise de escala finita no parametro de ordem para diferentes tamanhos do sistema
e estimar o valor critico de r., porém, nossos resultados para o maior sistema L = 376
sdo consistentes com nossa estimativa r. = 2.9(2) obtida da estimativa do gap.

Para desordem do tipo aperiddica, nao sao esperados efeitos de Griffiths devido a
simetria da regra de substituicao, pois nao ha regides raras e suficientemente grandes
para gerar tais efeitos. Assim, tanto o gap quanto o parametro de ordem de corda devem
se anular no mesmo ponto, eliminando qualquer possibilidade de uma fase de Haldane

sem gap como aquela observada em cadeias de spin 1 com desordem aleatéria [19].



Capitulo 9

Método de SDRG com correcoes

variacionais.

Nos capitulos [ e 4 mostramos que o método de renormalizacao proposto por Ma, Das-
gupta e Hu [T} [12] é baseado em cédlculo perturbativos, que nao sao confidveis no regime
de modulagao fraca, ou seja, quando os acoplamentos vizinhos sao da mesma ordem do
maior acoplamento (acoplamento central). Devido a esse problema e ao interesse em
aplicar o SDRG no regime de modulacao fraca, em geral para identificar o ponto critico
que separa o regime de modulagao fraca do regime de modulacao forte, propusemos um

tratamento alternativo para obter os parametros do hamiltoniano efetivo.

Essa nova proposta surge quando procuramos, para a regra de dizimacao, um hamil-
toniano efetivo que reproduza da melhor maneira possivel os niveis de energia mais baixos
do bloco, considerando nao apenas o espectro do par de spins central, mas alternativa-
mente o espectro do bloco formado pelo par de spins central e seus vizinhos a esquerda e
a direita. O método baseia-se na minimizacao da diferenca entre o espectro do hamilto-
niano original e o espectro do hamiltoniano efetivo, onde usamos o hamiltoniano efetivo
das regras do SDRG como tentativa inicial. Durante minimizacao mantemos a forma
do hamiltoniano efetivo do SDRG e variamos os parametros efetivos para minimizar a

diferenca entre os espectros de autovalores.
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Modelo de Ising com campo transverso.

[lustraremos esse método com o modelo de Ising unidimensional em um campo transverso,
pois este ¢ mais simples para se trabalhar analiticamente que o modelo de Heisenberg.

Esse modelo em uma cadeia de N spins é definido pelo hamiltoniano

N-—1 N
H = —ZJiUfoﬂ —Zbﬂfa (9.1)
=1 =1

onde 0 sdo as matrizes de Pauli de spin 1/2. As varidveis {J;} e {b;} podem ser

distribuidas aleatoriamente ou aperiodicamente.

Para introduzir a regra de dizimagao do SDRG no caso do modelo estudado aqui,
escolhemos os parametros b; e J; distribuidos aleatoriamente de acordo com uma deter-
minada distribuicao de probabilidades. Consideramos inicialmente que a distribuicao seja
larga o suficiente para que tenhamos, com alta probabilidade, um acoplamento mais forte

Jo, com acoplamentos vizinhos muito mais fracos, ou seja, Jo > J,., J;, b, by.

Neste caso teremos que lidar com blocos do tipo mostrado na figura@.Il Consideramos
ainda que os parametros a esquerda e a direita sao iguais, b, = by =be J. = J = J,
pois todos esses valores sao muito menores que Jy. Assim é possivel fazer um tratamento
analitico do problema. Os spins no par ligado por Jy, para baixas energias, encontram-se
alinhados paralelamente, comportando-se assim como um tunico spin, no qual é aplicado
um campo transverso efetivo. Podemos entao substituir esse par de spins por um unico
spin efetivo 1/2. Os parametros efetivos obtidos por um tratamento perturbativo semel-

hante ao feito no capitulo B, equacao ([B.4)), sdo dados por

,
MDH JO’
' (9.2)

Agora podemos considerar uma modificacdo no método que, a partir da matriz efetiva
do SDRG, dada por
hef — _b/o_/z o J/O_;:vo_/:v o J/O_/:vo_;:v 4 U/, (93)

minimiza o erro associado com a diferenca entre os autovalores dessa matriz em relacao
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Figura 9.1: Regra de dizimag¢ao do SDRG para um bloco com o acoplamento central mais
forte no modelo de Ising com campo transverso.

aos menores autovalores da matriz original,

ho = —=b(of + 03) — Jojoi — Jooios — Jojo,. (9.4)

Repare que os spins vizinhos fazem parte dos hamiltonianos, e a partir desse momento
sao tratados da mesma forma que os spins do par central, nao mais como uma perturbacao
sobre o par central. O parametro U’ é o deslocamento dos niveis de energia que garante

que as energias dos estados fundamentais de ambas as matrizes sejam iguais.

O hamiltoniano h*/ tem 4 autovalores duplamente degenerados, designados por E!, e
o hamiltoniano hy tem 8 autovalores duplamente degenerados, designados por F;. Assim
definimos uma funcao erro quadratico médio como
3
S(JV,U") = (E| - E), (9.5)

1=0

sendo que a soma percorre apenas os primeiros 4 autovalores, pois sao esses os autovalores

preservados que queremos ajustar.

Devemos encontrar os parametros efetivos J', b' e U’ que minimizam essa fun¢ao. Ou
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seja, precisamos encontrar a solucao do sistema de equacoes

a3 L OF!
5~ 22 F— Bigz =0

3
E!
I L

o T oV
83 o OF!
5 =2 > (B - E;)=m = 0. (9.6)

=0

Os autovalores de h.s sao conhecidos analiticamente, apenas para o caso simétrico que

estamos estudando, e sao dados por

Ey = —V02+4J2+ U,

Ey = =V +U,

E, = iV +U,

Ey = VV24+4J24+ U (9.7)

Assim podemos resolver o sistema de equagao acima, (0.6]), para obter as solugoes que

minimizam a equagao Essas solucoes sao dadas por

E, — E;
Yy o= = =
2 M
s L |(Es—E (B, - E)\°
2 2 2 ’
1
U = Z(E0+E1+E2+E3). (9.8)

No gréfico a seguir, figura [0.2] mostramos a comparacao dos parametros efetivos cal-
culados pelo SDRG e os calculados pelo procedimento de minimizacao da diferenca entre
os autovalores efetivos e originais. Por simplicidade estamos tratando o caso h = J no
hamiltoniano original, equacao ([@.4]).

Como esperado, quando os parametros b e J tém valores muito menores que .Jy, 0s
parametros calculados pelo SDRG e pelo método de minimizagao coincidem. Estes mes-

mos parametros efetivos diferem muito no limite oposto onde J, b ~ Jy.
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Figura 9.2: Comparacao entre os resultados previsto pelo método de SDRG e pela mini-
mizagao da diferenca entre os autovalores originais e efetivos.

Precisamos agora estudar se os novos parametros efetivos dao origem a niveis de en-
ergia mais fiéis aos niveis de energia da matriz original hy, do que os parametros efetivos
do SDRG. Como pode ser visto na figura[0.3] para valores onde J, b ~ Jy, os niveis de en-
ergia da matriz com parametros efetivos calculados pela minimizagao sao muito préximos
daqueles calculados pela diagonalizacao numérica da matriz original. Os niveis de ener-
gia para os parametros calculados pelo SDRG sao préoximos aos niveis do hamiltoniano
original apenas no limite J, b < Jy, como esperado.

Quando nao dispomos de resultados analiticos para os niveis de energia da matriz efe-
tiva, torna-se impossivel calcular os parametros efetivos de forma analitica como acabamos
de fazer. Porém, ainda podemos minimizar o sistema de equagoes (0.6 numericamente
para encontrar os parametros efetivos. Um caso imediato ocorre quando consideramos o
problema que acabamos de tratar com parametros assimétricos, ou seja, J; # J, e by # b,.

Com esse método modificado de dizimacao local, espera-se que o novo SDRG possa ser
aplicado em qualquer regiao de parametros do modelo com desordem. Possibilitando assim
a analise de resultados para desordem fraca, pois os parametros efetivos nao dependem

de céalculos perturbativos que nao sao confiaveis nessa regiao da desordem.
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Figura 9.3: Comparacao entre os niveis previstos pelo método de MDH e pela mini-
mizagao.

Porém nossas tentativas em aplicar esse método de renormalizacao com correcoes
variacionais na cadeia de Ising com campo transverso aperiddica foram improdutivas.
Mesmo usando uma formulacao um pouco mais geral, para lidar com blocos maiores de
spins, esse método nao preserva o ponto critico do modelo, fazendo com que a iteracao
do RG conduza a cadeia para uma fase ferromagnética, ou para uma fase paramagnética.
A sequéncia aperiddica escolhida foi sequéncia de Fibonacci k = 2, definida por a — abb,
b — a. Para esse modelo e essa sequéncia sao conhecidos resultados exatos e via SDRG
[51]. Isso possibilitaria a anélise do quanto o método de SDRG modificado aperfeigoa os
resultados do SDRG tradicional.



Capitulo 10

Discussao dos resultados e

Conclusoes.

Neste trabalho foram investigados os efeitos causados nas propriedades termodinamicas
de baixas temperaturas da cadeia de Heisenberg de spin 1 pela introducao de desor-
dem aperidédica na distribuicao de acoplamentos. Por meio de adaptacoes do grupo de
renormalizacao de Ma, Dasgupta de Hu (SDRG), apresentamos resultados analiticos para
desordem aperiddica gerada por duas sequéncias aperiodicas, a sequéncia de Fibonacci e

6-3, sendo que a segunda apresenta flutuagdes geométricas mais fortes que a primeira.

O desenvolvimento do SDRG empregado aqui envolveu primeiramente a adaptacao
das regras de renormalizagao para o caso de desordem aperiddica, onde lidamos em geral
com blocos formados por varios spins e nao apenas por pares. Desenvolvemos também
ferramentas para utilizar nao somente a abordagem inicialmente proposta por Monthus et
al. [23,24] (segunda abordagem), mas também para utilizar a abordagem mais geral que
leva em conta ligacoes efetivas longas que cobrem vizinhos distantes (terceira abordagem).
Utilizamos ainda a generalizacao direta do SDRG para cadeias de spin 1 (primeira abor-
dagem). Surpreendentemente, verificamos que mesmo para modulacao forte a segunda
abordagem nem sempre fornece resultados que concordam com as outras abordagens,

enquanto os resultados da primeira e segunda abordagens sempre concordam entre si.

Ainda no limite de modulacao forte, a segunda abordagem fornece resultados qualita-
tivamente corretos apenas quando as flutuagoes geométricas também sao fortes, sendo que

quantitativamente os resultados ainda sao diferentes quando comparados com a primeira

97



98 Discussao dos resultados e Conclusoes.

e terceira abordagens. Quando as flutuagoes geométricas sao fracas, os resultados nao

concordam nem mesmo qualitativamente.

Especificamente para a cadeia de Fibonacci-Heisenberg, que tem um expoente de flu-
tuacao geométrica w = 0, a segunda abordagem mostrou uma transicao de fase para uma
fase dominada pela aperiodicidade para desordem forte, enquanto a primeira e terceira
abordagens previram que o gap de Haldane nao seria destruido pela desordem aperiédica
mesmo com desordem forte, mostrando assim que, para o caso de flutuagoes geométricas
com w = 0, as ligacoes nao frustradas entre segundos vizinhos sao essenciais na analise do
SDRG. Por meio dos cédlculos de Monte Carlo quantico foi possivel confirmar que quanti-
tativamente o espectro efetivo previsto pela primeira ou terceira abordagens é mais fiel ao
espectro da cadeia de Fibonacci-Heisenberg, enquanto os calculos de DMRG confirmaram

que o gap de Haldane sobrevive a desordem de Fibonacci.

Por outro lado, quando a desordem aperiédica segue a sequéncia 6-3, que tem o ex-
poente de flutuagao geométrica dado por w ~ 0.43, caracterizando flutuagoes geométricas
muito mais fortes que as flutuacoes da sequéncia de Fibonacci, todas as abordagens
dao o mesmo resultado qualitativo, onde a fase de Haldane sobrevive para modulacao
fraca (r ~ 1), enquanto é destruida para modulacao forte (r > 1). Assim a cadeia
de Heisenberg-6-3 sofre uma transicao do fase, quando a modulacao cresce, para uma
fase sem gap dominada pela aperiodicidade, similar aquela observada para cadeias de
Heisenberg-6-3 de spin 1/2. Novamente os célculos de Monte Carlo quantico e de DMRG
confirmam os resultados do SDRG, porém, salientamos que os calculos de QMC nova-
mente mostraram que o espectro efetivo previsto pelas primeira e terceira abordagens é
mais fiel ao espectro da cadeia de Heisenberg-6-3 do que o espectro efetivo previsto pela
segunda abordagem, figuras e [L10.

Os resultados apresentados aqui para duas sequéncias aperiddicas, especialmente para
as equagoes de recorréncia da razao entre os acoplamentos r (ou p), quando a modulagao
é forte, estao de acordo com a forma geral proposta no trabalho [34], no contexto das
cadeias aperiédicas de spin 1/2, onde para qualquer regra de substituigdo de duas le-
tras caracterizada por um expoente critico w > 0, é possivel escrever uma equacao de

recorréncia para a razao entre os acoplamentos dada por

PG+ — [Tm}’“ , (10.1)
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onde v é uma constante, ) é a razdo entre os acoplamentos calculada na j-ésima iteracao
do SDRG, k é um inteiro relacionado ao expoente de flutuagao geométrica w e ao fator

de reescala 7 da transformagcao dado por

_ Ik

CnT

w (10.2)

Enquanto para a segunda abordagem [23] 24], a constante v (= 2) é maior que 1, para
as outras abordagens 0 < (= 3/4) < 1. Para k > 2 (w > 0) a razdo efetiva diverge
iterativamente sempre que a razao inicial 7(®) é grande o bastante, independentemente
do valor de v, o que leva o sistema a uma fase com gap nulo no limite de modulacao
forte. Por outro lado, quando k = 1 (w = 0), a constante 7 define se a razao efetiva
entre os parametros diverge, levando o sistema para uma fase sem gap dominada pela
aperiodicidade, ou se a razao se aproxima de 1, levando o sistema para a fase de Haldane.
Assim, podemos inferir que somente quando o expoente de flutuacao geométrica é zero as
diferentes abordagens do SDRG conduzirao a resultados qualitativamente diferentes.

Em geral, podemos afirmar que a presenca de desordem aperiédica caracterizada por
um expoente w positivo induz a uma transicao de fase, entre a fase de Haldane e uma fase
sem gap, quando a razdo entre os acoplamentos iniciais r(®) aumenta, enquanto desordem
aperiédica com w = 0 nao destréi a fase de Haldane. Podemos tracar um paralelo com a
cadeia aperiddica de spins 1/2, lembrando que o critério de Harris-Luck prediz alteragoes
na criticalidade para w > —%. Nota-se que a desordem de Fibonacci nao induz diferencas
significativas na cadeia de spin 1, como ocorre no estado fundamental da cadeia de spin
1/2. Também notamos outro contraste quando comparamos nossos resultados com os
resultados da cadeia com desordem aleatéria de spins 1, pois nao ha uma fase intermediaria
associada com singularidades de Griffiths. Isto ocorre pois, nas sequéncias aperiodicas nao
ha raras regioes, arbitrariamente grandes, nas quais o sistema esta localmente em outra
fase quando comparado com a cadeia infinita. Isto esta de acordo com o comportamento
encontrado na cadeia de Ising quantica [5I], assim como no contexto do processo de
contato aperiédico [52].

Por fim salientamos que, como o ponto critico encontrado na cadeia de Heisenberg-6-3

corresponde a uma razao inicial de valor baixo, as estimativas via SDRG dos expoentes

10 fator de reescala da sequéncia de Fibonacci é dado por 7 = 2 + /5, equacdo (5.9). Na sequéncia
6-3 esse fator é dado por 7 =5, equagao (6.12)).
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criticos da transicao, que utiliza calculos perturbativos, sao tecnicamente dificeis e nao

confidveis, assim como o proprio valor da razao critica.



Apeéendice A

Resultados da teoria de perturbacao

em primeira ordem.

Os resultados para a teoria de perturbacao em primeira ordem, considerando os termos

originais da hamiltoniana local para um par de spins 1, equagao ([A3]), e da hamiltoniana

exact
h 1

efetiva , equacao (L8], sao dados por

<mlv \1[07 mT|h’1|m27 \1107 mi«) = <ml7 (I)Ov mr‘h’ixacwm;u (I)Oa m;«) = 07 (Al)
para o estado de singleto. Para o estado de tripleto temos como resultado

<mlv \115”7 mr‘hl‘mgv \Ilgnlv mi«) = <mlv (I)gnv mT|h’§X&Ct|m27 q)11n/7 mi«) =
J,
= —l<ml7 mr‘Sl—’_|m27 m;>(5m’,05m,f + 5m’,+5m,0)

2V/2

Jp a

+ 2—\/§<mlamr|sl |m;am;~>(5m’,— m,0+5m’,05m,+)+
J,

T AL St
J,

+  ——={my, m,|ST|m}, m.) (5, 00m.— + Omr +Om
o o ) i+ )
J,

+  ——={my,m,|S;|my, MY (S —Om.o + O 00m.t) +
o ) G+ )

b |2 )G — B (A2)
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Por fim para os elementos de matriz mistos envolvendo estados de singletos e tripletos

encontramos
/ m / exact| I Fm / Jl 7 /
<ml7\1l07mr|hl‘ml7\ll1 7mr> = <ml7q)07m7“|h'1 ‘mhq)l 7m7"> = _ﬁ<ml7mr|5l |ml7mr>5m7+
J 2J gy

+—<mla mT|Sl_|m;7 m/>5m,— + —<ml7 mT|SlZ|m;7m:">5m,0 +
V3
I

V3

(ma, me [ S, mg, 1) 4

s s

V6
2J,

V6

V3

<mlv mT‘S;|m;7 m, >5m7* -

T

Nas expressoes anteriores usamos a seguinte notagao

o W) = o) © |02 @ ), com W) = = (|4 =) —[00) + | = +)),
W = = (1+0) = 0+,
W) = (- —1 -+,
o= Yoy oo
¥ = s -l=0). (A

onde |my;) e |m,) sdo os estados dos primeiros vizinhos do par central, e |U7") sdo estados
de hy com spin total s e projecao m. Note que estados com s = 2 nao sao usados nesse
calculo. Os estados |®g) e |P]*) foram definidos na equacao ([B.3]). Portanto h$*<* é de
fato a matriz efetiva que resulta da teoria de perturbagao de primeira ordem, quando

substituimos o par de spins 1 por um par de spins 1/2.

Porém para a hamiltoniana efetiva hff s equacao (A7), que nao leva em conta as
ligagoes de segundos vizinhos, a igualdade nas equagoes (AJ]) e (A2]) também é verificada,

enquanto na equacao ([A.3]) isso nao ocorre. No tltimo caso temos o resultado

J/
my, D, my | B ml, &7 ml) = — = (my, m, | S |ml, ml ) om . +
< b *0 | 1 | 1r =1 r> 2\/§< l | l| l 7"> o+
+ Ji (my, m| Sy |my, m.) O — + il,(ml m|SFImy, ml Ym0 +
2\/§ 9 T 1 1 r/Ym,— 2 i T l 1 r/Ym,

! !

+—"=(my, m,| S |my, ML)y — —=(my, m,| S, |mj, m.)o,, — +
St = S ol

7 z

L e e, (AS)

(me, me | S7[my, my) Omo. (A.3)



Apeéendice B

Resultados da teoria de perturbacao

em segunda e terceira ordem.

Discutimos aqui detalhes adicionais aos calculos de teoria de perturbacao usados na ter-
ceira abordagem, veja a figura (3(b). O cdlculo do parametro efetivo que surge da
dizimagao do par de spins (2,3) envolve célculos de teoria de perturbagao de segunda
ordem, como aqueles mostrados na secao [3, equacao (B.4), ou seja, a regra 2. Porém
temos ligacoes adicionais de segundos vizinhos, que geram mais elementos no termo per-
turbativo, veja a equagao (L.8)). Na teoria de perturbagao de segunda ordem hé um termo
quadratico do elemento perturbativo. Esse termo quadratico dd origem a quatro con-
tribuicoes que podem ser interpretadas como na figura [B.Il onde se ilustram as quatro

possiveis combinacoes, duas a duas, das ligacoes perturbativas.

’ 7 \ \
e

€ 6  e—e

Figura B.1: Tlustracao das diferentes contribuicoes que surgem na utilizacao da regra 2,
quando ha ligagoes de segundos vizinhos conectando o par central e o restante da cadeia.
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Ao aplicar a cada uma dessas combinacoes a regra 2 encontramos o acoplamento efetivo

Para o segundo parametro efetivo, aquele entre os spins 4 e 9, precisamos evitar a
dizimacao sequencial dos pares conectados por .Jy,, pois a presenga de ligacoes que conectam
somente os dois pares fortemente acoplados causa mudancgas no valor de J,, aumentando
a escala de energia, o que fere a auto-consisténcia do método de SDRG. Evitamos esse
problema dizimando ao mesmo tempo os dois pares de spins 1/2 conectados por Jj,, usando
teoria de perturbacgao em terceira ordem, pois a contribuicao de segunda ordem também se
anula nesse caso. Assim consideramos as corregoes no estado fundamental dos dois pares,

equagao (BI7), dado por |Wg) = |Pg)s6 @ |Pg)7s devido ao seguinte termo perturbativo

h‘ixaCt = J,S,- (oz+s5 + oz_Sﬁ) + J,S5 - (a+a_S7 + a2_88) +

+  JuS6- (OziS7 + a+a,sg) + J, (a_s7 + aysg) - So, (B.2)

que inclui as ligacoes de segundos e terceiros vizinhos da hamiltoniana local.

De acordo com a teoria de perturbacao, a correcao de terceira ordem é por

3 (Wo [P Wy) (W5 [AT] W) (W [h3t| )

heff = +
o (Ei — Eo)(Ej — Eo)
] |hexact| \I/>|2
o i hexact i |< 07 i B.
< 0’ 1 ’ 0>Z (Ei_EO)2 ) ( 3)

i#£0

na qual os estados sao obtidos de produtos diretos dos autoestados dos pares de spin
5-6 e 7-8. Estes estados sao: o estado fundamental |Wy) = |Pg)s6 @ |Pg)7s, formado pela
combinagao dos estados de singletos definidos na equacgao ([B.2), e os estados excitados |¥;)
que sao formados pelas combinacoes de singleto-tripleto ou tripleto-tripleto dos estados
Do), | D7), [@9), e |®]); veja novamente ([B.3)).

Esta somatoria resulta no acoplamento efetivo entre os spins 4 e 9 dado por

SRRy EA N S E AN
J, = (ap —a-) (2 2-\3) (B.4)



Apeéendice C

SDRG: Calculo do gap para cadeias

finitas de Fibonacci-Heisenberg.

Uma estimativa do SDRG para o gap em uma cadeia finita pode ser obtida interrompendo-
se 0 esquema do SDRG no menor nivel de energia para o qual ainda ha ao menos dois
spins ativos. As figura de até ilustram este procedimento para cadeias com
L =14, L = 22 e L. = 35 spins. Como queremos obter estimativas para comparar
com os resultados de DMRG da secao Bl precisamos considerar o gap entre o estado
fundamental, com spin total S = 0 ou Sy = 1, e o nivel mais baixo com Sy = 2. Para
L =14 e L = 22, o estado fundamental é um singleto (Sr = 0), enquanto para L = 35,

com um numero impar de spins, o estado fundamental tem spin total Sp = 1.

(a) ©+E=00-=0} =0} o 5=0-0- =0

(b)

Figura C.1: Abordagem do SDRG aplicado na cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1
com L = 14 sitios. Apds uma varredura em (b), todos os spins sao eliminados.

Como ilustra a figura [CIl para L = 14 spins, o estado de mais baixa energia Sy = 2
corresponde a dois pares de spins excitados no estado S = 1. Assim, a estimativa para

este gap é 2JI§1), com o acoplamento efetivo Jlfl) calculado da equagao Eq. (B.3). Para
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— Jo W

() O o (0 o w0+ {5 - I w0+ - o0

Figura C.2: Abordagem do SDRG aplicado na cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin
1 com L = 22 sitios. Apds uma varredura em (b), todos as ligagoes J, sdo eliminadas,
deixando apenas uma tunica liga¢do J, como mostra a figura (c).

JCEO) __________________ Jél)

(0) )
b b
(a)o.E..o.E.E..O.E..o-.@.@..o.@.@..o.@..o..@.@..o.@..o.

Figura C.3: Abordagem do SDRG aplicado na cadeia de Fibonacci-Heisenberg de spin 1
com L = 35 sitios. Apds uma varredura em (b), apenas o spins central sobrevive.

L = 22, como ilustra a figura [C.2 o estado excitado de energia mais baixo Sy = 2 vem
de um estado excitado S = 2 de um par de spins conectados por um acoplamento Ja(tl),
dando origem a um gap 3J5Y. Finalmente, como o estado fundamental para L = 35 tem
spin total ST = 1, a excitagao de mais baixo energia S = 2 corresponde a uma excitagao
local de um 1nico par de spins, levando a um gap de Jél), como mostra a figura[C.3l Note
que isto explica o comportamento nao monotonico dos gaps com o aumento do tamanho
do sistema, para r 2 5, como observado para

Estimativas para o gap via SDRG para valores maiores de L podem ser obtidos de

maneira analoga.
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