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0 eguilibrio estacionario.

PROL OGO

fste trabalho de tese foi realizado com o objetivo
de preencher narte dos requisitos exigidds pelo Dep.de TFisica
da Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras da Universidade de
30 Paulo, para a obtencdo do grau de "Mestre em Ciéncias".
Pode parecer estranho portanto gue nado se trate de Fisica pro
priamente dita e muito menos da Fisica de fronteira sujeita a
competicao internacional, como sao a maior parte das teses a-
apresentadas a éste Departamehto. Entretantd, acreditamos que
possa ser condiderado Tisica 2plicada e assim satisfatorio pa
ra os fins aos guais se destina.

Para que se tornasse uma leitura mais agradavel o
trabﬁlho foi dividido em trés partes. A primeira parte trata
dos aspectos matemAticos cue serdo usados nas duas restantes
e exemplos de sua aplicacao a;fenﬁmgggg.ﬁisicoa. Na segqunda
parte.é apresentada a explicacdo de um fendmeno ecologico que
ocorrd eﬁ populacoes de  Planorbideos os quais serao apresen-
tados ﬁ; momento oportuno e suas relagBes com o. Homem serao
salientadas. Finalmente a terceira parte trata do mecanismo
de controle que permite as populagéeé de Planorbidios alcangar

A terceira parte & um caso particular do aspecto
mais interessante que.os fenomenos bioiégicos podem ter para
Fisicos. Realmente, qualquer ser vivo ou agrupamento de séres,
node ser considerado, sob algum ponto de vista como uma magui
na que recebe do exterior certas mensagens e ajusta séu compcr

tamento de acorde com estas.




A natureza das mensagens e o mecanismo da resposta dependem muitas
vezes de fendmenos f{sicos simples. O estudo ddstes, além de ser
atil para o entendimento dos fendmenos da vida, pode conter resul-

tados interessantes do ponto de vista pratico.

Agradecimentos

A A.B.Coutinho a quem devo minha formacao cientifica basica, @ &
proposicao do problema que & tratado néste trabalho e metade dos
meus genes.

Ao Prof.Marcello Damy de Souza Santos pelo est{mulo constan-
te e exemplo altamente educativo de luta para o melhoramento do ni
vel tecnoldgico e cientifico do Brasil.

Ao Prof.A.F.R. de Toledo Piza pela orientacao tanto durante
pos-graduacao como durante a execucao desta tese o cque possibili-
tou a conclusao de ambas.

Aos meus colegas do I.E.A. e especialmente a Achilleg A.Suares
chefe do grupo do qual fago parte, pelo tempo que tive para os cur
sos de pos-graduacdo e para fazer esta tese. EBste tempo represen"
tava para €le um acréscimo nas suas ji enormes responsabilidades ,
visto que o Fisico experimental Brasileiro estd sujeito a ter.que
executar muitas tarefas fora de sua especialidade.’

Ao professor Frota Pessoa e a Prof.ETlizabeth P"fota Pessoa pe-
la inestimavel colaboracdo no inidio deste trahalho.

A todos os meus colegas de pds-graduacao e particulamente a
Alfredo Pio Noronha Rodriques Galeao e José Fernando Perez pelo

espfrito de colaboracao e amizade com que me distinguiram.




I - Parte

k¥l - Introdycao -

Seja Wt,x A¥ dl uma funcao real de duas varilveis
real§ tex oO<t<w 0<x <o e que satisfaz outras condigoes
que serdo enunciadas oportunamente.

Para fixar idéias, suponhamos por exemplo, que no re
tangulo de'vértices x, x+dl , tet+ d} estejam ocorrendo,cer -
tos even;os em regime estacionirio. Entao podghos dizer, c¢ue oc~-nume-
ro médio de eventos por unidade de tempo, que ocorrem no retdmgulo
de vértices x, x +dl, te t + dy seja N = wt,x dl d4¢ . |

NOs estamos interessados, para aplicacdo posterior ,
no caso em que  wt;x satisfaz a uma equac@o Integro-~diferencial de
primeira ordem do tipo.

-i§g£i = cHu gt [L k(x ) v gy

v 0 t’x

onde 4 e £ sdo dois nimeros reais malores que zero e k(x,ﬁ) =
= L(X-x)

Esta equagdo, ocorre na Flsica, apesar de nio muito
frequentemente.

Tomemos como primeiro exemplo da ocorréncia désta

ieqﬁagao, um exemplo de I'isica Experimental. Considere um feixe de

Taios X, atravessando certo material tomemos como eixe dos X, a dire
cédo do feixe.
Seja entao v, ,drdx o niimero de fotol's que podem
, p .

ser encontrados entre rel + da.

Portanto o numero de raios x encontraveis entre

X ex +dl e

af ax

wk,x




e

O nlmero de raios x encontraVeis entre x + dx e x+dx+d{ & por-
tanto

Vﬁlx + dx az da

A diferenga entre estas quantidades

1 dg dA_

A,x +d x V. o« dada

St P
€ igual ao niimero de araios x que foram absorvidos,

jﬂwx . df dx dai
r

onde 4 & o coeficiente de absorcdo do material e mais o nimero de
raios x, que tinham comprimento de onda menor e que por espalhamento
passaram a ter um comprimento de onda maior.

Se k( A,AO)'dA € a probabilidade por unidade de comprimento,
de um foton tendo comprimento de onda Ao Ser espalhado de modo a
ter um comprimento de onda entre A e A+ d) , éste acrescimo é

. dg
.IA k(?xr)\o) dxw)\ dAO ax

o 0,X

Igualando e passando ao limite, nds teremos
BE)L_X__ (\ kK(x,a W -

A I A o ‘o, x Fo
O Problema & de Fisica Experimental, porque o problema do fisico ted
rico é encontrar k(A,Ko) a part leis mais gerais e n3o resolver
éste problema em especial.

Tomemos como segundo exemplo, um problema de Fisica aplicada,

_ Q J@

abusivamente simplificado.
Ao g

Suponhamos que no fundo Gese rio, ndés tenhamos posto entre os

tempos t= o0 e t= 4T , e entre os pontos de abeissa Le L+ g%

Y= ¥ (1) as ar

pedregulhoe, todos contende uma mesma quantidade m, de substancia ra

diocativa, com constante de desintegracao KA ,]| K| = T-l.




Seja agora d% dt a quantidade de substancia radioati

wt,x
va gue se pode encontrar entre x e x + df entre os tempos t e t +
dt .

Entdo num intervalo de tempo at'wt,x de dr diminue por
dois motivos.

Primeiro, uma quantidade Kag, 4L dr3t de substancia radio
4

‘ativa se desintegrou.

Sequndo, uma cuantidade ay, xd 2dtst de substancia radio
g r

.ativa foli arrastada.

Como os doils acontecimentos, ser arrastado e se desinte-
érar sdo independentes, o decrescimo total &
- K( r\+a - Aa)wt,xdz drat.
Entretanto y, .df dr também aumenta, em virtude de terem
chegadola regidio 2e ¢+ d¢ , substéncia radioativa vinda de regides
a jusante de ¢

Seja entdo k(%) d¢ , a probabilidade de um arrasto comeca

em X terminar entre X +2 e X 4+ +d2

Supondo desprezivel o tempd gasto em qualquer arrasto, nds

temos que o acréscimo em questdo é:

L
K(a- Aa)J'¢ s [ k(x)] de dr dx 5 t
0 t,x

=X
e portanto
o ) _ B %
t,n (2-x) dx
—t2 = =K (A+a-X + K(a-A Yoy
S (A+a a)wt’z (a=2a) Jow t,x

Esta equacdo deve ser resolvida, sujeita 3 condicao Uo 2= m(’(z}
[4

1-2- NOs gueremos mostrar que o problema de achar a fungéo\(tlquue
= i r

satisfaga a eguacao

3y

~t,8 ,[ k( &=x) y ax Le > O
—ltl = -
T #wt,i + £ L t,x ,/3

e gue para t=o se reduza a uma funcao dada.

by, 2 = P2
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é bem posto.Isto significa que o problema admite apenas uma solu-
cao.

Precisamos de algumas definicoes. | Z
Definicao I - Seja f(x) uma funcdo real de varidvel real
c x <= e suponha f(x) seccionalmente continua. Diz-se que £ (x)
é de ordem exponencial se existe um niimero real < e tal que exis-

ta a integral impropria.

f = f a%%:x f(x) dx.
o v

°, & chamada de alcissa de convergéncia.
Definicdo 2- Seja S uma varidvel compléxa. Se f£(x) & de ordem expo-

nencial entao.

fF (s) = {" e 5% f£(x)ax.
(o]

define uma fungdo  (s), andlitica no semiplano T{S=o+ inl>g).
f (s) & chamada Transformada de Laplace de f(x) € escrita

L {f(x)}= F (s)

h (l)f (2) sejam duas solu-
Suponhamos agpra‘gue wﬁ;z e ¢t,2 _
¢oes da equacdo e que satisfaca & condicdo de contdrno i.8
(1) (2) = )0(
E = 2 e 24)-
Yo,z )
Neste caso, consideremos a funcao At .
[4
(1) - (2)
A =
te T Ve, Ve
Obviamente A =5
‘ 0,8 .
e L
e 33) k A, .4
—_——tl = - + -
at | Pty 8] k(-x) 8, ,dx
o
: (1) (2 ~ '
Suponhamos agora que v t,2 € v t,s Sao continuas para +tg
. do & pertencente a 0 £ 2 & » & de ordem exponencial.

Portanto At Q- € continua para todotpertencente a o¢ 4 < = 2,6L1

»




Loco Av admite transformada de Laplace.
4
2 Tu o2 y= =8t
L{At,z} AS,Q A © At;ldt

E facil ver cue, como by o & continua por hipdtese para todo
?

2 pertencente a oglgw

I {aAtrQ} = g Z - ? =g A
at S’Z OI,Q S"Q’

e portanto L { by .} obedece & ea.integral.
r

-¢ I K (a=x) b dx =0

(s +.4) As,g o , X

Esta & uma equacdo integral de Volterra
Cuja Gnica solucdo é ES,QE 0, se o "Kernel" for bounded"
(Morse-1953)

E portanto, pelo teorema de Learch;ﬂt,z & uma funcdo nula 1.8,
é diferente de zero apenas em um nimero finito de pontos para to-
do interval finito [tl,tz]

(1) (2)

Logo ¢ =y a menos de uma funcao.nula.

Notemps que em todos os exemplos apresentados o *Kernel" &

bounded, pela sua propria interpretacdo.
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IT PARTFE

2.1-Introducao

Esta parte trata de um aspecto da ecologia dos hospe-

"

deiros intermédiarios ¢a doenca Schistosomose Mansdénica, certos "ca
ramujos" da familia dos Planorbidae.
Como esta doenca € muito difundida no Brasil (cérca de 8.000.000 de

essoas infectadas- Pelegrino 1968) julgamos que tenha importancia.

r3.

2. maioria dos autores brasileiros (S.Pessoa 19€3) admi
te que existe no Brasil apenas um género entre os planorbideos hospe
deiros da Schiﬁh@Sbmose Mansbnica, o género Bicmphalaria.

O cuadro abaixo, mostra as diversas espécies deste gé-
nero, gue sao distinguidés principalmente pelo tamanho das "conchas"

que os animais podem atingir (S.Pessoa 1963 )

ESPECIE DIAMETRO MAXIMO (Milim.)
B. Glakhatus i 30 - 40
B. MIGRICAS B 25 - 30
B. STRAMINEUS RIRC i 10 - 12
B. JANEIREMNSES o 7 - 9
B. INCERTUS - 5 - 6
"

2.B.Coutinho e colaboradores mostraram (A.B.Coutinhoet al-1957) cue,
pelo menos entre os Planorbideos de diversas lagoas de Pernambuco ,
cujas peopulacoes estavam em ecuilibrio estagionirio, nao havia dife
rencas morfoldgicas ou genéticas que justificasscm a clasnificacdo
dos mesmos em espécies separadas. A UGnica diferenca observa ~ entre
os Planorbideos dos diversos "habhitats", era apenas que. éles

alcancavam nos diversos lugares, tamanhos maximes diferentes.

Posteriormente (A.B.Coutinhe et al-1961 e 1968) mos-—

traram que a variag¢ac nos tamanhos maximos roedia ser explicada pela
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variacao da taxa de infeccdo por mirééideos do Schistosomose Manso-
nico nas populacoes, tratando-se portanté de um efeito puramente
ecologico.

A finalidade désta parte do trabalho & mostrar cue o pari
metro Diémetro.Méximo da Concha, cque é atingido pelos Planorbideos
e fortemente influenciado por outras condic¢bes ecoldgicas, ndo po-

dendo portanto ser usado como base de uma classificacdo nem como in

dicio ou prova da existéncia de diversas espécies de Planorbideos

do genero Biomphalaria.

"2.2- Aspectos Experimentais.

Sfuponha uma populacao de Plancrbideos e admitamos cue es-
ta populagao esteja em equilibrio estacionirio, i.&, uma populacao
onde o nimero de individuos entre duas idades arbitrdrias nao varie
com o tempo. Pode-se entdo definir uma grandeza, Difimetro Maximo Mé
dio (Dmax) como sendo a média aritmética dos maiores difmetros en-
contrados em varias amostras da populacao.

2. observacao de cue nas populacoes de Planocrbideos que vi
vem em riachos de descarga apfeciavelmente rapidas o Dmax’, cresce
d medida que se caminha da fonte para a f£6z, constitue o efeito que
vamos estudar.

Fste fendémeno, foi descoberto por G.Dobovolny em 1952 em

riachos do estado de Pernambuco.

2.3- Interpretacio \
Os planorbideos do género Biomphalaria tém uma caracteris
tica nao muito incomum no reino animal, a saher crescem enquanto es

tao vives.




Diametro-da-concha em milimetro
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A figura acima mostra uma curva média de crescimento de

una’ amostra de 23 exemplares, provenientes de uma Unica postura de
ur planorbidec. (F.S.Barbosa-1961)

Como se pode observar, o diametro da "concha" & uma funcao simples
da idade do animal.

O diametro maximo médio, de uma populacdo &, portanto uma medida da
idade maxima cue pode ser atingida a populacao.

£ razodvel, portanto, atribuir a existéncia do efeito a uma deforma-

cao da piramide etadria, de tal modo gue a probabilidade de atingir
idades grandes aumente 3 medida que sé éaminha da fonte para a foz .
do Riacho. A primeira hipotese que se pode fazer, de que a taxa de
infeccao aumente, quando se passa da fonte para a foz, nao resiste
a verificagao experimental (A.B.Coutinho etal-1963).

Como veremos abaixo, o arrasto ocasional de animais pela correnteza
é suficiente para fazer aparecer uma tal deformagdo da Piramide et
ria. ’

,Os planorbideos vivem nas margens dos riachos, agarrados
no fundo e vém periodicamente & superficie para respirar. Nestas

vindas a superficie & que o caramujo pode ser ocasionalmente arras-

tado, apesar da &agua proxima as margens ser praticamente parada.




2.4 - Formulacao Analitica.
Consideremos a figura abaixo, onde,?é uma abcissa curvi

linea tracada ao longo do canal ou riacho.

4 -

Sejam My X (At) os sobreviventes em um tempo t, dos organismos
oA _

nascidos entre =0 e t= At entre os pontos de abcissa,,ﬂ =0 ef
e que habitam o mesmo trecho do canal.

: M t i o :
Consideremos Mt‘9= lim t,l(A ). Entio, M d“t sdo
7 Atdo At s tye ‘

os sohreviventes em um tempo t dos organismos nascidos entre t=o
e t=d%: entre os pontos,ﬂi=o eﬁl e que ainda ‘vivem no mesmo trecho
de canal.

Consideremos a derivada aMt,ﬁ = ctil . Entao
) d g r

.a F] e

& : ‘i :’ﬂio - I B ; 4 N : .
Ctip d?dgr € o numero de organismos cque sobrevivem no tempo t en-
1,

tre os pontos | e f+ dl dos que nasceram entre t e t+d* entre os

5\

pontos,g=o e'ﬂ.
. 3 a o
Em um intervalo de tempo elementar 3t , Cy j af d-fg di-
> , 2

minue por duas causas.
[ ]

Em primeiro lugar existe uma probabilidade i (t,f) de

adquirir uma doenca de morte rapida (as dbengas sdo aqul supostas

~

de morte ripida). Logo em um intervalo elementos 3t ' Ct ﬂdfdw de
ry . L

cresce de.

: 3 1
-R )\(trj)){ Ct ]

e
1,
S

Em seqgundo lugar existe a probabilidade a(tnf) do ani-

afac} st ondell]= T

mal ser arrastado. Logo Ct‘?dﬂdr decresce tarbem de
!

“Ka (t,4)( Ctg{dl gri ot ondefx]= 771
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Como setr arrastado e adouirir doenca sao dois eventos in-
dependentes, a probabilidade de acontecer ambas as coisas & a(tlf)

A(ttj). Portanto o decréescimo total &

—K{A (t,,‘e:}+a(t,,(’) % Al f) Mt,j)}ctr}dfdrat

Por outro lado, existem animais cue chegam & regiao entre
yle,f+ af , provenientes de regiéés a Mde /V do canal.
Para levar em oonta isto, precisamos de mais algumas definicoes.
Seja P(t,x,,?') a probabilidade de um animal tendo sido
arrastado em um tempoe t de um ponto X do canal, vir a encalhar

em um ponto entre X e X+ f.

3P (t,x,0) <12 & a probabilidade do arrasto termi-

e
nar entre x+X e x+f+ d,f .
fupondo desprezivel o tempo gasto durante o arrasto (ve-
locidade muito grande) em relacao & vida do animal, o nimero de ani-

mais que se adcionam em um intervalo de tempo 3t a Ct @[dr prove-—
N 1 14

nientes de regiodes a m de,? é

A

C, , Fia(t,x) - Me,x) alt,x)) Pe,x,e) | afar axot
{ i 3
(o] : €=,?—x

Suponhamos agora um canal ideal para o qual a(t,x)=a P(t,X,X)=P gi)

e suponhamos também X (t,x)=A

Suposte isto, podemos escrever.

4

a[CthQde)= K [f (A+a-ra) Ctbf ﬂfdr)+ K(a=ra) ) €, %ﬁéﬁ; ?ﬂifgiit
o

isto e

ey ! [
A = - R(A+a- ra) Ct'X+ K(a-1a) | C ap ( ax.

t,x

ot | = .

cue & a equacdo integro diferencial que passamos a resolver.




S ——

ot

Facamos algumas hindteses

o0
; ; 1 -o0X
a)Suponha cue C seja tal aue JE e Ct‘xdx exista qualauer

[4

t,x

cue seja o0>0

k) Como P(x) € tal cue P (»)=1 e P(0) = o entdo j; dg(X) dx=1
: %

Logo - ar(x) -
' dx.

R . ] , - N ™ . N
Sfuponha que a ahcissa de convergéncia de Qbixl seja necativa.

& de orden exnonencial.

Tomemo:: agora a transformada de Laplace da equacao
oo

an
- 5% aC ” e :
x -, e _&¢ _ S'eszd g c
.£ . :t ds = % (A+a-Aa) ‘L e ct’1d£+K(a Aa) : 2), t,x
AaP (t) :
ar dx
E=p-x

Logo usando o Teorema da Colvelucdo (Smith 1966)

3% c (t,s) = - K () +a-la) ¢ (t,s) + ¥X(a-la) c (£,8) £ (8)eeeos (2.4

e

d £ (s) fésxavti j
onde s) = P (% _ -sx
Al s dx = A e ar (x).

A equacac (2.4.1), admite como solucio

C.(t,s)= E(o,s) exp{ =K (Xa-la)t + K(a-)a) £ (s) t}
onde

[+ ]
= -S 2 ,
C (o,s) ,=J e CO,SZ ag.
o

A solucao formal do prohlema € portanto.
' +1
Y :

Cos exp{K(a-ra)E(s)t} das.

e’

sK(xa-ia)t S
trﬂ 2 i Y"'im;
onde Yé o vonto de interseccao com o eixo dos xs, do plano
T {x+iv} de uma reta paralela ao eixo imaginario e que fica a di-
reita das sinqularidades de Eo’s'exP{ K(a=Xa)E (s)t} .

Nos pontés dndé1g (s) & sihgular, exp-[K(a-Aa)f (s)t} .
tém uma singularidade essencial e portan%o; a integral anterior
nao & em geral facil de calcular.

Podemos entretanto considerar o comportamento assintotico e isto &

suficiente para os nossos propositos.
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2.5 Comportamento Assintotico.

Usaremos os sequintes resultados.
se g(s) = L {£f(t) } entao

A) linm sg(s) corresponde a lim £ (t)
w0 t-»0

B) lim, s g(s) corresponde a lim f(t), Sse sg(s) f£or analitica
g+& £

no eixo imagindrio e na metade direita do plano complexo.

Ora,
[e = sxp [ - _ =~ "pep
Cp g = Ty o &P {-K(+a-ra)t)exp ' K(a-ra)f(s)t)
entao
lim [ E = p(—K(X+a—)\a)t)llm SC ﬂxp (K(a—Aa)f(s)t)

e como quando S-+= f(s)s o temos

exp (-K(A+a-ra)t) lim S 56 s exp( K(a-ra) tf (s))z=

S o
= exp (~-K(*+a-2a)t) lim s 55 g due corresponde
SEas )
Llim C = C exp (-F(A+a-ra)t)

dro - ©

por outro lado

lim sC,_ _ =exp (-K(A+a-la)t)lim S c_ ﬁepxp(K(a ra) tf(s))
S+0 'S SO Qr

e como lim f(s) = 1
" 8>o0

lim S Co,s g2xp (K(a-ra)f(s)t = Fxp(K(a—Aa)t) lim S Co,s -
S-+o0 S-»0

logo jlﬂ-} C ’X—ayn( KA)t llm CO’(

>
Suponhamos agora que entre t=o é t= dr tenham nasqidqs COU(dT ani-
mais por unidade de comprimento do canal.

Ent&p CthYdeI sao os que scbrevivem num tempo t entre os
pontos lejﬂildo canal

Ct'jdf dr
Sjc‘}fd’em

colhidos ao acaso no intervalo de tempo entre t=0 e t=dT e entre

Oi,(tUQ)=

& a probabilidade de um dos animais es-




05 pontos &= O el ser encontrado no tempo t entre g egf # ag .
a(t,s ) decresce com o tempo t. Seja entdo a, r UM valor de

o (t, 1) correspondente a t, (2) tio pecueno que consideramos como

desprezivel a probabilidade de encontrar .animais em um tempo t> £,

Cono vimes

C -, = iiz Ct g = Co o SXP (-X )t logo.
Lo
£ (=) = o9k
E A
= o = =P I - aa) t.
e Ct,o %im 7 Co,o XD K (A+ a- ra) t

Qog#@

Y( A+ﬁ~ Ac)
Como vemos to(o) < tc (») e portanto na foz o©s animais nascidos

iogo ' tc(o) =

entre t=0 t =drt tém a oportunidade de alcancar tamanhes de con
cha maiores.
2-6- Exemplo.

cuponhamos cue P(x) =1 —e ™ Jotemos que P(0) = 0 e P(~)=]

Derivando venmn.

AP (x) - PX.
dx = =
Suponhamos, tambem cue Co o = C independente de % .
-
Yortanto
- = . C
a) Co,s T s z
® _ 8X a -(J* )x
= = ‘ = = - :
b) f(s) §° n —dg—dxr'-'- S'ﬁe *p 6€¥AY P+S d[(-0+‘) M=
‘0 o
p+sS

Temos entao

- p

= C -_— -_ w id ™ —

Ct,s = exp (- RK( A+a ra)t) exp K( a- ra)t E—E.

ch a ;
= K(a- Aa)t p= 7.
= i K (M a-ra)t 7
C = C 7 L -
t,s e Y

6]




As manipulacgdes formais que sequem, serao justificadas depois pelo
resultado.

Desenvolvendo em série, temos

-R(A+a-ra)t 1 +2 4+ 1 2 toeeen
8, ;=Ce ) 07517 . To+ 5)° L
a
= ¢ XM+ a-da)t Ti+ + 1 22, -
Sm szp+ S) -2—'.‘ —(T—S +~§~)‘~. + e o & =
< Kl(Agq-—: . n
= c e.,K( +a-ia)t g_r_ sl o=
n=o '
Aplicando a formula da Inversao e
- (A+a-A 18
2 2mi n=o0 nl S(p+s) )
y-ie
ende Y fica & direita das sincularidades de
= % o
eI iR ik
. n . »
S : s (p+ 's)
Integrando termo a termo .
o ¥+l
Ce g © e (Xtazhalk E s 2 ds.
N . = 271 n! s(p+s)n
Y=ie
e portanto ~
yFie 1 & +3
_ X (A+a-ra)t eA .
Ct@p gre S 1 e as + /) z" _1 esy dsi
27i . s n] 271 s(p+s)T
¥ n=1 y=ie
I EEEEREEE) (?.6.1)

Nos devemos entad calcular as duas inteqrais da formula anterior,

que sao da forma
Y Hoo

ésj f(s)ds.

LY e
sao calculadas, considerando o contorno ilustrado

v

Estas integrais

na figura abaixo.
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=
-

\k Yre T

/ Vo7

Ora
y+iT
ytie
1 : s _ I : .
= e f(s)ds = éiﬂ 2ii,f &% frayda por definicdo
Y..im > 1 Y"iT
: 2 2
Como, da figura ® =Y R - ..
Y+ i ' y + AT o2
71l et £(s) = lim 1. : - f(s) e”" ds =
y= ie Tow 2mit Jy - 4T
= lim 1l eslf(s) de - 1 jﬁ eSl f(s) ds
R 27ni 271 /T b

c

onde C‘é o contorno completo e ‘Y1 & o arco de circulo, na figu-
ra anterior.

E possivel mostrar, que o Teorema cque segue é verdadeirc (Apoltok
1960).

Teoreméz - Se existeﬁ constantes M> o k> ® b>o tais que enm ]?

(onde s= R@j’.e) :

If(s)rﬁf —M_- para todo R » b entdo a integral
R =

lim J( e®t £(s)das = o
r

R™”
Logo nds podemos escrever.
e”" f(s)ds = 1lim et f(s) ds.

RH®
Y= i®

e aplicando o Teorema de Cauchy.




'Y+ioo ,
50 (s)das= 211 (Residuos de eS£(s) nos rolos de £(s))

y—ie

Voltando pard © nosso €as® nos Vvemos que temos cque calcular.

Y4ie
a) esy ds

TR
rtie  of
e
ds
b) s(p+s)n
y=le

da forrnula (2.6.1).

a) A primeira integral

-3 =
1 ' 9:2 ds = Res esf em S=o0
i _ S e A

y—1i= s

Como e§*= 1+ s8] + (s )2 +
2

922: L+ f + _;42 *oeeees
sf’

e portanto Res ing. em s=o0| = 1
lego
yt+ie
-2'f;"-_j'-‘ f%";—ds=l.-....-...-...-..- (2.6.2)
/’Y..im

b) A sequnda integral

y+ie y
S ) ' =
1 g e ds =E{ es BS’P om S=O] + Res eS'P emS=-0

q e P! ; .
ik y—ie s(s+p) s(s+p) ™ s(s+p) ™
b-1) Para calcular Res [ _928_;? = S=°} notemos cue e%!
_S(S+QJP s(s+p)n

tem um polo simples em s=0

Logo.

1 ....(2.64)
S-0 g (s+p D’

%f , ;ﬁ
Res [ta em s=0] = 1lim s e°

s (s+p ) W




iy
b.2)~- Para calcular Res [gf&__m em s=—p]notemos que,
is(s+o)?
g"* t lo d a =
S(a7e)" em polo de ordem n em s= = p.
Logo
S -
Nes F_e_____ em s=-PJ= lim 1 ar 1 [ n st
s(s+p)n R T oy (YY) E -
= lim 1 gt f eS2 }
S=p (n=1)1 - 4gn-1 S
Notemos cue:
= ~(=+ 2)e 2
ds s (s s
2
as 51)
e )= 2_ - 24 S
ds s ) = & QZ? =
s s
d3 Sﬂ) 1
ds3 == “G— 253 + 1.2.3 b= 1.2.3 24 1.2,3 p4S)
s 1 s? 2 s T 31 s
4 M s
9;-4» )<12‘34- 1.2.3.4 g+ 1.2.3.4 g -1.2.3.4
as 11 -3 21 s* 31
3
L 4t 4 st
s ¢ 23 3 L.
S
n
a_ (esz )_ s? (=) e 1 L
n =e =0 : 5 _,£ R:N
ds s a en—c+l a\
Portanto
- 9 -
a! (es = o5* a5 ()27 (1! 1
ash~1 s / 4 T 3 a
s q=o n-a o L
lim 1 52 .. =1 n-1+c
s> =p (n"l) \ (g"s'—") {llm ] e (—)
s+ -p n =
.\ -j | )
B =]
e@() 5 (-)a (=)F (pxz)}
o q=e a
e portanto
s e>? o oM os= -@| = et 1+ LA 4 L e H L (2.6.5)
s(s+p) " | al (n-1)|




cybstituinde (2.6.4) e (2.€.5) em (2.€6.3)

y— y+ie =
'-l J 9;5—"2;——“ as = “'];" [l-épl 1+ pg’ +.o o+ —-(g&.)«n ]- . &
omi y=icw s (s+p)0 i T (n—-1)\
(2.€6.C)
F substituindo (2.€.2) e (2.6.G6) em 2.6.1 .
- n--
_ . -K(x+a-ra)t Z P L 2 WL AR - E D)
Ct,n = C e {1+ A . -5r Kl e ( T (n= 1))
i Notemos, cue a solucdo encontrada.
_ ~ = E(A+a- Aa)t ;Ei g™ g 1 (1_20% (14 B2 4. ..+
Ct;ﬂ;_ C e 1 + = ....r_l—-—li_..ﬁ..!.. l—-e (l+ l,‘_ PR
n-1 P
4+ Lp®) )
n-1)) _
tem os sequintes casos limites.
ﬁuandg =0 .
=, - (A+a-28)t
Cpr g™ C: &
Ouando L=«
i -~ ¥ (A+a-ra)t Ei_ 70 1 _
G T8 SR S T
N - - -K¥Aat.
) = C eK(>\+a ra)t e K(a-)a)t 0 = C eK t
de acdrdo com nossos resultados anteriores.
2.7.- Verificacao do Exemplo.
Consideremos a solucdo encontrada. i §
) _ [} (91)1'1‘“...
_ . = K(*+a-ra)t A | aPt gy PO L+ AL
S & HFoow e T (n+1)1
P * 2
S Temos cque verificar

a) OQue C. ) satisfaz a equacao
r

2

AC. -R(Ma-ia) .~ :
, £, = 4+ ¥ (a- c ar (&) dx
phd RO g xS 5

h) Que Ct , se reduz para t=o a funcao C_ ,. Tsto & temos cue veri-
r = K
ficar se C satisfaz a condicdo de contorno. C, o satisfaz real-

t'ﬂ, t’
mente a condicao de contorno pois para t=c , como 7=F (a~ A a)tp
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ot W 4

"0, 2,_- c
2 série 1 + ;E; 1 [, =02 _ N ]
: n=1l on m. [1 €‘ 6.+ (gi!L') 4. ..+ (fz%’ﬁ)l)' )

para cada £ > o & uma série de poténcias de t, visto que 2=

n—-1
= a- ra)t p. Como [1- aP*(+GeV+. ..+ (o2) ] & menor cue .1
K ( ) [ G o1} :

para todo %£>0 e todo n, a série & convergente para todo t>o.

Portanto a série de poténcias em quastdo pode ser derivada termo
a termo.
Por outro lado, para cada t >o, como

. ' -1 = =
ﬁr opﬁ (]+ Lo+ o+ ()" J & menor cue 1 nds podemos apli
(n-1)\

car o "Weirtrass M test" rara mostrar que 22; e -
- g n=J1. on Y]
L]

©o

[l_ e ﬁ + P +.. .+ (pIL)n l] & uniformemente coﬁvergente para to
"lT (n=1)1 :
dog>o0 e hortanto pode ser jntegrada termo a termo.

Substituindo C, , na equacdo e derivando 9C¢, 0 termo a
4
. ot
termo nds chegamos facil i~ 3 seguinte identidade.
= n ,n-1 -1
S nb t{ - ”E B2+ oot Lpa)? “j} .
n=1 nj (n-~1)1
g] [+5]
, n i =
= bf {l + 21 {bntj 1- e P% [1+ e 4.4 Lox)” L}} zp & -x)
0 & ! il -1 )P dx

onde b= X a- Xa)

Para mostrar cue ela & verdadeira, bhasta integrar o sequndo

membro termo a termo. NOs temos entao 1
L n T =
b | 1l + 2 {bt) ]~ épx [1 + (E_i‘i)_ .t QQX)E bpeq (2 x)dx.
o i nl 1l (n—-1)t °
[ 2
. 2 —-p L 5.9
= By P oPXT g, 4_b:£_ (bt) o &° ™ x
e T . n=l ni J)o
n _ n-1 -p 4
“ljgéﬁ_ LE%) jo e pXer 'b.+— *%X,+...+ (px) .]p " ax.
’ ! (n-131 7~
Mas
2 g .
| pa’ e PXax =1p» &t (e” --1]
o
b Z (bt) " P2 P%ay =y L (bE)D "pi[ ~ ]




© 4
-1} -p2
-1 (bt)? (* _ox o ox Ll + X 4+ . 4+ (px)D l) &’ ax =
e ) i ) (n-1)} -
= o
= -h (bt)?  _po pL r!)
n=1 e fp¥* i+ .. (p2)
nl 2] -y
e portanto, o segundo membro fica. N
Py pa } =L ps [ b ) bt n_, g1 n)
b (1) ep &ty [Pha) - p £ (B)"ge ["‘“'“*‘%’i’_ | .
) : . ‘n. .
=p [Pl 1) Bty 2<bt)n 8 or 4o+ Laad?y o
- f n=l.n! " no :
o bt -pL bt
s 284 oS g n;l___(bnt)ln e “’l;z+....+ (gnﬂ.l)n] =
o2 L] Lo v [
> " =
= bL_ mH" T et 3 me? égj (1) 5 fun ..+jggﬁz=
n=o ni n=o nl =1 nl ni
( = - n pl
- + bt)2 . Pt Z (bt) )_Z bt)?® ‘s
b Ll éii (rﬁ{ e [i i~ ny J) n=l (n.: e %p£+
H : : °
+ (o))" ]}
ny I
= b [1-3°* (bt)” G-e7P* _g°% [ ops... +(g&¢}}}*==
o _-—A“u: 2 n - LN AN
cbf1-3°" - P eyl 0P (1 gy )y
= b [l - e (1 -e ). # n=1 “(n-1) [ {

"5 [n=l (n-1)!

que € igual ao primeiro membro.

(bt) "1 [1 -t 1+ 8h 4




-~ ITT - Parte

; 3.1 - Introdugao.

Na segunda parte, nds deixamos de tratar um aspec-
to importante do problema, de saber como a populacao atinge o equi
librio estacionario.

B Para ver claramente a natureza dos problemas envol-
vidos quando se tenta considerar os mecanismos pelos cuais as popru-
lacoes atingem o ecuilibrio estacionario, consideraremos primeira-

mente um problema mais simples.

Suponha um certo "habitat" onde vive uma certa po-
pulacao. Suponha que no instante t=o, existam NO individuos e que
a populacao nao esteja em equilibrio estacionario. Seja rortanto
Ny © nimero de individuos no tempo t.

Suponha também, cue as condic¢Oes climaticas, a quan
tidade de alimento produzida por unidade de tempo, o nirero de ini-
migos naturais e qualcuer outro fator externo, permanecam constan

®
tes ao longo o tempo.

Seja g © " birth rate per head" e K\ a mortalida-
de por unidade de tempo e ror cabega, Portanto, em um intervalo de
tempo entre t e t + dt, nascem g Nt dt individuos e morrem
RANt dt individuos.

e ) E facil ver que se g e &)X sao admitidos constantes
a populacao ndo alcanca o eguilibrio estacionario, excepto-ﬂﬂ‘?ﬂﬂuAA%

qu“”?*“kwﬁﬁﬁﬁﬁmsmaqu@;a nsopulagdo. ji.estaria em eqnilibric estacto
naric no tempo _t= .

e

(o7}
2
;

gNdt ~ BANAE ceeeevcenaneas (L7
De fato

L 5 I. =
ety t Noe

(g-%1)t




Se g> KA N, cresce exponencialmente.

Se g< FA» N, decrece exponencialmente.

Como o meio externo foi admitido constante, isto significa que
nos nao podemos admitir que ﬂVA B q sejaew/ﬁultaneamente indepen—
dentes de N. Igto & nds temos que incluir uma nao linearidade na |
equacao (1). » |

Poéto désta forma, (1) podemos imaginar varios mecanismos de
ccntroie capazeS'de conduzir a populacdo ao equilibrio estacioni-

B R

rio, todos teoricamenteipcns&vawiggmwprincipio;

i) A populagao alcanca o equilibrio estacionario porque o "Rirth

rate per head" g , diminui quando N, aumenta, enquanto KA permanece
constante, ?ara simplificar -a linguagem ndés diremos simplesmente
que a populagao alcanga o equilibrio por ajuste de q.

ii) A populagido alcanca o equilibrio estaciondrio, porgue a mrrta
lidade por unidade de tempo e por cabeca, aumenta quando Nt aumenta
encuanto g permanece constante. Para simplificar, a populacao alcan
Ganax i Taighkbr 10 estgéionafio por ajuste de K.

iii) A populacao alcanca o equilibrio estacionirio, porque quando
No aumenta; tanto g diminuil quanto X\ aumenta.

Diremos cque a populagao alcanca o equilibrio por ajuste de
ambos Ki e gq.

Natgralmente, o mecanismojque acontece realmente, Qifidiimen~
te pode ser descoberto por reflex&o puvra e deve.portanto em cada
caso ser ‘submetido a exoerimentacao. (Alguns exemplos interessan—
tes de experimentacao em ratos podéwi;r v:stojem B"CG = 1967)
o.mais antigo mecanismo de controle pnoposto (Verlhust 1235 e
Volterra 1920) & supor cue:

i) A populagdo ndo tem meios de controlar g.
i4) os individuos ¥®¥ta populacio entram em competicao entre si

e apenas O0s mais aptos, consequem sobreviver. D&sta competicao




e

v g ¥ )

resulta, que K aumenta quando N, aumenta & isto produz a nao li-
nearidade desejada.
MNotemos de passagem cue dizer que os individuos competem entre si,
envolve & um niimero muito crande de mecanismos possiveis. Por exem-
plo

ii-a) Luta entre individuos

ii-b) Corrida em husca de alimento de modo que sd os mais ageis

ou fortes sao capazes de se alimentar.

“ii-c) Ambas as alternatifas.

Nualouer cue seja o mecanismo particular, € admitido que
' N - . -/ ~ - . =
A=A (N) isto &, a nortalidade e funcao do numero de individuos e

podemos entao escrever.

dil
el = cf Ntk” Ka (Nt)Nt
dt
Desenvolvendo
' \ = ’d 4 d)\ T\T + l -y 2 ' T.Tz
KA(l,) = Kx_ + K *-—.-—] 2 K d__a_] T L.
B i el N=o 2 dy2 / m=o

e supondo cue
Iy = HAO + ')

& aproximacao suficiente, temos,

o, - _
—= = (a0 - KA )N - Kiq, N? =e 11 - Y2
at c e i

Cuja solugao é:

£
M, = g -

oI - SL R
o £

™
_—
2o

-y

Entretanto, esta solucdo padece de alguns defeitos.
i) Depende de decis pararmentros cue devem ser determinados experi-
mentalmente € e § , ¢ cuc ndo tem relacdo clara nem com a espécie

em consideracdo nem com o habitat onde a espécie vive.
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ii) Descreve a populacao apenas seqgundo o aspecto de nimero total
de individuos. Isto resulta em perda de informacao, pois por.exem-
plo, se se considerasse além do numero total de animais, sua distri
buicdo pelas idades, isto viria a elucidar o processo competitivo
envolvido.

iii) Experimentos modernos, mostram que, o mecanismo de controle de
pende da espécie considerada e do habitat e portanto a solucdoc aci-

ma n3do & satisfatdria (BSCS- 1967)
3.2- Relagao entre ¢ Problema da Parte 777 e o atual.

O problema resolvido na Parte II foi calcular o nimero de so
breviventes Ct,z dfs dt no tempo t entre fte 2+ d2 dos plahorbideos
nascidos entre t= oe t=dr entre os pontos o et do canal,

9 ,
SO CO,!L dr ag.

O problema que nés cueremos resolver entretanto & o probla-
ma de encontrar na populaggo de Planorbideos do canal, em equilibrio
estaciondrio o nimero de individuos com idade entre T e T + dT e
entre os pontos 2 e 2 + At .

Seja entao dD( L, T)AT A , o nuamero de individuos com idade
entre’'T e T + dT cue existem entre ¢ e Y+ df em um canal, de uma po-
pulacao de planorbideos em ecuilibrio estacionirio.

Mos mostraremos na sequnda parte, que se nds conhecermos © nu

mero de organismos cue nascem por unidade de tempo e por unidade de

comprimento do canal em cada ponto do canal, ¢

0.1 entao nos podemos
W -

calcular o(T,% ).
Se nds supusermnos cue Co a & o numero de animais cue nascem
14
por unidade de tempo, por unidade de comprimento do canal cu-ndo a

populacao esta em ecuilibrio estacionario, nés temos obviamente

c dg (at =aT) = ¢ (T,2) AT 4L .

=T L0




A icualdade anterior, implica em que, a destribuicao de idade ao
longo do canal, obdece & ecquacao.

)

agi__' Y = - k(r+a-2ra) 6 (T,2) +K (a'*a)fqb Rl [dgau] a
’ .3
E= 4 —-x

Com a condicao de contorno

(a ser dado).

NOs sabemos da discussao da primeira parte, que dado um Co 0 nos
4

podemos achar uma tnica ¢ (T, ¢). Nosso prchklema portanto e achr v

qual o Co 2 aque produz o ecuilibrio estacionario.
4 " .

Entretanto, a equacao integro diferencial acima, foi deduzi-

da supondok) e a constantes e & uma equacao linear. Isto nos traZ

problemas, como ‘veremos a sequir.

Realmente, um pouco de refleX3ao, nos mostra cue o numero de
animais que nascem entre £ e 2+ d g do canal deve estar relacionado
com O nﬁmero‘de animais ocue existem entre g e 2+ d& e cue chamare-

mos N (%) por meio de

6( o, 2)Ar = aN (2) A2 onde g & o "hirth rate
per head" definido anteriormente.
Entretanto N ()= J ¢ (T, * )AT e portanto, integrando a equagao
e} :

integro-diferencial.

oo A feo ;
f Aoy 2 ¢($ ) ar = -K((+a- xa)f $(T;2)AT + K(a-xa)gfo ¢ (T,%)dT
(o) d () (o]

ar_(z) J ax

dg ¢ ]
E=4-X
e como fisicamente ¢(= ,2) = O 0 :
— s (0, 1) = -K(r+a=2a) M (2)+Kla- a’\)J N () (dzf-)j ax
; de]
£ =4-x

Esta equacao, nos diz apenas, que en equilibrio estaciondrio, o nu
mero de individuos que nascem por unidade de tempo entre fe £ + 4dg

( ¢(o,2)d2 ) & icual 20 nimero de individurs cue morrem ou sao
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.

arrastados (K (X + a- 2a) M (&) A% ) menos o nimero de animais cue

estdo entre 2 e 2+ d% mas cue provieram de reaqices 3 Fewemee do ca-

Agora, noteros cue fazer ¢( o, 2) = o M(2) conduz a -aN (L) = -
14 3
== T( M a - Aa) W (R4 M(x) |aP(E) Kia-ra) dx
' d
- B/ = -x

cuja Gnica solucao & M (2) = 0. Isto esta de acordo com a nossa
discussao anterior,em cme . concluimos cue a populacao nao pode che-
car a um ecuilibrio estacionario se g e a mortalidade por unidade
de terpo e por cabeca sac admitidas constantes.

Para ver isto, suponhamos a= O, i.&, em vez de um rio, temos um
lago longo.onde o arrasto nao ocorre.

1éste casc a nossa ultima ecunacao se feduz a.

-q M(2) = - KX IM(2)
ou seja ou g = K A (Trivial) ou N (2) = O (inadmissivel)

Vemos da dis§ussio anterior, aue o probﬁéma de achar
¢ (0,2%) nao pode ser resélvido sem informacao extra. Antes de atacar-
o problema com a complicacac do arrasto, vamos entao, er nrireiro
lucar examinar o mesmo proﬁ%ema em lagoas onde nao hd arrasto. As
infermacces experimentais extras, serao introduzidas oportunamente.
I'm virtude da linearidade das nossas ecuacoes, nosso "aproach' nao
sera entretanto "dinamico"

Talvez seja conveniente notar acui a semelhanca formal
cqug existe entre éste problema ¢ o probleﬁé da calcular o limiar de
oscilacao de un lagser e a frecuéncia ror urm lado e a armmlitude por
outro. Para calcular a amplitude da radiacdo, torna-se nec-nsario in
troduzir nao linearidades nas ecqvacces. (Mussenzveigl9oG?2)

3.3. - O Mecanismo de Cnnfrole Populacional de Riormphelaria Glabata
em Lagoas.

studo de mecanismo de contrele renulacional nas rorulacdes

do Planorhidec, Piamphalaria Clobata foi obiete de um trabalhe de
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autor com A.B.Coutinho (A.B.Coutinho et al- 1968)

Veremos que o mecanismo de controle ali proposto nos permitem
‘solucionar nosso problema, pelo menos em Principio.

Na referéncia citada acima, ndos admitimos a hipotese que segue,
por razoes experimentais, como ficara claro a seguir.

ii) - A populacado alcanga o equilibrio estacionario por ajuste
de K) e n3o de g.

Admitida esta hipotese, nos precisamos de algumas consi-
deracdes sobre K\, que sao gerais bastante para se aplicar a qual-
 quer populagdo em equilibrio estacionario.

Realmente, qualguer populacdo em equilibrio estacionario,
estd sujeita a trés tipos de mortalidade.

i)- Uma taxa de mortalidade gue ndoc depende da idade.Esta ta-
- xa de mortalidade & produzida por causas externas. (Por exemplo ,
Doencas infecciosas de morte rapida, agdo letal de inimigos naturais
atropelaméento por veiculos pesados). .

ii)- Uma taxa de mortalidade que comeca a atuar em idades ele-
vadas e motivadas pelo "envelhecimento" do organismo (Por exemplo,
Doencas degenerativas, enfraquecimento das defesas e consequentemen
te acdo letdl de doengas que normalmente ndo seriam mortais)

1iii)- Uma taxa de mortalidade por ra=sroie dempeticdo por ali-
mentos escassos e que deve ser introduzida como elemento de contro-
le. Notemos que a dependéncia desta taxa de mortalidade com a idade,
80 pode ser determinada experimentalmente.:

Foi observada experimentalmente nas opopulagdes de Planor
bideos os seguintes fatos.

i)- As populag¢des tinham uma taxa de natalidade (Birth rate
per head) excessiva em relacao 'a capacidade dos seus habitats, haven
do uma taxa de morfalidadé infantil gigantesca.

ii)= A taxa de mortalidade por causas externas e gue nao de-

pendia da idade era muito elevada de modo cue as idades maximas atin
gidas nao permitiam cue atuassem causas de mortalidades devido a
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envelhecimento.
Admitiu-se entdo que a partir de uma certa idade To , peauena,
a populacdo s fosse afetada por causas de mortalidade que nio de-
pendiam da idade e que o ajuste populacional era feito em idades
menores que To por meio de eliminagdo do excesso de nascimentos.
Estas duas hipdoteses, permitem escrever, uma destribuicao

etdria modelistica para as populagoes envolvidas.

Seja NgdT o nimero de animais com idade entre T e T + AT seja
K A a tdxa de mortalidade por causas externas cque nao dependem da
idade.

Entdo podemos escrever.

NdT = N & T4 - w ) £ ()

onde f(T) & uma fungdo que decresce muito rapidamente de modo que
para T > To nos temos f(T) = O

(Vvér grafico)

_ ™

EKXT

o

0 significado de N, e N%& & facilmente depreendido do grafico
acima. Ng & o nimero total de organismos que nascem por unidade
de tempo € No & uma extrapolacao.

Esta distribuicdo modelistica pdde ser testada muito facilmen

te, por suas consecuéncias.
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Realmente, uma das causas de morte, cue nao dependem da idade,
nas populacdes de Planorbideos & a infestacdo por miracidios da
cMistosomose Mansdnica. £ facil experimentalmente, verificar se um
Planorbided&, estia ou nio esti infectado, i.&, se o Planorbidio es-
ta ou nio esta em vias de morrer, visto que a infeccdo & absoluta-
mente letal para é€les.

Seja entao p, a percéntaqem de caramujos infectados em um la-
go e m a percentagem de ocorréncia de outras causas de morte que nao

dependem da idade. Portanto nos podemos escrever.
K\ =D (p +m -mp)
para T > To

ou
o ¢
T = D(p.+ m- mp)T

No
para T> TO

T > To . Seja entdo o um valor tdo pecueno désta probabilidade
que consideramos desprezivel a ocorréncia, de animais com idade su-

perior a Tc'

- D(p + m - mp)Tc

o= e
Logo - i
g Xolef ) log:
" o= . = D= i
€ *Dr (p+m-mp) p + bl

e portanto, a idade, mdxima alcancada em uma lacoa esta relacionada
com a~mergEntarem de infeccao por miraci@iog@mﬁ§%@ﬁ§%éﬁﬁwﬁsﬁﬁmﬁ¢m@§
Mo Isto foi verifiéado
estar de acordo com a Experiéncia (A.B.Coutinho etial -1961 e A.B.

Coutinho et al- 1968)
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Uma vez admitida a distribuicdo modelistica, nds podemos prosse-
guir e calcular N.. Antes porém; nos precisamos de mais algumas con
sideracoes.

£ facil deduzir, gue em uma populacao em equilibrio estacio-
nsrio, e onde hd um excessc de natalidade, todo o alimento produzi-
“ do no habitat por unidade de tempo, estd sendo consumido. Reglmente
em caso contririo a populacdo cresceria por causa da alta taxa de
nascimentos.
Nds véremos aqora, que esta condiBfE . extra & suficiente

para determinar aproximadamente o valor de N_.

Seja entdo m(T) a massa de um individuo médio quando sua ida

A quantidade da de alimentos, consumida por um individuo no

tempo dt, pode ser dividida em duas partes

da=1,,m(T)dt + Jipdm (T)

A primeira parte representa a guantidade da de alimento ne-
cessiria para manter a massa m (T) e a sequnda parte & a quantida-
de de alimento necessaria para incrementar a massa do individuo de
dm (T).

A expressao pode ser reescrita

da= ¥om(r) a4y,  dn(T) ar _
i at +% ar at 4t

=k, m(t) af+%, dn(T) at
anp

A quantidade de alimento ingerida por 1.dT, isto &, todos os

o

animais com idade entre T e T + .dT é&:

- : ] dm () -
da= kN AT m(T) dt + k, 92 ( M AT

[

Isto significa cgua a quantidade de alimentos ingerida por

unidade de tempo por esta faixa da populacdo &

4
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da _
3£ = KiNp m (T) 4T + k, dm (T) Ny dT

Portanto a quantidade de alimento ingerida por toda a po

pulagao , por unidade de tempo &,

Y
it

J’ k,m(T) Npdt + k, dm (T) N AT

o) aT
. (o)

A segunda parte de A & despresivel em relacao d primeira,

como mostra a experiéncia.
Logo.

A = J k,m (T) Ny dT.
@]

Supondo kl independente de T.

M= _J!;_l = SC‘M!‘(T) N,dT.

Para interpretar o pardmetro M, vamos redefinir NT. Su-

ponha que NTdT seja o n? de individuos com idade entre . T e T + dﬁ%

por unidade de area da Lagoa.

Portanto A representa a guantidade de alimento consumida, por uni

dade de area e por unidade de tempo. Como k, & Bumericamente a quan
tidade de alimento necessaria para sustentar uma unidade de massa
de Planorbideo, @M & a massa de planorbideos que pode viver por

- a; -~ Sy e
unidade de area doﬁg Habitat, caracterizado pelo parametro A.M: &

7% como "Biomass density".

Substituindo a expressao

- KT *
NT= N, e + (No - No) £ (T)
em
M= ) Npm (T)AT
o)

nos temos.

= K}\T * a7
M= 'I~ No e + (NO - No) £ ()
o o
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0 segundo termo pode ser abandonado pois m (T) é muito pegueno

entre o e T, e porque (N; - No) £(T)AT & uma parte da populacao

gque & o resultado do excesso de nascimentos mais que se extingue

para T pecuenos, justamente por falta de alimentos.

Portanto .

- =RAT -
M= NO _go e n}(T)dT = NO ka{m (T)} g

Logo

Lol "@T (% - M) £ (T)

T pkxm(T)

Fm resumo, o cue nds concluimos, & cue nas populacdes em
ecquilibrio estacionario de Planorbideocs, da cuantidade N; due

nasce por unidade de tempo, uma parte & (N; - No) £(T) am & elimi

nada logo nas primeiras idades, e uma parte M BT T
’ T, (M (1Y) Sl S

Conseque atingir idades mais elevadas, sendo que a idade mais ele-

vada é essencialmente determinada por KX .

Vamos chamar a parte P e v AT da populacac, de par-

1
, L ﬁﬁZTS}
te principal da populacao. K

O nimero de animais da parte principal da populacaoc & dado por

= M AT ae = M _
o Ijn{m(T)} kALRSm(T)}
E integrando por partes.

M
LKk{m'(T)}+m(0)

M=
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dm (T)
daT

onde m' (T)=

Vejamos agora umae outra wverificacaoc experimental dos resulta
dos anteriores. Devido ao pecueno didmetro das "conchas" dos animais
quando ainda novos, cqualquer amostra da populacao, colhida pelos
meios usuais em Biologia, & composta apenas por animais da parte

principal da populacao .

Como ka{{ml(T)}diminue quando K\ aumenta, nos temos o se

guinte resultado, algo inesperado: A densidade de populagao aumen-
ta com a mortalidade. fste resultado, também foi verificado correto
experimentalmente. (A.B.Coutinho et al-1968) '

Antes de deixar éste assunto, vamos tomar um exemplo para
referéncia futura.

Suponha m(T) = m, . Portanto nd (T)=0 e LA{ml(T)} =0

logo
N= M e N_= i

L
o
Me mg kA
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3.4 - Equilibrio Estacionadrio em populag6eslsujeitas a arrasto

(Caso de Canais e Rios).

O problema que nds nos pgopomos a resolver agora, €& achar.
a parte principal da populacao, por unidade de canal. NOos veremos
que as consideracoes da parte anterior, permitem resolver o pro-
blema pelo menos formalmente.

NOs precisamos achar, a solucdo da eguagao

3
39 (T,2) _ - RDi+a-2ra)s (T, O+ K(a-)a) g o (T,x) 51;';—(5-2-J dx.
3T . E i,

de forma que

M(%) = Jf'HNT) $(T,2) AT onde

O

M(2) df¢ & a Biomassa da populacdo que vive entre g e g+ dg .
Notemos cgue M (%) depende apenas do canal.

Para simplificar tomaremos M(L) =M

Tomando entao a transformada de Laplace em relacdo a ? da equacao
M =! m(T) 4(T,s) 4T
)

nos temos.

‘%I“= L m(T) ¢ (T,8)AT....... @*52%4))

Tomando a Transformada de lLaplace da ecuacao integro diferencial,

nos temos.

) (T,s)= $(o,s) exp {- K(Ma-) a)T + K(a-ra) F (s) T}(3.4.2)

Substituindo (3.4.2) em (3.4.1) noés temos.
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$(o,8) =
.E m(T) exp{ ~K(A+a-ra)T + K(a-ra)f(s)THAT

Portanto, 3.4.2 nos da

exp{ -K()+a~xa)T + K (a-ra) £ (s)T}

e

f' m(T) exp{ - K(i+a-2a)T + K(a-ra)€(s)T) AT

(@

an=x

?(T,8) =

y4ie %l'esﬁ exp{nx(xm—Xa)T + K( +a- a)E(S)'I}ds

_—
=i ‘(- m(T)eXP{” K (A+a~-ra) T+ K(a-ra)f(s)T}aT

que & a solugdo formal do nosso problema.

A'fimﬁde exemplificar, suponhamos m(T)= m, novamente.

'n_io l exp { ~E(r+a-ra) + K(a-xa) £ (s)} T ar =

~-m
o

-R (A+a-ra)+K (a-ra) £ (s)

Loco

3(T,8)= %ﬁ HL_ {—K}A+a—xa)+K(a—Aa)E(s) exp{fK(x+a-xé)+

12

o
+ X (a-)a) £ As)) T}é

M e J1 | £
=- = =42 expl|-R(A+a -ra)+ K (a—ra) £ (S)] T}

=
=]

()

Bl=Z

Logo
$(T,2) = - . [&"51{(“?””’1{{“ ? 5_;_!1_1 1 15
V}: 3 . n= ca

@] n?

2475 1))
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Nos verificaremos agora os Seguintes pontos.
%J Se%¢ (T,%) obedece a condicao S.flﬂﬂ‘b(Trl)dT = M
5 _
& o«©
que neste exemplo se reduza S.¢(T,g) Am= _%_
‘& : . o
Realmente,
. o0 . 0
~(¢(T g)ar = - _M_ é K(A+a—Aa)m {1+ § 2. 1 l~5°%i+...+
o m =i p n[ .

n 1 M
(- l J}] “mg c-q.d.

ii) oual o valor de 3(0'2)

¢ (T,2) = - E -K +1-—>\ a) 'e' K(A‘a—ka)T{ Z = { "pg[1+..+
(p,%)n_ll} 1
@, )
o2 |

o =M —K(A+a->\ a)T il {I’(a—k a)p} {l—e [1+.. +

m .L' .
v il hy

(n-1) J]‘!}

1 - LY.
= -%%_{K Q+&1a)eK“ﬂameE_+ Z n'{legﬁﬁu.+

AL N
(o)™ L
(n-1)], ]J}

n-1 -2 ( H'Sl"“l
. - A Z 1 - A0%)
- M g K(Ma a)TK<a \a) n I Loj1-e [1+ .+(n_1)1}
m n= p B
o}
Logo

b( 0,2) = _ﬂ_ K(A+a-ra) - ﬁ;— Y( a—A@) %. epi} =
‘0

= m{l’(M-a \a) - K (a-fa) [1 "M]}

Notamos a perfeita concordincia, com os resultados obtidos no

fim de 3.3. De fato, no inicio do canal, atuam duas causas de

. "morte", mortalidade verdadeira x» e mortalidade apareﬁte, a, por
: R .




por arrasto.
‘_4‘"""’.
Logo. ¢(o,) = M_r(x+a-ra) =
n, .
B o . .\ B
¥o fim do canal, sd Aatua, logo.
) ¢(°l°°)- __M_. By .
Me
-
. s
.
1,
el

M
LMy
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