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Pnór,oGo

tste tra.bal.ho de tese foi reallzado com o objetivo

de preencher n¡.::te dos recÍuísl.tos exlql<1os peJ'o Dep'de Ftsica

cla Faculdade de Fi-losofi-a Ciênelas e Letras da Universidade de

são Faulo, para a. ok,tenção do grau cle rnMestre em c1êncÍasr'.

Pocl.e parecer estrantio portanto c¡ue não se trate d'e Flsíca prg

prlamente c1it,a e muito menos da Flsica de frontelra sujeita ã

competi.ção ínternacfonal- r como são a maior parte clas tesee a-

apreseniacJ,as a êste Departanento. Entretanto, aeredltanos que

possa ser conii.clerado f¡lslea iApllcada e assLm satlsfatõrlo pg

ra os fi.ns aos guai-s s@ destfna

Para quo so tornasse uma. leltura mafs aqradavel o

trahalho fol dtvfdJ.óo em t,rêe partes. A primef ra p¡ttC trata

dos aepectos matêmñtåcoa Eue Ecrão ueadoa nao duae r€ßtanteE

e exemploa de sua aplfeação Ë, fenõmg,gçrçJfsfeoa. lrÏa sequniîa

parte.. á apresentacLa a expllcação cle um fenômeno ecoloqlco que

o"ottã eÀ poputações de PlanorbLdeos os quafs serão apresen-
;

tados nä momento oportuno e suas relações com o l{omem serãc>

saLlenta|"". Finalmente a terceira parte trata do mecanismo

cle controle crue permite as populações c1e Planorbídfos alcançar

o eq¡nri'drliÌ:rio i+stacíeitrårio "

. A terceíra parte é urn caso pa-r.ticular do aspecto

rnaÍs interessante cfue Cts fenomenos bíológÍcos podem ter para

FÍsl-cos" F.ealmente, cfualguer ser viv6 .ou aqrupamento de sêres,

pode ser cons j-<lerado, sob alqum pon.to de. vista como uma máqu!

na. Gue receÌ:¡e d.o exterior eertas mensaçtens e ajusta seu compcr

tamento de acôrc1e' com estas "
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À natureza das mênsagens e o mecanlsmo da resposta d,ependem mul-tas

vezes de fenômenos flsicos slmples. o estudo dêstes, além d.e ser

útll flara o entendÍmento dos fenômenos da vida, pode eonter resul-
tados lnteressantes do ponto de vl-sta prátieo.
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I - Parte

1-l Introdgção

seja 
Vr,r* ciU dI uma função real de duas varfávefs

realb te x o < t < e o < x < æ ecfue satlsfaz outras condfções

que serão enunoLadas oportunamente.

Para ffxar ldétae, suponhamos por exemplo, gue no re_

tângulo de,vértfces x¡ ¡r + dl , t e, E + c1f esteJam ocotrrendorcer

,tos eventos em reglme eEtacfonär1o. Então podeiros dfzerr Çgo orñurllê-

'ro mêdlo áe eventos por unf dade de tempo r Çüê ocorrem no reùânggJ.o

devêrtfces x,t x+dl, têE+dV seJa g-útr*dIdø'.
'Nóg estanos lnteressados, para aplleação posterfor ,

no eaEo em que ûtr* satlsfaz a uma equação fntegro-dl.ferenelal de

prlneira ordem do tlpo.

-1r¿ -A,P +E
lt
I :o (x,/) ü
.Jo trxet trI d,x

E

oncle þa t eão dois números reaie malores gue zero e k (*,,/,) I

I

I d-"1
[ista ecruação, oeorre na Flslca, apesar cle não multo

frequentemente.

Tomemos eomo primefro exemplo da ocorrêncla désta

egtfação¡ üITl exem¡llo de trlslca Experfmental. Consd.dere um ¡feÍxe de
t.
lîiaÍos X, atravessando certo materfat t,omemcrn ccìmo eixei dos x, a dlre
ção do Ifelxe.

Seja então ú^ r*dÀd* o número cle fotofis ,:ue podem

ser encontrados entre Àel + clt

Portanto o número de ralos x encontráveLs enÈre

., x, ê x *'dl é

ú 

^ 
,o<t,l) c.lr
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O nûmero de ralos x

tanto

encontraúeis entre x * dx e x+dx+{ 6 por-
þa'

V¡r" + dx do dÀ

A diferença entre estas guantÍdades

Ú^r**dxuuu^-r, 
_d!,dÀ

é lgual ao número de aralos x gue foram absorvrcros,

-/þ x ,* dl, dx dÀ

onder/L ê o coeflciente de absorção do material e maÍs o número de

raJ"os x, que tLnham comprfmento de onda menor e gue por espalhamento
passaram a ter um comprlmento de onda maÍor.

Se k( l,lo) ¿L é a probabiltdad.e por unidade de comprímento,
de um foton tendo comprímento de onda ro ser espalhado de modo a
ter um comprlmento de onda entre À e À + dr , êste acrescimo é

/^ d ldr dr( k(^,ìo) dxú¡ oto orx
Igualando e passand.o ao límite, nós teremos

abuslvamente sÍmpli flcado .
à¿ ttttt

ô
Suponhamos c;ue no fundo $' rio, nós tenhamos posto entre os

tempos t= o e t= dr , e entre os pontos de abelssa 9- e !,+ d[

9= P tul de. dt
pedreguJ-hoe, Èodos contendo uma mesma guantidade m, d.e substå.ncla ra
dloat,iva' com constante de desinteqração KÀ ,l Kl = T-1.

a

'ú*r* :¿urr¡ , 
(^ 

""a*=7úr,* + ( k(l'ro)'l,,,
)o "orx d^o

o Problema é de Fislca Experlment$, porc{ue o probJ.ema do fÍsico teó
rico é encontrar k(^,Ào) t nttafreis maís gerais e não resorver
êste prohrlema em espeelal.

Tomemos como segundo exemplo, urÌt problema de Fisica aplicada,

¡.¡t
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Seja aqora ûar*dl, d,r a guantidade de substâneJ-a radloat!

vaque sepode encontrar entre x e x +êl.entre os tempos te t+
dr .

Então num Lntervalo de tempo atrûtr* dc dr dlnfnue por

dois motlvos.

Prj.meLro, uma guantldade Klütr*dc drât de sr¡bstâncla radlg

atÍva se deslntegrou.'
' Segundo, uma guantldade "ütr*d ldtât cle substâncfa radfo

,atfva fof arrastada.

Como oE dois aconteclmentosr sêr arrastado e se d,esÍnte-
i

grar são lndependentes, o decrebelmo total é

- K( À+a - ra)ú¿r*d[ dtât.
Entretanto útr*d0 dt também aumentar êm vlrtude de terem

chegado ã regtão r,e r,+ d0 , substâncla radloatlva v!.nda de reglões

ã ,Jusante de o

'em X termÍnar entre X +0 e X +c +d,r,

, Süpondo desprezJ.vel o Èempo gasto em qualcruer arrasto, nós

temoe que o acrêsclmo em questão ê:

K(a- 
^^, li ,,* t

e portantc:

k (x)

9,

d[dt dxat

-x

I

t-

t,
t

k ( c-x) dx= -K (À+a-Àa) ú

+t

t-rL ú trx
a

-
Esta eouação deve ser resolvlda, sujeita ã. condlção þorg.=

1-2- Nós queremos mostrar que o problema de achar a função

sa.tlsfaça a eguação

â (r^'ErL _ _t/;il)
at I >o

brLr-

e que para t=o se reduza a uma função dada.
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é hem posto.Isto slqnifica crue o problema admfte apenas uma solu-

ção.

Preclsamoç de algumas c-1ef J-n1ções. /

Definlcão r seja f (x) uma funcão real de varl-áver rear
c 'x < o e suponha f (x) seceionalmente contlnua. Df z-se que f (x)

ê de ordem exponencíal se existe um núm.ero real f, tAC tal que exis-
ta a j-ntegral lmprõprf a.

i
J- 

aooo" r (x) dx.

oo é ehamada de alclssa de convergêneÍa.

Deflntção 2- seJa s uma varlável eompléxa. se f (x) é de ordem expo-

nenclal então

f (s)

at
tot,o

ç"
-sxe f (x)dx.

f tt'l .

(2)
út,l

defJ.ne uma função E (s), anál-ltfca no semlplano T(S= or ÍnþtgJ.
i (s) é chamada Transformada de Laplace d,e f (x) é eserita
L {f (x)}= î (s) ;

(r)' Ql
Suponhamos agora que ûl;o e 'úaro sejam duas solu-

ções da equação e que satJ-sfaça ã condição de contôrno i.é
(I) = (2') 

=
, Ùo,¿ Ûó¡u

NesÈ,e easo, consfderemos a f unção

o'-,o = ttl],
Obvfamente oo'u =o

oa, 
o

e

Suponhamos agora gue

, do l, pertencente a

= -ILL, n. + g k ( !.-x) oa,*d*l"
(r)

ì1,

O.(

E ¡ !" e 
'1,' t, e- são contlnuas para to

1, < æ é ae ordem exponenctat.
Portanto oaro . é contÍnua para todorpertencente a o( I, < æ z ,U-

údoçr| ¿4øf,ror^¿,Utt'6L
I



Lc\crô Or, u aclrnite t::ansformad.a cle Laplace.

L{^ t-rg ) =^ f- ;st
r\

^
dtS,L L; r.

É facit ver ouef como orro 6 eontinua por h põtese para todo
.Q, perteneente a o(l,r<-

a L la1Ç,¿r = e' at
a

A

^
=SAsr0 o¡9, S,L

e portanto L { ot, 
u 
) obed.ece ã 

"g. 
inteqral .

(s +,¡¿) ÃSrl -E ¡r.
o K (ø-x) A Srxdx=O

Esta 6 uma eauação inteclral de \¡olterra
Cuja irnÍca soluCão é Ã^ o i O, se o "I{erne_'t." for l:ounded.,,' Sr[-
(¡!orse-195 3 )

E portanto, percl teorema d.e Learcn.oaru é uma funçãcl nula l.é,
é dlferente C.e zeI.o apenas em um número finito cle pontos para t6-
rlo Ínterval. fj.nito (rr,tr)

Loqo
(1) (2) '

rl, = û a menos de uma funeão, nula.

Notemps crue em todos os exempJ,os apresentaclc;s o rgerneL,' é

houndecr., pela sua p::ofria interpretacão.

!

I
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TT PARTE

2. -l--Tnt::oc1ueão

Flsta" parte trata <le Lun asnecto da ecologia. dos hospe-

deiros intern6diarios r:'a. rloenÇa SchistoËomose llansôníca., certos "ca

ra"mujos" da família dos t?lanorl:íclae.

Como esta doença é muito clifuncl,i.da no Brasil (c6rca de 8.OOO.OOO de

pessoas infectadas- Peleqrino 1968) julqanos çrue tenha in¡rortâ.ncia.

1,. rnaÍoria dos autores hrasileiros (S.pesso.e 1963) ad.mi

te gue existe no Rras-ì-l apenas um qênero entre os planorbideos hospe

cjeiros cla scìri.g[¡s.Írr)Ee tiansônj-ca, o qênero Biom.phalaria.

O cruarlro ahai><o, mostra- as c.l.iversas espõcies cleste gô-

nero, QU€ são d.isti.nguiclas pr.i-ncípalmente pelo tam.an.ho clas "conchas"
que os animaÍs podem atingir (S.pessoa 1963 )

¡,..R.Coutlnho e colaboradores rnostraram (A.R.Coutj-nhoet al--1957) guê¡

pelo menos entre os PlanorbÍcleos d-e cliversa-s -]-aqoas de pernanüruco t

cujas populações estavam en equ-i-1ih::.i"o estacjr-rnärio, não havia c1ífg

i:en.ca.s mo::fotógícas ou genóticas que justifica$scrn a elasr,j-ftcação

dos nesmos em espécies separadas. A única d.i-ferença. observ,r,,,, entre
os Pranorbideos dos diversos "hahita,ts "r , e:ia apenas que êles ., ,; 

r

alcanÇavam nos cLiversos lugares, tarnanhos m"ã.xines ,:,'l j.fe¡:entes.

Posterlormente (À..F.Cr:ut,i-nl_'ro et a_l-1161 e l96B) mos-
r-ra.::am r;ue a variaÇão nos tamanhos rná:<irnos Fod-ia ser expì-j.cada pela

'*'

EiqPHCIE D TRO rI.{o I

B " Glal:atus

B. }TÏGITÏCAS

B. STRA}.,IÏ}]EUS

B. JANBIREIiSIi¡c

D. ïÌtcElìTusì

30

25

lo

7

5

4O

30

t2

9

6
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variaeão da taxa de infecção por mÍratÍdeos do Schistosomose t(ansô-

nÍco nas populações, tratando-se portantô de um efelto puramente

ecoJrógico.

À ftnalÍdacle désta parte d.o- trahalho 6 mostrar que o parâ

metro Diâ¡netro }{áximo Ca Concha, erue 6 atingido pelos planor}¡ideos

e forÈemente ínfluenciado por outras condições ecolõgicas, não po-

d.endo portanto ser usado como base de uma classÍficação nem como in
dicio ou prova d.a exfstêncía de díversas espãcíes de Plano::Ì:ídeos

do genero Ríomphalarla.
' 2.2- .ð.spectos Experírnentais

Suponha uma população de Flanorbid.eos e ad.mj.tamos crue es-

ta populaçãg esteja ern ecrullibrio esÈacfonário, i.é, uma população

ande o número de l-ndivld.uos entre duas i-dades arbitrãrias não varie
com o tempo. Pode-se então definir uma grancleza, Diâmetro Lláxfmo Mé

dio (Dmax) como sendo a média arftmétlca d.os malores cliâmetros en-

contrados em várias amostras da popu_lação.

À observação de oue nas populações de pLanorbid,eos gue v!
vem em rlcrchos d.e clescarga aprecJ-avelmente rápidas o Drnaxì. cresce

ä medlda que se camÍnha d.a fonte para a f6z, constitue o efeito crue

vamos estudar.

Êste fenômeno; foi d.escoherto por G.Dol¡ovolny em i¿g52 em

riachos clo estado de FernamJ:uco.

2.3- fnterpretacão \

os planorbideos do crênero BlomphaÌa::ia têrn una caracteris
tlca não ¡nuÍto ineomum no reino anlmal, a saber crerìcem enqJanto es

tão vivös.

a

-y7
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A fiqura. acima mostra uma curva. médj-a de crescj-menÈo d-e

una- arnost::a de 33 exempJ-ares, provenientes de Lma únÍca postura de

um planorbideo. (F.S"Barbosa-l961)

Co¡no se pocle ol¡servar, o d-tâmetro cla "eoncha" 6 uma função simples

da Ídade do animal..

o diârnetro mãximo médío, de uma população é, portanto uma medida da

ic'lade máxima oue pode ser atingida a população.

É razoável, portanto, atribuÍr a existôncia do efeito a uma deforma-

ção da pirâm.ide etáría, de tal modo que a probalcllfdade d.e atÍngÍr
ic.1.ac1es qrandes aumente à medida que =á "roinha da fonte para a f:oz

do Riacho. A pri-meira hipotese gue se pode f.azer, de gue a taxa de

infecção aumente, quando se passa da fonte para a f.oz, não resiste
ã veríficacão experimental (A.B.Coutínho eLaI-1963) .

Como veremos a}:aixo, o arrasto ocasional de anirnais pela correnteza

6 suficÍente pa-ra fazer aparecer uma ta1 cleforrnação d.a PÍrâmíde etá

ria.

, Os planorbÍdeos vivem nas marqens dos riachos, aç;,-rrados

no fundo e vêm perÍodícamente ã superficÍe para respirar. Nestas

vÍnd.as à superffcie é que o caranujo pocl.e ser ocasíonalmente arras-

tado, apesar da ägua próxima ãs rnargrens ser prátícamente parad.a.

a
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2.4 - Formulação Anallt-ica.

Consid.erenos a figura abaÍxo, onderf ê o*. abcLssa curvi
l-Ínea traçada ao longo clo canal ou riacho.

2--- --- È

/ ìÞ---*--
-'

/
¿

I

'r ,{ =o

Sejanr I\,L (^t) os sobreviventes en um tempo t, dos organlsmos

nascl-d.os entre t=o e != 
^t 

entre os pontos de abel-ssar r/ =o e.l,

e gue hab¡itam o mesrno trecho do canal.

consíderemos l{ 'tr- }{t"{(At). 
Então , *trld:r são,L,.2= 

Ëi"
os soþfevíventes em urn tempo

e t=fff;,: entre os pontos

de canal.

t d.os organlsmos nascidos entre t=o

e 9tr- " que ainda lvi-vêm np mesmo trecho :4=o

consideremos a derfvad.a ðl4t,n 
- C* 0 . Então

'ct,'i,l.1Pd'i é'o número de orsanísmos n,rK""r"]*n"" rempo r en-

tre os pontos r[ e ,!.+ a"/ aos sue nasceram entre t e t+a'iÍ entre os

Pontos,ft =o " ).
Em um intervalo de tempo elementar at , e

mÍnue por duas causas.

' Em prfmeiro lugar existe uma probabÍi.Ídade 
^ 

rcrl ) de
I'

adgufrfr uma doença c1e morte rápfda (as doencas são agui supostas

de morte ráp1c{a). Loç¡o em um fntervalo elementos jt , Ct,lUlU, dÈ

cresce de. .

: -K ¡ rc,t1, "a,,t 
ct!'lr) at oncell:]= '¡-r

Bm segundo lugar exlE¡te a prol:abtU_dacle a (È

ma1 ser arrastad.o, Logo 
"*,/.-,1Ut 

dr.r::ícsee tanbém de

-i<a(t,Jr{ c*,ycil dri }t onaefd= r-l

t,]'a.l afir clt-

,1t c1o anL-

a
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Como set arrastad.o e adcruirir cloenÇa são dois eventos in-
dependentes, a proba.bil.ÍcLad.e cle aconteeer amk¡a"s as coÍsas é a(tr.l)
À (tr"fl) . Portanto o clec:róscino total é ,

por outro la.do, exÍstem anírna.is oue cheqam â reqj-ão entre

X'" ,l + dl , provenÍentes de reçliões à ao ,l clo canal.

Para levar em oonta, lsto, precfsamos de maÍs alqumas deflnj.eões.

Seja P(trX,I ) a prokral¡ÍIídade cle um animal tendo sído

arrastado .en um tempo t, de um ponto x do canal, vir a encalhar

em um ponto entre X e X+.! .

Logc:

aP (r x dl ã a probabilicla<le do arrasto termi-
nar entre x+ I ex+ + dÅ

-u{^ ft,]:i+a (t,/)'r,,, ù (L,!) *tt,lÙ..,1d,(atat

a

Supond.o desprezivel o tempo qasto duran

locldade muJ.to grancle) em relação ã vlda do animal

maís que se adcionan ern um j-ntervalo de tempo At

nientes de res:.ões ã W ael 'e

te o arrasto (ve-

, o número de anl-

* Ct , atü prove-

arf at dxâ t
e=l-*

,Êta ,x, E)
aq

Strponharnos ê.elol:a um canal ideal para o qual a(trx)=a P(trx,t)=, fll
e suponhamos taml:ém À (f ,¡ç)=À

Suposto isto, podemos escrever.
,

-isto é

O

IK
'[". ']ulu')=

(À+a-Àa) c+ 0
"t4

o/axal at
e =,!-*

' "a,I dP
ät trx dx

= l--*
c:ue é a e-cuaÇão integro clif erencial clue passamos a resolver.



Iraeanos algumas hl.¡õteses
-}..

a

LoÇo dP (x) ? -_t'+ e de orden exponencÍal.dx
Suponha que a ahej-ssa de convergêncía de

e dx exfsta c¡ualouer

dx=Ì

dlì seja rrêÇâtj va.

dr,+K (a-ra)
o

f;
o

e-õX

õs ¿e

t;x
crue seja o >o

b) Com.o P(x) 6 tal crue P (-)=1 e p(o)'= o então

"oaof '"t ' 
*

o t-rL

dx
E=l'-x

Loçyo usânrlo o 'feorerna da CoÌtvclução (Smith lg66)

oncle -QV dP (x).

Â ecruaçãr' (2.4.L| , acimlte eono solução

(trs)= c(o,s) exp{ -K (À*ir-Àa)t + K(a-Àa) f, (s) t)
onde

J ."u
o

6

e (ors) c., u t1['

A. soJ-ução formal do prohlema é porfanto.
:I( ( r+a- ra) t fY+t Tc = I esÊ õ ,s expfx(a-ra)i(s)t) rls.t,9- ? ni. ).r_i -- o

oncle V 6 o ponto rÌe j-ntersecção eom o elxo dos xs r d.o plano

[ {x+f v } de .t¡¡na reta paralela ao eixo j-r,raainárr-o e crue fiea ã or-
reita das singularidades de e^ _ exp { r(a-Àa)F (s)t }orS

Dtros pontos on.l"e ã (s) å sinq¡utarr êxp{rta-u)F (s)t}
tem uma sJ-ngularJ-dade essencial e portantoj a Ínteqral anterfor
não é em çreral fácj-l de ealeular.
l?odemos entretanto consj.derar o eomportamento ass:lntõtLco e lsto é

nte para os nossos prôposl_Èos.
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2.5 Comportamento AssintótÍco.

Usaremos os sequintes resultados.

se g(s) - L {f (t) i e¡rtão

,4.) lin scr (s ) eorresponde a lim f (t)
F +- t+C)

B) tín1" s g(s) correspond.e a l-im f (t), se s9(s) fôr analit'ica
S-+e t+-

no eixo J-maglnário e na metacle dlreíta do plano complexo.

Ora,
c exP f-K(l+a-la) t) exp' K(a-ra) f (s)t)
o¡s

então

lim SC.t
s-)o

e como lim'S+o

qn
. ËrS

tÞ
_exp

1ím
S+-

- e).p (-K ( À+a-^a) t) Iim sc
S+-

I"p (K (a-Àa) f (s ) t)

)

orS

e como quando S+- f (s)* o temos

= €xP(-K(À+a-Àa)t) lim
S+-

- exp(-K(À+a-^a)t) lim
,q+-

por outro lac1o

S C- - exp( K(a-Àa) tf (s)
OrS

s e_ - oue correspondeorS

¿1ä 
ct,l= tolu*n (-Ií(À+a-ra)t)

1Ím
S-+o

s 
"o,= Fr,F (r(a-ra)f(s)t = F*p(I((a-Àa)t)

o(tr,{)=

f (s) = I

ct

lim
S+O

s 
"or"

a

loso 
,Ìi.* ".J+x:r'(-r<À)t/li "o,Í

Suponhamos agora gue entre t=o e t= dt tenham nascid.os 
"o,IU, 

ani-

maís por uni-dade de comprimento clo canal-.

Então e.ldrd,l são os <Tue sobrerrivem num tempo t entre os

pontos .{,",1+alao canal

é a probal:ilidade de um dos animais es-
cn¿a{at

colhidos ao acaso no j-ntervalo de tempo entre t=o e t=d.t e entre



clesprezivel a probal:ril-i-c1ac1e cl.e eneontrar 'anÍmais en ufil ten''po tf tc'

os pon.tos [= o el. ser encontrado

o(trl ) decresce ôom o ternPo t'

o (t, t) cor:reslroncLente â t" (s)

no temPo t ent::e g' e9" + dr '

Seja então oc r üR valôr d'e

tão r:eaueno crue consÍCeramos eono

exp (-I( ,1. ) t logct '
1tog bb,C

tr^

Co¡no v-trnos

c t,

entre L= o

cha naíores.

2-6- ExenPIo.

Po::tanto

a) õoro =

l:) f (s) =

= -!-p+s

Temos entãcr

e

i: "r, o
1
I

@
9"

O@

t ( -)¡ e

" ct,o =.îl* ar,, = coro {xp - K (l+ a- ¡'a) t'

loqo r. (o) = Ëî#Sr¡
Como verrì.os t" (o) < t" (-) e portanto n"r' foz os anir'rais naseiðos

t = clr têm a oportuni-dacLe cle alcanea:: tamanhos de eo4

Suponharnos oue P (x) =l -ê-c'( llotemos oue P(o) = o e Þ(')=1

Deri vand.o ven.

c1P (x) 0x.=pedx
tanbem cfueSuponharnos, aoru - c i-ncJ'ePendente de 9"

ç
s

(-
Jo

a:1¡ (";.ì{p*,,r 
Ð=

Ç" 
sxc, € 8xdï=e

pI

exp

o

z
p+s

trs e
T*.

exp (- K( l+ð.- ¡,a)t-) exp Ir( a"- la)t ;ç-.

Ii(a- ra)t o= 7'.

t;K(À+a-Àa)t

chamando

õ trs
õ



.ê,s rriranipuJ-ações formais gue seçfuenr., serao justifleadas depols pelo

resultado.

Desenvolvend-o em sérte, teno,ç

- 11(À+a-Àa) t
e

L.+2 + I 2
+

c trs e

3K(r+ a-Àa.) t l+
S

+ I
')

2

sTp+ s) ¡) s
I

a

-a-'I =Ce -,K(t+a-Àa) t
{

', -nz

"1-
1

s(p+ s)n

Apllcando a fórmula da Inversao

e+ l=v | ,,r,

Ce -I{. ( r+a.-Àa) t n I Cs.
2Íi s ( p+s )'"

Integrando t-ermo a termo +i-

f " "'K(ì+a=la)t
r| ds.'¿:

nl s (P+s)n
Y= 1@

e portantc)
lø
t"/ u= +

s

@ +i-
ca

,T =Ce -K ( À+a-ra) t
)

,n
z.
nI

t

=.[Im e d"s

tæ
s1p+s)n

n=I
Y t @

""o"" (?.6.1.)

Ilós <levemos então calctrlar as d-uas Ínteqrals da formula anterÍor,

crue são da fórma

consfderando o contorno i-Iustrado

na f lgura aÌ¡aÍxo.



T5

túr

,l/-tT
Ora

y*j.T

-L
t:J-T

Como, da fÍgura fi = R 2

y+iT
f (s) o"l ds =

2¡L'
YÍT

= lim
R+-

I
f"

eslf (s) de I
TÃ t, esI f (s) ds

2¡t a

onde C é o contorno coJnpleto e f é o arco de cj.rculo, na flgu-

ra anterior

É possivel mostrar, gue o Teorema gue segue é verdacleÍrc {Apo1to}

1960)

Teoremä'. - Se exl-stem constantes M> o

(onde u= ndt 
)

h, O lo > o tais orr. u* !

lf (s) l''l M. , para toclo\ 
olq

R>bentãoaintegral

ltm
R+- t,

."c f (s)ds = o

Logo nós podemos escrever.

Y* i- 0- f (s)cls = lim
R+- Iè:s ¿

e apllcando o Teorema de CauchY.

f (s) cls.
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y*io
es-,?t(s)ds= .,2ní/ (Resi.cluos de esf (s) nos ¡rolos cle f (s))

\¡ol taniLo para o nosso cê.SQ nos Vemos gue temoS <rue Calcular '

t

/v+i-
ul\
) r-L-

es) ds
ì)

da fornrula (2.6.1).

efra integral
læ -n

-ro#o==Res ( e eÍl r=")
Þ

Como n"l= I + sJ +

dl=
fì

e portantcl

l+I+
Res

logo

I
FT

t*t- 
"=1s

h) A seguncla i.ntegral
Y-l-i* srf

F t .u/Iffi ^ d.s = em s= + Res emS=-p
;!I es

s (s*p ) s (s*p )'"
a Y-i-

b-1) Para ca.rcular Res I -d,qrq! .òeù 
[ ffi_.tn

tem um polo simPles em s=o

Logo.

em s=o nofemos crue
"=.1SlF;)n

e =,1 =1
s
im = "=-l 1 ....(2-6.4)-pñ'+c)

Res
s (s*p ) iù*

em s=o



lr.2) - Para calcular Res;

I

Soe em S=-p notemos QUêr
s (s+p)n

tem polo de orclem n em s= ? P.

Loqo

Res eso em s=-
ì

lim
si+-p

-n-1
cr.

- î=rds
(s+o ¡ 

n
S s+p)n

a

= lfm
. s+p

dn-L
'f,n-:r r

e:0
s

- (* . ,)
c

e9,
S

(+ ..2e"
S

+ r,2.1 e s1,

s

d.
3

ãF L.2 .3 + L.2.3 1.2.3 -4 *-t-Lgr Æ:s 3l sIr 2t

cr,4
_ads'

(+)= ( I 2.3.4 )-.2 .3 .4 L + L.2.3.4 L--2
S

-L.2. 3.4
e tì ?

S., 2l 3t

[3 4!-?t- x*) sl,+ ô
e

.n ¡r S0 \d-- {e- ì- ^s1,

"J 
\:--l= "

nz
ç[=o

(;) n+cJ

-.nl, Lq
cfl

Porta-nto

dn-I
"*[

n-lIÞ*-

Fo
,-, n-l+a ("-Ðl- I

¿cI
cl-s

n-1 n-crf -cy4

s

e) = Ë'f:*_,
a

IÍm
s+ -r)

cf
(sø)t

"\
0=e

I
G:Tl r

dn-1 n-I*o ì
1 (-)n-l ncls

q

)
(-)q (-)qI Jp¿j:

ol l
e portanto

Res f"=u
þffi¡' {

-o.c=e'
r
I

I -'ì-+ O1.- + -I ]t| -'
tr

¡Þù

em s=
Pn

...(2.6.s)



Y*i-
Y-i-

(2 .6.

ESø

(2.6.3)

It-ao 
u

'-
SuJ-'sti-tuindo ) e (2.6.5) erl

ds= l.

4

I
?,ri- s (s+p )J |'

p9"
ln+ +.... {P';;iII n

p

(2.e, .6)

F suhstitui-ndo (2.6 .2) e ( 2.6.6) ern 2.6.1

c äK 
( I+a-Ia)t r-õP u (t* *....[å+ìi;Ec.f1

âJ'il
(
I

p9.
--1. 

¡

ì sctlucã<rNotemosr oue ¿

''nLI

î + (t;'u (t* #r*. . .+
n

n
p

f
e= e -K(À+a-Àa) t K (a-Àa) t P = C -I(Àt'

p

c1e acôrd.o eom nossos resultados a'nterj-ores '

2.7 .- t¡erif icação do ExemPlo '

ntrad.a. t
9 zn r ir-ãP ¿ tr* #,A F- -'1 t. "'.

Temcls cTue verÍficar

a) oue C satÍsfaz a eouaea-oEtL

et,u, + K(a-Ì,a, 
J"

ç

+...+

dx
F -9. -X

CL,L



L9

C srì
atL

Ã sórie 1 +

para cada [ > o é uma séríe cle potêncías de t, visto gue fl=

= K (a- ra)r p. cono lr- ,nn (l-*(pr)+...+ i##t) ê menor crue .1

para toclo l,>o e todo n, a sérj-e é aorr-r*tç¡ente para todo t> o.

portanto a s6rie cle potêncías em guestão pocle ser derLvada termo

a termo.

Por outro lado, Para cada t > or eomo

)J

t' #'o (,. $ + ...+ (p¿)n-l
(n-1)! ll 6 menor crue 1 nós Pode-rnos ;iPIl

6zn=I
''ll-LI 1.car o "trnieirtrass l{ test" para mostrar clue
pn -nT

a

[r- äp,q É . t +...+ [#Ìilt] 
é unifornernente eonverçrente para ts

d.o0>o e portan.to pod.e ser J.ntegracla tervno a. termo.

Substituindo 
"r,u 

na ecruacão e clerl-vanclo þ" termo a'

. at
term-o nôs chega-nos fàc'i-i :'i"r'å segui'nte i-clentid"ac'le'

t o o,l "-1$
(n-1) | t 'z

n=1
n bn tn-l. tJô + ¿

æ

Mas

h p

2

(hr) n-;-i

- -0x_L- e 1+

Êr

n=1
iA tt
ta t,I-e

onde I:= K1 a- ra)

para. mostrar crue e]a é verdadeira, hasta integrar o seefun<lo

memk:ro termo a temo. N6s temos então
ø

,#ìi ù "o(u-*å"It + 0:{'ff ++

e ? (r. -x) c1x.

clx.

(br) n ( Ì,+n In=1

oxe-p 9,

e
ë

c1x +b+1
.-o 9"

e
o *-rì*îf.....+ ffii, 'J,l *pL

e

9"

px px
e

(s)
nì,

t'+
I p

eI
..o 1,
e'-p Ie

L

c)

e c.x=Ð

--p.1, o>i -ec'clx=Jr

'l¡l;

p9. t
t ¡r'/ (br)n I

n=] nl ./o

æ

\
¿- lbg)nn=I nI

p''r,

- _t-

i*or{"or

e

f .!:t -1



-r ) -pc
I )"

Iâ

rll

@

I oX
1t

a

(px)n
(n-1)

pî,
+

e portanto, o segundo memJrro flca.

+...+

l¿¿-L'

Pdx=

)n I
a

Ò

Lhe e -1" +b

. -o 1,=þ e'
,v

-t)

-b
,a

L (b!) n -pr,

L -(¡ttþ;.tÉ, *. . . *lå*")-o 9"

¿.

p I
) [.;o 

n 

Go 
o-t) b!

t

-,) n=1

br

(br) n
n!r,

pf. +.... +In=I. n I
0

b"bt _ dêPr t
lL=I"bt b

b õ pe"
n=o

1+

+ & j-rtnl
t

(br) n
nl

ô

ì
I

9.p

= bl
=b(

=hI

r-ãp r

-ntl-e'
ll=

+

p9,
IE

(br) n-t ( ,ì#irl - [r - ãoo I (pl,)n-
(n-I ) !

:'u -ãoß ( oo*... + ( p .eùnÌ I Ì"' =
nl )',

þ; ã" ('*

q

1+ I+ ...+

iJ
ñãr 6-T

p]_
1l

a

gue é igual ao primeiro membro.
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ïfï - Parte

3.1 fntrodução.

lla seguncl.a parte, nós deixamos de tratar um aspec-

to importante do problema, Ce saber como a populaCão at,inçte o equ!

Iibrio estacionário.

Para ver claramente a natureza dos problemas envol-

vidos guando se tenta conslderar os mecanismos pelos ouais as poFu-

laeões atinþem o eouillbrio estaeionár1o, consideraremos primeira-

mente um problema mais simples.

Suponha um certo "habitat" onde vÍve uma certa po-

putação. Suponha cllte no instante t=o¡ existam }lo jnclj-,vidrrr:s e que

.r populacão não esteja em equilj-brio estacj-onárÍo. Seja portanto

Iì- o número de incl"ivicluos no tempo t.
E

Suponha tarnbém, que as conCições c1ímät1.cas, a Guag

t-iclacle de alinrento p:':oduzid.a nor uniclade cle'bempo, o níu'ero cie ini-

mlqos nature.is e clualouer outro f ator externo, perm.anecam constan

tes ao longo c1o tempo.

Seja g o " birth ::ate per head" e KÀ a mortalicla--

de por uniclacle cle tempo e f'or caheça, Portanto, em um intervalo de

tempo entre È e t + cltr rtâ.scênr a ItT" dt individuos e morrem

frrlr dt inclÍvich:ios.

É facll ver cfue se q e &À são adnÍtídos eonstantes

r popuf.eão não ¡ ,l canea o eouíIihrio estacionário, exeepto + ltr'U'u

4UGli .l,SlÌl r,11,Lr.ê;;,ar pgpr-l-l:aoãc".i5.".,esta::-i.a en eor.r-iJ-.i.]rrj.o estac,:3 3

n.Lric' no bempo 
",o;h= 

c.

dNt=gNdt-ü¡\l.Icr"t

1, : î\T ã (çf-KÀ)t
co

(r:

De fato



Se cl> KÀ Na cresce exponencialmente.

Se g< tsÀ Na decrece exponenclalmente.

Como o melo externo fot admltldo constante, lsto s!.gnlf1ca que,

nos não podenros admltfr gue '*^ .*fI sejN6muftaneamente lnd,epen-

dentes de.¡.1. Isto é n6s te¡nos aue lnclulr uma näó lfnearidade na

eguação (1).

Pocto désta forma, (1) podemos imagf-nar värios mecanismns cle

controle capazes de conduzLr a população ao equfllbrio estacLoná-

rfo, todos teorf c'åíiËnte rlÈüÉtreyd¡¡fî *Êdg¿trrfnct plo.
f ) A populaeão alcqnça o ecruilibrio estacionãrio porcrue o "lìirth

rate per head" gr , dLminul quando lla aunentar enquanto KÀ permanece

eonstante¡ Para simpllffcar -a lfngrragem nõs cl-Lremos slmplesmente

que a população alcança o ecJulllbrlo por aJuste d_e g.

fl) À população alcança o equLllbrio estaclonárLo, porctue a nnrta
lidade por unfdade.de tempo e por cabeça, aumenta quando lqt aumenta

ensuanÈo g Permanece eonstante. Para slmpllficar, a população elcaB

Ç+1¿riqf${j¡Aabrio estacLonaiio por ajustè de Kt.
tll) A população aleanÇa o egulltbrfå estaclonárlo, porque quando

¡It aunenta, tânto g dlrnlnui guanto I(À aumenta.

Díremos guê a população a.lcança o equltibrio por ajuste d,e

anbos Kl ê g.

ItÏaturalmenter o mecanÍsmo crue acontece realmente, fliftcilnçn-
te pode ser descobérto por reflexão pura e çleve portanto e{n cada

caso ser subnetÍdo a experlmentação. (Alcruns exenplos fnteressan_
. .J9Ltes de experinentação 

"rn 
raúos poaJtrser vj.sto\ern Bfrcs l-962)

o nals antigo mecanismo de contrôle pooposto 1v.trn,r"t , rt, u

Volterra 1920) é supor gues

1) l\ população não tem mel_os de controlar g.
lt) os fndlvtduos ËËT,a população entram em cempet,ição entre sÍ
e aPenas os inais aptos' eonseçJuem sobrevlver. DtSsta eompetição
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resulta' que IiÀ aurnenta cfuando Ìlt aumenta ê lsto produz a não Ii-

nearldade cLesejarla.

llotemos d,e passagem quc r3izer que os individuos compeÈem entre Sir

envolve:: um número multo qrande de rnecanismos possivels' Por exem-

p10

tl-a) ' Luta entre j-nc1.j-viduos

il-h) Corricla en husca cle alimento de modo crue só os nais aqeis

' ou fortes são capazes de se alímentar'

' ti-c) zqrnbas as âlternatlfras.

Oualc.luer arre n*j" o ¡neeanj-smo pa-::ticular, 6 admitido que

À= À (ll) isto ó, a. nortal-j.clad.e J funcão clo número c1e individuos e

poclemos então escrever.

Nt- - KÀ (¡rr)Nrc.ì1'l t

Desenvolvenclo

dt

r{À (tfr) TT À +Tí

=cf

r)
J.dÀ

-ailI

e

ú

2iq

fl=o

*ån
lI=o

e supondo crue

IiÀ :- I';lo + Ii'À1rl.T

ê aproxlrnação sufic5cntc, Lemos,

cl.tit ' Yn2(cr I'ìlo)il liÀ1r. lt" =e 11 --

dt

Cuja solução é:
a

Ilt=
9.I I

Ìì.', $lê't*t
Entretanto, esLa solucão paclece de alçluns clefeÍtos.

.i) Depencle de cloj.s p;rrårentros crue clevem ser cleterml-nados c>4.reri-

mentaimente E e Y , c (ïuc não tern relacã-o clar* nem com a espécie

em consicleração nern corn o habltat onde a espéci.e vive.
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if) Desereve a população apenas sequndo o aspecto de nümero total
de Lnclividuos. Isto resulta enr perda de ínformaeão, pois por exem-

plo, se se eonsiderasse além d-çr nümero total de animais, sua distr!
buieão pelas ldades, j-sto viría a elueidår o processo competitlvo

envolvido.

iii) Experímentos modernos, rnostram crue, o m.eeanismo de eontrole dg

pende d.a espêcíe conslderâdca e clo habiÈat e portanto a sol.ução acj--

rna não ê èatisfatõrta (RSCS- 1967)

3.2- Relação entre o Prohlema. da Pa.rte. Tri jj e o atual.

O problema resolvido na Parte II foÍ caleular o número de sg

hreviventes 
"tru 

dt dr no ternpo t entre Í,e t + clg dos plaborbideos

naseldos entre t= o e t=c1t entre os pontos o eg do canal,
9"

e
C)

a

d.r dß.QtL

¡

O prohlema que nõs ,crueremo.s resoLvér entretanto é o prohJ"c-

ma de eneontrar na população de Planclrbicleos do canalr êrt equilibrio
estacloná.r1o o número de lnd-i.vi.duos corn Ídacle entre T e T + clÎ e

enÈre os pontos 1, e l. + dt

Seja então Ö t 9', T)dT d[ , o número de lncllviduos com j-d.acle

entre'T e T + dil aue existem entre 1. e [+ dr, em um eanal, ce uma po-
!

pulação de planorbj.deos ern eouilibri.o est,ac j-oná.rlo.

brõs mostrarenÌos na secfuncla parte ¡ Çue se nós conhecermos o ng

nero de organÍsrnos crue nascern por unidade de tempo e por unidade de

eornprimento do canal em cada ponto do canal ,0 o,L. então nós podemos

ealcular 0(T,¿ ).
Se nós supusernos crue 

"rr* 
6'o núrnero cle anj-rrais rrue nascem

por unldade de tempo, pôr uni-dade cle eomprimento <1o eanaJ^ crir-.ir.clo a

população estã. em eouíl-ibrio estacíonário, nós ter¡.os ol:via¡.rente

c
_r

rî-
I 

-nlL- -l_

il.s, (cl.t =clT) 0(Trs) ctT dC



A icn¡aldad,e anterl-or, implica em Çuê r a clestríbuieão de idacle ao

longo d.o eanal, obclece â eauaÇão.

â(T' e) = - K( ¡,+a- ¡,a) ô (T,r.) + K (a-Àa)
âT

clx

E= c->:

Com a condição d.e contorno

O (ccrys) = C (a ser dado).

Nós sabemos da df çcussão da prlmeÍra ¡:arte, que dad.o o* Co 
r t. nós

podemos aehar uma ûnica ö (T, c). IÍosso proÏrùena portanto é adbprr

qo.l o Coro . gue prod.uz o eauilibrio estacionã-río.

Entretantor ê êÇuâção integro diferencial aelma, foi decluzi-

da supondokÀ e a constantes e é uma equaeão linear. Isto nos Lrat

protrlemas, eomo'iüt"^o" a sequir.

Realmente, um pouco de reflexão, nos mostra crue o número de

animaís que nascem entre 1, e 1.+ d ¡, do canal d,eve estar relacion.rdo

com o número Ce animaís oue existem entre I e .e,+ d"c' e, ctue chamare-

mos N(t) por meio de

0 ( o¡ !,)dr = çN (c) dr, onde q é o "hi::th rate

per head" defÍnLdo anteriormentê.

Entretanto lI ( ¿)= l-O (T, [ )d.T e portanto, integrando a equaeão
J6

lnteqro-dífcrencLal.

f"
\ap (e-). I a*dsE )

E=9'-x

e como ffsÍcamente 0 (- ,L')

0 (o' 1') = -l((f+a-Àa)

orL

9"

0

o

@ a o(T, t,) clT = -K(À+a- l,a) I"-rni¿)dr + K(a- ^"lJ:
ô (T,x)dT

{r-'

¡

AT

--o
lr (n)+x { da

t

\tE"t

E =9,-x

Esta eguação, nos c11z apenasr Çuê er,r equÍlthrfo estaclonãrio, o nü

mero de lndlviduos que ,r.."."* por unic'l.arl"e de ternpo entre I e 1, + dÎ,

( O(orc)dl, ) é íçua1 ao número de i::,c'livj-clucrs crue m.orrem ou são
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arrastados

estão entÏe

nal(Ii(a-

(K (r + a- ra) IT (1.) dr, ) nenos o núrnero de a-nimais clue

.0 e .e,+ d 1. rras r'ue pliovierar,¡ cle r:eqiões à Wdo ea-

Àa) f 
o 

l.l (>,) ln'rg¿ì c1xJo lds r) o_x

/';eo!râ., noterno'r cflle fazef 0 ( o,

=- r ( À+ a - ra) tT (\.(: lr (z)
J"

a )l(ø)
\

I

I

I

) =L-x

eoncluz a -cTll(1.)

({a-ra) dx

cuja única sol.ução é rt (.t) = Q. Tsto esta de acc'rdo eom a nosfìa

c]-iscussão anteriorren ctle concluj.mos rrue a. populaçãc, não node ehe--

qar: a urn eouil-j-brj.o estac.i-oná.rj.o se q e a mortali.dade nor unic].a,c-l.e

cie ternno e por caheea. são a.drnÍti.Cos eonstantes.

Fara- ver isto, suponhanos a-= o, j-.é¡ er.r vez cl-e urn rj-o, tertos Llm

Laclo l-onqo oncle o a::rasto não ocor.re.

l'Têste easo a nossa ul tirna êcrrraeão se üeduz a.

-cT l:l(r,) = - Kl ll(S)

ott seja ou q = !1. À (T::ir¡ial) ou tl (1,) = Q (jnac,lrnissj-ve1)

\.,'ernos; a.r disfiussão anterj-o¡: I crue o pr:obìe¡ra c1"e aehar
'1

0 (or!,) não pocle fìer resolvJ.c.1o sem infor:maeão extra. Àntes <le atacar

o prohlema corn a compJ-ícaeão clo arrasto, vamos então, errr nrj.neiro

luqar exanÍnar o mesmo problüema en laqoas oncle não há. arrasto. Äs

informacões e><po::inentaj.s extras, serão j-ntrocluzj-das oportunamente.

l:lm vir:tuclc c1a l--i-nea::idacle clas nossêls eouacões, nosso "aprcn¡lþ," não

será entretanto "cli-nâr.n.ieo " .

r, Tal-vez seja eonveníente nota"r ac,ui a semelhança formal

crup exíste entre êste pro)rlerna e o rrrohl.er,a. cr.ê ealer.r.l a-r o I-ì.miar cle

ose-ilacão c1e un lase:: e a frerrrêneia nor: urn l.aclo e a arnn.lj-tucle por

outro. Para caleular a amplitrrcle cla racliaeão, tort:.a-'se neö,-.::sário j-n

troduzj-r não l"inearida.des nas erruaeões. (l:fussenzveígrf96e)

3.3. - O l'tecanisrno de Controle Fonu-l.acj-onal do lìj-ornnha-l-a::ia G1a"hata

eJn Lacfoas.

O. estr-rclo do neeanismo c'le contr:¡J.e nolu-1.acíonal nas noJ-rulaeões

r-lo Planorhídeo, Bl-onnha-l-aría Cl-ohata fr:j ol.'.ieto de u¡¡. traha-lho c].o

I

I
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autor com ¡\.B.Coutlnho (e.g.Coutinho et aI- 1968)

Veremos que o mecanismo d.e controle ali proposto nos permitem

solucionar nosso problema, pelo mencts em Principio.

Na referência cltada acíma, nós admitlmos a hipotese gue segue'

por razões experimentaisr como ficará claro a seguír.

ii) - A população alcança o equilibrio'estacionário por ajuste

- d,e K), e nâo de g.

Admitlda esta hipotese, nós precisamos de algumas consÍ-

derações sobre Kl, que são gerais bastante para se aplicar a gual-

Realmente, c¡ualouer população em equillbrlo estacionárÍo,

, está sujeíta a três tipos de mortalÍdade.

i)- Uma taxa de mortalid.ade crue não depende da id.ade.Esta ta-

ixa de mortalÍdade ê produzida por causas externas. (Por exemplo t

Doenças infecciosas de morte rápida, ação letal de ÍnÍmíqos naturals

atropelaménto por veiculos pesados) .

ii)- Uma taxa de mortalj-dade gue comeÇa a atuar ern idades ele-

vadas e motivadas pelo o'envelhecÍmento" do organismo (Por exemplo,

Doenças degenerativas, enfraquecimento das defesas e eonsecruenteme!

te ação letdl- c1e doenças c¡ue normalmente não serfam mortaÍs)

mentos escassos e que deve ser introduzida como elemento de contro-

le. Notemos que a dependência desta taxa de- mor.talÍdade com a J-dade,

sõ pode ser determLnada experímentalmente.

j Foi observada experÍmentalmente has opopul-acões de PIanoE

bl-dèos os seguinÈes fatos.

t)- As populações tinham uma taxa de natalidade (Bjrth rate

per head) excessiva em relação'a'capacidade dos seus habitats, have!

do uma taxa de mortalidade infantÍI qicfantesca.

ií)- A taxa de mortalídade por causas externas e que não d.e'

pendia da ldade era mui.to eler¡acla de mod.o (-rr-re as idades máximas atl!
,gídas não permltíam oue atuassem ccr.Lr.¿qâs de mortalÍdad.es devido a
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envelhecimento

Ad,mltiu-se então sue a partir d.e . uma certa idade To ' peguena¿

a populaeão só fosse afetada por causas de mortaLidade gue não de*

pendiam da iclade e que o ajuste populacfonal era feltcl em fdades

menores gue To por meio de eliminação do excesso de nascimentos.

Estas duas hipõteses, permitem escrever' uma destribulção

etária modelÍstica para as populações envolvidas.

Seja N*{T o número de anirnais com idade entre T e T + clT seja

K nr a tâxa äe mortalidade por causas externas aue não dependem da

idade.

. Então pod.emos escrever.

Krr +(Nå -No)r(r)

oncle f (T) é uma função que decresce muito rapidamente de modo que

para T > To nos temos f (T) - O

1vi¡ crráfÍco)

-KtrT -e (lif; - Norfttt
oN =Ì'1ç

{

¡T*o

/'
-K)'Te

T-ô

O signifícado de No e N$ é facilmente depreendÍdo r1o gráfíco

acÍma. Nå é o nú.mero total c1e organismos crue nascem por uni-dade

de tempo " 
No é uma extraPolação.

, Esta distrÍbulcão modelistica pôd-e ser testada muito facil-meg

tê, por suas conseauências

T= Ìlo



Realmente, uma das causas'de morÈe, 9u€ não dependem da Ídade'

nas popuJ.ações d.e PlanorbLdeos é a fnfestação por miracfdlos da

SÐhtst.g'tn't' trtansônica. t facll experimentalmente, verf.fLcar se um

planorbideo,i,, estã ou não está lnfectaclo, i.é, se o PlanorbLdLo es-

tá ou não esta em vÍas de morrer, visto que a infecção é absoluta-

mente letal Para êles.

Seja então pr . p.t"ärrtaqem cle caramujos lnfectados em um la-

go e m a Percentagem de ocorrência de outras causas de mOrte gue não

dependem da fdade. Portanto nós p6demos escrever.

Kr=þ(p+m-rnp)

Þara T t To

ou

Nr,

No
ã D(p,f rr- np)T

para T t To

T > To . Seja então d um valor tão peq'ueno désta probabj-Iidade

quê conslderamos desprezfvel- a ocorrêncj.a, de anímais eom idade su-

perLor a T"

o=ão(P+m-mP)T"

n* fn
i-

l-m

e portanto, a l-da<1e, máxl-rna aleancacla em ulrla l.acroa estã rel'aclonad.a
,.,rrrill,.ù..

corn ä*¡¡,r*" tagen de -tnfeccão'por mira.ci.¿*toåldej;-nbþi$'i:$li5"cwm6.#'ffl&:ne'$

-¡ogcl 
=

.3r (p+m-mp)

,ì/14/r\

estar de acorclo com a ExPerlêncla

Coutlnho et al- 1968)

lo-qlo(

fsto foi verificado

(¡.\.B.Coutj.nho et'liål -196I e A.B.
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LTma vez admitida a cLÍst¡:-i-huicão modelistica, nós podemos prosse-

guir e calcular No. i\ntes porém, nós precisamos cle mals algumas co!

siderações.

É facil deduzfr, g,üê em uma população em equl4brio estacj-o-

närÍo, e onde há um excesso de natalidade, toclo o alln¡ento produzi-

d.o no habitat, por uniclade de tempo, está sendo consumido. tlei$l.mente

êm caso contrário a população cresceria por causa da alta taxa de

nascfmentos.

r,fós ,;tèrltþulcls açfoliar eue esta condib:'ït¡:,1.' extra ê suficÍente

para determinar aproxi-madamente o valor cle I'T.r.

Seja então m (T) a massa- de um incl.lviduo m6dio quando sua idg

deér.
A cluantidade da de ali-mentos, consu¡rí<l.a For um indivÍd.uo no

tem.po dt, r:ode ser clj.vj"dida em duas partes

cla= 1. ,m(T)dt + J:;rdm (T)

A primeira parte representa a guantidade da de alimento ne-

cessárÍa para manter a massa m (T) e a sec¡unda parte é a quantida-

de de alimento necessáÈía para incrementar a massa do ind.ividuo de

dm (r).

A expressão pode ser reescrita

d¿= h rm (T)

= kr m(t)

{* +"r; z

df *'hz

dm (r)
dT

dm (T).. dt
drF

_.Ë_
dt dt

A quantidade cle alímento ingericla por li"dlrl, isto 'e, todos os

anfmais com idade entre T e T + 'd'T é: ,

dA= kItITdT m (T) dt + k2 u#I' IIrÇ1r 4

. 
f sto signi-fica oua a quantid.acle c1e al-ímentos ingerída por

unídade d,e ternpo por esta faixa da pclpula.c.ão á



-a-

<r(\

åä = kru* m (r) dr + k2 gä+gl Nrdr

Portanto a qrrantidade de alimento ingerida por toda a pg

pulação r por untdade de tempo é,

Io
@

\
TdT

6

1-
l-!'- þ.,,m (T) NTdt + k

2
dm (p) N

dT

a

A segunda parte de A é despresível em relação"- à primeira,

como mostra a experlência.

Logo.

krm (T) N dT.T

Supondo kl independente de T..

A:
o

lìrrI,trl Nrdr.

Para J-nterpretar o parâmetro M, vamos redefinir NT. Su-

ponha que NndT seja o ng de individuos com idade entre..T e T + dS,

por unfd.ade de área dq Lagoa. "

Portanto .4, representa a quantidade de aLimento consumida, por un!

dade de área e por unidade de tempo. Como k, é-qUmericamente a qua!

tidad.e de alimento necessária para sustentar uma unlåade de massa

de Planorbideo, ,4.* é a massa de planorbídeos que pode viver por

unidade de área d$l Habitat,, caracterizado pelo parâmetro e.¡trii 6

c"ttüT.Häf..,lt.*, como "Biomass density',. 
:

Substituinclo a expressão

+ f (r)Nr= No
*

(NoTlcr
e -ÀT)o'

em
NT* (T)dT

nós temos.

+ (*:

--r

6 ñrr

æ

dT
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t--- O seç¡undo termo pod,e ser ahandonado pois m (T) é muJ-to Pequeno

entre o e To e porgue (Nå - tlo) f (T)dT ê uma parte da pop.ulação

' 
crue é o r""oiarO.o d.o excesso de nascimentos ¡nais crue se extincfue

para T peouenost

Portanto

I1l= lto

Logq

justarnente nor falta d.e allmentos.

-K rT

f- ao^' m(r)dr = lto Lfrtn, (r))
o

Nr=
rn 

^m 

(r)

flm resumo, o oue nós e6nclulmos , 6 c¡ue na.S poptllaeões em

ecruillbrío estactoná::Lo de Planorhj.clec¡s, da oua.ntj-C-ade lT[ cirre

) f (T) clT 6 elÍrn!

[1 e + (¡rå - ¡To) f (r)

nasce por unidad-e de tempo, uma parte *i 
(lt|

nada loqo nas prlmeJ-ras ldades ' e uma parte

Ì'I= ¡1

Ltt (m'(T) ]+rn(o)
T

Conseque at-i-nqír fdades mais elevadas, sendo oue a i<lade maj's ele-

vada é essenclalmente determLnada por t(l

Vamos eharnar ã parte 6 K À T da populaÇão, d-e par-

te princi.pat da popuracão. æTI,

O número c1e anlmais da parte principal da populacã-o ó dado po::

r
|d= ) =-4---- ãKÀT .if = ¡t

á {¡tmmi-r' mrÑ]=l}

E intectrando por Part,eS.

Ìlo

#'^*ar

a

fia,



JJ

onde m'(T)= 4m(r)
dT

Vejarnos agora uma outra rerj-ficação experimental dos resulta

dos anterfores. Devldo ao pequeno cliâmetro das "conchas" dos animais

guando ainda novos, oualquer amostra da população, colhida pelos

meios usual-s em Biología, 6 composta apena-s por anlmais da parte

princípal da população

I
como Lrr{tm}(r) }dLmfnue qyando Kl aumentar riós temos o se

gui-nte resultado, algo J.nesperado: A densidade de população aumen-

ta com a mortal-idade. Êste resultado, também foÍ verLfícado correto

experj.mentalmente. (A.B.Cout'fnho et aI-1968)

.t\ntes de deixar êste assunto, Vanos tomar ùm exemplo para

referêncla futura

Suponha m(T) = Fo . PorÈanto ml(t)=o e LÀtmI(T) ) = Q

logo
MlrJ=
ffio

M1T=ro
N=oe

a

tu
I
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3.4 EquÍlÍbrÍo Estacionário em populaeões sujeltas a arrasto
(Caso de Canafs e Rios).

O problema gue nós nos pfoponros a resolver agora, é achar.

a parte principal da população, por unÍdade cle canal. Nós veremos

que as consfderações da parte anterLor, permftem resolver o pro^

blema pèlo menos formalmente.

Nõs precisamos achar, a solução d,a eouação

ãó (T, r,) t= - I([r+a-"ra)' 'ô (T, r)* Tt(a'Àa) 4, (Tnx) dx
AT

nós temos.

E=1 -x

t,

de for¡na que

l"-M(l) = m (T) O (T, t) dT onde

I4([) d.e, é a Bíomassa da população ctue vive entre g e 9"+ d9..

NoÈemos r:ue 14 ( t) depende apenas do canal.

Para sfmpJ-ificar tomaremos M (0 ) = I'uI

Tomando então a transformada cle Laplace em relação a ,l da equação

l"
@

M_ m(T) 0(T,r) ar

14__=
S

m(r) ó (r,s)dr (Ë,,fu{)

¡b

Tomando a Transformada de Laplace da eouaÇão i-ntegro d.iferenclal,
nós temos.

õ (T,s)= õ(o,s) exp {- X(À+a-r a)T + rí(a-.ta) -f (s) T} (3 .4.21

Substituindo (3.4.2) em (3.4.I) nõs temos.



M/s

M
E¡

f-
Portanto, 3.4.2 nos d'a

m (T) exp { --K (r ¡¿-l'a) T + K (a-ra) f {s ) T} dT

exp{ -K(À+a.-Àa)T + K (a-la)Ï(s)r}

m(T) exp{ : K(r+a-Àa)T + K(a-ra)F(s)T} dT
l(r,s) =

ç"

e pÖrtant{)

I,OCTO

Ë ""t

-mo

-K (t+a-la) +r (a-la) F (s)

-x(r.ra-Àa)r + K( +a- "lit"lfl ds

1".

læ

læ
m(r) "*p{-' K(À+a-la)T+ K(a-ra)E (s)r}dT

' - solução formal d'o nosso problema 'queea

A firn: de exemplfficar, suponhamos m(T)= ilo novamente'

' ';
Entao

-(n. ' ':
, ßo I exp { -li(r+a-¡,a) + K(a-ra) f' (s) } T dT =

t
{-r.,¡ ^*u-¡¿¡) 

+I( (a-tal r ts I .-nf-K (r+a-rá) +

]

mo

{å.* [-u,^*a -Àa)+ x (a-ra) I (=))

+

I
;T

a

n

sso --ãE [1.-(r+a-^",1{r* àç



t}l seÌ6 (Trs) obedece a cond.icão
;-t
Jo "(r) o (r,¿)clr = t'r

^6rlfI 0 {r,n,¡ dT=-a Bo

I

\

que neste exern¡lo se recLuza

T"
¡{_
Ro

e
ã K(r+a-ia)r 11 + ) t^ J_(- 

fi=:- Pn nf r-ã0Tt1...+

M+ c.q.d.

-K (i +a-r a) - lt (À{'a-À a)
å

ô(T,!,) = - M
mo

)

I 1+ fnz -p-e i+..+
nl?'

]

M 5r ( ¡+a1 a) T

{å

{ *,.#a)P nTÌ
n n-l-

å {'-r 
o ['*' ' '*m

o

+

1M

e r< ( t+a-ra)fr (.- 
^*) Zn=l_

zn-l I
on-t -ñ[

-01-e '[' +...+

t'

ßo nf

l--e
p9,

rll
n ,lï+.. '.{#+

t--
5

Logo
't

K ( a-À g,)
ti

ltrotamos a perfeita coneordâneia, com os resultados obtidos no

f1m de 3.3. D9 fator nÕ ÍnÍcio do cana.,l-, atualrr dUas ea.usas de
; "morte", mortalÍdad.e ver:dadeira À e mortal-ic{"ac1e aparente, a, por
i\

I Ir-ã'*J ]
M

b

\.['
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por arrasto.

Logo. 0(or[) I

[Io flm do canal, só latua, ]ogo'

0 (or')- KAE
ño

\

¡

ú

I
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