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ABSTRACT

In this thesis we study non-commutative quantum mechanics in nonrelativistic si-
tuation. In this context, the 1/N-expansion is introduced and applied to some potentials
of interest as the anharmonic oscillator and the Coulomb potential. The convergence of
the serie is discussed. We proposed a modified version of the noncommutative Coulombian
potential which provides a well-behaved 1/N expansion. Subsequently, we introduce a new
set of noncommutative space-time commutation relations which satisfy a spin dependent
nonstandard Heisenberg algebra. Modified Pauli equation is used to calculate corrections
to the energy by the use of perturbation theory in the noncommutativity spin-dependent

context.



RESUMO

Nesta tese estudamos a mecanica quantica nao-comutativa na situacao nao-relativistica.
Nesse contexto, a expansdo-1/N é introduzida e aplicada para alguns potenciais de in-
teresse, como o do oscilador anarmonico e do potencial Coulombiano. A convergéncia da
série é entao discutida. Propomos uma versao modificada do potencial Coulombiano nao-
comutativo, o qual fornece uma expansao 1/N bem comportada. A seguir, introduzimos
um novo conjunto de relagoes de comutacao no espaco-tempo nao-comutativo satisfazendo
uma algebra de Heisenberg deformada. A equacao de Pauli modificada é usada para o
calculo de correcoes para a energia, com o uso de teoria da perturbacao, no contexto da

nao-comutatividade dependente do spin.



Capitulo 1

Introducao

Resultados recentes de teorias de cordas [1] promoveram um grande interesse no estudo de
teorias quanticas de campos definidas num espago nao-comutativo, NC. A motivacao para
este tipo de abordagem esta relacionada também com o efeito Hall quantico, gravitagao
quantica, etc. A proposta inicial da nao-comutatividade das coordenadas do espaco-
tempo, imaginada como um processo para a eliminacao das divergéncias ultravioletas da
série perturbativa, é, no entanto, bastante antiga. Segundo a literatura, tem sua origem
datada de 1947 [2], embora sugestdes anteriores nesse sentido ja houvessem ocorrrido [3].
A idéia, contudo, foi abandonada apds o grande sucesso do programa de renormalizacao.
A literatura envolvendo este tema ¢é bastante vasta (veja os artigos de revisdo em [4] e as
referéncias 14 citadas).

No contexto da gravitacao quantica, em escalas de distancias da ordem do compri-
mento de Planck, 10733¢m, a medida das coordenadas perde todo seu sentido devido a
producao de campos gravitacionais intensos. Dessa forma, o conceito de ponto deixa tam-
bém de ter sentido, o que sugere que operadores de posi¢ao nao comutam [5|. Tendo em
conta esse quadro, vamos inicialmente considerar espagos nao-comutativos caracterizados

por operadores de posicao, &, satisfazendo a relacao

[, 2] = 16,0, (1.1)



onde 0, ¢ uma matriz anti-simétrica, constante na situa¢ao mais simples, de dimensao
(comprimento)?. No presente, ha varios limites para 6 [6], e, conforme [7], os efeitos da
nao-comutatividade sao despreziveis exceto para particulas de altissima energia.

A teoria de campo formulada sobre esses espacos, a teoria de campo nao-comutativa,
¢ descrita por operadores de campo, os quais sao fungoes de Z,. Entretanto, como decor-
réncia da chamada correspondéncia de Weyl, em teorias de campo NC' o produto pontual

dos campos é trocado pelo produto Moyal dos campos

61(x) * do(x) = lim &2 5 227§, () by (), (1.2)

y—a
onde ¢; e ¢y sao duas funcoes arbitrarias.

Como se vé, a teoria de campo construida usando esse produto é altamente nao-
local implicando em varias propriedades inusitadas. A mais notavel delas é a chamada
mistura ultravioleta/infravermelho, pela qual algumas divergéncias ultravioletas da série
perturbativa sao transmutadas em singularidades infravermelhas que podem ser extrema-
mente danosas. Um outro aspecto peculiar decorrente da nao-localidade é a quebra de
unitariedade e causalidade quando 6y; # 0 [8].

Visando melhor entender as propriedades de teorias NC|, nesta tese iremos focalizar a
mecanica quantica formulada em tais espacos ampliando o escopo de estudos existentes
na literatura |7, 9]. Em particular, a generalizacio desses estudos para N-dimensdes é cer-
tamente de interesse possibilita, em principio, a analise de fendmenos nao-perturbativos.
Em muitos estudos importantes da teoria quantica de campos emprega-se 1/N como
parametro perturbativo. De fato, a motivacdo original para o uso dessa expansio [10]
decorreu da tentativa de estudo das propriedades da QQCD na regiao de baixas energias
onde o método perturbativo tradicional nao é aplicavel. Na mecanica quantica, a expan-
sdo 1/N tem mostrado ser também uma ferramenta de grande utilidade [11]. Esta técnica
exibe duas importantes vantagens. A primeira é que, ao contrario do método perturba-
tivo, ela nao exige que o operador Hamiltoniano seja escrito como a soma de uma parte,

cujas solucoes conhecemos, e uma perturbacao. Para tal é necesséaria a existéncia de um



parametro pequeno em termos do qual as quantidades fisicas devem ser expandidas. Con-
tudo, em muitos casos nao é possivel encontrar um parametro pequeno e o fenémeno a
ser estudado é intrinsicamente nao-perturbativo. A outra vantagem é que as expressoes
analiticas para os primeiros termos das séries sao facilmente obtidas [12]. Os resultados
sao em geral bastantes acurados e o método tem muitas aplicagoes praticas nao somente
na fisica atomica mas também em fisica de particulas.

Comecamos nossos estudos no capitulo 2 descrevendo o método da expansdo 1/N
[13] para o caso do movimento de uma particula nao-relativistica, em alguns potenciais
de interesse (a apresentagao do laplaciano em N dimensées, bem como, outros detalhes
envolvendo a parte angular da equacao de Schrodinger é mostrado no Apéndice A. A
aplicagao desta técnica ¢ empregada ao caso do oscilador harmonico, anarmonico e ao
potencial Coulombiano. Calculamos as energias para o oscilador anarmonico na situagao
dominante (primeiro termo da expansao) e sub-dominante, i.e., levando em consideragao
outros termos da ordem da expansao 1/N. Nessa oportunidade fazemos uma extensao
desses resultados para situagoes em que o momento angular orbital nao é nulo. Termi-
namos o capitulo com o estudo do potencial Coulombiano, apresentando as expressoes
da energia e da solucao da equacao de movimento na forma de uma série. No capitulo
3 fazemos uma breve motivacao para o estudo de espacos nao-comutativos e a nocao de
produto Groenewold-Moyal aplicado especificamente & mecanica quantica. Fazemos, no
contexto da mecanica quantica nao-comutativa, MQNC, o uso da expansao 1/N, bem
como a transformacao que relaciona os operadores de posicao NC' com os correspondentes
comutativos. Uma andlise da convergéncia da série sera feita, por meio de gréficos, para o
oscilador anarmoénico e o potencial Coulombiano, ilustrando os diferentes comportamen-
tos nas situagoes comutativa e nao-comutativa, respectivamente. Maiores detalhes sobre
a construcao de teorias nao-comutativas na mecanica quantica podem ser encontrados em
[14]. Veremos que, na situacdo NC, a expansao 1/N aplicada ao oscilador anarmonico
apresenta boa convergéncia, enquanto, para o potencial Coulombiano encontramos uma

divergéncia quando da generalizacdo nao-comutativa do potencial. Uma versao modifi-
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cada do potencial, livre de tal dificuldade, é proposta [15].

Em todas as situacoes acima descritas ¢, ¢ constante, i.e, temos a nao-comutatividade
canoénica. Contudo, nao é sempre adequado assumir que a NC' seja constante em todo
o espaco. Podemos ter situagoes mais gerais em que 0, seja dependente da posi¢ao, ou
seja, um novo operador. Como exemplo de uma situacao em que a nao-comutatividade
depende da posigao em [16] foi considerado um modelo bidimensional tal que

1ho

T,y = 1.

em que « € o parametro que mede o grau da nao-localidade. A NC' seré global ou local
conforme « seja igual ou diferente de zero. Seguindo essa linha de desenvolvimento, em [17]
foi estudada a nao-comutatividade dinamica, em que 6 tem uma dinamica propria. Em
outros exemplos as regras de comutagao entre os operadores de posicao tém a estrutura
de uma algebra de Lie, i.e, [i;,4;] = ih f72*, ou mesmo de algebras mais gerais (veja
por exemplo [18]). Por outro lado, seguindo idéias contidas no trabalho de Snyder, foi
proposto em [19] um esquema nao-relativistico onde a ndo-comutatividade depende do
spin. Esse esquema foi entao aplicado ao estudo da condensacao de Bose-Einstein e ao
efeito Aharonov-Bohm [20].

Como podemos observar as diferentes formas de NC' estao abrindo novas possibilidades
de pesquisa na MQNC', bem como em outras areas de estudo. Dando prosseguimento a
essas idéias, na parte final desta tese aplicamos a teoria de perturbacao ao estudo da nao-
comutatividade na situacao nao-relativistica, por meio da equacao de Pauli ao sistema
em que uma particula é submetida a um campo magnético constante paralelo ao eixo Oz.

Ao longo desta tese usaremos o sistema de unidade naturais em que h = c = 1.

11



Capitulo 2

Solucoes da equacao de Schrodinger em

dimensoes arbitrarias

Antes de analisarmos as modificacoes induzidas pela nao-comutatividade do espaco-tempo,
vamos rever o uso da expansao 1/N na Mecanica Quantica. Apo6s algumas consideragoes

de cunho geral, exemplificaremos a aplicacao desta expansao em modelos especificos.

2.1 A equacao de Schrodinger N-dimensional

Consideremos o movimento de uma particula num potencial esfericamente simétrico V' (r),

descrito pela equacao de Schrodinger N-dimensional®

SV V)]l 9) = Bu(r ) (2.1)

em que 72 = SN 22, O operador de Laplace ¢ dado por

=1

2 _ R o
2 O NZ10 Liany a, - Lizw (2.2)

N or2 r  Or 12 r2

'Em (2.1) fizemos a massa unitaria, em conseqiiéncia, a energia tera aparentemente a dimensio nao

\Y

usual de [L]72.

12



onde N é a dimensao do espaco e AQ(N) é o operador momento angular generalizado.
Vamos definir /A\z(l) = 0. Analogamente ao caso de trés dimensoes espaciais, a autofuncao

deste sistema (7, {y) pode ser separada numa parte radial e numa angular

P(r, Q) = Rue(r)Y () (2.3)

onde R,(r) é rotulado por dois nimeros quanticos n e ¢, e os harmonicos esféricos genera-
lizados Yo, 1. tn_ntn_1 (01,02, ..., ¢n_1) rotulados pelos nimeros quanticos 41, lo, . .., {n_1,

sendo ¢ = {_;. Substituindo a Eq. (2.2) e (2.3) na Eq. (2.1) obteremos

- %(A,, - %]\%N)) £ V()] Buelr)Y () = ERue(r)Y (). (2.4)

Atuando com os operadores nas autofuncoes teremos que a equacao de Schrodinger

desmembrar-se-4 numa parte radial,

[_%<d2 N—1i>+€(€+N—2)

T @ S+ V()| Ruslr) = ERu(r)  (25)

e numa angular

A(NY(Qu) =l +N -2)Y(Qy),N > 1 (2.6)

na qual ¢ = ly_y =0,1,2,..5¢; =0,1,2,..., ¢4y para j = 2,3,...,N =2, e {; =
—ly, —ly+1,..., 0y —1,1.

2.2 Solucao da parte radial - A Equacao de Riccati

Vamos calcular inicialmente a solugdo da Eq. (2.5) na situagao mais simples, ou seja, no
limite de N grande do estado fundamental. A derivada de primeira ordem na equagao

radial pode ser eliminada, de modo usual, por meio da mudanca de variavel

N-1

n(r) =rz Ry. (2.7)

13



Desse modo a (2.5) torna-se:

[— %% C ng_?’) + K(H;Q_Q) —|—V(7’)}n — En. (2.8)

Juntando o segundo e o terceiro termo, e fazendo k = N + 2/, temos:

1 d? o [(1—=1/k)(1—-3/k) -
e +V )] fr = B (29)
V(r) é o potencial central e pode ser escrito como V = V/k2. A equaciio acima mostra

que k% comporta-se como uma massa e

1@
2k dr?"

serd tanto menor a medida que k? crescer, e portanto, este termo se anula conforme k? vai

(2.10)

ainfinito. A energia do estado fundamental deste sistema é dada em primeira aproximagao

por

Eo = k*V54(ro) (2.11)

em que V,;;(ro) representa o valor minimo do potencial definido por?

Vips(r) = o3t V(r) (2.12)

Neste limite as fun¢oes de onda diferem de zero somente na vizinhanca de ryo. Para
obtermos correcoes em ordem mais alta para a energia é conveniente redefinirmos a funcao

de onda como
n = exp{A(r)} (2.13)

A motivagdo para esta transformacao reside no fato que a func¢ao de onda no estado

fundamental nao possui nodos.

2Podemos notar que V difere do verdadeiro potencial por um fator que depende do ntimero de dimen-
sOes espaciais (e momento angular) de interesse. Tal diferenca, contudo, pode ser absorvida na definigdo

das constantes de acoplamento que serao reestabelecidas no fim dos céalculos.

14



Substituindo-se a Eq. (2.13) em (2.9) temos:

——— " — k [ l1——+4+—=)— } (") = EeAl) 2.14
sl R ) g )] ‘ (2.14)
Fazendo a mudanca
r
= — 2.1
u= 1. (2.15)

e introduzindo o potencial efetivo V.¢¢(u), cuja definicao ¢ dada por (2.12), teremos, apos

a atuacao das derivadas, a equacao de Riccati

1 Eoo3y 1
__§;§[Lﬂ-+l]1 %‘kQLfoOU +’('_'§'+ g);izE =F (216)
0 0
ondeU:j—ﬁ%:%% /:%%.

Analogamente ao método desenvolvido em [21], para resolver esta equac¢do vamos

escrever, E/ e U em série de poténcias de 1/k; assim, teremos:

E=> E"k™ (2.17)
n=-—2
U=y U™k (2.18)

Substituindo as duas expressoes acima na equacao de Riccati e igualando a zero o

coeficiente de cada poténcia de 1/k teremos

15



1
Uy p v, = BCY (2.19)

27“(2)
—yVy® = g 4 %7‘_2 + %UH)’ (2.20)
—yhyW = pO _ gﬂ + % [UW + U(O)U(O)] (2.21)
—yEhy+) — g 4 % [UW + i U<m>U<”*m>] n > 0. (2.22)
m=0

O sistema de equagoes acima fornece uma maneira sistemética de se calcular a energia
e a auto-func¢do para um potencial central genérico em qualquer ordem em 1/N. De fato,

(2.17) vemos que a primeira aproximagao para a energia é

E=kET = kV,(ro). (2.23)

Substituindo a equagao acima na Eq. (2.19) e resolvendo para U temos®:

U (r) = —/2r (Vg (r) — EC2). (2.24)

Nesta equagao o sinal (—) foi escolhido tal que a fungio de onda seja normalizavel*. Para
obtermos correcoes em ordens mais altas para a energia e funcao de onda alguns resultados
sao diretos.

Escrevendo a Eq. (2.19) para r = r¢, temos:

U (rg) =0 (2.25)

Usando o resultado acima a Eq. (2.20) resultara em:

3Esta é a equagdo a ser integrada para obtengdo da fungao A(r) que compoe a fungdo de onda 7,

solucdo da equacao diferencial (2.9).

4A funcio eA(") tem um méaximo no ponto r = 7o, de modo que a funcio U = dA/dr seré positiva

para r < ro e negativa para r > rg.

16



_ 1 _ 1 .\
BN () = —5r5® = UV (ro) (2.26)

(-1

De posse da expressido para E(~Y podemos calcular U®. Substituindo a expressdo

para U® novamente em (2.20) teremos:
3 o

BO(ry) = 2ry? = %[U(O)/(ro) + U (1)U (ro)| (2.27)

E assim, sucessivamente para qualquer ordem, teremos:

1

E™(ro) = 2

[UW(ro) + i U™ (rg)um=—m (ro)],n > 0. (2.28)

Sendo a fungao A(r) dada pela integral indefinida de U(r) temos para a funcao n a

seguinte expressao:

N = exp {/ i U™ (T)k‘”dr} (2.29)

n=-—1

Finalmente de posse de tais resultados podemos escrever a parte radial, R,,, solucao

da equagdo de movimento (2.1) que descreve o sistema sob estudo, na forma da série:

Ry == exp / > Uk dr (2:30)

m=—1

2.3 Aplicacoes do método - O Oscilador Harmonico

Antes de nos concentrarmos no estudo de potenciais que irao exigir recursos mais elabo-
rados para o calculo das energias e autofungoes, vamos nos ater aos casos mais simples.
O oscilador harménico, conforme descrito em [21], num espago N-dimensional tem o po-

tencial

w2

V= 77“2 (2.31)

assim, em termos da unidade de k? o potencial efetivo pode ser escrito como

17



1 w?
+ —r?

=2t (2.32)

Verr =

onde &? = w?/k?. Calculando o minimo do potencial efetivo no ponto r = ry, podemos

estimar a primeira aproximacao para a energia do estado fundamental

E = KV (ro) = ng - kg (2.33)
a qual concorda com o resultado exato, e ainda,
re =1/(20) (2.34)

d& o minimo do V.s;(r). Conforme (2.24) o primeiro termo na expansio da energia é:

_ w
EC = Vegg(ro) = 5 (2.35)
Em ordem de k2,
2 1 /1
(UED)" + 1 (ﬁ + u® — 2) =0, (2.36)
tal que
B 1+ (u?)? — 2u? 1 — u?
U = i\/ =+ 2.37
4u? 2u ( )

O sinal em (2.37) deve ser escolhido de modo que, para u < 1 temos que a funcdo
UEY > 0 e, para u > 1, teremos U < 0. Dessa forma,
1(1+u)(1—u)

gt = =
2 U

Estamos agora em condicdes de calcular o segundo termo da série, £V, para a

(2.38)

energia. De (2.26) temos:

, 1
B — =D (u) — o=y _ = (2.39)

18



Sendo UV(1) =0 e

=1, (2.40)

teremos que

ECY = gD (1) —1=0. (2.41)

Dessa forma, E(~1), a primeira correcdo subdominante para a energia do estado fun-
damental, resultara nula.

Analogamente, é possivel mostrar que todos os termos da série, Eq. (2.17), serdo nulos
para n > —2, ou seja, o método reproduz o resultado exato.

Seguindo esta técnica, uma pergunta que poderia surgir neste momento é se, seme-
lhante ao caso da energia acima desenvolvido, o termo em primeira ordem para as auto-
funcoes reproduz a autofuncao exata.

Primeiro, notemos que de (2.39) temos:

/ 1
0=—-U"Y(u) —20-9U© — — (2.42)
a qual resulta em
1— 2 1 — 2
0= — Qu“ . u“ U©, (2.43)
ou seja,
o__1
U%" = ~ 5. (2.44)

Este fato, U # 0, ja nos sugere que U~ nao fornece uma expressdo exata. Real-

mente, usando (2.39), teremos

Uzexp{/duU(u)} :exp{k/dw(1>+/duU<°>+--~} (2.45)
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em que

/du UV (u) = %/du (% —~ u) = % (lnu - %2) : (2.46)

Dessa forma,

k k w
7= ~ exp {5 Inu— ZUQ} = rh2em5, (2.47)

Logo, a func¢ao de onda radial ¢ (r) é:

1-N+k
2

PN = e w2, (2.48)

2.4 O Oscilador Anarmonico N-dimensional

O oscilador anarmonico no espaco de N-dimensoes tem sua Hamiltoniana dada por [13]

1 m2 & p N )
== 2 Mo 2 _< 2) 9.49

em que a massa ¢ unitaria (m = 1) e a freqiiéncia dada em unidades de massa w? = m2.

A equacio de Schrédinger a ser resolvida, apos a mudanca p — —iVy e 72 = 320 22,
é dada por
1 1 -
= 5(VE = SA2) + V)| Ruslr)Y () = € Ruer)Y (2)  (2:50)

com o potencial

2
V(r)= %72 + %r‘l. (2.51)

Apos a atuacao dos operadores nas fungoes correspondentes teremos a seguinte equacao

radial:

1/d> N-1d ((+N-2) mdr* g ,
R R ) R R i (LR R LO B CE)
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Esta equagdo tem dois parametros (mg e g*/3) com dimensao de energia. Seguindo [13],
vamos introduzir um novo parametro w que fixara a escala de energia. Nesta situacao &/w
serd uma func¢ao de uma constante de acoplamento adimensional A = g/w3. A relagao de

wecom A e mg é

“0—1-2) (2.53)

A=Y (2.54)

W
Em resumo, trocamos os parametros mg e g'/ por A e w, sendo que esta tltima fornece
simplesmente a escala de energia de problema. Apds o reescalonamento de coordenadas
x; = x;/\/w, a equacdo (2.52), em termos da energia adimensional E = £ /w, escreve-se

como

B # V- LOy N2 v re) = EREY (259)

W—i_ rodr 2r2

onde V' (r) agora é escrito em termos dos novos parametros:

1-2
= Aa g A (2.56)

V(r) 5 N

A eliminagao da primeira derivada em (2.55) pode ser feita por meio da mudanga de

variavel

n(r) =r"7 R(r) (2.57)
a qual resultard na seguinte equacao:
[ 1d2+(N—|—2£)2—4N—|—2€+3+V() > (2.58)
_ - r = .
2 dr? 812 1 g

Fazendo k = N + 2/ temos:
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1d> 1 3

Hn:{———+k 7(1——)(1—E)—|—V(r)]}n:En (2.59)

onde V = V/k2.

Podemos observar que a equacgdo (2.59) esta escrita em termos de k, enquanto o
potencial em estudo, V(r), tem sua dependéncia em N = k — 2¢. Vamos dividir o estudo
deste topico em duas etapas: primeiramente, vamos analisar a ordem dominante para N

grande, em que N ~ k; em seguida, contribuicoes sub-dominantes serao consideradas.

2.4.1 Ordem Dominante

Vamos considerar inicialmente o comportamento da Eq. (2.59) assumindo N ~ k. A

energia do estado fundamental é dada pelo minimo do potencial efetivo, ou seja,

Ey = Vegp(ro), (2.60)
onde

iV (rg) =0 (2.61)

dr HIVO T ’

O potencial efetivo é

N2 1-2\, A,

Vipr(r) = — 2 2.62
) =gt —5 TN (2.62)
e a condi¢do (2.61) implica em
dy S R 2 SN PV 2.63)
S Vefflr=ro — T = .
dr T T 4 2 TN

Multiplicando a equacao acima por ry obteremos a condicao de minimo para rg, ou
seja:

—N? 4/\7“3‘

0 + 18 — 22 + N =0 (2.64)
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O ponto de minimo rg pode ser facilmente obtido e, ao contrario dos valores encon-
trados para os potenciais anteriormente estudados, ele possuird uma dependéncia em N.
Separando a equacao acima numa soma de partes dependentes e independentes de A\ e

igualando ambas a zero, encontramos

ro = v/ (N/2) (2.65)

e, portanto,

2-)

Ey = Vegp(ro) = N 1

(2.66)

Para obtermos uma expressao para a solucao da equacao radial de Schrodinger devemos

escrever a correspondente funcio U™V dada pela Eq. (2.19) a qual, para este caso é

2 2
T L)

2 _ 2 2 _ 22

Agora, fazendo a mudanca z = % e isolando uma poténcia de ry no numerador e no

denominador temos

2224 L)1+ M + 22 4 )

U — : "
(14 £)

(2.68)

Como este é um termo de ordem zero em 1/N, e lembrando que 1o ~ v/ N, segue que

x/ro — 0 quando N — oo. Portanto

UCY = —/4(1 4+ Va2 = =201 + M) V2IVa2 = —2(1 + 1)z (2.69)

e a solucao radial n sera®

n(r) = exp{AD(r)} (2.70)

onde

>A menos de uma constante de integracio.
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A () = — / UVdr = —2(1 + N1/ /x dr = —(1 4+ \)1/2g? (2.71)

e a Eq. (2.70) torna-se

() = exp{A(x)} = exp] / UDdn) = exp{—(1+ N)Dg2)  (2.72)

A relacao entre n e R, solugao da parte radial da equacao de Schrodinger é dada por

(2.7), portanto:
Ruo(r) = r0=M72p = p0=N2 oxp L (1 4 \) /2 p2) (2.73)

2.4.2 Calculo das energias do estado fundamental

Em ordem dominante na expansdo 1/N, o nivel de energia mais baixo é degenerado em
¢, como vemos explicitamente em (2.66). Na ordem subdominante, o momento angular
¢ ja contribui para levantar esta degenerescéncia. Contudo, conforme vemos de (2.55),
o minimo de energia sempre corresponderd a ¢ = (0. Podemos, assim, assumir ¢ = 0 e
procurar por corregoes subdominantes em 1/N para a energia e autofun¢do do estado
fundamental do oscilador anarmonico. Definimos anteriormente ro por meio de

d

—Veps(r)] =05 VVeps(r)] >0, (2.74)
dr To 70

e a energia do estado fundamental como

Eo = k*Vs¢(ro) (2.75)

Vimos ainda que 7y depende de N, logo, serd util a mudanca de coordenada que

fizemos anteriormente,

r—7"To

- (2.76)
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com x € [0, 00]. Desta forma o minimo do potencial se encontra em x = 0.

A equagao de Riccati a ser resolvida é:

S [e v N + (- 42 =B 277

onde U(r) = A'(r) e n(r) = exp A(r). O potencial efetivo para o oscilador anarménico,

em termos dessa nova variavel x, sera:

1 1 1—2X 1 A
Verr =33 —ro(1+z)? + (1 +2)* 2.78
ff 8,,,,8 (1“—1')2 _I_ 2 NQTO( +:L‘) _I_ NSTO( +l‘) ( )

Escrevendo o ponto de minimo do potencial em termos de N, conforme Eq. (2.65),
teremos para o potencial efetivo:
1 1 1-2X1

A
_ . 2 A 4
‘@7_4Nu+xv+ 1 Nu+x)+4Nu+x) (2.79)

Multiplicando-se cada termo da equagao (2.77) por N2, e fazendo

NV s4(x) = N.W () (2.80)

em que

1 1—2) , A \
4(1+x)2+ 1 (1+2x) +Z(1+x) (2.81)

e, ainda, mudando a dependéncia dos U’s de r — z, a equagdo de Riccati (2.77) torna-se

W(z) =

11y, 4 , N 3 1
——— N. ——=+-|———=F 2.82
37 |U2@) + V') + NW () + | 2+8Lﬂ1+@ (2.82)
Lembrando que na ordem dominante
1 1-=2Xx A 2—-A
Bo=NW(©0)=N(7+——+7) =N(=77) (2.83)

resultado que concorda com (2.66). Subtraindo o resultado (2.83) de ambos os lados da

Eq. (2.82), e escrevendo rg em termos de N, teremos:

25



1
N

2@+ U @]+ Nww) - )] 4 [ -1 2] g = €

emquesz—N<%>

Vamos agora expressar £ e U(x) como uma série infinita

k>1
Tomando termos ordem a ordem em /N, temos:
e O(N):
2—A
ou seja

4Nﬂ_i¢wmyfii_iwwwywwm

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

Vemos claramente na equacio acima que U~ (0) = 0 como deveria ser, pois, U = A’

e A tem um maximo em x = 0. Uma forma explicita para U~ (z) pode ser obtida

a partir da Eq. (2.81) tal que

W@-W@::@%Qq%+@

onde u? — 1 = 2* + 2z. Desse modo a equagdo (2.88) torna-se:

2
SR i]x + 2z 1
U (x) i 0+ 2) +A
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Conforme vimos na Eq. (2.76) a condigdo = > —1 é satisfeita em (2.90) e podemos,
desse modo, escrevé-la como:
2?2 + 2x 1

U (z) = 5 EE + A (2.91)

Podemos ainda calcular a derivada da funcdo U™ acima em termos da coordenada

u =14 x o que resulta:

T/u+ Au) — (u? — 1)
2u\/(1/u?) + A

Vemos nesse ponto que a solucao da equacgao radial, obtida com a integracao da

A

(2.92)

equacao acima, deve ser efetuada por algum método algébrico computacional. Desse
modo, é possivel calcular alguns termos da série que representam a energia expressa por

meio da equagao (2.85), conforme veremos a seguir.

e Ordem zero em 1/N, temos:

1
(14 x)?

Sendo UV (z =0) =0 e u =z + 1 a equagio acima torna-se:

Y o=y _ = € (2.93)

=—1-U"Y(wu=1) (2.94)

O que fornece o seguinte valor para a energia:

- —(1 - \/1+—>\> (2.95)

O termo seguinte da energia pode ser numericamente calculado de posse das equacoes

1

(TR (2.96)

[€0+
e O(1/N):
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, 5 31
_U(O) o U(O) _ QU(*l)U(l) +-—=¢ (297)

4 u?
Analogamente v = 1 = U1 = 0 tal que teremos a seguinte equacdo para o calculo
de €1:
3

q:—U@hF:U—U@QUZU+Z (2.98)

Resolvendo a equacao acima teremos o seguinte resultado:

A A
== 24331+ \N1?2 2.
€1 TESNE 4+3 3(1+X) ] (2.99)

Outros termos da série podem ser encontrados em [13].
Conhecendo o valor de €; voltamos com o mesmo na equagao (2.97) e encontramos a
seguinte equagao:
Uo = —ﬁ [61 - z% FUOP U(°>’] (2.100)
Obtivemos, portanto, a energia para o estado fundamental do oscilador anarménico
na expansdo 1/N, e expressamos as respectivas autofun¢oes por meio das fungoes U(z).

A obtencao de tais autofungoes depende, conforme vimos em (2.71), da integracao destes

U ’s e de sua posterior exponenciacao.

2.4.3 Situacao Sub-Dominante

O momento angular ¢ ndo contribui em ordem dominante a expansao 1/N do oscilador
anarmonico (ou, em outras palavras, o espectro é degenerado em ¢ nesta aproximacao).
Em ordens subdominantes, contudo, temos que levar em conta que ¢ # 0, o que levanta a

degenerescéncia da aproximagao dominante. Vamos, nesta segao, considerar que

k:N+2€:N<1+2N€>:N(1+6), (2.101)
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sendo € = % < 1, no espirito da expansao 1/N. Dessa forma, o potencial efetivo, analogo

a Bq. (2.78), ¢

1 1 1 1—-2X1 A
8r k 8r 2k k*N

Analogamente aos exemplos anteriores, iremos calcular a derivada do potencial efetivo

no ponto de minimo

d 1 4
—Verslr=r, = "t (1—20)2 + =0 (2.103)

dr

A qual d4 a seguinte equacao para rg:

1 ra 4N 4
— =208+ S =0 (2.104)
Inserindo a relagao (2.101) na equagao acima teremos:
1 r _ 4\ _
—Z+(1—2)\)F02(1+e) 2+m7“8(1+e) 2=0 (2.105)

Embora seja a principio possivel determinar exatamente 1y a partir de (2.105), a

expressao resultante seria por demais complexa para ser util. Muito mais adequado, para

N
o =1/ Dk (2.106)

onde a = 1+ ase + O(e?). Deste modo, a Eq. (2.105), correta até a ordem 1/N, torna-se

a expansao 1/N, é adotar o "ansatz"

1 a A 6
—7+ (1 =205 (1 -2 + Sa°(1 - 20 = 0. (2.107)

A expansao de a, até primeira ordem em ¢, leva a seguinte expressao para o ponto de

mimino:

(1 PN (9(8)) (2.108)



Vamos escrever a equacio de Ricatti (2.77) na seguinte forma:

—%@%@+U%ﬁ+wﬂgﬂm+(—§+§yr%=E (2.109)

e o potencial efetivo conforme (2.102).
O proéximo passo, como g depende de N vamos fazer uma mudanca onde a coordenada

independente r sera:

u=— ; u € [0, 00], (2.110)
To

em que, u = 1 é o minimo do potencial efetivo e a solucao do estado fundamental tem
um maximo em u = 1 (r = rg).

Na equagao (2.109), N entra somente em k = N + 2{, mas, no potencial efetivo temos
ambos explicitamente. Desse modo, faremos uso de (2.101) para trabalharmos com o

segundo termo de (2.109). Assim,

N(1+e)?1 N AN
K*Veps(r) = %—2 + (1= 20)a*u® + —=a'u. (2.111)
a

Podemos escrever a expressao acima como

KV p(r) = NW(u) (2.112)

em que

10+l (120 5, A,
We(u)—4( - )u2+ a4 Jatul, (2.113)
e
1 Iz

1 ). 2.114
¢ +1+>\N+O(N2) (2.114)

A equacao de Riccati (2.109), devido a mudanca (2.110), pode ser escrita como:
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Vimos que em ordem dominante em 1/N,

Ey = NW()= NG . _4% + %) = N(%) (2.116)

Vamos subtrai-lo em ambos os membros de (2.115) de forma que

e - () (- e e
em que
E=F— N<2;>\> (2.118)

de modo que a equagdo de Riccati com a fungdo W, (u) deslocada de Wy(1)

sl el - )] - (- e n

a’u?
e We(u) dada por (2.115). Expandindo o parametro a que aparece em (2.113)

e (2.115),
respectivamente, de modo conveniente teremos:

YA 1 (1-2)\) ,

W) = ;(1+ 2+ am+ )T (1t g5+ Ju
Nody o dy \

+ 4(1+N+W+ ) . (2.120)

para We(u) com a expandido até a primeira ordem em (1/N), conforme (2.114). A Eq

(2.115), apos a expansdo de a, pode ser escrita do seguinte modo

(s e e -2
T [ e



Os calculos de tais coeficientes podem, até a primeira ordem em 1/N ser facilmente
calculados. Devido a (2.114), por exemplo, temos:
1 (?

1 1
—=1-2——— 40

= TN (W)' (2.122)

o que permite o calculo do primeiro coeficiente na equacao de Riccati (2.121), ou seja:

1
= 20— 2.12
“ S (2.123)

Analogamente, os coeficientes by, ¢y e d; em (2.120) podem ser calculados®.
As expressoes de tais coeficientes serao uteis para a corre¢ao subdominante que efetu-
aremos a seguir. Vamos colecionar agora termos de ordem O(N?) na equagdo (2.115), ou

seja:

byl  1—2)

-1 ~1)77(0 —1)\2
— U —yEhy© 4 oq (UED)2 4 Tt o
A
+ Zdlu‘l —1=¢ (2.124)
Sendo UV (1) = 0 facamos u = 1 na equagdo acima e teremos:
So=—1+VItAtl (2.125)

Este resultado se constitui na correcao subdominante para a energia obtida para a

condicao ¢ # 0.

2.5 O Potencial Coulombiano

Vamos agora utilizar o mesmo procedimento ao caso do potencial Coulombiano atrativo,

ie.,

60s calculos dos coeficientes bi,c; e di se encontram no Apéndice. Outros coeficientes, em ordem

mais alta em 1/N, podem ser calculados com o uso de computagdo algébrica.

32



V=-"") (2.126)

Neste caso o potencial efetivo torna-se:

1 Ze?
‘/eff(T) = ﬁ—m (2127)
Fazendo a mudanca, conforme [21],
o2
p=4Zéer ; e = = (2.128)

em que p é adimensional, o potencial efetivo (2.127) serd, em unidades de (4Z¢é2)?, escrito

comao:

1 1

Vers(p) = S 1p (2.129)

Dessa forma a energia também serd medida em unidades de (47¢2)2.

Analogamente ao caso anterior para o calculo do ponto de minimo do potencial teremos
dp d R -1 1
Vers(p)lpo = (42¢%) [— + } =0 (2.130)

drdp 40 " 43

levando, nestas unidades, a py = 1, e ainda, usando (2.129), temos:

1
EC? =V,4(r) = -3 (2.131)

Com tais mudancas podemos calcular a funcdo U™V, dada por (2.19), ou seja’:

-1
UG-y — _ (pQ_p ) , (2.132)

Com um procedimento andlogo ao da secao anterior a equacao

"Estamos adotando o intervalo para p dado por [0,400], ou seja, tal que U(Y tenha um ponto de

maximo em p = 1 (adimensional).
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_peng© = pen 4 L Ly (2.133)
2 2

calculada no ponto de minimo p = 1 nos fornece

1
ECY = = (2.134)
4
e
__rtl (2.135)
2p
tal que a energia pode ser escrita como
1 1
E=—k k' +... 2.136
gh — gk (2.136)
a qual, em termos da constante de acomplamento inicial, escreve-se
Lo oy -1 241 1
E:—gk:(élZe) (1+2k "+ )=-2Z (1 F2 ) (2.137)

Tais resultados concordam com [21]|. A expansao 1/N nao é a mais indicada na fisica
atomica em N = 3. Podemos perceber, conforme equacao acima, que para o dtomo de
hidrogénio a energia de ligagao do estado fundamental®, em ordem mais baixa em 1/N e
para N = 3, é (2/9)e?, enquanto o valor exato teorico em trés dimensoes é (1/2)e?. Ou
seja, cerca de 44% menor [22|. Diversos trabalhos foram realizados modificando o método
de expansao 1/N e melhorando a taxa de convergéncia dos autovalores da energia na série
perturbativa [23].

Finalmente podemos escrever a funcao n, conforme a Eq. (2.29), e usando os resultados

desta secao. Dessa forma:

Sm=1eZ=1
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n = exp{/ Z U™ (z)k™"dx} =

n=-—1

— exp{ [ UV akdz + [ VO @)+ ) =

= exp{—(k:+1)/d$2(w::1) —/dmxi1+---}=
- Cexp{B<1n(x+1)—(x+1)>k—%(1n(x+1)+(x+1)>+--l}(2.138)

Voltando a escrever a funcao de onda com a dependéncia em r teremos:

- 1
77:6”7“% exp {—2Zé2kr (1—1-%4----)] : (2.139)

Dessa forma, teremos a solugao da equacdo de movimento, que, conforme (2.30), sera

dada por

1
R, = C'exp [—2Zé2kr (1 + z + - )] . (2.140)

em que C' e C’ sdo constantes.
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Capitulo 3

O Oscilador Anarmonico e
o Potencial Coulombiano

nao-comutativo

O estudo do oscilador anarmoénico e o potencial Coulombiano no espago de N-dimensoes
foi feito em [24] na situacdo usual comutativa. Vamos investigar as caracteristicas e
transformacoes que tais potenciais exercem na Mecanica Quantica nao-relativistica na
situacao nao-comutativa. Esperamos, assim, encontrar correcoes, por exemplo, para as

energias em termos do parametro 6 nao-comutativo, NC'

3.1 A Mecanica Quantica Nao-Comutativa

Um espago NC fornece uma possibilidade que tem importantes conseqiiéncias em nosso
conceito da estrutura quantica da natureza. Tal espaco esti relacionado a uma nova
relacao de comutacao fundamental. Devemos promover as coordenadas a operadores

hermitianos Z* que nao comutam entre si, i.e.,

2", 3] = 0" (3.1)

36



com pu,v =0,...,d —1e 6" uma matriz real constante, antisimétrica e com dimensoes
de area, que parametriza a nao-comutatividade. Na Mecanica Quantica NC o produto
ordinario das coordenadas deve ser substituido pelo produto Moyal.

Para descrevermos a dinamica, descrita pela Hamiltoniana do problema em estudo,
na mecanica quantica NC' é usual expressar as coordenadas e os momentos nesse espaco

em termos das coordenadas comutantes e seus momentos na forma

Tj = Tj— 5VjkDPk

pj = D (3.2)

em que essas novas varidveis x; e p; satisfazem a algebra de Heisenberg:

(i, 5] = [pi,pj] = 0
(i, pj] = 104 (3.3)

Para o termo de potencial, o qual depende somente das coordenadas, a equagao de

Schrodinger NC' tera a forma padrao envolvendo o potencial modificado

1 ..
V(z)x(x) >V <a7j — 56’”@) U(x), (3.4)
onde * denota o produto Moyal, definido em (1.2). No que segue, vamos admitir que a

nao-comutatividade afeta somente duas coordenadas x; e x5, ou seja, 89 = 0, com o

simbolo de Levi-Civita €2 = 1.

3.2 0O Oscilador Anarménico NC.

Vimos na se¢ao (2.5) a implementac¢do da técnica da expansdo 1/N para o céalculo das
energias para o oscilador anarmoénico na situacao usual. Continuando nessa linha de idéias,

um estudo que nos parece ser muito interessante, e um passo logico a ser dado, é entender
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como a nao-comutatividade modifica essas energias. A Hamiltoniana correspondente no

espaco NC' é

N
- 1., m?. g, .
H=Y <§p§ g N(:@y) | (3.5)

7=1
em que a massa ¢ unitaria (m = 1) e, conforme vimos, a freqiiéncia dada em unidades de
massa.
A Hamiltoniana descreve a dinamica de um oscilador anarmoénico com N graus de
liberdade. Vamos escrever as coordenadas nao-comutativas em termos das coordenadas e
seus momenta comutantes na forma (3.2).

Teremos, até a primeira ordem em 6, a seguinte expressao para a Hamiltoniana

1 m2
H = —§V?\7 + 70(1’2 — ngxjpg)
+ % <x4 — 29imx2xipm) (3.6)

Vamos considerar o caso em que a nao-comutatividade ocorre nas componentes 1 e 2,
ou seja, 6;,, # 0 para i,m = 1,2, e igual a zero nos outros casos.
Implementando na Hamiltoniana acima as mudancas efetuadas na situacdo comuta-

tiva, conforme Eqs. (2.53), (2.54), com (2? — r?), e ainda, § — 0/w, teremos':

— L 24 2
2 N )T 2

1 1—2\) 26 A 1— 2\
H=—§V§V+<( ) ) e _gU=2N

em que 8;,x;p, = O¢jpx;pe = 0L para os indices j,¢ =1, 2.

A equacao diferencial a ser resolvida é:

1 1—2)) 260\ A 1— 2\
[—§V?V+(< 5 ) _ NL12>7"2—|—N7’4—9—( 5 )me:&p (3.8)

Escrevendo ¢ = R(r)Y (£2), temos:

!Uma discussdo sobre tais mudancas pode ser encontrada no Apéndice B.
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AR+ St N 2Ry @+ (B 2 reyv (@) +
+ 2Ry @ = 5+ 02 pevie) (39)

) 6(1-2)
em que m é o autovalor? de L, e %

m é um termo constante que sera incorporado a
energia.

Temos, portanto, uma nova equacao para o oscilador anarmonico, agora na situagao

NC,
Ifd® N-1d E+N=2) (1—=2)\) 20\ \ ,
{_§[ﬁ r %} * 272 +< 2 _Nm>r+
)\4
+ TR0 = €R() (3.10)
emquesz%—Mm

Como o termo contendo o € é de ordem 1/N, para estudarmos o efeito da nao-
comutatividade precisamos extender nosso calculos até a aproximacao subdominante.
Assim, vamos calcular o ponto de minimo do potencial, na situacao NC, até a segunda

ordem em € = QNK Iniciamos reescrevendo o potencial efetivo como:

Vi (r) :8—;+%[(1_22A —%my%%#] (3.11)

em que, em vez de tomarmos k ~ N, faremos
20

k:N+2£:N(1+N):N(1+e) (3.12)

Tomando a derivada primeira em (3.11) calculada em r = 7, temos:

d -1 1 40N 1_ 4N
ar eff (1) lr=ro = 173 + 72 [1 —2X - Wm} To + kQNT?) =0 (3.13)
0

2Vimos no inicio do capitulo anterior que a fungio Yz, s, ex_».0n_ (@) € rotulada por N — 1 indices

discretos /.
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ou seja,

1 e o 4N ., 40N T _
—Z+(1—2A)F()2(1+e) 2+ﬁ7’8(1+6) 2 m-2(1+e)?=0 (3.14)

com k escrito em termos de e.

n3

N N
770:1/552@/?(1—1—&16—1—@262—%...) (3.15)

podemos obter 7y, o ponto de minimo do potencial, até uma ordem desejada em e.

Fazendo o “ansatz

Fazendo a expansao do termo (1 + €)% em (3.14) obtemos a seguinte forma geral para

o ponto de minimo*:

_ N 14 0 m \ 1
ro = 5|:1+(1+—>\+1+—>\)N+:| <3'16)

Usando os resultados do capitulo anterior vamos escrever a equagdo de Riccati (2.115)

nesta nova situacao,

1

3 1 1+e\ 1
—— (U'+U*>)+ NW L) == 3.17
NF?)( U+ (u)+(4NF§ Fg)zﬂ & (3.17)
em que
W()—l 1+e 21+ 1—2)\  fXme fgu2+5f44 (3.18)
u—4 To u? 2 14 2 40u. '

com u = r /7.
A contribui¢ao em ordem dominante para a energia do estado fundamental, no caso
NC, coincide com a do comutativo,
2—A

ECY = NW(1)=N (T) : (3.19)

3@, ro, representam os valores de a, 79, etc, agora na situacio nio-comutativa.
4Qutros termos dessa expansdo podem ser encontrados no Apéndice B
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pois o termo dependente de 6 na Eq. (3.11) é sub-dominante na expansao 1/N.
Analogamente ao efetuado no capitulo anterior, subtraindo E(~2 de ambos os lados

da Eq. (3.17), obtemos
L (U'+U%)+N {W (u) — (%)}

N7
3 1 1 22\
+[(1_2g>ﬁ_1] fguzzg_N(T):g. (3.20)

Cada termo envolvendo 7y é expandido como uma série de poténcias em 1/N, bem

como a energia

51
(%) ) _—_
¢ =F +ZEJNj (3.21)
Jj=1
e as funcoes
U (u) = NUCY () + U () + DU (u) 1 (3.22)
j>1

Com tais equacdes temos condicoes de calcular E0) e UU) até uma ordem arbitraria
em 1/N. Calculando as duas primeiras corre¢oes para a energia do estado fundamental,

teremos®:

=—1+V1I+A+L—0 m
A (AN + 402 — 8N+ 120/ X+ 1 =80+ X — 12/ A + 1+ 12)

4N+ 1)2
A (—2m€)\ —2ml +2mA + mAWAI+1 —-2mV/ A+ 1+ 2m) 1
n o —.  (3.23)
(A+1)2 N

Dessa forma, a expressao para a energia do oscilador anarmonico NC' sera dada por:

Para outras corregoes sugere-se os recursos da computacgao algébrica.
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E:N(u> —1+\/1+)\+£—07m

4
A(ACXN 4402 — 8N+ 120V A+ 1 =80+ X — 12/ A + 1+ 12)
+
4\ +1)?
A (=2mlX = 2ml 4 2mA + mAVA+1—=2mVA+1+2m) | 1
+ TESIE 0l (3249

A equagao (3.24) reproduz corretamente os resultados do oscilador anarmonico NC
quando £ =0e 0 = 0[13].

Escolhendo alguns valores numéricos para ¢ e A podemos calcular as correcoes até
1/N' ou mais. Alguns resultados sao mostrados nos graficos na figura (3.1). Estes
graficos sugerem que a convergéncia é bastante boa para pequenos valores de A e ¢ = 0.
Para maiores valores de ¢ os resultados nao sao estaveis®. Tal fato é evidente observando

a Eq. (3.16).

3.3 O Potencial Coulombiano NC.

E interessante verificarmos a validade do método quando empregado em novas teorias
e situacoes. Desse modo, podemos comparar seus resultados com os ja conhecidos da
literatura. Para o caso do potencial Coulombiano estamos interessados em estudar as
modificacoes na teoria do atomo de hidrogénio, ou seja, em suas energias e auto-funcoes,
na situagao nao-comutativa.

No espago N-dimensional, o potencial Coulombiano NC fica:

Ze?
VITT

onde os operadores & do espago NC satisfazem as relagoes de comutagao (3.1).

V=_

(3.25)

Assim, efetuando a mudanca de varidveis z; e p; para x; e p;, respectivamente, na

Hamiltoniana temos que o potencial Coulombiano torna-se:

6A primeira corregio para 7y é da ordem de ¢/N, logo a Eq. (3.16) nao fornece uma boa aproximagao

para 7o se £ nao for muito menor que V.
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N=31=0,1=0.1

2 4 6 8 10

Ey

—-0.095
-0.096
-0.097
—-0.098
—-0.099

0100l
0 2 4 6 8 10

nmax nmaX

N=31=0,1=04

=

-0.34
-0.35
-0.36
-0.37
-0.38
-0.39
-0.40 ¥

Nmax

N=31=3,1=01

305

2 4 6 8 10

E
-0.10

-0.15
~0.20
~0.25
~0.30

Nmax

Figura 3.1: Energia do estado fundamental (em unidades da frequéncia) para o potencial

anarmonico, calculado até a ordem nmax, na forma & = Ey + Eyf, para alguns valores

de /e \.
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Ze? Ze?
V(@ — 050 /2) (2 — Oipi/2) Va2 = 0ex5p0 + O(6?)

r? e expandindo em série de Taylor a expressdo acima, temos que o

Fazendo 22 =

potencial torna-se:
Ze? TP

V=-—7|14+60;,—"—
T +J€2r2

Vamos considerar, para este caso, a NC' nas componentes 1 e 2 até a primeira ordem

+ 0(92)] (3.27)

em 0, i.e., ( < 1), neste caso,

V=——mn7I1+6
r + 272

L1 é uma componente do momento angular. Observe que a correcao em 6 é bastante

Ze? (21ps — 172]71)} _ Ze [1 N 92] (3.28)

r

singular na origem, o que pode levar a quebra da expansao 1/N como veremos mais

adiante.

3.3.1 Estado Fundamental - Energias e Autofuncgoes.

A equagao de movimento radial para o potencial considerado é, conforme (2.5):

1, N-1 N—2) Zz& Ze&
[_§<d i>+£(“ ) 2 2y Ro(r) = ERu(r) (3.29)

dr? r dr 212 T 23

em que assumimos conhecida, da teoria em trés dimensoes, a acao de L5 no harmonico

esférico generalizado, ou seja:

LY (Qy) = mY (Qy) (3.30)

em que m é o autovalor do momento angular.

Efetuando uma nova mudanca

r—

Vo e 0 — Az (3.31)
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e os procedimentos mostrados na secao 2.2, a equac¢ao de Schrodinger torna-se

12, 31\ 1
{_Ed_pz—i_k Veff(ﬂ)"‘(g_ék) E}U—EU‘ (3.32)

com o potencial efetivo,

1 1 Om

Vers(p) = 82 1 85 (3.33)

em que, novamente a energia sera dada em unidades de 167%¢%.

Analogamente a situacao usual e comutativa, calculando o ponto de minimo teremos:

1+ (1 —36m)
2

Po = (3.34)

Iremos adotar neste caso a solugao (+), pois, quando § — 0 = pg — po. Assim, para
o ponto de minimo, temos:
30m

A aproximacao dominante para a energia do estado fundamental é

_ 14+6m
ET? = Vg (po) = —%. (3.36)
Vamos considerar a seguinte expansao para a funcao
Use) = U5V +0u7) + 02Uy + - (3.37)
em que Ué_l) é uma fungao ja conhecida, conforme Eq. (2.132).
A Eq. (2.19), com a mudanca p = 7 u
(1) _ (U — 1)2 9 m

A expressdo acima nos mostra que (UY) . — 0 quando u — 1, como no caso

NC
comutativo e, ainda, (U(_l))NC — UEY para 6 — 0.
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Na aproximacao de § < 1 a equagdo (3.38) torna-se

Uy (u) = —(u;ul) - em(zu; L (3.39)

A equagdo (2.133) escrita em termos de u torna-se

1 ldu d /
ity gy 4
2(urp)? T3 dp duU () (3:40)

_ o = p=1) +

ou seja, no ponto u = 1, temos:

1
2(urg)?

0=p50Y+

(3.41)

2u? 2 u3

1{ 1 Qm(u—l)]

u=1 27:0 u=1 )

Apesar da dependéncia em 6 desaparecer no tltimo termo em (3.41), o resultado acima
difere do usual por conta de 7y. Portanto, teremos o seguinte resultado para a primeira

correcao da energia

1 9
ECD = = — Zgm. 42
1 g0m (3.42)

Usando o resultado acima em (2.133), juntamente com a Eq. (3.35), teremos:

—2u(u —1) — (9u® 4+ 9u — 2)0m

U _
Ne 4u? + 2u(u — 1)0m

(3.43)
Escrevendo a correspondente expansao da energia, para o potencial Coulombiano NC,
teremos a equagao equivalente a Eq. (2.137)

14+60m)

o . 2+96m)

k*(42é%)? — ( 2

Este procedimento pode ser repetido para diversas ordens em 1/k. Usando um pro-

k(4Ze*)?* + - . (3.44)

grama de computador relativamente simples foi calculada a correcdo para a energia do

estado fundamental, em unidades de (4Z¢%)?, como
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9 3 11 3 13

CO8KS  4kT  8KS 2k%  8k1O
< K2 9k 49 211 199 1385 4579 14645
+6m — —

8 8 8 8k 2k%  4k3 4k4 4k>
91667 282815 864359 2625269 3970323)

— 3.45
8k 8k7 8k8 8k? 4f10 (3:45)

Novamente tais resultados concordam com a situacao usual quando 8 — 0. Podemos
notar, neste resultado, um comportamento bastante diferente para os termos dependentes

e independentes de 6, que representamos por meio de graficos esses diferentes comporta-

mentos.

-1.400
-1.402
-1.404
—-1.406
—-1.408
-1.410

Nmax

“H“HHMH“‘H“HH“H“ \“‘““‘“““““““““““ nmax
0 5 10 15 20 25 30 0O 5 10 15 20 25 30
Figura 3.2: Energia do estado fundamental do potencial Coulombiano nao-comutativo

calculado até a ordem 1/k™max.

A contribuicao para a energia para os termos independentes de 6 convergem rap-
idamente; convergéncia esta bem estavel para ordens maiores de 1/k. Mas, na parte
dependente de 0 diverge completamente.

A fungao 7, correspondente a Eq. (2.138), e usando os resultados desta se¢ao, pode

ser escrita como:
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n = exp{/ Z U™ (u)k™"du} =

n=-—1

— e [ U kdu+ [ VO @dut-) =
k

= exp{—i(u—lnu)—k&Tm(_71+u—21nu)—|—--~} (3.46)

A solugao radial da equagao de Schrodinger é, conforme (2.30):

R, = T(l_N)/QeXp{—M [(u—lnu) — 977” (__1 +u— anu> +]} (3.47)
U

3.3.2 Versao modificada do potencial Coulombiano NC'.

Vimos na se¢ao anterior que a expansao 1/N apresentou divergéncia no calculo da energia,
conforme (3.45). Mas, o surgimento de divergéncias, devido ao uso deste método, nao é
surpresa, pois, a série pode convergir até uma certa ordem e apresentar divergéncias em
ordens maiores [25]. No entanto, em nosso caso, ndo ha convergéncia. Foi constatado que,

as diferentes mudancas na relacao

0—)%;721,2,3,---, (3.48)

nao resultaram em convergéncia para a série na Eq. (3.45). O que nos leva a concluir que
a expansao 1/N nao nos fornece um bom método de célculo para este tipo de potencial.
Contudo, podemos notar que a divergéncia surge devido a parte da energia dependente de
6, ou seja, na parte ndo-comutativa do potencial. Conforme vimos na Eq. (3.28), temos
uma forte singularidade na origem no setor nao-comutativo do potencial. Propomos,

entdo, apresentar uma versao modificada do potencial (3.28) da seguinte forma’:

"Devido & funcio exponencial, na Eq.(3.49), a equacio definindo ro é transcendental e nenhuma

solugdo analitica pode ser encontrada [26].
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Vi = 2% [1 + o3 (1-e") %} . (3.49)

Fazendo uma anélise dos limites, temos que, para r — 0, a parte nao-comutativa
do potencial se comporta como 1/737” ou seja, ela é menos divergente que o potencial
Coulombiano (3.28) se # > 2. O fator a tem dimensao [comprimento] ”, logo, ele define
uma escala de comprimento caracteristico da modificacao que estamos introduzindo. Para
r — oo a Eq. (3.28) é recuperada.

Com esta mudanca o potencial efetivo nao terda dependéncia em 6. Tais mudancas de
escalas sao comuns na expansao 1/N [27]. Dessa forma, o potencial efetivo torna-se:

v 1 Zé?

eff (1) =g5— > (3.50)

Dessa forma, todas as modificagoes devido a nao-comutatividade se dao por meio de

correcoes subdominantes obtidas a partir da equacao de Riccati,

1 k| 1 Zé? 8 3 1
—— [U? U K2Voe(u) — = | —— + 25 ¢ (1— -ar) SO
2r2 V% () + U" (u)] + K Vogr(u) 2 Lgﬁ - rous " ‘ - 8 rau?
(3.51)
Vamos redefinir as coordenates do seguinte modo:
ATy . f 2\2 . s @ . 522
p—4Z€ o, 9—9(426 ) ) a_(ZLZT)B ) E—E/ (4Z€ ) (352)

Logo, podemos reescrever a Eq. (3.51) como®

_1 2 y 2 B 1 Gm _ _ap/a 3 .
S0 (0) + U (0)] + KVigr () k[2—p2+@(1 e )+@—E, (3.53)

O potencial efetivo ¢ dado por (3.50). O minimo do Vg (p) esté localizado em py = 1,

a energia de ordem dominante 6 E-? = —1/4 ¢,

8Suprimindo os acentos, i.e., § — 6, etc.
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1 —
U =2 (3.54)

a mesma do caso comutativo. Seguindo o procedimento descrito na secao 2.2 podemos
calcular correcoes em ordens mais altas para to E e U. Temos que a tnica modificacao

sera Eq. (2.20), em ordem subdomimante; esta equagao torna-se:

1
-5 U-Vy© 4 ) - — (1 _ e—ap6> _ g, (3.55)

a qual inclui a correcao naocomutativaion, esta em ordem subdominante.

Plotamos graficos na forma E = Fy + 0Ey para varias ordens da expansdo 1/k, bus-
cando valores para « e [ que fornecessem os melhores resultados para a convergéncia e
estabilidade da expansao. Alguns desses resultados podem ser visualizados na Fig. 3.3 e
Fig. 3.4.

A energia do estado fundamental, para o potencial modificado (3.49), pode ser escrita

comao:

0.5 0625 075 0875 1.0 1.125 125 1.375
E=-0123k*>—-025k —0.375 — — — — — - = — —
k k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

. 592782 3934
Om (—0.125 k* —0.0790151 k — 0.297271 — 0.338563 _ 0.592782 _ 0.393406

k? k3
1.40262  0.674301  2.54331 15.0062  124.537
— + T ¥ + o : (3.56)
Na Fig. 3.3 apresentamos resultados para « fixo e § = 1,2,3. E, finalmente, na

Fig. 3.4 concluimos apresentando os resultados para 5 = 2 (fixo) e diferentes valores de a.

Encontramos, para « da ordem da unidade e 5 = 2, o melhor resultado de convergéncia.
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N=3a=1p8=1

Nmax
4 6
Nmax
4 6 8
5.
4
30
2F
1 A
O\ Pmx
M | nmax _1; 2 4\ 4 8
6 -2°

Figura 3.3: Energia do estado fundamental do potencial Coulombiano modificado, calcu-

lado até a ordem 1/k"max  para diferentes valores de a e (3.
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-1.15
-1.20
-1.25
-1.30
-1.35
-1.40
-145———

Nmax

-1.15
-1.20
-1.25
-1.30
-1.35
-1.40
-145——

Figura 3.4: Anélogo da Fig. 3.3, para = 2 (fixo) e diferentes valores de a.
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Capitulo 4

A Nao-comutatividade dependente do

Spin.

Até o presente, consideramos a nao-comutatividade candnica, ou seja, aquela em que o
parametro nao-comutativo # é constante. Neste capitulo vamos abordar um novo tipo
de nao-comutatividade, ou seja, a situacao em que ela depende do spin. Este tipo de
consideracao para a nao-comutatividade, conforme [28|, estimula a construgao de novos
modelos na mecanica quantica, os quais formam uma extensao natural e, a0 mesmo tempo,
abrem novos caminhos de pesquisa a serem explorados (por exemplo, a supercondutividade
ndo convencional [29]). Em particular, na referéncia [30] foram discutidas varias questoes
sobre o significado fisico e a formulacao matematica da nao-comutatividade dependente
do spin.

A ndo-comutatividade das coordenadas espaciais, 2¢, o0 momento conjugado, p;, e as

variaveis de spin, 8, sdo supostas satisfazer a 4lgebra de Heisenberg “non-stantadard”



em que 6 é o parametro da nao-comutatividade que chamaremos de nao-comutatividade
do spin. Neste capitulo iremos estudar esta nova condicao para a nao-comutatividade. O
procedimento que adotaremos consiste em relacionar os operadores de posicao 2*, que sa-
tisfazem (4.1), com o operador x’ comutativo . Essa transformagao, usualmente chamada

de mudanca de Bopp, é, para as coordenadas e momentos, respectivamente, dada por:
i =12'1+ 05, (4.2)

em que, em termos das matrizes de Pauli, §' = 10" ¢ operador de spin.
Visando entender as implicagoes desse novo tipo de nao-comutatividade vamos no que
segue estudar o efeito perturbativo dela decorrente na situacao nao-relativistica usando a

equacao de Pauli.

4.1 A equacao de Pauli.

Vamos considerar o movimento de uma particula de carga e no plano xy, sujeita a um
campo magnético, B, perpendicular na diregao do eixo z.

A hamiltoniana de Pauli é dada por:

-,

. p—eA)? | =
PO »

em que ji = g5—S ¢ o momento magnético, g seu fator giromagnético e S o spin, com os

potencias de calibre dados por:

A1:A3:0 ; A2:Bfi':B(l'1+951):B(I1+901/2) (44)

Substituindo essa expressao em (4.3) teremos a seguinte equagao de autovalores:

R 232 hoe 3 282
Y = How + (=% - P20L) o g2°

U = EV. 4.5
2m 2m ( )

&m
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O termo proporcional a 62 fornece-nos um deslocamento constante em todo o espectro e
daqui por diante sera omitido. Para o calculo da solugao nao-perturbada (6 = 0) temos

que o operador,

_ Bt tps B peBu

—ji-B 4.6
om om m e (4.6)

Hy

nao possui coordenadas y e z explicitamente. Portanto, os operadores p, e p3 comutam
com Hy, ou seja, as componentes y e z do momento sao conservadas. Assim, iremos adotar

uma solucao da forma

U(zy,s) = C e @2P2Fes) g1 s) (4.7)

em que C' é uma constante de normalizacao.

Substituindo-se a solu¢do acima na Eq. (4.5) teremos a seguinte equagcao:

~2 2 92 2 92
~ Pi e‘B 2 L = e’B X101 pg@BO’l —
hy = | — — —p-B+6 — =F 4.8
em que £ = FE — % e 19 = 2%, a qual pode ser resolvido perturbativamente por meio da
equagao:
. A . e?B%ri00  pyeBoy
¥ = (ho + hipt )Y t ( 5 o ) (4.9)
e ﬁo ¢ a hamiltoniana do problema de Landau
~2 2 92
sz . R B : . A
hotyg = FE hy = — — —[i-B 4.10
%o Yo, 0= 5 + om (1 —20)” — fi (4.10)
As solugoes ¥, (z1, s) sdo separaveis na forma
¢n<xla 5) = ¢On(x1>Xs (411)
em que S3Xs = SXs €'
1 (lelB\"" _ep
n = — H,(§), 4.12
i == (M92) " a0 (4.12)

Ly, descreve a projecdo do spin ao longo do campo magnético.
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em que H, (&) representam os polinémios de Hermite? e £ = +/|e| B(z . Os autovalores

sao dados por

2B, (4.13)

Em particular, para um elétron, desprezando as corre¢oes radioativas, g = 2, e = —|e|,

1

_ I6IB< 1
2

e o resultado Ey = n+ 3 + s), mostra que o nivel de energia com um dado n e s =

¢ degenerado com o nivel n +1 e s = —%. Dessa forma, vamos analisar as seguintes
condigoes:
1. Os niveis de energia nao sao degenerados (g # 2). Nesta situacdo podemos usar

a teoria de perturbacao nao-degenerada para computar a correcao dominante para Fj.

Contudo, a correcao de primeira ordem ¢é

E(()}%S - / dx (¢$,nsﬁintw0,ns> =0 (414)
pois, Xlo1xs = 0, (s = §'). Logo, devemos examinar a formula de perturbagao em segunda
ordem

E(Q) o Z ’h'mt(k,s ;n,8) |2
On,s — - (4.15)

Agora, para s’ # s, apos algumas linhas de calculo, temos:

+1
( /n2 5k,n+1+\/§§k,nl>] , (4.16)

em que Nint(ns'in,s) = Nint(k,s;ns) = 0. Dessa forma, os elementos de matriz se anulam

- 1 1 (le|B)3?
hint(k s'in,s) 0
o V2kEI\/2nn!  2m

para k = n e s’ # s, bem como, para k # n e s = s. Portanto, a correcdo em segunda

ordem para a energia sera dada por:

*De [ U} W, = |[C]? fdf Lop(z1, s)*Y(z1,8) = %fdfe‘gHﬁ(@ = 1, temos que |[C]*> =

eB _1
7T "2n.n!”
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|Vk78’;n75|2 — g2 (MB)S

= 0 0 — X
Z (0) (0) nt+1(1)\2
kn:s'+#s En,s — Ek‘,s’ 2 (n) M.2T

1 N 2n?
2(2|e|B +geB(s—¢s')) 2le|B — geB(s —s')

X (4.17)

2. Os niveis de energia, fizados pela Hamiltoniana iL(); sao degenerados (g = 2). Agora,
nesta situacao, temos que resolver a equacao secular para fzmt. A solucao é muito simples,
pois, ilint(k,s;n,s) =0e ilint(n+1,—1/2;n,1/2) = ilint(n,l/2;n+1,—1/2) = 0V. Segue, desse modo,
que a degenerescéncia é quebrada pela correcao de primeira ordem. O nivel original sendo
dividido em

ESE) = Egne 20V, (4.18)

0,ns

com Fy,,, dada por (4.15) e,

3/2
- ! 1 (le|B)*? [n+1 (4.19)
V2rnl /2 (n + 1)1 2m 2

As expressoes (4.18) e (4.19) nos permitem fazer uma estimativa para o valor do parametro

nao-comutativo 6. Sendo,

AE
E = Ey+ AE, = E, (1+ E“) ~ E, (1+9(|e|B)1/2), (4.20)
0
e considerando a intensidade do campo magnético® tipica do ntcleo de uma estrela de

néutrons [31], da ordem de 103G, temos:
0 < 107 cm, (4.21)

em que assumimos a precisao dos resultados do efeito Hall quantico da ordem das medidas
atomicas. Além disso, as duas fungoes de onda linearmente independentes de ordem zero,

adequadas para os célculos perturbativos, sao

1
NG [Yon,1/2) £ Yomr1,-1/2)] - (4.22)

31G = 10*T, e, em unidades naturais, B = 1eV? = 1,44.10737T.
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Conclusoes.

Neste trabalho estudamos o movimento de uma particula nao-relativistica no espaco
N-dimensional nas situagoes usual, comutativa, bem como, na situacao nao-comutativa.
Nessa dinamica, as energias, e autofuncoes em alguns casos, foram calculadas por meio
de uma técnica bastante poderosa, a expansao 1/N, em que N é a dimensao do espago.
Encontramos que, na situagao usual, ambas, energias e autofuncoes, podem ser escritas
como uma série em 1/N, até a ordem desejada.

Iniciamos o emprego do ferramental desenvolvido no inicio do Capitulo 2 no estudo do
oscilador harmonico e anarmoénico N-dimensional, bem como, do potencial Coulombiano.
Obtivemos suas energias e autofunc¢oes na forma de uma série. No caso do Oscilador An-
armomico N-dimensional apds a obtencao das energias e autofuncoes na situacao dom-
inante, conforme constam na literatura [13|, encontramos, na situagdo em que ¢ # 0,
a contribuicao para a energia em ordem sub-dominante. Verificamos, neste caso, que a
energia tem uma contribuicao adicional de ¢, o momento angular da particula.

Examinando o caso NC' escrevemos como se modifica a equacao de Schrodinger apos
a transformacdo (3.2) para as coordenadas e momentos. Encontramos que nesta situacao
surgird na hamiltoniana o operador de momento angular L. Vimos, conforme Eq. (3.10),
que o termo contendo o parametro NC| 0, é de ordem 1/N. Dessa forma, apés a extensao
dos calculos em ordem sub-dominante de 1/N, calculamos as duas primeiras corregoes para
a energia do estado fundamental do oscilador anarmoénico nao-comutativo. Apresentamos
graficos para alguns valores numéricos de £ e de A, os quais sugerem uma boa convergéncia
para pequenos valores de A e £ = 0. No entanto, para maiores valores de ¢ os resultados
nao sdo estéveis devido a existéncia de fatores da forma /N na expansdo para o ponto
de minimo do potencial, 7y, conforme Eq. (3.16).

No intuito de se estudar a aplicabilidade do método até entao utilizado, procuramos
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potenciais com maior “contetido fisico” e resultados experimentais. Assim, direcionamos
nossos estudos para o potencial Coulombiano NC. Nessa situacao foi constatado que o
potencial Coulombiano, conforme Eq. (3.28), tem a correcao em 6 bastante singular na
origem. Aplicando o método da expansao 1/N, calculamos a corregao para a energia do
estado fundamental. Vimos que a contribuicdo para a energia para os termos da série
independentes de 6 convergem rapidamente. No entanto, a parte dependente de 6 diverge
completamente. Tal resultado ja pode ser observado por meio da Eq. (3.45). Neste
momento, os calculos com as diferentes tentativas de mudancas de termo da ordem em

que o parametro ¢ se encontrava, ou seja, por meio da mudanca

9—)%;721,2,3,---, (4.23)

nao melhoraram a convergéncia para a série (3.45).

Vimos que a expansao 1/N nao nos fornece um bom método de célculo para este tipo
de potencial. Esta divergéncia, no entanto, surge devido a parte da energia dependente
de 0, i.e., na parte NC do potencial. Introduzimos entao uma modificagdo no potencial
e o devido ajuste na posicao do pardmetro # na ordem da expansao. Esse novo potencial
concorda com o Coulombiano para grandes distancias. Com isto, e as devidas redefini¢oes
das coordenadas, foi calculada a energia do estado fundamental para este potencial modi-
ficado. Foram feitos os devidos ajustes das constantes « e 5 para encontrarmos o melhor
resultado de convergéncia.

No tratamento perturbativo usual as divergéncias que envolvem o potencial Coulom-
biano nao ocorrem [32]. Isto se deve ao fato que nessa situacao em geral se esta interessado
em integrais da forma [ ¢*V(r)y, as quais sdo regulares, apesar da singularidade do po-
tencial na origem, pois, exceto para a onda s a funcdo de onda se anula na origem.

Concluimos que, a expansao 1/N pode ser realmente aplicada em sistemas da MQNC,
mas, ela é mais sensivel a singularidades do potencial que a expansao perturbativa usual.

Todo esse desenvolvimento acima mencionado envolveu a chamada nao-comutatividade
canodnica (6 constante). No entanto, conforme sabemos, nao é razoavel assumir sempre esta

condicao para a nao-comutatividade, principalmente em regioes de campos gravitacionais
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intensos, como buracos-negros. Ela pode depender do ponto do espago-tempo [33]. As-
sim, a nao-comutatividade pode ser dependente da posicao (gerador de transformagao de
Lorentz) ou de um outro operador. Dessa forma, numa segunda e ultima etapa, estudamos
a nao-comutatividade dependente do spin. Usando a equacao de Pauli foram calculadas
correcoes para a energia, até a segunda-ordem, para uma particula num campo magnético
constante. A hamiltoniana nao-perturbada apresenta uma degenerescéncia continua e, no
caso do elétron (¢ = 2), uma degenerescéncia discreta [34]. A degenerescéncia contina
persiste e a discreta é modificada pela perturbacao, como mostramos na tese. Todos
estes estudos nao descartam a possibilidade de suas aplicagoes as situagoes relativisti-
cas. No problema relativistico, com ¢ = 0, ocorrem as mesmas degenerescéncias do
nao-relativistico, e essa degenerescéncia pode ser tanto continua como discreta (no caso
do elétron) [35].

Uma extensao natural deste trabalho é a analise da situacao relativistica, a qual se
encontra presentemente em desenvolvimento. Outras propriedades que também merecem
estudos é a construgao da teoria de campos correspondente, calculo dos propagadores e
efeitos das correcoes radioativas.

Desde a descoberta de estruturas nao-comutativas em teoria de cordas houve um
crescente interesse no estudo das propriedades dos espacos NC. A mecanica quantica
nao-comutativa vem contribuindo atualmente com uma importante parcela de trabalhos

sobre a nao-comutatividade em suas mais diferentes formas de abordagem e estudo.
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Apéndice A
O Laplaciano em N dimensoes

O Laplaciano em N dimensoes pode ser escrito [36] em termos das coordenadas cartesianas

T1,Ts,..., TN, OU Seja
N
Vi =Y 0°/0x}. (A1)
i=1

Vamos definir as coordenadas polares N-dimensional como

r1 = rcosbfisinfysinfs...sinfy_q,

Ty = rsinfysinfysinfs...sinfy_q,

x3 = rcosfysinfzsinfy...sinfy_q,

ry = rcosfysinfysinbs...sinfy_q,

r; = TCOS 02‘_1 sin 91 sin 01'4_1 ...sln HN—I’

Tn_1 = rcosty_ssinfy_q,

rNy = rcosfOn_q. (A.2)

a qual vale para N = 3,4,5,.... Para N = 2 temos x; = rcostq, ro = rsinf;. Temos

ainda para as variaveis os seguintes limites 0 < r < 00, 0 < 0; < 27, 0 < 0; < 7 para
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j=2,3,...,N—1. A soma dos quadrados da Eq. (A.2) é

N
r? = Zx?, (A.3)
i=1

o raio de uma esfera N-dimensional (hiperesfera). O Laplaciano pode ainda ser escrito

em termos de coordenadas polares como

1 o0 h 0
V=3 2 (——> (A.4)
M h £ 00, \ 1} 96
onde 0y =1, h = Hfi’olhj, e
N o2
B2 — ( ) , A5
com
hO = 17
hi = rsinfysinfs...sinfy_q,
hoy = rsinfssinf,...sinfy_q,
hy = rsinfy,qsing o...sinfy_1,
hN_Q = rsin@N_l,
hN_1 = T
h = V" lsinfysin?0ysin?6,...sin" 16, .. .sinV 2 0n_q, (A.6)
paran = 3,4,5,...; temos ainda hg = 1, hy = r para N = 2. A substitui¢ao dos resultados

da Eq. (A.6) na Eq. (A.4) fornecem uma outra forma para o laplaciano

1 0 0
2 O N1 9
Vv = rN-1 87“70 or
1 = 1
+ r2 — sin? Oy, 1 sin? G0 . .. sin? Oy _y %
1 O . w1, O
X {—Sjn2 E— 1 a—ek Sin eka—ek> } (A?)
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I possivel generalizar o operador momento angular; em analogia com o laplaciano tri-

dimensional, ou seja:

o2
2 — PR —
Iy = 003’
1 0 0 L?
L2 = — — sinfy— — ——1
2 {sin 0,00, 290,  sin’6, }
1 0 0 L?
F {simk*1 0;, 00y, i "90,  sin? 0, }’
1 0 0 L2
Ly, = — inV 20y - Nz A8
N {sinN*2 On_q 00N_1 i N 00n_1 sin?On_, } (A.8)

Tomando o resultado acima para L3,_; e comparando-o com o dltimo termo da Eq. (A.7)

chegaremos a expressao para o laplaciano, conforme Eq. (2.2)

0? N—-10 1
2 2
;N - arz _'_ _7” _ar - _7’2 LN—l (Ag)

onde fizemos a identificacio A2(N) = L% _,
A parte radial do operador de Laplace em (2.2).
Para determinarmos a parte radial do Laplaciano para dimensoes arbitrarias vamos

aplicar o A numa fungao, f(r), que dependa somente da coordenada r,

AO) =30 5o ) = Y (), (A10)

e teremos o seguinte resultado:

W-df  &f (A.11)

rdr dr?’

Af(r) =

Este resultado explica a parte radial do operador de Laplace, A,, em (2.2).
A parte angular do operador de Laplace em (2.2)

Para obtermos a equacao
A (NY(Qp) = ly_1(ly_1 + N —2)Y(Qy),N > 1 (A.12)
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precisamos entender o conceito de polinonimo homogéneo e harmonico de ordem N. Con-
sideremos um espaco Euclidiano N-dimensional com coordenadas cartesians 1, s, ..., Tn.

Neste espacgo, podemos definir um hiperraio » por meio da equacao:

r? = Z:cf (A.13)

N o2
2
Ve = g =5 (A.14)
— O
Jj=1
Um polinémio homogéneo de ordem n nas coordenadas x1,zs,...,xx é definido como
sendo um polinémio da forma:
— ni ,.n2 nN ny_ny ny
fo=Ax"2y? 2+ Boy'wy ooy 4 (A.15)
onde A, B, C, etc sdo constantes, e
n+ny+...+ny=n (A.16)
ny+ny+...+ny=n etc (A.17)
€ 0 NUmeros Ny, ...,ny, N, ..., Ny, etc. sdo inteiros positivos ou zero. Qualquer polindémio

homogéneo de orde n tem a interessante propriedade

N
Ofn
Z = xj—amj =nf, (A.18)
7j=1

Além de um polindémio homogéneo podemos definir um polinémio harménico. Um polinémio
harmonico é um polinémio homogéneo o qual é também uma solucao da equacgao de

Laplace generalizada. Ele tem a forma

hy, = Ax{™x"?...xN™ +

I
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onde os n;’s satisfazem (A.16) e (A.17), e além disso Ah,, = 0. Iremos mostrar que se hy

é um polindémio harmonico entao
[A2—0(0+ N —=2)]r"‘hy=0 (A.20)

Em outras palavras vamos mostrar que r—‘h; ¢ uma autofuncdo do momento angular

generalizado A2 com autovalor ((¢ + N — 2). E necessario notar que
r~*he = V() (A.21)

é uma funcao angular pura, independente do hiperraio, tal que

0
S Vi) =0 (A.22)

Entao, como hy = r'Y;(Q2) e Ahy = 0, temos:

1 0 y,0 A, B
rN-1 ET E B ﬁ}r YK(Q) =0 (A'QS)
ou seja,
2Ry = L2y
"RNAO) = g | )
((f+N -2 -
— ( TN_l )T€+N 3}/4(9)
= ((L+ N —2)r'2Y,(Q) (A.24)
Portanto,
A2Yy(Q) = €L + N = 2)Yi(Q). (A.25)

Esta equacao mostra como atua o operador momento angular generalizado numa funcao

Yi().
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Apéndice B

Oscilador Anarmonico - detalhes de

calculo.

1. A mudanga na situacao comutativa.
Para a Hamiltoniana do oscilador anarménico, conforme [13], sdo feitas as seguintes

mudancas

201 -2\ (B.1)

A=Y (B.2)

T Wl
Na situacao comutativa escrevemos os parametros mg e g em termos de \ e w, e
ainda, x; — x;/y/w. Tal mudanca produz um fator w global (“overall") multiplicando a

Hamiltoniana, ou seja, teremos

H
w

H= (B.3)

Dessa forma teremos a eq. de Schrodinger radial
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[_%<d2 N—li)erJrv(r) R(r) = ER(r) (B.4)

dr? roodr 212

onde V' (r) agora é escrito em termos do novo parametro \:

1B, A (B.5)

V(r) 5 N

2. A mudanca na situacao nao-comutativa.
Na situacao nao-comutativa, contudo, é preciso ainda fazer o seguinte “shift"no parametro
nao-comutativo
0

6 — ” (B.6)

Desse modo, apos esta mudanca, mesmo nao desprezando os termos de ordem 62, 63,
etc, o fator w “overall"continua aparecendo corretamente. No proprio “shift"(3.2) das

coordenadas podemos verificar o resultado dessa mudanca.

Fazendo agora as mudangas z; — x;/\/w e § — 0/w, a Eq. (B.7) torna-se:

T — — — —€i(—i)VJw=— = — ——¢€i(—1)=— =
Voo 2w ? ox; Voo 2w ” 0z;
ZT; 91-]-
= — — ——p; B.8
Analisemos como fica cada termo da Hamiltoniana nao-comutativa (3.27).
1 1 d? d? 1
2 VN T T qdymye Car T < 2 N) (B9)
A seguir a mudanga no r e no mg, a qual, esta tltima se encontra na Eq. (2.53).
m2 1[r]°
7%2 — w?(1— 2A)§ [ﬁ} = w(l—2\)r? (B.10)

Vejamos agora como fica o termo envolvendo 6. Lembremos que no produto x;p; 0 \/w

de um cancela o do outro, i.e., o produto independe de w apds a transformacao.

m32 1—-2)\)40 1—2\
—TOngmjpg o —wQ%aejngpg = —w(—2)9jngpg (B.11)
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Para a mudanga do parametro g devemos recorrer a Eq. (B.3).

4 4
g 4 P[0 Ar
= = =) =w—. B.12
NT TN (\/a) “N (B:12)
E, finalmente, para o ultimo termo de (3.27) temos:
2 20 20 22
_WQTQHimxipm — _Tw (%) ;Ezmxzpm =w [_NTQQimxipm] (BlS)

As mudangas acima efetuadas reproduzem corretamente a Eq. (3.28). Implementando na
Hamiltoniana acima as mudangas efetuadas na situagdo comutativa, conforme Eqgs. (2.55)

e (2.56), com (2% = r?), x; — x;/\/w, L1z = €1571ps + €219y, € 0 — 0/w, teremos:

o1, (=20, A, o (1=2)0) 24,

3. A parametrizacao sob diferentes limites.

Caso m? > 0: Quando m? > 0 e g varia de ]0,+o00[ temos que a constante de

acoplamento \ varia de 0 a 1/2, com w variando de m a (2g)"/?, pois:

2

paraA=0="=1=w=m;

w?2

para A= 1= & =1= 3 =2g= w=(29)

Caso m? < 0 - Poco Duplo de Potencial: No caso em que m? < 0 teremos o caso do

poco duplo de potencial. Dessa forma: ’Zf—; <0=1-22<0= A>3, ie, A varia

de |3, +o0l.

4. Detalhes da expansao até 2a. ordem em e.

Expansao em ordem zero de e:
A expansao em ordem zero de € é imediata.
1 1 A
O(e") ——+-(1-2\)+==0 B.15
(€ 12+ 3 (5.15)
com todos os termos do lado esquerdo da equacao acima se cancelando mutuamente.
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e [xpansao até primeira ordem em e:

Fazendo a expansdo em série de Taylor do termo (1 + €)™2 em (3.14) até a primeira
ordem em ¢, desprezando no “ansatz"para 7y termos de ordem (O > €?), e fazendo 7y =
\/g(l + r1€), temos a seguinte expressao:

=4

| 40N N2
—Z+(1—2A)%(1—26)+ oA

a®(1 — 2¢) — ij(l —2e)at =0 (B.16)

DO | >

Escrevendo na equacdo acima as respectivas expansoes de a* e a®, até a primeira ordem
em ¢ teremos o seguinte resultado:

1 A DN
O(e") : (1—2A)Z(—2+4r1)+§(—2+6r1) —5;m=0 (B.17)

Da equacao acima teremos para 7i:

L+ 0xm 1

— B.1
20 14X (B-18)

1

Dessa forma, o ponto de minimo do potencial 7, até a primeira ordem em 1/N e levando

em conta a nao-comutatividade das coordenadas é:

(B.19)

Ni  (+6xm 1
[1+

=\ T 20 1+A

e Expansao até segunda ordem em e:

Analogamente, fazendo a expansao em série de Taylor do termo (1 +¢€)~2 em (3.14) até a

segunda ordem em € e desprezendo no “ansatz"para 7o termos de ordem (O > €*) teremos:
1 2y 2 2y, A 2\ 2
(1-— 2)\)1[1 + 4rie + (4ra + 6r7)e’] (1 — 26 + 3€%) + 3 [1+ 6r1€e + (672 + 1517)€?] x

D)
X (1—2e+3€") — ——me[l +4rie+ (4r5 + 6r7)e’] (1 — 2e + 3¢%) = 0 (B.20)

20
N
To = \/E(1+T16+r262). (B.21)

Tomando somente termos da ordem O(e?) para a Eq. (B.20), ficamos com:

349X
(%)r% n

em que

20 Am 3  6xm
; )7"1 o m (B.22)

(1+)\>T2+ 4 E

(—2—2>\—
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[solando 73, temos:

(349A) 5 (204 2M — 20M0)(£ + OAm)

R 202(1 + \)?
(3¢ + 40Am)
TESY (B-23)

com r; dado por (B.18). Substituindo-se a Eq. (B.18) na equacdo acima teremos o

coeficiente de €2, ou seja:

. . 202( 2 27 _
py = 2O =5Y) = w5 NN LI AS 2] g )
EESNE

Os célculos acima nos permitem escrever 7y até a segunda ordem em €. Podemos perceber

que para ordens maiores de € ¢ aconselhdvel o uso dos recursos da computagao algébrica.
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Apéndice C

Calculo dos coeficientes na situacao

sub-dominante

Os coeficientes by, c; e dy em (2.120) podem assim ser calculados:

% L1y EPYELEN R 2) _
(1+205) (1_2€1+—Aﬁ> ~ 1 [ 2E1+A}N+o(1/zv)_
- 142X 1 ,
= 1+2€1+/\N+O(1/N)

que, comparando com a respectiva ordem em 1/N | resulta:

142X

by =20
! 1+ )

O segundo e terceiro termos de W,(u) sdo anéalogos.

1 2 11 )
<1+1+—AN+...> ~ 14+ 2 5+ O(UN?)

resulta para c;:

1
g =20——-.

E para o tltimo termo de (2.120) temos:

1 ¢ 4 11 )
<1+1+—>\N+'”> _1+4€1+—)\N+O(1/N)
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fornecendo o seguinte resultado para d;:

1
dy = 440——:-. C.6
! 1+ A (C6)
Temos que para a energia,
_ 2—A
@:M%@:Nmm:NQzﬂ. (C.7)

Neste caso, a funcio W, sera igual a situacdo usual. Subtraindo o resultado acima de

ambos os lados da equacao de Riccati teremos:

sl sl - C (-5 -E

,a2
Escrevendo e em termos de ¢, conforme (2.101), a equacao pode ser escrita como:

17, ﬂ 2= 3 1 1
el e sl - () (G- g e e
N [U +U”| + N |W(a) 1 + 113 i 5= ¢ (C.9)
Escrevendo na equacao acima os a’s como uma série infinita, temos:

1 a; Qs . 2— A
et - ()
S+ S ) U 0] N @) - (5

3 1 a, Qo 1
Soa) -1 (1 BB )5 =6 1
+ G- Ty Tt )e Tt (C-10
onde, conforme vimos, as grandezas com “barra'"dependem do parametro NC', 6. Analoga-

mente, para a funcao W,, podemos escrever:

_ 1 by b I 1-2X\ &G C
We(u) = —<1+—1+—2+-~-)§+ (1+ﬂ+2+---)a2

IUTN T e 1 N TNz
dl d2 A €1 €2 —4
- a1+t ) (1S )E (C.11)

Comparando os coeficientes de mesma ordem O(1/N), temos que:

2(0 + 6Am)

M=

(C.12)

E imediato verificar que @; — a; quando § — 0. Podemos, desse modo, calcular todos
os coeficientes by, ¢, etc, que aparecem em (C.11) ordem a ordem em 1/N. Vamos fazé-lo

separadamente.

72



e Primeiro termo de W, (u)

1(1+e€? 1 20, 2 200+ 60 m)\ 1 1 40 200+ 60 m)\ 1
4 at? 0y (1 (1+MN >§_1(1+N)< (1+\N )?
1 2(0 — 20X —mbN)7 1
T4 [1 N(L+N\) }ﬁ (C-13)
Comparando com a Eq. (C.11) temos:
20+ 200 — mN)
by = C.14
' 1+ (C.14)
e Segundo termo de W, (u)
1—-2xa*e®  1-2A 200+ 60xm)\ _,
R R N(1+A) )u (C.15)
e
_ 2L+ 0Am)
=7 DY (C.16)

e Terceiro termo de W, (u) até O(1/N) é

O me a>u? _0Am ( C+ 60 m )2_2 B _9)\m< 2(0 4+ 0 m)

- NI N TN

= 0l = — 1
57 3 N )u O m (C.17)

e Quarto termo de W (a):

Aagqa A 40+ 6 m)N _,
-z - A 1
44 4< NI+ N )“ (C.18)
cuja comparagao com
A €1 € _4
teremos
4+ 0 m)
R 2
“ 1+ A (C-20)
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