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Resumo

Nesta dissertacao discutimos o processo da acrecao de ma-
téria sobre objetos compactos em suas diferentes abordagens.
Iniciando com o caso classico, estudamos sua contraparte re-
lativistica e, por fim, investigamos a acrecao de fluidos cosmo-
légicos (energia escura e matéria escura) em buracos negros.
Devido a simetria esférica adotada, a formacao dos chamados
discos de acréscimo é proibida (tanto no caso cldssico quanto
no relativistico) e, portanto, os problemas relacionados com
a fisica dos discos (sua formacao e evolugao) nao foram inves-
tigados.

No contexto classico, analisamos inicialmente a chamada
acrecao de Bondi, onde o fluido acretado obedece a uma equa-
cao de estado politrépica e o processo de acrecao é descrito
pela hidrodinamica euleriana. A existéncia de 6 tipos possi-
veis de solucoes para o campo de velocidades é identificada e
suas consequéncias fisicas sao discutidas em detalhe. Apenas
uma dessas solucoes descreve de forma fisicamente consistente
o processo de acrecao. A taxa de matéria acretada é constante,

um resultado esperado devido a hipdtese de regime estaciona-



rio. O estudo do caso relativistico é completamente baseado
na Teoria da Relatividade Geral, com o campo gravitacional
do corpo central sendo descrito pela métrica de Schwarzschild.
O processo relativistico também ocorre sob condicoes estaci-
onarias e, portanto, a taxa de acregao resultante também ¢é
constante.

Uma atencao especial foi dedicada para a acrecao de flui-
dos cosmologicos satisfazendo uma equacao de estado linear
e também para o chamado gas de Chaplygin. Estudamos se-
paradamente o comportamento espacial do fluido na regiao
dominada pela acrecao e também a influéncia da evolucao
cosmologica nas regioes mais distantes. Mostramos que a
massa do buraco negro central pode apresentar uma evolucao
no tempo em escala cosmologica. Os resultados de Babichev
(caso linear) e o gds de Chaplygin foram unificadamente des-
critos através de uma equacao de estado generalizada. Por
fim, determinamos também sob que condigoes a acrecao de
matéria pode provocar mudancas significativas na massa do

buraco negro.
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Abstract

In this dissertation the matter accretion process upon com-
pact objects is discussed in its different approaches. Starting
with the classical case, the relativistic type was studied and,
in the end, the accretion of cosmological fluids (dark energy
and dark matter) onto a black hole is investigated. Due to
spherical symmetry adopted, the formation of accretion disks
is forbidden (both in the classical and relativistic case) and,
thus, the problems related to disk physics (the formation and
evolution) were not investigated.

On the classical approach, the so called Bondi accretion is
examined, in which the matter flux occurs according to a poly-
tropic equation of state and the accretion itself is described
by the Eulerian hydrodynamic. The existence of 6 possible
families of solutions for the velocity field is identified and its
physical consequences are thoroughly discussed. Only one
of these solutions describes the accretion process in a physi-
cally consistent manner. The mass accretion rate is found to
be constant, as expected duo to the steady-state hypothesis.

The relativistic approach is completely based on the General
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Relativity Theory. In this case, the gravitational field of the
central body is described by the Schwarzschild metric. The
relativistic process also occurs in steady-state conditions and,
therefore, the accretion flux also is constant.

A particular interest is given to the accretion of cosmolo-
gical fluids with a linear equation of state and of Chaplygin
gas. Both the spacial behaviour of the fluids in the accretion
dominated region and their cosmological evolution in farther
regions are looked into individually. The mass of the central
black hole’s evolution is shown to occur in cosmological times.
The Babichev (linear equation of state) and Chaplygin results
were unified through a generalised equation of state. At last,
it is also determined under which conditions the accretion of
cosmological fluids can have astonishing effects on the black

hole’s mass.
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Notacao e convencoes

As convencgoes a seguir deverao ser adotadas a partir do

capitulo (3), onde o regime relativistico é tratado.

e Adotaremos o sistema de unidades onde c=1
e Assinatura da métrica: (4,-,-,-)

e A convencao da soma de Einstein é adotada para indices

repetidos

e Os indices gregos variam de 0 a 3, sendo que o indice
0 representa a componente temporal e os indices 1,2,3

representam as coordenadas espaciais.

e Derivada parcial: 9,, = %

e Derivada covariante de um 4-tensor:

uwv. — DTH _ oy By e al TP\
= S =T, + )\ TV + 17T
e Tensor de Ricci: Ry, = R,

e Escalar de curvaruta: R = Rl = g"' R,

e A massa do sol é representada por Mc
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Introducao

O fenomeno da acrecao ocorre quando matéria em forma de
gas é atraida gravitacionalmente por um objeto compacto, tal
como uma estrela, um buraco negro ou mesmo uma distribui-
¢ao arbitraria de matéria (galdxias e aglomerados de galdxias).
E através desse processo que objetos celestiais ganham massa.
O mesmo fendémeno fisico ocorre em sistemas binarios, onde
uma das estrelas absorve o gas das camadas exteriores da ou-
tra (canibalismo), levando a formagao de discos em torno do
objeto atrator. Discos de acrecao sao estruturas em que toda
a nuvem de gas acretada se concentra em um plano devido a

conservagao do momento angular do sistema e sao ocorréncias



1 Introducao

astronomicas comuns. Nos nicleo ativos de galdxias (AGN’s)
e mesmo durante a formacao de estrelas surgem discos de
acregao (conhecidos como discos protoplanetédrios) que dao
origem a planetas com 6rbitas coplanares [1, 2].

Inicialmente, o processo da acrecao foi investigado por Hoyle
& Lyttleton [3, 4, 5, 6] e por Bondi & Hoyle [7] em estudos
de evolucao estelar e depois analisado com mais profundidade
por Bondi [8]. Com a descoberta de Quasares e fontes de raio-
X determinou-se que a acrecao ¢ um importante mecanismo
de producao de energia explicando, por exemplo a luminosi-
dade dos nicleos ativos de galaxias (AGN’s) [9, 10, 11, 12].

Mais recentemente o fenomeno de acrecao foi estudado no
cenario cosmologico e algumas possiveis consequéncias para
a fisica de buracos negros foram discutidas [13, 14, 15]. A
presente dissertacao é dedicada ao estudo da acrecao esferica-
mente simétrica nas suas versoes classica e relativistica. As
linhas gerais de seu desenvolvimento serao apresentadas a se-
guir.

No capitulo 2, estudamos o processo de acrecao da forma ori-

ginalmente discutida por Bondi [8] . Esta é uma abordagem



1 Introducao

classica para o problema com simetria esférica. A matéria
acretada é tratada como fluido e uma equacao de estado po-
litréopica é considerada. Determinamos quais as equagoes que
descrevem o processo de acrecao e quais outros fenomenos
podem ser descritos desta maneira. Além disso, calculamos a
taxa de acrecao de matéria e qual a regiao afetada.

No capitulo 3, analisamos a contraparte relativistica para o
problema da acre¢ao discutido por Michel [16]. Este estudo
é necessario quando o campo gravitacional é muito intenso e
as energias envolvidas sao altas. Esta descricao é feita base-
ada na teoria da relatividade geral de Einstein. Investigamos
quais sao as equacoes relativisticas da acrecao e o caso onde o
corpo acretor € um buraco negro. Também calculamos qual é
a taxa de acrecao e o comportamento de um fluido com uma
equacao de estado politrépica.

No capitulo 4 fazemos uma breve introducao a cosmologia
para depois discutirmos o processo de acrecao de fluidos cos-
moldgicos em buracos negros. Examinamos também como
ocorre a introdugao dos fenomenos cosmoldgicos no processo

de acrecao e as escalas envolvidas. O comportamento do
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fluido na regiao de influéncia da acrecao e sua evolucao cos-
mologica, assim como as possiveis evolucoes para a massa
do buraco negro sao estudadas para dois tipos de fluidos: um
fluido satisfazendo uma equacao de estado linear proposta por
Babichev e o gas de Chaplygin, que possuem caracteristicas
importantes para a cosmologia.

No capitulo 5 introduzimos uma equagao de estado genera-
lizada que pode descrever tanto o caso de Babichev quanto
o gas de Chaplygin como casos particulares. Neste contexto,
discutimos também qual a variacao da massa do buraco negro.

Finalmente, no capitulo 6, resumimos os principais resulta-
dos e apontamos algumas perspectivas para o presente traba-
lho.

Nosso contato com a literatura indica que o material contido
em parte do capitulo 4 e todo o capitulo 5 constituem a parte

original da dissertacao.



Acrecao Classica

O estudo de acregao tal como desenvolvido por Bondi [§]
foi utilizado como base para muitos desenvolvimentos nesta
area [17, 18, 19]. O caso de acregao com pressao nula ja havia
sido discutido por Hoyle & Lyttleton [3, 4, 5, 6] e com mais
detalhes por Bondi & Hoyle [7]. A proposta béasica de Bondi
era descobrir como a pressao do gas afeta a taxa de acrecao da
matéria. Nesta abordagem, a massa acretada é muito menor
que a do corpo central e a acrecao possui simetria esférica.
Dessa forma nao ha momento angular e é possivel descrever

o processo de acrecao de matéria com bastante simplicidade.



2 Acrecao Classica

Este modelo serd desenvolvido a seguir.

2.1 Acrecao de Bondi

Em seu trabalho seminal, Hermann Bondi [8] descreveu a
acrecao com as seguintes palavras: “Uma estrela de massa
M estd em repouso dentro de uma nuvem de gas que se ex-
tende ao infinito, onde sua densidade p,, e pressao ps, sao
constantes. O movimento do gés é esfericamente simétrico e
estacionario, sendo ignorado o aumento da massa da estrela
para que o campo de forcas permaneca imutavel”.

O tratamento realizado para descrever processos de acrecao
é vasto e pode ser aplicado a diversos problemas além de
estrelas de campo envoltas por nuvens de gas e galaxias. Ao
se utilizar diferentes condigoes de contorno, esse estudo pode
descrever também ventos estelares, galacticos e de cometas
(17, 18].

As particulas que constituem o gés interagem principalmente
por colisoes. Quando o livre caminho médio dessas particulas
¢ muito menor que as escalas envolvidas no sistema, o gas

/

pode ser tido como um meio continuo. E importante ressal-



2 Acrecao Classica

tar que a descricao de fluidos, embora possa retratar processos
de pequena escala, pode nao ser valida fisicamente em esca-
las menores do que o livre caminho médio. A dinamica de
um fluido perfeito , cujo campo gravitacional é desprezivel, é
descrita a partir de duas equagoes bésicas [20]: (i) a equagao
da continuidade que expressa a conservacao de massa e, (ii) a
conservacgao do fluxo de momento, cuja expressao matematica

¢ a equacgao de Euler:

% + V. (p7) =0, (2.1)

P [%—? + (7?) 7} = —-Vp+ p?, (2.2)

onde p ¢é a densidade do fluido, ¥, o campo de velocidades, p,
a pressao e f, a forca externa atuando no sistema.

No caso da acregao de matéria estudada por Bondi [8] exis-
tem véarias hipoteses simplificadoras. As mais importantes
sao: (i) simetria esférica, (ii) regime estacionario, (iii) o gés
se encontra em repouso a grandes distancias do corpo central,

(iv) a matéria acretada é muito menor do que a massa do
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corpo central e (v) a forga externa é a forga do campo gra-
vitacional do corpo central. Com tais hipdteses, as equagoes

(2.1) e (2.2) podem ser reescritas nas seguintes formas [21]:

dir(r%p) =0, (2.3)

dv 1dp GM
— 4+ -—4+ ——=0. 2.4
Vdr pdr r2 U (24)

A taxa de acrecao é dada pelo fluxo de momento pv inte-
grado em uma superficie em volta do corpo central. Devido
a simetria esférica, essa superficie é simplesmente uma casca
esférica com drea 47r?, através da qual o fluxo de momento

¢ constante. Portanto a taxa de acrecao M ¢ descrita por:

M = 47r?p (—v). (2.5)

Como o fluxo interno de matéria possui uma velocidade nega-
tiva no sistema de coordenadas esféricas, um sinal negativo
no lado direito da equacao é necessario para que a taxa de

acrecao seja positiva.



2 Acrecao Classica

Integrando a equagao (2.3) obtemos:

riup = a, (2.6)

que representa uma relacao explicita entre a velocidade do
fluido e a sua densidade. Combinando esta relagdo com (2.5)
seguie que a taxa de acrecio é constante [M = 4w (—a/)).

A descricao completa do sistema exige uma especificacao
da equacao de estado obedecida pelo gas que esta sendo acre-
tado. A fenomenologia do processo termodinamico depende
da relacao entre o tempo necessario para o gas ser acretado
e o tempo de aquecimento/resfriamento do gds. Quando a
acrecao é tao rapida que o gas nao termaliza, o processo é
dito adiabatico e no outro extremo o processo é isotérmico.
Portanto a equagao politrépica (pp? = k = constante, onde
v é a razao dos calores especificos) é uma boa escolha pois
descreve uma grande classe de processos, incluindo os casos
extremos (v = 5/3 para adiabéticos e ¥ = 1 para isotérmicos).
Assim, como a acrecao deve ser algo intermediario, é razoavel
supor que para este processo 1 < v < %

A partir da equacao de estado definimos a velocidade do
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som no fuido

dp _ kyar 1 . :
v? = <—> = v? = kyp'™l = ——— (politrépica),
= \gp) T =l (20 (politrépica)
(2.7)

e reescrevendo o segundo termo da equagao (2.4) obtemos:

1dP _vidp vy d(r’v) (2.8)
pdr  pdr r2v  dr

Combinando as equagoes (2.4) e (2.8) é possivel obter uma
expressao que permite classificar as solucoes de maneira bas-

tante simples:

v\ d , 2GM 2027
(1—ﬁ>%(@)_— ;- <1—GM). (2.9)

Se houver um ponto critico onde r, = %C;—?f), entao a veloci-

dade do fluido deve se tornar igual a velocidade do som nele
ou a derivada da velocidade deve se anular. Existe ainda ou-
tro grupo de solugoes onde o fluido nao passa por esse raio e,
portanto, estd confinado a camadas interiores ou exteriores a
ele.

Existem 6 tipos distintos de solucoes, facilmente identifica-

10



2 Acrecao Classica

veis a partir da equagao acima [17, 21]:

e Tipo 1: v*(ry) = v%(r) e v*(r — 00) = 0

(v > v? para r < 1y, v < v? parar > 1, e 2= < 0)
e Tipo 2: v*(ry) = v2(ry) e v*(r = 0) = 0

2
(v* < v? parar < ry v2 > 02 parar >rg e & > ()

e Tipo 3: d% [0%(r)] =0ev?<oviVvr

r=rg

e Tipo 4: d% [0?(r)] =0ev?>vlVr

r=r
e Tipo 5: d% [UQ(T)}TZTS diverge e r > r
e Tipo 6: d%, [UQ(?“)L:TS diverge e r < rg

Uma vez que os tipos de solugoes forem determinados, é
interessante utilizar a forma integral da equagao (2.4):
1, v2 GM

2" +fy—1_ r

—E. (2.10)

A constante de integracao E ¢ a energia por unidade de massa
contida no sistema, e os termos de (2.10) s@o respectivamente
a energia cinética do gas, sua energia interna e a energia gra-

vitacional do corpo central.

11



2 Acrecao Classica

Através da introducao de uma variavel auxiliar conhecida
como o nimero de Mach (M? = v? /v?), que descreve quanto o
fluido é supersonico ou subsonico, é possivel escrever a solucao

das equagoes (2.6) e (2.10) de forma explicita:

AP (M) =Q (r/r) (2.11)
onde
y=1 M2 1
_ g2
P(M)=M ( . +7_1>, (2.12)
_ g (Lo 2
Q(r)==x (27_1 +x> (2.13)
e
A= 2 (qkat ) (2.14)
GM 0

O valor que normaliza a coordenada radial (rg = i—ﬂg%) foi

escolhido de tal forma que o minimo de @ (x) ocorra em x =

1. A constante A foi também escolhida para que os valores

H_H)

minimos das duas fungoes sejam iguais (Ppin = Qmin = 371/

Note na figura (2.1), que a relacao entre P (M) e @ (z) ocorre

12



2 Acrecao Classica

45 4.5 4

F(M), G(x) 4

(a) P(M) (b) Q(z)

Figura 2.1: P(M) e Q(x) para v = 4/3. Ambas as fung¢Ges sdo parabdlicas e possuem o
mesmo valor no ponto minimo, o que simplifica significativamente a interacao entre elas.

de maneira muito simples, pois ambas sao funcoes parabdlicas
e possuem um unico minimo, que ¢ finito.

E importante também mencionar que para A > 1, os valo-
res de x sao limitados a regides onde Q(x) > AQmnmin. Isso
significa que o fluido deve estar confinado dentro de uma es-
fera de raio r_ ou deve se encontrar integralmente no espaco
exterior a uma esfera de raio r, onde o raio dessas esferas
é definido por Q(r+) = AQmin- Quando A < 1 a restrigao
que aparece ¢ P(M) > P,;n/A e o nimero de Mach deverd
ter um valor méximo(M ) ou valor minimo(M_) dado por
P(My4) = Pin/A. Portanto a velocidade do fluido apresenta
a mesma caracteristica em todo espaco, seja ela subsonica ou

supersonica. Para A = 1 nao ha restrigoes para os valores de

13
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r e M. Assim é possivel encontrar as seis solugoes previstas
pela equagao (2.9) e apresentadas na figura (2.2) de forma
numérica. Por fim, é o valor de A, fornecido pela relacao en-
tre as constantes F, 7 e a, que define qual curva descreve o
fluido.

Nos limites em » — 0 e » — 00 as curvas se aproximam das
mesmas assintotas, independentemente do valor de A. As

~ . _5=3y
SO]UQOGS dO TlpO ]., 4 e 6 se Comportam CcOomo M2 X T 2

5—3v

e as do Tipo 2, 3 e 6 como M? o z+-1 quando z — 0. Para

x — 00 as solucoes do Tipo 2, 4 e 5 se tendem a M? oc 2201
e as do Tipo 1, 3 e 5 tendem a M? o 2*. Estes resultados

se encontram na tabela (2.1).
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2.5
e===Tipo 1, A=1

e—=Tipo 2, A=1
s TipO 3, A=0.99

M?
Tipo 3, A=0.95

15 Tipo 4, 4=0.99
Tipo 4, 4=0.95
14 Tipo 5, A=1.01
Tipo 5, A=1.05
Tipo 6, A=1.01
0517 ———Tipo 6, A=1.05
0 4= . . . . . .
0 05 1 15 2 25 3
X

Figura 2.2: Nimero de Mach (M? = v?/v?) pelo raio normalizado para v = 4/3. Aqui
observa-se claramente que as solugdes do tipo 1 e 2 dividem o espago em quatro regides
que contém cada uma das outras solugoes restantes.

Uma vez determinada a relacao entre M? e z, a velocidade
de escoamento e a velocidade do som podem ser determinadas

por:

1

v=VoVA (Mx_2(7_1)> m (2.15)

vl =V7A (Mx‘l)‘v% (2.16)

15



2 Acrecao Classica

onde

(2.17)

Utilizando o resultado acima, podemos determinar a depen-
déncia radial da velocidade de escoamento, da velocidade do

som e da densidade do fluido, apresentadas respectivamente

nas figuras (2.3), (2.4) e (2.5).

151 e=—Tipo 1, =1

Tipo 2, A=1

Tipo 3, A=0.99
Tipo 3, A<0.95
Tipo 4, A=0.99
Tipo 4, A=0.95
e=—Tipo 5, A=1.01
05 1 «=Tipo 5, A=1.05
Tipo 6, A=1.01
Tipo 6, A=1.05

X

Figura 2.3: Velocidade de escoamento do fluido para v = 4/3.
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(Cs/Vo)?

2
16 .
em==Tipo 1, A=1
e Tipo 2, A=1
e===Tipo 3, A=0.99
1.2 Tipo 3, 4=0.95
Tipo 4, A=0.99
Tipo 4, A=0.95
e=Tipo 5, A=1.01
0.8 4
«===Tipo 5, A=1.05
== Tipo 6, A=1.01
===Tipo 6, A=1.05
0.4 T T ]
03 0.8 13 1.8 23

Figura 2.4: Velocidade do som no fluido para v = 4/3.

r—0 r—
9 v — 00 v —=V2E
ME = o0 v? — 00 v2 = o0
v <3/2 v =3/2 v >3/2
2 3’yka1/2 2 v—0
M? =0 v =0 v—)(—GM v—0 v (y—1)E
v? = o0 ) v2 = o0

Tabela 2.1: Assintotas de v e v2.
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e==Tipo 1, A=1
em=Tipo 2, A=1

Tipo 3, A=0.99
Tipo 3, A=0.95
Tipo 4, A=0.99
Tipo 4, A=0.95

Tipo 5, A=1.01
Tipo 5, A=1.05

Tipo 6, A=1.01
Tipo 6, A=1.05

X

Figura 2.5: densidade do fluido para v = 4/3.

Existe apenas uma solucao possivel para os casos do Tipo 1
e também para os do Tipo 2. Estas solucoes fazem a transi-
¢ao entre os regimes subsonico e supersonico em 7, conhecido
como o ponto sonico. As solucoes dos Tipos 5 e 6 estao espaci-
almente confinadas e possuem dois valores para a velocidade
do fluido em cada ponto, portanto nao descrevem regime de
acrecao. Como o géas se encontra em repouso no infinito, so-
lucoes dos Tipos 2 e 4 também podem ser descartadas.

O Tipo 2 pode descrever ventos estelares, em que a veloci-

dade é positiva e tende a um valor fixo a grandes distancias
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2 Acrecao Classica

do corpo central. De acordo com Frank, King & Raine [21]
é esperado que a velocidade do fluido se torne supersonica
perto do corpo central, uma propriedade nao compativel com
as solucoes do Tipo 3. As solucoes do Tipo 3 podem descrever
uma brisa estelar caso v > 0 ou uma atmosfera com queda
lenta para v < 0. O regime de acrecao é descrito por solucoes
do Tipo 1 (figura 2.6) e a equacao (2.10) pode ser reescrita
COmo:
1 v —1vi(0) GM

2
= — =0 2.18
2v + So— . ; ( )

com os seguintes valores das grandezas no ponto critico:

d=ieo (525) . ew

ptr) = p(o0) (55 ) o (2:20

E interessante observar que, no processo de acrecio, o raio
critico é dado por rg = (5 — 37)GM/4v?(00). Para uma velo-
cidade do som caracteristica do meio interestelar (~ 10km/s)

e v = 4/3, vemos que este raio é da ordem de 3 x 108km.
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Portanto a superficie da estrela (r, ~ 10°) possui uma coor-
denada normalizada muito pequena (z, ~ 107?) e se encontra
praticamente na origem das figuras (2.2), (2.3) e (2.6). Neste

caso temos que a velocidade é normalizada por Vi ~ 14km/s.

45 -
= (v/V/O)

35 e (C/VO)?
p(k/V0?)?*

2.5 A

1.5 4

05 1 ——

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

X

Figura 2.6: Velocidade de escoamento, velocidade do som e densidade do fluido para
solucao do tipo 1 e y =4/3.

Como a taxa de acrecao é constante, podemos obté-la em
qualquer ponto, inclusive no ponto critico (r = ry). Utili-

zando a equagao (2.18) e a equacao de estado temos:

M = 7 (GMY? %f (). (2.21)
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onde a funcao f(v) é dada por:

() = (5 —23v)?3) (2.22)

Os valores de f(y) para escoamentos nos limites adiabético
e isotérmico sdo f(y — 3) =1le f(y = 1) = €2 = 4.5,
respectivamente. Isto significa que f influencia pouco a taxa
total de acrecao. O valor numérico de M pode ser expresso
em termos da massa solar (M), da velocidade caracteristica
do som no meio interestelar (vs(c0) = 10km/s), de uma den-

sidade tipica para nuvens de gds (p(oo) = 10724g/ecm?) e do

fator politrépico. Para um gés ideal com ~ = 1.5, temos:

' A ENCORNAVIC)
M~1.1x 10" [ — Us(00) _ploo)
0 (M@> <10km/s) (10—24g/cm3> g/s

(2.23)

N18X10—15(M>2(vs(oo))_3(ﬂ>M /ano
~ L Mg 10km/s 10—24g/cm3 © :

A taxa de acrecao obtida acima é de fato pequena e nao

altera a massa do corpo central como inicialmente suposto
(ver secao 2.1). O alcance efetivo da forca gravitacional da

estrela se limita a regioes onde a energia térmica nao excede
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2 Acrecao Classica

muito a energia gravitacional. Fora dessa regiao:

Eterm > Egmva (224)

- > . (2.25)

Dessa forma, para todos os efeitos praticos, a taxa total de

acrecao € limitada pela distancia

2GM M
e = 22 17 (= UA, 2.9
> v2(o0) 7<M®>U (2.26)

S
onde r,. ¢ o raio onde a densidade e a velocidade do som
deixam de ter o valor assintotico de grandes distancias do

corpo central e U A sao unidades atronomicas (& 1.5 x 1011m).

A taxa de acrecao se aproxima do seguinte valor:

M =~ 7r2 w,(00) p(00). (2.27)

Em resumo, trés regioes distintas podem ser identificadas:

e r > 1, A influéncia gravitacional é desprezivel, perma-

necendo o estado do gas inalterado a despeito da presenca da
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2 Acrecao Classica

estrela.

® rye > 1T > Ty As particulas do gas sao atraidas pela
estrela, porém segundo um escoamento subsonico e bem com-
portado. Nesta regiao o tratamento do gas através da meca-
nica dos fluidos é bem adequado.

e, >1r >r,: O escoamento torna-se supersonico, com
destaque para as regioes mais internas onde v? >> vg. Neste
caso pode ser observado em (2.18) que o movimento das par-
ticulas do gas toma a forma de uma queda livre até alcancar

a superficie da estrela(ry).

Esse tratamento da acrecao se aplica bem a estrelas de
campo, galaxias e outros corpos onde as velocidades sao re-
lativamente baixas. Ele nao pode, no entanto, ser utilizado
na descricao da acrecao em estrelas de neutrons e buracos ne-
gros, onde o campo gravitacional é muito intenso, além de os
buracos negros apresentarem horizontes de eventos e singula-
ridades. Para tais objetos supercompactos é necessaria uma,
abordagem relativistica para uma descricao mais realistica do

processo fisico. E o que veremos no préximo capitulo.
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Atualmente, a teoria da relatividade geral (TRG) é conside-
rada uma dos pilares da fisica contemporanea. Ela substituiu
a gravitacao newtoniana na descricao dos processos macros-
copicos e se reduz a esta nos limites de campos gravitacionais
fracos e baixas velocidades. O tratamento relativistico prevée
o surgimento de estruturas como estrelas de néutrons e bura-
cos negros, dotados de campos gravitacionais extremamente
intensos. Nos buracos negros a gravidade, ou seja, a defor-
macao do tempo-espaco é tao intensa, que nem mesmo a luz

consegue escapar. Nenhum fenomeno que ocorra nesta regiao
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3 Acrecao Relativistica

pode exercer qualquer influéncia em espacos externos - esta re-
giao do espaco estd causalmente desconectada do exterior!. A
fronteira entre esses dois espacos é conhecida como horizonte
de eventos ou raio de Schwarzschild [24].

Quando o corpo central é extremamente massivo e estao en-
volvidas altas energias, a acrecao deve ser tratada através da
relatividade geral. Nesta abordagem a gravitacao é respon-
savel pela distorcao no espaco-tempo causada pela presenca
de uma massa, enquanto o fluido acretado é descrito por um
tensor de energia-momento [25, 26]. Os casos considerados
aqui possuem condicoes similares ao caso newtoniano: um
corpo central envolto por uma nuvem de gas que nao é auto-
gravitante; nao ha momento angular devido a simetria esfé-
rica; e o processo é estaciondrio (ou quase-estacionério como
serd discutido no préximo capitulo).

Em seu trabalho seminal sobre acregao relativistica, Michel
[16] também descreveu o processo supondo simetria esférica
e fluido estacionario. Atualmente, seus resultados sao utiliza-

dos como base para muitos estudos sobre a acrecao de matéria

1Este é um resultado fundamental da Relatividade Geral, que é uma teoria cldssica. Contudo, numa
abordagem semi-cldssica, um buraco negro se comporta como um corpo negro, emitindo radiagao
Hawking, cuja temperatura é inversamente proporcional a massa do buraco negro [22, 23]
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em buracos negros [13, 27, 28]. E importante também menci-
onar que estrelas de neéutrons e buracos negros podem possuir
campos elétricos intensos, por isso o caso de buracos negros

carregados também tem sido analisado recentemente [29, 30].

3.1 Fundamentos de Relatividade Geral

Em 1905 Einstein revolucionou o mundo da fisica ao intro-
duzir a teoria da relatividade restrita. Esta teoria generaliza
a relatividade Galileana estendendo o principio de relativi-
dade para os fenomenos eletromagnéticos, oticos e, como sa-
bemos hoje, para toda a fisica com excecao da gravitacao. O
postulado de que a velocidade da luz é a mesma para todos
os referenciais tem importantes consequéncias, entre elas: a
contragao espacial, a dilatacao temporal e a relatividade da
simultaneidade. A mudanca de eventos em diferentes referen-
ciais depende das coordenadas espaciais e temporais, o que
inspirou Minkowski a introduzir o conceito de espaco-tempo
[31].

Neste cenario o espago-tempo ¢ pseudoeuclidiano, com o

elemento de linha tomando a seguinte forma em coordenadas
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cartesianas:

ds* = dt* — do* — dy* — dz?, (3.1)

onde t é o tempo e x, y e 2 sao as coordenadas espaciais. Pode-
mos também escrever o elemento de linha na forma tensorial,
com a métrica do espaco-tempo plano (7),,) e coordenadas

generalizadas espago-temporais (z#):

ds® = n,dr"d”, (3.2)

onde indices repetidos obedecem a convencao da soma de Eins-
tein.

A teoria de relatividade geral (TRG) é uma descrigao relati-
vistica da gravitacao que generaliza a gravitagao newtoniana e
a propria relatividade restrita. Na TRG, os efeitos do campo
gravitacional sao tratados como distor¢oes no espago-tempo
e, portanto, podem ser descritos com modificagoes na geome-

tria. Na presenca de campos gravitacionais e de suas fontes,
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a métrica tem a seguinte forma:

ds* = g, dzdz”, (3.3)

sendo g,, o tensor métrico do espago-tempo curvo. O efeito
da presenca de matéria na estrutura do espacgo-tempo pode

ser calculado através da equagao de Einstein [32]:

G — Agu = 81GT,, (3.4)

onde T}, é o tensor energia-momento, A a constante cosmolé-
gica e G, o tensor de Einstein, que é definido em fungao do
tensor de Ricci (R,,):

1

G/w = R/w - §guuRu (35)

sendo R = Rﬁ o escalar de Ricci. O tensor de Ricci é derivado

do tensor de Riemann, que por sua vez é definido como:

Rﬁp)\ = F/;A?P - Fl;p?)\ + ng SA - ngrgp ) (36)
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e os simbolos de Christoffel sao definidos por:

1
F/;p = §g,u)\ (g/\wp =+ 9rpsv — gyp;)\) s (37)

O lado direito da equagao (3.4) contém as informacgoes da
distribuicao de matéria e de outras fontes que curvam o espaco-
tempo; o lado esquerdo representa a geometria que define a
trajetéria dos corpos. Como a divergencia de G, — Agy,
é nula (quando A é constante), temos que o tensor energia-
momento é conservado. Portanto, as conservacoes de energia

e momento estao contidas nas equacoes de Einstein.

3.1.1 Buraco Negro de Schwarzschild

A solucao do vacuo mais simples com simetria esférica para
as equagoes de Einstein é a solu¢ao de Schwarzschild [33]. Tal
solucao descreve o campo gravitacional de um corpo esférico,
estatico e sem carga, na auséncia de uma constante cosmolé-
gica. Considerando o limite de grandes distancias, a solugao
gravitacional de Schwarzschild tende para a gravitacao new-
toniana. Porém, conforme nos aproximamos do corpo central,

sao fundamentais as diferencas entre os efeitos das duas des-
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cricoes, em particular a presenca do horizonte de eventos, que
rompe a conexao casual entre suas regioes interna e externa.
Um corpo cujo tamanho é menor do que o raio de Schwarzs-
child é um buraco negro. Como a solucao de Schwarzschild é
valida para qualquer valor de massa, é teoricamente possivel
a existéncia de buracos negros super massivos, oriundos do co-
lapso de estrelas de alta massa e continuamente alimentados
pela matéria no seu entorno.

A geometria que descreve o espaco-tempo do campo gravi-
tacional de um buraco negro, conhecida como a métrica de

Schwarzschild pode ser escrita como [34]:

ds? = (1 — 2iM) dt?— (1 — QiM> B dr?—r? (d<92 + sen” 9d¢2) :
(3.8)
onde GG é a constante newtoniana de gravitacao e M é a massa
do corpo central localizado no centro do sistema de coordena-
das.
Para grandes distancias do corpo central, a métrica de Schwarzs-
child se reduz a solucao da gravitacao newtoniana em coor-

denadas esféricas. A medida que se aproximam da origem,
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as solucoes cldssica e relativistica apresentam resultados cada
vez mais distintos. O raio de Schwarzschild (rs = 2GM), em
particular, apresenta uma singularidade que corresponde ao
horizonte de eventos. Esta é apenas proveniente do sistema de
coordenadas, nao é uma singularidade fisica no espago-tempo
e pode ser eliminada adotando-se o sistema de coordenadas
de Kruskal-Szekeres. Neste sistema as coordenadas (¢,r) de
Schwarschild sao substituidas por (v,u) e a métrica assume a

forma [35]:

3
ds* = 4%6_’"/” (dv® — du®) — r* (d6* + sen® 0d¢*) ,  (3.9)

sendo r uma funcao implicita de v e u dada por:

T's

(L - 1) el = =0, (3.10)

As coordenadas de Kruskal-Szekeres sao definidas por:

v = /i = D) el senh (t/2r,)

r >, (3.11)
w =/ fr. D) e cosh (t/2r,)
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o= VT r) T cosh (12

r< T, (3.12)
w=+/1— (r/ry) e’/ senh (t/2r,)

Neste sistema, o raio de Schwarzschild (r = ry) corresponde
a v = u, onde podemos ver que nao existe singularidade. Isso
mostra que a singularidade de Schwarzschild no horizonte de
eventos surge apenas de ma escolha do sistema de coordena-
das. Entretanto, o ponto 7 = 0 (ou v?> = 1 + u?) é uma sin-
gularidade fisica no espacgo-tempo correspondente a matéria
colapsada e, por isso, surge sempre como uma singularidade
em qualquer sistema de coordenadas.

Apesar de ser apenas uma singularidade de coordenadas, o
horizonte de eventos apresenta propriedades fisicas importan-
tes. A partir do horizonte, ou seja, para raios menores do
que r,, 0 campo gravitacional é tao intenso que nem mesmo
a luz consegue escapar: um resultado que pode ser obtido até
mesmo classicamente [36, 37]. Portanto, eventos que ocorram
dentro do horizonte de eventos nao podem ter efeitos causais

na regiao exterior a ele.
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3.2 Acrecao em Buracos Negros Relativisticos

O problema estudado por Bondi [8] foi, mais tarde, abor-
dado por Michel [16] do ponto de vista relativistico. Neste
caso o gas acretado também foi tratado como um fluido cuja
autogravitacao € desprezivel, com simetria esférica, condigoes
fixas no infinito (ps € Poo) € como um processo estacionario.
O corpo central é um objeto compacto representado pela so-
lugao de Schwarzschild e as equacoes de conservacao sao a
forma relativistica de (2.1) e (2.2).

Além disso, a descricao do fluido acretado mostra-se dife-
rente da abordagem newtoniana adotada por Bondi. O fluido
deve entao ser representado pelo tensor energia-momento de

um fluido perfeito:

T" = (p + p)u"u” — pg"”, (3.13)

onde p ¢é a densidade de energia 2, p a pressao e a quadrivelo-
cidade u* = dx"/ds satisfaz u'u, = 1.
As equacoes de Continuidade e de Euler sao substituidas

pela conservacao do tensor energia-momento (7"”) e sua pro-

2note que no capitulo 2 (acregao classica) utilizamos p como sendo a densidade de massa.
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jecao na quadrivelocidade(u*):

T, =0, (3.14)

w, T, = 0, (3.15)

Utilizando-se o tensor energia-momento de fluido perfeito
em (3.15) e o fato de ele ser simétrico em (3.14), obtemos

suas formas reduzidas:

1 1 .
Ne A 7=0 (3.16)

ﬁ

Wpu+ (p+p)u=0. (3.17)

onde esta definido que g = Detg,, .
O fato de a acrecao ser considerada esfericamente simétrica
e estaciondria simplifica, portanto, estas duas equagoes, que

passam a ter apenas dependeéncia radial. Neste caso, as equa-
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coes (3.16) e (3.17) se reduzem a seguinte forma:

& (13v) =0, (3.18)

1 d 1 d
uly/—gdr (p+p)dr

e podem ser facilmente integradas, resultando nas equacoes

(u'V=g) + ()=0.  (319)

dinamicas basicas da acrecao relativistica:

(p+p)utugy/—g = C, (3.20)

P do
ul —exp[/ —'0]:0. 3.21
g oo P D) ’ (3.21)

As equacoes acima ainda sao completamente gerais para
acrecao esfericamente simétrica e estaciondria, é, entao, ne-
cessario definir a estrutura do espaco-tempo onde o fluido
desenvolve sua dinamica.

Considerando-se a métrica de Schwarzachild, goo = —g,,! =

1—2GM/r, e a simetria esférica do problema, temos —g = 7

e up = /1 —2GM/r + u?, onde definimos u = u'. Inserindo-

se essas expressoes nas equagoes (3.20) e (3.21) obtemos as
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equacoes basicas que descrevem o processo de acrecao de ma-

téria na geometria de Schwarzschild, que tomam a seguinte

2
(p+p)uz®y[1= = +u? =G, (3.22)

) /
ur? exp [/ d—p} =—C. (3.23)
P

p+p()

forma [13]:

Nessas equagoes, a coordenada x é o raio normalizado (z =
r/GM) e o sinal negativo em (3.23) aparece para que a cons-
tante C' seja positiva quando o fluxo de massa é interno (u <
0). Calculando o valor de (3.22) e (3.23) no infinito determina-
se O3 = —C(pso + P (p)). As condigoes no horizonte de

eventos (r = 2GM) podem ser expressas como:

C o0 o0
4 pu +p(pn)
onde o valor de py é obtido de
PH d /
Poo + P (o) p P D)
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3 Acrecao Relativistica

Tal como no caso cléssico, esse sistema hidrodinamico apre-
senta um ponto critico. Diferenciando-se as equagdes (3.22)
e (3.23) de forma a eliminar a variavel p e com o auxilio da
velocidade do som no fluido definida como u? = (9p/dp)s, po-

demos encontrar uma equagao relativistica andloga a (2.9):

9 u? du 1 dx

J— B 2— _— =
s (1—2+u?) w T z(1-24uw?)| 2 0

(3.26)

Neste caso, o ponto critico ocorre quando os dois colchetes
de (3.26) se anulam. Se o fluido nao passar pelo ponto critico,
a solucao ficara limitada em r caso o colchete da esquerda
se anule; ou em u caso o colchete da direita se anule. Esses
tipos de resolucao nao correspondem a acrecao, como foi visto
no capitulo anterior. Portanto o gas deve ter um aumento
monotonico da velocidade ao ser acretado e deve passar pelo
ponto critico. Neste caso, é importante enfatizar que o ponto

critico nao é necessariamente o ponto sonico. De fato

u; = —, (3.27)
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3 Acrecao Relativistica

u2

c >U2

—_— : 3.28
1 — 3u? c (3.28)

ug (pc) -

de forma que o ponto critico é externo ao ponto sonico. A
existéncia do ponto critico impde, através da equagao (3.28),
a condicao u? < % ou r. > %, 0 que nao impede que ele esteja
dentro do horizonte de eventos (x = 2). Assim, é possivel que
a acrecao ocorra totalmente de forma subsonica.

A taxa de acrecao pode ser calculada pela integracao do
fluxo interno de momento (=T} ), integrado em uma superficie
ao redor do buraco negro. Esse calculo é bastante simples
ao se considerar uma casca esférica 47r? como a superficie
integrada. Por conseguinte M = —47r*T} e seu valor pode

ser calculado com o auxilio de (3.22):

M = 47G*M>*C (poo + Poo) - (3.29)

A constante C' influencia fortemente a taxa de acrecao, pois
possui a mesma importancia que o termo p, + pso. O seu

valor pode ser obtido de (3.22) para qualquer ponto x, onde
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3 Acrecao Relativistica

u () e p(x,) sejam conhecidos. Isso ocorre no ponto critico,
cujo valor de u é encontrado em (3.27) e o valor de p pode ser
encontrado em (3.28) ou pelo calculo de (3.22) e (3.23) neste

ponto, resultando em:

pe+p(po) L _ exp { / " d—p'] (3.30)

Poe + 1 (psc) /1 + 3u2 (po) P tp()
Tal como no caso classico, é necessario uma equacao de es-

tado para completar a solucao. Usualmente uma equacao de

estado barotrépica, p (p), é adotada [13, 27, 28].

3.3 A Solucao Politropica Relativistica

Para um fluido perfeito, o que diferencia a maioria dos mo-
delos de acrecao ¢ a escolha da equacao de estado e da geo-
metria do espaco-tempo. Em seu trabalho, além da métrica
de Schwarzschild, Michel utiliza a seguinte equacao de estado

politrépica:

p=Ko, (3.31)
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3 Acrecao Relativistica

onde temos que p € a densidade de massa, que esta relacionada

com a densidade de energia da seguinte forma [16]:

p=c’o+te, (3.32)

sendo € a energia térmica interna do gas por unidade de vo-
lume. Nesta equagao, a velocidade da luz foi explicitada para
enfatizar a relacao entre as densidades.

Considerando-se a conservacao do fluxo de massa JH;, =
(ou);, = 0 para a acrecdo esfericamente simétrica e estacio-
naria, temos a seguinte equacao:

d

- (ou'v/=g) =0, (3.33)

que pode ser integrada na métrica de Schwarzschild, resul-

tando em:

ur’p = constante. (3.34)

Ao compararmos a equagao acima com (3.23), podemos ob-
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3 Acrecao Relativistica

servar que a densidade de massa satisfaz:

[l
0 = O €XP )
oo P D)

Desta maneira, definindo-se a variavel:

e=p/o,

podemos reescrever as equagoes (3.22) e (3.23):

N Y
<i> e 1 ——+u2=-C,
€xo |:1 _'_ %EOO} i
1
ux? (i> = —C,
€0

e a velocidade do som:

2 _ (v — 1)ye
CEDEET

u

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Através da equacao (3.30) podemos encontrar o valor das

condigoes no ponto critico como funcao das condigoes no infi-

nito. Assim, calculando-se as equagoes (3.37), (3.38) no ponto
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3 Acrecao Relativistica

critico determinamos o valor da constante C'. Podemos ex-
pressar, entao, os valores de us e €5 na superficie do corpo
central para estrelas de néutrons (z = x; > 2) de acordo com
as grandezas no infinito.

O caso v = 4/3 foi resolvido por Michel [16] e seus resulta-
dos estao na figura (3.1), em que ambas as curvas representam
processos com o mesmo fluxo de energia e que envolvem es-
trelas de mesma massa. Considerando-se que o fluido esta
parado no infinito, temos que u,, = 0 enquanto €,, possui um
valor diferente de zero e que depende da temperatura. Para
T ~ 10*°K o valor da componente € é da ordem de 10*K e,
portanto, muito pequeno.

Ao calcularmos a equagao (3.30) neste caso, obtemos:

(1+ 4e.)?

e~ (e’ (3.40)

Como € << 1, podemos fazer uma aproximagcao de primeira

ordem na equagao acima resultando em:

1+ e, ~ 1+ 8ex, (3.41)
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3 Acrecao Relativistica

de onde temos que €. = 2¢,,. Dessa forma a constante C'

assume o valor:

3 3/2
5 ( €c 3
= — | = — : 42
O = ue. <eoo> <2€oo> (3.42)

Ao se assumir que o valor de €4 na superficie do corpo cen-
tral continue muito menor que a unidade, devemos ter, pela
equacao (3.37), que u? ~ 2/x,. Assim podemos determinar
quais sao as condicoes na superficie a partir das condigoes no

infinito:

3
_ £€1/2x—1/2.

= St (3.43)

€s
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Figura 3.1: Gréfico retirado do artigo de Michel e que representa a velocidade do
fluido por raio normalizado (m = GM), para uma temperatura no infinito da ordem de
10*K. A curva rotulada “OUTFLOW?representa o gés se afastando do corpo central - a
temperatura se aproxima de zero e u — 10~%. A temperatura do gés est4 indicada nos
pontos ao longo das curvas na forma de log,(kT/my)

3.4 Limite nao-relativistico

Podemos calcular o limite nao relativistico das equagoes pre-
sentes neste capitulo e verificar se estas se reduzem as equa-
coes do caso classico de Bondi. Para isso devemos considerar

a aproximacao para baixas velocidades e campos fracos, por-
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3 Acrecao Relativistica

tanto, u << 1 e x >> 1. Assim, pela equacdo (3.32), temos
quep:cZQeasomaerp%p.
Nesta aproximagao, as equacoes de acrecao podem ser escri-

tas como:

(L) wV=—C, (3.44)

Poo

P dy
uz® exp [/ —'[f] = —C. (3.45)
pos P

Estas duas equacoes se reduzem a seguinte relacao:

vrte = —C', (3.46)

onde v/c = u é a velocidade radial do fluido acretado. A equa-
¢ao acima corresponde a equagao (2.6), resultante da integral
da conservacao da massa no caso classico.

Para obtermos a equacao de Euler, devemos considerar o
problema na forma diferencial, portanto, a equacao (3.26),

onde encontramos o ponto critico. No limite de baixas veloci-
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3 Acrecao Relativistica

dades esta equacao se reduz a:

= =0. (3.47)

Podemos também reescrever esta equagao como:

Us 2 1 2 2 dx
[(Z> — 1] §du + [2ufz — 1] — =0 (3.48)

ou ainda:

Ug du? 2

[(1 = Zﬂ —=—S[l-2ula]. (349

Na equacao 3.49 podemos ver que o caso classico da equacao
de movimento (2.9) é obtido no limite de baixas velocidades
e campos fracos, com a velocidade do som classica vy = ¢ X
us e com x = rc*/GM. O ponto critico do caso cldssico

também pode ser obtido mais diretamente a partir do limite

nas equagoes (3.27) e (3.28).

46



Acrecao Cosmolodgica

Como foi visto nos capitulos anteriores, o processo de acre-
cao ¢é utilizado para descrever matéria em forma de gas sendo
atraida gravitacionalmente por objetos compactos, sistemas
binarios, ou mesmo uma distribuicao arbitraria de matéria
(galaxias e aglomerados de galdxias). Por outro lado, além do
gas existente no espaco interestelar e no meio intergalactico,
o universo também esta preenchido por duas componentes
exoOticas: Matéria Escura e Energia Escura. Portanto, é fisi-
camente interessante investigar o processo de acrecao de tais

fluidos por objetos localizados. Em particular, buracos negros
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4 Acregao Cosmoldgica

supermassivos, tal como sugerido pelas observacoes recentes,
podem ter sido “alimentados” ao longo da histéria cosmica
pela acrecao da tais componentes.

Neste contexto, existe um interesse conceitual e metodolo-
gico de se entender como energia escura e matéria escura sao
acretadas por buracos negros [13, 38].

E importante também observar que este problema nao é de
interesse apenas académico. No ano passado (2011), foi pu-
blicado na Nature [39] a descoberta do quasar mais distante ja
observado (z = 7.085). Este quasar (ULASJ112001.48+064124.3)
tem uma luminosidade de 6.3 x 10®L. e hospeda um bu-
raco negro supermassivo de massa 2 x 10°M. Neste redshift
(z = 7), havia decorrido apenas 700 milhoes de anos apds o
Big-Bang. Explicar como este objeto acretou tal quantidade
de matéria é um desafio na area de acrecao cosmologica de ma-
téria. O processo de acrecao das componentes que formam o
chamado setor escuro do universo é o tema que sera discutido

no presente capitulo.
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4 Acregao Cosmoldgica

4.1 Cosmologia: Modelo do Big-Bang

O Principio Cosmoldgico (PC) foi introduzido por Einstein
em 1917 e representa uma generalizagao do chamado Princi-
pio de Copérnico para todo o universo. De acordo com o PC
nao existem posigoes ou diregoes privilegiadas no universo e,
portanto, sua geometria espacial é homogénea e isotropica. A
geometria que obedece a esse principio permitindo uma vari-
acao temporal global é descrita pela métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), cujo elemento de linha

toma a seguinte forma [40]:

dr?

2 _ 32 2
ds® = dt* —a” (1) 72

+ 7r2d0? + r*sen” Odg* |, (4.1)

onde a (t) é o fator de escala e , 0 e ¢ sdao as coordenadas esfé-
ricas comoéveis. O parametro k define a curvatura do espaco e
seu possiveis valores k > 0, k = 0 e k < 0 determinam um uni-
verso fechado, plano ou aberto respectivamente. Geralmente
a coordenada r é redefinida para que k esteja normalizado

assumindo os valores k =1,k =0e k = —1.
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4 Acregao Cosmoldgica

Todas componentes do universo (matéria, radiagdo, ener-
gia escura, etc.) devem estar inseridas no Tensor Energia-
Momento (TEM). Dado que o universo é homogéneo e iso-
tropico, temos que as componentes do universo podem ser
descritas pelo TEM de um fluido perfeito. Assim, ao utili-
zarmos (3.13) nas equagoes de Einstein (3.4) para a métrica

FLRW (4.1) obtemos as equagoes de Friedmann:

87 A &k
o= o 4.2
a a? k

que relacionam a dinamica do universo e sua geometria com

as propriedades materiais (p, p). Em geral,

p=22pi € P=2Di (4.4)
onde cada indice (i) especifica uma dada componente do TEM.

Podemos obter também uma equacao de conservacao atra-

vés de (4.2) e (4.3), ou mais diretamente pela lei de conserva-

50



4 Acregao Cosmoldgica

cao do TEM (w,T";, = 0):

/)+3% (p+p)=0. (4.5)

A figura (4.1) mostra como a evolugao do universo dominado
por matéria fria (p = 0, A = 0) ocorre para os possiveis
valores de k. O universo fechado (k > 0) comega com um Big-
Bang (a = 0) e expande até atingir um maximo e passa a se
contrair atingindo novamente a = 0 no chamado Big Crunch.
No caso do universo plano a expansao ocorre indefinidamente

assim como acontece no universo aberto, porém de forma mais

rapida.
=
-
|2 )
= k=0
W
=
Tt
=]
st
S ,
=/
tempo

Figura 4.1: Evolugao do fator de escala no tempo para um universo com poeira (p = 0)
e sem constante cosmoldgica. As curvas representam um universo fechado (k > 0), um
universo plano (k = 0) e um universo aberto (k < 0).
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Manipulando-se as equagoes de Friedmann (4.2) e (4.3) te-
mos que a aceleracao é dada por:
a ArG

o= —T(p+3p)+% (4.6)

Evidéncias recentes mostram que o universo se encontra em
expansao acelerada, ou seja, @ > 0 [41, 42]. Para isso deve-
mos ter modelos que possuam uma constante cosmologica ou

componentes com pressao negativa p; < —p;/3 .

4.1.1 Modelo ACDM

Atualmente, um dos modelos mais aceitos pela comunidade
cientifica ¢ o ACDM. Além da radiacao césmica de fundo
(RCF), o modelo é formado por 3 componentes: Matéria es-
cura, energia escura e a componente luminosa (os bérions).
Neste universo a matéria escura é fria (CDM - Cold Dark
Matter) e se comporta como poeira (p = 0), enquanto a cons-
tante cosmoldgica presente é a energia escura, responsavel
pela expansao acelerada do universo; sugerida pelas obser-
vagoes de supernovas [43, 44, 45]. Geralmente um universo

plano (k = 0) é considerado, tal como indicado pelas observa-
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¢oes da radiagao césmica de fundo [46, 47].

Dados de Supernovas combinados com a RCF e outras ob-
servagoes complementares, mostram que a componente ba-
rionica é responsavel apenas por 4% do contetido material
total, a matéria escura contribui com cerca de 23% e a ener-
gia escura com aproximadamente 73%. O modelo plano do
tipo ACDM ¢ o que melhor se ajusta aos dados atuais, sendo
bastante referido na literatura como modelo de concordancia
cosmica [47, 48]. Supondo que os fluidos nao interagem, cada
componente deve obedecer a equacao de conservagao (4.5) in-
dividualmente. Para a matéria nao relativistica (barions +

matéria escura) isto resulta em:

-3
Pm a
— = — . 4.7
Pmo <a0> (4.7
onde p,,0 € ag sao a densidade e o fator de escala medidos hoje.

No caso de um universo plano, as equacoes de Friedmann com

matéria escura e constante cosmoldgica se reduzem para:

C'L2

871G + A =35, (4.8)
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C'L2

.
StGp, — A= —22 - = 4.9
mGp - (4.9)

Como é bem conhecido, a constante cosmolégica esta asso-
ciada a densidade de energia do véacuo, p, = A/87G [49]. O
vacuo pode ser pensado como um fluido perfeito com pressao
negativa (p, = —py).

O parametro de Hubble, definido como:

_a (4.10)

descreve a taxa de variacao do volume comével V' oc a® (t).
O seu valor medido hoje (Hy) é conhecido como a constante
de Hubble. Para estes fluidos podemos reescrever a equacao

(4.8) e obter o parametro de Hubble como funcao do fator de

escala [50]:

ap

H(a) = HO\/QmO (ﬁ) h + Q4 (4.11)

onde cada parametro de densidade é definido por 2 = p/perit,
sendo pe = 3HZ/87G. A equacgio (4.11) mostra que, para

a << agy, a componente de matéria escura domina a expansao
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e 0 universo se comporta como poeira, enquanto para a >> a,
a constante cosmologica passa a dominar a expansao cosmica,

e a densidade se torna constante (fase de Sitter).

4.2 Influéncia da Cosmologia na Acrecao

A acrecao de fluidos cosmolégicos pode ser tratada considerando-
se separadamente o processo de acrecao e a evolugao do fluido
cosmoldgico [13]. As escalas temporais e espaciais envolvidas
na cosmologia em geral sao muito superiores as escalas da
acrecao e podemos separar o espaco em duas regioes distin-
tas: (i) proxima ao corpo atrator, onde ocorre a acre¢ao do
fluido cosmoldgico e limitada pela influéncia do campo gravi-
tacional do corpo central; (ii) regides mais distantes que nao
sentem a presenca da acrecdo e onde ocorrem 0s processos

cosmoldgicos (ver figura 4.2).
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Figura 4.2: As duas regides distintas tratadas na acrecdo de fluidos cosmolégicos:
(i) regiao dominada pelos processos de acrecao; (ii) regido dominada pelos processos
cosmolégicos. R; é o raio limite da influéncia do campo gravitacional do corpo atrator
centralizado em (i).

Efeitos cosmolégicos sao despreziveis em pequenas escalas
e a geometria do espaco-tempo é dominada pela deformacao
causada pelo campo gravitacional do objeto central na regiao
(i). Nesta regidao o processo de acregao pode ser tratado da
maneira como foi feita no capitulo anterior. Na regiao (ii) a
gravitacao do corpo acretor nao exerce influéncia e pode ser
tratada de forma puramente cosmologica. A uniao das duas

regioes ocorre através das condicoes de contorno na esfera de
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raio R;.
O fluido que se encontra a grandes distancias, considerado

no “infinito”, é justamente o fluido cosmoldgico. Assim, te-

mos:

Poo = Peosmo € Poo = Deosmo 1 (4.12)

e a seguinte taxa de acrecao:

M = 47TG2M2C (pcosmo -+ pcosmo) . (413)

Podemos ver por (4.13) a influéncia explicita da evolugao do
fluido cosmoldgico na taxa de acrecao. Em particular, para o
vécuo (p, = —p,) a massa nao varia (M = 0), enquanto para

fluidos phantom (onde p + p < 0) a massa do buraco negro

diminui com o tempo [13, 30].

4.2.1 Tempo de Acrecao x Tempo Cosmolégico

Ao tratarmos de um problema que envolve dois processos
de escalas tao distintas (acregao e evolugdo cosmolégica), de-
vemos primeiro discutir a influéncia de cada processo separa-

damente. Supondo que a escala de tempo cosmoldgica seja
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muito maior do que a escala de tempo da acrecao de matéria,
as grandezas que possuem uma evolucao no tempo cosmolo-
gico podem ser vistas como constantes no tempo do ponto
de vista da acrecao. Neste caso o formalismo proposto por
F. C. Michel pode ser aplicado considerando a densidade e a
pressao do fluido cosmologico constantes.

Por outro lado, alguns autores tem integrado diretamente
a equacao (4.13) supondo pressao e densidade dependentes
do tempo. Neste caso esta implicito que as escalas de tempo
envolvidas sao da mesma ordem de grandeza (tucc ~ teosm ~
H~1(t)) e que o processo é suficientemente lento para per-
manecer quase-estacionario. Naturalmente, a back-reaction
também tem sido desprezadal.

Considerando-se separadamente a evolucao cosmoldgica e
o processo de acrecao de matéria e unindo-os pela condicao
de fronteira, podemos tratar de intimeros processos de acre-
¢ao de fluidos cosmolégicos [14, 15, 52]. Além disso, tanto os
processos que ocorrem sobre objetos compactos (estrelas e bu-

racos negros) quanto a acregao sobre distribuigoes arbitrarias

1Uma descricéo rigorosa da back-reaction é ainda um problema em aberto[51]
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de matéria (galaxias e aglomerados de galdxias), podem ser
aplicados aos cendarios cosmoldgicos de forma bastante simples
[53, 54].

Nesta monografia, estamos particularmente interessados no

processo de acrecao de fluidos cosmoldgicos no buraco negro

de Schwarzschild.

4.3 Influéncia da Equacao de Estado Césmica

A equacao de estado apresenta um papel muito importante
na acrecao de fluidos cosmoldgicos pois, além de ser essencial
para definir de que forma ocorre a acregdo de matéria (3.2),
também define o modelo cosmolégico adotado.

Os fluidos que consideraremos a seguir apresentam resulta-
dos interessantes para a cosmologia. Babichev considerou em
seu trabalho [13] um fluido hidrodinamicamente estavel cuja
equacao de estado linear pode descrever matéria X [55], ener-
gia escura [56, 57] e energia phantom [58, 59]. Também trata-
remos do gas de Chaplygin que gera um processo de evolucao
cosmologica acelerado similar ao de cosmologias descritas por

um modelo ACDM.
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4.3.1 Equacao linear de Babichev

A seguinte equacao de estado barotrépica onde a e pg sao

constantes:

p=a(p—p), (4.14)

foi utilizada por Babichev et al. [13] para generalizar diver-
sos fluidos cosmolégicos 2. Este modelo pode descrever um
gas ultra-relativistico (o« = 1/3 e py = 0), matéria escura
fria (« = 0), ou modelos simples de energia escura (o < 0
e po = 0). Um problema com os modelos simples de ener-
gia escura € que sao hidrodinamicamente instaveis e, no caso
de phantom, ocorre um crescimento da densidade de energia
durante a expansao [58, 59, 61].

A equacao linear acima permite que o fluido represente
energia escura ou até mesmo energia phantom e continue
sendo hidrodinamicamente estavel, pois a velocidade do som,
Z=a>0.

Discutiremos primeiramente a evolucao cosmolégica deste

fluido. A solucao é facilmente obtida introduzindo-se a equa-

2Este fluido é um caso particular da equacio de estado originalmente proposta por Chiba et al. [60]
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cao de estado (4.14) na equacdo de conservagao de energia

(4.5). A densidade de energia é dada por:

p= P +[p<ao> “p”](ﬁ)_g(HQ), (4.15)

1+« C1+a ag

onde py ¢ uma densidade constante da equacao linear de Babi-
chev (4.14) e p (ag) é o valor presente da densidade de energia.

Note que se a constante introduzida por Babichev é nula
(po = 0), reobtemos a densidade para um fluido com uma
equagao de estado cosmoldgica tipica p = ap. Para py # 0, a
densidade do universo parte de um valor divergente quando
a — 0 ou se torna nula para um dado valor da razao a/ay.
Neste ultimo caso as densidades aumentam com o tempo.
Tais solucoes tém problemas do ponto de vista fisico e nao
serao consideradas no corpo desta monografia. Note também
que para pg = (1 4+ «) p(ag) /o a densidade permanece cons-
tante (com valor apy/ (1 4+ «)) e resulta, de acordo com (4.14),
em uma equacao de estado p = —p. Portanto podemos ver
que a solucao do vacuo também esta contida no fluido de

Babichev.
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A figura (4.3) ilustra o comportamento de p para alguns

valores de a e py. As solugoes fisicas sao aquelas onde py <

(14 a)p(ag) /a.

5 —_
25 1
— =13, pe'=0.5
7 e =1 /3, po'=0.9
2 a=1/3,ps'=2
\5_:;_ _g:ﬂ_s_lpo':ﬂ_s
Q 15
T a=0.5, ps'=0.9
<.
- a=0.5, pp'=2
s =1 pg'=0.5
a=1,ps'=0.9
[
o=1,ps'=2
..... pa'=1
0 T T T T T 1
a 0.5 1 15 2 2.5 3
a’dy

Figura 4.3: Evolugao da densidade do fluido cosmoldgico com a equagao de estado linear
de Babichev normalizada por p (ao) pelo fator de escala a/ao. Foi definido o pardmetro
po = apo/[(1+ @) p(ao)]. Note que as curvas com pg > 1 ndo representam solugdes
fisicas e, portanto, ndo serdo mais consideradas nesta dissertacao.

Para este fluido de Babichev, as equagoes da acregao (3.22)

e (3.23) se tornam:

p+p 2

2
1-Z4u2=—-C, (4.16)
Poo T Poo

X
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Tra
ua’ <M> - (4.17)
Poo T Poo

Podemos determinar o valor de C' calculando as equagoes
acima no ponto critico:
(1 +3a)(1+3a)/2a

C = TP a— (4.18)

Esta relagao é vélida somente para 0 < o < 1 [13]. Uma
condigao fisicamente razodvel pois, devemos ter 0 < ¢ < 1.
Neste caso a constante C' depende apenas de « e nao sofre
influéncia das condigoes no infinito, sendo uma constante na
evolucao cosmolodgica. Naturalmente, tal condicao pode ser
violada para equagoes de estado mais gerais.

O comportamento p e u como funcao de x pode ser obtido
numericamente para qualquer valor de a e py. Rearranjando-
se as equagoes (4.16) e (4.17), temos que u (z) pode ser cal-

culado a partir de:
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e p(x) é obtido a partir das equagoes (4.17) e (4.19). Temos:

Qo apo C I
P:1+Q+<Pw‘1+a)<—m> - (420)

Existem solugoes analiticas de (4.19) apenas para alguns

valores especificos de «, por exemplo nos seguintes casos:

o =1
o 16 1
S (Y (e N
oa:1/2
4a? 25v/5 i 2
u:_(25¢5) b= 1(4x2> (1_5>
(4.22)

Nas figuras (4.5) e (4.6) mostramos o comportamento de
algumas solucoes obtidas para diferentes valores de py e a.
Existem basicamente dois tipos de solugoes apresentadas: (i)
para py < (1 + @)po/, a densidade do fluido aumenta ao se
aproximar da origem e diverge nas proximidades do buraco
negro; (ii) para pp > (1 + a)p~/a, a densidade parte de um

valor nulo e aumenta ao se afastar do buraco negro, tendendo
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a um valor fixo no infinito. Esta solucao corresponde ao caso

nao fisico discutido anteriormente.

18
16
14
1.2

08
06
04
0z

x=1

—_—m1/2(4)

a=1/2(-)

L

Figura 4.4: Velocidade do fluido acretado como funcéo de x para a equagdo de estado

linear de Babichev.

P/ P

4.5

35

25

15

05

o=1,ps'=1/4
—u:]_: pn':2ll|f4
o=1,3, ps'=1/8

a=1/3, pa'=1/4

Figura 4.5: Densidade do fluido acretado, normalizada por ps, como funcao de = para
a equagdo de estado linear de Babichev. Foi definido o parametro py = apo/ [(1 + @) poo].
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No caso a = 1/2 temos duas possiveis solugoes para cada
valor de pg, definidas pelos indices (+) e (—). Cada par de
solugoes sempre apresenta o mesmo comportamento que de-
pende somente do valor de pg, ou seja, as duas pertencem
juntas ao tipo (i) ou pertencem juntas ao tipo (ii). Quando
po < (1 + a)pso/a, a solugao (+) diverge em x — 0 e a so-
lugdo (—) diverge em = — 2. Os valores de p apresentados
estao normalizados pelo valor da densidade no infinito, e de-
vemos ter p(z — oo) = 1. Isso nao ocorre para as solucoes
(4+) e estas também devem ser descartadas pois nao descre-
vem o problema tratado aqui. Este comportamento pode ser
compreendido fisicamente ao observarmos a figura (4.4) onde
a velocidade da solugao (+) diverge no infinito. Vemos tam-
bém que a solu¢ao (—) possui um valor maximo da velocidade

e que esta se anula no horizonte de eventos (z = 2).
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S
45 -
2
35 1
s - .
25 \ —pe=1/304)
plp="5 | pa=1/3(
15 4 —po'=2/3(4]
1 po'=2/3(-)
0.5 +
] T T T T 1
Q 2 4 =] 8 10
X

Figura 4.6: Densidade do fluido acretado, normalizada por pso, como funcdo de z
para a equagdo de estado linear de Babichev com a = 1/2. Foi definido o paradmetro
p0 = apo/ [(1 + a) ps]. Para este valor de o encontramos duas solugdes possiveis para
cada po.

4.3.2 O Gas de Chaplygin

Diversos modelos foram propostos na literatura [49, 62, 63]
para tentar incorporar e/ou explicar a presenca da energia
escura, uma componente cuja pressao negativa ¢ responsavel
pela aceleragao do universo. Um dos modelos mais aceitos
hoje é o ACDM, que se utiliza da energia do vacuo, a qual
exerce o papel da energia escura. Este modelo, porém, tam-
bém apresenta problemas tais como o problema da constante

cosmoldgica [49, 55] e o chamado problema da coincidéncia
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[64, 65, 66]. Isto motiva outros candidatos alternativos para
energia escura [67].

O gas de Chaplygin é um dos possiveis modelos de energia
escura, originalmente sugerido por Kamenschik et al. [68] e
desenvolvido por Bili¢ et al. [69] e por Bento et al. [70]. Sua

equacao de estado é dada por:

A
p=—2 4.23
o (4.23)

onde as constantes A e \ sao positivas.
A evolucao cosmolégica do gas de Chaplygin com o fator
de escala é facilmente obtida introduzindo-se a equacao de

estado (4.23) na equagao de conservagao de energia (4.5):

NG ER5Y
A+ (1— A <_>

agp

1
1+

, (4.24)

p (ao)

onde a constante A, = A/p(ag)'™ [71]. Dessa equacio ve-
mos que, para instantes iniciais (a/ap << 1), a densidade se

% e para tempos grandes (a/ag >> 1)

comporta como p x a~
a densidade se torna constante com p = —p. Assim, o gas de

Chaplygin se comporta de forma similar ao modelo ACDM,
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0 que o torna uma possivel descricao para o nosso universo
[71, 72, 73]. Na sua versao de quartesséncia é uma proposta
de reducao do chamado setor escuro [57].

Podemos ver que as solucoes da densidade se comportam
sempre da mesma maneira para qualquer valor de \ positivo.
A densidade pode partir de uma divergéncia na origem (a =

4 sendo que A

0) ou do valor nulo e converge para A/
determina apenas a velocidade com que p atinge seu valor
terminal. A figura (4.7) mostra a densidade para diversos
valores de A,. Existem dois tipos de solugoes: quando As > 1,
a densidade parte do zero em a/ay = A/(A — 1) e cresce
tendendo ao valor terminal, esta nao é uma solugao fisica; ja
quando A; < 1, a densidade diverge na origem (a = 0) e
converge para seu valor terminal no futuro. O caso A; = 1
implica em uma densidade constante no tempo (com valor
Al/(H/\)) e uma equacao de estado p = —p. Dessa forma

podemos ver que o vacuo também esta contido nas solucoes

do gas de Chaplygin como um caso limite.
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p/plas)

Figura 4.7: Evolugdo cosmoldgica da densidade do gas de Chaplygin normalizada por
p (ap) com o fator de escala a/ag para o caso A = 1. Note que as curvas com As > 1 nao
representam solugdes fisicas e portanto ndo serdo mais consideradas.

Para o gés de Chaplygin as equagdes da acregao (3.22) e

(3.23) podem ser escritas como:

- —C, (4.25)

I+X +X
ua? (L PP =—C. (4.26)

Poo Poo T Doo
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Utilizando-se as equagoes (3.27) e (3.28) em (4.25) e (4.26),
podemos determinar a velocidade do som no ponto critico

pela seguinte relacao:

(A_ug(pc»lik_ — 2 (00 5
T3 (o) = ()\ < ( )) : (4.27)

O valor da constante C pode ser determinado calculando-se

(4.25) ou (4.26) no ponto critico. Como podemos observar
em (4.27) a velocidade do som no ponto critico depende da
velocidade do som no infinito. Neste caso, a constante C'
também dependerd da densidade cosmolégica (ps,) [ver ob-
servacao abaixo da equagao 4.18].

O comportamento p e u como fungao de x pode ser obtido
numericamente para diversos valores de A. Rearranjando-se
(4.16) e (4.17) temos que u(z) pode ser calculado pela se-

guinte equagao:

u2—

(1—A)+ A )
C
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e p(x) é obtido de:

P A’+(1—u4)(—-cv>HA]dA, (4.29)

Poo
onde foi definido que A’ = A/pli* .

ux?

Para alguns valores especificos de )\ existem solugoes analiti-

cas simples para o problema. Por exemplo, para o caso A =1

temos que C' = 4 /A2 = 43 TN/2 ) 4372,

u—¢“Aq@%) (4.30)

Al
1 - 16

As solugoes para a densidade se encontram na figura (4.8),
onde vemos dois tipos distintos de solugoes: (i) quando A’ <
1, a densidade aumenta ao se aproximar do buraco negro e
diverge na origem; (ii) quando A’ > 1, a densidade parte
de um valor nulo e cresce tendendo a unidade no infinito,
nao correspondendo a solucoes fisicas. O caso A’ = 1 nao
foi apresentado pois resulta em uma densidade constante em

todo o espaco.
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P/p“’ 25 o

1.5 A

Figura 4.8: Densidade do fluido acretado normalizada por ps como fungdo de x para o
gas de Chaplygin com A = 1.

Naturalmente, tanto para o gas de Babichev quanto para
o gas de Chaplygin, a taxa de variacao da massa do buraco

negro ¢ dada por:

M = 47G*M?C; (pse + Poc) - (4.31)

onde C; se refere respectivamente a constante C' calculada

para cada fluido, supondo que t,.. << H~1 ().
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4.4 Evolucao da Massa do Buraco Negro

Até o presente, nao existe uma teoria descrevendo o au-
mento da massa do buraco negro de forma autoconsistente,
ou seja, considerando acrecao nao estacionaria que também
leve em conta a back-reaction. A principio, um tratamento au-
toconsistente é necessario se quisermos explicar rigorosamente
a massa dos buracos negros primordiais supermassivos como o
hospedado pelo quasar ULASJ112001.48+-064124.3 [39]. No
entanto, poderemos ter uma ideia da eficiéncia do processo
de acrecao adotando as expressoes do caso estaciondrio e su-
pondo tee. ~ H™1(t). Eo que mostraremos a seguir.

Neste caso, a taxa de acregao pode ser escrita como [13, 28]:

M = 4xG*M>*C (p +p) . (4.32)

onde p e p sao a densidade e a pressao cosmolégicas e a cons-
tante C', em geral, pode também ser uma funcao de p, tal

como acontece no gas de Chaplygin.
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4.4.1 O caso de Babichev

Inserindo-se (4.5) e (4.2) com A = k = 0 em (4.32) podemos

reescreve-la como:

dM 1 /87 1
— = [ —GM?*Cp 2. 4.
i 5 3 GM*“Cp (4.33)

No fluido de Babichev, a constante C' nao depende de py
(ver equagao 4.18). Portanto a equagao (4.33) pode ser inte-

grada diretamente resultando em:

M;
M = : (4.34)
1+ miCpa” <p1/2 - ,OZW)
onde M; e p; sao, respectivamente, a massa inicial do buraco
negro e a densidade do universo quando o buraco negro se
formou, pge. = 3/(87rG3MCQD) em; = M;/Mp.

A densidade minima ocorre para a >> ap, com a massa

maxima do buraco negro dada por:

M;
14 micp;clc/Q [(%)1/2 B p;/g} 3

Myaw = (4.35)

1+a

Caso apg/(1+ «) = (p;/2 — péég/miC)Q temos que M — oo.

(0]
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Provavelmente, tais solucoes deverao ser eliminadas por uma
teoria autoconsistente, pois, tanto a nao estacionariedade do
problema quanto a back-rection precisariam ser consideradas.
Por outro lado vemos que, se esse ajuste fino nao ocorre, a

massa limite para o fluido de Babichev pode ser escrita como:

M,
M p—
1— mzC (pi/pacc

T (4.36)

supondo py << p;.
Na figura (4.9) encontramos o comportamento da massa em

quatro situacoes distintas.

—p:.'=IZI.82

—'=0.85

MM

po'=0.87

—p:,':l:l_g

EI T T T T T 1
1 15 2 2.5 3 3.5 4

a’a;

Figura 4.9: Evolucao do buraco negro para a equagao linear de estado de Babichev com
a = 1/3. Foi definido o parametro py = apo/ [(1 + @) p (ao)]- A massa foi definida como
m; = 1 para p; = pacc. Nos casos pj < 0.82 a massa diverge e estas solugdes ndo devem
ser consideradas.
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4.4.2 O Gas de Chaplygin

No caso do gés de Chaplygin, a constante C' nao pode ser
considerada uma constante no cenario cosmologico e a equa-
¢ao (4.33) nao pode ser integrada diretamente. Para o caso
A =1 a constante C' estd determinada (C' = 432 JA3/2)

e a equacao diferencial para a massa toma a seguinte forma:

dM e
d_p = -2 3A3 p5/27 (437)

e pode se resolvida por uma simples integracao:

M.
M= " S (4.38)
L+ 4m A5 (Pm ~p )

St

6/7 1/7
i/ paéc. Para o

onde m = M /Mgy, poce = 3/87TG$M(2D ep=p
gas de Chaplygin densidade minima também ocorre em a —

o0 e a massa maxima do buraco negro é:

M,
1+ %miA—s/ngclc/Q <A7/2 _ sz) '

My = (4.39)

Neste caso, o ajuste fino é dado por 4m; A3/ QP;clc/Q(AW 4_

pg/ 2)/ 7 <1). Quando esta condicao é obedecida, a massa do
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buraco diverge e estas solugoes devem ser desprezadas. No
entanto, para os casos onde o ajuste fino nao ocorre, o valor

maximo da massa do buraco negro pode ser escrito como:

M;
1— %miAs_f/? (ﬁ)m7

pacc

Mpow = (4.40)
Supondo Pminimo = A1/2 << pl

A figura (4.10) ilustra o comportamento da massa para al-
guns valores de Ag;, onde o comportamento é similar ao gés
de Babichev. O valor da massa inicial (m; &~ 2.2) em p; = pace

foi escolhido para que o ajuste fino ocorra em Ay = 0.7.

45 -
a
35 | — Asi=0.7
3 — Asi=0.75
25
E Asi=0.8
=7 2
E 15 - — A= 0.9
1 =
05 -
D T T T 1
1 15 2 25 3

a’d;

Figura 4.10: Evolugdo do buraco negro para o gds de Chaplygin com A = 1. A massa
inicial escolhida foi de mi & 2.2 para p; = pace- Nos casos Ag; < 0.7 a massa do buraco
negro diverge e devem ser desconsiderados.
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Um novo exemplo de Acrecao
Cosmoldgica

5.1 Equacao de Estado Geral

Faremos aqui um tratamento de acrecao generalizado, de
modo que se possa descrever o caso de Babichev e o gas de
Chaplygin como casos particulares. Para isso consideraremos
uma equacao de estado barotropica mais abrangente do que

as discutidas no capitulo anterior:

p=—-A(p—B) " -B. (5.1)

Note que o caso de Babichev (equagao 4.14) é recuperado para
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A=—-1; A= —a; B=apy/(a+1). Além disso, fixando-se
B =0, obtemos a equacao de estado para o gas de Chaplygin
como apresentada na equacao (4.23). Por outro lado, sabe-
mos que as equagoes que descrevem o processo de acrecao
dependem da densidade de entalpia p + p (ver equagoes 3.22
e 3.23). No caso da equagao (5.1), a densidade de entalpia é

dada por:

p+p=-Alp—B) ' +(p-B)=-An"+n  (52)

onde n = p— B. Como 1 = p, a equagao de conservagao (4.5)

pode ser escrita da seguinte forma:

0+ 3 (g) (n—An?) =0. (5.3)

A equacao acima possui a seguinte solugao geral:

)
p (ao)

g\ 30N T
= B, + (1 — By) As—i—(l—As)(—) ] )

onde B, = B/p(ag) e Ay = A/n (ao)(H/\).
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Observamos que o caso A = —1 pode ser integrado direta-
mente da equacao (5.3) ou simplesmente ao obter-se o limite
da equacao (5.4) quando A — —1. As duas abordagens forne-

cem o seguinte resultado:

o 0\ 304
prenie B, + (1 - By) <a—0) . (5.5)

Como esperado, podemos ver que esta solucao de fato se
reduz ao resultado de Babichev para A = —a e B = apy/(a+
1), conforme apresentado na equacao (4.15). Para este caso
temos que a evolucao da densidade ocorre de forma idéntica a

de Babichev ao identificarmos A por —a e B por apy/ (1 + )

2

¢ = —A, portanto o caso

(figura 4.3). Para A = 1 temos que u
A > 0 representa fluidos hidrodinamicamente instaveis, que
também nao serao considerados.

Tomando B = 0 na solucao (5.4), o resultado do gas de
Chaplygin é recuperado (ver equagao 4.24).

A evolucao cosmoldgica da densidade esta ilustrada na fi-
gura (5.1), onde vemos as solugoes com 0 < By < 1. Quando

Ag > 0, a densidade apresenta o mesmo comportamento que

as solugoes nao fisicas do gés de Chaplygin (figura 4.7). No
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caso By > 1, a densidade apresenta o comportamento inverso
ao do gas de Chaplygin, além de possuir um valor maximo
igual a B;, portanto, também nao sera considerado. Note que
os casos A, = 1 e B, = 1 levam a densidades constantes e a

equacao de estado p = —p, tipica do estado de vacuo.

— Az=03
f!
= As=05
ey
\% ----- As=1
.
As=09
As=11
As=5

Figura 5.1: Evolugao cosmoldgica da densidade do gas generalizado normalizada por
p (ao) com o fator de escala a/ao para o caso A =1e B, = 0.5.

Discutiremos agora o problema da acrecao para o fluido des-
crito pela equagao (5.1), cuja densidade cosmica evolui satisfa-

zendo a equagao (5.4). Das equagoes (3.22) e (3.23), podemos
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escrever:
2
<M> ur®y /1 — = +u2=—C, (5.6)
Poo + Poo x
e
e ™=
1+ 1
(1) (M) __c. (57
Moo Poo + Do

No limite A — —1 a equagao (5.7) tende para:

T
ux? (%) =—-C. (5.8)

A velocidade do som no ponto critico é determinada pela
equagao (4.27) e a constante C' pode ser calculada por (5.6)
ou (5.7) no ponto critico.

O comportamento p e u como funcao de x pode ser obtido
rearranjando-se (4.16) e (4.17). A velocidade u (x) é a solucao

da seguinte equacao:

'LL2—

uxz 1+ 13-7)\/\ 9
(1— A+ A (—7> n (1 - —) —0, (5.9)
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enquanto p (x) é obtido combinando-se (5.8) e (5.9). Temos:

—=B"+(1-B)

Poo ux?

e (-8 )] 510

onde foi definido que A’ = A/nlt* e B’ = B/ps. Ao to-
mar o limite A — —1 as equagoes (5.9) e (5.10) se tornam,

respectivamente:

u? — <%2) - (—u) 2 + (1 - %) =0, (5.11)

L B +(1-B) <—2L$)>1_A. (5.12)

Poo z?u (

Este problema sé apresenta solucoes analiticas para alguns
valores especificos de \. No caso A = 1 podemos calcular o

valor da constante C' = 4/A’3/ 2 ¢ também ver que a equacao

(5.10) se reduz a:

L —p+1-B) \/(1 - %(i - ;E)Sx__él(jflf;l/)_ A’)’ (5.13)
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As solugoes para a densidade como funcao de x apresentam
comportamento distintos que dependem do valor de B’. Po-
demos ver as solucgoes do caso 0 < B’ < 1 na figura (5.2),
onde p (z) também se comporta de forma similar a densidade
do gas de Chaplygin (figura 4.8).

No caso B’ > 1, a densidade pode crescer ao se afastar do
corpo central (quando A" < 1) ou ao se aproximar do buraco
negro, porém ¢ limitada no espaco. Nenhuma das solucoes
para B’ > 1 apresentam um significado fisico e, portanto,
nao foram consideradas.

Tanto o caso A’ = 1 quanto o caso B’ = 1 resultam em uma

densidade constante no espaco.

5 -
45 — 005
_4 -
35 4 —p'= 05
3 -
p/px 2.5 1 A'=09
2 -
15 A
1 -
05
I:l T T T T 1
a 2 4 51 B 10
X

Figura 5.2: Densidade do fluido acretado normalizada por pss como funcao de x para o
gas de generalizado com A =1 e B’ = 0.5.
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No caso A = —1 podemos calcular a constante C', cujo re-
sultado serd igual a equacao (4.18) com o = —A, lembrando
que A deve ser negativo. A solucao radial torna-se idéntica
a de Babichev, apresentada anteriormente, quando substitui-
mos A por —«a e B por apy/ (1 + «). Para outros valores dos

parametros, as solucoes sao ligeiramente distintas.

5.1.1 Estimativa da Evolucao da Massa do Buraco Negro

Como fizemos anteriormente, vamos supor que ty.. ~ H 1.
Tal como no capitulo anterior, a ideia é ter uma estimativa da
variacao de massa do buraco negro e da eficiencia do processo
de acrecao. Chamamos atencao ao fato de que tais calculos
devem ser vistos apenas como uma forma aproximada, pois
nao existe uma teoria rigorosa para o processo de acrecao nao
estacionario que leve em conta a back-reaction [74].

Para A = 1, a constante C' estd determinada e a taxa de

variacao de massa pode ser escrita como:

aM _ _9 8w G? By 12

a0 aas P —B)p (5.14)

A integral desta equacao resulta na evolucao cosmoldgica da

86



5 Um novo exemplo de Acrecao Cosmoldgica

massa do buraco negro:

M;
M = —— , (5.15)
L+ 4m; A p 2 f (p.pi)

onde Ay = A/pi, m = M/Mg, puc = 3/87G MG, p =

p?/ 7,0%2 e a funcao f é dada por:

fp.pi) =3 <,07/2 — PZ/Q) — B (p5/2 B p?/2>
+ B2 <p3/2 — p?/Q) _ B3 (p1/2 B pg/z) |

Podemos ver que, quando B = 0, a equagao (5.15) se reduz

(5.16)

para a equagao da massa no gas de Chaplygin (equagao 4.38).
A figura (5.3) apresenta a evolucao de massa do buraco negro

para diferentes valores de Ag;.
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P 51= 0.3
— =04

Asi=0.45

M/M;

— A= 0.5

— A Ei= 06

Figura 5.3: Evolugdo do buraco negro para a equagao geral com A =1e B; =0.5. O
valor de p (ap) foi escolhido igual a pecc € a massa foi escolhida m; =7 em p; =1

E interessante comparar este resultado com aqueles obtidos
no capitulo anterior. Vemos que a densidade do fluido cos-
moldgico possui uma influéncia muito maior do que no caso
do fluido de Babichev. Também é interessante notar que o
resultado aqui apresentado € equivalente a evolucao da massa
no gas de Chaplygin com corregoes em termos de poténcias

de B (ver equacgao 5.16).
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Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho estudamos o fenomeno da acrecao esferica-
mente simétrica de matéria em suas diferentes abordagens
(classica e relativistica). Foram discutidas em detalhe as equa-
¢oes hidrodinamicas bésicas que descrevem o processo fisico
em seus diferentes regimes. Adotando a proposta original de
Babichev e colaboradores [13], foi dedicada uma atengao es-
pecial a compreensao da importancia do processo de acrecao
de fluidos cosmologicos na evolugao de buracos negros.

No caso da abordagem cléassica adotada no capitulo 2 anali-

samos o modelo béasico de acrecao desenvolvido por H. Bondi
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[8]. Discutimos sob que condigoes o géas acretado durante o
processo pode ser tratado como um fluido. Além disso, veri-
ficamos que as mesmas equagoes resultantes também descre-
vem outros fenomenos associados, tais como ventos e brisas
estelares. Identificamos a presenca de um ponto critico que
também ¢é um ponto sonico que divide naturalmente o regime
de acrecao em duas variantes distintas: uma com velocidades
sub-sonicas e outra com velocidades super-sonicas. A taxa de
acre¢ao determinada foi de ~ 107 M /ano representando
um aumento desprezivel na massa do corpo central, como es-
perado. Calculamos a area onde ocorre a acrecao, na qual o
a influéncia do campo gravitacional do corpo central é domi-
nante, e que é limitada a uma esfera de raio ry.. ~ 17U A.

O processo de acregao relativistica foi estudado de acordo
com o trabalho publicado por F. C. Michel [16]. Nesta aborda-
gem foi adotada a métrica de Schwarzschild, com as equacoes
descrevendo a acrecao obtidas através das leis de conserva-
cao de energia e momentum para um fluido perfeito. Como
¢ bem conhecido, esta métrica representa a distorcao na geo-

metria do espaco-tempo causada pelo campo gravitacional de
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um corpo central e é utilizada principalmente na descricao de
buracos negros esfericamente simétricos e estaticos. Diferen-
temente do caso classico, o ponto critico encontrado nas equa-
coes relativisticas nao é um ponto sonico. Notamos também
que a presenca de um horizonte de eventos impoe algumas
restricoes fisicas sobre o processo de acrecao.

Vimos também que a equacao de estado apresenta grande
importancia fisica, pois influencia diretamente a dinamica do
fluido acretado e determina algumas das propriedades fisicas
do processo de acrecao, tal como o comportamento no ponto
sonico. Equacoes de estado diferentes das tradicionais sao
comumente adotadas para descrever a energia escura, a com-
ponente de pressao negativa que acelera o Universo.

No capitulo 4, discutimos a processo de acrecao de fluidos
cosmologicos em buracos negros. Inicialmente, consideramos
que as escalas temporais e espaciais envolvidas na acrecao e na
evolucao cosmolégica do fluido sao extremamente diferentes
(taee << H™1). Neste caso, o tratamento proposto por Michel
[16] pode ser diretamente aplicado.

Dois tipos de fluidos cosmolodgicos foram analisados. O pri-

91



6 Conclusao e Perspectivas

meiro, descrito por uma equacao de estado linear proposta
por Babichev, e o segundo, representado pelo chamado gas
de Chaplygin. Sob determinadas condigoes, os dois modelos
considerados apresentam semelhancas dinamicas com o mo-
delo de concordancia césmica (ACDM).

O comportamento do caso nao estacionario foi feito de ma-
neira aproximada, simplesmente considerando t,.. ~ H~' de
forma a se obter uma estimativa da massa final do buraco
negro e da eficiéncia do processo de acrecao. Mostramos que
a massa do buraco negro acretando tais fluidos pode apresen-
tar um aumento significativo caso o buraco negro tenha sido
formado mais cedo no universo. Este resultado ocorre nos 3
casos examinados: o fluido de Babichev, o gas de Chaplygin
e o gas de Chaplygin generalizado. Isto sugere que o pro-
cesso de acrecao ¢ eficiente e, provavelmente, serd fisicamente

justificado no futuro por uma teoria mais rigorosa.

6.1 Algumas Perspectivas

Neste ponto, é importante apontar algumas perspectivas de

nosso estudo a ser investigado no futuro proximo.
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Embora o processo de acrecao esfericamente simétrica te-
nha sido revisto e discutido com bastante detalhe, existem
ainda muitas questoes pendentes que devem ser cuidadosa-
mente analisadas. Particularmente, em relacao a acrecao de
fluidos cosmoldgico aqui discutida, foi suposto que o ponto cri-
tico faz parte da solucao em analogia ao caso classico. Além
disso, o caso de energia phantom (p + p < 0), encontrada na
equacao de estado proposta por Babichev e em outros mode-
los cosmologicos, implica que a taxa de acrecao seja negativa.
E preciso investigar o significado deste resultado e, se a massa
do buraco negro de fato diminui, e também procurar entender
fisicamente como e por que isso acontece. Uma resposta mais
definitiva sera, provavelmente, fornecida apenas por uma te-
oria geral para processos nao estacionarios que considere o
problema da back-reaction [74].

Por outro lado, sabemos que processo de acrecao deve ser
fortemente influenciado pela métrica de fundo. Neste sentido,
lembramos também que estrelas de neutrons e buracos ne-
gros podem possuir um campo eletromagnético significativo

[75] e sao, em geral, sistemas girantes. Portanto, seria de
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grande interesse fisico considerar métricas mais gerais do que
a de Schwarszchild como, por exemplo, a métrica de Reissner-
Nordstrom e suas generalizagoes para buracos negros carrega-
dos. Estudos preliminares nessa linha de investigagao foram
recentemente publicados [29, 30]. Naturalmente, caso haja a
inclusao da rotacao, deve-se considerar a métrica de Kerr ou
mesmo Kerr-Newman para o caso de buracos negros carrega-
dos. Além disso, é importante também estudar o problema
sob condigoes mais abrangentes, ou seja, quando o processo
de acrecao nao pode mais ser considerado como sendo estacio-
nario. Alias, estudos que tratam de maneira mais consistente
do chamado problema da back-reaction ainda estao em fase
inicial.

Naturalmente, a suposicao de que o fluido acretado é me-
ramente um fluido de teste e, portanto, nao contribui para a
gravitacao, também deverd ser abandonada em tratamentos
mais consistentes, ja que a métrica passa a ser explicitamente
dependente do tempo. Apesar das dificuldades para se tra-
tar do problema de forma auto-consistente, podemos esperar

que o resultado obtido seja mais abrangente, que seja possi-
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vel comparar as solugoes com aquelas do caso mais simples e
verificar a validade das hipdtese adotadas, como por exemplo,
em relacao as escalas de tempo envolvidas no processo.

Tais linhas de desenvolvimento fazem parte das perspecti-
vas futuras do presente trabalho. Um dos objetivos princi-
pais serd explicar a formacao de buracos negros supermassi-
vos, tais como o quasar ULASJ112001.48+064124.3 [39] no
contexto do universo relativamente jovem (z 2 7).

O processo de acrecao para multiplos fluidos nao foi discu-
tido na literatura de forma consistente e tal estudo é fisica-
mente interessante, tanto na sua formulacao classica quanto
relativistica. A aplicacao para misturas de fluidos é de impor-
tancia consideravel tendo em vista a observacao do quasar
ULASJ112001.48+064124.3 [39]. Para z 2 7, devemos con-
siderar uma mistura de matéria e radiacao, pois a energia
escura é desprezivel em altos redshifts. A Termodinamica do
fluido que estd sendo acretado também deve ser investigada.

Finalmente, observamos que o estudo apresentado nesta dis-
sertacao pode também ser visto como um preludio para o caso

de discos de acrecao, ou seja, quando a hipdtese de simetria
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esférica é abandonada. Como mencionado na introducao, dis-
cos de acrecao sao fenomenos astronoémicos muito comuns e
que exercem um papel importante na acrecao de matéria em
diferentes corpos celestes e até mesmo na formacao de sis-
temas planetarios. O modelo padrao descrevendo discos de
acregao foi proposto em 1973 por Shakura e Sunyaev [76], mas
sua consisténcia e dificuldades conceituais vém sendo intensa-
mente discutidas na literatura [77, 78, 79, 80, 81]. Tal estudo
nos levara a discutir a influéncia dos processosf dissipativos
no fluido acretado, os quais devem ser importantes até mesmo
no caso de simetria esférica. Estao em andamento algumas
investigagoes nessa direcao, tanto para o caso classico quanto

relativistico.
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