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Resumo

Efeitos térmicos em teorias de calibre em {2+ 1) dimensdes sao estudados em
espagos onde as coordenadas podem ou nao comutar. No caso comutativo, a
dependéncia com a temperatura do tensor de polarizacio é calculada a um
laco em teorias envolvendo tanto bésons quanto férmions. Como aplicacio,
s8o calculados os processos de blindagem em tais modelos, chegando ao inte-
ressante resultado de que cargas magnéticas ndo sofrem tais efeitos na QEDj.
Uma prova véalida em qualquer ordem de perturbagdo é desenvolvida, confir-
mando este comportamento. Em teorias ndo comutativas, sdo estudadas as
corre¢oes a um lago ao coeficiente de Chern-Simons, sendo encontrado que
nzo existe o fenémeno da mistura UV/IR na teoria Chern-Simons-Higgs. O
comportamento assintético de tal coeficiente é analisado no regime de al-
tas temperaturas. Varios outros aspectos envolvendo os efeitos térmicos em
teorias de Chern-Simons séo explorados.



Abstract

Thermal effects in (2 + 1)-dimensional gauge theories are studied in both
commutative as well as noncommutative manifolds. In the first situation, the
finite temperature polarization tensor is computed at one loop for fermionic
and bosonic couplings. As an application, the screening masses are evaluated
and it is found the surprising result that magnetic charges are not screened in
QFED;. 1t is demonstrated that this result holds to any order in perturbation
theory. In the noncommutative case, the one loop zorrection to the Chern-
Simons coefficient is studied, and it is found that there is no UV/IR mixing in
the Chern-Simons-Higgs model. The asymptotic behavior of such coefficient
is analised in the high temperature regime. Several other interesting aspects
involving thermal effects of Chern-Simons theories are also discussed.
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Capitulo 1

Introducao

Os efeitos de temperatura comegaram a ser incorporados a Teoria Quéantica
de Campos (TQC) em meados de 1950. Neste periodo, existia um esfor¢o na
direcdo de se entender melhor os sistemas quénticos de muitos corpos. Um
dos principais trabalhos nesta linha foi apresentado por Matsubara em 1955
[1] e posteriormente tornou-se a base do formalismo de tempo imaginério. Em
linhas gerais, o objetivo deste formalismo € unir em uma mesma abordagem a
TQC e a Mecénica Estatistica (ME), levando consequentemente em conta as
diferentes caracteristicas de sistemas bosonicos e fermiénicos: usando TQC
pode-se considerar os efeitos das estatisticas dos campos envolvidos, através
dos comutadores e anticomutadores, e usando a ME, com a escolha dos en-
sembles, pode-se introduzir efeitos térmicos ao sistema. A realizacdo desta
unido da-se através de uma generalizagdo da teoria de campos usual, onde
o tempo é rodado no plano complexo de uma maneira especifica e passa a
ser interpretado como temperatura. Como consequéncia, este formalismo é
ideal para lidar com sistemas em equilibrio, onde o tempo nao assume papel
importante. Um dos motivos do grande sucesso desta abordagem foi a possi-
bilidade de se utilizar técnicas desenvolvidas na TQC usual para se estudar
efeitos térmicos. Trabalhos subsequentes ao de Matsubara foram desenvol-
vidos e novos formalismos surgiram®*. Nas abordagens de caminho temporal
fechado e Dinamica de Campos Térmicos, por exemplo, ndo é necessaria a
interpretacao do tempo como sendo temperatura.

Nesta tese apresentaremos vdrios estudos envolvendo os efeitos da tem-
peratura em teorias de calibre em (2 + 1) dimensdes, considerando sempre o

*Vérios livros que discutem estes formalismos podem ser encontrados na literatura
2, 3,4,5,6, 7]



caso em que o grupo de simetria interno é abeliano, e fazendo a andlise em
dois possiveis espacos: o comutativo e o ndo comutativo. Os efeitos térmicos
serdo sempre calculados no formalismo de tempo imaginério.

Teorias de calibre em (2 + 1) dimensdes tém comportamentos completa-
mente diferentes do usual, em (3 + 1) dimensdes. No plano, além da lagran-
giana de Maxwell, podemos escrever um novo termo invariante de calibre e
quadratico nas varidveis de campo, expresso por:

Les = ge"”"Au&,A,\, (1.1)

e conhecido como lagrangiana de Chern-Simons [8]. O parimetro x que apa-
rece na definicdo acima é o coeficiente de Chern-Simons e comporta-se como
um termo de massa para o campo de calibre A,. Teorias cujas lagrangia-
nas contenham a Eq. (1.1) apresentam caracteristicas muito interessantes
[9] e, em muitos casos, mesmo que um termo deste ndo exista na lagrangi-
ana original, ele é induzido radiativamente. Por exemplo, na eletrodindmica
quéntica (férmions interagindo com o termo de Maxwell) no plano, QFE Ds,
ele surge das correcoes, ja a um lago, ao propagador do campo de calibre
devido ao termo de massa do campo fermiénico. Neste caso, pode-se de-
monstrar também que o termo de Chern-Simons e o termo de massa para
os férmions comportam-se da mesma maneira com relacdo as simetrias dis-
cretas de paridade, inversao temporal e conjugacdo de carga: ambos mudam
de sinal sob as transformagoes de paridade e inversdo temporal e mantém-se
inalterados sob conjugacao de carga.

Podemos, assim, estudar em (2 + 1) dimensdes o modelo onde a lagran-
giana de Chern-Simons, Eq. (1.1), é acoplada & QF D3. Outra possibilidade
de teoria no plano corresponde ao acoplamento de L¢s as lagrangianas de
Maxwell e Higgs, respectivamente expressas por:

1
EM == —ZFH'UF“U, (12)
€
_ 2 A 2 212
Lu = D8 = 5 (12 - %), (1.3)

onde definimos a derivada covariante como sendo D,® = (9, — ieA,)® e o
valor esperado no vicuo do campo escalar v = (|®|) # 0. O propagador livre,
neste caso, adquire dois pdlos, dificultando assim a andlise dos processos de
blindagem: sabe-se, da teoria de resposta linear, que as massas elétrica e



magnética, relacionadas com tais fendmemos, podem ser obtidas, em teorias
onde o propagador completo desenvolva somente um pélo, das componentes
(0,0) e (4, 7) do tensor de polarizacdo. Se mais de um pélo continuar existindo
no propagador completo, incluindo as corre¢oes radiativas, fica a questao de
como identificar estas massas. Ainda classicamente, neste modelo surgem
solugdes tipo voértice eletricamente carregados estaveis com energia finita,
resultado ndo encontrado em teorias de Maxwell-Higgs em (3 + 1) dimensdes
e na QFD, [10, 11, 12, 13]. Devido a estas caracteristicas, processos como o
de blindagem de cargas, amplamente estudados em (3+1) dimensdes, podem
apresentar novos comportamentos no plano.

Independentemente do estudo de processos relacionados com a existéncia
de massas eletromagnéticas e suas consequéncias, podemos nos concentrar di-
retamente no coeficiente de Chern-Simons induzido, extraido do limite onde
o momento externo, p,, se anula, da contribuicdo com quebra de paridade
4 auto-energia do campo de calibre [16]. Este estudo tem sido amplamente
explorado ao longo das tultimas décadas, inicialmente no formalismo usual,
sem a inclusdo de efeitos térmicos, e posteriormente & temperatura finita.
Das andlises sem envolver temperatura, varios resultados aparecem. Um dos
mais importantes estd associado com o teorema de Coleman-Hill [17] e diz
que, em teorias abelianas nao existem corregoes radiativas acima de um laco
para o coeficiente de Chern-Simons. A prova deste teorema é baseada nas
invaridncias de Lorentz e calibre da teoria e na analiticidade das amplitu-
des. Sempre que um destes pressupostos é violado o teorema deixa de valer.
Exemplos nesta linha sdo teorias contendo particulas ndo massivas, onde
divergéncias infravermelhas quebram a analiticidade em torno de pequenos
momentos e teorias envolvendo temperatura onde sabe-se que tal analitici-
dade também nao é respeitada [7]. A extensdo do teorema para teorias nio
abelianas foi desenvolvida por Brandt, Das e Frenkel [18]. Calculos diretos
a dois lagos confirmam estes comportamentos nas duas situagoes [19]. Em
se tratando de teorias ndo abelianas, invaridncia de calibre grande obriga
o coeficiente de Chern-Simons a ser quantizado (em unidades da constante
de acoplamento). Resultados a um lago concordam com este pressuposto e
portanto a auséncia de correcoes em ordem superiores na constante de aco-
plamento é um resultado muito importante.

A inclusao de temperatura nos modelos torna a discussdo sobre a in-
variancia de calibre mais complicada: ja a um lago existe uma dependéncia
explicita com a temperatura o que, no caso de teorias nao abelianas, implica
em uma aparente quebra de tal invaridncia, uma vez que as corregoes ra-



diativas ao coeficiente de Chern-Simons passam a ser func¢des continuas da
temperatura. Este ainda é um problema em aberto, e estudos em (0 + 1)
dimensoes e em configuragoes particulares de campos abelianos em (2 + 1)
dimensoes indicam que a invaridncia de calibre da teoria pode ser obtida
nestes modelos somente ndo perturbativamente [20].

Ainda com relacao ao termo de Chern-Simons induzido dependente da
temperatura 7T, outra questdo relevante é a sua estrutura analitica. Como
sabemos, a introducao da velocidade do banho térmico u* altera a forma da
dependéncia das amplitudes com os momentos externos. No caso da auto-
energia do campo de calibre, por exemplo, surge uma dependéncia explicita
em u-pe (u-p)? —p*[7]. Em particular no caso do referencial de repouso
do banho térmico, onde u* = (1,0), tais componentes tornam-se u - p = po
e (u-p)® — p* = |[p]* e portanto, em geral, as contribui¢des relevantes tém
comportamentos distintos com relacdo a py e p. Entretanto, para modelos
de Higgs em (3 + 1) dimensdes, foi encontrado que quando as massas envol-
vidas nos lagos bosdnicos sao diferentes, os limites estdtico e de onda longa
sdo os mesmos [21]. Os modelos considerados ndo possufam nenhum termo
com quebra de paridade. Assim, esse estudo ndo traz nenhuma indicacao
de possiveis modificagdes na estrutura analitica quando o termo de Chern-
Simons ¢ incluido.

Até este ponto discutimos alguns dos principais aspectos envolvendo teo-
rias de Chern-Simons no formalismo de teoria de campos usual. De um miodo
geral, correcoes ao coeficiente de Chern-Simons sao esperadas em situagoes
que envolvam modificacées no comportamento de longas distancias dos mo-
delos em estudo. Isso acontece na teoria de campos a temperatura finita,
como mencionamos, e também se o espago subjacente é ndo comutativo [22].
O estudo da TQC em tais espagos foi inicialmente sugerido em meados de
1940 com a expectativa de resolver problemas de divergéncias ultravioletas,
ao proporcionar um corte natural para a teoria nesta regido de integracao.
Nas tltimas décadas o estudo destes modelos ganhou um novo impulso vindo
de teorias de cordas, onde certos limites reduzem o sistema a uma teoria de
campos em um espac¢o nao comutativo. Na teoria de campos de calibre em
um espago nao comutativo, podemos encontrar qualitativamente, ja no caso
abeliano, muitos comportamentos similares as teorias de Yang-Mills. Por
exemplo, o tensor F),, em tais modelos é expresso por:

F, =084, —8,A, +[A,, A, (1.4)



onde o asterisco no comutador indica o produto Gronewold-Moyal [23]. Como
consequéncia nestes espagos, de forma similar ao caso nao abeliano, o coefici-
ente de Chern-Simons abeliano deve ser quantizado para preservar invaridncia
de calibre [24]. Assim, o estudo deste coeficiente nestes modelos pode trazer
novas perspectivas no entendimento de processos fisicos.

Nesta tese iremos apresentar os trabalhos por nés realizados nas re-
feréncias [25, 26, 27, 28] sobre alguns dos aspectos acima discutidos envol-
vendo teorias de Chern-Simons, mais especificamente os processos de blinda-
gem e as corregoOes radiativas ao coeficiente de Chern-Simons dependentes da
temperatura. Inicialmente iremos estudar os processos de blindagem a um
lago em teorias envolvendo férmions e bésons. Em ambos os casos, veremos
que no regime de altas temperaturas somente um dos pélos do propagador so-
brevive. Para férmions, iremos demonstrar um resultado interessante: muito
embora na QE D3 o termo de Chern-Simons assuma um papel importante,
modificando intrinsicamente o seu comportamento eletromagnético, ele nao
é suficiente para fazer com que a massa magnética deixe de ser nula, compor-
tamento este reminiscente da QQED,. Neste caso, apresentaremos cdlculos a
dois lagos que confirmam esta afirmagao e, de uma forma mais geral, iremos
desenvolver uma prova valida em qualquer ordem de perturbacao.

Em uma segunda linha de trabalho, apresentaremos as corre¢des radi-
ativas ao coeficiente de Chern-Simons em teorias abelianas acopladas ccm
campos escalares, tanto em espacos comutativos quanto nao comutativos, a
Temperatura Finita. No caso comutativo veremos que, para modelos tridi-
mensionais envolvendo um termo com quebra de paridade o limite p, — 0
ndo é Unico, muito embora as massas envolvidas no célculo a um laco sejam
diferentes. No caso ndo comutativo, estaremos considerando somente o limite
estatico. Veremos que no modelo de Chern-Simons puro acoplado com campo
de Higgs nao existe o fenémeno de mistura das divergéncias infravermelha-
ultravioleta (IR/UV) para este termo (este nome é dado para o surgimento,
em espagos ndao comutativos, de divergéncias em torno de pequenos momentos
sempre que a equivalente contribuicao comutativa apresente uma divergéncia
para altos momentos). Em particular para o termo dependente da tempera-
tura, estaremos considerando um especifico limite p#7 — 0 (p sendo o mo-
mento externo e § o pardmetro que mede a ndo comutatividade do espaco),
e veremos que as contribuicoes planares e nao planares comportam-se de
maneira diferente com relacdo & temperatura. Resultados similares foram
encontrados em um modelo envolvendo férmions de Majorana [29].

A tese serd desenvolvida da seguinte maneira: no capitulo (2) iremos
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discutir os dois principais aspectos explorados neste trabalho, ou seja, for-
malismo de tempo imagindrio para o cdlculo dos efeitos térmicos em teorias
de campo e teorias de calibre em (2+1) dimensoes; em (3) apresentaremos os
calculos envolvendo o espaco comutativo, mais especificamente o cdlculo das
massas fisicas para os modelos de Maxwell-Chern-Simons-Higgs na fase de si-
metria quebrada e QE D3 com termo de Chern-Simons; o capitulo (4) contém
a andlise da correcdo radiativa ao coeficiente de Chern-Simons a um lago no
modelo de Chern-Simons puro acoplado a um campo de Higgs em um espaco
nao comutativo; os principais resultados e perspectivas de continuidade do
trabalho serdo apresentados em (5).



Capitulo 2

Aspectos Gerais

2.1 Formalismo de Tempo Imaginario

O formalismo de tempo imagindrio consiste em uma generalizacao da teoria
quantica de campos usual, na qual a varidvel temporal é rodada no plano
complexo de tal forma a estar no eixo imaginario negativo. Com isso, o tempo
passa a ser interpretado como temperatura, fazendo com que o formalismo
assim desenvolvido seja mais apropriado para descrever sistemas estatisticos
em equilibrio. A seguir, iremos estudar detalhadamente estas afirmagdoes.

Considere inicialmente um sistema mecénico descrito classicamente pela,
hamiltoniana H, independente do tempo. Na abordagem da mecanica es-
tatistica, a fisica deste sistema é obtida através do cdlculo da matriz den-
sidade p = p(f), definida em um particular ensemble através da funcdo K,
como:

p(B) = P, (2.1)

onde § = 1/(kT), com T sendo a temperatura do sistema e k a constante
de Boltzmann. Por exemplo, para o ensemble canbénico, K = H. J4 no
ensemble grande-canénico, K = H — ulN, onde N é o niimero de particulas
do sistema e p o seu potencial quimico [30]. Da expressio acima, vemos que
p(B) satisfaz a equagdo de Bloch, expressa por:

- = Kp. (2.2)

A partir de p podemos obter a funcao de particdo Z que contém toda a



informagao sobre o sistema estatistico, como sendo:

Z = Trp. (2.3)

Resolver o sistema significa determinar o trago acima, ou seja, somar p sobre
todo o espectro de energias do sistema. O problema é que, na maioria dos
casos, este espectro nao é conhecido de maneira exata. Podemos entao efetuar
um célculo perturbativo para obter Z. Consideramos que K possa ser escrito
como K = Ky + Ky, onde Kj é tal que Z(K,) é conhecida e K; é uma
perturbacdo imposta ao sistema. Com isso, desenvolvemos uma teoria de
perturbacdo de Z em torno de Z(Kj).

Uma consequéncia destas hipé6teses a respeito do sistema estatistico é que
podemos definir uma nova fungdo S = S(f), através de:

e = p=efFo5(p), (2.4)
de tal maneira que a equacgao de Bloch, expressa em termos de S, torna-se:
9S(B) _
——— = K;5(B). 2.
55 = Kis(®) (2.5

Como veremos a seguir, a expressao acima € similar a derivada com relagao
ao tempo do operador de evolugio temporal U(¢,#) da teoria quantica, ou
seja, S(B) é qualitativamente semelhante a U(t,') e esta serd a esséncia da
formulacdo da Teoria Quéntica de Campos a Temperatura Finita.

Para entender melhor o que acabamos de ressaltar, vamos considerar um
sistema quintico qualquer. Neste caso, os observaveis sao expressos através
de operadores em um espago de Hilbert, com caracteristicas que dependem
da representacdo escolhida. Na representacao de Schrodinger, por exemplo,
eles sao independentes do tempo. J& nas representacoes de Heisenberg e de
interacdo eles sd3o expressos, respectivamente, por:

On(t) = eH/h Og e HUR, (2.6)

@[ (t) = eiﬂot/h @5 e—iﬂot/h, (27)

onde Og é o operador na representacado de Schrodinger. Como é claro da
notacao empregada, estamos considerando que a hamiltoniana do sistema



possa ser decomposta como H = Hy + H;. A relagdo entre @H (t) e Or(t)
pode ser escrita com o uso do operador de evolugao temporal U (¢,, t2), como:

Ou®) =U(0,t) O;(t) U(t,0). (2.8)
Na equagao acima estamos definindo U (#1,%2) como sendo:

~

u(tl t2) — eif{otl/ﬁ. e—if{(tl—tg)/ﬁ. e—if{otz/h (29)
satisfazendo a seguinte equagao de movimento:

z‘h;%d(t, t) = Hi()U(t, 1), (2.10)
onde H; (t) e é o operador Hj na representacao de interacdo. Agora, ao com-
pararmos as Egs. (2.5) e (2.10) podemos interpretar a primeira delas como
sendo a equagdo de movimento para o operador S em uma representacao “mo-
dificada”de interagdo. Para isso, basta realizarmos uma rotacido do tempo
para o eixo imaginario negativo no sentido horario, { = —:hf, e mapearmos
H — K. Com estas mudancas, podemos estudar a Mecanica Estatistica
na abordagem quintica e esta é a idéia bdsica contida no formalismo de
tempo imaginario. Poderiamos comecar a apresentagao a partir deste ponto,
simplesmente definindo uma nova represensacao de interacao a partir de:

Ok (1) = efe™ Og e Kor, (2.11)

Como ja foi dito, o ponto de partida deste formalismo é a generalizacao
proposta na Eq. (2.11). Nesta linha, definimos também a representacio
“modificada” de Heisenberg como:

Og(r) = ek™ Oge K™
LAi(O, T) @K(T) LAi(T, 0), (2.12)

onde o operador de evolugdo temporal (modificado) é expresso por:

U, ) = eR"“e—R(TI‘T?)e‘R"T?, (2.13)

e obedece a seguinte evolucao temporal:



RLIL () (214)

O operador densidade neste novo formalismo passa a ser também uma
generalizacao da Eq. (2.1), expressa por:

p(B) = e7KP = 0L (B,0), (2.15)

de tal forma que os observdiveis da teoria passam a ser escritos como médias
estatisticas nos ensembles especificados por p, ou seja:

(0) = (O
 Trp0  Trpo
S R (2.16)

onde Z é a funcao de parti¢do do sistema. A partir desta formulacdo, po-
demos interpretar a TQC a T # 0 como sendo o caso usual, mas com 0s
observiveis sendo calculados como médias nos ensembles expressos por p e
K, ao invés de médias nos estados de vacuo. Novamente, de maneira analoga
ao caso cldssico, encontrar Z significa calcular o trago da matriz densidade.
Quanticamenie esta operacdo é realizada sobre todos os autoestados de H,
que na maioria dos casos nao sao conhecidos de maneira exata. Faz-se ne-
cessario, uma, vez mais, o uso de técnicas perturbativas.

Também podemos obter, em analogia ao formalismo usual, os mesmos
resultados utilizando o método de integragao funcional. Somente para ressal-
tar com um novo enfoque os principais conceitos envolvidos até aqui, vamos
apresentar a seguir esta andlise. Considere a fungao de particdo da Mecénica
Estatistica, expressa a partir da fungao densidade como:

Z(B) = Trp(B) = Tre PH. (2.17)

Por simplicidade, estamos considerando o ensemble candnico, onde K = H.
Neste caso, a operacdo de trago deve ser calculada em uma base completa
qualquer. Normalmente, considera-se esta como sendo o conjunto completo
de autovetores de H. Ao invés disso, vamos considerar o conjunto completo
de autovetores do operador de campo <;3 (vale salientar que, porque estamos

10



interessados em analisar apenas aspectos gerais do formalismo, considerare-
mos o caso bosonico; sempre que o comportamento difira qualitativamente
para o caso fermibnico, iremos ressaltar). Obtemos assim:

2(8) = / d(815(5)|4). (2.18)

Novamente aqui podemos facilmente identificar §(8) como sendo um ope-
rador de evolugao temporal para tempos imagindrios. Em outras palavras,
existe uma estrutura similar entre Z(f) e a amplitude de transi¢do da TQC
usual [31]. Assim, se fizermos a generalizacdo do operador evolugdo tempo-
ral proposta na Eq. (2.13) e seguirmos os passos da integracido funcional
chegaremos a [5, 6]:

Z(6) = /We— i drf Pote, (2.19)

onde L é a densidade de lagrangiana associada com H, no espago euclidi-
ano. A partir da Eq. (2.19), podemos expressar a média estatistica (2.16) em
termos de uma integracao funcional. Assim, a fungdo de particao Z e con-
sequentemente quaisquer observaveis estatisticos, como por exemplo pressao
e nuraero médio de particulas, podem ser calculados, sendao de forma exate.
pelo menos perturbativamente com o uso de técnicas similares as desenvolvi-
das nos métodos cradicionais. Podemos ainda obter as fungoes de correlagio
de maneira anédloga as fungoes de Green da TQC. Para isso, basta usarmos
a definicao do funcional gerador da fungdes de Green da teoria, neste caso
exXpresso por:

2(8) = / DepeJE 4 J altp—i@na (2.20)

de tal forma que a funcdo de Green G(m, 72), pode ser obtida como sendo:

1 8°Z(B;9)
Z(B) 67 (m1)dj(72)

_ 1 ~55(6)
757 | Déatnce
= G(n,m). (2.21)

§=0

onde por simplicidade estamos suprimindo a dependéncia em & das funcoes
acima. Também definimos a agao Sg(f) como sendo:
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Sg(B) = /0 ’ dr / Bzl (2.22)

Nesta linha muitos resultados da abordagem usual de TQC para o calculo
de diagramas de Feynman podem ser utilizados a T' # 0. Alguns exemplos
sdo o teorema de Wick e o cancelamento de diagramas desconexos [32]. A
principal diferenca aparece no fato de que nas integrais temporais para T" # 0
o tempo é considerado num intervalo finito ao invés de variar de —oo a +o00,
como na abordagem usual. Uma consequéncia direta deste fato é que na
transformada de Fourier de G as frequéncias associadas com o tempo finito

ki

sao multiplos inteiros de 5 Mais especificamente, através de um célculo
direto [7], obtem-se que, para bdsons, elas sao dadas por:

2mn
Wy, = —, 2.23
3 (2.23)
e para férmions:
2 1
w, = %, (2.24)

que sdo conhecidas como as frequéncias de Matsubara [32, 33]. Pode-se ainda
demonstrar que, no caso bosonico, as varidveis de campo satisfazem condicoes
de contorno periédicas com periodo f na componente temporal ¢ no caso
fermibnico, antiperiédicas [7]. Em resumo, para uma anslise perturbativa
no formalismo de tempo imaginério, podemos utilizar as mesmas técnicas
desenvolvidadas na TQC usual. Os vértices da teoria ndo se alteram; ja para
os propagadores, devemos considerar as componentes temporais dos quadri-
momentos como sendo iguais a wy,.

Como um exemplo, considere a teoria ¢*, expressa pela seguinte densidade
de lagrangiana no espaco de Minkowski:

2

1 A
L = 50.90"¢ - m?& - 6" (2.25)

O propagador do campo ¢ é dado, no espago euclidiano, por:

1 1
= = = = , (2.26)
ki +k2+m?2 w2+ k?2+m?
com wy, sendo as frequéncias de Matsubara, neste caso expressas pela Eq. (2.23).
Ja os vértices da teoria sao os usuais, ou seja,

A(k)

12



A
vértice quadrilinear — a (2.27)

A correcao de massa a um lago € escrita como:
d*k 1
~amt = o3 [ o
ﬁ ) k3 + k2 + m?

35 Z / il ! : (2.28)

P w2 + k2 + m2

Note que, uma vez que as energias assumem valores especificos neste for-
malismo, dados pelas Egs. (2.23) e (2.24), estamos utilizando o seguinte
mapeamento para as varidveis de integracao

/ -3 Z / &k (2.29)

As somas envolvidas no céalculo acima podem ser avaliadas sem dificuldades
[5, 6]. J4 as integrais restantes nas componentes espaciais sdo mais com-
plicadas e em geral requerem o uso de aproximagoes, como por exemplo os
iimites de 2lta e baixa temperaturas. Nos capitulos seguintes apresentare-
mos em detalhes alguns destes cdlculos. Assim, neste exemplo, para o termo
dependente da temperatura, obtemos [7]:

AmZ = + O(Bm). (2.30)

242

Podemos ainda calcular observaveis termodinamicos da teoria. Neste
caso, precisamos determinar a funcao de particdo Z. Novamente, em uma
teoria interagente, este calculo somente é possivel perturbativamente. Assim
temos:

fwe /DqS - Z l'(SE) (2.31)



No célculo que segue a partir deste ponto usamos, de maneira analoga a
TQC sem incluir temperatura, a técnica diagramadtica para obter In Z ordem
a ordem na constante de acoplamento, ou seja,

-8 5 1/g !l

1
= InZy+1In |:1 + ﬁ((S})l>(0,g)i| , (232)
; !

=0

onde o indice (0, ) aparecendo em ((S;)!) indica que devemos considerar as
médias com relagdo ao ensemble especificado por Hy e S.

O ultimo ponto que gostariamos de ressaltar é quanto a estrutura analitica
da Teoria Quantica de Campos a Temperatura Finita. Como sabemos, a in-
trodugao da velocidade do banho térmico possibilita uma nova dependéncia
das amplitudes. No caso da auto-energia do campo de calibre, por exem-
plo, surge uma dependéncia explicita em u - p e \/(u-p)? —p? [7], o que
no referencial de repouso do banho térmico, torna-se py e |p]. Isto nao é
nenhum problema, visto que este comportamento tem consequéncias fisicas
natirais. Como veremos no capitulo seguinte, certos limites em torno da ori-
gem do plano energia-momento estao associados com processcs fisicos bem
especificos. O processo de blindagem de cargas dentro de um plasma, por
exemplo, estd associado com o limite estatico, onde py = 0 e p — 0. Existe
também outro limite, conhecido como limite de onda longa, onde 5 = 0 e
po — 0, relacionado com oscilagoes dentro de um plasma.

2.2 Modelo de Chern-Simons

Antes de discutirmos teorias de Chern-Simons propriamente ditas, vale a
pena relembrar alguns fatos de teorias de calibre em geral. Considere, assim,
uma teoria representando férmions livres em uma dimensao D qualquer. A
lagrangiana deste modelo é a de Dirac, expressa por:

LY = P(x) (7", — m)p(x). (2.33)

Esta lagrangiana é invariante sob uma transformacao de calibre global, ou
seja,
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8 = ianh, S = —ion), (2.34)

onde o = constante é o pardmetro da transformacdo. Podemos promover
esta invaridncia de calibre global a uma invaridncia de calibre local (com
a = a(z)), através de um campo de calibre auxiliar 4,, que se transforma
como:

54, = d,0. (2.35)

Incluimos este novo campo na teoria de forma a preservar a sua invariancia
de calibre local, através de uma derivada covariante, ou seja,

D, =0, —ieA,, (2.36)
de tal forma que a nova teoria agora é dada por

Lp = P(z)(iv*D, — m)Y(z). (2.37)

Podemos ainda dar uma dindmica para este campo de calibre. A forma

usual de ser fazer isso é obrigando-o a obedecer a dindmica imposta pelas
equacoes de Maxwell. Neste caso, a sua lagrangiana é dada por:

1. ’
Lo == FuF", - (2.38)

e a lagrangiana total da teoria torna-se:

Lr=Lp+ L. (239)

A teoria descrita por L7 é a eletrodinamica.

Porém no plano, isto é, em (2 + 1) dimensoes, existe um outro possivel
termo quadratico no campo de calibre que, assim como o termo de Maxwell,
também respeita invariancia de Lorentz e de calibre. Este termo é dado pela
Eq. (1.1), ou seja,

Log = -’Z?GMA”a”A*‘ (2.40)

A teoria descrita pela Eq. (2.40) é conhecida como teoria de Chern-Simons [9]
e tem caracteristicas préprias [34], como veremos a seguir. Em primeiro lugar,
Lcs é de primeira ordem nas derivadas espaco-temporais. Desta forma, é de
se esperar que a dindmica do modelo tenha uma estrutura consideravelmente
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diferente da imposta pela lagrangiana de Maxwell. De fato, ao calcularmos
as equagoes de Euler-Lagrange, chegamos a:

F,, =0, (2.41)

ou seja, a teoria admite somente solugoes com configuracoes triviais de campo,
se nao estiver acoplada a algum tipo de matéria ou, pelo menos, que tenha
um novo termo cinético, modificando as suas equagoes de movimento. Neste
texto apresentaremos algumas possibilidades: acoplamento com uma corrente
J,, e com um campo de Higgs, e insercao de um termo de Maxwell.

Comegando por acoplar ao campo de Chern-Simons uma densidade de
corrente .J,, temos:

L= £C’S - AﬂJ”. (242)
Neste caso a equagdo de movimento torna-se:
K 73N
JH = Zc“ F,,, (2.43)

ou, em termos de componentes,

p = KB,

J' = ke E;. (2.44)

onde B e E representam os campos magnético e elétrico respectivamente.
Aqui notamos um resultado interessante: o acoplamento de Chern-Simons
pode ser visto como um vinculo ao sistema, ou seja, ele associa um fluxo de
campo magnético B a densidade de corrente p. Sempre que houver um, o
outro deverd aparecer também. A referéncia [34] traz uma boa discussdo das
consequéncias deste acoplamento.

Uma segunda possibilidade seria unir £y, Eq. (1.2), a L¢g. Neste caso
a equagao de movimento torna-se:

0, F™ + gemﬁFaﬁ = 0. (2.45)

Em termos do campo de Maxwell, podemos interpretar a introdugdo do termo
de Chern-Simons, L¢g, como um mecanismo para geragdo de massa para o
campo A, que ndo depende da escolha de calibre. Existem duas maneiras de
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entender melhor esta afirmacao. Uma é olhar diretamente para a equagao de
movimento acima, através do uso de um campo auxiliar F* = e#**F,,,. Ao
invés disso, ja pensando na teoria quantica, vamos examinar o propagador
do modelo, expresso, no espago euclidiano, por:

1 Pubv Dx pupu
B K] R Pl (2:46)

Dy (p)

onde estamos considerando um calibre covariante tipo Lorentz e p = (27nT, p).
Podemos identificar a massa do campo de calibre, m4,, como sendo o pélo
do propagador, ou seja,

my, = K. (2.47)

Neste contexto, vale lembrar que existe um outro mecanismo de geracao
de massa para o campo A,, conhecido como Mecanismo de Higgs, associado
com a quebra espontinea de simetria. Como veremos, juntando estas duas
possibilidades, obtemos uma teoria com caracteristicas préprias. Conside-
rando este caso, temos a seguinte lagrangiana:

Lycosa = Ly + Les + L, (2.48)

onde Ly é expresso pela Eq (1.3), ou seja,

A
L = |D,0f* = Z(|2f —v?)% (2.49)

Podemos, ainda, expandir o campo escalar em torno do seu valor esperado
no véacuo, (|®|) = v, como & = v + %(O’ + 1x). Fazendo isso e considerando
o calibre R, ou seja,

Lrg = —% (auA“ + feﬁvx)z, (2.50)

a lagrangiana Lpcsy torna-se:

Lycsy = ~1F P4 Zemr g9 Ay + 22A AF — i(6 AM)?
4 ¥ 2 # 2 267
1 1 1 1
+ 56#08“0 - —imgaz + iauxa“x - §miX2
¥ e’ 5 2
— eocO'xA, + 5(0 +x% + 2v2v0) A, A

17



A A
vo(o? + x*) — =(o? + x»)2 (2.51)

2v/2 16

Com esta escolha de calibre, o termo bilinear \/ivXa#A“, que mistura o béson
de Goldstone ao campo de calibre, desaparece. Estamos também definindo
as seguintes massas:

m? = 2e%v?,  m? = P, m2 = &Em?. (2.52)

O propagador do campo A, é dado por [25]:

1

(p? +m3) (p* +m2)

(1= 9@ +m?) — &x”
p* +&m?

Dp(p) =

X 5/,;1/ — PuDv — K€uwaPr | (253)

COIm

(2.54)

s K24+2m? & |k|VK2 + 4m?
mi = .
2

A teoria descrita por Lycsy possui muitas propriedades interessantes,
algumas delas completamente diferentes das existentes no acoplamento do
campo de Maxwell com o campo de Higgs. Olhando diretamente para o
propagador (2.53), por exemplo, podemos notar a presenca agora de duas
massas fisicas, m=. Este resultado era, de certa forma, esperado, uma vez que
introduzimos na teoria dois mecanismos de geragcao de massa para o campo
de calibre: a massa topoldgica x e a massa gerada via mecanismo de Higgs.
Algumas questdes surgem devido a esta propriedade, como por exemplo,
como fazer a analise dos processos de blindagem, j& que as massas fisicas
com eles associadas podem ser obtidas dos pdlos do propagador. Deixaremos
a andlise deste ponto para ser explorada mais profundamente no préximo
capitulo.

Outra caracteristica estd associada com a existéncia de solugbes estaveis
com energia finita. Em (2 + 1) dimensoes, sabe-se que as teorias de campo
de Maxwell acoplado com campo de Higgs, tanto abelianas [10] quanto
ndo abelianas [11], ndo admitem solugdes tipo vértice eletricamente carre-
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gado com o comportamento acima*. J4 a insercdo, nestes modelos, de um
termo de Chern-Simons altera completamente esta estrutura, possibilitando
a existéncias de tais solugdes [12, 13].

2.3 Simetrias Discretas

Outro aspecto interessante a ser discutido é a questdo das simetrias discre-
tas. Para fazer esta andlise, vamos considerar a QE D3 com a insercao de um
termo de Chern-Simons, na representagao de Dirac de menor dimensionali-
dade para as matrizes gama.

A transformagcao de paridade em (2+1) dimensées tem que ser redefinida,
uma, vez que a usual, levando 7 em —Z, corresponde no plano a uma rotagso.
Assim, esta transformacdo deve ser tal que somente uma das componentes
espaciais se altere. Neste caso, podemos escolher, sem perda de generalidade,
por exemplo,

Ty — —I, To — To. (255)

Para garantir que o termo cinético mude no maximo por um sinal, fazemos
com que A; seja a dnica componente do campo de calibre que se altera nesta
transformagéo e consequentemente, pode-se facihnente demonstrar que, sob
esta transformaco, o termo de Chern-Simons muda de sinal. J4 o campo ¥
transforma-se sob paridade como:

w(:l’-l’x?’t) — fylw(_xh:r?at)a (256)

alterando assim o sinal do termo de massa para o campo fermiénico. Sob
inversao temporal, tanto o termo de Chern-Simons quanto o termo de massa
para o campo fermidnico mudam de sinal, j4 que, neste caso, A —Ae
1 — v*1p. Somente a transformacao de carga, expressa por:

(v = -C7'y"C, (2.57)

*Um vértice é o andlogo, em (2 + 1) dimensdes, do monopdlo magnético em (3 + 1) di-
mensoes [35]. Monopélos magnéticos passaram a ser incorporados & eletrodindmica cldssica
de Maxwell a partir de estudos feitos por Dirac [36] em meados de 1930 e possibilitaram
uma explicac¢do, a nivel quantico, da quantizagio da carga elétrica. Mais tarde ’t Hooft
incorporou esta andlise as teorias de Yang-Mills [37].
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mantém a lagrangiana L invariante. Podemos concluir dai que o termo
de Chern-Simons e o termo de massa do campo fermidnico estdo relaciona-
dos entre si. Uma consequéncia disso é que em uma andlise perturbativa,
corregoes radiativas para o termo de Chern-Simons podem ser geradas a par-
tir do termo de massa fermidnico e vice-versa.
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Capitulo 3

Processos de Blindagem

3.1 Introducao

3.1.1 Teoria da Resposta Linear

O objetivo da teoria da resposta linear é calcular a alteracdo sofrida por
um sistema, inicialmente em equilibrio térmico, devido a uma pequena per-
turbacdo externa. A correcao é medida, em primeira ordem na varidvel ex-
terna, através da variacao na média estatistica dos observaveis. Apresen-
taremos a seguir as linhas gerais desta teoria. Este tipo de discussdo pode
ser encontrado em vdrios livros didéticos [3, 5, 6]. Nés seguiremos o estudo
desenvolvido em [3].

Vamos considerar um sistema quantico em equilibrio, expresso, na re-
presentacao de Schrédinger pelo operador hamiltoniana H independente do
tempo e pelo vetor de estado |1s(t)). Agora, suponhamos que em ¢ = ¢, uma
fraca perturbacdo externa ao sistema, H®, seja ligada. Devido a esta mu-
danga, o vetor de estado passa de |1s(t)) para |[s(t)). A evolucdo temporal
destes vetores é governada pelas equacoes:

0 ;
tho [¥s(t)) = Hlys (1)), (3.1)

i |Bs(0) = [+ B=(0)] Ws(0). (32)

“No primeiro caso, isto é, para o sistema nao perturbado, a solugao de (3.1) é

dada por:
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s (t)) = e HMps(0)). ¢ <t (3.3)

J4 para t > tg, vamos considerar que a solu¢do da equagdo da Eq. (3.2) possa
ser escrita como:

[Bs (1)) = e HRAt) [ys(0)), (3.4)

com A(t) = 1 para ¢ < t,. Para que (3.4) satisfaca (3.2), A(t) deve obedecer
a seguinte equacao:

aA 'Ter A
92 (1) = A () Aw), (35)
onde H(t) = eifit/h feste=illt/h ¢ o operador hamiltoniana externa na re-

presentacdo de Heisenberg. Se considerarmos que He*t seja pequeno, entdo
A(t), até primeira ordem em He*, pode ser expresso como:

4
At) =1—4w | dt HEY), (3.6)

to

de tal forma que o novo vetor de estado, Eq. (3.4), torna-se:

Bs() = e FUMA®)]s(0))
= e iHt/M [1—¢h—1/t dt’ He= (¢ )} [s(0)). (3.7)

Com este resultado podemos calcular o valor esperado de um observavel
qualquer O no estado final como sendo:

(F5(5)|Ols (1))
= (On)np +ik! / (W), Op(Onp,  (3.8)

to

(O@))

onde estamos considerando somente termos lineares em H&* e o indice n.p.
indica que a média estd sendo tomada com relacao ao sistema nao perturbado.
Além disso, o simbolo [,] indica o comutador. Da expressido acima, obtemos
a variacao sofrida por O como sendo:
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50@) = (0@t)) = (OW))ns.

= i / at (), Onr (D)) mn (3.9)

0

0 que, em termos do operador densidade p e da fungao de particao Z pode
ser escrito como:

§(0@)) =ikt Z7! / t dt'Tr plHEHE), Og(t)]. (3.10)

to

3.1.2 Processo de Blindagem na QF D,

Como exemplo, considere um plasma a temperatura 7', onde sd@o colocadas
duas cargas elétricas classicas puntuais ), e ()2 nas posigoes I e Iy, respec-
tivamente. A variacao na energia dentro do plasma é proporcional a:

V(Z1,5) ~ / &’z [Efl(fl, Z) - (By) (&2, %) + Eg(23, %) - (E1) (31, %) |,
(3.11)
onde Ef’ ,1=1,2 sdo os campos elétricos cldssicos (obedecendo, portanto as
equacoes de Maxwell) gerados por Q1 e @2, e E,- é o campo dentro do plasma
(j& considerando o efeito da carga 7).

Uma vez que Efl , = 1,2, sao conhecidos da teoria classica, precisamos
somente calcular (E;). Para isso, vamos utilizar a teoria de resposta linear.
Neste caso, H, H' e H®® s30 as densidades de hamiltoniana dos sistemas nio
perturbado, perturbado e externo, respectivamente dadas por:

1= 1=

— _E2 gy 54 )
H 5 + 2B , (3.12)

/ 1 = el 2 1 2 4
H :§(E+E ) +§B, (3.13)

e
L o 1 =

H = F - B + 5(Ecl)Q, (3.14)
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devido & presenca de uma carga () no plasma. A variagao na i-ésima com-
ponente do campo elétrico no plasma devido a presenca da carga é expressa,
pela teoria de resposta linear, através da Eq. (3.10), como sendo:

S(E(Z,8)) ~ —i /0 dt / d B TeplEAE, £), By (&, 1)]0(t — £), (3.15)

onde a funcdo 0(t—t') ndo altera a expressao e foi colocada de modo a facilitar
a identificacdo do comutador acima com as fungoes de Green da teoria. Os
passos seguintes no calculo de §(F;(Z,t)) envolvem escrever os campos E,
em termos do potencial vetor A,, a imposicao das regras de comutacao para
estes campos e a utilizagao das propagadores e funcoes de Green para o campo
A,. Estas contas j& foram apresentadas na literatura sob vérios enfoques®*.

Assim, sem entrar em detalhes, pode-se demonstrar que:

3 -~ - -
(Ei(2)) = — / (;iwl;?,e”“"""E;l(k)k,-ijﬁ,(O,k-). (3.16)
Aqui DE representa a fungio de Green retardada da teoria e estamos con-
siderando um calibre covariante qualquer tipo Lorentz. Finalmente, se in-
cluirmos as correcoes radiativas provenientes da teoria quantica, o potencial
entre duas cargas puntuais (}; e (), separadas por uma distanciz R dentro
do plasma, Eq. (3.11), torna-se:

= 3k s 1
V(IR=% — %) = Q:Q /—e’k'Rq——q, 3.17
R=m=2) =08 [ o™ ey O
com II,, sendo o tensor de polarizagao, satisfazendo a seguinte decomposicdo:
H[U/ = HIP;U/ + H?Q;ﬂ/) (318)
onde '
= 2
< PuDv p_ _
P, =0, — %2 , Qu = ?uﬂu,,, (3.19)
com

_ u .p . -
Uy = Uy — p—gpm Pu =pu — (u-puy, O = O — uptty,  (3.20)

*Veja, por exemplo, a referéncia [5].
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e u, sendo a velocidade do banho térmico (no referencial de repouso ex-
pressa por u, = (1,6)). Desta forma as componentes II; e IlI; sao dadas
respectivamente por II; = II;; e II, = Ilpy. Note que, uma vez que o tensor
de polarizacdo envolvido na integracdo em (3.17) deve ser considerado em
ko = 0, estamos interessados no limite estdtico desta amplitude.

Para interpretar o resultado expresso em (3.17) , vamos considerar o caso
onde R > 0. Neste limite, o termo dominante na integral (3.17) vem de

k ~ 0. Assim, definindo a massa elétrica m,; como sendo:

m?2, = T (0, 0), (3.21)
a Integral (3.17) torna-se:
/ ek g 1 _ / d3k iR 1 N e~ MR
(2m)3 k2 + TIg(0, &) (2m)3 k2 +m2 R’
(3.22)

ou seja, ¢ um potencial de Yukawa. Uma interpretagao deste resultado é
que o plasma interage com a particula carregada amortecendo o seu efeito a
longas distancias: parte dos ions livres com carga negativa dentro do plasma
“blindam” o efeito das cargas positivas livres. Este fendmeno é conhecido
como blindagem (figura (3.1)). Podemos também estudar o efeito de in-
teracdo de campos magnéticos classicos com o plasma. Neste caso, obtemos
uma expressdo muito semelhante & Eq. (3.22), com m,, sendo trocado pela
massa magnética, definida por:
m2,., = I = I1%(0, 0). (3.23)
O efeito de blindagem foi extensamente estudado em (3 + 1) dimensoes e
varios resultados sao conhecidos. Na QF Dy, por exemplo, as massas fisicas
foram calculadas até ordem €7 em [14, 15], como sendo:

T
Met = =+ O(€*T),  Mumag = 0. (3.24)

V3

J& para a eletrodindmica escalar, as massas fisicas foram calculadas em [38]
e sao dados por:

T
Met = =+ O@ET),  Mumag = 0. (3.25)

V3
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Figura 3.1: Fenomeno de blindagem dentro do plasma.

Neste capitulo faremos uma andlise do processo de blindagem em (2 + 1)
dimensoes. Este estudo € interessante e como veremos, apresenta novos re-
sultados com relagao ao caso quadridimensional por varios motivos. Quali-
tativamente, no plano, sabemos que o termo de Chern-Simons assume um
papel muito importante em teorias de calibre, alterando consideravelmente as
caracteristicas magnéticas do modelo. Na teoria de Maxwell-Chern-Simons-
Higgs na fase quebrada, por exemplo, j4 podemos perceber o seu efeito no
propagador, Eq. (2.53). Note que ele possui duas massas distintas m. As-
sim, se estas massas continuarem a existir no cdlculo perturbativo, fica a
questdo de como generalizar este processo, de forraa a englobd-las. Vale sa-
lientar que em (2 + 1) dimensdes, devido & mudanca d*k — d?k, embora o
potencial entre duas cargas ndo possa mais ser escrito através da Eq. (3.22),
ele ainda pode ser determinado como sendo:

Il
) e,
Al

o

mﬂ

Eod

=1t
et
)

+ =

(3.26)

onde Ky é a fungao de Bessel modificada, e estamos considerando o seu
comportamento assintético para grandes valores de R.
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3.2 Resultados a um laco .

3.2.1 Tensor de Polarizacao no modelo Maxwell-Chern-
Simons-Higgs

O modelo que iremos estudar inicialmente é o Maxwell-Chern-Simons-Higgs
na fase quebrada, expresso pela seguinte lagrangiana:

1

by
TFu P+ ge’“”\Aua,,A,\ +1D, 8 = 2@ =% (3.27)

L=
Expandindo o campo escalar em torno do seu valor esperado no vécuo,
(|®]) = v, como & = v + %(a + ix) e considerando o calibre unitdrio, no
qual o campo de Goldstone desacopla completamente do campo A, podemos
reescrever £ como:

2

1
L = —FuP" + S 4,0,A0+ - A,4
1 m2 e? Av A
+ iauaa"a — 702 + 5(02 +2v2v0) A A¥ — m(ﬂ - E04

(3.28)

Vamos efetuar o calculo envolvendo temperatura no formalismo de tempo
imagindrio. Neste caso, os propagadores devem ser expressos no espago eu-
clidiano. Temos, portanto, para o campo de calibre:

1
Pult) = oy )
X [5uu(p2 + m?) +puqu - meﬂ,,,\p,\J , (3.29)
e para o campo escalar o:
DY (p) = 5=, (3.30)
’ (p? +mZ)

onde p = (wy,p) e w, = 27nT sdo as frequéncias de Matsubara para campos
bosénicos. Também estamos utilizando as Egs. (2.52) e (2.54), ou seja,
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m? = 2e%v?, m2 = \?, (3.31)

k% + 2m? + |k|VK2 + 4m?

mi = 5 : (3.32)

Novamente aqui vamos ressaltar a presenca de dois pélos massivos para
o campo de calibre, Eq. (3.29). Como ji comentamos no capitulo anterior,
este resultado é esperado, uma vez que estamos introduzindo na teoria dois
diferentes mecanismos de geracao de massa para este campo.

A seguir, iremos calcular o tensor de polariza¢ao a um lago.

Figura 3.2: Diagramas alca, fig. (a), e sol nascente, fig. (b), que contribuem
para a auto-energia do féton no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs e
calibre unitario. As linhas pontilhadas representam o campo o e as ondula-
das, 0 A,,.

Neste calibre, temos que calcular apenas dois diagramas: o alca e o sol
nascente, figura (3.2). O diagrama alga contém apenas um termo que con-
serva paridade, ou seja,

al 9 d’k 1
H;u/ - 26 6/“’ Z/ 27.‘. 2k2 + U)2

= 22/ Tk lﬁwa) (3.33)

onde ky =27nT e
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w? = k2 +m?. (3.34)

A soma em n pode ser calculada de diversas maneiras. Nés iremos sempre
utilizar a seguinte férmula:

Z f(n) = —mRes[f(z) cot nz], (3.35)

onde os residuos sdo calculados nos pélos de f(z) [5, 6]. Com o uso da
PRPPE al .
expressdo acima, 17, torna-se:

1 &’k 1 -
[ = 58 / ;— coth 5 z (3.36)
Lembrando que:
Bx
th—=14+ —— .
coth = + T (3.37)

podemos extrair a parte dependente da temperatura como sendo:

al(y _ 2 d’k 1 1 - _ i
M (T) = €%, (27)2 w, eBwe —1 O 2r 3 1

n(l—e®m).  (3.38)

Vale ressaltar que, apesar de termos conseguido obter um resultado exato,
valido para qualquer temperatura, nem sempre isso € possivel. De fato, como
veremos a seguir, ja no cédlculo do diagrama sol nascente seremos forgados
a considerar alguma aproximagcdo para resolver as integrais espacias. Como
iremos somar as contribuicoes provenientes dos dois diagramas no resultado
final é interessante expressar Hal - (T') no regime que iremos estudar. Consi-
derando, por exemplo, o limite de altas temperaturas’, temos:

2
I-W2 ﬁ

O cdlculo do diagrama sol nascente, figura (3.2)(b), é um pouco mais
delicado por varios motivos. Primeiro, podemos observar que este diagrama

m2l(7) = In(Bm,). (3.39)

tEste limite existe ainda na fase de simetria quebrada. Por exemplo, para A ~ 1074,
a temperatura critica T, na qual a simetria é restaurada é da ordem de 10?m [39, 7] e
portanto existe uma temperatura T inferior a T, e ainda suficientemente grande para que
possa ser considerada a expansio de altas temperaturas.

29



apresenta dois termos, um com paridade conservada e outro com quebra de
paridade, ou seja,

D) = _seto? Z/dk Sy (B2 + w2) + kyh, BEEE e b
weP) B 2 (k2 + wk) (kZ + wl)[(k + p) + m2]
= H;w(PC) (p) + H/.UI(PV) (p)7 (340)

onde definimos:

w® = k2 +m?, wl = k2 +m2. (3.41)

Também introduzimos as componentes com paridade impar e par, respecti-
vamente por:

1
HEB(PV)(p) = 8564026;“/,\3
= / d%k ks
o= | (2m)% [(ko + po)? + (K + P)2 + m2](kZ + w?)(kZ + w2)
(3.42)
e
HS _ 8 4 2]‘
uu(PC)(p) = —oev 4
y Z / d2k 8y (K2 + w2) + kb, EEE )
ko +po)2+ (E+p)2 + mg] (2 + w2 ) (2 + w?)
(3.43)

Na andlise que iremos desenvolver estaremos considerando dois casos: a.
limite estdtico, onde pg = 0 e p — 0, e b. limite de onda longa, onde
p=0epy — 0. A escolha destes limites estd diretamente relacionada com
a obtencao das massas fisicas do sistema. As massas elétrica e magnética,
por exemplo, podem ser obtidas, como j4 apresentamos na introdugao deste
capitulo, do limite estédtico do tensor de polarizagdo, Eq. (3.21).
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Limite Estatico

Partindo da Eq. (3.42) e considerando py = 0, temos:

1
HSH(PV)(I?) = 8"364U25uuz\g

kx
Z/ (k2 + (E+P)? + m2] (k2 + w?) (k2 + w?)
(3.44)

Olhando em separado para cada uma das contribui¢ées a IT,, (A =0e A =3),
¢ imediato concluir que:

ey () = 0, (3.45)

devido & antisimetria do integrando na Eq. (3.44) (a soma em ko para A =
0 é impar). Consequentemente, nos resta calcular apenas a componente
ngnpv) (p). Podemos ainda, antes de efetuar a soma, expandir o integrando
em torno de p'= 0. Utilizando:

1 1 2p
k2 + (k + p)? + m2)] (kg +w2) (kg4 w?)?

obtemos, para pequenos momentos,

sn 42 1 d’k L 0
HOi(PV)(ﬁ) = 8ke'v EOijE ij 14-2p k(’)(mQ)
1
% Z (k2 + wi) (k2 + w2) (k2 + w)

+  0@FE . (3.47)

O primeiro termo no integrando (linear em k;) se anula devido a antisimetria.
Chegamos assim a:
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1
ngr(lpv)(ﬁ‘) = 16:‘41641)2601']'])[5

0 d’k 1
. o(m2) / (27r)2kj ki ; (k§ +wi)(k§ + w?)(k§ + w?)
+ O ?), (3.48)

O préximo passo consiste em efetuar a soma em ky = 27nT. Com o uso
da Eq. (3.35), chegamos a:

(o}

1
T Y BT BBt

n=-—0oo

1 oo coth(ge) o coth(25%)
2 | (m} —mi)(mi—m2) (mi—mi)(m}—m?)

wL_ coth(ﬁ“’T‘) ]

(m2 — m2)(m2 —m?) (3.49)
Substituindo este resultado em II3 5y (P), Eq. (3.43), temos:
e () = 4re*veo;p;
y o / A2k ]? u}l—ocoth(ﬁ%)
o(mz) J (2m)? | (m}—mi)(mZ —m?)
o coth(5%)
(m3 —m2)(m} —m?)
L coth(£%=)
(m3 —m2)(m3 —m2) |
(3.50)

A parte com T = 0 da expressao acima pode ser extraida diretamente
com o uso da Eq. (3.37) e concorda com resultados obtidos no formalismo
usual [40] (vale salientar que esta comparagdo deve levar em conta o fato de
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estarmos fazendo o cdlculo no espaco euclidiano). A corregdo dependente da
temperatura é dada por:

HgirzPV) (ﬁ, T) = 8!‘664U260i]’pj
G, &k w-B(Ws)
X k? Yo
o(m2) J (2m)?" | (m2—mi)(m2 —m?)
ﬁnB(w+)
(m2 — m%) (m? — m?)
N ona(w-)
(m2 —m?)(m2 —m?2) |’
(3.51)
onde estamos utilizando a funcdo distribuicdo bosénica, ou seja,
- 3.52
np(z) = . (3.52)

As integrais que aparecem na Eq. (3.51) podem ser expressas em termos
da fungio h,(y), definida como [5]:

ha(y) = /0 ) ( nd L (3.53)

2 + yQ)% e(z2+y2)11’—1

e, em geral, ndo podem ser calculadas de maneira exata. E possivel, porém,
obter os seus limites para pequenos valores de y [5, 39]. No apéndice (A)
iremos calcular explicitamente h3. Com o uso deste resultado, podemos obter
a integral que aparece na Eq. (3.51), ou seja,

d’k k2
I = / (ZT)QEnB(w)
o L ORACOM TR | ERCCUNMCED
onde ((x) é a fungdo Zeta de Riemann [51]. Com o uso de (3.54), extraimos

o termo dominante, a altas temperaturas, de HS}%PV) (9, T), Eq. (3.51), como
sendo [25]:
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dketv?

Hgﬁpv) B T) = 78 €0 F' (Mg, m—, mo) = €oi;p;1ls, (3.55)
onde definimos:
4retv?
g = e F(my,m_,mg), (3.56)
e
- m? In (2—:“) m?2 In (7,11—;)
s Mes o) = T Yk — 2 (i — 2 )(m — )P
1

+ (3.57)

2(mZ —mi)(m} —m2)
Deste resultado pode-se também obter o limite de uma teoria de Chern-
Simons pura, no qual o termo de Maxwell é retirado da lagrangiana. Este
limite é obtido de (3.55) considerando-se €2, kK — 0o, com €?/k finito. Neste
caso, m,4 — 0o, m_ — m?/|k| e (3.55) torna-se:

" k e*m_ |2m% In(2=) + m2 — m?2
Moitpvy (0, T) — —C0Pi o >

(3.58)

(mt —m2 )"

No préximo capitulo iremos obter o mesmo resultado de uma outra maneira.

O termo com paridade conservada pode ser calculado explicitamente, uti-
lizando passos muito semelhantes aos acima apresentados. Existe, porém, um
caminho alternativo para este calculo, se lembrarmos que, & temperatura fi-
nita, a auto-energia do campo de calibre pode ser parametrizada, na fase de
simetria quebrada, como [15, 7, 26]:

I, (p) = Puunl(p) + QuIla(p) + 6, 113(p) + vy (p), (3.59)

onde
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Pu =6, — Z%, Qu = 23,4, (3.60)

com

Uy = Uy — %}Tppu, Pu =Py — (¥~ D)uy, Opv = Oy — UpUy.  (3.61)
e u, sendo a velocidade do banho térmico (no referencial de repouso expressa
por u, = (1, 6)) Os dois primeiros termos sdo os usuais, associados com a
decomposicao do tensor de polarizacdo a T # 0. Ja II3 aparece porque
estamos considerando o sistema na fase quebrada. Usando esta decomposic¢ao
podemos, através de uma algebra direta, obter cada uma das componentes
associadas com o termo de paridade conservada. Assim, temos:

M) =~ () + ) — 2522 i ),
H2(P) = M _HOO(p) + %Hi'@)
Po— D -. p2 v
[
II3(p) = %Hoo(p) - 2ﬁ—i2pi—];jﬂij(p). (3.62)
Do—Pp bhb—pP°Pp

No limite estatico , as componentes acima tornam-se:

DiD;
IT; (p) = I;(p) — 2 52] IT;;(p),

I,(5) = pg;j IL;; (7). (3.63)

Ao invés de calcularmos diretamente II,,(pcy, € muito mais simples calcular
II;, II; e II3 que dependem somente de Ilyy, II; e pip;IL; . Além disso,
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estas componentes sao suficientes para determinarmos as massas elétrica e -
magnética do sistema.
A componente (0,0) da Eq. (3.43) é dada, para py = 0, por:

2 2 k2 +w? +rc
IS0 () = —dePm? - Z/ (k3 + w?) + k2 .
B 2 [k2 + (k+ )2 + mg](k§+w+)(k§+w3)

(3.64)

Novamente aqui, utilizamos passos similares aos utilizados no célculo do

termo com quebra de paridade: a expansdo em pequenos momentos (neste

caso estamos interessados no termo independente de ) e a soma em ky. Con-

siderando somente a contribuicao dependente da temperatura, no limite de
altas temperaturas chegamos a [26]:

e (F=0;T) = I (po= 0,7~ 0;T)
— i 4m? (m2 - mg) In Y
 2np (m2 —m2)(m2 — m?) m_

B 4m2(72n2 —2m'i) o (E)} ,(3.65)

(mZ —m2)(m? — m

onde nds empregamos, de maneira andloga ao cdlculo da Eq. (3.54),

/%%ng(w) — —% + 0(8°), (3.66)
/%wna(w) — 25:;2 ;nﬁ O(8°). (3.67)

O calculo de II; é semelhante ao de Il e fornece, a altas temperaturas, o
resultado [26]:

M7= 0;T) 3R (po = 0,7 = 0;T)

e2
= 55l 4l(em,) +2

4(2m* — 3m2m? m2_/<a2—|-m4_)l (ma>

2

(mZ —m2)(m} —m2)
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(mZ —m%)(m% —m?) my
(3.68)
Finalmente,
PB3 [0 (g = 0,5 0;T) = ST (pp = 0,5 0;T) (3.69)
]52 ij bo=U,p 3 _2ii Po=U,p ) . .
Segue, portanto que, no limite estatico,
1" (py = 0,5 — 0) = 0,
sn - e’ 1
15" (po = 0,5 — 0) = -2 o f In(Bm,)| + O(E)’
e
152 (py = 0,7 — 0) = 2 e—zln(ﬁ )|+ o (3.70)
3 pO - ;p / — 27'['6 ma- IB . .

Adicionando a este resultado a contribuicao proveniente do diagrama al¢a,
chegamos finalmente a

Hl(pO = O)ﬁ_) O) = Oa

2

T (po = 0,7 — 0) = —2 ETE ln(ﬂma)] ,

2

Ma(po = 0,7 = 0) = [ﬁ 1n</3ma)] . (3.71)

Limite de Onda Longa

O limite de onda longa pode ser efetuado de maneira andloga ao limite
estatico. A diferenca aparece somente no momento de tomarmos a extensao
analitica para py continuo, neste caso expresso pelo momento de efetuarmos
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a expansao em torno de py = 0. Somente ap6s da soma efetuada e das pro-
priedades de periodicidade terem sido utilizadas, é que podemos efetuar a
extensdo analitica. Considerando = 0 na Eq. (3.42) temos:

1
HiE(Pv) (o) = 8"5347’26#”/\5

d2k kx
X Z [(k 2)( 2 2) (k2 2y
(ko + po)? + w2](k§ + wi ) (k§ + w?)
(3.72)

Neste caso, de maneira andloga ao caso estatico,

Moitpvy(Po) = 0, (3.73)

por simetria, e 155y (po) é expresso por:

2

1
stjr(lPV)(Po) = 8ke'v 601‘3‘5

y Z/ d?k kO
)2 [(ko + po)? + w2](kZ + w2) (k% + w?)

(3.74)
Efetuando a soma em ko, com o uso da Eq. (3.35), obtemos:
ko
T
n;oo [(ko + po)? + w2](k§ + w2) (k3 + w?)
_ 1 i coth(2%+) ~ i coth(£2=)
4 [(pO — iW+)2 -+ w?,](mi — m2_) [(po — iw_)2 + wg](mi — m2_)
N coth(Z2=) (—po + 1w,)
W [(=po +1w,)? + wi][(—po + iw,)? + w?]
- = ow), (3.75)

onde utilizamos as propriedades de periodicidade da cotangente para simpli-
ficar o dltimo termo da expressao acima. Somente agora podemos considerar
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valores continuos de pg . Desta forma, para T # 0, o termo linear em py
é dado por (considerando apenas o termo dominante na expansio de altas
temperaturas):

4re*vien;;po In(Bm,)
8  (mZ—m%)(mZ—-m?2)

HszI%PV) (po; T) = (3.76)

Aqui vale a pena confrontar os valores obtidos para o termo com quebra
de paridade nos dois limites avaliados. Comparando as Eqgs. (3.55) e (3.76)
vemos que este pedaco da amplitude nao é analitico na origem dos momentos.
Este resultado é muito interessante, ou seja, mesmo com diferentes massas
envolvidas no célculo do lago bosonico, o termo com paridade quebrada, ao
contrario do com paridade conservada, ndo é analitico na origem do plano
energia-momento. Em modelos mais simples, sem termos com quebra de
paridade, é sabido que, se as massas envolvidas no célculo dos lagos bosonicos
sao diferentes, é encontrada uma analiticidade em torno de p = 0 [21]. Aqui,
a introducdo de um termo que quebra paridade destréi este comportamento.

Para o célculo do termo com paridade conservada no limite de or.1a longa,
utilizames novamente a decomposigio (3.59) e as relagdes (3.62), que tornam-
se:

DiDj
1 (po) = —Moo(po) + Mis(po) — pTJHij(Po),

Dip;
5 (po) = —Iloo(po) + —ﬁQ—JHij(Po),

II3(po) = Hoo(po)- (3.77)

As passagens seguintes no calculo das componentes (0,0) e (4,7) do tensor
de polarizacao ndo acrescentam nenhuma dificuldade com relagao ao que ji
discutimos. Obtemos, assim,
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I (po = 0; T) I35 (o — 0,5 = 0; T)
2 22 _ o2
_ < 4m?(m?* — m2) 2)ln(&)

2np [ —md)(m2 —m

- (m;:n n(zmx;zm - )m?_> 8 (Z_)]

50 (po = 0,5 = 6;T) = Ilgs (F=0;T), (3.78)

5" (po = 0; T)

(13

I3 (po — 0,5=0;T)
2
e
= -2 -4
o [~ 41n(Bmo) +2
4(2m* — 3m?*m?2 — m? k2 + m?) | (ma)
(m2 —m2)(m3 —m2)
_4@2m! = 3mPmi — mik® + mi) I (™
2 — ) )
= IMpe=0,7 = 0;T) =M (F=0;T). (3.79)

Vemos destes dois resultados que as contribuicoes ao tensor de polarizagao
com paridade conservada sdo analiticas na origem do espago energia-momento.
Considerando a contribuicao proveniente do diagrama alga os resultados fi-
nais sao listados abaixo:

-62

Hl(pO — O;ﬁ: O) =2 -ﬁ In (IBmU)- )
F o2 -
Hz(po — O,ﬁ: O) =2 _ﬁ In (,Bma)_ R
€
2
(s = 0,5 = 0) = - |50 9m,)|. (3.50)
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3.2.2 Tensor de Polarizacao na QFEDs; com termo de
Chern-Simons

Na secao anterior calculamos o tensor de polarizacdo no modelo Maxwell-
Chern-Simons-Higgs na fase de simetria quebrada. Naquele caso, o propa-
gador na aproximacao de drvore ja apresentava dois polos, o que poderia
modificar o estudo dos processos de blindagem. Se ao invés de considerar-
mos um campo de Higgs, acoplarmos o campo A, a férmions, esta estrutura
de dois pélos, como veremos a seguir, aparecerd no propagador completo da
teoria. Portanto a pergunta sobre como estudar os processos de blindagem
ainda se mantém.

O modelo considerado é a QED em (2 + 1) dimensbes com um termo de
Chern-Simons, expresso pela seguinte lagrangiana:

- 1 - 1
L = §(i", — mp)p + ge“”’\A#&,A,\ — B 0 A — S0 A4,
(3.81)
onde mp é a massa do campo fermiénico. Para o cdlculo vamos utilizar os
seguintes propagadores no espago euclidiano:

1 PuPv PA' | ,PuPv
DunlP) = o | O = =57 — R 51+ & (3.82)
e
—YuPu +mMp

S = — 3.83
F(p) p2 4 m% ( )
respectivamente para o campo de calibre e o campo fermiénico. A notagado

escolhida para as matrizes y ¢ tal que {7v,,7.} = —20,., ou seja,
Yo = iOg, Y1 = iUl, Yo = 7:0'2, (384)

onde o0; sdo as matrizes de Pauli. Além disso, py = (2n + 1)xT sdo as
frequéncias de Matsubara para o campo fermionico.

O célculo da auto-energia do féton a um lago envolve apenas um dia-
grama, figura (3.3), e pode ser expresso por:

) = ¢ %Tr%spw T )7Sp(k) (3.85)
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Figura 3.3: Auto-energia do féton a um lago na QE D3 com Chern-Simons.
As linhas onduladas representam o campo de calibre e as continuas, o campo
fermidnico.

_ ¢ d’k u(—kaa + mr) 7 [~ (K + p)pyp + m]
B ;/ (277)2T (k2 +m%)[(k + p)? + mZ] :

Devido ao trago atuando sobre as matrizes 7y surgirdo deste diagrama dois
pedacgos com comportamentos distintos, um com paridade conservada e outro
com quebra de paridade!. O termo com quebra de paridade j4 foi calculado
em [41] e no limite estdtico e regime de altas temperaturas é dado por:

2
. e _
Moipvy (55 T) = 8_7_‘_6mF‘50ijT{j = €oi;0; 117 (D), (3.86)

onde definimos Il como sendo:

2
IF(p) = g—wﬁmp. (3.87)

Ja o termo com paridade conservada é expresso por:

Mupe)(p) = —262/ Tk hulb b ol bulk +0)y 4 Ok (k +p) + me]
wAPC) (2r)3 (k2 + mZ)[(k + p)? + m2] '
(3.88)
Neste caso a decomposicao de II,, torna-se:
le (p) = P[LVH].(p) + Q[LVHQ (p) + Huu(PV) (p), (389)

INote que, em (2 + 1) dimensdes o tragco de trés matrizes -y deixa de ser nulo, como
acontece em (3 + 1) dimensdes e passa a ser proporcional a e,,x. Com isso, no caso
de férmions massivos, corregoes radiativas sdo geradas para o termo de Chern-Simons,
independentemente dele existir ou ndo na aproximagio de arvore.
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ou seja, a mesma considerada no caso bosénico, mas sem o termo proveniente
da quebra de simetria, isto é, com II3 = 0. O célculo de II; e II; nao
apresenta muitas diferencas com relacdo ao anterior. A principal delas é que
devemos modificar a soma em kg de forma a considerar valores impares. Por
simplicidade, listaremos somente os resultados para o limite estatico e regime
de altas temperaturas. Assim temos:

Hl(po = Oaﬁ_) O) = Oa

_€’In2

B

II2(po = 0,5 — 0) (3.90)

3.3 Massas Elétrica e Magnética

3.3.1 Calculos a um lacgo

Como ja observamos no inicio deste capitulo, em um plasma carregado em
(2+ 1) dimensdes, o potencial entre duas cargas estaticas separadas por uma
distancia R = |R| é dado pela Eq. (3.26), ou seja,

¢k i 1
~ (2 )26 = =
7T k% + Tlgo(0, k)

(3.91)

onde K é a fungao de Bessel modificada e m,; é a massa elétrica. Nesta se¢ao
vamos calcular, a um lago, m,; para os modelos Maxwell-Chern-Simons-Higgs
e QED com um termo de Chern-Simons em 2 + 1 dimensoes.

Inicialmente iremos calcular explicitamente o propagador completo do
campo de calibre no caso escalar. Como j4 foi visto anteriormente , Eq. (3.29),
o campo de calibre adquire, ja na aproximacao de arvore, dois p6los massivos
com massas m%. Se quisermos adicionar a ele as contribui¢des provenientes
da auto-energia do féton, temos [26]:
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P (P® + M2) + Qu(p? + M2) — (k + I p)€upa

Dy, (p
wl7) 7 + M) + 2
pﬂpu 1
3.92
R (3.92)
com
M12 :m2+H1+H3,
2 2
H;w(PV) = ep,ll/\p/\HB)
e

I5)2 + M2 + M2
2 = B B);’ it M (3.93)
(M2 — M2 + 2(M? + M2)(k + T15)% + (k + )4

2

+

Assim, a inclusdo de corregoes radiativas, a priori, preserva a estrutura
de duas massas para o campo de calibre, agora M, ao invés de my. Cole-
cionando os resultados obtidos para os fatores de forma no limite estatico,
Eq. (3.71) podemos calcular M2, M2 e M2 como sendo:

M12 =m2+H1+H3 Em2+H3 —)Hg, (394)
M2 =m? + 11, + 113 — II, + I, (3.95)
e
ORTME) | (MF-ME)?
) H2B+(M2+M2:I:H2\/1+2 o+
M2 — 5 : (3.96)
levando a:
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M, — I, (3.97)

M2 _ M2
M_ — % (3.98)

Unindo estes resultados, podemos obter Dyy de (3.92) como:

=2 2
p”+ Mj
D =
) = QoI )
s M;-MP 1 ME-MEP 1
CIMZ-_M2ZGI+ M2 M2 M2p?+ M?
1 M? 1
~ + -
pr+M; Mip?
_ 1 mB1In(fm,) 1
P2+ M2 8e2k2mAF?p 2
1
~ S (3.99)

e de maneira anéloga, chegamos a:

1
p2+ME
Concluimos deste resultado que, embora na forma geral do propagador com-
pleto do campo de calibre aparecam duas massas, a um lago, limite estatico
e regime de altas temperaturas, somente uma delas sobrevive tanto em Dy
quanto em D;; e podemos identifici-las trivialmente com as me; € Mypqg, TES-
pectivamente. Note que aqui, em contraste com o caso quadridimensional, a
massa magnética nao € nula.

Para a QQF D3, o propagador completo é obtido como sendo:

Dy (p) ~ (3.100)

P#V(p2 + HQ) + Q#V(p2 + Hl) — (K’ + HF)eyuAp)\
(2 + ME)G? + )

+ 5(2—‘2")”25, (3.101)

Dy (P)
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onde M2 sdo as mesmas massas do caso escalar, Eq. (3.93), com m = 0 =
Il3 e Il — IIp. Vale salientar que no caso fermionico, embora na apro-
ximagao de arvore haja somente um pdlo massivo, como podemos observar
na Eq. (3.82), quando incorporamos a este resultado as corre¢des radiativas,
chegamos & mesma estrutura de duas massas do caso bosonico. Neste caso,
substituindo os valores de II; e Il obtidos no limite estatico, Eq. (3.90),
temos que:

M =TI, =0, (3.102)

M2 =TI, (3.103)

1Z + [y £ /12 + 200,112 + 114
2 ?
onde IIr é definido a partir da Eq. (3.86). Dos resultados acima chegamos a

M2 = (3.104)

M? =TI, (3.105)

M2 =0, (3.106)

o que implica nas seguinte componentes de D,

M2 - M2 1 M?2-ME 1 1
D — + 1 — — 1 =
o0(?) QOO[Mg_MzﬁuMz Mi—MZﬁ'M—ME] 2+ M
(3.107)
€
DuF) = P M2-MZ 1 M?-M; 1
WP= MR CMEpR+ M2 MR- M2p2+ M2
1
~ 5 (3.108)

ou seja, neste caso campos magnéticos estaticos nao sofrem o processo de
blindagem. Matematicamente, este resultado é uma consequéncia de II; =0
a um laco. Note que mesmo no caso bosoénico II; é nula. L&, porém, o
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pélo nao massivo nao se desenvolve porque m # 0 # II;. Como veremos
na préxima secao, este resultado para o caso fermidnico é valido em qual-
quer ordem de perturbacdo. Pictoricamente, podemos entendé-lo da seguinte
maneira: na @QFED; o termo de Chern-Simons nao é suficiente para quebrar
o comportamento da massa magnética encontrado na QFD,. J4 no caso
bosénico o fato da massa magnética nao ser nulo pode estar associado com
as solugoes tipo vértice eletricamente carregados existentes na teoria de Higgs
abeliana acoplada com campo de Chern-Simons em (2 + 1) dimensdes.

3.3.2 Calculo exato na QED3; com termo de Chern-
Simons

Como foi visto na secdo anterior, a massa magnética na Q£ D3 mesmo com
a inclusdo na teoria de um termo de Chern-Simons, é nula a um lago. Na
analise desenvolvida, este resultado foi uma consequéncia de IT; = 0 no limite
estatico e é, de certa forma, reminiscente do resultado encontrado na QF Dj.
Este comportamento é surpreendente, uma vez que em (2 + 1) dimensoées o
termo de Chern-Simons assume um papel importante na teoria fermidnica,
modificando intrinsicamente seu caracter eletromagnético. Mesmo assim, ele
nao € suficiente para gerar uma massa magnética ao sistema. Um estusdo
detalhado desta questdo foi desenvolvido em [27]. Naquele trabalho most:-a-
mos que II; = 9, através de um cdlculo direto a dois lacos e de um prova
geral, valida em qualquer ordem de perturbagdo. Apresentaremos a seguir
tal analise.

Da decomposi¢do do tensor de polarizagdo, Eq. (3.59), podemos concluir
que, para uma dimensdo D qualquer, II;(0) pode ser escrito como:

1 1
= ——I1;(0) = —=——
D -2 (0) D-2
ou seja, II; nao depende da estrutura do termo com quebra de paridade do

tensor de polarizagdo e pode ser determinado diretamente de II;.
Indo para o célculo a um lagco podemos expressar II,, como sendo:

11, (0) Licpc)(0), D > 2, (3.109)

dPk
M6 = ¢ [ Gt bSOk +p)n SO b

2 D—-1
- EZ/ (Z—m’iTr (SO % +p)nSOK)], (3.110)
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onde os indices (0) e (1) indicam respectivamente as aproximagoes de drvore
e um laco. Usando que:

Try,y, = —21218,, = —~C(D)é,, (3.111)
onde [g] representa 0 maior inteiro menor ou quanto muito igual a 2, e
C(D) = [2], podemos escrever Hg )(O) com o uso das Egs. (3.109) e (3.110)

como sendo:

Wy - L [
n) = D 5% (0)
B Z/ dP7k Tryvi(me — Yaka)vi(mpe — 7pk,)
- —25 2m)D-1 (k2 + m%)?
2 D-1 12 tanh (2%
_C(D)e/d E 1 ip_ 1)+k_8 anh(53%)
2(D - 2) (27T)D_1 W 8wk Wi

1 C’(D)e2
" D- 29D-1,%1 F(D21)

/000 dkkD=? [(D 14 &9 ] [tanh(j%)], (3.112)

X

Wi 8wk w

onde w? = k? + m%. Considerando somente o termo dependente da tempe-
ratura, temos:

1 C(D)e?
e gy = (D)
D - 2 90-2,57 (1)
k2
X / dkkP~? [(D 1) + — 0 ] [np(w’“)] , (3.113)
0 wi, Owy Wi
onde np representa a distribuicdo de Fermi-Dirac, ou seja,
() = (3114)
nelxr) = eﬂx n 1. .

Agora, fazendo uma mudanca na varidvel de integracao chegamos a:
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1 C(D)62 o0 0 D-1 np(wk)
1B gy — / dwe—2— | (w? — m2)%
1 ( ) D _ 2 2D_271_D2—1 F(D2_1) - wk awk (wk mF) Wi
= 0, (3.115)

para D > 2. Este resultado, em geral, é vilido somente para o termo com
temperatura finita, que nao apresenta divergéncia ultravioleta. Em uma di-
mensao D qualquer, a contribuicdo independente da temperatura ndo pode
ser incluida na expressao acima, devido a problemas com divergéncia ultravio-
leta. Em (2+-1) dimensdes, porém, inclusive este termo pode ser considerado,
uma vez que a divergéncia ultravioleta nele existente pode ser renormalizada
[9]. Em tal situacdo, mesmo o termo independente da temperatura se anula.

E de se esperar que um cédlculo a dois lacos seja mais complicado, mas
lembrando que o anulamento de II;, a um laco deu-se devido a uma derivada
total do integrando, podemos buscar este mesmo tipo de estrutura a dois
lagos. Com esta expectativa, vamos estudar tal correcdo. Neste caso, existem
dois diagramas a serem calculados, Hgf,,) e Hﬂ’,z, figura (3.4), respectivamente
€Xpressos por:

a d3q d3k a
Iy :64/ 2n) "(Q)/ (QW)?,N,E,,),,ﬁ(p,q,k), (3.116)
e
d3q ek
) = 64/ (2w)3Dﬂa(Q)/WN£2,,5(P, q,k), (3.117)

onde definimos:

N (9,4, k) = Try.S(k + p) 1Sk + p+ Q0 Sk + @) (k),  (3.118)
[
Nﬁ’gyﬁ(p, a0, k) = Try,S(k + p)71,.S(k)7aS (k + q)75S (k). (3.119)

Podemos simplificar estas expressoes utilizando a invariancia de calibre
da teoria. Assim, definindo a amplitude com quatro fétons externos a um
lago, I'aup(p, ¢, —p — ¢), como sendo:
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Figura 3.4: Auto-energia do f6ton a dois lagos.

d*k [

K Nﬁ‘;).,ﬁ(p,q,k)+2N§'2,,,3(p}q,k)], (3.120)

Tyavs(pyg,—p —q) = /

entao vale que:

9ol uors (P4, —p — q) =0, (3.121)

devido & invariéncia de calibre de T'yn4(p, ¢, —p — ¢). Desta forma temos
que:

dx ’
Dﬂa(Q)Puauﬂ(p7 q,—P— q) - [5&:& e fﬁeﬁaAq_Q] Fuauﬁkpa q,--p— Q)‘
(3.122)
Com estas simplificagoes sendo utilizadas, somamos as duas contribuigoes
ao tensor de polarizacdo a dois lacos, finalmente chegando, apés algumas

manipulagoes algébricas, a:

q2_}_!§2

@y - 4t [ G 1
M) = de / (27)3 g% + K2
9 / P’k 0 ks __ kil¢® +4mp(s — mp)]
(2m)3 Ok; | (k2 +m2)2 (k2 +m2)2[(k + ¢?)2 + m2)
= 0, (3.123)

ou seja, de maneira andloga ao cilculo a um lago, chegamos a uma derivada
total que se anula na integragdo [ d*k, incluindo o termo com temperatura
nula.
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Prova Geral

Para estudarmos a generalizacao dos resultados anteriores para qualquer or-
dem de perturbacdo, vamos inicialmente escrever a férmula geral de I1;(0),
utilizando a relacdo de Schwinger-Dyson, figura (3.5):

HI(O) = II;(0)
5Zf gﬁzrﬁ% k)Ti(k,—k,0)5(k),  (3.124)

onde S(k) e T'; sdo o propagador e a funcdo de vértice completos da teo-
ria, respectivamente. Agora precisamos obter uma rela¢do entre estas duas
funcoes a temperatura finita. Note que no formalismo usual esta relagio é
dada através da forma diferencial da identidade de Ward [42]. No forma-
lismo de tempo imaginario, entretanto, a generalizacdo desta igualdade ndo
é direta, devido a dificuldades relacionadas com a nfo analiticidade das am-
plitudes na origem do plano energia-momento. Na aproximagio de drvore
sabemos que:

85 (p)

= —g0), (0)
5 = SISO, (3.125)

ou, em outras palavras,

M =Y, (3.126)

Figura 3.5: Relagdo de Schwinger-Dyson para a auto-energia do féton. As
linhas internas representam o propagador completo e o circulo, o vértice
completo.
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Para tentar obter alguma possivel informac¢do em ordens superiores, va-
mos olhar para fungdo de N pontos do féton a um lago, ou seja,

3k -
Lutisein (1, @2 0 gv) = /(271_)3]?#1,#2, v (K3 q15 G2, s )

. dzk
= ﬁ Z #l:ﬂ?;m;ﬂ»N(k;Qh QQ!--':QN)'
(3.127)

Usando a Eq. (3.126), podemos ver que se inserirmos nesta fun¢ao mais uma
linha externa de féton com indice espacial e tensor energia-momento nulo,
entao vale que:

dzk
Liprpizoin (0501, @2 s av) = ﬂZ/ (2m)2 L s iz i (K5 0, @15 @25 -5 G)

d’k 8 i
52/ 27r 23k m,uz, ,#N(k 91,492, -- 7Q’N)

= (3.128)

Esta é uma espécie de generalizacdo do Teorema de Furry: qualquer lago
fermiénico com um féton externo carregando indice espacial e sem energia
nem momento se anula (figura (3.6)).

Figura 3.6: Anulamento dos lagos fermidnicos com um dos fétons externos
carregando um indice espacial e sem energia nem momento.

Uma consequéncia direta deste resultado é que, em qualquer ordem temos:
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95~ (p).
Fi(p, O) = e 8}’)3

ou seja, obtemos para T # 0 um resultado semelhante & Identidade de Ward
no formalismo usual, mas valido somente para os indices espaciais. Esta
igualdade é ébvia na aproximacgdo de arvore. J4 em uma ordem arbitraria,
usando a identidade (3.128), podemos ver que um vértice do tipo ¥ A, com
a linha de féton com indice espacial e sem energia nem momento se anula
(figura (3.7)). Com o uso desta propriedade, a atuagdo da derivada na funcio
de dois pontos completa pode ser obtida ordem a ordem (figura (3.8)), de
forma a chegarmos na Eq. (3.129).

-
b

Figura 3.7: Anulamento dos vértices conténdo a linha de f6ton carregando
um indice espacial e sem energia e momento.

(3.129)

Voltando para a expressao de I1;(0), Eq. (3.124), temos que:

2k
M) = ﬂZ/(z )ng, B)Ts(k, —k, 0)S(k)

N ‘Ezf< 68 l(k)

dzk 8
= ﬁ Z/ @) ok [Try: S (k)]
= | (3.130)

S(k)

Vemos da andlise acima, que este resultado é geral e vilido em qualquer
ordem de perturbagao.
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Figura 3.8: Atuagdo da derivada com relagao ao momento externo em um
diagrama qualquer.
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Capitulo 4

Coeficiente de Chern-Simons
Induzido Nao Comutativo

4.1 Introducao

Nesta secao vamos descrever alguns dos principais aspectos envolvendo a
teoria quéntica de campos ndo comutativa, necessarios ao entendimento das
secOes seguintes. Nao serd nosso objetivo demonstrar as propriedades, uma
vez que boas revisdes deste tGpico podem ser encontradas na literatura [22].

Na TQC usual trabalhamos com funcdes f(z) definidas no espago R”
“comutativo”, ou seja, onde as varidveis z* satisfazem:

[z#,2"] = 0. (4.1)

Introduzimos a néo comutatividade definindo um novo espago R}, onde as
varidveis z# passam a ser mapeadas em operadores Z#, satisfazendo a seguinte
relagao de comutagao:

24, 8] = " (4.2)

Aqui, * é uma matriz antisimétrica, que estamos considerando constante*.
Para ver como produtos entre funcgoes sdo abordados neste novo espago, va-
mos considerar o seguinte. Inicialmente, definimos um elemento em R comor:

*A 4lgebra de operadores nestes espagos foi extensivamente estudada, sendo conhecidas
muitas propriedades [23, 43].
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Wi = [ sl BTG (43)

onde f(k) é a transformada de Fourier de f(z) e T'(k) é dado por:

T(k) = ™2, (4.4)

Como podemos perceber da defini¢ao (4.3), para cada f(r) com z per-
tencente a R” existe um W[f] em R. Mais explicitamente, através de um
operador A(z, %), expresso por:

A A dk ik-% —ik-z
A(IL‘,IL‘)E/WGIC € k y (45)

podemos relacionar W([f] diretamente com f(z), ou seja,
Wifl= [ @sf(@)Ae, ) (46)

Além disso, podemos inverter W[f] com o uso de A(z,%) de forma a obter
f(z) em termos de W([f] como sendo:

f(@) =T [WIfA(z, 3)] (a7)
Na expressdo acima, a operagao de trago é realizada em R} e é definida por:
WSl = [ dsf(a), (48)

com a normalizacio Tr A(z, &) = 1.

A operagdo de derivacdo é expressa em R} através de um operador 5ﬂ
definido a partir das seguintes relagoes de comutacao:

0,,3] =064 [0s,0,]=0. (4.9)

Uma caracteristica importante de d,, que serd utilizada na versao nao comu-

tativa da teoria quintica de campos, é que o comutador dele com W{f] atua
como uma derivada ordindria em f(z), ou seja,

[0 WIS = W[B,f]. (4.10)
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A préxima propriedade que estamos interessados em discutir é a multi-
plicacao entre dois elementos W[ fle W[g] Como veremos a seguir, desta
relacdo iremos naturalmente definir o produto Grénewold-Moyal entre duas
funcoes f(z) e g(x) (também conhecido como produto-estrela): com o uso
das Eqs. (4.6) e (4.7), pudemos relacionar W[f] e f(z) de maneira tnica,
através de A(z, Z); de maneira andloga, com o uso do produto-estrela iremos
relacionar a multiplicagio entre W[f] e W[g] com as respectivas funcées f(z)
e g(z). Esta relagdo é dada por:

WIfIW(g] = WI[f = gl, (4.11)

onde estd sendo definido o produto-estrela entre f(z) e g(z), (f xg)(z), como
sendo:

dD dD ' " .
f($)*9($) // k k (k)g(k’ k)e~ 1mvkyukl, k5T

= lim f(z )( 2"’%" "’y")g(y)
= f(z)g(z)
I Z( ) n.eﬂm BP9, .0, f(2)0,,...0,, 9(z).

"~ (4.12)

[NCRECN

Finalmente, como consequéncia da defini¢do do traco, Eq. (4.8), e do
produto-estrela, Eq. (4.11), temos que:

TW[f]W [ fo].. W(fa] = /defl(x) * fo(z) * ... % fn(z), (4.13)

e portanto, pelas propriedades do traco no lado esquerdo da expressdo acima,
podemos perceber que o produto-estrela de um numero qualquer de funcoes é
ciclico dentro de uma integral em z. Em particular, para duas fungoes fi(z)

e fo(z), vale que:
W AW 1] = / Pz fi(z) * folz) = / Prfi@hE),  (414)
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ou seja, a integracdo em z do produto-estrela de duas funcbes quaisquer,
é idéntica & integracao do produto usual. Esta propriedade vai ser muito
importante na definicao da teoria quintica e mostra que os propagadores,
e de forma mais geral, a teoria livre, ndo sdo alterados pela introducao de
coordenadas que nao comutam.

Em resumo, criamos uma correspondéncia entre fungoes em R e elemen-
tos em Rj através de:

RP < RY,
fz) & Wi,
f@)g(z) < W[fIW[g] = W[f * g],

/dDa:f(a:) « TeW[f],

-

/dDa:fl(a:)...fn(a:) o T

Il

/dDa:fl(a:) * ..ok (). (4.15)

4.2 Teorias de Campo Nao Comutativas

Como exemplo de uma teoria de campos nao comutativa, vamos considerar
o modelo ¢* de um campo escalar real, expresso pela seguinte acao!:

Slol = T (310 WieIP + W IgP + $ivial)

= [ {30000 + 56 + Lote) +6(a) < 00) + 610) |
(4.16)

tNote que, devido & definicdo do produto-estrela, Eq. (4.12), os termos em S contendo
interacdo entre campos passam a conter um numero ilimitado de derivadas, o que indica
que a teoria assim descrita é nao-local.
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onde na segunda linha em (4.16) estamos utilizando a propriedade (4.10) do
operador derivada.

Do calculo acima podemos obter uma maneira muito simples de introduzir
a ndo comutatividade na TQC. Basta escrevermos a lagrangiana do modelo
usual com a troca dos produtos ordindrios entre funcdes pelos produtos-
estrela. Mais ainda, também consideramos que o produto-estrela entre duas
fungdes dentro de uma integracao em z, nao é afetado pela ndo comutativi-
dade do espago, como vimos na Eq. (4.14)}. Desta forma, os propagadores
da teoria ndo sao alterados pela ndo comutatividade. J4 os vértices passam
a ser expressos, neste exemplo, por:

Te(Wg)! = / dP1(x) * B(z) * $(z) * (z)

4
= H/deaqg(ka)(SD (Z ka) V (k1 ko, k3, k4),
a=1

a=1

(4.17)
onde definimos V' (ky, ks, k3, k4) como:

V(kla k?, kS, k4) = H e_ika/\kb

a<b
e—i(kl Nk +k3/\k4)

1
3 [cos(ky A ko) cos(ks A ka) + cos(ky A k3) cos(ka A ky)
+ cos(ky A kq) cos(ka A k3)] . (4.18)

Na tltima passagem em (4.18) usamos o fato de V estar sendo integrado em
k, através da Eq. (4.17). Além disso estamos definindo de forma compacta
kAp= 16"k,p, e vamos considerar o caso onde §% = 0%

Como um exemplo de célculo, considere a corre¢ao de massa a um lago,
neste caso dada por:

Hmplicitamente o que est4 sendo considerado é que a medida funcional nio se altera
com a introdugio do produto Moyal. A referéncia [44] apresenta uma boa discussio sobre
esta questdo. '

$A restrigdo da ndo comutatividade somente s componentes espaciais de z,, é assumida
para evitarmos complicacdes associadas com unitariedade e/ou causalidade [45].
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onde definimos:

I,

[
/

I, + I,

g/ dPk 1
3/ (2m)P k2 +m?’

5 [2cos?(k A p)+1]
k2 + m?

dPk 3[2+ cos(2k A p)]

(2m)P k% + m?

1 / dPk cos(2k A p)
3/ 2m)P k24 m?
dPk e2i(k/\p)

1
5/ (2m)P k2 + m?’

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Neste modelo simples, j4 podemos observar um aspecto intzressante de
teorias ndo comutativas: a decomposicdo dos diagramas de Feynman em
duas componentes com comportamentos distintos, chamades planares e nao
planares. As coutribuicées planares (II, no nosso caso), a menos de uma fase
que depende exclusivamente dos momentos externos e fatores numeéricos, sao
equivalentes &s da teoria comutativa. J4 as ndo planares (II,,) misturam
dentro do integrando o momento externo com o de integracdo, por meio de
fatores oscilatérios. Partindo da Eq. (4.17) e da primeira linha em (4.18),
podemos generalizar esta discussao de forma a obter a expressao dos vértices
em uma teoria qualquer. Assim, para uma interagao contendo n campos

@1...0n, temos que:

Te(W g1 W[ga]... W [¢n))

/ [] d%k.6u(k)5” (Z ke

n

a=1

60

/ 42561 (2) * () * ... + Bn(z)

) V(k1, ka2, -y kn),

(4.22)



com

V (ki ka, ... kn) = [ [ 7. (4.23)

a<b

Como vemos, os vértices da teoria nao comutativa carregam uma fase que
depende dos momentos e esta é a principal diferenca com relagdo ao caso co-
mutativo. Mais ainda, é possivel demonstrar que V sempre pode ser expresso
em termos de componentes planares e nao planares, com as caracteristicas
acima apresentadas [22, 46].

Voltando ao cédlculo que estamos desenvolvendo, em particular para D =
4, podemos perceber que II, é quadraticamente divergente. J4 II,, ndo apre-
senta divergéncias no ultravioleta, devido ao fator oscilatério no numerador.
Este corte das divergéncias ultravioletas, tipico das contribui¢oes nao plana-
res, parece indicar que a expectativa inicial de melhora destas divergéncias em
uma teoria nao comutativa se justifica. Entretanto, como veremos a seguir,
0 que ird aparecer agora é um outro tipo de divergéncia nestes diagramas na,
regido do infravermelho. Calculando II,, [47, 22, 44|, chegamos a:

1 2 2 Asz
com '
Agff =0 ! —, (4.25)
a2 TP

onde definimos p = §¥p;. Além disso, o pardmetro extra A foi introduzido
nas passagens intermedidrias de forma a facilitar as contas e deve tender a
infinito no resultado final. Se considerarmos este limite, obtemos:

1 (1 1
I, ~— (— —m?ln ) : (4.26)

Por outro lado, se ao invés disso, mantivermos A fixo e fizermos p = 0 na
Eq. (4.24), temos

M, ~ —— A2—m21nA—2 (4.27)
"P 96m2 m?2)’ '

Aqui aparece uma das principais caracteristicas de teorias nao comuta-
tivas. Da Eq. (4.26) podemos perceber que embora II,, seja finito para
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D # 0, ao contrdrio da contribuicao planar, ele apresenta uma divergéncia in-
fravermelha expressa pela singularidade em p = 0: se tentarmos retirar a nao
comutatividade, ou mesmo mantendo 6 fixo, mas tendendo p = |p] a zero, re-
cuperaremos a divergéncia quadratica do caso comutativo. Por outro lado, a
inversdo dos limites realizada em (4.27) é suficiente para retirar a ndo comu-
tatividade do modelo, mas recupera a divergéncia quadritica, expressa em
A (de certa forma este pardmetro estd associado com o limite ultravioleta).
Assim, as duas divergéncias se misturam em uma teoria ndo comutativa e
a expectativa inicial de que a introdugao de coordenadas que nao comutam
poderia resolver o problema ultravioleta nao se observa. Este fenémeno é
conhecido com mistura infravermelho-ultravioleta (UV/IR) e é comum de
teorias ndo comutativas [47]. Tal comportamento pode ser melhorado em
alguns modelos supersimétricos [48].

A quantizacido de teorias de calibre em espacos ndo comutativos requer
atencdo na definicdo das derivadas covariantes e transformagoes de calibre
utilizadas, uma vez que os produtos de campos agora dependem da ordem.
Considere, por exemplo a teoria de um campo escalar complexo ¢ acoplado
a um campo de calibre A, , expresso pela seguinte lagrangiana comutativa:

LY = (D)1 (D"¢) — m?¢T9, (4.28)

onde estamos considerando D, ¢ = (0 — ieA,)d.

Como vimos anteriormente, a teoria ndo comutativa é obtida a partir
de £ através da troca do produto usual pelo produto-estrela dos campos.
Porém, se quisermos preservar a invariancia de calibre da teoria, devemos
nos preocupar com a ordem em que escrevemos tais produtos. Se fizermos o
mapeamento:

e — ¢ xp,  (Dup)T(D"9) — (Do)t * (D*9), (4.29)

devemos definir as transformacgoes de calibre como sendo:

= (eM)x g, ol =Pl x(e7h),,

Ay = (%), % Ay x (), 4 [Bu(e™).] * (e).,

e a derivada covariante:

62



D,¢ =0,¢+iA, * ¢, (4.30)
de forma a manter a invaridncia de calibre. Aqui (e), representa a trans-
formacao de calibre no espago nao comutativo e é expresso por:

-2
(€M), = 1+z‘A+%A*A+ (4.31)

A lagrangiana nao comutativa assim obtida é escrita como;

L = (D,¢)! x (D*¢) — m?¢' * ¢, (4.32)
e a teoria de campos descrita no espago nao comutativo por £ é dita estar
na representacdo fundamental a esquerda.

Similarmente, podemos obter as representagoes a direita e adjunta. Por
exemplo, na representagao a direita, ao invés de considerarmos a versao nao
comutativa expressa pelas Eqgs. (4.29) e (4.30), o mapeamento considerado
é:

d'6 > dxd'  (D.p)(DH9) — (Dug) * (D*9)1, (4.33)

de tal forma que os campos escalares se transformam como:

b= dx ()., ¢ = (M)l (4.34)
A transformacdo do campo A, ndo se altera e a derivada covariante passa a
Ser expressa por:

D,p=0,¢6—ipx A, (4.35)
A teoria de Chern-Simons em (2 + 1) dimensdes é definida incorporando
a lagangiana do campo de calibre um termo do tipo:

0
Los = g_euw\ (Au * O0,A) + gZAu *x A, * A,\) . (4.36)

Um comportamento interessante ja pode ser percebido neste modelo. Como
no espa¢o nao comutativo a ordem do produto dos campos importa, agora,
apesar de ainda estarmos considerando campos de calibre abelianos, existe
em L¢s um termo trilinear em A, tipico de teorias ndo abelianas. Este termo
modifica intrinsicamente o comportamento dos modelos e como veremos mais
adiante, passaremos agora a obter varios comportamentos qualitativamente
mais préoximos de uma teoria nao abeliana.
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4.3 Resultados a um laco

Nesta secao iremos apresentar o calculo da contribuicdo ao coeficiente de
Chern-Simons proveniente do tensor de polarizagdo a um lago. O modelo
considerado é o Chern-Simons-Higgs, expresso em termos do produto-estrela
como:

N
L = ge’“’)‘ <Aﬂ % 8,4, + éA# x A, * AA)

+ (D) * (D®)! — % (@50 —?)?, (4.37)

onde a derivada covariante considerada é D,® = 9,® —i® * A,. Na fase de
simetria quebrada, de maneira andloga ao que fizemos no capitulo anterior,
para o modelo de Maxwell-Chern-Simon-Higgs, vamos considerar (|®|) = v #
0 e decompor o campo escalar como ® = v + \/-(or + i), de tal forma que a
lagrangiana (4.37), em termos destes novos campos, torna-se:

L == g‘“”\ (A *x 0, Ay + 3A x A, *A,\)
m? 1,
%X 4 K v
+ 2A 4 Zg(auA Yx(8,A”)
m?2 1 2
+ 5(3;10)*(3“0)—700*04‘5(3;&)*(3”)()—TXX*X

1 i d i d
— EA“ * (a x OFx — x * o — i[o, 0] — 1[x, O x]*)

1 .
+ EAu*A“* (a*a+x*x+2\/§va+z[a,x]*)

A oxo+x*Xx 1
2\/5'0 {U)( 9 + 2[X’U]*)}*

A
— 16(0*a+x*a+z[x, ])2, (4.38)

onde estamos considerando o calibre Ry, definido em (2.50), e definindo as
seguintes massas:

m? = 202, m2 = \v?, m? = &m?. (4.39)



Também estamos definindo o comutator [,]. e o anticomutador {, }. como
sendo os usuais com o produto simples mapeado no estrela. .

Como vimos na secdo anterior, os propagadores ndo sao afetados pela ndo
comutatividade e podem ser obtidos da maneira usual através dos termos
bilineares dos campos. Desta forma, o propagador do campo de calibre no
espaco euclidiano é dado por:

1 m? — &x?

1
— 2
- p2 + M2 (m 5#1/ - pupl/pg T §m2 - ’%uw\p/\) E, (4.40)

onde py = w, = 2mnT sao as frequéncias de Matsubara para o caso bosbnico
e estamos definindo uma nova massa M para o campo de calibre como:

Dy (p)

m2

= . (4.41)

Note que o propagador acima pode ser extraido da Eq. (2.53), para o pro-
pagador do campo de calibre no modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs, no
limite €%, k — oo, com e?/k finito. Nesta situagdo, um dos pélos de (2.53)
deixa de existir e a teoria passa a ter uma tnica massa fisica para o campo
de calibre, expressa pela Eq. (4.41). Ja o propagador do campo escalar ¢ o
mesmo utilizado no capitulo anterior, Eq. (3.30), ou seja:

1

D,(p) = ——. 42
)= (1.42)

Com relagao as contribuigoes em L para os vértices, além dos produ-
tos usuais entre campos, novos termos aparecem, exclusivos da teoria nao
comutativa. Um deles, o com trés campos de calibre, pode ser observado
diretamente de Lcgs, Eq. (4.36). Além deste, podemos notar a presenca de
novos vértices que dependem de comutadores entre campos e que no caso
nao comutativo ndo sdo nulos. No calculo que iremos desenvolver somente
dois diagramas contribuem (figura (4.1)).

Considerando o primeiro diagrama, figura (4.1)(a), o termo que quebra
paridade pode ser extraido diretamente (uma vez que s6 existe uma linha
interna do campo de calibre) e é dado por:

(a)
Ipv) =

o)y _ 8V euakrcos?(k A p)
= 1@(p Z/ TP = b 49
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(a) (b}

Figura 4.1: Diagramas que contribuem para o termo com quebra de paridade
na auto-energia do féton a um lago. As linhas onduladas representam o
campo A, e as pontilhadas, o campo o.

Para py = 0, a expressao acima torna-se:

a 8v? d’k
Wéi)(m = ?/ 2r)? cosz(k A p)em-jkj
1

xT — . (4.44)
2 (B +wh) [k + (5~ B2 + m2ip)|

Para calcular esta integral note que, enquanto o denominador contém
apenas somas em ke p'e pode ser expandido em pequenos momentos externos,
usando uma expressao similar a Eq. (3.46), o numerador contém o produto
0;;kipj, que nao necessariamente € pequeno para pequenos valores de p. Para
evitar possiveis problemas, vamos usar a variavel p; = 0;;p;, tal que p-p = 0.
Desta forma, calculamos a soma em kg, expandindo somente o denominador
e deixamos a expansao em torno de p = 0 para apds o cdlculo das integrais
espaciais. Seguindo estes passos, chegamos a:

e 4o? d’k ~ 0
W@ = %/Wfoijkj cos®(k A p) [1 ‘%'PWJ
« 1 coth (Bwp/2)  coth(Bw,/2)
s [ )

(4.45)

onde usamos a Eq. (3.35) na soma em k.
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Utilizando a igualdade:

—_ o~

2cos’(k Ap) = [1 + cos(2k - p)|,
podemos reescrever a Eq. (4.45) como:

79 (5) = Aw(P) + Bu(9), (4.46)

onde Ag; e By; sao as contribuicoes planar e nao-planar a w(()?) (p), respectiva-
mente dadas por:

1 coth (Bwp/2)  coth (Bw,/2) ’
X {mg - [ o v ]%4.47)
e
Bu(® = 2:—2 / (ngk)zeOijkj co's(zlz D) [1 — 2k - ﬁ%]
1 coth (Bwyr/2)  coth (Bw,/2) .
X {mg - [ o " J(}4.48)

No célculo da parte planar estao envolvidas as mesmas técnicas utilizadas
no capitulo anterior. Assim, separando as partes independente e dependente
da temperatura, chegamos a:

. 202 d’k Y
A()i(p, T = 0) = T / WGOijkj [1 — 2k . pa(mg)]

(=) ().

1 Jel (1 +557)

B n (14 )2 OO (449)
M
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202 1.9 Mo ln(nj‘i)
kP8 o(mz) | Tmz — M2

Au(p;T) = - (4.50)

Vale ressaltar aqui que estamos apresentando também o termo com tempera-
tura nula porque ele assumird um papel importante na discussao da mistura
das divergéncias IR/UV do modelo. Outro ponto a ser destacado é que a
Eq. (4.50) é exatamente metade da Eq. (3.58), o que era de se esperar, uma
vez que a contribuicdo planar, a menos de uma fase, que é nula neste caso,
é igual ao célculo direto do espago comutativo (o fator de meio aparece por-
que estamos considerando somente a parte planar; como veremos a seguir,
a outra metade vird do termo independente de 6 em By;). Calculando By;
temos:

202 d?’k -~ _ 0
BOi(m = 7 (27{') EOzjk COS(]C p) |:1 — 2k pa(mg)]

} { 1M2 [coth(ﬁwM/Z) _coth(ﬁwa/z)”

Wpr Wy
402 d2k
= - 2y eoukk peos(k - p)

0 { 1 — {coth (Bwm/2) coth(ﬁwa/Z)] }

x o(m2) Wiy Wy

(4.51)

A integragdo em k pode ser realizada com o uso de coordenadas polares,
figura (4.2), tais que:

oo E-pp (B

= = 4.52
AT 52
Desta forma, obtemos:
W [ d%k (k 15) (k - ﬂ) » v 2
BOi(m - _7 / (27{')2 Oz] l: ‘ _12 + |:,|2 J (k . m COS(k . p)
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i { s [ ) ethBunf2)

Wpn Wy
(4.53)

oy

—_—
X
~¥

=Y

Figura 4.2: Sistema de Coordenadas polares utilizado na decomposigao de k.

Agora usando que k-p~k ek-p~ ko, podemos simplificar a Eq. (4.53),
considerando somente os termos pares em k;. Obtenios assim:

_ 40 €isp; [ o (E-D)2 =
Boi(ﬁ) - "‘?W/dk |1512 COS(k- )

0 1 coth(£%4)  coth(Z%e)
8 o(m2) | m2 — M? wy W

— 4_’02601'ij'
 k (2m)?
« /°° 1 dk 82 : 1 : coth (2u) B coth(£2=)
0 o(m2) | m2 — M Wt We
2r
x/ da cos?(a) cos [kpf sin(a)], (4.54)
0

onde p = ||
O célculo na varidvel angular, «, pode ser efetuado de forma exata em
termos das fungoes de Bessel, J,(z) [51]. Chegamos, assim, a:
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2v° €0i;;
By(p) = ———

K ™
0 1 ®  k2J,(kp) |coth (%)  coth(£%=)
X dk = - 3
a(m3) | mi — M2 Jo p Wy W,
(4.55)
onde utilizamos:
Jon(2) = %/ docos(2na) cos [zsin(a)] . (4.56)
0

Integrais do tipo (4.55) em k irdo aparecer em todas as amplitudes que iremos
calcular. Assim, apresentaremos um célculo geral no apéndice (A). Aqui, nos
restringiremos a listar os resultados. Temos portanto:

. 202
BOi(p;TZO) = _EfOijpj
0 1 e~PM  o—PM
M — (M o ,
< gy Lo | (MG )~}
(4.57)
e
. 402 1 &
Bu(p;T) = _EEOijpjﬁz
n=1

T
n2 4 72 + (TL2 + 7—2)3/2

e_ﬂmom e_ﬂmom)}

1 ~BMVRTTT o~ BMVATEE
M2

Mg

n2+72 (n? + 72)3/2
(4.58)
onde definimos uma nova varidvel 7 como:
T = pT. (4.59)
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Note, na Eq. (4.57), o surgimento de aparentes singularidades em torno
de p = 0 (p6Slos de Seiberg). Como ji dissemos anteriormente, este tipo
de divergéncia na regidao do infravermelho, comum de teorias nao comuta-
tivas [47], expressa a mistura IR/UV. Neste caso, entretanto, ao expandir-
mos a Eq. (4.57) em pequenos valores de p, apesar de individualmente as
divergéncias existirem, ocorre um cancelamento na soma dos varios termos.
Este resultado era esperado, uma vez que j4 no caso comutativo a divergéncia,
ultravioleta nao existe. Com este particular comportamento, podemos escre-
ver sem dificuldades o limite # = 0, onde a ndo comutatividade é retirada da
teoria. Neste caso obtemos:

31 'ﬁ' ((:—2)] = Au(BiT=0),  (4.60)

3

Boyi(7; T = 0) — €0i5p; [

—20? 1 9 |meln (mMa)

Bi _:T — ——€0;iiPi =
(2, T) p eojp]ﬁa(mg) m2 — M?

= Au(pT), (4.61)

onde no termo com T # () estamos ccnsiderando também o regime de altas
temperaturas. Da Eqgs. (4.60) e (4.61) podemos obter o pedago que faltava,
as Eqgs. (4.49) e (4.50) de forma a recuperar o limite comutativo.

O préximo passo é estudar a primeira corregdo as Eqgs. (4.60) e (4.61)
com relagdo a ndo comutatividade. No caso de temperatura nula, este estudo
é feito através de uma expansao em torno de p = 0. Chegamos desta maneira,
a

1 |s| (1+32e) 2
3r /s(]+m")2 A7k

J& para o termo dependente da temperatura, o parametro que surge natu-
ralmente é 7, e realizando uma expansao em torno de 7 = 0, obtemos:

BOz'(pv - O) — fOzyp] ﬁ . (462)
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. 22 1
Bu(p;T) = _Ef()ijpjﬁ

o s Im ()
d(m2) | m2 — M? a1 Mg

+7‘2% (M*In(BM) — m} ln(ﬁmg))] }
+  O(Y). (4.63)

Vamos agora estudar o segundo diagrama, figura (4.1)(b), expresso por:

d3k .

M0p) = 26" [ 5-seumston Danlh + P)Dro(F)in?(k Ap). (460
Aqui temos uma estrutura de indices um pouco mais delicada e nao podemos
extrair diretamente o termo com quebra de paridade. Olhando somente para
o numerador do integrando, temos:

m2 — €x?
[V#y = €papopy |:m2(50.p—kgkpﬁ€§n2—l€€ap§k§:| (465)
2 2
% |m26.5 — (k + p)alk + M ER s (k-
2600 = (b Dl + Bl e = meany (8

e considerando somente os termos que contribuem para o cilculo envolvendo
a quebra de paridade, chegamos a:

2
Ny, — KM €uaPa

- K’(m2 - éK/Z)k ’ (k +p)€,uua

ko  (k+pa
k2+&m?  (k+p)2+E&m?]
(4.66)

Incorporando este resultado a Eq. (4.64), podemos extrair o termo que que-
bra paridade como sendo:
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Hftbu)(PV)( ) = W’(‘ 2(0)
- , [ &k sin’(k A p)eua
= 2K / (27T)3 (m4 + H}2k2)[m4 + :2(k +p)2]
X {mm2p,\
k
_ E(mQ _ fl‘ﬁ?)k . (k +p) -k—:_Q_}_—)‘fT—;LE
B (k + p)a ] }

(k+p)?+ém2| [

(4.67)

O céalculo que segue nao apresenta nenhuma novidade com relagdo ao
anterior. Assim, sem discutir os detalhes, chegamos a:

1 3m? —¢k2 .
@7 =0) = - e (4.68)
e, no regime de altas temperaturas,
(b) ___C0iiDj 2 2 £,2
mg, (03 T) = 167mﬁ [Zm In(BM) + (m* — €k )G} , (4.69)
onde definimos a funcao F' como:
E2m?(Em? + M2 2(M* + 4€%m* — 3¢m?M?)
= l In(BM).
S n(p/€m) e~ I n(BM)
(4.70)

Note que tanto (4.68) quanto (4.69) nio apresentam um termo independente
de 6. Este resultado era esperado, uma vez que este diagrama é uma contri-
buicdo puramente ndo comutativa a II,,, que deve desaparecer quando fizer-
mos @ tender a zero (o termo trilinear em A, na lagrangiana desaparece neste
limite). Matematicamente, podemos entender este resultado diretamente da
Eq. (4.64): para § = 0 o seno se anula e este diagrama desaparece. Ou-
tra questdo interessante que surge neste resultado é a dependéncia explicita
no parametro de calibre £&. Note que este comportamento veio do diagrama
puramente ndo comutativo, fig (4.1)(b). Aqui podemos reconhecer mais um
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aspecto que assemelha este modelo ao caso nao abeliano, uma vez que na-
quela situacao também obtemos uma dependéncia explicita do calibre neste
tipo de célculo [49].

Colecionando os resultados provenientes dos dois diagramas, 7(® a 7(®),
obtemos:

155pvy(P) = mos(B5 T = 0) + mos (95 T), (4.71)

onde as componentes independente e dependente da temperatura sao respec-
tivamente dadas por:

. 1 2k 12 D 3
o (7, T = 0) = - €0isD %(1 iﬂ;y + Z(m2 — 25/3)] , (4.72)
M
e
2 M
} 1 1 o |moln (m—)
(B T) = —Reoqug +4U2am2 D

4 Om?

g

N 13_2”2 9 [M*In(BM) — m:In(Bm,)]
m2 — M? |
~o

+ f—6 [2m2 In(8M) + (m? — 552)6*}}

(4.73)

Como ja destacamos anteriormente, nao existem singularidades no in-
fravermelho advindas das contribui¢oes ndo planares, apesar delas aparen-
temente estarem presentes nas expressoes completas (veja, por exemplo,
Eq. (4.53)). Este resultado é esperado porque o limite comutativo também
nao apresenta divergéncias ultravioletas. Com relagao ao termo com tempe-
ratura finita e ndo nula, a contribuicio em primeira ordem em p apresenta
uma dependéncia com a temperatura diferente da contribui¢do comutativa,
isto é, a contribuicao planar é proporcional a T' enquanto que a contribuicdo
nao planar é proporcional a T'In7'. Esta diferenca de comportamento jé foi
encontrada em outros modelos [29] e pode estar relacionada com a escolha de
limites que estamos considerando, isto €, a expansao em torno de pequenos
valores de 7.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Apresentamos nos capitulos anteriores um estudo de alguns efeitos térmicos
em teorias de calibre em (2 + 1) dimensdes acopladas tanto com campos
fermidnicos quanto com campos bosénicos na fase de simetria U(1) quebrada.
Em particular, estudamos sistematicamente o processo de blindagem nestas
teorias, tendo sido calculadas as massas elétricas e magnéticas a um lago.
Para a QF D3, encontramos o interessante comportamento de auséncia do
processo de blindagem para cargas magnéticas, resultado este geral e valido
em qualquer ordem de perturbacdo. Dando continuidade ao trabalho, ex-
tendemos parte desta andlise para teorias nac comutativas. Desenvolvemos
um estudo da mistura UV/IR e dos efeitos de temperatura no coeficiente de
Chern-Simons induzido no modelo Chern-Simons-Higgs em um espago nédo
comutativo.

Com relagdo aos estudos realizados no espago comutativo usual, em linhas
gerais, vimos que, tanto em teorias com acoplamento com campos bosénicos
quanto com campos fermidnicos, o coeficiente de Chern-Simons induzido
apresenta a caracteristica de nao ser analitico na origem do espago energia-
momento. No caso bosonico, das Eqs. (3.58) e (3.76), podemos ver que,
no regime de altas temperaturas, no limite estdtico ele comporta-se como
T e no limite de onda longa como T'InT. Ja no caso fermionico, os dois
limites foram calculados em [41] e comportam-se respectivamente como % e
%. Este resultado vale ser ressaltado, porque quando as massas envolvidas
nos calculos dos lagos bosonicos nao sao iguais, sabemos que a analiticidade
em torno da origem dos momentos é recuperada, pelo menos em modelos
ndo envolvendo termos com quebra de paridade [21]. No nosso célculo este
comportamento pode ser observado para as contribui¢oes com paridade con-
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servada, Egs. (3.78) e (3.79). Além do mais, o termo de Chern-Simons indu-
zido proveniente do lago bosonico tem uma dependéncia com a temperatura,
completamente diferente daquele proveniente do lago fermi6nico.

Estudando as massas fisicas dos sistema, vimos que embora em ambos os
casos, bosonico e fermidnico, o propagador completo desenvolva uma estru-
tura com dois pé6los (o que modificaria a andlise dos processos de blindagem),
nos célculos a um laco, limite estdtico e regime de altas temperaturas, apenas
um deles sobrevive: no caso de bésons, sendo ele dominado pelo termo com
paridade quebrada e no caso de férmions, pelo termo com paridade conser-
vada. No caso bosonico, vimos que as massas magnética e elétrica nao sao
nulas e existem, portanto, os respectivos processos de blindagem.

Considerando o acoplamento com campos fermionicos, isto é, a QFEDj,
vimos que a massa elétrica continua existindo e a massa magnética passa
a ser nula, como consequéncia do fato de II;, a componente transversal do
tensor de polarizagao, se anular. Foi possivel demonstrar que este resultado é
geral e vilido em qualquer ordem de perturbacao, o que é surpreendente, pois
apesar do termo de Chern-Simons alterar intrinsicamente o comportamento
magnético da teoria (lembre-se que ele atrela a toda carga elétrica um fluxo
de campo magnético), ele ndo é suficiente para modificar o comportamento
encontrado na QED,. Também demonstramos que, a um lago, a massa
magnética se anula na QFED a Temperatura Finita em qualquer dimensao
(para (2 + 1) dimensoes inclusive a parte independente da temperatura péde
ser regularizada para zero).

Em espacos nao comutativos, estudamos o coeficiente de Chern-Simons
induzido na teoria de Chern-Simons pura acoplada com um campo de Higgs
na fase de simetria quebrada. Considerando somente o termo independente
da temperatura, encontramos que ndo existe a mistura UV/IR, tipica de
teorias nao comutativas. Este resultado péde ser entendindo olhando-se para
a contribui¢ao planar ao coeficiente, que é finita. Este setor da teoria nesta
ordem de perturbacio, portanto, ndo apresenta problemas com divergéncias;
nada podemos dizer desta andlise do comportamento em ordens superiores.
Como consequéncia, pudemos recuperar a ndo comutatividade considerando
o limite onde § = 0 e também obter a primeira contribui¢do com relagdo
ao pardmetro ndo comutativo como sendo proporcional a p, Eq. (4.72).
Estudando o termo dependente da temperatura, realizamos uma expansio em
torno de 7 = 0 (definido na Eq. (4.59)), obtendo assim, no limite estético e
regime de altas temperaturas o termo dominante proveniente da contribuicdo
nio planar como sendo proporcional a p*T'InT, Eq. (4.73), muito diferente
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da contribui¢ao planar, que comporta-se como 7. A expansdo das amplitudes
em torno de pequenos valores da varidvel 7 foi discutida em [50] em termos
de uma espécie de generalizacao da andlise de hard thermal loop, amplamente
usado em teorias comutativas. J4 em [29], estes tipos de limite sdo associados
com alguns processos de transmutagdo bdsons-férmions nas contribuigoes nao
planares.

Ainda com relacdo ao cédlculo nao comutativo, vimos que a teoria abe-
liana apresenta comportamentos tipicos de teorias de Yang-Mills. Este re-
sultado j4 havia sido encontrado com relagao a discretizacao do coeficiente
de Chern-Simons [24] e agora manifestou-se no aparecimento de uma de-
pendéncia explicita no parametro de calibre deste coeficiente, como podemos
observar das Eqgs. (4.72) e (4.73).

Varias possibilidades surgem de continuidade deste trabalho. Com relacgao
a dependéncia do termo que quebra paridade da auto-energia do fé6ton com o
parametro de calibre, para estudarmos a invaridncia de calibre precisariamos
calcular a contribui¢ao proveniente da funcdo de trés pontos. Neste caso, a
independéncia de calibre apareceria, em analogia ao caso nao abeliano, como:

2i | |
~ f(E)eH AuaVAAJrgz,alu*;iy*,qA . (5.1)

com f(¢) sendo uma fungdo a ser determinada perturbativamente. Assim
seria necessario calcular a correcdo a um lago da fungdo de trés pontos em
torno da origem do espaco energia-momento. Um estudo nesta linha ja estd
sendo desenvolvido.

Outra possibilidade seria a andlise dos processos de blindagem nos mo-
delos n&o comutativos. Considerando que os propagadores ndo sao alterados
pela ndo comutatividade, a questdo da existéncias de dois pélos nos propaga-
dores dos modelos de Maxwell-Chern-Simons-Higgs e na QFED; com termo
de Chern-Simons (no caso fermiénico os dois pélos somente aparecendo no
propagador completo) continua a existir, e uma andlise do comportamento
- destes propagadores no regime de altas temperaturas pode trazer resultados
interessantes.

Em uma linha paralela a esta, podemos também discutir a renormaliza-
bilidade da teoria em espacos nao comutativos, no modelo aqui estudado, ou
seja, Chern-Simons puro acoplado com campo de Higgs.
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Apéndice A

Integrais Uteis

A.1 Caso Comutativo

Aqui apresentaremos um exemplo dos célculos utilizados no capitulo (3) para
obter o limite de pequenos valores de y da fungdo h,, Eq. (3.53), ou seja,

*°  z'dx 1
ha(y) = ' — -
0 \/3;2 + 42 e\/a: +y2—1
O método que iremos utilizar é baseado na referéncia [39]. Corniegamos por
utilizar a identidade:

(A1)

1 1 1 < 2
) L — A2
-1 2 2+ mzzlz2+(27rm)2’ (4.2)

de tal forma que substituindo este resultado na Eq. (A.1) obtemos:

0 " 1 1, o Vo2 +y?
dz —5t+2 Z 2 1 2 2
o V2 |ty 2 = 32 +y? + (2rm)
(A.3)
Cada pedago da expressao acima contém, em geral, uma divergéncia para
grandes valores de z. Para garantir que h,(y) seja finito, é necessdrio que
estas divergéncias se compensem no resultado final. Vamos lidar com esta
dificuldade definindo uma quantidade regularizada k¢ (y), como sendo:

hn(y) =

B ( ):/‘” " dx 1
nY = 0 (x2+y2)%e(m2+y2)%—l’
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de tal forma que:

hn(y) = limAS (y). (A.5)

e—0

Usando a igualdade (A.2), podemos reescrever k¢ (y) como:

o0 n—e 1 1 o 2 2
) = [Tt ey YRR
Vr2+y? [ r2+y2 2 — 2% +y? + (2rm)
00 +o0 00
1 1 n €
— d n—e —
/0 i mzz—oo 22+ y?+ (2rm)? 2 \ /3;2 + 32
= L)+ L), (A.6)

onde definimos I5(y) e JS(y) respectivamente por:

+o00

€ — = n—e 1
4uw:A dzz §;ﬁ+w+@mW’ (A7)

JE(y z_—/ dr—2 (A8)
x2+y

Calculando If(y) temos:

o0 +oo 1
I(y) = /0 dzz™"* Z 2 + y2 + (27m)?

o 1 o "€
= > = + (27m)? dz 1 22
m=—o0 7 0 + FiGmy

I+y

m=—00

Podemos reescrever a soma que aparece em (A.9) como sendo:

(e ¢}
n—1l—ce¢

Z [yQ + (27‘('77’1,)2] _‘2L_ — yn—l—e +2 Z [yQ + (27‘('77’1,)2]

m=—00 m=1

n—1-—e
2
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(e}

— yn—l—e +92 Z(zﬂ.m)n—l—e

m=0
b2y e (Y1)
m=0
= Y -y n(y) +2(2n) i m—1-e
m=0
+  2@2n)n e i mr—1-e [_1 Ly
m=0
L In()]
+ 0, (A.10)

onde na ultima passagem realizamos uma expansao em pequenos valores de
€. Além disso, definimos a variavel Y como:

Y = {1+ (L)zJ . (A.11)

27m

A seguir devemos expandir a expressao acima em torno y = 0 (o que
corresponde no nosso caso ao regime de altas temperaturas). Chegamos
assim a '

(e}
n—1l—e

Z [y* + (27m)?] = y" ! — ey n(y) + 2(2m)" " C(e +1 — n)

-0

+ 202m)" A, 4% C(e + 3 —n)
+ 202m)" B, ' C(e + 5 — n), (A.12)
onde ((z) sdo as fungdes Zeta de Riemann e estamos definindo:

A, = _m,
’ 2(27)?

3+ n?+4e—2n(2 +¢)
B,.= . A13
e 12874 (A-13)
Como as fungdes ((z) tem comportamentos distintos para argumentos posi-
tivos e negativos, vamos considerar um caso particular, por exemplo n = 3.

Neste caso, a soma torna-se:
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Z [y2 + (27rm)2] = y*—e’lIn(y) +2(27)* (e — 2

+ 2(2#)2_€A3’€y2§"(6)
+ 2(27)*Bs y*C(e + 2).

o] 3—¢€ 1 2
0 ].+y € 24

e as seguintes relacoes para as funcoes Zeta de Riemann:

e [ Tr@ce) «
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Agora usando que:

((e=2)=

Cle+2) = ((2) +eC'(2),

¢(e) = ¢(0) + C'(0),

podemos reescrever I&(y) com o uso das Egs. (A.9) e (A.14) como:

K = - {y - e’l() - TEIE)
oy (1+5) VK0 + e0)
- V' @) + ()]}

Calculando J£(y) a partir da Eq. (A.8), temos:

xn—e

adr——

— o0
n—€ tnf

2 \/1+t2
n e]_"(n-i-l 6) T

1 o0

Jay) =

Yy

4 TG) T(®5)sinr(52)]
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Em particular, para n = 3, obtemos:

e o
R OB GOy Co) R

Finalmente, unindo (A.17) e (A.19) chegamos a:

rals) = 268) + 4 10) - 3| + O60) (.20

que foi o resultado utilizado na Eq. (3.54).

A.2 Caso Nao Comutativo

Nesta se¢ao iremos calcular a forma geral das integrais que aparecem no
calculo das amplitudes no espago nao comutativo. Vamos utilizar para isso
algumas das técnicas sugeridas em [50]. Considere assim a seguinte definigo:

(M) = / wkzkol(kﬁ)So%;wa.
0
_ [T 5L e 578 (W)
_ /0 Rk (kD) +2 /0 ek (5) "2,
= 1O(M) + 19(M), (A.21)

onde M ¢ definido em (4.41) e w?, = k* + M? (esta integral aparece na
Eq. (4.55)). Além disso, utilizamos a decomposi¢do da cotangente em termos
da funcdo distribuicio ng(z) = (e’ — 1)~! para obter separadamente as
contribuicées independente e dependente da temperatura, respectivamente
expressos por IO (M) e I®(M).

Para o termo com T = 0 temos

1O(M) = / kzkol(k;ﬁ)i. (A.22)
0 Wy

Esta integral pode ser facilmente resolvida se utilizarmos alguns resultados
conhecidos a respeito das fungdes de Bessel (J,,) [51], mais especificamente a
seguinte relacao:
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/ dx (1172 )1//2 —azJ [,0 /xQ ]
1
2
= R A TR, (A29)

Assim, considerando v = 1, @ = 0 e p = pM podemos reescrever 10 (M)
como:

1O = / k2dk,]1(kﬁ)i
0 Wam

= MQ/ dy\/y? — LL[PM/y? — 1]
1

_ MM [ﬁ]l\/[ + ﬁ] , (A.24)

que é exatamente o resultado considerado na Eq. (4.57).
No célculo do termo dependente da temperatura vamos utilizar a seguinte
igualdade para a funcao distribuicao de Bose-Einstein:

f: (A.25)
)

Desta forma podemos reescrever [ 5)( como

TLB(’LUM)
W rr )

= M? ;/100 dy\/y? — 1e=PM™ J [T BM \/y2 — 1]. (A.26)

Novamente podemos utilizar a Eq. (A.23), considerando desta vez v = 1,
a=pfMnep=r7pM. Assim chegamos ao seguinte resultado:

IPM) = 2 / k2dkJ, (kp)
0

®) 3 ) e—BMVn2+72 X g=BAMVnZE7?
2(M) = pMT Zn2—— Z (n2 + r2)372° (A.27)

n=1 =1

que foi utilizado na Eq. (4.58).

83



Referéncias Bibliograficas

[1] MATSUBARA, T., “A New Approach to Quantum-Statistical Mecha-
nics”, Prog. Theo. Phys. 14, 351, 1955.

[2] ABRIKOSOV, A. A, GOR'’KOV, L. P. e DZYALOSHINSKII, I. E,,
Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics, Prentice-Hall
Inc., 1963.

[3] FETTER, A. L.e WALECKA, J. D., Quantum Theory of Many-Particle
Systems, McGraw-Hill Book Company, 1971.

[4] UMEZAWA, H., MATSUMOTO, H. e TACHIKI, M., Thermofield Dy-
namics and Condensed States, North-Holland, 1982.

[5] KAPUSTA, J. L., Finite Temperature Field Theory, Cambridge Univer-
sity Press, 1989.

[6] LE BELLAC, M., Thermal Field Theory, Cambridge University Press,
1996.

[7] DAS, A., Finite Temperature Field Theory, World Scientific, 1997.

[8] CHERN, S. S. e SIMONS, J., “Characteristic Forms and Geometric
Invariants”, Ann. Math. 99, 48, 1974.

[9] DESER, S., JACKIW, R. e TEMPLETON, S., “Topologically Massive
Gauge Theories”, Ann. Phys. 140, 372, 1982.

[10] NIELSEN, H. B. e OLESEN, P.; “Vortex-line Models for Dual Strings”,
Nucl. Phys. B61, 45, 1973.

[11] JULIA, B. e ZEE, A., “Poles with both Magnetic and Electric Charges
in Non-Abelian Gauge Theory”, Phys. Rev. D11, 2227, 1975.

84



[12] PAUL, K. e KHARE, A., “Charged Vortices in Abelian Higgs Model

with Chern-Simons Term”, Phys. Lett. B174, 420, 1986.

[13] VEGA, H. J. de e SCHAPOSNIK, F. A., “Electrically Charged Vortices

[14]
[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

in Non-Abelian Gauge Theories with Chern-Simons Term”, Phys. Rev.

Lett. 56, 2564-2566, 1986.
FRADKIN, E., Proc. Lebedev Phys. Inst. 29, 7, 1965.

WELDON, H. A., “Covariant Calculations at Finite Temperature: the
Relativistic Plasma”, Phys. Rev. D26, 1394, 1982.

REDLICH, A. N., “Gauge Noinvariance and Parity Violation of Three-
Dimensional Fermions”, Phys. Rev. Lett. 52, 18, 1984; “Parity Violation
and Gauge Noinvariance of the Effective Gauge Field Action in Three
Dimensions”, Phys. Rev. D29, 2366, 1984.

COLEMAN, S. e HILL, B., “ No More Corrections to the Topological
Mass term in QED in Three-dimensions”, Phys. Lett. B159, 184, 1985.

BRANDT, F. T., DAS, ASHOK e FRENKEL, J., “Absence of Higher
Order Corrections to the Non-Abelian Chern-Simons Co-fficient”, Phys.
Lett. B494, 339, 2000; Phys. Rev. D63: 085015, 2001.

KAO, Y-C. e SUZUKI, M., “Radiatively Induced Topological Mass Term
in (2 + 1) Dimensional Gauge Theories”, Phys. Rev. D31, 2137, 1985;
MERNSTEIN, M. e LEE, T., “Radiative Corrections to the Topological
Mass in (2 + 1)-dimensional Electrodynamics”, Phys. Rev. D32, 1020,
1985.

DUNNE, G., LEE, K., e LU, C., “The Finite Temperature Chern-Simons
Coeflicient”, Phys. Rev. Lett. 78, 3434, 1997; DAS, A. e DUNNE, G.,
“Finite Temperature Perturbation Theory and Large Gauge Invariance”,
Phys. Rev. D57, 5023, 1998; DESER, S., GRIGUOLO, L., e SEMI-
NARA, D., “Gauge Invariance, Finite Temperature and Parity Anomaly
in D=3”, Phys. Rev. Lett. 79, 1976, 1997; DESER, S., GRIGUOLO, L., e
SEMINARA, D., “Effective QED Actions: Representations, Gauge Inva-
riance, Anomalies and Massa Expansions”, Phys. Rev. D57, 7444, 1998;

85



[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

FOSCO, C., ROSSINI, G. e SCHAPOSNIK, F., “Induced Parity Brea-
king Term at Finite Temperature”, Phys. Rev. Lett. 79, 1980, 1997, Er-
ratum, 1bid 79, 4296, 1997; BRANDT, F., DAS, A. e FRENKEL, J., “In-
duced Parity Violating Thermal Effective Action for (2+1)-Dimensional
Fermions Interacting with a Nonabelian Background”, Phys. Rev. D65,
065013, 2002; BRANDT, F., DAS, A., FRENKEL, J. e TAYLOR, J.C,,
Derivative Expansion and the Parity Violating Effective Action for Ther-
mal (2+1)-Dimensional QED at Higher Orders”,ibid, 64, 06501, 2001.

ARNOLD, P., VOKOS, S., BEDAQUE, P. e DAS, A., “Analytic Struc-
ture of the Self-Energy for Massive Gauge Bésons at Finite Tempera-
ture”, Phys. Rev. D47, 4698, 1993.

DOUGLAS, M. R. e NEKRASOV, N. A., “Noncommutative Field The-
ory”, Rev. Mod. Phys. 73, 977, 2001; SZABO, R. J., “Quantum Field
Theory on Noncommutative Spaces”, hep-th/0109162, 2001; GOMES,
M., “Renormalization in Noncommutative Field Theory”, XI Jorge An-
dre Swieca Summer School, Sdo Paulo, Brazil, 2001; GIROTTI, H. O.,
“Noncommutative Quantum Field Theories”, XII Jorge Andre Swieca
Summer School, Sdo Paulo, Brazil, hep-th/0301237, 2003.

‘FJRONEWOLD, H. J., “On the Principles of Elementary Quantum Mc-
chanics”, Physica (Amsterdan) 12, 405, 1946; MOYAL, J. E., Proc.
Cambridge Philos. Soc. 45 , 99, 1949;

NAIR, V. P., e POLYCHRONAKOS, A. P., “On level Quantization
for the Noncommutative Chern-Simons Theory”, Phys. Rev. Lett. 87,
030403, 2001; SHEIKH-JABBARI, M. M., “A Note on Noncommutative
Chern-Simons Theories”, Phys. Lett. B510, 247, 2001; BAK, D., LEE,
K. e PARK, J. H., “Chern-Simons Theories on Noncommutative Plane”,
Phys. Rev. Lett. 87, 030402, 2001; DAS A. e SHEIKH-JABBARI, M.
M., “Absence of Higher Order Corrections to Noncommutative Chern-
Simons Coupling”, JHEP 0106, 028, 2001.

ALVES, V. S,, DAS, A., DUNNE, G. V. e PEREZ, S., “Parity Violating
Bosonic Loops at Finite Temperature”, Phys. Rev. D65:085011, 2002.

ALVES, V. S., DAS, A. e PEREZ, S., “Screening Length in (2+1)-
dimensional Abelian Chern-Simons Theories”, Phys. Lett. B531, 289,
2002.

86



[27] DAS, A. e PEREZ, S., “Vanishing Magnetic Mass in QED(3) with a
Chern-Simons Term”, Phys. Rev. D66:025011, 2002.

[28] BRITO, L. C. T., GOMES, M., PEREZ, S. e SILVA, A. J., “Radia-
tive Corrections to the Chern-Simons Term at Finite Temperature in
Noncommutative Space”, hep-th /0301124, 2003.

[29] CHANDRASEKHAR, B. e PANIGRAHI, P. K., “Finite Temperature
Effects on the Induced Chern-Simons Term in Noncommutative Geome-
try”, hep-th/0301030, 2003.

[30] SALINAS, S. R. A., Introdugdo d Fisica Estatistica, EDUSP, 1999.
[31] GOMES, M., Teoria Qudntica dos Campos, EDUSP, 2002.

[32] ABRIKOSOV, A. A., GOR’KOV, L. P. e DZYALOSHINSKII, 1. E.,

“On the aplication of Quantum-Field-Theory methods to problems of
Quantum Statistics at Finite Temperatures”, Sov. Phys. JETP 9, 636,
1959.

33] UMEZAWA, H. e TOMOZAWA, Y., Nuovo Cimento 5, 810, 1957.

[34] DUNNE, G. V., “Aspects of Chern-Simons thecry”, Lectures at the 1998
Les Houches Summer School Topclegical Aspects of low Dimensional
Systems, hep-th/9902115, 1998.

[35] FRENKEL, J., Principios de Eletrodindmica Cldssica, EDUSP, 1996.
[36] DIRAC, P. A. M., Proc. R. Soc. A133, 60, 1931.

[37] 't HOOFT G., “Magnetic Monopoles in Unified Gauge Theories”,
Nucl. Phys. B79, 276, 1974;

[38] BLAIZOT, J-P., IANCU, E. e PARWANI, R. P.; “On the Screening of
Static Electromagnetic Field in Hot QED Plasmas”, Phys. Rev. D52,
2543, 1995.

[39] DOLAN, L. e JACKIW, R., “Symmetry Behavior at Finite Tempera-
ture”, Phys. Rev. D9, 3320, 1974.

[40] KAO, Y-C. and YANG, M-F., “Radiatively Induced Chern-Simons
Terms at Finite Temperature”, Phys. Rev. D47, 730, 1993.

87



[41] BRANDT, F. T., DAS, A. e FRENKEL, J., “Parity Violating Elec-
tromagnetic Interactions in QFE D3 at Finite Temperature”, Phys. Rev.
D62, 085012, 2000.

[42] WARD, J. C., “The scattering of Light by Light”, Phys. Rev. 77, 293,
1950.

[43] WEYL, H., Z. Physik 46, 1, 1949; DOPLICHER, S., FREDENHAGEM,
K. e ROBERTS, J. E., Commun. Math. Phys 172, 187, 1995.

[44] MICU, A. e SHEIKH-JABBARI, M. M., “Noncommutative * Theory
at Two Loops”, JHEP 0101, 025, 2001.

[45] GOMIS, J. e MEHEN, T., “Space-Time Noncommutative Field Theories
and Unitarity”, Nucl. Phys. B591, 265, 2000; ALVAREZ-GAUME, L.,
BARBON J. L. F. e ZWICKY, R., “Remarks on Time Space Noncom-
mutative Field Theories”, JHEP 0105:057, 2001; BASSETTO, A., GRI-
GUOLQ, L., NARDELLI, G. e VIAN, F., “On the Unitarity of Quan-
tum Gauge Theories on Noncommutative spaces”, JHEP 0107:008, 2001;
LIAO, Y. e SIBOLD, K., “Time Ordered Perturbation Theory on Non-
commutative Space-Time. 2. Unitarity”, Eur. Phys. J. C25, 479, 2002;
BAHNS, D., DOPLICHER, S., FREDENHAGEN, K. ¢ PIACITELLI,
“On the Unitarity Problem in Stace-Time Noncommutative Theories”,
Phys.Lett. B533, 178, 2002.

[46] FILK, T., “Divergences in a Field Theory on Quantum Space”, Phys.
Lett. B376, 53, 1996.

[47] MINWALLA, S., RAAMSDONK, M.V. e SEIBERG, N., “(OM) theory
in Diverse Dimensions”, JHEP 0008, 008, 2000.

[48] GIROTTI, H. O., GOMES, M., RIVELLES, V. O. e SILVA, A. J., “A
Consistent Noncommutative Field Theory: The Wess-Zumino Model”,
Nucl. Phys. B587, 299, 2000; GIROTTI, H. O., GOMES, M., PETROV,
A.YU., M., RIVELLES, V. O. e SILVA, A. J., “The Three-dimensional
Noncommutative Nonlinear Sigma Model in Superspace”, Phys. Lett.
B521, 119, 2001.

[49] PISARSKI, R. D. e RAQ, S., “Topologically Massive Chromodynamics
in the Perturbative Regime”, Phys. Rev D32, 2081, 1985; PISARSKI,

88



R. D.,” Topologically massive chromodynamlcs at Finite Temperature”,
Phys. Rev D35, 664, 1987.

[50] BRANDT, F. T., FRENKEL, J. e MCKEON, D. G. C., “Hard Thermal
Effects in Noncommutative U(N) Yang-Mills theory”, Phys. Rev. D65,
125029, 2002.

[61] GRADSHTEYN, I. S. e RYZHIK, M., Table of Integrals, Series and
Products , Academic, 1980.

89



	1
	2
	1
	2
	3




