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Aos meus pais.

Something mysteriously formed,

Born before heaven and earth.

In the silence and the void,

Standing alone and unchanging,

Ever present and in motion.

Perhaps it is the mother of ten thousand things.
I do not know it’s name.

Call it Tao.

For lack of a better word, I call it great.
Being great, it flows.

It flows far away.

Having gone far, it returns.

LAO TSU, Tao Te Ching,
Tradugao de Gia Fu Feng e Jane English



Agradecimentos

Por vezes é muito dificil reconhecer com justiga a colaboragéo
de todos os que me ajudaram na elaboragdao desse trabalho, de
uma maneira ou de outra. Existem companheiros préoximos, como
o Prof. Humberto Franca e seu colaborador Alencar J. Faria, os
distantes, como os professores Emilio Santos e R. Blanco, de San-
tander. A nossa atividade como um grupo ja foi responsavel pela
publicagao de trés artigos em conjunto. Sem eles, esse desem-
penho ndo teria sido possivel. Também tenho dividas de gratidao
para com colaboradores do passado, cujos trabalhos tiveram des-
dobramentos neste, como o Prof. Dr. Kaled Dechoum e o Dr.
Roberto B. Santos.

Mas néo tive apenas colaboradores técnicos. Houve a amizade
dos que citel acima, e de outros. Devo gratidao aos meus ami-
gos Paulo Marques e Carlos Mariz e, sobretudo, & minha esposa

Denise.



Sumario

1 Introducao 1
1.1 A Eletrodinamica Estocastica . . . ... ... ... ... ... 1
2 Ruido radiativo no indutor de circuitos simples 10
2.1 O Ruido de Nyquist-Johnson . . . . . . ... ... ... .... 10
2.2 O Ruido Radiativo . . . .. . .. e e e e e 13
2.3 Propriedades de equilibrio de um circuito sujeito ao Ruido
Radiativo . . . . . . . . ... ... ... 18
2.4 A Radiacdo emitida pelo solendide sujeito ao Ruido Radiativo 21
2.5 O vetor de Poynting na presenga do solendide . . . . . . ... 25
2.6 A possibilidade de detecgao do Ruido Radiativo . . . . . . .. 29
3 Influéncia da radiacao de ponto-zero no escape de barreiras
de potencial 35
3.1 Escape de barreiras de potencial induzida por flutuagoes
térmicas: a taxade Kramers . . . . . . .. ... ... L. 37
3.2 Influéncia da radiagao de ponto-zero no escape da barreira de
potencial . . . . . .. .. L 44
3.3 Comparagao dos resultados com dados experimentais . . . . . 46
4 Anadlise critica do formalismo de Schrodinger na Mecéanica

Quantica 50



4.1 A Reagdo da Radiagdo e as flutuagoes eletromagnéticas do viacuo 51
4.2 O oscilador harménico segundo o formalismo de Heisenberg . . 56
4.3 O oscilador harmonico eletrizado de acordo com o formalismo

de Schrodinger . . . . . . ... 59

4.4 Em busca do motivo para as diferencas entre os dois formalismos 64

5 Conclusdao Geral 66
A Teorema de Wiener-Kintchine 68
Referéncias Bibliograficas 71

i



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

2.4

3.1

Distribuigéo espectral da corrente medida no resistor, Sy (v, T),
em fungdo da freqiiéncia v = w/27 para dois valores de tem-
peratura 7' = 4,2 K (circulos cheios) e T = 1,6 K (circulos
vazios). A linha continua é a previsdo tedrica (2.3). A linha

tracejada é 21 [ hy ] A figura é extraida de [16].

Ronm eh"/"BT—l

Distribuicdo espectral da voltagem S.(w,T) para dois valores
de temperatura T} = 0,02 K e T3 = 3 K. O solendide é tal que
[=0,5cm, a=0,05cm, b= 0,001 cm e N = 250 espiras.

O significado das curvas oy, as e az, B1 e (B2 é explicado no

texto. A figura é extraidade [20]. . . . . . ... ... .. ...

Distribuicao espectral da voltagem para T = 4 K. O solendide
étalquel =3 cm,a=0,3cm, b=0,01 cme N = 100 espiras.
Mesmo nessa temperatura baixa nao é possivel distinguir as
flutuacoes de ponto-zero das térmicas. A figura é extraida de
[20]. . . .
Distribuicdo espectral da voltagem para T = 300 K. O

solendide é o mesmo que o da figura (2.3). A figura é extraida

Potencial metaestdvel com barreira de altura AU = U(x,) —

U(z,), um minimo local z, e um méximo local zp. . . . . . . .

1l

12

31



¢!

3.2

3.3

Os pontos experimentais sao dados da taxa de escape associa-
dos & migragdo do CO para a cadeia beta-hemoglobina [38]. A
linha continua é a curva tedrica (3.35). Os circulos correspon-
dem & taxa de escape sem as flutuagdes de ponto-zero (f6rmula
de Arrhenius). . . . . . . ... L
A linha continua é o comportamento de alta temperatura
de (3.35). Os pontos experimentais sdo dados da taxa de
escape associados & migracdo do CO para a cadeia beta-
hemoglobina [38]. Os circulos correspondem & taxa de escape

sem as flutuagoes de ponto-zero, isto €, a férmula de Arrhenius

Yo exp(—=AU/kpT). .. ... ...

K

iv



2

w

Resumo

A Eletrodindmica Estocastica é uma combinagdo da
Eletrodinamica Cléassica e a hipdtese adicional de que exis-
tem campos eletromagnéticos aleatdrios, independentes da tem-
peratura, denominados radiagdo de ponto-zero ou flutuagoes
do vécuo, responsaveis pelo surgimento de certas propriedades
peculiares dos sistemas microscépicos, geralmente descritas
pela Mecénica Quantica. Diversos novos resultados da teo-
ria sdo apresentados nesse trabalho. No capitulo 1, é feita
uma breve introducao aos principais conceitos e pressupostos
da Eletrodinamica Estocéastica, necessarios para melhor com-
preensao dos capitulos seguintes. No capitulo 2, a atuacdo dos
campos do vacuo no indutor de um circuito elétrico simples é
estudada. Conclui-se que deve existir um tipo de ruido na volt-
agem do circuito, adicional ao ruido de Nyquist-Johnson, que
pode ser medido dependendo da magnitude de certos parametros
do circuito e sob certas condigoes de temperatura. No capitulo
3, é estudado o comportamento de uma particula eletrizada em
um potencial metaestavel, com uma barreira de potencial, su-
jeita as flutuagoes da radiagdo térmica e de ponto-zero. Mostra-se
que, mesmo a temperatura muito baixa (7" — 0), as flutuagoes
do vécuo ainda sdo capazes de promover o escape da particula

através da barreira de potencial. A Mecéanica Quéantica atribui o



fenémeno ao tunelamento da particula através da barreira. Um
conjunto de dados experimentais sao analisados e observa-se que
a descrigdo da Eletrodinamica Estocastica produz um excelente
acordo com eles. No capitulo 4, é mostrado que os formalismos
de Heisenberg e Schrodinger da Mecanica Quéntica deixam de
ser equivalentes quando se leva em conta os campos do vécuo nos
calculos. Dirac foi o primeiro a apontar essa ndo equivaléncia
para casos da Eletrodinamica Quantica Relativisitica. Um ex-
emplo bem mais simples é apresentado, o oscilador harménico

eletrizado, em interagao com o campo eletromagnético do vacuo.
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Abstract

The Stochastic Electrodynamics Theory is a combination of
Classical Electrodynamics and the additional hypothesis that
temperature-independent stochastic electromagnetic fields do ex-
ist. These electromagnetic fields are called zero-point radiation or
vacuum fluctuations and are responsible for some peculiar prop-
erties of macroscopic systems, usually described by Quantum Me-
chanics. Some new results of the theory are given in this work. In
chapter 1, a brief introduction of the main concepts and hypoth-
esis of the Stochastic Electrodynamics Theory are given. They
are necessary for a better understanding of the following chapters.
In chapter 2, the influence of vacuum fields at the inductor of a
simple electric circuit is studied. One concludes that a certain
type of noise in the voltage, which is additional to the Nyquist-
Johnson noise, must exist and can be measured depending on
certain circuit parameters and under certain temperatures. In
chapter 3, one studies the behavior of an electrified particle in-
side a metastable potential with a potential barrier, under the
influence of the fluctuations of thermal and zero-point radiations.
It is shown that, even if the temperature is very low (T — 0),
the vacuum fluctuations are still responsible for the escape of the

particle through the potential barrier. Quantum Mechanics re-

vii



lates this phenomenon to the tunneling of the particle through
the potential barrier. Experimental data are analyzed and it is
shown that the description of Stochastic Electrodynamics gives
an excellent agreement with them. In chapter 4, it is shown
that the Schrodinger and Heisenberg pictures of Quantum Me-
chanics are not equivalent when the vacuum fields are taken into
account. Dirac was the first to point out this non-equivalence
for Relativistic Quantum Electrodynamics. A simpler example of
this non-equivalence is shown in the context of Stochastic Elec-
trodynamics: an electrified harmonic oscillator interacting with

the electromagnetic vacuum fields.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A Eletrodinamica Estocastica

Pode-se apresentar a Eletrodinamica Estocéastica de diversas formas. Nessa
secao faz-se mengao a alguns de seus aspectos essenciais e mais gerais, prin-
cipalmente aqueles que serao utilizados posteriormente nos demais capitulos.
Para um estudo mais detalhado da teoria pode-se consultar Boyer e de la

Pefia [1, 2).

A Eletrodinanica Cléssica apresenta uma abordagem tedrica para descr-
ever particulas e campos eletromagnéticos cldssicos em interagao. Ela utiliza

os seguintes elementos:

e Fquacgoes de movimento para as particulas cléssicas, sujeitas & atuagéo
dos campos eletromagnéticos. Normalmente utilizam-se as leis do movi-
mento de Newton, mas em uma abordagem manifestamente covariante

pode-se utilizar as equagoes relativisticas apropriadas;

e Fquacoes de Mazwell para os campos eletromagnéticos;



e Condigdes de contorno para as solugoes das Equagtes de Maxwell.

A equagdo de movimento nao-relativistica para particulas classicas é dada

por

[V

7 (1.1)

Wil
le(\)

. = e - -
mr=eE+-7x B+
c

Os dois primeiros termos do segundo membro correspondem & forca de
Lorentz e o terceiro termo é a forca de reagao da radiagao, que surge como
conseqiiéncia de a particula ser carregada e emitir energia e momento na
forma de radiagdo. Existe uma grande quantidade de publicagtes a respeito
da reacao da radiagéo, tanto no contexto da Eletrodinamica Classica quanto
da Eletrodindmica Quéntica. Ela estd relacionada com diversas dificuldades
tedricas que fogem ao escopo desse trabalho. Um resumo sobre o tema, bem
como diversas referéncias, podem ser encontrados em [3]. No capitulo 4 al-

guns aspectos relacionados com a reagao da radiacdo serao considerados.

As solugbes das Equagtes de Maxwell podem ser expressas, como é usual,
em termos dos potenciais ¢(7,¢) e A(7,t). Os campos elétrico e magnético

sao, entao, escritos como:

_ . 10A

E = - —_—— 1.2
N c Ot (12)

B = VxA (1.3)

Em uma abordagem nao-relativistica pode-se utilizar o Calibre de
Coulomb, caso em que as Equagoes de Maxwell levam as seguintes equagoes

para os potenciais ¢(7, 1) e A'(F, t):
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Vi¢p = —dmp; com lim ¢(7,t) =0 (1.4)

r—00

e - 18%4 A7 - . o
2 _ oz 0 . . —
VA- 5o ~Ji; e V-A=0. (1.5)

O termo J, éa parte transversal do vetor J. Uma apresentacao detalhada das
sutilezas, vantagens e limitagoes da utilizacao da decomposicdo dos campos
em parte transversal e longitudinal pode ser encontrada em [4]. As solugdes

de (1.4) e (1.5) podem ser expressas como:

p(7t) = /|T_T &> (1.6)

AFt) = ffo(F,t)nL/Jl( )6<t’—t+ =7 ‘) ' &*F' (1.7)

|7 — 7| c

Na Eletrodinamica Cléssica tradicional faz-se a hipétese de que a parte
homogénea da solugao (1.7) é nula, o que significa que néo existe campo sem
que ele tenha sido originado de alguma fonte. No entanto a Eletrodindmica
Estocéstica tem como principal hipétese o nao anulamento desse termo,

Ay # 0, fato que ndo viola as leis da Eletrodinamica Cléssica tradicional.

Mais precisamente, a Eletrodinamica Estocéastica supoe a existéncia de
campos eletromagnéticos classicos, estocésticos, independentes da temper-
atura, denominados radia¢do de ponto-zero. As principais propriedades

fisicas da radiacdo de ponto-zero sao:

¢ Independéncia de suas caracteristicas com a posigao e diregao do espaco

(homogeneidade e isotropia);

e Independéncia da temperatura (motivo pelo qual é chamada radiacao

de ponto-zero);



e Invaridncia por transformacao de Lorentz.

As propriedades de homogeneidade, isotropia, independéncia da temper-
atura e invaridncia sdo necessdrias para que esse campo de radiagao esteja
universalmente presente, sempre com as mesmas caracteristicas, em qual-
quer referencial. Uma demonstragao resumida e simples da invariancia de
Lorentz da radiacao de ponto-zero pode ser encontrada no trabalho de Boyer

de 1975 [1].

A independéncia da radiagao de ponto-zero com respeito & temperatura
é necessaria para que suas caracteristicas nao dependam do estabelecimento
de um equilibrio com a matéria, como ocorre com a radiagao térmica de
Planck. Na verdade, se houver radiagao em equilibrio com uma cavidade na
temperatura 7', qualquer variacao infinitesimal quasi-estatica desse volume,
0V, corresponde a uma variagdo na densidade espectral total da radiagdo,

dp(w, T), dada por [5]

_ wop(w,T)

dp(w,T) = |p(w,T) 5 o 1% (1.8)

Essa é a Lei de Deslocamento de Wien. A parcela da densidade espectral
p(w, T) correspondente & radiagdo de ponto-zero dé contribui¢do nula para
o termo entre colchetes da expressao acima. A radiacao de ponto-zero é
independente do tamanho, do estado de movimento e de variagdes de volume

dessa cavidade.

Um modelo muito usado para representar essa radiagao corresponde
a uma superposi¢do de infinitos modos de oscilagdo (ondas planas), fases

aleatérias e independentes, como apresentado a seguir

2
Ao (Fit)=Re D / &’k i b(k) é(k, o) a(k, o)e ™tk T (1.9)
a=1

4



O vetor k tem a diregéo e sentido de propagacgao da onda plana componente
a que se refere, na qual w = |k|c. €(k, @) sdo vetores de polarizagdo e o é um
indice que pode assumir os valores 1 e 2, correspondente a duas diregoes de

polarizacdo. Todos esses elementos estao relacionados pelas propriedades:

k-élk,e) = 0, (1.10)
ék,a)-é(k,d) = bou, (1.11)
kkj = .
?—FZei(k,a)ej(k,a) = ;. (1.12)
a=1

Essas expressoes representam o fato de k/k, €(k,1) e €(k, 2) formarem uma
base ortonormal no espaco R®. Os a(k, @) sdo nimeros complexos aleatérios
de médulo unitdrio. Eles podem ser escritos a partir de fases aleatoérias,

O(E, @), uniformemente distribuidas entre 0 e 27:

a(k,a) = ek, (1.13)

E importante notar que existe um valor aleatério de § para cada onda plana
caracterizada por k e . As fases aleatérias para k’s e a’s distintos séo
estatisticamente independentes entre si. Assim, algumas propriedades muito

uteis nos cilculos da Eletrodindmica Estocdstica sao

(a*(_" Ol) a(E/, CYI)> _ (e—i0(E,a)ei0(E"a')> = 5,}‘*/5&&’ , (]_]_4)
(a(k,a)a(k o)) = (eie(E’a)eio(El’al)) =0e (1.15)
(a*(k,a)a*(K, o)) = (e_w(’;’a)e_io(’?’a')) =0. (1.16)

Nessas expressoes, os colchetes angulares representam médias nas fases

aleatérias. Na Eletrodindmica Quéntica os numeros complexos aleatérios



a(E, @) sao substituidos por operadores de criagdo e aniquilagdo dos quanta
do campo eletromagnético, a(E, a) e aT(E, @), e as propriedades estatisticas

acima sao substituidas pelas relagoes de comutagao:

[“(ﬂ, o), al(K, a')j = Ozzaat
[a(E,a), a®, )| = 0, e (1.17)
[af(ic',a),af(k',a)" =0

O termo ;= h(k) é a amplitude de cada onda plana componente de Ay e
depende apenas do médulo de k. O fator == € usado para simplificar a
notacgdo ao se escrever os campos de ponto-zero EPZ e EPZ, usando (1.2) e

(1.3):

2
EPZ(Fa t) = Re Z/d% é(l;, o) h(k) [a(E, a)e—m+u€.f]
a=1
¢ (1.18)

—

2 —
B 7t = R d3k e St et k k wttik-T )
paldit) = Red [ @SB 0 [alf )]
A expressdo para a densidade média de energia dos campos da radiagéo

de ponto-zero (média nas fases aleatérias 8(k, o)) pode ser escrita em termos

de h(k) ou, o que é equivalente, h(w):

1
8

2
S - 1 o 2
(Efz+ Biz) = — E /d3kb2(w) :/ dw — h(w), (1.19)
8 0 C
a=1 N’
ppz{w)

na qual foram utilizadas (1.10)—(1.16) e (1.18). O integrando do ultimo
membro de (1.19) pode ser identificado com a densidade espectral de energia

da radiacao de ponto-zero,



w2

o) = S 1H(w). (1.20)

Como w?/7? c? é a densidade de modos normais de oscilagéo do campo eletro-
magnético de freqiiéncia angular entre w e w + dw, o termo m2h%*(w) é a ener-
gia por modo normal de oscilagao do campo da radiagdo de ponto-zero. Na
Eletrodindmica Estocéstica, assim como na Eletrodinamica Quéantica, faz-se
a energia de cada modo igual a hw/2. Esse é o inico modo pelo qual a con-
stante de Planck, h = 27h, entra nos calculos da Eletrodinamica Estocastica.
Muito de seu desenvolvimento tedrico visa evidenciar a participacao que a
radiagdo de ponto-zero tem nos fendmenos fisicos. Assim, sempre que um
resultado da Eletrodinamica Estocéstica é obtido, sabe-se que a origem de h

s6 pode ser da radiagao de ponto-zero.

Pode-se mostrar que a unica possibilidade para a radiagao de ponto-
zero respeitar as propriedades de homogeneidade, isotropia, independéncia
da temperatura e invariancia de Lorentz é possuindo a densidade espectral
proporcional a w®. Apenas sua intensidade, representada por A, é deixada
para ser determinada experimentalmente e verifica-se que ela deve coincidir
com o valor também utilizado pela Eletrodinamica Quéntica. Assim tem-se

de (1.20):

preto) = 2 (%), (1.21)

T or2c8 2

O termo entre parénteses € a energia por modo normal de oscilagao do campo.
A dependéncia de ppz(w) com w? torna a integral em (1.19) divergente,
um inconveniente também presente na Eletrodinamica Quantica. No en-
tanto, em geral os sistemas estudados pela Eletrodinamica Estocéstica nao
envolvem freqiiéncias muito altas, de modo que o intervalo integrado em

freqliéncias maiores que uma freqiiéncia de corte, wmae, Nao contribui para



as propriedades dos sistemas estudados.

Além das propriedades jé citadas, a radiacao de ponto-zero descrita pela
Eletrodinamica Estocastica d4 origem a certos fendomenos que sempre foram
considerados de dominio exclusivo da Mecanica Quéantica, como o oscilador
harmoénico [2]; a radiacdo de corpo negro [6]; a lei de Debye para o calor
especifico de sélidos [7]; o paramagnetismo na matéria [8, 9]; forcas de van
der Waals [10] e outros. Nesse trabalho serdo apresentados mais alguns re-
sultados. Na andlise desses sistemas fisicos, a constante de Planck provém

exclusivamente da radiagdo de ponto-zero.

E usual descrever sistemas em interacao com a radiagao de ponto-zero
adicionada a radiacao térmica para incluir efeitos da temperatura. Nesse
caso, usa-se a mesma descri¢ao da superposicao em ondas planas com fases

aleatdrias, mas escreve-se a seguinte expressao p(w,7T’) no lugar de (1.21).

plw,T) = (1.22)

A densidade espectral da energia da radiacdo de ponto-zero corresponde &
parcela independente da temperatura nessa expressao e a parcela dependente
de T' é a densidade espectral da energia da radiagao de corpo negro de Planck
(kg é a constante de Boltzmann). Pode-se observar que, nesse caso, as am-
plitudes h(w) de (1.20) ficam modificadas pela expressdo correspondente

w2

plw,T) = w2h%(w, T). (1.23)

2 c3

O acréscimo da radiagao térmica de Planck nao é uma hipétese adicional da

8



teoria, mas pode ser obtida a partir do estudo do equilibrio entre a radiacao

de ponto-zero e a matéria [6].

Assim, os campos flutuantes de ponto-zero, acrescidos da parte térmica,

serao denominados campos do vécuo e escritos analogamente a (1.18):

By(7t) = Rei / &k &(k, o) bk, T) [a(E,a)e_iwt+iE'F] (1.24)

2 bond —_
. Ex ek . o
By(7t) = ReY. / d%#b(k,ﬂ [a(k,a)e—wtﬂk'r] (1.25)
a=1
nas quais (1.10)—(1.16) continuam vélidas e podem ser utilizadas para a
obtengdo das propriedades estatisticas dos campos do vécuo (1.24) e (1.25).

Algumas delas sao:

(Ei(7,t)) = (Bi(7t)) =0; (1.26)

Nessas expressoes, os colchetes angulares ( ), assim como no restante desse
trabalho, representam médias nas fases aleatérias 6(k, ) (também denomi-
nadas médias nas flutuagoes ou no ensemble). Essas propriedades estatisticas
dos campos do vacuo sdo essenciais nos resultados da Eletrodinamica Es-
tocastica, inclusive no desenvolvimento dos resultados apresentados nesse

trabalho.



Capitulo 2

Ruido radiativo no indutor de

circuitos simples

2.1 O Ruido de Nyquist-Johnson

No inicio do século XX era de conhecimento dos fisicos que trabalhavam com
eletronica de tubos a vécuo, a presenca inevitdvel de ruidos nas correntes
elétricas dos circuitos. Uma das origens desse ruido foi associada a natureza
quantizada da carga elétrica (shot noise), que atingia o anodo do tubo em
instantes aleatoérios, transferindo uma quantidade indivisivel de carga por
vez. Um ruido de outra origem foi atribuido a agitacao térmica das car-
gas livres contidas em um condutor em equilibrio térmico, produzindo uma
forca eletromotriz flutuante no circuito. Este tltimo ruido eletronico na volt-
agem foi observado somente em 1928 por Johnson [11]. Ao mesmo tempo,
Nyquist apresentou um modelamento tedrico para ele, que ficou conhecido
como ruido de Nyquist-Johnson, e calculou a sua distribuigdo espectral [12],

cuja expressao pode ser escrita como
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Rohm (w7 T)
T

Sn(w, T) = ksT. (2.1)

kg é a constante de Boltzmann. A dependéncia da resisténcia chmica do
circuito, Ropm(w,T'), com a freqiiéncia de oscilagdo da corrente elétrica deve-
se ao efeito pelicular (skin effect), que ocorre devido a interagdo desta com o
campo magnético gerado por ela mesma e produz uma forgca magnética que
tende a manter o fluxo de cargas préximo & superficie do condutor (veja, por
exemplo, o capitulo 8 de J. P. Jackson [39] ou o capitulo 5 de J. I. Cisneros
[22]). No apéndice A apresenta-se mais alguns detalhes sobre a densidade

espectral de uma grandeza flutuante.

Muitos anos depois dos trabalhos de Nyquist e Johnson, Callen e Wel-
ton apresentaram uma versao mais geral do desenvolvimento tedrico de
Nyquist, conhecida como Teorema Flutuagao-dissipagao [13], que estabelece
uma relagdo genérica entre as forgas flutuantes em sistemas lineares com a
forca dissipativa que inevitavelmente as acompanha. Esses autores dao um
tratamento quéntico aos seus célculos, permitindo uma generalizagao para o
resultado cléassico de Nyquist, obtendo-se a seguinte densidade espectral do

ruido na voltagem:

SN(W, T) = ————~—coth

+ (2.2)

Rohm(w,T) hw hw
"9 U ehw/ksT _ 1| "

Essa expressdo resulta da substituigdo do termo kg7 em (2.1) pelo termo
correspondente a energia média de um oscilador harménico quantico em
equilibrio térmico com o ambiente, incluindo o termo de energia de ponto-

zero fw/2, independente da temperatura. Essa expressao coincide com (2.1)

11



o

em altas temperaturas ou baixas freqtiéncias (hw/kgT — 0).

1 T | T T

~  * 42K -

° 16K
lohe 5%

1 §| . \1 i i 1 b
ED']'O Igi I 0 i2
v (HzZ)

Figura 2.1: Distribuigdo espectral da corrente medida no resistor, Sy(v,T),
em fungdo da freqiiéncia v = w/27 para dois valores de temperatura T =

4,2 K (circulos cheios) e T = 1,6 K (circulos vazios). A linha continua é

a previsdo teérica (2.3). A linha tracejada é 22 [e'w /Z;’T_l]. A figura é

Ronm
extraida de [16].

Observa-se que Sy(w, T') em (2.2) é uma fungao crescente da freqiiéncia w
devido a presenca da energia de ponto-zero. Em 1980 Koch et al. realizaram
alguns experimentos e os seus resultados confirmam a presenca do termo de
ponto-zero em Sy (w, T') [15, 16, 17]. Seus resultados podem ser observados na
figura 2.1. Nessa figura esté representada a densidade espectral da corrente
elétrica Sy{v, T) como fun¢do da freqiiéncia v = w/2m, ao invés da densidade

espectral da forga eletromotriz Sy (w,T):
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Si(v,T) = 2hy coth( hw )

Rohm 2]’CBT’
4hy | hr hv
- e |5+ ] 23

2.2 O Ruido Radiativo

Nessa se¢éo, uma das predigoes dos trabalhos de Callen e Welton [13] s&o
verificadas em um sistema fisico particular: um solendide retilineo sujeito
aos campos eletromagnéticos flutuantes do vacuo (térmico e de ponto-zero).
Dois tipos de aproximacoes sao feitas. Primeiro, a capacitancia do solendide
¢ desprezada, levando-se em conta apenas seu efeito indutivo. Segundo, ape-
nas os comprimentos de onda grandes em comparagao com as dimensoes do
sistema, sao levados em conta, ou seja, considerando £ a malor dimensao

associada ao sistema,

2
A>L ou w<<%c. (2.4)

Uma diferenga desse trabalho em relagdo aos de Callen e Welton [13] é a
utilizacao de uma abordagem de acordo com a Eletrodinamica Estocéstica,
na qual os calculos sdo realizados no contexto da fisica cléassica e os campos

de radiagéo de ponto-zero séo levados em conta (veja capitulo 1).

O sistema a ser estudado é formado por um solenéide retilineo de compri-

mento [, constituido por N espiras de raio a (a < l) feitas de um fio de raio
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b. Seu eixo € disposto ao longo da direcao do eixo z. Ele apresenta resisténcia
elétrica 6hmica R, € indutancia L. A sua capacitancia é desprezada nesses

calculos.

Mesmo que o solendide esteja desligado de baterias ha flutuagoes da volt-
agem e na corrente associadas & resisténcia 6hmica do fio (ruido de Nyquist-
Johnson), medidas por Johnson, Koch et al. [11, 15, 16, 17] e estudadas
teoricamente por Nyquist, Callen e Welton [12, 13]. A densidade espectral

dessa forga eletromotriz flutuante é dada pela expresséo (2.2).

A dissipagao de energia relacionada com o ruido de Nyquist-Johnson é
levada em conta por meio do da resisténcia 6hmica. No entanto, se houver
emissao de radiacao pelo solendide devido & presenga de uma corrente elétrica
flutuante, outra forma de dissipagdo de energia deve estar presente no cir-
cuito e é levada em conta por meio da resisténcia radiativa, que se adiciona
a resisténcia 6hmica. Se as condigbes (2.4) forem satisfeitas, a resisténcia
radiativa associada ao solendide, R,.q4, é definida pela expressao

w4

Pw) = 33

@) = 5 Rraa() () (25)

I(w) é a transformada de Fourier da corrente elétrica no circuito I(t). P(w)
é a poténcia de Larmor no intervalo entre w e w + dw associada & emissao de

radiagdo pelo solendide, que é aproximado por um dipolo magnético ji(t):

fit) = I(t)p (2.6)

Na qual it = I—g— A transformada de Fourier fi(w) de fi(t) é dada por:




Utilizando (2.7) em (2.5), obtém-se a seguinte expressdo para a resisténcia

radiativa:

2m2N? saw\4
. = = . 2.8
Brag(w) 3c ( c ) (28)
Assim, pode-se representar a resisténcia elétrica total do solendide por:
Rsol (wa T) = Rohm(wy T) + Rrad(w)- (29)

Pelo Teorema Flutuacdo-dissipagao, espera-se que aja no solendide uma
forca eletromotriz flutuante adicional aquela de Nyquist-Johnson, relacionada

com essa outra forma de dissipagao.

Os campos magnéticos de radiacao do vacuo, By, de origem térmica e de
ponto-zero, sdo os responsaveis pelo aparecimento dessa forca eletromotriz
flutuante adicional no solendide, a qual serd denominada ruido magnético.

Esses campos magnéticos By sdo descritos no capitulo 1 pela férmula (1.25).

Serd considerada uma aproximagao de ondas longas (2.4), na qual o
campo magnético agindo sobre o solendide é independente da posigao. A Lei
de Faraday permite determinar a forca eletromotriz induzida no solendide

pelos campos flutuantes do vacuo By (t):

2N OBy, (t
en(t) = —mc #(). (2.10)

Foi desprezado o efeito da configuracao helicoidal das espiras, considerando-
as circulares. Utilizando-se as expressdes para os campos By em (1.25)
ik

e desprezando nelas o termo €7, devido & aproximacgao de ondas longas,

obtém-se
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EB(t) = 7TCLC Rez / d3k‘ W f)(k‘, T) '[(, . w e—zwt+u9(k,a)‘
a=1

(2.11)

Essa forca eletromotriz, g, também possui média nula, (eg) = 0, e seu
espectro pode ser determinado a partir das expressdes (1.10)-(1.16), das quais

se obtém

2N 2
Sep(w, T) = <7rac )wZS’B(w,T)
1 27%N? raw\4 hw hw
- 275 (%) TCoth(szT)- (2.12)
R‘rad(w)

Utilizando a expressdo (2.8), pode-se identificar um fator idéntico & re-
sisténcia radiativa em (2.12), permitindo escrever essa expressdo de forma

similar & férmula de Nyquist-Johnson (2.2):

SEB(CU,T) = Rr%(w)%COth (-z—k%)
. Rmd(w) hw hw
- T B ) (213)

Pode-se, agora, estabelecer uma relagdo de flutuagdo-dissipacdo associ-
ada & resisténcia total, 6hmica e radiativa. Inicialmente denota-se a f.e.m.

flutuante total agindo no circuito por

e(t) = en(t) + ep(t). (2.14)

en(t) e ep(t) sao estatisticamente independentes devido as suas origens dis-

tintas. O ruido de Nyquist-Johnson tem origem na resisténcia 6hmica do fio
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condutor. O ruido magnético, apesar de também agir no fio, é gerado pelo

campo magnético do vacuo, By, que atua no indutor. Assim,

(e(t)) = (en(®)) + (eB(t)) = O
e (2.15)

(en(t)es(t)) = 0.

Conseqiientemente, a partir de (2.14), (2.2) e (2.12), a distribuic@o espectral

da f.e.m. total do solendide fica

SE (w, T) = Rohm(wa T) + 3c

Rrad (w)

22 N? (aw)4 hw ( hw

a qual é vélida para ondas longas w < 2mc/L.

Levando-se em conta (2.8) e (2.9), essa é a expressdo do Teorema Flu-
tuacao dissipacdo total do solendide, que relaciona o ruido de Nyquist-
Johnson e o ruido magnético com seus respectivos efeitos dissipativos: a
resisténcia 6hmica e a resisténcia radiativa. Essa nova interligagdo entre flu-
tuagao e dissipacao emerge naturalmente da inclusdo da atuacao dos campos

da radiagdo do vacuo, térmica e de ponto-zero no solendide.
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2.3 Propriedades de equilibrio de um circuito

sujeito ao Ruido Radiativo

Nessa se¢ao, o solendide sujeito ao ruido radiativo serd considerado como
fazendo parte de um circuito RLC sem baterias e as propriedades estatisticas
das grandezas relevantes serao estudadas. Esse sistema apresenta interesse
por dois motivos. Primeiro, todo circuito real apresenta resisténcia, in-
dutéancia e capacitancia. Segundo, a prova de Ginzburg para a expressao
do ruido de Nyquist-Johnson (2.2) faz uso da energia média para um cir-
cuito RLC em equilibrio térmico no limite de resisténcia pequena, caso em
que o circuito comporta-se como um oscilador harmdnico [18]. Portanto,
para que haja coeréncia na superposi¢ao do ruido de Nyquist-Johnson com o
ruido radiativo, este nao deve alterar o valor para a energia média do circuito

RLC.

Ainda considera-se vélida a aproximagdo (2.4) e a corrente elétrica I(t)
assume, entio, o mesmo valor em todos os pontos do circuito. Assim, equagdo

para a transformada de Fourier de I(t) é dada por:

—iw LI(w) + Re(w, T (w) + e, I(w) = én(w) + €p(w), (2.17)

&w)

na qual ¢ é a unidade imagindria e a transformada de Fourier é definida por:

f(t)= /_00 flw)e™ * duw. (2.18)

A equagdo (2.17) fornece a expressao usual para a impedéancia do circuito,

Z() = Ru(w, T) — i(wL — %), (2.19)
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na qual L é a indutancia e C a capacitancia. A resisténcia total do circuito,

R., inclui a resisténcia radiativa, R,,4, apresentada na se¢ao anterior:

R(w,T) = Ropm(w,T) + Rroa(w, T). (2.20)

Nessa expressao Ronm € a resisténcia 6hmica total do circuito, que tem con-

tribuicao do fio condutor do solendide e dos demais componentes do circuito.

A partir das (2.17)—(2.20), juntamente com a férmula (A.13) do Apéndice,
pode-se determinar a densidade espectral da corrente flutuante 1(t) e da carga

q(t) no capacitor:

Srw,T) = %@F‘Q (2.21)
Se(w, T)

A densidade espectral S.(w,T’) é dada pela equagdo (2.16). Nota-se que as
flutuacGes na corrente elétrica apresentam contribui¢des do ruido de Nyquist-

Johnson e do ruido radiativo.

No circuito RLC, a energia média (média nas flutuacces da f.e.m. e da

corrente), armazenada no conjunto capacitor-indutor, é dada pela expressio:

Uy = %L(ﬂ(t)) ELCa0IN (2.23)

Utilizando as expressoes (2.21) e (2.22), juntamente com a férmula (A.12)

do teorema de Wiener-Khintchine, (U ) fica:
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L 1
dw -ESI(w,T) + %Sq(w, T)}

dw | =283/
“127ZWP T 20 ZW))

/
I L5,(w,T) LSE(w,T)]

—0

Wmaz

_ I d“’l

0

Se (w, T)C?*w? N
W2C?R2(w,T) + (w2/Q% — 1)2

| s S.(w, T)C?
T C /0 o {wQCQR?:(w,T)+(w2/QQ~1)2}' (2.24)

Q= (LC)~1/2 ¢ a freqiiéncia caracteristica do circuito e wya, = 2mc/L > Q.

Procedendo como Ginzburg [18], a expressdo acima pode ser calculada na

condicdo em que a resisténcia R, é pequena:

R (w,T)

Essa condi¢ao pode ser atingida em temperaturas baixas, na qual Ropm — 0.
Além disso, nesta situagao os integrandos acima apresentam um “pico” acen-

tuado em w = €, permitindo aproximd-lo por um delta de Dirac [18],

obtendo-se

Si(w,T) _ kQ EQ

W) ~ 7rRc(w,T) o TRt _1

(2.26)

Esse resultado corresponde ao valor médio da energia associada a um os-
cilador harmonico quantico em equilibrio com a radiagao de Planck e é uma
das pré-condigoes usadas por Ginzburg na dedugao da densidade espectral do
ruido de Nyquist-Johnson [18]. O resultado (2.26) é exato no limite R, — 0,

uma condi¢ao também usada no calculo de Ginzburg.
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2.4 A Radiacao emitida pelo solendide su-

jeito ao Ruido Radiativo

Nas segoes 2.1 e 2.2, supds-se que um circuito RLC estd sujeito a dois
tipos de ruido estatisticamente independentes. Um é o ruido de Nyquist-
Johnson, originado na resisténcia ohmica total do circuito. Outro, denom-
inado ruido magnético ou ruido radiativo, tem origem na influéncia que os
campos magnéticos flutuantes do vicuo (tanto a parte térmica quanto a de
ponto-zero) exercem sobre o indutor do circuito. A densidade espectral da

forga eletromotriz flutuante sujeita & esses dois ruidos é a férmula (2.16):

Se(w, T) (2.27)

L )

A resisténcia radiativa R,..q é dada pela expressdo (2.8), obtida no desen-

volvimento da segdo 2.1.

Nessa se¢do, calculam-se os campos de radiagao gerados pelo solendide
sujeito ao ruido de Nyquist-Johnson e ao ruido radiativo. Aproxima-se o

solendide (de raio a e N espiras) por um dipolo magnético [, dado por

1 -
i=— [ 7x Jd%, 2.28
A= (2.28)
na qual J é a densidade de corrente nas espiras. Escrevendo a corrente
flutuante total no solendide como a soma de duas correntes Iy(t) e Ig(t),

originadas dos dois tipos de ruidos considerados, ji fica escrito como

wNa?

c

fi= [5(t) + In ()]0 (2.29)
O vetor unitario 1 dispoe-se na diregao e sentido do eixo z, coincidente com
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o eixo do solendide. As correntes In(t) e Ip(t) sdo originadas das forgas
eletromotrizes flutuantes ey (t) e €g(t), respectivamente, e sdo representadas

no espago de freqliéncias pelas equagoes

In(w)Z(w) = é&n(w) (2.30)
Ig(w)Z(w) = ép(w). (2.31)

Z(w) é dada por (2.19), éx(w), €p(w), In(w) e Ip(w) sio as transformadas
de Fourier (veja (2.18)) de en(t), €5(t), In(t) e I5(t), respectivamente.

A expressdo (2.29) pode ser escrita no espago de freqiiéncias:

@ = N )+ Iu(ela

=i

71'.7\70,2 [éB(w) + éN(w)]

- 7o) i. (2.32)

Aproximando o solendide por um dipolo magnético [, os campos gerados

por ele, Esol e ésol; sdo dados pelas conhecidas expressbes (veja capitulo 9

de Jackson, [39]):

T i(kr—w ! G ~ >
sol Z/d i(kr—wt) 1.3 {E + (kr)2} n X i, (2.33)
0

Bsol 2/d z(k'r wt)k3
0

{%(ﬁx[a) i+ {(ki)g _ (ki)2] [3ﬁ(ﬁ-ﬁ)—ﬁ]} (2.34)

22




nas quais k = w/c e i = 7/r é o vetor unitdrio na direcdo de observagao.

Substituindo-se (2.32) em (2.33) e (2.34), os campos gerados por Iy(t) e

Ig(t) podem ser expressos separadamente como:

. wNa? T En(w) +E(W) _iip
4 = — dw “H :
Eo(7,t) 2— / Zw) € (2.35)
0
2 2 5
_ _27(N(1, /dw 5N(w) e——zth_27rNa’ /dw 63(&)) —zth’
c Z(w) c Z(w)
. 0 N 0 _
EN EB
e
L 7w Na? T En(w) +Ep(W) i~
B (7 t) = 2 . /dw 7 e WG (2.36)
0
*Na? [ EN(W) a  omNa? Ep(w) _
_ W G 2 d wit
2 /d Z(@) e + . / w 7(0) e ™G
0
By By

Nessas expressoes, a origem do sistema de coordenadas é o centro do

solendide. Utilizou-se a notagao de Boyer [1], com

7 ikr 1 ¢ ~ ~
H = k3e* {E + (kr)z} X [, (2.37)
e

G = kPt {-kl—r(n X Q) X i + [(k1)3 ~ (ki)z} [37(7 - ) — ,1]}. (2.38)

A partir da expressao (2.10) para o ruido magnético e da expresséo (1.25)
para o campo magnético da radiagao do vacuo, By , 0 campo eletromagnético

gerado por £g(w) pode ser escrito como:
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2 7 =
En(rt) = —2™V@ / dw ZB(“’) et (2.39)

2\ 2 - = -
_ (7‘(‘Na, ) Z/dsk Zwa(k,T) e—iwt+i9(k,a) [ﬂ E’(k, a)]H

c — Z(w)
. Na | & o
By(7t) = 2= Ca / dw ?((5)) et G (2.40)
0

WNCLQ 2 b]z)T —iwt+ib(k,a) [~ = S
= ( - )Z/d‘q’kzw%e 6k 1. €(k, )]G.
a=1

Note que Ep e Bp correspondem & contribuicdo do ruido magnético & (w)
nas expressoes (2.35) e (2.36). H e G sdo as mesmas fungdes definidas em
(2.37), €(k, @) sdo os vetores de polarizagdo e 8(k, ) sdo as fases aleatérias
caracteristicas dos campos do vécuo (veja capitulo 1 ou [1]). A fungéo h(k, T)

é dada por (1.22) e (1.23).

Finalmente, o campo eletromagnético total & uma distancia r do centro

do solendide ¢ resultado da superposigao desses trés campos:

Em(7t) = Ey(7t) + En(7,t) + Eg(7,1t), (2.41)
e
Bin(7,t) = By(f,t)+ Bn(F,t) + Bp(7,t). (2.42)

As expressdes para os campos do vacuo Ey e By (parte térmica e de
ponto-zero) sdo apresentadas em (1.24) e (1.25) (veja capitulo 1). Nota-se,
pela presenca da radiacdo emitida pelas correntes flutuantes do solendide,
In(t) e Ip(t), que a densidade espectral total de energia da radiacdo ao redor

do solenédide possivelmente vai mudar em relacao ao caso em que este nao
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estd presente. Resta verificar se essa nova densidade espectral é estdvel.
Para que haja consisténcia nesse modelo, espera-se o estabelecimento de um
regime estaciondrio. A taxa de energia eletromagnética absorvida dos campos
do vécuo e emitida pelas correntes flutuantes do circuito devem se igualar.
Esse fato se manifesta no modelo através do célculo de (2.26), com (U)
constante ao longo do tempo. Outro fato importante no estabelecimento do
regime estaciondrio é o anulamento da média do vetor de Poynting total em
posicoes distantes do solendide (zona de radiagdo). Esse fato serd averiguado

na préxima secao.

2.5 0O vetor de Poynting na presenca do

solenoide

O vetor de Poynting associado ao campo eletromagnético total, (2.41) e

(2.42), na presencga do solendide é dado por

g = éRe Etot(F; t) X Re étot(F,t). (243)

Deve-se lembrar que apenas a parte real de F;,; e By tem significado fisico,

assim essa expressao pode ser reescrita na forma:

—

- c1 — = Pk [ = »] 7 * (7
S = i (Etot(r, t) + Egy (T, t)) X (Bt"t(r’ t) + Bio (T t))

1 nl >3 = —
= 57—1_--2-Re (E:ot(F, t) X Btot(F; t) + Etot(F, t) X Btot(Fa t)) . (244)
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O vetor S é um processo estocastico, possui uma média nas flutuagoes

representada por

" ¢ S - = o
<S> = §R6<E:ot(7', t) X Btot('f', t) + Etot(/ra t) X Btot('r, t)> (245)

Se for feita também uma média no tempo, o segundo termo dos colchetes

angulares anula-se, pois nele estd presente o termo periédico e 2** cuja
média no tempo é nula:
. C = R — R
(S) = gRe(Etot(r,t) X Byt (T, 1)), (2.46)

Como Etot e §tot sdo dados por (2.41) e (2.42), a expressdo acima possui
véarios termos. Alguns deles sdo de facil determinagao devido a independéncia
estatistica entre alguns campos de origem diversa. Para a determinagao de

(2.46) é necessario obter as correlagdes entre os diversos campos.

Pode-se notar que Ey e By provém de origens diferentes de E'g e Bpg.
N N
Os primeiros tém origem no ruido de Nyquist-Johnson, ¢y, e os segundos, no

ruido magnético, eg. Esses dois ruidos sao estatisticamente independentes:

(éN(w)efB(w')) = 0. (247)

Conseqlientemente, EN e §N sao estatisticamente independentes de EB

—

e BBZ
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: | (2.48)

o o o o

Analogamente, Ey e By sdo estatisticamente independentes dos campos

do vacuo Ey e By devido as suas origens distintas:

(2.49)

I
c o o o

No entanto, Eg e Bp no sio estatisticamente independentes dos campos
do vicuo Ey e By. Suas correlacoes podem ser determinadas a partir de
médias nas fases aleatdrias das expressoes (2.39), (2.40), (1.24) e (1.25),

resultando em




Além disso:

(B% x By) = 0. (2.52)

A correlagédo (E,’(, X EN) é determinada a partir da densidade espectral
do ruido de Nyquist-Johnson (2.2), na qual se utiliza a resisténcia 6hmica

total do circuito Ropp,:

o o o0 aNa?\?> 47 R o b? 5. =
(ExN XBN)=—/O dw( . ) Z ()2 H* x G. (2.53)

Reunindo todos esse termos obtém-se:

= ¢ (7Na?\* [ h2 272 N? raw\4
=5 (%) [ szt [T () # o - ezt

(ReH x ReG + ImH x ImG). (2.54)

O primeiro termo no interior dos colchetes em (2.54) é a contribuicdo de
(2.50). O segundo termo é a contribui¢do de (2.51) e o ultimo termo é a

contribuigao de (2.51) e (2.53).

O resultado (S) = 0 segue imediatamente de

2m2N? w4
ReZ(W) = 3¢ (7) + Rohm = Rrad + Rohm . (255)

A principal conclusao da segao 2.2 é a igualdade entre o fluxo de energia
eletromagnética do circuito para o ambiente e o fluxo contrario, proveniente
dos campos do vécuo (térmico e de ponto-zero). Esse fato se manifesta na
obtencdo de uma energia média para o circuito, (U), constante no tempo.

O anulamento da média do vetor de Poynting total, (S) = 0, completa as

condicoes de balango de energia desse sistema para que seja atingido o regime
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estaciondrio. Apesar da densidade espectral da energia eletromagnética total
no ambiente ao redor do circuito manter-se constante, ela pode apresentar
uma expressao distinta de (1.22), que corresponde ao espago livre, sem o cir-
cuito [30]. Esse é um assunto importante a ser estudado em outros trabalhos,
pois uma modificagdo no espectro eletromagnético, mesmo que a temperatura,

zero, tem influéncia na emisséo esponténea de dtomos e moléculas [31].

2.6 A possibilidade de deteccao do Ruido Ra-

diativo

Nessa segao serd avaliada a possibilidade da contribuigdo do ruido radiativo
para o circuito ser mensurdvel. Observa-se que a parcela do rufdo radiativo
em (2.13) varia com a quarta poténcia de aw/c = 2wa/\. Mesmo com a
condigio a < A (aproximagao de ondas longas), ele pode nao ser desprezivel
em circuitos em que a resisténcia radiativa é compardvel com a resisténcia
ohmica total do circuito. Essa situacgao é mais facilmente acessivel em baixas
temperaturas, ja que a resisténcia 6hmica decresce com a redugdo da tem-
peratura. No entanto, dependendo das caracteristicas do solenédide, o ruido

radiativo pode ser relevante mesmo em temperatura ambiente.

Para avaliar as possibilidades de detecgao do ruido radiativo, cosidera-se
valores numéricos para os parametros do solendide: seu comprimento [, raio
a, espessura do fio b e nimero de espiras N. O material avaliado para sua
constituigao foi o tungsténio, que apresenta as menores resistividades a baixas
temperaturas, além de permitir a fabricagao de solendides de dimensGes re-

duzidas. Fez-se estimativas em altas (7" > 300K) e baixas temperaturas. A
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temperatura critica de transicao para o estado supercondutor do tungsténio
é 0,012K [21]. Também levou-se em consideragéo a dependéncia da resistivi-
dade do tungsténio com a temperatura, bem como o efeito pelicular (skin
effect) que ocorre associado & correntes varidveis. Esse efeito caracteriza-se
por uma dependéncia da resisténcia elétrica com a freqiiéncia na forma (veja

capitulo 5 de [22])

Ropm(w, T) w2, (2.56)

Na figura 2.2 mostra-se as variagbes de S.(w,T) (veja 2.16) com a
freqiiéncia v = w/2m, no intervalo 2 - 108 Hz < v < 10%° Hz. Nessa figura, os

parametros do solendide sdo:

[ = 0,5cm,

a = 0,05cm,

b = 0,00lcm e
N = 250espiras.

Pode-se observar que a e b sao muito maiores que os valores dos solendides
construidos por Mollenstedt e Bayh em 1962 [23], nos quais a = 0,0007 cm
e b~ 0,0003 cm. Portanto, um indutor com as caracteristicas apresentadas
pode ser construido facilmente com a tecnologia atual. Os resultados séo
apresentados para dois valores de temperatura: 77 = 0,02 K para as curvas
a1, a9 € as; e Ty = 3 K para (1 e f5. As curvas a; e 3; correspondem a
Se(w, T'), expressdo (2.16), na qual estd incluido o ruido radiativo e o ruido de
Nyquist-Johnson (6hmico). As curvas as e B2 correspondem apenas ao ruido
de Nyquist-Johnson, denominado Sy(w,T), expressdo (2.2). Finalmente, a

curva a3 esté associada apenas as flutuagoes térmicas, cuja densidade espec-
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Figura 2.2: Distribuigao espectral da voltagem S.(w,T’) para dois valores de
temperatura 77 = 0,02 K e T, = 3 K. O solenéide é tal que I = 0,5 cm,
a=0,05cm, b=0,001 cm e N = 250 espiras. O significado das curvas «,

ag e as, B e [z é explicado no texto. A figura é extraida de [20].

tral fica representada por

1520, Dl = [ Rom(i0,T) + 2222 (22)'] (2.57)
% (ﬁﬁm) -

Essa expressao é obtida de S.(w,T) retirando-se o termo de ponto-zero. A
contribuicao associada a essa expressao para 1" = 3 K é indistinguivel de £,
ou seja, (2.16) e (2.58) coincidem nessa temperatura, pois kg7 =~ ShAwp,, €

a contribui¢ao de ponto-zero para S.(w,T = 3) é desprezivel. No entanto
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h& uma diferenca entre as curvas (4 e (3. Esta diferenga deve-se ao ruido

radiativo S, (w,T) (expressao (2.13)).

Considerando a menor temperatura, 77 = 0,02 K, observa-se que para
v="7-10Hz, S, =2,6-1072V2Hz !, Sy = 6-10"® V2 Hz " e [S]isrmico =
2,7- 1002 V2Hz'. Ou seja, [Sc]isrmico ¢ desprezivel em comparagdo com
Se ou Sy. Além disso, tem-se a razao (S./Sn) = 440 nessa freqiéncia.
Em v = 10° Hz, essa razdo vale apenas 1,5. Essa grande variacdo com a
freqiiéncia se deve ao efeito do ruido radiativo, S,,(w,T’), que cresce muito
mais rapidamente com a freqiiéncia do que o ruido de Nyquist-Johnson, como

pode ser observado pelas expressdes (2.16) e (2.56).

Na figura 2.3, considera-se outro solendide, no qual

I = 3cm,
a = 0,3cm,
b = 0,0lcm e

N = 100espiras.

As duas densidades espectrais S; e Sy sdo calculadas em T = 4 K. Para
v = 10® Hz observa-se que S, ~ Sy. No entanto, a razdo (S./Sy) =~ 15000

se estabelece para v = 3 - 10° Hz.

Finalmente, na figura 2.4, as densidades espectrais sdo calculadas em
T = 300 K para o mesmo solendide da figura 2.3. Observa-se, nesse caso,
que o ruido magnético comega a diferir do ruido de Nyquist-Johnson a partir
de v =5-10% Hz. A razdo (S./Sny) =~ 9 se estabelece para v = 2-10° Hz e
(S./Sn) =~ 32 para v = 3 - 10° Hz.

Estas sao situagoes particulares em que o ruido magnético supera o ruido

de Nyquist-Johnson. Conclui-se que essa situacao pode ser obtida tanto em
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Figura 2.3: Distribuicao espectral da voltagem para T' = 4 K. O solendide é
talque l=3 cm, a = 0,3 cm, b= 0,01 cm e N = 100 espiras. Mesmo nessa
temperatura baixa nao é possivel distinguir as flutuacgées de ponto-zero das

térmicas. A figura é extraida de [20].

sistemas microscopicos quanto em sistemas macroscépicos, além de poder

ocorrer em temperaturas baixas e altas (temperatura ambiente).

33



-17

10
Freqiiéncia méaxima << 10" Hz

0

"N 10
s,
2
S
<l el
UJw ! o
Md,ﬁ—»{“”“/ -
_ﬁ,..ﬁ‘
107 :
10° 10°

v=w/2n (Hz)

Figura 2.4: Distribuigdo espectral da voltagem para T' = 300 K. O solenéide

é o mesmo que o da figura (2.3). A figura é extraida de [20].
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Capitulo 3

Influéncia da radiacao de
ponto-zero no escape de

barreiras de potencial

Uma das contribuigoes mais importantes da teoria de processos estocasticos
é o estudo de taxas de escape através de barreiras de potencial. Kramers, em
1940, fez uma das primeiras e mais relevantes abordagens sobre o assunto [27].
Seu trabalho apresenta intimeras aplicagées em cinética quimica, processos
de difusdo em sdlidos, nucleagdo, entre outros fendmenos [28]. Os aspectos
essenciais dos processos de escape através de barreiras de potencial é a agéo

conjunta de trés tipos de forca sobre uma particula:
e uma forga deterministica e nao linear, com pelo menos uma regido
metaestdvel (como o caso da figura 3.1);

e uma forca flutuante, cuja agao é capaz de lancar a particula para fora

da regiao metaestavel;
e uma forga dissipativa, que inevitavelmente acompanha as flutuages.
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Figura 3.1: Potencial metaestdvel com barreira de altura AU = U(z,) —

U(z,), um minimo local z, e um méximo local ;.

Nesse capitulo, descrevem-se as taxas de escape em um modelo particular:
uma particula classica, eletrizada, movendo-se em um potencial metaestével,
como ilustrado na figura 3.1, sob a influéncia dos campos eletromagnéticos

flutuantes (térmicos e de ponto-zero) da Eletrodindmica Estocéstica (veja

capitulo 1).
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3.1 Escape de barreiras de potencial in-
duzida por flutuagoes térmicas: a taxa

de Kramers

Em seu trabalho, Kramers considerou um sistema fisico constituido por uma
particula em um movimento unidimensional de coordenada z (z também
pode ser outro tipo de varidvel dinamica, como a quantidade de um compo-
nente em uma rea¢ao quimica, por exemplo) sob a influéncia de uma forca
deterministica cujo potencial U(z) possui uma regido metaestavel (veja figura

3.1). O movimento da particula é regido pela equacdo de Langevin

mi = —myi — U'(z) + F(t). (3.1)

Além da forga deterministica —U’(z), a particula est4 sujeita a forca dissi-
pativa —m~y £ e & for¢a flutuante F'(t), caracterizada pela média (F(t)) =0

e pela fungao de correlagdo dada por

(F(t)F(t + 7)) = 2m~yD4(T). (3.2)

Essa é a fungao de correlagdo de um ruido gaussiano branco, uma aprox-
imagao geralmente utilizada quando o tempo caracteristico médio associado
as interacdes da forga flutuante (74,.) é considerado muito menor do que o

tempo caracteristico em que a forga deterministica varia apreciavelmente:

Tfluc K Tose -

Aqui 7,5 € o tempo caracteristico de oscilagao no interior do poco de poten-

cial. Nas teorias usuais do movimento browniano, o termo D ¢ igual a kgT'.
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Extensas discussbes sobre a equacao de Langevin podem ser encontradas em
[35, 36]. Sera visto posteriormente que a presenca da radiacdo térmica e de
ponto-zero na forca flutuante é responsavel por uma modificagao considerdvel

em D para temperaturas baixas (T — 0).

Para fazer uma rapida revisao na determinacao da taxa de escape de
Kramers serd utilizada uma abordagem proposta por Chandrasekhar [34],

mais simplificada matematicamente que no artigo original de Kramers [27].

E possivel mostrar que uma equagao de Fokker-Planck no espago de fase

pode ser obtida da equacgdo de Langevin (3.1) e é dada por [35, 36]

oW pow ., oW
W‘l‘max - U'(z) ap = (3.3)

2

ow
w —— D —W

na qual W = W(z, p,t) é a distribuicdo de probabilidade no espago de fase.
O lado esquerdo da expressao acima corresponde a equagao de Liouville para
uma particula sob a agdo da forca —U’(z). O lado esquerdo decorre da
presenca de forgas flutuantes e dissipativas. Uma solugao estacionaria aprox-

imada de (3.3) é encontrada fazendo-se 4¥ = 0 e resulta em

(3.4)

W (z,p) = Cexp [_ p*/2m + U(x)},

D

na qual C' é uma constante de normalizagdo. E importante observar, nova-
mente, que o coeficiente D ¢ igual a kg7 nas teorias usuais do movimento
browniano e estd associada & energia média, (¢ ), da particula no interior da

cavidade do potencial da figura (3.1):

D = () — Ulza). (3.5)
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A equagdo (3.3) pode ser colocada na forma de uma equagdo de con-
tinuidade, na qual J = (J,, J,) é a densidade de corrente de probabilidade

no espago de fase:

oW 0 (p 0 0
= = —Z{Ew) - = |-U2W —vpW — =—myDW| (3.
ot 8:1:(m ) 8p[ V@)W —pW = 5 my (3.6)
) )
P = ——J, — —
‘ 8:1:JI 8pJp'

A corrente de probabilidade através da barreira foi definida por Kramers

como

i %/ Jo(z = x4, p) dp =/ W(z = z3,p) %dp. (3.7)

co

A solugdo (3.4) satisfaz (3.3) ou (3.6) para todo x, no entanto nao corresponde
a uma situacao em que hd escape através da barreira de potencial em zy, pois,
substituindo-se (3.4) em (3.7), obtém-se um resultado nulo (j = 0). Chan-
drasekhar determina uma outra distribuigao de probabilidade estacionaria a

partir da seguinte solugdo tentativa [34]:

(3.8)

W (z,p) = CF(z,p)exp [_p2/2m il U(x)} :

D
na qual F(z,p) é uma func¢io desconhecida que serd determinada a seguir.

Deseja-se que (3.4) seja uma expressdo vélida para a solugdo da equagao
de Fokker-Planck na regifo do pogo do potencial (z ~ z,). Para isso, deve-se

acrescentar a seguinte condi¢do de contorno sobre F(z,p):
F(z,p) =1, em z = z,. (3.9)
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Para que a distribuicao de probabilidades seja aproximadamente esta-
cionaria dentro do pogo de potencial, a corrente de probabilidade sobre a bar-
reira deve ser considerada pequena. Isso corresponde a impor outra condicgao

de contorno sobre F(z,p):

F(z,p) = 0, para z > . (3.10)

Em muitos casos, o potencial pode ser aproximado por uma funcio

quadrética préximo ao topo da barreira (z =~ z):

1

Ue) ~ Ulw) =5 |U" (@)l (z = 2)°
~ Ul(zy) — %mwg(x — xp)°. (3.11)

na qual define-se mw? = |U”(z)|. Substituindo (3.11) em (3.8) e em seguida

em (3.3), obtém-se uma equagio diferencial para F(z,p):

oF oF 0%F

p OF
+ mwi(z — zb)a—p = —7p8—p +myD o7 (3.12)

m oz

Chandrasekhar considerou F'(z, p) sob uma forma simplificada na qual z e p

estao relacionadas linearmente entre si:

F(z,p) = F(p—am(z — z)) = F(y). (3.13)

Assim, substituindo (3.8) e (3.13) em (3.12) obtém-se:

(x —xp)| — =myD —. (3.14)



Essa mudanga de varidvel é consistente se for assumida a seguinte condicao:

a=w;/(a—"), (3.15)

a partir da qual (3.14) ¢ transformada na equacao diferencial mais simplifi-

cada a seguir:

ar d%F

—(a—7v)y— =myD —. 3.1
(a—7)y = ™ML g (3.16)
Essa equacao pode ser integrada, fornecendo:
Y (a—7)y°
F=F ——2 1l dy. A7
° / oxp [ omyD | ™ (3:17)

Fy é uma constante que serd determinada adiante, a é solugao da equagao

(3.15), que resulta em a = /2 + \/4%2/4 4+ w?. Somente a raiz positiva
corresponde a a — <y positivo, situacdo que permitird a solugao atender as

condicgbes de contorno.

Reescrevendo as condigbes de contorno (3.9) e (3.10) sob outra forma:

F(z,p) — 1, para = < xp (3.18)
e
F(z,p) — 0, para z>> ). (3.19)

considerando Fy = +/(a —v)/2nrmyD e o limite inferior de integragao de

(3.17) igual a —oo, obtém-se

F(z,p) = ”% /_: exp {—%} dy. (3.20)
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Essa expressdo satisfaz as condigbes de contorno (3.18) e (3.19).

Combinando (3.8) e (3.20) tem-se a solugao

W(z,p) ~ C ux (3.21)

2mmyD
p?/2m + U(zy) — %mwf(:c — zp)? /y (a —v)y?
———| dy,
_ 2mryD

X exp {— o)

exp [—

o0

que é valida apenas na vizinhanca de xy.

Substituindo-se (3.21) em (3.7), obtém-se uma corrente de probabilidade

J nao nula através da barreira:

j =~ C é%exp l— _Ulgxb)J X (3.22)

p*/2m ? (@ —7)y°
dp exp [ ] — / exp [——] dy
/ D oo 2myD
Finalmente, apés uma integragdo por partes, obtém-se

j ~ C @Dexp {—%} (3.23)

Fazendo-se novamente uma aproximacao quadratica para o potencial no

interior do pogo x ~ z,:

Ux) ~ U(zy)+ =U"(z.)(z — 24)*

2
=

To) + =mw?(z — z,)?, (3.24)
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a solucao aproximada €

2/9 Ulz,) + tmw?(z — z,)?
W(z,p) =~ C’expl—p/m+ (x);zmwa(x x)}. (3.25)

A probabilidade P de se encontrar a particula no interior do pogo de potencial

pode ser obtida a partir da integracao dessa 1ltima expressao:

00 00 22 U . 1 2 _ a2
P%/ dp/ d:cCexp{—p/m_i_ (:c)g2mwa(x x)} (3.26)

Fazendo-se a integragao, obtém-se

P~ o [— U(g“)J. (3.27)

A taxa de escape através da barreira de potencial k é definida através da

razao

n=1
5
Usando(3.27) e (3.23) obtém-se
o Jle=7)w, Ulzs) — Ulza)
K = 5 XD |~ o) . (3.28)

A partir da expressdo para a raiz positiva de (3.15), a = 3 + %2 + w?, é

possivel obter

~ s e _ Ulze) = U(za)
K = S, ( LY 2) exp{ D . (3.29)
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O limite de baixo amortecimento, v — 0, nessa expressao é a férmula

A A
KR 2 exp (——U> (3.30)

Nessa equacao, o escape depende apenas da altura da barreira do potencial,
AU, e dos parametros que caracterizam o movimento da particula no interior
do pogo: a freqiiéncia w, e a energia média da particula D (veja expressao

3.5).

3.2 Influéncia da radiacao de ponto-zero no

escape da barreira de potencial

As taxas de escape das expressbes (3.29) e (3.30) apresentam uma forte
dependéncia na altura da barreira AU e na energia média da particula
D (2mvyD é usualmente denominado coeficiente de difusdo). Kramers
considerou D = kT, como nas teorias usuais do movimento browniano
(vélidos para temperaturas elevadas). O valor kgT estd relacionado com
a equiparticao de energia da Mecanica Estatistica Classica, na qual %kBT
é a energia cinética média e o outro %kBT é a energia potencial média da
particula browniana. A dependéncia linear desse coeficiente de difusao com

a temperatura implica o anulamento da taxa de escape em T = 0.

Kramers supos que as flutuagdes que agiam sobre a particula se origi-
navam do seu contato com um reservatério térmico. No entanto, nessa segao
sera considerada a interagao da particula com os campos eletromagnéticos

flutuantes térmicos e de ponto-zero.
Considerando o potencial U(z) aproximadamente harmonico na regido
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do pogo (como indicado na expressdo (3.24)), a equagdo de movimento da

,

particula carregada (carga e, massa m) préxima de z, é:

. 2e2...
mé ~ —muwié + §2—3§ +eBy, (1), (3.31)

na qual £ = z — z, e Ey,(t) é a componente z do campo elétrico do vdcuo
(1.25). O termo proporcional a £ é a forca de reagdo da radiagdo. Os campos

do vécuo séo tais que (Ey, (t)) =0e

_47r

(BEv,(t)Ev, (0)) = 3 /000 dw p(w,T) cos(wt), (3.32)

na qual a densidade espectral p(w,T) é apresentada em (1.22). E possivel
mostrar que a forca de reagao da radiacao pode ser escrita de acordo com a

seguinte aproximago [39):

282"' .
gzgf ~ —myé, (3.33)

vélida para v < wg, na qual v = 2e*w?/3mc3. De acordo com essas aprox-
imagoes e apds um longo desenvolvimento matemdtico, D é obtido como

sendo

Fuwq Fuwg
D = =7 coth (QkBT)' (3.34)

O célculo de (3.34) pode ser encontrado em [2]. D aproxima-se do valor
usado por Kramers, kgT, no limite de altas temperaturas (kgT > hw,), e
é ndo-nulo quando T' = 0. De fato, D — hw,/2 a medida que T — 0. A
dependéncia que D tem da constante de Planck A provém da intensidade dos
campos de ponto-zero, Ey, (t), que aparecem em (3.31), (3.32) e (1.22). Eim-

portante notar que o valor fuw, /2 é a energia média do estado fundamental do
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movimento harmonico. Esse resultado, obtido no contexto da Eletrodinamica
Estocastica, difere do resultado usual da fisica cldssica devido as flutuagoes

de ponto-zero levadas em consideragao [2].

A utilizagdo de (3.34) na expressdo (3.30) tem como conseqiiéncia a
ocorréncia de uma taxa de escape nao nula, mesmo quando 77 — 0. Usual-
mente ndo se menciona o papel das flutuagoes de ponto-zero e usa-se o for-
malismo da Mecanica Quantica para interpretar o ndo anulamento da taxa de
escape como um fendmeno de tunelamento através da barreira de potencial,
situagao considerada classicamente proibida. Nesse desenvolvimento tedrico,
sera visto que as flutuagdes de ponto-zero promovem o escape sobre a bar-
reira, mesmo se a energia média da particula for muito menor que AU. No
contexto da Mecéanica Classica, o escape seria impossivel sem a atuagdo das

flutuagoes de ponto-zero.

3.3 Comparacao dos resultados com dados

experimentais

Para ilustrar de maneira quantitativa a analogia entre o tunelamento da
mecanica quantica e esse modelo classico estocastico, os trabalhos experi-
mentais de Alberding et al. [38] serdo analisados segundo a férmula (3.30)
para a taxa de escape de Kramers. Com o coeficiente de difusdo (3.34), a

expressao é escrita como:

B AU
@2& coth (M)

kK(T) =~ % exp (3.35)

2kpT

De acordo com Alberding et al. [38], a cadeia beta-hemoglobina (GHb) é

ligada ao monoéxido de carbono CO, da qual este pode ser separado com um
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LASER. A taxa de recombinagdo pode ser determinada experimentalmente
[38]. A fragdo de moléculas N(t) que se recombinaram ao CO é medida como
fungdo do tempo. O tempo 7, necessario para N(t) reduzir-se & 75% do seu
valor original é determinado. Considera-se, em [38], que essa recombinagéo
seja uma passagem através de uma barreira de potencial e que k = 1/7 seja

uma boa estimativa da taxa de escape.

Esse procedimento experimental é repetido para diversas temperaturas
T. Os resultados para x(I') estdo mostrados pelos pontos experimentais

indicados no gréfico da figura 3.2, obtida de [38].
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Figura 3.2: Os pontos experimentais sao dados da taxa de escape associados
a migragdo do CO para a cadeia beta-hemoglobina [38]. A linha continua
é a curva tedrica (3.35). Os circulos correspondem & taxa de escape sem as

flutuacées de ponto-zero (férmula de Arrhenius).
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Foi feito um ajuste dos dados experimentais fazendo uso da expressao
(3.35) e fixando os valores numéricos para os parametros desconhecidos w, €

AU. Os melhores valores encontrados foram:

hw,

=1,53-10"3%V,
AU = 6,68 - 1072V, (3.36)

A partir desses valores, a taxa de escape em funcdo da temperatura é
dada pela curva continua da figura 3.2. Observa-se que a particula é capaz
de escapar através da barreira de potencial para T' — 0, mesmo nesse caso
em que a altura da barreira AU é muito maior que a energia média dentro

do pogo Aw,/2:
2AU

= 20.
P,

Na interpretagao classica estocastica do néao anulamento da taxa de es-
cape a temperatura zero as flutuacoes de ponto-zero fornecem energia sufi-
ciente para a particula passar por cima da barreira. A particula também
esta sujeita & dissipagao, de modo que a energia nao é conservada durante a
travessia da barreira, podendo terminar o processo com energia menor que
U(xzp). Conseqlientemente, o modelo de escape cléssico, estocastico fornece
um resultado inteiramente analogo ao da Mecanica Quéantica, desde que as
flutuagoes eletromagnéticas de ponto-zero sejam incluidas nos calculos. O
acordo com os dados experimentais ocorre em temperatura ambiente e tem-
peratura baixa, no entanto, o ajuste completo da curva (3.35) poderia ser de-
terminado apenas com os pontos experimentais para temperatura ambiente.
Esses pontos sao realcados na figura 3.3 e sdo suficientes para a obtencdo
dos pardmetros (3.36). Mesmo utilizando apenas os pontos experimentais

em temperatura ambiente para fazer o ajuste da curva tedrica, nota-se, na
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Figura 3.3: A linha continua é o comportamento de alta temperatura de
(3.35). Os pontos experimentais sdo dados da taxa de escape associados a
migragdo do CO para a cadeia beta-hemoglobina [38]. Os circulos correspon-
dem & taxa de escape sem as flutuacoes de ponto-zero, isto é, & férmula de

Arrhenius k = 42 exp(—~AU/kgT).

figura 3.2, que ele também estd em excelente acordo com os pontos experi-

mentais em temperaturas baixas.
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Capitulo 4

Analise critica do formalismo
de Schrodinger na Mecanica

Quantica

Schrodinger foi o primeiro a apresentar uma prova de que sua formulagio
da Mecénica Quantica era equivalente & formulagao de Heisenberg [42]. Sua
prova geralmente é considerada satisfatoria. Acredita-se que os dois for-
malismos sao equivalentes e podem ser usados indiscriminadamente. Mas
essa equivaléncia apresenta certas limitagoes sutis que sao analisadas nesse

capitulo.

E provével que Dirac tenha sido o primeiro a chamar a atencéo para o
fato de que o formalismo de Schrodinger e Heisenberg nao sdo equivalentes

em qualquer circunstancia [43]:

“As razoes para crer que os dois formalismos nao sejam equiv-
alentes surge a partir de situagoes em que se pode encontrar a

hamiltoniana e estar certo de sua expressao ser a correta. Hd
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o exemplo da eletrodinamica quantica, na qual se consideram
elétrons e positrons interagindo com o campo eletromagnético.
Pode-se escrever a hamiltoniana para o sistema estando-se con-
fiante de que estd correta, porque quando ela é utilizada nas
equagoes de Heisenberg, obtém-se equagdes de campo em completa
analogia com as equagoes de campo cldssicas, sdo relativisticas,
e parecem adequadas sob qualquer ponto de vista. Por outro
lado, quando se usa a hamiltoniana na equag¢do de Schrodinger,
encontra-se equagoes que ndo apresentam solugao alguma (pelo

menos nenhuma de importincia fisica)” [43].

Os exemplos dados por Dirac para mostrar a nao equivaléncia dos dois for-
malismos sdo o deslocamento Lamb e a anomalia 2— ¢ no momento magnético
do elétron. No entanto, a comunidade dos fisicos ndo deu muita atencdo para
a descoberta de Dirac, talvez pela nao-equivaléncia ocorrer em circunstancias
bastante especificas e em calculos complicados da Eletrodinamica Quantica.
A nao-equivaléncia dos dois formalismos é apresentada aqui em um caso mais
simples, o oscilador harmoénico eletrizado nao-relativistico, sujeito & reagao

da radiagao e as flutuagoes do vacuo.

4.1 A Reacao da Radiacao e as flutuacoes

eletromagnéticas do vacuo

As situagbes de ndo-equivaléncia dos formalismos de Schrodinger e Heisen-
berg ocorrem nas situagoes de interacdo de um sistema fisico, com finitos
graus de liberdade, com o campo eletromagnético, que apresenta infinitos
graus de liberdade. Assim, é importante fazer, nessa se¢ao, o estudo do pa-

pel da reagao da radiagao e das flutuagdes do vdcuo para se compreender as
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transicGes e a estabilidade de um sistema fisico no formalismo de Heisenberg.

Considera-se um sistema fisico constituido por uma particula eletrizada
nao-relativistica em interacao com o campo eletromagnético. A hamiltoniana

desse sistema, para os campos no calibre de Coulomb, é dada por:

1 . q-_ 2 1
H = ch —+ %— [p - ZA(T‘, t)] + U(’F) + Z hw |:§ + a;%’a(t) a,;ya(t) (41)
k.o

O primeiro termo da expressdo acima (mc?) é um nimero real, correspon-
dente & massa de repouso da particula eletrizada e nao dd nenhuma con-
tribuigdo para a evolugdo dindmica do sistema. A presenga desse termo
é necessdria apenas para auxiliar a renormalizacdo de massa devido a auto-
energia associada & carga puntiforme (esse problema néo seré discutido aqui).
O segundo e o terceiro termos representam a particula e a interagao dela com

o campo de radiagdo quantizado f_l', dado por

A =33 (?if) : &(k, \) [a,—c-a(t)eiE'F—F a}c.a(t)e—“”'] . (42)

a=1 F

Os a’s sdao os operadores de criagao e aniquilagao, cujas relagoes de comutagdo

sS40

[0 0] = 0
l:altc‘a’ altc"a’jl =0 (43)
[a,;a, a;%,a,] = 6;%”,-5, oo -

Finalmente, o tltimo termo de (4.1) é a hamiltoniana da radiagdo eletro-

magnética.
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A expressdo (4.1) pode ser reescrita para representar em separado o sis-
tema (particula), Hs, a radiacdo, Hg, e a interagao entre sistema e radiaggo,

H]i

)
_ .92, P 1 t
H=mc* + % +U(T_")J+ _.E fw {E —}—(J,E’a(t) aE,a(t) +
f}’s \k:,a . )
Hg
q2 —02 q —
A ——7p-A. 4.4
2mc? me’ ) (4:4)

Os auto-estados e auto-valores da hamiltoniana da particula sdo repre-

sentados pela equagao

Hs|a) = €4 a), (4.5)

na qual a energia €, é o autovalor da hamiltoniana Hg, correspondente ao
estado estaciondrio |a). O estado fundamental da radiagdo ou wdcuo (sem
fétons) é representada por |vac) e a combinagdo desses estados é dada por

[vac, a) = |vac)|a).

Dalibard et al. [44] estudaram as contribuigdes das flutuagdes do vécuo e
da reagdo da radiagao para as transigoes entre os estados | a), acompanhadas
de emissao de radiagao no caso do 4tomo de hidrogénio. Usando um calculo
perturbativo no contexto do formalismo de Heisenberg, eles resolveram a
hamiltoniana total (4.4) e obtiveram até primeira ordem na constante de
estrutura fina, e?/Hhc, uma expressao para a variacdo da energia da particula

com o0 tempo:
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L

dHS 2 62

<vac,alw|vac,a) = —52§<a|(f')2| a) +
2T @ pAa - Y @Ay efa|. 49
b(ep> €a) b(ep< €a)

Foi utilizada, também, a aproximagao de dipolo, na qual considera-se que
somente campos que dependem apenas do tempo, /Y(O, t), contribuem signi-
ficativamente para a dinamica do sistema. Outra aproximagao considerada
e compativel com essa, foi a exclusao de freqiiéncias altas. A freqiiéncia de
corte para a radiagdo, wjys, deve ser muito maior que as freqiliéncias carac-
teristicas do sistema em consideragao, wp, mas € muito menor que a freqliéncia

Compton, a partir da qual um tratamento relativistico faz-se necessario,

2

mc
wy K wy K —F;— . (47)

O primeiro termo do lado direito da expressdo (4.6) é a contribuigdo da
reagao da radiagdo. O segundo e o terceiro termos sao contribuicoes das forcas
de flutuagao do vacuo. Observa-se que, se a reagao da radiagiao agisse sem
a presenca das flutuagdes do vdcuo atuando no sistema (segundo e terceiro
termos nulos), o estado fundamental da particula néo seria estdvel, ja que o
primeiro termo de (4.6) seria um niimero negativo ndo nulo. Por exemplo,
se essa expressao se referir a um elétron atomico, a sua energia continuaria
diminuindo e esse dtomo nao poderia ser estdvel. Esse resultado coincide
com os da Eletrodinamica Cléssica, na qual a inevitdvel emissao de radiagao

nao permitiria a estabilidade do dtomo.

Inserindo o operador identidade ), | b)(b| no termo de reacdo da radiagéo

= . = 27 ~
e usando o fato de 7' ser hermiteano (7 = —£%), a expressdo (4.6) pode ser
mre /7

escrita na forma

o4



(vac, a|£if—ts|vac, B=-35 3 (alflh) - (blla) (4.8)
bler<€a)

Se a reagao da radiagao é levada em conta juntamente com as forgas de
flutuagao do vacuo, observa-se, na expressao (4.8), que o sistema em algum
estado excitado perde energia até que esteja no estado fundamental. Assim,
o estado fundamental nao pode ser estdavel sem a presenga das flutuagoes
do vécuo, que, nesse estado, contrabalancam exatamente a perda de energia
devido a reagdo da radiacao. Se a reacdo da radiagdo atuasse “sozinha”, o
estado fundamental colapsaria e a relagdo de comutagdo [g, p.| = % ndo seria

valida [44].

Um indicativo da participacao das flutuagoes do vacuo na estabilidade e
transigdes atomicas € um resultado tedrico importante [45]. A confirmacdo
experimental [46, 47] de que as taxas de transi¢do atdomicas mudam signi-
ficativamente (por um fator 20 em alguns casos), quando um feixe atoémico
viaja entre dois espelhos bons condutores, indicam que os modos dos campos
de ponto-zero sao alterados pela presenca deles. Uma descri¢do semiclassica
dos experimentos de Jhe et al. [46] foi feita por Franca, Marshall e San-
tos em [31]. Foi feito também um experimento na regido de freqiiéncias
de radio do espectro em que os resultados da Eletrodinadmica Quantica de
Cavidades para transigoes de dipolo atdomicos sdo reproduzidos macroscopi-
camente, utilizando-se um radiador dipolar entre espelhos condutores, ates-

tando a natureza cldssica do fendmeno [48, 49].

Dalibard et al. [44] afirmam: “todos os efeitos da reagdo da radiagdo, que
sao independentes de h, sao completamente idénticos aos efeitos deduzidos
da eletrodindmica cldssica. Além disso, todos os efeitos das flutuacdes do
vdcuo, que sao proporcionais a h, podem ser interpretados como vibragéoes dos

elétrons induzidas por um campo flutuante, apresentando a energia de hw/2
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por modo de vibragao”. Além disso, em indmeras situagoes, das quais trata
a Eletrodindmica Estocéastica, os campos de vacuo podem ser substituidos

com sucesso por campos cldssicos estocasticos [2, 40].

4.2 O oscilador harmonico segundo o formal-

ismo de Heisenberg

Um oscilador harménico néo relativistico (freqiiéncia wp, e massa m) em

interagdo com os campos do vicuo, apresenta hamiltoniana na forma [40]

1 1
H= (p - —A) + Emwgff'Q + Hp, (4.9)
com A dado por (4.2). A hamiltoniana para os campos de radia¢ao pode ser

representada por

HR—Zhwk( TS ;) (4.10)

com as relagdes de comutagdo para os operadores a’s dadas em (4.3).

E possivel mostrar que a equagao de movimento para o operador de

posigao 7(t) é dada por [40]

2 .
Bo(t) + ie— 7 (4.11)

- L €T3 =
T +w§r = —75 [Eo(t) + ERR(t)] >~ me3

e
m
na qual Fiy(t) é o operador campo elétrico do vécuo (isto é, livre da influéncia
da particula) e eErn(t) ~ 262 7 (t)/3c3 é a forca de reagio da radiagdo. A
equagdo (4.11) é uma aproximagao ndo relativistica adequada desde que a

particula apresente uma massa grande (mc? > hwg), de modo que apenas
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comprimentos de onda longos contribuem para Eo(t). Nessa aproximacio
de dipolo, Eo(t) nao varia significativamente na amplitude de oscilagao da
particula e possui uma expressdo conhecida (veja [40], pag. 51). Sua compo-

nente x pode ser representada por:

Ey(t) =1 g Z (2%5%) : ex(k, \) [aEA(O)e‘iw’“t — azq/\(O)ei‘*”“t} . (412)

k

Por simplicidade serdo discutidas apenas propriedades da componente x
do operador 7(t), sendo que as propriedades das outras componentes sdo

determinadas analogamente aos célculos para x.

Usando-se a solugdo estaciondria da equagao (4.11) e representando por
q(t) a componente z do operador de posigao 7(t), o comutador dos operadores

de posi¢ao e momento podem ser determinados, obtendo-se [40]:

[0 pa(8)] = [a(®),md() + ZA.(8)] = la(t), ma(t)) =

ihe? 8r\ [ wt
= (L ) (T 4.1
(27r2mc3) < 3 ) /0 dw (w? — w2)? + T2wb’ (4.13)

na qual 7 = 2e2/3mc® , Twy < 1 e A,(t) é a componente x do potencial vetor.

Note que se pode escrever o potencial vetor da equagao (4.13) como A,(t) =
Ao(t) — 2eg(t)/3c* . Aqui Ag(t) estd associado com os campos de vacuo,
correspondentes & (4.12) (veja [50]). Aggr(t) = —2ed(t)/3c? é o potencial
vetor associado com a forga de reagdo da radiagio (eErg = 2e2q(t)/3c%). Se
wp = 0, a equagao (4.13) conduz ao resultado da relacao de comutagao de uma
particula carregada livre [53]. Essa situagéo é particularmente interessante.

mas nao serd discutida aqui. O cdlculo da integral (4.13) fornece
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[9(2), p=(2)] = iR, (4.14)

como é mostrado em [40] e [54, 55, 56]. A origem da constante % em (4.14)
pode ser identificada como sendo as flutuagoes do vécuo, de densidade espec-
tral pp = Aw?®/2n%c® (energia média de Aw/2 por modo de oscilagdo). Serd
visto mais adiante as implicages dos resultados (4.12), (4.13) e (4.14) para
o formalismo de Schrodinger no qual o operador de momento é representado

por

Pr = —z'h;—x, (4.15)

na qual a constante k em (4.15) pode ser considerada como tendo sua origem

nas flutuagoes eletromagnéticas do vacuo, como em (4.14).

Outro resultado importante que se segue do formalismo de Heisenberg
para o oscilador harménico é que (vac|g|vac) = 0, e o valor médio de ¢*(t) é

dado por

h

2mwy

{vac|q*(t)|vac) = (4.16)

no regime estaciondrio. Esse resultado é obtido a partir da solugdo exata
para a componente z na equagdo (4.11). O campo quantizado Fy(t) dado
por (4.12) é utilizado para se obter a solugdo estaciondria . Note que o
campo Fy(t) é um processo estocdstico gaussiano (veja [40], segdo 2.11).
Conseqiientemente a distribui¢ao de probabilidade normalizada para a coor-

denada g(t) = z é dada por (veja [40], pag. 42).

Py(z) = (%); exp (-mwO‘”Q) . (4.17)



A expressdo (4.16) significa que a energia do estado fundamental do os-
cilador harménico é fuwwy/2. Esse mesmo resultado, contido nas expressoes
(4.16) e (4.17), pode ser obtido considerando campos cldssicos presentes no

vécuo [33, 50].

A constante A, contida nas expressoes (4.16) e (4.17), também tem origem

no campo eletromagnético do vdcuo, de densidade espectral pg = Fus? /2723,

4.3 O oscilador harmonico eletrizado de

acordo com o formalismo de Schrodinger

Como foi explicado anteriormente, a estabilidade e as transicoes atomicas
podem ser entendidas pela atuagao das forgas de flutuagao do vécuo e da forga
de reacao da radiagao. Sem a participagao delas nao pode haver decaimento
de um estado excitado e o estado fundamental néo seria estével [44, 45, 46,
47, 31]. Portanto, essas forcas também devem, necessariamente, ser levadas

em conta no formalismo de Schrédinger.

Nessa segdo serdo apresentados dois casos no tratamento do oscilador
harménico no formalismo de Schrodinger. Um caso com os campos eletro-

magnéticos classicos e o outro, com os campos quantizados.

Campos do vacuo classicos

Considerando a aproximagdo de dipolo (aproximagdo de onda longa), a

equagdo de Schrodinger unidimensional assume a forma [52]

H0%(@,t) _ [_}_ (_ihi N EAz(t))z + mwjﬂ W(z,t),  (4.18)



na qual A,(t) é a componente z do potencial vetor agindo na particula car-
regada. N&o se conhece solugdo exata, isto é, ndo perturbativa de (4.18) no
caso em que A;(t) é um operador quéntico (veja (4.2)). Por isso A,(t) sera
suposto um campo cldssico estocéstico e a abordagem desta segao é consider-
ada semiclédssica porque a constante de Planck 7 est4 presente em trés termos
de (4.18): os operadores diferenciais ih:Z, —ih-2, e A,(t) que é proporcional
a vV (ver (4.2)). A forma analitica do campo classico A,(t) ainda deve ser
determinada. A,(t) é uma fungdo somente de ¢ (independente de z). Deve-se

notar que essas consideracdes sao validas para mc? > hwy.

A equagao de Schrodinger independente do tempo possui uma solugao

para o estado fundamental ¢¢(z) dada por

_(muwo\ i _mw0x2
do(z) = (_ﬂ'h ) exp( oF ), (4.19)
na qual
*° h
2 2 _
/_oo dz ¢5(x)z* = ST (4.20)

A equagdo de Schrédinger dependente do tempo (4.20) possui uma solugao

exata, que pode ser escrita como [52]

w(o0) = o - D ewp { 1 (5l + S0 - 0] b (a2

na qual g.(t), p.(t) e g(t) s@o fungbes clssicas ordindrias de ¢ no conjunto dos
nimeros complexos C, isto é, nao sao operadores quanticos. Suas expressoes
devem ser determinadas substituindo-se (4.21) em (4.18). Esse foi um proced-
imento desenvolvido por Schrédinger no seu célebre artigo “The Continuous
Transitions from Micro to Macro-Mechanics” ([42], pag. 41). Fazendo-se
a substituicao indicada e impondo a validade das expressoes obtidas para

valores arbitrarios de x e ¢, obtém-se:
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pe(t) = mic(t), (4.22)

De(t) = —mwgqc(t) — SaAazt(t). (4.23)

Também se obtém a equagio 2(t) = fwo + mg(t) — mwiq?(t), que pode ser

escrita como

o) = S+ 5 [ ar () - ate)). (4.24)

Combinam-se as equagoes (4.22) e (4.23), obtendo-se:

mie(t) = —mwiqe(t) + eEy(t), (4.25)

na qual foi usado cE,(t) = —0A,(t)/0t. Cada termo da equagdo (4.25) é
uma fungéo de ¢ no conjunto C. Além disso, de acordo com as pressuposigoes

anteriores (cldssicas):

E,(t) = Eo(t) + Err(t), (4.26)

na qual Ey(t) é o campo cléssico estocastico do vicuo e Egg(t) é o campo
cléssico de reagao da radiacdo (a particula é carregada, portanto a reagio da

radiagdo deve contribuir para E,(t)).

O campo elétrico do viacuo Ey(t) na sua forma cléssica estocastica, pode

ser obtido a partir da expressdo quantizada (4.12) fazendo-se a substituicao

dos operadores az, (0) e al. (0) pelos termos %% e e~ respectivamente
kX A p ) ’

2
isto é
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2 % . . '
Ey(t) = ZZ Z (27rhwk) ex(k, A) [e_l(“’k“’ol?k) — el(“”‘t_el?k)] . (4.27)

(veja [50], [40] ou capitulo 1 para maiores detalhes). As fases 6z, séo
aleatérias e estatisticamente independentes. Este procedimento é muito
antigo, como se pode ver nos trabalhos de Boyer [50] (1975) e de Marshall
[51] (1963).

A expressdo para a reagdo da radiagdo Egrg(t) é mais dificil de se obter,
pois, de acordo com o formalismo de Schrodinger, a particula ndo possui uma

localizagao precisa. Pode-se apenas afirmar que

(4.28)

e O = (M) exp [ TenlE O,

¢ a distribuicdo de probabilidade da posi¢ao da particula. Para se obter a
expressdo exata para (4.28) deve-se resolver (4.25), que depende da forga de
reagao da radiacdo eFgg(t). No entanto essa for¢a pode ser determinada para

o caso de massa grande (mc?/hwy — 00). Nessa situacio pode-se considerar:

2e?

=33 q. (t) (4.29)

BERR (t)

como sendo uma boa aproximacgao, pois a gaussiana (4.28) é tao “estreita”,
que pode-se considerar que a particula possui trajetéria. A partir dessas
consideragoes a expressao (4.29) é vélida no caso em que mc? > hwp, que é
consistente com a aproximagcao de onda longa usada anteriormente. Portanto,

a equagdo (4.25) pode ser escrita como

lt) + whae(t) = s e (1) (430

e
m



Note que a equagao (4.30) para a varidvel cldssica g.(t) é formalmente idéntica
& equagdo (4.11) para o operador 7(t), que necessita da reagio da radiagdo e
dos campos do vdcuo para preservar as relagdes de comutagio (4.14). Além
disso a equagdo (4.11) foi obtida fazendo-se a aproximagdo de onda longa,
que é consistente com a condigdo mc? > hwy.

Utilizando-se a solugdo estaciondria ¢.(t) para a equagdo (4.30) e a ex-

2

pressdo (4.21), pode-se calcular o valor médio para z* e verificar como os

campos do vdcuo contribuem para seu valor de equilibrio. Esse resultado é
obtido através da integral na varidvel x, pois se estd utilizando a interpretagéo
probabilistica de Born, e através da média nas fases aleatdrias presentes no

campo elétrico classico estocdstico do vécuo, a saber:

o0
(vac|z?®|vac) = (Vac|/ dz|(z, t)|* z%|vac), (4.31)
—o00
Aqui (vac| |vac) representa uma média nas fases aleatérias [50, 40]. Note
que (vac|z|vac) = (vac|g.(t)|vac) = 0 no regime estaciondrio.

Levando-se em conta a expressdo (4.19) pode-se mostrar que

(vac|z?|vac) = (vac| /_00 dzdi(z — g.(t) [(z — () + g2(t)] |vac). (4.32)

Usando o resultado (4.21), obtém-se

h
(vac|z?|vac) = T + (vac|q?(t)|vac). (4.33)

O resultado para (vac|g?(t)|vac) é bem conhecido. Os detalhes de
célculo podem ser encontrados no trabalho de Boyer [50] (veja segao III-D).

Encontra-se (vac|q(t)|vac) = h/2muwy, portanto

h
(vac|z?|vac) = p—_— (4.34)
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Esse calculo semicldssico conduz a um resultado para a energia do estado
fundamental que é o dobro do valor correto. Note que o calculo semiclassico
da mesma quantidade no quadro de Heisemberg (ver (4.16) e o trabalho de

Boyer [50]), fornece —ﬁ;ﬂ para a energia do estado fundamental.

Campos do vacuo quantizados

Na situagao em que os campos também estao quantizados, deve-se consid-
erar o potencial vetor A,(t), da equagdo de Schrdodinger (4.18), dado por
A.(0,t), definido previamente na expressdo (4.2). A presenca dos oper-
adores de criacdo e aniquilagéo a%A (t) e ag, (t), introduzem grande dificuldade
matematica para a solugdo da equagdo de Schrodinger (4.18). Nao se conhece
solucao exata desta equacgao para o oscilador harmonico nao relativistico na
qual se leva em conta os campos do vacuo da eletrodindmica quantica. Por
solugao exata quer-se dizer solugao nao-perturbativa, da qual se pode calcular
a energia do estado fundamental do oscilador e a correspondente distribuigéo

de probabilidades.

4.4 Em busca do motivo para as diferencas

entre os dois formalismos

Baseado no estudo do oscilador harménico nos formalismos de Heisenberg e
de Schrodinger, observou-se que hé diferengas entre seus resultados, situagao
ilustrada pelas expressdes (4.16) e (4.34), que diferem por um fator dois.
Pode-se concluir que a reagao da radiagao nao € a unica responsavel por essa
discrepancia. A principal razao é que as flutuacoes do vacuo entram duas
vezes nos calculos do formalismo de Schrodinger semicléssico, representado

pela equagdo (4.18). O operador de momento p, = —ihd/0z ji contém uma
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parte apreciavel dos efeitos ndo-relativisticos do vécuo (veja as expressoes
(4.11),(4.13) e (4.14) discutidas no formalismo de Heisenberg). Uma con-
seqiiéncia clara desse estudo é que o operador de energia cinética usado no

formalismo de Schrédinger, dado por

L

om = " 2m 027 (4.35)

é a principal maneira pela qual as flutuagoes do vacuo sao incluidas na de-

scricdo do movimento de particulas carregadas no formalismo de Schrodinger.

O operador (4.35) possui um papel muito importante na descri¢do dos
fenomenos microscépicos. Um exemplo muito relevante é o tunelamento, de-
scoberto em 1927 com o uso da mecanica ondulatéria de Schrodinger e da in-
terpretacao probabilistica de Max Born da fungao de onda [57]. Como é men-
cionado em [58], nés temos que reconhecer que “a transmissdo de particulas
através de barreiras de potencial de altura e espessura finitas ndo € de visu-
alizacdo tao fdcil na formulagao de Heisenberg-Bohr da mecdnica quantica,
que fala de particulas atravessando por cima da barreira com uma violagao

tempordria da conservagao da energia” .

Em resumo, as formulagoes de Heisenberg e Schrodinger nao parecem ser
equivalentes, e as diferengas sutis entre elas merecem muito mais atengao do
que tem recebido até o momento. KEssa falta de equivaléncia redescoberta
por nés recentemente [41], recebeu a atengdo da comunidade cientifica ime-

diatamente apds sua publicacdo [59]
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Capitulo 5

Conclusao Geral

Nos capitulos 2 e 3 desse trabalho apresentaram-se contribuigoes originais
no contexto da Eletrodindmica Estocdstica a respeito de novos efeitos da

radiagdo de ponto-zero.

No capitulo 2 propds-se a existéncia de um ruido adicional ao ruido de
Nyquist em um circuito elétrico RLC, denominado ruido magnético, que tem
origem na atuagao dos campos magnéticos da radiagao de ponto-zero no
indutor do circuito. Mostrou-se que essa nova predi¢ao da Eletrodindmica

Estocéstica poderd ser verificada experimentalmente.

No capitulo 3 inclui-se a atuagao da radiagdo de ponto-zero em uma
particula sujeita ao escape de um pogo de potencial através de uma barreira.
Mostrou-se que para temperaturas baixas, T' — 0, a taxa de escape através da
barreira de potencial nao se anula. Esse resultado original do trabalho ajusta-
se perfeitamente aos dados experimentais das taxas de recombinagao das
moléculas de CO com a cadeia de beta-hemoglobina medidas por Alberding

et al[38].

No capitulo 4 apresentou-se um modelo para o oscilador harménico car-
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regado interagindo com o campo eletromagnético (incluindo a radiagido de
ponto-zero), no qual os formalismos de Schrédinger e Heisenberg néo sdo
equivalentes. Os nossos cédlculos estao de acordo com a conjectura de Dirac
de 1963 na qual afirma a nao equivaléncia dos dois formalismos para sistemas
em interacdo com o campo eletromagnético. A vantagem do exemplo do os-
cilador harmonico, apresentado aqui, consiste principalmente na simplicidade

da sua abordagem para o estudo de um tema tao sutil.
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Apéndice A
Teorema de Wiener-Kintchine

Freqiientemente é preferivel estudar as caracteristicas de uma determinada
grandeza flutuante £(t) fazendo sua andlise de Fourier. As suas amplitudes
e fases podem fornecer informagoes mais uteis do que avaliar diretamente as

flutuagoes de £(t) com o tempo.

Para se evitar problemas de convergéncia, faz-se uma redefini¢do de £(2):

gy =4 SO seltlsT (A1)

0 se [t|>T.
Esse procedimento matemadtico ndo altera a descricao dos fendmenos fisicos
desde que o valor usado para T seja muito maior que os intervalos de tempo
em que a grandeza flutuante £(¢) atua. Dessa forma, utiliza-se £(¢,T) nos
calculos associados & anglise de Fourier de £(¢). Em certas situagbes pode-se
tomar o limite 7" — oo posteriormente. No desenvolvimento desse trabalho

foi omitido essa redefinigao das fungdes estocasticas, sem prejuizo dos resul-

tados obtidos.

As integrais de Fourier de £(¢,T') ficam:
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f(w, T) = 517;/_ E(t, T) et dt (A.2)
1 T Tw
= %/_Tg(t)e tdt.
Et,T) = /_mé(w,T)e_“"tdt. (A.3)

Para £(t) € R, decorre da expressdo acima que

Ew,T) = €(—w, T). (A.4)

A fungdo de correlagdo, K (1), de £(t) é definida pela seguinte expressao:

K(r) = {€(0)E(E+ 7). (A.5)

Os colchetes angulares ( ) representam a média sobre o espago de valores
possiveis de £(t) (ensemble). Freqiientemente deve-se usar £(¢,T') ao invés de
£(t). Devido & defini¢do (A.1), as duas possibilidades coincidem no intervalo

[-T,T] :
€@t +7)=EET)E(E+7T)) ,parat, t+7€[-T,7].  (A.6)
No caso em que £(t) é um processo estocdstico estaciondrio, o mecanismo que

produz as flutuages nédo se altera no decurso do tempo e a expresséao acima

é independente de ¢ :

(E(t)E(t+ 7)) = (£(0)€(T)) , para qualquer valor de ¢. (A.7)
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Além disso, para um tempo suficientemente longo, a média no ensemble

coincide com a média no tempo, fato denominado hipdtese ergédiga:

(E(0)E(r)) = Tim — / EBE(t+7)d (A.8)

T—voo

A densidade espectral de £(t,T) é definida como:

Se(w) = lim = |€(w, T)|?. (A.9)

Para £(t) € R, tem-se que, tanto a fungdo de correlagio K(7) quanto a

densidade espectral S¢(w), s@o funcdes pares e reais:

Sew) = Se(-w)
Siw) = Sew) (A.10)
K(r) = K(-7)
K*(r) = K()

O Teorema de Wiener-Khintchine relaciona essa densidade espectral
Se(w) com a fungdo de correlagdo K (1) (veja capitulo 1 de [36] ou capitulo
15 de [37]). Para um processo estocdstico estaciondrio e ergddigo, pode-se

mostrar:
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1 0

Sew) = 5 | _drle@etrr))e
= 1 [Carestn e ()
(EEE+7)) : / Z deoSe(w) e
= [ dwoostem) se(w) (12

Essas sao as expressoes do Teorema de Wiener-Khintchine, que podem ser

obtidas a partir do desenvolvimento das (A.1)-(A.10).

Pode-se ainda mostrar que, a partir de (A.10) e (A.12), tem-se:

(W)™ (W)) =0 (w— W) Se(w). (A.13)
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