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ResuMo. O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento dos expoentes criticos
do modelo de OQito Vértices através de cotas superior e inferior para sua fungao de
particdo na vizinhanga de modelos soliveis. O método é ilustrado pelo modelo de
Heisenberg quantico unidimensional também denominado modelo XYZh. Aplica-se
igualmente ao modelo de Ising bidimensional (com interagao quirtica e segundos vizi-
nhos). Assim, propomos um modo alternativo de abordar universalidade nos modelos
de Heisenberg unidimensional quéntico e Ising bidimensional cldssico por desigualda-
des satisfeitas por suas funcdes de particio. Dentre os métodos que utilizamos para
a obtencdo das cotas destacam-se: a integragdo Gaussiana nas varidveis reais e nas
varigveis de Grassmann; o mapeamento de um modelo unidimensional em um bidi-
mensional através do auxilio da férmula de Trotter; a representagao da fungao de
particio pelo Pfaffiano de uma matriz; e, para a obtencao da cota superior, a técnica
de positividade por reflexdo, estendida ao caso de varidveis que anti-comutam.

Abstract. The aim of this work is to analyze the behavior of critical exponents in the
eight-vertex model starting from the upper and lower bound obtained for its partition
function. We studied the quantum onedimensional Heisenberg model also denomi-
nated XYZh model. We propose an alternative way of approaching universality in
Heisenberg and Ising models using inequalities satisfied for their partition functions.
Among the methods that we used in the solutions of the models stand out the in-
tegration on the Grassmann variables, the mapping of a onedimensional model in a
two-dimensional one through the aid of the Trotter formula and, finally, the represen-
tation of the partition function as Pfaffian of a matrix. To obtain an upper bound,
the positivity reflection technique was used, extended to the case of variables that
anticomute, and the method of the chess board estimate.
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CAPITULO 1

Introducgao

Universalidade é o mais importante conceito na teoria dos fenémenos criticos: “O
conceito de universalidade esté associado a transigao de fase e ndo a um sistema teodrico
ou fisico. Sistemas com suficiente complexidade podem exibir transigoes de fase dis-
tintas, em diferentes partes de seu espago de fase, pertencendo a diferentes classes de
universalidade. ” (veja [LB]).

Universalidade é expressa por relagoes envolvendo expoentes criticos diversos. Os
expoentes criticos descrevem o comportamento de varidveis termodindmicas de um
sistema préximo a um ponto critico. A teoria de grupo de renormalizagao permite
descrever a criticalidade de um sistema em termos de pontos fixos da transformagao
das grandezas termodindmicas induzida por mudangas de escala. O espago funcio-
nal onde esta transformacdo atua é decomposto em diregdes relevantes e irrelevantes
determinadas pelas autofuncdes da transformagao linearizada em torno do ponto fixo
associadas a autovalores positivos e negativos, respectivamente. Expoentes criticos
estdo intimamente relacionados com os autovalores positivos e a universalidade se ex-
pressa pela direcdes irrelevantes da transformagao que nao contribuem nem alteram a
criticalidade (veja, por exemplo, [M]). Apesar do avanco técnico das idéias de grupo de
renormalizacdo, ainda ndo temos uma compreensdo do cendrio de universalidade, com
todo rigor matemético, com excecdo dos modelos hierdrquicos. Além disso, o maior
obstéculo do grupo de renormalizagio para esta compreensao ¢ justamente o excesso
de aspectos técnicos acessivel apenas a especialistas.

Para uma classe de modelos cuja funcdo de partigio ¢ explicitamente calculada,
os chamados modelos exatamente soliveis, a criticalidade pode ser estudada e seus
expoentes criticos determinados. Encontra-se nesta classe alguns modelos bidimensi-
onais cléssicos e unidimensionais quénticos, ambos com interagdo entre vizinhos mais
préximos. Outros, como o modelo de oito vértices, necessitam condigoes adicionais
sobre os pardmetros para que sua fungdo de particdo seja resolvida. Esta restrigao
impede que o conceito de universalidade seja estabelecido de maneira tao abrangente
como na teoria de grupo de renormalizacao.

Nesta tese propomos um método alternativo de andlise da criticalidade. Os modelos
considerados ndo sdo exatamente soliveis, porém, no espago de parmetros apropriado,
encontram-se em uma vizinhanca de algum modelo exatamente solivel. A criticalidade
é abordada através de cotas®, superior e inferior, para a funcao de partigéo.

1Utilizaremos os termos cota superior para “upper bound” e cota inferior para “lower bound”.



O modelo de oito vértices tem a peculiar propriedade de possuir expoentes criticos
que variam continuamente com relagdo a seus parametros. Isto segue do solugao por
Baxter[Ba] do modelo de oito vértice satisfazendo a condi¢do de “campo nulo”. Além
disso, a maioria dos modelos exatamente soliveis sdo ou um caso particular ou um
caso limite deste modelo. O estudo dos expoentes criticos do modelo de oito vértices é
fundamental para a compreensao da nogao de universalidade que pretendemos descrever
nesta tese.

No presente trabalho, analisamos as cotas superior e inferior da funcdo de parti¢do
do modelo de Heisenberg e investigamos como estas informagdes estdo relacionadas
aos seus expoentes criticos. O modelo de Heisenberg unidimensional quéntico é obtido
por um processo limite do modelo de oito vértices cujos parametros nao satisfazem a
condigdo de “fermions livres” nem de “campo nulo”, necessérias para sua solugio exata.
O modelo de oito vértices, por sua vez, é escrito como uma integral funcional cuja agéo
contém interacdo quartica. I justamente este termo que destréi a integrabilidade.

De acordo com resultados recentes devido a Pinson e Spencer ([PS] e [Sp]), certas
perturbagoes quarticas de modelos integraveis, e interagoes entre segundos vizinhos,
podem nao alterar os expoentes criticos do modelo nao perturbado. Os resultados
sao compreendidos via técnicas de grupo de renormalizagio e causaram uma certa
surpresa, tendo em vista que o modelo de oito vértices satisfazendo a condigdo “campo
nulo”, resolvido por ansatz de Bethe por Baxter, possuir interagdo quértica e expoentes
criticos “fracamente universais” [Ba].

Pelo simples fato de considerar uma familia a pardmetros continuos de modelos,
nossa abordagem pode elucidar esta aparente contradigdo. Nosso quadro pode ser
resumido da seguinte forma: existe uma superficie critica, no espago de pardmetros,
cujos expoentes criticos sdo universais e uma outra superficie critica interceptando a
primeira (ou mesmo contendo-a) cujos expoentes criticos sdo “fracamente universais”.
Apesar de bastante sugestivo, a anélise realizada nesta tese ndo estabelece este re-
sultado pois, para ter acesso aos modelos considerado por Baxter, dois modelos de
oito vértices relacionados por dualidade devem ser considerados simultaneamente. A
elaboragdo de cotas, superior e inferior, para funcao de partigio compativeis com as
relacoes de dualidade serd assunto de uma investigagao futura.

As cotas inferior e superior obtidas nesta tese sdo otimais no sentido que os dois
limites igualam-se ao valor exato da funcéo de particdo sob a condigdo de fermions
livres, A = 0. E justamente esta propriedade que permite comparar os expoentes
criticos com os dos modelos exatamente soliveis e estabelecer classes de universalidade.
Consideramos este resultado o principal da tese.

Devido a dificuldade de extrair conclusdes a partir das expressoes analiticas, faremos
uso de resultados numéricos. Nossas estimativas preliminares ainda ndo séo suficientes
para determinar expoentes criticos com precisao. Os calculos realizados no modelo de
Heisenberg XY Zh incluem a energia livre e derivadas até segunda ordem com respeito
a0 campo magnético e sao mostrados nas Figuras do capitulo 8. Uma comparagao
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destes resultados com os valores criticos exatos ainda ndo é possivel devido a falta
de controle das superficies criticas. A inclusdo de simetrias originadas por dualidade
auxiliariam nesta tarefa.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma.

No capitulo 2, apresentamos sucintamente as defini¢des preliminares e os modelos
considerados. Os conceitos abordados incluem a funcdo de particdo, energia livre,
magnetizacao, susceptibilidade, correlagio, transicao de fase e expoentes criticos.

No capitulo 3, introduzimos o modelo de oito vértices. Em seguida, a funcio de
particao deste modelo é escrita como uma integral Gaussiana de Grassmann perturbada,
por uma interacio quértica. Sob a condigéo de fermions livres, a Gaussiana é integrada
resultando no Pfaffiano da uma matriz antisimétrica. No caso geral, substituimos o
termo quértico, definido para cada vértice da rede, por outra integral Gaussiana (de
varidvel real) de dois termos de interagdo quadrdtica nas varidveis de Grassmann e
linear na varidvel real (veja a expressdo (3.17)). O resultado final, resumido no Teorema
3.5, descreve a func¢io de partigdo de modelo de oito vértices como a esperanga, com
respeito a uma medida Gaussiana real, de um Pfaffiano de uma matriz aleatéria. No
apéndice C, elaboramos um outro método de obtengio da expressdo da fungao de
particao.

No capitulo 4, obtivemos os oito vértices correspondentes ao modelo de Heisenberg,
ou XY Zh, através do auxilio da férmula de Trotter. Assim, mapeamos modelos unidi-
mensionais quanticos em bidimensionais cldssicos. Apresentamos a solugdo do modelo
XYh unidimensional calculando sua funcao de partigdo através do Pfaffiano de uma
matriz. Também apresentamos a analise de dois expoentes criticos: o expoente critico
a e o expoente critico do comprimento de correlagao £. Em seguida, apresentamos uma
tabela com todos os expoentes criticos do modelo XYh.

Calculamos rapidamente, no capitulo 5, a energia livre do modelo de Ising bidimen-
sional ilustrando o método das varidveis de Grassmann, e apresentamos seus expoentes
criticos.

No capitulo 6, utilizamos a positividade por reflexdo para obtermos uma cota su-
perior para a funcio de particio do modelo de oito vértices. Observamos que a dlgebra
dos espacos obtida pela positividade por reflexdo anticomuta, assim obtivemos uma
reflexfio em que a rede deve ser torcida para observarmos uma simetria do modelo de
oito vértices. Apresentamos um modo alternativo de interpretacao da positividade por
reflexdo analisando diretamente a acdo da reflexio sobre a matriz que define o modelo
de oito vértices. Em seguida, utilizamos a desigualdade de Schwarz e a estimativa do
tabuleiro de xadrez para homogeneizar as varidveis e parametros sobre toda a rede.
Aplicamos a cota obtida ao modelo X X Z com campo nulo e ao modelo XY Zh.

No capitulo 7, obtemos uma cota inferior para a funcio de partigio do modelo
de Heisenberg examinando termo a termo os fatores da expansao do Pfaffiano. Em
seguida, aplicamos esta cota inferior ao modelo XY Zh.



Finalmente, no capitulo 8, por intermédio das cotas da funcao de partigdo do modelo
de Heisenberg, apresentamos uma anélise, pela observacio dos graficos, das fungoes
derivadas da energia livre: a capacidade térmica, a magnetizacio e a susceptibilidade
magnética. As cotas para a funcdo de partigio do modelo de Heisenberg tendem
a fungio de particdo do modelo XYh & medida que J* tende a zero. Falta, neste
capitulo, o estudo dos expoentes criticos obtidos pela variagao do pardmetro J*.



CAPIiTULO 2

Defini¢oes Preliminares e Modelos Considerados

O intuito deste capitulo é apresentar sucintamente as definigoes das expressoes
mais utilizadas nos capitulos posteriores. Existem 6timos textos sobre a teoria bésica
da mecanica estatistica que poderiam substanciar as definigdes aqui introduzidas. Ci-
tamos, por exemplo, os capitulos introdutérios de Colin Thompson[Co] e Callen[Cal].

Na mecanica estatistica usamos a hipdtese ergddica, a média é calculada em um
“ensemble”. Assim, a média temporal é substituida pela média de ensemble. O en-
semble é entendido como o conjunto dos estados microscépicos com seus respectivos
pesos estatisticos.

Afirmamos que um modelo possui solugao conhecida quando sua fungao de particao
e sua energia livre sdo calculadas. Relativamente, sdo poucos 0s modelos que apresen-
tam solugio conhecida.

Representamos sistemas magnéticos reais por hamiltonianos idealizados. Os hamil-
tonianos descrevem as formas de energias de tais sistemas. Apesar desta idealizagao,
a andlise de tais sistemas é consideravelmente dificil. O interesse em determinados
modelos depende da quantidade e qualidade das informagoes que os resultados trazem.
Sempre hé esperanca que métodos que geram informagoes sobre sistemas idealizados
também gerem informagdes sobre sistemas reais. Assim, se somos incapazes de soluci-
onar sistemas idealizados, somos mais incapazes ainda de discutir e analisar sistemas
reais.

Estudaremos os modelos de spins (momento angular intrinseco da particula) que séo
modelos estatisticos que descrevem o magnetismo, os quais exibem comportamentos de
sistemas reais e portanto nos dé uma compreensao dos mecanismos fisicos envolvidos.
Apesar de sua aparente simplicidade, muitos destes modelos nao apresentam solugao
conhecida através dos métodos tedricos atuais. Um dos aspectos mais interessantes
destes modelos é a anélise de seus comportamentos em sua transi¢do de fase que pode
ser caracterizada pelo cdlculo de seus expoentes criticos. Sem restrigao a qualquer tipo
de modelo, esta anélise é uma meta extremamente desafiadora.

1. Funcgao de Particao

Em 1902, Josiah Willard Gibbs publicou “Elementary Principles In Statistical Me-
chanics”. Ele formulou os cdlculos das funcdes termodinémicas a partir das forgas mi-
croscopicas entre os componentes de um sistema. O ponto inicial na andlise de Gibbs
foi o principio que fundamentou sistemas em equilibrio termodindmico, o principio da
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méxima entropia. Notamos que a formulagao de Gibbs é completamente independente
de qualquer visao microscépica da matéria, é vilida para mecanica cldssica e quéntica.

O problema bésico em mecénica estatistica é calcular a soma sobre todos os estados
possiveis da fungéo de particdo

Z=Y exp(~BE(0))

tal que o representa os estados e E (o) a energia do sistema. Infelizmente, trata-se
de um problema dificil devido as interagoes fundamentais do sistema. Desta forma,
somos forcados a substituir o sistema real que encontramos na natureza por uma ide-
alizagdo. Esta idealizagdo é conhecida por modelo. Matematicamente, isto consiste
em especificar através de aproximagoes e simplificagdes os estados o e a energia E (o)
do sistema. Segundo Barry Simon, “modelos na rede sio caricaturas inventadas para
iluminar vérios aspectos da mecéanica estatistica elementar, especialmente o fenémeno
de transicao de fase e da quebra de simetria espontdnea ”. Os modelos aqui tratados
estarao mecénica e quimicamente isolados, mas em equilibrio térmico com o ambiente.

Seja G = (V, L) um grafo finito composto pelos conjuntos de vértices V' e ligagoes L
entre pares de vértices. Por exemplo, no Modelo de Ising chamamos = {+1, —l}V 0
espago dos possiveis estados e denotamos por ¢ = {0}, seus elementos. A varidvel
o, € {+1, —1} indica o spin no sitio . Uma configuragio do sistema, o € Q , é o con-
junto de valores de o, que determina um macroestado (sistema com infinito niimero de
grau de liberdade). Usualmente, V' é o conjunto de vértices, um hipercubo de dimensao
D, V = ZP. Denotamos por A um subconjunto finito de Z”. A energia de uma con-
figuragio com suas interages representamos por E (o). Nos sistemas quanticos, E (o)
¢ um operador hamiltoniano atuando sobre um espago de Hilbert.

No ensemble candnico, a fungdo de partigdo tem um papel de gerador das fungoes
termodindmicas. A funcéo de parti¢do candnica é

2(T) =Y exp(—BE (0)) (2.1)

tal que 8 = 1/ (kT), k é a constante de Boltzmann, 7" a temperatura do sistema e a
soma é realizada sobre todos os estados ¢ permitidos do sistema. O fator exp (—3F (o))
é conhecido como distribuicao ou peso de Boltzmann.

De acordo com o postulado de Gibbs, a probabilidade do sistema encontrar-se no
estado o é

p(o) = w : (2.2)

Em um sistema com um numero finito de configuragoes, cada configuragao é propor-
cional a (2.2), ou seja, a distribui¢do dos estados néo é uniforme, mas proporcional ao
peso de Boltzmann. Percebemos que Z é também um fator de normalizacgio, é a soma
das contribuicoes de cada configuragao o do sistema com peso dado pela distribui¢ao
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de Boltzmann. Notamos que (2.1) é consistente com a defini¢do de probabilidade,
Y ple)=1.

Na mecénica quintica, a fungao de partigdo Z é obtida pelo trago de exp (—E’ / kT) :

onde H é o operador Hamiltoniano. E (o) é a auto-energia do autoestado o.

Seja M o ndmero de particulas ¢ N = |A| o volume ou nimero de sitios do sub-
conjunto A C ZP. Se permitirmos que o niimero M < N (restri¢do fermiénica) de
particulas em um sistema varie, teremos a definicdo da fungao de particao grande-
candnica.

= — 1
S(N,T,,LL) = Mexp [_18 (E(‘ZVI) —,LL]V.[)] )
M=0 ’
tal que E (M) é a energia de interagio do sistema para um subconjunto com M
particulas. Neste termos, a presséo ¢é definida por
kT
PIN.T u)= TV"IHE(N,T,,LL) .

A funcéo de partigio grande-candnica pode ser expressa em relagao a fungao de partigao
candnica na forma

N
E(N,T,p) =) Z(T,M)z",
M=0
tal que z = exp (Bu) é a fugacidade e Z (T, M) a fungdo de partigio candnica contendo
M sitios.

As quantidades termodinimicas sdo, na mecénica estatistica, valores médios de
funcdes f (o) das varidveis o. De acordo com a teoria da probabilidade, os valores
médios aumentam em significado com a diminui¢do da dispersdo ou variancia. Assim,
a convergéncia na direcio dos comportamentos termodindmicos aumenta com 0 au-
mento no volume |A|. As propriedades estatisticas do estado de equilibrio no limite
termodindmico sao obtidas quando N — co. “Em volume finito, hd, em principio,
flutuacdes em torno das previsdes da termodinémica, assim espera-se que 0s argumen-
tos termodindmicos sejam exatos apenas no limite em que o volume torna-se infinito.”
(Veja Barry Simon[BS]). Notemos que transi¢io de fase somente ocorre no limite
termodindmico em que a fungdo de particio (2.1) deixa de ser uma fungéo analitica
conforme a variacao de algum pardmetro, tal como a temperatura ou campo magnético.
Os ingredientes suficientes a existéncia do limite termodinémico sao (veja pagina 116
do volume II de [LB]):

a) Invaridncia translacional das interagdes entre as particulas,

b) Alguma restrigdo ao alcance das interagoes e

¢) Limitacdio sobre a propor¢do do nimero de sitios na fronteira quando a rede ou
volume do sistema aumenta.

A demonstracio do limite termodindmico foi realizado por Yang e Lee[YL] em
1952 com a demonstracio do teorema do circulo em que os zeros da fungdo de particao
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grande-candnica encontram-se situados no circulo unitério |z| = 1. O correspondente
teorema para sistemas em redes foi apresentado por Ruelle[Ru] em 1969.
Voltemos & fungao de parti¢ido candnica. A Energia Livre de Gibbs é dada por
1
Fi(p)= -5z, (2.3)

no limite termodindmico, definimos a energia livre por unidade de volume
I 1
f(B) = lim |—A—|F(ﬁ) -
Se X for um observavel do sistema, tal como sua energia total ou magnetizagao,
entao seu valor termodindmico médio observado sera

(X)=271) X (0)exp(-BE(0)) .

Em probabilidade, X : @ — R é uma varidvel aleatéria definida no espago de medida
(92, 3, p), tal que X é a dlgebra sigma dos eventos (subconjuntos do conjunto de estados
§2) e p o peso de Boltzmann. Nesta linguagem, (X) é a esperanga da varidvel X.

Em particular, a energia interna é

U = (E)
771 " E(0)exp (-BE (0)) (2.4)
= KPSz = -T2 (F/T)

onde usamos as defini¢des (2.1) e (2.3).

Podemos aplicar um campo externo aos spins o, de uma rede regular e também ter
modelos onde apenas os vizinhos mais préximos interagem, ou com interagoes estendi-
das aos segundos vizinhos e assim por diante.

Consideraremos o medelo de Ising cuja energia é dada por

E(c={o:}) =— Z Jijoio; — hz oy,
{.3) i

com interagdo somente entre os primeiros vizinhos, (i, j}, tal que J; ; é uma constante
de interagéo entre o spin o; e o spin ;. O spin o, localiza-se no sitio j da rede e assume
os valores o; = 1. Se J;; > 0, teremos o caso ferromagnético em que o estado de mais
baixa energia é alcangado com todos os spins alinhados. Quando a interagdo entre os
spins depender somente da distdncia entre eles e ndo do sitio da rede em que se situa,
Jij = J([i — j]), e as condigbes de fronteira forem ciclica ou periédica, o modelo terd
invaridncia translacional. Isto é, se X 4 for uma variavel aleatdria que depende apenas
dos vértices no conjunto A C A, entdo

(XA> == (XA+'£> 5

Vi€ A, onde A+i = {j+1i,j € A} é o conjunto A transladado por 7. Notemos que um
sistema com impurezas (varidveis que mantemos fixas em um dado valor que depende
da posigdo) ndo exibe invaridncia translacional.
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O modelo de Ising é o mais simples modelo para o ferromagnetismo que prediz
transigoes de fase e fendémenos criticos. Este modelo foi proposto em 1920 por W.
Lenz como modelo microscépico para explicar o magnetismo, antes do advento da
teoria da mecénica quintica e do modelo de Heisenberg. Lenz delegou a responsabi-
lidade da solucdo deste modelo para seu aluno E. Ising. Em 1925, Ising(Is] foi capaz
de solucionar este modelo apenas no caso unidimensional, ficando desapontado por
este nao apresentar transicio de fase. Em 1944, Lars Onsager[On] solucionou ana-
liticamente este modelo em duas dimensées com campo nulo, exibindo transicao de
fase para temperatura finita ndo nula. Onsager usou dlgebras de Lie em sua solugao,
Kaufmann[Kau] simplificou o trabalho de Onsager usando a representagio de spinor
e Schultz e colaboradores|SML] mostraram que a matriz de transferéncia poderia ser
expressa em termos de fermions livres. Outras derivagdes relacionam o modelo de Ising
com cobertura de dimeros ou métodos combinatérios[Kal]. Este modelo ainda nao foi
resolvido analiticamente em duas dimensoes com campo magnético h # 0 e em trés
dimensdes. Assim, simulagoes numéricas através do método de Monte Carlo tem sido
um dos métodos usado para obter resultados numéricos.

Um importante resultado do modelo de Ising, numa rede de duas ou mais dimensaes,
é o fato de exibir magnetizagao espontdnea para temperaturas suficientemente baixas e
h — 0, apesar do modelo ser simétrico pelas mudangas dos sinais “+” e “=" em h = 0.

Para ilustrar um modelo quéntico apresentamos o Hamiltoniano do modelo de Hei-
senberg isotropico

— JZm < Fj (2.5)

Este ¢ um modelo realfstico para o fenémeno do ferromagnetismo, onde dois spins
vizinhos o; e o; possuem uma energia de interagdo —Jo; - g5, sendo J uma constante
de acoplamento e “” um produto interno,

0;-0j = 0705 + 0}

v Z .2
o; +ojo; .
o®, 0¥ e 0% sio as matrizes de Pauli (veja 4.2).
Para ficar mais claro, expandiremos o produto interno da equagéo (2.5) e acrescen-
taremos um campo magnético externo, além de permitir interagdes distintas para cada
diregao. Assim, obtemos

Hepr, = E Jeoio; + Jyoriy(f? + J*oias + hoy .
(&,7)
(i, 7) refere-se As interagdes somente entre primeiros vizinhos de uma rede unidimensi-
onal A C Z. Este é o modelo de Heisenberg mais geral, pois é anisotrépico (J* # JY #

J#) e possui um campo h aplicado. Ele é conhecido também por modelo XY Zh.
o é uma matriz da forma produto tensorial,

of = 1@ i @R ® 1 ,



2. Os observaveis

diferente da identidade somente na i-ésima posi¢do do produto, atuando no espago
C’®...® C?% o satisfaz as regras de comutagio

T vl s S TR 2
[oF, 0] =210 ;¢ a} .

Na equagéo acima, ¢*%* é um tensor antissimétrico.
Podemos tomar, dentre vérias, a condigdo de fronteira livre ou periédica. Para
condic¢do de fronteira periédica temos

0; = 04N -
A funcao de particdo do modelo XY Zh é
Z = Tr [ PHien]

Informamos que o modelo de Ising é tipico para ligagdes bindrias (4tomos de dois
tipos A e B correspondendo aos spins “+” e “~ ") e 0 modelo unidimensional quantico
de Heisenberg pode ser mapeado no modelo de Ising classico bidimensional com o uso
da férmula de Trotter.

2. Os observaveis

Os observaveis nestes modelos sao calculados por
o T?" [e*.gHHcis] '

A seguir, definimos os observaveis mais utilizados obtidos pelos modelos que serao
discutidos e analisados nos capitulos posteriores.
A capacidade térmica, mantido o campo magnético constante, é definida por

d
C 6TU E
tal que U é dado por (2.4).

Em temperaturas elevadas com campo externo nulo, A = 0, um sistema apresenta-
se em fase paramagnética: os spins nao apresentam diregoes preferenciais. Assim, o
momento magnético resultante é nulo.

Abaixo de uma temperatura critica, 7., entretanto, os spins tendem a alinhar em
uma determinada direcio no espago, mesmo na auséncia de campo externo. Neste caso,
teremos uma magnetizacao e o sistema estard na fase ferromagnética.

Definimos magnetiza¢do como a média dos spins do sistema,

N
My (h,T) = % <Z a~;> (2.6)
i=1

sendo fungdo da temperatura 7' e do campo magnético aplicado h. Observamos que
Mpy (0,7) = 0. No limite termodinimico, limy_,., (2.6) pode ser escrita como
a

M (h,T) = 5

(h’T) h

10
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para h # 0 como resultado do Teorema de Lee e Yang.
A magnetiza¢io espontdnea é obtida no limite de auséncia de campo agindo sobre
o sistema
Moy = ].}HEM (h,T)

Mo_ =lim M (h,T) .
h10

A magnetizacio espontinea ocorre se existir 7. > 0 tal que Moy # Mo_ para T < T.
Este é o fenémeno essencial associado ao ferromagnetismo.

No modelo de Ising a magnetizagio é o pardmetro de ordem. Na teoria de transicao
de fase, o pardmetro de ordem é a varidvel cuja média prové a ordem ou quebra de
simetria do sistema. Usualmente, o parametro escolhido assume valores nao nulos no
estado ordenado quando a simetria é quebrada, passando a zero no estado simétrico
(estado desordenado). No modelo de Ising, o parametro de ordem M (T') é nao nulo
abaixo de T, (temperatura critica). T, = inf {T' € R : Mpy = My_}. Abaixo de T, o
modelo possui dois estados, um estado (+) com magnetizagdo Moy, e um estado (—)
com magnetizacdo My_. Mais precisamente, tomando condigdes de fronteira (+) e
N — 00, obtemos um estado My, com condiges de fronteira (—) obtemos Mo_. Se
T > Ts, Moy = Mp_ =0, se T < T¢, Mos # Mo_ ndo nulos.

A susceptibilidade é uma medida da variagao de M quando se varia o campo h,

a
— %M (h) T) .
A wvariancia de o; é
var [o:] = ((0: — (o)) = (o7) = (o)

A covaridncia entre os spins o; e 0 é

cij (A) = (0305, — (oida (O3 n - (2.7)
Se o; e o; forem independentes, c¢;; = 0. A independéncia de o; e g; é condicao suficiente
mas nio necessria para ¢;; = 0!
A variincia e a covaridncia relacionam-se através de
var [o; £ 0;] = var [o3] +var [o;] £+ 2¢;5 -

Definimos g; j, o coeficiente de correlag¢ao entre o; e 03, cOmo a versao normalizada
da covaridncia
Cij
bl
Vwvar [o;] .var [o;]

Gij =

por conseqiiéncia

-1 s1.
Observamos, devido a definigio acima, que a correlagio pode ser negativa ou posi-
tiva. Como indica o préprio nome, a correlagio mede a influéncia, a interagao de
um spin sobre um outro spin do sistema. A auséncia completa de correlagao entre as
varidveis confrontadas é indicada pelo valor zero do coeficiente de correlagao (g ; = 0),

11
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neste caso, teremos varidveis independentes. Em geral, a covaridncia é referida como
correlagao, notando que a distingdo entre as duas medidas é apenas um fator de nor-
malizacéo.

E interessante notar que a susceptibilidade estd relacionada com a soma de todas
as correlagoes,

N—oo

Susceptibilidade nula indica um modelo em que os spins estdo totalmente descorrela-
cionados, ou seja, nao hd interacdo dos spins. No ponto critico, ponto no diagrama
de fase onde ocorre a transi¢io de fase de um modelo, em geral, a susceptibilidade
diverge. Neste ponto, a correlagdo entre os spins do sistema alcanca seu valor maximo,
evidenciando um fendémeno cooperativo de interagdo. Portanto, a divergéncia da sus-
ceptibilidade estd associada com a existéncia de ordem de longo alcance (veja definicao
(2.11)). Por outro lado, a divergéncia da susceptibilidade também estd relacionada
com a quebra de simetria. Para vermos isto[Or], assumimos 7' < T, e h — +0. Assim,
teremos M = (0;). Se T' < T, e h — —0 teremos M = — (;). Entdo, M é uma funcio
descontinua em h = 0.

A partir de (2.8), notamos que a susceptibilidade é uma quantidade sempre positiva,
pois

= ma{ [ Ea-wo] )20

No caso de invariancia translacional do modelo, considera-se somente a diferenca
|i — 7]. Assim, uma soma na expressao (2.8) pode ser realizada, obtendo

X(h) == ﬁzcoj
"" (29)
= ﬁz [{o00;) — M* (R)] .

0 é o sitio deixado fixo como poderia ser qualquer outro e {o;) = {go) = M (h).
Também no caso de invariéncia translacional, o coeficiente de correlagdo entre o; e
o; dependerd apenas do vetor disténcia entre os sitios ¢ e 5 (veja Baxter(Ba))

9i5=9(Tsj) ,

— 2 2 0 — T ¥
tal que g (7") é a fungdo de correlagdo. Expressaremos 7 = rk, sendo k& um vetor
unitério. Desta forma,
rTet  seT#T,,
—y
g (’r k) - (2.10)
podt2-n e T =T, .

—y
quando 7 — co. 7 é um numero, £ o comprimento de correlagdo na direcao k, D a
dimensao do sistema e 77 um expoente critico que expressa a poténcia de decaimento.

12
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O comprimento de correlagio & (T') é dependente da temperatura e torna-se infinito em
T.. Seu comportamento critico é descrito pelos expoentes criticos do comprimento de
correlagao v e v/,
tv parat | 0,
& (T
(-t)™ parat10,
dado em termos da temperatura reduzida t = % . Notamos que & depende da diregao

?, no entanto, préximo a T, esta dependéncia desaparece e em distdncias grandes
as correlacdes tornam-se isotrépicas. A medida que aproximamos de Ty, £ torna-se o
comprimento caracteristico do sistema e de magnitude macroscépica. Quando detalhes
microscopicos do sistema tornam-se insignificantes préximo a 7T, o fenémeno critico é
dito possuir universalidade.

Em h =0, se o limite

lim (og0;) >0, (2.11)
j—o0

ou seja, se existe e é diferente de zero dizemos que ocorre ordem de longo alcance no
sistema. Notamos de (2.9) que se x (h) for finito e existir ordem longo alcance, entao

lim (ooo;) = M*(h) .
j—00

Se M for zero, xy pode ser infinito caso (opo;) nao seja uma fungdo somdvel de j.
Conforme [MW], o comportamento de (ogo;) em h = 0 estd relacionado com as singu-
laridades da energia livre f. Desta forma, a fungio de correlagao entre os spins ¢ uma
ferramenta importante no estudo da magnetizagao esponténea e da susceptibilidade a
campo nulo.

A ordem de longo alcance no modelo de Ising unidimensional é nula para 7' > 0,
indicando o fato deste modelo nio apresentar transigao de fase para temperatura nao
nula. Em duas dimensdes, ocorre transigio de fase no modelo de Ising com A = 0,
portanto, sua ordem de longo alcance é nao nula.

Dizemos que um sistema apresenta interagio de curto alcance quando

N 0 ] o (2.12)

Para sistemas com alcance finito ou com decaimento exponencial, a condigdo acima
é claramente satisfeita. Para interacoes de decaimento com poténcia «, |J.| oc 7%,
(2.12) é satisfeita desde que a > D + 2, tal que D é a dimensdo do sistema.

Em geral, fendmenos criticos sao caracterizados por quebra de simetria (simetria en-
tendida como uma medida de indistingiiibilidade). Tipicamente, a fase mais simétrica
ocorre no lado de temperatura mais alta da transi¢io de fase, e a fase menos simétrica
no lado de temperatura mais baixa. O hamiltoniano do sistema usualmente exibe to-
das as possiveis simetrias do sistema. Em temperaturas mais baixas, o sistema tende
a estar confinado aos estados de mais baixa energia. Em temperaturas mais altas, as

flutuacoes térmicas permitem ao sistema alcangar estados de energia mais elevada, e

13
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assim mais simetrias do hamiltoniano séo alcangadas. Observa-se, em geral, que em
uma fase com simetria menor, existe ordem de longo alcance, e em outra fase com
simetria maior existe apenas ordem de curto alcance e ocorre em temperaturas mais
elevadas.

A transi¢io ferromagnética é um exemplo de quebra de simetria, a simetria com
relacdo & reversdo das linhas do campo magnético conhecida como up-down symme-
try. Na auséncia de um campo magnético aplicado, a fase paramagnética nao contém
nenhuma magnetizacdo espontinea, e é simétrica pela reversio das linhas do campo
magnético; enquanto a fase ferromagnética possui uma magnetizacio espontinea e nao
mais é simétrica pela reversdo das linhas do campo magnético.

3. Transicao de fase e expoentes criticos

Quando alteramos varidveis termodindmicas tais como temperatura, pressao, campo
magnético etc. podem ocorrer mudangas abruptas nas propriedades do sistema. Re-
ferimos a isto como transi¢ao de fase e estd associada a zeros da fungdo de partigao.
No ponto de transicdo, o sistema exibe comportamento singular, seu diagrama de fase
apresenta analiticamente partes distintas. E importante notar que a transicdo de fase
ocorre apenas no limite termodindmico pois afinal a fungao de parti¢io é a soma finita
de funcgdes analiticas (exponenciais da energia).

Exemplos de transigoes de fase sdo:

e transiciio entre as fases liquida/sélida/gasosa;

e transicao entre as fases ferromagnética e paramagnética em materiais magnéticos;

e o surgimento da supercondutividade em certos metais quando esfriados abaixo
de uma temperatura critica;

e condensagao quéantica de fluidos bosonicos, tal como a condensagio de Bose-
Einstein e a transicao de superfluido no hélio liquido.

A temperatura é o pardmetro de controle na transi¢do de fase de sistemas cldssicos.
Nos sistemas quénticos, a transigao de fase ocorre a temperatura nula. Assim, o
pardmetro de controle é outra varidvel tal como o campo magnético, e a transigdo
de fase ocorre & T' = 0 quando varia-se o pardmetro de controle. Em 7" = 0 néo hé
flutuagdes térmicas presentes e a transicdo de uma fase ordenada para uma fase de-
sordenada é devida a flutuacdes da mecénica quéntica, conseqiiéncia do principio da
incerteza.

Devemos notar que os modelos unidimensionais de curto alcance, tanto os modelos
quanticos quanto os classicos, s6 apresentam transicao de fase & temperatura nula. J4
alguns modelos bidimensionais de solugdo conhecida, tais como os modelos de Ising,
ferroelétricos, oito vértices e modelos spin-3, apresentam de fato transigio de fase para
temperatura niao nula. As solugtes destes modelos bidimensionais, exceto o modelo
ferroelétrico, sao obtidas somente na auséncia de campo, H = 0.

Agora descrevemos um exemplo de transi¢do de fase. Considere uma barra de ferro
sob o efeito de um campo magnético intenso H, paralelo ao seu eixo. Depois de um
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dado tempo, a barra estard completamente magnetizada. Em unidades apropriadas,
podemos dizer que sua magnetizagdo, M, é +1. Agora, diminuimos H para zero, M
ird diminuir, mas néo para zero. Ao invés, na auséncia de campo teremos uma mag-
netizagio espontanea My. My é fungdo monotonica da temperatura 7. A medida que
aumentamos T', My decresce estritamente até se anular. Existird uma temperatura 7.
acima da qual My serd nulo e abaixo dela M, terd um valor nao nulo. Tal temperatura
T. serd denominada temperatura critica. Em H =0 e T = T, dizemos que ocorre uma
transigao de fase, e para todo T' < T, a magnetizacdo, M(H), é descontinua quando
variamos H de um valor negativo para um valor positivo. Veja a figura 1.

l L

[en]

Figura 1: Magnetizacio M em fungio do campo H para T' < T,. Para T > T, Mo
serd zero e M uma funcio continua de H.

Descreveremos duas classificagdes das transigoes de fase[Wiki].

Classificagio de Transicoes de Fase por Ehrenfest: Esta classificagiao foi
a primeira tentativa de classificagao das transigoes de fase.

e Uma transicio de fase é de primeira ordem se a primeira derivada da
energia livre de Gibbs com respeito a um pardmetro de ordem for des-
continuo.

e £ de segunda ordem uma transicio de fase quando as fungdes obtidas
através da segunda. derivada da energia livre de Gibbs, susceptibilidade
magnética e o calor especifico, divergem, enquanto as primeiras derivadas
sdo fungdes continuas no ponto critico.

Segundo a classificacio de Ehrenfest, pode ocorrer transi¢ao de fase de ordem maior
ou igual a trés.
Moderna Classificagao das Transigoes de Fase: Nesta classificagao, existem
somente duas grandes categorias.

e Uma transicio de fase é de primeira ordem quando envolve calor latente.
Durante tal transicdo, o sistema absorve ou libera uma quantidade fixa
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de energia. Como a energia ndo pode ser transferida instantaneamente
entre o sistema e o ambiente, transicdes de fase de primeira ordem séo
associadas a “regimes de fase de mistura” na qual uma parte do sistema
completou a transicdo e a outra ndo. Este fendmeno pode ser obser-
vado em um pote com dgua fervendo. Nesta categoria estao as transigoes
sélido/liquido/gés.

e Uma transicio de fase é de segunda ordem quando for continua, ou seja,
quando ndo houver calor latente associada a esta transigdo. Exemplos
de transicdo de fase de segunda ordem sdo: transi¢do ferromagnética;
transicao de superfluido; e condensagao de Bose-Einstein.

Suponha que A (t) seja uma fungio descrevendo o comportamento de uma certa
quantidade, em termos de ¢t = (1 — T'/T.), tal que T é a temperatura e T, é a tempe-
ratura critica. Entao o limite

In At
A= lim ®)

T-T, Int

?

se existir, é chamado de expoente critico associado a A. Neste caso, escrevemos A ~ 7.
Por exemplo, no modelo de Curie-Weiss temos para a magnetizagao na vizinhanga
do ponto critico M/M,y = /3t . O expoente 1/2, neste caso, é denominado 3 e v/3
a amplitude critica.
Abaixo listamos os expoentes criticos e as quantidades a estes relacionadas.

Capacidade Térmica C~ |t
Magnetizagio-pardmetro de ordem M ~ |¢|?
Susceptibilidade x ~ [t]”
Equacgdo de Estado em T, M ~ |H |1/ J
Comprimento de Correlagio [~ t]7"
Poténcia de decaimento em 7 p=D—-2+4n

tal que D é a dimensao do sistema.
A Teoria de escala envolve a aplicagdo de anélise dimensional para o estudo dos
pontos criticos. As equagdes obtidas pela teoria de escala sao

y=v(2-7n) Lei de Fisher,
a+20+~v=2  Lei de Rushbrooke,
y=06(-1) Lei de Widom,
vD=2—-q«a Lei de Josephson .

Com a teoria de escala notamos que dos seis expoentes criticos apenas dois sdo inde-
pendentes.

A partir dos expoentes criticos apresentamos o conceito de classe de universalidade.
Muitas propriedades dos sistemas na vizinhanca das transagdes de fase nao dependem
de detalhes microscépicos, mas sdo compartilhadas por muitos outros sistemas simila-
res. Dois modelos de mecanica estatistica sdo equivalentes quanto a sua criticalidade
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se possuirem os mesmos expoentes criticos. Esta relagao estabelece uma classe de
equivaléncia ou classe de universalidade.

Sabe-se que a universalidade dependa da dimensao do sistema e das simetrias de
seu Hamiltoniano. Surgem, assim, dificuldades apontadas por Baxter[Ba] quando ha
mais de uma forma de descrever um mesmo sistema. Em uma descrigado pode ocorrer
uma simetria em que nao ocorre em outra. Temos entdo diferentes expoentes criticos
para um mesmo sistema dependendo de como descrevé-lo.

Desta forma, o modelo de oito vértices bidimensional apresenta expoentes criticos
que variam continuamente com os parametros do Hamiltoniano violando a hipétese de
universalidade. Porém, acredita-se que este modelo satisfaga a hipétese de escala.
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CAP{TULO 3

Modelo de Oito Vértices

1. Introdugao

Numa rede retangular, desenhamos ligagdes entre os primeiros vizinhos. Permi-
timos cada ligacao estar em dois diferentes estados de acordo com sua orientacao e
introduzimos uma flexa na ligacdo para indicar as duas orientagoes possiveis: para
cima (direita) ou para baixo (esquerda) nas ligagdes verticais (horizontais). Assim,
os estados possiveis da rede sdo todas as configuragoes de flexas na rede. O conjunto
de quatro ligagoes orientadas encontrando um sitio da rede é chamado de uma con-
figuracio do vértice, ou, simplesmente, vértice. H& um total de dezesseis diferentes
vértices.

Se associarmos para cada configuragao de vértices j (7 = 1,2, ..., 16) uma energia
¢; e um correspondente peso estatistico w; = exp (—0¢;), obteremos um sistema cha-
mado de modelo 16-vértices ou modelo ferroelétrico geral. O modelo 16-vértices ¢ dito
simétrico se for invariante pela reversio do sentido de todas as flexas na rede[Kal.

O modelo de oito vértice em uma rede retangular é obtido do modelo de 16-vértices,
permitindo apenas aquelas configuragdes com um ntimero par de flechas apontando
para cada vértice (veja figura 1). Entdo, do total de dezesseis, teremos oito possiveis
diferentes configuracoes das flechas em cada vértice da rede (assim surge o nome do
modelo). A seguir, associamos as energias ¢; (¢ = 1,...,8) aquelas oito configuragoes
dos vértices e o problema serd o calculo da fungao de particao

oy = 3 (wi)™ (w)™ ... (ws)™

8
e (ﬁz) |
=1

I

tal que a soma Z é sobre todas as configuragoes permitidas na rede, e n; é o niimero
de vértices do tipo j. Note que Zs, = Zg, ({w;}) ¢ uma fungdo dos oito pesos de
Boltzmann w; = e P,

O estudo do fendémeno de transigdo de fase de diversos modelos e de suas propri-
edades fisicas inicia-se pelo cdlculo da fungdo de partigio. Estes modelos podem ser
descritos utilizando-se varias técnicas: linguagem de grafos planares ou cobertura de
dimeros; teoria de campo fermionico via integrais de Grassmann; o formalismo dos
operadores de fermions; método da matriz de transferéncia entre outros.
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1. Introdugao

ERER
TTr

Figura 1: Oito vértices.

O modelo de oito vértices foi introduzido para descrever cristais com ligagoes de
hidrogénio. Ele é exatamente soltivel [LSM] (veja a solugao em (C.6)) sob a condigao
de fermions livres

wWiwg + wawy — wswg — wrwg = 0 .

Se impusermos ao modelo invariabilidade devido & reversao do sentido de todas as
flexas na rede, teremos
wy =wy, W3 = Wy ,

Wy = Wg , Wy = Wy .

Na terminologia ferroelétrica, isto implica auséncia de campo elétrico (condigdo de
“campo nulo”).

Em mecénica estatistica, varios modelos estao associados ao modelo de oito vértices,
podemos citar, dentre outros, o modelo de Heisenberg unidimensional quéintico e o
modelo de Ising bidimensional. Fan ¢ Wu[FW] foram os que primeiro calcularam a
funcao de partigdo do modelo de oito vértice restrito & condi¢do de fermions livres
satisfeita por estes vértices. Assim, todos estes modelos de solugao conhecida sao
intrinsicamente dependentes desta condigao.

Pretendemos ir além desta condicao, controlando cotas superiores e inferiores para
a fungdo de parti¢do, evitando, assim, a resolugio exata. Isto nos dd pardmetros
na comparacao da solugdo deste modelo via o Ansatz de Bethe. Como em Stuart
Samuel[SS|, utilizaremos as integrais de Grassmann, varidveis que anti-comutam entre
si, para formularmos a funcdo de parti¢io como um Pfaffiano. Em seguida, com o
auxilio do tratamento conhecido das matrizes circulantes, chegaremos aos resultados
desejados.

A condicdo de fermions livres faz com que a interagdo quértica, que surge no caso
geral, anule-se . Escrevemos a exponencial da interagdo qudrtica como uma integral
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gaussiana de exponenciais de termos quadraticos. Com isto, o modelo adquire carac-
terfsticas nao-homogéneas e alguns pesos passam a depender do sitio da rede.

2. Oito Vértices

Seja w; (i =1,...,8) os pesos dos oito vértices deste modelo. Considere agora uma
rede retangular A finita de Z? com condicdes livres de fronteira (uma generalizagao
para, por exemplo, um toro é imediata). Uma cobertura de A com os oito vértices
é obtida quando em cada sitio de A colocamos um dos oito vértices com seu centro
situado nos sitios da rede A. O conjunto 7 de coberturas admissiveis/permitidas sao
aquelas cujos arranjos/disposicoes de w;’s (veja figura 2) sdo tais que as linhas pretas
nunca tenham um final aberto, admitindo somente caminhos fechados (para os sitios
na fronteira, nem todos os oito vértices podem ocorrer).

Figura 2: Os oito vértices com seus pesos w;. A correspondéncia com a figura 1 ¢
obtida como segue: linha vazia (cheia) para as flechas apontando para a
direita (esquerda) ou para cima (baixo).

A funcéo de particio do modelo de oito vértices é a soma sobre todas as coberturas
permitidas ¢ € 7 na rede A e o peso de Boltzmann para uma particular cobertura t
é dado pelo produto dos pesos w; usados nesta cobertura. A funcéo de partigao do
modelo de oito vértices é dada por

Zgo =y _ [ ] (w)™® . (3.2)

teT i=1

n;(t) denota o nimero de vértice w; que aparece na cobertura t.
Observamos na figura (2) que sempre teremos

ng (t) =ng (t) ,
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na cobertura de uma rede. Desta forma, (3.2) é igual a
Zay = 3 (1) (w2)"® (w5)™ (we)® (wowe)™ (wrws)™® . (3.3)
teT
Portanto, se ws # wg e wy # wg , redefinimos

Ws =W = +/WsWs ,

(3.4)
Wy =Wg = +/WrWsg y
na funcio de partigio do modelo de oito vértices (3.3). Assim, teremos
Zay =y (1) (we)™® (wa)™® (wa)™® (wswo)"*® (@rws)™® . (35)
teT
Notamos em (3.5) que Z é invariante pela transformacao (3.4).
3. Variaveis de Grassmann
As varidveis de Grassmann sdo varidveis que anticomutam entre si.
Consideraremos a dlgebra de Grassmann de 4" dimensdes com os geradores
{¢l) sy qu: 55 ¢N} 3
tal que
¢j,1 = Hj
_ | #2=Y;
¢ = = 57
bjs = H;
¢j,4 = VJ
satisfazendo as relagbes usuais de anti-comutacao
{dit, i} = biidip + iy =0, (3.6)

para ¥ (i,5) € {1,2,...,N} e V(l,k) € {1,2,3,4}. Isto implica na propriedade nilpo-
tente
(d;x)> =0,V5 € {1,2,..,N} eVk € {1,2,3,4}.
A integragao das varidveis de Grassmann pode ser realizada e obedece as seguintes
regras

dejHj = 1 5
[ dH; = 0.
Para o conjunto de IV varidveis ¢1, ¢o, ..., ¢n temos

[ @6 @irin) =1

[astan=o,

tal que {¢;} é o produto dos j < N elementos de ¢1, ¢z, ..., dn -
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Utilizamos acima a seguinte notagio para representar a integracao das varidveis de
Grassmann

/ d () = (=) ] dbndd—1...ddsdds (..

tal que dp; = dH;dV;dH;dV ;. N serd identificado com o niimero de sitios da rede A.
A diferenciag@o com respeito as varidveis de Grassmann é definida pela identificagao

8Hj§/de,

oyl = [dH1 = 0,
O H; = [dH;H; =

Escrevemos uma fungio de duas varidveis como

pois

oy

f[Hj'Ej] = fO S flﬁj + ‘]’F1HJ + flgHjEj .

Note que a série de Taylor possui até termos lineares em cada varidvel de Grassmann.
Sua diferenciagao é

Qf = fi+ fieH; ,

of = fi—fieH;.

A funcdo mais geral construida com as varidveis ¢; ¢ da forma

fo= a0+ aubikt D, Gabiabig Tt
ik

(4,k)<(d1,k1)

Q(1,1)(1,2)(1,3). (N4) P1,101,201,301 4021 PN 4
sendo os @’s ntmeros reais ou complexos. Fungdes destas varidveis sdo definidas via

série de Taylor que termina na 4N-ésima ordem devido & propriedade (3.6).
A integral de f é definida por

fdf,ﬁ (f) = a@,1(1,2)(1,3)...(N4) -

O tnico termo de f que contribui na integral é aquele em que cada ¢, ocorre precisa-
mente uma vez. O sinal é determinado pela ordem.
A seguir, definiremos o Pfaffiano e o determinante de uma matriz Q.

DEFINIGAO 1 (Determinante). O determinante da matriz Q de ordem N ¢é dado
por:
det(Q) = > vpQ1p, QN py - (3.7)
P
A soma é realizada sobre todas permutagoes dos nimeros 1,2,..., N, sdo N! termos; P
¢ a permutac@o py,ps, ..., pn dos indices 1,2,...,N e vp = & € o sinal da permutagao.
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DEFINIGAO 2 (Pfaffiano). O Pfaffiano da matriz @ de ordem N € dado por:
Pi(Q) = ZVP('?T)QPI.PZ”'Q}‘?N—I.PN - (3.8)

A soma é realizada sobre todas partigies dos nimeros 1,2, ..., N em N/2 pares desorde-
nados; P(m) € a permutagdo py, pa, ..., pn dos indices 1,2, ..., N tal que | p1pa|papal...|pn-1PN|
€ uma descrigao de umao particGo T e Vpxy = £ € o sinal da permutagado.

Se @ for uma matriz antissimétrica, Q;; = —@Qj;, o fator vp(r) de (3.8) serd cance-
lado. Assim, todos os termos da expansdo (3.8) serdo positivos. Esta positividade é
importante e sera usada posteriormente.

As variaveis de Grassmann possui as seguintes propriedades:

/ dpd’ exp (Z %Qaw};) = det (Q) (3.9)
e “
/d¢ exp (é > %Q:::ﬁ%) =P{(Q) , (3.10)
o

tal que em (3.9) @ deve ser uma matriz de ordem par e em (3.10) @ deve ser uma
matriz antissimétrica.

O poder matemético das varidveis de Grassmann citado por S. Samuel[SS] pode
ser observado pela

PROPOSIGAO 3.1. Seja QQ uma matriz antissimétrica de ordem par. Entdo

Pf(Q) = ++/det (Q) .

DEMONSTRAGAO. Usamos a equagio (3.9), reescrevemos

%zﬁ( O 4 58 ) , ¢L=\/§(¢Sj)—z’¢&”).

Pl = %[(qs&”) g4 + i g4 (qs”)]

4240

Desta forma,

dadel, = —idp{Nde’?

pois (40)" = (#2)" =0 ¢ ¢4 = —4240.
Notamos que —(i/2)¢% Qusdly) = —(4/2)Qupdl qs@’ (z'/z)czaﬁqs”) O = (1/2)Qpa8 05,
assim —(i/2)88) Qupdy + (i/2)8L Qapdy’ = (/265 (Qpe + Qas) ¢’ = 0 pois Q ¢

uma matriz antissimétrica, Qo + Qap = 0.
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Entao,

$aQapdh = (1/2) 05 Qupdy) + (1/2) 69 Qapdy) — (1/2)95 Qusdyy -+
(6/2)6S Quadl’
= (1/2) 69 Qusd + (1/2) ¢ Qapsy .

Desta forma, o exponencial de ¢QQQQ¢E fatora-se em dois exponenciais e a integral
em duas integrais da forma (8.10), ou seja, det (Q) = (Pf Q). L]

4. Funcao de Partigao - Zs,

O objetivo desta secio é demonstrar a férmula (3.26) do Teorema 3.5. Para isto
vamos usar alguns resultados preliminares.

A representacio da fungio de partigio através das varidveis de Grassmann ¢ devida
a Stuart Samuel[SS]. Ela foi escolhida pois se apresenta de forma mais simples e
elegante, principalmente quando escrita na forma integral. A agio envolvendo termos
locais e vizinhos é facilmente interpretada e manipulada, gracas & comutatividade de
termos pares destas varidveis.

No trabalho de Christof Gattringer[Ga] é tratado o modelo de oito vértices ge-
neralizado em que os vértices sdo acoplados a um campo varidvel local. Sua fungao
de particio é escrita como integral sobre as varidveis de Grassmann e explicitamente
calculado todos os termos de sua expansio. O resultado final é expresso em fungao da
soma de todos os grafos fechados ou loops.

Vale ressaltar que diferentemente de S. Samuel e C. Gattringer, estamos conside-
rando os oito vértices totalmente independentes entre si. A condigéo de fermions livres
¢ um caso particular.

Existe também a formulacio do modelo de oito vértices utilizando os operadores
de fermions, definidos pelas relagoes

{bi,bt} = bibl + blb =61y,

J

(3.11)
oty ={lol} =o0.

b} é operador de criacio e b; de aniquilagio. Devido a relagdo de anti-comutagao
(3.11) deve-se utilizar o teorema de Wick para ordenar os operadores de criagao a
direita e os operadores de aniquilagio & esquerda. Esta opgao encontra-se no apéndice.
Comparando estas duas formulagdes, notamos que com as varidveis de Grassmann o
resultado obtido é mais rapido e direto.

A idéia ¢ substituir cada sitio j da rede por 4 varidveis de Grassmann V;, H;, V;
e H; e arranjarmos um par de varidveis de Grassmann para cada ligagao.
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A fungio de partigao do modelo de oito vértices pode ser gerada pelas varidveis de
Grassmann através da expressao

w e N S — —
Zgy = / de (H [f (H;H;Hj1H;—1 + H;VVip Hyp + HiV;H Vi +
\jeA o _ _

HjVjHj_lT/j+1 e Hj‘/jvj—lHj—l + V:fVEiV?rHijl) +

WHH; ViV +ViVio) + 9V,V; (HiHi + Hja Hj) +

WVIH; (HyaH; + ViVi) + 2HV; (HiHyn + ViaVi) +
“ HiVi (HHirr + ViVin) + 9 H;V; (HjmHy +VimdVi) -
w H;H;V;V;])
(3.12)

As varidveis de Grassmann, V;, H;, V; e H; , estdo dispostas como exibido na
figura 3.

\
D6 o
0y
]
N
} pe—
H J
g
Vj

Figura 3: Varidveis de Grassmann no ponto (j) da rede. Em cada sitio da rede inicial
substituiremos por esta célula com 4 varidveis.

A interpretagao de Z a partir da expressdo (3.12) segue da figura acima. Por exem-
plo, para gerar wg temos as conexdes locais H;V; do sitio j e as duas contribuigoes
vizinhas (H;H;y1 + V;-1V;). Como cada contribuigio vizinha tem 1 como fator pre-
cisamos dividir por 2 para obtermos a contribuigao correta para wg.

Definiremos a fun¢io agao S da seguinte forma

S=>5;. (3.13)

JeA
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tal que
S; = Y52 [HiHj + HiaHy + ViVin + V;V;] — 2o HH; — 24V;V,—
S H;V; — 22VH,; — JLV;H; — 25V;H; - L H;H; ViV,
(3.14)
sendo
A = wiwy + W3wg — WsWe — Wrlsg . (Bh15]
DEFINIGAO 3 (Condigdo de Fermions Livres). Os oito vértices wy, wa, ..., Wg Sa-

tisfazem a condigao de fermions livres se

A = wiws9 + W3Wy — WsWg — WrWg

= 0.

Note que interacio quértica das varidveis de Grassmann, em (3.14), é proporcional
a A,

A agao S pode ser reagrupada nos termos S = S + S,, + S; + S, com os indices
hopping, monomer, corner e quartic

S, = @ szA [ﬁjHﬁl + Ej—lHj * VjVEHl + vj—lvj]
= W2 2 sen [HiHpr + V;Vin]

Sm = _le ZjeA [ngij o ’LU4VJ-V_.,;]

Sc = "\/_TLQ ZjeA [w5ﬁﬂ/} + "‘.UGVJ'H}‘ -+ 'w'?V}Hj = wsvjﬁj]
Sq = T3 Diea HiH;ViV;

A acdo possui termos quadréticos e termos qudrticos na varidveis de Grassmann. S.
Samuel considerou apenas o caso particular de fermions livres (A = 0) na qual nio
surge o termo qudrtico S, na agao S.

A partir de (3.12), com a defini¢do de S e utilizando as propriedades das varidveis
de Grassmann, ¢ verdadeira a proposicao

PROPOSIGAO 3.2. A fungdo de partigio do modelo de oito vértices em fungdo da
acdo S € dada por

Zgp = / dg (e°) . (3.16)

tal que S € dado por (3.13).
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DEMONSTRAGAO. De (8.12), seque

Zo = [t q[sq(j)+%(sj)2])
= fd¢ g[1+sj+%(3j)2])
()

pois (§;)" =0, para & > 3. Note que f a6 (f (b)) = f a6 (L+ f ($3)).

Para cada §, temos a contribuicdo de e na integral. Em e s6 sobrevivem aqueles
termos em que ocorre exatamente 4 varidveis de Grassmann distintos. FEstes termos
s@o [S4(5) + 1 (S;)%] e estdo na forma HHVV com os indices correspondentes.

Sendo os termos em S; termos de ordem par nas varidveis de Grassmann, estes
comutam entre si, entdao

Hesj = exp {EjeA Sj}

JEA

= exp{S} .
Se as varidveis de fermions (3.11) fossem utilizadas, esta propriedade nio seria
verdadeira devido sua relagdo de anti-comutagdo. ]

Notamos em Z uma interagdo quértica das varidveis de Grassmann. Esta interacao
anula-se quando os oito vértices satisfazem a condicao de fermions livres.

Em seguida, vamos dividir S, (7) em dois termos quadréticos utilizando a integral
gaussiana. Denotando por

a = Hjﬁj i
b= V¥,
e usando
a?=b"=0;[ab =ab—ba=0
temos
- 1 1.
Se(d) — — Lz /a(a—b)x
e = — e 2 dx 317
= (3-17)
com S, (j) = 2 H;H;V;V; = —agbea=2 .

Incorporando os dois novos termos quadrdticos (z+/aa) e (—z+/ab) em Sy, (j) ob-
temos

, 1 o
Sm (J) = =T (wsH;H; +wyV;V;)
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tal que

’LU:; =TU3-*\/Z$
'LU; :w4+\/Zac,

sob a integracio gaussiana. Notamos, com isto, que os vértices ws e wy perdem a
caracteristica de homogéneos e passam a depender dos sitios da rede. Os outros vértices
permanecem da mesma forma.

Assim,

J

——:1:2 S (z)
\/ﬁf dz (3.18)

Com
(3.19)
wsH;V; — weV ;Hj — wiV;Hj — wsV;H; .

Em S;(z) hd somente termos quadrdticos nas varidveis de Grassmann, pois S, foi
incorporado & S,,.
PROPOSIGAO 3.3.
Zgy = ]E,u, (Zl) (320)

E, () f (H dplle,) ) (3.21)

é a esperanca com respeito a medida gaussiana,

I iy
dp(z;) = el idz;

tal que

Zy = /d¢ (ﬂesm) :/d¢ EE; j (z)

DEMONSTRAGAO. Substituindo (3.18) em (8.16), temos
N
Juier- Jo({1)
N
= 5 :I."2 S} (z5) )
- Ja [H (mf ¢ d)]

N
f:x;o (1:[1‘1#(%)) Z
= ]E# (Zl)

ZSv

t\Jb—l
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Tornaremos S; (z) uma fungdo anti-simétrica subtraindo de (3.19) os mesmos ter-
mos mas com ordem inversa das varidveis de Grassmann e dividindo por 2. Utilizaremos
as notagdes matriciais para expressar S;(z), mesma notacio que C. Gattringer(Ga)
usou.

Definiremos matrizes Py; e Pyy (matrizes 4 x 4)

Py (’-5; j) = \/w25z',15j,2 g Uodg ('i,j) = _\/w26i,25j,1 (3 22)
Py (1, §) = ywabiaia , P-2(4,J) = —/W2d:4053 '
Estas matrizes obedecem P! = —P_, (¢t denota transposi¢do). Também definiremos
0 Wy ——w;(wj) We
_ 1 —Wy 0 Wy i) (z;)
Kl'=— , A 3.23
7 £/ Wy 'UJ3(ZEj) —1Wx 0 wWg ( )
—we  wy(z;) —ws 0

Usando a notagao matricial
N ; e
DS = 3> (4 QG1) 4
i3

= 3(4,Q9)
tal que
Q=—-K1+4 (3.24)

com
g (7’:.7) = Kfiai,j
= diag (K{l, el ...,K]}l)
a matriz bloco diagonal representando a estrutura interna e
AGH) = Xolu Pliss
= Ju{-IeX+I!'eX -NI"RY +II"®Y'}

a matriz de ligagio dos sitios da rede retangular 4,5 € {1,2,..., N}. N = nm. Temos
que IT é uma matriz quadrada de ordem N dada por

10 Ina
o= 5 %]

tal que I é a matriz identidade de ordem k£ e 0 é a matriz coluna nula. II surge da
matriz identidade por um deslocamento da diagonal principal de uma unidade para
cima. Veja a representagio matricial de X e ¥ em (C.13).

30



Capitulo 3. Modelo de Oito Vértices

PROPOSIGAO 3.4.
7, — / do (eéw,w))
= (-1)*PE(@)
= (-1)" V/det (@)

DEMONSTRAGAO. Depois de antissimetrizada a matriz S, Z; pode ser escrita como
o Pfaffiano de uma matriz dada pela raiz quadrada de @ (veja 3.10). (]

(3.25)

Quando A = 0, K~! torna-se uma matriz cujos blocos em sua diagonal ficam inde-
pendentes de x e portanto idénticos. Com isto, a matriz () passa a ser diagonalizdvel
por uma transformagao de Fourier.

Finalmente, temos

TEOREMA 3.5 (Funcgéo de Partigio do Modelo de Oito Vértices ). A funcgao de
particio do modelo de oito vértices expressa em fungdo do pfaffiano (considerando
A = 4N par) é dada por

Zs, = B, (P£(Q)) (3.26)
com a média B, () definida em (8.21) e Q dada por (3.24).

DEMONSTRAGAO. Basta substituirmos (3.25) em (3.20).
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CAP{TULO 4
Modelo de Heisenberg

Analisaremos, neste capitulo, primeiramente o modelo XYh, apresentando sua
solucio e o célculo de alguns de seus expoentes criticos. A seguir, analisaremos o
modelo XYZh calculando seus oito vértices para andlise em capitulos posteriores.

1. Modelo XYh

Pretendemos, nesta secéo, analisar o modelo quéntico unidimensional XYh.

Apresentamos a solucio do modelo XYh e suas propriedades pelo estudo de alguns
de seus expoentes criticos. Veremos que ocorre uma transigao de fase de segunda ordem
na varidvel h em T = 0. A solucdo do modelo XYh inicia-se pelo mapeamento do
modelo unidimensional em uma rede bidimensional através da utilizagdo da férmula
de Trotter. Faremos a nova dimensdo, indexada por m, tender a infinito colhendo
termos da solucdo em suas primeiras ordens de expansdo. Observamos que os 0ito
vértices correspondentes ao modelo X'Yh satisfazem & condigio de fermions livres. Isto
possibilita o cdlculo de sua fungao de parti¢ao.

Os expoentes criticos deste modelo serdo utilizados para uma posterior comparagao
com o modelo XYZh.

1.1. Hamiltoniano. Lieb, Shultz ¢ Mattis[LSM)] introduziram o modelo XYh
para estudar a influéncia da simetria, ou sua auséncia, em um sistema de muitos
corpos. As varidveis independentes deste sistema sdo as constantes de acoplamento e
o campo magnético externo.

O Hamiltoniano do modelo anisotrdpico XYh em uma rede unidimensional com n
sitios € escrito como

T

: 1 h
Hn = Z {Jxafo-;}‘l <+ JyO'f?O'f'+1 o E(Jf + O-f+1) } : (41)

1=1

Denotando por ¢%, (a = z,¥, z) as matrizes de Pauli

01 0 —i 1 0
R : y : z
J_(lo)’(j_(i O),a—(o_l), (4.2)

H é uma matriz que atua sobre o espaco vetorial C* ® ... ® C? dado pela combinagio
N—— ———

n—termos

linear de termos da forma I ®...Q0*®0c*®...® I tal que I é a matriz 2 x 2 identidade.

¢ ®..00°®...0 ]
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indica que a matriz de Pauli 0% estd inserida na i-ésima posi¢do do produto.
Note as seguintes propriedades de comutagao

(02, 0%] = 2i8; je**°0; (4.3)

31y

(0“)2 = 1.

Usaremos as condigoes de fronteira toroidal.

Este é um modelo quantico pelo fato das matrizes de Pauli nao comutarem uma
com as outras.

Vérios modelos cldssicos de dimensdo D na mecanica estatistica possuem modelos
quénticos matematicamente equivalentes de dimensdo D — 1. A relagdo entre estes
modelos é estabelecida por meio da matriz de transferéncia. Por exemplo, o modelo de
Ising 2D sem campo é equivalente ao modelo 1D de fermions livres.

1.2. Mapeamento em uma rede bidimensional. Através deste mapeamento,
transformaremos o modelo quantico unidimensional XYh em um modelo classico bidi-
mensional.

Dado o Hamiltoniano (4.1), sua fungio de parti¢do candnica é

n
B {ﬂagafﬂ“'ﬂ”?aax*‘%(°f+‘7§+1) }

Zn = Tr(e PHn) = Tr(e = )3 (4.4)
onde 3 > 0 é o inverso da temperatura.
Defino
n/2 n/2
Pl = Z {Je05; 105, + JVo3;_10%} = Z Hai—19: ,
i=1 i=1
n/2 n/2
P2 == Z {Jxo';tdgt_ﬂ + Jyo-gz'o-g'i+l } - Z H?,'i,2’i+1 3
i=1 i=1
nf2
P?= Z —j(aéi—-l + 03;) (4.5)
i=1
e
nf2 %
Pl= Z 5(0;‘ +05:41) - (4.6)
f==]
Assim,
~H,=P'+P*+P? 4+ P (4.7)
Substituindo (4.7) em (4.4) e usando a féormula de Trotter generalizada,
elAr+Azt.+40) — iy (e%e%...ef_ﬂq)m ; (4.8)
mM—00
onde Ay, Ay, ..., A, sdo matrizes finitas, temos

. ppl, pp® pri ppl
Zp= lim Tr(emememem )™

m—co
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n

onde os elementos da base candnica |01, 09, ..., 0,) de & C? representam a colegdo de
Jj=1

spins da cadeia. Um elemento desta base {|o1,09,...,0n), i = £1, j = 1,...,n} é, por

exemplo,
1 0 1
4+ =t} = (0)@»(1)@...@(0)

= [Hel-)e.e+) .
Denotando por |7) estes estados |o1, 09, ...,an) temos

Zﬂ, = llmmaoo z <O'| (eﬁf; eﬁ": eﬁff eﬁnp:l) - (e%eﬁf‘seﬁiz e%—ii) |U>
e

= B ey

Inserindo conjuntos completos
> " 185) (5] =1 (com j =1,2,...,m)
aj

(aqui I é a identidade de ordem 2™) entre cada par de fatores do produto, obtemos:

m/2
P2 pgpt
Zn’mZ Z H O’gJ 1|6 m e m ‘0'23) O'gjle m g m |O‘23+1> )

51,82,.,0m J=1

tal que
n/2

ppt
(Fa-1]e ™ e |‘72J HM?-J'

com
M;; = (02i-1,2j-102i2j-1| e Haim12i g8 (051 +05:) |02i-1,2j02:,25)
O indice j refere-se & particular cole¢io @ e o indice i ao elemento desta colegéo.
Usando a base de |o%)

0% |02i0j) = 02i25 |02i25)

0% logi2;) = |—022;)

0“31- |02i,2j) = iUzi,zj |—C’2i,2j>
onde 092,25 = :l:l, i =41 , temos

Bh( = z B
—(o5 ATE. 2 He. :
A/f — eZm( 2i—1,25 2:,23) ((}'21:_1’23.710'21.’2.]:_1‘ em 2i—1,2% |0'2i—1,2j0'2i,2j>

de maneira que
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1. Modelo XYh

Hagi—1,2i

B
(0'22'—1,2j—10'2i,2j—1| em 022'—1,2;:022',2;:) =

BsJ* BJY y y
(02i-1,2j-102i,0j-1| €7 B 7B+ S a7

0'2i~1,2j0'2z',2j>

Definindo
ot = 3 (oF %io?) |
com
oF |-y =+ >,
i [+ =1=>,
ot [4) = o7 |-) =0,
temos

B o o BT

Y i
T O2i-102i + T 02i-102 =

N - - p + o =
a”’?[%i—ﬂzi £a 02i—IJQi] + ;?_?‘—"{'[0-21‘—10-22' + JQi—IJQi]

com n = (J® = J¥) e k = (J® + JY).
Desta forma

Bl (g o o
M = emCn-12%0525) (o, 1 0; 1001051

Buoreoll | o g e 0B el smeeg sos o
eﬁnla’zi—lgzi"'azi—]aﬁ]-"ﬁK’[UZi-lU2i+02{—1'72i]

Uzi—l,zjffzi,zj)

Escrevendo

h
hig = nloy o + 07 05|+ kloy o5 +o703] + - (of + 03)

)
e usando
(hig)* | ++> = | ++>
(M) | +-> = &*+-> (4.9)
(h)*|—+> = k| —+> '
(h1,2)2kf -——> = C2k| = 2
e
(hl,g)z’;"i | +4+> = *2{p|++>+q| - - >}
(hig)" " |+=—> = &* Y —+>
: 4.10
(hi2)* | —+> = k¥ +-> (4.10)
(h2)* = => = **n|++>—h|— - >}

com ( = /1% + h?, para qualquer inteiro k > 1, podemos escrever M na forma matri-
cial.

Para isto, tendo que

B :
2i—-1,2 ; . "
My = {09i—10j-102i2j—1]| €m" 212 |91 2;09.05)

36



Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

e usando

8 k
em™M2 = 304 (Zh1s)
2%—1

&5 2%k
= Dkeo (“g”}tﬁ (%hlﬂ) + z:; (2k1—1)! (%hlﬁ) '
juntamente com (4.9) e (4.10), obtemos

M;; = (0'2i——1,2j~10-2i,2j-1| M |J2i—1,2j52i,2j>

tal que
\ 4 +~ g e
++ e cosh %n 0 0 e~ sinh %n
M=| +- 0 cosh £ sinh 2k 0 . (4.11)
S 0 sinh n%ﬁ cosh =k 0
Bk, B _Bh I}
— B Bl =0 0 0 e~ m cosh =n
Analogamente

- P ppt
<02j|€ T WE: T |U2j+1) =

/2 ﬁHi i Bh o5 +as, _—
H i <021,2j02i+1,2j| em H2i,2641 o (93 3i41) |0'2i,2j+10'2é+1,2j+1) =

1

nS2 n
]._.['éz/l Mrij )

onde M é a mesma matriz da expressdo (4.11).

Dada. esta rede bidimensional que obtivemos por Trotter, podemos calcular sua
funcao de particdo observando que existe uma correspondéncia com o problema de oito
vértices mapeados na rede. Desta forma, obtemos

Bh B _6h f3
wi; = em cosh —n , wy = e~ m cosh —n ,
m m

g

ws = wy = sinh —« , ws = wg = cosh —k ,
m m

Bh Bh
= em sinh —71 e = e m sinh —n . 4.12
wr = em sinh 1 e ws sinh 1 (4.12)

Estes sao os oito vértices para o modelo XY h.

1.3. Funcao de Partigdo. Uma vez obtido os oito vértices correspondentes a este
modelo, sua solucio sers realizada através das varidveis de Grassmann de acordo com
o capitulo 3. Estes vértices satisfazem a condi¢do de fermions livres

A = wiws + wywy — wswg — wrws = 0 . (4.13)

Sua fungio de partigdo é

Zxyn = (—1)"/det(Q) (4.14)
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1. Modelo XYh

tal que
Q = HK_I 4+l )
Knl (7*;.7) = Kj_lai,j ’
AG,5)= Y Pbipu,
v=+1,42
e
0 wy —W3 Ws
K-_l _ L W 0 Wy  —Wy (4 15)
J Jwe | ows o —ws 0 wg ' '
—wg  wy —wg 0

P, é dado por (3.22). i € {1,2,...,n} ej € {1,2,...,m} s@o os indices dos sitios da rede
retangular N = nm. Para K ! constante, independente de z; da integral gaussiana
(3.21), a matriz Q pode ser explicitamente diagonalizada pela matriz F' de Fourier
definida logo abaixo.

Utilizando as expressdes acima, temos (veja Fan e Wu [FW2])

Pf(Q) = /det (Q) = v/det[FQF-1] , (4.16)
F é a matriz de Fourier que diagonaliza @),
F = [ful (4.17)

tal que

il 2T
fr = i exp {-@TV—M} .

ke {1,2,.,n—1}el € {1,2,..,m—1}. Note que F' = FT = F~! ¢ uma matriz
unitdria (veja Davis[Dal).
Assim

FQF™' = F(-K'+4+A)F ' =—F(K ) F+F(A)F!

= =gl ap Ay,
pois K~! j4 é bloco diagonal e

F (A) F1 o= A We [—/\jX + /\;-1Xt o }\;?’*Y e )\j_myt]

0 0 AN' 0
B 0 0 0 AT
S VEL Ly 0 00

0 —A" 0 0
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Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

A forma de @ diagonalizada é

N
FQF'=> [I®]1®..QQ;®..01]
j=1
tal que
0 — Wy wsg + 'LUQ)\;I —Wg
Q0 = 1 wry 0 —Ws wy + waA; ™
7 ,u‘w2 —W3 _ w2)\3 ws 0 —wS
We —Wy4 — '1112)\;“ Wy 0

I é a matriz identidade dx4 e \; = e~ D¥"
Substituindo FQF~! (4.18) em (4.16), encontramos

PE(Q) = +/det[FQF ]

= 3
{jl;[l det [Qj]} .

Resolvendo este determinante, encontramos

PHQ) = {Illa+b(A+A)+c(m+2™)

J

+d (Xm+1 __I_)\—m—l) +€(Xm—1 +/\~m+1)}}%

com
a=wf+w§+w§+w§ g
b= Wolg — WWy ,
€= Wy — W W3 ,
d= wWawWy — WsWe
e

€ = w3y — WyWsg .

PROPOSIGAO 4.1.
n m 1
Zxyn = [I [1{R (%, &;2)}>
=1 j=1

tal que

R (6;, ;) = a+ 2bcos b; + 2ccos ¢; + 2d cos (6; + ¢;) + 2ecos (6; — bi)

com 0; =Z(2i—1) e ¢; = £(25 — 1).

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

DEMONSTRAGAO. Basta substituirmos (4.21) em (4.14), usando (4.16), para ob-

termos a expressio de Zxyh.
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1. Modelo XYh

Analisaremos, em seguida, a funcdo R (#;,¢;). Para isto, introduziremos uma
fungéo real

! a+ 2ccos(¢))

G::Z(

e uma fungido complexa
H :=b+de" + ee ™ |
como feito em [MRY].

Assim,
R(0i¢;) = 2G+He® + He = I (274 Lot + T)
(4.24)
= B @)
com p*¥ = =G ¢

0% (2) = G*-HH
- [%Eﬁbhrﬁ;—dzﬁez]Jr[%fﬁ (d+e)] (e + ™)

+ [2—2 - de] (€% + ¢~ %9)

Com isto, eliminamos a dependéncia de # = 6(m) em R através da realizagdo do
produto em m,

ﬁ =p"+1 (4.25)
et

e sdo as m rafzes de (—1), pois ; = Z (2 — 1).

Usando (4.25) em (4.24) H (—e') = 1, encontramos

5 (07 =€) (b~ — )

—g

ﬁR(91:¢J) =
ge=] i=1

m m —\m 4.26
= ({1 ()" + 1)) 2
= {-E)"+(-H)"+G+O" + (G-} .

Temos que € é da ordem de g/m (g fator que independe de m) enquanto que G
contribui com 1+ ¢'/m?. Desta forma, lim (G + Q)™ — €9 .

Em seguida, faremos a expansdo em série dos vértices deste modelo em ordem
0(%).

Substituindo os valores dos oito vértices do modelo (4.12) nas expressdes acima,
encontramos 5

- ﬁ

E(¢:)
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Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

com

B (¢) = [l — (= + I cos " + (J* = J9)Psin® 6,

Assim,

mlin (G + Q) = £28E () + O (%)

mln(—H) = mi¢
Substituindo estas expressoes, temos

[T 26, 85) = 2c08 () + #50) 4 =265 (427)
=1
com

E(¢) = \/[(J“” + J¥) cos ¢; — h)* 4 (Jo — Jv)*sin? ¢

[0

=[R2+ (J2) + (J¥)® = 2h (J= + J¥) cos (¢) + 2J7J¥ cos (29)] * .

Notemos que cos (mg;) = cos (mZ (2i — 1)) = 1 pois m = kn + 1.
Usamos cos (2¢) = 2cos? (¢) — 1 e cos (¢ — ) = — cos (¢) na proposigao abaixo.

PROPOSIGAO 4.2. A fungdo de parti¢io do modelo XY h € dada por

2T
mn

Zxyn = exp 2—/ln [2cosh (BE (¢))] d¢

™
0

com

LS

E(¢) = [h2 + (J* = J¥)* + 2h (J" + J¥) cos (¢) + 4T JY cos® (¢)] (4.28)

DEMONSTRAGAO. Substituindo a expressdo (4.27) em (4.22) encontramos o resul-
tado acima. '

Adotaremos varidveis apropriadas para o estudo dos pontos criticos desta energia,

g
T= ey g
[&]
h
e

Notemos que —1 < v < 1. A adogio destas novas varidveis é equivalente a escrever o
Hamiltoniano do modelo XYh como

. 5% e 5.
Ho=Y { [(1+7) 0208, + (L =) ofoty] + 5 (0F +051) } .
i=1
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1. Modelo XYh

Com isto, teremos ¢ (¢), a energia E (¢) dividida por um fator fixo (J* + J¥) que
nao altera seus pontos criticos,

— _E@)
€(¢) - (J=+Jv)

(4.29)

= /n*+~% +2ncos(8) + (1 — %) cos? (¢) .

A energia livre normalizada pelo nimero de sitios n e por (J* + JY) é
fxyn = —s55 J In[2cosh (e (¢))] do .

O estado fundamental, fy, é obtido pelo processo limite 3 — 0o na expressio da
energia livre.

fo = limgoe f xvn

= [e(¢) dob

-

1.4. Criticalidade do modelo. Nesta se¢do, estudaremos a criticalidade do mo-
delo XYh.

A criticalidade deste modelo ocorre somente em 7" = 0 (3 — ©0), ou seja, em seu
estado fundamental f5. Os expoentes criticos podem ser calculados através do estudo do
“gap” da energia fundamental (vamos aqui seguir a andlise feita pelos autores Bunder
e McKenzie em [BuMc]). O “gap” g analisado é a separagéo entre as duas bandas de
energia(veja figura 1 e figura 2). O sistema alcanga a criticalidade quando se anula o
gap. O gap ocorre no minimo ¢q de ¢ (¢):

o0
£6 (QS) $=do -0

) G+ (1= ) cos )} =0 (4.31)

e (¢) é dado por (4.29). Isolando ¢, temos que as raizes da equagao acima, no intervalo
[—m, 7], sdo

{0, £cos![a], £7} ,

tal que
N
— . (4.32)
& -
Analisando a forma de € (¢), temos que o minimo de € (¢) ocorre em
+ cos™! [o] . (4.33)

{0, =+ m} sdo, quando néo coincidentes com =+ cos™! [a], pontos maximos de € (¢).
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Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

Teremos duas fases dependendo do valor de . Conforme Nijs[Ni], para |a| > 1
estaremos na fase comensurdvel e para || < 1 na fase incomensurdvel. Esta clas-
sificacdo é derivada do comportamento do comprimento de correlagdo que serd visto
mais adiante.

Devido & simetria da energia em ¢, os dois gaps de energia ocorrem em £¢y. Con-
sideraremos ¢ como o valor positivo de (4.33), ou seja, pertencente ao intervalo [0, 7).
Quando |a| > 1, ¢ = 0 ou 7 sdo as dnicas solugdes de (4.31). Fixamos ¢y = 0 para
a>1e ¢y = para a < —1, por continuidade:

T se a< —1
o =1 cos7la] se |a| <1
0 se a>1.

Veja as curvas de dispersao tipicas para os casos |o| < 1 (figura 1) e |a| > 1 (figura 2).

(a)

E(k)

Figura 1: Caso em que |a| < 1. F (k) é dado por (4.28). Fonte: [BuMc| O minimo
de E (k) ocorre em =kqg. O gap é calculado pela distincia entre o minimo
de E (k) e o méximo de —E (k).

O gap g no espectro da energia em ¢ é sempre igual a 2 | (¢o)|, com

2In—1| se a < —1

9= ¢ 2v/n2+~%+ 2ncos(do) + (1 — %) cos? (o) se |a <1

2|+ 1] se a > 1.
O sistema apresenta criticalidade quando o gap g é nulo, ou seja, quando
€(¢o) =0. (4.34)

A temperatura nula, este modelo apresenta duas transigoes de fase quinticas distintas,
ambas de segunda ordem.
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1. Modelo XYh

(b)

E(k)

N T

Figura 2: Caso em que |a| > 1. E (k) é dado por (4.28). Fonte: [BuMc]|

Vamos analisar os casos o = —1, a < —lea > —1 em que n > 0. Os casos em que
1 < 0 sdo obtidos de maneira andloga.

e A fronteira entre as fases comensurdvel e incomensuravel é definida por
_ _ 2
a=-1ln=1-—v".

Esta fronteira é observada na linha tracejada da figura 3. Assim, a linha que
separa as duas regides é uma linha de transigao comensuréavel-incomensuravel.
Estes pontos dao origem & singularidade da susceptibilidade magnética.

e Quando a < —1 (¢ =7) — 1 > 1 — %, o gap anula-se ao longo da linha

n=1<=h=J"+J"

Esta é uma transi¢do da fase ferromagnética(FM) para a paramagnética(PM)
referida como transig¢io de Ising.
e Quando a > —1 (o =0) — 1 <1 — 42, 0 gap anula-se ao longo da linha

== % = J¥

desde que n < 1. Esta é uma transi¢io ferromagnética de Ising com magne-
tizacao na diregdo x para magnetizac¢do na dire¢do y e referida como transi¢do
anisotrdpica. Assim, os spins sdo ordenados e o sistema exibe uma fase fer-
romagnética (FM) para vy # 0. No limite isotrépico, v = 0, o gap anula-se
juntamente com a magnetizagio esponténea. As curvas no diagrama -y X 1 na
qual o gap anula-se sdo expressas com linhas sélidas (veja figura 3).

Expressaremos a solucio da equagio (4.34) em termos de h, pois esta é a varidvel
independente da magnetizagdo e da susceptibilidade magnética. Segue da equacio
(4.34) que o ponto critico da susceptibilidade magnética x (h, T = 0) & temperatura
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Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

JLY
1/‘-.
- ~
- ~
- -~
-~ ~
-~ ~ comensurdvel
-~ ~
i incomensurdvel M
- ~
7’ x ~
; FM N
PM , N PM
/ p.f
/ \
/ \
transicdo anisotrdpica
>
-1 0 1
\ I n
\ /
\ /
N FMY ’
N ’
N ’
~ ’
~ P
~ -
~ -
s ~ 2 -~
confnsurdvel L, -
~ -~
-~ ~
o-d =< " - .
transigdo de Ising =k transigdo de Ising

Figura 3: Diagrama de fase no plano v x 5, v = ﬁ—;% (-1<y<l)en= 7%

As linhas sélidas representam transigoes de fase de segunda ordem com
estados excitados de gap nulo, em todos os outros locais o gap serd nao
nulo. A linha horizontal serd referida como transi¢io anisotrépica e a
linha vertical como transi¢io de Ising. PM denota fase paramagnética e
FM?® denota ferromagneto de Ising com magnetizacio na diregdo z. FM®
indica a regiio em que {o®) # 0. As pardbolas tracejadas sdo dadas por
a = 41 - n = F(1 —9?). Dentro da regido limitada pelas pardbolas,
temos a fase incomensurdvel; fora, temos a fase comensurdvel.

zero é dado por

Fg=sR08 I J% ,

1.5. Expoente Critico a. Calcularemos, nesta segéo, o expoente critico o
O comportamento critico para estados de baixa energia é obtido préximo do gap
de energia onde ¢ ~ ¢g. Se ¢ — ¢ for pequeno, a energia pode ser expressa como uma
série de Taylor
2
e () = e (¢o)* +v2 (¢ — d0)” + O (¢*) , (4.35)
tal que
1/2
vo = [(1 —~?%) — ncosdo — 2(1 — 7*) cos® ¢o] /
1/2
e (o) = [n* + 77 + 2ncos (¢o) + (1 — 7*) cos® (¢o)] £N
Analisaremos a natureza da singularidade da energia do estado fundamental em

€ (¢o) = 0. Para isto, diferenciaremos (4.30) com respeito a 5((150)2. Para pequenos
valores de e (¢p) a derivada da integral de fy é dominada pelos estados de baixas
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1. Modelo XYh

energias préximo ao “gap” de energia. Assim, consideraremos apenas aqueles estados
determinados pelos primeiros termos na expansao (4.35),

hot+de d(,b 1
dfo
R Sy

e o) + 3 (6 — ho)?

tal que ¢, é um angulo de corte.
Realizando a transformacio de varidvel z = “"giﬁu‘?") —dx = deqb, temos

—UQ—dJc
e(¢g)
e iy pay oo dm———l
de(¢o) 4muo /1 o )
0 4,
e(¢0)
1 . -1 e(%)ad)c
= g [5inh (3)]_%5055456 (4.36)
ey
= 471"1;0 [ln (.’,U + )] u;?"fa¢c
- (o)
- 21wo 1n[ or?ﬁc] '

Usando / (Iny)dy = ylny —y, integramos (4.36) com respeito a & (¢o)? e obtemos
fo em fungao de € (¢),

pote @)~ 150 = S (1o [£0)])

4oy 2V,

Portanto, notamos que a singularidade da energia fundamental é logaritmica. O expo-
ente critico «, definido por

fo(e(¢o)) ~¢ (¢0)2“a )

a=0".

Este expoente critico corresponde ao expoente critico do calor especifico do modelo de
Ising bidimensional cléssico.

1.6. Comprimento de Correlagao £. Barouch e McCoy[BaMc]| calcularam a
funcdo de correlagio como um valor esperado sobre produtos de operadores de fermions
e 0 expressou, através do teorema de Wick, como Pfaffianos. Em seguida, utilizaram
a técnica dos determinantes de Toeplitz na solugio dos Pfaffianos. No estudo das
propriedades assintéticas do comprimento de correlagéo foi usado o teorema de Szego.
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Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

O comprimento de correlagdo (veja também Bunder e McKenzie [BuMc]), &, é
definido pelo comportamento assintético (r — oo) da fungéo de correlagéo,

A r
T % 32
<Uno-n+'r> - (M ) — ﬁexp (—E) (437)
tal que A é uma constante e M* = (¢*) a magnetizagio na diregdo z (veja a definigao
em (2.7) e (2.10)).

M?® pode ser expressa em fungao da funcdo de correlagio,

M = [lim (-1 (oot

Se n > 1 o sistema encontra-se na fase paramagnética que possui a magnetizagao

nula. Sen < 1le J* > JY osistema encontra-se na fase ferromagnética, e a magnetizacao
na direcio z é dada por (veja pagina 797 de [BaMc])

. N2 T 21},% 2 %
Jim (M) = (-1)" o= 1 -0"]"
Notamos que a ordem de longo alcance anula-se quando n = +1. E esta expressao
de M* implica no expoente critico 3 = 1/8 para transi¢ao de Ising e § = 1/4 para
transicao anisotrépica.

O comprimento de correlagao, &, é dado por

e ¢~ o
tal que

il
N Bl Uit e )
2 — 2
L=y
Ay é uma quantidade real (complexa) na fase comensurdvel (incomensurdvel). Como
resultado

A2 comensurével
1
e € ~
1_;-), . L
2 incomensurével.
+
Isto implica no expoente critico
v=1

para as transicoes de Ising e anisotrépica. Na fase incomensurdvel, o comprimento de
correlacio & é muito maior que o espagamento da rede r.
Sobre a linha critica de Ising
X T
<Unan+r> ~

e o expoente critico n = 5/4. Sobre a linha critica anisotrépica

=
.b.l»—-| =

1
(ofof . yre =

n-n+r
e o expoente critico n = 3/2.
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2. Modelo XYZh

1.7. Expoentes Criticos. Apresentaremos, abaixo, uma tabela com os expoentes
criticos para este modelo. A é uma medida de desvio em relagio ao ponto critico (néo
confundir com (3.15)).

Expoente Definigao Valor
% Eeoifi 2 0*(log)
3 (07) ~ AP 1/8
o (o) ~ HY (A =0) 15
v Eyig =~ ATY 1
" (o%08) ~ T (A=0)  5/4

2. Modelo XYZh

Nesta segao, obteremos o modelo de oito vértices correspondente a este modelo,
onde observamos que este ndo obedece a condi¢do de fermions livres. Nos capitulos
posteriores faremos andlise de sua fungao de parti¢ao, obtendo cotas inferior e superior.

O Hamiltoniano do modelo de Heisenberg anisotrépico é dado por H = > hi 41
€A
com

h
hij = J%o70i + JVolo] + JPaia} + E(Jf i) ,

tal que of, oYe of sdo as matrizes de Pauli (veja (4.2)) localizadas no sitio 7 da rede .
Este modelo é também conhecido como modelo XYZ com campo h aplicado ao
sistema.

2.1. Os oito vértices do modelo XY Zh. Mapearemos este modelo num pro-
blema de oito vértices (veja (3.2) de [MR]). Para isto, acrescentaremos J* & se¢ao
(1.2) introduzindo BJ*0%;_;0% em (4.5) e fJ%05,05,,, em (4.6). Depois de algumas
manipulagoes algébricas, obteremos os oito vértices do modelo XY Zh

I sinh A

— B /m ]
wy = e (cosh - +C m)
z h
wy = /™ (cosh P sinh gg)
m m

_BJ* . ﬁfi
W3 =Wy =€ R I gy 2
m

" K

ws = wg = e P7/™ cosh ﬁ—
m

Wy = Wg = e8I ginh A
m

com n = (J* = JY), & = (J* + JY) e { = y/n?+ k% m é o indice oriundo da férmula
de Trotter. E importante notar que N = nm serd o tamanho, ou nimero total de
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Capitulo 4. Modelo de Heisenberg

vértices, da nova rede obtida. Expandiremos a fungdo de particdo em uma série até
primeira ordem em 1/m, e tomaremos, em seguida, o limite m — oo. De acordo com
as expressoes para os oito vértices acima, temos

A = WiWe + Wawy — WsWg — Wrtlg
= 2(1+ % sinh® &) sinh (222) (4.38)

= 8% L g(Ll)®

m m
Notamos que wy, wa, ws, ..., wg nao satisfazem a condigio de fermions livres pois A
nao necessariamente ¢ nulo.
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CAPITULO 5

Modelo de Ising

Neste capitulo, para ilustrar mais uma vez o alcance que o modelo de oito vértices
possui, apresentamos a solugao do modelo de Ising como um caso particular do modelo
de oito vértices. Assim, a solu¢ido do modelo de oito vértices possibilita-nos a com-
preensao de diversos outros modelos. Ao final, apresentamos uma tabela contendo os
expoentes criticos do modelo de Ising bidimensional.

Mapearemos este modelo numa rede retangular A (M x N) contendo M N sitios.
Chamamos 2 = {+1, —1}MN os possiveis estados, com elementos o = {0y} , M =
1,2,.,.Men=1,2,..,N . A varigvel 0,,, = {+1,—1} é o spin do sitio (m,n). O
modelo de Ising na auséncia de campo magnético com interagdo entre dois e quatro
spins apresenta o Hamiltoniano (veja [Wu)

M N
H (O-) = - Z Z {J.'z,o-m,n.o-m+1,n = Jvam,nam,n-%l + ng,ngm+1,n+l (5 1)

m=1n=1

!
+J Om+1,nTmn+1 4 J4O'wn,nam+1,no-m,n+10'm+1,n+1 } .

Ju (J,) é a constante de acoplamento horizontal (vertical), J e J' sdo as constantes
diagonais e Jy a constante de interagdo quértica.
A fungéo de partigdo do modelo de Ising é dada por

2= 3 ePHE)

gEN

Podemos mapear este modelo em um modelo de oito vértices(veja a se¢do 1). O
modelo de spin numa rede retangular A é equivalente a um modelo de oito vértices
numa rede dual A*. Esta rede é obtida introduzindo um sitio no meio de cada face
(quadrado elementar) formado pelas ligagoes de A. Note que A* serd também uma
rede retangular. Basta, em seguida, identificarmos as energias dos vértices associados
as energias dos spins.

A seguir, descrevemos a correspondéncia entre os spins ¢y,, = £1 em A e os oito
vértices em A*. Para isto, associamos uma configuragio de flexas em A* desenhando
uma. flexa para cima (baixo) entre dois vizinhos (situados em uma linha de A) de
spin iguais (diferentes), e uma flexa apontando para o lado direito (esquerdo) entre
dois vizinhos (situados em uma coluna de A) de spins iguais (diferentes). Note que
revertendo todos os spins em A teremos a mesma configuragio de flexas (vértices) em
A* (veja figura 1). Contrariamente, para cada configuracio de flexas (vértices) em A*
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teremos duas configuractes de spins em A. Entéo,
Z] = 2Z&?ru )

tal que Z; (Zs,) é a funglo de parti¢do do modelo de Ising (oito vértices).

+) | (#

Figura 1: Correspondéncia entre os spins ¢.,, = 1 em A (linhas cheias) e os oito
vértices em A* (linhas pontilhadas). Na figura, pela escolha dos spins
do quadrado elementar (uma face) da rede A, temos a correspondéncia
com o vértice wg = e P em A*. Também terfamos o vértice wg caso
revertéssemos os quatro spins da figura.

Igualando a energia dos spins de um quadrado elementar (com H (o) dado por
(5.1)) com um tipo de vértice em seu centro (por exemplo, wg), temos (veja figura 1):

—Bee = B(h—Iht+do—Jo—J+JT —Jy) =
€g = (J—J’+J4).

Na primeira equacio acima, 8J é devido & interagio horizontal superior + e +, —3J
é devido & interagdo horizontal inferior 4+ e —, e assim por diante.
Analisando os oito vértices possiveis, encontramos a correspondéncia;

€1 =€ = —JﬁJ’ﬁng,
es=¢ = J+J —-Jy,
€y —€g — J_'Jl+|]4,
er=¢€g = —J+J+Jy,

com campo elétrico externo
(h,U) = (Jm Jh)
e w; = exp (—0¢;) .

Baxter[Ba2] resolveu este modelo para o caso em que J, = J, = 0 e valores
arbitrdrios de €1, €3, €5 € €7, mas com as restrigdes €1 = €, €3 = €4, €5 = €5 € €7 = €g
(modelo de oito vértices simétrico). Se Jy = 0, (5.1) pode ser desacoplado em dois
modelos de Ising com interagdo apenas entre primeiros vizinhos.
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Capitulo 5. Modelo de Ising

1. Interagao entre primeiros vizinhos

Quando J = J' = J; = 0, temos o modelo de Ising bidimensional com interagao
entre os primeiros vizinhos. Este modelo foi resolvido por Onsager[On]. S. Samuel[SS],
Plechko[P1], Wu e HulWH] utilizaram as varidveis de Grassmann como uma alternativa
para a solugdo do modelo de Ising.

A funcgio de parti¢io deste modelo é dada por

M N
ZIs'mg (Jh,a Ju) = Z eXp (_ﬁ Z Z [Jhgm,no-m+1,n =+ Jvam,naf?z,f%+1])
(5.2)

o€l m=1n=1

= 2MN [cosh (by)]™ [cosh (5,)]" Zpoligono (br, by)

com (vide segdo (2))

M N
Zpoligono (tfu tu) = Z { H H [(1 St tho'm,no-m+1,n) (]— =+ tuo'm,no-m,n+l)]}

o=+x1 \m=1n=1

= ()™ [ ag H) ,
TN

tal que
to = tanh [by] ,

bazﬁ*]a )

a=houv,em=1,.,Men=1,..,N. J, é a interacdo horizontal e J, a interagao
vertical. A soma Z é realizada sobre todas as 2™ configurages de spins notando

o=+
que 0y, = £1. Adotamos condigio de fronteira helicoidal.

Em (5.2) usamos a identidade

r}

et??’ = coshb+ oo'sinhb

= cosh (b) [1 + oo’ tanh b] .

Zpoligono ¢ & funcéo de parti¢io para poligonos fechados que podem cruzar entre si, mas
nio se sobrepor. Dito de outra forma, poligonos fechados podem ter pontos, mas nao
lados em comum.

Substituimos cada sitio da rede por quatro varidveis de Grassmann. Neste caso,
semelhante & expressdo (3.14), a agdio é escrita como

S=>_5.

JEA

tal que
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1. Interacao entre primeiros vizinhos

Sj = % [H;Hj1 + Hj-1Hj+] *“% [ViVier +V;1V5] =
(5.3)
H;H; —V;Vy— H;V; = VH; = V;H; = V;Hj,
Notamos que os vértices ws, ..., wg sao todos de médulo um enquanto w; e wy sao
responsaveis pelas interagGes horizontal e vertical.
Realizando os mesmos procedimentos das segbes 4 e 1.3, encontramos (veja a ex-
pressao semelhante 4.20)

Zising (Jny Ju) = 2MN [cosh (b)) [cosh (b,)]Y

tal que
Q(%:J):_D+A)
D (’b,j) == Kﬁl(ii,j 2

Encontramos a matriz de estrutura interna K~!, fazendo a correspondéncia com os
oito vértices (veja (4.15)),

D 2 =T 1
1 O 1 =I

-1 __
5= 1 =1 B 1
=] 1 =f W

e a matriz de acoplamento
AGH)=t[I'eX' -NeX]|+t, [I™RY'-I"QY] .

Desta forma, temos

0 -1 1+th)\j_1 -1
0 = 'S 1 0 -1 14t
T Vg | 1=t 1 0 -1 |
wg —1 = t, AT | 0

tal que \; = e~ Vwwt,
Realizando o cédlculo do determinante de @);, encontramos a expressao para a fungao
de particao

M-1N-1
Zlsing = 2MN [cosh (bh)] [cosh (b, )N H H l—l—th l—I-tﬁ)

—2t, (1 —2) cos (37p) — 2t, (1 — £7) cos (%7 4)]
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Capitulo 5. Modelo de Ising

e para a fungio da energia livre deste modelo

2m 2w
—1 1
sing = — § In2 + //ddl D (b, by
fI g ﬁ n 2(271_)20 / pqn[ (I )]

tal que
9 (bp, by) = cosh [2by,] cosh [2b,] — sinh [2by,] cos p — sinh [2b,] cos g .
Esta é a famosa solucdo de Onsager para a energia livre do modelo de Ising bidimen-

sional em uma rede retangular.

1.1. Expoentes Criticos. O modelo de Ising apresenta transigao de fase para
temperatura néo nula. A transi¢io é observada pelo estudo da capacidade térmica. A
capacidade térmica C' é obtida derivando a energia livre com respeito a temperatura,

e kﬁ282 (HﬁfIsing) ’
9%
tal que B = 1/ (kT) e k ¢ a constante de Boltzmann. A singularidade do calor especifico
é logaritmico préximo a T,
T —T.

c

C/k ~ |ln quando T — T..

o é 0 expoente critico da capacidade térmica, neste caso, a = 0.

A magnetizacido M ndo pode ser o pardmetro de ordem para o estudo de transi¢ao
de fase do modelo de Ising com condigdes de contorno livre pelo fato do modelo de
Ising ser simétrico pela troca do sentido de todos os spins numa rede. Assim, sua
magnetizagio espontanea é nula na auséncia de campo. E preciso utilizar o conceito de
ordem de longo alcance e M?, o pardmetro de ordem escolhido, para estudar a quebra
de simetria deste modelo.

Abaixo de uma temperatura critica T, a magnetiza¢do espontanea é nao nula (veja
figura da pégina 15), e acima de T, é nula. Préximo a T, temos o cdlculo do expoente
critico da magnetizacao,

M~ 7Y% quando 7~ [T = T| — 0.

Notamos que o expoente magnético § = 1/8.
Os expoentes criticos calculados a partir da solugao de Onsager sao:

a=1>0 com divergéncia logaritmica,
B=1/8,

v=T/4,

vie=]

n=1/4 e

6=15.
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CAPITULO 6

Cota Superior para o Modelo de Oito Vértices

Neste capitulo, calculamos uma cota superior da fungo de partigdo Zs, do modelo
de oito vértices aplicando esta cota ao modelo de Heisenberg XY Zh. Para calcular uma
cota superior utilizamos a positividade por reflexao ou de Ostewalder-Schrader[OS]
com auxilio das varidveis de Grassmann.

Provamos que a positividade por reflexao é também vélida para dlgebras que nao co-
mutam, no caso estudado, para as variaveis de Grassmann. Este resultado ¢ o primeiro
encontrado na literatura, pois como afirmam os autores [FILS|, sé se conhecia até
entao aplicabilidade da positividade por reflexdo em élgebras que comutam. Denomi-
namos este procedimento de Positividade por Reflezdo Torcida (PRT), pois a reflexdo
0 obtida torce a rede para que a simetria do modelo de oito vértices seja observada.

Provamos, na secdo 2, que a funcdo de partigdo (3.1) do modelo de oito vértices
geral (ndo necessariamente satisfazendo a condigio de fermions livres(veja defini¢ao 3))
possui uma cota superior. Para isto, estabelecemos um produto interno positivo dado
por uma reflexdo 8, em seguida, usamos a Desigualdade do Tabuleiro de Xadrez para
homogeneizar a fun¢io de partigdo do modelo.

Neste capitulo, provamos o

TrEOREMA 6.1 (Cota Superior do Modelo de Oito Vértices). Seja Zg, a fungdo de
particio do modelo de oito vértices dada por (3.1) e N o nidmero total de vértices (veja
a se¢do 2). Zg, possui cota superior dada pela equagao

limy oo 10 Zgp <In? [ exp [2 [ [In R (0, ¢, z) dOde| du(z) ¢ ,
N oo 8

tal que
R(9,¢,2) =2G + He® + He™® |

G=1(a+2ccos(¢)) , H=b+de? +ee ™,
= & 2 142 IAY:
Q—E+w2+(w3) i) 5
2
s
w3
d = wiwjy — wswe , €= WawWy — WrWsg ,
wézwg_\/ﬁa:, 'w;:w4-i-\/Zm,

A = wiwsy + Wi — WsWe — WrWs ,

! 0 _ 1
b= wyws — S-wy , €= Wy —

’ !
§ (z) = —waw, + wswe -+ wrws ,
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1. Positividade por Reflexao: Introdugao

e
1 . ]
du(z) = —e "2 dz .
Vam
A medida que os oito vértices wy, ..., wg aproximam-se da condi¢ao de fermions

livres, A = 0, a cota superior tende ao valor exato da funcao de partigao.

Na. seciio 3, apresentamos uma correspondéncia entre a reflexdio § e um produto in-
terno no corpo dos nimeros complexos. Desta forma, para o modelo de Oito Vértices,
concluimos que a reflexdo @ efetuada nas variaveis de Grassmann, édlgebras que antico-
mutam, é equivalente & realizagio de um produto interno sobre determinadas matrizes
relacionadas com a funcédo de parti¢io do modelo.

Na tltima se¢do, utilizamos o mapeamento do Modelo de Heisenberg unidimensional
quantico no Modelo de Oito Vértices com o auxilio da férmula de Trotter (veja a segao
2 ). Em seguida, calculamos as cotas superiores para os modelos XX Z com campo
nulo e para o caso mais geral, o modelo XY Zh.

1. Positividade por Reflexao: Introducgao

Para uma introducio A Positividade por Reflexdo (PR) seguimos os textos de
Frohlich e colaboradores|FILS], Biskup[Bi], Seiler[Se], Shlosman[Sh] e Vignaud[ViSh].

Positividade por Reflexdo (PR) é uma técnica que usa correlagdes somente em
metade de um espaco dividido por um plano, assegura positividade para certos produtos
escalares. A positividade por reflexdo foi usada para demonstragoes de transigao de
fase em modelos em redes, por exemplo, estabelece rigorosamente a quebra de simetria
em modelo quantico de Heisenberg antiferromagnético.

Restringiremo-nos a uma rede finita A C Z¢ de tamanho N = mn (m e n par),
d = 2, simétrica com respeito a um hiperplano P dividindo perpendicularmente a
rede ao meio (P corta as ligagdes da rede entre duas linhas paralelas vizinhas). Nesta
situacao, haverd uma decomposi¢do natural da rede A

A=A+UA_,A+QA._:®

Note que o hiperplano P nao contem nenhum sitio de A.

Analogamente, consideraremos observéveis definidos apenas em um lado A, ou A_
da rede. Dado P, podemos definir as o-dlgebras U, e U_ dos eventos dependendo
apenas das configuragbes em A e A_, respectivamente. Temos

U=U, QU_ ,

tal que U_ é reflexdo simétrica de Uy e vice-versa.
Assim podemos definir o operador de reflexdo 0p agindo sobre as fungoes f: @ — R
sobre o espago de configuracoes como

0pf] (o) = f (Bp) ,
(6.1)
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Oito Vértices

tal que (8po), = 0p,,, com o, denotando o valor da configuragéo 6 refletido no ponto
x com relagao a P.

DEFINIGAO 4 (Positividade por Reflexdo). Dizemos que uma medida v sobre Ay
possui Positividade por Reflexao se

E, (f[0rf]) 20 (6.2)
para todo f € U, , para todo P C Ay e E, () € R.

Notamos que E, (f [0pf]) = E, (f)E, (0pf). Assim, teremos positividade por re-
flexdo se

E, (0rf) =E, (f) - (6.3)
Segue de (6.3) e da propriedade 6% = I que

E,(fBpf)) = E. | (63) f [0rf]
=

= E, (0p Op [f [0rf]))
= B, (0pflf) .

Em outras palavras, a média [E, (.) comporta-se como um produto interno e por-
tanto define uma norma sobre os elementos da dlgebra dos observaveis.
O espago definido possui produto interno, pois as condigdes abaixo sdo satisfeitas:

(1) E, (f6pf]) 2 O E, (f0pf]) =0— f=0;

(2) E, (¢(0pf]) =E. ([0rg] f);

(3) E, ((g1 + 92) [0 f]) = E., (9116, f]) +Eu (92[0rf)) ;
(4) E, (g [0 = E, (9 0 (A)]) para VA € C.

Se v for uma medida de Gibbs e possuir positividade por reflexdo, existe operadores
O e C; de tal modo que o Hamiltoniano pode ser expresso como

K
H=0+0p0+» CipC; (6.4)
=1
tal que os operadores C; referem-se as condiges de fronteira e K representa o ntumero
de tais fronteiras. Esta representacdo ficard mais clara na préxima segao com aplicagao
ao modelo de oito vértices, veja também o apéndice (B).
Adotaremos a notacido “Tr(.)” para indicar o trago de um operador.
TEOREMA 6.2. Seja F € U, e H da forma (6.4). Se todos os elementos de Uy
comutarem com todos os elementos de U—, entao
(FOF) = Tr (e PHFOF) -
I i
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1. Positividade por Reflexao: Introdug¢io

DEMONSTRAGAO. E suficiente provar (veja [FL)) que Tr (e PHFOF) > 0. Pela
formula de Trotter temos,

e PH = lim G, ,

n—r00

tal que

,8 K T
1+EZC¢-9PC1-D _

$=1

0, e (e—(ﬁ/n)oeg(ﬁ/n)ﬂpo

Assim, o teorema € provado se
Tr (G, FOF) > 0. (6.5)

Note que todos os elementos em U, comutam com todos os elementos de U_ .

Em (6.5), todos os elementos com 0 (que estido em U_) podem ser movidos para a
direita de todos os elementos sem 0 (que estao em Uy ). Isto mostra que Tr (G, FOF)
¢ a soma dos termos da forma

Tr (Dy...DwFOD,..0D0F) = Tr[Dy..DpFO(Dy...DyF)]
= Tt (Dy...DpWF)Tx (6 (Dy...Dy F))

= |Tx(Dy..D,F)* >0,
com Dy...D,, em Uy . Aqui usamos o fato Tr (A ® B) = Tr (A) Tr (B) para A € U,
BelU_ ; Tr(0A) =Tr(A) para todo A € Uy . [

O mapa f,g — E, (f[@pg]) pode ser visto como uma forma definida bilinear nao
negativa e, em particular, vale a desigualdade de Schwarz ou designaldade de Cauchy-
Schwarz.

PrROPOSIGAO 6.3 (Desigualdade de Schwarz). A desigualdade de Schwarz é dada
por

[, ( [8pg)| < {E, (f [0pf)}? {E. (9 [0pg))}? . (6.6)

DEMONSTRAGAO. Apds definido um produto interno pela reflexdo 0, seja [+ Ag
um elemento de Uy , entao

B, ((f +Ag) [0p (f +Ag)]) 20, (6.7)
para VA € R eVf,g € Uy . De (6.7) seque
N’E, (9 [0pg]) + 2)E, (f [0pg]) + E, (f [rf]) 20,

esta desigualdade € sempre vdlida desde que seu discriminante seja menor ou igual a
zero. Ou seja,

4{E, (f [6rg))}" ~ 4E. (9[6pg) E, (f [brf]) <0,
que corresponde d desigualdade (6.6). (]
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Oito Vértices

Através da desigualdade (6.6) segue a estimativa do tabuleiro de xadrez. A idéia
¢ que eventos do tipo H fz, tal que f, depende somente da vizinhanga de z, pode

ser dividido/separado um do outro por repetido uso de (6.6) com relacdo a todos
0s possiveis planos P, e ao mesmo tempo pode cobrir toda a rede A. Desta forma,
correlacoes locais podem ser eficientemente estimadas em termos globais, sistemas nao-
homogéneos podem ser estimados por sistemas homogéneos. Segue abaixo a proposigao
devido a Frohlich e Lieb[FL].

PROPOSIGAO 6.4 (Desigualdade do Tabuleiro de Xadrez). Seja 7 um operador de
deslocamento em Ay, N par, e seja v uma medida com positividade de reflexdo em
Ay. Seja {c,} wma colegio distinta de hipercubos de tamanho 1, com c, centrado em
x, e associado a c; um comportamento padrao particular B,. Entao

E, (H ftsw) < TT{E. (i)}t
Aqui, |An| denota o nimero de sitios de Ay e

A
X,Biv - H I[B;,: oTY H I[B; oTY

y—par y—impar

induz B, em toda translag¢io par de c, e sua imagem refletida B} em toda translagao
impar de c,.

DEMONSTRAGAO. Veja Frohlich e Lieb[FL] ou veja o apéndice A de Nussinov[Nul.

Veja no apéndice (B) um exemplo do uso da estimativa do tabuleiro de xadrez.

2. Aplicacao da PRT ao Modelo de Oito Vértices

Para a aplicacio da desigualdade do tabuleiro de xadrez & fungao de partigao do
Modelo de Oito Vértices definiremos um produto interno com as propriedades 1-4
(veja pégina 59). Notaremos que tal reflexdo 6 torce a rede A, por isto definiremos este
procedimento como Positividade por Reflexdo Torcida (PRT).

Do teorema 3.5 (veja pdgina 31), temos

Zs = E,(PE(Q))
= E, (V3 (@) ,

tal que E, (1)) = [*o, (ﬁl d,u(xj)) (), du(z;) = J_lT_We*%W?dscj, e
Q

A matriz K~ é dada por
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2. Aplicagao da PRT ao Modelo de Oito Vértices

K™ =diag(K7' Ky Ky (6.8)
tal que
0 wr  —ws(zy) We
_ 1 —w 0 w —wy(z;)
I A gy ; 7 5 4 i 6.9
T Vg | wyle)  —ws 0 Ws .
—we  wy(x;) —Ws 0
com ,
{ w3 (T;) =ws— \/Eﬁ’)j )
wy (z;) = ws+ VAz;
e
A=NI@X+I"Y - X' -TI"®Y" (6.10)
O fndice t de M* representa a transposi¢do de uma matriz: M{; = M;;. Observamos
que @ é uma matriz antissimétrica, Q = —Q°* .

Segue de (6.8) e (6.10) que
Q=-0K ' +IeX+I"eY-I'eX'-TT"eY".

De acordo com (3.4), ndo necessitamos considerar

Ws = We¢ ,
(6.11)
Wy = Wsg .
Seguiremos o formalismo proposto por Pinson e Spencer[PS].
Adotaremos a notagao,
0 0
p=| & |=| 1 |®s=PFR¢:,
0 0
tal que ¢; ocupa a posicio 4 do vetor coluna P; (matriz N x 1) sendo
H;
R
e | o | 6.12
4=\ 7 (612)
Vi

em que H representa a diregdo horizontal e V' a diregdo vertical. Temos o produto
interno dado por

(6, Q¢) = ¢'Q¢
= E(¢i»@ij¢j) :

1,7
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Seguindo esta notagdo, o Pfaffiano da matriz @ é

Pf(Q) = [TldHdVidH,dVe3®)' Q@
1

= [[[dpes @9
i

POt = (il di) B

(#Q@)¢) = —(6, K7 (@) )+ (41 X¢) + (¢, ]I" @Y $)—

(6,117 ® X'¢9) — (¢, [T @ Y'¢).
sendo K1 = diag(KT*, K57, .., Kz') e K71 = K71 (z1).

Temos
(6@ Xg) = > (6, MR X)(P;@ ;) = > (s, TIP; ® X))
t,f 4]
= D (P®¢;, (Po1®X¢)) = 611X
4,J 2%}
- ZEiHiH

(¢, K1 (D) ¢5) = (¢i, K™ (25)5)0

= (¢ K (2:)0:)d5 ,

pois K~ (%) = ®K; 1 6 uma matriz bloco diagonal.
Como no modelo de oito vértices, cada ponto [ da rede retangular estara associado
a uma célula com quatro vértices. Veja a figura 1.

‘<I

Figura 1: Célula bésica centrada nos pontos z e & + 1 construida de acordo com a
matriz K~ e a notagdo (6.12).
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2. Aplicagao da PRT ao Modelo de Oito Vértices

eY =

0
0
Usaremos X = 0
0

o O O O
L S o [ s S s

0
0
0
1

(s B = U o i e

0
0
0
0

H o~ oo
P oocoo

[

X e Y representa ligacoes horizontal e vertical respectivamente, compativel

com o produto

(9o, Xb5) = (¢:)" Xb;

0000 H;
— 0000 Vi
s (HE Y I, TP i
( (2 1/‘;) (3] V‘L) 1 0 O 0 Hj
0000 V;
e
(s, Y¢;) = ViV; .
Como indicado anteriormente, as varidveis de Grassmann obedecem as propriedades
fath By = 1
JdH, =0
e
Ho By Hy = O
Portanto,

B el .

Para aliviar a notagao, definiremos uma média
(...>0=f1‘[d¢,, () ) (6.13)
I

correspondendo & prépria integracio nas varidveis de Grassmann. Ao todo, sao 4V
varidveis de Grassmann, tal que N é o ntimero de sitios da rede A.

Como
15 (66,Qu s (@)5)

P1(@) = [ [Jdne’
l

N

N
Z(¢z‘= Qi (Z) ;) = — Z(ﬁbz‘, K™ () ¢s) + Z(Qbi, A; i95)
.9 i=1 $3=1
definiremos uma outra média,

() = [Tan()e 5
| (6.14)
= <(...)e%(¢’A¢)>

)
0
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Qito Vértices

A é dada por (6.10). A média considerada é sobre um modelo livre na auséncia dos
oito vértices. Notamos que

(1) = Pf (A) = \/det (A) = 1 (6.15)

Ou seja, a média (6.14) estd normalizada.
Com esta definigao de média, temos

PEQ) - (e

A rede definida pela matriz “A” é uma rede contendo somente as ligacoes exter-
nas, ligacdes horizontais (matriz X) e verticais (matriz Y). “A” estd associada a
um problema, de cobertura da rede A por dimeros, havendo apenas uma tnica cober-
tura possivel nao nula. As ligagoes internas sdo adicionadas & rede através da matriz
K~!(Z), e o modelo torna-se nao livre. Provaremos que a rede definida por “A” satisfaz
a positividade por reflexdo, em seguida, adicionaremos a matriz K ~! (Z) e calcularemos
sua média. A reflexdo adotada deverd manter inalterada a matriz K~ ().

Seja F' uma funcdo das varidveis ¢y 's com k = 1,2,...,n e 6 (F) uma fungdo das
varidveis ¢g,’s. Isto é , se F' = F(¢1, 2, .., $n), entdo 0 (F) = F(dpqy, Poray» - b))

Desejamos provar a positividade por reflexdo para (...) definida em (6.14).

Definiremos o mapa de reflexao 6

0 A:{: e AZF . (617)

= (i, K 1))
* i > (6.16)

Esta reflexdo induzird um mapa 6
0 : Z/fA+ — Z/fA_ " (618)

tal que Uy, ¢ gerada pelas varidveis pertencentes a Ay .
Usaremos a reflexo @ da seguinte forma (veja figura (2))

OHry = —Hogy

9 OViy = ~Vown
| 0Hky = Hopy
Vi, =  Vawy -

A reflexdo 6 em ¢ pode ser representada pela operacao

@'5;3(;@,:) =0, —

—_ﬁg(k,l) 00 -1 0 Hy,

—Vok, 00 0 -1 Vit
: i 6.19
Hok,) 1o 0 0 Hiy (6.19)

Vok ) 01 0 0 Vi

6 é uma reflexdo composta: reflexdo de cada sitio (k,!) da rede através da mudanga
de seus indices 0(k,1); reflexdo das varidveis de Grassmann com relagao as diregoes
horizontal e vertical.
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2. Aplicacao da PRT ao Modelo de Oito Vértices

Figura 2: Reflexdo de A4 (lado direito) em A_ (lado esquerdo). A linha tracejada
representa o plano 6 de reflexdo. Em A, a ligagdo entre os sitios Hy
e V11 possui peso wy, enquanto em A, a ligacio entre os sitios Hpg e
Vo,0 possui peso igual a wg ( no caso de wr # wg veja (3.4)). Portanto, 8
preserva a rede A com seus pesos e ligacoes.

Reflexdo nas variaveis:: A reflexdo 6 com relagio as varidveis de Grassmann
possui as propriedades:

e 0 é uma matriz ortogonal, ou seja, 071 = 6°. Assim, 80" = I, tal que I, é a
matriz identidade 4 x 4;

o det (0) = 1;

e ( & uma matriz de rotagao;

e 02 = —I,. Assim, 8?¢ = —¢. Mas esta transformacio ndo altera o Pf (Q),
pois todos os termos de (¢;, Q¢;) apresentam-se como a soma de pares nas
variaveis de Grassmann ;

e 0 =0,0, =0,0,. Logo, § é composto por duas reflexdes: 8, (0,) é a reflexao
em relacio ao plano perpendicular & dire¢ao horizontal (vertical).

00 -120 100 0
920100 eG:OOO_l
N 10 0 O v 001 0

00 0 1 010 0

Reflexao nos indices:: A reflexdo  com relagdo aos indices da rede A possui
as propriedades:
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e A reflexdo nos indices é realizada assim,

Ok = =k+1,

8l = —I+1.

Portanto, 0 (k,!) = (0,k,0,l) = (—k +1,—1+1). Observe que, para reflexdo
nos indices, 6% = 0, e 0! = 6,,. Isto implica em 62 = 62 = 1;

Reflexao Geral:: A reflexao # de um modo geral possui as propriedades:

e 0 éum morfismo ou homomorfismo: & (Hy Vi) =6 (Hi) 0 (Vi) € 0 (Hiy -+ Viy) =

0 (Hiy) + 0 (Viy)-

by = 0 Ppgepy —

ki 0 0 10 —_ﬁﬂ(k,t)
Viea 0 0 01 Vo
Yk, _ : 6.20
Hk:,l -1 0 0 0 Hﬁ(k,t) ( )
Vi 0 =1 00 Vok,ny

POiS, por exemplo, Qt (—ﬁg(k,g)) = H{ga{g(gﬁ,t)}) = Hk’,g.

o 0: A — As .

o 0(dids) = 0(8)0(d5) = 0 (6) 0 (65) = 0% (didy) pawa Vi, j = 1,2,3,4, tal
que ¢ = H, g =V, ¢3 = H, ¢ = V. Assim, #* = § — 6% = 1, sendo
esta, propriedade valida quando 6 agir sobre um nimero par de varidveis de
Grassmann. Neste caso especifico, Ux, comuta com Uy _.

e 0> =] . Esta propriedade segue do Teorema 6.7.

Assim,
0 _ T o T
Hey 2, —Howy Hep 2, Howy
Vey = Vo Ve = Vewy
Hig —  Hogp Heyp — —Hpry
Vg — Voik,y » Vig — Ve -
Observemos que nos indices ¢ (k,l) = 0 (k,1).
Notamos que
(6, Q@) )= > X Qk (6.21)
l=—m+1 k=—n+1
tal que
Qri = (HiiHypsrg+ Hiy_1,Hey) + (_Vk,ﬂ/?c,m +Vk,t;1Vk,1) +
2 [1U3($k’g)Hk)ng11 + w4($k,;)vk,ng,t + WSW:EH}Q,E_F (6.22)

weHi Vs + wrHy Viey + wsHi Vi) -
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Usando as propriedades de @ e das varidveis de Grassmann, temos, por exemplo,

07! (wsViyHey) = wse__l (Vien) 071 (Hiy)
ws (Kﬂ—l(k,l)) (—Hy-10(k))
ws (V(—k+1,—z+1) (—H—kt1,-141))

Ws H(—pt1,-141)V (—k41,-141)
= 0 (wsViuHry) ,

Il

0~ (wsHiaViy) = wsf~! (Hiy) 071 (Vi)

ws (—Ho-1(p) (=Vo-1(k0)
WeH (— ket 1,~141) V(—kt1,-141)
= @ (wsﬁk,tvk,l)

Aplicando 07! na expressio (6.22), encontramos

07 (Qry) = 0 (Qry) =
= (H-kmt+1Hoprt,—t41 + Hopgt i1 Ho g2, 141) +
(V k1,1 Vot —141 + Vo141 Vo1, i+2)+
2 [wa(zht) H k1,01 H k1,141 +1U4($kz)V bt 1,—141V kg 1,—t41F
We Ve jor1,—t1H o1, —t41 + WsH_pyy, 11V ottt
W H 1,141 Vot 1,-141 + WrH 141V g1, -141]

I

= Q—k+1,—l+1 .

Por exemplo, 67! (Q_1.-1) = Qa0
Podemos expressar (6.21) como

(0,Q8) = Qrso+ Queo +2 >, (HogHiy+ HngH-ni1y)

l=—m+1
tal que
Q>0 = Z Z Q.1
l=—m+1k=
e

m 0
Qrco= Y, >, Q-

l=—m+1 k=—n+1
Utilizando a reflexao 8, temos
I by I
ool o i S = T
(6,Q¢) = Qrso+007" Qreo+2 > | —H1 007 Hoy+ Hpy 007 H_pyay

l=—m+1

= Qeso+0(Qrs0) +2 > (Hi0 (Hi—i41) + Hutf (Hn—141))

l=—m+1

(6.23)
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tal que 67! (Qr<o) = Qi>0, 071 (—Hoy) = Hi,—141 € 071 (H_nt1y) = Hu—i1
Notamos que (6.23) ainda nao estd na forma (6.4), pois

m 2
(¢, Q¢) = Qk>0+8(Qk>0)+2! >, 1;(3«;,&(@@;) ; (6.24)
=—m+11=

tal que Cl,,g = H‘l,,l,, CZ:E == Hn,g, Dl,,: = Hl,—l-i-l) DQ,’; == Hn,—l+1-
Também notamos que a soma dos termos de fronteira entre os planos A_ e A,

> Hyb(Hi—iy1)= >, Hi_i410(Hy) ,

l=—m+1 l=—m+1
¢ uma convolugao no indice . Assim, faremos uma transformagio de Fourier que

diagonaliza tal indice. Para obtermos uma expressdo semelhante & (6.4), definiremos
as novas varidveis de Grassmann,

1 s -
Wy e T TRy s R, s 6.25
K= ( kil o) (6.25)
_ 1 . S
Hyy = 7 (' Hyy+ e 4*Hp141) ,
1, .. .
Vii=—=(et"Vi +e 7'V, _ ;
k= (e%'Viy R
_ 1 . .
Vi = 7 (e Vi + et Vi _i41) . (6.26)
As transformagdes inversas sao,
1 L .
Hyy = 7 (Bﬂﬁk,z s 6_3171&,4“) :
_ 1 e il 5
Hy = v (674" Hyy + e Hi—141)
L o = T
Vi =—= (€ " Vi + e+ Vi 131)

Vk:,l = E (e%ivk,t + 8_%ivk,-l+1) :

Observamos que Hy ; possui as propriedades das varidveis de Grassmann, pois Hy Hi; =
5 (HiyHg, —141 + Hy —141Hg,) = 0 e assim para as outras novas varidveis.
x, . s g .
Usando o fato de e2* =1 e e~ 2" = —1i, obtemos

2H 0 (Hyy) = —iHy0 (Hyg) +iHy 1410 (Hi—141) +

Hy,0 (Hy141) + Hi 21116 (Hiy) -

Realizando a soma no indice [, encontramos

Z Hl,JQ(Hl,l)Z z HLJB(HL_;_*_]) .

l=—m+1 l=—m+1
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E, para cada termo da expressdo (6.22), temos, por exemplo,

m . m = —
> HipgHppy = S (HegHera + Hi—tp1Hkr1, 141+

l=—m+1 l=—m+1 . _
— Skt Hp 141 Hr41,)

B =

m —
= 3, HgiHeag
l=—m+1

Assim, todos os termos de 6 (Qx>o) sio mapeados em Qr<o pela reflexdo 6.
Finalmente, usando (6.25-6.26), reescrevemos (6.24) na forma da expressao (6.4),

(0,Qd) = (v, Q)

- . o (6.27)
= Qr>o0+ 0 (Qr>0) + 21 S (Hagd (Hug) + Hugb (Hap))
=-—m+1
tal que ¢ = (p1...on)" €
H
Vi
Vi

para i = 1,2, ..., N. Para os elementos de integracio, temos
H dr, = 4 H dpk,i -
k,l Kl

Portanto, o Hamiltoniano representado pela matriz @) possui positividade por re-
flexdo. Provaremos, a seguir, com todos os detalhes, esta afirmacao.

Com as varidveis de Grassmann ¢, necessitamos em 6 (A_) reordenar os indices da
rede refletida para obtermos a rede A, (veja na figura (3) o que ocorre com A_ apds a
reflexdo ). O processo de reordenacio serd estabelecido no Teorema 6.7.

Se usarmos as novas varidveis de Grassmann ¢ definidas em (6.28) e (6.25-6.26), a
rede 6 (A_) ficar pareada com A, (veja na expressio (6.27) os termos de fronteira que
serao quebradas pela reflexao 6).

TEOREMA 6.5 (Média de um ndmero fmpar de varidveis de Grassmass na rede
A). Seja A uma rede retangular. Para qualquer produto das varidveis de Grassmann,
CPC3...CYF, tal que C; = H;, H;,V;, V;, ou seja, C; é uma das quatro varidveis de

N
Grassmann da rede A com 7 =1,2,3,...,N;1; =0,1;p= Z i; € o niimero de termos;
J=1
teremos
A
<(C;IC§20}\'}V) e%(¢;Q¢)> =0,
—_—

p termos

se p for impar.
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_plano de reflexio .

Hoy¢-->--4 Hy,

\{ Reordenagio
3

E'a

- |

i

Py

i

Hy 141

Figura 3: 0 reflete a rede A_ em 8 (A_). A ligagdo Ho,Hi; é quebrada pelo plano 8
de reflexio. Na reflexiio, o ponto Hy; é mapeado em Hj ;41 pela operagio
0 (I_{{),,l,) = Hy _i41. E, apds a reordenagio, obtemos a rede A .

A
DEMONSTRAGAO. Na integral (Ci‘C;z...Cj{,") e7(#:Q9) > temos p itmpar ter-
it P .

- num. par termos
p impar termos

mos no produto (C7' C;Q...C}&") das varidveis de Grassmann e sempre wm nimero par
Lo O, (s g %
(0,2,4,6,...) de termos em e3(®Q9) — Hez{"s“Q"»"(’E)‘f’J) das varidveis de Grassmann.
1,3
Logo, o produto de (CCiz...CIY) e e2(#Q9) possui um nimero émpar de varidveis de
Grassmann. Notamos que a integragdo ¢ realizada sobre 4V varidveis de Grassmann

A
(veja (6.13)). Portanto, a integral <(C‘f1 .0 e%(¢'Q¢)> é nula. ]
i et
p termos

TEOREMA 6.6. Seja FF = ] IT e~ (#eK 7 @R0d) g fungao dada pela soma
k=—n+1l=—m+1

de termos com wm nimero par de varidveis de Grassmann, entao
(FO(F)) = (0(F)F)
= (F6'(F))
= I EIEY
A média/integragio {(.)) € dada por (6.14).
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2. Aplicaciao da PRT ao Modelo de Oito Vértices

DEMONSTRAGAO. Seque diretamente das propriedades de 0 quando atua em termos
com wm nimero par nas varidveis de Grassmann. Neste caso, teremos 0t = 0 — 6% = 1.
]

Notamos que apesar de Uy, nao comutar com Uy, segue todas as propriedades de
uma positividade por reflexdo usual[FILS].
Agora analisaremos (#(A_)). Antes, observamos que a reflexdo 6 nos indices gera

m -m+1  Reordenagao m
ol B ) m B T 5
=i =m le—-l4+1 =54

(6.29)

0 1 n
0 ( 3 ) = 3. Reordenagao B s
k=—n+1 k=n k=1
ou seja, quando se aplica a reflexdo € em A_ a ordem da soma é alterada. Assim,
teremos que reordenar os fndices de {#(A_)) para compararmos com (AL ).
Vamos, através de trés exemplos muito simples, visualizar e induzir o que ocorre

com (B(A_)):
Exemplo 1 - Varidveis Horizontais. Vejamos a integragao

[ dH_dHodH dH,y (HyH\HoH 1) = 1, (6.30)
em uma rede A com quatro sitios: 2,1,0,—1 . Crio uma reflexdo 6 na direcgéo
horizontal,

2 6 -1,
—>

1 0 0.
R

A reflexdio 0 é dada por k < —k +1 para k = 2,1,0, -1. Em~7‘.\+ temos os
sitios 1 e 2; em A_ temos os sitios —1 e 0. Usando a reflexdo 8, (6.30) pode
ser reescrita na forma

| = [ dHydHy (HyH,) [ dH_1dHo (HoH 1)

E~K+ _ € A
= szHl)QthoH_l)Ql

=1 =1

T A
= (EyHyh <9 (H1H2)>O :
pois @ possui a propriedade de morfismo: 6 (HyHy) = 0 (H) g({fg) = HoH_;.

- . ——\ A+ ~f——
Na equagio acima, observamos que a ordem dos H'’s em <H2H1> e <9 (H; Hg) >
0
é diferente. A seta superior indica a ordem em cada média/integracdo. Por-

tanto, _ ~
(3 (7)) - (),

0

A

0

2
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Exemplo 2 - Varidveis Verticais. Se em A houver sitios verticais, que representaremos por
Vo, Vi, Vo e V_1, notaremos que com a reflexéo 6 todas as quatro varidveis
de Grassmann V] passam (sdo refletidas) de um plano ao outro preservando a
simetria pela transformacio [ < —l + 1 para [ = —1,0,1,2. Assim,

1 = [dVodVedVidVa (aViVoVoy)
VAA A
[ dVadVidVodV_y (V_1VoVi V)
(Ve Vi Va)e-

= (0 (Vzvlvov_l)i

Il

I |=

- A
Partindo de <9 (V2V1V0V_1)>D = [ dVadVidVodV_ (V_1VaViVs) obtemos a

integragdo original (VaViVoV_1)ot = [ dV_1dVodVidV, (VaViVoVo1) através de
uma reordenacdo de duas formas equivalentes:

a: Permutamos dVadVidVodV_1 e V_1VoViVa para (—=1)™ dV_,1dVodVidVs e
(=1)™ VoV Vo V.1, respectivamente. Em cada permutagio teremos (—1)™
como sinal da anticomutacdo das varidveis de Grassmann, tal que m é
nimero de varidveis dividido por dois. Neste caso, m = 2, pois temos

quatro varidveis. Logo,
[ AVadVidVedV- (V-1 VoV Va)
= [(=1)"dV_1dVodVidVa (-1)™ (VaV1 o V1)

= [ dV_1dVedVadV; (VaViVoVo1)

para m € N.
b: Reindexo as quatro varidveis, R : [ «» —l + 1. Obtemos, assim,

[ dVadVidVodV_y (Vo1VoVaVe) R [dV_1dVedVidVa (VaViVoViy) .
Logo, mostramos que a permutagio é equivalente & reindexagao R na re-

ordenacio das varidveis de Grassmann V] situadas verticalmente na rede A.
Portanto,

e A_ B R
LAY = v
(9 (LViVeV. 1)>0 (VaViVoVo1)

na diregdo vertical (veja (6.3)).
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Exemplo 3 - Caso Geral. Vamos considerar uma rede K4x4 comn = 2 em = 2, quatro

varidveis horizontais e quatro verticais. Assim, k,l = —1,0,1,2. Representa-
remos K4x4,
Wil Vo,-1 : ¥ a1 Va1
5 S Hiq @ Hies Hy 4
V_10 Voo ; Vio Vao
H_1p Hoo : Hip Hy
Vi1 Vo, : Via Vo
H_1, Ho1 © Hig Hy;y
V_12 Vo2 : Vi Voo
H_ip Hoo @ Hip Hy

A integral da rede Agxq é dado por

1=
2 -1
= H (dHy1dVi,) H (HiaViep)
kl=—1 k=2
2 2 1 -1
= [ TT 11 @Heavie) | ( TTTT (EeaVio) | %
k=1l=-1 k=2 l=3
e ks
0o 2 -1 -1
/ H H (dHydViy) (HiiVi,y)
k=—11=-1 k=0 [=2

o A
] 2 <HH (HrViy) > <HH(HI€,£V]CJ)>
k=2 1=2 / k=0 1=2 o
_ A+ 2 2 A
= <HH(Hk,th,t)> <§ (H IT HeaV) >
k=2 =2 0 k=1l=-1 0
Portanto,
2 2 = 1 ~1 %
< H H (HMVLL > — <H (Hklvi:,i)>
k=11=—1 k=2 1=2 0
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Nao hd mudanca de sinal pois cada plano Ay e A_ possui um nimero par
de varidveis de Grassmann.

Destes exemplos, segue

TEOREMA 6.7 (Reordenagio). Seja 0 a reflexao definida em (6.19) agindo sobre a
rede A. Para qualquer produto das varidveis de Grassmann, temos

noom A 1 —m+1 &
(o(T1 1T etera]) = (I IT i)
k=1ll=—m+1 k=n l=m 0

0
tal que Cl', = Hyy ou Hyy e Cp = Viy ou Vi CFy e CY, sio varidveis horizontais e
verticais, respectivamente.

A fleza superior = () indica ordenagao crescente (decrescente) nos indices.

DEMONSTRAGAO. Veja os trés ezemplos acima. Estes exemplos sao vdlidos para
qualquer m,n = 1,2, 3, ... para uma rede retangular Ao, xom. [ |

Como conseqiiéncia do Teorema 6.7, notamos, de um modo geral (considerando as
reflexdes das varidveis e de seus indices), que a reflexdo @ satisfaz 6% = I (veja 6.1)
quando age em Ay. Assim,

02 (Ay) = Ay,
(6.31)
R (A=K .

TEOREMA 6.8 (Positividade por Reflexdo da média (6.14)). O produto interno
definido pela reflexdo 8, {(.)0(.)) = (0(.) (.)), tal que {(.)} € R ¢ dado por (6.14) e 0 é
dado por (6.19), é POSITIVO se (8(F))* = (F)** para VF € Uy, ou seja,

(FO(F)" = ()™ BN = [P} 0. (6:32)

DEMONSTRAGAO. Introduziremos a linha ou o plano de Reflezio 6 (veja figura 4).

linha de reflexdo

Ozk=—-k+1

I J
o @
I J

Figura 4: Reflezao 0, no indice k de Hy .

Temos Qi ; comi=1,2,3,...2nej=1,2,3,...,2m. Sedefinok=i-nel=j-m
obtenho nova indezacdo centrada na rede retangular. Entio Q;j; = Qry = — ,;!1 +Agg.

75
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Desta forma, fica mais natural o plano de reflexdo. No caso da rede retangular temos
dois planos de reflexdo, o plano vertical e o horizontal. Veja figura 5.

2m

o+l 4—0— n

1 2 3 2n -m+1

jL_ JL

Figura 5: Nova indezag¢io de Q;; para Q. Planos de reflexdo. O plano corta a
rede A entre os pontos 0 e 1 na diregdo | da figura.

Analisaremos a propriedade da desiqualdade por reflexao com respeito a (...) dada
por (6.14). Seja F = F (prs0) = F (HyH ViVy) com k= 1,2,3,...,n. Entdo

{EoF)y = | lszldquFg(F) 6% kE_!(Gbk,Ak,uﬁt)

i <F9(F)e%(¢’ A¢)>O

com a média (...), dada por (6.13).
Notamos que

> (bw, Aryhr)

kil

= i % {(¢k,l: qukﬂ.z) - (qsk,!’ thbk—l,l)

k=-n+1l=—m+1

+ (Guar Yri) = (82 Yiby,0) } (6.33)

n m Lo e o e
= 2 > {HipHer1g + Hem1gHeg + Vi Vi + Vo1 Vi }
k=—n+1l=—m+1
m

=2 > Y {HuyHig+ ViVeis)
k=—n+1l=-m+1

pois (frsy Xberrs) = HigHivry € (b X'é 1)) = HegHeo10 = —Hi_12Hxy.
Consideraremos as condigées de fronteira:

(1) Ciclica. Assim, Hypp1y = H_ny1, , logo ﬁn,lfin-‘rl,l = Fﬂ.,lg—n—%l,l-
(2) Helicoidal. Assim, Hpy1p = H_ny141, logo HpyHpy1y = HotH_piag41.
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n mo n T w
Para condigdo de fronteira ciclica, teremos >, >, Hi_iuuHei= >, > HiiHpag
k=—n+1l=—m+1 k=—n+1l=—m+1
A soma no indice k serd desmembrada em uma parte positwa e outra negativa:

Y, = i +HEk=0)+> +(k=n),

k=—n+1 k=—n+1
esta é uma divisdo da rede com relacdo a um plano vertical. Nas ligagoes onde passa o
m

plano, k = 0 e k = n, ocorre a quebra das ligagoes b ﬁg,,‘,Hl,l e . T—fn,;H_nH,;.

I=—m-+1 l=—m+1
Definimos
Apt = {HpHeery+ VigVige1)
n m
Agso = E E Agi
k=1 l=—m+1

0 m
Akco = Z Z Ak -

k=—n+1l=—m+1

Usando o reflexdo 0, obtemos

0(Ar) = {0(HigHirr) +0 (ViaViar) )}

= {0 (Hr) 0 (Hrrg) +0 (Vig) 0 (Viega) }

{(Hogp) (=Howr1,n) + (Vo) (=Vowi+n) }
= (B op et + Vi1 Voktr,—t41}

= A—k+1,—i+1 ;

para k =1,2,...,n . Logo,

0(Ak=0) = >, 2 0(Ax)
k§1l=7%n+1
= 3, X Aga-ap
k=1l=-m+1

0 m
= 2, > Agg
k=—n+1l=—m+1
= Ak<0-

Veja a figura 4 e observe com atengao as reflexdes. Observamos que Axso € Ay e
0 (Ars0) € A_. Veja como obtemos a expressio (6.24).

Desta forma, a expressdo (6.33) pode ser desmembrada como em (6.4) da seguinte
forma
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2. Aplicag@o da PRT ao Modelo de Qito Vértices

m 2
(Pr, Arar) = Arso+ Apco+ > D Ci 0Dy,

l=—m+11i=1

m 2
= Ak>0 =+ 7 (971Ak<0) =+ E E Ci,IGD'i,I

l=—m+11i=1

m 2
= Apso+0(Ars0) + > > Cii0D;y

l=—m+11i=1

b=
ol
e

tal que a reflexdo 0 é dada por (6.19)
Os termos de fronteira (veja figura 6) acoplam A, e A_

Cig=Hyy e0Dyy=—-Hoyy = C1,0D1;=Ho,Hy;,
Cz,g = ﬁn,g e GDQ,J = H—n+1,l > Cz’l€D2,l = Fn’gH_n+1,g :

m 2
Os 4m pontos de Y, > C18D;,; referem-se ds ligagées em k = 0 e k = n sec-
l=—m+1i=1
cionadas/quebradas pelo plano de reflexio 0. Devemos observar que C;; e Dy € A

Hpn

Figura 6: C;10,D;,: acoplamento entre Ay e A_. Vista superior da rede A com
condigdo de fronteira toroidal.

Com isto,

1
3 i AL
e A l( ) = k>0 H0(As0)+3000 i CinfDyy

e a média (...), dada por (6.14), pode ser expressa como

e /H d¢3 () eAk>o+9(Ak>0)+E?;_m+1 2 Cii8Dyy ) (634)
J

Usando as novas varidveis de Grassmann @ (6.28), obtemos para a expressio (6.34)

== fHd('oj () eAk>0+9(Ak>0)+Z£—m+1(Hl.te(Hl,l)‘l'ﬂ-nJﬂ(ﬂn,[))
A seguir, faremos uso das propriedades:
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° eﬂk>0+9(ﬂk>u)+zt(Hl,ta(ﬂl,t)+Wn,19('—"'i—n,t)) - eAk>069(Ak>0)82t(Hl,ta(H1,£)+ﬂ1;,£9(ﬂfi,i))

pois estes comutam entre si';
o Usando o fato de as varidveis de Grassmann anticomutarem, temos

2

e(Hl.le(H],l)+ﬁn,l‘9(ﬂn,l))
= aa0(12) ud(Pos) — (1 4 M0 (H1,1)) (1 + Fls6 (Fn)
= 1+ H1y0 (Hay) + Hngd (Fut) + HogH110 (Ha1Hng)
! 7\ i W (A7 2
= X [(HHJ) (H1) ] 0 [('Hu) L ) ]

11,42=0
De forma geral, temos

eZIi_m.m(Hl,:9(7‘f1,t)+ﬂn,t9(ﬁn,z))

COf ) )
l:;:'}n+1

= I [t+Hub (Heg) + Hud (Hui) + oy H100 (M1 Hny)]
l=—m+1

- v [cim.cro(Cmch)]

{'il :iﬂa---:"':fi'm}:o;]

tal que C = (My-ms1)?, C2 = (Haomr) s - Chim = (Hom) ™. A
notagdo {i1, %2, ..., tam} = 0,1 indica i; = 0,1 com j = 1,2,...,4m . Note que
ocorrerd no mdzimo 2 X 2m = 4m termos ordenados. A flexa ' indica a
ordem crescente dos indices e © a ordem decrescente. Este ordenamento € tal
como surge na propria rede definida em A. Mais claramente, teriamos a soma
de termos da forma [C,...C3C5C1| 0 [C1CC5...Cy], com 0 < p < 4dm. Para
qualquer p inteiro, este ordenamento gera sempre termos positivos na somda,
mesmo para varidvets que anticomulam.

Pelo Teorema 6.5 , observamos que a contribui¢do na integral dos termos
com p impar é nula pois

([C1CoC...Cpy (Feron) YA = —([C1CaCs...Cp (Fe>0)])g* (6.35)

Lembramos que 0°Hyy = 0 (=H_p411) = —Hry, pois 0%p = —p. p impar
corresponde 4 circuitos abertos.

e 0 fato de Agso € Ay comutar com os elementos de A, pois todos os termos
de Axso sdo pares nas varidveis de Grassmann.

lCaso ndo comutassem, usariamos a férmula de Trotter.
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Assim, a média de F fica
(FO(F))

- <F9(F)eAk>0+9(Ak>0)+ZF;-m+l(Hl‘lg(Hl,t)'f"ﬁn,la(ﬁn,t))>
0

_ <F9(F)6Ak>oeé?(flk>o) ﬁ (]_ = Hl,le (Hl,l)) (1 + ﬁn,:g (ﬂ-n,.!)):| >

l=—m+1

= . (Fete0g( Fee=o) (Cpim. .CROCE...Clim)), (6.36)

{i1,i2,...,8am }=0,1

= ¥ {(FewoCpn. Of) 0 (CL..ClmFethr)),

{'il :7:2)'“’7.'41n}=0:1

e
Ay
_ iq i1 A i1 ig A
= Z G .10 P 8| Ci.Cjim Fef>o 3
{i1,32,...,54m }=0,1 N, N e’
n. par de termos 0 n. par de termos 0
am
tal que > i é um ndmero par de termos de fronteira. Esta igualdade é vdlida desde
k=1

que F e e comute com os C;’s, ou seja, desde que estas fungdes sejam o soma de
termos pares nas varidveis de Grassmann.

No plano de reflexdo 0, ocorre a quebra das ligagdes e a rede A parte-se em duas
(veja figura 6): Ay e A_. Assim, as integrais dos elementos (FeAk>DC§:2...Cfll) e
0 (C...Ciim Fek>0) ndo possuem termos em comum, e estas podem ser resolvidas
independentemente.

Temos ainda que provar que

(o (Cir-Clzrpem) )
o & :

Notamos que o igualdade (6.37) é verdadeira, de acordo com o Teorema 6.7. Para
reordenarmos o lado esquerdo de (6.37) basta reordenarmos as varidveis H ’s.

Portanto,

= <c§;:...c;; FeAk>o>A+ : (6.37)

0

FOF) = % {(Fereecim.oiyt) 20

{i1,i2,.-.,iam }=0,1

Para F = 1, notamos que (FA(F)) = (1) = 1, conforme (6.15).

TEOREMA 6.9 (Positividade por Reflexdo do Modelo de Oito Vértices). Seja F =

k=—n+1l=—m-+1

(FO(F)) = (F)* 2 0.
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Qito Vértices

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Teorema 6.8, pois a condigdo OF)H =
()™ estd satisfeita. m

A expressao motivadora desta andlise é a desigualdade de Schwarz,
(FO9)I* < (fO£) (aB9) , (6.38)

tal que fege Ay .

A média {.) adotada precisa ser positiva (obtida por reflexado) para que a desigual-
dade de Schwarz seja vélida.

Através da expressao (6.16), calculamos o Pf (Q)) da seguinte forma

PI(Q) = (F) ,

tal que

T m
Fles H H 6—(%,1'(_1(%,1)@) ,
k=—n+1l=—-m+1
e ((.)) é dada por (6.14). F' é o produto de termos com um niimero par nas varidveis
de Grassmann. Observamos que esta fun¢do F' pode ser dividida em duas partes com
relagdo ao plano vertical que divide a rede.

o= ﬁ ﬁ e“(%K“l(mk,z)m)
k=—-n+1l=-m-+1

fi, 1 e |

M

e—(¢k=1{71(3k.£)¢i)

Il

k=1l=—m+1 k=—n+1l=-m-+1
= (Fy) (F2).
Fe=11 TII [(=x) tal que
k=1l=—m-+1

faey) = exp{—2 [wy(ry)HpaHr + Wy (k1) Vi Viea+

ws Vg Hyg + we HeyViey + wrHg Vi + wsH e Vil }

Com esta escolha, temos

g

f
(7 - <aam>

foF 5 M2
<’?T’a (F+>‘> <’?‘_“‘9(F_>‘>

IA
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3. Interpretacao matricial da positividade pela reflexdo 6

Desta forma, o lado A_ e o lado A, da rede estdo “homogeneizados” pela reflexao 6.
Podemos homogeneizar, através da reflexdo 0, toda a rede A na dire¢do horizontal por
sucessivas aplicagoes de (6.38).

Em seguida, aplicamos a propriedade de positividade por reflexdo também na
diregdo vertical da rede retangular,

@, : reflexdo vertical.

0, é obtido de maneira semelhante & . Usamos a estimativa do tabuleiro de xadrez

para obtermos
(o))’

(Pf(Qk hom))% .

IA

PH(Q) = <E[ . (¢m)>
(6.39)

Il
i

i

A prova da equagdo (6.39) envolve essencialmente aplicacdes repetidas da desigual-
dade de Schwarz (veja apéndice B).

3. Interpretacao matricial da positividade pela reflexao ¢

Esta segdo corrobora a secio anterior e nos dd uma visdo ampla da matriz @
relacionada com a fungéo de partigdo do modelo de oito vértices.

A reflexdao 6 no espago de varidveis que anticomutam define um produto interno
positivo. Veremos que esta operagao ¢é equivalente a definir um produto interno sobre
as maftriz de ) no corpo dos nimeros complexos.

Com a escolha de 6 (veja 6.19), notamos

(¢,Q¥) = (#) Q¢ = (69) Q (69)

= ¢'0'Q0¢

= (¢, [0°Q0]¢) ,
tal que

P =-0K;'-IX'-MI"eY'+I'@X+I"RY,
pois
#xe = -Xt 0ty = -Y*
{ #X0 = —X { oYy = -y (6.40)

e

O'K;'0=K;t. (6.41)

Estd implicito que 0 = Onxn = DO4xq quando age em @) e @ = f44 quando age nas
matrizes 4 x 4, tal que @44 é definido por (6.19).
Utilizaremos as propriedades de matrizes em bloco. Seja M dada por
A B ]
)

M=[c D
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tal que A, B, C e D sdo matrizes em bloco. O det (M) pode ser calculado de duas

formas:
det { s o } = det| A ) det (D— CA"lB)
C D ~ - =
€A € Ay
(6.42)
_ _ =]
= det D)det A-BD C) ,
€Ay €A
pois
A B] _[I BD'][A-BD'C 0 I 0
¢ D| |0 I 0 D||DC I|"
Notamos em (6.42) a quebra da rede A nas partes A_ e A,.
Agora, identificamos a matriz M com a matriz ) igualando
A= D=F : matrizes antissimétricas — F = —F";
C=-B : matrizes simétricas — B=PB,
Assim,
F B
o-[ % 7]
Substituindo na equacgéo (6.42), segue
det (@) = det (F)det (F + BF™'B). (6.43)
A forma geral de F ¢é
. ¢ Y i
-Xt Ky, X Y
_ Yt
7o I 3t X
-Xt K X
—Yt -Xt K X
-yt =Xt Ky |
ede B é i} .
¥ b
Yt
Y i
= ¥ e
Y
X o8 |
@ é modificado pela reflexdo f da seguinte forma

6'FO 6'B
t —
QQB—[~89 F ]

0 6 aplicado em A_ (bloco superior esquerdo de Q).
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3. Interpretac¢iao matricial da positividade pela reflexao

A forma geral de F} = §'F0 é

[ ¥, —Xx¢ —Y! i
X K, -Xt _yt
o X B o
b= X K -Xxt
Y X K =Xt
i Y X Ky ]
ede By = 0'B0 é
§ y e
Y
_yt .
B, =
! —yt i
.
R ik

Notamos que F; (B;) é obtida de F' (B) pelas substituigdes X <> —X'eY « Y de
acordo com (6.40) e (6.41). Assim,

a=|f, 2

—-B; F;
Usaremos, nesta secdo, as propriedades de 6:
6t =8¢ =1,

(6.44)
92 = (") = —1I.

Em seguida, definiremos as matrizes

Notamos que F, e B, sdo invariantes pela transformacao @, ou seja,

QtF+9 == F+
e
#*B,8 =B, .
Também observamos que
F7'=0'F70.
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Usando (6.44), concluimos que F.0 = 0F e B0 = 0B,. Assim, Fy e By comutam
com @,

[F+a 9] =0,
(6.45)
[B+, 9] = 0 .
O mesmo resultado é vdlido para 6°.
As definigoes destas novas matrizes é essencial devido & propriedade
det (Q+) = det (@) = det (Q1) -
Pela equagio (6.42), temos
det (Q4) = det (9Q40)
F. B g
_ _ ¢ + +
= anfte (5 2) (7))
B 0F. 0 0'B,
= det [ _B,0 F, ] (6.46)
det (F.) det [(0'F..0) + (0°B,.) F‘ (B49)]
= det (F})det {(0°F,.0) [I + (6*F1'0) (0'By) F~ (B.0)] }
= det (F})det {(0'F,.0) [I + 0*Ff 1B+F YB0] L
Agora, vamos mostrar que 6 e ° comutam com F| 'B,, ou seja,
|65 8s] = [F 8 "By] =0. (6.47)
De acordo com (6.45) e (6.44), temos
E;'By8 = BB,
= 0(0'F7'0) B,
_ 9FIB, (6.48)
= —@F7 B, .

De modo andlogo, Fy'B, 6" = 6'F'B,.
Substituindo (6.48) em (6.46), podemos escrever

det |1+ 6 (F7'By) (Fi'By) 0| = det[I+ (¢°F7'By) (—6'F;'By)]
S ——’

—0tF ' By

det [(I +0*F{'B,) (I - 6*F;'B,)]

det [I + 60 F;'B,] det [I — 6°F;'B,]

= det [+ F;'B.6"] det [I + F; 1B+9] :
(6.49)

Il
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4. Simetrias do modelo

Substituindo (6.49) em (6.46), obtemos
det (Q) = det(Q+)

= det (Fy)det {(0'F,0) [I + F;'B.6"] [T+ F;'B,6]}

= det {[F} +0"By] [Fy +0B]} .

Seja Myimer Uma matriz simétrica e Mansissimer Uma matriz antissimétrica, entao
Msimete = - (ngimet)t e Mantissimetg = (GMantissimet)t' Esta propriedade ¢ vélida
também para 0. Como B, é uma matriz simétrica e comuta com 0, temos 05, =
B0 = —(0B,)", logo #B, é uma matriz antissimétrica.

Da equagao (6.43), notamos

det (Q) = det[(F)(F + BF-'B)|
= det[(F?) (I + F-\BF-'B)]
= det[(F?) (I —iF~'B) (I +iF~'B)]
— det[(F —B)(F +iB)] ,

tal que 1 = /(—1).

Logo, a operagao realizada pela reflexdo @ (veja (6.32)) em A pode ser vista como,
ou, é equivalente & definigdo de um produto interno agindo sobre as matrizes que
compdem () no corpo dos niimeros complexos. Esta equivaléncia é obtida através de

0 —1i;

(6.50)

Ot s i =—1i.

Notamos que 00 = ii = 1 e 62 = (8")* = (4)> = —1, com a equivaléncia (6.50).

A reflexdo # divide a rede A de modo a obter um produto interno positivo. Esta
¢ uma forma equivalente de interpretarmos a reflexdo € agindo sobre os blocos que
compdem a matriz Q).

4. Simetrias do modelo

TEOREMA 6.10 (Simetria). Dois modelos de oito vértices, indexados pela matriz
bloco diagonal K1 e S, estardo na mesma classe de equivaléncia se existir uma matriz
inversivel M tal que

S=M11KM

A=MT1AM .

DEMONSTRAGAO. De (3.26) temos Z = E, (\/det (Q)) talqueQ=—K1+A
¢ dado por (3.24).
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Sejae =0OM e =@M}, entdo
eQe™! = MK IM +M1AM

= ®S+M 1AM .
Como M~YAM possui a mesma forma que A e det (eQe™!) = det (Q), temos
Lg-1=Zg .

5. Cota Superior de Zg,

Notamos que PE(Qk fixo e homogéneo), dado por (6.39), é a fungdo de partigdo seme-
lhante ao modelo XYh numa rede retangular 2n x 2m, veja a expressao (4.16). A tnica
diferenca. estd na substituicio de ws e wy por wy(zx) € wy(zz), para um determinado k
para toda a rede. Estes pesos, por sua vez, dependem de A. Basta, entéo, seguirmos
as mesmas anélises e notagoes feitas na se¢do 1.3.

Definimos

Zo = PE(Q vom) = /det(— K, +A) | (6.51)
com Qg hom = — KL +Ae Kh_olm = diag(K; ", Kl"l, sy KL._E) sendo Kfl = K71 (z).

Usando K~! dado por (6.9), temos que a forma de @ diagonalizada é (veja (4.18))

N
FQF"l:Z[I@I@.--@Qk@...@” , (6.52)
k=1
tal que
Qk hom —
' . ulldbedy? =y
1 o 0 —Ws wy(a) + wpd;™
vz | e (@) — we Wy 0 —Ws ’
We —w;(:c,g) — 'wg)\}n wg 0

I a matriz identidade, F a matriz de Fourier (4.17) e \; = e®~D#?,
Resolvendo este determinante, encontramos
N
det(Qrnom) = [I{a+bA+A1)+ec(A™+A7)+
i=1

vl

d(Am—Q—l+/\7m41)+€(A1n—1+/\—m+1)} ;

com )
_ 5:! 2 12 112
a=—5+w;+ (W) + (wy)" ,
w3
&
b = wowy — —wj ,
wWa
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5. Cota Superior de Zg,

¢ = wywy — —E'wfg ;
wa
d= 'wgwfl — WsWg
e = Wywy — Wrws.
Sendo A = wiwsy + Wawy — WswWg — WrWs, w'3 =ws — VAz; e wy = wy + VAz; temos,

(5), =4 (.',C;) = —w;w; + WsWe + wrwsg

= A (.’E? = 1) — E,g\/Z('w3 — ’LU4) + wiwsy .
No caso particular A = 0, temos § = wjw, e recuperaremos o resultado do apéndice
(C.6).
Substituindo estes resultados em (6.51), obtemos

Zo = [[TT{R @, 65 20)}?
i=1 =1
tal que
R (6, ¢;) = [a + 2bcos b; + 2ccos ¢; + 2d cos (0; + ¢;) + 2ecos(6; — ¢;)] ,  (6.53)

com 0; = Z(2i — 1) e ¢p; = Z(2j — 1).
Usando (6.39), temos

Z, =Pi(Q) = <H fe (¢m)> < H (<1;[ fa (¢y)>) '

Z; < H{zo(Khom(zl))}”N

Portanto,

N 1/N
= H {H H {R(911¢J!$l)} } :

=1 | i=1j=
A equagdo acima é semelhante a expressao (2.3) de Kunz e Zumbach[KZ]|, dada por

In Z ({A, (z)}) < Zan

ou seja,

h<Iliz e, (@))%

sendo d a dimensdo da rede e A, (z) os aCOplamentos no ponto z na diregao .

Neste artigo, as constantes de acoplamento s@o n@o-homogéneas, dependem do
ponto z da rede. Utiliza-se a desigualdade de Dunford e Schwarz e a técnica da matriz
de transferéncia para se obter uma cota superior.

Em nosso caso, os acoplamentos horizontais X e verticais ¥ sdo constantes unitdrias
enquanto que as células do modelo de vértices sdo dependentes do ponto j da rede, ou
seja, sdo nao-homogéneos, refletidos na notacio da matriz K—! = K~1(j) .
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N
Como Z = [ (H dp(z )) Zy tal que dp(z)) = —=e” 3% dz;, temos
=1

TEOREMA 6.11.
o 1/N N
o & ] [HH{R(GT,@, ] dum} . (6.54)
X Li=1 j=1

DEMONSTRAGAO.

=i i=1 j=1

N N nom 1 L
Zs < [ (Hdﬁb(%)>n{ H{R(Qi,@,wz)}i}

N 1/N
= ffooo H |:1_[ H { 82: ¢j7$1)}%:| d,u(x;)

i=1j=

=l

1/N
= /2 [H [T{R (6:, ¢5, %)} } dp()

Para J* = 0, R torna-se uma fungdo independente de x. Assim, a cota superior dada
pela desigualdade acima € o proprio Z e a desigualdade torna-se uma wgualdade. ]

Agora,

1 oo n m 1/N
ﬁlnz&, <In {/_m [HH{R(Bﬂij,w)}%} dp(a:)}

=1 j=1
Temos
1/N
n m 1 n m
lim [Hl I1 {R(gia‘t’j:x)}{l = lim exp {Qlwln [ H {R(Ghﬁb:nx)}}
M=o | j=] n,Mm—oo i=1j=

=exp {3z [ [InR( (0, ¢,2) dddg} .

Analisaremos, em seguida, a funcio R (0;, ¢;,z). Para isto, introduziremos uma
fungéo real

G = % (o + 2ccos(¢))

e uma fungdo complexa
H:=b+de*® +ee™ ™,

como feito em [MR].
Assim,

R(O,¢;) = 2G+He® +He =1 (ezw + 260 %)

= B (- (-0
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6. Aplicagdo ao modelo de Heisenberg

com ,oi = w‘GHiﬂ e

0(z) = G*-HH
- [2-p+g-d-+[E-ba+a)] (o) +

[% - de] (e%¢ + e~ %¢) |

Com isto, eliminamos a dependéncia de 6§ = #(m) em R através da realizagdo do
produto em m,

H (p—e®)=pm+1, (6.56)

=1
tal que "% | 6; = Z (25 — 1), séo as m rafzes de (—1).
Usando (6.56) em (6.55) e 1—[ (=€) =1, encontramos
=1

M RG.0) = (- (- )

= (CH™ {7+ 107" + 1)
= {-EO)"+(H)"+G+Q"+(G-Q"} .

Para J* = 0 temos que Q é da ordem de g/m (¢ fator que independe de m)
enquanto que G contribui com 1+¢'/m?. Desta forma, lim (G + Q)™ — e?. Veremos

(6.57)

na préxima se¢ao como tratar o caso de J* qualquer aplicando este resultado ao modelo
de Heisenberg.

6. Aplicacao ao modelo de Heisenberg

Os oito vértices do modelo de Heisenberg sao:

& h
wy = /m(cosh @ + —sinh gg)
m m
wy = e?7*/™(cosh = at ~7 smh 6C)
ws = wy = e P sinh bR
m
ws = wg = e~P77 ™ cosh @
m
Wy = Wg = g /’”nsnhﬁ
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Qito Vértices

com n = (.J'“L JY), k= (J*+JY) e ( = /1% + h%. m é o indice oriundo da férmula de
Trotter. 15 importante notar que N = nm serd o tamanho, ou nimero total de vértices,
da nova rede obtida. De acordo com (C.5), temos

A = W We + Wiy — WsWe — Wrs
= 2 (1 + Z sinh? gg) sinh (gﬁjz) (6.58)

- L0y
6.1. Modelo XXZ com h = 0. Nesta se¢ao, demonstraremos a
PROPOSICAO 6.12. A fungdo de partigio do modelo XXZ obedece a desigualdade

1
2N

Zxxz < /OO e 21 |iH [f4]] du(z)
. =1
com fy dada por (6.60).

DEMONSTRAGAO. Siga as expressdes até a equagdo (6.65). u

Para o modelo XXZ temos J* = JY e h = 0, assim = (J* — JY) = 0, k = 2J%,

=\/nT+7hg=Oe

wy = wy = ePM =14 pJ +O( )
m?
2 = 28J* 1
wg—'LU4_€ﬁJ/m ﬁj = ﬂ +O(—2>
m m m
s T z 1
ws = wg = e P’ /mcoshzﬁj =1—'6J +O(A—2)
m m m

w7:w3=0.

Usando estes pesos até ordem de 1/m?, encontramos

a=2+ ﬁjz ( ) +0 ( L )
7 2\ 3/2
BT aw(aa? — 1) (f” ) L0 (L)
m m m
20J% BJ* 1
d=—-1- fn, (2$2—1) ( ) (_3)
- _4x2g S M) £+ 0 (_1_>
m m ms
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6. Aplicagao ao modelo de Heisenberg

Utilizando os valores acima, encontramos

4
Q:—ﬁl J¥cosg+ J* (z* — 1)| + O(m™>/?)
m
2 z
G=1+4+4xzcos¢ jade ﬂ (43:2 —1) + O(m™=%?)
m m
e
) % 28J% ;
H = —é* + 4z / prr 267 [42? cos ¢ — €] + O(m™/2)
m m
Usando
: 1
mln[e’® + —=] = mi¢ + ze ¥/m — ‘2“%2 +0 (——)
¢+ ) = =
e
x Y z . 1, 1

mln[1+ﬁ+a+m3/2] mw\/ﬁ—am —|—y+O (\/ﬁ)’

obtemos,
(_H)m = Emln(—H)
omid+dze™i ¢ BIFm 42087 [222(1-e2%)-1]

e

(G diz Q)m’ - 8mln(G‘iQ}
6455 cos ¢:m+2,6(JZ [4:1:2(si11<;b)2—1] :i:2|Jm cos qS-%-J”(xz —1) |) .

Desta forma, a equagéo (6.57) fica

[l RO ¢) = {orsrissevmmmapsparlo-et)i]
—mig+dze’®BIFMA 287 222 (1-e2?) 1] +
4z cos py/BIFm+2( J* [422 (sin §) 1] +2| J® cos ¢-+7* (22 -1) | ) a2

e
[&
e4x cos ¢m+2ﬁ(.f" [4:::2(sin ¢)2— 1]—2!.]"” cos p+J* ($2~1) |) } .

Usando €' = cos ¢ + i sin ¢ na equacgdo acima, obtemos

[1R©:¢5) =€ fu (6.59)

=1
Ccom

fi = 4x cos ¢/ BI*m + 2BJ* [42® (sin ) — 1] ,
fa=2cos(f2) +e¥2 4 72 | (6.60)
tal que
fa = ma; — dasin ¢/ BJ*m + 467z sin (2¢;)

e

gy = 2B[J$cosq5{+ J? ($2 - 1)| ;
Lembremo-nos de que ¢; = X (2i — 1). Para J* = 0, cos (fs) = cos (mZ (21 — 1)) =
pois m = kn + 1.

a2



Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Qito Vértices

Substituindo (6.59) em

1 N

Zxxz < [ [H (ﬁR(&,@))r du(z) (6.61)

=0 a1 Ag=1

segue

i=1

n 2 n
{foo ZW\}'%E% > cos i+ L [4:1:2:—1 Z(sin¢>)2—1] |: L
—_ e i=1 i=1
—o0

L. N
Zxxz £ {fmoo [H (ef1f4)] d,u(m)}
H[m]wdu(x)} (6.62)

1=

1 N
- {ff‘;eﬁi‘ b g du(w)}

1=

em que usamos

%gcosrﬁi =0

¢

{ocs... ,9a 1
EZ(S]nﬁbi) =3
i=1
Como —1 < cos (fz) < 1 para qualquer m, temos
fa2+ e e = (efs + e_f3)2 = [2cosh (f3)]°. (6.63)
Reescrevendo na forma exponencial, obtemos

f4 _ elnf4 2 e2111[2c:<)sh(f3)] ,

com isto,

7 iy 2w
S~ 21n[2 cosh( fs)]‘l W deg [mizeosh(so)l o
ei=1 = e .

{H f4] <
i=1

Substituindo a expressio acima em (6.62), segue

2w N
B?-'J: 222 1|+ 52— [ In[2cosh(f3)] d¢
Zany < {ffoooe [22* 1)+ 52 | < d,u(x)} ) (6.64)

tal que N = nm.
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6. Aplicacao ao modelo de Heisenberg

~ L ~ . .
Usando a expansdo em = 1+ £ + O (=) na equagéo acima e integrando os termos
da expansao em série, encontramos

Zxxz

_ { ~ {1 1 (5 PRt —1)4 & Z’Hn (2.cosh ()] dqs) 10 (;gﬁ)] d;.a(x)}mn

- { [1 +1 (ﬁJz + = [7 (?Tln 2 cosh ( f3)] dqb) dy(a:)) +0 (#)] }mn

nBJF 4R [ (Tln[? cosh(f3)] dq&) du(z)
= e o

~exp {ngse+ 28, (i eosh (5] a5) }
(6.65)

com E, (\) = [7 () du(z) denotando a média gaussiana.
Usando a expressao

wor) =1+ 7 577)

e
In(l+z) <z (paraz > —1)
encontramos
In[2cosh (z)] = In(2)+ 2 n (1+ 52

o0 2-2
< 3'21 In (1 + G )

2:2
(ﬂ(J 1/2)5)

Z (3 1/2)2

IA
M “ﬁ'Mg

2

o]
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Oito Vértices

Assim,

LE, (Zf‘m 2 cosh (fs)] d@)

< 2E, (Zf: F_;]f% d¢) (6.66)

= %]E,u (E{ [J® cos ¢; + J* (2 — l)]2 dq‘))

s ﬁZ‘E’* ([L,i:']2 +2 [J;]2 (1 — 222 +2%) )
= (%) +4(F)7]
Usando (6.66) em (6.65), encontramos

2
Zxxz < eXp {nﬁjz + % [(Jx)2 14 (Jz)z} }

Devemos notar que

/ (a+bz + ca® + da') du(z) = a + c + 3d

—0CQ

* 1
f e du(z) = Wi para a < 1/2.

Para J? =0, f3 independe de z. Assim, de (6.65), para o modelo XX temos

27
Zxx < e% Of In[2 cosh(28]J* cos ¢|)] de .

1D importante notar que a expressio acima € o resultado exato para Zxx.
Prosseguindo de (6.65), temos que resultado principal desta se¢do pode ser resumido
no seguinte

TEOREMA 6.13 (Energia Livre do modelo XXZ - cota superior). A energia livre do
modelo XX7 apresenta a cota superior

: 1
ELiure R i — Br In ZXXZ

< J 4 ﬁIE“ (}Trln [2 cosh (f3)] clgb)
0
com

f3=12B|J" cos¢; + J* (x* -1)| .

Com a anélise acima, obtemos uma cota superior para a fungao de particdo Zxxz.
Devemos tomar muito cuidado com estas expansdes e nao desprezar termos relevantes
que, & primeira vista, podem nos passar desapercebidos. Este cuidado foi adotado para
os termos O (1) de H e @, pois contribuem para a expressio da fungao de partigao.

Para o limite de altas temperaturas, § — 0, temos

In [2 cosh (f3)] = In[2] + @ = 9%2)_4 +0 ((fs)s) -
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6. Aplicacao ao modelo de Heisenberg

Usando esta expansao, a energia livre em altas temperaturas é

1
Epivre (8 — 0) = J*+ 5 (4(J%)" + (J°)*) = F° (80 () +5 () +8 (JzJ”)Q) +(6%)
6.2. Modelo XYZ com campo h. Nesta secio, demonstraremos a

TEOREMA 6.14. A funcdo de particao do modelo XYZh obedece a desigualdade

Zxyzn < exp {nﬁJ" + 5=, (?ln (2 cosh (f3)] dqﬁ) } g

com f3 dada por (6.67).
DEMONSTRAGAO. Siga as expressoes até a equagdo (6.68). [ |

Realizando o mesmo procedimento da se¢io anterior, obtemos
2
Gl _@-«/V
m

com
V=[h+2J° (1 -a%) — (J*+ J¥) cos ] + (J* — J¥)?sin? ¢
e

min (G ) = dscos /BT -+ 20 { * 402 sn )" = 1] £ V7 } +.0 (=)
mln (—H) = mig + dve™**\/BJ*m + 28J7 [22* (1 — e72¥) — 1]

Substituindo estas expressoes, temos

HR(gi,d)j) = eflfd

=1

com
fi = —4x cos g/ BIm + 2877 [4z® (sin ¢)* — 1]
e
fa=2cos(f2) + e2fs 4 g=2fs
tal que
fa = mey; + 4z sin ¢/ BI*m + 48J*x% sin (2¢;)
e

fo = B\J127% (22 = 1) + (J= + J¥) cos s — B2+ (J= — J9)Psin’ ;. (6.67)
Realizando as mesmas aproximagoes e desigualdades da segdo anterior, torna-se,
também aqui, vélida a equagio (6.65)

ZXYZh < exp {?’L,@Jz + %Eﬂ (Th’l [2 cosh (fg)] dqﬁ) } 5 (668)
0

Desta forma, temos uma cota superior para o modelo XY Zh.
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Capitulo 6. Cota Superior para o Modelo de Oito Vértices

Poderemos comparar esta cota superior com o modelo XY\ cuja funcao de partigao

2
Z [ In[2 cosh(d)]de
Zxyp=¢€ 0

com
§(p) = B[h2+(I®)? + (J¥)° 42k (J= — J¥) cos () + 2J°JY cos (2p)]

Para isto, basta tomarmos J* = 0. Assim,

fr(JF=0) = 6\/[(J$+Jy)005¢i—h]2+(ﬁ—Jy)gsmzﬁﬁé

b=

(6.69)

(&I

= B[R+ (J%)° + (J¥)* — 21 (J% + J¥) cos () + 2J°J¥ cos (2¢)]

Notamos que a cota superior para o modelo XY Zh (6.68) é excelente, haja vista
que o resultado do modelo XYh é retomado fazendo J* = 0. O que nos dd maior
garantia de seu rigor e precisao.

Esta retomada ja era esperada antes de tomar o limite, pois a desigualdade (6.54)
torna-se uma igualdade para J* = 0. Mostramos acima que o limite preserva esta
propriedade.

Analisaremos, em seguida, uma cota inferior para esta funcao de partigao.

L






CAPITULO 7
Cota Inferior para o Modelo de Oito Vértices
O objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte

TEOREMA 7.1 (Cota inferior - modelo de oito vértices). Seja Z a fungdo de partigdo
do modelo de oito vértices, uma cota inferior, Z, € dada por:

zZ 2 Z

= exp (% ?ln {(—H)m - (—ﬁ)m +(G+Q)™+ (G - Q)m}1/2 d(p)) .

tal que H é dado por (7.7), G por (7.6) e Q por (7.8).

Aplicaremos, em seguida, o Teorema acima ao modelo de Heisenberg.

Nesta secao, obteremos a cota inferior através da expansido do Pfaffiano da matriz
@, Pf(Q). Logo em seguida, serd realizada a média gaussiana de cada termo da
expansdo. Assim, observa-se a forma geral dos termos de Z e com esta andlise, surge
de forma natural um Z como cota inferior para Z. A validade desta cota inferior pode
ser verificada notando que Z difere de Z somente pela varidvel wy — w% e wsy.

A desigualdade depende da positividade de cada termo na expansao do Pf(Q). Esta
positividade é obtida pelo mapeamento da fungéo de partigdo em uma rede planar de
dfmeros com uma dada orientagao. Para isto, substituiremos cada vértice da rede
retangular por uma célula representando os possiveis oito vértices do modelo dado por
Z. Assim, teremos uma relagio univoca entre os oito vértices e a célula coberta por
dimeros. Esta representacio é devido a Fan e Wu e representada pela figura

A partir desta representagio, a matriz K; (6X6) fica expressa por

0 T 0 wzwe wy |

—us 0 0 0 w8 g

o0 o0 o 1 1T w

2

K;(6X6)= | wous 5 o 5 & g

wa w2

0 mows ] ow 0 0
| —wy w3 —w 0 0 0 |
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Figura 1: Célula de dimeros para oito vértices.

Apds algumas manipulagoes algébricas, soma e subtragao de linhas e colunas, podemos
reduzir a matriz acima & matriz K; (4X4)

0 —ws —’UJ:I(SL‘;) —Ws
oy Wy 0 —we  —wq(m)
By = wy | wylm)  ws 0 —wy
ws 'w;(mt) wy 0

Podemos verificar que, Det(K;(6X6)) =Det(K;(4X4)).
A fungo de partigdo é dada pela média gaussiana

—_— (lliilldﬂ(wz)) z

= w{V]E# (Zy) .
com
Z = +/det(1 - KA)
= /det (K)+/det (Q)
. (7.1)
= | Il | 2F (@),
Jj=1
N
tal que @ = K~! — A é uma matriz antissimétrica Q;x = —Qk; ¢ v/det (K) = %
J=1
com

0; = —wy(z;)wy(z;) + wswe + wrws
& (m? -1) - v/ (ws — wq) + wiws

I

100

INSTITUTO DE FISICA
Servigo de Biblioteca e

Informacéo
Tombo: §ggﬁf




Capitulo 7. Cota Inferior para o Modelo de Qito Vértices

Veja no apéndice C um modo alternativo de obter a fungéo de parti¢do do modelo de
oito vértices.
Utilizando as varidveis de Grassmann, notamos que

3@ = P/ (Q = [ TLaweh
J

Assim, podemos expressar o Pfaffiano como

PI@ = [Tlduet®av
J

= fN 1 + Qﬂ}l’ ‘Ifk] (72)

;,1<k

= fN Z; (hl)lpl Qpl:aszm“'ervamN

sendo p uma partigao dos indices de ) com as seguintes restrigoes

p: { Dom—1 < Pam
Pam—1 < Poamt1

Observando a expressio (7.2), notamos que apenas as entradas QQjx com j < k
serao consideradas. Assim, para um mesmo Kj‘1 somente, no méximo, dois termos
contribuirdo para Pf (Q).

Substituindo (7.2) em (7.1), poderemos expressar Zs, como

Zgy = wiE,(Z)

J

5 ' 1yl
EI-L ([Hl E"}*] IN Zp (’“1) QPl'PzQ?SPd"'QF‘LNﬁIFclN)
J:

2
pEs

=

Pf (Q))

Il

1

(7.3)

Il

= fN Z; (‘Ulpl IE'M (

8 (x
Hl ( J)jl QPIP2QP3'P4 QPJ!N 1P4N)

Considerando a matriz K~' = diag (K7, K5, ..., Ky'), notamos que em Qp,p; Qpapa
. Qpun_1pay SUTgEM no maximo dois w’s (wj(z;) e wi(z;)) no numerador como fungdes
dependentes de z.. Isto pode ser visualizado na forma geral de @) na figura 2. Assim,
J p
para concluirmos sobre a forma final de (7.3) basta considerarmos alguns casos:
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Figura 2: Forma geral da matriz ). Representamos apenas (;; com ¢ < j. K j_l
dado por (3.23).

o 1) Em Qpp,Qpsps-- @pin_1psy 180 hé nenhum w;, elemento de K ! todos os

termos sdo de A. Assim,
N N
IE.“ H wy QPi P2 QP3P4 QP4N 1P4N = QPI'PZ Qp-'lpf-l 1 "thﬁN—lptiNIE# 1_4[1 ﬁ
J:

N
= (wQ) QmﬁszPd'”Qmm’—lmJ\r
pois
N N i
N
=1 j=1

Usamos o resultado IE“ (6;) = wywy sob a média gaussiana .
* 2) Em Qpipo@popa- Qpan_1pav hd exatamente um wy(z;), elemento de K;'.

N
Assim, E, ([H w]] @p1p2 @pspa-+ Cpan - 1P4N) ¢ da forma

X

I 5€3?’] (Tk)wi)) = (w)" T Ey (i ()
- (7.4)

. (wz)N-—l w;

pois
E,u, (’wz (.ﬁ’)k)) =W ,
para i = 3,4,...,8. Depois de realizada a média gaussiana, a dependéncia em

2 é eliminada.
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Capitulo 7. Cota Inferior para o Modelo de Oito Vértices

o 3) Em Qp1pyQpaps--@pan_pan 1 dois w;(z;), elementos de K.

a) Dois w;'s de K ! distintos.

N
; 8 .
Assim, |, ([H ?ﬂf} Qmm@pam---Qqumw) ¢ da forma

i=1

N
&z w w
E. ({Hl (wl):| (6@1)“’1‘) (5(3:;,)%’1"))
Jl:

(wo)" 2By (w; (zx) w (z1))

= (w)V P, (wi (zx)) By (wr (z4))

_ N-2
= (ws) Wiy
para i, = 3,4, ..., 8.

b) Dois w;’s do mesmo K ! 6 que no maximo pode ocorrer.

N
: 8; "
Assim, [H ﬁjl D @papisDegreipar © dadorma

j=1

N s 8(z;)
; w w _ i w
1% | (jeyw) (2ywe) = | I1 %2 (saywes)

Jj=1 j=1i#k

o(
Tk
mutacdes na definigio do Pfaffiano, resulta

A soma das contribuicoes [ <2l-w;wy ), levando em conta o sinal das per-
G ) ) P

wh
(5($k)
antes de passar pela média gaussiana.
Sob a média gaussiana, temos como contribuigao para este caso

(—wiwy + wsws + wWrws) = Wy ,

)N—l

(‘U)g wy .

A anélise dos demais casos pode ser induzida ou inferida a partir destes 3 casos, pois

N
a média gaussiana I, (.) = [ (.) dp(z;) é independente termo a termo com relagao a

xz; e portanto fatordvel. Assim, para o caso de haver, para cada 7, dois w;’s do mesmo
=}
“Kj em QplmQPspa"'QmNAPw’ temos

ad §j 2 (Sj 7
EP‘ H w1 QP)PZQP3P4"‘QP4Nw1P4N = l | E,LL ([E] QQ) o
j=1 J

Jj=1
Devemos notar ainda que todos os termos da somatéria do Pfaffiano possuem o

mesmo sinal.
N

Notamos que as dependéncias de z; em [, ([H %;—} Qmepm...pr_wm), a

j=1
partir destas consideragoes, desaparecem.
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Com os resultados obtidos nas expansoes acima (caso 1, 2 e 3), sugerimos uma outra
funcéo de partigdo Z com os mesmos resultados apenas diferindo quanto a S—i que é
substituido por i—’l Isto pode ser verificado expandindo esta nova func¢éo de parti¢éo
e comparando com a anterior termo a termo. Assim, observando a forma da expressio
(7.3), surge de maneira natural a fungio de partigio Z que limita inferiormente a

funcdo Zg,. Tal fungdo é dada por

4 = (wl)N{

N
1;[1 Pf(B—A)}

.
wi

(7.5)
= \N
- (5_) Pf(B - A)
sendo B = diag (by, ba, ..., bn),

b = B (201,

0 Wy —wWg Wg

. w — Wy 0 Ws —W4
6 w3 —Ws 0 Ws
—Weg Wy —wWs 0
com 0; = —w3wy + WswWe + Wrws = wiwy — A .

E importante saber o sinal de f—; em fungdo de J* para compararmos com ws. Para
2 5; .
J* = 0, temos w—3]=wz—w% < wy e assim
,Z.. < ZSv .
Se a condigao de fermions livres for satisfeita, A = 0, teremos a igualdade Z (A = 0) =
Z (A =0). Note que A =0se J*=0.

Na funcao de particao Z, todos os termos sao idénticos aos termos de Zg,, exceto
quanto a we. Assim, para obtermos Z a partir de Zg, basta substituirmos ws por

(wg — wA) Verifique, por exemplo, que no caso 2 referente a Z terfamos

1
N - -\ N-1
5(x; w
E”( I1 g”;)] (;’“"(mwf)) = (L) w;

J=1
compare com a equagao (7.4).
A funcio de partigdo Z possui os oito vértices wy, (wg — w%), ws, ..., wg, que satisfaz

A
w (’U)g — — | +w3wy — WsWg — WrWg = 0
wy
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Capitulo 7. Cota Inferior para o Modelo de Oito Vértices

pois A = wjwy +wawy — wswg —wrws. Desta forma, em Z temos obedecida a condigéo

de fermions livres para os seus vértices, e isto ocorreu gragas & uma absor¢do em ws
i

da parte esptria .-.

A solucéo de Z segue da mesma forma que em (6.51), veja pdgina 87.

PH(B—A) = +/det[F (B —A)F ]

[SE

0 ywr  —yws — A7 YWwe
E ﬁ det —y 0 YWs —Yw4 — )\J_m
=1 Yws+ A —YWs 0 Yws
—yws  Yws + AT —Yws 0

com y =%, \; = e D¥ ¢ F a matriz que diagonaliza A.
Resolvendo o determinante acima, encontramos

N
N
Pf(B—A) = (r) [T{a+o(A+A") +ec(Xm+A"™)
j=1
4d (L £ M) e (AL 4 A2

com
<2
0 2 2 2
a=—5 +wj + (ws)” + (wa)
wy
B
b= —ws — wiwy
Wy
)
C= —Wy —W1W3
wq
d= wWaWyg — WsWe
e = W3y — Wrws
e
5; A
—— =wy— — .
wh wq

Substituindo Pf (B — A) em (7.5), obtemos

Z= H [T {wir®; 5, i‘t)}%

i=1 j=1

tal que
R (6;,¢;) = % [a 4 2bcos 8; + 2c cos ¢; + 2d cos (8; + ¢;) + 2ecos (6; — ¢;)]
1

com b; = Z(2i—1) e ¢; = 5(27 — 1).
Usando as mesmas técnicas e definicoes da pdgina (90) temos
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1. Modelo de Heisenberg-Cota Inferior

f{l WiR (B, 8;) = {(~H)"+ (-E)"+ G+ + (G- Q™)

tal que
i % (@ 2ecos(B)) | (7.6)
H:=b+de +ee e (.7)
QP (2)=G*-HH . (7.8)
Assim,

1/2

g = f‘[ {(—)"+ (-H)" +(G+Q)™ + (G- ™}
= o ” (7.9)
= exp (%Ofln{(—H)er (-H)"+G+Q"+(G-Q)"} d(p)) ;

Basta agora substituirmos os pesos dos w’s correspondentes ao modelo de Heisen-
berg.
1. Modelo de Heisenberg-Cota Inferior

Utilizando os pesos do modelo de Heisenberg XY Z com campo h (veja secdo 6)
temos

Bt
m
com
V = [h+2J7 — (J° + J¥) cos ¢s)* + (J® — J¥)?sin® ¢;
e
mln (G + Q) :26{—Jzﬁ\/V} +0 (i>
\/ﬁ
min (—H) = mi — 28J* + O (i)
m

Usando a mesma notagao da secao 6, temos

[[wir6:,¢;) = " fa

=1

com
fi = 267"
fa =me;
fo = By [=27% + (J= + J¥) cos g — B + (J= — J9)?sin? ¢,
e

fa=2cos (f2) + X2 472
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Capitulo 7. Cota Inferior para o Modelo de Oito Vértices

Substituindo as expressoes acima, encontramos a cota inferior para o modelo XY Zh

Zxygn = €xp {nﬁJ“—l— . Tln (2 cosh (f3)] dqb} ; (7.10)
0

Esta expressao para a cota inferior é a igual & cota superior(veja 6.68) tomando x = 0.
A caracterizagio da cota depende da relagao

< z z\ 2
(ii) Jige A (ﬁi) +0 (—13-) .
w ™m m m

Assim, notamos que Z yy ;, é uma perturbagéo em torno de J* de Zxyy,. Para J* > 0,
Z v, € uma cota inferior e para J* < 0, Z assa a ser uma cota superior.
XY Zh y £XYZR P

OBSERVAGAO. e 1. Para que (%I) Jws seja menor que 1, temos que J*
necessariamente deve ser positivo.

o 2. Se J* for negativo, Z xy z;, passa a ser uma cota superior mostrando-se mais

simples que a equagdo (6.68) que depende da média gaussiana. No entanto, a

cota superior (6.68) mostra-se melhor, além de ndo depender do sinal de J*.
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CAPITULO 8

Andlise das Cotas - Modelo de Heisenberg

Observaremos na analise desenvolvida neste capitulo que a cota inferior apresenta o
mesmo comportamento do modelo XY h diferindo apenas por uma translagio de valor
J# no ponto critico da susceptibilidade magnética. Adotamos a tética de analisar a cota
superior com a interagio J? préximo a zero, ou seja, como uma perturbagao do modelo
XYh. Os dois limites igualam-se ao valor exato da fungao de parti¢do sob a condigao
de fermions livres, A = 0, obtida quando J* = 0. E justamente esta propriedade que
permite comparar os expoentes criticos com os dos modelos exatamente soliveis e es-
tabelecer classes de universalidade. Seremos capazes de analisar as possiveis alteragoes
nos pontos criticos do modelo a partir dos limites obtidos para sua fungao de partigao.

Nossas estimativas preliminares ainda ndo sdo suficientes para determinar expoentes
criticos com precisdo. Os célculos realizados no modelo de Heisenberg XY Zh incluem
a energia livre e derivadas até segunda ordem com respeito ao campo magnético. Uma
comparacio destes resultados com os valores criticos exatos ainda nao é possivel devido
a falta de controle das superficies criticas.

1. Analise das Cotas

Nesta sec@io analisaremos as cotas inferior e superior obtidas nos capitulos anterio-
res. Veja as expressoes (7.10) e (6.68).
A funcio de particio do modelo de Heisenberg Zxy zn obedece as desigualdades

Zyyan < Zxvan < Zxyan (8.1)

tal que a cota inferior é

Lxyan = €Xp {n,BJZ + %jiln [2cosh (ﬁ\/g(qb,w—zo))] dqé}

e a cota superior
Zxygzn = €xp {nﬁjz + 2E, (f In [2 cosh (ﬁ\/g (cﬁ,m))] dgb)} ,

com a média gaussiana

z2

B ()= [ ()5t

s(¢,z) = [2J% (2® — 1) — (J® 4 J¥)cos ¢ — h]2 + (J® — J¥)*sin% ¢ . (8.2)
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1. Andlise das Cotas

A cota inferior é valida somente para J* > 0. Quando J* < 0, Zyy, torna-se uma
outra. cota superior. Para J? = (, as duas cotas coligem na expressao exata Zxyj do
modelo XY com campo transverso. Desta forma, quanto mais préximo J# estiver de
zero mais proximo entre si estardo as cotas Z yy gz, © Zxyzn, inclusive seus pontos de
transicao de fase e seus respectivos expoentes criticos.

Segundo a hipétese da independéncia dos expoentes criticos com relagdo as in-
teragbes J*, J*, JY do Hamiltoniano, e pelo processo limite descrito acima de per-
turbacao de J*, tanto a cota inferior quanto a cota superior apresentam os mesmos
expoentes criticos.

A energia livre pelo niimero de sitios n é definida por

1
="

Pela definigio acima, usando a desigualdade (8.1), temos

Inz . (8.3)

1 s 1
——InZxyzn < f < _%IHZXYZh .

Bn
Note que a cota inferior da energia livre é obtida através da cota superior de Zxyz, e

vice-versa.
Segue abaixo o gréifico das duas cotas da energia livre.

R Kk kK e ke ke ok ok ok e ek k
=175 L3

&

=Y

=18.5
—+— f de Z_Sup

=19

c-x--- f de Z2_Inf
-19.5

Figura 1: Energia livre f (83) - cotas. Caso em que J* =5, J* =8, J¥=Teh=1.

A entropia S, a capacidade térmica C, a magnetizacio M e a susceptibilidade
magnética y sdo grandezas derivadas a partir de f e sdo dadas por
_ _9f . _ mas
S=-5 , C=T%
(8.4)

_ _of . _ M
M=-3 ;5 X=% -

f é expressa em fungio de 3 e nao diretamente em funcdo de 7' Assim, temos que
fazer as transformagoes. Como



Capitulo 8. Andlise das Cotas - Modelo de Heisenberg

temos 5 5
— = —kf*—.
oT ap
Utilizando as definicdes acima e as cotas de Z, a capacidade térmica C obtida da
cota superior resulta na expressao

T

G = Z—f:lﬁlp f (sech [ﬁ\/g(gb,x)])Qq(qﬁ,x) d¢p

T
tal que ¢ (¢,2) é dado por (8.2). Para obtermos C' da cota inferior, basta tomarmos
x = 0 na expressio de ¢ (¢, x).
Como era esperado, veja o grafico na figura 2, a capacidade térmica para este
modelo quéntico unidimensional nio apresenta transi¢io de fase. J4 no modelo de
Ising bidimensional cléssico, esta transi¢ao ocorre.

Figura 2: Cotas superior e inferior - capacidade térmica C (f) /K. Caso em que
J?=5J*=8, J¥=Teh=1

2. Estado fundamental

Para modelos quénticos unidimensionais, a transicio de fase ocorre apenas em
T = 0. Basta, entdo, analisarmos a expressio da energia do estado fundamental pelo
nimero de sitios da rede. O estado fundamental, €y, é obtido pelo processo limite
3 — oo na expressao da energia livre.

g0 = limg oo f,
= —J°—LE, (f E(¢,x) dcb) (8.5)
= —r -k [E.(B(@) db

=
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2. Estado fundamental

f é energia livre (8.3) e

E($z) = Vs(¢z)

= ()P + (Jo = v 42 (J= + 9) cos b+ AT cos?

tal que
W(z)=h-2J(z*-1) ,
pois os resultados em funcdo de h estardo sempre deslocados pelo fator 2J% (z% — 1).
Notemos que a ordem de integragao foi alterada na expressdo (8.5).
Utilizaremos a mesma andlise feita na segao 1.4.
O “gap” da energia fundamental ocorrerd em ¢ e este serd obtido pela expressao

0
8_¢E“ (E(¢,2))

an o {7+ 8 (L) s e, ()} o,

2.1. Cota Inferior. Para a cota inferior E (¢ = ¢,z =0) = E(¢ = ¢o) e h' (z =0) =
h+2J%. Assim, (8.6) implica em
sin (¢o)
E
Observando a segao 1.4, notamos que a tnica diferenga na anélise reside no fato de h
estar deslocado por um fator. Tendo considerado isto, temos

=0 — (8.6)

d=¢o

{W(J* + J¥) +4J%JY cos (¢o)} = 0 . (8.7)

I T
O= g "
e
hby == 0w/ Je (8.8)
Também expressamos &g em fungio de E (¢o),
E (¢0)” B (¢o)
E — =——2(1-2In|———= 8.9
eo (B (d0)) —e0(0) = — = {1-2In oy (8.9)
tal que
1/2
B = [(h’)2 (I = JU) 20 (J% + JY) cos gy + 4J7JY cos? ¢O} ,(8.10)

vo = [4J5JY — B (J® + J¥) cos o — 8J%JV cos® ¢o] *
e ¢, um angulo de corte. Sendo
E(¢)" = E(¢0)* +v3 (¢ — ¢o)* + O (¢") , (8.11)

Notamos que a singularidade da energia fundamental é logaritmica para a cota
inferior.
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Capitulo 8. Andlise das Cotas - Modelo de Heisenberg

2.2. Magnetizacao e Susceptibilidade. A magnetizacio e a susceptibilidade
estdo relacionadas com a derivada de (8.9) com relagdo a h. Assim, apresentamos as
derivadas

a&'o _ 1 ’ T Y E ((Ibﬂ)
a—h — _TFUO [h + (J +J )COS (,150] In [m:l (812)
e
e 1 E (¢o) 1 (K + (J® 4 J¥) cos ¢p)*
8hZ Ty ! [Q’Uofﬁc] T E (¢o)* . &1

Para chegarmos & susceptibilidade, primeiro precisamos da expressao para a magne-
tizagio. A expressdo para magnetizagdo em T = 0, utilizando a cota superior Zxyzn,
¢ dada por

My(h) = —k% {Fw (_f E{ée) d¢>}
(8.14)

™

= —5E (f 2 {E($,2)} d¢>

sendo Mo (k) = M (T = 0, h). Para obtermos a magnetizacio através da cota inferior
basta tomarmos z = ( na expressao acima.
Partindo o intervalo de integracao entre [0, 7] em trés partes

™ po—cbe  Gotde T
fE(qb,a:) e / + f + ] E(4,3) dé
0 0 do—pe  Fotie
hotde
cercamos o intervalo que contem ¢,. Neste intervalo, [, temos a maior contribuigao
bo—ibe

para a susceptibilidade devido a localizagao da singularidade em ¢, e hy. Para a
magnetizagio, a contribui¢io deste intervalo,

1, E
-E, (ES [ + (J* + JY) cos o] In [21)(::;33]> ;

tende a zero quando |¢, — ¢c| — 0.
Veja na figura (3) o gréfico dos dois limites para magnetizagio em 7" = 0.
A expressdo para a susceptibilidade magnética(veja (8.4)) em T' = 0 é dada por

% 2
X, T=0)= 35, | [ 2 1B@)} do

— T
Veja na figura 4 o grafico da susceptibilidade magnética em T" = 0. A transicao de
fase s6 ocorre quando fazemos a temperatura T tender a zero ou 3 para infinito. O
ponto de niio analiticidade de x é dado pela expressao (8.8). A susceptibilidade fica
centrada em —2J%. Notamos que ocorre uma translagio de um limite com relagao a
outro. Os pontos de transicio da susceptibilidade calculada a partir da cota superior
estdo a valores maiores de h quando comparado com a susceptibilidade da cota inferior.
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2. Bstado fundamental

80

Figura 3: Magnetizacio em fun¢ao do campo h. Os pontos em estrela foram obtidos
através da cota inferior Z xy zp.

20

Figura 4: Susceptibilidade magnética em fungio do campo h. Caso em que J? =5,
J* =8, J¥ = 7. Nesta integragdo numérica foi utilizado o método de
Monte Carlo. Os pontos em estrela referem-se & susceptibilidade calculada
a partir de Zxy zh-

Observamos pela expressao (8.14) e pela figura 3 que a magnetizacio nao apresenta

divergéncia. Isto ocorre gragas ao limite
lim [A + (J® + JY) cos ¢o) In [E ()] = 0
E(qbo)—ﬂ

que representa a contribuigdo da integral préximo a ¢o. Quando F (¢o) — 0, a — 1
na expresdo (8.10). Usando lim, ,0z® = 1 e E(¢o) ~ [0 + (J®+ J¥)cos¢p] ~ 0
obtemos o resultado acima. Vemos que este cancelamento ndo ocorre com a suscep-
tibilidade magnética devido a forma da expressdao (8.13) para a segunda derivada de
go(h). O segundo termo do lado direito da igualdade de (8.13) tende a um para
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Apéndice . Andlise das Cotas - Modelo de Heisenberg

E (¢o) ~ [h + (J® + JY) cos ] ~ 0 restando somente o primeiro termo que diverge
logaritmicamente quando E (¢o) — 0. Assim, notamos, através da expresséo (8.13),
que a susceptibilidade apresenta um divergéncia logaritmica.

3. Estado Fundamental - J* préximo a zero

O modelo XY Zh (modelo de Heisenberg) pode ser analisado como uma perturbagao
do modelo XY'h para J* préximo a zero.

O estado fundamental do modelo de XY Zh ¢é dado pela expressdo (8.5). Esta
expressao pode ser reescrita na forma,

™

g0 = —J =5 [E,(P(¢,2)) dp, (8.15)

b

tal que

z?— 4 JY) cos 2
P(pz) = R z)+ AET NI+ eosdthl” 1\

(R(¢,z))'/?

2(z2—1)2[(J‘° —J¥)?sin? qS]
(R(¢,2))*?

(J)* + 0[P’

R(¢,z) = [(J®+J¥)cos¢+h)> + (J* — J¥)*sin? ¢ .

Para andlise do estado fundamental realizado com a cota inferior, basta tomarmos
x = 0 na expressao (8.15). Para anélise do estado fundamental realizado com a cota
superior, notamos que o termo de ordem J* d& uma contribuigao nula.

A ordem zero em J? na expansdo (8.15) possui os mesmos expoentes criticos do
modelo XYh. Devemos analisar se os termos de contribui¢gdo de primeira e segunda
ordem em J? alteram os expoentes criticos do modelo XY Zh e qual esta alteragao.
Este tema serd assunto de investigacdo futura.
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APENDICE A

Variaveis de Grassmann

Nesta se¢do, seguiremos quase integralmente o inicio do capitulo 2 de Itzykson e
Drouffe[ID]. Apresentaremos apenas as expressoes utilizadas na tese.

Considere um conjunto com N simbolos 7; combinado linearmente com coeficientes
fi € C . n; satisfaz a regra (associativa) de multiplicacao

nn; +nm =0,
isto é, eles anticomutam, o que implica particularmente em n? = 0. Mais geralmente,
(2 finf) = 0.
A 4lgebra de Grassmann gerado por estes simbolos possui a forma mais geral dada
por

fn) = P+ fm+ 2 [+ Ekfij’“nmjm + ...

i<j i<j<

Z % Z fik"'ik'f?n??iz---'f?ék -

0<k<N
Estendemos os coeficientes a um tensor antissimétrico com k indices, cada um variando
deladN.

Na defini¢gdo de uma algebra devemos ter um produto associativo

fmalm = PP+ (% + )

+3 25 (f99° + fig? — fig' + fO99) mims + ..
43

Em geral, fg nfo é igual a +¢gf. Contudo, uma subalgebra contendo termos com
ntmero par das varidveis n comuta com qualquer f.

Seja @ uma matriz antissimétrica, Q;; + @;; = 0, de tamanho 2n. O Pfaffiano de
@ é dado por

PI(Q) = [dnn...dnexp {%Zin,j??j}
)
= [dngn...dm TT (1 + Qim:m;)
i<j

= 2%,”_['E(—1)UQ01;0'2“‘Q52n—1:‘72n'
a

A soma Y ocorre sobre todas as permutagoes dos indices 1,2, ..., 2n.
a
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APENDICE B

Exemplo-Positividade por Reflexao

O objetivo deste apéndice é demonstrar a desigualdade do tabuleiro de xadrez e
apresentar uma aplicagio simples da positividade por reflexao.

Inicialmente introduziremos um exemplo baseado nas notas de aula do Prof. Dr.
Walter F. Wreszinski do Instituto de Fisica da USP. Este exemplo é ttil para exibir
as principais idéias para uma posterior prova geral da desigualdade do tabuleiro de
xadrez.

Seja m o plano que divide a rede A ao meio na partes Ay e A_. Seja A a familia de
todas as fungoes limitadas das varidveis ;. Definimos

Ar= @ A;,
JEAL
€
A=A+®Aﬁ.

Usaremos a notagao:
I
(N=Tr() =5y ¥ i
{o:}£1
Consideraremos F' € A,, conseqiientemente 0F € A_ . Assim,

(OFF), = Tr_(F)Tr.(F)

(B.1)
= (Try(F))*20
Se
N
~H=A+0A+) _ C#C,
=1
entao
(0FF) = (0FFe H)
> CioC;
= <Fe"9 (Fet) e > (B.2)
0

= 3 L(FeACro (FeACr)), 2 0.

1,n=0
Consideremos um sistema contendo quatro spins (veja figura) cuja interacao seja
dada por
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Figura 1: w1 e mg :planos de reflexdo em uma cadeia de spins com fronteira ciclica.

—H = (0102 + 0903 + 0304 + 0401) .
Sejam f1, ..., f1 fungbes a valores reais em =+1.
fi:(£1) = R.

Seja F e G € A, entao estes elementos podem ser escritos como F' = F, ® Fj, =
(F, )+ (1®F)eG=G,®Gy,com F,e A, , e A_ , G, e A, e G, e A_
. Como (0F,F,) = (F,0F,) > 0, isto define um produto escalar positivo e portanto,
para dois elementos quaisquer F' e G de A, vale a desigualdade de Schwarz

[(FOG)|* < (FOF) (GOG) . (B.3)

OBSERVAGAO. {FOG) = ([(F, + Gy + F,Gy) ® 1] 8 [(Fy + Go + F,G,) ® 1)) . Desta
forma, notamos que os elementos (F, + Gy + F,Gp) e (Fy + G, + F,G,) pertencem a
A, e portanto vale (B.1) e (B.2), consegiientemente vale o desigualdade de Schwarz
para quaisquer elementos F e G de A.

4

Inicialmente, identificaremos FOG = H fi(o:) .

i=1
Na primeira etapa, escolhemos as fungtes F', G e o plano de reflexao my:

F(01,02) = fi(01) fa(02) — 0, F = f1(04) f2(03),
G (01,02) = f3(02) fa(01) — Ox,G = f3(03) f1(04),

Or,01 =04 ; Or,02 =03 .

Assim, refletindo em 7; e usando a desigualdade de Schwarz (B.3) para esta reflexdo,
temos
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e

4 & 3
<_H fi (oi)> = <f1 (01) fa (02) 3 (03) fa (o4>‘>

A I (B.4)
< <f1(01)f2(02)f1(0’4)f2(03)> X

G 0r G 2

<f3 (Uz)J}4 (01) fa (Us)Afd (04§>

Aplicando a positividade novamente em relagio a mo, temos a reflexao

Fy(09,03) = fa (02) fa(os) — O, F1 = fo (01) f2 (04) )
G1 (02, 03) = f1(02) f (03) — 0:,G1 = fi1(0o1) f1(o4),

Or,01 = 09 ; Op03 = 04 .

Assim, usando novamente (B.3), segue do primeiro termo do lado direito da desigual-
dade de (B.4)

On, F

<,f_1 (Jl) fa (0_2)"1 (O’4)Af2 (Jgi> =

01\'2 Gl

72 (02) fo (03) fa (0”1)Af1 (04)>

5

Fy 6"2{?l
's s NG O (B5)
< 2 (02) f2 (03) fa (01) fo (04)> X
el 9,,—3\6'1 ‘%

<}H (02)Af1 (035?1 (Ul) fi (045>

IA

Do segundo termo do lado direito da desigualdade de (B.4) usamos

Fy (09,03) = f3(02) f3(03) — OnyFo = f3(01) f3(04),
Gz (09,03) = fa(02) fa(o3) — 0r,Ga = fa(01) fa(04),

Ory,01 =092 ; Op,03 = 04 .
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para obtermos a expressao
el 0r, G

¢ i3 F2 Y
<Tf3 (02) fa (0153‘3 (03) f4 (04)‘> = <, 3 (0'2) f3(o3) }4 (5‘1) Ja (045>

1
6-,-‘-2 Fa 2
A

Fy
<f3 (09) fa (03) fa (1) fa (04)> x  (B6)

IA

B

9#2 GZ

G2
<}‘4 (02) fa (93) Fa(o1) fa (04)‘>

Substituindo (B.5) e (B.6) em (B.4), obtemos finalmente

4
<Hfi (Uz‘)> = (f1(01) fa(02) f3(o3) fa(04))
i=1 ”

1 (/i (1) £i (02) fi (03) fi (00))

i=1

= H< fi(C’j)> -

i=1 =

N

IA

A partir deste exemplo, segue a

PROPOSIGAO B.1 (Estimativa do tabuleiro de xadrez).

1

Tl
(Tt < T (T o)
ach aeh \BeA

DEMONSTRAGAO. Fazendo G =1 em (B.3), obtemos (veja [Nu])

(F)* < (FO.F) . (B.7)

Podemos repetir este procedimento n vezes em uma linha da rede para obtermos
(F)[* < AF On,F (O, F (-0, F) ) -
Denotando |A| o tamanho do sistema, temos equagdio anterior que
(local F) < (refletido F)l%f ) (B.8)

tal que “9ocal F” denota uma fungdo local F e “refletido F” denota uma fungio F'
gerada por consecutivas reflexdes de F em diferentes planos, até a completa cobertura
da rede. Temos

ZT& etido
(refletido F) = %{i

tal que Zyefietido F € a soma de todos os pesos de Boltzmann correspondendo a confi-
guragio refletido F que gera toda a rede, e Z é a fungdo de parti¢do original.
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Em sequida, estenderemos a desigualdade acima. Suponha que F; denota certa
configuracdo local com relagdo ao ponto x;. Pela desigualdade de Schwarz (B.3) temos

(AR = (Fi6,Fy)
(B.9)

IA

(F10.F1) (Fo0, Fy)

tal que F = 0.F. Agora, aplicaremos a equagio (B.7) ao lado direito de (B.9) para
obter
(FLFy)? < (refletido FY)W (refletido Fy)™ (B.10)
que pode ser verificada pela insercao de (B.8).
Para a média de trés fungoes locais notamos que

(AFRE)Y = ((FF)60,F3) x {(F1F;) 0, F2) %

((FoF3) 0 F1)

isto ¢, wm produto de termos da forma (F0,G). Podemos aplicar o desigualdade de
Schwarz, como foi feito em (B.9), e utilizar (B.8) para obter a extensdio da equagao
(B.10).

Finalmente, por indugdo, obtemos para a média de l fungdes locais

! !
<H Fi> < H (refletido R)ﬁ . (B.11)
i=1 i=1
|

Através da equacdo (B.11), funcdes locais (lado esquerdo da equagio) podem ser
eficientemente limitadas por fungdes globais (lado direito da equag@o).
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APENDICE C
Interagao Quartica

Mostraremos, neste apéndice, um outro método de obtencio da expressio (3.26) da
fungdo de particao do modelo de oito vértices.

1. Introdugao

Como objetivo inicial, procuramos calcular a funcio geratriz da cobertura de uma
rede retangular bi-dimensional por 8 vértices distintos de pesos arbitrdrios, sendo entao
uma busca por resultados mais gerais que o desenvolvido em [MR], o qual estava res-
trito as condices de fermions livres. Este problema é reescrito em fungio do célculo
da funcdo de particio com o auxilio dos operadores de fermions. Nesta reformulagao
surge, de maneira natural, interagdes quérticas entre os fermions, ficando, desta forma,
associada & arbitrariedade da escolha dos oito vértices que, por sua vez, estd asso-
ciada & solucio geral do modelo de Heisenberg quantico. Cabe ressaltar também a
associagdo, quase que direta, entre interagdes quirticas de fermions e o modelo de
Hubbard. Notamos, com isto, que estes problemas est@o intrinsicamente associados e
resultados obtidos em um deles beneficiard, de modo direto, na solucao e compreensao
dos outros.

Assim, neste capftulo, estudamos as interagdes quérticas e analisamos estas in-
teracoes expressando-as, com o auxilio de uma integral gaussiana, como duas interagoes
duplas (veja C.7), perdendo, com isto, a homogeneidade das interagoes na rede. Em
virtude desta transformacio, obteremos, no resultado final, um problema de matrizes
aleatérias, jé que o cdlculo da fungiio de parti¢do com suas devidas interagdes na rede
retangular esta associado ao Pfaffiano de uma matriz, ou seja, a raiz quadrada de uma
matriz, neste caso, aleatéria. Agora, cabe pesquisar e desenvolver resultados de modo
a obter alguma saida para este problema.

Seguiremos as notacdes e convengdes descritas no capitulo 4 do livro Order-Disorder
Phenomena[GH] e também os artigos de Hurst[Hu] e Fan e Wu[FW2], para obtermos
a funcio de particio Z, como média sobre o vécuo, definida numa rede retangular
bidimensional.

2. Condigao de fermions livres

Dada uma rede Z2? e um ponto j da rede com seus 4 primeiros vizinhos, podemos
conectar o ponto j aos 4 vizinhos através de ligagdes com pesos correspondentes, neste
caso, = (peso horizontal) e y (peso vertical).
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2. Condicao de fermions livres

Desejamos obter a fungdo geratriz

N N

Zg =Y 9(P,Q) 2" y° (C.1)

P=1Q=1

da cobertura de Z? por poligonos pares.

O operador affh)* simbolizard a emissao de uma ligagdo do ponto j da rede ao ponto

(+1),e agh) simbolizard a absor¢ao da mesma ligagiao no ponto (j + 1) da rede.
Veja figura 1.

G'a
a) i o
-—"®'_“'“"®——“L—m
(j)
absorgédo Gi?
()
Gjﬂ
. (R (h)* 3
Figura 1: a;” = —a; y paral —m <j <0

Uma dada configura¢do de poligonos na rede é obtida da seguinte forma:

Comecando com o primeiro ponto (7 = 1) , se houver qualquer ligagao do grafo G
conectando este ponto a outro ponto da rede, aplicamos o operador af,-h)* correspon-
dente ao estado @y, na ordem anti-hordria. Procedemos analogamente com respeito
ao segundo ponto (j = 2). Se houver qualquer ligacdo do grafo conectando este ponto
aos pontos posteriores da rede, aplicamos o correspondente operador de emissao na
ordem anti-horéria, e se houver uma ligagio j4 emitida pelo primeiro ponto da rede

conectando a este, aplicamos o operador de absor¢do apropriado.

Através deste processo de aplicar os operadores de emissao para ligagoes aos pontos
posteriores e operadores de absorgao para ligagdes jd emitidas por pontos anteriores da
rede, obtemos todas configuragoes da rede.

Veja na figura 2 um exemplo tipico.

Representaremos por @ o estado da rede sem nenhuma ligagao.

Supomos ainda (@, o) = 1 (normalizado).

a) Entdo (®g, ®g) = (—1)"¢ onde A¢ ¢ a paridade do grafo.
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Apéndice C. Interagao Quartica

(j+m)

(j+m+1)

(1) (1)

)=
ap)

: v h v) (h)* h) (v * (h
Figura 2: ¢ = (a§-21a§,‘+)m)(a§ }ag_?m)(a_g )aﬁ;)(a?) ag V&

b) Mostraremos que

Zy = (%, %c) zh 23
c

=D _(-1)* af of
G

é reduzida a funcao de partigdo (C.1) desde que Ag seja sempre par.

Devido & relacio de anti-comutagéo satisfeita pelos férmions
{agh)’ a}:)*} - Pl

{af,-i),ag)} = {ag-i)*,aii}*} =0 (C.2)
a) O, satisfaz
al"®y =0
onde a,gh) e afih)* &0 hermitiano conjugados um do outro, de modo que, se ® for um
vetor qualquer,
(@0, al*®) = (a§” B0, ) = 0

Denotando por II como o produto de a,g-h)’s e aﬁh)*’s aplicado a alguma configuracao

(ou a algum grafo), temos trés possibilidades
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2. Condi¢do de fermions livres

D)II contem um fator afih) sem o correspondente fator a,gh)*, ou vice-versa. Neste
caso
(®o, Idg) =0
ii) cada a( ) possue em II seu correspondente fator agh)*, o qual estd a sua direita.

Assim, (usando a;a; = {aj, a;f} — alay)
(@0, T 0™ ®g) = (P, 1150 al* @) =
ﬁ:((I)O, 1'[11'[2 {O‘,j(‘-h)7 G.gh)*} (1)0) = :t(@o, H1H2<I>0) =
= .= 4D, Bg) = +1

Sendo @ da forma IIPy temos

(Po, &) = (—1)"¢

b) No modelo de Ising ocorre apenas poligonos fechados e estes sempre apresentam
um nimero par de ligagoes, entdo Ag é par.

Assim, para o modelo de Ising temos
- @D,H[ (1 +a,.aiP) (1 + zyaP*ai™)

—(a @) o+ a7 (el + 2a"))®o)

onde o sentido do produtério acima é ordenado da direita (7 = 1) para a esquerda

(7 =N).
O termo do produtério acima pode ser escrito como (veja a figura 1)
14 myagz)m 51)1 a@a®* 4 o2 )m 5 ), + ayaPa
HORMOE 2) 0 (2) 1) ()«

Notemos que o sinal negativo desaparece quando todos os produtos sao postos na
ordem normal (operadores de criagdo ficam a esquerda).

Considerando o problema de oito vértices arbitrarios wq, ws, ..., wg € tragando um
paralelo com o modelo de Ising, temos

N

oy = ((I)U,H[w + ws a(g)* 51)* gz)m 51)1+w a(z)* (2) m + Wa a(l) ;,_)1
=1
+ws am) ( }1 + we a(i)* (2) o+ wr a(z)* (1)* + wg al? o 1]<I> )

com ag ) = —a,(lﬁj\, (1-m < 7 <£0). Aqui, 1(2) representa a diregao horizontal(vertical).

Veja a figura 3 na péagina 129.
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Apéndice C. Interagao Quadrtica

[
1
1

i_ e : _i..-.

Wy Wy L Wy
Figura 3: Oito vértices

Usando a relacio de anti-comutagio dos operadores de fermions, escrevemos Zs,
como

Zg = w1 ((I)O,Texpz [Ho(7) + H1(j)] o)

i=1
— (2) (2) (1) _(1) (2) (1)
. w * * *
HO(J) = wia‘g J m+luufa’j a‘j71+w1 J _;l 1+
(C.3)
(1)* (2) (2)* (1)* (2) (1)
w1 LU m+EZ% +ﬁaﬂ—m g=1
e
; A @ x (@ @
Hi(j) = 0" af” 052, (C.4)
1
com
TATES wiws + wWiwy — WslWe — WrWg (05)

e T o operador de ordenamento dos indices de j=1a j = N.

Vemos que A = 0 corresponde & condigdo de fermions livres em que a interagao
quértica (C.4) é anulada.
3. Fungao de particao
Se A =0, a funcio de particio do modelo de oito vértices é dada por [LSM]
Bmy o H 0 Zsy = i Jo" df f77 dInfor + 23 cos O+

8mw?

(C.6)
2y cos ¢ + 28 cos(f — ¢) + 2¢ cos(f + ¢)]
COom
a=wf+w§+w§+w2
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3. Fungao de partigao

B = wiws — wawy
T = wiwy — Wl
0= W3Wy — WrlWg
£ = wW3wWy4 — WsWe
Retornando ao caso geral de A, dado por (C.5), e simplificando a notagao, repre-
sentaremos a fungdo de particao por

N
Zg, =wy (0] [ ™ |0)

j=1
com w w w w w w
By = St S bl o e
w1 w1 wi w1 w1y w
e
H) = —aab
tal que
29t (2
b= a} )Ta,g_)m ’
_ (Ot (1)
a=a;"a;’,
—_ @ 1)
c=a;"a;"y,
_ (D _(2)
d=a;"a;2, ,
_ @f (Wt
=a; 4

2 (1
f == a_:(;—}ma'—]_ )

sendo @ = A/wj.

Usando
a* =b=0;[a,b] = ab—ba =0
e , -
g ek — —f e~ 3 HValabe . 7
5 | (C.7)
temos
gHotH — eH_o fm e~ 3 HValeb)z g, (C.8)
4 . ;
Substituindo Hy na equagio (C.8), encontramos
eHotH i_ /oo e—%mze%b+%a+%c+%?d+%}c+%}fdm (09)
V21 J oo
sendo

{wé = 1wy~ VAz (C.10)

wy, =wi+VAz '

Notamos, com isto, que os vértices 3 e 4 perdem a carateristica de homogéneos e passam

a depender dos sitios da rede. Os outros vértices permanecem da mesma forma.
Substituindo (C.9) em Zs,, temos:
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Apéndice C. Interagdo Qudrtica

N
1 1.2
Zgo = wi' (0] | I {——/ e*§$j+Ho(zj)dxj} |0)
ey V2T J oo

tal que Ho(z;) = ‘—"f;l(i‘—'j)b + 1—”-‘*159:—"1& + Beo+-2ed-+TTe + Z5f. Desta forma,

Wl % (ﬁ azu(mj)) Z
=i (C.11)

w{VEM (Z1)

ZSU

I

|

em que du(z;) = —ﬁe“%m?dwj é uma medida gaussiana e Z; = (0| ﬁl efol=3) |0), Se
A = 0 na expressio (C.11), retornaremos ao caso abordado por Iflurst em que ha
somente interactes duplas dos fermions. Neste artigo, Hurst expande o produtério em
Z, e expressa-o como o exponencial de uma soma. Para isto, usa o operador T' que
ordena os fermions em ordem normal contraindo-os gragas a utilizagdo das relagoes de
anti-comutagio (C.2) e, usando o fato de Z; estar sendo calculado com relagao a média
no vACuo.
Em seguida, evoluiremos Z;, expressando-a como

4 4
0|Texp{ ZZZKWAP(J)AQ )}|0>

=1 p=1 ¢g=1

onde T é o operador que ordena os termos da expressdo da exponencial em ordem
crescente de j da direita para a esquerda, [K,,] ¢ uma matriz anti-simétrica dada por

0 —wy  —wy(w;)  —ws
1 wg 0 —wg  —ws(z;)
K(j) [KPG’}] = W 'w:;(wj) We 0 =y (C.12)
ws  wy(x;) wq 0

(J) = j )1 ? AQ(J) - a§2)m )
A3(j) 1)T o A4( ) (2)’[

Se denotarmos A(j,7') a matriz contralda por ordenagao temporal, temos

0 0  di_iy O

0 0 0 iy

A o) By J—m,]
(47,5 by O 0 0
0  —8iymy O 0

Estes sfio os termos que sobrevivem da expansdo da exponencial quando tentamos
ordenar os operadores de criagio sempre do lado direito e os de aniquilagao do lado
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3. Fungdo de particéo

esquerdo e em igual nimero, além do sinal negativo quando reordenamos os operadores
de fermions envolvendo um nimero impar de permutagao. Assim, por exemplo

T(A'G), () = 60— 7)aal" — 00" — j)afaf2,

Dt (1 . .
~a{a) + 00 — 7)65151

e, portanto
ANHAY(G") = 85151
com
0(j) = 1lsej=0
= 0Osej<0.
Definindo
0000
5 0000
0000
e
0 00O
. 0000
0100
podemos escrever
A=-MIX+N'@X'-NI"QY +I ™RY" (C.13)

Esta expresséo ¢ analoga & expressdo que encontramos em (5.5) de [MR].
Seguindo os mesmos procedimentos do artigo de Hurst[Hu], encontramos

Zy = exp (—% ZL“}>

=1
tal que LY = 177 [(KA)'], sendo K = diag(K:, Ko, ..., Kn) e Tr [B] o trago de uma

o0

matriz B. Usando log(1 - z) = —z — 2% — 32 — .. = - 3 %3:5", temos
=1

Zy = exp (%Tr[ln(l - KA)]) . (C.14)

Utilizando a expressdo valida para qualquer matriz D quadrada com determinante

det(D) nao nulo,
Tr(ln D] = In[det(D)]

obtemos
2 = exp (bln[det(1 — K A))) (C.15)

= Vdet(l — KA).

Sendo det(1 — KA) = det(K) det(K~1 — A) = (f[ det(Kj)) det(K~! — A).
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Capitulo 3. Interagdo Quértica

Substituindo (C.15) em (C.11), encontramos a expresséo para a funcéo de partigao
do modelo de oito vértices,

Zsy = w'E, ( det(1 — KA)) .

Portanto, mostramos, neste apéndice, um outro método de obtencao da expressao
(3.26).
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