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Resumo 

Os métodos para resolução de Problemas Inversos aplicados a dados expe­

rimentais (Regularização, Bayesianos e Máxima Entropia) foram revistos. O 

procedimento de Mínimos Quadrados com Regularização por Mínima Variância 

(MQ-RMV) foi desenvolvido para resolução de Problemas Inversos lineares, 

tendo sido aplicado em: a) espectros unidimensionais simulados; b) deter­

minação da secção de choque 348 (-y, xn) a partir de yield de bremsstrahlung 

c) análise da radiação de aniquilação elétron-pósitron em alumínio de experi­

mento de coincidência com dois detetores semicondutores. Os resultados são 

comparados aos obtidos por outros métodos. 
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Abstract 

The methods used to solve inverse problems applied to experimental data 

(Regularization, Bayesian, and Maximum Entropy) were revised. The Least­

Squares procedure with Minimum Variance Regularization (LS-MVR) was 

developed to solve linear inverse problems, being applied to: a) simulated 

one-dimensional histograms; b) 34 S ('Y, xn) cross-section determination from 

bremsstrahlung yield data, and c) electron-positron annihilation radiation in 

Aluminum from coincidence experiments with two semiconductor detectors. 

The results were compared to that obtained by other methods. 
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2.9 O problema do Problema Inverso 

cujo valor esperado é dado por, 

LPi(di - L kijmj)2Vii1 = () . (2.48) 
i j 

Considerando a solução de máxima entropia (eq. 2.46) têm-se: 

Pmi = ,,/e-J-L(d;-L,j kijmj)2 (2.49) 

N 
P IIpi = ,,/Ne-J-LL,i(di-L,jkijmj)2Viil (2.50) 

i=l 

Maximizando p em relação aos parâmetros mj, 

m = (kt y-1k)-lkt y-1d . (2.51) 

É interessante observar que a utilização de máxima entropia com a condição < X2 >= 

(), fornece um resultado que corresponde a condição clássica de mínimos quadrados. 

O Método da Máxima Entropia é bastante geral, as soluções dependem fortemente da 

função g(Xi' m) considerada. 

2.9 O problema do Problema Inverso 

O termo ill posed, introduzido por Hadamard é bastante utilizado. Apresenta-se a 

seguir, sem a totalidade do rigor da linguagem matemática, a definição de well posed e ill 

posed problems, uma definição mais rigorosa pode ser obtida em [18]. 

A solução para o Problema Inverso é considerado well posed se obedece a três condições: 

• Existência da solução 
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• Unicidade da solução 

• A solução é estável (esta condição está relacionada com a continuidade da solução). 

Caso a solução não obedeça a pelo menos uma das condições acima, o problema é 

considerado ill posed. É importante salientar que a definição acima é feita para funções, 

no espaço contínuo. Em geral, nos problemas inversos aplicados às ciencias experimentais, 

têm-se espectros discretos. 

Uma outra definição mais geral, aplicada aos casos discretos, presente no trabalho de 

Hansen [1], é apresentada a seguir: "Quando a solução do Problema Inverso é extrema­

mente sensível a pertubações pequenas no sistema, o problema é considerado como ill 

posed" . 

Ambas definições sugerem a existência de soluções instáveis, o que de fato ocorre, 

conforme mostram as simulações numéricas realizadas no Cap4. O grande problema é 

como lidar com estas soluções. 

2.9.1 Dificuldades 

A existência de diversos procedimentos propostos para a resolução de problemas in­

versos aplicados às ciências experimentais pode ser justificada pela presença de algumas 

dificuldades inerentes. Nesta seção é realizada uma apresentação resumida. Nas seções que 

se seguem são apresentados alguns exemplos de simulações e situações experimentais reais, 

onde é realizada uma discussão mais detalhada, incluido comparações do procedimento 

proposto (MQ-RMV) e da regularização de Tikhonov. As dificuldades são apresentadas 

a seguir: 

1. Grande oscilação do espectro resultante. 

A solução, obtida através de inversão direta da matriz k, do método dos mínimos 

quadrados ou procedimentos de regularização (com parâmetro de regularização de 
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valor baixo) pode apresentar um espectro altamente oscilatório. Nestas situações 

é impossível observar qualitativamente alguma estrutura física. Na figura 2.1 são 

apresentados os resultados da aplicação do procedimento de regularização em sim­

ulações numéricas, apresentados no trabalho de Phillips [19], onde À corresponde ao 

parâmetro de regularização. Pode-se notar o comportamento oscilatório para À = O 

(típico de problemas inversos). 
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2. 	 Variâncias muito grandes. 

Outro problema que está associado à grande oscilação, é o fato de que os resultados 

têm incertezas enormes. 

3. 	 Dificuldade na escolha de procedimentos de regularização e distribuições a priori. 

Com o propósito de minimizar as oscilações e diminuir as variâncias, foram de­

senvolvidos diversos procedimentos como métodos de Regularização e Bayesianos. 

Entretanto existem dificuldades para as escolhas e justificativas de considerações ad 

. >~.: .,' 
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hoc (parâmetro de regularização, matriz de estabilização, distribuição a priori, entre 

outros), que tem diferentes implicações. 

4. 	 Possibilidade de aparecimento de artefatos 

A aplicação de métodos bayesianos ou de regularização, pode levar ao aparecimento 

de artefatos, que são estruturas que aparecem no resultado e que não têm signifi­

cado físico. Nestas situações os artefatos podem ser interpretados erroneamente 

como fenômenos físicos. Os artefatos podem aparecer em problemas que envolvem 

processamento de imagens (imagens médicas, geofísicas entre outras), ou também 

em situações experimentais que resultam em espectros unidimensionais (espectro­

scopia alfa, beta e gama, determinações de secções de choque entre outros) 

5. 	 Resultados tendenciosos 

A aplicação de métodos de regularização ou Bayesianos, também pode levar a ten­

denciosidadeb nos resultados. A tendenciosidade pode levar a distorções indesejadas 

nas soluções, no Capítulo 4 são apresentados testes de distorção através de sim­

ulações, que dependem dos parâmetros ad hoc (como informação a priori, matriz de 

estabilização e parâmetro de regularização). 

b Conceito em Estatística definido em [49] 



Capítulo 3 

o método proposto: MQ-RMV 

3.1 o método dos Mínimos Quadrados-MQ 

o método dos mínimos quadrados foi proposto por Gauss (1777-1855) e aplicado 

inicialmente em astronomia. Hoje é utilizado em praticamente todas as áreas das ciências. 

Um procedimento muito utilizado é a regressão linear ou ajuste de reta a um conjunto de 

dados experimentais. Em princípio o MQ pode ser utilizado para ajustar qualquer função 

(relacionada com um modelo físico) a um conjunto de dados experimentais, desde que o 

número de graus de liberdade seja maior que zero. Desta maneira pode-se realizar testes 

de modelos, fazer interpolações jextrapolações e estimar grandezas físicas de interesse. 

Conforme apresentado nos capítulos precedentes, existem diferentes interpretações sobre 

o problema inverso. O procedimento proposto no presente trabalho, interpreta como um 

problema de estimação (na linguagem dos estatísticos) ou um problema de análise de 

dados experimentais (na linguagem dos físicos). Ou seja: deseja-se estimar parâmetros 

considerando um modelo físico e os dados experimentais sujeitos a erros (variâncias e 

covariâncias) presentes no processo de medida. 

Em problemas inversos (caso discreto) a abordagem é diferente do ajuste de funções 

utilizando o procedimento clássico de mínimos quadrados. Os parâmetros a serem esti­

35 
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3.1 O método dos Mínimos Quadrados-MQ 

mados correspondem aos pontos de espectros de interesse, que podem ser unidimensionais 

(espectros alfa, beta e gama, secções de choque em geral e distribuições em geral, entre 

outros) ou multidimensionais (imagens para diagnóstico médico, imagens geofísicas entre 

outros). Após a determinação do espectro de interesse, pode-se (ou não) ajustar funções 

para obter mais informações quantitativas. 

Os problemas que decorrem da equação de Fredholm de primeiro tipo, podem ser 

representados pela eq. 2.19. Entretanto, no caso de dados experimentais sujeitos a erros 

presentes no processo de medida (f), tem-se uma equação mais adequada: 

d=do+f (3.1) 

onde do é o vetor que representa o valor verdadeiro [47] dos dados experimentais (d), 

ou seja, é o valor que os dados teriam caso a experiência fosse ideal, ou com erros iden­

ticamente iguais a zero, logicamente é uma situação hipotética. É importante salientar 

que tanto do como f são (e sempre serão) desconhecidos, pois caso contrário, não se­

ria necessária a experiência. Entretanto, eles podem ser estimados através de métodos 

estatísticos. Vamos considerar os casos onde os erros têm as seguintes propriedades, 

2 2< fi >= O e < fi >= (li (3.2) 

Vamos considerar também um modelo físico linear (ou linearizável), 

d=k·mo+f, (3.3) 

onde mo é o vetor dos parâmetros verdadeiros a ser estimado. 

O método dos mínimos quadrados, como o próprio nome diz, consiste em determinar 

parâmetros que minimizam a somatória das diferenças quadráticas, dada pela equação: 
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Q = L ~il(di - L kijmj? , 	 (3.4) 
i j 

sendo que a equação acima é válida para dados estatisticamente independentes. Para o 

caso geral tem-se, 

Q = (d - km)ty-l(d - km) . 	 (3.5) 

Minimizando Q em relação a m, e após algumas passagens algébricas (Apêndice B), pode­

se chegar à solução: 

m 	= (kty-lk)-lk ty-1d. (3.6) 

A matriz de covariâncias de m é dada por (Apêndice B): 

y m = (kty-lk)-1 	 (3.7) 

3.1.1 Dados correlacionados 

As correlações estatísticas foram de grande importância para a interpretação das di­

ficuldades (oscilações, variâncias grandes e artefatos) no estudo de Problemas Inversos 

proposto pelo presente trabalho (Capítulo 4). 

Nesta seção, é apresentado um pequeno resumo de conceitos e fórmulas utilizados: 

• 	 Dados estatisticamente independentes têm a matriz de covariâncias diagonal, ou 

seja, na diagonal estão as variâcias dos dados, que correspondem ao quadrado das 

-.:. 
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incertezas, e, fora da diagonal, os elementos são nulos: 

Vij = 0-; (p/ i = j) e Vij O (p/i =f. j) . 	 (3.8) 

• 	 Dados estatisticamente dependentes também chamados de covariantes ou correla­

cionados, têm a matriz de covariâncias não diagonal, ou seja, na sua diagonal estão 

as variâncias dos dados e fora da diagonal existem elementos não nulos chamados de 

covariâncias. A covariância de Xi em relação a Xj é dada pelo elemento da matriz Vij. 

Vi,j = COV(Xi' Xj) 

onde, 

COV(Xi' Xj) =< (Xi X o i) (Xj X o j) > , (3.9) 

e X o i e X o j correspondem aos valores verdadeiros das variáveis Xi e Xj' 

• 	 O coeficiente de correlação, também chamado simplesmente de correlação, pode ser 

utilizado para quantificar a dependência estatística dos dados. A correlação entre 

os dados Xi e Xj é definida por: 

Vij 
onde 1 < Pi,j < 1 . (3.10)- 1T7V.' Pi,j - VViiVJj 

Dada a correlação entre dois dados, pode-se calcular por exemplo, a probabilidade 

de um dado ser superestimado ou subestimado caso o outro dado seja superestimado 

ou subestimado. No Apêndice A, são apresentadas as fórmulas e exemplos numéricos 

que são aplicáveis aos casos estudados no Capítulo 4. 
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3.1.2 Matrizes mal condicionadas 

Na seção 2.9, foram apresentados os conceitos de problemas mal colocados nas aborda­

gens de Hansen e Hadamard, que são úteis para classificar qualitativamente os Problemas 

Inversos. Um conceito quantitativo mais prático, que pode ser utilizado junto com o MQ 

para Problemas Inversos, é o conceito de sistema "mal condicionado" do inglês ill condi­

tioned [4]. 

o número de condição de uma matriz A é definida por: 

cond(Ah = IIAllk liA-lllk (3.11) 

onde IIAllk representa a norma do tipo k da matriz dada por: 

IIAlh = max 2:= IAijl (3.12) 
i 

IIAlloo = max 2:= IAijl (3.13) 
j

'I: 

IIAI12 = vmax Ài(A* A) (3.14) 

onde A* é matriz adjunta de A e Ài(A* A) corresponde aos autovalores de (A* A) 

Valem as seguintes propriedades [4, 48]: 

cond(A) = cond(A-1) (3.15) 
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dado A· x = b então Ilbll::; IIAllllxl1 (3.16) 

Considerando um sistema linear dado por A . x = b: 

• 	 quando cond(A) ~ 1 o sistema é considerado "bem condicionado" . 

• 	 quando cond(A) » 1 o sistema é considerado "mal condicionado" . 

Um exemplo numéricoa 

Vamos considerar o seguinte sistema de equações lineares, 

k·x=d, (3.17) 

onde 

r 
10 	 7 8 7 Xl 	 32.0 

~ l 5 	 6 5 X2 23.0 I . k= I 7 (3.18)x= d= 
8 	 6 10 9 33.0X3 

7 	 5 9 10 31.0 

Resolvendo o sistema chega-se a seguinte solução: 

X4 

Xl 	 I 

X2 

X3 

X4 I 

a 	Baseado no exemplo do Livro de Tarantola [4] 

I 	 1.0 

1.0 
(3.19)

1.0 

I 1.0 
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Pode-se considerar o sistema como "mal condicionado"pois cond(k)b 2,98· 103 

Agora vamos considerar um vetor d' "levemente" diferente de d: 

resolvendo o sistema: 

chega-se a seguite solução: 

,.,.. 

32.1 

22.9 
d'= (3.20)

33.0 

31.1 

k·x=d' , (3.21) 

Xl 

X2 

X3 

X4 

7.0 

-8.9 
(3.22) 

3.4 

-0.4 

Um resultado surpreendente, pois uma diferença menor que 0,5% de d' em relação d, 

implica em uma diferença, em alguns casos, de até 890% ! na solução do sistema linear. 

Pode-se comprovar sem maiores problemas, que este comportamento de solução altamente 

instável a pequenas variações, não ocorre em um sistema bem condicionado, por exemplo, 

considerando o mesmo caso apresentado, com uma matriz k onde o cond(k) tem ordem de 

grandeza de 10. Deve existir, portanto, uma relação entre sistemas com soluções instáveis 

e número de condição (cond(k)). 

b Calculado pela subrotina cond do Matlab que calcula o maior valor singular sobre o menor valor 

singular de k. 

.~.. 
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3.1.3 O cond e o Problema Inverso 

A solução de MQ pode ser escrita na forma de um sistema linear de equações, lem­

brando que a solução é dada por: 

m = (kt V-1k)-lkt V-1d , (3.23) 

para matrizes k quadradas, que corresponde a obter um espetro m com o mesmo número 

de dados experimentais d, pode-se escrever, 

A -1 (ktV-1k)-1ktV-1 , (3.24) 

logo, 

m=A-1d. (3.25) 

Vamos considerar uma perturbação nos dados experimentais dado por ód que provoca 

uma perturbação na solução do Problema Inverso de óm, ou seja: 

(m+óm) =A-1(d+ód), (3.26) 

como m A -ld tem-se, 

óm = A-1ód, (3.27) 

aplicando a propriedade 3.16 na equação acima, 

Ilómll ~ liA-lllllódll , (3.28) 
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analogamente para d = Am tem-se, 

Ildll~ IIAllllmll, (3.29) 

considerando as equações 3.28 e 3.29 pode-se chegar a, 

IlbdllIlbmll ~ IIAIIIIA-111 lfd1I ' (3.30)
Ilmll 

de acordo com a definição do cond, tem-se: 

IlbdllIlbmll ~ cond(A) lfd1I . (3.31)
Ilmll 

A equação acima permite uma interpretação bastante útil e prática: para um dado 

erro relativo nos dados experimentais ('lf~I'), se cond(A) for grande o erro relativo da 

solução ('lf~I') pode também ser grande. 

N as seções que se seguem foram realizados testes numéricos e experimentais para o 

cond. Verificou-se que em geral, nos problemas mal condicionados, quando o cond é muito 

maior que 1, de fato, as incertezas relativas da solução são amplificadas em relação aos 

dados experimentais por algumas ordens de grandeza. 

3.1.4 Discussão sobre o MQ 

o método dos mínimos quadrados para ajuste de funções é muito utilizado, talvez 

o mais utilizado. Esta grande utilização deve-se, entre outros, ao fato que o MQ tem 

algumas propriedades estatísticas para estimadores que são desejáveis [49J: consistência, 

eficiência, não tendenciosidade e mínima variância para o modelo linear. 

Em problemas inversos, diferentemente do caso de ajuste de funções, o MQ é uti­

lizado com uma frequência bem menor em relação aos outros procedimentos propostos 
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3.2 Regularização por Mínima Variância-RMV 

na literatura, pois a solução apresenta um espectro com grandes oscilações de modo a 

ocultar as estruturas físicas desejadas. Como apresentado anteriormente, para minimizar 

as oscilações, foram e são desenvolvidos métodos de Regularização e métodos Bayesianos. 

De acordo com os resultados do presente trabalho (Capítulo 4), os espectros, mesmo que 

oscilantes, podem ser representados por funções suaves. 

Analisando a equação 3.7, verifica-se que a menos de casos muito particulares, a ma­

triz Vm é não-diagonal, ou seja: os pontos do espectro resultante do problema inverso são 

covariantes ou correlacionados. No presente trabalho (Capítulo 4) verifica-se que as cor­

relações geradas pela resolução do problema inverso foram importantes para explicar as 

típicas oscilações, identificar os artefatos e permitir o ajuste de funções suaves ao espectros 

oscilantes. 

3.2 Regularização por Mínima Variância-RMV 

Com o propósito de minimizar as típicas oscilações o método de regularização por 

mínima variância foi desenvolvido. Foram realizadas duas aplicações da RMV (Caps. 5 

e 6) e parte dos resultados também foram apresentados em trabalhos recentes [7, 8, 50]. 

A abordagem proposta pelo presente trabalho é diferente da regularização de Tikhonov. 

O procedimento (MQ-RMV) têm três fases: 

1. 	 Inicialmente determina-se a solução (m) do Problema Inverso por MQ. 

2. 	 Dependendo do problema físico, com o objetivo de minimizar as oscilações, pode-se 

(ou não) regularizar o espectro m pela RMV. 

3. 	 Finalmente pode-se (ou não) ajustar uma função ao espectro m com o objetivo de 

obter mais informações físicas. 

A regularização por mínima variância do espectro consiste em uma transformação 

linear, uma média ponderada de três pontos. Os pesos das médias são calculados de 
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maneira a minimizar as variâncias dos pontos do espectro regularizado mR, dado por: 

mR=R·m, (3.32) 

com a matriz de covariâncias do espectro regularizado é dada por: 

VR=RVmRt 
, (3.33) 

,." 

e R corresponde a matriz de regularização por mínima variância: 

aI 1 - 2aI aI o o o O 

o a2 1 - 2a2 a2 O O 
R= (3.34) 

O O am-2 1 - 2am-2 am-2 

os coeficientes ai são obtidos minimizando as variâncias do espectro regularizadoc , 

VRi,i = a;(Vmi_1,i_1 - 4Vmi_1,i+2 + 2Vmi_1,i+1 + 4Vmi,i - 4Vmi ,i+1 + Vmi+1,i+1)+ 

+ai(2Vm"_1" - 4Vm""+ 2Vm""+1) + Vm"" , (3.35) 

em relação aos parâmetros ai, ou seja, fazendo, 

c Para obtenção da equação 3.35, utilizou-se que Vm i,j = Vm j,i (propriedade de simetria da matriz 

de covariâncias). 

t ,t til. til. til. 

, ..~.' . 
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d 
VRii 	= O (3.36)

i ' ,da 

chega-se a: 

- V m · "+1 + 2Vm '+1 '+1 - V m '+1 "+2
ai == 	----------------~~'~,'~----~~'~~,'~----~'~'~'~----~~----- (3.37) 

Vmi,i - 4Vmi,i+1 + 2Vmi,i+2 + 4Vmi+1,i+1 - 4Vmi+1,i+2 + Vmi+2,i+2 

A regularização por mínima variância pode ser aplicada a espectros localmente simétricos, 

e nestes caso as simetrias locais irão manter-se, conforme a demonstração a seguir. 

Vamos considerar espectros localmente simétricos em relação ao canal .0.. (ímpar) com 

uma simetria na matriz de covariâncias para pontos simétricos, ou seja, variâncias e co­

variâncias iguais para pontos simétricos, explicitando melhor, 

mk = mU:!..-k (k=1,2 ...6.) , 	 (3.38) 

e 
," .. 

V m = (3.39) 

Vm1 ,1 Vm1 ,2 Vm13 Vm1 ,4 Vm15 
... Vm1,2~+1 

Vm1 ,2 Vm2,2 Vm23 Vm2,4 

Vm13 Vm23 Vm33 Vm15 

Vm1 ,4 Vm2,4 Vm24 Vm1 ,4 

Vm15 Vm3,3 Vm2,3 Vm13 

Vm2 ,4 Vm2,3 Vm2 ,2 Vm12 

Vm1,2~+1 ... Vm1 ,5 Vm14 Vm13 Vm12 Vm1 ,1 

Os parâmetros ai serão iguais para pontos simétricos do espectro m devido à simetria da 
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equação 3.37 em relação às variâncias e covariâncias, ou seja, 

ai = aU.-i (i=2,3, ... ,.6.-I) , (3.40) 

logo, a matriz de regularização terá a seguinte estrutura, 

RI,I RI2, RI,I O O ... ... . .. O 

O R2,2 R2,l R2,2 O ... . .. . .. O 

O O R33, R3,4 R3,3 O .. . ... O 

... ., . O 

O O ... O R3,3 R3,4 R3,3 O O 

O O ... ... O R2,2 R2,1 R22, O 

O O ... ... ... O RI,l R I2, Rll, 

(3.41)R= 

Consequentemente, pode-se verificar, que a aplicação de R preserva as simetrias locais de 

um espectro. 

3.2.1 Discussão 

É importante salientar que, assim como a resolução do Problema Inverso, a regular­

ização gera dados correlacionados. Se for necessário realizar um ajuste no espectro regu­

larizado para obtenção das grandezas físicas, deve-se portanto realizar um ajuste a dados 

correlacionados. O procedimento proposto para problemas inversos (MQ-RMV) permite 

a realizacão do ajuste a dados correlacionados sem maiores problemas, pois fornece em 

todos os passos as devidas correlações ou covariâncias geradas. 

A RMV, diferentemente dos médodos de regularização de Tikhonov, não depende 

de parâmetros ad hoc (parâmetros de regularização, matriz de estabilização) e tem se 

mostrado eficiente em reduzir as oscilações. Nos Capítulos que se seguem são apresentados 

testes e comparações com outros métodos, assim como aplicações a espectros simulados 

'. 
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e dados experimentais (estudos de secções de choque para reações fotonucleares e estudo 

da radiação de aniquilação elétron-pósitron). 



Capítulo 4 

Testes, simulações e comparacões 

com o MQ-RMV 

Neste capítulo são apresentados testes com o procedimento proposto (MQ-RMV) e 

comparações com o método de regularização de Tikhonov, através de simulações de es­

pectros multicanais experimentais. Os espectros simulados correspondem a convolução 

de gaussianas. Os programas utilizados nos cálculos foram desenvolvidos em códigos para 

Matlab 6.0jR.12 e Fortrana, nos programas desenvolvidos para ajustes de funções não 

(. lineares foi utilizado o Método de Gauss-Marquardt. 

4.1 Comportamento oscilatório 

Vamos considerar os casos onde os espectros multicanais têm erros regidos por uma 

distribuição de Poisson, a função de probabilidade de média a é dada por: 

P () ane-a 

a n = -- (4.1)
n! 

a Utilizou-se o pacote IMSL para inversão de matrizes 

49 
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com variância dada por: 

CJ2 = a . (4.2) 

No caso de a ser grande (a » 1) a função de probabilidade de Poisson aproxima-se de 

uma função de probabilidade gaussiana: 

1 ~2 

) --e (4.3)Pa(n = v21fa 
- 20. 

Vamos representar o sinal simulado por d s , resultante da convolução de duas gaussianas 

representado pelo produto de matrizes mais um vetor de erros: 

d s = kms+t::, (4.4) 

os elementos das matrizes são dados por: 

k.. _ AI - (í-jt 
2) - ~ e 20'1 (4.5) 

V 21fCJI 

e 

mSi = A2 - (í-"'2)2f2= e 20'2 (4.6) 
V L.1fCJ2 

Para o cálculo do espectro simulado d s (com 100 canais), utilizou-se: CJI = 1.2 canais, 

AI = 1, CJ2 = 5 canais, A2 = 2.105, contagens fundo de 200 contagens e um erro dado 

por uma distribuição de Poisson: 

i 
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ti = 2: kijmj - poissrnd (2: kijmj) , (4.7) 
j j 

onde poissrnd(X) corresponde a um número aleatório determinado por uma distribuição 

de Poisson de média X com desvio padrão dado por: 

ai {i";; . (4.8) 

\ 

A partir do espectro simulado ds e do núcleo k aplicou-se o procedimento de MQ para 


a estimação da gaussiana ms, o espectro resultante m é apresentado na Figura 4.1. 


Calculou-se também a matriz de correlação do espectro resultante apresentado na Tabela 


4.1. 

3e+05 

1e+05 

• 

-1e+05 

_....L.... !-3e+05 
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

Figura 4.1: Linha sólida: gaussiana ms. Pontos com barras de incertezas: espectro obtido 

por MQ. 

É interessante salientar que o espectro da Figura 4.1 difere muito da gaussiana ms, 

apresentando um comportamento muito oscilante com valores negativos para alguns pon­

tos de até -105 , uma das dificuldades típica em problemas inversos. Em algumas situações 

experimentais os valores negativos não tem sentido, como por exemplo na determinação 
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46 47 48 49 50 51 52 53 54 

461 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

i 
" 

1 -0.985 0.942 -0.878 0.800 -0.715 0.629 -0.548 0.473 

-0.985 1 -0.984 0.942 -0.877 0.798 -0.713 0.628 -0.548 

0.942 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.876 0.797 -0.713 0.629 

-0.878 0.942 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.876 0.798 -0.7141 

0.800 -0.877 0.941 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.876 0.799 

-0.715 0.798 -0.876 0.941 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.878 

0.629 -0.713 0.798 -0.876 0.941 -0.987 1 -0.984 0.942 

53 I -0.548 0.628 -0.713 0.798 -0.876 0.941 -0.984 1 -0.985 

54 I 0.473 -0.548 0.629 -0.714 0.796 -0.871 0.942 -0.985 1 

Tabela 4.1: Coeficientes de correlação relativos aos canais 46-54 

de massas, densidades, probabilidades, entre outros. Nestas situações poderíamos ques­

tionar: O que fazer com estes resultados negativos? Deveríamos considerar apenas os 

resultados positivos? Esta questões são respondidas no presente trabalho. 

Os elementos da diagonal (Pi,i+l) (Tabela 4.1) localizados acima da diagonal princi­

pal correspondem às correlações de pontos vizinhos, pode-se observar que são grandes 

(~ -0.98) e negativas. Estas correlações podem explicar o comportamento oscilatório, 

pois se a correlação entre pontos vizinhos é altamente negativa, e se um dado for subes­

timado o vizinho provavelmente será superestimado e o vizinho deste provavelmente, 

será subestimado, assim por diante, resultando em um comportamento oscilatório (ver 

Apêndice A). Esta é uma interpretação simplificada pois considera apenas as correlações 

de pontos vizinhos e, de fato, observando a matriz de correlação obtida, todos os pontos 

são correlacionados entre si. Nas seções que se seguem verifica-se que, de fato, as inten­

sidades das oscilações estão relacionadas com as correlações entre os pontos vizinhos do 

espectro resultante do Problema Inverso. 
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4.1.1 Intensidade das Oscilações 

Nesta secção é realizado um estudo das oscilações em problemas inversos, que podem 

ser quantificadas através de alguns parâmetros (cond, AR!, p) descritos a seguir. 

Vamos considerar novamente o caso da convolução de duas gaussianas com erro de­

terminado por uma distribuição de Poisson (equações 4.4, 4.5 e 4.6). Inicialmente foi 

aplicado o MQ para vários valores de ai e para cada caso foram calculados o coeficiente 

de correlação de pontos vizinhos (P49,50) , o número de condição do núcleo (cond(k)) e a 

amplificação relativa das incertezas AR! definida por: 

(~)Ildll (4.9)AR! = (~) , 
Ilmll 

onde Iladll e Ilamll representam as normas L-2 dos vetores das incertezas de d e m 
respectivamente. 

Utilizou-se nos espectros simulados (ds ), Ai = 1 contagem, 0'2 5 canais, A2 = 5.105 

contagens e aI variável (ver tabela 4.2), Os resultados são apresentados na Tabela 4.2 e 

alguns espectros listados na tabela são apresentados na Figura 4.2. 
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.( 

I 0"1 (canais) I cond(k) I AR! I P49,50 

0.1 

0.5 

0.7 

0.9 

1.0 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.0 

1.7 

5.6 

27.1 

69.2 

194.8 

604.2 

2066.4 

7793.9 

1.0 

1.3 

2.9 

10.2 

22.7 

57.0 

144.5 

169.6 

228.1 

-410-22 

-0.2704 

-0.6895 

-0.9022 

-0.9430 

-0.9649 

-0.9773 

-0.9846 

-0.9894 

I Fig.4.21 

G1 

G2 

G3 

G4 

G5 

G6 

-

Tabela 4.2: Resultados do MQ para diferentes valores de 0"1 
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Observa-se que as oscilações dependem do valor de cond(k): quanto maior, maior a 

oscilação. A intensidade da oscilação pode ser quantificada pela Amplificação Relativa de 

Incertezas (eq. 4.9), e também pela correlação entre pontos vizinhos. 

O comportamento oscilatório está diretamente relacionado com a matriz k que, por sua 

vez, é construída de acordo com o problema físico em questão, ou seja, depende do arranjo 

experimental de medida e também dos fenômenos físicos presentes. Sendo assim, dado um 

experimento, a matriz k está definida e se houverem oscilações na solução do problema 

inverso, existem, dois caminhos que são discutidos em detalhe no presente trabalho: 

a) Conviver com as oscilações. 

b) Aplicar métodos de regularização e compactação. 

4.2 Compactação 

Com o propósito de diminuir o comportamento oscilatório, as correlações entre pontos 

vizinhos e a amplificação das incertezas em problemas inversos, no presente trabalho, é 

proposto o procedimento de compactação associado ao MQ. 

OS dados experimentais representados por espectros multicanais (d), evidentemente, 

ocupam uma certa região, ou seja, um certo número de canais (N), que depende do 

fenômeno físico a ser estudado, do equipamento de aquisição utilizado no experimento, 

assim como regulagens (ganho de amplificadores, colimadores, entre outros). A resolução 

do Problema Inverso consiste em estimar uma distribuição m a partir do conhecimento 

dos dados experimentais d. Em geral o espectro m tem o mesmo número de canais que os 

dados experimentais medidos (N). O método proposto permite que m tenha um número 

menor de canais (n < N), para isto basta que a matriz k tenha dimensão N x n. O 

procedimento de obtenção do espectro m com um número de canais menor que os dados 

medidos é denominado de compactação. Apesar de ser um procedimento simples, pode­

se observar, através dos casos a seguir, que tem se mostrado eficiente na redução das 

oscilações. 
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Em um caso extremo, podemos supor a compactação de um espectro de 100 canais 

para um espectro m de um só canal, neste caso, não será possível observar nenhuma 

estrutura em m, ou melhor, ocorreu grande perda de informação. Obviamente, deve haver 

um limite para a compactação. O processo de compactação pode provocar distorções ou 

modificações no espectro compactado, o que é verificado pelas simulações descritas a 

seguir. 

Vamos considerar novamente o caso de um espectro simulado (ds ) resultante da con­

volução de uma gaussiana (ms) com um núcleo também gaussiano (equações 4.4, 4.5 

e 4.6). O espectro estimado pelo procedimento de MQ associado ao procedimento de 

compactação será representado nesta seção por m. 

Uma maneira de verificar a distorção causada pelo processo de compactação é re­

alizando um teste de X2 da distribuição simulada ms com o espectro obtido por MQ­

compactação (m). 

O X2 da distribuição simulada é dado por: 

X~ (m - ms)tv;;;,l(m - ms), (4.10) 

e a probabilidade deste X2 ser excedido por: 

00

P(X~) = 1 Fl(x~) dx~, (4.11) 
x~ 

onde Fl (X}) é a distribuição de chi quadrado para l graus de liberdade. 

Vamos considerar como nível de significância a região [0.05,0.95]. Ou melhor, estamos 

considerando que não houve distorção do espectro (m) para os casos onde foram realizadas 

compactações e as probabilidades P(X}) ficaram dentro do nível aceitáveL 

A seguir (tabela 4.3) são apresentados resultados para o Problema Inverso da con­

volução de duas gaussianas. Os espectros simulados foram calculados pelas equações 4.4, 

4.5 e 4.6 . Aplicou-se o procedimento de MQ junto com a compactação para diferentes 

http:0.05,0.95
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.: 

valores de n. Utilizou-se os seguintes valores: fundo constante de 200 contagens, espectros 

com 100 canais AI = 1, (}I = 1.5 canal, A2 = 103 contagem, ()2 5 canais. Na tabela 

é apresentado também o resultado do teste de chi quadrado (P(X~)) de uma gaussiana 

ajustadab ao espectro m. 

n (n!!. de canais) I cond(k) 

11 
100 13.2104 

80 929 

59 

55 

-0.9924 

-0.9847 

0.54 

0.70 

0.44 

0.48 

G1 

G2 

60 40 8.6 -0.9184 0.89 0.08 G3 

50 11.9 2.9 -0.8045 0.62 0.33 G4 

30 2.32 0.72 -0.2904 0.41 0.85 G5 

20 1.72 0.48 -0.0953 0.07 1.00 G6 

Tabela 4.3: Resultados obtidos em função da compactação (n!!. de canais) 

Pode-se observar (figura 4.3 e tabela 4.3) que à medida que se aumenta o fator de 

compactação as oscilações diminuem, assim como o cond, AR! e p. Os casos de G1 até 

G5 correspondem à região aceitável, ou seja, não ocorreu distorção. 

É interessante salientar que em todos os gráficos (G1 a G6) foi possível ajustar gaus­

sianas com P(X~) aceitavéis. Entretanto o teste para comparação com o espectro simulado 

do gráfico G6 apresenta um resultado não aceitável (P(X~) = 1.00), ou seja, apesar de 

ser possível ajustar uma gaussiana, não se deve realizar a compactação até 20 canais (um 

fator 5 de compactação), pois o espectro será deformado, podendo apresentar resultados 

sem significado físico. Observando os gráficos G1 e G2, em primeiro momento, parece que 

as gaussianas ajustadas (linha sólida) não correspondem aos respectivos espectros; entre­

tanto os resultados apresentados (P(X~)) garantem a compatibilidade entre as gaussianas 

e os respectivos espectros obtidos pela resolução do Problema Inverso. A explicação está 

b Através de um programa desenvolvido em Matlab que utiliza o método de Gauss-Marquardt 

L 
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no fato que os espectros obtidos têm pontos altamente correlacionados, que causam o 

comportamento oscilatório mas as correlações geradas são consideradas nos ajustes. Este 

é um resultado importante do presente trabalho, onde pode-se concluir que espectros al­

tamente oscilantes inclusive com pontos negativos, podem ser representados por funções 

suaves decorrentes de ajustes, situação que só é possível se as correlações geradas pela 

resolução do Problema Inverso forem consideradas. 

,. 
~. 

< 
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Figura 4.3: Pontos com barras de incertezas: espectros obtidos por MQ para diferentes 

r.omnarJ,ar.Õp.s. Linhas sólioas: !ul.llssianas aillstaoas. 
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4.3 Regularização 

li A2 I NMR I P(x~) I P(x~) I Fig.4.411 

106 O 0.28 0.62 G1 

105 1 0.79 0.13 G2 

2104 3 0.18 0.91 G3 

8103 4 0.89 0.16 G4 

4103 5 0.63 0.34 G5 

103 6 0.33 0.64 G6 

Tabela 4.4: Limite de Regularização 

Pode-se observar que quanto menor A2 (ou seja maior a incerteza relativa dos pontos 

de d s ) maior o número máximo de regularizacoes. É interessante observar que para o 

caso de A2 = 106 contagens não, é possível regularizar o espectro sequer por uma vez 

(NMR = O). 

O gráfico G6 ( figura 4.4) apresenta diversas estruturas que não têm significado físico, 

pois conforme a simulação realizada, a região corresponde ao fundo constante e, como 

veremos adiante, estas estruturas correspondem a artefatos . 

.'~>--., 
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4.3 Regularização 

Na tabela 4.5 são apresentados os resultados para diferentes regularizações por mínima 

variância (NR 1-6), com A2 103 contagens, (lI 1.5 canal, (l2 5 canais, AI = 

1 contagem. Pode-se observar na figura 4.5 que as oscilações dos pontos diminuem á 

medida em que o número de regularizações aumenta (NR). Todos os gráficos (GI-G6) 

correspondem a espectros aceitáveis, ou melhor, que não foram distorcidos considerando 

o critério adotado na seção anterior. Observa-se nos gráficos G5 e G6, a existência de 

estruturas que correspondem a artefatos. 

o 
2 

3 

4 

5 

6 

3.2104 

20.4 

32.1 

60.2 

904.1 


I 7.25103 


28.0 

3.95 

1.06 

0.64 

0.51 

0.45 

-0.9910 

-0.4934 

0.1694 

0.5539 

0.7357 

0.8110 

0.66 

0.34 

0.33 

0.31 

0.25 

0.43 

0.39 

0.70 

0.17 

0.70 

0.75 

0.59 

Gl 

G2 

G3 

G4 

G5 

G6 

Tabela 4.5: Resultados para diferentes regularizações 

":, 
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4.4 Regularização de Tikhonov 

4.4 Regularização de Tikhonov 

Nesta seção são apresentados testes realizado com o método de regularização de 

Tikhonov e comparações com o procedimento MQ-RMV. Conforme discutido anterior­

mente, é um método muito utilizado nas mais diversas áreas, e um dos maiores problemas 

é a escolha do valor do parâmetro de regularização (jk) e suas implicações. Nas sim­

ulações que se seguem, utilizamos a matriz de estabilização que corresponde à operação 

de primeira derivada (eq. 2.25), denominada nesta secção de LI. Foi realizado também um 

teste com a matriz correspondente à derivada de segunda ordem (eq. 2.24) denominada 

nesta seção de L2. 

Podemos considerar como critério de escolha do parâmetro de regularização o teste de 

X2 do espectro regularizado, ou melhor, escolhe-se jk, tal que, 

P(X~s) = !~ FI(X~S) dX~s , (4.13) 
XTS 

esteja dentro do intervalo [0.05,0.95], onde X~s é dado por, 

X~s = (mJLL - ms)t V~~L (mJLL - ms) . (4.14) 

Lembrando que mJLL corresponde ao espectro obtido pelo método de Tikhonov (Seção 

2.6) e V mJLL é a sua matriz de covariâncias. ms é a gaussiana (eq. 4.6). Conforme 

discutido anteriormente, o espectro obtido pela regularização de Tikhonov, depende de jk 

e L, consequentemente, o X~s irá depender também destes mesmos parâmetros. Calculou­

se X~s para alguns valores de jk para as matrizes de estabilização L1 e L2 (figura 4.6). 

Foram utilizados espectros simulados a partir da convolução de duas gaussianas (eqs.4.4, 

4.5 e 4.6) com 100 canais, fundo constante de 200 contagens, AI = 1, aI = 1.5 canal, 

A2 = 103 contagens, a2 = 5 canais e Xo = 50 canais. 

Observando o gráfico referente à matriz L1 (figura 4.6), podemos afirmar que, neste 

http:0.05,0.95
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J.t J.t 

Figura 4.6: Valores de X2 para espectros obtidos pela regularização de Tikhonov em função 

do parâmetro de regularização. 

caso, é possível escolher uma faixa contínua de valores de p, tal que Xfs tenha valores 

aceitáveis. No caso da matriz L2 o Xfs têm um comportamento oscilante e existem 

inúmeros valores distintos de p, que resultam em um mesmo valor de Xfs, resultando em 

uma regularização de difícil aplicação, pois uma pequena variação em p, pode resultar em 

valores muito diferentes no Xfs: 

Com o objetivo de comparar a regularização de Tikhonov com o MQ-RMV, foram 

obtidos espectros regularizados a partir de um único espectro simulado (ds ). Utilizou-se 

a matriz de regularização LI. Os valores do parâmetro de regularização (p,) foram escolhi­

dos para que os valores de Xfs fossem iguais aos de X~ para os espectros regularizados por 

mínima variância com N=5,6 e 7 (número de regularizações) conforme mostra a tabela 

4.6. 

Pode-se observar na figura 4.7, que os espectros obtidos pela regularização de Tikhonov 

. , ..,>~. 
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MMQ-RMV Tikhonov ( LI) 

N X~ FigA.7 /-t 
2XTS FigA.7 

5 

6 

7 

101.6 

112.0 

842 

G1 

G3 

G5 

0.0188 

0.0293 

0.1854 

101.6 

112.0 

842 

G2 

G4 

G6 

Tabela 4.6: Comparação entre MQ-MMV e Tikhonov(L1) 

são sistematicamente mais baixos, ou melhor, têm uma amplitude menor que as gaussianas 

simuladas (ms). Quanto maior o valor de /-t, maior é a diferença de amplitude e o espectro 

tende a ficar mais largo. Comparando-se os pares que resultam em um mesmo X2 (G1/G2, 

G3/G4, G5/G6), nota-se que este efeito não acontece nos espectros obtidos com o MQ­

RMV. 

I. 
''''1 
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4.5 Artefatos 

Artefatos são estruturas sem significado físico que podem aparecer em: soluções de 

problemas inversos, em espectros resultantes de suavizações (combinações lineares ou não 

dos dados) e em dados experimentais em geraL A grande dificuldade está na identificação 

dos artefatos, pois podem ser confundidos com fenômenos físicos. Esta dificuldade está 

presente no caso de imagens médicas [6, 51] onde, em um caso extremo, pode-se asso­

ciar um tumor ou uma ruptura de um osso erroneamente a um artefato. Artefatos estão 

presentes também em problemas de tomografia sísmica [2] e problemas que envolvem 

imagens obtidas pela resolução de problemas inversos em geral. Os artefatos podem 

aparecer também em espectros unidimensionais em geral, conforme mostra o estudo re­

alizado através de simulações numéricas deste Capítulo e também em secções de choque 

experimentais (Capítulo 5). 

Os espectros resultantes de problemas inversos em geral são correlacionados. No caso 

de correlações negativas entre pontos vizinhos, conforme resultados do presente trabalho, 

os espectros apresentam oscilações, e nestas situações são aplicados procedimentos de 

regularização (Tikhonov e RMV) para a atenuação das oscilações, que geram correlações 

positivas entre os pontos vizinhos do espectro regularizado. Quanto mais regularizado 

o espectro, maior é o coeficiente de correlação, no caso da RMV (Tabela. 4.5), no caso 

da regularização de Tikhonov a correlação aumenta com o parâmetro de regularização, 

conforme mostra a tabela 4.7, calculada para um espectro simulado através da convolução 

de um núcleo gaussiano com uma gaussiana. 

-0.9911 0.9551 

0.000 0.0150 

Tabela 4.7: Coeficientes de correlação em função de J.1, 

O surgimento de artefatos está ligado à correlações positivas entre pontos vizinhos, ger­

adas em procedimentos de regularização. No Apêndice A é apresentada uma justificativa 
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para o surgimento de artefatos com base em cálculos de probabilidades para dados com 

correlações positivas. De fato pôde-se verificar através de simulações numéricas (Tabela 

4.8) que em espectros resultantes de Problemas Inversos onde o coeficiente de correlação 

entre os pontos vizinhos é alto (0.8-1.0), em geral existem artefatos. E um dos méritos do 

procedimento proposto (MQ-RMV) consiste na possibilidade de identificação dos artefatos 

conforme os demostraram os resultados das simulações (seção 4.5). 

Com o objetivo de obter artefatos resultantes de problemas inversos, aplicou-se a regu­

larização de Tikhonov e o procedimento proposto (MQ-RMV) em alguns casos numéricos, 

com sinal simulado dado por: 

ds = kms +€, (4.15) 

onde € é o vetor de erros dados por uma distribuição de Poisson, e k é o núcleo gaussiano 

dado por, 

kij = i=A=l_~ (4.16) 

para distribuição mSi utilizou-se em alguns casos uma gaussiana, 

mSi (4.17) 

e em outros casos duas gaussianas (dubleto), 

A2 
A _(í-X2f 

)2 

e ---:====3;:- e 2"3 ( 4.18) mSi = V21f 2 
a V21fa3 

As distribuições ms foram construídas com os seguites parâmetros: os gráficos G 1 e 

G2 com uma gaussiana, Al = 8102 , X o 50. G3 com duas gaussianas, A2 = 8102 , 
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A3 = 2102 contagens, Xo = 50, X20 = 70. G4 com A2 103 , A3 = 2102
, X o = 50, 

X20 70. G5 com A2 = 8 102
, A3 = 2 102

, X o 50, X20 20. E G6 com A2 = 103
, 

A3 2102 , X o 50, X20 = 20. Em todos os espectros ds utilizou-se um fundo constante 

de 300 contagens, aI = 1.5, a2 = 5 canais e para os casos de dubleto a3 5 canais (A2 e 

A3 estão em contagens, X o e X20 estão em canais) . 

A tabela a seguir apresenta os resultados das simulações numéricas . 

MMQ-RMV Tikhonov ( LI) 

NR I P(X~) p FigA8 j.L P(X~s) p 

5 0.81 0.8091 G1 0.01 0.93 0.9517 G2 

6 0.23 0.8105 G3 0.01 0.36 0.9301 G4 

6 0.67 0.8104 G5 0.01 0.71 0.9292 G6 

Tabela 4.8: Artefatos nos procedimentos de MQ-RMV e Tikhonov(L1) 

Deve-se lembrar que na tabela 4.8 NR, corresponde ao número de regularizações, P(X~) 

e P(X~s) correspondem aos resultados de testes de X2 da gaussiana ms com os espectros 

obtidos respectivamente por MQ-RMV e regularização de Tikhonov; j.L é o parâmetro de 

regularização e p corresponde ao coeficiente de correlação de pontos vizinhos no centro 

do espectro. 

Todos os casos (figura 4.8), apesar de serem espectros considerados sem distorção, ou 

aceitáveis (P(X~) e P(X~s) entre 0.05-0.95) apresentam artefatos, e observa-se correlações 

positivas e altas. Os espectros correspondentes ao procedimento de Tikhonov têm valores 

de p maiores que os de MQ-RMV. O espectro G1 (MQ-RMV), com uma gaussiana, 

apresenta artefatos á direita e á esquerda do pico central. G 2 (Tikhonov) apresenta 

artefato á direta do pico. Os espectros G3, G4 e G5, simulações com duas gaussianas, têm 

picos compatíveis (visualmente) com as duas gaussianas e também artefatos. O espectro 

G6 é um caso interessante, pois, apesar da simulação de duas gaussianas, apresenta apenas 

http:0.05-0.95
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um pico compatível com uma gaussiana, e no lugar da segunda gaussiana não existe 

estrutura compativel com um pico, entretanto, surgem artefatos em outras posições do 

espectro. 

" .. \ 

....... 
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Figura 4.8: Artefatos em espectros obtidos pelas regularizações de Tikhonov (G2,G4 e 
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4.6 Discussão 

o procedimento de mínimos quadrados para resolução de problemas inversos, apre­

senta em geral, espectros com grandes oscilações, conforme mostraram as simulações 

númericas. Na interpretação do presente trabalho, as oscilações são naturais, no sentido 

de que são decorrentes de correlações negativas entre pontos vizinhos. Se as correlações 

forem consideradas corretamente, é possível ajustar uma função suave aos pontos mesmo 

que oscilantes, ou seja, o espectro oscilante pode ser representado por uma função suave. 

Entretanto existem condições para a realização concreta do ajuste: deve-se saber qual 

função a ser ajustada (condição necessária) e ter boas estimativas iniciais c dos parâmetros 

para que não ocorram problemas de convergência nem de tempo de computação elevado. 

Em alguns casos, nos espectros com muita oscilação, é praticamente impossível a escolha 

da função a ser ajustada, assim como a estimativa inicial dos parâmetros. Sendo assim, a 

RMV pode ser utilizada para a redução das oscilações (conforme mostraram as simulações 

numéricas), facilitando a escolha da função a ser ajustada bem como, as "estimativas ini­

ciais". A RMV também pode ser utilizada nos casos onde não se realizam ajustes nos 

espectros obtidos pela resolução do problema inverso, a informação é retirada diretamente 

dos espectros. Deve-se lembrar que, de acordo com as simulações numéricas realizadas 

neste Capítulo, deve-se trabalhar nas condições onde não ocorre a distorção do espectro. 

O procedimento de compactação, utilizado em condições de não-distorção, assim como a 

RMV, também mostrou-se muito eficiente em reduzir as oscilações. As grandezas apre­

sentadas, como número de condição (cond) , amplificação relativa de incertezas (AR!) e 

coeficiente de correlação (p) se mostraram eficientes para a quantificação das oscilações 

em problemas inversos. 

A associação entre artefatos e correlações positivas entre pontos vizinhos pôde ser 

confirmada pelas simulações numéricas apresentadas (Tabela 4.8 e Figura 4.8) e justificada 

pela formulação do cálculo de probabilidades apresentada no Apêndice A. O procedimento 

c São as estimativas necessárias, utilizadas como start no programa de ajuste. 

"':>.::": 
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de MQ-RMV mostrou-se eficiente na identificação de artefatos quando se tem um modelo 

físicod para o espectro obtido por este procedimento. 

É interessante salientar que foi abordado apenas o problema dos artefatos prove­

nientes do processamento dos dados. Podem ocorrer artefatos com outras origens, como 

fenômenos físicos não considerados no modelo, interferência, mal funcionamento ou regu­

lagens inadequadas no sistema de aquisição de dados, entre outros. 

A metodologia proposta de simulações numéricas para a verificação das distorções em 

procedimentos de regularização e compactação pode ser aplicada a problemas inversos 

que envolvem funções diferentes de gaussianas. Nos estudos de secções de choque para 

reações fotonucleares e radiação de aniquilação elétron-pósitron em alumínio, apresen­

tados nos capítulos seguintes, utilizaram-se procedimentos análogos ao deste capítulo, 

onde as funções envolvidas correspondem à soma de gaussianas e parábolas, assim como 

lorentzianas. 

(_:' 


d função a ser ajustada no espectro obtido pela resolução do problema inverso 

". 
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Capítulo 5 

Estudo da secção de choque 
345 (" xn) 

5 .1 Introdução 

Secções de choque de reações fotonucleares são importantes [52] para os estudos de modelos 

físicos como também para aplicações : 

• Física e tecnologia de reatores de fissão e fusão. 

• Análises de elementos por radiação induzida. 

• Produção de radioisótopos para uso científico, industrial ou médico. 

Existe na literatura uma grande quantidade de secções de choque fotonucleares me­

didas por diferentes técnicas experimentais. As primeiras medidas utilizaram fótons de 

bremsstrahlung produzidos através elétrons provenientes aceleradores. Neste caso, como 

veremos a seguir, a análise dos dados envolve a resolução do problema inverso e, conse­

quentemente as dificuldades (oscilações, artefatos, distorções) estão presentes. 

É interessante ressaltar que existe um grande número de secções de choque analisadas 

pela resolução de problemas inversos e constam na compilação de dados nucleares da 

77 
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IAEAa [52, 53]. 

Os métodos de resolução do Problema Inverso para a determinação experimental de 

secções de choque fotonucleares mais utilizados são: 

• 	 Método de Penfold-Leiss [54] que basicamente realiza uma combinação linear da 

solução por inversão direta. 

• Método de Cook [55] que utiliza uma condição de suavização para a segunda derivada 

t.-
i da solução (corresponde a matriz de estabilização de Phillips-Cap. 4) 

Os dados experimentais são relacionados da seguinte maneira: 

rEei 
Y(Eel ) = li a(E"()B(E-y, Eel)dE"( , 	 (5.1) 

Elimiar 

onde Eel é a energia dos elétrons do feixe, Y(Eel ) é o yield da reaçãoque é a taxa 

de produção da reação detetada, por exemplo, para reação (ry, xn) pode ser o número 

de nêutrons detetados em função de Eel. E"( é a energia dos fótons produzidos por 

bremsstrahlung em um alvo, a(E"() é a secção de choque, e B(E"(, Eel ) é a distribuição 

de energia dos fótons ou distribuição de bremsstrahlung. Deseja-se portanto, obter a 

secção de choque (a (E"()) para uma reação de interesse (I', xn), a partir dos dados exper­

imentais e da distribuição de bremsstrahlung. Pode-se notar que a equação do yield (eq. 

5.1) é uma equação integral de Fredholm de primeiro tipo (eq. 2.1), tratando-se portanto 

de um Problema Inverso. 

A equação 5.1 pode ser escrita na forma discreta, 

Y=Ba. 	 (5.2) 

a 	 Agencia Internacional de Energia Atômica-Viena 
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o objetivo neste capítulo é a obtenção da secção de choque 34S (ry, xn). O yield (dados 

experimentais) foi fornecido pelo prof. V.V. Varlamovh, de um experimento que utiliza 

radiação de bremsstmhlung produzidos por um Bétatron [56]. 

Para a obtenção da secção de choque (a(E'Y))' utilizou-se o procedimento proposto no 

presente trabalho MMQ-RMV (Cap. 3) associado com o procedimento de compactação 

(Secção 4.2). Parte deste estudo, foi apresentado também em trabalho recente [7]. 

l 5.2 Simulações 

É interessante lembrar que tanto a RMV quanto a compactação podem apresentar 

resultados com distorções, conforme mostraram as simulações realizadas (Capítulo 4). As 

distorções dependem do fator de compactação, do número de regularizações, das incertezas 

dos dados experimentais e também das funções envolvidas, que são, no caso em particular: 

a distribuição de bremsstmhlung, o yield e a secção de choque de interesse. No Capítulo 

4, para espectros simulados a partir da convolução de gaussianas, foram determinadas as 

condições para que os espectros não fossem distorcidos. O caso agora é diferente, pois as 

funções envolvidas são bastante distintas de gaussianas, assim como o número de pontos 

experimentais. 

"\. As condições de não-distorção foram novamente obtidas para o caso específico através 

de simulações numéricas e, finalmente os dados experimentais foram analizados pelo MQ­

RMV nas condições de não-distorção obtidas pelas simulações. 

Inicialmente, construiu-se a secção de choque simulada (as(E'Y)) e considerou-se uma 

distribuição de bremsstmhlung B(E'Y' E el ) , para a simulação do yield, que é dado pela 

equação, 

Y s = Bas + €, (5.3) 

b autor de [52, 53] 
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explicitanto melhor os elementos das matrizes, 

Y(Eell ) 

Y(EeI2 ) 

B(Ee1b B r1 ) 

B(Ee!2' E"(l) 

B(Eell, E"(2) 

B(Ee!2, E"(2) 

B(Eell , E"(m) 

B(EeI2 , E"(m) 
(Js(E"(I) 

(JS(E"(2) I 
+ 

fI 

€2 

Y(EeIN ) 
B(EelN , E"(l) B(EeIN ,E"(2) B(EeIN, E"(m) 

(JS(E"(m) €N 

(5.4) 

Eel i é a energia do elétron correspondente ao canal i do espectro de yield, E"( i é a energia 

do fóton correspondente ao canal i do espectro de secção de choque, €i é o erro regido por 

uma distribuição gaussiana. 

A distribuição de bremsstrahlung é dada pela distribuição de Schiff [57], 

(E~+(Eel+El)2 _ 2(Eel+B'd) (In m + 1 - 'datan b)B(Eel,E"() [ E;l 3Ee l o b 

(5.5) 
2 

+ (Eel+E1) (..1..ln (1 + b2 ) + 4(2-b )atan b - -ª- 'd) 1 
1:' b2 sb2 3b2 9 ' 

b - 2 Eel(Eel - E"() 9, c = lU, mi = 0.5U, 
- c mi E"( 

mi Eel Zã2 ( 1) ]-1 
mo = [( 2Eel(Eel - E"() + -;; , 

e a secção de choque é dada por uma soma de quatro lorentzianas, 

4 E2r?A. 
"( Z Z (5.6)(Js(E"() = L E2r? + (E2 - E~"(i'-

i=l "( Z "( 
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Os parâmetros das lorentzianas simuladas foram determinadas da seguinte maneira: 

inicialmente foi obtida a solução do problema inverso por MQ-RMV utilizando o yield 

experimental, com um fator de compactação de 3 e 4 e a seguir determinou-se a secção 

de choque preliminarmente para a obtenção dos parâmetros das lorentzianas, que servi­

ram como estimativas iniciais. Em seguida foram calculados yields simulados a partir 

da equação 5.3 com pequenas variações nas estimativas iniciais dos parâmetros, e pos­

teriormente, escolheram-se os parâmetros que implicaram em uma menor diferença en­

tre os yields simulado e experimental. Na figura 5.1 é apresentada a distribuição de 

bremsstrahlung de Schiff, para diferentes energias de elétrons (Eel ) e a secção de choque 

simulada. 
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Figura 5.1: Distribuição de bremsstrahlung - Secção de choque simulada. 

O yield simulado (Ys ), assim como o yield experimental, tem 182 canais de energia de 

11.3 a 29.5 MeV em intervalos de energia constante de 0.1 MeV, apresentado na figura 

5.2. 

Com a escolha de Ys e da secção de choque simulada, foram obtidos 25 espectros 

i~ I. 
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Figura 5.2: yields simulado e experimentaL 

utilizando o MQ-RMV para resolução da equação 5.4, com compactações de 182 para até 

60 canais associadas a regularizações de até 4 vezes. 

Os espectros resultantes são apresentados na figura 5.3. Os pontos com barras de 

incertezas correspondem aos espectros obtidos por MQ-RMV e as linhas sólidas corres­

pondem às secções de choque simuladas e ajustadas. Mais adiante alguns destes espectros 

são apresentados em tamanho maior para uma análise mais detalhada. 

Os valores localizados no lado inferior de cada espectro (figura 5.3), correspondem 

respectivamente a compactação em canais, ao número de regularizações e ao valor de 

P(X~) (resultado do teste de X2 da secção de choque simulada com o espectro obtido por 

MQ-RMV). Lembrando que foi considerado para critério de não-distorção dos espectros 

(espectros aceitáveis), os casos que tiveram valores de P(X~) no intervalo [0.05,0.95]. Por 

exemplo, no primeiro espectro 182-0 Reg - 22%, corresponde a compactação para 182 

~, . 
" 

http:0.05,0.95


83 5.2 Simulações 

canais, zero regularizações e 22% de P(X~). 

Para a direita do primeiro espectro, aumentam o número de regularizações e para 

baixo, aumenta o fator de compactação. Observando a figura 5.3, nota-se que o espec­

tro 182-0 Reg. (sem regularização e sem compactação) apresenta grandes oscilações, e 

se forem realizadas apenas as regularizações (verificar a primeira linha da figura) as os­

cilações persistem, dificultando a visualização das lorentzianas. O mesmo acontece se 

for realizado apenas a compactação (primeira coluna). Os espectros localizados no canto 

inferior direito da figura, com maior número de regularizações associados a compactações 

maiores, apresentam menores oscilações. 

É interessante ressaltar que foram realizados ajustes de lorentzianas a todos os es­

pectros, os resultados não foram apresentados mas todos os ajustes foram aceitáveis ( 

P(X~) dentro de [0.05,0.95]). Entretanto, mesmo sendo possível ajustar as lorentzianas, 

alguns espectros devem ser descartados, pois correspondem a casos de distorção (P(X~)) 

fora do intervalo [0.05,0.95].), são os espectros 150-3Reg., 150-4Reg., 120-4Reg., 90-3Reg., 

90-4Reg., 60-1 a 4Reg .. 

http:0.05,0.95
http:0.05,0.95
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·20~120 • 3. Reg· 7% 90 - 2. Reg - 40% 

5.2 Simulações 

Vamos analizar em especial, quatro espectros (figura 5.4) reapresentados em tamanho 

maior. 
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Figura 5.4: secções de choque obtidos através do yield simulado por MQ-RMV. 

o gráfico 1 corresponde ao espectro sem compactação e sem regularização, conforme 

dito anteriormente, com grandes oscilações. Nota-se que impossível associar visualmente 

uma secção de choque (representada por quatro lorentzianas) ao espectro. O gráfico 2 

corresponde ao um caso extremo com compactação de 182 para 60 canais (fator 3) e 

quatro regularizações. Este espectro com variâncias relativamente pequenas (comparado 

~ -~>'" . 
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com o grafico 1), praticamente não apresenta oscilações, entretanto apresenta distorções, 

basta comparar o espectro com a secção de choque simulada. Observando que os picos 

ficaram mais largos e com amplitudes menores. Pode-se verificar também, a distorção 

através da comparação entre a secção de choque ajustada (que representa o espectro) e a 

secção de choque simulada. O espectro obtido não é aceitavel (distorcido) pois o valor de 

P(X~)=o. 

Os gráficos 3 e 4, respectivamente, com compactação para 120 canais e 3 regularizações 

e compactação para 90 canais com 2 regularizações, correspondem aos espectros com as 

menores oscilações e sem distorção (aceitáveis) (P(X~) entre [0.05,0.95]). 

Pode-se então, finalmente concluir destas simulações que o yield experimental deve ser 

analizado com compactação para 120 canais e 3 regularizações ou com compactação para 

90 canais com 2 regularizações. 

5.2.1 Artefatos 

O surgimento de artefatos tem sido um problema na determinação de secções de choque 

fotonucleares através da resolução de problemas inversos, pois os artefatos podem ser 

confundidos com ressonâncias. A seguir (figura 5.5) apresenta dois casos de artefatos 

para espectros simulados obtidos por MQ-RMV, onde utilizou-se uma compactação de 

182 para 110 canais e 4 regularizações. 

A figura 5.6 apresenta duas secções de choque obtidas pela resolução de problemas 

inversos, que estão no atlas de secções de choque da IAEA [53], da esquerda para a direita 

tem-se as secções de choque relativas repectivamente as reações: 52Cr (,,/,p)+52Cr (,,/, n+p) 

e 208 Pb("{, xn). Pode-se observar, nos dois espectros um grande número de picos, alguns 

destes, provavelmente são artefatos gerados por regularizações. 

http:0.05,0.95


87 

\­

5.2 Simulações 

40~1--~--r-~--'---~-r--~-'------r-~--'-~---.-----.--, 

:ê 

-E 30 

Q) 
::::J
C" 20 
o 
J: I 
(,) 

10 

" 
Q) 

oIra o 
(,)I 

(,) 

Q) 

(f) 	 -10 Obtido por MQ-RMVde yield simulado 
--- secção de choque simulada 

-20+1-~...-~---.-~...-~---.-~...-~---.-~...-~---r----l 
12 14 16 18 20 22 24 26 28 

Energia dos fótons (MeV) 

Obtido por MQ-RMVde yield simulado 
--- secção de choque simulada 

12 14 16 18 20 22 24 26 28 

Energia dos fótons (MeV) 

Figura 5.5: Artefatos em secções de choque obtidas por MQ-RMV através de yields 

simulados (as setas indicam os artefatos). 
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5.3 Análise dos dados experimentais 

Aplicou-se o procedimento de MQ-RMV para o yield experimental, utilizando a dis­

tribuição de bremsstrahlung de Schiff. A figura 5.7 apresenta o espectro obtido sem 

compactação e regularização (182 - O Reg.) e conforme o esperado, apresenta grandes 

oscilações. A figura apresenta também o espectro obtido com duas regularizações e com­

pactação para 90 canais, que, de acordo com as simulações correspondem às condições de 

não distorção. 
~ '.. , 
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Figura 5.7: Secções de choque 34 8 obtidos por MQ-RMV. 

Foi possível realizar um ajuste da função secção de choque considerada (4 lorentzianas), 

com um resultado aceitável ( P(X~)=9% ), os parâmetros resultantes (eq. 5.6) são apre­

sentados na tabela 5.l. 

O gráfico de cima da figura 5.8 apresenta a secção de choque obtida por Assafiri et al. 

[56] que utiliza o método de Penfold-Leiss [54], e a secção de choque obtida pelo presente 

trabalho (MQ-RMV). Oberva-se que qualitativamente, os dois resultados são compatíveis, 

ambos apresentam picos de ressonâncias em energias de 17 e 21 MeV. O gráfico de baixo 

apresenta a função secção de choque ajustada ao resultado de MQ-RMV e novamente o 

\ .. ' 
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i 

1 

2 

3 

4 

Ai(mb) 

27.5(2.2) 

31.0(1.7) 

8.9(2.4) 

7.5(1.3) 

Eori(MeV) 

20.88(7) 

17.36(7) 

15.06(8) 

12.67(15) 

fi(MeV) 

1.6(2) 

2.3(3) 

1.3(3) 

2.0(9) 

Tabela 5.1: Parâmetros ajustados na secção de choque 348 

resultado de Assafiri et al.. 

5.4 Discussão 

A redução das oscilações causada pelos procedimentos de compactação e regularização, 

verificado pelas simulações numéricas para convolução de gaussianas (Cap. 4), também foi 

confirmada no estudo de secções de choque fotonucleares, tanto nas simulações numéricas 

quanto na análise da secção de choque do 348 (r, xn). Para a redução das oscilações, neste 

caso em particular, foi necessário associar os procedimentos de compactação e regular­

ização. As simulações numéricas apresentaram indicaram a compactação de 182 para 90 

canais (fator 2) e duas regularizacoes como condição de não distorção do espectro. 

Foi confirmada também a possibilidade de aparecimento de artefatos e distorções na 

análise de dados de experimentos para o estudo de secções de choque fotonucleares. A 

secção de choque obtida pelo presente trabalho é qualitativamente compatível com o 

resultado de Assafiri, apresentando duas ressonâcias em 17 e 21 MeV. O método pro­

posto no presente trabalho, diferentemente da maioria dos procedimentos propostos para 

resolução de problemas inversos, permite realizar ajustes de funções (no caso em particu­

lar lorentzianas) necessários para estimar grandezas físicas, como no caso de secções de 

choque fotonucleares, posições, amplitudes e larguras de ressonâncias assim como secções 

de choque integradas. A secção de choque obtida pelo procedimento de MQ-RMV permite 



90 5.4 Discussão 

também o teste de qualidade de ajuste, necessário para testes quantitativos de modelos 

físicos. 
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Capítulo 6 

Radiação de aniquilação e -e+ 

6.1 Introdução 

o procedimento proposto para a resolução de problemas inversos foi utilizado no es­

tudo da radiação de aniquilação elétron-pósitron no alumínio. As funções envolvidas, 

são diferentes das simulações realizadas para gaussianas e do estudo da secção de choque 

do 348 (Caps. 4 e 5). A análise dos dados necessita um ajuste de funções ao espec­

tro obtido pela resolução do problema inverso, que não é trivial como veremos a seguir. 

Nesta situação, é imprescindível a matriz de correlações geradas pela resolução do pro­

blema inverso. Parte dos resultados desta seção também foram apresentados em [8, 50]. 

A radiação de aniquilação elétron-pósitron é útil para o estudo eletrônico de materiais 

[58,59, 60, 61]. A partir das energias dos fótons de aniquilação detetados, pode-se deter­

minar distribuições de momento de elétrons do caroço e da banda de condução. 

6.2 Experimento 

Os dados analizados no presente trabalho são parte dos dados experimentais de um 

experimento realizado no Instituto de Física da USP [58]. O arranjo experimental consistiu 

92 
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em dois detetores HPGe a 1800 separados por 15cm, com eletrônica de coincidência. 

Utilizou-se um fonte de 1O,u Ci de 22Na envolvida por dois discos de alumínio com 2mm de 

espessura cada, suficiente para frear praticamente todos os pósitrons. Para a calibração em 

energia dos espectros multicanais, utilizou-se uma fonte de 1921r medida simultaneamente 

com a fonte de 22 Na. 

Os pósitrons provenientes da fonte de 22Na aniquilam com elétrons do alumínio, que 

emite preferencialmente dois fótons a 1800 e são detetados pelo sistema de aquisição de 

dados que registra o número de coincidências detetadas em função da energia. Os fótons 

detetados não são monoenergéticos, obedecendo a uma certa distribuição que depende da 

energia dos elétrons do material em estudo. O objetivo deste experimento é a obtenção 

da distribuição de energia dos elétrons a(Eel ). Entretanto os dados experimentais estão 

relacionados com a(Eez) de acordo com a equação integral de Fredholm, 

D(Ed) = JR(Ed , Eel ) a(Eel) dEel , 	 (6.1) 

• 	Ed é a energia detetada. 

• 	 Eel é a energia dos elétrons aniquilados no material em estudo. 

• 	D(Ed ) é a radiação de aniquilação e+ - e-, são os dados experimentais. 

• 	R(Ed , Eel ) é a função resposta do sistema de deteção, que depende dos detetores e 

eletrônica associada. 

• a(Eel) 	é a distribuição de energia dos elétrons do material em estudo (a ser deter­

minada pela resolução do Problema Inverso). 

A função resposta para os dados experimentais em estudo é gaussiana, pois foram 

realizadas anteriormente nos dados experimentais, correções númericas para a eliminação 

de partes não gaussianas. Sendo assim a equação 6.1, corresponde a uma equação de 

convolução. 
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6.2 Experimento 

A distribuição de energia dos elétrons de aniquilacao é dada pelo seguinte modelo 

[58,61]: a aniquilação nos elétrons (2s e 2p) do caroço é representado por duas gaussianas, 

G1 (D E) ­ (6.2) 

_DEZ 

A2 e~,G2(DE) = V21f(J2 (6.3) 

onde DE corresponde a diferença de energia em relação a energia central de aniquilação 

(511 keV). A aniquilação nos elétrons da banda de condução é representada por três 

parábolas, 

Pi(DE) = L
3 

Api(DE - ai)(DE ai), (6.4) 
i=l 

Pi(DE) = O para IDEI > ai 

onde ai correspondem aos parâmetros de corte de Fermi. A distribuição de aniquilação é 

dada pela soma das gaussianas e parábolas, 

\,\:. 
(J(DE) G1(DE) G2(DE) + P1(DE) + P2(DE) + P3(DE) . (6.5) 

Em princípio é possível fazer a deconvolução dos dados, pois a função resposta é conhe­

cida. Posteriormente pode-se realizar o ajuste e obter os parâmetros. Como primeira ten­

tativa, foi realizada a deconvolução dos dados experimentais pelo MQ-RMV com zero reg­

ularizaçõese como era de se esperar, obteve-se um espectro com grandes oscilações sendo 

praticamente impossível estimar os valores iniciais dos parâmetros que são necessários 

para o programaa que realiza o ajuste. Posteriormente realizou-se duas regularizações 

e os valores iniciais dos parâmetros foram determinados empiricamente por comparação 

com o espectro obtido por MQ-RMV. A seguir a figura 6.1 apresenta a distribuição de 

a Programa desenvolvido em Matlab 
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aniquilação elétron-pósitron simulada representada pela soma de duas gaussianas e três 

parábolas. É interessante salientar que o eixo das ordenadas está na escala logaritimica 

que ressalta as diferenças, se o gráfico estivesse na escala linear, não seria possível a 

visualização de todas as funções. 

o 
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Figura 6.1: Distribuição de aniquilação Simulada. 

A figura 6.2 apresenta a radiação de aniquilação simulada (espectro simulado), resul­

tante da convolução da distribuição de aniquilação simulada (Js (dada pela soma de duas 

gaussianas e três parábolas simuladas), com a função resposta dada por, 

DE2 
1 2:'2 --e R (6.6)R(DE) = $(JR 

acrescentado de um erro gaussiano. (JR é o desvio padrão da função resposta (relacionado 

com a resolução dos detetores e com a resolução da eletrônica associada). A figura apre­

senta também os dados experimentais medidos, pode-se observar uma boa concordância 

entre os dois espectros. 
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Figura 6.2: Espectros (Simulado e experimental). 

,I!,::>:, 

A figura 6.3 apresenta as distribuições de aniquilação obtidas pelo procedimento MQ­

RMV aplicado ao espectro simulado, apresenta também as funções ajustadas aos espec­

tros. Foram somadas constantes de 5· 105 no espectro OReg e 200 no espectro 1 Reg., 

para obter resultados positivos necessários para apresentação na escala logaritimica. 

O espectro com zero regularizações apresentou um X~ = 200 (X2 da distribuição si­

mulada) para 189 graus de liberdade e P(X~) = 28%, ou seja, apesar das oscilações um 

resultado aceitável. O espectro com uma regularização apresenta uma redução nas os­

cilações, entretanto o resultado do ajuste foi de X~ = 702 para 187 graus de liberdade 

e P(X2) < 10-16 , um resultado não aceitável, ou seja, neste caso ocorre a distroção do 

espectro. É interessante salientar que as simulações mostraram que para a realização 

do ajuste são necessárias estimativas iniciais bem próximas (diferença menor que 8%) 

dos parâmetros simulados, pois caso contrário podem ocorrer problemas de convergência, 

devido a particularidade da distribuição de aniquilação e das correlações entre pontos. 

Os parâmetros resultantes do ajuste do espectro com OReg do espectro simulado foram 
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Figura 6.3: Distribuições de aniquilação (O e 1 Reg.) obtidas por MQ-RMV a partir de 

espectro simulado. 

utilizados como estimativas iniciais para o ajuste da distribuição de aniquilação elétron­

pósitron no espectro experimental. A tabela 6.1 apresenta os parâmetros resultantes da 

aplicação do MQ-RMV e ajustes realizados nos espectros simulado (O Reg.) e experi­

mental (O Reg. e 1 Reg.). Apesar das simulações mostrarem que o espectro com uma 

regularização é distorcido, os resultados apresentados na tabela, para O e 1 Reg. (espectro 

experimental) não apresentam grandes diferenças, a menos da função P3, os resultados 

são estatisticamente compatíveis. A figura 6.4 apresenta a distribuição de aniquilação 

para O e 1 Reg. obtida através da radiação de aniquilação experimental, pode-se obervar 

um comportamento análogo à simulação, onde ocorre a redução das oscilações com a reg­

ularização. Foram somadas constantes de 2.106 e 4.103 nos espectros de O e 1 Reg. para 

fins de visualização. 

!~ 
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I Parâmetros I Sim. (O Reg.) I Experim. (O Reg.) I Experim. (1 Reg) I 
AI (eventos) 7.6(1) 105 7.7(1) 105 7.7(1) 105 

0'1 (keV) 4.41(4) 4.49(5) 4.47(4) 

A2 (eventos) 3.0(7) 104 3.9(6) 104 4.3(7) 104 

0'1 (keV) 8.0(5) 8.4(3) 8.1(3) 

APl (keV) 7.9553(84) 104 7.9554(87) 104 7.9413(70) 104 

aI (keV) 3.500(2) 3.482(2) 3.484(1) 

AP2 (keV) 1.345(27) 103 1.624(31) 103 1.642(17) 103 

a2 (keV) 6.08(2) 5.95(2) 5.94(1) 

AP3 (keV) 194.4627(5) 194.4253(3) 194.4613(3) 

a3 (keV) 8.5554(4) 8.5392(2) 8.5556(2) 

Tabela 6.1: Parâmetros ajustados nas distribuições de aniquilação elétron-pósitron 
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6.3 Discussão 

Com os parâmetros apresentados na tabela 6.1 calculoram-se as áreas de cada função 

(gaussianas e parábolas) da distribuição de aniquilação. De acordo com o modelo con­

siderado [58, 61], a soma das áreas das parábolas normalizadas pela área total da dis­

tribuição de aniquilação, corresponde ao percentual de aniquilação com elétrons da banda 

de condução, e as áreas das gaussianas correspondem a aniquilação com os elétrons liga­

dos das camadas 2s e 2p. Na tabela 6.2 são apresentados os percentuais de aniquilação 

e os parâmetros de corte de Fermi em unidades de 1O-3mo c2 , obtidos pelo presente tra­

balho. Na tabela 6.1 são apresentados também, resultados de outros autores presentes na 

literatura. 

Aniquilação 

condução elétrons 2p elét 

94.49(1)% [*] 4.70(7)% [*] 0.27(4)% [*] 

94.06% [62J 4.81% [62] 1.13 % [62J 

Parâmetros de corte de Fermi 

aI a2 a3 

16.7109(5) [*] 11.64(4) [*J 6.816(5) [*] 

20 [59J 13 [59] 6.7 [59] 

Tabela 6.2: [*] - Resultados do presente trabalho; [62], [59] - Resultados da literatura. 

6.3 Discussão 

A obtenção das grandezas físicas no estudo da radiação de aniquilação elétron-pósitron 

exigiu um ajuste não trivial na distribuição obtida pela resolução do problema inverso. 

O procedimento proposto (MQ-RMV) mostrou-se muito eficiente, pois ele fornece as cor­

relações geradas na obtenção da distribuição de aniquilação, sem as quais seria impossível 

realizar o ajuste de três parábolas e duas gaussianas centradas no mesmo ponto. O pro­

..\~-. 
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cedimento de regularização foi muito eficiente em reduzir as oscilações com também em 

ajudar na obtenção das estimativas iniciais dos parâmetros para a realização do ajuste. Foi 

possível obter os percentuais de aniquilação, onde conclui-se que a aniquilação ocorre basi­

camente com os elétrons da banda de condução (95%). Obteve-se também os parâmetros 

de corte de Fermi. 

,I. 



Capítulo 7 

Conclusões e possíveis 

desdobramentos futuros 

7 .. 1 Conclusões 

• 	 A revisão dos métodos existentes mostrou-se importante para o entendimento do 

Problema Inverso. Onde pôde-se concluir que basicamente todos os procedimen­

tos propostos são desenvolvidos de maneira a reduzir o comportamento oscilatório. 

Pode-se observar na literatura que os resultados em geral não contém oscilações. O 

presente trabalho, interpreta as oscilações como naturais, no sentido de poderem ser 

explicadas pelas correlações negativas entre pontos vizinhos geradas pela resolução 

do problema inverso. 

• 	 O espectro, mesmo que oscilante, pode ser representado por uma função suave, 

que pode ser ajustada ao espectro oscilante sem maiores problemas, desde que as 

correlações geradas sejam consideradas nos cálculos. Ou seja, em vez de "olharmos" o 

espectro resultante podemos "olhar" para a função suave e o mais importante: pode­

se obter grandezas físicas a partir de parâmetros da função ajustada. 
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7.1 Conclusões 

• 	 Em geral, nos procedimentos para resolução de problemas inversos presentes na 

literatura, não se observam discussões sobre correlações geradas nem funções ajus­

tadas nos espectros, mesmo porque não seria possível a realização de ajustes sem as 

correlações geradas. 

• 	 O presente trabalho verificou que procedimentos de regularização com o objetivo de 

reduzir as oscilações podem implicar em distorções e aparecimento de artefatos. 

• 	 A RMV mostrou-se bastante eficiente em reduzir oscilações, mas assim como os 

métodos de regularização em geral, pode provocar distorções e artefatos. Entretanto, 

o método proposto permite a realização de simulações numéricas para verificar as 

condições de não-distorção. 

• 	 O procedimento proposto (MQ-RMV) mostrou-se eficiente em interpretar os artefatos 

que podem ser explicados pelas grandes correlações positivas entre pontos vizinhos, 

gerados por procedimentos de regularização. Quando existe um modelo físico (uma 

função a ser ajustada) o MQ-RMV permite identificar os artefatos indesejáveis. 

• 	 As simulações numéricas em diferentes situações mostraram a aplicabilidade do pro­

cedimento proposto, as condições de não distorção e o aparecimento de artefatos, 

sendo que estes, dependem muito de cada caso em particular (número de dados 

experimentais, variâncias relativas, e funções envolvidas). 

• 	 O procedimento proposto mostrou-se eficiente e viável no estudo de secções de 

choque fotonuc1eares, foi possível obter a secção de choque do 348 (-y, xn) e ajus­

tar quatro lorentzianas. As simulações mostraram que existe a possibilidade de 

aparecimento de artefatos em situações análogas ao caso estudado. 

• 	 O MQ-RMV também mostrou-se eficiente no estudo da radiação de aniquilação 

elétron-pósitron. Onde foi possível obter resultados como percentuais de aniquilação 

e corte de Fermi, decorrentes de um ajuste realizado aos dados altamente correla­
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7.2 Possíveis desdobramentos futuros 

cionados. Estes resultados dificilmente seriam obtidos por outros métodos de res­

olução de Problemas Inversos que não consideram as correlações geradas. 

7.2 Possíveis desdobramentos futuros 

Um desdobramento do presente trabalho seria a aplicação do procedimento proposto 

em reconstrução de imagens, entretanto existem algumas barreiras, dentre outras, que 

devem ser vencidas. Em princípio nada impediria a utilização do procedimento de mínimos 

quadrados (sem a RMV) para espectros multidimensionais (imagens) e a realização de 

ajustes às imagens com pontos oscilantes, entretanto existe o problema prático (tempo de 

computação e convergência) do ajuste de pontos altamente correlacionados, que podem 

chegar à milhões de pontos. Outro problema é o modelamento da imagem, ou seja, 

a função a ser ajustada. Por exemplo: Qual seria a função que descreve os ossos do 

tórax? Este problema poderia ser resolvido em princípio dividindo a função por partes, 

representandas com funções mais simples. Mesmo assim poderiam (ou não) persistir as 

dificuldades de tempo de computação e convergência dos ajustes. 

Mais interessante no caso de imagens com o propósito de reduzir as oscilações, seria as­

sociar o MQ com procedimentos de Compactação e Regularização por Mínima Variância, 

utilizando também a realização de ajustes para obtenção de imagens mais precisas e com 

a possibilidade de identificação dos artefatos. Outro desdobramento interessante seria o 

desenvolvimento de um algoritmo para a identificação automática de artefatos com base 

nas correlações dos pontos. 

O procedimento de MQ-RMV poderia ser útilizado em problemas bidimensionais 

onde existem modelos que descrevem a solução do problema inverso, como o caso de 

distribuições bidimensionais de radiação de aniquilação elétron-pósitron em materiais. 
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Apêndice A 

Interpretação de dois dados 

correlacionados (Oscilações e 

Artefatos) 

No caso de espectros multicanais cujos dados experimentais são regidos por uma função 

densidade de probabilidade (fdp) gaussiana, o espectro obtido pela resolução do problema 

inverso através do procedimento proposto (MQ) será regido por uma fdp multinormal [47]: 

-l(m-mo)Vm- 1(m-mo)
e :2 , (A.I)j(m) = (27r)~ IVml t 

lembrando que mo é o valor verdadeiro de m, que é a solução do problema inverso por 

MQ, com dimensão k ,Vm é a matriz de covariâncias e I I representa o determinante. 

Para dois dados correlacionados mI e m2 com matriz de covariancias dada por: 

V m = [ at paI 
2 
a2 ] (A.2) 

paI a2 a ' 2 

pode-se chegar, através da eq. A.I, à fdp conjunta: 

104 



105 A.l Correlação negativa- Oscilação 

_ 1 [( 1 aQ1 2p(ml-mQ l )(m2-mQZ) + (m2-mQ2)2]1 
<T)<T2 <T~f(mb m 2) 21rala2J(I e 2(l-p2) m - )2 (A.3) _ p2) <TI 

A probabilidade de superestimar m2 caso ml seja superestimado é dada por: 

00 00 

PI = 2 *1 1 f(ml1 m2) dml dm2 (A.4)1 
m o2 moI 

"L· 

" a de subestimar m2 caso ml seja superestimado por, 

jmo2 1°O (A.5)P2 = 2 * -00 moi f(ml, m2) dml dm2 , 

a de subestimar m2 caso ml seja subestimado por, 

02 jmOl 
P3 = 2 * j-00 

m
-00 f(mI, m2) dml dm2 , (A.6) 

e, finalmente, a probabilidade de superestimar m2 caso ml seja subestimado é dada por, 

00 jmOl
P4 = 2 * mo2 -00 f(ml, m2) dml dm2 . (A.7)1


A.I Correlação negativa- Oscilação 

Vamos considerar inicialmente a situação onde a correlação entre duas grandezas é 

negativa, por exemplo, o caso de dois pontos vizinhos de um espectro resultante de um 

problema inverso. A tabela A.I apresenta resultados contendo as probabilidades, para 

diferentes de coeficientes de correlação utilizou-se os seguintes valores: moI = 200, 0'1 = 

Jmob m o2 = 205, 0'2 Jmo2' 
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A.2 Correlação positiva- Artefato 

P -0.200 -0.500 -0.800 -0.850 -0.900 -0.950 -0.990 -0.995 

P2 e P4 0.564 0.667 0.795 0.823 0.856 0.899 0.955 0.968 

P1 e P3 0.436 0.333 0.205 0.177 0.144 0.101 0.045 0.032 

Tabela A.1: Probabilidades para diferentes valores de p (correlação negativa) 

Devido a simetria da função f(ml, m2), P1 e P3 são iguais assim como P2 e P4. As 

probabilidades devem ser analisadas aos pares (P1 e P2) (P3 e P4), por exemplo, se 

m1 for subestimado pode-se calcular P3 e P4, agora, se m1 for superestimado, pode-se 

calcular P1 e P2. Verifica-se que para correlações altas (em valor absoluto), os valores 

de P4 são maiores que P3, assim como P2 são maiores que PI. Esta situação, em um 

espectro, resulta em um comportamento oscilatório, pois se ml estiver abaixo de seu valor 

verdadeiro (subestimado), provavelmente (P4) o seu vizinho m2 estará acima de seu valor 

verdadeiro (superestimado), bem como o vizinho de m2, m3, provavelmente (P2) estará 

abaixo de seu valor verdadeiro, e assim por diante, resultando em um comportamento 

oscilatório dos pontos vizinhos. 

A.2 Correlação positiva- Artefato 

Vamos considerar agora o caso de dois pontos (ml e m2) correlacionados positivamente, 

representantes, por exemplo, de um espectro regularizado. A tabela A.2 apresenta as 

probabilidades utilizando os mesmos valores da secção AI. 

P 0.200 0.500 0.800 0.850 0.900 0.950 0.990 0.995 

P2 e P4 0.436 0.333 0.205 0.177 0.144 0.101 0.045 0.032 

P1 e P3 0.564 0.667 0.795 0.823 0.856 0.899 0.955 0.968 

Tabela A.2: Probabilidades para diferentes valores de p (correlação positiva) 
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Nota-se os valores de Pl e P3 são iguais aos valores de P2 e P4 da Tabela A.l (caso 

de correlação negativa) devido a simetria da função f(mI, m2). 

Para o caso de correlações altas em valor absoluto nota-se que Pl e P2 são maiores 

que P3 e P4. Ou seja, se um dado m! for subestimado provavelmente (P3) o seu vizinho 

m2 será subestimado. No caso de m! for superestimado, provavelmente (Pl) o seu viz­

inho será também superestimado. Estes resultados permitem a seguinte interpretação : 

No caso de um espectro com pontos vizinhos correlacionados positivamente, se um dado 

estiver acima do seu valor verdadeiro (superestimado), o seu vizinho provavelmente (Pl) 

estará também acima do seu valor verdadeiro, o vizinho do vizinho também estará acima 

do valor verdadeiro e assim por diante, resultando em uma regiao com pontos que sis­

tematicamente estarão acima de seus valores verdadeiros, formando assim uma estrutura. 

Se um ponto estiver abaixo do seu valor verdadeiro (subestimado) o seu vizinho também 

provavelmente (P3) estará abaixo de seu valor verdadeiro, o vizinho do vizinho, provavel­

mente estará abaixo de seu valor verdadeiro e assim por diante, formando novamente uma 

região com pontos sistematicamente abaixo de seus valores verdadeiros, formando assim 

uma estrutura. Estas "estruturas"são denominadas de artefatos. 

\ .. 



Apêndice B 

Dedução da solução de Mínimos 

Quadrados e Regularização de 

Tikhonov 

B.l A solução de MQ 

A condição de mínimos quadrados é dada por, 
1.' 

Q = (d - km)tV-1(d km), (B.I) 

minimizando em relação a um parâmetro 1/, tem-se, 

âQ â(km)tv-1(d_km)_(d km)tV-1â(km). (B.2)
âmll âmll âm ll 

Vamos analizar o segundo termo da equação B.2, utilizando a propriedade, 

ABC = (CtBtAt)t (B.3) 

e a simetria da matriz V-I = (V-l)t, o segundo termo da eq. B.2 pode ser escrita como, 

(d km)tV-1â(km) = [(â(km))t V-1(d km)]t (B.4)
âm ll âmll 
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109 B.l A solução de MQ 

Pode-se retirar a operação de transposto do lado direito, pois, tanto o lado direito como 

o esquerdo da equação B.18 correspondem a um número escalar. Conclui-se então que os 

dois termos da equação B.2 são iguais. O resultado da derivada parcial é dada por, 

a(km)t = k t 
v , (B.5)amv 

onde k~ corresponde a uma matriz linha, composta pelos elementos da coluna li da matriz 

k. Consequentemente, 

\ aQ = -2kt y-l(d - km) , (B.6)vamv 

considerando todos os parâmetros mv tem-se, 

-2kt y-l(d - km) = Õ , (B.7) 

onde Õcorresponde a uma matriz coluna com zeros. Separando o termo com m, 

k t y-1d = kt y-1km , (B.8) 

e finalmente, isolando m obtem-se a solução de mínimos quadrados, 

m = (kt y-1k)-lkt y-1d . (B.9) 

!......... 


A matriz de covariâncias é definida por, 

Y m =< (m - mo)(m - mo)t > , (B.10) 

utilizando a solução de mínimos quadrados e eq. B.9 e d = k m + é (eq. 3.3), obtêm-se, 

m - mo = (kt y-1k)-lkt y-1dé . (B.l1) 

Substituindo a equação acima na eq. B.10 e considerando que as matrizes Ye k t y-1k e 

suas inversas são simétricas, pode-se obter o resultado, 

Y m =< (kt y-1k)-lkt y-1é é y-1k(kt y-1k)-1 > , (B.12) 

-'0,0 
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B.2 A solução de Tikhonov 

como a única variavel aleatória é o vetor E e < E é >= Y (decorre da eq.3.2 Cap.3), 

pode-se escrever, 

Y m = (kty-lk)-lkty-lyy-lk(kty-lk)-l , (B.13) 

utilizando a eq. B.3 chega-se a, 

Ym = (kt y-1k)-1 . (B.14) 

B.2 A solução de Tikhonov 

Vamos deduzir a solução no caso de matrizes de estabilização lineares (L(m) = L m), 

que correspondem a grande maioria dos casos, como a condição de suavidade nas derivadas 

de ordem n da solução . Vamos considerar também os modelos lineares ou linearizáveis 

(k (m) = km). 

A condição de Tikhonov, nesta situação é dada por, 

Q = (d-km)ty-l(d-km) + f.L(Lm)t(Lm), (B.15) 

vamos escrever da seguinte forma, 

Q = QMQ +QT (B.16) 

onde QMQ corresponde a condição clássica de mínimos quadrados e a equação das derivadas 

em relação aos parâmetros ja foi calculada, vamos calcular portanto em relação a QT. De­

senvolvendo as expressões analogamente ao caso de mínimos quadrados, pode-se chegar 

a, 
âQT t
-â- = 2 f.L Lv Lvmv . (B.17) 

mv 

Considerando a equação acima e a equação B.6 tem-se, 

âQ = -2k~ y-l(d - km) + 2f.LL~Lv , (B.18)
âmv 
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considerando todos os parâmetros lJ, e igualando a equação das derivadas em relação a 

zero, tem-se, 

-kt V-I (d - km) + j.J,LtL = Õ, (B.19) 

separando os termos com m, 

(ktV-I k + j.J,LtL)m = k t V-I d (B.20) 

e finalmente, isolando m chega-se a solução de Tikhonov, 

m = (kt V-I k + j.J,Lt L)-I k t V-I d (B.21) 
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