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Resumo

Os métodos para resolugdo de Problemas Inversos aplicados a dados expe-
rimentais (Regularizagdo, Bayesianos e Mdxima Entropia) foram revistos. O
procedimento de Minimos Quadrados com Regularizagdo por Minima Variancia
(MQ-RMYV) foi desenvolvido para resolugdo de Problemas Inversos lineares,
tendo sido aplicado em: a) espectros unidimensionais simulados; b) deter-
minagio da seccdo de choque 34S (v, xn) a partir de yield de bremsstrahlung
c) andlise da radiacdo de aniquilagdo elétron-pdsitron em aluminio de experi-
mento de coincidéncia com dois detetores semicondutores. Os resultados sao

comparados aos obtidos por outros métodos.




Abstract

The methods used to solve inverse problems applied to experimental data
(Regularization, Bayesian, and Maximum Entropy) were revised. The Least-
Squares procedure with Minimum Variance Regularization (LS-MVR) was
developed to solve linear inverse problems, being applied to: a) simulated
one-dimensional histograms; b) 345 (v, xn) cross-section determination from
bremsstrahlung yield data, and c) electron-positron annihilation radiation in
Aluminum from coincidence experiments with two semiconductor detectors.

The results were compared to that obtained by other methods.
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Capitulo 1
Introducao

O problema Inverso estd presente em muitas dreas das ciéncias experimentais como
em problemas de fisica, geofisica, quimica, engenharia, fisica médica, epidemiologia entre
outros [1-12]. Na literatura existe um grande ndmero de procedimentos distintos, pro-
postos para resolugdo destes problemas. A ndo-existéncia de um método tinico deve-se
as dificuldades inerentes dos problemas inversos, como: solu¢do altamente oscilante, a
possibilidade do aparecimento de artefatos (estruturas sem significado fisico) e distorg¢oes
entre outros. As dificuldades surgem diferentemente para cada situacdo experimental
e sdo solucionadas (ou ndo) caso a caso, dependendo do procedimento de resolugdo do
Problema Inverso utilizado. Trata-se portanto de um problema em aberto.

Para se “desviar” das dificuldades apresentadas acima foram (e sdo) desenvolvidas
técnicas experimentais que ndo necessitam na andlise dos dados, a resolu¢ao de Problemas
Inversos. Entretanto em algumas situagoes este “desvio” nao é possivel, como nos casos
onde nao se pode ter acesso direto ao objeto de estudo, tais como: nos problemas de
tomografia sismica, imagens médicas, reconstru¢gdo de imagens em geral e no estudo de
sinais alterados pelo arranjo experimental de detecdo.

O presente trabalho apresenta uma revisdo e discussdo com os métodos de Regu-

rarizacdo , Bayesianos e Maxima Entropia.
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Os métodos de resolucao de Problemas Inversos mais utilizados para dados experi-
mentais, foram desenvolvidos em meados do século XX, como o método de Regularizagao
de Tikhonov-Phillips (década de 60) que foi utilizado inicialmente em problemas unidi-
mensionais nas ciéncias exatas, mais especificamente em fisica experimental, e continua
sendo muito utilizado em praticamente todas as dreas.

A idéia bésica da regularizagdo de Tikhonov-Phillips consiste em impor uma condigdao
de suavidade na solugdo do problema inverso (sem oscilagées), através de uma matriz
de estabilizacdo associada a um parametro de regularizagao. Entretanto esta imposi¢ao
de solugdes suaves tem implicagdoes como a possibilidade do aparecimento de artefatos,
distorcdes e tendenciosidades indesejéveis na solugdo, conforme é mostrado no capitulo 4
deste trabalho. E um dos maiores problemas neste método é a escolha das matrizes de
estabilizacdo e do pardmetro de regularizagao.

Nas décadas de 60-70 foram propostos os métodos Bayesianos que utilizam o teo-
rema de Bayes (1764) aplicado & Problemas Inversos e também sdo utilizados até hoje.
Estes métodos utilizam o conceito de informagdo a priori sobre os resultados, ou seja,
informacgodes que se tem sobre os dados experimentais ou pardmetros a serem estimados
antes da realizacdo do experimento, como: a massa deve ser positiva, a velocidade deve
ser menor que a velocidade da luz, limites superiores e inferiores para grandezas fisicas,
informagoes anatOmicas para imagens, ou distribui¢oes baseadas em outros resultados
experimentais, entre outros. As solugdes obtidas pelo método Bayesiano, assim como o
aparecimento das “dificuldades inerentes”, dependem fortemente da informagdo a priori
utilizada. Um risco que se corre na abordagem Bayesiana, é a obtengao de resultados
nao realistas quando se utiliza uma informagdo a priori ndo realista. Outra dificuldade
deste método tem sido a escolha da informacdo a prior: assim como sua justificativa de
utilizagao.

Também na década de 60, E.'T. Jaynes propds a utilizagao do principio de maxima en-
tropia de Boltzmann-Gibbs para resolugdo de Problemas Inversos. O Método de Méaxima

Entropia é bastante geral, ele permite a obtencao de probabilidades ou distribuigdes de
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probabilidades a partir de informagoes sobre os dados, que levam a solugdo. Os resulta-
dos dependem muito das informacoes sobre os dados, que podem variar em cada situacao.
Conforme demonstra o estudo realizado (sec¢do 2.8), o método de Mdxima Entropia
fornece a solugdo cldssica de Minimos Quadrados em certas condicGes.

O Problema Inverso (quando presente em situagbes experimentais) é interpretado neste
trabalho, como um problema probabilistico ou de andlise estatistica de dados experimen-
tais, pois em geral os dados medidos estao sujeitos a flutuagdes presentes no processo de
medida, que necessariamente devem ser consideradas e tem implicagoes. O procedimento
de Minimos Quadrados com regularizacdo por Minima Varidncia (MQ-RMYV) foi desen-
volvido e proposto neste trabalho para resolu¢ao de Problemas Inversos unidimensionais.

Foram realizados testes do MQ-RMV e comparacoes com métodos de regularizagao
(Tikhonov-Phillips) através de simulacoes numéricas, onde foi possivel interpretar as di-
ficuldades inerentes aos problemas inversos. Uma das principais conclusoes da aplicacao
do MQ-RMYV, consiste na constatacdo de que as solucdes em geral apresentam dados
correlacionados, que podem explicar as oscilacoes e ajudar na identificagdo dos artefatos.
O presente trabalho, diferentemente dos outros procedimentos, sugere a convivéncia com
solugbes altamente oscilantes pois, se devidamente tratadas (consideradas as correlagdes),
podem ser representadas por funcoes suaves decorrentes de ajustes, que em geral, nao sdo
triviais.

No Capitulo 5, é apresentado a aplicacao do procedimeto proposto no estudo de sec¢Ges
de choque para reagoes fotonucleares que utilizam fétons de bremsstrahlung. Foram re-
alizadas simula¢des numéricas e, também obteve-se a seccdo de choque do 3%S para a
reacdo (7, zn). Muitas sec¢oes de choque foram obtidas resolvendo problemas inversos e
de acordo com o estudo realizado no presente trabalho estes resultados podem apresen-
tar distor¢des e/ou artefatos, sendo entdo interessante, em alguns casos, rever a andlise
com critérios mais rigorosos ou mesmo medir novamente as sec¢oes de choque com outras
técnicas experimentais que ndo envolvam problemas inversos na andlise dos dados.

No Capitulo 6 é apresentado a aplicacdo do MQ-RMV para o estudo da radiagdo de
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aniquilagao elétron-pdsitron no aluminio obtida de um experimento realizado no Instituto
de Fisica da USP. A andlise dos dados necessitou de um ajuste de uma fung¢io anaitica a
dados altamente correlacionados (espectro obtido pela resolu¢do do Problema Inverso). O
procedimento mostrou-se eficiente e confirmou sua aplicabilidade em diferentes situagoes.
Foi possivel obter os percentuais de aniquilagdo nos elétrons da banda de conducdo e

elétrons ligados, assim como as energias de corte de Fermi.




Capitulo 2

Problema Inverso

2.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentadas as diferentes abordagens para Problemas Inversos. E
realizada uma compilagdo, revisdo e discussdo de métodos propostos na literatura, em
especial os mais utilizados em fisica experimental: métodos de Regularizagdo, Bayesianos
e Méxima Entropia. Apresenta-se também as principais dificuldades existentes (oscilagtes

do espectro, varidncias grandes, artefatos e correlagoes).

2.2 Definicao qualitativa geral

O Problema Inverso pode ser interpretado como uma combinacdo das seguintes in-

formagoes:

1. Pardmetros observados. Em geral sdo os dados resultantes de um experimento

realizado ou de dados experimentais provenientes de outros experimentos.

2. Relacao entre os pardmetros observados e os parametros do modelo. Esta relagao

pode ser explicitada por uma fun¢do matemaética relativa ao modelo considerado.

12
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3. Informagdo prévia sobre os pardmetros do modelo, ou seja, é a informacao que se tem

(ou ndo) sobre os pardmetros a serem estimados antes da realizagdo do experimento.

A resolugdo do Problema Inverso consiste na determinacdo dos paradmetros do modelo
a partir do conhecimento dos ftems 1,2 e 3.

Quando na literatura é utilizado o termo Problema Inverso, também chamado de pro-
blema de deconvolucao, de problema mal colocado “ill posed problem” ou também sistema
mal condicionado “ill conditioned”, em geral, deseja-se estimar uma distribui¢do repre-
sentada por um espectro unidimensional ou multidimensional (imagens), com centenas ou
até milhares de pontos (pardmetros)[1-46, 51, 54, 59-61]. A rela¢do entre os pardmetros
do modelo e os dados experimentais pode ser bastante complexa, envolvendo tanto mo-
delos tedricos que descrevem fendmenos fisicos quanto modelos relacionados a processos

presentes na aquisicdo e apresentacdo dos dados experimentais.

2.2.1 Descricao esquematica

A resolugdo de Problemas Inversos para anélise de dados experimentais, pode ser

representada na forma esquematica:

SISTEMA DE
AQUISIGAO

O experimento é realizado com o objetivo de estimar o SINAL DE ENTRADA (dis-
tribuigbes, pardmetros, imagens em geral entre outros). Entretando, o processo de me-

dida, através do SISTEMA DE AQUISICAO (fungdes respostas de arranjos experimentais),
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modifica 0 SINAL DE ENTRADA ¢ apresenta como resultado o SINAL DE safpA (dados ex-
perimentais medidos). A RECONSTRUGAO DO SINAL DE ENTRADA consiste em “retirar’do
SINAL DE SAIDA a modificagdo adicionada pelo SISTEMA DE AQUISIGAO ; este processo
corresponde 3 resolucido do Problema Inverso que pode ser realizada através de algorit-
mos numéricos (métodos de Minimos Quadrados, Bayesianos, de Méxima Entropia, entre
outros). Em equipamentos de imagens em geral, a resolugdo do Problema Inverso estd
presente na reconstruc¢io da imagem de interesse, que é realizada automaticamente com

auxilio de algoritmos implementados nos mesmos.

2.3 Caso continuo

Para um estudo mais detalhado é necessirio apresentar o Problema Inverso em uma
linguagem mais precisa, vamos considerar os casos que podem ser representados através

da equagdo integral de Fredholm de primeiro tipo [1]:
b
dy) = [ kry)mr)dr  a<y<o, (2.1

d(y) é uma funcéo conhecida e k(r, y) comumente chamado de kernel ou nicleo da equagéo
integral, também é uma funcao conhecida.

A resoluc@o do Problema Inverso consiste na determinagio de m(r), ou seja, deve-se
resolver a equagao integral.

E interessante salientar alguns casos particulares de nicleos:

e, eV, rd,(yr), ¥, (22

que correspondem as seguintes transformacoes :

d(y) = f - m(r)e" ¥ dr  Transformada de Fourier (2.3)

—00
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d(y) = /0 m(r)e ¥ dr  Transformada de Laplace (2.4)
d(y) = / m(r)rdn(yr)dr  Transformada de Haenkel (2.5)
0
d(y) = / - m(r)r¥"'dr  Transformada de Mellin (2.6)
0

Nota-se que d(y) é conhecida e deseja-se obter m(r). Nestes casos particulares, pode-
se resolver o problema através das respectivas transformadas inversas, que sdo integrais.
Consequentemente, a solugao da equagao integral se resume na resolu¢ao de uma integral.
Entretanto, nos casos onde nao existem transformadas inversas pode-se utilizar métodos
nuimericos, sujeitos a erros no resultado final provenientes das aproximacoes feitas. E im-
portante ressaltar que a formulacao do Problema Inverso através da equagao de Fredholm
de primeiro tipo é aplicado a funcgbes. Em situacdes que envolvem dados experimentais
(caso discreto), ndo se tem fungdes, mas dados discretos que podem ser representados
por matrizes, sujeitas a flutuagdes estatisticas presentes no processo de medida. Estas

situagoes sao discutidas na secgio 2.5.

2.4 Convolucao e Deconvolucao

A convolugdo de duas fungdes k e m é definida por [5],

d(y) = /ab k(y — ) m(r)dr a<y<b, (2.7)
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A Deconvolucéo consiste na determinacdo de m a partir do conhecimento de k(y — )
e d(y). Trata-se portanto de um caso particular de Problema Inverso, ou seja, quando o
ntcleo é do tipo k(y—r). Muitos casos nas ciéncias experimentais correspondem a proble-
mas de deconvolugdo [3, 5, 8, 13, 14, 15, 16, 17]. Por exemplo, nas situagdes onde deseja-se
estimar um sinal (m(r)) que ao entrar em um sistema de dete¢do (arranjo experimental)
¢ modificado através da convolugdo com a funcdo resposta do sistema de detecdo com

nicleo do tipo k(y — 7) (como gaussianas), resultando nos dados experimentais medidos
d(y)-

2.4.1 Propriedades

A convolugdo de duas fungdes obedece a certas propriedades [5] que podem ajudar
na solucéo e/ou interpretagido dos problemas de deconvolugdo. Vamos representar a con-

volucdo de k£ com m resultando em d da seguite maneira:

“ d=k®m (2.8)

Propriedades:

e Comutativak®@m=m®%k

Associativa (k@ m)Qh=kQ (m Q h)

Distributiva k® (m+h) =k@m+k®h

d'=k ®m=k®m' onde ’ representa a diferenciagio

Teorema da Convolugdo : se d = k ® m entdo D = K.M onde D(w), K(w) e M(w)

sdo as transformadas de Fourier de d(z), k(z) e m(z) respectivamente.
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2.4.2 Deconvolucao de um espectro gaussiano

17

Vamos apresentar um procedimento baseado no teorema da convolu¢ao que pode ser

utilizado para a obtencgdo de solucdes analiticas em problemas de deconvolucdo. No caso

de dados experimentais pode ser ttil também para prever o comportamento da solucio,

entretanto nestas situagdes ndo é possivel obter a solu¢do (espectro final) propriamente

dita, pois seria necesséario considerar as flutuacdes estatisticas presentes no processo de

medida.

Considerando a equagao da convolugao:

d=k®m,
e o teorema da convolugao,
D=K-M
Pode-se obter a seguinte expressao :
D(w)

m(y) = / We_iwydw :

A equacao integral 2.1 se resume neste caso, a resolugdo de uma integral.

Vamos considerar o problema de deconvolugdo no caso de um sinal gaussiano:

oy
e 201

d(y) = \/%0_1 )

com nucleo também gaussiano,

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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—(y—r)?

k(y — 1) = e\/2_—m . (2.13)

A solugdo pode ser dada aplicando a equagdo 2.11, apéds a resolugdo de algumas integrais,

chega-se ao seguinte resultado,

2

e 2((:71 —02)

my) = ————— 9.14
(%) ot o) (2.14)

Nota-se que a solugdo é uma gaussiana novamente, com ¢ dado por:

o =1/o}— o0} (2.15)

Pode-se concluir também que a convolugao de duas gaussianas resulta em outra gaussiana
com ¢ dada pela raiz quadrada da soma dos ¢’s de cada gaussiana ao quadrado. No caso
de dados experimentais na forma discreta, deve-se utilizar procedimentos numeéricos, e
fazer transformadas de Fourier para casos discretos. E interessante salientar também
que deve-se considerar, na resolucdo do problema, as flutuagoes estatisticas dos dados

provenientes do experimento.

2.5 Caso discreto

Conforme dito anteriormente, o presente trabalho irad focalizar o Problema Inverso
aplicado a dados experimentais. Inicialmente, é necessario discretizar o problema, pois os

resultados experimentais, com excecdo de casos particulares, sdo apresentados na forma

discreta, ou seja, através de um vetor de dados experimentais representado pelos elemen-

tos d;:
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d; = / k(i, r)ym(r)dr | (2.16)
aproximando a integral por uma somatéria, finita, tem-se,
/k(i, rym(r)dr ~ > k;; m; , (2.17)
J

considerando todos os dados d;, pode-se escrever a equacao do problema inverso na forma

matricial,

d k1,1 kl,z cre kl,m my

do kz,l kz,z te k2,rm ma

d3 | = k3,1 k3,2 T k3,m -] M3 ’ (2-18)
L dn A | kn,l kn,? e kn,m ] | L i

ou em uma forma mais simples,

d=k-m, (2.19)
Onde:
e Os elementos d; representam os dados (conhecidos).

e k;; sao termos que representam o nucleo. E importante notar que eles dependem
da fungdo k(y,r) (nicleo da equagéo integral), e dependem também, do método de

integracao numérica utilizado na aproximacao dada pela equacao 2.17.

e m; sdo os pardmetros, a serem obtidos pela resoluciio do Problema Inverso (eles

representam a funcdo m(r)).
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E importante salientar que o caso discreto da equagdo de Fredholm de primeiro tipo,
corresponde a um sistema de equagoes lineares nos pardmetros ou também chamado de

Problema Inverso linear.

2.6 Regularizacgao

Conforme mencionado no presente trabalho, dentre as dificuldades presentes em pro-
blemas inversos, estd a grande oscilagdo dos pontos do espectro resultante. Para minimizar
este efeito, Tikhonov e Phillips [18, 19] propuseram o método conhecido como regular-

izagdo, muito utilizado em praticamente todas as dreas.

2.6.1 O método de Tikhonov

O método de Tikhonov impo6e uma condicio de suavidade na solugdo do Problema Inverso

(m) da seguinte maneira:

e 72
Q(m) = / [(2;1] dz ndo pode divergir. (2.20)

A solugao é obtida minimizando a seguinte grandeza,

Q= [d —k(m)]*V[d — k(m)] + pQ(m) . (2.21)

onde V é a matriz de covariancias de d, e p é um escalar, o pardmetro de regularizaggo.

Para os casos discretos tém-se uma equacao geral e mais adequada:

Q =[d — k(m)['V~Hd — k(m)] + p|{L(m)|[* , (2.22)
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A matriz L(m) é denominada de matriz de estabilizagdo. Considerando a condigdo
de suavidade de Tikhonov (2.20) a matriz L(m) é a que representa o espectro resultante
da n-ésima derivada de m. Com este formalismo (eq. 2.22), pode-se utilizar a regular-
izacao de forma mais ampla que o método proposto inicialmente por Tikhonov, como por
exemplo, utilizando uma matriz de estabilizacdo que realiza uma combinagao nao linear
de m que nao corresponde a condicao de suavidade de Tikhonov. E interessante salien-
tar que o primeiro termo do lado direito da igualdade da equacao 2.22, corresponde a
condigdo cldssica de minimos quadrados, e o segundo termo corresponde a regularizacao.
No caso de uma condigdo de regularizagdo linear, ou seja, L(m) = Lm, e modelo linear

(k(m) = km), pode-se mostrar (Apéndice B) que a solugdo é dada por :
m,p, = (K'V 7k + uL'L)'k'Vid . (2.23)

2.6.2 O método de Phillips

A regularizagdo proposta inicialmente por Phillips [19] é um caso particular da reg-
ularizagdo de Tikhonov. Phillips propds a matriz de estabilizacio relativa & derivada de
segunda ordem de m (n=2 para equagao 2.20). Neste caso a matriz L é independente de

m, dada por:

(1 2 1 o0 - 0 0]
0 1 -2 1 0 --- 0

L= . (2.24)
(0 0 0 -~ 1 -2 1

Pode-se verificar que a aplicacdo desta matriz a um espectro x ou seja, Lx, corresponde
a realizar a derivada de segunda ordem numericamente.
Pode-se utilizar também como matriz de estabilizagdo (L) a matriz que realiza a

derivada de primeira ordem (ou também chamado de primeiras diferencas ). Neste caso
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tem-se:

1 -1 0 0-- 0 0
1 -1 0
L=|0 0 1 -1 0 - 0 (2.25)
0 0 0 0 1 -1

2.6.3 Discussao

Pode-se fazer as seguintes perguntas: Qual matriz de estabilizacdo de regularizagao
(L) deve-se utilizar? Qual deve ser o valor do pardmetro de regularizagdo (1)? Quais
sdo as implicagdes destas escolhas ? Nota-se que a solugdo (eq. 2.23) depende da regu-
larizacao considerada (L) e de u, o pardmetro de regularizagdo, que tém sido escolhidos
empiricamente e diferentemente para cada situacdo experimental, configurando-se numa
dificuldade para um procedimento padrao.
Existem na literatura, trabalhos que discutem procedimentos para a escolha do pardmetro
e de regularizacdo [1, 19, 22, 21, 20]. No presente trabalho foi realizado (Capitulo 4) um
| estudo sobre as implicacoes das regularizacoes. Foi realizada também, uma comparagao
numerica da regularizagdo de Tikhonov, com a matriz L correspondente as derivadas de
primeira e segunda ordem, confrontando com o procedimento proposto neste trabalho
(MQ-RMV).
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2.7 Interpretacao Estatistica, Informacao a priori e o

Teorema de Bayes

Nesta secdo o Problema Inverso é interpretado como um problema de estimacdo ou
inferéncia [23]. Procura-se estimar parimetros, que em geral estdo relacionados com
grandezas fisicas de interesse, a partir de certos critérios (minimos quadrados, méxima
entropia, maxima verossimilhanca , métodos de regularizagdo, entre outros). Logicamente
deve-se ter algumas informagdes para a obtencdo da solugdo. Em geral, conhecem-se os
dados provenientes do experimento e a relacio entre os pardmetros e os dados experimen-
tais (modelo fisico). Pode-se considerar também alguma informagdo que se tem sobre os
pardmetros a serem estimados, antes da realizacao do experimento, também chamado de
Informacao a priori.

O Problema Inverso tem sido tratado com duas abordagens distintas e concorrentes:

e A Bayesiana, que utiliza o teorema de Bayes e o conceito de informacao a priori, que
neste contexto corresponde a informagoes que se tem sobre os dados experimentais

ou sobre os parametros de interesse, antes da realizacdo do experimento.

e A cléssica ou frequencista, que nao faz nehuma hipétese sobre os dados ou pardmetros,

ou melhor, que nao utiliza a informacao a priori.

2.7.1 O Teorema de Bayes e o Problema Inverso

O teorema foi proposto por Thomas Bayes e publicado postumamente em 1764, e pode
ser demonstrado e verificado a partir da élgebra da teoria de probabilidades. O teorema

afirma que,

B
P(A

i

P(B|A) = P(A|B) (2.26)

N—
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e Onde P(A|B) é a probabilidade condicional, a probabilidade da ocorréncia do evento

A, dado que o evento B ocorreu.
e P(B|A) é a probabilidade da ocorréncia do evento B, dado que o evento A ocorreu.
e P(A) e P(B) sao as probabilidades dos eventos A e B, respectivamente.

O teorema pode ser utilizado no cédlculo de probabilidades condicionais aplicado a
casos reais sem maiores problemas.

O teorema de Bayes tem sido muito utilizado em problemas inversos [4, 24, 25, 27, 26,
28], em praticamente todas as 4reas.

Vamos considerar agora a equacao para a solucdo de problemas inversos, decorrente

do teorema de Bayes, dada pela de distribuicao condicional de m dada a ocorréncia de d:

f(d|m)p(m)

p(ml|d) = h(d)

(2.27)

Para o caso de problemas inversos interpreta-se da seguite maneira:
e d é o vetor de dados experimentais medidos
e m é o vetor de pardmetros ou espectro que contém as grandezas fisicas de interesse.

e f(d|m) representa a distribuicdo de probabilidades condicional dos dados d, que
considera o modelo fisico adotado (a relagdo entre m e d) também conhecido como

distribuicao verossimilhanca dos dados.

e p(m) é a distribuicdo que contém a informagdo a prior: sobre os pardmetros, ou

seja, a distribuicdo dos parametros independente dos dados.
e h(d) é a distribuicdo de probabilidades dos dados (é uma constante).

e p(m|d) representa a distribuicao a posteriori, ou seja, é a distribuigdo dos parametros

dada a ocorréncia dos dados experimentais.
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A solucao

Para resolucdo do Problema Inverso é necessario, inicialmente a escolha da informagéao a
priori para obtencdo da distribuigao a posteriori (eq. 2.27), alguns exemplos sdo apresen-

tados a seguir.

Interpretagao Bayesiana

Nesta situacdo utiliza-se uma distribui¢do para p(m) que pode estar associada a mode-
los fisicos ou outros que consideram alguns parametros, como por exemplo: a velocidade
deve ser menor que a velocidade da luz, a massa deve ser positiva, limites superiores ou in-
feriores para grandezas fisicas, informagdes sobre anatomia (no caso de imagens médicas),
entre outros. A distribuicdo a priori p(m) pode também ser construida com inspiragao em
resultados de outros experimentos disponiveis. Um dos maiores problemas na abordagem
bayesiana é a escolha e justificativa da distribui¢do a priori [25, 26].

Vamos considerar inicialmente uma distribui¢do p(m) geral, e dados experimentais
que obedecem uma distribui¢do gaussiana, considerando a eq. 2.27. A distribuicéo a

posteriori pode ser escrita como:

p(m|d) = C p(m) e~ M-IV d-km] (2.28)

onde C' é uma constante de normalizagao.
Os parametros (m) podem ser obtidos maximizando a distribuigao p(m|d). A solucéo
pode ser obtida analiticamente, dependendo da distribuigdo p(m), ou através de métodos

numéricos.

Distribui¢ido a priori gaussiana

Vamos considerar os casos onde a distribuicdo a priori é gaussiana [24, 29, 30] e o

modelo fisico considerado é linear nos pardmetros (K(m) = K m) utilizando a eq. 2.28
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chega-se a,

p(m|d) = C oM 10prion:) Vo (= Mprioni)+H(d—km)* V= (d~km)] (2.29)

Maximizando em relagdo aos pardmetros, pode-se chegar * a solugao :

m=(kVk+ VI V&V Td+ VL moien) (2.30)

priori priori

Estimativa direta

Vamos apresentar um caso onde deseja-se estimar uma grandeza fisica m,, a partir
de um experimento realizado que fornece (dy, ds, ds, ..., dy) como resultados experimentais
para m,. Ou seja, deseja-se estimar uma grandeza, sem a necessidade de um modelo fisico.
Os dados experimentais (d;) sdo estatisticamente independentes, a matriz de covariancias
é diagonal,

Vii=o0> Vij=0 (i#3), (2.31)

I

e obedecem uma distribuicao gaussiana, tem-se entao,

F(dlm) = C e &5 (2.32)

A informagcao a priori apresenta My cOmMo estimativa para a gradeza fisica de interesse

(m,), com uma distribui¢do a priori gaussiana, dada por,

& A solucdo pode ser obtida analogamente a solugdo de Tikhonov desenvolvida no Apéndice B
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2
_ (""_""Eriori)
p(m)=Ce *priori | (2.33)

pode-se entao calcular a distribuiciao a posterior: através da eq. 2.27,

2
Zi(d’:—m) (""'_""priori)z
- 202 - 2

p(m|d) =e Ppriori (2.34)

A solugdoé obtida maximizando a distribuicdo a posterior: em relacdo a m,

]o\-f_g_ + 7:‘?1'1101'11

m = "’1""”' , (2.35)
E—E + apriori
com variancia dada por,
1
2
O = %, (2.36)
e S

priori

onde d corresponde a média aritmética dos dados d;.

A solugao m, corresponde a uma média ponderada de d (estimativa cldssica de minimos

quadrados) e Myprieri, cOmM pesos respectivamente dados por iv—z e ;1#, ou seja, inversa-

priori
. LN . PN - . . 2 2
mente proporcionais as respectivas varidncias. No limite de opyiors = 00, m = de 02, = %

que corresponde 3 estimativa cldssica para um conjunto de dados experimentais. Agora,

no caso de —>— > £, o peso da estimativa a priori (myprior;) Serd maior que a estimativa

priori _
proveniente dos dados experimentais (d) no célculo da média ponderada. De fato, ao
considerar-se a distribuicao a priori, pode-se chegar a um resultado mais preciso que a
~ , . 2 0.2
solucao cléssica (o7, < %)
Existe um grande risco na abordagem bayesiana, quando ndo se escolhe uma dis-

tribuicdo a priori realista, comprometendo assim a estimativa final (m). Outro problema
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que pode ser apontado, é a possibilidade de se chegar & estimativas com uma alta precisio
“artificialmente”, pois pode-se escolher uma, distribui¢do a priori com oprier; ta0 pequeno
quanto se queira de modo a obter um resultado com variancia (c2) tdo pequena quanto

se queira.

2.8 O Método da Maxima Entropia

A entropia foi introduzida inicialmente por Rudolf Clausius por volta de 1865 para
Sistemas Termodindmicos. Uma década depois foi apresentada uma interpretacdo prob-
abilistica no contexto da Mecanica Estatistica por Boltzmann-Gibbs. Mais tarde em
meados do século XX, Jaynes [31, 32] propde o principio ou método da méxima entropia
para a resolucdo de problemas inversos que, assim como a regularizagdo de Tikhonov e
métodos Bayesianos, tem sido muito utilizado em praticamente todas as dreas das ciéncias

experimentais [33 - 37|.

Entropia para Problemas Inversos

Vamos considerar um experimento com N eventos z;, ¢ = 1,2,..., N, com probabili-

dades p; ou seja, X = (z1, %2, ..., zy). Define-se a entropia de X como:

N
HX)=->pilogp;. (2.37)

=1

O principio da maxima entropia consiste na estimagao de p; tal que maximize a entropia
H(X), a solugdo de maxima entropia, é denominada no presente trabalho de p,,;. Jaynes
considera a entropia como a medida da incerteza. Assim, a incerteza acerca dos valores

de X deve ser méaxima.
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Distribuicao uniforme

No caso onde nao se tem nenhum conhecimento sobre os dados a solugdo pode ser

obtida fazendo,

d N
-— |- i log pi| =0, 2.38
dpi[ lp gp] (2.38)

i=
que leva a solugao,

pmi = Constante. (2.39)

O resultado coincide com o resultado cldssico, ou seja, uma distribui¢cdo uniforme.

Conhecimento parcial

A solucdo pode ser diferente para os casos onde existe um conhecimento parcial sobre

os dados, da seguinte forma:

< g(z;)) >=80, (2.40)

g(z;) corresponde a uma fungio conhecida dos dados (z;), e < > corresponde ao valor

esperado, ou seja:
N
Y piglz) =0, (2.41)
=1

com a condicdo de normalizagao,

Yop=1, (2.42)

=1
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A solugao p; pode ser obtida utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, ou seja,

dipi -ipi log pi + (9 - fjmg(xi)) +A (1 - i:ﬂ)] =0, (2.43)

i=1 i=1 =1

resolvendo a equagdo acima chega-se a,

D = € 1PE)=A (2.44)

Escrevendo de outra forma,

Pmi = ye ). (2.45)

A funcdo g(z;) pode depender de um modelo fisico considerado, ou seja, de pardmetros

m, neste caso tem-se:

Pmi = e HEH™) (2.46)

Finalmente, para a obtencao de m deve-se maximizar p; em relacao aos pardmetros.

Aplicacao

Os problemas inversos podem ser resolvidos através do método da méxima entropia,
considerando a seguinte condi¢do: O valor esperado de x? é igual ao ndmero de graus de
liberdade @ (nimero de pontos experimentais menos o nimero de paradmetros) [35, 36, 37],

ou seja,

9(z:) = x* = (di = Y_ kiym;)* Vit (2.47)
;
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cujo valor esperado é dado por,

sz(dz - Zk@jmj)zﬁgl = Q .
i J

Considerando a solugdo de médxima entropia (eq. 2.46) tém-se:

D = rye b= ki PV

N -l
p = [T s = yVe TS bom?vi'

=1

Maximizando p em relacdo aos pardmetros m;,

m = (K'Vk)"'k'V-id .

31

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

E interessante observar que a utilizagdo de maxima entropia com a condicio < x? >=

@, fornece um resultado que corresponde a condicao cldssica de minimos quadrados.

O Método da Méaxima Entropia é bastante geral, as solugdes dependem fortemente da

func¢éo g(z;, m) considerada.

2.9 O problema do Problema Inverso

O termo ill posed, introduzido por Hadamard é bastante utilizado. Apresenta-se a

seguir, sem a totalidade do rigor da linguagem matematica, a defini¢do de well posed e ill

posed problems, uma defini¢do mais rigorosa pode ser obtida em [18].

A solugéo para o Problema Inverso é considerado well posed se obedece a trés condigGes:

e Existéncia da solucao
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e Unicidade da solugao

e A solugdo é estdvel (esta condicdo estd relacionada com a continuidade da solugio).

Caso a solugdo ndo obedeca a pelo menos uma das condigdes acima, o problema é
considerado il posed. E importante salientar que a definicdo acima é feita para fungdes,
no espago continuo. Em geral, nos problemas inversos aplicados as ciencias experimentais,
tém-se espectros discretos.

Uma outra definicdo mais geral, aplicada aos casos discretos, presente no trabalho de
Hansen [1], é apresentada a seguir: “Quando a solugdo do Problema Inverso é extrema-
mente sensivel a pertubagbes pequenas no sistema, o problema é considerado como il

posed ”.

Ambas definicbes sugerem a existéncia de solucgdes instdveis, o que de fato ocorre,
conforme mostram as simulagGes numéricas realizadas no Cap4. O grande problema, é

como lidar com estas solugdes.

2.9.1 Dificuldades

A existéncia de diversos procedimentos propostos para a resolugdo de problemas in-
versos aplicados as ciéncias experimentais pode ser justificada pela presenca de algumas
dificuldades inerentes. Nesta secdo é realizada uma apresentacio resumida. Nas se¢bes que
se seguem sdo apresentados alguns exemplos de simulagoes e situagdes experimentais reais,
onde é realizada uma discussdo mais detalhada, incluido comparagdes do procedimento
proposto (MQ-RMV) e da regularizacdo de Tikhonov. As dificuldades sdo apresentadas

a seguir:

1. Grande oscilagdo do espectro resultante.

A solucdo, obtida através de inversio direta da matriz k, do método dos minimos

quadrados ou procedimentos de regularizagdo (com pardmetro de regularizagio de
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valor baixo) pode apresentar um espectro altamente oscilatério. Nestas situagdes
é impossivel observar qualitativamente alguma estrutura fisica. Na figura 2.1 sdo
apresentados os resultados da aplicacao do procedimento de regulariza¢do em sim-
ulages numéricas, apresentados no trabalho de Phillips [19], onde A corresponde ao
parametro de regularizagao. Pode-se notar o comportamento oscilatério para A =0

(tipico de problemas inversos).

DAVID L. PHILLIPS
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Figura 2.1: Oscilagbes em Problemas Inversos

2. Variancias muito grandes.
Outro problema que estd associado a grande oscilagao, é o fato de que os resultados
tém incertezas enormes.

3. Dificuldade na escolha de procedimentos de regularizagao e distribuicoes a priori.

Com o propésito de minimizar as oscilagdes e diminuir as varidncias, foram de-
senvolvidos diversos procedimentos como métodos de Regularizacao e Bayesianos.

Entretanto existem dificuldades para as escolhas e justificativas de consideragtes ad
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hoc (parametro de regularizagdo, matriz de estabilizacdo, distribuigéo a priori, entre

outros), que tem diferentes implicagdes.

4. Possibilidade de aparecimento de artefatos

A aplicacao de métodos bayesianos ou de regularizagao, pode levar ao aparecimento
de artefatos, que s@o estruturas que aparecem no resultado e que nio tém signifi-
cado fisico. Nestas situagoes os artefatos podem ser interpretados erroneamente
como fenémenos fisicos. Os artefatos podem aparecer em problemas que envolvem
processamento de imagens (imagens médicas, geofisicas entre outras), ou também
em situagOes experimentais que resultam em espectros unidimensionais (espectro-

scopia alfa, beta e gama, determinagtes de secges de choque entre outros)

5. Resultados tendenciosos

A aplicagdo de métodos de regularizacdo ou Bayesianos, também pode levar a ten-
denciosidade® nos resultados. A tendenciosidade pode levar a distor¢oes indesejadas
nas solucbes, no Capitulo 4 sdo apresentados testes de distor¢ido através de sim-
ulagbes, que dependem dos pardmetros ad hoc (como informagdo a priori, matriz de

estabilizacdo e pardmetro de regularizaggo).

b Conceito em Estatistica definido em [49]




Capitulo 3

O método proposto: MQ-RMV

3.1 O método dos Minimos Quadrados-MQ

O método dos minimos quadrados foi proposto por Gauss (1777-1855) e aplicado
inicialmente em astronomia. Hoje é utilizado em praticamente todas as dreas das ciéncias.
Um procedimento muito utilizado é a regressdo linear ou ajuste de reta a um conjunto de
dados experimentais. Em principio o MQ pode ser utilizado para ajustar qualquer funcéo
(relacionada com um modelo fisico) a um conjunto de dados experimentais, desde que o
numero de graus de liberdade seja maior que zero. Desta maneira pode-se realizar testes
de modelos, fazer interpolaces /extrapolacbes e estimar grandezas fisicas de interesse.
Conforme apresentado nos capitulos precedentes, existem diferentes interpretacdes sobre
o problema inverso. O procedimento proposto no presente trabalho, interpreta como um
problema de estimagdo (na linguagem dos estatisticos) ou um problema de andlise de
dados experimentais (na linguagem dos fisicos). Ou seja: deseja-se estimar parimetros
considerando um modelo fisico e os dados experimentais sujeitos a erros (varidncias e
covariancias) presentes no processo de medida.

Em problemas inversos (caso discreto) a abordagem é diferente do ajuste de fungdes

utilizando o procedimento cldssico de minimos quadrados. Os pardmetros a serem esti-

35
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mados correspondem aos pontos de espectros de interesse, que podem ser unidimensionais
(espectros alfa, beta e gama, seccoes de choque em geral e distribuigdes em geral, entre
outros) ou multidimensionais (imagens para diagnéstico médico, imagens geofisicas entre
outros). Apéds a determinacgdo do espectro de interesse, pode-se (ou néo) ajustar fungdes
para obter mais informagcoes quantitativas.

Os problemas que decorrem da equacdo de Fredholm de primeiro tipo, podem ser
representados pela eq. 2.19. Entretanto, no caso de dados experimentais sujeitos a erros

presentes no processo de medida (€), tem-se uma equagdo mais adequada:

d=d,+e¢ (3.1)

onde d, é o vetor que representa o valor verdadeiro [47] dos dados experimentais (d),
ou seja, é o valor que os dados teriam caso a experiéncia fosse ideal, ou com erros iden-
ticamente iguais a zero, logicamente é uma situacao hipotética. E importante salientar
que tanto d, como € sdo (e sempre serdo) desconhecidos, pois caso contrério, ndo se-
ria necessaria a experiéncia. Entretanto, eles podem ser estimados através de métodos

estatisticos. Vamos considerar os casos onde os erros tém as seguintes propriedades,

<g>=0 e <ée >=o0! (3.2)

Vamos considerar também um modelo fisico linear (ou linearizivel),

d=k-m,+e, (3.3)

onde m, é o vetor dos pardmetros verdadeiros a ser estimado.
O método dos minimos quadrados, como o préprio nome diz, consiste em determinar

pardmetros que minimizam a somatdria das diferencas quadraticas, dada pela equagdo:
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Q=2 Vi (ds = 3 kiymy)? (3.4)
¢ J

sendo que a equagdo acima é valida para dados estatisticamente independentes. Para o

caso geral tem-se,

Q= (d~km)'V7}(d — km) . (35)

Minimizando @) em relacdo a m, e apés algumas passagens algébricas (Apéndice B), pode-

se chegar a solucao:

m = (k'Vk)'k'V-id. (3.6)

A matriz de covaridncias de m é dada por (Apéndice B):

V, = (K'V-lK)™! (3.7)

3.1.1 Dados correlacionados

As correlagoes estatisticas foram de grande importancia para a interpretacio das di-
ficuldades (oscilagbes, varidncias grandes e artefatos) no estudo de Problemas Inversos
proposto pelo presente trabalho (Capitulo 4).

Nesta secdo, é apresentado um pequeno resumo de conceitos e férmulas utilizados:

e Dados estatisticamente independentes tém a matriz de covaridncias diagonal, ou

seja, na diagonal estdo as variacias dos dados, que correspondem ao quadrado das
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incertezas, e, fora da diagonal, os elementos sdo nulos:

Vi=oi (p/i=3j) e Vy=0 (p/i#]). (3-8)

e Dados estatisticamente dependentes também chamados de covariantes ou correla-
cionados, tém a matriz de covariancias ndo diagonal, ou seja, na sua diagonal estdo
as varidncias dos dados e fora da diagonal existem elementos néo nulos chamados de

covaridncias. A covaridncia de z; em relagdo a z; é dada pelo elemento da matriz Vj;.

Vi,; = cov(z;, z5)

onde,
CO’U(JJZ',CUJ') =< (l’z - xoi) ($j - .’L'oj) >, (39)

e Z,; € To; correspondem aos valores verdadeiros das varidveis z; e z;.

e O coeficiente de correlagao , também chamado simplesmente de correlagio, pode ser
utilizado para quantificar a dependéncia estatistica dos dados. A correlagio entre

os dados z; e z; é definida por:

V; .

Pig = —ma

Dada a correlagéo entre dois dados, pode-se calcular por exemplo, a probabilidade

onde — 1 < Pij < 1. (3.10)

de um dado ser superestimado ou subestimado caso o outro dado seja superestimado
ou subestimado. No Apéndice A, sdo apresentadas as férmulas e exemplos numéricos

que sdo aplicdveis aos casos estudados no Capitulo 4.
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3.1.2 Matrizes mal condicionadas

Na se¢ao 2.9, foram apresentados os conceitos de problemas mal colocados nas aborda-
gens de Hansen e Hadamard, que sdo tteis para classificar qualitativamente os Problemas
Inversos. Um conceito quantitativo mais pratico, que pode ser utilizado junto com o MQ
para Problemas Inversos, é o conceito de sistema “mal condicionado” do inglés ill condi-
tioned [4].

O nimero de condi¢ido de uma matriz A é definida por:

cond(A)k = || Allx A" ||k (3.11)

onde ||A|| representa a norma do tipo k da matriz dada por:

I|A]: = maxz |AY| (3.12)

[Alleo = maz } |AY] (3.13)
J

|A]l2 = y/maz Ai(A* A) (3.14)

onde A* é matriz adjunta de A e A\;(A* A) corresponde aos autovalores de (A* A)

Valem as seguintes propriedades [4, 48]:

cond(A) = cond(A™1) (3.15)
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dado A-x=b entio |b| < |Al x| (3.16)

Considerando um sistema linear dado por A - x = b:

e quando cond(A) = 1 o sistema é considerado “bem condicionado”.

e quando cond(A) > 1 o sistema é considerado “mal condicionado” .

Um exemplo numérico?

Vamos considerar o seguinte sistema de equagGes lineares,

k-x=d, (3.17)
onde
(107 8 7] [z, [ 32.0 |
7 5 6 5 23.0
k= Cox=|", a= . (3.18)
6 10 9 s 33.0
5 9 10 4 31.0

Resolvendo o sistema chega-se a seguinte solugdo:

- [ 1.0 |
T 1.0
2 = . (3.19)
I3 1.0
Ty 1.0

2 Baseado no exemplo do Livro de Tarantola [4]
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Pode-se considerar o sistema como “mal condicionado”pois cond(k)® = 2,98 - 103

Agora vamos considerar um vetor d’ “levemente” diferente de d:

[ 32.1 |
22.9
d = , ' (3.20)
33.0
31.1
resolvendo o sistema:
k-x=d, (3.21)
chega-se a seguite solugao:
[ z1 ] [ 70 |
—-8.9
2= . (3.22)
T3 3.4
Tyq —-0.4

Um resultado surpreendente, pois uma diferenca menor que 0,5% de d’' em relagdo d,
implica em uma diferenca , em alguns casos, de até 890% ! na solugéo do sistema linear.
Pode-se comprovar sem maiores problemas, que este comportamento de solu¢ao altamente
instavel a pequenas variagoes, nao ocorre em um sistema bem condicionado, por exemplo,
considerando o mesmo caso apresentado, com uma matriz k onde o cond(k) tem ordem de
grandeza de 10. Deve existir, portanto, uma relacao entre sistemas com solugoes instaveis

e nimero de condi¢do (cond(k)).

b Calculado pela subrotina cond do Matlab que calcula o maior valor singular sobre o menor valor

singular de k.
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3.1.3 O cond e o Problema Inverso

A solugdo de MQ pode ser escrita na forma de um sistema linear de equagoes, lem-

brando que a solucdo é dada por:

m = (K'Vk)"lk'vid | (3.23)

para matrizes k quadradas, que corresponde a obter um espetro m com o mesmo nimero

de dados experimentais d, pode-se escrever,

A7l = KV KV (3.24)

logo,

m=A"d. (3.25)

Vamos considerar uma perturbagio nos dados experimentais dado por dd que provoca

uma perturbacdo na solu¢io do Problema Inverso de ém, ou seja:

(m+6m) =A"1(d+4éd), (3.26)

como m = A~!d tem-se,

sm=A"15d, (3.27)

aplicando a propriedade 3.16 na equagdo acima,

lom|| < A7} [led]] (3.28)
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analogamente para d = Am tem-se,

]l < [lA]l {fm]] , (3-29)

considerando as equagoes 3.28 e 3.29 pode-se chegar a,

[[ma i ad||

1y |l
T S AIAT : 3.30)
o] [ (
de acordo com a definicdo do cond, tem-se:
|6m| [[6d]]
——0 < cond(A) —— . (3.31)
[|m|] 1d]]

A equacgdo acima permite uma interpretacao bastante util e pratica: para um dado
erro relativo nos dados experimentais (“I%Iu)’ se cond(A) for grande o erro relativo da
solugdo (“lfﬁlu) pode também ser grande.

Nas se¢Oes que se seguem foram realizados testes numéricos e experimentais para o
cond. Verificou-se que em geral, nos problemas mal condicionados, quando o cond é muito
maior que 1, de fato, as incertezas relativas da solu¢ao sao amplificadas em relagido aos

dados experimentais por algumas ordens de grandeza.

3.1.4 Discussao sobre o MQ

O método dos minimos quadrados para ajuste de fungdes é muito utilizado, talvez
o mais utilizado. Esta grande utilizacdo deve-se, entre outros, ao fato que o MQ tem
algumas propriedades estatisticas para estimadores que sdo desejaveis [49]: consisténcia,
eficiéncia, nao tendenciosidade e minima varidncia para o modelo linear.

Em problemas inversos, diferentemente do caso de ajuste de fungdes, o MQ é uti-

lizado com uma frequéncia bem menor em relagdo aos outros procedimentos propostos
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na literatura, pois a solucao apresenta um espectro com grandes oscilagbes de modo a
ocultar as estruturas fisicas desejadas. Como apresentado anteriormente, para minimizar
as oscilacoes, foram e sao desenvolvidos métodos de Regularizacao e métodos Bayesianos.
De acordo com os resultados do presente trabalho (Capitulo 4), os espectros, mesmo que
oscilantes, podem ser representados por funcGes suaves.

Analisando a equacao 3.7, verifica-se que a menos de casos muito particulares, a ma-
triz V,,, é nao-diagonal, ou seja: os pontos do espectro resultante do problema inverso sao
covariantes ou correlacionados. No presente trabalho (Capitulo 4) verifica-se que as cor-
relagoes geradas pela resolugao do problema inverso foram importantes para explicar as
tipicas oscilagbes, identificar os artefatos e permitir o ajuste de fungoes suaves ao espectros

oscilantes.

3.2 Regularizacao por Minima Variancia-RMYV

Com o propdsito de minimizar as tipicas oscilacbes o método de regularizacdo por
minima varidncia foi desenvolvido. Foram realizadas duas aplicagdes da RMV (Caps. 5
e 6) e parte dos resultados também foram apresentados em trabalhos recentes [7, 8, 50].
A abordagem proposta pelo presente trabalho é diferente da regularizacao de Tikhonov.
O procedimento (MQ-RMV) tém trés fases:

1. Inicialmente determina-se a solug¢do (m) do Problema Inverso por MQ.

2. Dependendo do problema fisico, com o objetivo de minimizar as oscilagoes, pode-se

(ou nao) regularizar o espectro m pela RMV.

3. Finalmente pode-se (ou nio) ajustar uma funcdo ao espectro m com o objetivo de

obter mais informacdes fisicas.

A regularizagdo por minima varidncia do espectro consiste em uma transformacio

linear, uma média ponderada de trés pontos. Os pesos das médias sdo calculados de
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maneira a minimizar as varidncias dos pontos do espectro regularizado mpg, dado por:

mp=R-m, (3.32)

com a matriz de covaridncias do espectro regularizado é dada por:

Vr = RV,R!, (3.33)

e R corresponde a matriz de regularizacao por minima variancia:

(4, 1-2¢;, a 0 0 ... 0 0 |
0 Q 1—2as a» ... ... 0 0
R=| 2 2 _ - (3.34)
i 0 0 e e G2 1= 2apm—9 G2 |

os coeficientes a; sdo obtidos minimizando as varidncias do espectro regularizado® ,

VRi,i = a’zg(vmi—u-l - 4Vmi—1,i+2 + 2Vmi—1,i+1 + 4Vmi,i - 4Vmi,i+1 + Vmi+1,i+1)+

+a’i(2vmi—1,i - 4Vmi,i + 2Vmi,i+1) + Vi (3-35)

i )

em relagdo aos parametros a;, ou seja, fazendo,

¢ Para obtencgdo da equagdo 3.35, utilizou-se que Vi, 5 ; = Vi ;4 (propriedade de simetria da matriz

de covariincias).
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d
a0 Vrii=0, (3.36)
chega-se a:
a; = —Vmi,i+1 + 2Vmi+1,i+1 - Vmi+1,i+2 (3.37)

Vm - 4Vmi,i+1 + 2Vmi,i+2 + 4Vmi+1,i+1 - 4Vmi+1,i+2 + Vmi+2,i+2

3,1

A regularizacdo por minima variancia pode ser aplicada a espectros localmente simétricos,
e nestes caso as simetrias locais irdao manter-se, conforme a demonstracao a seguir.

Vamos considerar espectros localmente simétricos em relagdo ao canal A (impar) com
uma simetria na matriz de covaridncias para pontos simétricos, ou seja, varidncias e co-

varidncias iguais para pontos simétricos, explicitando melhor,

My = TMaA—k (k=1,2...A) > (3-38)

Vi Ve | Vs | Viua | Vs | Vingsam
Vit Vinss | Vimas | Vimaa
Vs Vias | Vinas .. - .. I
V=1 Vi, |V Ving.e A (3.39)
Vs - - o | Vimgs | Vings Vi
Vings | Vmas | Vo Vi o
| Vi o o | Vis | Vs | Vs | Vi Vi, |

Os parametros a; serao iguais para pontos simétricos do espectro m devido & simetria da
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equagdo 3.37 em relagdo s varidncias e covaridncias, ou seja,

a; = A9A g (=2,3,..,A~1) » (3'40)

logo, a matriz de regularizacdo terd a seguinte estrutura,

Rii| Rio | Ria| O 0

» ’

0 |Rea|Rop | Fa2| O

k) ’ »

0 0 |Rss|Rsa|R3s| O

¥

(3.41)

0 |HRss|Rsu|Hss| O

¥ 3

0 Rgz R21 R22

> 2 3>

0 |Ry1 | Ry | Rip

~
Il
clojlo|lolo|o

Consequentemente, pode-se verificar, que a aplicagdo de R preserva as simetrias locais de

um espectro.

3.2.1 Discussao

E importante salientar que, assim como a resolu¢dao do Problema Inverso, a regular-
izacdo gera dados correlacionados. Se for necessdrio realizar um ajuste no espectro regu-
larizado para obtengdo das grandezas fisicas, deve-se portanto realizar um ajuste a dados
correlacionados. O procedimento proposto para problemas inversos (MQ-RMV) permite
a realizacdo do ajuste a dados correlacionados sem maiores problemas, pois fornece em
todos os passos as devidas correlagoes ou covariancias geradas.

A RMYV, diferentemente dos médodos de regularizagdo de Tikhonov, ndo depende
de pardmetros ad hoc (pardmetros de regularizacio, matriz de estabilizagdo) e tem se
mostrado eficiente em reduzir as oscilagées. Nos Capitulos que se seguem sio apresentados

testes e comparagdes com outros métodos, assim como aplicagOes a espectros simulados
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e dados experimentais (estudos de secgoes de choque para reagdes fotonucleares e estudo

da radiagdo de aniquilagfo elétron-pdsitron).




Capitulo 4

Testes, simulacoes e comparacoes

com o MQ-RMYV

Neste capitulo sdo apresentados testes com o procedimento proposto (MQ-RMYV) e
comparagdes com o método de regularizacdo de Tikhonov, através de simulacoes de es-
pectros multicanais experimentais. Os espectros simulados correspondem a convolucao
de gaussianas. Os programas utilizados nos célculos foram desenvolvidos em c6digos para
Matlab 6.0/R.12 e Fortran®, nos programas desenvolvidos para ajustes de fungdes nao

lineares foi utilizado o Método de Gauss-Marquardt.

4.1 Comportamento oscilatério

Vamos considerar os casos onde os espectros multicanais tém erros regidos por uma

distribui¢ao de Poisson, a funcao de probabilidade de média a é dada por:

Py(n) = L5

(4.1)

?

n!

& Utilizou-se o pacote IMSL para inversdo de matrizes

49
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com varidncia dada por:

o’=a. (4.2)
No caso de a ser grande (¢ >> 1) a fungdo de probabilidade de Poisson aproxima-se de
uma funcdo de probabilidade gaussiana:

1 _§n.-a!2

\/2-7(—(16 %z (4,3)

P,(n) =

Vamos representar o sinal simulado por dg, resultante da convolucdo de duas gaussianas

representado pelo produto de matrizes mais um vetor de erros:

ds o= kmg -+ € s (44)

os elementos das matrizes sdo dados por:

)
kij = —-—41—'6 1 (4.5)
Vo2rnoy
e
Siw-:z:glz
Mmg; = A2 e_ 273 . (46)

v 2Tog

Para o cdlculo do espectro simulado dg {com 100 canais), utilizou-se: o7 = 1.2 canais,
A; =1, 05 = 5 canais, Ay = 2 - 10°, contagens fundo de 200 contagens e um erro dado

por uma distribuicdo de Poisson:
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€ = Z kijm; — poissrnd (Z kijm;) (4.7)
7 J '

onde poissrnd(X) corresponde a um nimero aleatério determinado por uma distribuigéo

de Poisson de média X com desvio padrao dado por:

A partir do espectro simulado dg e do nicleo k aplicou-se o procedimento de MQ para
a estimagdo da gaussiana mg, o espectro resultante m é apresentado na Figura 4.1.
Calculou-se também a matriz de correlacao do espectro resultante apresentado na Tabela
4.1.

3e+05

1e+05

~1e+05 -

36405
"o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.1: Linha sélida: gaussiana mg. Pontos com barras de incertezas: espectro obtido
por MQ .

E interessante salientar que o espectro da Figura 4.1 difere muito da gaussiana mg,
apresentando um comportamento muito oscilante com valores negativos para alguns pon-
tos de até —10°, uma das dificuldades tipica em problemas inversos. Em algumas situacdes

experimentais os valores negativos nao tem sentido, como por exemplo na determinacao
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46 47 48 49 a0 51 52 53 54
46 1 -0.985 0.942 -0.878 0.800 -0.715 0.629 -0.548 0.473
47 | -0.985 1 -0.984 0.942 -0.877 0.798 -0.713 0.628 -0.548
48 | 0.942 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.876 0.797 -0.713 0.629
49 | -0.878 0.942 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.876 0.798 -0.7141
50 | 0.800 -0.877 0.941 -0.984 1 -0.984 0941 -0.876 0.799
51 | -0.715 0.798 -0.876 0.941 -0.984 1 -0.984 0.941 -0.878
52| 0.629 -0.713 0.798 -0.876 0.941 -0.987 1 -0.984  0.942
53 |-0.548 0.628 -0.713 0.798 -0.876 0.941 -0.984 1 -0.985
54 | 0.473 -0.548 0.629 -0.714 0.796 -0.871 0.942 -0.985 1

Tabela 4.1: Coeficientes de correlagdo relativos aos canais 46-54

de massas, densidades, probabilidades, entre outros. Nestas situagdes poderiamos ques-
tionar: O que fazer com estes resultados negativos ? Deveriamos considerar apenas os
resultados positivos 7 Esta questdes sdo respondidas no presente trabalho.

Os elementos da diagonal (p;;4+1) (Tabela 4.1) localizados acima da diagonal princi-
pal correspondem as correlages de pontos vizinhos, pode-se observar que siao grandes
(~ —0.98) e negativas. Estas correlagdes podem explicar o comportamento oscilatério,
pois se a correlagdo entre pontos vizinhos é altamente negativa, e se um dado for subes-
timado o vizinho provavelmente serd superestimado e o vizinho deste provavelmente,
serd subestimado, assim por diante, resultando em um comportamento oscilatério (ver
Apéndice A). Esta é uma interpretagio simplificada pois considera apenas as correlagdes
de pontos vizinhos e, de fato, observando a matriz de correlagdo obtida, todos os pontos
sao correlacionados entre si. Nas segoes que se seguem verifica-se que, de fato, as inten-
sidades das oscilacbes estdo relacionadas com as correlagdes entre os pontos vizinhos do

espectro resultante do Problema Inverso.
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4.1.1 Intensidade das Oscilagoes

Nesta seccao é realizado um estudo das oscilagdes em problemas inversos, que podem
ser quantificadas através de alguns parametros (cond, ARI, p) descritos a seguir.

Vamos considerar novamente o caso da convolucdo de duas gaussianas com erro de-
terminado por uma distribui¢do de Poisson (equagdes 4.4, 4.5 e 4.6). Inicialmente foi
aplicado o MQ) para viarios valores de o7 e para cada caso foram calculados o coeficiente
de correlagdo de pontos vizinhos (psgs0) , 0 niimero de condi¢do do niicleo (cond(k)) e a

amplificacio relativa das incertezas ARI definida por:

lod
ARI = () (4.9)

()

onde ||od|| e ||om| representam as normas L-2 dos vetores das incertezas de d e m

respectivamente.
Utilizou-se nos espectros simulados (dg), A; = 1 contagem, o, = 5 canais, Ay = 5-10°
contagens e o; varidvel (ver tabela 4.2), Os resultados sdo apresentados na Tabela 4.2 e

alguns espectros listados na tabela sdo apresentados na Figura 4.2.
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oy (canais) | cond(k) | ARI | pagso | Fig.4.2

0.1 1.0 1.0 | —410722 -

0.5 1.7 1.3 -0.2704 Gl
0.7 5.6 2.9 -0.6895 -

0.9 27.1 10.2 | -0.9022 G2
1.0 69.2 22.7 | -0.9430 G3
1.1 194.8 57.0 | -0.9649 G4
1.2 604.2 | 144.5 | -0.9773 G5
1.3 20664 | 169.6 | -0.9846 G6
1.4 7793.9 | 228.1 | -0.9894 -

Tabela 4.2: Resultados do MQ para diferentes valores de o

54
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Figura 4.2: Espectros obtidos por MQ para diferentes valores de o;.
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Observa-se que as oscilagbes dependem do valor de cond(k): quanto maior, maior a
oscilagdo. A intensidade da oscilagao pode ser quantificada pela Amplificacdo Relativa de
Incertezas (eq. 4.9), e também pela correlagdo entre pontos vizinhos.

O comportamento oscilatério estd diretamente relacionado com a matriz k que, por sua
vez, é construida de acordo com o problema fisico em questao, ou seja, depende do arranjo
experimental de medida e também dos fenémenos fisicos presentes. Sendo assim, dado um
experimento, a matriz k estd definida e se houverem oscilagbes na solucdo do problema
inverso, existem, dois caminhos que sdo discutidos em detalhe no presente trabalho:

a) Conviver com as oscilagdes .

b) Aplicar métodos de regularizacdo e compactagdo.

4.2 Compactacao

Com o prop6sito de diminuir o comportamento oscilatorio, as correlacoes entre pontos
vizinhos e a amplificacdo das incertezas em problemas inversos, no presente trabalho, é
proposto o procedimento de compactagdo associado ao MQ.

Os dados experimentais representados por espectros multicanais (d), evidentemente,
ocupam uma certa regifo, ou seja, um certo ndmero de canais (N), que depende do
fendmeno fisico a ser estudado, do equipamento de aquisicdo utilizado no experimento,
assim como regulagens (ganho de amplificadores, colimadores, entre outros). A resolugio
do Problema Inverso consiste em estimar uma distribuicao m a partir do conhecimento
dos dados experimentais d. Em geral o espectro m tem o mesmo nimero de canais que 0s
dados experimentais medidos (V). O método proposto permite que m tenha um nimero
menor de canais (n< N), para isto basta que a matriz k tenha dimensdo N x n. O
procedimento de obtenc¢do do espectro m com um numero de canais menor que os dados
medidos é denominado de compactacgdo. Apesar de ser um procedimento simples, pode-
se observar, através dos casos a seguir, que tem se mostrado eficiente na reducgio das

oscilacoes.
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Em um caso extremo, podemos supor a compactacdo de um espectro de 100 canais
para um espectro m de um sé canal, neste caso, ndo sera possivel observar nenhuma
estrutura em m, ou melhor, ocorreu grande perda de informagdo. Obviamente, deve haver
um limite para a compactacio. O processo de compactagdo pode provocar distor¢des ou
modificagbes no espectro compactado, o que é verificado pelas simulagGes descritas a
seguir.

Vamos considerar novamente o caso de um espectro simulado (dg) resultante da con-
volugdo de uma gaussiana (mg) com um niicleo também gaussiano (equagdes 4.4, 4.5
e 4.6). O espectro estimado pelo procedimento de MQ associado ao procedimento de
compactacgdo serd representado nesta se¢do por m.

Uma maneira de verificar a distorcdo causada pelo processo de compactacio é re-
alizando um teste de x? da distribuicdo simulada mg com o espectro obtido por MQ-
compactagdo (m).

O x? da distribuicdo simulada é dado por:

x% = (m — mg)' V_!(m — mg), (4.10)

e a probabilidade deste x? ser excedido por:
P(x5) = /X , Fi(x5) dxs, (4.11)
s

onde Fj(x%) é a distribui¢do de chi quadrado para [ graus de liberdade.

Vamos considerar como nivel de significincia a regido [0.05 , 0.95]. Ou melhor, estamos
considerando que ndo houve distor¢do do espectro (m) para os casos onde foram realizadas
compactagdes e as probabilidades P(x%) ficaram dentro do nivel aceit4vel.

A seguir (tabela 4.3) sdo apresentados resultados para o Problema Inverso da con-
volugdo de duas gaussianas. Os espectros simulados foram calculados pelas equagdes 4.4,

4.5 e 4.6 . Aplicou-se o procedimento de MQ junto com a compactacio para diferentes
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valores de n. Utilizou-se os seguintes valores: fundo constante de 200 contagens, espectros
com 100 canais A; = 1, o; = 1.5 canal, A, = 10% contagem, 0y = 5 canais. Na tabela
é apresentado também o resultado do teste de chi quadrado (P(x%)) de uma gaussiana

ajustada® ao espectro m.

n (n? de canais) | cond(k) | ARI p P(x%) | P(x%) | Fig.4.3
100 3.210* 59 1-0.9924 | 0.54 0.44 Gl
80 929 55 |-0.9847 | 0.70 0.48 G2
60 40 8.6 |-0.9184 | 0.89 0.08 G3
50 11.9 2.9 | -0.8045 | 0.62 0.33 G4
30 2.32 0.72 | -0.2904 | 0.41 0.85 GbH
20 1.72 0.48 | -0.0953 | 0.07 1.00 G6

Tabela 4.3: Resultados obtidos em fungdo da compactacdo (n2 de canais)

Pode-se observar (figura 4.3 e tabela 4.3) que & medida que se aumenta o fator de
compactacgio as oscilagdes diminuem, assim como o cond, ARI e p. Os casos de G1 até
G5 correspondem a regido aceitdvel, ou seja, ndo ocorreu distor¢do.

E interessante salientar que em todos os graficos (G1 a G6) foi possivel ajustar gaus-
sianas com P(x?%) aceitavéis. Entretanto o teste para comparagio com o espectro simulado
do grafico G6 apresenta um resultado nao aceitdvel (P(x%) = 1.00), ou seja, apesar de
ser possivel ajustar uma gaussiana, ndo se deve realizar a compactacdo até 20 canais (um
fator 5 de compactacio), pois o espectro serd deformado, podendo apresentar resultados
sem significado fisico. Observando os graficos G1 e G2, em primeiro momento, parece que
as gaussianas ajustadas (linha sélida) ndo correspondem aos respectivos espectros; entre-
tanto os resultados apresentados (P(x%)) garantem a compatibilidade entre as gaussianas

e os respectivos espectros obtidos pela resolucao do Problema Inverso. A explicacio estd

b Através de um programa desenvolvido em Matlab que utiliza o método de Gauss-Marquardt
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no fato que os espectros obtidos tém pontos altamente correlacionados, que causam o
comportamento oscilatério mas as correlagbes geradas sdo consideradas nos ajustes. Este
é um resultado importante do presente trabalho, onde pode-se concluir que espectros al-
tamente oscilantes inclusive com pontos negativos, podem ser representados por funcées
suaves decorrentes de ajustes, situacdo que s6 é possivel se as correlagoes geradas pela

resolucao do Problema Inverso forem consideradas.
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4.3 Regularizacao

O procedimento de regularizagio proposto (RMV) pode ser aplicado da seguite maneira:

mp=R; Ry - Rs--Ry-m, (4.12)

onde R; é a matriz de regularizacio (eq.3.34) e m ¢ o espectro obtido pela resolugdo do
Problema Inverso por MQ.

A equacdo 4.12 corresponde a aplicar o processo de regularizagdo por minima variancia
n vezes, procedimento que pode ser necessario, dependendo da situagao, para minimizar
as oscilacbes. Entretanto a regularizagio também pode distorcer o espectro, pois ela
substitui m por outro espectro formado por uma combinacdo linear dos pontos de m.
Vamos considerar um critério andlogo ao utilizado no caso da compactagdo para aceitar
um espectro regularizado, ou seja, realizando um teste de x% com a gaussiana mg € 0
espectro regularizado.

Na tabela 4.4 sdo apresentados os resultados obtidos pelo procedimento de MQ-RMV,
a partir de espectros simulados resultantes da convolu¢do de duas gaussianas (equagdes
4.4, 4.5 e 4.6) com os seguintes pardmetros: fundo constante de 300 contagens, 4; =1,
o1 = 1.5 canais, A;=varidvel de acordo com a tabela, oo = 5 canais. NMR corresponde
ao numero méximo de regularizacoes aceitdveis (espectro nio distorcido), ou seja, com
P(x%) dentro do intervalo [0.05,0.95].
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Ay | NMR | P(x3%) | P(x%) | Fig.4.4
106 0 0.28 0.62 G1
10° 1 0.79 0.13 G2
210* 3 0.18 0.91 G3
8103 4 0.89 0.16 G4
4103 5 0.63 0.34 G5
103 6 0.33 0.64 G6

Tabela 4.4: Limite de Regularizagao

62

Pode-se observar que quanto menor A, (ou seja maior a incerteza relativa dos pontos

de ds) maior o nimero méximo de regularizacoes. E interessante observar que para o

caso de A, = 10° contagens nio , é possivel regularizar o espectro sequer por uma vez

(NMR =0).

O gréfico G6 ( figura 4.4) apresenta diversas estruturas que ndo tém significado fisico,

pois conforme a simulagdo realizada, a regido corresponde ao fundo constante e, como

veremos adiante, estas estruturas correspondem a artefatos.
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Figura 4.4: Pontos com barras de incertezas: espectros obtidos por MQ-RMYV para dife-

rentes limites maximos de regularizacio. Tinha sélida: eaussiana (me).
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Na tabela 4.5 sdo apresentados os resultados para diferentes regularizagdes por minima
varidncia (NR 1-6), com A; = 103 contagens, o; = 1.5 canal, 0 = 5 canais, A; =
1 contagem. Pode-se observar na figura 4.5 que as oscilagdes dos pontos diminuem &
medida em que o nimero de regularizagbes aumenta (NR). Todos os gréficos (G1-G6)
correspondem a espectros aceitaveis, ou melhor, que nao foram distorcidos considerando
o critério adotado na secdo anterior. Observa-se nos graficos G5 e G6, a existéncia de

estruturas que correspondem a artefatos.

NR | cond(k) | ARI p P(x%) | P(x4) | Fig.4.5

3.210* | 28.0 | -0.9910 | 0.66 0.39 Gl
204 3.95 | -0.4934 | 0.34 0.70 G2
32.1 1.06 | 0.1694 | 0.33 0.17 G3
60.2 0.64 | 0.5539 | 0.31 0.70 G4
904.1 0.51 | 0.7357 | 0.25 0.75 G5

7.2510° | 0.45 | 0.8110 | 0.43 0.59 G6

Oy Or R WO

Tabela 4.5: Resultados para diferentes regularizagtes
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4.4 Regularizacao de Tikhonov

Nesta secao sao apresentados testes realizado com o método de regularizacao de
Tikhonov e comparacoes com o procedimento MQ-RMV. Conforme discutido anterior-
mente, é um método muito utilizado nas mais diversas 4reas, e um dos maiores problemas
é a escolha do valor do pardmetro de regularizacdo (i) e suas implicagdes. Nas sim-
ulacOes que se seguem, utilizamos a matriz de estabilizagdo que corresponde a operagao
de primeira derivada (eq. 2.25), denominada nesta sec¢do de L1. Foi realizado também um
teste com a matriz correspondente & derivada de segunda ordem (eq. 2.24) denominada
nesta secao de L2.

Podemos considerar como critério de escolha do parametro de regularizagaoo teste de

x? do espectro regularizado, ou melhor, escolhe-se p, tal que,

Plks) = [, Fibxs) dxds (4.13)

XTs

esteja dentro do intervalo [0.05,0.95], onde x2.¢ é dado por,
Xrs = (M, —mg) VI (m,;, —mg) . (4.14)

Lembrando que m,;, corresponde ao espectro obtido pelo método de Tikhonov (Segdo
2.6) e Vm,, é a sua matriz de covaridncias. mg é a gaussiana (eq. 4.6). Conforme
discutido anteriormente, o espectro obtido pela regularizacao de Tikhonov, depende de u
e L, consequentemente, o x2.¢ ir4 depender também destes mesmos pardmetros. Calculou-
se x%¢ para alguns valores de u para as matrizes de estabilizagdo L1 e L2 (figura 4.6).
Foram utilizados espectros simulados a partir da convolugdo de duas gaussianas (egs.4.4,
4.5 e 4.6) com 100 canais, fundo constante de 200 contagens, A; = 1, o; = 1.5 canal,
Ay = 103 contagens, oy = 5 canais e z, = 50 canais.

Observando o gréfico referente & matriz L1 (figura 4.6), podemos afirmar que, neste
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Figura 4.6: Valores de x? para espectros obtidos pela regularizacdo de Tikhonov em funcéo
g

do pardmetro de regularizacgao.

caso, é possivel escolher uma faixa continua de valores de p tal que x5 tenha valores
aceitaveis. No caso da matriz L2 o x2s tém um comportamento oscilante e existem
intimeros valores distintos de u que resultam em um mesmo valor de X%, resultando em
uma regularizacio de dificil aplicagdo, pois uma pequena variagdo em y pode resultar em
valores muito diferentes no xg.

Com o objetivo de comparar a regularizacdo de Tikhonov com o MQ-RMV, foram
obtidos espectros regularizados a partir de um tnico espectro simulado (dg). Utilizou-se
a matriz de regularizagdo L1. Os valores do pardmetro de regularizagio (u) foram escolhi-
dos para que os valores de x2¢ fossem iguais aos de x% para os espectros regularizados por

minima varidncia com N=5,6 e 7 (nimero de regularizages) conforme mostra a tabela
4.6.

Pode-se observar na figura 4.7, que os espectros obtidos pela regularizagio de Tikhonov




4.4 Regularizacao de Tikhonov 68

MMQ-RMV Tikhonov ( L1)

N | x% |Figd.7 W X%s | Fig.4.7
5 | 101.6 Gl 0.0188 | 101.6 G2
6
7

1120 | G3 0.0293 | 112.0 | G4
842 G5 0.1854 | 842 G6

Tabela 4.6: Comparacdo entre MQ-MMYV e Tikhonov(L1)

sao sistematicamente mais baixos, ou melhor, tém uma amplitude menor que as gaussianas
simuladas (mg). Quanto maior o valor de u, maior é a diferenga de amplitude e o espectro
tende a ficar mais largo. Comparando-se os pares que resultam em um mesmo x? (G1/G2,

G3/G4, G5/G6), nota-se que este efeito ndo acontece nos espectros obtidos com o MQ-
RMV.

-
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4.5 Artefatos

Artefatos sfio estruturas sem significado fisico que podem aparecer em: solugdes de
problemas inversos, em espectros resultantes de suavizagdes (combinagdes lineares ou nfo
dos dados) ¢ em dados experimentais em geral. A grande dificuldade estd na identificacio
dos artefatos, pois podem ser confundidos com fenémenos fisicos. Esta dificuldade estd
presente no caso de imagens médicas [6, 51| onde, em um caso extremo, pode-se asso-
ciar um tumor ou uma ruptura de um osso erroneamente a um artefato. Artefatos estdo
presentes também em problemas de tomografia sismica [2] e problemas que envolvem
imagens obtidas pela resolucdo de problemas inversos em geral. Os artefatos podem
aparecer também em espectros unidimensionais em geral, conforme mostra o estudo re-
alizado através de simulacoes numéricas deste Capitulo e também em secgées de choque
experimentais (Capitulo 5).

Os espectros resultantes de problemas inversos em geral sdo correlacionados. No caso
de correlagoes negativas entre pontos vizinhos, conforme resultados do presente trabalho,
os espectros apresentam oscilacOes, e nestas situagdes sdo aplicados procedimentos de
regularizacdo (Tikhonov e RMV) para a atenuagio das oscilagles, que geram correlagdes
positivas entre os pontos vizinhos do espectro regularizado. Quanto mais regularizado
o0 espectro, maior é o coeficiente de correlagdo, no caso da RMV (Tabela. 4.5), no caso
da regularizacdo de Tikhonov a correlagdo aumenta com o parametro de regularizacio,
conforme mostra a tabela 4.7, calculada para um espectro simulado através da convolugio

de um nicleo gaussiano com uma gaussiana.

p || -0.9911 | 0.8820 | 0.9204 | 0.9551 | 0.9719 | 0.9823 | 0.9906 |
p | 0.000 |0.0030 | 0.0060 | 0.0150 | 0.0300 | 0.0570 | 0.1320 ||

Tabela 4.7: Coeficientes de correlagio em funcdo de p

O surgimento de artefatos esta ligado a correlagoes positivas entre pontos vizinhos, ger-

adas em procedimentos de regularizagdo. No Apéndice A é apresentada uma justificativa



4.5 Artefatos 71

para o surgimento de artefatos com base em cdlculos de probabilidades para dados com
correlages positivas. De fato pode-se verificar através de simulagdes numéricas (Tabela
4.8) que em espectros resultantes de Problemas Inversos onde o coeficiente de correlagdo
entre os pontos vizinhos é alto (0.8-1.0), em geral existem artefatos. E um dos méritos do
procedimento proposto (MQ-RMV) consiste na possibilidade de identificagdo dos artefatos
conforme os demostraram os resultados das simulagdes (segéo 4.5).

Com o objetivo de obter artefatos resultantes de problemas inversos, aplicou-se a regu-
larizagdo de Tikhonov e o procedimento proposto (MQ-RMV) em alguns casos numéricos,

com sinal simulado dado por:

ds =kmgs + ¢, (4.15)

onde ¢ é o vetor de erros dados por uma distribuicao de Poisson, e k é o nicleo gaussiano

dado por,
4, -
kij = ———e % | (4.16)
V2moy
para distribuicdo mg; utilizou-se em alguns casos uma gaussiana,
A N G Eg
Mg = ———e 5 (4.17)
V270
e em outros casos duas gaussianas (dubleto),
A _gi—-xo}2 A H(i-—x%a)z
2 e ¥ 4> ¢ 95 | (4.18)

mg; = —F/—— €
s LY/ 272'0'2 vV 271‘0‘3

As distribui¢gbes mg foram construidas com os seguites pardmetros: os graficos G1 e

G2 com uma gaussiana, 4; = 810% , z, = 50. G3 com duas gaussianas, A, = 810? ,
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A3 = 210?% contagens, z, = 50, 79, = 70. G4 com A, = 103, 43 = 2102, z, = 50,
Too = 70. G5 com Ay = 8102, A3 = 210?, z, = 50, 79, = 20. E G6 com A, = 103,
A3 =210% z, = 50, 3, = 20. Em todos os espectros dg utilizou-se um fundo constante
de 300 contagens, o1 = 1.5, 02 = b canais e para os casos de dubleto o3 = 5 canais (A2 e
A3 estao em contagens, z, e T3, estdo em canais) .

A tabela a seguir apresenta os resultados das simulagbes numéricas .

MMQ-RMV Tikhonov ( L1)
NR | P(x%) p | Figd8| p | Plks) p | Fig.4.8
0.81 | 0.8091 G1 001} 093 |0.9517 G2
0.23 | 0.8105 G3 001 036 |0.9301 G4
0.67 | 0.8104 G5 0.01| 071 |0.9292 G6

Tabela 4.8: Artefatos nos procedimentos de MQ-RMV e Tikhonov(L1)

Deve-se lembrar que na tabela 4.8 NR, corresponde ao ntimero de regularizagoes, P(x%)
e P(x%s) correspondem aos resultados de testes de x? da gaussiana mg com os espectros
obtidos respectivamente por MQ-RMV e regularizacdo de Tikhonov; u é o parametro de
regularizagdo e p corresponde ao coeficiente de correlacio de pontos vizinhos no centro
do espectro.

Todos os casos (figura 4.8), apesar de serem espectros considerados sem distor¢ao, ou
aceitdveis (P(x%) e P(x%g) entre 0.05-0.95) apresentam artefatos, e observa-se correlagoes
positivas e altas. Os espectros correspondentes ao procedimento de Tikhonov tém valores
de p maiores que os de MQ-RMV. O espectro G1 (MQ-R'MV), com uma gaussiana,
apresenta artefatos 4 direita e 4 esquerda do pico central. G2 (Tikhonov) apresenta
artefato 4 direta do pico. Os espectros G3, G4 e G5, simulagbes com duas gaussianas, tém
picos compativeis (visualmente) com as duas gaussianas e também artefatos. O espectro

G6 é um caso interessante, pois, apesar da simulagio de duas gaussianas, apresenta apenas
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um pico compativel com uma gaussiana, e no lugar da segunda gaussiana n#o existe

estrutura compativel com um pico, entretanto, surgem artefatos em outras posicées do

espectro.
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4.6 Discussao

O procedimento de minimos quadrados para resolucao de problemas inversos, apre-
senta em geral, espectros com grandes oscilagGes, conforme mostraram as simulacoes
numericas. Na interpretagao do presente trabalho, as oscilagoes sao naturais, no sentido
de que sdo decorrentes de correlagdes negativas entre pontos vizinhos. Se as correlagoes
forem consideradas corretamente, é possivel ajustar uma fungdo suave aos pontos mesmo
que oscilantes, ou seja, o espectro oscilante pode ser representado por uma fungao suave.
Entretanto existem condigoes para a realizacdo concreta do ajuste: deve-se saber qual
fungdo a ser ajustada (condigdo necessiria) e ter boas estimativas iniciais ¢ dos pardmetros
para que nao ocorram problemas de convergéncia nem de tempo de computagio elevado.
Em alguns casos, nos espectros com muita oscilacao , é praticamente impossivel a escolha
da funcgdo a ser ajustada, assimm como a estimativa inicial dos pardmetros. Sendo assim, a
RMYV pode ser utilizada para a redugao das oscilagdes (conforme mostraram as simulagoes
numéricas), facilitando a escolha da fungdo a ser ajustada bem como, as “estimativas ini-
ciais”. A RMV também pode ser utilizada nos casos onde ndo se realizam ajustes nos
espectros obtidos pela resolucao do problema inverso, a informagao é retirada diretamente
dos espectros. Deve-se lembrar que, de acordo com as simulagoes numéricas realizadas
neste Capitulo, deve-se trabalhar nas condigdes onde nao ocorre a distor¢do do espectro.
O procedimento de compactacdo, utilizado em condi¢des de ndo-distor¢ao, assim como a
RMV, também mostrou-se muito eficiente em reduzir as oscilagoes. As grandezas apre-
sentadas, como nimero de condigdo (cond), amplificagdo relativa de incertezas (ARI) e
coeficiente de correlagio (p) se mostraram eficientes para a quantificagdo das oscilagdes
em problemas inversos.

A associagdo entre artefatos e correlagbGes positivas entre pontos vizinhos pode ser
confirmada pelas simulagdes numeéricas apresentadas (Tabela 4.8 e Figura 4.8) e justificada

pela formulacao do cdlculo de probabilidades apresentada no Apéndice A. O procedimento

¢ S&o as estimativas necessirias, utilizadas como start no programa de ajuste.
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de MQ-RMYV mostrou-se eficiente na identificacdo de artefatos quando se tem um modelo
fisicod para o espectro obtido por este procedimento.

E interessante salientar que foi abordado apenas o problema dos artefatos prove-
nientes do processamento dos dados. Podem ocorrer artefatos com outras origens, como
fenémenos fisicos ndo considerados no modelo, interferéncia, mal funcionamento ou regu-
lagens inadequadas no sistema de aquisi¢do de dados, entre outros.

A metodologia proposta de simulagbes numéricas para a verificagdo das distorgoes em
procedimentos de regularizagdo e compactacdo pode ser aplicada a problemas inversos
que envolvem funcgGes diferentes de gaussianas. Nos estudos de secgdes de choque para
reagoes fotonucleares e radiagdo de aniquilagdo elétron-pdsitron em aluminio, apresen-
tados nos capitulos seguintes, utilizaram-se procedimentos andlogos ao deste capitulo,
onde as fungoes envolvidas correspondem 4 soma de gaussianas e pardbolas, assim como

lorentzianas.

4 funcio a ser ajustada no espectro obtido pela resolucdo do problema inverso




Capitulo 5

Estudo da seccao de choque
345 (v, zn)

5.1 Introducao

Secgoes de choque de reagoes fotonucleares sdo importantes [52] para os estudos de modelos

fisicos como também para aplicacoes :
e Fisica e tecnologia de reatores de fissdao e fusio.
e Andlises de elementos por radiacao induzida.
e Producdo de radioisétopos para uso cientifico, industrial ou médico.

Existe na literatura uma grande quantidade de sec¢Ges de choque fotonucleares me-
didas por diferentes técnicas experimentais. As primeiras medidas utilizaram fétons de
bremsstrahlung produzidos através elétrons provenientes aceleradores. Neste caso, como
veremos a seguir, a andlise dos dados envolve a resolugao do problema inverso e, conse-
quentemente as dificuldades (oscilagGes, artefatos, distorgdes) estdo presentes.

E interessante ressaltar que existe um grande nimero de sec¢des de choque analisadas

pela resolugdo de problemas inversos e constam na compilagdo de dados nucleares da
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TIAEA® [52, 53].
Os métodos de resolugao do Problema Inverso para a determinacdo experimental de

seccoes de choque fotonucleares mais utilizados sdo :

e Método de Penfold-Leiss [54] que basicamente realiza uma combinago linear da

solucdo por inversao direta.

e Método de Cook [55] que utiliza uma condigdo de suavizagdo para a segunda derivada

da solugdo (corresponde a matriz de estabiliza¢io de Phillips-Cap. 4)
Os dados experimentais sdo relacionados da seguinte maneira:

Y(E.) = / b o(E,)B(E,, Eo)dE, (5.1)

Elimia.r

onde E, é a energia dos elétrons do feixe, Y (E,) é o yield da reagdoque é a taxa
de produgdo da reacdo detetada, por exemplo, para reagdo (v,zn) pode ser o nimero
de néutrons detetados em funcido de E,. E, é a energia dos fétons produzidos por
bremsstrahlung em um alvo, o(E,) é a secgdo de choque, e B(E,, E,) é a distribuicio
de energia dos fétons ou distribuicdo de bremsstrahlung. Deseja-se portanto, obter a
secgao de choque (0(E,)) para uma reagdo de interesse (v, zn), a partir dos dados exper-
imentais e da distribui¢do de bremsstrahlung. Pode-se notar que a equacdo do yield (eq.
5.1) é uma equacdo integral de Fredholm de primeiro tipo (eq. 2.1), tratando-se portanto
de um Problema Inverso.

A equagdo 5.1 pode ser escrita na forma discreta,

Y =Bo. (5.2)

& Agencia Internacional de Energia Atémica-Viena
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O objetivo neste capitulo é a obtengao da secgdo de choque 34S (v, zn). O yield (dados
experimentais) foi fornecido pelo prof. V.V. Varlamov®, de um experimento que utiliza
radiagdo de bremsstrahlung produzidos por um Bétatron [56].

Para a obtengéo da secgdo de choque (c(E.,)), utilizou-se o procedimento proposto no
presente trabalho MMQ-RMV (Cap. 3) associado com o procedimento de compactagio

(Secgdo 4.2). Parte deste estudo, foi apresentado também em trabalho recente [7].

5.2 Simulacoes

E interessante lembrar que tanto a RMV quanto a compactacdo podem apresentar
resultados com distorcoes, conforme mostraram as simulagées realizadas (Capitulo 4). As
distor¢des dependem do fator de compactagdo, do nimero de regularizacoes, das incertezas
dos dados experimentais e também das fungoes envolvidas, que sao, no caso em particular:
a distribuicdo de bremsstrahlung, o yield e a seccao de choque de interesse. No Capitulo
4, para espectros simulados a partir da convolucao de gaussianas, foram determinadas as
condicgdes para que os espectros nao fossem distorcidos. O caso agora é diferente, pois as
funcgoes envolvidas sao bastante distintas de gaussianas, assim como o nidmero de pontos
experimentais.

As condigbes de nao-distorgdo foram novamente obtidas para o caso especifico através
de simulag6es numéricas e, finalmente os dados experimentais foram analizados pelo MQ-
RMYV nas condigbes de nao-distor¢ao obtidas pelas simulagoes.

Inicialmente, construiu-se a secgao de choque simulada (cg(E,)) e considerou-se uma
distribuicdio de bremsstrahlung B(E,, E,), para a simulagdo do yield, que é dado pela

equagao,

Ys=Bos+e, (5.3)

b autor de [52, 53]
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explicitanto melhor os elementos das matrizes,
- 1 | B(Bar,Ey) B(Ban,Eys) -+ B(Bean,Bam) | ¢ T
Y (Ee1) ! ! ! os(Ey1) €1
B(Eel27 E'yl) B(Eel2, EfyZ) e B<Eel2; Efym)
Y (Eez2) . . . . 05(Eyz2) €2
- : +
Y(EelN) US(E m) €N
B N | B(EelNa E’yl) B(EelN7 E’y2) e B(EelN: E’ym) i N ! N i )
(5.4)

E,;; é a energia do elétron correspondente ao canal i do espectro de yield, E.,; é a energia

do féton correspondente ao canal i do espectro de secgao de choque, ¢; é o erro regido por
uma distribuicdo gaussiana.

A distribuigao de bremsstrahlung é dada pela distribuicdo de Schiff [57],

B(Eq, E,) = E%[ (W - %) (In m, + 1 — 2atan b)

(5.5)

+ E"gzg (fgln 1+ + ﬂi;#zatcm b— 35 + %)}

_ 2Ey(Ba— E,)9
~ c¢miE,

. 2 1\1!?
. mi By + _Z_a_
Mo = 2Eel (Eel - E.-, c ’

e a seccao de choque é dada por uma soma de quatro lorentzianas,

b

, ¢=111, mi = 0.511,

4 E2T2 4,
os(E,) = ok . (5.6)
7 ; E2T? + (B2 — E2,;)?
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Os parametros das lorentzianas simuladas foram determinadas da seguinte maneira:
inicialmente foi obtida a solucdo do problema inverso por MQ-RMV utilizando o yield
experimental, com um fator de compactacao de 3 e 4 e a seguir determinou-se a secgdo
de choque preliminarmente para a obtencio dos parametros das lorentzianas, que servi-
ram como estimativas iniciais. Em seguida foram calculados yields simulados a partir
da equacao 5.3 com pequenas variagoes nas estimativas iniciais dos parametros, e pos-
teriormente, escolheram-se os parametros que implicaram em uma menor diferenca en-
tre os yields simulado e experimental. Na figura 5.1 é apresentada a distribuicdo de
bremsstrahlung de Schiff, para diferentes energias de elétrons (F;) e a sec¢do de choque
simulada.

0.06 T T T T T T T T T 35 T T T T T T T T T

30

25 |

20 -

15 ¢

10 -

DISTRIBUIGAO DE BREMSSTRAHLUNG (U.A.)
o
o
&
SECGAO DE CHOQUE SIMULADA (mb)

0 ' L 1 I 1 1 1 L 1

10 18 20 22 24 26 28 30 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
ENERGIA DOS FOTONS (MeV) ENERGIA DOS FOTONS (MeV)

Figura 5.1: Distribuicao de bremsstrahlung - Seccdo de choque simulada.

O yield simulado (Ys), assim como o yield experimental, tem 182 canais de energia de
11.3 a 29.5 MeV em intervalos de energia constante de 0.1 MeV, apresentado na figura
5.2.

Com a escolha de Ys e da seccdo de choque simulada, foram obtidos 25 espectros

30
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Figura 5.2: yields simulado e experimental.

utilizando o MQ-RMYV para resolugio da equacao 5.4, com compactacoes de 182 para até
60 canais associadas a regularizacoes de até 4 vezes.

Os espectros resultantes sdo apresentados na figura 5.3. Os pontos com barras de
incertezas correspondem aos espectros obtidos por MQ-RMYV e as linhas sélidas corres-
pondem as sec¢oes de choque simuladas e ajustadas. Mais adiante alguns destes espectros
830 apresentados em tamanho maior para uma anilise mais detalhada.

Os valores localizados no lado inferior de cada espectro (figura 5.3), correspondem
respectivamente a compactacdo em canais, ao nimero de regularizacbes e ao valor de
P(x%) (resultado do teste de x? da seccio de choque simulada com o espectro obtido por
MQ-RMYV). Lembrando que foi considerado para critério de ndo-distorgdo dos espectros
(espectros aceitdveis), os casos que tiveram valores de P(x%) no intervalo [0.05,0.95]. Por

exemplo, no primeiro espectro 182-0 Reg - 22%, corresponde a compactacio para 182
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canais, zero regularizagdes e 22% de P(x%).

Para a direita do primeiro espectro, aumentam o nimero de regularizacdes e para
baixo, aumenta o fator de compactagao. Observando a figura 5.3, nota-se que o espec-
tro 182-0 Reg. (sem regularizaco e sem compactagio) apresenta grandes oscilagbes, e
se forem realizadas apenas as regularizacoes (verificar a primeira linha da figura) as os-
cilagbes persistem, dificultando a visualizacdo das lorentzianas. O mesmo acontece se
for realizado apenas a compactagdo (primeira coluna). Os espectros localizados no canto
inferior direito da figura, com maior nimero de regularizagoes associados a compactagoes
majores, apresentam menores oscilacoes.

E interessante ressaltar que foram realizados ajustes de lorentzianas a todos os es-
pectros, os resultados ndo foram apresentados mas todos os ajustes foram aceitdveis (
P(x?%) dentro de [0.05,0.95]). Entretanto, mesmo sendo possivel ajustar as lorentzianas,
alguns espectros devem ser descartados, pois correspondem a casos de distorgao (P(x%))
fora do intervalo [0.05,0.95].), sdo os espectros 150-3Reg., 150-4Reg., 120-4Reg., 90-3Reg.,
90-4Reg., 60-1 a 4Reg. .
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Figura 5.3: Seccoes de choque obtidas por MQ-RMV através do yield simulado, em fungao

de regularizacoes e compactagoes.
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Vamos analizar em especial, quatro espectros (figura 5.4) reapresentados em tamanho

maior.
L} T T 14 ¥ 35 L T T T
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'g 1000- f 25-
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Figura 5.4: secgbes de choque obtidos através do yield simulado por MQ-RMV.

O gréfico 1 corresponde ao espectro sem compactacao e sem regularizagio, conforme
dito anteriormente, com grandes oscilagdes. Nota-se que impossivel associar visualmente
uma secgdo de choque (representada por quatro lorentzianas) ao espectro. O gréafico 2
corresponde ao um caso extremo com compactagdo de 182 para 60 canais (fator 3) e

quatro regularizaces. Este espectro com varidncias relativamente pequenas (comparado
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com o grafico 1), praticamente n&o apresenta oscilacoes, entretanto apresenta distorgoes,
basta comparar o espectro com a secgao de choque simulada. Observando que os picos
ficaram mais largos € com amplitudes menores. Pode-se verificar também, a distor¢do
através da comparacio entre a secgdo de choque ajustada (que representa o espectro) e a
sec¢do de choque simulada. O espectro obtido nfo é aceitavel (distorcido) pois o valor de
P(x%)=0.

Os gréficos 3 e 4, respectivamente, com compactac¢do para 120 canais e 3 regularizagbes
e compactacdo para 90 canais com 2 regularizagbes, correspondem aos espectros com as
menores oscilagdes e sem distorgio (aceitdveis) (P(x%) entre [0.05,0.95]).

Pode-se entdo, finalmente concluir destas simulages que o yield experimental deve ser
analizado com compactagao para 120 canais e 3 regularizaces ou com compactacio para

90 canais com 2 regularizagoes.

5.2.1 Artefatos

O surgimento de artefatos tem sido um problema na determinacao de sec¢tes de choque
fotonucleares através da resolucdo de problemas inversos, pois os artefatos podem ser
confundidos com ressondncias. A seguir (figura 5.5) apresenta dois casos de artefatos
para espectros simulados obtidos por MQ-RMV, onde utilizou-se uma compactacio de
182 para 110 canais e 4 regularizagoes.

A figura 5.6 apresenta duas secgdes de choque obtidas pela resolucido de problemas
inversos, que estao no atlas de secgbes de choque da IAEA [53], da esquerda para a direita
tem-se as secgoes de choque relativas repectivamente as reagdes: 32Cr (v, p)+52Cr (7, n+p)
e 29 Pb(, zn). Pode-se observar, nos dois espectros um grande niimero de picos, alguns

destes, provavelmente sdo artefatos gerados por regularizagoes.
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5.3 Anadlise dos dados experimentais

Aplicou-se o procedimento de MQ-RMV para o yield experimental, utilizando a dis-
tribuicdo de bremsstrahlung de Schiff. A figura 5.7 apresenta o espectro obtido sem
compactacdo e regularizagdo (182 - 0 Reg.) e conforme o esperado, apresenta grandes
oscilagoes. A figura apresenta também o espectro obtido com duas regularizacdes e com-
pactagdo para 90 canais, que, de acordo com as simulacoes correspondem as condigbes de

nio distorcao.

3000
60
2500
50
2000-
40
o 15001
3 304
o 1000
20
_é' 500
O 104
g
o -500- 04
S 10
§ 1000
1500 -20+
2000 -30
182 - 0 Reg. 90 -2 Reg.
2500 40
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
Energia dos fétons (MeV) Energia dos fétons (MeV)

Figura 5.7: Seccoes de choque 3¢S obtidos por MQ-RMV.

Foi possivel realizar um ajuste da funcio sec¢do de choque considerada (4 lorentzianas),
com um resultado aceitdvel ( P(x%)=9% ), os pardmetros resultantes (eq. 5.6) sdo apre-
sentados na tabela 5.1.

O gréfico de cima da figura 5.8 apresenta a sec¢ao de choque obtida por Assafiri et al.
[56] que utiliza o método de Penfold-Leiss [54], e a secgdo de choque obtida pelo presente
trabalho (MQ-RMYV). Oberva-se que qualitativamente, os dois resultados sdo compativeis,
ambos apresentam picos de ressonéncias em energias de 17 e 21 MeV. O gréafico de baixo

apresenta a fungdo seccdo de choque ajustada ao resultado de MQ-RMV e novamente o
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[

Ai(mb) | Epyi(MeV) | I'i(MeV)
97.5(2.2) | 20.88(7) | 1.6(2)

31.0(1.7) | 17.36(7) | 2.3(3)
8.9(2.4) | 15.06(8) | 1.3(3)
7.5(1.3) | 12.67(15) | 2.0(9)

= W N =

Tabela 5.1: Parametros ajustados na seccio de choque S

resultado de Assafiri et al..

5.4 Discussao

A reducgdo das oscilagoes causada pelos procedimentos de compactagao e regularizagao,
verificado pelas simulagGes numéricas para convolugio de gaussianas (Cap. 4), também foi
confirmada no estudo de sec¢oes de choque fotonucleares, tanto nas simulagdes numéricas
quanto na analise da secgdo de choque do 345 (v, zn). Para a reducio das oscilagoes, neste
caso em particular, foi necessario associar os procedimentos de compactagio e regular-
izagao. As simulagOes numéricas apresentaram indicaram a compactacao de 182 para 90
canais (fator 2) e duas regularizacoes como condi¢do de ndo distor¢ao do espectro.

Foi confirmada também a possibilidade de aparecimento de artefatos e distorgoes na
andlise de dados de experimentos para o estudo de secgOes de choque fotonucleares. A
seccao de choque obtida pelo presente trabalho é qualitativamente compativel com o
resultado de Assafiri, apresentando duas ressonicias em 17 e 21 MeV. O método pro-
posto no presente trabalho, diferentemente da maioria dos procedimentos propostos para
resolucdo de problemas inversos, permite realizar ajustes de fungées (no caso em particu-
lar lorentzianas) necessérios para estimar grandezas fisicas, como no caso de secgbes de
choque fotonucleares, posicoes, amplitudes e larguras de ressonincias assim como secgoes

de choque integradas. A seccado de choque obtida pelo procedimento de MQ-RMYV permite
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também o teste de qualidade de ajuste, necessario para testes quantitativos de modelos

fisicos.
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Figura 5.8: Seccdes de choque %S (v, zn) obtidos por MQ-RMV.




Capitulo 6

Radiacao de aniquilaciao e —e™

6.1 Introducao

O procedimento proposto para a resolucao de problemas inversos foi utilizado no es-
tudo da radiagdo de aniquilag¢do elétron-pésitron no aluminio. As func¢des envolvidas,
sdo diferentes das simulagOes realizadas para gaussianas e do estudo da sec¢cdo de choque
do 38 (Caps. 4 e 5). A analise dos dados necessita um ajuste de fungdes ao espec-
tro obtido pela resolugdo do problema inverso, que nao é trivial como veremos a seguir.
Nesta situacdo, é imprescindivel a matriz de correlagdes geradas pela resolucdo do pro-
blema inverso. Parte dos resultados desta segdo também foram apresentados em [8, 50].
A radiagdo de aniquilacao elétron-pésitron é 1til para o estudo eletrénico de materiais
[58, 59, 60, 61]. A partir das energias dos fétons de aniquilagido detetados, pode-se deter-

minar distribui¢cées de momento de elétrons do carogo e da banda de condugao.

6.2 Experimento

Os dados analizados no presente trabalho sdo parte dos dados experimentais de um

experimento realizado no Instituto de Fisica da USP [58]. O arranjo experimental consistiu

92
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em dois detetores HPGe a 180° separados por 15c¢cm, com eletrénica de coincidéncia.
Utilizou-se um fonte de 10y Ci de 22 Na envolvida por dois discos de aluminio com 2mm de
espessura cada, suficiente para frear praticamente todos os pdsitrons. Para a calibra¢do em
energia dos espectros multicanais, utilizou-se uma fonte de *92Ir medida simultaneamente
com a fonte de 2?Na.

Os pésitrons provenientes da fonte de 22 Na aniquilam com elétrons do aluminio, que
emite preferencialmente dois fétons a 180° e sdo detetados pelo sistema de aquisicdo de
dados que registra o niimero de coincidéncias detetadas em fung¢do da energia. Os fétons
detetados nao sao monoenergéticos, obedecendo a uma certa distribui¢do que depende da
energia dos elétrons do material em estudo. O objetivo deste experimento é a obtenc¢ao
da distribuigdo de energia dos elétrons o(E,;). Entretanto os dados experimentais estdo

relacionados com o(E,) de acordo com a equagio integral de Fredholm,

D(Eq) = [ R(Ba,Bu)o(Ba) dEa (6.1)
o FE; é a energia detetada.
o E. é a energia dos elétrons aniquilados no material em estudo.
o D(E,) é a radiacdo de aniquilagio et — e™, sdo os dados experimentais.

o R(E4, E.) é a funcdo resposta do sistema de detegdo, que depende dos detetores e

eletrdnica associada.

e 0(E,) é a distribui¢do de energia dos elétrons do material em estudo (a ser deter-

minada pela resolugdo do Problema Inverso).

A funcido resposta para os dados experimentais em estudo é gaussiana, pois foram
realizadas anteriormente nos dados experimentais, corre¢des nimericas para a eliminacio
de partes ndo gaussianas. Sendo assim a equagdo 6.1, corresponde a uma equacgio de

convolugao.
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A distribuicdo de energia dos elétrons de aniquilacao é dada pelo seguinte modelo

[58, 61]: a aniquilagio nos elétrons (2s e 2p) do carogo é representado por duas gaussianas,

Ay wziEﬁg
Ay %Erz -
G2(DE) = 7 (6.3)

\/_02

onde DFE corresponde a diferenca de energia em relagdo a energia central de aniquilagdo
(511 keV). A aniquilagdo nos elétrons da banda de condugdo é representada por trés

parabolas,

Pi(DE) = Z Ap;(DE — a)(DE + ;) , (6.4)
g==1
Pi(DE) =10 para |DE| > «a;

onde ¢; correspondem aos pardmetros de corte de Fermi. A distribui¢io de aniquilagio é

dada pela soma das gaussianas e pardbolas,

o(DE) = G1(DE) + G2(DE) + P1(DE) + P2(DE) + P3(DE) . (6.5)

Em principio é possivel fazer a deconvolugao dos dados, pois a fungio resposta é conhe-
cida. Posteriormente pode-se realizar o ajuste e obter os pardmetros. Como primeira ten-
tativa, foi realizada a deconvolugao dos dados experimentais pelo MQ-RMV com zero reg-
ularizagGese como era de se esperar, obteve-se um espectro com grandes oscila¢des sendo
praticamente impossivel estimar os valores iniciais dos pardmetros que sao necessarios
para o programa® que realiza o ajuste. Posteriormente realizou-se duas regularizac¢tes
e os valores iniciais dos pardmetros foram determinados empiricamente por comparagao

com o espectro obtido por MQ-RMV. A seguir a figura 6.1 apresenta a distribuicdo de

& Programa desenvolvido em Matlab
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aniquilacdo elétron-pdsitron simulada representada pela soma de duas gaussianas e trés
parabolas. E interessante salientar que o eixo das ordenadas estd na escala logaritimica
que ressalta as diferencas , se o grafico estivesse na escala linear, ndo seria possivel a

visualizagdo de todas as funcoes.

L LA R S S R e

10°{ ® Distribuigao
3 Simulada

Distribuico de aniquilagdo
(eventos simulados)

DE (keV)

Figura 6.1: Distribuicdo de aniquila¢do Simulada.

A figura 6.2 apresenta a radia¢do de aniquilagdo simulada (espectro simulado), resul-
tante da convolugdo da distribui¢do de aniquilagdo simulada o5 (dada pela soma de duas

gaussianas e trés pardbolas simuladas), com a fungdo resposta dada por,

1 DE?

&, (6.6)

acrescentado de um erro gaussiano. og é o desvio padrao da funcéo resposta (relacionado
com a resolugdio dos detetores e com a resolugdo da eletronica associada). A figura apre-
senta também os dados experimentais medidos, pode-se observar uma boa concordancia

entre os dois espectros.
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Figura 6.2: Espectros (Simulado e experimental).

A figura 6.3 apresenta as distribuigdes de aniquilagdo obtidas pelo procedimento MQ-
RMYV aplicado ao espectro simulado, apresenta também as fungoes ajustadas aos espec-
tros. Foram somadas constantes de 5 - 10° no espectro 0 Reg e 200 no espectro 1 Reg.,
para obter resultados positivos necessdrios para apresentacio na escala logaritimica.

O espectro com zero regularizagdes apresentou um x% = 200 (x? da distribuigo si-
mulada) para 189 graus de liberdade e P(x%) = 28%, ou seja, apesar das oscilagdes um
resultado aceitavel. O espectro com uma regularizagio apresenta uma redugdo nas os-
cilages, entretanto o resultado do ajuste foi de x% = 702 para 187 graus de liberdade
e P(x®) < 107!, um resultado ndo aceitdvel, ou seja, neste caso ocorre a distro¢io do
espectro. E interessante salientar que as simulacgdes mostraram que para a realizacdo
do ajuste sdo necessdrias estimativas iniciais bem préximas (diferen¢a menor que 8%)
dos parametros simulados, pois caso contrario podem ocorrer problemas de convergéncia,
devido a particularidade da distribui¢io de aniquilagio e das correlagbes entre pontos.

Os parametros resultantes do ajuste do espectro com 0 Reg do espectro simulado foram
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Figura 6.3: Distribuigdes de aniquilacdo (0 e 1 Reg.) obtidas por MQ-RMV a partir de

espectro simulado.

utilizados como estimativas iniciais para o ajuste da distribuicdo de aniquilagio elétron-
pésitron no espectro experimental. A tabela 6.1 apresenta os pardmetros resultantes da

aplicagio do MQ-RMV e ajustes realizados nos espectros simulado (0 Reg.) e experi-

1
‘e

mental (0 Reg. e 1 Reg.). Apesar das simulagbes mostrarem que o espectro com uma
regularizagdo ¢ distorcido, os resultados apresentados na tabela, para 0 e 1 Reg. (espectro
experimental) ndo apresentam grandes diferengas , a menos da fungdo P3, os resultados
sdo estatisticamente compativeis. A figura 6.4 apresenta a distribuicio de aniquilag¢do
para 0 e 1 Reg. obtida através da radiacao de aniquilagdo experimental, pode-se obervar
um comportamento andlogo & simulagdo, onde ocorre a redugio das oscilagdes com a reg-
ularizagdo. Foram somadas constantes de 2-10° e 4 - 10% nos espectros de 0 e 1 Reg. para

fins de visualizagdo.
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Figura 6.4: Distribuigbes de aniquilagdo (0 e 1 Reg.) obtidas por MQ-RMYV a partir de

espectro de radiacio de aniquilagdo experimental.

Pardmetros | Sim. (0 Reg.) | Experim. (0 Reg.) | Experim. (1 Reg)
A; (eventos) | 7.6(1)10° 7.7(1) 10% 7.7(1) 10°
o1 (keV) 4.41(4) 4.49(5) 4.47(4)
A, (eventos) |  3.0(7) 10* 3.9(6) 10* 4.3(7) 10*
o1 (keV) 8.0(5) 8.4(3) 8.1(3)
Ap; (keV) | 7.9553(84)10* | 7.9554(87) 10% 7.9413(70) 10*
oy (keV) 3.500(2) 3.482(2) 3.484(1)
Ap, (keV) | 1.345(27) 103 1.624(31) 103 1.642(17) 103
oy (keV) 6.08(2) 5.95(2) 5.94(1)
Aps (keV) | 194.4627(5) 194.4253(3) 194.4613(3)
as (keV) 8.5554(4) 8.5392(2) 8.5556(2)

Tabela 6.1: Pardmetros ajustados nas distribui¢des de aniquilacdo elétron-pdsitron
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Com os parametros apresentados na tabela 6.1 calculoram-se as dreas de cada funcao
(gaussianas e parabolas) da distribuigfio de aniquilagdo. De acordo com o modelo con-
siderado [58, 61], a soma das 4reas das pardbolas normalizadas pela 4rea total da dis-
tribuicao de aniquilacdo, corresponde ao percentual de aniquilacido com elétrons da banda
de conducdo, e as dreas das gaussianas correspondem a aniquilacdo com os elétrons liga-
dos das camadas 2s e 2p. Na tabela 6.2 sao apresentados os percentuais de aniquilacgao
e os pardmetros de corte de Fermi em unidades de 10™°m, c?, obtidos pelo presente tra-
balho. Na tabela 6.1 sdo apresentados também, resultados de outros autores presentes na

literatura.

Aniquilagao

banda de conducgao elétrons 2p elétrons 2s
94.49(1)% [*] |470(M% [*]027(4)%  [¥]
94.06%  [62] 4.81% [62] | 1.13 % [62]

Parametros de corte de Fermi

QY (87} Qg
16.7109(5)  [¥ | 11.64(4) [*] | 6.816(5) [¥]
20 [59] 13 [59] 6.7 [59]

Tabela 6.2: [*] - Resultados do presente trabalho; [62], [59] - Resultados da literatura.

6.3 Discussao

A obtencao das grandezas fisicas no estudo da radiagéio de aniquilacéo elétron-pésitron
exigiu um ajuste ndo trivial na distribuicdo obtida pela resolu¢do do problema inverso.
O procedimento proposto (MQ-RMV) mostrou-se muito eficiente, pois ele fornece as cor-
relagbes geradas na obtencdo da distribuigdo de aniquilagio, sem as quais seria impossivel

realizar o ajuste de trés parabolas e duas gaussianas centradas no mesmo ponto. O pro-
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cedimento de regularizacdo foi muito eficiente em reduzir as oscilagdes com também em
ajudar na obtencio das estimativas iniciais dos pardmetros para a realizagdo do ajuste. Foi
possivel obter os percentuais de aniquilagao, onde conclui-se que a aniquilacio ocorre basi-
camente com os elétrons da banda de condugdo (95%). Obteve-se também os pardmetros

de corte de Fermi.




Capitulo 7

Conclusoes e possiveis

desdobramentos futuros

7.1 Conclusoes

e A revisdo dos métodos existentes mostrou-se importante para o entendimento do
Problema Inverso. Onde péde-se concluir que basicamente todos os procedimen-
tos propostos sao desenvolvidos de maneira a reduzir o comportamento oscilatorio.
Pode-se observar na literatura que os resultados em geral nio contém oscilacdes. O
presente trabalho, interpreta as oscilagdes como naturais, no sentido de poderem ser
explicadas pelas correlagOes negativas entre pontos vizinhos geradas pela resolucao

do problema, inverso.

e O espectro, mesmo que oscilante, pode ser representado por uma funcio suave,
que pode ser ajustada ao espectro oscilante sem maiores problemas, desde que as
correlagbes geradas sejam consideradas nos cdlculos. Ou seja, em vez de “olharmos” o
espectro resultante podemos “olhar” para a fun¢do suave e o mais importante: pode-

se obter grandezas fisicas a partir de parametros da funcdo ajustada.

101




7.1 Conclusées 102

e Em geral, nos procedimentos para resolugao de problemas inversos presentes na
literatura, nao se observam discussoes sobre correlagdes geradas nem funcoes ajus-
tadas nos espectros, mesmo porque nao seria possivel a realizagao de ajustes sem as

correlagbes geradas.

e O presente trabalho verificou que procedimentos de regularizagao com o objetivo de

reduzir as oscilagdes podem implicar em distor¢des e aparecimento de artefatos.

e A RMV mostrou-se bastante eficiente em reduzir oscilagbes, mas assim como os
métodos de regularizagdo em geral, pode provocar distorcoes e artefatos. Entretanto,
o método proposto permite a realizacdo de simulagdes numéricas para verificar as

condicbes de ndo-distorgao.

e O procedimento proposto (MQ-RMV) mostrou-se eficiente em interpretar os artefatos
que podem ser explicados pelas grandes correlagdes positivas entre pontos vizinhos,
gerados por procedimentos de regulariza¢do. Quando existe um modelo fisico (uma

funcgio a ser ajustada) o MQ-RMV permite identificar os artefatos indesejdveis.

e As simulagoes numéricas em diferentes situacoes mostraram a aplicabilidade do pro-
cedimento proposto, as condigées de nao distor¢cdo e o aparecimento de artefatos,

sendo que estes, dependem muito de cada caso em particular (nimero de dados

experimentais, varidncias relativas, e fungbes envolvidas).

e O procedimento proposto mostrou-se eficiente e vidvel no estudo de seccgbes de
choque fotonucleares, foi possivel obter a secgdo de choque do 34S (v, zn) e ajus-
tar quatro lorentzianas. As simulagbes mostraram que existe a possibilidade de

aparecimento de artefatos em situagoes andlogas ao caso estudado.

e O MQ-RMV também mostrou-se eficiente no estudo da radiagdo de aniquilacdo
elétron-pdsitron. Onde foi possivel obter resultados como percentuais de aniquilagio

e corte de Fermi, decorrentes de um ajuste realizado aos dados altamente correla-
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cionados. Estes resultados dificilmente seriam obtidos por outros métodos de res-

olucdo de Problemas Inversos que nao consideram as correlagoes geradas.

7.2 Possiveis desdobramentos futuros

Um desdobramento do presente trabalho seria a aplicacao do procedimento proposto
em reconstrucdo de imagens, entretanto existem algumas barreiras, dentre outras, que
devem ser vencidas. Em principio nada impediria a utilizacdo do procedimento de minimos
quadrados (sem a RMV) para espectros multidimensionais (imagens) e a realizagdo de
ajustes as imagens com pontos oscilantes, entretanto existe o problema pratico (tempo de
computacdo e convergéncia) do ajuste de pontos altamente correlacionados, que podem
chegar & milhGes de pontos. Outro problema é o modelamento da imagem, ou seja,
a funcao a ser ajustada. Por exemplo: Qual seria a funcdo que descreve os ossos do
térax ? Este problema poderia ser resolvido em principio dividindo a func¢do por partes,
representandas com fungbes mais simples. Mesmo assim poderiam (ou n#o) persistir as
dificuldades de tempo de computacdo e convergéncia dos ajustes.

Mais interessante no caso de imagens com o propdsito de reduzir as oscilagGes, seria as-
sociar o MQ) com procedimentos de Compactagdo e Regularizagdo por Minima Varidncia,
utilizando também a realizacdo de ajustes para obtencao de imagens mais precisas e com
a possibilidade de identificacdo dos artefatos. Outro desdobramento interessante seria o
desenvolvimento de um algoritmo para a identificacdo automadtica de artefatos com base
nas correlacoes dos pontos.

O procedimento de MQ-RMYV poderia ser tutilizado em problemas bidimensionais
onde existem modelos que descrevem a solucdo do problema inverso, como o caso de

distribuicdes bidimensionais de radiacdo de aniquilacdo elétron-pdsitron em materiais.




Apéndice A

Interpretacao de dois dados
correlacionados (Oscilagoes e

Artefatos)

No caso de espectros multicanais cujos dados experimentais sdo regidos por uma funcdo
densidade de probabilidade (fdp) gaussiana, o espectro obtido pela resolugdo do problema

inverso através do procedimento proposto (MQ) serd regido por uma fdp multinormal [47]:

—3(m-mo) V! (m—mo)

(2m)%[V,m|2

f(m) =1 , (A1)

lembrando que my é o valor verdadeiro de m, que é a solu¢ido do problema inverso por
MQ, com dimensdo k ,V,, é a matriz de covaridncias e | | representa o determinante.

Para dois dados correlacionados m; e my com matriz de covariancias dada por:

vmzl & ""’1”2] , (A.2)

2
po102 Oq

pode-se chegar, através da eq. A.1l, a fdp conjunta:

104
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1 1 > [(mr*;%ox)z _2p(my—mu1 Ymag—myo) ‘ (mz—?o2)2]
flmy,mg) = e ML ik 72 (A3)
2%0’10'2\/(1 —p?)
A probabilidade de superestimar my caso m; seja superestimado é dada por:
[o.0] o0
Pl=2+« ] / Flma, ma) dm, dms (A.4)
Mo2 ¥ Mol
a de subestimar msy caso m, seja superestimado por,
o2 (o.9]
P2=2 */ / f(my, mg) dmy dmsy | (A.5)
—00  JMipl
a de subestimar mq caso m; seja subestimado por,
M2 Mol
P3=2x% / flmy, mo) dmydms (A.6)
—o0 J—00

e, finalmente, a probabilidade de superestimar my caso m; seja subestimado é dada por,

P4=2x /OO ot f(ml, m2) dm1 dm2 . (A7)

M2 J —00

A.1 Correlagao negativa- Oscilacao

Vamos considerar inicialmente a situagfo onde a correlagdo entre duas grandezas é
negativa, por exemplo, o caso de dois pontos vizinhos de um espectro resultante de um
problema inverso. A tabela A.1 apresenta resultados contendo as probabilidades, para

diferentes de coeficientes de correlagio utilizou-se os seguintes valores: m,; = 200, o1 =

Moy, Moz = 205? Tz = /Mp2.
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p -0.200 | -0.500 | -0.800 | -0.850 | -0.900 | -0.950 | -0.990 | -0.995
P2eP4 | 0.564 | 0.667 | 0.795 | 0.823 | 0.856 | 0.899 [ 0.955 | 0.968
Pl1eP3 | 0.436 | 0.333 | 0.205 | 0.177 | 0.144 | 0.101 | 0.045 | 0.032

Tabela A.1: Probabilidades para diferentes valores de p (correlagdo negativa)

Devido a simetria da fungdo f(my,ms), P1 e P3 sdo iguais assim como P2 e P4. As
probabilidades devem ser analisadas aos pares (P1 e P2) (P3 e P4), por exemplo, se
ml for subestimado pode-se calcular P3 e P4, agora, se ml for superestimado, pode-se
calcular P1 e P2. Verifica-se que para correlagées altas (em valor absoluto), os valores
de P4 sdo maiores que P3, assim como P2 sio maiores que P1. Esta situacdo , em um
espectro, resulta em um comportamento oscilatério, pois se m; estiver abaixo de seu valor
verdadeiro (subestimado), provavelmente (P4) o seu vizinho m; estard acima de seu valor
verdadeiro (superestimado), bem como o vizinho de my, m3, provavelmente (P2) estard
abaixo de seu valor verdadeiro, e assim por diante, resultando em um comportamento

oscilatério dos pontos vizinhos.

A.2 Correlagao positiva- Artefato

Vamos considerar agora o caso de dois pontos (m; e ms) correlacionados positivamente,
representantes, por exemplo, de um espectro regularizado. A tabela A.2 apresenta as

probabilidades utilizando os mesmos valores da seccdo Al.

p 0.200 | 0.500 | 0.800 | 0.850 | 0.900 | 0.950 | 0.990 | 0.995
P2 e P4 | 0.436 | 0.333 | 0.205 | 0.177 | 0.144 | 0.101 | 0.045 | 0.032
Pl eP3 | 0.564 | 0.667 | 0.795 | 0.823 | 0.856 | 0.899 | 0.955 | 0.968

Tabela A.2: Probabilidades para diferentes valores de p (correlagio positiva)
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Nota-se os valores de P1 e P3 so iguais aos valores de P2 e P4 da Tabela A.1 (caso
de correlagdo negativa) devido a simetria da funcdo f(my, ms).

Para o caso de correlagoes altas em valor absoluto nota-se que P1 e P2 sio maiores
que P3 e P4. Ou seja, se um dado m, for subestimado provavelmente (P3) o seu vizinho
my serd subestimado. No caso de m; for superestimado, provavelmente (P1) o seu viz-
inho serd também superestimado. Estes resultados permitem a seguinte interpretagao :
No caso de um espectro com pontos vizinhos correlacionados positivamente, se um dado
estiver acima do seu valor verdadeiro (superestimado), o seu vizinho provavelmente (P1)
estara também acima do seu valor verdadeiro, o vizinho do vizinho também estard acima
do valor verdadeiro e assim por diante, resultando em uma regiao com pontos que sis-
tematicamente estardo acima de seus valores verdadeiros, formando assim uma estrutura.
Se um ponto estiver abaixo do seu valor verdadeiro (subestimado) o seu vizinho também
provavelmente (P3) estard abaixo de seu valor verdadeiro, o vizinho do vizinho, provavel-
mente estard abaixo de seu valor verdadeiro e assim por diante, formando novamente uma
regido com pontos sistematicamente abaixo de seus valores verdadeiros, formando assim

uma estrutura. Estas “estruturas”séo denominadas de artefatos.




Apéndice B

Deducao da solucao de Minimos

Quadrados e Regularizacao de
Tikhonov

B.1 A solugao de MQ

A condicdo de minimos quadrados é dada por,

Q=(d-km)'V!(d—-km), (B.1)
minimizando em relacdo a um pardmetro v, tem-se,
9Q _ a(km) ¢ <1 9(km)
= V7(d-km)-(d-k e B.
am, om, ( m) — ( m)*V om, (B.2)

Vamos analizar o segundo termo da equagdo B.2, utilizando a propriedade,
ABC = (C'B'AY (B.3)
e a simetria da matriz V=! = (V~1)!, 0 segundo termo da eq. B.2 pode ser escrita como,

(@ - kemy v 2R [(M>tV’l(d - km)] . (B.4)

om, om,

108
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Pode-se retirar a operagdo de transposto do lado direito, pois, tanto o lado direito como
o esquerdo da equacio B.18 correspondem a um ndmero escalar. Conclui-se entdo que os
dois termos da equacdo B.2 sdo iguais. O resultado da derivada parcial é dada por,

d(k m)?
om,

=k, (B.5)

v

onde k!, corresponde a uma matriz linha, composta pelos elementos da coluna v da matriz

k. Consequentemente,
0Q

om,

=—2k!'V'(d-km), (B.6)

considerando todos os pardmetros m, tem-se,
—2KVYd-km)=0, (B.7)
onde 0 corresponde a uma matriz coluna com zeros. Separando o termo com m,
KVid=kKVikm, (B.8)
e finalmente, isolando m obtem-se a solucdo de minimos quadrados,
m= (KV-k)“'kVd. (B.9)
A matriz de covaridncias € definida por,
Vi =< (m-m,)(m—m,)’ >, (B.10)
utilizando a solu¢do de minimos quadrados e eq. B.9 e d = km + ¢ (eq. 3.3), obtém-se,
m—m, = (k' Vk)"'k* Vlde. (B.11)

Substituindo a equagio acima na eq. B.10 e considerando que as matrizes Ve ki V-lk e

suas inversas sdo simétricas, pode-se obter o resultado,

V=< kK VIK) KV 3ied VIIk(K VKT > | (B.12)
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como a tnica variavel aleatdria é o vetor € e < ee! >= V (decorre da eq.3.2 Cap.3),

pode-se escrever,
V=K VK KVIVVIkK VK™, (B.13)
utilizando a eq. B.3 chega-se a,

V=K V1Kk™". (B.14)

B.2 A solucao de Tikhonov

Vamos deduzir a solugdo no caso de matrizes de estabilizagio lineares (L(m) = L m),
que correspondem a grande maioria dos casos, como a condigao de suavidade nas derivadas
de ordem n da solugdo . Vamos considerar também os modelos lineares ou linearizaveis
(k (m) = km).

A condicdo de Tikhonov, nesta situacao é dada por,

Q=(d—-km)'V(d-km) + g(Lm)*(Lm), (B.15)

vamos escrever da seguinte forma,

Q= Qumq + Qr ‘ (B.16)

onde ()¢ corresponde a condicao classica de minimos quadrados e a equacao das derivadas
em relacdo aos pardmetros ja foi calculada, vamos calcular portanto em relagdo a Q7. De-
senvolvendo as expressoes analogamente ao caso de minimos quadrados, pode-se chegar

a,
0 Qr
am,

Considerando a equagao acima e a equacdo B.6 tem-se,

0Q

=2pLliL,m, . (B.17)

=2k Vid-km)+2pL L, , (B.18)

am,
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considerando todos os parametros v, e igualando a equagdo das derivadas em relacgao a

zero, tem-se,
~k'Vld—-km)+ pL'L=0, (B.19)

separando os termos com m,
(k'V7k + uL'L)m =k*'V~ld (B.20)
e finalmente, isolando m chega-se a solugdo de Tikhonov,

m=(kV 'k +uL'L) K'V-id (B.21)
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