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RESUMO

Neste trabalho, analisamos trés modelos definidos sobre redes e governados
por dindmicas estocdsticas. Nosso principal interesse repousa no estudo das
transicoes de fase e no comportamento critico desses modelos. O primeiro de-
les € 0 autémato celular probabilistico de Domany-Kinzel, ao qual aplicamos
o método de expansdes em série. Em seguida, estudamos o comportamento
para tempos longos de alguns processos de reacdo-difusio por meio de si-
mulagdo numérica. Tais processos podem ser relevantes para o entendimen-
to da compactacdo em sistemas granulares. Finalmente, também através de
simulagoes numéricas, analisamos o processo de contato conservativo, que é
uma versao do modelo original definida em um ensemble onde o nimero de
particulas é conservado.



ABSTRACT

In this work, we have analyzed three lattice models governed by stochastic
dynamics. Our main interest lies on the study of the phase transitions and
critical behavior of these models. The first of them is the Domany-Kinzel
probabilistic cellular automaton, to which we have applied the method of
series expansions. Next, we studied the long time behavior of some reaction-
diffusion processes by means of numerical simulations. Such processes may
be relevant to the understanding of granular compaction. Finally, also by
means of numerical simulations, we have analyzed the conserved contact
process, which is a version of the original model defined on an ensemble
where the number of particles is conserved.
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Capitulo 1

Introducao

As transicdes de fase e os fenémenos criticos em sistemas em equilibrio ter-
modindmico sao atualmente bem conhecidos e tém como suporte fundamental
a distribuigio de probabilidades de Gibbs [1]. Os sistemas fora de equilibrio,
por outro lado, nao sdo descritos por uma tal distribuicio, mas também po-
dem exibir comportamento critico e transigdes de fase [2]. Nesse caso, nio
existe uma distribuicdio de probabilidades conhecida a priori, e o sistema
¢ descrito pelas regras que ditam sua dinidmica. Neste trabalho, estudamos
modelos em que essas regras constituem processos markovianos e dessa forma
dizemos que tais sistemas sdo descritos por uma dinimica estocastica [3]. E-
xemplos de dindmicas estocdsticas sio os autdmatos celulares probabilisticos
[4, 5], os sistemas descritos por equacdes mestras [6] e os sistemas descritos
pela equagdo de Langevin {7]. Os métodos de Monte Carlo [7] usados na
simulagdo de sistemas descritos pela distribuicio de Gibbs sio exemplos de
sistemas governados por equacio mestra,

Nesta tese analisamos trés modelos estocdsticos. No primeiro deles, cor-
respondente ao capitulo 2, utilizamos o método de expansdes em série para
estudar o autdmato celular probabilistico de Domany-Kinzel. No capitulo
3, estudamos a evolucao temporal de sistemas de reagio-difusio, que podem
ser relevantes para o entendimento da compactagio de sistemas granulares.
No capitulo 4 estudamos o modelo de contato num ensemble onde o nimero
de particulas é constante.

Nas segoes seguintes, baseados na referéncia (3], apresentamos uma intro-
ducdo aos processos estocdsticos onde mostramos uma, deducdo da equagio
mestra e da equagdo de evolugdo dos autématos celulares probabilisticos.
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1.1 Processo estocastico markoviano

Um processo estocdstico é um processo que envolve a dindmica de uma
variavel aleatdria x, que depende do tempo ¢. Essa varidvel aleatdria 6, nesse
caso, denominada varidvel estocdstica. Supondo que z;, assim como o tempo
¢, sejam variaveis discretizadas, tomando valores inteiros, podemos dizer que
0 processo fica completamente definido pela distribuicdo de probabilidade
conjunta

Py(ng,ny, ..., ng) (1.1)
até o instante £. Dessa forma, P, é a probabilidade de que z, tome o valor
ny no instante £ = 1, ny no instante t = 2, ..., e mp no instante ¢ = £. Em

vista disso, podemos definir a probabilidade condicional
Py{nglng, ny,y .o, ng_y) (1.2)

de que z; tome o valor ne no instante £ uma vez que ela tenha tomado o valor
g em t =0, n; em?=1e assim por diante, por
. Pﬂ(n(J: Ty oy Thp—1, nl?)

Pﬁ(nflnmnla-":nf—l) - Pe 1(710 n, ne 1) . (13)

Equivalentemente, temos
Pe(nﬂanla vy Mgy, Tg) = Pe(ndno, ny, ---snfml)PE~l(nO:nla ---:712—1)— (1.4)

Um processo markoviano é um processo estocéstico cuja dinamica satisfaga
a condic¢io:
Pe(neing, ny, -y ) = Py(nelne-1), (1.5)

ou seja, a probabilidade de que a varidvel estocdstica z, tome o valor ny
no instante £ deve depender unicamente do valor que ela tomou no instante
imediatamente anterior, ¢ = £ ~ 1, ndo importando quais tenham sido os
valores tomados por z, em instantes anteriores a esse. Portanto, substituindo
essa. expressdo em (1.4) obtemos a equacio

Pg(n(}, Ty eeny Mgy, ’ng) = Pf(ndnf—-l)wal(nUJ Ny ey ng_.l), (16)
que usada recursivamente nos fornece

Pe(no,nay oy ey, ng) = Po(ng|ne-t)...Pa(ng|n) ) P (na|no) Po(no).  (L.7)
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Considerando em seguida a probabilidade de que z; tome o valor n, no ins-
tante ¢, independentemente dos valores que tenham sido tomados em ins-
tantes anteriores, dada por

Pg(?’bg) = ZZ Z Pg(ng,nl,...,ﬂg), (18)

g Ny LZES1
obtemos, a partir de (1.6),
Py(ne) = 3 Pe(nelne-y) Pe-1(ne-y). (1.9)
ey

A equagdo (1.9) é uma relagfio de recorréncia e mostra que a probabilidade
inicial Py(ng), juntamente com as probabilidades Py(ng|n,..,), definem com-
pletamente o processo estocdstico markoviano.

No caso em que as probabilidades de transicio nio dependem do tempo,
podemos escrever simplesmente

P2+1(n£+ﬂn£) = T(“fﬂﬁﬁ): (1.10)
€ assim
P(n) = > T(ne,ne1)Po_y(np.1), (1.11)
n¢g—1

onde T'(n,m) é uma matriz denominada matriz estocdstica e deve possuir as
propriedades
T{n,m) >0 (1.12)

> Ti(n,m)=1. (1.13)

n
Os elementos de T' devem ser ndo-negativos, pois sio probabilidades condi-
clonais, e a soma dos elementos de uma coluna deve ser igual a unidade,
uma vez que as probabilidades devem estar normalizadas. Na verdade, qual-
quer matriz quadrada que apresente as propriedades (1.12) e (1.13) pode ser
denominada matriz estocdstica.
Definindo a matriz coluna Py , cujos elementos sio Py(n), podemos re-
escrever a equagdo (1.11) como um produto de matrizes, ou seja:
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Assim, dadas as probabilidades iniciais agrupadas na matriz coluna Py, pode-
mos obter as probabilidades em qualquer instante posterior ¢ através da
relagdo de recorréncia (1.14). Assim, podemos ainda escrever as probabi-
lidades no instante ¢ em termos das probabilidades no instante inicial e da
matriz T

Py(n) =" T n,m)Py(m). (1.15)

Notamos entdo que um elemento de matriz T*(n,m) deve ser interpretado
como a probabilidade de transi¢do do estado m para o estado n em £ passos,
e o problema de determinar Pp(n) se reduz ao cdlculo da f-ésima poténcia da
matriz estocdstica T. Entretanto, nosso interesse é utilizar as probabilidades
de transi¢ao para elaborar algoritmos para a simulacio numérica.

1.2 Equacao mestra

Neste trabalho, analisamos alguns processos descritos por equacdes mestras.
Tais equagdes governam a dindmica. dos sistemas, fornecendo a evolucio tem-
poral da probabilidade de encontré-los em determinados estados.

Sendo T'(n, m) a matriz estocdstica associada a um processo markoviano,
vamos supor que as transigoes ocorram a cada intervalo de tempo 7 de
maneira que possamos reescrever 7'(n, m) como

T(n,m)=7W(n,m),n#m (1.16)

T'(n,n) =1 —70(n), (1.17)

onde 7 ¢ muito pequeno, de maneira que T(n,n) ~ 1. Assim, lembrando da
propriedade (1.13) das matrizes estocésticas, podemos escrever

Qn) = > W(m,n). (1.18)
m{zn)

Uma vez que o processo é markoviano, a probabilidade Py, (n) de que o
sistema esteja no estado n no instante ¢ = (I + 1)7 é dada pela equacio de
evolucéo

Pera(n) = 3 T(n,m)Py(m), (1.19)
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cujo segundo membro pode ser separado em uma parcela em que m = n e
na soma restante:

Prii(n) =T(n,n)Pe(n) + > T(n,m)Pm). (1.20)
m{#n)

Usando as equagGes (1.16) e (1.17), chegamos a

Py1(n) = Po(n) _
T

3" Wi(n,m)Py(m) — Q(n) Py(n). (1.21)
m{#n)

No limite 7 — 0, temos, no primeiro membro, a derivada temporal de P(n);
no segundo membro, substituindo a equagio (1.18}, chegamos a

Pn,ty = > {W(n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}. (1.22)

dt" m(n)

A equagdo (1.22) é denominada equagio mestra. W(n,m) ¢ interpretado
como a probabilidade de transi¢do de m para n por unidade de tempo, ou taxa
de transicdo de m para n. Nesta tese, consideramos modelos cujos estados
sao caracterizados por um conjunto de varidveis estocdsticas dispostas sobre
uma rede. O estado m deve ser interpretado como o conjunto

n= (N1, M2, s M), (1.23)
onde a cada sitio da rede associamos a varidvel estocdstica 7;. A equagio
mestra se escreve entio

d

Pty =3 AWn.n)PW,t) = W' ,n)Pn1)}. (1.24)
7' {(#n)

As taxas de transicdo de cada modelo definido numa rede caracterizam a
maneira com que os estados de cada sitio devem ser atualizados.

1.3 Autémato celular probabilistico

Outro tipo de processo markoviano, também tratado neste trabalho, é o
autdomato celular probabilistico. Tal processo ocorre em tempo discreto, e
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¢ caracterizado por um conjunto de varidveis estocdsticas também discretas
residindo sobre os sitios de algum tipo de reticulado. De acordo com regras
probabilisticas definidas para o sistema, todas as varidveis sio atualizadas
independentemente e de forma simultdnea. Definindo um microestado do
sistema como

= (s Ty s 1IN, (1.25)
podemos escrever, jé que o processo é markoviano,
Peyi(n) = > Winln)Bul(n'), (1.26)
n

onde W(n|n') ¢ a probabilidade condicional de transicio do estado n' para
o estado 7, e¢ analogamente & matriz de transicio dos sistemas descritos
por equagoes mestras, deve estar normalizada e portanto apresentar as pro-
priedades

Winln') > 0 (1.27)

> Wnly) = 1. (1.28)

Uma vez que, pela defini¢io do autdmato, os sitios devem ser atualizados de
forma independente e simultanea, a probabilidade de transicao W(n|n') pode
ser expressa como um produto:

N

Wnln') = I] wi(niln'), (1.29)

i=1

onde w;(7;|7') é a probabilidade condicional de transicdo do estado # para o
estado 7, em que o estado do sitio 7 é n;. A propriedade

S w(ni) = 1 (1.30)

também deve ser satisfeita, garantindo que (1.27) e (1.28) também o sejarn.

Por sua forma discreta e pelo tipo de atualizagdo, os autématos celulares
probabilisticos sdo apropriados para simulacdes computacionals, e a forma
explicita das probabilidades de transicio depende de cada modelo.



Capitulo 2

Automato Celular de
Domany-Kinzel

2.1 Introducao

O autdmato celular de Domany-Kinzel [3, 4, 8] é um autdmato celular pro-
babilistico defirido sobre uma rede regular, onde cada sitio pode estar em um
de dois estados: vazio ou ocupado. Em uma dimenséo, as regras dindmicas
para a evolucio desse sistema sdo tais que o estado de um sitio em um instante
de tempo depende apenas do estado de seus dois vizinhos no instante anterior
da seguinte maneira:

(a) Se os dois sitios vizinhos estiverem vazios o sitio estard vazio no
proximo instante;

(b) Se apenas um dos vizinhos estiver ocupado, o sitio estars ocupado
com probabilidade p;;

(c) Se os dois vizinhos estiverem ocupados, o sitio estard ocupado com
probabilidade p,.

A primeira regra garante que hd um estado absorvente no sistema, iden-
tificado como o estado em que todos os sitios estio vazios.

No estado estaciondrio, esse sistema pode estar em duas fases. Uma
delas ¢ correspondente a uma fase congelada, ou seja, o sistema no estado
absorvente com todos os sitios vazios, do qual a dindmica nio permite que
ele sala. A outra fase possivel no estado estacionario, a fase ativa, tem uma
densidade ndo nula de sitios ocupados. A transicio entre essas duas fases é
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continua e o modelo pertence 4 mesma classe de universalidade da percolacio
direcionada.

Um autémato celular probabilistico é definido da seguinte maneira [3]). A
cada sitio ¢ de uma rede regular associamos uma varidvel de ocupagio 7; que
toma os valores 0 ou 1 conforme o sitio 4 esteja vazio ou ocupado por uma
particula, respectivamente. Denotamos por F(n) a probabilidade do estado
n = (M, M, ...,mx) no instante £, onde N é o niimero de sitios da rede. A
evolugdo temporal é governada pela equacio de Markov:

Ppii(n) = Z W (nin") Po(ny'), (2.1)

onde W{n[) é a probabilidade de transi¢io do estado 7' para o estado 7.
Mais precisamente, W(n|n') é a probabilidade condicional de que o sistema
esteja no estado 77 dado que no estado anterior ele estava no estado 1. Dessa

forma, devemos ter
> Wnin) =1 (2.2)
7

para qualquer estado 1'. A equagdo (2.1) é valida para qualquer cadeia
de Markov. Para um autémato celular probabilistico a probabilidade de
transicdo W (n|n') possui a forma [3]

Wnln') = [Twimil), (2.3)

0 que significa que cada sitio é atualizado independentemente dos outros. A
grandeza w;(7;]n’) é a probabilidade de que o sitio 7 venha a estar no estado
7. e possui a propriedade

wi(0ln') + wi(1ln') = 1. (2.4)
Para o autémato celular de Domany-Kinzel, temos

wi(mi|n') = wmini_, i), (2.5)

onde
w(1]00) =0, (2.6)

w(1]10) = w(1]01) = py, (2.7)
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w(1]11) = py. (2.8)

A partir das equagdes (2.1) e (2.3}, podemos deduzir que probabilidade
marginal de um sitio Py (7;) estd relacionada com a probabilidade marginal
de dois sitios Py(m;, 7;41) por meio da equagio

PE+3. 77?, Z Z ’fhfﬁu nz+1 Pg(nz? T]1+1) (29)

n nn-}—l

Usando as probabilidades de transicio de Domany-Kinzel, obtemos
Pgwsrl(l} = ngg(ll) +p1Pg(10) -}—png(OI). (210)

Analogamente, a probabilidade de dois sitios Pooy (1, 4 ) estd relacionada
com a probabilidade de trés sitios Pp(m;, 7i+1, 7i42), a de trés com a de quatro,
e assim por diante.

2.2 Percolacao direcionada

Vamos mostrar aqui que o autdmato de Domany-Kinzel unidimensional esta
relacionado com o modelo de percolagio direcionada bidimensional (3, 4].

Consideramos uma rede quadrada em que cada sitio pode estar ativo
ou inativo e que além disso a ligacio entre dois sitios vizinhos pode estar
ativa ou inativa. Nessa rede, dois sitios vizinhos se dizem conectados quando
ambos estdo ativos e hd entre eles uma ligacéo ativa. Consideramos uma
rede quadrada semi-infinita com todos os sftios da fronteira ativos. Assim,
dizemos que um sitio estd conectado com a fronteira se existir um caminho
entre o sitio considerado e um sitio da fronteira, formado apenas por pares
de sitios conectados. Na percolagio direcionada, consideramos que a rede ¢
formada por camadas de sitios paralelas & camada da fronteira. Nesse caso,
o caminho deve passar uma dnica vez por cada camada, ou seja, lmaginando
que a fronteira esteja na parte superior, como mostrado na figura (2.1), o
caminho é sempre descendente.

Seja entdo p a probabilidade de um sitio estar ativo ¢ r a probabilidade
de uma ligagdo estar ativa. A grandeza que possui um papel fundamental na
percolagio direcionada é a probabilidade P de que um sitio qualquer a uma
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Y [ PR frontaire

® sitio ativo .\ \/
O sitio inativo /.\ \

- l{gacio ative \

- ~-- ligagdo inativa

caminho conectando ——————————a sifto em questdo

o sitio em questio
a fronteira

Figura 2.1: Esquema de percolagio direcionada

certa distancia da fronteira esteja ligado & fronteira. Em particular, estamos
interessados no valor dessa grandeza quando a distancia é infinita.

Um caso particular do modelo de percolagio direcionada é aquele em que
r =1, ou seja, todas as ligagdes estdo ativas e o modelo é de percolagio por
sitios. Analogamente, existe o caso p = 1, em que todos os sitios estio ativos
e fala-se em percolacdo por ligacdes.

Vamos associar uma varidvel 7; ao sitio 4, que toma o valor 1 quando o
sitio 1 estd ligado & fronteira e o valor 0 em caso contrério. Podemos entéo
escrever a probabilidade de um sitio a uma distancia £ + 1 estar ligado &
fronteira em termos das probabilidades referentes a sitios que estio a uma
distancia ¢ da fronteira. Assim,

Pg+1(}.) = p{’f‘z[Pg(ll) + Pg(lO) + Pg(Ol)]+

(1= r}[Pe(11) 4+ P(10)] + (1 — 7)r[Pe(11) + P5(01)], (2.11)

ou seja,
Poi (1) = pr(2 — 1) Pp{11) -+ prPy(10) + pr B, (01). (2.12)

Comparando com a equagio (2.10) para o autdémato de Domany-Kinzel obte-
mos as seguintes relagdes entre os parimetros:

pr=pr(2-r) e p =pr (2.13)
Equivalentemente, temos

2 _ 2
r = P1— P2 o Y4

- 2.14
1 P 2p1 — Do (2.14)
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As equagdes acima mostram que hd uma correspondéncia entre o autémato
de Domany-Kinzel em uma dimensdo e o modelo de percolacio em duas
dimensoes. Para cada par de pardmetros (r,p) da percolacio direcionada,
existe um par de pardmetros (p;, p2) do autdmato de Domany-Kinzel. En-
tretanto, existem valores de p; e de p, dentro do intervalo [0,1] que cor-
respondem a valores de 7 e p que estdo fora do intervalo [0,1]. Exemplo:
parap; =1 e p; =0 temosr = 2 e p = 1/2. Nesse sentido a correspondéncia
nao € biunivoca. Em particular, notamos que a percolacio por sitios, r = 1,
corresponde a p; = p;, enquanto a percolacio por ligaces, p = 1, corres-
ponde a py = p;(2 ~ p1).

2.3 Expansao em série

Expansdes em série podem ser feitas para se conhecer o comportamento
de uma determinada grandeza como funcio de um parimetro [9, 10, 11].
Para isso ¢ preciso conhecer o estado em torno do qual a expansiio é fei-
ta. Por exemplo, se desejamos conhecer a densidade P de sitios ocupados
no autémato de Domany-Kinzel, podemos fazer uma expansio em torno do
ponto p; = py = 1. Para esse valor dos parAmetros o estado estacionério
¢ bem conhecido e corresponde a todos os sitios ocupados. Para realizar a
expansao definimos as grandezas

G=1-m e go = 1 — po. (2.15)

Assim, consideramos a expansio de P(g;, ¢2) em poténcias de ¢; e g;. Comeca-
mos por ilustrar o método para o caso de expansdo em primeira e segunda
ordem. Para isso supomos que no instante inicial £ = 0 todos os sftios estejam
ocupados.

Em primeira ordem, consideramos um aglomerado de trés sitios, no espaco
posigao-tempo, tais que dois deles correspondem ao instante 0 e um deles
corresponde ao instante 1. Considerando que os dois sitios no instante 0
estejam ocupados entdo a probabilidade de o sitio correspondente ao instante
1 estar ocupado é

P = p, (2.16)

Essa € a expansdo de P até primeira ordem. Em segunda ordem, conside-
ramos um aglomerado de seis sitios tais que trés correspondem ao instante
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0, dois ao instante 1 e um ao instante 2. Os trés sitios correspondentes ao
instante 0 estdo ocupados. Para determinar a probabilidade do sitio cor-
respondente ao instante 2 estar ocupado usamos a equacio (2.10):

Py(1) = pa P (11) + pr PL(10) + p Py (01). (2.17)
Mas P, (11) = pf, Pi(10) = P;(01) = p2(1 — po), de modo que

Po(1) = p5 + 2pipa(1 — p3), (2.18)

ou seja
P=1~g+¢—200 - ¢ +2a4. (2.19)

Esse resultado estd correto até ordem dois e recupera o resultado da expansao
anterior.

Essas expansoes também podem ser realizadas utilizando o formalismo
da percolagéo direcionada. Aqui também definimos as grandezas

g=1-p e s=1-r (2.20)

Novamente, desejamos obter uma expressio para a probabilidade P(qg,s) de
que um sitio esteja conectado & fronteira em poténcias de ¢ e s. Entretanto,
inicialmente vamos considerar somente o caso da percolacdo por sitios {r =
1.

Em primeira ordem, consideramos um aglomerado de trés sitios sendo
que dois deles estdo na camada 0 e um na camada 1. A fronteira é formada
pelos sitios da camada 0. Assim, temos

P=p=1-q (2.21)

Em segunda ordem, consideramos um aglomerado de seis sitios tais que trés
estao na camada 0, dois na camada 1 e um na camada 2. Novamente, a fron-
teira ¢ formada pelos sitios da camada 0. A probabilidade de que o sitio da
camada 2 esteja conectado 4 fronteira é obtida somando-se as probabilidades
de todos os estados do aglomerado que permitam que esse sitio se ligue com
a fronteira. Assim,

P =p’ +2p°(1 - p), (2.22)

ou ainda,
P=1-—q—¢+¢ (2.23)
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oA

Figura 2.2: Contribuices para os trés primeiros termos da expansio de Q

Temos novamente um resultado correto até ordem dois, recuperando o caso
anterior.

Uma maneira mais eficiente de se fazer a expansao no modelo de per-
colagdo direcionada é expandir a probabilidade @ = 1 — P de um sftio ndo
estar ligado & fronteira ao invés de expandir a probabilidade P de o sitio estar
ligado a fronteira, como fizemos acima. Sendo @ o produto da probabilidade
de o sitio estar vazio pela probabilidade de que, dado que ele esteja ocupado,
a conexdo se bloqueie em algum lugar, entdo o que fazemos é determinar
as configuragdes que bloqueiam a conexéo de um sftio & fronteira. Na figu-
ra (2.2) mostramos as configuragdes que contribuem para os trés primeiros
termos dessa expanséo.

A soma das probabilidades dessas configuraces nos d4

Q =g+ pg® + 20%¢° +p°¢° (2.24)

Contando as configuracdes dessa maneira podemos ter certeza de que a ex-
pansao esta correta até ordem trés pois qualquer outro grafo que interrompa
a conexao do sitio com a fronteira terd mais que trés sitios vazios e portanto
de ordem superior a ¢°. Substituindo p = 1 —¢, obtemos a seguinte expressio
até termos de terceira ordem:

Q=q+q¢" +2¢". (2.25)
Logo, até terceira ordem,

P=1-q-¢%-2¢ (2.26)
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2.3.1 Obtencao da série

Na secdo anterior mostramos diferentes maneiras de se tentar fazer uma ex-
pansdo em série para conhecer o comportamento de P para o modelo de
Domany-Kinzel e da grandeza equivalente no modelo de percolacio dire-
cionada.

Seja QQ¢(1) a probabilidade de que um sitio 1 da camada £ nio esteja
conectado & fronteira (camada 0) dado que o sitio esteja ativo. Entdo a
probabilidade @y de que o0 mesmo sitio ndo esteja conectado 4 fronteira estd
relacionado com Q1) por meio de

Qe = g+ pQa(1). (2.27)

Definimos também @,(12) como a probabilidade de que dois sitios contignos,
sitios 1 e 2, da camada ¢ nfo estejam ambos conectados a fronteira dado que
ambos os sitios estejam ativos. A relagio entre as probabilidades @, (1) e
2¢{12) é dada por

Qeai(1) = ¢* + qpQe(2) + paQe(1) + p*Qe(12). (2.28)

IZssa relagdo € obtida imaginando dois sitios contiguos na camada ¢ e um na
camada £ + 1. Usando a invarianca translacional, temos Q(2} = Q,(1) de
modo que

Qerr(1) = ¢° + 2pgQe(1) + p*Qe(12). (2.29)

Utilizando trés sitios contiguos na camada £ e dois sitios contiguos na camada
£+ 1 obtemos, de forma anéloga, a relacéio

Qe1(12) = ¢° + ¢"pQe(3) + qpgQe(2) + qp"Qu(23)+
+pq°Qe(1) + papQe(13) + p*gQ0(12) + p°Q4(123). (2.30)
Usando a invarianga translacional obtemos
Qer1(12) = qs + 3(1219@2(1) + QQPZQE(H)‘*‘

+pgpQe(13) -+ p*Qe(123). (2.31)

Analogamente, podemos obter as relacdes

Qe41(123) = ¢* + 4¢°pQe(1)+
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+3¢°p" Qe(12) + 2¢°p*Qe(13) + 2¢p° Q. (123)+
+a°p?Qu(14) + qp°Qe(134) + gp*Qe(124) + p* Qe(1234) (2.32)

Qe1(13) = Qe (123). (2.33)

Para obter a expansao de () em diversas ordens em g procedemos como segue.
Em primeira ordem utilizamos somente a equagio (2.27) impondo Qe(1) =0,
obtendo assim

S

@=q (2.34
Em segunda ordem, utilizamos as equacdes (2.27) e (2.29) impondo Q,(1)
@¢(12) = 0, para obter

fi

Q = q +pg°. (2.35)
Em terceira ordem, analogamente, usamos as equacdes (2.27), (2.29) e (2.31),
impondo (J¢(1) = Q¢(12) = Q,(13) = Q4(123) = 0. 0 que resulta em

Q =q+pg* + 20°¢ + p°’. (2.36)

A medida em que se desejem obter mais termos dessa série, torna-se
necessario construir aglomerados de tamanho cada vez maior, que se tornam
muito numerosos para ordens altas. Desenvolvemos, entao, um algoritmo que
0s gera computacionalmente, de maneira que possamos contéd-los, ¢ assim
determinar o peso de cada uma das poténcias de g na série. O algoritmo
permitiu obter 14 termos da expansio de (, dados por

Q@ =q+q"+2¢° + 5¢* + 13¢° + 35¢° + 98¢7 + 280¢°+
+818¢° + 2423¢'" + 7279¢" + 22090¢'2 + 6763243 -+ 2088934,

a partir da qual obtemos a série para P = 1 — Q. Para uso posterior escreve-
mos abaixo a série para 1/P, dada por

1
Fol+a+ 2¢° +5¢° + 14g* + 41¢° + 123¢° + 376¢7 -+ 116445+

+3642¢° + 11487¢"0 + 36481¢'" + 11650842 + 3738464 + 12046854,
obtida a partir de

1
-ﬁml+Q+Q2+Q3+..., (2.37)
onde truncamos cada termo na ordem desejada. Os resultados obtidos pelo

nosso algoritmo concordam com os obtidos por Duarte [9] até ordem seis.
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2.3.2 Meétodo da razao

Uma vez obtida a probabilidade ) em série de poténcias de ¢ até uma certa
ordem, ¢ preciso utilizar algum método para obter os parametros criticos do
modelo, jd que a série finita é apenas um polindmio, uma funcio analitica
que nao apresenta nenhuma espécie de comportamento critico. Os métodos
que utilizamos para andlise da série sio o método da razdo e o método dos
aprozimantes de Padé {12, 13, 14].

Uma maneira de obter os pardmetros criticos deste modelo é analisar as
razoes entre os coeficientes da série finita, o que se denomina método du
rozdo. A densidade de sitios ligados P deve ter um comportamento critico
do tipo

P = (g — q)’, (2.38)
e portanto
1. Al ~ fi)‘ﬁ (2.39)
P g '
onde A € constante. Considerando a expansdo em série de Taylor
i
(1—m)*ﬁx1+ﬁx+g~@;—)x2+..., (2.40)
podemos escrever
20
(1—2)P =14+ aa", (2.41)
n=1
onde . 5

Assim, a série para 1/P pode ser escrita como

1 oG T oo
LA+ Y el =S 4 (2.43
P n=1 qc n=xl
onde .
Ay = A2, (2.44)

n
C

Essa série deve ser préxima da série finita, ao menos para poténcias nio
muito pequenas de ¢. Dessa forma, definimos razdes R, entre os coeficientes
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Figura 2.3: Método da razao

da série, podendo relacions-las com os paramteros criticos

R, = An 1 oa, :_1_(1_”1—5

Apy B e Qp—1 Ge 7

). (2.45)

Na figura (2.3), mostramos os valores obtidos de R, versus 1/n.
Fazendo um ajuste quadrédtico podemos calcular ¢, ¢ 3. O resultado do
ajuste através desse método foi

g =0294(1) e  B=0260). (2.46)

2.3.3 O método de Padé

Conforme explicitamos na se¢do anterior, ji que a série que obtemos através
da expansio em aglomerados é um polindmio, precisamos utilizar algum ou-
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tro método para extrair dela algum comportamento critico. J4 citamos o
método da razdo e o método dos aproximantes de Padé, que consiste em
aproximar uma fun¢io pela razdo de dois polinémios. Essa razio é denomi-
nada aprorimante de Padé para a funcdo. Os polos nas raizes do polinémio
denominador, que sdo singularidades do aproximante, reconstituem o com-
portamento critico da fungéo. A probabilidade P deve se comportar como

P~ (g - q), (2.47)
e portanto
InP ~ §(g. ~ q) (2.48)
e d ﬁ
—InP=—" 2.49
dg Gc ¢ (2.49)

Assim, quando aproximamos P por uma razio de polinémios, um polo fornece
o valor de q., e o residuo correspondente nos dé o expoente 5. Por esse
motivo, optamos por ndo construir aproximantes para a série P, e sim para
sua derivada logaritmica d(In P)/dg. Essa maneira de aproximar a série se
denomina método Dlog-Padé. Para determinar os coeficientes dos polinémios
do aproximante, impde-se, a cada ordem em ¢, a validade da equacao

d Ar(g)
—InP = = [L, M], 2.50
dg B (g) [ ] (2:50)
onde
ALlg) = a0 + ag + azq® + ... + apg” (2.51)
€
Bu(q) =1+ big+bag® + ... + by (2.52)

até a ordem desejada, obtendo-se um sistema linear de L + M — 1 equagcoes
(normalmente adota-se a normalizacao by = 1). A; e By sio polindmios
de graus no méximo L e M, respectivamente. Para uma mesma série P de
ordem IV, portanto, poderdo existir varios aproximantes [L,M]<N-1.0
valor méximo N —1 para a soma de L ¢ M vem do fato de se perder um termo
da série original no momento da derivacio. Na anslise de séries pelo método
de Padé, um procedimento usual é a montagem da “tabela de Padé”, uma
cole¢do de aproximantes com os diferentes valores possiveis de L e M para a.
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série estudada. Normalmente, os resultados fornecidos por aproximantes de
ordem mais alta e mais proximos da diagonal (L ~ M) sio os melhores.

Uma maneira alternativa de se obter os coeficientes é, ao invés de se
calcular o aproximante de Padé para d(In P)/dg, aplicar o método Diog-Padé
propriamente dito para a prépria série P. Reescreve-se equacio (2.50) na
forma,

1 d _ Arlg)
P = By 1259
e assim,
Ap(@)Pg) = BM@Z—?@. (2.54)

Impondo-se a validade desta tiltima equacéio até a ordem desejada, obtém-se
os coeficientes dos polindmios cuja razio aproximard diretamente d(ln P}/dg,
nao havendo a necessidade de se calcular essa derivada logaritmica por algum
outro meio, como no caso anterior. Lembrando da definicido dos polindmios
Ay e By, basta substitui-los em (2.54):

(g asz‘) (i WJ”) = (f} bmq’”) (i npnq”‘l) , (2.55)

n=(0 m=0 n=0
¢, portanto,
> apng ™t = 3 nbupag™t (2.56)
n’t m,n
Chamando o indice mudo n do segundo membro de 7 + 1, teros
Zalpann = Z(n + 1)bmpn+1f1m+“, (2-57}
Tl,l: n,n

e assim a equagdo para cada ordem definida p* se escreve:

Z QpPn = Z (n + 1)bmpn+l- (258)

nl{n+l=i) myn{M=n=q)

As equagles (2.58), escritas para diferentes valores de ¢ formam um sistema
cuja solugdo é o conjunto dos coeficientes desejados. Naturalmente, nao se
pode ir além da ordem disponivel na série original. Esse tiltimo procedimen-
to é equivalente ao primeiro, e foi aqui descrito pois nos referiremos a ele
quando citarmos os aprozimantes diferenciais parciais nas seges seguintes.
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Tabela 2.1: Parametros criticos fornecidos pelos aproximantes de Padé.

Aproximante | ¢ | g ]
[2/2] 0.288547 | 0.242142
(2/3] 0.291646 | 0.254405
3/3] 0.209113 | 0.256778
4/3) 0.593306 | 0.268037
3/4] 0.209113 | 0.253811
[4/4] 0.364230 | 0.271640
5/4) 0204322 | 0.272586
[4/5 0.294308 | 0.227243
5/5 0.204332 | 0.27699
[6/5] 0294323 | 0.272600
[5/6] 0.294315 | 0.272500
%/6] 0594323 | 0.279503
7/6] 0.954323 | 0.279588
/7] 0.304310 | 0.279454
/7] 0.394322 | 0272588
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Apresentamos na tabela (2.1) os parametros criticos ¢, = 1—p, e 3 fornecidos
pelos aproximantes [L, M] para a série obtida.

Os dltimos valores da tabela permitem concluir que g, = 0.2943(1) e
8 = 0.2725(2). Esses valores devem ser comparados com aqueles aceitos
na literatura [11], que sdo ¢, = 0.294515(5) e 8 = 0.2763(3). Acreditamos
que a discrepancia se deva a um nuimero relativamente pequeno de termos
existentes nesta série que utilizamos.

2.3.4 Percolagao por sitios e ligactes

O caso que estudamos em seguida foi o de percolagiio por sitios e ligagdes,
o que significa que os sitios podem estar vazios ou ocupados ¢ as ligacdes
podem estar ativas ou inativas. Mais uma vez, estamos interessados em
obter as propriedades criticas desse sistema, e procuramos construir a série
para a probabilidade @) = 1 — P de que um ponto nio esteja ligado a uma
superficie muito afastada dele préprio. Torna-se necessério, mais uma vez,
gerar os aglomerados que bloqueiam essa ligacdo. A geracdo computacional
dos aglomerados torna-se mais complexa agora que temos mals essa varidvel
no problema. Temos que considerar os aglomerados que bloqueiam a ligacio
por qualquer razdo, seja por haver sitios vazios, seja por haver ligacdes ina-
tivas, ou por qualquer combinagdo desses fatores. Dessa forma, foi possivel
obter aglomerados de no méximo nove camadas.

A série obtida através do cdmputo das probabilidades desses aglomera-
dos agora tem duas varidvels, que sdo as probabilidades p (de um sitio estar
ocupado) e g (de uma ligagio estar ativa). No diagrama de fases do modelo,
teremos agora uma linha critica separando a fase em que o sistema forma
um aglomerado de tamanho infinito da fase em que isso ndo ocorre. Para
analisar a série obtida para esse caso, recorremos a um método de cortes ao
longo do diagrama de fases, reduzindo a série Q(p,7) a uma série em uma
uinica varidvel ao longo de cada corte. Isso se faz simplesmente estabelendo-
se relagOes entre p e r e substituindo na série. Uma vez escolhido um corte,
usamos o mesmo método Dlog-Padé ji descrito na secio anterior para en-
contrar 0 ponto critico ao longo da linha determinada pela relacio escolhida
entre p e . No caso de uma relagfio linear, cada corte corresponde a uma
reta no espago de fases. Variando-se a inclinacio dessa reta, pode-se varrer
todo o diagrama e assim obter a linha critica do modelo.

Com o intuito de verificar os resultados fora da regifio “permitida” no
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modelo de percolagdo direcionada, utilizamos um mapeamento para analisar
a série nas varidveis ¢ = 1 —p, e g2 = 1 — p, do autémato de Domany-
Kinzel. Realizamos tentativas com retas e pardbolas, que nio apresentaram
diferencas significativas nos resultados, e por isso apresentamos os resultados
obtidos com cortes lineares (retas). Uma vez que temos disponivel a série
até ordem nove, os aproximantes de ordem mais alta que podemos calcular
sdo [3,3] , [3,4] , [4,3] e [4,4] . Fizemos testes com todos eles, e o que
fonece melhores resultados é o aproximante {4,4] . Na figura (2.4), mostramos
a linha critica obtida através desse método de expansio em aglomerados
comparada com os resultados de grupo de renormalizagio para o autémato.
Destacamos ainda, na mesma figura, as linhas correspondentes a percolacio
por sitios e a percolagdo por ligagdes, para lembrar que é apenas 1no espaco
entre elas que se mapeia toda a regifio (0 < r < 1,0 < p < 1) do modelo de
percolacdo direcionada.

O que podemos observar a partir dessa figura é que, através do método
de expansio em série para percolacio direcionada, pudemos recuperar resul-
tados do autémato apesar de extrapolarmos a reglao em que as variaveis tém
significado. Nas linhas criticas que obtivemos pelo método de cortes, fossem
eles retas ou pardbolas, e qualquer que fosse o aproximante utilizado para o
caleulo, observamos um conjunto mais disperso de pontos nas proximidades
do ponto (0.5, 1.0) no diagrama de fases do autémato celular. O método dos
cortes pode ndo estar funcionando bem nessa regifio, tornando-se necessirio
um outro método para obter os pontos criticos, que consistiria em analisar a
séric em duas varidveis, e nfio em uma \inica, como fizemos neste trabalho.
Esse método é uma espécie de generalizaciio do esquema Diog-Padé para o
caso de duas varidveis e é denominado método dos aproximantes diferenciais
parciais {PDAs) [13].
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Figura 2.4: Diagrama de fases do automato de Domany-Kinzel. Os pontos
correspondem aos nossos resultados de expansio em série, enquanto a linha
continua negra é um resultado de simulagio numérica. Para melhor visu-
alizagfio, indicamos as linhas correspondentes aos casos de percolagédo por
sftios e percolagio por ligacdes, que delimitam o espago de fases do modelo
de percolagdo direcionada.



Capitulo 3

Processos de Reacao-Difusao

3.1 Introducao

Neste capitulo, concentramo-nos no estudo de processos de reacio-difusio
(15, 16, 17, 18], realizando simulacdes de dois modelos de compactagdo que
serdo descritos nas seces seguintes. Uma das motivagdes para se estudar tais
modelos vem do estudo de sistemas granulares [19]. Existem, por exemplo,
alguns sistemas granulares modelados por camadas de particulas dispostas
horizontalmente, com possiveis vacéncias dentro de cada camada. Na figura
(3.1), ilustramos um exemplo simples de um modelo no qual as particulas
ocupam, cada uma, dois sitios de uma rede unidimensional. Se considerar-
mos o movimento aleatdrio das particulas da camada inferior, elas poderao,
eventualmente, dar espago para que uma das particulas da camada superior
“caia” sobre a outra camada.

O movimento das particulas da camada inferior pode ser, como a figura
ilustra, equivalente ao movimento das préprias vacincias, que desaparecem
a0 tomarem posi¢oes vizinhas. Esse processo pode, entdo, ser visto como
uma aniquilagdo de pares se considerarmos as vacancias como particulas.
Assim como esta, hd outras possibilidades para as regras dindmicas do sis-
tema. Neste capitulo, simulamos dois modelos similares: em um deles, a que
chamaremos modelo de altura mdzima 1, uma particula desaparece quando
se dirige a um sitio ocupado por outra particula. Em seguida procedermos
a uma espécie de generalizagdo em que as particulas podem se “empilhar”
sobre um sitio, até que a pilha atinja uma altura maxima especificada.

26
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Figura 3.1: Esquema de um processo onde hd aniquilacio de pares (encontro
de duas vaclncias)
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3.2 Modelo de Altura Maxima 1

O modelo de reagio-difusdio que analisamos primeiramente é definido sobre
uma rede unidimensional onde os sitios podem estar vazios ou ocupados por
uma particula. A dindmica do sistema compreende o movimento aleatério das
particulas sobre a cadeia, de maneira que cada uma delas pode se movimentar
passando para o sitio vizinho & direita ou 4 esquerda, com igual probabilidade.
A evolugdo do sistema é assincrona, pois a cada instante de tempo, apenas
uma particula se movimenta, caracterizando um processo de reagao ou de
difusdo, conforme serd explicado a seguir.

No modelo de altura 1, um sitio ¢ escolhido aleatoriamente a cada passo
da simulagdo, e no caso de estar ocupado, a particula que o ocupava passa
a posigao vizinha a direita ou & esquerda desse sitio. Se essa posicio estiver
vazia, a particula simplesmente passard a ocupé-la, esse movimento caracte-
rizando um processo de difusdo. Por outro lado, se o sitio ao qual a particula
se dirige estiver ocupado, duas particulas teriam de se “empilhar” e o sitio
em questao ficaria ocupado por duas particulas sobrepostas. Entretanto,
iss0 nao ¢ permitido neste modelo, o que faz com que uma delas tenha de
desaparecer. Esse encontro de duas particulas, seguido do desaparecimento
de uma delas, é o processo de reagdo do modelo. Assim, 3 medida em que
vao ocorrendo tais processos, a densidade do sistema diminui, e as simulaces
que realizamos visam a observar seu comportamento em funcdo do tempo.

3.2.1 Simulacao do Modelo de Altura Maxima 1

Para simular o modelo que acabamos de descrever, consideramos uma cadeia
de 7 sitios, numerados de 0 a n — 1, e n, particulas sobre eles distribuidas.
A condig¢do inicial que consideramos para o sisterna ¢ a de densidade igual a
1, ou seja, n, = n. Dessa forma, a simulagdo comega necessariamente com
um processo de reagio, em que uma particula desaparece, gerando um sitio
vazio. A seguir, cada passo da simulagdo compreende a escolha de um sitio da
cadeia que, no caso de estar ocupado, gera um processo de reagdo ou difusdo,
segundo o estado dos sitios vizinhos. Entretanto, 4 medida em que vio ocor-
rendo processos de reagio, o nimero n, de particulas presentes no sistema
diminui, e o processo de escolha aleatéria de um sitio consome cada vez mais
tempo de computagio, pois sdo feitas muitas escolhas de sitios vazios, que nao
resultam em nenhuma modificacdo do sistema. Assim, ao invés de escolher
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Figura 3.2: Os quatro processos possiveis no modelo de altura 1. (a) difusio
a direita; (b) difusdo 4 esquerda; (c) reagdo com uma particula & direita; (d)
reagdo com uma particula i esquerda.

aleatoriamente os sitios, passamos a fazé-lo com as particulas, e estimamos o
numero de passos necessérios para escolher um sitio ocupado quando hé, Tp
particulas na cadeia de n sitios como At = n/n,. Assim, passamos a traba-
Ihar com dlois vetores: z(m), que é a posigio da particula m; e A(k) que é a
altura do sitio k. Lembramos que neste modelo nunca. é permitido que h(k)
seja maior que 1, qualquer que seja k, e durante a simulacio consideramos
condigbes periddicas de contorno. Na figura (3.2) estéo esquematizados os
quatro processos possiveis nesse sistema.

Apesar de sabermos que, aplicando indefinidamente a dinamica 20 sis-
tema, sua densidade pode diminuir até que sobre uma tnica particula, é
claro que os processos de reagio vio se tornando muito raros quando a den-
sidade diminui. Assim, temos que interromper cada uma das simulagoes
quando o sistema atinge uma densidade estabelecida o priors, e essa escolha
da densidade minima caracteriza a precisio dos resultados. No modelo de
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Figura 3.3: Comportamento da densidade de particulas em funcio do tempo
para uma cadeia de 10000 sitios. A curva representa uma média sobre 100
ensaios independentes.

altura 1, é esperado um decaimento algébrico da densidade do tipo p ~ t~1/2
para tempos grandes [17, 18]. Nas figuras a seguir mostramos os resultados
da primeira simulagdo, que foi interrompida quando p = 0.001. Na figura
(3.3) estd representado seu comportamento em funcio do tempo ¢ {nimero
de passos da dindmica), e na figura (3.4) esté representado o comportamento
do logaritmo de p em fung¢do do logaritmo de ¢. Essa tltima relacio deve,
pois, tornar-se linear para valores grandes de ¢, e o coeficiente angular corre-
sponderd ao expoente que se espera que seja 1/2 para esse modelo.

Um ajuste linear da parte final da curva obtida fornece um coeficiente
angular de valor 0.498(3}, em acordo com o esperado. A precisio dos resulta-
dos obtidos sempre pode ser aumentada considerando sistemas de tamanho
maior, ou entdo, deixando que o sistema evolua até uma densidade ainda
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Figura 3.4: Logaritmo da densidade em fungio do logaritmo do tempo. A
relagdo torna-se linear para tempos grandes.
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mais baixa. A escolha de um sistema maior evoluindo até uma densidade
proporcionalmente maior produz resultados semelhantes e consome tempos
de computacio parecidos.

3.3 Modelo de Altura Mdxima A

O sistema que analisamos posteriormente é uma generalizacao do modelo
anterior em que as particulas se movem aleatoriamente, mas agora podem se
empilhar sobre um sitio até que este atinja uma altura maxima especificada.
O sistema ¢ igualmente definido sobre uma rede unidimensional de n sitios,
mas agora cada um deles pode estar vazio ou ocupado por um certo nimero
de particulas, variando de I a ii. A evolucgio do sistema também é assincrona
e compreende, primeiramente, a escolha aleatéria de um sitio da rede. No
caso de este sitio estar ocupado, apenas uma das particulas que o ocupam
deve se mover em dire¢do ao sitio vizinho & esquerda ou & direita, com igual
probabilidade. Em seguida, considera-se essa posicao: se ela estiver vazia, a
particula passa a ocupé-la; se estiver ocupada por um niimero de particulas
menor que £, a particula se empilha sobre as outras, aumentando a altura
deste sitio; e, finalmente, se a posicdo j4 estiver ocupada por h particulas,
a particula em movimento desaparece, uma vez que h é a altura maxima
permitida para qualquer dos sftios da cadeia. A densidade p, portanto, é
a razdo do nimero n, de particulas presentes no sistema pelo niumero de
posigbes possiveis para elas, que é nh, em oposicio a 7 no modelo de altura
1. As simulagbes que descreveremos a seguir também visam a determinar
o comportamento de p em fungdo do tempo, especialmente para tempos
grandes,

3.3.1 Simulagao do Modelo de Altura Maxima A

Na simulagdo deste modelo, novamente consideramos uma cadeia de n sitios,
numerados de 0 a n — 1, e comegamos o processo a partir da condigido de
densidade 1, ou seja, havendo um nimero n, = nh particulas inicialmente
presentes no sistema. Escolhendo-se aleatoriamente um dos sitios da cadeia, o
primeiro processo certamente acarretars o desaparecimento de uma particula,
pois esta se moverd em direcdo a um sftio j4 ocupado por h particulas. De
maneira andloga ao caso anterior, os primeiros processos sio semelhantes,
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com o desparecimento de muitas particulas. A medida em que estas vao
desaparecendo do sistema, entretanto, comecam a surgir mais e mais sitios
desocupados, e a escolha aleatdria de sitios novamente passa a provocar uma
perda desnecessiria de tempo de computacdo. Assim, repetimos a OpGao
pela escolha aleatdria de particulas e nio de sitios, a im de evitar os vazios.
Porém, pela construgio do modelo que estamos tratando, pode haver, em
um dado momento, um nimero muito maior de particulas do que de sitios,
mesmo havendo sitios vazios. Assim, adaptamos nossa opg¢do escolhendo nio
uma particula, mas um sitio enire os ocupados e estimamos o ndmero de
Passos necessdrios para que essa escolha acontega como sendo At = n/n,,,
onde 1, é o nimero de sitios ocupados (por uma ou mais particulas) na
cadeia de n sitios. No processo de simulagio do modelo, é preciso considerar
primeiramente a posigdo escolhida e verificar por quantas particulas ela estd
ocupada, ou seja, sua altura. £ necessirio considerar separadamente o caso
em que o sitio escolhido tem altura 1, pois o nimero de posi¢des ocupadas do
sistema se comporta de forma diferente do caso em que altura é maior que
1, mesmo que a densidade do sistema ndo varie nos processos. As diferentes
possibilidades estdo esquematizadas nas figuras seguintes. Na figura (3.5)
consideramos o caso em que o sitio escolhido tem altura 1.

Na verdade, cada um desses casos corresponde a quatro possibilidades
diferentes que devem ser consideradas no programa, pois podem envolver
movimento & direita ou & esquerda ou ainda movimentos nos extremos da,
cadeia (consideramos condigdes periédicas de contorno). Devemos notar ain-
da que nos casos (b) e (c) o nimero de sitios ocupados diminui, mas apenas
no caso (c) a densidade do sistema do sistema se altera. Na figura (3.6),
ilustramos os processos possiveis quando o sitio escolhido tem altura maior
que 1.

Dentre as possibilidades indicadas na figura, deve-se notar que a densi-
dade do sistema s6 se altera no caso (c), enquanto que o ntmero de sitios
ocupados, por outro lado, $6 se altera no caso (a). E importante notar que
apesar de a densidade s6 poder se manter ou diminuir durante esses proces-
s0s, ¢ perfeitamente possivel que o nimero de sitios ocupados aumente em
alguns dos passos da simulagdo. Esse niimero é importante pois dele depende
¢ tempo estimado para que ocorra qualquer um dos processos mencionados.

Dessa forma, realizamos vérias simulagdes desse modelo para diferentes
tamanhos de cadeias, alturas méximas e densidades finais (valores para os
quais a simulagdo ¢ interrompida). Para chegar aos resultados que apresenta-
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Figura 3.5: Processos possiveis quando o sitio escolhido tem altura, 1.
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Figura 3.6: Possiveis processos quando o sitio escolhido tem altura maior que
1.
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Figura 3.7: Comportamento do logaritmo do ntimero de particulas em funcio
do logaritmo do tempo para um modelo de altura 4 sobre uma rede de 100000
sitios. A curva representa a média tomada sobre 100 ensaios independentes.

mos a seguir, procederam-se ainda a varias simulagdes diferentes do mesmo
sistema, para obter as curvas médias, que devem fornecer resultados mais
precisos. O primeiro teste do programa de simulagio do modelo geral de al-
tura h fol recuperar os resultados do modelo de altura 1, o que foi verificado
sem problemas. De maneira andloga ao caso anterior, apresentamos a seguir
um exemplo das curvas obtidas para log(p)xlog(t) a fim de determinar o
expoente do comportamento p ~ 7% O valor esperado para o é o inverso
de A [18]. O exemplo que mostramos na figura (3.7) corresponde ao modelo
com altura méxima 4, para uma cadeia de 100000 sitios, e cuja simulacio foi
interrompida quando o sistema atingiu a densidade p = 0.002.

Ao se observar essa curva, nota-se que pode ser 4s vezes enganoso observar
o comportamento linear esperado para tempos grandes. Dependendo do
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Tabela 3.1: Valores obtidos para « nas simulagdes do modelo com altura
maxima variando de 1 a 7.

(2] pmin | @ | Valor o esperado |
110.001 | 0.50(1) 0.50
210.001]0.50(1) 0.50
3770.001 [ 0.35(2) 0.33
£70.002 1 0.26(2) 0.25
510.005 | 0.22(3) 0.20
610.0100.20(3) 0.17
710.01510.18(3) 0.14

ponto onde a simulagéo é interrompida, pode-se ter uma impressdo dife-
rente sobre o coeficiente angular da parte final da curva, que na figura vai
claramente mudando de inclinacdo. Todas as curvas que obtivemos tendem
a diminuir seu coeficiente angular com a aumento do tempo, o que fez com
que alguns dos resultados obtidos fossem sistematicamente maiores do que
os valores esperados. Na tabela (2) apresentamos os valores que puderam ser
obtidos dentro de um tempo de computagdo vidvel. Em todas as simulacdes,
foram consideradas cadeias de 100000 sitios e alturas méximas variando de
1 a7 As densidades minimas que cada sistema atingiu, apesar de estabe-
lecidas @ priori, variaram, pois algumas das simulagdes, devido ao tempo
de computacao, foram interrompidas antes que fossem atingidos os valores
desejados.

As densidades que o sistema chegou a atingir foram maiores 4 medida
em que se aumentou a altura mdixima do modelo. Conforme explicamos
acima, isso se deve ao fato de as simulacdes se tornarem muito mais custosas
quando se aumenta h. O erro nos valores obtidos também é importante, pois
ele provém tanto da imprecisio na escolha do trecho da curva em que se faz o
ajuste linear, como da falta de dados na regido de densidades menores. Esta
iltima razdo, provocou, sem divida, um erro sisteméatico nos valores obtidos,
que foram quase sempre maiores que o esperado. Entretanto, apesar desses
problemas, os resultados tiveram um acordo bastante razodvel com os valores
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Figura 3.8: Modelo de particulas em camadas sobrepostas, com vacincias
em cada camada.

indicados na tabela {3.1).

3.4 Modelo de aniquilagao de pares em uma
dimensao

Este modelo, que foi citado como um exemplo em uma se¢io anterior, tem
sua motivacdo na compactacdo de sistemas granulares. Alguns sistemas dessa
natureza sao modelados por particulas dispostas em camadas horizontais que
se sobrepoem, mas de maneira que em cada uma delas pode haver vacincias
entre as particulas que a compderm (fig.3.8).

Quando ocorre nesse sistema algum processo estocdstico que faga com
que as particulas se movam aleatoriamente dentro das camadas, surge a pos-
sibilidade (figura 3.9) de que duas vacéncias da mesma camada se tornem
vizinhas, gerando uma tnica vacéncia de tamanho maior (situagéo (1)). O
modelo estudado propde que, nesse caso, deve haver uma particula na camada
imediatamente superior que “caird” para ocupar esse espago (situagao(2)).

Com essa motivagdo, simulamos o modelo analisando o movimento de
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Figura 3.9: Exemplo de compactacio no sistema proposto

particulas em uma tnica camada, e assumindo que sempre que se formar
uma vacancia do tamanho de uma particula, ela passard a ser ocupada, au-
mentando assim a densidade de particulas na cadeia. Conforme ilustram
as figuras anteriores, quando for possivel ocorrer o movimento de uma das
particulas, estard também ocorrendo o movimento de uma das vacincias, e
a0 analisarmos o sistema considerando apenas os movimentos destas dltimas,
teremos um processo de aniquilagio de pares no modelo, pois duas vacincias
desaparecem (aniquilam-se) quando se tornam vizinhas.

3.4.1 A configuracao inicial

O modelo que analisamos ¢ definido sobre uma tnica cadeia de N sitios,
onde cada particula do sistema tem tamanho igual a dois espacamentos
da rede. Para efeito da simulagfio, isso significa que, ao posicionar uma.
particula no sitio 7, ficam excluidos os primeiros vizinhos & esquerda e & di-
reita desse sitio, uma vez que no pode ser colocada uma nova particula em
uma dessas posi¢des. Para montar uma configuracio do sistema a partir da
qual se possa iniciar a simulagio, permitimos inicialmente que os sitios o;
da rede tomem trés valores diferentes: (i) zero (desocupado); (i) 1 (ocupado
por uma particula); e (iii) 2 (excluido por uma particula em sitio vizinho).
Comecamos, entdo, por atribuir o valor zero a todos os sitios C; para em
seguida colocar particulas aleatoriamente sobre a rede. Ao se sortear um dos
sitios para se tentar posicionar uma particula, ¢ necessirio que a este sitio
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Figura 3.11: Exemplo de configuracio inicial,

esteja atribuido o valor zero. No caso de assim ndo ser, a particula ndo é
colocada. Se for possivel colocd-la, fica atribuido ao sitio em questio o valor
1 e a cada um de seus vizinhos o valor 2, indicando que néo é possivel colocar
novas particulas nas posicdes vizinhas (figura 3.10).

Esses sorteios devem ser repetidos até que néo haja no sistema nenhum
sitio ao qual esteja atribuido o valor zero, significando que ndo ha mais ne-
nhuma vacineia do tamanho de uma particula ou maior que ela (figura 3.11),
gerando assim uma configuracdo inicial adequada para a simulacio.

A partir daf, tais vacancias s6 poderdo ser criadas através do movimento
das particulas presentes, e, a cada vez que isso ocorrer, serd introduzida uma
nova particula, aumentando a densidade da cadeia. Essa densidade pode, em
principio, aumentar até atingir o valor I ou muito préximo disso, correspon-
dendo a uma situagio em que ndo é mais possivel introduzir novas particulas
na cadeia. Na pratica, porém, as simulacdes sio interrompidas quando o sis-
tema atinge uma densidade pré-estabelecida, conforme sers descrito na. secao
seguinte.
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Figura 3.12: Formagio da rede das vacéncias.

3.4.2 Simulacao e Resultados

Uma vez gerada uma configuragio inicial do sistema, nela estio definidas as
posi¢oes de todas as particulas, e, portanto de todas as vacincias. Para pro-
ceder & simulagio do modelo, tratamos o sistema analisando o movimento das
proprias vacdncias, que se aniquilarfo quando tomarem posi¢bes vizinhas, e
nao das particulas propriamente ditas. Para poder analisar o problema dessa
forma, definimos uma nova rede unidimensional, cujos sitios localizam-se nos
intersticios da primeira rede. Se um sitio da nova cadeia estiver no intersticio
entre dois sitios aos quais estava atribuido o valor 2, atribuiremos-lhe o va-
lor 1, significando que ali existe uma vacancia. Do contrario, atribuiremos ao
novo sitio o valor zero, indicando que ele corresponde a um espago ocupado
por alguma particula na cadeia anterior (figura 3.12). A partir de agora nos
referiremos &s vacincias da nova rede como particulas, e a presenca de uma
delas no sitio i se identifica pela atribuigio do valor 1 & varidvel o, enguanto
que o; igual a zero corresponde a um sitio vazio. Dessa forma, a simulacao
deste modelo compreende a movimentacio de tais particulas, que devem se
aniquilar ao tomarem posicdes vizinhas. O comportamento esperado para
a densidade de particulas na cadeia em funcio do tempo é p ~ #~1/2 [17]
para tempos longos. Apesar de, em principio, essa densidade poder chegar a
zero esperando-se tempo suficiente, as simulagdes sdo interrompidas quando
o sistema atinge uma densidade minima pré-estabelecida, pois o processo se
torna cada vez mais lento 4 medida em que a densidade diminui. Além disso,
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Figura 3.13: Densidade em fungdo do tempo para cadeias de tamanho 10000,
100000 e 1000000. As curvas representam médias tomadas sobre 100 ensaios
independentes.

estamos interessados apenas no comportamento assintético de p para tempos
muito grandes. A simulagdo foi realizada utilizando-se condiges periédicas
de contorno para cadeias de diferentes tamanhos, Mostramos na figura (3.13)
o comportamento obtido para a densidade para cadeias de tamanhos 10000,
100000 e 1000000,

As simulacdes das cadeias N = 100000 e N = 1000000 foram interrom-
pidas quando a densidade atingiu o valor 1074, Fazendo um ajuste linear da
curva N = 1000000 na regido de tempos longos (figura 3.14), obtivemos o
valor 0.53 £ 0.02 para o expoente a.
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Figura 3.14: Ajuste linear na regido de tempos longos para obtencio do
expoente .
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Figura 3.15: Esquema do modelo bidimensional.

3.5 Modelo bidimensional

O modelo que estudamos em seguida é inspirado naquele da se¢ac anteri-
or, mas é definido sobre uma rede quadrada bidimensional sobre a qual se
localizam as particulas conforme ilustra a figura (3.15).

Neste modelo, as particulas em questio sio quadrados dispostos ao longo
da diregdo diagonal da rede. Entretanto, os movimentos possiveis para cada
uma delas se ddo nas diregdes horizontal ou vertical e s6 ocorrem se houver
espago para isso. A particula destacada na figura (3.15), por exemplo, 6 pode
se movimentar para a esquerda ou para baixo. De forma analoga ao modelo
unidimensional, sempre que 0 movimento de uma das particulas criar espago
para que sejam adicionadas uma ou mais particulas ao sistema, isso deve
acontecer, aumentando sua densidade, cujo comportamento serd analisado
em funcdo do tempo.
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Figura 3.16: Exemplos de aparecimento de novas particulas na rede.
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A figura (3.16) ilustra alguns exemplos de situacdes em que a particula
central, ao se mover para a direita, faz com que aparecam novas particulas
no sistema. As situagdes (A), (B) e (C) sdo exemplos de movimentos que
acarretam o aparecimento de uma, duas e trés particulas, respectivamente.
Além das configuracdes ilustradas na figura, hd varias outras em que apare-
cem de uma até no maximo trés novas particulas no sistema, e devem ser
levadas em consideracdo para se realizar a simulacio deste modelo.

3.5.1 A configuragao inicial

A montagem da configuracdo inicial para a simulacio se faz de forma também
andloga ao modelo anterior, comegando com uma rede quadrada N x N toda
vazia (atribuindo-se o valor 0 a todas as varidveis de sitio 0, ;), e em seguida
colocando-se as particulas aleatoriamente em sitios da rede. Nesse caso, a
mtrodugdo de uma particula no sitio (7, ) é identificada pela atribuicio do
valor 1 & varidvel o;; e do valor 2 &s varidveis relativas aos quatro primeiros
vizinhos deste sitio, ¢; 541, 0ij-1, Gip1, € 0;-1,; 0 que significa que estes sitios
estdo excluidos e neles ndo se pode colocar uma nova particula (figura 3.17).

Assim como no modelo unidimensional, sorteia-se um sitio (4,7) para
colocar uma particula e esta sé é colocada se o;; = 0. Este procedimen-
to ¢ repetido até que ndo haja mais nenhum sitio da rede ao qual esteja
atribuido o valor 0. Quando se atinge uma tal configuracio, pode-se iniciar
a movimentacdo das particulas,

Para se realizar essa simulagfo, diferentemente do modelo anterior, nio
¢ tao simples tranformar o problema do movimento das particulas no do
movimento de vacincias. No modelo unidimensional as vacéncias eram sim-
plesmente colocadas nas posicdes correspondentes aos sitios desocupados,
enquanto que em duas dimensdes elas sdo linhas sobre a rede, indicadas na
figura (3.18). Para realizar as primeiras simulacdes optamos por no transfor-
mar a andlise do sistema no movimento dessas linhas, e sim no das prdprias
particulas. Algumas consideragdes, entretanto, podem ser feitas a respeito
do comportamento dessas linhas, conforme discutiremos adiante.

3.5.2 Simulacao e Resultados

A simulagéo deste modelo se faz escolhendo-se aleatoriamente uma particula
da rede e sorteando-se uma dire¢do para seu possivel movimento. Apés
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Figura 3.17: Colocagdo das particulas na rede para montagem da configu-
ragao inicial.,
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Figura 3.18: Exemplo de configuraco inicial.
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Figura 3.19: Densidade em funcio do tempo.

uma andlise dos vizinhos, pode-se decidir se esse movimento é vidvel ou
ndo. No caso de ele ocorrer, hd que se fazer uma nova anslise das posicdes
das particulas vizinhas para saber se o movimento liberou espaco para que
aparecam novas particulas na rede. As condicoes de contorno utilizadas s&o
toroidais. A medida em que ocorre o movimento das particulas, a densidade
da rede aumenta até atingir um valor pré-estabelecido, no qual se interrompe
a simulagao. Se a densidade se comporta como p ~ 1—¢~%, devemos obter um
comportamento linear de {n(p) x In(t) para tempos longos, cujo coeficiente
angular serd o expoente . Na figura (3.19), mostramos o comportamen-
to obtido para a densidade em funcio do tempo para uma rede quadrada
500 x 500.

Tomando os logaritmos de 1 — p e ¢ para fazer um ajuste linear na regigo
de tempos longos e assim calcular o expoente, obtivemos a curva mostrada
na figura (3.20), que nos forneceu o expoente o = 0, 5021 + 0, 0006, j4 bem
proximo do valor 1/2.
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Figura 3.20: In(1 — p) x In(t) para a rede 500 x 500.

Para obter resultados mais precisos, entretanto, além de simular redes
maiores é necessario que sejam realizados vérios ensaios de cada processo,
para posteriormente se fazer uma média das curvas encontradas. Quando
tentamos fazer essas médias, deparamo-nos com o fato de, em alguns dos en-
saios, o sistema ocasionalmente ficar “preso” em uma certa densidade durante
um tempo muito grande. Para ilustrar essa situagdo, mostramos na figura
(3.21) os resultados de cinco ensaios independentes do mesmo processo para
uma rede 50 x 50.

Esta figura, embora tenha sido gerada através da simulagdo de uma rede
bastante pequena, j4 mostra claramente que, em um dos ensaios realiza-
dos, o sistema passa um tempo muito grande sem alterar sua densidade se
comparado com os demais ensaios. Esse problema persistiu nas tentativas
de simulacdes de redes maiores, independentemente da configuragdo inicial
que fpsse utilizada, o que sugere que talvez seja necessdrio introduzir algum
tipo de ruido no sistema para que este nao fique aprisionado em algumas
densidades.
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Figura 3.21: Nimero de particulas em fungdo do tempo para cinco ensaios
independentes de uma rede 50 x 50
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3.6 Introducao de ruido

Conforme ilustramos em na se¢io (3.5.1), as vacincias no sistema bidimen-
sional sdo linhas formadas por segmentos dispostos ao longo das direcdes
diagonais da rede quadrada, e, utilizando-se condigdes de contorno toroidais,
sempre se fecham sobre a superficie do toro. Uma caracteristica dessas cur-
vas fechadas, dada a dindmica que utilizamos, é que elas tendem sempre a
diminuir seu perfmetro até desaparecerem, quando isso é possivel. Uma linha
pode se dobrar, duas linhas podem eventualmente se tocar, formando uma
curva malor, mas a soma de seus perimetros sempre diminui ou se conserva.
Se essas linhas representam as vacéncias existentes no sistema, isso equivale a
dizer que a densidade s6 pode aumentar, como prevé a prépria construcio do
modelo. Acreditamos que essa restricio pode ser responsavel pelos ocasionais
“aprisionamentos” do sistema em alguma densidade. A idéia que sugerimos
para tentar evitar que o sistema fique preso durante muito tempo em algumas
configurages ¢ introduzir pequenas flutuagdes que eventualmente acelerem
o processo de reducdo das vacancias. Isso equivale, nesse caso, a permitir
que as linhas também possam aumentar seu perimetro, com uma pequena
probabilidade. Fazendo uma analogia com o algoritmo de Metropolis para o
modelo de Ising

H= —JZUiO'j (.j > 0) , (31)

ij

por exemplo, a dindmica sem flutuacdes que utilizamos neste trabalho é
equivalente ao modelo de Ising a temperatura zero, onde a energia do sis-
tema, que fica armazenada nas fronteiras das “ithas” de spins de um mesmo
sinal, s0 pode diminuir. A idéia de agora permitir que as linhas aumentem
de perimetro com alguma probabilidade equivale a deixar que a energia do
sistema, também aumente com uma certa probabilidade, aumentando a fron-
teira de uma ilha de spins. Isso corresponde, portanto, a introduzir uma
temperatura nao nula no algoritmo de Metropolis, em que uma mudanca de
spin ¢ sempre aceita se isso diminuir a energia do sistema, ¢ é aceita apenas
com uma certa probabilidade e™#2F ge essa energia aumentar. Na figura
(3.22) procuramos ilustrar os dois tipos de movimento da fronteira através
do “Hipping” de um dos spins. O movimento ilustrado no caso (a) é ener-
geticamente favordvel (AE = —4.J) e portanto é sempre aceito. Jd o caso
(b), desfavoravel (AE = +4J), ¢ aceito com probabilidade e #2F ¢ portanto
nunca ocorrerd se o sistema estiver a temperatura zero {8 = o).
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Figura 3.22: Exemplos de movimentos possiveis para as fronteiras de uma
ilha de spins no modelo de Ising a temperatura zero. (a) AE = —4J, ener-
geticamente favordvel; (b) AE = +4.J, desfavoravel.
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Para introduzir essa “temperatura’ no modelo que estudamos, ao se
sortear uma particula para movimentar, deve-se aceitar o movimento pre-
tendido sempre que houver espago para que ele ocorra (j4 que dessa forma
o comprimento de uma linha de vacdncias diminui), mas também se deve
aceita-lo com uma certa probabilidade mesmo que néo haja espaco, retiran-
do do sistema “a for¢a” as particulas que impediriam esse movimento. Isso
acontecendo, a densidade do sistema ocasionalmente diminuird, mas esse es-
tudo é algo que deve ser realizado no futuro para verificar se a introducio
desse tipo de flutuagdo faz com que o sistema possa “escapar” de algumas
configuracdes e assim acelerar sua evolucio para estados de maior densidade.



Capitulo 4

Processo de Contato
Conservativo

4.1 Introducao

Neste capitulo, comegamos por apresentar a definicio formal do processo
de contato, seguida de uma pequena anilise de campo médio. Em seguida
apresentamos uma variante, o processo de contato conservativo, que pode
ser interpretada como o préprio modelo de contato num ensemble onde o
numero de particulas é constante. Para este tltimo, detathamos as simulacoes
numeéricas realizadas, que fornecem bons resultados para o pardmetro externo
critico e para os expoentes criticos.

4.2 Processo de contato usual

O processo de contato foi proposto em 1974 por Harris {26] como um modelo
estocastico para a propagacdo de uma epidemia simples, ¢ é o mais simples
dos modelos de ndo-equilibrio que apresentam transicio de fase e comporta-
mento critico [2, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Neste modelo, cada sitio
de uma rede representa um organismo que pode existir em dois estados, sio
ou infectado. Essa infecgdo se espalha através de contatos entre primeiros
vizinhos, de maneira que um sitio infectado transmite a doenca a seus vi-
zinhos mais préximos & taxa A/z em uma rede de coordenacdo z. Individuos
infectados se recuperam com taxa igual a 1, e estdo imediatamente sujeitos a

55
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reinfecgdo. Uma vez que um individuo necessita de um vizinho doente para
se infectar, o estado em que todos 0s organismos estfio sios é um estado ab-
sorvente do sistema. A continuidade da epidemia depende, portanto, da taxa
de infeccdo A: abaixo de um certo valor A, o sistema evolui para o estado
absorvente; acima deste valor o sistema evolui para um estado estacionério
ativo, onde a epidemia nunca cessa completamente mas nio chega a conta-
minar a totalidade dos individuos. Assim, o processo de contato também
pode ser visto como um processo onde uma excitagiio temporaria se espa-
lha por uma influéncia de curto alcance, ¢ a espécie excitada acaba por se
extinguir a menos que se propague suficientemente rapido.

De uma maneira formal, o processo de contato consiste num sistema de
particulas interagentes residindo em sitios de uma rede e evoluindo de acordo
com regras locais e markovianas. Dois processos podem ocorrer neste sistema:
a criggao catalitica e a aniquilagdo espontdnea de particulas. O primeiro
destes processos significa que a0 se escolher ao acaso um dos sitios da rede,
este sera ocupado com uma taxa de transi¢do proporcional ao nimero n de
vizinhos ocupados caso esteja vazio. Numa rede regular de coordenacio z,
esta taxa de transigéo vale An/z, onde A ¢ um parametro positivo. O segundo
processo significa que ao se escolher um sitio da rede ao acaso, ele se tornard
vazio com taxa igual & unidade caso ja esteja ocupado.

A forma geral de uma equagio mestra que descreve um processo marko-
viano é;

d ! / !
= P(n,1) = %) {Wn,n )P, t) =W, n)Pnt)}, (4.1)
n 1

onde P(n,t) é a probabilidade de o sistema se encontrar no estado 7 no
instante ¢ e W(n,7') é interpretado como a taxa de transicdo do estado 7'
para o estado . No caso do processo de contato, um estado n é definido pelo
conjunto de varidveis estocdsticas 7; associadas a cada sitio 7

n= (M., 7v), (4.2)

onde 7; = 0 ou 1 significa que o sitio ¢ estd vazio ou ocupado, respectiva-
mente. A dindmica ¢ tal que a cada intervalo de tempo um sitio é escolhido
aleatoriamente e atualizado segundo seu préprio estado e o de seus vizinhos.
J& que apenas um sitio é atualizado de cada vez, a taxa de transicao entre
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0s estados 7 € 1’ 56 ndo serd nula se existir um Unico sitio tal que n; = 1 — 7.
A taxa de transi¢do do estado #’ para o estado r é, entdo:

Wn,n'y =3 6(n, 1—ni) TI 80, njwi(n), (4.3)
; #(#)

onde w;(n’) ¢ a taxa de transido do i-ésimo sitio (f — 1—n)). Dessa forma,
podemos reescrever a equag¢io mestra como

“gip(”’ 1) = 3 {wiln )P, t) — win)P(n,1)} (4.4)

onde os estados 1’ sdo aqueles que diferem de 7 apenas pelo sitio 4

7= (e L=,y ), (4.5)

e a taxa de transi¢do de um sitio, no processo de contato, pode ser escrita
como \

wi(n) = ;(1 =)D Migs + iy (4.6)

5

onde a soma é realizada sobre os z primeiros vizinhos do sitio 1. Na expressio
{4.6), notamos que o primeiro termo s6 nio se anula quando 7; = 0 (sitio
vazio) e portanto corresponde & criacdo autocatalitica. Analogamente, o
segundo termo néo se anula quando 7, = 1 (sitio ocupado) e corresponde
aniquilagido espontdnea. Num caso geral, a evolucio temporal da média de
uma fungédo de estado f(n) pode ser encontrada multiplicando-se a equacio
mestra (4.4) por f(n) e realizando-se uma soma em 7:

& () = 2 ((F0P) = Fm)w;(n)) (4.7)

A equacao (4.7) nos fornece a evolugo temporal de qualquer funcio de estado
f{(n}. Em particular, podemos utilizé-la para analisar o comportamento da,
média da funcdo f{n) = n;. Entretanto, pela definicio de f(n), temos que
F(w7) = f(n) sempre que j # 1, pois nesse caso temos 2f(n') = 1 —7;. Assim,
na somatoria da equagdo (1.9), s6 restara o termo j = ¢. Portanto:

£ () = (1~ 2mus(n). (49
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Substituindo a definicdo da taxa de transi¢do do modelo (4.6), temos:

E{% {m;) = gz (1= m)mies) — (i) - (4.9)

)

Supondo que exista uma solugdo isotrdpica para este problema, interpretamos
a média {n;) como sendo a densidade, p, independentemente de 7, e a média
{(mini+s) como a correlagdo entre dois sitios vizinhos, ¢, independentemente
de i e de ¢ . Assim, podemos reescrever a equacgio para a evolugio temporal
da densidade p: J

P =Mo=d) = (4.10)

Alguns resultados importantes para o modelo podem ser obtidos através de
uma andlise de campo médio, que apresentamos a seguir.

(a) Campo médio simples

Nessa aproximagdo, consideramos simplesmente ¢ = p?, de modo que a
equacao de evolugfo para a densidade se torna:

d
=p=(\=1)p~ A" (4.11)

Os estados estaciondrios do modelo serio, pois, caracterizados pelas solucdes
estaciondrias da equagio (4.11), que sdo:

(a) p =0, solugdo trivial correspondente ao estado absorvente;
(b) p= i)‘%, solugdo relacionada ao estado estaciondrio ativo.

Através dessa simples andlise, j4 fica evidenciado que o sistema exibe
uma transi¢ao de fases no estado estaciondrio, cujo pardmetro de ordem se
comporta como

po~ A=A (4.12)

proximo de A, = 1.
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A equagdo (4.11) pode ainda ser resolvida exatamente para o caso A # 1,
e tem como solugdo:

A—1
onde ¢ € uma constante determinada pelas condigbes iniciais. O comporta-
mento dessa solugdo depende, portanto, do valor de A. Para A < 1, o termo
exponencial do denominador tende a infinito para tempos longos e o sistema
tende exponencialmente ao estado absorvente (solugdo nula):

p= (4.13)

p=Ae "M A\ <1, A4 constante. (4.14)

Por outro lado, para A > 1, o termo exponencial se torna muito pequeno
para tempos longos:
A-1 —(A=1)t

p=———— Be

3 , A > 1, B constante, (4.15)

e nesse caso o sistema relaxa exponencialmente para a solugio ndo nula,
p = (A — 1)/A, correspondente ao estado estacionédrio ativo. Em ambos os
casos 0 tempo de relaxacdo é

7=~ A (4.16)

e portanto no ponto critico o tempo de relaxagio 7 diverge e esta deixa de ter
um tempo caracteristico. Assim, a equacdo (4.11) passa a ndo ter o primeiro
termo do segundo membro, que era responsével pela solucio exponencial,
sendo agora escrita como

d 5
—) = — 4.17
dtp 2 ( )
cuja solugdo é dada por
= 1 C tant (4 18)
I et (n e B
P= constante |

de modo que, no ponto critico, o decaimento se torna algébrico para tempos
longos.
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(b) Aproximacdo de pares:

Para fazer uma aproximagio de pares para este modelo, precisamos es-
crever a correlagio entre dois sitios vizinhos, {n;n;). Através de um proce-
dimento andlogo ao da aproximagio de campo médio simples, utilizamos a
equagao (4.7) para calcular a média da fungio de estado f(n) = nm;.
Substituindo f{7n), temos

d :

7 ) = 20 = f(m)wn(n). (4.19)
k

Aqui lembramos que f(n*} = f(n) sempre que k # i e k % 7. Assim restario

apenas dois termos ndo nulos na somatdéria da equagio (4.19), correspon-

dentes a k=1 e k = j, ou seja,

% (mini) = (1 = 2m)mws(n)) + (L — 205)mw,(n)) . (4.20)

Mais uma vez substituindo a taxa de transicdo do modelo (4.6), chegamos &
equagao de evolugio para a correlagio de dois sitios ()
d

7 (min;) = é\" Yo Al = m)nmies) + 3 (L =mn)ny) — (namyy - (4.21)
S(a+047)

O primeiro termo do segundo membro nos mostra que a correlacio de dois
sitios envolve a de trés sitios, etc., de modo que para analisar seu comporta-
mento precisaremos truncar o sistema de equacdes em algum ponto. Numa
aproximacao de campo médio de segunda ordem, ou aproximacio de pares,
escrevemos a correlagao de trés sftios em termos das correlacdes de um e dois
sitios de acordo com a relagao
(nima) {mimw)
(nimine) = , (4.22)
{m)
onde j e k sdo dois vizinhos distintos de um sitio ¢. Considerando um sistema
isotrGpico, ou seja, supondo que {7;) = p independentemente de 4, e supondo
ainda que (7;m;) = ¢ para dois sitios vizinhos 7 ¢ j, independentemente de
quais sejam, obtém-se a equagio
d,_2G-1) (-9

2)
TR i " —(p—9)—2¢. (4.23)
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As equagles (4.23) e (4.10) formam um sistema fechado para p e ¢, que
também possui duas solugdes estaciondrias. Uma delas, naturalmente, é a
solugdo trivial,

p=¢ =0, (4.24)

e corresponde ao estado absorvente. A outra solucdo é nao nula, relacionada
a0 estado estacionario ativo:

Mz—1)—2
Lo M=)
AMz—1)—1
A—1
= e ), 4.25
P (4.25)
Nesse caso, o valor critico da taxa A, a partir do qual p =0, é
Ae= —2 (4.26)
z =1

Mais uma vez, observamos as duas fases distintas que podem existir no es-
tado estaciondrio, caracterizando a transicio. A soluciio (4.24) é vilida para
A < X; (estado estaciondrio congelado) enquanto a solucio (4.25) vale para
A > A, (estado estaciondrio ativo). Apesar de as aproximacdes de campo
médio simples e com pares fornecerem valores diferentes para a taxa critica,
o comportamento critico do pardmetro de ordem continua o mesmo, pois este
continua descrevendo a transicdo com expoente critico igual a 1. A medida
em que se aumenta a ordem da aproximacio de campo médio, espera-se que
o valor da taxa critica se aproxime do valor correto. E importante notar que
o processo de contato apresenta transi¢io de fase em qualquer dimenséo, e
nesse sentido possui comportamento distinto do modelo de Ising e de outros
modelos de equilibrio com interacées de curto alcance que nio apresentam
transicdo de fases a temperaturas finitas em uma dimensio. O modelo est4
na classe de universalidade da percolacio direcionada [36, 37, 38|, e, em d
dimensoes, tem os mesmos expoentes criticos da percolacio em D = d + 1
dimensdes. A dimensdo critica superior da percolacéo direcionada é D, = 5
[39], de modo que, para o processo de contato, ¢ d, = 4. Portanto, para
d > 4 os expoentes criticos devem ser os expoentes cléssicos com possiveis
corregOes logaritmicas na dimenséo critica superior.
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4.3 Processo de contato conservativo

Recentemente, Tomé e de Oliveira [20] introduziram o processo de contato
conservativo (PCC), que é uma versido do processo de contato usual onde
o nimero de particulas, ou de sitios ocupados, ¢ estritamente conservado.
Neste processo as particulas podem saltar sobre sitios de uma rede regu-
lar, mas caem somente em sitios vazios que tenham pelo menos um vizinho
ocupado por uma particula. Ao contrdrio do processo usual, o processo de
contato conservativo nao possul estado absorvente. Apesar de nao possuir es-
sa importante propriedade, o novo processo exibe, no limite termodinamico,
um comportamento idéntico aquele do processo usual, reproduzindo quan-
tidades universais e ndo-universais. O processo de contato conservativo foi
entdo identificado com o processo de contato num ensemble de niimero de
particulas constante, fato ja confirmado por simulaces numéricas em uma
dimensdo [20]. Depois disso, Hilhorst e Wijland [21] forneceram uma prova
da equivaléncia de ensembles no estado estaciondrio: o ensemble usual (onde
a taxa € constante) e o ensemble conservativo (onde o ntimero de particulas
é constante). O uso de diferentes ensembles para calcular as propriedades
termodindmicas de um sistema em equilfbrio é algo bem estabelecido e existe
um procedimento padrio para se passar de um ensemble a outro [22, 23, 24].
Para sistemas de ndo-equilibrio, entretanto, no existe um procedimento ge-
ral. De qualquer forma, a possibilidade de se usar diferentes ensembles em
modelos de ndo-equilibrio foi colocada por Ziff e Brosilow [25], quando eles
empregaram um ensemble de cobertura constante para analisar um mode-
lo irreversivel de reagio-difusio, originalmente definido em um ensemble de
taxa constante.

Nesta secdo, apresentamos uma andlise numérica do processo de contato
conservativo definido em redes hipercibicas com dimensdes d variando de 1
a 5. A conservacao do nimero de particulas nos permitiu realizar simulacées
numeéricas sem o risco de o sistema ficar aprisionado no estado absorvente.
Determinamos o ponto critico, assim como o expoente critico 3 e a dimensio
fractal dp no ponto critico. O uso desse novo ensemble nos permitiu deter-
minar 0 ponto critico com uma precisdo muito boa. Os resultados para £
e dr também estdo em boa concordancia com os valores conhecidos para o
processo de contato usual.

O processo de contato em um ensemble de niimero de particulas constante
¢ definido a seguir. Um sitio vazio da rede é ocupado de maneira similar 2
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criagao catalitica do processo de contato usual. A diferenca é que nesse caso
nenhuma particula é criada; uma particula do sistema é escothida aleato-
riamente, deixando seu sitio original e passando a ocupar o sitic em questao.
Dessa maneira, os processos de aniquilacio espontanea e de criacio catalitica
sao simplesmente substituidos por um processo de saltos. Entretanto, estes
saltos ndo sdo aleatdrios pois ndo se permite que uma particula salte para um
sitio vazio rodeado por sitios também vazios: pelo menos um vizinho deve
estar ocupado. Os sitios que potencialmente podem alojar uma particula,
ou seja, aqueles que tém ao menos um vizinho ocupado, serdo chamados
sitios ativos, e tém fundamental importancia no modelo. De acordo com essa
definicdo, o processo de contato conservativo é um modelo de dois estados
governado pela equacdo mestra

%P(m t) = ;;1; Z; Xj: {wi ()P (,1) — wy () P(n, 1)}, (4.27)

onde o vetor 77/ é aquele que difere de 7 apenas pelo estado dos sitios i e j,

Wij = (Tl‘la'“al — Ty ooy 1 "nj7"'nN)’ (428)

e wi;(n) é a taxa de transi¢do do estado 7 para o estado 1%, dada por
1
wi () = ?7«;;(1 - "f]j) Z%‘M, (4.29)
5

de modo que o modelo conserva o nimero n de particulas, e o nimero de
sitios ativos no sistema é dado por

e = = (1= 1) 3 s (4.30)
3 [

Uma quantidade que serd utilizada durante toda a andlise a seguir é o niimero
efetivo médio de sitios ativos por particula, denotado por ¢, e escrito como
o == M (431)
n
Nas se¢des seguintes, apresentaremos nossa andlise numeérica deste sistema,
nos diferentes regimes possiveis.
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4.3.1 Regime subcritico

Devido ao fato de a dindmica conservar o nimero de particulas do sistema,
este ndo possul um estado absorvente. Essa lei de conservacao nos permite
realizar simulacdes numeéricas sem o perigo de o sistema ser aprisionado no
estado absorvente, como ocorre no processo de contato usual. Assim, os
estados quase-estaciondrios [2] observados no processo de contato usual, no
regime subcritico, se tornam estados estaciondrios genuinos no processo con-
servativo.

Simulamos o processo de contato conservativo em redes hiperciibicas d-
dimensionais com d = 1, 2, 3, 4 e 5, para diferentes valores do nimero
total n de particulas no sistema, variando de n = 2 a n = 2600 [41]. Fm
uma rede infinita as particulas ndo se espalham ao infinito, como se poderia
esperar, mas permanecem unidas formando aglomerados fractais como se
pode observar na figura (4.1). A razio para isso é o fato de as particulas néo
saitarem para qualquer sitio da rede, mas somente para aqueles sitios que
sao adjacentes a uma particula.

A simulagéo do sistema com n particulas é realizada da forma descrita
a seguir. A cada intervalo de tempo um dos n sitios ocupados é sorteado
aleatoriamente e um de seus z primeiros vizinhos é também escolhido ao aca-
s0. Be o sitio vizinho sorteado estiver vazio, entdo ele serd ocupado por uma
das n particulas do sistema, escolhida aleatoriamente. Se, por outro lado,
o sitio vizinho sorteado ja estiver ocupado, o estado do sistema permanece
o mesmo. Um passo de Monte Carlo ¢ definido como n passos como esse.
Cada simulagdo foi realizada comegando de uma configuracdo onde todas
as particulas estavam juntas. As quantidades de interesse, tais como (n,),
foram estimadas usando-se um nimero de passos de Monte Carlo variando
de 107 a 108.

Uma vez que a rede é infinita e 0 ntiimero de particulas é finito, a densidade
de particulas é zero e o sistema estd naturalmente confinado no regime sub-
critico. A tabela (4.1) mostra os valores numéricos de a = (ny.) /n obtidos
através das simulagdes.

A medida em que n— 00, 0 ndmero efetivo de sitios ativos por particula se
aproxima de seu valor critico .. Este valor critico foi obtido através de um es-
quema de extrapolagdo aplicado aos dados da tabela (4.1), paran > 28. Para
cada conjunto de trés pontos consecutivos, {(.1, ;.1 )(0, T} (11, Tip1)},
onde r = 1/n, ajustamos uma reta, obtendo um valor extrapolado tentativo
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Figura 4.1: Exemplo de uma configuracio de n = 900 particulas em uma
rede quadrada infinita, no regime suberitico. Os eixos z e y representam
as coordenadas dos sitios ocupados, representados por pequenos quadrados
negros. A origem dos eixos de coordenadas é arbitraria.
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Tabela 4.1: Nimero efetivo médio « de sitios ativos por particula para o PCC
em redes hipercibicas infinitas de dimensdes variando de d = 1 a d = 5, no
regime subcritico. A dltima linha mostra a ordem de grandeza dos erros
estatisticos dos resultados.

d=1 d=2 d=3 d =4 d=75
0.633974 0.842079 0.901897 0.9292383 (.9447486
0.562357  0.78149  0.86573  0.903985  0.925421
0.46964 0.74570  0.84516  0.890173  0.915127
0.41611  0.70650  0.82219  0.875190  0.904183
0.38909  0.68508 0.80942 0.867049  0.898388
12 0.36174  0.66202  0.79539  0.858281  0.892299
16 0.34790  0.64969  0.78777  0.853580  (.889080
20 0.33944  0.64200 0.78291  (.850627  0.887106
28 0.32956  0.63281  0.77705  0.847076  0.884772
40 0.32206  0.62561  0.77237  0.844271  0.882960
56 0.31698  0.62060 0.76906  0.842302  0.881i708
80 0.31299  0.61667 0.76646  0.840768  0.880748
112 031034 0.61396 0.76464  0.839701  0.880095
160 0.30825 0.61187 0.76320  0.838832  0.879592
224 030689 0.61045 0.76220 0.838308  0.879252
320 0.30585 0.60933  0.76143  0.837867  0.878993
450  0.30508  0.60856  0.76089  0.837561  0.878819
640  0.30456  0.60799  0.76048  0.837333  (.878686
900  0.30420 0.60758  0.76019  0.837170  0.878597
1300 0.30388 0.60728 0.75996  0.837042  0.878527
1800 0.30373  0.60708 0.75982  0.836966  0.878487
2600 0.30355  0.60692  0.75970  0.836900  0.878448
0.00002  0.00001  0.00001  0.000005  0.000005

oo e e oo
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Tabela 4.2: Valores de g, A, expoente 7 e dimensao fractal dg para di-
mensoes variando de d = 1 a d = 5, obtidos para o PCC. Os valores o, s&o
extrapolagles feitas a partir dos resultados na tabela {4.1) conforme explica-
do no texto.

d X Ac ﬁ dr

1 0.30323(2) 3.2978(2) 0.277(1) 0747(4)
2 0.60653(1) 1.64872(3) 0.585(4) 1.20(1)
3 0.75940(1) 1.31683{2) 0.78(1) 156()
4 0.83674(1) 1.19511(1) 1 2

5 0.87837(1) 1.13847(1) 1 2

. O valor extrapolado final fol obtido através de uma regressio quadritica
sobre os pontos {a.;, z;). O valor extrapolado ¢, estd apresentado na tabela
(4.2) juntamente com o valor critico A, = 1/a, para cada dimensdo. Uma

medida do tamanho do aglomerado é dada pela quantidade R = 1/ (rfnax),
onde rmax(n) é a malor distdncia entre duas particulas do aglomerado 7.
Enquanto n é finito, o tamanho linear médio R também é finito, mas diverge
quando n-+oc0. Assumimos o comportamento assintético [40]

R~ nMér (4.32)

onde dp ¢ a dimensdo fractal. Na figura {4.2) mostramos R como funcio de
n em um grafico log-log para dimensdes variando de 1 a 5. As inclinacdes
das retas ajustadas aos dados correspondentes as dimenstes d =1, 2 e 3 sao
1.338(6), 0.832(8), 0.64(1), respectivamente. Para d = 4 e 5, as inclinagdes
sdo consistentes com o valor classico 1/2. O inverso desses valores déd a
dimenséo fractal dp mostrada na tabela (4.2).

4.3.2 Regime supercritico

No regime supercritico a densidade de particulas p é n&o nula. Portanto, em
uma rede infinita o niimero de particulas deve ser infinito. Se arazdon/N = p
¢ mantida constante e ndo nula, entdo o sistema estard confinado no regime
supercritico quando N — oo, Realizamos também simulacdes do processo de
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Figura 4.2: Tamanho médio R do sistema, no regime subcritico, em funcio
do ntmero n de particulas para dimensdes variando de 1 a 5 em um gréifico
log-log. Para comparacio mostramos uma linha continua com inclinacio
igual a 1/2.
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contato conservativo neste regime, desta vez em redes hipercibicas finitas
com condic¢des periddicas de contorno. Os maiores valores de NV utilizados
nas simulacdes foram N = 10000, N = 100%, N = 253 N = 10 N = ¢°
parad =1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Para estimar a média {n,.), usamos
um nimero de passos de Monte Carlo variando de 10% ¢ 107. Aqui umn passo
de Monte Carlo é definido como N passos definidos na simulagio do regime
subcritico. A quantidade o foi entdo obtida através da equagdo (4.31). Para
N suficientemente grande, espera-se o comportamento

(0 ~ @) ~ Pl/ﬁa (4.33)

onde § ¢ o expoente do pardmetro de ordem. A figura (4.3) mostra, em
um gréafico log-log, os valores de o, — a versus os valores da densidade de
particulas p, onde usamos os valores de e, obtidos na secio anterior e apre-
sentados na tabela (4.2).

As inclinagdes das retas ajustadas aos dados fornecem os valores 3.61(1),
1.71(2), 1.26(2) para d = 1, 2 e 3, respectivamente. Para d =4 e 5, sdo con-
sistentes com o valor cldssico 1. O inverso desses valores fornece o expoente
3, apresentado também na tabela (4.2), para cada uma das dimensdes ana-
lisadas.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, apds apresentarmos as definicbes dos processos de contato
usual e conservativo, detalhamos a andlise numérica realizada e os resultados
obtidos. O expoente critico 5 ¢ a dimensio fractal dp estio em boa con-
cordincia com os respectivos valores para o processo de contato usual. Os
paridmetros criticos A, obtidos neste capitulo estdo em excelente concordancia
com os valores da literatura e, com excecdo do caso d = 1, forneceram as me-
lhores estimativas até o momento [41]. No regime subcritico, o processo de
contato conservativo tem uma propriedade notdavel. A medida em que se
aumenta o nimero de particulas no sistema infinito, este se aproxima da
criticalidade, e o se aproxima de seu valor critico «,. Este processo tem,
portanto, similaridades com a criticalidade auto-organizada, j4 que nenhum
parametro ajustdvel é necessdrio para levar o sistema ao estado critico.
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Figura 4.3: Gréfico log-log de (a, — o) versus a densidade p, no regime
supercritico. Para comparagio mostramos uma linha continua com inclinacao
igual a 1.



Capitulo 5

Conclusao

E bem conhecido o fato de os sistemas em equilibrio termodindmico serem
descritos pela distribuicio de probabilidades de Gibbs. Os sistemas fora do
equilibrio, por outro lado, néo sdo descritos por uma distribuicio conheci-
da a priori, e sim pelas regras dinimicas de cada modelo. Neste trabalho,
estudamos trés modelos cujas regras envolvem processos estocdsticos marko-
vianos ocorrendo sobre redes.

No primeiro deles, o autémato celular probabilistico de Domany-Kinzel,
utilizamos o formalismo da percolagio direcionada para obter o diagrama de
fases e os pardmetros criticos através do método de expansdes em série. As
séries obtidas no trabalho foram analisadas através do método dos aproxi-
mantes de Padé, o que permitiu obter os valores criticos g, = 0.2943(1) e 8 =
0.2725(2), um pouco discrepantes daqueles da literatura, ¢, = 0.294515(5)
e J = 0.2763(3). Essa discrepincia se deve ao nimero relativamente pe-
queno de termos que foi possivel obter para as séries, através de algoritmos
computacionalmente muito custosos.

Em seguida, nos utilizamos de simulagdes numéricas para estudar alguns
processos de reagao-difusdo que podem estar relacionados com a compactacéo
de sistemas granulares. Inicialmente, analisamos o modelo de altura méxima
1, o que permitiu corroborar o valor para o expoente critico o = 0.5. Em
seguida, as simulagdes dos modelos de alturas méaximas h, maiores do que
1, também forneceram bons resultados, permitinde confirmar a conjectura
o = 1/h. Finalmente analisamos o modelo de aniquilacio de pares em uma
e duas dimensdes. Ambos os modelos permitiram a confirmacdo do valor
o = 0.5, embora as simulagbes do modelo bidimensional tenham algumas
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vezes aprisionado o sistema em algumas densidades, o que sugerimos que
possa, no futuro, ser resolvido através da introducao de ruido no sistema.

Por fim, estudamos uma variante do processo de contato em wm ensemble
onde o numero de particulas é constante, realizando simulagdes numéricas que
nos permitiram obter os pardmetros criticos com boa precisao. O modelo foi
analisado em dimensdes variando de 1 a 5, e o expoente critico 3, assim como
a dimensdo fractal dp, estd em boa concordincia com os respectivos valores
do processo de contato usual. Os valores dos pardmetros criticos A, estdo em
excelente concordancia com os valores da literatura, e, com exce¢io do caso
d = 1, forneceram as melhores estimativas até o momento.
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