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Resumo

Várias propriedades das colisões de partículas hadrônicas são bem descritas pela
teoria termodinâmica de Hagedorn para hádrons altamente excitados (em inglês, fire-
balls) [1]. Uma destas propriedades é a distribuição dos momentos das partículas
decorrentes da colisão. O modelo estatístico desenvolvido por Hagedorn se mostra
em concordância com dados experimentais produzidos em colisões cuja energia no
centro de massa é relativamente baixa (

√
s< 10GeV), mas começa a apresentar fal-

has descrições com o aumento de
√

s [2]. Todavia, esta teoria foi generalizada us-
ando um formalismo termodinâmico não-extensivo proposto por Tsallis [3] [4] [5] que
tem se mostrado útil no ajuste dos dados experimentais. Essa generalização tem
sido bem sucedida na descrição da distribuição dos momentos transversais obtidos
para colisões de partículas ultra-relativísticas. Com o objetivo de melhor compreen-
der os aspectos estatísticos envolvidos nas colisões de partículas em altas energias,
este trabalho constituiu no estudo, do ponto de vista macroscópico, da produção e
distribuição de partículas em colisões relativísticas, utilizando-se das ferramentas es-
tatísticas desenvolvidas pela mecânica elaborada por Hagedorn e sua generalização.
Ao analisar os resultados, que são apresentados logo a seguir, tornou-se um dos ob-
jetivos deste projeto denotar que as propriedades das teorias indicadas anteriormente
(especialmente a generalização de Hagedorn) podem ser utilizadas como ferramentas
na descrição e fornecimento de propriedades do meio em colisões de partículas em
condições extremas.

Palavras-Chave: Colisões de Partículas; Estatística Não-Extensiva; Termodinâmica;
Espectro; Momentos Transversais; Tsallis; Hagedorn.
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Abstract

Many properties of hadron particles collisions are well described by Hagedorn ther-
modynamical theory for highly excited hadrons or fireballs [1]. One of these properties
is the momentum distribution of secondary particles produced. Hagedorn’s statistical
model is in good agreement with experimental data for collision with

√
s< 10GeV [2],

but it starts to show failed descriptions for higher
√

s [2]. However, this theory was gen-
eralized by using a non-extensive thermodynamics formalism proposed by Tsallis [3] [4]
[5], which has been useful to fit experimental data. Such generalization has been suc-
cessful in describing transverse momentum distributions obtained in ultra-relativistic
proton-proton collisions. Within the purpose of comprehending the statistical aspects
involved in collisions of particles in high energies, this work constitutes, in a macro-
scopic point of view, a study of production and distribution of particles in relativistic
collisions, through the use of statistical tools developed by Hagedorn’s mechanics and
its generalization. In analysing results (to be shown later), it became a purpose to
denote that the proprieties of the previously indicated theories (especially Hagedorn’s
generalization) may be used as appropriate tools in describing and providing environ-
ment properties in particles collisions in extreme conditions.

Keywords: Particle Collision; Non-extensive Statistics; Thermodynamic; Spectra;
Transverse Momentum; Tsallis; Hagedorn.
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1

1 Introdução

A invenção e construção de ferramentas para auxiliar as observações e medições

foram cruciais para o avanço da ciência. Os colisores de partículas podem se en-

quadrar como recentes ferramentas utilizadas pela ciência na incansável busca pela

compreensão do universo, não só nos domínios do micro, mas do macroscópico. Há

mais de 70 anos a descoberta e o entendimento da radiação guiaram à ideia de acel-

erar e colidir feixes de partículas, e desde então o desenvolvimento do processo de

aceleração e da coleta das informações após as colisões de tais feixes tem evoluído

de forma significativa. Os atuais aceleradores conseguem alcançar energias da ordem

de TeV (1012 eV), seis ordens de magnitude mais alta do que a MeV (106 eV), energia

produzida há 70 anos [6]. A evolução da instrumentação científica nessa área possi-

bilitou o entendimento, comprovação e a descoberta de muitos aspectos pertinentes

ao mundo das partículas subatômicas, e contribuiu para a emancipação dos ramos da

Física de Partículas e de Altas Energias.

Neste capítulo iremos introduzir algumas propriedades e conceitos relacionados à

ciência envolvida com as colisões de partículas produzidas experimentalmente.
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1.1 Física das Colisões

A Física das colisões cresceu de um pequeno papel que assumia na década de

60 do passado século para o de principal método de pesquisa da física de altas en-

ergias. Os colisores de partículas permitem aos cientistas desvendarem a estrutura

da matéria em distâncias extremamente curtas e com alta densidade de energia, fun-

cionando como um potente microscópico. A escala de precisão destas gigantescas

máquinas permite o estudo das interações fundamentais, com exceção da gravidade,

sem precedentes [7].

Em um experimento de colisão de partículas, dois feixes de partículas são aceler-

ados em direções opostas para colidirem em um local pré-determinado 1. As colisões

entre feixes constituídos de nucleons tais como nêutron (n), ou próton (p), dizem-

se colisões N+N. Caso as colisões ocorram entre feixes compostos por núcleos,

como ouro (Au), cobre (Cu) ou chumbo (Pb), diz-se colisões A+A. Há também as

colisões entre elétrons (e−) e pósitrons (e+) que foram bastante estudados principal-

mente na década de 90 pelo Large Electron–Positron Collider (LEP), no Organisation

Européenne pour la Recherche Nucléaire (CERN), devido à relativa pureza, uma

vez que e− e e+ são partículas elementares. Entretanto, no escopo de sondar novas

regiões, a física de partículas juntamente com as novas operações do maior acel-

erador de partículas da atualidade, o Large Hadron Collider (LHC), tem voltado às

atenções para as colisões entre prótons, p+ p, e entre núcleos, A+A [8].

1.1.1 Energia do Centro de Massa -
√

s

Uma maneira de se caracterizar as colisões é através da quantidade de ener-

gia disponível no centro de massa no referencial da colisão, denotado por
√

s. Para

colisões simétricas
√

s=
√

s2
1+s2

2, i.e., a energia do centro de massa é igual a raiz

1Há também colisões em que partículas são aceleradas contra um alvo fixo.
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quadrada da soma do quadrado da energia cinética das duas partículas colisoras.

Para as colisões entre núcleos, se usa a energia do centro de massa por nucleon,
√

sNN ≡√
s/2N, onde N é o número de nucleons de cada núcleo.

Um dos principais objetivos do LHC é acelerar prótons até alcançarem a energia
√

s= 7 TeV por próton. Essa energia deverá ser alcançada através de upgrades no

LHC dentro de alguns anos, pois atualmente os prótons são acelerados à energia de
√

s= 3,5 TeV. Cada feixe possui aproximadamente 2.808 aglomerados (grupos) de

prótons que se cruzam 107 Hz em um anel de 27 kmde perímetro. Cada aglomerado

é composto por aproximadamente 1,15x1011 prótons. Isso significa o LHC será capaz

de produzir feixes com uma energia de aproximadamente

Ef eixe= 2808x1,15x1011x7x1012eV = 2,36x1027eV = 3,63x108J. (1.1)

Essa energia é equivalente a de um carro de 3.200 kg com uma velocidade de 1.700

km/h [9].

1.1.2 Colisões de Íons - Aspectos Geométricos

Em colisões envolvendo íons pesados é essencial que se conheça o regime da col-

isão, que é expressa através de fatores tais como o parâmetro de impacto~b, onde |~b|

mede a distância entre os centros dos dois núcleos, e a seção de choque σ . Destes

parâmetros pode-se extrair a centralidade, que também está relacionada com a ge-

ometria da colisão. Como mostra a Figura 1.1, após uma colisão envolvendo núcleos

pode-se discriminar os nucleons que efetivamente participaram do processo de col-

isão, denominados participantes, das demais partículas, conhecidas como especta-

dores. Pode-se caracterizar a região de superposição (em inglês, overlap) a partir do

parâmetro de impacto. Outra forma de caracterizar essa região é através da faixa de
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centralidade, medindo a razão da seção de choque integrada pela total, i.e.,

σ(b)
σTOTAL

, onde σ(b) =
∫ b

0

dσ
db′

b′. (1.2)

Assim, eventos 10% mais centrais referem-se ao parâmetro de impacto b cuja seção

de choque corresponde apenas 0.1 de σTOTAL, ou seja, quanto menor o percentual

mais central é a colisão, implicando em uma maior superposição [10] e um maior

número de participantes, NPart, por este ser uma função de b (além de depender dos

tipos de partículas colisoras). Comumente, para se obter os valores dos diferentes

parâmetros geométricos da colisão, recorre-se a ferramentas matemáticas, tais como

o modelo ótico de Glauber [11].

Figura 1.1: Simulação de um processo de colisão de núcleos (Retirado da referência [12]).

A Figura 1.2 mostra o relacionamento de diversas propriedades e grandezas

envolvidas em uma colisão de núcleos (centralidades, número de partículas partici-

pantes, energia, número de partículas carregadas, seção de choque, ...) para uma

colisão Au+Au, com
√

s= 200GeV. Foi utilizado o HIJING [13].



1.2 Crômodinâmica Quântica - QCD 5

Figura 1.2: Relacionamento de diversas propriedades e grandezas envolvidas em uma colisão
de núcleos (Figura modificada da referência [14]).

1.2 Crômodinâmica Quântica - QCD

A Cromodinâmica Quântica (QCD2) é a teoria que descreve como interagem os

pártons, formados por quarks e glúons que, por sua vez, são partículas elementares.

2sigla, em inglês, paraQuantumChromoDynamics
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A QCD faz parte de um modelo mais geral conhecido como Modelo Padrão que é

o modelo usado para as partículas elementares (não apenas os pártons) e as suas

interações. Para cada tipo de interação há um designado tipo de carga. O caso mais

familiar é o das interações eletromagnéticas, onde temos a carga elétrica. Já para

a interação forte, a forma com que essas partículas interagem umas com as outras

depende da carga cor das partículas envolvidas. Assim como no eletromagnetismo

a interação entre duas partículas eletricamente carregadas é mediada pelos bósons

fótons, na QCD, o acoplamento entre dois pártons coloridos é mediado pelos bósons

de gauge chamados de glúons. Uma característica da QCD que difere das demais

teorias que descrevem interações entre partículas é o fato de que os próprios glúons

interagem com eles mesmos, pelo fato deles serem coloridos [8]. A interação entre

glúons está relacionada com uma propriedade da QCD que confina os quarks dentro

dos hádrons, conhecida como confinamento.

A propriedade de confinamento diz que um quark em um méson, ou um bárion,

nunca poderá escapar de outros quarks. A QCD diz que para que um quark se

distancie mais e mais de outro quark é necessário conceder mais energia ao sistema,

uma vez que força não desaparece. Há uma determinada distância, haverá bastante

energia no intenso campo crômoelétrico entre os quarks para formar um novo par de

quark-antiquark (q− q̄). Esse efeito acaba eliminando a possibilidade de se estudar

as propriedades de um quark livre, i.e., não-interagente, isolado [15]. O fato de se

observar apenas partículas sem cor na natureza corrobora com esta propriedade. As

medidas que sustentam a QCD são todas realizadas de maneira indireta devido à

impossibilidade de se observar os pártons diretamente [8].

Apesar do fenômeno de confinamento da QCD, é possível obter o desconfinamento

dos pártons ao submetê-los a condições extremas de temperatura e/ou pressão (ou

densidade). Isso se deve a outra propriedade da QCD, conhecida como liberdade ass-
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intótica [15] [16]. Esta propriedade prevê que quando dois quarks estão bastantes

próximos um do outro, a interação entre eles é muito pequena, ao ponto de poderem

ser tratados como livres. Há especulações teóricas que mostram o desconfinamento

dos quarks nos instantes iniciais do universo, logo após o Big Bang (altas temperat-

uras) [17] e no interior das estrelas de nêutrons (altas densidades) [18].

1.3 Transição de Fase da QCD

Aproximadamente na mesma época em que a propriedade de liberdade assintótica

da QCD foi formulada, os pesquisadores Collins e Perry [19] 3 propuseram que para

densidades muitos altas, ρ >> ρ0 - onde ρ0 é a densidade nuclear -, e/ou altas tem-

peraturas, T >> mπ - onde mπ é massa do píons -, a matéria fortemente interagente

deve-se comportar como um gás (ideal) de quárks e glúons em equilíbrio térmico [10].

Este estado da matéria nuclear é chamado de Plasma de Quark-Glúon (QGP 4). A

Figura 1.3 retrata a diferença entra a matéria ordinária e o QGP.

Figura 1.3: Na matéria ordinária (esquerda), os quarks estão confinados em hádrons. No QGP
os quarks não se encontram confinados dentro dos hádrons, maslivres. Retirado de [22].

3Collins e Perry foram motivados pelos trabalho [20] [21] e pelo trabalho sobre o espectro térmico hadrônico
de Hagedorn [1]

4Em inglês,Quark–Gluon Plasma
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Basicamente, o que ocorre é que, com a matéria hadrônica quente e densa, as in-

terações entre quarks se tornam mais fortes e as típicas transferências de momento se

tornam muito grandes em curtas distâncias. Em uma determinada temperatura crítica

Tc é esperado que os quarks se tornem desconfinados, devido à liberdade assintótica

da QCD. Em tal estado muito denso e quente de quarks, essencialmente espera-se

que quarks e glúons não interajam mais fortemente. Cálculos utilizando QCD na rede

(LQCD5) mostram um forte aumento da densidade de energia ε em função de T, e um

mais modesto crescimento para a pressão P, motivando a ideia da transição de fase da

matéria hadrônica, ou confinada, para o estado desconfinado [8]. A Figura 1.4 mostra

a densidade da energia como função da temperatura, calculada utilizando QCD na

rede. Cálculos recentes indicam que a transição de fase ocorre com Tc ≈ 150− 175

MeV, o qual corresponde a uma densidade de energia εc = 0,3−1,0 GeV/ f m3 [23].

5Em inglês,Lattice QCD
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Figura 1.4: Cálculos da densidade de energiaε e da pressãoP como função da temperatura
T utilizando QCD na rede [24] (quarksu e d). A temperatura críticaTc aqui é≈ 150 MeV.
Retirado de [8].

A transição de fase da matéria pode dizer muito sobre o relativamente descon-

hecido QCD [8]. Uma forma de estudar a ocorrência da transição de fase é através da

colisão de hádrons. A ideia é basicamente colidir nucleons, ou núcleos, para formar

um fireball onde os quarks estão essencialmente livres, podendo até virar um QGP.

Uma alternativa experimental para se obter o estado desconfinado da matéria,

é através de colisões entre íons pesados (A ≫ 1, onde A é o número atômico do

íon) relativísticos, i.e., velocidades próximas a da luz. Neste ambiente controlado

experimentalmente, espera-se alcançar densidades de energias ε, temperaturas T

e densidades da matéria ρ acima dos valores críticos para a formação do QGP, com o

propósito de se investigar os regimes de acoplamentos fracos e de interações fortes.

A Figura 1.5, representação do diagrama de fase da matéria nuclear, apresenta as
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prováveis regiões de transição para os diferentes valores de temperatura e densidade

bariônica. Para altas densidades e temperaturas próximas de zero é esperada a fase

do não confinamento [25].

Figura 1.5: Esquema do diagrama de fase da matéria nuclear, dado pela Temperatura x Densi-
dade bariônica. A possibilidade da nova fase, QGP, pode ser observada quando há um aumento
da temperatura (que pode ser alcançada artificialmente nos aceleradores de íons a altas ener-
gias) ou aumento da densidade bariônica (encontrada nas estrelas de nêutrons) [26]. Retirado
de [25].

1.3.1 Evolução Temporal

Pode-se dividir por etapas os processos envolvidos na colisão de íons pesados,

como mostra a Figura 1.6. Com a aceleração dos íons a velocidades próximas a da

luz, esses passam a assumir a forma de discos, devido à efeitos relativísticos. O

primeiro estágio da colisão é conhecido como a fase do pré-equilíbrio. Nesta etapa,

que envolve a chamada hard physics, ocorre as colisões inelásticas entre os pártons

com altos valores de momento transferido. Como a região de interação é pequena,

com a colisão, há um grande aumento na temperatura, chegando a valores críticos

para a formação do QGP. Na etapa da formação do QGP, o sistema formado por

quarks e glúons, que estão no estado desconfinado, se expande e ao mesmo tempo
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produz grande quantidade de pares. Dessa forma, a densidade de quarks se man-

tém aproximadamente constante durante a expansão, com a maior parte da energia

sendo consumida na produção q− q̄. Com isso, a temperatura do sistema se man-

tém constante num valor crítico. A etapa subsequente é caracterizada por uma fase

mista, onde há uma considerável diminuição da densidade de sistema, e com isso

alguns quarks já não possuem energia suficiente para permanecerem desconfinados,

ocorrendo então o efeito de hadronização, i.e., confinamento do pártons. Com o pro-

cesso de hadronização, há o surgimento das partículas como os hádrons, léptons e

fótons. São as partículas geradas através do processo de hadronização que são, de

fato, detectadas pelos experimentos.
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Figura 1.6: Evolução temporal do processo de colisão. Dois núcleos se aproximam um do
outro, observem que os núcleos estão achatados devido à efeitos relativísticos; logo após a
colisão ocorre a formação do QGP, como uma onda de choque atingindo a matéria nuclear; a
etapa posterior é marcada pela expansão e esfriamento do QGP, e pela hadronização. Retirado
de [27].

1.4 Organização deste trabalho

Devido à grande complexidade inerente no processo de espalhamento após as col-

isões, têm-se recorrido a técnicas computacionais baseadas em modelos que fazem

uso das técnicas de Monte Carlo para explicar os dados experimentais. A vantagem

de tal abordagem é a possibilidade de se obter as distribuições de probabilidades

de vários estágios no processo, evitando a complexidade microscópica. Os modelos

utilizados são implementados com todos os aspectos conhecidos da QCD. Já os as-
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pectos desconhecidos, como a hadronização, são modelados fenomenologicamente

[28]. Entretanto, não há um entendimento fundamental da matéria [29].

Uma forma alternativa para entender o processo de espalhamento é estudar todo

o processo do ponto de vista macroscópico, i.e., sem levar em conta as interações

microscópicas entre os pártons, governadas pela QCD. Os pioneiros neste tipo de

abordagem foram Enrico Fermi [30], Lev Landau e Isaak Pomeranchuk [31], seguidos,

posteriormente, por Hagedorn [1], que apresentou um modelo estatístico mais con-

sistente e bastante difundido para a descrição de importantes características Termod-

inâmicas. No Capítulo 2 , veremos as vantagens de se utilizar a Mecânica Estatística

e a Termodinâmica para estudar sistemas com este ponto de vista, além de apresen-

tamos algumas formulações nesta área. No Capítulo 3 é mostrado os passos desen-

volvidos por Hagedorn na formulação da sua teoria e no Capítulo 4 é apresentada

uma generalização da teoria de Hagedorn para os casos que a primeira apresenta

resultados não coerentes. Após a descrição das teorias utilizadas para o estudo de

tais processos, apresentamos alguns resultados no Capítulo 6 das previsões de tais

teorias nos dados experimentais, onde a metodologia é descrita no Capítulo 5 . Por

fim, no Capítulo 7 é apresentada uma sumarização dos resultados deste trabalho,

juntamente com as considerações finais.
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2 Modelos Estatísticos

Historicamente, a Mecânica Estatística, considerada uma junção da mecânica

(clássica, relativística especial ou geral, quântica, ou qualquer outra) com teoria de

probabilidades [32], originou-se com a tentativa de descrever as propriedades térmi-

cas da matéria em termos das suas partículas constituintes. Um exemplo de notável

sucesso desta ciência está no papel fundamental que ela executou no desenvolvi-

mento da Mecânica Quântica [33].

As raízes da Mecânica Estatística guiam à Termodinâmica, pois a primeira tem

como um de seus objetivos explicar e/ou explorar conceitos termodinâmicos em ter-

mos de uma teoria microscópica [34]. Em outras palavras, dar uma base microscópica

para a Termodinâmica. Já a Termodinâmica possui a tarefa de definir quantidades físi-

cas (quantidades de estado) apropriadamente. Estas quantidades caracterizam as

propriedades macroscópicas da matéria, i.e., macroestado, de uma forma um tanto

não-ambígua quanto possível. A Termodinâmica relaciona-as através das funções (ou

equações) de estado [35], que por sua vez tem o relacionamento descrito pelas leis da

Termodinâmica, na busca pelo significado, i.e., pela informação que estas quantidades

pode nos fornecer sobre o sistema. Uma analogia interessante é a da descrição das

propriedades do sistema macroscópico pelas funções de estado, possibilitando quan-

tificar o estado de uma partícula através de suas coordenadas e momentos. Nessa
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analogia, as quantidades de estado assumem os papeis de coordenadas termod-

inâmicas. As mais familiares coordenadas termodinâmicas são aquelas que estão

relacionadas com o trabalho mecânico, tais como a pressão e o volume (no caso de

um fluido), tensão de superfície e área (para uma película), tensão e comprimento

(para um fio), campo elétrico e polarização (para um dielétrico), dentre outras [33].

Uma descrição mais formal da Termodinâmica é dada em [33], que a define como

sendo uma

descrição fenomenológica das propriedades de sistemas macroscópicos

em equilíbrio térmico

onde o termo descrição fenomenológica está relacionado com o fato das leis da Ter-

modinâmica serem axiomáticas, i.e., baseadas em um número de observações em-

píricas e com uma coerente estrutura lógica e matemática construída com base nestas

observações. Essa estrutura lógica conduz a uma variedade de conceitos úteis e a um

testável relacionamento entre diversas quantidades. As leis da Termodinâmica podem

ser justificadas apenas por uma mais fundamental teoria (microscópica) da natureza.

Como exemplo, a Mecânica Estatística tenta obter estas leis partindo de equações da

mecânica clássica ou quântica para o conjunto de partículas [33]. O fato dos conceitos

da Termodinâmica serem bastante gerais e extensos faz com que sejam intensamente

aplicados a muitos campos da ciência [35].

As funções de estado são bem definidas apenas quando o sistema está em equi-

líbrio, i.e., quando as suas propriedades não se alteram apreciavelmente com o tempo

no intervalo de interesse (tempo de observação). A dependência com o tempo de ob-

servação torna o conceito de equilíbrio subjetivo. Como exemplo, uma janela de vidro

está em equilíbrio como um sólido por muitas décadas, mas em movimento como um

fluido sob um escala de tempo de um milênio. Em outro extremo, é perfeitamente legí-
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timo considerar o equilíbrio entre a matéria a e radiação no início do universo durante

os primeiros minutos do Big Bang [33]. A evolução temporal dos sistemas em direção

ao equilíbrio é governada pela segunda lei da Termodinâmica.

Neste trabalho iremos apresentar aspectos que envolvem a estatística dos proces-

sos físicos relacionados à dinâmica da reação. Para este fim, introduzimos uma breve

descrição da Mecânica Estatística de Boltzmann-Gibbs (BG) e a ideia Termodinâmica

da entropia. Logo após, apresentamos um formalismo que generaliza a teoria de BG.

Esse formalismo surgiu com o objetivo de estender o domínio e a aplicabilidade da

estatística de BG em situações de impossibilidade de verificação dos postulados e

em sistemas onde as predições da mecânica de BG apresentam discordância com a

realidade.

2.1 Distribuições de Probabilidades

As leis termodinâmicas são baseadas nas observações de estruturas macroscópi-

cas e encapsulam suas propriedades térmicas. Por outro lado, a matéria é composta

de átomos e moléculas cujos movimentos são governados por leis mais fundamentais,

sendo estas das mecânicas Clássica ou Quântica. Em princípio deveria ser possível

derivar o comportamento de uma estrutura macroscópica a partir do conhecimento de

seus componentes, i.e., seus constituintes. Na verdade, descrever completamente a

dinâmica do grande número de partículas envolvidas é uma árdua tarefa.

A essência da Mecânica Estatística reside na análise estatística de modelos os

quais se aproximam da realidade física. Esses modelos constam com algum tipo de

distribuição de probabilidades, que é utilizado para calcular as médias estatísticas ou

os valores esperados de determinadas quantidades físicas ou estatísticas. Esta dis-

tribuição de probabilidades pode depender de um pequeno número de parâmetros
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os quais podem ser estimados através de dados experimentais [34]. Para discutir as

propriedades deste sistema macroscópico, não é necessário o total conhecimento do

comportamento de suas partículas constituintes. Tudo o que é requerido é a prob-

abilidade das partículas estarem em um particular estado microscópico. Portanto, a

Mecânica Estatística é inerentemente uma descrição probabilística do sistema [33].

2.1.1 Distribuição de Maxwell

No intuito de mostrarmos a importância que a Mecânica Estatística desempenha no

estudo de sistemas físicos do ponto de vista macroscópico, iremos tomar a distribuição

de Maxwell e aplicá-la a fim de obtermos algumas das propriedades de um determi-

nado sistema. O número de moléculas em um metro cúbico de ar é da ordem de

1025 moléculas. Seria uma árdua, se não impossível, tarefa tentar conhecer o estado

de cada uma destas partículas. Entretanto, ao tratar o sistema com o ponto de vista

macroscópico pode-se utilizar, como ferramenta, a poderosa e econômica Mecânica

Estatística para encontrar quantidades e variáveis físicas como, e.g., as velocidades

das partículas. Consideremos como exemplo um gás composto por partículas idên-

ticas com massa m, onde m é massa para cada partícula. Através da densidade de

probabilidade podemos encontrar uma boa aproximação da velocidade v das partícu-

las neste gás. A conhecida distribuição de Maxwell tem a forma

f (v) =

(

βm
2π

)3/2

4πv2e−
1
2βmv2, (2.1)

onde

β =
1

kBT
, (2.2)

sendo T a temperatura e kB a constante de Boltzmann que tem a dimensão de energia

por temperatura [J/K]. Será considerado neste trabalho kB= 1, i.e., β = 1/T. A equação

2.1 está normalizada, i.e.,
∫ ∞

0
dv f(v) = 1. (2.3)
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Se derivarmos a equação 2.3, que é uma constante, com relação à β , teremos

∂
∂β

∫ ∞

0
dv f(v) = 0

⇒ 1
2

m〈v2〉= 3
2β

=
3
2

T,
(2.4)

mostrando que a média da energia cinética é proporcional à temperatura T. Este

resultado é um caso particular da lei de equipartição. A segunda parte da equação

2.4 é bastante utilizada, no contexto experimental, para a definição da temperatura

T [33]. A representação gráfica da distribuição de Maxwell, para βm= 1, pode ser

conferida na Figura 2.1.

v
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

o de Maxwella~Distribuic

Figura 2.1: Distribuição de Maxwell comβm= 1.

2.1.2 Distribuições de Probabilidades no Espaço de Fase

Boltzmman generalizou a distribuição de Maxwell introduzindo a distribuição de

probabilidades no espaço de fase. Como vimos anteriormente, a distribuição de

Maxwell considerou apenas um parâmetro, a velocidade das moléculas no gás. Pode-

se obter uma melhor e mais geral distribuição ao se considerar dois parâmetros: a
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posição e o momento das moléculas no gás. Podemos então tomar uma distribuição

de probabilidades f (q, p) no espaço de fase Γ, onde f (q, p) é uma função positiva que

depende das coordenadas q1,q2, ...,qN e dos momentos p1, p2, ..., pN de todas as N

partículas do sistema. A normalização é dada por

1
N!h3N

∫

Γ
dqdp f(q, p) = 1, (2.5)

sendo h uma constante com as dimensões do produto da posição pelo momento. Uma

frequente escolha para valor de h é o da constante de Plank [33].

Através de qualquer distribuição de probabilidade, pode-se calcular o valor esper-

ado de alguma outra função A(q, p) no espaço de fase da seguinte forma

〈A〉= 1
N!h3N

∫

Γ
dqdp f(q, p)A(q, p). (2.6)

2.2 Mecânica Estatística de Boltzmann-Gibbs

Na segunda metade do século XIX, Boltzmann e Gibbs desenvolveram uma estatís-

tica que, com notável sucesso, tem sido aplicada a diversos sistemas. A distribuição de

probabilidades de Boltzmann-Gibbs tem executado um papel central nos fundamentos

da Mecânica Estatística [33], e tem a específica forma

f (q, p) =
1

Z(β )
e−βH(q,p), (2.7)

onde Z(β ), denominada função de partição, normaliza a função f (q, p) e é dado por

Z(β ) =
1

N!h3N

∫

Γ
dqdpe−βH(q,p), (2.8)

onde, como antes, β = 1/T e H(q, p) é o hamiltoniano. H(q, p) equivale a energia

total de um sistema onde as partículas tem as posições q1,q2, ...,qN associadas com

os momentos p1, p2, ..., pN. Um sistema descrito pela distribuição de Boltzmann-Gibbs

(equação 2.7) é dito como pertencente ao ensemble canônico [33].



2.2 Mecânica Estatística de Boltzmann-Gibbs 20

Um dos principais aspectos dessa teoria de Boltzmann–Gibbs é a apresentação

da entropia com uma abordagem probabilística na forma

SBG =−kB

W

∑
i=1

pi ln pi , (2.9)

com i representando os microestados de um sistema, pi a probabilidade, kB a Con-

stante de Boltzmann e W a quantidade de microestados compatíveis com o estado

microscópico do sistema isolado. A equação 2.9, conhecida como entropia de Boltz-

mann–Gibbs–Shannon, satisfaz algumas propriedades matemáticas que mostram que

a entropia é não-negativa, côncava e extensiva [36].

Quando levamos em conta que a probabilidade é mesma para os microestados,

i.e., pi =
1
W , podemos expressar a ideia Termodinâmica da entropia como

SBG =−klnW, (2.10)

A equação 2.10 está entre as equações fundamentais da Mecânica Estatística, e ela

é conhecida na literatura como princípio de Boltzmann.

Embora o princípio de Boltzmann se refira a estados microscópicos, não é possível

implementar cálculos para derivar este princípio da própria dinâmica microscópica

[36]. Por mais que essa teoria não seja derivada de algo mais fundamental, em sis-

temas em que interações de curto alcance temporal e espacial são dominantes ela

tem sido bastante útil.

2.2.1 Aspectos Matemáticos

Um dos principais aspectos da entropia de BG é a aditividade. Como exemplo,

tomemos a forma da entropia do sistema S(A,B) composto por dois subsistemas A e

B, sendo S(A) e S(B) a entropia destes subsistemas, respectivamente. A entropia do

sistema S(A,B) é determinada pela lei de composição, sendo a soma das entropias
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dos subsistemas, ou seja,

S(A,B) = S(A+B) = S(A)+S(B). (2.11)

A equação 2.11 pode ser generalizada para o caso de N subsistemas iguais

S(
N

∑
i=1

Ai) = S(N A) = N S(A), (2.12)

onde Ai = A. Há ainda o caso mais geral da entropia, o caso de N subsistemas difer-

entes,

S(
N

∑
i=1

Ai) =
N

∑
i=1

S(Ai). (2.13)

Outra propriedade que a forma da entropia de BG conduz é o da extensividade. Um

sistema propriamente extensivo com N subsistemas possui um comportamento ass-

intótico tal que o conceito de extensividade pode ser relacionado na seguinte forma:

lim
N→∞

|S(NA)|
N

< ∞. (2.14)

A equação 2.14 mostra que existe um fator de proporcionalidade finito entre |S(N)| e

N. De forma mais específica, a aditividade em relação a uma dada lei de composição,

implica em extensividade, onde temos

lim
N→∞

|S(NA)|
N

= S(A), (2.15)

ou seja, pode-se considerar que um sistema extensivo é assintoticamente aditivo [36].

2.3 Mecânica Estatística Não-Extensiva

Apesar da entropia de BG se mostrar bem sucedida para uma a enorme gama

de sistemas físicos, o fato de ela desprezar as interações entre elementos de subsis-

temas diferentes conduz, em alguns casos de sistemas que possuem interações de

longo-alcance, a resultados incoerentes. Neste caso, interações de elementos perten-
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centes a diferentes subsistemas são tratados como interações dentro de cada subsis-

tema. Nestes tipos de sistemas, que, por vezes, são categorizados como sistemas

complexos, as previsões da estatística de BG apresentam desvios e as característi-

cas dinâmicas estão frequentemente associadas a não-ergodicidade. A ocupação de

fase não-equiprovável também pode conduzir a estruturas não-triviais que invalidam

hipóteses relacionadas com a mecânica de BG. Recentemente, um considerável es-

forço tem sido feito para estender a o formalismo da física estatística para além dos

limites estabelecidos por Gibbs em seu livro Princípios elementares na Mecânica Es-

tatística, de 1902 [37]. A tradicional física estatística foca em sistemas com muitos

graus de liberdade, e o formalismo torna-se exato no limite termodinâmico. Uma

motivação para ir além do formalismo padrão é o atual interesse em sistemas relativa-

mente pequenos [34].

Há muitos sistemas que não são bem descritos pela estatística de BG. No caso

das colisões de hádrons com altas energias, a interação de longo alcance é uma

usual interpretação do fenômeno de intermitência. Este fenômeno é dado pela grande

flutuação da densidade de partículas, e está presente na produção hadrônica. As

interações de longo alcance podem ocorrer em muitas situações, especialmente em

processos onde o volume de interação é da ordem da dimensão dos próprios hádrons,

resultando assim em uma alta densidade hadrônica [28].

Portanto, com o objetivo de tratar estes sistemas anômalos, uma maneira alterna-

tiva para descrever a estatística de tais sistemas se mostrou completamente plausível.

Para este fim, foi necessário elaborar outras entropias físicas (em acréscimo à de

BG), para os quais a hipótese simplificadora de ergodicidade e/ou independência (no

sentido de ausência de correlações) não fosse possível [36].
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2.3.1 Formulação Não-Extensiva

Em 1988 Tsallis propôs [3], no intuito de estender o domínio de aplicação da es-

tatística de BG para os sistemas onde as usuais funções eram violadas, uma Mecânica

Estatística baseada em um formalismo não-extensivo. Neste formalismo, a função ex-

ponencial foi generalizada para uma função denominada q-exponencial

ex
q ≡ [1+(1−q)x]1/1−q (q∈ ℜ), (2.16)

onde q é um parâmetro real também conhecido como índice entrópico. Pode-se veri-

ficar que a equação 2.16, além de ser não negativa e monotonamente crescente, tem

as seguintes características [5] (ver Figura 2.2):

i ) Para q→ 1⇒ ex
1 = ex (∀x);

ii ) Para q> 1, possui a característica de uma lei-de-potência quando x→ ∞ e diverge

em x=
1

q−1
;

iii ) Para q< 1 tem um ponto de corte em x=
−1

1−q
, abaixo do qual é definido como

sendo identicamente zero;

iv ) Se x→ 0, temos que: ex
q ∼ 1+x (∀q).

O inverso da função q-exponencial é o q-logaritmo, que é

lnqx=
x1−q−1

1−q
(q∈ ℜ). (2.17)

Utilizando o mesmo raciocínio usado para a equação 2.16, pode-se verificar que

ln1 x= ln x (∀x) e se x→ 1⇒ lnqx∼ x−1(∀x). A entropia nessa formulação será dada

pela fórmula

Sq = k
1−∑W

i=1 pq
i

q−1
(q∈ ℜ), (2.18)

onde k é uma constante positiva (que, sem perda de generalidade, assumimos como

igual a 1), W é o número total de configurações microscópicas e {pi} é um conjunto de
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probabilidades associadas {∑W
i=1 pi = 1}. A expressão contínua pode ser obtida com a

fórmula

Sq =
1− ∫ dx p(x)q

q−1
, (2.19)

enquanto que a expressão quântica é

Sq =
1−Tr ρq

q−1
, (2.20)

sendo ρ a matriz densidade.

No limite em que q→ 1, a entropia formulada por Tsallis, se torna na bem conhecida

entropia de BG, ou seja,

lim
q→1

Sq = SBG, (2.21)

mostrando-se uma possível generalização da Mecânica Estatística de BG.

A propriedade de não-extensividade pode ser exemplificada ao obter, e.g., o valor

da entropia para dois sistemas independentes A e B, onde pA+B
i j = pA

i pB
j ∀(i, j), que nos

dará

Sq(A,B) = Sq(A+B) = Sq(A)+Sq(B)+(q−1)Sq(A)Sq(B). (2.22)

Os casos em que q < 1 correspondem a superextensividade de Sq, quando q > 1,

subextensividade de Sq [5]. Tanto para superextensividade quanto subextensividade

Sq ≥ 0.

É conhecido que o valor esperado de uma determinada variável pode ser obtido

com a equação

〈(. . .)〉 ≡
W

∑
i=1

pi(. . .). (2.23)

Na Mecânica Estatística Não-Extensiva, pode-se determinar o valor q-esperado nor-

malizado com a fórmula

〈〈(. . .)〉〉q ≡
∑W

i=1 pq
i (. . .)

∑W
i=1, p

q
i

(2.24)
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onde pode-se verificar que:

• 〈〈(. . .)〉〉1 = 〈(. . .)〉1 = 〈(. . .)〉;

• 〈〈(. . .)〉〉q =
〈(. . .)〉q

〈1〉q

Para o ensemble canônico de um sistema Hamiltoniano em equilíbrio térmico pode-

se otimizar Sq restringindo ∑W
i=1 pi = 1 e 〈〈εi〉〉q =Uq, onde {εi} são os auto-valores do

sistema Hamiltoniano e Uq é a energia interna generalizada. Tsallis mostra em [4] que

pi =
e
−β (εi−Uq)
q

Zq
∝

1

[1+(q−1)β (εi −Uq)]
1

q−1

∝
1

[1+(q−1)β ′εi ]
1

q−1

, (2.25)

sendo β o parâmetro de Lagrange, Zq ≡ ∑W
j=qe

−β (ε j−Uq)
q e β ′ uma função bem definida

de β . Para q= 1 a equação 2.25 volta a ter o peso de BG. Quando β > 0 e a energia εi

aumenta, a probabilidade decai como uma lei-de-potência para q> 1 e exibe um ponto

de corte para q< 1.

Analogamente, ao se otimizar Sq no caso contínuo (equação 2.19), com as condições
∫

dx p(x) = 1 e 〈〈x2〉〉q = σ2 (σ > 0), obtém a distribuição Gaussiana q-generalizada [5],

a saber:

pq(x) =
e−β̄x2

q
∫

dy e−β̄y2

q

∝
1

[1+(q−1)β̄x2]
1

q−1

(q< 3), (2.26)

onde β̄ pode estar direta e explicitamente relacionado com σ . A variância destas

distribuições é finita se q< 5/3, e diverge se 5/3< q< 3. Para q= 2 temos a distribuição

de Cauchy-Lorentz. Para q≥ 3 não é possível normalizar a função, não podendo ser

aceita como uma distribuição de probabilidades [5].

2.3.2 Aplicações

Uma quantidade considerável de sistemas foram e estão sendo tratados com o

formalismo não-extensivo, em uma variedade de maneiras. Não apenas em áreas
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mais fundamentais da ciência como física, matemática, química, . . . , mas também

na economia, medicina, psicologia, linguística, dentre outras [38]. Para o nosso es-

tudo da distribuição de partículas após colisões relativísticas, um dos pontos que mais

pesa a favor da generalização da Mecânica Estatística é o fato desta apresentar uma

função densidade de probabilidade com o comportamento na forma lei-de-potência

(assintótica).

2.3.3 Índice Entrópicoq

O valor do índice entrópico é uma característica do sistema ou da classe de uni-

versalidade do sistema [39]. Acredita-se que o valor de q para um sistema específico

deve ser determinado a priori da dinâmica microscópica. Isto tem como fundo a dis-

cussão sobre a origem dinâmica da Mecânica Estatística e que, mesmo no formalismo

de BG, ainda não é completamente compreendida [36].

2.4 Superestatística

Apesar da formulação da Mecânica Estatística feita por Tsallis ser uma generaliza-

ção da de Boltzmann-Gibbs, esta teoria não é a única que apresenta uma generaliza-

ção da entropia. O prêmio Nobel M. Gell-Mann juntamente com C. Tsallis identificaram

aproximadamente 20 formulações da entropia que apresentam notável sucesso em

determinados ramos da ciência [32], mostrando uma possível não-universalidade da

entropia [40].

Dentre as teorias há uma conhecida como Superestatística, que surgiu com a

busca do significado do índice entrópico, pelos pesquisadores Z. Wlodarczyk e G.

Wilk [41]. Neste estudo eles encontram uma relação do índice entrópico com as flu-

tuações dos parâmetros na exponencial de Boltzmann. Posteriormente, C. Beck e o

prêmio Nobel E. G. D. Cohen propuseram formalmente a teoria em [42], onde tam-



2.4 Superestatística 28

bém apresentaram uma série de cálculos analíticos para diferentes casos da teoria,

assim como as relevantes propriedades da média e variância. A Superestatística é

uma superposição de duas ou mais diferentes estatísticas [43], onde

• uma teoria é fornecida pelo fator de Boltzmann ordinário;

• e a(s) outra(s) dada(s) por flutuações de grande escala de um ou vários parâmet-

ros intensivos.

E os parâmetros podem ser

• o inverso da temperatura;

• um potencial químico, num sistema com contrações inomogêneas;

• energia de dissipação local;

• amplitude de um ruído perturbador;

• um atrito efetivo constante;

• dentre outras grandezas...

A variável β é a indicação destes parâmetros e as correspondentes distribuições de

probabilidades estacionárias se formam como uma convolução das várias estatísticas

[43]. Geralmente todas as Superestatísticas possuem entropias não-aditivas e não-

extensivas [40] e a própria Mecânica Estatística não-extensiva é um caso especial da

Superestatística, a qual se forma para uma distribuição χ2.

Considerando as distribuições f (β ) e Hamiltonianos efetivos para sistemas dinâmi-

cos complexos, pode-se definir, através da Superestatística, um fator de Boltzmann

generalizado B(E) (com E sendo a energia de um microestado) para o sistema fora de

equilíbrio com a seguinte equação

B(E) =
∫ ∞

0
dβ f (β )e−βE, (2.27)
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de onde pode-se recuperar o fator de Boltzmann usual com f (β ) = δ (β −β0). Com a

forma da equação 2.27 pode-se reconhecer que B(E) é a transformada de Laplace da

densidade de probabilidade f (β ), sendo que também há interpretações de B(E) como

uma convolução do fator de Boltzmann usual com f (β ) [44]. F. Navarro em [43], lista

alguns critérios que devem ser usados para obter os casos fisicamente importantes:

• A distribuição f (β ) não pode ser qualquer função, mas uma densidade de prob-

abilidade normalizada, e.g., distribuição Gaussiana, Uniforme, χ2, Log Normal,

dentre outras;

• A integral
∫ ∞

0 B(E)dE deve existir, i.e., a nova estatística deve ser normalizada.

Em geral, isto significa que a integral
∫ ∞

0 ρ(E)B(E)dE deve ser convergente. Nesta

integral, ρ(E) representa a densidade de estados;

• Por fim, se não houver flutuações de quantidades intensivas, qualquer nova es-

tatística deve se reduzir à estatística de Boltzmann-Gibbs.

Em [45] C. Tsallis, juntamente com A. M. C. Souza, argumenta que a Superestatís-

tica necessita de princípios fundamentais, e fornece uma derivação. Em [46] pode-se

encontrar uma relação das aplicações com respeito a Superestatística.
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3 Teoria de Hagedorn

Em 1965 Hagedorn desenvolveu um modelo estatístico visando estudar o processo

de espalhamento em uma colisão de partículas do ponto de vista macroscópico [1] 1.

Com este modelo foi possível extrair informações com um tratamento termodinâmico

sem levar em conta interações microscópicas entre partons que, em nível fundamen-

tal, são governadas pela QCD 2 [28].

O pressuposto básico da Teoria de Hagedorn é que na região de espalhamento

a densidade de estados cresce tão rapidamente que a temperatura não pode ex-

ceder certo valor máximo, conhecido como a temperatura de Hagedorn T0. Essa

condição é similar a transição de fase de primeira ordem da ebulição da água, uma vez

que a temperatura de Hagedorn descreve a ebulição da matéria nuclear [2]. Muitos

pesquisadores relacionam a temperatura de Hagedorn com a temperatura crítica Tc da

transição de fase da QCD. Iremos, nessa seção, apresentar a abordagem utilizada por

Hagedorn para estudar o processo de espalhamento de colisões de partículas. Neste

capítulo, iremos descrever os passos seguidos por Hagedorn em [1], no desenvolvi-

mento de sua teoria.
1Apesar de Enrico Fermi, Lev Landau e Isaak Pomeranchuk teremfeito contribuições pioneiras com essa

abordagem, apenas com o modelo de Hagedorn que essa abordagem passou a ser bastante difundida [31] [30].
2A QCD não era conhecida na época em que Hagedorn desenvolveu seu modelo.
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3.1 Gás quântico ideal no Ensemble Canônico

Um gás composto por uma combinação qualquer de partons (quarks e glúons)

pode ser considerado como um sistema hadrônico. Devido à interação entre os par-

tons e a possibilidade de conversão entre eles, o número total de partículas é con-

stante. Consideremos então um ensemble canônico, ou seja, um sistema dentro de

um volume V0 - região de interação - mantido em temperatura constante T. O número

de partículas de cada tipo não é limitado e iremos rotular por i os possíveis momen-

tos na caixa cúbica V0 e por j os tipos de partículas. Nessas condições, a função de

partição será

1+Z(V0,T) = Zq(V0,T) ·Zg(V0,T) = ∑
(ν)

exp

[

−β ∑
(i j )

εi j νi j

]

, (3.1)

onde:

• β =
1
T

;

• εi j ≡
√

p2
i +m2

j é a energia associada;

• νi j : número de partículas do tipo j com momento ~pi, sendo:

– Para bósons: νi j = 0,1,2, . . . ,∞;

– Para férmions: νi j = 0,1;

• ∑(ν): somatório sobre todos os possíveis números de partículas.

Sendo assim, uma particular matriz ν descreve completamente um estado quântico

do sistema. A contribuição 1 do estado fundamental (sem a presença de partículas:

νi j ≡ 0) foi subtraída. Uma vez que as quantidades físicas relevantes são obtidas

das derivadas logarítmicas de Z(V0,T), não há consequências. Da somatória anterior,
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temos

1+Z(V0,T) = ∑
(ν)

exp

[

(

−ε11ν11

T

)

+
(

−ε12ν12

T

)

+ . . .

+
(

−ε21ν21

T

)

+
(

−ε22ν22

T

)

+ · · ·+
(

−εi j νi j

T

)

+ . . .

]

.

(3.2)

Escrevendo xi j ≡ exp

[−εi j

T

]

e lembrando de uma das propriedades básicas das

funções exponenciais, a de que ya+b = yayb, temos

1+Z(V0,T) = ∑
(ν)

(

xν11
11 ·x

ν12
12 · . . . ·x

ν21
21 ·x

ν22
22 · . . . ·x

νi j
i j · . . .

)

= ∑
(ν)

∏
i j

x
νi j
i j

=

(

∑
ν11

xν11
11

)

·
(

∑
ν12

xν12
12

)

· . . . ·
(

∑
ν21

xν21
21

)

·
(

∑
ν22

xν22
22

)

· . . . ·
(

∑
νi j

x
νi j
i j

)

· . . .

(3.3)

Iremos distinguir os bósons - que permanecerão rotulados como j - dos férmions -

rotulando-os com j ′. Para esses dois tipos de partículas, temos que:

• Para bósons:

∑
νi j

x
νi j
i j =

1
1−xi j

; (3.4)

• Para férmions:

∑
νi j ′

x
νi j ′
i j ′ = 1+xi j ′ , (3.5)

de onde obtemos

1+Z(V0,T) = ∏
i j

1
1−xi j

∏
i j ′
(1+xi j ′). (3.6)



3.1 Gás quântico ideal no Ensemble Canônico 33

O logaritmo da função de partição será

ln[1+Z(V0,T)] =−∑
i j

ln(1−xi j )+∑
i j ′

ln(1+xi j ′). (3.7)

Iremos substituir os somatórios pelas seguintes variáveis contínuas:

∑
i
[. . . ]→

∫ ∞

0

V04π p2

h3 [. . . ]dp=
V0

2π2

∫ ∞

0
p2[. . . ]dp (ℏ=

h
2π

= 1) (3.8)

e

∑
j, j ′
[. . . ]→

∫ ∞

0
ρB,F(m)[. . . ]dm, (3.9)

onde ρB,F(m) é o espectro da massa para bósons e férmions. Fazendo essas substi-

tuições na equação 3.7, obtemos

ln[1+Z(V0,T)] =− V0

2π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
p2ρB(m)ln(1−xpm)dmdp

+
V0

2π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
p2ρF(m)log(1+xpm)dmdp

(3.10)

sendo xpm= exp(−β
√

p2+m2)< 1. Da equação anterior

ln[1+Z(V0,T)] =
V0

2π2

∫ ∞

0
p2dp

{

∫ ∞

0
dm[ρF(m)ln(1+xpm)−ρB(m)ln(1−xpm)]

}

. (3.11)

A série de Taylor para o logaritmo natural (também conhecida como série de

Newton-Mercator) é

ln(1+x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·=

∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
xn,

ln(1−x) =−x− x2

2
− x3

3
− x4

4
−·· ·=

∞

∑
n=1

−1
n

xn

(3.12)

sendo |x|< 1. Aplicando a eq. 3.12 na eq. 3.11 temos

ln[1+Z(V0,T)] =
V0

2π2

∞

∑
n=1

1
n

∫ ∞

0

∫ ∞

0
dpdm[ρB(m)− (−1)nρF(m)] p2xn

pm, (3.13)

onde não há hádrons com m= 0.
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Para as distribuições de massa, podemos escrever:

ρB(m)− (−1)nρF(m)≡ ρ(m;n)≡















ρ(m) para n ímpar;

∆ρ(m) para n par.

A integral sobre p pode ser resolvida usando a função de Bessel modificada de

segundo tipo (também conhecida como função de Hankel modificada). Essa função

tem a forma

Kn(y) =
1
2

π in+1H(1)
n (ix) =

1
2

π in+1[Jn(ix)+ iNn(ix)] =
π
2

I−n(x)− In(x)
sin(nπ)

.

Considerando y≡ β nm, podemos escrever

∫ ∞

0
dp p2exp

[

−βn
√

p2+m2
]

=−m3 d
dy

[

K1(y)
y

]

=
m3

y
K2(y). (3.14)

Assim, substituindo a equação 3.14 na equação 3.13, finalmente teremos

ln[1+Z(V0,T)] =
V0T
2π2

∞

∑
n=1

1
n2

∫ ∞

0
ρ(m;n)m2K2(β nm)dm. (3.15)

3.2 Condição de auto-consistência - “bootstrap”

Hagedorn introduziu em sua teoria a condição de auto-consistência do processo

de espalhamento, e descreveu os diversos estados possíveis de um hádron altamente

excitado como uma fireball, definindo como [47]:

Um Fireball é:

∗ um equilíbrio estatístico de um indeterminado número de fireballs, onde

cada qual, por sua vez, é considerado . . .

(retornar a ∗)

Ou seja, um hádron excitado (fireball) pode ser considerado como um conjunto ligado
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de hádrons excitados em diferentes energias. Esse estado da matéria está proxima-

mente relacionado com o QGP [2]. Esse sistema deve ser descrito pela mesma Ter-

modinâmica determinada pela equação 3.15 estudada na seção 3.1. Nessa condição,

o número total de estados pode ser representado por

Z(V0,T) =
∫ E

0
τ(E′)Z0(E

′)dE′, (3.16)

sendo:

• Z0(E′) = e−βE′
a função de partição de um sistema hadrônico com energia E′;

• τ(E′)dE′ o número de estados excitados entre E′ e E′+dE′.

Tal representação decorre do significado físico da equação 3.1.

Para baixas energias, os estados hadrônicos são discretos e
∫

τ(E′)dE′ deve ser

substituído por uma somatória sobre esses estados. Para evitar essa somatória, va-

mos nos restringir a sistemas altamente excitados, isto é, E → ∞, de onde temos

Z(V0,β ) =
∫ ∞

0
τ(E)e−βEdE. (3.17)

Como se percebe, as funções de partição definidas em 3.15 e 3.16 devem ser

idênticas, portanto,

Z(V0,β ) =

exp

{

V0

2π2β

∞

∑
n=1

1
n2

∫ ∞

0
ρ(m;n)m2K2(β nm)dm

}

−1≡
∫ ∞

0
τ(E)e−βEdE

(3.18)

A integral do lado esquerdo converge para qualquer n se convergir para n= 1, então

precisamos apenas nos preocupar com o primeiro termo de somatória. Hagedorn

expressa a condição de auto-consistência na forma (fraca) [1]:

logρ(x)→ logτ(x) para x→ ∞. (3.19)
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Percebe-se então que o problema é encontrar as formas de ρ(x) e τ(x) que sat-

isfaçam as condições impostas por 3.18 e 3.19. A função de Hankel K2(x) tem as

seguintes propriedades:

K2(x)→
2
x2 +O

(

x2 log
(x

2

))

para x→ 0 (3.20)

e

K2(x)→
√

π
2x

ex
(

1+
θ
x
+O

(

1
x2

))

para x→ ∞ e |θ < 1|. (3.21)

Aplicando as propriedades acima nos integrandos da equação 3.18, teremos

ρ(m;n)m2K2(β nm)→ 2
β 2n2ρ(m;n) para m→ 0 (3.22)

e

ρ(m;n)m2K2(β nm)→
√

π
2

m3/2ρ(m;n)
√

βn
e−β nm para m→ ∞. (3.23)

No limite superior da integral da equação 3.18 temos que

∫ ∞

0
m2K2(βnm)ρ(m;n)dm < ∞ para Re(β )> β0 se ρ(m;n) = O(eβ0m), (3.24)

de onde pode-se mostrar que [1]:

• Se a integral com n= 1 converge, a somatória em 3.18 converge;

• Se a integral com n = 1 não converge, mas com n = 2 converge, então a so-

matória em 3.18 de n= 2 até ∞ converge.

Hagedorn mostra que para as equações 3.18 e 3.19 não é possível existir uma

solução com ρ(x) e τ(x) sendo não exponencial. Isso implica na existência de um β0 >

0 ou, em outras palavras, de uma temperatura mais alta T0 =
1
β0

na qual a somatória

da função de partição 3.18 diverge para valores mais altos que T0 [1].
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Para n= 1 e m→ ∞, um termo da forma

m3/2ρ(x)→ a
m

eβ0m, (3.25)

nos dá um desejado comportamento exponencial para inserirmos na equação 3.18,

de onde teríamos

Z(V0,β )β→β+
0
→
(

1
β −β0

)

aV0
(2πβ0)

3/2

K, (3.26)

onde K não depende de β e nem de m (pois a integração foi feita).

Para satisfazer 3.19, τ(E) deve ter a forma assintótica quando E → ∞,

τ(E)→ bEα−1eS0E, (3.27)

que substituída na integral do lado direito em 3.18 resulta em

∫ ∞

0
τ(E)e−βEdE→

(

1
β −β0

)α
K′, (3.28)

para β → β+
0 , onde K′ é independente de β .

As expressões 3.26 e 3.28 serão assintoticamente iguais se:

α =
aV0

(2πβ0)3/2
e K′ = K (3.29)

3.3 Temperatura Limite

Da equação 3.26 temos

Z(T)T→T−
0
→ const·

(

1
T0−T

)α
. (3.30)

Na conexão entre a Termodinâmica e a mecânica estatística temos a relação

Ē(T) =−∂ lnZ(β )
∂β

, (3.31)
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de onde podemos tirar o valor esperado para a energia quando T → T−
0 ,

Ē(T)→ α
T2

0

T0−T
, (3.32)

mostrando que a energia média diverge quando T → T−
0 . Isto implica que T0 é uma

temperatura limite do sistema e não pode ser superada.

Vamos então verificar uma consequência física facilmente observável que resulta

da existência de um limite superior para a temperatura do sistema. Vimos na seção

3.1 que a função de partição pode ser escrita na forma:

Z(T) = ∑
ν

∏
ik

xνik
ik onde k=















j = 0,1,2, . . . ,∞ para bósons;

j ′ = 0,1 para férmions,

(3.33)

que é análoga à forma

Z(T) = ∏
k

(

∑
ν

e−βεkν
)

, (3.34)

e portanto

ln Z(T) = ∑
k

ln

(

∑
ν

e−βεkν
)

(3.35)

Derivando esta expressão em relação a εk e dividindo por −β , teremos o número

médio de ocupação ν̄k (o número médio de constituintes do sistema no estado k)

ν̄k =− 1
β

∂ lnZ(T)±
∂εk

= ∑
k

νke−βεkνk

∑ν e−βεkν (3.36)

Vimos também que para férmions (+) e bósons (−), a função de partição do gás

ideal é dada por

Z(T)± = (1+e−βεk)±1 ⇒ lnZ(T)± =±(1±e−βεk), (3.37)

nos dando

¯ν±
k =− 1

β
∂ lnZ(T)±

∂εk
=± e−βεk

1+e−βεk
=

1

eβεk±1
. (3.38)
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Daqui podemos obter a primeira consequência desta teoria. Observe que para

energias suficientemente altas a temperatura tende a T0 e, portanto, β → β0 =
1
T0

.

Substituindo β por β0 em 3.38 e considerando apenas o estado j com energia εk

suficientemente grande, obtemos que

ν̄k = e−β0εk ⇒ ln(ν̄k) =−β0εk, (3.39)

onde os sinais (+,−) foram retirados, já que esta equação vale tanto para férmions

quanto para bósons. Uma verificação simples da teoria é observar se a distribuição de

energia das partículas obedece a esta lei. Note também que a temperatura T0 pode

ser obtida a partir das distribuições de energia.

Ao fazer o tipo de análise descrito acima, deve-se levar em conta que nas colisões

entre partículas, aquelas que saem com pequeno momento transversal (p⊥ ) quando

comparado ao momento longitudinal (pz) devem ser tratados com cuidado. O modelo

proposto supõe a formação de um estado excitado, e todas as grandezas cinemáticas

são calculados num referencial no qual este estado está em repouso. É preferível

então restringir a análise a estados com alto p⊥, já que este é pouco alterado, e.g.,

por transformações de Lorentz [48].

3.4 Distribuição de Probabilidades

Para obter a probabilidade de observar uma partícula de massa m em um estado

de certo momento, temos que multiplicar o número médio de ocupação com o volume

disponível no espaço momento. De forma mais geral, pode-se também encontrar a

distribuição desses momentos transversais. Para isso devemos olhar a densidade de

estados por unidade de momento, que é

V0

2π2dpxdpydpz. (3.40)
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Também é conveniente, neste caso, selecionar uma partícula de massa determinada

m. Vamos considerar o eixo z como a direção de colisão (do feixe) e pz =
√

p2
x + p2

y.

Supondo que T → T0, o número de estados com momento transversal entre p⊥ e

p⊥+dp⊥ será

w(p⊥)dp⊥ =C · p⊥dp⊥

∫ ∞

0
dpz

1

exp

[

√

p2
z+µ2

T0

] , (3.41)

onde w(p⊥) é a densidade de probabilidade de momento transversal, µ2 ≡ p2
⊥+m2 e

C é uma constante. Também estamos supondo que m>> T0 e, portanto, eε/T0 >> 1,

sendo ε =
√

p2+m2. A integral pode ser resolvida em termos da função de Bessel,

resultando

w(p⊥)dp⊥ ≈C · p⊥dp⊥

∫ ∞

0
dpz exp

[

−β
√

p2
z +µ2

]

=C · p⊥
√

p2
⊥+m2 K1





√

p2
l +m2

T0



 ,

(3.42)

Usando o comportamento assintótico de K1 (equação 3.21), obtemos finalmente

w(p⊥)≈C · p⊥

√

T0

√

p2
⊥+m2 exp

(

− 1
T0

√

p2
⊥+m2

)

, (3.43)

que para o caso de p⊥ >> T0 >> m, se reduz a

w(p⊥)≈C · p3/2
⊥ exp

(

− p⊥
T0

)

. (3.44)
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4 Generalização da Teoria de Hagedorn

Enquanto que para colisões de partículas com a energia do centro de massa

relativamente pequena (
√

s< 10GeV ) a teoria de Hagedorn descreve e apresenta re-

sultados de maneira satisfatória, ela falha para energias mais altas. De fato, como vi-

mos anteriormente, a abordagem de Hagedorn prediz um decaimento exponencial da

seção de choque para altos momentos, enquanto que experimentalmente é observado

um decaimento não-exponencial, mais próximo de um decaimento em lei-de-potência.

Por essa razão, geralmente os resultados para altas energias são restritos à com-

parações com simulações com Monte Carlo. A generalização das idéias originais de

Hagedorn apresenta-se como uma boa opção para se obter um melhor entendimento

nos processos de colisões. Neste capítulo iremos apresentar os passos seguidos por

C. Beck em [2], ao estender a teoria de Hagedorn com o formalismo de Tsallis.

4.1 Probabilidades de estado

Para generalizar a teoria de Hagedorn, considerando um sistema com N partículas

independentes, deve-se introduzir a função de partição na Mecânica Estatística não-

extensiva, considerando que as probabilidades deverão ser fatoradas [2]. Vamos então

considerar um distinto estado fatorado onde cada probabilidade condicional é dada

através do produto da distribuição de Tsallis das partículas individuais, que tem a
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forma

Pi =
1
Zq

(1+(q−1)βεi)
−q/q−1, (4.1)

onde

Zq = ∑
i
(1+(q−1)βεi)

−q/q−1. (4.2)

Isso significa que a probabilidade condicional Pi1,i2,...,iN para observar a partícula 1 em

um estado de energia εi1, partícula 2 em um estado de energia εi2, e assim por diante,

será

Pi1,i2,...,iN =
1
Z

N

∏
j=1

(1+(q−1)βεi j )
−q/q−1. (4.3)

O Hamiltoniano H(i1, i2, . . . , iN), energia total do sistema, na abordagem não-extensiva

é dado por

Pi1,i2,...,iN =
1
Z
(1+(q−1)βH(i1, i2, . . . , iN))

−q/q−1. (4.4)

Com as equações 4.3 e 4.4 vemos que a energia total do sistema será

1+(q−1)βH =
N

∏
j=1

(1+(q−1)βεi j ), (4.5)

o qual podemos escrever como

H = ∑
j

εi j +(q−1)β ∑
j,k

εi j εik +(q−1)2β 2 ∑
j,k,l

εi j εikεi l + . . . (4.6)

(somatório em todos os pares de índices diferentes). A equação acima indica clara-

mente que a energia total de um sistema não-extensivo não é igual a soma das ener-

gias de cada partícula. Em outras palavras, do ponto de vista da energia, as partículas

estão interagindo com uma constante de acoplamento (q−1)β . Isso está relacionado

com o fato do formalismo da Mecânica Estatística Não-Extensiva ter sido naturalmente

projetado para descrever sistemas com interações de longo alcance, e também com a

propriedade não aditiva da entropia.

A seguir, vamos generalizar a teoria Hagedorn utilizando os estados únicos das

probabilidades - introduzindo assim, implicitamente, interações entre as partículas do
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ponto de vista da energia.

4.2 Distribuição de Probabilidades

Vamos considerar partículas de diferentes tipos e rotular os tipos das partículas

com um índice j. Cada partícula pode ter um certo estado momento rotulado pelo

índice i. A energia associada a este estado é

εi j =
√

p2
i +m2

j , (4.7)

que é a relação relativística energia-momento. Vamos definir um fator de Boltzmann

generalizado (não-extensivo) como

xi j = (1+(q−1)βεi j )
−q/(q−1). (4.8)

Esse fator aproxima do fator original de Boltzmann e−βεi j quando q→ 1. Agora seguire-

mos as idéias originais de Hagedorn, substituindo o fator original de Boltzmann pelo

generalizado. A função de partição generalizada é introduzida como

Z = ∑
(ν)

∏
i j

x
νi j
i j . (4.9)

Assim como na sessão 3.1, νi j denota o número de partículas do tipo j no estado de

momento i e ∑(ν) representa o somatório de todos os números possíveis de partículas.

Vale lembrar que para bósons temos νi j = 0,1,2, . . . ,∞ enquanto que para férmions

νi j = 0,1. Disto, segue que, para bósons

∑
ναβ

x
ναβ
αβ =

1
1−xαβ

, (4.10)

enquanto que para férmions

∑
ναϕ

x
ναϕ
αϕ = 1+xαϕ , (4.11)
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de onde podemos escrever a função de partição como

Z = ∏
i j

1
1−xi j

+∏
i′ j ′

(1+xi′ j ′), (4.12)

onde as partículas fermiônicas estão rotuladas com um (′). O logaritmo da função de

partição será

logZ=−∑
i j

log(1−xi j )+∑
i′ j ′

log(1+xi′ j ′). (4.13)

Aqui também iremos trabalhar com variáveis contínuas, substituindo

∑
i
[. . . ]→

∫ ∞

0

V04π p2

h3 [. . . ]dp=
V0

2π2

∫ ∞

0
p2 [. . . ]dp (ℏ= 1), (4.14)

onde V0 é o volume da região de interação e

∑
j
[. . . ]→=

∫ ∞

0
ρ(m) [. . . ]dm, (4.15)

onde ρ(m) é o espectro de massa.

O número médio de ocupação de uma partícula da espécie j no estado de mo-

mento i será

ν̄i j = xi j
∂

∂xi j
logZ=

xi j

1±xi j
=

1

(1+(q−1)βεi j )q/(q−1)±1
, (4.16)

onde o sinal (−) é para bósons e no sinal (+) para os férmions.

A fim de destacar uma particular partícula de massa m0, pode-se trabalhar com o

espectro de massa ρ(m) = δ (m−m0). Para obter a probabilidade de observar uma

partícula de massa m0 em um estado de certo momento, temos que multiplicar o

número médio de ocupação com o volume disponível no espaço momento. Um volume

infinitesimal no espaço de momento pode ser escrito como

dpxdpydpz = dpL p⊥ sinθ dp⊥dθ , (4.17)
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onde p⊥ =
√

p2
y + p2

z é o momento transversal e px = pL o longitudinal. Através da

integração em todo θ e pL, finalmente chega-se a uma densidade de probabilidade

w(p⊥) de momento transversal dada por

w(p⊥) = const· p⊥
∫ ∞

0
dpL

1

(1+(q−1)β
√

p2
⊥+ p2

L +m2
0)

q/(q−1)±1
. (4.18)

Uma vez que a temperatura Hagedorn é bastante reduzida (da ordem da massa do

π), em circunstâncias normais temos β
√

p2
⊥+ p2

L +m2
0 >> 1 e, portanto, ±1 pode ser

negligenciado se q se aproxima de 1. Assim, obtém-se tanto para férmions e bósons

a estatística

w(p⊥)≈ const· p⊥
∫ ∞

0
dpL(1+(q−1)β

√

p2
⊥+ p2

L +m2
0)

− q
q−1 , (4.19)

permitindo assim determinar a dependência dos espectros das partículas medidas

com p⊥. A seção de choque diferencial σ−1 dσ
dp⊥

deverá ser proporcional ao w(p⊥).

4.3 Aproximação para altosp⊥

A fim de aprimorarmos os cálculos analíticos, iremos avançar para mais uma etapa

de aproximação, que terá a mesma abordagem que Hagedorn usou ao passar da

equação 3.41 para a equação 3.44 na teoria original, em uma aproximação para altos

p⊥. Uma vez que, no nosso caso, q é bem próximo de 1, é de se esperar que tal

abordagem seja possível [2].

4.3.1 Seção de choque diferencial

Vamos escrever a seção de choque diferencial na forma

1
σ

dσ
dp⊥

= c u
∫ ∞

0
dx(1+(q−1)

√

x2+u2+m2
β )

− q
q−1 . (4.20)

Aqui x = pL/T0, u = p⊥/T0 e mβ := m0/T0 são o momento longitudinal, transversal e

a massa em unidades da temperatura de Hagedorn T0, respectivamente. c é uma
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apropriada constante. Vejamos esta fórmula para grandes valores de p⊥. Se u é muito

grande, podemos aproximar

√

x2+u2+m2
β = u

√

1+(x2+m2
β )/u2 ≈ u+(x2+m2)/(2u). (4.21)

Para que isso seja verdade a variável de integração x não deve ser muito grande, mas

para valores elevados de x o integrando é, de qualquer forma, pequeno e produz ape-

nas uma pequena contribuição para a seção de choque. Além disso, como u é grande,

nós também podemos negligenciar o termo de massa m2
β , chegando à aproximação

1
σ

dσ
dp⊥

≈ c u
∫ ∞

0
dx

(

1+(q−1)

(

u+
x2

2u

))− q
q−1

. (4.22)

A Figura 4.1 mostra as formas da expressão exata (equação 4.20) e a aproximação

(equação 4.22), para q= 1;1,1;1,2. O intervalo de q é semelhante aos valores obtidos

neste trabalho no estudo dos dados experimentais.

Dentro desta aproximação, podemos obter uma expressão analítica. Podemos

escrever a equação 4.22 como [2]

1
σ

dσ
dp⊥

= c u(1+(q−1)u)−
q

q−1

∫ ∞

0
dx

(

1+
q−1

2u(1+(q−1)u)
x2
)− q

q−1

. (4.23)

Substituindo

t :=

√

q−1
2u(1+(q−1)u)

x (4.24)

e utilizando a fórmula geral

∫ ∞

0

t2x−1

(1+ t2)x+ydt =
1
2

B(x,y) (Re x> 0,Re y> 0), (4.25)

onde

B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

(4.26)

denota a função Beta, chega-se [2]

1
σ

dσ
dp⊥

= c (2(q−1))−1/2B

(

1
2
,

q
q−1

− 1
2

)

u3/2(1+(q−1)u)−
q

q−1+
1
2 . (4.27)
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Figura 4.1: Comparação entre a fórmula exata4.20comm2
β = (mπ/T0)

2 = 1,3 e a aproximação
4.22para vários valores deq, comc igual a 1. Figura tirada da referência [2].

Esta fórmula, com os parâmetros c, q e T0 adequadamente determinados, conduzirá a

uma boa concordância com dados experimentais da seção de choque.

4.4 Temperatura EfetivaTe f

Vimos na seção anterior que a generalização consegue predizer de forma satis-

fatória os resultados experimentais na região em que a estatística elaborada por Hage-

dorn, baseada na Mecânica Estatística de Boltzmann-Gibbs, apresentava resultados

não-físicos. Também vimos que a generalização torna a ter as mesmas características

quando o valor do índice entrópico q tende a 1. Quais seriam então as circunstâncias
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em que levariam a q 6= 1? O consenso comum é que isso ocorre quando [49]:

• existem correlações de longo alcance no sistema;

• existem efeitos de memória de diferentes tipos;

• o espaço de fase na qual o sistema opera é limitado ou tem uma estrutura fractal;

• e, por fim, há flutuações intrínsecas no sistema em consideração.

Ao considerar a última possibilidade mencionada logo acima, pode-se considerar

que |q−1| é uma medida das flutuações na hadronização do sistema em consider-

ação. Neste caso, estas flutuações podem ser descritos através de uma distribuição

gama [41], mostrando que

[1− (1−q)β0H0]
1/(1−q) =

∫ ∞

0
e−βH0 fΓ(β )dβ , (4.28)

onde

fΓ(β ) =
1

Γ(α)

(

α
β0

)α
β α−1e

− α
β0

β
, (4.29)

sendo

α =
1

q−1
, β0 = 〈β 〉 e q= 1+

〈β 2〉−〈β 〉2

〈β 〉2 = 1+
Var(T)
〈T〉2 . (4.30)

e 〈. . .〉 as médias com respeito à fΓ [49]. No nosso caso pode-se considerar H0 =
√

p2
⊥+m2

⊥

[50] [51]. O caso geral se refere ao conceito da então denominada Superestatística

[42] introduzido na seção 2.4.

A temperatura dada pela generalização da teoria de Hagedorn é então estendida

para uma Temperatura Efetiva q-dependente, Te f, a qual leva em consideração não

apenas as flutuações intrínsecas na fonte da hadronização, mas também os efeitos

da possível transferência de energia entre a fonte de hadronização e o ambiente [52]

[53]. Te f tem a forma

Te f = T0+w(q−1), (4.31)
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onde

w=
1

Dcpρ
φ , (4.32)

com D,cp e ρ sendo, respectivamente, a intensidade da flutuação da temperatura,

calor específico sob constante pressão e a densidade. A Temperatura EfetivaTef

ocorre quando há flutuações da temperatura T (em torno do valor T0) e alguma trans-

ferência de energia entre a fonte e o ambiente dado por φ . Note que a transferência

de energia afeta Tef apenas quando há flutuações, i.e., para |q−1| 6= 0 [53].
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5 Metodologia

As partículas produzidas em um experimento de colisão são caracterizadas pela

decomposição do vetor momento na componente transversal p⊥ (ou pT) e na compo-

nente longitudinal pz (ou pl , p‖). Nestes experimentos, transformações relativísticas de

sistemas de coordenadas são necessárias e, no propósito de facilitar a manipulação

da álgebra, normalmente representa a componente longitudinal alternativamente pela

rapidez, y, ou ainda utiliza-se a pseudo-rapidez, η , que descreve o ângulo da partícula

em relação ao eixo do feixe. A massa transversal, especialmente importante para ve-

locidades relativísticas, pode ser expressa através da massa em repouso e o momento

transversal, que fica

m⊥ =
√

p2
⊥+m2

0. (5.1)

As médias das distribuições cinemáticas e densidades de partículas produzidas

(dN/dy), também conhecidas como yields, são dados de relevância para análises em

colisões de partículas. Entretanto, os dados resultantes apresentados em um experi-

mento de colisão de partículas são as distribuições das partículas carregadas. Assim,

para obter a densidade de partículas produzidas basta integrar a distribuição. Essa

distribuição pode ser obtida através da seção de choque invariante total, ou seja,

E
d3σ
dp3 m⊥ = E

d2σ
2π p⊥dp⊥dpz

=C · 1
2π p⊥

d2N
dydp⊥

, (5.2)
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onde C é uma constante. Essa equação fornece o número de partículas produzidas

por unidade de rapidez e momento transversal e pode ser comparada com os dados

da seguinte maneira [25]

1
2π p⊥

d2N
dydp⊥

=
Sinal

Número de eventos · Correção no Sinal
· 1
2π

· 1
△ ydp⊥

(5.3)

onde △ y corresponde ao intervalo re rapidez estudado e dp⊥ o intervalo de p⊥ con-

siderado.

Explorar tais medidas auxilia no entendimento da produção hadrônica, incluindo es-

palhamentos soft ou hard, principalmente em colisores com altas taxas de produção

de partículas como o LHC, pois com conhecimento destas grandezas é possível dis-

tinguir sinais raros das elevadas interações de fundo e soft-hadrônicas [54].

Neste capítulo apresentamos as funções derivadas da teoria de Hagedorn e da

sua generalização para as previsões das distribuições de probabilidade, e os dados

experimentais para diversas distribuições, dadas pela equação 5.3. Logo após, é

apresentado os pacotes computacionais utilizados neste trabalho.

5.1 Funções Estatísticas

No intuito de analisar o comportamento, na região de altas energias, da teoria es-

tatística de Hagedorn e sua generalização, foi realizado um estudo da predição com

os dados empíricos. Foram verificadas previsões das teorias ajustando as equações

derivadas destas com as distribuições das partículas. Sendo assim, foi ajustado para

diversos dados experimentais às distribuições dos momentos das partículas obtidos

com as funções estatísticas da teoria de Hagedorn e da generalização da teoria

de Hagedorn com a formulação de Tsallis, que, para fins práticos, chamaremos de

Hagedorn-Tsallis. Para a realização do ajuste foi criado diversos códigos para ajustar
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automaticamente as funções estatísticas com os melhores valores possíveis para os

parâmetros de cada função, juntamente com um fator de normalização. As funções

utilizadas estão descritas logo a seguir:

• Função obtida através da estatística da teoria de Hagedorn:

1
2π p⊥

dN2

dydp⊥
= cp3/2

⊥ e−β p⊥ (5.4)

• Função obtida através da estatística da teoria de Hagedorn-Tsallis:

1
2π p⊥

dN2

dydp⊥
= c(2(q−1))−1/2B(

1
2
,

q
q−1

− 1
2
)u3/2(1+(q−1)u)−q/(q−1)+1/2 (5.5)

onde,

u=
p⊥
T0

, e B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

.

5.1.1 Comportamento das funções

A Figura 5.1 mostra o comportamento da equação 5.4 - comportamento expo-

nencial decorrente da teoria de Hagedorn, e da equação 5.5 - comportamento lei-de-

potência, derivada da teoria de Hagedorn-Tsallis.

A Figura 5.1a mostra a dependência da formulação Hagedorn-Tsallis com o parâmetro

q, variando q mantendo a temperatura em um valor fixo. Para baixos p⊥, podemos ob-

servar que a teoria de Hagedorn apresenta valores aproximados de alguns casos da

teoria de Hagedorn-Tsallis, mas com o aumento dos momentos transversais, as duas

teorias apresentam valores distantes. À medida que o valor de q diminui, a equação

5.5 começa a ter um comportamento exponencial, i.e., quando q→ 1 a estatística de

Hagedorn-Tsallis passa a ter o comportamento previsto pela estatística de Hagedorn -

a entropia na formulação de Tsallis passa a perder o termo não-aditivo q−1 tornando
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Figura 5.1: Comparação de ajustes das diferentes teorias.

aditiva como a entropia de Boltzmann-Gibbs. Podemos também notar que com o au-

mento do valor de q tem-se, consequentemente, um aumento da multiplicidade, ou

seja, do número de partículas produzidas. Já na Figura 5.1b é mostrado a dependên-

cia da formulação Hagedorn-Tsallis com a temperatura. Neste caso o parâmetro q foi

fixado e a temperatura foi variada para diversos valores. Neste caso, com o aumento

de T, há um deslocamento do pico da distribuição para a direita (p⊥ maiores), levando

também há um maior número de partículas produzidas.

5.2 Dados Experimentais

5.2.1 Colisões p+p

Para a análise das distribuições foram selecionados dados experimentais de di-

versos experimentos com a energia do centro de massa dos feixes variando de ener-

gias mais baixas -
√

sNN = 200GeV em experimentos mais antigos, como o Relativistic

Heavy Ion Collider (RHIC) no Brookhaven National Laboratory (BNL), até à energia

mais alta de 7,0 TeV - no detector Compact Muon Solenoid (CMS), parte do LHC. Para
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as colisões próton-próton, a Tabela 5.1 referencia a fonte dos dados experimentais uti-

lizados.

Experimento Energia (em GeV) Intervalo deη

CMS (LHC) 7000 [54] |η |< 2,4
CMS (LHC) 2360 [54] |η |< 2,4
CMS (LHC) 900 [54] |η |< 2,4

ALICE (LHC) 900 [55] |η |< 0,8
ATLAS (LHC) 900 [56] |η |< 2,5
RHIC (BNL) 200 [57] 3,3< η < 5,0

Tabela 5.1: Fontes de dados, com suas especificações, para colisões próton-próton

5.2.2 Colisões de Íons Pesados

Para as colisões de Íons Pesados, foram selecionados os dados experimentais

resultantes de colisões Au+Au e Cu+Cu com
√

sNN = 62,4 e 200 GeV. A Tabela 5.2

mostra os tipos de partículas produzidas nos dados selecionados, e também outra

propriedade bastante relevante para o estudo realizado neste trabalho, a centralidade.

Tabela 5.2: Fontes de dados, com suas especificações, para colisões de Íons Pesados.

Tipo de colisão Au+Au Cu+Cu

Energia (em GeV) 62,4 [58] 200 [59] 200 [60]

Part. produzidas
h++h−

2
π+ h++h−

2
Intervalo deη 0,2< η < 1,4 |η |< 0,5 0,2< η < 1,4

0-6 0-12 0-6
6-15 10-20 6-15
15-25 20-40 15-25

Centralidades (%) 25-35 40-60 25-35
35-45 40-80 35-45
45-50 60-80 45-50

0-80 (Minimum bias)

5.3 Pacotes Computacionais

Para o estudo do comportamento das previsões estatísticas diante dos dados ex-

perimentais, discriminados nas tabelas 5.1 e 5.2, foram criados scripts na linguagem
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C++ e utilizados pacotes computacionais do framework ROOT [61]. Para os ajustes

das equações 5.4 e 5.5 foi utilizado o MINUIT [62], programa de minimização numérica.
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6 Resultados e Análises

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos para os dados experi-

mentais de diversos tipos de colisões e as previsões segundo a teoria de Hagedorn e

a sua generalização. As grandezas termodinâmicas obtidas ao tratar estes sistemas

segundo uma ótica macroscópica serão descritas a seguir.

6.1 Melhor ajuste deT eq

Os primeiros procedimentos realizados foram os ajustes das teorias de Hagedorn

e a sua generalização nos dados experimentais com os parâmetros T (na teoria de

Hagedorn), T, q (na generalização) e c (em ambas as teorias) livres. A seguir, os

resultados obtidos para o caso de colisões envolvendo prótons, p+ p, e, em seguida,

para colisões de Íons Pesados, A+A.

6.1.1 Colisões p+p

Iniciaremos a nossa análise com dados experimentais estudando a distribuição da

produção inclusiva de partículas carregadas, yields de hádrons carregados:
h++h−

2
,

geradas após colisões p+ p. As equações de Hagedorn (equação 5.4) e de Hagedorn-

Tsallis (equação 5.5), que são aproximações para suas respectivas teorias, foram

ajustadas nos dados experimentais identificados na Tabela 5.1. Os ajustes podem



6.1 Melhor ajuste de T e q 57

ser verificados na Figura 6.1. É importante mencionar que na elaboração das próx-

imas figuras os dados experimentais de diferentes experimentos foram multiplicados

por potências de dez a fim de facilitar a visualização destas em um mesmo gráfico.
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Figura 6.1: Ajuste das equações das teorias de Hagedorn e Hagedorn-Tsallis no espectro dep⊥
de diversos dados experimentais (ver Tabela5.1) resultantes de colisõesp+ p.

Das distribuições na Figura 6.1 podemos observar o caráter exponencial da equação

de Hagedorn (linhas azuis) mostrando o rápido decaimento dos ajustes nos espectros,

afastando muito rapidamente dos valores experimentais com o aumento de p⊥. Pode-

mos notar que o experimento de mais baixa energia, com
√

s= 200 GeV, é o que
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apresenta um melhor ajuste para a equação de Hagedorn na região de baixos mo-

mentos, ∼ p⊥ < 2,2 GeV/c. Para todos os outros experimentos, em nenhuma faixa

do espectro de momentos os dados experimentais são bem ajustados usando unica-

mente a estatística de Hagedorn, mostrando que as colisões de partículas com altas

energias podem não apresentar um comportamento exponencial até mesmo para o

espectro das partículas com baixo momento transversal (p⊥ < 1,5GeV/c).

Ao contrário do que ocorre com os ajustes da estatística de Hagedorn nas colisões

p+p, a estatística generalizada de Hagedorn consegue prever os dados experimentais

com um bom ajuste para todos os experimentos e em todo o espectro de p⊥, como

se pode verificar na Figura 6.1. Os valores obtidos com estes ajustes para T e q, em

relação às diferentes energias de centro de massa, estão na Figura 6.2 comparados

com outros dados da literatura [63] que foram obtidos para colisões p+p com
√

s=

200GeV e colisões Au+Au com
√

sNN = 62,4 e 200 GeV (ambos com a centralidade

minimum bias).
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6.1.2 Colisões de Íons Pesados

Assim como foi feito um estudo do comportamento das previsões das teorias es-

tatísticas em colisões p+ p, também foi feito um estudo do desempenho destas em

colisões A+A. Neste caso há mais um fator a ponderar: as diferentes centralidades

possíveis. Por esse motivo foi feito um estudo da sensibilidade dos parâmetros das

funções estatísticas nos espectros de diversas centralidades, identificadas na Tabela

5.2. A Figura 6.3 mostra os ajustes das equações referentes às teorias estatísticas

estudadas neste trabalho nos dados experimentais de colisões Au+Au com energia
√

sNN = 62,4 GeV (Figura 6.3a), Au+Au com energia
√

sNN = 200 GeV (Figura 6.3b) e

Cu+Cu com energia
√

sNN = 200GeV (Figura 6.3c).
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(a) Colisões Au+Au com
√

sNN = 62,4 GeV.
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(b) Colisões Au+Au com
√

sNN = 200 GeV.
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(c) Colisões Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV.

Figura 6.3: Ajuste das equações das teorias de Hagedorn e Hagedorn-Tsallis para diversas
centralidades em colisõesA+A identificadas na Tabela5.2.

Assim como no caso das colisões p+ p, das distribuições na Figura 6.3 podemos

observar o caráter exponencial da equação de Hagedorn (linhas azuis) mostrando o

rápido decaimento dos ajustes nos espectros, afastando muito rapidamente dos val-

ores experimentais com o aumento de p⊥. Os melhores ajustes da teoria de Hage-

dorn foram para as centralidades do caso Au+Au com
√

sNN = 62,4 GeV, devido ao

fato desta ser a menor energia entre os casos estudados. Comparando os ajustes da
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teoria de Hagedorn nas colisões Au+Au e Cu+Cu com a mesma energia do centro de

massa,
√

sNN = 200GeV, os dados para Cu+Cu foram melhores ajustados. Isso está

relacionado com as faixas de ajuste de p⊥ serem menores para Cu+Cu, pois, como a

teoria de Hagedorn possui um comportamento exponencial e as distribuições um com-

portamento lei-de-potência, dados que possuírem um espectro maior vão apresentar

resultados mais divergentes em relação às previsões da estatística de Boltzamann-

Gibbs devido ao distanciamento dos valores experimentais com o aumento de p⊥. Em

ambos os casos com
√

sNN = 200 GeV podemos notar que para nenhuma centrali-

dade e em nenhuma faixa do espectro de momentos (e.g.: p⊥ < 1,5GeV/c) os dados

experimentais são bem ajustados usando unicamente a estatística de Hagedorn. Os

valores obtidos para T nos ajustes da equação 5.4 são apresentados na Figura 6.4.

Observe que as barras no eixo x dizem respeito ao intervalo da centralidade, que está

relacionada ao número de nucleons participantes no processo de colisão. Dos resulta-

dos apresentados na Figura 6.4 apenas o caso Au+Au com
√

sNN = 62,4 GeV (Figura

6.4a) possui os valores dentro da faixa prevista na literatura, lembrando que para os

demais casos a teoria de Hagedorn não descreveu de forma bem sucedida os dados

experimentais.
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(b) Colisões Au+Au com
√

sNN = 200 GeV.

Centralidade (%)
0 10 20 30 40 50

T
 (

M
eV

)

205

210

215

220

225

T
T de Hagedorn vs Centralidade - Todos p

 h+h-⇒Cu+Cu: 200 GeV 

Este trabalho

Faixa da Centralidade
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Figura 6.4: Valores obtidos paraT com os ajustes da equação de Hagedorn em diversas central-
idades de colisõesA+A identificadas na Tabela5.2.

Assim como ocorreu para as colisões p+ p, a estatística derivada da generalização

da teoria de Hagedorn apresentou bons resultados com os ajustes das centralidades

em todo o espectro de p⊥, como se pode verificar na Figura 6.3. As Figuras 6.5, 6.6

e 6.7 permitem visualizar uma possível “anti-correlação” entre os parâmetros q e T,

resultantes dos ajustes da equação de Hagedorn-Tsallis. Para o caso das colisões

Au+Au com
√

s= 200GeV, os resultados foram comparados com os da referência [63],

que foram obtidos para caso de colisão de Au+Au com
√

sNN = 200GeV. A referência

[63] também indica a anti-correlação entre esses parâmetros com relação às central-

idades. [63] observou que à medida que a centralidade aumenta, ou seja, diminui o

número de participantes no processo de colisão, os valores de T diminuem e os val-

ores de q aumentam, e indicou que em colisões menos centrais as partículas estão
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mais correlacionadas, levando-o a considerar o parâmetro q uma poderosa ferramenta

para o estudo da produção de jatos, que estão profundamente ligados à fonte de cor-

relação das partículas - indicador do fenômeno em que ocorre a redução da energia

através da interação dos jatos emergentes das colisões com o meio, conhecido como

jet quenching.
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Figura 6.5: Resultados para colisões Au+Au com
√

sNN = 62,4 GeV.
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Figura 6.6: Resultados para colisões Au+Au com
√

sNN = 200 GeV. Dados comparados com
[63].
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Figura 6.7: Resultados para colisões Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV.
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6.2 Análises Estatísticas

Na seção anterior vimos que as predições da generalização de Hagedorn foram

notavelmente bem sucedidas nas comparações com os dados experimentais. En-

tretanto, foi feita uma análise mais aprofundada do comportamento da função de

Hagedorn-Tsallis nos ajustes dos dados experimentais. Para cada ajuste, de cada

tipo de colisão, de cada energia e/ou centralidade, foram medidas:

• Matriz de Covariância dos parâmetros livres:

– C, T e q;

• Apartir da Matriz de Covariância foram feitos gráficos de curvas de níveis para

os parâmetros q e T;

• Correlação entre os parâmetros q e T;

• Propagação das incertezas relativas aos ajustes: 1± σ(x)
f (x)

sendo

σ(x) =
N

∑
i, j

∂ f (x)
∂ci

· ∂ f (x)
∂c j

·COV(i, j), (6.1)

onde ci é i-nésimo parâmetro de ajuste (C, T ou q) e COV a Matriz de Covariância.

• Resíduos:

r =
(y− f (x))

√

ey2+(1
2(exl+exh)d f(x)

dx )2
. (6.2)

O resíduo é calculado usando um método conhecido como variância efetiva.

Esse método faz o rebatimento em y devido às incertezas em x e através deste

método também é computado o χ2. Mais detalhes podem ser obtidos em [61].

Essas medidas, para alguns casos, estão representadas nas Figuras 6.8, 6.9, 6.10

e 6.11. Os demais podem ser verificados no Apêndice A.
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Pode-se verificar que para todos os casos a correlação foi negativa e maior do

que 0,9, indicando, ao menos estatisticamente, uma correlação muito forte entre os

parâmetros q e T. O fato da correlação ser negativa significa que à medida que o valor

de um parâmetro aumenta, o outro diminui. A formação da elipse no gráfico da curva

de níveis é uma representação gráfica dessa correlação. Os gráficos das incertezas

relativas nos ajustes mostram um decaimento mais rápido de f (x) com relação às

incertezas, i.e., com o aumento de p⊥ os valores de f (x) decaem com uma taxa maior

do que as incertezas.

A grande maioria dos valores obtidos para os resíduos estão no intervalo de 3 e -3.

Alguns casos das colisões Au+Au a 62,4 GeV e Cu+Cu os resíduos ultrapassaram o

valor de |3|. Estes valores foram percebidos em intervalos com p⊥< 0,86. Vale lembrar

que a equação utilizada nos ajustes (equação 5.5) é, de fato, uma aproximação para

altos p⊥, e os valores mais elevados dos resíduos foram observados em intervalos de

baixo p⊥.

6.2.1 Corte para baixosp⊥

Com o objetivo de melhorar as previsões desta equação foram feitos cortes para

baixos p⊥, utilizando como critério para os cortes o valor de p⊥ < 0,86. Os únicos

dados que não receberam o corte foram os do experimento CMS (colisões p+ p), pois

apresentam um pequeno intervalo de p⊥. A Figura 6.12 mostra alguns resultados

obtidos com o corte para baixos p⊥, os demais resultados podem ser verificados no

Apêndice A. Com o corte foram eliminados os valores indesejados dos resíduos.
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Figura 6.12: Corte para baixosp⊥.

A Tabela 6.1 compara os valores obtidos de χ2 por graus de liberdade, nd f, para os

diferentes intervalos de ajustes, i.e., os ajustes em todo o espectro de p⊥ (coluna “todo

intervalo de p⊥ “) e os ajustes com os cortes para baixos p⊥ (coluna ”corte para baixos

p⊥ ”). Como esperado, ao reduzir o intervalo de ajuste, obtém também uma redução

nos valores de χ2, devido à redução do número de dados experimentais, acarretando
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também na redução do número de graus de liberdade, nd f.

Tabela 6.1: Comparação dos valores deχ2 pornd f (graus de liberdade) para os ajustes em todo
o espectro dep⊥ (coluna “todo intervalo de p⊥ “) e os ajustes com os cortes para baixosp⊥
(coluna ”corte para baixos p⊥ ”).

todo intervalo dep⊥ corte para baixosp⊥
p+p

Experimento
√

s [GeV] χ2/nd f
CMS (LHC) 7000 [54] 73,28/30 73,28/30
CMS (LHC) 2360 [54] 26,36/20 26,36/20
CMS (LHC) 900 [54] 36,93/20 36,93/20
ALICE (LHC) 900 [55] 96,46/43 9,714/29
ATLAS (LHC) 900 [56] 7,771/30 3,388/26
RHIC (BNL) 200 [57] 4,810/29 4,457/24

Centralidades χ2/nd f
Au+Au com

√
sNN = 62,4 GeV

0-6% 194,7/25 2,445/18
6-15% 181,9/25 1,688/18
15-25% 172,8/25 3,072/18
25-35% 163,2/25 3,707/18
35-45% 140,2/25 4,714/18
45-50% 100,7/25 8,131/18

Au+Au com
√

sNN = 200 GeV

0-12% 36,67/28 31,09/22
10-20% 19,51/28 16,17/22
20-40% 17,06/28 13,58/22
MinBias (0-80%) 20,95/28 18,13/22
40-60% 13,83/27 8,279/21
40-80% 14,76/28 8,375/22
60-80% 15,96/27 7,700/21

Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV

0-6% 130,7/30 21,42/23
6-15% 123,4/30 16,68/23
15-25% 110,6/30 12,40/23
25-35% 104,8/30 7,548/23
35-45% 95,14/30 9,490/23
45-50% 75,27/30 6,313/23

As Figuras 6.13, 6.14, 6.15 e 6.16 mostram os valores obtidos para os parâmet-

ros q e T nos ajustes com os cortes para baixos p⊥. Ao comparar estas figuras com

as Figuras 6.2, 6.5, 6.6 e 6.7, pode-se notar que o corte nos intervalos de ajustes
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implicou em um aumento nos valores das incertezas. No caso das colisões de Íons

Pesados, também se pode observar que com o corte houve uma considerável redução

da sensibilidade dos parâmetros q e T às diferentes centralidades, pelo fato dos resul-

tados serem aproximadamente constantes. Neste caso, houve também um aumento

nas incertezas de ambos os parâmetros, que pode ser explicado pelo fato de com o

corte em baixos p⊥, há uma redução de nd f e, consequentemente, do χ2 (ver Tabela

6.1), significando um acréscimo nos possíveis valores tanto de q quanto de T para

os ajustes. Outra forma de entender o aumento na incerteza de T está relacionada

com a evidência de que a média dos valores dos momentos se encontra na região de

baixos p⊥ e que com o corte é eliminado uma considerável parcela das partículas que

possuem um peso na informação cinemática.
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Figura 6.13:Corte para baixos p⊥. Colisões p+p para diversas energias. Dados comparados
com [63].
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Figura 6.14:Corte para baixos p⊥. Colisões Au+Au com
√

sNN = 62,4 GeV.

Centralidade (%)
0 10 20 30 40 50 60 70 80

T
 (

M
eV

)

65

70

75

80

85

90

95

100

105
T

T de Hagedorn-Tsallis vs Centralidade - Altos p

+π ⇒Au+Au: 200 GeV 

Chinellato Au+Au:200 GeV

Este trabalho

Faixa da Centralidade

(a) Valores deT.

Centralidade (%)
0 10 20 30 40 50 60 70 80

q

1.08

1.085

1.09

1.095

1.1

T
Parametro q vs Centralidade - Altos p

+π ⇒Au+Au: 200 GeV 

Chinellato Au+Au: 200 GeV

Este trabalho

Faixa da Centralidade

(b) Valores deq.

Figura 6.15:Corte para baixos p⊥. Colisões Au+Au com
√

sNN= 200 GeV. Dados comparados
com [63].
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Figura 6.16:Corte para baixos p⊥. Colisões Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV.
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6.3 Dependência deq eT

Uma vez que na seção 6.2 foi observada uma alta correlação estatística entre q e

T (negativa e com módulo maior do que 0,9 para todos os casos), foi feita uma análise

do comportamento de T em função de q.

As Figuras 6.17, 6.18, 6.19, 6.20 e 6.21 mostram os relacionamentos entre os

parâmetros q e T, considerados livres, para os casos em que foi feito o ajuste em todo

o intervalo de p⊥ (a), e para os casos em que foram feitos os ajustes com o corte

para baixos p⊥ (b). Observe que para a maioria dos casos foi obtido a temperatura de

hadronização T0 ao ajustar a função da temperatura efetiva Te f, função 4.31. A Figura

6.17 se diferencia das demais pelo fato de que os valores obtidos para os parâmetros

foram para diferentes energias (colisões p+ p), enquanto que para os demais casos,

diferentes centralidades (colisões A+A). Para as colisões p+ p, os resultados não ap-

resentam uma linearidade com relação à função de Te f. Nos casos dos íons pesados,

as Figuras 6.18a, 6.18b, 6.19a, 6.20a e 6.20b mostram uma linearidade, enquanto que

a Figura 6.19b mostra a perda de linearidade com o corte para baixos momentos e um

aumento da densidade dos valores em uma determinada região do gráfico.
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Figura 6.18: Colisões Au+Au com
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sNN = 62,4 GeV.
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Figura 6.19: Colisões Au+Au com
√

sNN = 200 GeV.
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Figura 6.20: Colisões Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV.

Na Figura 6.21 foi feita uma análise dos valores obtidos para os parâmetros q e

T para todos os dados analisados neste trabalho. Pode-se perceber que os maiores

valores de q são os resultados dos ajustes nas colisões p+ p.
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Figura 6.21: Diversos A+A com diversos
√

sNN e centralidades.

6.4 Fixando a Temperatura

Nessa seção, iremos fixar o valor da temperatura para as distribuições da es-

tatística de Hagedorn-Tsallis. A principal motivação física é a de que ao tratarmos a

temperatura como fixa, estamos considerando que toda a energia disponibilizada no
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processo de colisão é utilizada para a produção de partículas, i.e., a velocidade de

expansão do sistema é suficientemente rápida, e mantém T fixo. Na seção 6.2.1 vi-

mos que foram realizados ajustes com os cortes para baixos p⊥, devido à equação de

ajuste (equação 5.5) ser uma aproximação para altos p⊥. Com os resultados obtidos

para estes cortes, foi observado que os valores de q e T foram aproximadamente con-

stantes, mostrando uma insensibilidade em relação às energias do centro de massa

e às centralidades. O fato dos resultados para T terem ficado aproximadamente con-

stante contribui com a nossa motivação de mantermos T fixo, além de eliminarmos um

parâmetro livre e, consequentemente, aumentar em um grau de liberdade os ajustes.

Foram então escolhidas diversas temperaturas para fixar esse parâmetro na teoria de

Hagedorn-Tsallis, deixando unicamente os parâmetros q e c como parâmetros livres,

e observar o comportamento da função estatística. Os resultados dos ajustes nas dis-

tribuições de p⊥ dos diversos dados experimentais podem ser verificados na Figura

6.22 (colisões p+p) e nas Figuras 6.23, 6.24 e 6.25 (colisões A+A ). Nestas figuras

vemos que mesmo fixando T em valores diferentes daqueles obtidos considerando T

como livre, a função estatística de Hagedorn-Tsallis consegue ajustar os dados exper-

imentais.
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Figura 6.22: Colisões p+p. Ajustes mantendo o parâmetro T da equação5.5fixo.
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Figura 6.23: Ajuste da equação derivada da teoria de Hagedorn-Tsallis (com o parâmetroT
mantido fixo) para diversas centralidades para as colisões Au+Au com

√
sNN = 62,4 GeV.
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Figura 6.24: Ajuste da equação derivada da teoria de Hagedorn-Tsallis (com o parâmetroT
mantido fixo) para diversas centralidades para as colisões Au+Au com

√
sNN = 200 GeV.
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Figura 6.25: Ajuste da equação derivada da teoria de Hagedorn-Tsallis (com o parâmetroT
mantido fixo) para diversas centralidades para as colisões Cu+Cu com

√
sNN = 200 GeV.
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A Figura 6.26 mostra os valores obtidos do índice entrópico q para diversos T

(mantido como fixo) e compara alguns destes resultados com [63]. Nesta figura é

possível verificar a diminuição dos valores de q com o aumento de T fixo. A correlação

entre estes parâmetros considerando T fixo, será tratada na próxima subseção.
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Figura 6.26: Comparação dos valores obtidos para o parâmetroq em diferentesT fixos (mar-
cadores não-preenchidos) com os dados da literatura [63] (marcadores preenchidos).
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Os valores de χ2/nd f obtidos nos nestes ajustes estão na Tabela 6.2. Nesta tabela

pode-se verificar que as colunas com T fixo que possuem os valores mais baixos para

os respectivos experimentos são as que os valores de T mais se aproximam com o

valor da temperatura como parâmetro livre. No caso das colisões p+p, a coluna com

T = 100MeV é a que possui os valores mais baixos para χ2/nd f devido à média com

T livre ser ≈ 100 MeV 1. No caso das colisões de Íons Pesados, analogamente ao

caso anterior, as colunas com T fixo que possuem os valores mais baixos de χ2/nd f

para as respectivas centralidades são as que os valores de T mais se aproximam com

o valor da temperatura como parâmetro livre 2.

1Ver Figura6.13a
2Ver as Figuras6.14a, 6.15ae6.16a
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Tabela 6.2: Valores deχ2/nd f para ajustes com diferentes temperaturas,T é dado em MeV.

T livre T = 90 T = 95 T = 100 T = 105 T = 110 T = 115
p+p

Experimento (
√

s) [GeV] χ2/nd f
CMS-LHC (7000) 73,28/30 142,6/31 184,7/31 233,2/31 286,7/31 344,3/31 405,0/31
CMS-LHC (2360) 26,36/20 154,7/21 208,3/21 266,0/21 327,5/21 392,5/21 460,6/21
CMS-LHC (900) 36,93/20 139,6/21 193,3/21 252,6/21 316,6/21 384,9/21 456,9/21
ALICE-LHC (900) 9,714/29 10,69/30 9,877/30 12,90/30 19,68/30 30,12/30 44,11/30
ATLAS-LHC (900) 3,388/26 4,656/27 3,389/27 4,887/27 9,351/27 16,97/27 27,94/27
RHIC-BNL (200) 4,457/24 5,102/25 7,187/25 10,69/25 15,58/25 21,83/25 29,38/25

Centralidades χ2/nd f

Au+Au com
√

sNN = 62,4 GeV

0-6% 2,445/18 131,3/19 116,9/19 103,0/19 89,55/19 76,71/19 64,58/19
6-15% 1,688/18 118,3/19 104,5/19 91,16/19 78,38/19 66,26/19 54,91/19
15-25% 3,072/18 108,7/19 95,57/19 82,94/19 70,92/19 59,60/19 49,06/19
25-35% 3,707/18 99,39/19 86,84/19 74,85/19 63,52/19 52,92/19 43,14/19
35-45% 4,714/18 80,53/19 69,45/19 59,00/19 49,26/19 40,29/19 32,18/19
45-50% 8,131/18 54,15/19 46,37/19 39,19/19 32,65/19 26,81/19 21,69/19

Au+Au com
√

sNN = 200 GeV

0-12% 31,09/22 31,26/23 31,84/23 35,84/23 43,44/23 54,76/23 69,86/23
10-20% 16,17/22 20,11/23 16,98/23 16,21/23 17,89/23 22,04/23 28,68/23
20-40% 13,58/22 17,44/23 14,26/23 13,68/23 15,79/23 20,63/23 28,23/23
MinBias (0-80%) 18,13/22 19,42/23 18,15/23 20,06/23 25,34/23 34,09/23 46,36/23
40-60% 8,279/21 10,79/22 8,560/22 8,563/22 10,85/22 15,45/22 22,37/22
40-80% 8,375/22 10,70/23 8,574/23 8,788/23 11,39/23 16,41/23 23,86/23
60-80% 7,700/21 9,374/22 7,805/22 8,118/22 10,32/22 14,43/22 20,44/22

Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV

0-6% 21,42/23 77,66/24 63,45/24 51,00/24 40,48/24 32,09/24 26,01/24
6-15% 16,68/23 72,05/24 57,67/24 45,14/24 34,64/24 26,38/24 20,54/24
15-25% 12,40/23 58,60/24 45,45/24 34,24/24 25,15/24 18,37/24 14,07/24
25-35% 7,548/23 53,98/24 40,90/24 29,73/24 20,65/24 13,83/24 9,430/24
35-45% 9,490/23 44,97/24 33,76/24 24,48/24 17,30/24 12,37/24 9,826/24
45-50% 6,313/23 27,94/24 19,94/24 13,69/24 9,292/24 6,832/24 6,401/24

6.4.1 Dependência deq eT

A Figura 6.27 permite visualizar a anti-correlação dos parâmetros q e T, pois à me-

dida que a valor da temperatura aumenta, lembrando que esse parâmetro foi colocado

como fixo na equação 5.5, o valor obtido de q diminui. Essa anti-correlação foi obser-

vada claramente na seção 6.2, e o ajuste da função da temperatura efetiva (equação

4.31) na Figura 6.27, representado pela linha vermelha, nada mais é do que um corte,

na direção do semi-eixo maior, nas elipses daquela seção.
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Figura 6.27: Ajuste linear para os valores das médias deq obtidas para diversos valores deT
mantido como fixo (80, 100, 120, 140, 160 e 180 MeV) no ajuste daequação5.5 nos dados
experimentais.
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7 Sumário e Considerações Finais

Neste capítulo apresentamos um breve resumo dos resultados seguido pelas con-

siderações finais.

No escopo de melhor compreender os aspectos estatísticos e termodinâmicos

envolvidos nas colisões de partículas em altas energias, este trabalho constituiu no

estudo, do ponto de vista macroscópico, da produção e distribuição de partículas

em colisões relativísticas, utilizando-se das ferramentas desenvolvidas pela mecânica

elaborada por Hagedorn e sua generalização com o formalismo não-extensivo pro-

posto por Tsallis que, para fins práticos, chamaremos de Hagedorn-Tsallis. Para a

análise foram utilizadas equações derivadas tanto da teoria de Hagedorn quanto da

generalização, identificadas como Hagedorn-Tsallis. A equação decorrente da teoria

de Hagedorn (equação 5.4) apresenta um comportamento exponencial, sendo que

a equação de Hagedorn-Tsallis (equação 5.5) apresenta o desejado comportamento

lei-de-potência. Ambos os comportamentos podem ser verificados na Figura 5.1.

Para o estudo, foi feito uma análise de diversos dados empíricos (ver as Tabelas 5.1

e 5.2) de distribuições da produção inclusiva de partículas carregadas por p⊥, sele-

cionados de experimentos de colisões de partículas com a energia do centro de massa

variando de
√

s= 62,4 GeV até energias mais altas, de
√

s= 7,0 TeV. No caso das col-
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isões A+A também foram consideradas diferentes centralidades. Foram ajustadas

nestes dados as funções das distribuições de probabilidades da teoria de Hagedorn e

da generalização e, com estes ajustes, foram obtidos os valores para os parâmetros

T, no caso da teoria de Hagedorn, e T e q para a generalização.

7.1 Resultados para a temperatura da teoria de Hagedorn

Os ajustes mostraram o caráter exponencial da equação 5.4 (linhas azuis) com o

rápido decaimento dos ajustes nos espectros, afastando muito rapidamente dos val-

ores experimentais com o aumento do p⊥. No caso das colisões p+p, nos dados dos

experimentos RHIC (
√

s= 200GeV) e ATLAS (
√

s= 900GeV), pôde-se notar um bom

ajuste para baixos p⊥. Entretanto, ao analisarmos os outros experimentos (alguns

com a mesma energia do ATLAS - CMS e ALICE), em nenhuma faixa dos momen-

tos os dados experimentais foram bem ajustados usando unicamente a estatística de

Hagedorn, mostrando que as colisões de partículas com altas energias podem não

apresentar um comportamento exponencial até mesmo para o espectro das partícu-

las com baixo momento transversal (p⊥ < 1,5 GeV/c). Já para as colisões A+A, os

melhores ajustes da teoria de Hagedorn foram para as centralidades do caso Au+Au

com
√

sNN = 62,4 GeV, devido ao fato desta ser a menor energia entre os casos estu-

dados. Comparando os ajustes da teoria de Hagedorn nas colisões Au+Au e Cu+Cu

com a mesma energia de centro de massa,
√

sNN = 200 GeV, os dados para Cu+Cu

foram melhores ajustados. Isso está relacionado com as faixas de ajuste de p⊥ serem

menores para Cu+Cu pois, como o teoria de Hagedorn possui um comportamento

exponencial e as distribuições um comportamento lei-de-potência, dados que pos-

suírem um espectro maior vão apresentar resultados mais divergentes em relação às

previsões da estatística de Boltzamann-Gibbs devido ao distanciamento dos valores

experimentais com o aumento de p⊥. Em ambos os casos com
√

sNN = 200 GeV

podemos notar que para nenhuma centralidade e em nenhuma faixa do espectro de
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momentos (e.g.: p⊥ < 1,5GeV/c) os dados experimentais são bem ajustados usando

unicamente a estatística de Hagedorn.

7.2 Resultados para a temperatura da generalização de Hage-
dorn

Ao contrário do que ocorreu com os ajustes da estatística de Hagedorn, as dis-

tribuições de probabilidades da generalização conseguiu prever os dados experimen-

tais com um bom ajuste nos dados para todos os experimentos e em todo o espectro

de p⊥. Os valores obtidos com estes ajustes para T e q, em relação às diferentes en-

ergias de centro de massa (colisões p+ p) e centralidades (colisões A+A), estão nas

Figuras 6.2, 6.5, 6.6 e 6.7. Esses resultados mostram que os parâmetros q e T pos-

suem uma suave dependência com
√

s, no caso das colisões p+ p, como também já

havia mostrado [28] para o caso das colisões e−+e+. As figuras obtidas com os dados

das colisões A+A permitem ainda visualizar uma possível “anti-correlação” entre os

parâmetros q e T, resultantes dos ajustes da equação de Hagedorn-Tsallis, em função

das centralidades. Nestas figuras podemos observar que à medida que a centralidade

aumenta, ou seja, diminui o número de participantes no processo de colisão, os val-

ores de T diminuem e os valores de q aumentam. A referência [63] indicou que em

colisões menos centrais as partículas estão mais correlacionadas, levando-o a con-

siderar o parâmetro q uma poderosa ferramenta para o estudo da produção de jatos,

que estão profundamente ligados à fonte de correlação das partículas - indicador do

fenômeno jet quenching.

7.3 Corte para baixosp⊥

Apesar dos bons resultados obtidos com a generalização de Hagedorn, foi feita

uma análise mais aprofundada do comportamento das distribuições de probabilidades

nos ajustes dos dados experimentais. Para cada ajuste, foram obtidos algumas var-
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iáveis estatísticas, que estão representados nas Figuras 6.8, 6.9, 6.10 e 6.11, e tam-

bém no Apêndice A. Dentre as variáveis, os resíduos nos chamaram a atenção, pois

foi observado que em alguns casos há uma divergência para baixos p⊥ (resíduos que

ultrapassaram o valor |3|). Isso pode estar relacionado com o fato de que a equação

utilizada nos ajustes (equação 5.5) é, de fato, uma aproximação para altos p⊥. Com o

objetivo de melhorar as previsões desta equação foram feitos cortes para baixos p⊥,

utilizando como critério para os cortes a faixa de baixos p⊥ onde os resíduos pos-

suíam o comportamento divergente. A Figura 6.12 mostra alguns resultados obtidos

com o corte para baixos p⊥, os demais resultados podem ser verificados no Apêndice

A. Com o corte foram eliminados os valores indesejados dos resíduos. Também se

pode verificar que para todos os casos a correlação foi negativa e maior do que 0,9,

indicando, ao menos estatisticamente, uma correlação muito forte entre os parâmet-

ros q e T. A Tabela 6.1 compara os valores obtidos de χ2 por graus de liberdade, nd f,

para os diferentes intervalos de ajustes, i.e., os ajustes em todo o espectro de p⊥ e

os ajustes com os cortes para baixos p⊥. Como esperado, ao reduzir o intervalo de

ajuste, obtém também uma redução nos valores de χ2, devido à redução do número

de dados experimentais, acarretando também na redução do número de graus de

liberdade, nd f.

7.4 Dependência deq eT

O principal efeito percebido com o corte para baixos p⊥ foi o acréscimo nas in-

certezas dos parâmetros q e T, como se pode perceber comparando as Figuras 6.13,

6.14, 6.15 e 6.16, que correspondem ao resultados com os cortes para baixos p⊥,

com as Figuras 6.2, 6.5, 6.6 e 6.7, que apresentam os resultados para os ajustes em

todo espectro. Isto está relacionado com o fato de que com o corte em baixos p⊥ há

uma redução de nd f e, consequentemente, do χ2 (ver Tabela 6.1), significando um

acréscimo nos possíveis valores tanto de q quanto de T para os ajustes. Outra forma
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de enteder o aumento na incerteza de T está relacionado com a evidência de que a

média dos valores dos momentos se encontra na região de baixos p⊥ e que com o

corte é eliminado uma considerável parcela das partículas que possuem um peso na

informação cinemática. Na Figura 6.21 foi feita uma análise dos valores obtidos para

os parâmetros q e T para todos os dados analisados neste trabalho. Pode-se perce-

ber que os maiores valores de q são os resultados dos ajustes nas colisões p+ p. A

seção 6.3 mostra os valores obtidos para a temperatura de hadronização T0 ao ajustar

a função da temperatura efetiva Te f, função 4.31.

7.5 Fixando a Temperatura

Neste trabalho também foi feito um estudo das previsões estatísticas ao tratar T

como fixo. A principal motivação física é a de que ao tratarmos a temperatura como

fixa, estamos considerando que toda a energia disponibilizada no processo de colisão

é utilizada para a produção de partículas, i.e., a velocidade de expansão do sistema

é suficientemente rápida, e mantém T fixo. Na seção 6.2.1 foram realizados ajustes

com os cortes para baixos p⊥, devido à equação de ajuste (equação 5.5) ser uma

aproximação para altos p⊥. Com os resultados obtidos para estes cortes, foi obser-

vado que os valores de q e T foram aproximadamente constantes (ver as Figuras

6.13, 6.14, 6.15 e 6.16), mostrando uma insensibilidade em relação às energias do

centro de massa e às centralidades. O fato dos resultados para T terem ficado aprox-

imadamente constante contribui com a nossa motivação de mantermos T fixo, além

de eliminarmos um parâmetro livre e, consequentemente, aumentar em um grau de

liberdade os ajustes. Foram então escolhidas diversas temperaturas para fixar esse

parâmetro na teoria de Hagedorn-Tsallis, deixando unicamente os parâmetros q e c

como parâmetros livres, e observar o comportamento da função estatística. Os resul-

tados, que podem ser verificados na seção 6.4, mostraram que mesmo fixando T em

valores diferentes daqueles obtidos considerando T como livre, a função estatística de
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Hagedorn-Tsallis consegue ajustar os dados experimentais.

A Figura 6.27 permite visualizar a anti-correlação dos parâmetros q e diversos

valores de T fixo, pois à medida que a valor da temperatura aumenta, o valor obtido

de q diminui. Essa anti-correlação foi observada claramente na seção 6.2, e o ajuste

da função da temperatura efetiva (equação 4.31) na Figura 6.27, representado pela

linha vermelha, nada mais é do que um corte, na direção do semi-eixo maior, nas

elipses daquela seção.

7.6 Considerações Finais

Este trabalho apresentou os principais aspectos envolvidos em colisões a altas

energias do ponto de vista macroscópico. Os processos físicos/estatísticos envolvi-

dos nas colisões foram estudados na ótica do formalismo da teoria de Hagedorn e da

sua generalização, de onde foram tiradas importantes quantidades físicas, tais como a

temperatura. Os resultados mostraram que, de fato, a teoria de Hagedorn não obtem

resultados coerentes para as energias dos atuais aceleradores de partícuas, e que é

necessário uma generalização, como a não-extensiva, para a descrição dos proces-

sos à altas energias. Foi ainda aplicado a Superestatística, proposta por C. Beck E.

Cohen [42], que tratou os resultados da temperatura da teoria de Hagedorn-Tsallis

como uma temperatura efetiva, a partir da qual obteve uma temperatura física do sis-

tema, conhecida como temperatura de hadronização. Os resultados obtidos nesta

análise mostram que as distribuições de momento transversal de partículas geradas

nas colisões p+ p e A+A são compatíveis com uma temperatura limite independente

da energia da colisão ou da centralidade, nos casos das colisôes A+A. Este resul-

tado, portanto, está de acordo com um regime de quarks quase-livres, resultante da

liberdade assintótica da Cromodinâmica Quântica.
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A.1 Colisões p+p
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Figura A.8: Centralidade: 6 - 15 %. Au+Au com
√

sNN = 62.4 GeV
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Figura A.9: Centralidade: 15 - 25 %. Au+Au com
√

sNN = 62.4 GeV
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Figura A.10: Centralidade: 25 - 35 %. Au+Au com
√

sNN = 62.4 GeV
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Figura A.11: Centralidade: 35 - 45 %. Au+Au com
√

sNN = 62.4 GeV
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Figura A.12: Centralidade: 45 - 50 %. Au+Au com
√

sNN = 62.4 GeV
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Figura A.13: Centralidade: 0 - 12 %. Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.14: Centralidade: 10 - 20 %. Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.15: Centralidade: 20 - 40 %. Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.16: Centralidade: 40 - 60 %. Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.17: Centralidade: 60 - 80 %. Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.18: Centralidade: 40 - 80 %. Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.19: Centralidade: 0 - 80 % (Minimum bias). Au+Au com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.20: Centralidade: 0 - 6 %. Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.21: Centralidade: 6 - 15 %. Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.22: Centralidade: 15 - 25 %. Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.23: Centralidade: 25 - 35 %. Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV
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Figura A.24: Centralidade: 35 - 45 %. Cu+Cu com
√

sNN = 200 GeV
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Glossário

e+ pósitron, a anti-partícula do elétron. Possuí

os mesmos números quânticos dos elétrons,

exceto o sinal da carga que é positivo, 2

e− elétron, partícula elementar com carga neg-

ativa, 2

Íon átomo sem parte da carga elétrica, 54

A+A colisões envolvendo íons, 2

Au elemento químico com Z = 79 e massa

atômica 197 u, 2

b (Parâmetro de impacto) O vetor entre os

centros de dois núcleos colisores. O com-

primento b é medido em [ f m], 3

BNL Brookhaven National Laboratories, em Long

Island, Nova York, EUA, 53

Bárion partícula formada por três quarks, 6

Bóson partícula com spin inteiro. O Princípio de

Exclusão Pauli não se aplica a este tipo de

partícula. Exemplo de bósons são os fótons

e os glúons, 5
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Carga de Cor carga associada às interações fortes. Os

pártons possuem esta carga, 5

CERN sigla para Organização Européia para a

Pesquisa Nuclear, em francês, Organisation

Européenne pour la Recherche Nucléaire, 2

Confinamento propriedade das interações da QCD que

confina os quarks dentro dos hádrons, 5

Convolução operador que, a partir de duas funções, pro-

duz uma terceira, 28

Cu elemento químico com Z = 29 e massa

atômica 63,6 u, 2

Ergodicidade microestados acessíveis igualmente

prováveis ao longo de um período de

tempo prolongado, 21

Espectadores Nucleons que não interagem durante a col-

isão, 3

eV eletron-volt, é a unidade básica de energia

utilizada na Física de Altas Energias. Ela

é igual a energia adquirida por um elétron

ao passar por um campo elétrico, por dois

ponto, que possua uma diferença de poten-

cial é igual a 1 volt. 1eV = 1,6x10−19 joules,

7

Fireball hádron altamente excitado, 9
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Glúon partícula elementar mediador da força forte.

Há oito tipos de glúons que participam das

interações, segundo o Modelo Padrão, 5

Hagedorn-Tsallis Generalização da Teoria de Hagedorn com

o formalismo da Mecânica Estatística Não-

Extensiva elaborada por Tsallis, 41

Hádron partícula formada por dois ou mais quarks.

Pode ser um méson ou um bárion, 5

Interação em colisões, processo no qual uma partícula

detecta a presença de outra. No con-

texto dos decaimentos, diz respeito à própria

desintegração da partícula, 5

Jet quenching Fenômeno em que ocorre a redução da en-

ergia através da interação dos jatos emer-

gentes das colisões com o meio, 63

LEP sigla para O Grande Colisor de

Elétron-Pósitron, em inglês, Large

Electron–Positron Collider , 2

LHC sigla para O Grande Colisor de Hádrons, em

inglês, Large Hadron Collider , 2

Liberdade Assintótica liberdade dos quarks em curtas distâncias

ou no limite em que há uma grande densi-

dade de quarks, 6
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Limite Termodinâmico número de partículas (N) ou o volume (V)

tendem ao infinito. Este limite está rela-

cionado com a extensividade (variáveis que

não dependem de N ou V). O que garante a

existência de um limite termodinâmico bem

definido é o fato de termos forças de inter-

ação de curto alcance entre as partículas,

21

Modelo Padrão modelo que descreve as partículas ele-

mentares e as suas interações, 5

Méson partícula formada por par de quark-

antiquark, 6

n (Nêutron) nêutron, nucleon de carga nula, spin 1/2,

massa 1,674x10−27 kg, 2

N+N colisões entre nucleons, 2

Nucleon Partícula que compõe o núcleo atômico, i.e.,

prótons e nêutrons, 2

Núcleo parte central do átomo. Constituídos de pró-

tons e nêutrons, 9

p (Próton) próton, nucleon de carga positiva, spin 1/2 e

massa 1,602x10−27 kg, 2

p+p colisões entre prótons, 2

Participantes nucleons que interagem durante a colisão, 3
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partícula elementar partícula com um único constituinte. Mais

estritamente falando, a função de onda que

descreve esse tipo de partícula não pode

ser redutível à função de onde de outra

partícula, 5

Pb elemento químico com Z = 82 e massa

atômica 207,2 u, 2

párton quarks e glúons, 5

QCD na Rede método de aproximações numéricas onde o

espaço-tempo é considerado discreto (pon-

tos na rede). É usado para baixas ener-

gias e grandes distâncias devido a impos-

sibilidade de calcular analiticamente quanti-

dades na QCD devido à grande constante

de acoplamento, 7

QGP estado da matéria nuclear, predito pelo

QCD, onde a simetria quirial é restaurada e

a temperatura e/ou densidade é tão alta que

os hádrons se sobrepõem, e os quarks se

tornam assintoticamente livres, ou desconfi-

nados, 7

quark partícula elementar de spin 1/2. Um quark

combinado com um anti-quark forma um

méson. Um conjunto de três quarks resulta

em um bárion. Há sabores (tipos diferentes)

de quarks: up, down, charme, estranho, bot-

tom top, 5
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RHIC Relativistic Heavy Ion Collider , 53
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jet quenching, 64

LEP, 2

LHC, 2

Liberdade Assintótica, 7, 8, 91

Limite Termodinâmico, 22

M. Gell-Mann, 27

MINUIT, 55

Modelo Padrão, 6

momento transversal, veja p⊥ (momento

transversal)

partícula

e+ (pósitron), 2

e− (elétron), 2

Au (ouro), 2

bóson, 6

Cu (cobre), 2

elementar, 2, 6

glúon, 5, 6, 8

párton, 5, 6

quark, 5–8, 91

hádron, 6

bárion, 6

méson, 6

n (nêutron), 2

nucleon, 2, 3, 9

núcleo, 3, 9

p (próton), 2, 3

Pb (chumbo), 2

Perry (QGP), 7

princípio de Boltzmann, 20

Pseudo-rapidez (η), 50
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