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Theoretical Physics is truly blessed, in that the quests for truth and beauty coincide.
Kerson Huang
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Resumo

A teoria quantica de campos pode ser vista como um conjunto de métodos e idéias
que além de sua importancia no estudo das particulas elementares, tem sido amplamente
usada em outras areas. Em especial, ela constitui uma ferramenta indispensavel no estudo
moderno de transicoes de fases e fenomenos criticos. A origem dessa constante relacao
entre a teoria de campos e a matéria condensada deve-se ao fato que, apesar de suas
diferencgas superficiais, ambas tratam de problemas envolvendo um grande ntmero de
graus de liberdade. Assim, nao é surpreendente que as mesmas técnicas possam ser uteis
nos dois campos.

Este trabalho trata de problemas nessas duas areas e esta essencialmente divido em
duas partes. A primeira parte é dedicada ao estudo de teorias de campos com uma aniso-
tropia entre o espago e o tempo, o que implica uma quebra da simetria de Lorentz. Uma
das motivagoes para considerar esse tipo de teoria vem justamente do estudo de transigoes
de fase em sistemas da matéria condensada. Anadlises do grupo de renormalizacao com
énfase na possibilidade de restauragao da simetria de Lorentz e também uma discussao
sobre identidades de Ward sao realizadas. Na segunda parte, a atencao é voltada para
a mecanica estatistica mas com uma abordagem tipica da teoria de campos, em espe-
cial, voltada para o estudo de transicoes de fase classicas e quanticas a partir da versao
quantizada do modelo esférico e de sua extensao supersimétrica.



Abstract

Quantum field theory can be seen as a set of methods and ideas that, besides its
importance in the study of the elementary particles, has been widely used in other areas.
In particular, it constitutes an indispensable framework in the modern approach to phase
transitions and critical phenomena. The origin of this constant relationship between field
theory and condensed matter is due to the fact that despite their superficial differences,
both deal with problems involving a large number of degrees of freedom. Thus, it is not
surprising that the same techniques may be useful in both fields.

This work addresses problems in these two areas and it is essentially divided in two
parts. The first part is devoted to the study of field theories with an anisotropy between
space and time, which implies a breaking of the Lorentz symmetry. One of the moti-
vations for considering this kind of theory is precisely the study of phase transitions in
condensed matter systems. Renormalization group analysis with emphasis on the possi-
bility of restoration of the Lorentz symmetry and also a discussion about Ward identities
are performed. In the second part, the attention is centered on statistical mechanics but
with an approach typical of field theory, in particular, focused to the study of classical
and quantum phase transitions from the quantized version of the spherical model and its
supersymmetric extension.
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Introducao

A estrutura de curtas distancias do espago-tempo nao é totalmente compreendida. Nao
sabemos ao certo quais sao os graus de liberdade relevantes em tais escalas. Contudo,
a descricao das particulas observadas e suas interagoes nao depende desse entendimento.
Isso porque a fisica, de uma maneira geral, é caracterizada pelo desacoplamento entre
diferentes escalas de comprimento ou, equivalentemente, de energia. Em particular, na
teoria de campos, o que ocorre em distancias abaixo de uma certa escala, A~!, nao interfere
na fisica em escalas superiores. A é denominado corte (cutoff) da teoria e fisicamente pode
ser interpretado como o seu regime de validade. Isso nos conduz a idéia de descrigoes
efetivas.

Em teorias renormalizaveis, o corte A pode ser eliminado completamente por meio
de uma reparametrizacado dos parametros envolvidos (um conjunto finito), em contraste
com teorias nao-renormalizéveis, que sao caracterizadas pela impossibilidade de eliminar
A dessa forma. O exemplo cldssico e mais desafiador de uma teoria nao-renormalizavel é
a gravitagao [1].

Isso sugere que deve haver uma descrigao mais fundamental, em que uma nova fisica
deve governar tais regimes extremos. Nessa busca, a teoria de cordas aparece como uma
candidata consideravel, proporcionando alguns resultados impressionantes [2]. Apesar
de haver muitos problemas pela frente, provavelmente ela contém alguns ingredientes
fundamentais para uma descri¢cao unificada da natureza.

J& que estamos imaginando uma situagao em que uma nova fisica deve emergir, é
natural questionar sobre o carater dessas novas leis fisicas. Por exemplo, quais as simetrias
fundamentais nessa nova escala” Ou melhor, se as simetrias exibidas por um determinado
processo (digamos, um espalhamento de particulas) sobrevivem a medida que se muda a
escala em que o sistema é observado. Ou ainda, se novas simetrias possam surgir, como se
acredita acontecer com a supersimetria. E diffcil responder a essas questoes, uma vez que
escalas muito elevadas nao sao acessiveis experimentalmente. Essencialmente, os tinicos
guias que temos sao a consisténcia da teoria subjacente e os limites de baixas energias.

Nesse sentido, o tema principal da primeira parte deste trabalho refere-se a possibili-
dade da quebra da simetria de Lorentz. Essa possibilidade ja foi considerada em diversos
trabalhos e ainda é motivo de intenso estudo. Veja as referéncias [3], [4, [5, [6, [7], por exem-
plo. Ha diferentes maneiras para implementar essa quebra. De uma maneira geral, nos
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concentraremos na quebra da simetria de Lorentz por meio de uma modificagdo na parte
livre da acao, em favor de uma melhora no comportamento ultravioleta da teoria. Mais
precisamente, incluindo termos com derivadas espaciais de ordem superior. Dessa forma,
o sistema passa a exibir uma anisotropia entre o espago e o tempo.

Estudos no sentido de melhorar o comportamento ultravioleta adicionando-se termos
com derivadas de ordem superior, mas preservando a simetria de Lorentz, ja foram reali-
zados e sao muito discutidos atualmente [8, 9]. A covariancia relativistica requer também
termos com derivadas temporais de ordem superior. Decorrente desses termos, surge o
problema do aparecimento de fantasmas, comprometendo assim a unitariedade da teoria.
No primeiro capitulo, hd uma secao dedicada a ilustrar essa questao.

Devido a essas dificuldades, foi sugerido em [10] 11}, 12, [13] a introdugao de derivadas
superiores de maneira anisotropica, ou seja, apenas derivadas espaciais. Ao adicionar
termos envolvendo apenas derivadas espaciais de ordem superior, nao temos o problema
de aparecimento de fantasmas e ainda assim temos a melhora no comportamento ultra-
violeta desejada. O prejuizo aqui deve-se a quebra da simetria de Lorentz, conforme ja
foi mencionado. A idéia geral é que a simetria de Lorentz possa emergir num limite de
baixas energias. Um dos nossos objetivos é investigar, de um modo mais quantitativo, a
viabilidade dessas idéias.

Esse tipo de comportamento anisotropico entre espaco e tempo é comum em alguns
sistemas de matéria condensada, no contexto de transi¢coes de fase e fendomenos criticos
[14, 115, [16, [I7]. Realmente, esse grau de anisotropia é caracterizado por um expoente
critico, denominado expoente critico dinamico z e pode ser associado a existéncia de um
ponto de Lifshitz quantico. Deixamos para uma secao posterior uma discussao um pouco
mais elaborada desse aspecto.

O estudo de transicoes de fase e fenomenos criticos é uma das principais atividades da
mecanica estatistica e possui diversas conexdes com a teoria de campos [18,[19, 20]. Como
sera discutido, nas proximidades do ponto critico, uma rede discreta pode ser aproximada
por um espaco continuo e consequentemente o sistema passa a ser descrito efetivamente
por uma teoria de campos. Como exemplos tradicionais de modelos definidos sobre redes
cristalinas destacamos o modelo de Ising e o modelo esférico.

O modelo de Ising desempenha um papel fundamental no estudo de transi¢oes de fases
em sistemas magnéticos. Apesar da simplicidade de sua formulagao, o célculo da funcao
de particao se torna mais elaborado a medida que aumentamos a dimensad]. De fato,
em uma dimensao espacial o modelo é exatamente solivel na presenca de campo externo,
mas nao exibe uma transicao de fase. Em duas dimensoes, ele tem uma solucao exata na
auséncia de campo (solugdo de Onsager) e em trés dimensdes nao possui solugao exata
mesmo na auséncia de campo.

Devido a essas dificuldades, em 1952 Berlin e Kac [21] introduziram o modelo esférico,
que é uma espécie de aproximagao continua do modelo de Ising. A func¢ao de particao

L Até o maximo de trés dimensdes, uma vez que a partir de quatro dimensdes o modelo se torna trivial,
com um comportamento critico de campo médio.

10
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do modelo esférico é exatamente soluvel em qualquer ntimero de dimensdes mesmo na
presenca de campo externo e a solucao exibe um comportamento critico nao trivial, o
que o torna um excelente laboratério para investigar diversas propriedades. Além disso,
como mostrado por Stanley em 1968 [22], o modelo esférico é equivalente ao modelo de
Heisenberg cldssico no limite de spins com dimensionalidade infinita.

Apesar de suas caracteristicas muito interessantes, o modelo apresenta uma patologia
na entropia em baixas temperaturas: S ~ InT e assim S — —oo quando T — 0, em
contradicao com a terceira lei da termodinamica. Na tentativa de melhorar esse compor-
tamento, versdes quanticas do modelo esférico passaram a ser consideradas [23], 24]. Em
sua versao quantizada, o modelo continua tendo solugao exata e realmente a introducao
de flutuagoes quanticas corrige o problema da entropia.

Outro fator que chamou a atengao para os modelos quantizados decorre do intenso
estudo de transi¢oes de fase quanticas [25], isto é, transi¢oes a temperatura zero. Em
particular, como mostrado em [26], a versdo quantica do modelo esférico exibe além
do comportamento classico nao trivial uma transicao de fase quantica caracterizada por
novos expoentes criticos. Mais do que isso, a versao quantica é equivalente ao modelo
sigma nao-linear no limite do nimero de campos tendendo para o infinito. Essa conexao
desperta bastante interesse, visando a possibilidade de aplicagao de métodos da teoria de
campos. Um dos nossos objetivos é explorar essa conexao por meio de uma abordagem
da teoria de campos, a partir da qual se torna mais natural a extensao do modelo para o
caso supersimétrico.

Originalmente introduzida no contexto da teoria de campos como uma generalizacao
da simetria de Poincaré, a supersimetria tem sido frequentemente aplicada ao estudo de
problemas em outras areas. Na situagao nao-relativistica, de principal interesse para a
fisica da matéria condensada, a supersimetria foi introduzida por Nicolai em [27] 28], no
estudo de sistemas de spins, e por Witten em [29], na construgdo da mecéanica quantica
supersimétrica. Exemplos de aplicacoes em diversos sistemas da matéria condensada
podem ser encontrados em [30)], 3], 32].

Quanto a estrutura, a tese esta dividida basicamente em duas partes. A primeira parte
¢ mais voltada para a teoria de campos, englobando os capitulos 1 a 4. A segunda parte,
envolvendo os capitulos 5 a 7, é direcionada para a mecanica estatistica.

O primeiro capitulo é dedicado a algumas motivagoes do trabalho além de uma dis-
cussao geral sobre teorias com anisotropia entre as coordenadas espaciais e temporal,
indicando a construcao de modelos escalares, espinoriais, de calibre e gravitacionais. No
segundo capitulo, discutimos aspectos do procedimento de renormalizacao em teorias esca-
lares anisotrépicas, culminando com um estudo do grupo de renormalizacao. Esse estudo
é prosseguido no capitulo 3, num modelo com uma interacao de Yukawa, que além do
campo escalar envolve um campo espinorial. O capitulo 4 trata do estudo de simetrias
ao nivel quantico, com um estudo das identidades de Ward, generalizando o método dos
produtos normais para o caso de teorias anisotropicas. Também discutimos aplicagoes
desse método.

11
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A segunda parte, iniciada no capitulo 5, apresenta alguns aspectos basicos envolvidos
na solucao do modelo de Ising, como a dualidade entre altas e baixas temperaturas e
a conexao com a teoria de campos, e também na solucao do modelo esférico classico
que constitui o ponto de partida para os estudos dos capitulos seguintes. Realmente,
no capitulo 6, consideramos a versao quantica do modelo esférico, numa abordagem via
integracao funcional e discutimos a conexao com o modelo sigma nao-linear. No capitulo
7, apresentamos a extensao supersimétrica do modelo esférico quantico e finalizamos com
a analise de seu comportamento critico. Um sumério do trabalho, destacando pontos
importantes e algumas conclusoes, é apresentado nas Consideragoes Finais.

12



Capitulo 1

Aspectos Gerais

O objetivo deste capitulo introdutorio é expor de uma maneira geral diversos aspectos
e possibilidades envolvidas no estudo de teorias com anisotropia, bem como as motivagoes
as quais nos levam a considerar tais teorias. Em particular, discutimos a conexao com as
transigoes de fase continuas (segunda ordem) que ocorrem em muitos sistemas da matéria
condensada e que nos leva ao estudo de modelos estatisticos.

1.1 Teorias Relativisticas com Derivadas de Ordem
Superior

Uma maneira muito natural de obter teorias relativisticas com um melhor comporta-
mento ultravioleta consiste em incluir na parte livre da lagrangiana termos com derivadas
superiores. Por exemplo, no caso de um campo escalar real podemos escrever

1
L= —5@(QD2 + 0+ m2)g0 + Lint(0). (1.1)

Duas questoes imediatamente surgem: 1. Qual o significado fisico desse novo tipo de
termo? Ou, o que estamos incluindo de novo na teoria? 2. Isso pode nos trazer algum
problema? Em principio, nao ha uma razao fisica evidente para justificar a presenca de
um termo assim. As respostas a essas perguntas estao relacionadas. Para entender melhor
isso é conveniente reescrever a lagrangiana acima como

1
L= _5(1@(5 +mi)(D —|—m2_)g0+£mt(<ﬂ)a (1'2)
em que definimos

1
m? = o (1 +V1o 4m2a> : (1.3)

13
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com 0 < 4m?a < 1. Introduzindo campos ¢ e @, por meio de

Va

pro = —m—=(0 +m3)p, (1.4)
obtemos ] ]
L= —5%(‘3 +m? )y + 5@2(‘3 +m% )02 + Lint(01, ©2). (1.5)

Esse resultado mostra explicitamente que o propagador livre do campo (, tem um sinal
errado. De uma forma geral, isso estd associado a presenca de estados com norma negativa
na teoria, denominados fantasmas. Se nao houver interacao, esses estados simplesmente
se desacoplam nao trazendo problemas. Entretanto, a interagao acopla esses graus com
os graus fisicos e isso pode trazer consequéncias drasticas. De fato, esses graus de liber-
dade sao incompativeis com a unitariedade, que é uma propriedade indispensavel para a
interpretacao fisica da teoria.

Observe que a lagrangiana (LH]) tem uma estrutura anédloga a de uma teoria com uma
regularizacao tipo Pauli-Villars. Teorias formuladas dessa maneira tornam-se, em geral,
renormalizaveis. Um exemplo importante disso é o caso da gravitacao. Como mostrado
por Stelle em [33], ao incluir termos com derivadas superiores na agao de Einstein-Hilbert,

1 1 1
K K

Lo 2
2 (RWR“” — §R ) + 6R } (1.6)
a teoria torna-se renormalizavel. Outra questao pertinente é se essa teoria recupera a
relatividade geral de Einstein? A relatividade geral de Einstein pode ser pensada como
uma aproximagao de longas distancias da acao (L.6), isto é, como uma agao efetiva de
baixas energias

1 1
Sef ~ /dDLU\/ —g (’Y;R"— FA) . (17)

Um udltimo comentério antes de concluir esta secao é que o surgimento de estados tipo
fantasma estd diretamente relacionado com a inclusao de derivadas temporais de ordem
superior. Essa observacao traz novas possibilidades para tratar o problema. Abrindo
mao da simetria de Lorentz, podemos ter um efeito semelhante ao anterior, no sentido
da melhora do comportamento ultravioleta, adicionando-se termos de derivadas de ordem
superior envolvendo apenas a parte espacial. Antes de considerar concretamente essa
questao, vamos discutir um pouco as relagoes entre uma anisotropia suave entre espago e
tempo e a simetria de Lorentz.

14



Aspectos Gerais 15

1.2 Quebra Suave da Simetria de Lorentz

No estudo sobre a possibilidade de restauracao da simetria de Lorentz em algum limite
de baixa energia, basicamente devemos estudar o fluxo dos parametros da teoria mediante
o grupo de renormalizacao. Nesse sentido é importante entender algumas caracteristicas
desse fluxo no caso de teorias com uma quebra suave da simetria de Lorentz.

Para uma teoria envolvendo apenas um tipo de campo, o modelo mais simples que
podemos escrever é dado pela lagrangiana

L_la ) _@3. O _m e A (1.8)
=3 000 9 iPOIP 290 3!90- .

Esse modelo é renormalizavel em 5+ 1 dimensoes espaco-temporais. Estamos supondo
que um termo linear no campo foi adicionado a lagrangiana com o coeficiente ajustado
de modo a eliminar todos os diagramas com uma linha externa (tadpoles). Para obter o
comportamento efetivo do parametro by, o qual é definido por 51’% = u@b?a /Ou, sendo p a
escala introduzida no processo de renormalizacao, basta analisar a funcao de dois pontos.
Usando a equagao do grupo de renormalizacao de t’Hooft-Weinberg, obtemos o resultado
Bb?p = 0. Isso nada mais é que o reflexo da simetria de Lorentz: a velocidade da luz nao é
um parametro efetivo no sentido do grupo de renormalizacao. Isso justifica a escolha do
sistema natural de unidades, isto é, temos liberdade para escolher ¢ = 1.

A andlise de grupo de renormalizacao acima é na realidade completamente desne-
cessaria. De fato, a lagrangiana (L§]) corresponde a escolha de um sistema de unidades
em que ¢ = b,. Obviamente isso nao prejudica a simetria de Lorentz. Além disso,
pensando em termos da agao, esse fator pode sempre ser eliminado por meio de um rees-
calonamento da coordenada espacial z*, 2 — bya*. O resultado é um fator b, global na
acao, que ¢ fisicamente irrelevante.

No caso de teorias envolvendo mais que um campo, temos a possibilidade de con-
siderar fatores diferentes acompanhando as derivadas espaciais. Para exemplificar isso,
consideremos o modelo de Yukawa em 3 4+ 1 dimensoes:

2 2

1 - .
L= S0pdvp = F0updhip — oo+ h(in° 0o + ibuy', — M)
- A
+ gV e — e (1.9)

Note que, ao contrario da situagao anterior, agora nao ¢é possivel eliminar simultaneamente
os parametros b, e by, por meio de reescalonamento da coordenada espacial. Temos entao,
uma quebra da simetria de Lorentz! Nessa situacao, o comportamento desses parametros
nao ¢ trivial. Podemos esperar, contudo, que quando b, = by, as funcoes 55% e 5%
se anulem, pois esse é o caso da simetria de Lorentz. Mas, e no caso b, # b,? Qual
¢ o comportamento das solucoes? Para obter o comportamento dos parametros b, e

15



Aspectos Gerais 16

by, devemos analisar as fungoes de dois pontos tanto do campo escalar como do campo
espinorial. Dessa forma, repetindo o procedimento descrito acima, encontramos

1 (b, + by) 9
51739 = 4—7TQ¢T((% —by)g (1.10)
e
1 1 9

By, = (1.11)

672 b(b, + by e T be)d
Como esperado, quando b, = by, temos ﬁbi = %, = 0. Agora, vamos analisar a situacao
em que b, # by,. Temos duas possibilidades:

1. b, > by. Nesse caso, a funcao b, ¢ monotonamente crescente, enquanto que by, é
monotonamente decrescente. Esse comportamento é ilustrado, de maneira qualitativa, na
figura [Tl Como b, > by, estamos a direita do ponto em que os fluxos se cruzam. Assim,

by

by

t

Figura 1.1: Fluxo dos Parametros para b, > by, conforme ¢ aumenta.

conforme t (t = In u/pg) vai aumentando, estamos cada vez mais distantes de recuperar
a simetria de Lorentz. Por outro lado, ao diminuir ¢, o fluxo é revertido e, entao, os dois
parametros tendem para o ponto em que se tornam iguais.

2. b, < by. Agora, a situacao se inverte, ou seja, a funcao b, torna-se monotona-
mente decrescente, enquanto que b, torna-se monotonamente crescente. Ilustramos esse
comportamento na figura [[2l Novamente, nos encontramos a direita do ponto onde os
fluxos se encontram. De fato, independentemente da condigao inicial, sempre estamos
localizados a direita do ponto em que b, = by; portanto, quando ¢ vai diminuindo, o fluxo
sempre nos leva a esse ponto. Uma vez atingido esse ponto, de acordo com as equacoes
([L10) e (LII), as fungdes By e Pz tornam-se iguais a zero e nao mudam mais. Entao, na
verdade, o fluxo a esquerda do ponto deve ser uma linha horizontal, como mostrado na
figura[[.3] e ndo como os diagramas acima. Isso nos leva a seguinte conclusao. A simetria
de Lorentz é um ponto fixo do grupo de renormalizacao, conforme diminuimos a escala
de energia. Em outras palavras, a simetria de Lorentz é uma consequéncia inevitavel do
fluxo do grupo de renormalizacao no limite de baixas energias.
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by

Figura 1.2: Fluxo dos Parametros para b, < by, conforme ¢ aumenta.

Figura 1.3: Fluxo dos Parametros conforme ¢ aumenta.

A modificacdo feita na lagrangiana (L9), introduzindo os parametros b, e by, corres-
ponde a uma quebra suave da simetria de Lorentz por meio de uma anisotropia entre
0 espaco e o tempo. A teoria nao sofre nenhuma mudanca estrutural. A contagem de
poténcias é a mesma e consequentemente o grau de divergéncia superficial bem como a
dimensao critica permanecem inalterados. Em suma, a estrutura UV nao é modificada.

Entretanto, podemos introduzir a anisotropia de uma maneira mais dréstica, isto é,
adicionando-se a lagrangiana termos envolvendo derivadas espacias de ordem superior,
por exemplo, A%y, em que A é o laplaciano. Entdo, serd que algum mecanismo de
restauracao da simetria de Lorentz semelhante ao mostrado acima sobrevive a esse tipo
de quebra? Um dos principais objetivos da primeira parte deste trabalho é discutir essa
questao. Queremos estudar a estrutura UV de algumas teorias e quais as consequéncias
dessas modificagoes no fluxo do grupo de renormalizacao dos parametros envolvidos. Tra-
balhos nessa dire¢ao também foram apresentados em [34] [35].
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1.3 Transicoes de Fase Continuas

Conforme mencionamos na Introdugao, vamos discutir um pouco sobre a anisotropia
entre o espago e o tempo no contexto das transigoes de fases [14, [15] [16].

Quando um sistema passa por uma transi¢ao de fase, ele muda de propriedades fisicas,
ou seja, ele muda de ordem. Para caracterizar essa mudanca, introduzimos uma grandeza,
chamada parametro de ordem, possuindo as seguintes propriedades: em uma das fases
¢ nulo (fase desordenada) e na outra fase é nao nulo (fase ordenada). Estamos nos
restringindo a transi¢oes continuas (ou de segunda ordem). Assim, nas proximidades da
regiao critica, o parametro de ordem é pequeno, justificando o desenvolvimento da energia
livre como uma série de potencias desse parametro de ordem, conhecida como expansao
de Landau-Ginzburg 36, [37].

Citamos aqui alguns exemplos tipicos de transicoes de fase em sistemas fisicos e o
parametro de ordem correspondente. Numa transicao para-ferromagnética, o parametro
de ordem ¢ a magnetizagao. Para uma transicao gas-liquido, o parametro de ordem
adequado é a diferenca entre os volumes especificos das fases coexistentes, vg — vy,. Em
tais sistemas, encontrar um parametro de ordem adequado é facil e até mesmo natural.
Entretanto, isso nem sempre é uma tarefa simples.

A expansao de Landau-Ginzburg mencionada anteriormente, fornece uma descrigao
geral do comportamento critico, isto é, ela nao descreve um sistema especifico. Mas, as
transigoes ocorrem em tantos sistemas diferentes, cada um com as suas particularidades
e suas caracteristicas microscopicas. Qual a razao para considerar uma teoria geral de
transicoes de fase? A resposta a essa pergunta nos leva ao conceito de universalidade, que
¢é a caracteristica que faz o estudo dos fenomenos criticos tao especial e fascinante.

Imediatamente nas vizinhancas da regiao critica, certas grandezas termodinamicas,
como o calor especifico e a suscetibilidade, apresentam um comportamento peculiar, com
divergéncias que sao governadas por um conjunto de expoentes criticos. Nesse sentido,
os expoentes criticos descrevem a natureza das singularidades e caracterizam a transicao
de fase. Todas as transi¢oes que possuem o mesmo conjunto de expoentes, pertencem
a mesma classe de universalidade. O fato mais marcante é que as classes de universali-
dade sao determinadas por poucos fatores, essencialmente a dimensao espacial do sistema
considerado e as simetrias envolvidas.

O que esta por tras da universalidade é o fato que, na regiao critica, o comprimento
de correlagao é a tunica escala de comprimento da teoria. Distante do ponto critico,
o comprimento de correlagao é da ordem do espacamento entre os sitios da rede, no
caso de um solido. Assim, as propriedades microscépicas sao importantes e conduzem
a caracteristicas muito distintas entre diferentes materiais. Porém, nas proximidades do
ponto critico, o comprimento de correlagao diverge (torna-se da ordem do tamanho do
sistema) e as caracteristicas microscopicas do sistema passam a ser irrelevantes.
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Nas proximidades do ponto critico, o comprimento de correlagao & comporta-se como
&~ It (1.12)

em que v é o expoente critico do comprimento de correlagao e ¢ é algum parametro
que mede a distancia ao ponto critico. Por exemplo, numa transicao que ocorre quando
o sistema passa por uma temperatura critica 7., ele é usualmente escolhido como t =
(T'—T.)/T.. Em adicao as correlagbes espaciais, o sistema exibe correlagoes temporais.
A escala de tempo tipica que as flutuagoes levam para decair é definida pelo tempo de
correlacao 7., caracterizado pelo seguinte comportamento:

Te ~ [T ~ €7, (1.13)

sendo z o expoente critico dinamico. Esse expoente determina a anisotropia entre o espago
e o tempo, no sentido descrito acima.

O expoente critico dinamico é inerente ao estudo de transicoes de fase em sistemas
quanticos. No caso de um sistema classico, a fungao de particao se fatora,

Z = ZCinéticaZPotoncial- (1 14)

Em outras palavras, a estatica e a dinamica se desacoplam. Assim, podemos estudar
o comportamente critico com parametros de ordem independentes do tempo, mas com
uma dependéncia espacial. Para uma hamiltoniana quantica, o desacoplamento acima
nao ocorre e nos obriga a considerar modelos com parametros de ordem dependentes do
tempo também.

E nesse contexto que passamos a estudar o ponto de Lifshitz. Um ponto de Lifshitz em
um diagrama de fases é definido como o ponto de encontro entre uma fase desordenada,
uma fase uniforme e uma fase modulada. FEsse tipo de estrutura ocorre em diversos
sistemas magnéticos, cristais liquidos, polimeros entre outros. Na discussao que segue
usaremos a linguagem de sistemas magnéticos, baseada em modelos tipo Ising.

Diagramas exibindo essa estrutura de fases decorrem de sistemas envolvendo interagoes
competitivas, favorecendo diferentes ordenamentos. Como um prototipo, consideraremos
um modelo tipo ANNNI generalizado (do inglés, azial-next-nearest-neighbor Ising) sobre
uma rede quadrada bidimensional com espacamento a, com interacoes ferromagnéticas
entre primeiros vizinhos, anti-ferromagnéticas entre segundos vizinhos e uma interacao
indefinida a priori entre vizinhos diagonais. Além disso, por uma questao de conveniéncia,
vamos supor que as variaveis de spin em cada sitio sejam continua e que haja competicao
em todas as dire¢oes. A hamiltoniana é dada por

H=—JD1 Y SeSv—Jo > SeSv—J5 > SeSu, (1.15)

<r,r’> Lr,r'> <r,r’/~

Varidveis tipo as do modelo esférico. Discutiremos em detalhes esse modelo na parte final deste
trabalho.
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com J; > 0 favorecendo o ordenamento ferromagnético, J, < 0 o anti-ferromagnético e
Js sem sinal definido a priori. Os simbolos <> e <> indicam soma sobre primeiros
e segundos vizinhos, respectivamente, enquanto < > significa soma entre vizinhos nas
diagonais. A ilustracao geométrica dessa situacao é mostrada na figura [[L4 O caso
ANNNI usual corresponde a J; = 0.

J3

Jo

A

Figura 1.4: Interacoes competitivas na rede quadrada.

Para quantizar o modelo, precisamos atribuir uma dinamica, o que pode ser feito por
meio da adicao de um termo cinético. A lagrangiana correspondente pode ser escrita como

2
£:%¥ (dcir) +Jy Z S.S. + Jo Z S Sy + Jy Z Sy Spr. (1.16)

<r,r’'> <Lr,r’> <r,r’>

A partir dessa expressao podemos construir a teoria quantica por meio da integracao
funcional, por exemplo. Esse procedimento de quantizacao de modelos estatisticos sera
discutido em detalhe nos ultimos capitulos, no estudo de transigoes de fase quanticas.

Para entender qualitativamente a conexao entre (LI6]) e os modelos de teoria de cam-
pos estudados em grande parte deste trabalho, e além disso o efeito das interagoes entre
vizinhos no modelo correspondente, vamos estudar o limite continuo da rede a — 0. Lem-
bre que, nas proximidades do ponto critico o comprimento de correlacao diverge & > a.
Em primeiro lugar é conveniente escrever a lagrangiana acima explicitando as interagoes
da seguinte forma

1 dS,,\>
£ - 5 Z < dt7y) + Jl Z(Sx-l—a,ysx,y + Sx,y—i—aS:c,y) + JZ Z(Sx+2a,y5x,y + Sx,y+2a5x,y)
:B,y

T,y T,y

+ I3 Y (SetragraSey T SotaySryta)- (1.17)

:Biy

Observe que no limite do continuo a interacao entre primeiros vizinhos S;.44,Sz, pode
ser identificada com uma derivada

an 2 Sm a _Sx ?
( 8x,y) N( + 7ya ,y) . (118)
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Assim, o termo cruzado correspondente a interacao entre primeiros vizinhos é escrito como

1y (98:,\°
2 2 @y

Sx+a,y5m7y ~ Sx,y - 5& ( or ) ) (119)
levando em conta a somatoria sobre x e y. Nas deducoes seguintes isso também estd
subentendido. A expressao para S;y4+.5:, ¢ semelhante. A interacao entre segundos
vizinhos S;424,45%,, pode ser identificada a partir da derivada segunda

82Sx,y ? Sx+2a,y - 2Sm+a,y + Sx,y 2 1.90
oz )~ 22 ) (1.20)
de modo que
0S:,\> . 1 4 (0°S.,\”
Sx+2a7y5x7y ~ Sg,y - 2(1,2 (W’y) ‘I’ 5@4 (aTQ’y) , (121)

com uma expressao andloga para Sy ,1245z,. Por fim, as interagoes diagonais sao escritas
a partir de termos contendo derivadas mistas

08,5\ 08, \2 1 ,/8%S,.,\°
SetaytaSey + SataySeyra ~ =657, +a’ (Wy) e <8—yy) * §a4 (8?8;) .

(1.22)
Reunindo todas as contribuigdes, a lagrangiana (LI7) torna-se

2
L = /er {% (%—f) +2(Jy + Jo — 3J5)S? — %aZ(Jl +4Jy — 2J5)(VS)?

1 PS\°  [(PS\? Ty [ 0°S )

+ et [(@) + (8—y2) + 72 (8:68y) ” (1.23)
em que estamos omitindo a dependéncia espago-temporal da variavel S(x,y,t). O ponto
de Lifshitz é caracterizado pelo anulamento do termo (V.S)?, o que ocorre quando .J; +
4Jy —2J3 = 0 (No caso usual com J3 = 0 o ponto de Lifishitz se reduz a J; +4Js = 0
[38]). Na teoria quantizada dizemos que esse é um ponto de Lifshitz quanticol A sua
caracteristica especial é que o sistema exibe um escalonamento anisotrépico entre espaco
e tempo, com um expoente critico dinamico z = 2. Por outro lado, quando Jy, = 0 e
J3 = 0, a lagrangiana exibe a simetria relativistica, correspondendo a z = 1. Da discussao
acima fica claro que a inclusao de interacoes entre vizinhos mais distantes é equivalente
a considerar termos com derivadas espaciais de ordens mais altas, podendo dar origem a
valores arbitrarios de z.

Para as propostas da teoria de campos, buscamos uma lagrangiana com invariancia
rotacional (espacial), o que requer que a ultima linha de (I.23]) seja reconhecida como
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(V2S)2. Isso é obtido com a escolha J3 = 2.J, e fazendo integragoes por partes no termo
com as derivadas mistas,

2 1 aS ? 2 1 2 2 1 4 2 2

A lagrangiana (L24) tem exatamente a forma de uma teoria escalar livre com a inclusao
de um termo envolvendo derivadas espaciais de ordem superior. Nesse sentido, podemos
tentar generalizar essa estrutura para teorias com campos de diferentes carateres como
espinores, campos de calibre e gravitacionais.

1.4 Construcao de Modelos

1.4.1 Campos Escalares e Espinorias

Nao hd uma maneira univoca para a construcao de teorias exibindo anisotropia entre
espaco e tempo. Por exemplo, para um campo escalar, a modificacao da parte livre mais
geral envolve todas as poténcias do laplaciano entre 1 e z:

1 1 m?
Ly= 58(]@80@ + 5@(0@A — 3 A* -+ Q2AT)p — 7@2. (1.25)
No estudo sobre a possibilidade de restauragao da simetria de Lorentz é necessario con-
siderar os termos de ordem inferior a z, principalmente o termo usual (z = 1), pois

essencialmente, devemos comparar a relevancia desses operadores em diferentes regimes
de energia. Mais do que isso, eles podem ser necessarios para garantir a renormalizabili-
dade da teoria. Por outro lado, a presenca dos termos de ordem inferior traz dificuldades
técnicas praticamente intransponiveis na andlise de diagramas envolvendo mais que um
laco.

Além dos tipos de termos a serem considerados, temos ainda uma ambiguidade na
questao dos sinais que acompanham cada termo. Esses sinais serao escolhidos de modo
que a relacao de dispersao seja uma expressao positiva definida,

E? = ofp? + a3(p*)* + - + a(p?)” + m?. (1.26)

Para teorias envolvendo campos fermionicos a construcao é semelhante e requer apenas
um cuidado especial para garantir que a lagrangiana seja hermitiana,

Lo = Vi’ 0ot) + Plariv'0; + aa(i7'0;)* + - - - + . (i7'0;)” — M. (1.27)

Existe ainda outra possibilidade de construir operadores com altas derivadas espaciais, a
saber,

Y(=A)"2 0. (1.28)
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Observe que termos com essa estrutura trazem dificuldades quando z é par, conduzindo
a um operador nao-local na parte cinética. Por esse motivo, descartaremos termos desse
tipo em nossos estudos, 0s quais serao restritos ao caso z = 2. Quando z é um numero
impar, (L.28) se reduz ao tipo de termos presentes em (L.27]).

Podemos tentar um raciocinio andlogo sobre a relacao de dispersao para decidir os
sinais. Por simplicidade, vamos nos concentrar diretamente no caso z = 2. Sendo assim,
a posicao do pdlo do propagador associado a lagrangiana (L27) fornece

E? = a;p* + (aep® + M)*. (1.29)

Essa andlise nao é suficiente para fixar os sinais. Qualquer que seja o sinal do termo com
derivada superior as, a relacao de dispersao sera positiva definida. Nesse caso nao temos
uma escolha preferencial e, entao, podemos considerar o sinal positivo, tal como escrito
acima.

Esse tipo de construgao nao afeta a estrutura de interacao da teoria (a estrutura
topoldgica dos diagramas). Ela modifica apenas as partes livres, que sdo relevantes para
a contagem de poténcias e, consequentemente, para o grau de divergéncia superficial.
Os propagadores tém um melhor comportamento ultravioleta e de uma forma geral ha
uma melhoria nas propriedades de convergéncia das fungoes de Green, favorecendo a
renormalizacao. Entretanto, no caso de teorias com simetria de calibre esse efeito nao
¢é tao evidente, pois a introducao da anisotropia da origem a novos termos de interacao.
Reservamos a secao seguinte para discutir um pouco melhor essa questao.

Para concluir, mencionamos que quando temos uma teoria envolvendo diferentes cam-
pos (sejam de mesmo carater ou nao) interagindo é desejavel que o grau de anisotropia
seja 0 mesmo. Em outras palavras, os propagadores sao modificados com derivadas da
mesma ordem para todos os campos, correspondendo ao mesmo grau z. Essa homogenei-
dade conduz a uma contagem de poténcias anisotropica muito natural, em que é possivel
discutir de maneira geral as propriedades de renormalizacao. Isso também sera estudado
em detalhe.

1.4.2 Teorias de Calibre

Em constraste com a discussao precedente, a construcao de teorias de calibre com
anisotropia acaba afetando a parte de interacao. Isso decorre do requisito da simetria de
calibre no acoplamento com campos de matéria. Sabemos que um produto arbitrario de
derivadas covariantes tem a lei de transformacao desejada, isto é,

(DD, ---D,®) =e““*)D,D, ... D,®, (1.30)

em que ¢ designa genericamente um campo (escalar ou espinorial) cuja transformagao
é da forma & = €@ P, e a derivada covariante é definida da maneira usual, D, =
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Oy — tqA,. Assim, para introduzir a anisotropia sem prejudicar a simetria de calibre,

os termos adicionais envolverao derivadas covariantes de ordem superior e isso introduz

novos termos de interacao, podendo modificar drasticamente as propriedades da teoria.
Para ilustrar esse fato, consideremos a eletrodinamica com z = 2 [35],

1 2
L = - Fy Fy — 71

2 p— p— . .
5 1 FiFij— %EjAFij +iy° Dot + (i’ D+ o (i D;)* — M )ap. (1.31)

De passagem, observe que o grau de anisotropia é uniforme entre o campos espinorial e
de calibre, conforme mencionado anteriormente. Além da interagao usual,

Lint = qy° YAy — onqipy'p A, (1.32)
teremos novos tipos de termos, tais como
Ling = —Oé2q21;¢AiAi - i@2q1;7i7j¢8iz4j oy (1.33)

representados graficamente na figura [L3  Assim, no célculo da fungao de trés pontos

v A,

Figura 1.5: Vértices de Interacao.

(Y A,), por exemplo, teremos dois diagramas da mesma ordem contribuindo, mostrados
na figura [LB Além do diagrama usual, o primeiro diagrama da figura [L0 temos a

Figura 1.6: Diagramas que contribuem para a fungao f3,.

contribui¢ao adicional do segundo diagrama. Uma vez que esses diagramas contribuem
para a funcao 3,, nao é claro a priori se isso afetard ou nao a estabilidade da teoria no
ultravioleta e no infravermelho. Teorias nao-abelianas também ja foram consideradas na
literatura [39], mas nao as discutiremos aqui.
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1.4.3 Gravitacao

Um dos casos de maior interesse para aplicar as idéias descritas anteriormente trata-
se da gravitacdo [13]. Em particular, hd uma forma especialmente adequada para a
implementagao da anisotropia. De fato, o formalismo ADM [40], [41], que essencialmente
refere-se a decomposicao 3+1 do espago-tempo em espago e tempo, é muito conveniente.

A acao ADM é construida a partir da foliagao do espaco-tempo M em superficies de
Cauchy, ¥, parametrizadas por uma funcdo global (tempo) ¢, ou seja, cada superficie ¥,
corresponde a um ¢ fixo. A métrica do espago-tempo, g5, induz uma métrica espacial hgy,
(métrica tri-dimensional Riemanniana) sobre cada ¥, de acordo com

hab = Gab + NNy, (134)

em que n® é um vetor unitario tipo tempo@ (n"n, = —1) normal a superficie ;. Note
que n®hg, = 0, tal que hgy, pode ser interpretado como uma projegao sobre ;.

Seja t* um campo vetorial sobre M, satisfazendo a condicao t*V,t = 1. V, é o
operador derivativo compativel com ¢, Vagee = 0. Podemos decompor t* nas partes
normal e tangencial, definindo assim a funcao lapso, N, e o vetor shift, N* em relacao a
te:

N = —tn, (1.35)

N, = hapt’. (1.36)

A figura [L.7 ilustra essa situacao. Outro objeto fundamental nessa construcao é a curva-

Nn® /

Na

Zt+Af

2
Figura 1.7: Definigao da fungao lapso, N, e do vetor shift N®.

tura extrinseca K, definida por

1
Kab = ha Cvcnb = ha chb dvcnd = §£nhaba (137)
em que £, é a derivada de Lie e esta relacionada com a derivada temporal, de modo que
1 .
Kgp=—(h— D,Ny, — D,N,). 1.
ab 2N(h' atVb b a) ( 38)

2Nesta segdo estamos usando a métrica com assinatura (—1, 1,1, 1), usual na relatividade geral.

) 3 )
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D, é o operador derivativo compativel com hg,, D,hy. = 0. A partir desses ingredien-
tes é possivel relacionar as quantidades do espago-tempo (quadridimensionais) com as
quantidades tridimensionais sobre »;. Em particular, o escalar de Ricci pode ser escrito
como

R=©R - K>+ K, K, (1.39)

em que K = K, % A observagao importante é que ha uma separacao entre as derivadas
temporais e espaciais. De fato, as derivadas temporais estao presentes apenas na curva-
tura extrinseca K, ao passo que o escalar de curvatura ®) R envolve apenas derivadas
espaciais. Outra expressao 1til na construgao da acao é a relacao entre os determinantes
das métricas \/—g = Nv/h. Dessa forma, a acdo de Einstein-Hilbert, escrita de acordo
com a decomposicao 3+1, torna-se

S = / BPrdtNVh[OR — K? + K K®). (1.40)

Conforme mencionamos, essa forma é especialmente adequada para a implementagao da
anisotropia entre o espago e tempo. A anisotropia pode ser introduzida de uma maneira
muito natural simplesmente adicionando-se termos com poténcias maiores de (3)R, G R,

€ (3)Rabcd:
S = / PrdtNVHKpK® — 0 K2 + 019 R+ 0, O R? + 03O RO R® - ..], (1.41)

de acordo com o grau de anisotropia que desejamos considerar [13].

Apoés essa discussao da implementagao da anisotropia em modelos com diversos tipos
de campos, passaremos a estudar as propriedades de renormalizagao de forma um pouco
mais aprofundada, culminando com uma andlise do grupo de renormalizacao em modelos
especificos. Esse programa sera iniciado no capitulo seguinte, a partir do estudo de campos
escalares e continuara no terceiro capitulo com um estudo do modelo de Yukawa.
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Capitulo 2

Grupo de Renormalizacao - Teorias
Escalares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns aspectos técnicos inerentes ao proce-
dimento de renormalizagao em teorias com anisotropia, por meio do estudo de modelos
envolvendo apenas campos escalares. Tais aspectos sao necessarios para determinar o
comportamento dos parametros efetivos da teoria, o que é obtido via grupo de renorma-
lizacao [42].

2.1 Teoria Livre

Em teorias com derivadas espaciais de ordem superior, as dimensoes das coordenadas
temporal e espacial sao adequadamente definidas como

Dim[z°] = 2z e Dim[2'] = 1. (2.1)

Esse tipo de anisotropia conduz a uma contagem de poténcias muito natural, que permite
determinar o grau de divergéncia superficial e, portanto, discutir de maneira sistematica
a renormalizabilidade da teoria.
Retomando a discussao inicial do primeiro capitulo, a parte livre da lagrangiana de
uma teoria escalar possui a estrutura
2

1 1 m
Ly = 5809080<P + 580(OK§A — AT alA)p — 78027 (2:2)

em que A = V? ¢ o laplaciano em d dimensoes espaciais. O propagador correspondente é
7
k3 —a2k? + -+ (=1)*a2(k?)? — m? + i€

A(k) = (2.3)
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Os termos relevantes para a contagem de poténcias da teoria sao: o da derivada temporal,
que conduz ao fator k% e o da derivada espacial de ordem mais alta, conduzindo ao fator
(k?)*. De acordo com (Z.1]), esses dois fatores escalam com a poténcia 2z.

De uma maneira um pouco superficial e imprecisa, a idéia da restauracao da simetria
de Lorentz esta relacionada ao fato que propagador acima exibe dois comportamentos
distintos, conforme a faixa de valores do momento (por simplicidade, vamos assumir que
apenas «; e a, sao diferentes de zero). Primeiro, para valores pequenos do momento,

1 )
Y
ki —aik? — a?(k?)? —m? +ie  k§ — ajk? —m? +ie’

k* — 0. (2.4)
Nesse limite, o propagador tem um comportamento relativistico. Segundo, para valores
grandes do momento,
i 1
ki — a3k? — a2(k?)? —m? +ie k2 — a2(k?)* — m2 + i€’

k? — oo (2.5)

e o comportameto ultravioleta é melhorado.

Uma questao que surge é o que acontece numa teoria em interacao, em que a estrutura
perturbativa envolve integrais correndo sobre todos os valores dos momentos. A simetria
de Lorentz poderia emergir num limite de baixas energias? A resposta a essa pergunta é
delicada e envolve diversos aspectos que serao discutidos ao longo deste capitulo.

Isso pode fornecer um mecanismo interessante para transformar teorias relativisticas
nao-renormalizaveis em teorias renormalizaveis sem a simetria de Lorentz, que pode emer-
gir num limite de baixas energias. Para investigar esse mecanismo de um modo mais
preciso ¢ imprescindivel realizar um estudo sobre o grupo de renormalizacao. Essencial-
mente, devemos analisar os parametros efetivos da teoria e verificar se hd um processo
natural nesse sentido.

2.2 Renormalizacao

A primeira etapa da renormalizacao trata-se da contagem de poténcias. De fato,
para ter controle sobre o comportamento ultravioleta, precisamos determinar o grau de
divergéncia superficial da teoria. Essa é uma tarefa simples. O que deve ser notado é que
a dimensao do espaco de fase é efetivamente d + z e cada propagador escala com uma
poténcia 2z do momento no denominador. Entao, dado um diagrama arbitrario GG, com
L loops e n linhas internas, temos

d(G) = L(d + z) — n(22), (2.6)

numa teoria sem acoplamento derivativo. Usando a relacao de Euler, L = n — V + 1,
sendo V' o numero de vértices, e a relacao topoldgica, 2n + N = > v,, em que N é o
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ntumero de linhas externas e v, é o nimero de linhas unindo-se no vértice a, obtemos

d(G):(d+z)—(dgz)N—Z[(dJrz)—(d;Z)ya]. 2.7)

a

Observe que as dimensoes do campo escalar e do vértice sao respectivamente
d—z
2

Dim|p] = (2.8)

2

Assim, podemos classificar os vértices em: super-renormalizdveis, se Dim[V,| < d + z;
renormalizéveis, se Dim[V,] = d + z; e ndo-renormalizéveis, se Dim[V,] > d + z. E claro
que a contagem de poténcias acima pode ser generalizada sem dificuldades para incluir
acoplamentos derivativos e campos fermionicos. Faremos isso a medida que for necessario,
no capitulo seguinte. Para uma interacao do tipo

Dim[V,] = (d — z) Va. (2.9)

A
Ling = —ﬁ<ﬂpa (2-10)
com P > 2, a dimensao da constante de acoplamento sera
P+2)—dP -2
Dim[y = AL F2) —dP=2) (2.11)

2
Teorias renormalizaveis requerem uma constante de acoplamento A adimensional, ou seja,
Dim[A] =0 (Dim[V,] = d + z2).

Agora, seguem alguns comentdrios sobre o esquema de renormalizacao empregado.
Dado um diagrama G primitivamente divergente, ou seja, sem subdiagramas divergentes,
ele pode ser feito finito se o seu integrando I(G) for substituido por
Q)

(= }pé 5 d(G)—sz Dir i O P
s! Opj n!  Opi,  Op,

n=0

R(G) = (1 —t"NI; = I —

Ig,  (2.12)

s=0
em que [z] é o maior inteiro menor ou igual a . O momento py designa simbolicamente
um conjunto de momentos externos, dependendo do ntimero de linhas externas do dia-
grama em questao. Todas as derivadas sao calculadas com momento externo igual a zero.
Nos célculos de um lago envolvidos neste trabalho, aplicaremos o resultado acima apenas
para evidenciar os po6los dos diagramas regularizados dimensionalmente. Uma observagao
relevante é que essa é uma regularizagao dimensional modificada, envolvendo apenas o
nimero de dimensoes espaciais d. Nossa prescricao de renormalizacao, consiste em remo-
ver as partes de pdlo, o qual é usualmente chamado esquema de subtracao minimal MS.
Em geral, as fungoes beta dependem das constantes de acoplamento bem como do ponto
de renormalizagao p, por meio da razao pu/m. Entretanto, no esquema de subtragdo mini-
mal de pdlos, elas nao dependem de p e, por questoes dimensionais, nao podem depender
da massa m.
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2.3 O modelo ¢? e Liberdade Assintética

O modelo ? é especial por diversos motivos. Ele é o modelo mais simples exibindo
propriedades nao trivias caracteristicas do procedimento de renormalizagao. A estrutura
topologica dos diagramas em ordens mais baixas restringe-se a diagramas de um laco.
Para andlise do grupo de renormalizacao é sufuciente determinar as partes divergentes
(partes de pélos). Como ficard claro mais adiante, devido as poténcias diferentes das
componentes do momento no propagador na situacao anisotrépica, o calculo da parte
divergente dos diagramas torna-se uma tarefa complicada para graficos de um lago e traz
dificuldades praticamente intransponiveis para graficos com mais de um lago, exceto em
situacoes muito especiais.

No caso usual isotrépico, o modelo ¢* é renormalizdvel em seis dimensoes espaco-
temporais. Além disso, ele compartilha com as teorias de calibre nao-abelianas a proprie-
dade fmpar de liberdade assintdtica no ultravioleta. Realmente, a funcao beta correspon-
dente é dada por [43]

3 \3
4(4m)3" 7

mostrando que a constante de acoplamento efetiva decresce com o aumento da energia.
Assim, na situagao anisotropica, sera possivel investigar se essa propriedade é de fato
inalterada, e qual o efeito disso sobre os parametros efetivos da teoria.

A lagrangiana, para o caso z = 2, é dada por

fr=—

(2.13)

2 o m? A

1 2
L= 200000 — —0ipdp — SN2~ 2 2

©°. (2.14)
A teoria torna-se renormalizavel em d = 10 dimensoes espaciais, com o grau de divergéncia
d(G) =12 —4N. (2.15)

Entao, as funcoes de vértice divergentes sao aquelas com: N = 1,2,3 linhas externas.
Para N =1 (d(G) = 8), supomos que hd um termo linear em ¢ adicionado a lagrangiana
cujo coeficiente é ajustado de modo a cancelar todos os tadpoles. As demais funcoes tém
a divergéncia superficial d(G) = 4 para N = 2 e d(G) = 0 para N = 3. Os diagramas
correspondentes, até a ordem de um laco, sao mostrados nas figuras 2.1] e 2.2

2.4 Parte Divergente das Funcgoes de Vértice

No estudo do grupo de renormalizacao precisamos extrair as partes divergentes das
funcoes de vértice. Discutiremos agora um procedimento para este fim. A forma geral
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Figura 2.2: Funcao de trés pontos.

das integrais envolvidas é

dko dik k|
I = — 2.1
(z,y) / 2m (2m)? [k§ — 0?k% — m? — a?(k?)? 4 ie]v’ (210

em que d, r e y sao tais que a integral ¢ no maximo quarticamente divergente. Usando a
parametrizacao de Schwinger generalizada,
Y 1

_ ood y—1 i'y(A-‘riE)’ 217
AT iy r<y>/o nTe (2.17)

podemos escrever I(z,y) como

1 & 1 iv(—m2—tic d/{ioiz ddl{? i —b2k2—a2(K2)2
I(:c,y)zw/o dyy e >/§e'y’%/w\kl (-0 (5 1)

A integral em kg é trivial,
1
dkgy 1 z
/ 0pinky — = (T )" (2.19)
27 2 \ —iy

enquanto que a integral na parte espacial necessita de um pouco mais de trabalho. Em-
pregando coordenadas esféricas,

Q4

II = 2n)?

/Oo d|k||k|x+d—1ei'y[—b2k2—a2(k2)2}’ (2.20)
0
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com o angulo sélido em d dimensdes Q; = 272 /I'(d/2), o resultado pode ser escrito em
termos da fungao hipergeométrica confluente | F

Qi 1 . (d+2) d+x d+x 1 ibty
II = ———(ia*y)~ T F =, —
Gridaz @) {O‘ ( 1 )1 1( 1 ’2’4a2)

14
— B(iay)iT (w) R (‘HI” 3 b 7)] . (2.21)

4 4 72 4a2

A parte divergente da integracao em + estd localizada no limite inferior (y — 0), tal que
podemos considerar apenas os termos dominantes em 1 F7:

d+z 1 ib'y ib*(d + )y 5
F; —— =14+ — 2.22
1 1( 1 ’2’4@2) + 8302 +0(79) (2.22)
‘ d 2 3 b
+x + 1%y
F; — =1 . 2.2
(TR ) = o) (2.29

Note que, na ultima expansao, podemos considerar apenas o primeiro termo, por causa do
1 1. ~ . . .

fator 2 multiplicando-a em (221]). Todas as poténcias de v maiores que as consideradas

produzem termos finitos. Dessa forma, substituindo (ZI9) e (2.21)) em (ZI8)) levando em

conta as expansoes acima, ficamos com
_ (d+z+4)

o) = DA E (1)

[ee) 14 L
< / d’}/ 1 + Zb (d + x),}/ ’)/y_l L ? (ZV>—@ ei’*{(—mz-l-ie)
0 8ar? —iry

1
_ Barl (d Tzt 2) / ! (L) ’ (i)~ ei’Y(—m2+i5)]
4 0 —1y

4+ termos finitos
_ (d+z+4)

B 71‘_% Qy a2 Q2T d+wx
8w (2m)® I (y) 4
" {(_1) (im2)2+d+4174y1_‘ <—2 - d; T+ 4y)

bt 2t dta—4y —d —
L Zb(d+$)(_1)zfgfx(l_m2)7+1 F<2 d :L’—l—4y)}

2—d—x
8

a2 4
d 2 —(d+z o—dy —d — 4
_ ibzal“ L (_1) (d; )('l'm2)d+4 4 r ﬂ
4 4
+  termos finitos
= f(d)g(x,y) + termos finitos, (2.24)
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em que definimos uma parte multiplicativa independente de z e vy,

N

LN
8 (2m)¢

fld) = (2.25)

e outra dependente como g(z,y) contendo os demais fatores. Com o resultado acima,
estamos prontos para determinar as partes divergentes das funcoes de vértice relevantes.

2.5 Funcao de 2 pontos

Iniciaremos nosso estudo considerando a func¢ao de vértice de dois pontos até a ordem
de um laco. A expressao completa do diagrama 2.1] é

2 d
R 1 220

2 | 21 1) k2 — a2(K2)2 — m2 +ie (k + p)2 — a2|(k + p)2] — mZ + ic

em que k? = k3 — b’k?. Seja I(p, k) o integrando dessa expressdo. De acordo com ([2.12),
as partes divergentes podem ser encontradas a partir da aplicacao do operador de Taylor
t* sobre I(p, k):

pip; *1(p, k)

pipspkpr O (p, k)
41 OpiOp;0ppOp

popo P1(p, k)
p=0 2! 8p00p0 p=0

tI(p, k) = I(0,k)+

+

(2.27)

:n=0.

Observe que as derivadas atuam apenas sobre o segundo propagador, dependente do
momento externo. Devido a extensao, vamos calcular cada um dos termos acima separa-
damente. E conveniente introduzir alguns tensores completamente simétricos que serao
uteis em nossos calculos:

Tz-(ﬁﬁz = 5z'j5kl + 6ik5jl + 5jk5,-l, (2.28)
71(12&(]{:) = dijkiki + dinkik; + Ojukiki 4 Ojukiki + Oukik; + Oukik; (2.29)

e
7}24131(]?) = kikjkiky. (2.30)

Os indices superiores indicam a poténcia do momento.
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Derivadas em relagao a p;p;prp

Vamos iniciar com o termo de quatro derivadas em (2.27). E conveniente definir o
coeficiente

9'1(p)
D = ———77—1| . 2.31
IH apiapjapkﬁpz p=0 ( )
A aplicacao de todas derivadas fornece
2h2 8042 (0) 6h3 48a2h (2)
= " T
Dijia ([den]4 + [den]3) it ([den]5 + [den]4) ikt (K)
24n*  288a%h* 3840t

T (K 2.32
([den]6 + [den]® + [den]4) ikt (); (2:32)

em que den = k% — a?(k?)? —m? +ie and h = 2(b* + 2a°k?). Agora, considerando apenas
os termos divergentes, segue que,

32a1(k?)?  8a? 0) 384a°(k?*)*  192a'k*\ , (o)
) 7 7
Dijwa < [den]* * [den]3) ikt + [den]? * [den]* it (F)
614405(k2)*  4608a°(k?)2  384at\ ,
( fden]o fdon]? + [den]4) Ti51a(k) + termos finitos. (2.33)

Tomando vantagem da simetria rotacional, podemos fazer as seguintes mudancas

2k?

Tk = =T33, (2.34)
) 2y
4 0
Tin(k) = qrqy T (2.35)

Com isso, (2.33) torna-se

32a1(k?)?  8a? 7680 (k*)*  384at(k?)?  6144a8(k?)8
Dijni + +

[den]* ~* [den]* "~ d[den]? dlden]” " d(d+ 2)[den]®
460808 (k?)* 384a’(k?)? ©) '
d(d —+ 2) [den]5 d(d + 2) [den]4) 7—‘2‘]“ + termos finitos.

(2.36)
Para obter o resultado final, devemos calcular a integral sobre os momentos,
N pipipepr [ dko d'k
—— | ————Diin- 2.37
2 4l / o (2m)d M (2:37)
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Usando o resultado (2.24)), obtemos

A2 pip; 7680%¢(8, 5
2 BB () (32a4g(4, 1)+ 8a%g(0,3) + T2 8,9
N 384atg(4,4)  61440g(12,6)  4608a°¢(8,5)
d d(d+2) d(d+2)
384atg(4,4
+ d(oé+(2’))> Tz(ﬁg)l(k) + termos finitos. (2.38)
O calculo do residuo em d = 10, fornece
11 A2l 919
—1 — ) 2.
1308216077 ad d— 10 P ) (2:39)
Derivadas em relagao a pypg
O termo de duas derivadas resulta em
9?1 (p) _ —2 N 8k? (2.40)
OpoOpo lp=0  [den]®  [den]*’ '
que pode ser escrito como
0?1(p) 6 8a?(k?)?
= fini . 2.41
Dpodpg o [den]? + [don]? + termos finitos (2.41)
Agora, podemos usar (2.24). A expressao completa sera
P 9 .
Zpof(d) [69(0,3) 4+ 8a’g(4,4)] + termos finitos. (2.42)
Dai, obtemos a parte divergente
D GRS R
—1 — ) 2.4
"39321675 a5 d — 107 (2.43)

Derivadas em relagao a p;p;

Aplicando as duas derivadas, segue que

9*1(p)
5]%’ 5pj

L (3200%()? | 320°(03)°  2 dofE 8ok
p=0 d[den]* d[den]* [den]? ~ [den]® = d[den]3 )
+ termos finitos. (2.44)
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A expressao completa é

N 32b%a? 320 8a?
TP | (4, 4) + T g(6.4) + 2679(0,3) + 409(2,3) + = g(2.3)

+ termos finitos. (2.45)

A parte divergente obtida é

I
3032167 a8 d—107

(2.46)

Termo sem derivadas

Esse é o tultimo termo do operador de Taylor (227) que necessitamos avaliar. A
expressao €

2 d
1
2 o o - am
2 ) 2w 2m)4[k? — m? — a?(k?)? + i€]?
De acordo com (2.24)), temos
)\2
com a parte divergente
1 21
' — —5b" + 4a*m?). 2.49
Seatdam atd—10 0 et (2.49)

2.6 Funcao de 3 pontos

Passemos a considerar a funcao de vértice de 3 pontos até um laco, mostrada na figura
O grau de divergéncia superficial é d(G) = 0, ou seja, logaritmicamente divergente.
A expressao correspondente ao diagrama é

33 / dko dk 1 1
21 (2m)4 k2 — a2(k2)2 —m2 +ie (k + p1)? — o2[(k + p1)?]?2 — m? + ie
1
) 2.50
* 2= k) — a?[(p2 — K22 — m2 + ic (2:50)
Seja J(p1, pa, k) o integrando acima. O operador de Taylor é simplesmente
t°J(p1, pa, k) = J(0,0,k). (2.51)
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Entao, precisamos avaliar apenas J(0,0, k):

dky dlh |
s [ dko
A / o (2m)A I — () — m? 4 i (2:52)

De acordo com (2.24)), temos
N f(d)g(0.3), (2.53)

cuja parte divergente resulta em
1 M1

: A . 9.54
655361 b d — 10 (2.54)

2.7 Equacao do Grupo de Renormalizacao

Seguindo o procedimento bésico da renormalizagao [44], 45], interpretamos a lagrangi-
ana inicial como a lagrangiana nao-renormalizada, a qual, apds uma reparametrizacao
adequada, produz resultados finitos para as fungoes de vértice. Os parametros nao-
renormalizados serao especificados pela letra n e a lagrangiana nao-renormalizada é

1 b2 a? m?2 A
£ = 2 00pnlon — 2 0ipndipn — g, Ak, — T2 A 2.5

As quantidades renormalizadas e nao-renormalizadas sao relacionadas por meio das repa-
rametrizacoes

1 Z Lo, 7
on=Z2p, m:=m?+0m? b= o, o2 =220 and ), = 22N (2.56)
Zgo Zgo Zg

As quantidades Z,, Zy, Z,, Zy e ém? sao escolhidas de modo a cancelar os termos diver-
gentes das funcoes de Green de 2 e 3 pontos. Em termos das quantidades renormalizadas,
a lagragiana torna-se

1 b a2 o, o om? ., 1 5 o
L= 50090 — S 0ip0ip — 5 pA%0 = - + S(Z, = D) (Qopdop — m™¢7)
b? om2Z o? \Z
- §(Zb — 1)0ip0ip — Tsogpz - ?(Za — 1)pA*p — 3—!A<P3- (2.57)

O propagador renormalizado é

?

(2.58)

A =
@) Py — 0’p* — a2(p?)? —m? +ie

e as regras de Feynman para os vértices sao

Vértice bilinear = i(Z, —1)(pj —m?) —ib*(Z, — 1)p*> —idm>Z, —i(Zo — 1) (p*)* (2.59)
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Vértice trilinear = —iAZ). (2.60)

Precisamos encontrar a relacao entre os propagadores renormalizado e nao-renormalizado.
Usando as regras de Feynman acima, obtemos facilmente

A=Z'A,. (2.61)

Agora, podemos obter uma relacao semelhante para as fungoes de vértice. A funcao de
vértice de N pontos renormalizada é definida como

(277)d+15( p1+p2+--- +pN)F(N)(P1> e DN)

H / dPzy - dPzy (0| Tp(z1) - - - o) [0)P P ZimPiti - (2.62)

em que prop significa a funcao de Green prépria, incluindo apenas diagramas 1PT. Por
outro lado, a funcao nao-renormalizada é

2m) o (py +p2+ -+ o) TNV (pr, - i)

N
T[40 [ a1 dPa QT afa) -l 07 e

N
= 20+ po+ 4+ pn)Zo TN (py, - pa). (2.63)

Naturalmente, a funcao de vértice renormalizada dependera de alguma escala de momento
i introduzida no processo de renormalizagao. E conveniente explicitar a dependéncia dos
parametros nas funcoes de vértice, ou seja, FSLN)( m2, 02,02, \,) e TN (p,m?2, b2, a2, \, ),

sendo que estamos representando todos os momentos externos compactamente por p.
Dessa forma,

d

a qual, de acordo com (2.63]), conduz a equacao do grupo de renormalizacao de t’Hooft-
Weinberg

0 0 0 0 0
,ua,u +6a +5b 862 +5a +ﬁ)\ —N’}/ F(N)(p,m2,b,a,)\,,u) =0, (265)
sendo que definimos,
om? ov? 0o’ o\
0= MW’ Bz = M%, Baz = MW’ B = ,u@ (2.66)
e
N Z,. (2.67)

27, op 20u

!Diagramas 1PI sao aqueles que ndo podem ser separados em duas partes cortando-se apenas uma
linha interna.
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2.8 Funcoes do Grupo de Renormalizacao

No contexto da regularizagao dimensional, o parametro dimensional . é introduzido de
modo que a constante de acoplamento mantenha-se adimensional mesmo quando estamos
numa dimensao arbitraria, isto é, fora da dimensao fisica d = 10. Isso pode ser obtido
por meio de

A — A\, (2.68)
em que € = 10 — d. Entao, o termo de interacao cibico da lagrangiana torna-se
A
Lint = —g;ﬁ(p?’. (2.69)

2.8.1 Funcao de 2 pontos

Inicialmente, vamos nos concentrar na funcao de 2 pontos. Podemos escrever,
I'® = i[p2 — *p? — *(p?)? — m?* + 2], (2.70)

em que Y representa a correcao do diagrama de um lago mostrado na figura 2.1] e possui
a estrutura

¥ = —\?u(Parte finita; + Péloy). (2.71)

Note que, p = e“"* =1+ eln pu + O(e?). Assim, obtemos
Y = —\?(Parte finita; — In pResiduo, + Péloy). (2.72)
E importante observar a mudanga de sinal na multiplicacao € ln pPdlo; = — In pResiduoy,

pois o pélo é caracterizado pelo fator (d —10)~!. A funcao de vértice renormalizada pode
ser pensada como resultante de (2.70), depois da aplicacdo do operador de subtragao de
polos, ou seja,

I'® = i[p2 — b*p? — & (p?)? — m? — A?(Parte finita; — In gResiduo, )]. (2.73)
A estrutura geral do residuo é
Residuo; = a; + azpp + asp” + a4(p?)>. (2.74)

Os fatores a;, podem ser lidos diretamente das equagoes (239), 243)), (2.46), (Z49),

fornecendo,

1 5b% — 4a?m? 1 1
- - 2.75
M oeo1ad or 0 27T 30321610 a8 (2.75)
5 111
_ S S 2.
%= 30321610 a5 T 393216070 o3 (2.76)
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Agora, devemos substituir (2.73) na equagao do grupo de renormalizacao (2.69),

A’ Residuo; + 6 {—1 -\ (%Parte finita; — aq In ,u)]

m2

+ B {—pz — )2 (%Parte finita; — In M%Residuol)]

%) . 0 )
+ Ba2 [—(p2)2 — )\ <wParte finita; — In M@Re&duol)}

+  Ba[—2\(Parte finita; — In uResiduo )]
—  29[ps — b*p® — &*(p*)* — m* — A\*(Parte finita; — In pResiduo;)] = 0. (2.77)
Essa equacao, juntamente com a equagao correspondente vinda da funcao de 3 pontos,

que sera considerada na sequéncia, podem ser resolvidas perturbativamente como faremos
em breve.

2.8.2 Funcao de 3 pontos

Uma analise semelhante a anterior, conduz a funcao de 3 pontos renormalizada. Um
€ . .
ponto que merece destaque refere-se ao fator ;2 que devemos extrair para manter inalte-
rada a dimensao da funcao de 3 pontos,

I'®) = 15 [—i\ 4+ iA*pc(Parte finitay + Pélo,)]. (2.78)
Portanto, a funcao renormalizada serd,
I'® = —iX 4 i\? (Parte finita, — In zResiduo,) . (2.79)
Esse residuo tem a estrutura simples
Residuoy = by, (2.80)
em que by pode ser lido em (254,
b= (2.81)

Substituindo (Z79) em (Z65), obtemos

—M3Residuoy + A28 iPalrte finitas — In p iResidu02
om? om?

+ A (% Parte finitas — In ,u% Residuoz)

0 0
+ A3p,e <WParte finitay, — In u—ResidUOQ)

da?
+ A[-1+ 3\? (Parte finitay — In p1Residuoy )]
— 37 [-A+ A* (Parte finitay — In yResiduo,)] = 0. (2.82)

40



Grupo de Renormalizacao - Teorias Escalares 41

2.9 Solucao Perturbativa

Vamos estudar a solucao perturbativa das equagoes acima. A idéia basica é desenvol-
ver todas as fungoes em séries de poténcias da constante de acoplamento \. A utilizacao
do esquema de subtracao minimal dos polos garante que tais fungoes nao dependam expli-
citamente de razoes de massas (u/m), dependendo apenas da constante de acoplamento:

5 =060 4 6@ 4 5@ 4. (2.83)
B =BV 4D 4 gD 4. (2.84)
Bz = B0+ 8D 489 1., (2.85)
Br= B+ 8 + 5 (2.86)
(S
y= A @ @ (2.87)

em que o indice superior designa a ordem correspondente na constante de acoplamento.
Levando essas expansoes em (2.77)) and (2.82]), obtemos até a primeira ordem na constante
de acoplamento,

s =Y =gl =) =40 =0, (2.88)
como esperado. As relacoes de segunda ordem sao
Nay — 6% +2¢@m? =0, (2.89)
May — 29 =0, (2.90)
Mag — B 4+ 2024 =0, (2.91)
May — ﬁg) + 20’4 =0 (2.92)
e
B =0. (2.93)
A equagao de terceira ordem é
— X — 8P + 37N = 0. (2.94)

As demais funcoes sao nulas nessa ordem,
55,2 = 5 2 = ’7( ) =0. (2.95)

Com essas rela(;()es estamos prontos para analisar o fluxo do grupo de renormalizagao. A
funcdo 4 ¢ dada diretamente por (Z.90):
@) _ as o 1 )\2

=22=_—__ 2 (2.96)

i 2 78643275 o
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Dai, podemos obter as outras funcgoes,

(5b* — 2 m2a?) A2

@) _ 2 \y\2 _ A 9
) (a1 +mZag) A eI ot (2.97)
br\2
5{53) = (CL3 + b2a2>>\2 = m@, (298)
5(22) = (az0® + as)\* = —7 )\_2 (2.99)
o 13107207° o
(§
3
@ _ (3, _p o3 N 2.100
& <2a2 1) 26214470 a5 (2.100)

Esses resultados também foram obtidos em [34]. A fungao Bf’) mostra que a teoria é
assintoticamente livre, tal como no caso usual (compare com (2.I3])). Portanto, a liber-
dade assintética da teoria nao é afetada pela introducao da anisotropia para esse modelo
simples. Além disso, (2.97) define uma relagao critica entre os parametros

b = < mi? (2.101)
e, dependendo se b* > 2 m?a? ou b* < 2m?a?, a massa efetiva muda seu comportamento
mediante o fluxo do grupo de renormalizacao.

Antes de prosseguir com a solucao das equagoes, devemos fazer alguns comentérios
sobre a possibilidade da restauragao da simetria de Lorentz. Considerando inicialmente
a teoria livre, a invariancia de Lorentz requer o = 0. Por outro lado, ao introduzir a
interacao, as fungoes de Green tornam-se divergentes e a renormalizabilidade depende de
a ser diferente de zero, ou seja, na dimensao considerada, d = 10, o modelo é renorma-
lizavel apenas se o termo com derivadas de ordem superior estiver presente. Como reflexo
disso, note que as equacgoes acima divergem quando o = 0. Portanto, devemos falar da
simetria de Lorentz em um sentido aproximado. Dado um conjunto de valores iniciais
dos parametros da teoria, esperamos que o fluxo do grupo de renormalizacao conduza
os parametros a certas configuracoes em baixas energias tal que o termo de quebra seja
pequeno e o sistema exiba um comportamento relativistico efetivo.

Apesar de nao ser possivel fazer a = 0 quando ha interacao, isto é, quando A # 0,
poderiamos ter uma situacao interessante tomando os limites a — 0 e A\ — 0 simultane-
amente, mas com uma razao apropriada entre esses parametros mantida fixa. Isso define
um parametro adequado para se fazer a teoria de perturbacao, sendo dado por

2 — >\2
Ngp =3, (2.102)

e

que desempenha o papel de uma constante de acoplamento efetiva. Essa razao é definida
a partir da observacao que as equacoes (2.98), (2.99) e (ZI00) sao todas da forma

Bey = (- )(P)AZy, (2.103)
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sendo que (---) representa fatores numéricos e (P) = b* a? ou A. Como a e A tém
comportamentos opostos mediante o fluxo do grupo de renormalizagao, certamente essa
relacao nao se mantera estavel. Para ver isso precisamente, devemos investigar as solugoes
das equagoes (2.99) e (2.100).

Vamos resolver o conjunto de equacoes diferenciais acopladas para obter os parametros
efetivos. Inicialmente, vamos nos concentrar em (2.99)) e (2.100). Introduzindo uma escala
logaritmica, ¢ = In p/ 1, em que po € a escala de energia em que os parametros efetivos
tornam-se iguais aos originais, temos

2

oa? 7 A
= - 2.104
ot 131072070 & ( )
© — <3
o\ 3 A
= (2.105)

ot 262144 @
sob as condicoes iniciais @(0) = o e A(0) = A. Note que, podemos escrever (2.104) como

200° T 2

50t 131072075

Assim, substituindo (2.105]) no lado esquerdo dessa equagao, obtemos uma equagao dife-
rencial de segunda ordem nao-linear, evolvendo apenas A(t),

(2.106)

0PN 25 (0N
A solucao geral é
— Co
Mt) = —————, 2.108
) (19t + 6¢; )15 (2.108)

em que ¢ e ¢y sao constantes a serem determinadas. Com essa solugao, podemos facil-
mente obter @(t) a partir de (2.106]),

2

—5 Gy e
t) = ———=(19t +6 . 2.109
() = Sy iasgas 1O+ 6 (2.109)
Aplicando as condigdes iniciais, @(0) = a e A(0) = ), temos
26214475 o
= —— 2.11
G 3 \2 ( 0)
¢ 30 30 7
cy = 64T 19 \19, (2.111)
Substituindo as solugoes (ZI08) e (2109) em (ZI8), obtemos o parametro efetivo b(t),
T2 b2 8
b (t) = (19t + 6¢,)75, (2.112)
601)E
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sendo que, levamos em conta a condigdo inicial b(0) = b.

A partir das solugbes acima, vemos que existe um valor critico de t, t;g, tal que, para
valores de t menores que t;r, os parametros da teoria tornam-se complexos e a mesma
nao faz mais sentido. Na verdade, mesmo antes de atingir esse valor critico, a constante
de acoplamento cresce, de modo que a propria teoria de perturbacao nao se justifica. Esse
valor critico fornece um limite infravermelho e é dado por

52428875 o’

—. 2.11
19 A2 ( 3)

tiR = —
Assim, quando t — t;p, temos @ — 0, g — 0o e b — 0. _
Por fim, usando as solugoes (2.108) e (2.109), podemos determinar A.ss(t) de acordo
com (2.102):
>\2
32 eff

Aepp(t) =
eff 19 2 )
L+ 52428875 )‘efft

(2.114)

mostrando que a razao A?/a® nao é estdvel no infravermelho, divergindo no ponto ¢;x.

Como uma licao geral, podemos dizer que devido a liberdade assintética da teoria, nao
podemos alcancar um limite de energia tao baixo quanto desejamos, pois a propria teoria
de perturbacao deixa de fazer sentido. Isso impoe um grande obstaculo para os nossos
propositos de estudar os limites de baixas energias. Esperamos que, qualitativamente, esse
tipo de comportamento seja compartilhado com outras teorias de maior interesse, como o
caso de Yang-Mills e o modelo sigma nao-linear, que também sao assintoticamente livres.
De qualquer forma, o estudo de modelos estaveis no infravermelho pode proporcionar uma
situagao mais favoravel.

2.10 Modelo ¢?

De acordo com a discussao anterior, teorias fracamente acopladas no infravermelho
sao mais apropriadas para o tipo de analise que desejamos realizar, pois podemos aces-
sar limites de baixas energias dentro do esquema perturbativo. Vamos considerar um
modelo escalar com interacao ¢* que no caso usual nao ¢ assintoticamente livre, com a
correspondente fungao beta

3
= N2 2.115
Br= o (2115)
A lagrangiana para o caso anisotrépico com z = 2 é dada por
1 b? a? m? A
L = Z0pdop — =000 — — A’ p — —* — =o', 2.116
500900 — S 0iplip — oA — =" — (2.116)

Esse modelo também é de grande relevancia na matéria condensada, constituindo um
prototipo usado para a descricao geral de transicoes de fase de acordo com a expansao de
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Landau, para teorias exibindo um ponto de Lifshitz [17]. A teoria é renormalizdvel em
d = 6 dimensoes espaciais, com grau de divergéncia superficial

d(G) =8 — 2N. (2.117)

As funcoes de vértice divegentes sao aquelas com N = 2 e N = 4, com divergéncia
superficial d(G) =4 e d(G) = 0, respectivamente. Os diagramas relevantes sao mostrados
nas figuras 23], 2.4] e A expressao associada ao diagrama da figura 23] é

Figura 2.3: Funcao de 2 pontos da ordem A.

A / dko d%k 1
2 ) 27 (2m)? k2 — 0?k? — a?(k?)?2 — m? + ie
Em principio, devemos aplicar um operador de Taylor de quarta ordem, t*, para revelar os

termos de polo. Entretanto, como o diagrama nao depende do momento externo, apenas
o termo sem derivadas sobrevive. Podemos usar (2.10) e (2.24)) para identificar

(2.118)

A

5 f(d)g(z,y). (2.119)
O calculo da parte divergente fornece
(=30 +4a’m?) A1

204873 abd—6

Vemos dai que esse grafico é responsavel por uma correcao apenas para o termo de massa.
Para obter corre¢oes para os termos cinéticos, devemos considerar o grafico da ordem
seguinte, correspondente ao diagrama de dois lagos da figura 2.4l Esse diagrama propor-
cionara corregoes para os parametros de maior interesse, b and . No entanto, a extracao
de sua parte divergente nao é uma tarefa simples e parece ser possivel apenas em casos
especiais, conforme discutiremos. Pelo menos, é possivel determinar a fungao beta associ-
ada a constante de acomplamento A. Para isso, devemos considerar a funcao de 4 pontos.
Como a divergéncia é logaritmica, para extrair sua parte divergente basta calcular o di-

agrama com os momentos externos iguais a zero. Levando em conta a contribuicao dos
trés canais de Mandelstam, temos

3_>\2/dk;0 dk 1

(2.120)

— . 2.121
2 21 (2m)4 [k2 — b?k? — a?(k?)?2 — m?2 + i€]? ( )
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p—k—q

Figura 2.4: Funcao de 2 pontos da ordem 2.

—k
N RN
AN / N //
N/ e
> <
e / N
P
- \\ // \\
k+p

Figura 2.5: Funcao de 4 pontos.

Novamente, podemos identificar essa expressao com (2.16) e (2.24)),

3T)\Qf(d)g(o, 2), (2.122)

tal que a parte divergente resulta em

3 A1

~512madd— 6 (2.123)

Agora, procedemos com o estudo do grupo de renormalizagao.

2.10.1 Grupo de Renormalizacao

A andlise do grupo de renormalizacao é completamente semelhante a do modelo ©?
e por isso a apresentaremos de uma maneira sucinta. Primeiramente, o parametro p é
introduzido da maneira usual,

A = N, (2.124)

em que agora € = 6 — d. A fungao de vértice de 2 pontos renormalizada é
r® —; [ps — 0’p* — o*(p*)? — m® — X (Parte finita; — In pResiduoy)] . (2.125)

Relembre que estamos levando em conta apenas a contribuicao de primeira ordem na
constante de acoplamento, correspondente ao diagrama 2.3l O residuo é uma constante
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em relacao ao momento, ou seja, tem a estrutura Residuo; = a1, e a; pode ser lida

diretamente de (2.120):
(=3b* + 4a’m?) 1
= — —. 2.12
ST VS (2.126)

Para a funcao de 4 pontos renormalizada, temos

'™ = —ij\ — \}(Parte finitay — In pResiduo,), (2.127)

com o residuo da forma, Residuos = ¢y, e ¢; obtida de (2.123):

o3 1
CcT =

Substituindo as fungoes de vértice nas equacoes do grupo de renormalizacao correspon-
dentes e considerando expansoes tais como em (2.83)) até ([2.8T), obtemos

—3b* + 4a*m?) A
50 — igy) = ¢ — 2.129
o 204873 a’ ( )
e a funcao beta
BY = —ie) N2 = ’ A—z. (2.130)
A 51273 a3
Assim como no modelo ¢*, a equagdao de evolugao da massa (Z.129) define uma relacio

critica b} = 3m2a?. A equagao (ZI30), por sua vez, mostra que a teoria é estdvel no
infravermelho, o que é desejavel para nossas propostas. Entretanto, nao temos informacoes
sobre os fluxos de b ou a. Nesse caso, é instrutivo considerar alguma situacao especial,

em que seja possivel prosseguir com analise de pelo menos algum deles.

2.10.2 Teoria com Invariancia de Escala Classica

Quando os parametros dimensionais sao tomados iguais a zero, no nosso caso, b e
m, a teoria torna-se invariante classicamente por transformacoes de escala anisotrépica
20 — 1?20 e ' — lz%. Quanticamente, essa simetria é quebrada devido a uma anomalia
na corrente de dilatacao, refletindo a necessidade da introducao de um parametro dimen-
sional no processo de renormalizacao. Voltaremos a esse ponto no capitulo 4, em que
discutiremos a construgao de correntes quanticas e, em particular, a corrente associada
as transformacoes de escala. No presente caso com b = 0 e m = 0 é possivel determinar
a parte divergente do diagrama de dois lagos (figura [2.4]) e consequentemente analisar o
fluxo do parametro a. A lagrangiana torna-se

a? A

. 1 2 4
L= 580<P80€0 — 730A T (2.131)
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com o propagador
1
2 _ 2(Kk2)2 4 e
ki — a?(k?)? + ie
Vamos nos concentrar no diagrama de dois lacos da figura2.4l A expressao correspondente
envolve uma integragao sobre dois momentos internos, dada por

iX2 [ dky dk dqy di 1 1 1

3! / 2m (2m)? 2m (2m)" kg — o?(k?)? ¢f — a(a?)? (po — ko — qo0)* — @*((p —k — q)?)*
(2.133)

Por simplicidade estamos omitindo a prescricao ie. Esse tipo de integral foi estudada

em detalhes no contexto da matéria condensada na referéncia [46]. De acordo com os

resultados 14 apresentados, a parte divergente é

N2 1 3 7 1
—— | = (143> )pP+—=>pH?* —. 2.134
288 ot [oﬁ( +3n4)p0+72(p)}d—6 (2.134)

A(k) =

(2.132)

Por razoes dimensionais, o diagrama da figura nao tem contribuicao divergente, o que
pode ser visto também a partir de (Z.120). Por outro lado, a parte divergente da fungao
de 4 pontos, correspondente ao diagrama 2.5 nao é alterada quando tomamos b =m = 0

(veja [2.123)).

Depois da anélise do grupo de renormalizacao, obtemos

2 2 2 2
@_ ™ (19 YA Lo 9g ™ A 51
Pat = 111 <72+31n4 ot N0 B (2.135)

mostrando que a(t) cresce no ultravioleta. A fungao beta é aquela dada em (2.130);
AT 5123 o8

Quanto a solucao dessas equagoes, ha uma configuracao particular dos valores iniciais dos
parametros a e A, tal que o sistema de equacoes diferenciais exibe uma solugao analitica
simples. De fato, definindo as constantes A = 1’%1 (% + BIn%) e B = ﬁ, obtemos a
partir (2I35]) e (2I36]), a seguinte equagao para a constante de acoplamento efetiva

— 3 — 2 —
3A [0\ — [ OA —2 [\

a qual admite a solucao

(2.136)

3A

A(t) = A(0)e252", (2.138)
Assim, de (2.135]), obtemos

o=

2 3
9432 ) (et } (2.139)

a(t) = [4B2>‘ (0)(e* — 1) +@°(0)
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- . - 2 .
Mas essa apenas seré solucao do sistema sob a condicao a®(0) = 245X°(0), conduzindo a

a(t) = (9—’42?(0))% e (2.140)

Esse resultado mostra que o parametro de quebra da simetria de Lorentz @, assim como a
constante de acoplamento tendem para zero quando t — —o0, na regiao do infravermelho.
Por anédlise dimensional, vemos que essas solucoes nao seriam modificadas mesmo na
presenca dos parametros b e m, tal como na lagrangiana (2ZI16). De forma heuristica,
podemos obter entao uma situacao em que a simetria de Lorentz se manifeste num limite
de energia suficientemente baixo. Para concretizar essa possibilidade, devemos considerar
a constante de acoplamente efetiva, que nesse case é definida como

A
Aef = 3 (2.141)
Assim, podemos determinar A.;¢(t) por meio das solucdes ([Z.I38) e (Z.I40), cujo resultado
é

Aefp(t) = 0,0078493, (2.142)
independente da escala t! Isso é muito interessante, pois significa que podemos tomar
a e A indo para zero, mantendo fixa a razao ([2I41]), e essa razao permanecerd fixa
qualquer que seja a escala. Logo, esse é um parametro muito adequado para se fazer a
teoria de perturbacao. Como esse resultado nao seria modificado mesmo na presenca dos
parametros dimensionais b e m, concluimos que a acao efetiva de baixas energias para o
modelo anisotrépico (2.116]) deve ter a forma

06, (1 Vess Mess 5 Aegs 4
S~ dr’d’x | =0y p0yp — —=0;p0;p — Y — o, (2.143)
h 2 2 2 A1

em que berr e m.ss designam valores de baixas energias dos parametros b e m. O subscrito
I R significa que a integracao deve ser restrita a regiao de baixas energias, ou seja, acima
de uma determinada escala de comprimento [: |z| > [. Com um reescalonamento da
coordenada espacial podemos eliminar b.f; e obtemos entao temos uma teoria com a
invariancia de Lorentz!
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Capitulo 3

Grupo de Renormalizacao - Modelo
de Yukawa

A construcao de teorias com mais de um campo interagindo envolve um nimero maior
de parametros e isso torna o estudo sobre a possibilidade de restauracao da simetria de
Lorentz mais complicado. Neste capitulo, discutimos a questao da anisotropia no contexto
de teorias envolvendo campos fermionicos e bosonicos e prosseguimos na investigacao do
grupo de renormalizac¢ao considerando o modelo de Yukawa com z = 2 [42].

3.1 Consideracoes Gerais e Contagem de Poténcias

Antes de partir propriamente para o estudo do modelo de Yukawa, vamos retomar a
discussao feita no primeiro capitulo e elaborar um pouco mais. A forma geral da parte
livre de um campo espinorial com grau de anisotropia z é

£0 = il’yoﬁolp + 1;(041@’}/282 + OéQ(i’yiﬁi)z + -+ OKZ(Z’}/ZaZ)Z - M)iﬂ, (31)
sendo 7 um espinor de Dirac, com ¢ = 1f4°, e as matrizes v* satisfazendo a dlgebra:

{7} = 29" (3.2)
O propagador correspondente a lagrangiana (3.I]) é dado por
1

S(k) =
(k) Yk —oqy - k+ -+ a(—y- k)P — M’

(3.3)

em que 7 -k = 7'k, Como j& discutimos, os termos relevantes para a contagem de
potencias da teoria sao o da derivada temporal e o da derivada espacial de ordem mais
alta.
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Podemos facilmente generalizar a expressao (2.7) para incluir campos fermionicos.
Dado um diagrama arbitrario GG, com L lagos, ng linhas internas bosonicas e ng linhas
internas fermionicas, o grau de divergencial superficial de G é

d(G) = (d+ 2)L — 2znpg — znp. (3.4)

Note que o grau de anisotropia z deve ser o mesmo para os campos escalar e espinorial.
Agora, usando a relagao de Euler, L = ng+nrp—V +1, em que V' é o nimero de vértices,
e as identidades topologicas

2nB—|—NB:ZVf e 2nF+NF:ZI/5, (3.5)

em que 2 e vl 3o os nimeros de linhas bosonicas e fermionicas juntando-se no vértice

a, e Ng e N sao linhas externas bosonicas e fermionicas, obtemos

d(G) = d + z — Dim[g|Np — Dim[{)|Np — > (d + 2 — Dim[p]vy — Dim[¢]v)) , (3.6)

a
com as dimensoes dos campos dadas por

Dim|[y] = d ; e Dim[¢] = =. (3.7)

3.2 Modelo de Yukawa

Vamos discutir um modelo envolvendo campos escalar e espinorial com uma interacao
tipo Yukawa,

De acordo com a contagem de poténcias acima, considerando z = 2, o requerimento de
renormalizabilidade fixa a dimensao espacial em d = 6, ou, D = 6 + 1 dimensoes do
espaco-tempo. As matrizes de Dirac da representacao minima sao de ordem 23. Esse
é o procedimento usual para se construir representacoes em dimensoes impares; usamos
as matrizes da dimensao par imediatamente anterior. De uma forma geral, a ordem da
matrizes é 21%), em que [D/2] significa o maior inteiro menor ou igual a D /2.
Entretanto, nao vamos usar a representacao minima das matrizes por dois motivos:
primeiro, em dimensoes pares do espago-tempo, é possivel construir a matriz de quirali-
dade I'®, a qual serd definida logo abaixo. A vantagem de se ter a matriz de quiralidade é
que podemos inclui-la na interacao, evitando a inducao de contratermos tais como ¢, 3,
devido a paridade. O segundo motivo é que a dimensao efetiva do espago-tempo é 6 + 2
(z = 2) e como vimos, essa é a dimensao relevante para o comportamento ultravioleta.
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Em 8 dimensoes espago-temporais, temos 8 matrizes de Dirac, 44, up = 0,---,7. A
matriz de quiralidade é construida a partir do produto entre as matrizes de Dirac

7
=i+ (3.9)
n=0

tal que (%)% = 1. Além disso, {I'S,74} = 0 e Trylql = 2% ¢g". Vamos usar essas
matrizes para construir as matrizes em 7 dimensoes espago-temporais. Escolhemos 7
entre as 8 matrizes acima e a matriz I'> pode ser escolhida como a matriz restante (a
menos de um fator de 7) ou como a prépria matriz I'. No que segue, omitiremos o indice
inferior que indica a dimensao do espaco-tempo. Dessa forma, a lagrangiana completa
com o acoplamento de Yukawa entre os campos escalar e espinorial e com z = 2 é

1 gzo I
L = 530<P8080 - 3&-@8@-@0 - 7@ - 790A ¥
_ . - A
+ (1700 + ibyV'0; + A — M) +ig T — E(p‘l. (3.10)

Note que (i7'9;)?> = V? = A. Vamos considerar os parametros a’s e b’s positivos. A
introducao da anisotropia com z = 2 quebra, além da simetria de Lorentz, a simetria por
transformacoes quirais globais ¥ — ¢ e ¢ — e’ que também é quebrada pelo
termo de massa 11). A interacio p? é necessaria por uma questdo de renormalizabilidade,
devido a divergéncia da funcao de quatro pontos do campo escalar.
Tomando z = 2 em (B.3)) e renomeando os parametros, o propagador do campo
fermionico se reduz a ;
S(k) - ’)/0]{70 — bw’}/ . k — Oéwk2 — M

As regras de Feynman para os vértices sao mostradas na figura[3.1l O grau de divergéncia

(3.11)

Figura 3.1: Vértices de Interacao.

superficial é dado por

d(G) = 8 — 2N — 3Ny (3.12)
e as fungoes de vértice divergentes sdo: 1. Ng =2 e Np =0, com d(G) =4; 2. Ng =14
e Np. = 0, com d(G) = 0; 3. Ng =0e Np =2 com d(G) = 2; 4. Ng=1e
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Np =2, com d(G) = 0. Os diagramas correspondentes, relevantes para a nossa andlise,
sao mostrados nas figuras 3.2, B3] B4l e Assim como nos modelos envolvendo apenas
campos escalares, a extragao da parte divergente dos diagramas ¢ um tanto elaborada. No
presente caso, temos a complicagao adicional devido aos diferentes tipos de propagadores
em um mesmo diagrama. O procedimento geral é semelhante ao do capitulo anterior e
estd feito em detalhes no apéndice[Al Na sequéncia, discutiremos as solucoes das equacoes
governando a evolugao dos parametro efetivos do grupo de renormalizagao.

/ N
/ N

Figura 3.4: Fungao de dois pontos do campo espinorial.
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Figura 3.5: Funcao de trés pontos.

3.3 Parametros Efetivos

Conforme mostrado no apéndice [Al, os resultados obtidos para os parametros efetivos
sao,
1 (bi —+ 2OK¢M ) 9

Bz (9%) = 9%, (3.13)
3273 ozfz}
1 (1202 +3a2)

b (v, + 201)
2 ) % Y 2
3.15

1 Oéd,(?)OQP + 20éw) 2

2
o p— 9 -1
z w(g ) 19273 ay(ay, + ay)? g (3.16)

1| 202 +4alay + 3agal, + 203, |,

By(9”) g (3.17)

~ 12878 o (ay, + ay)?

5 30 3.4 1)

- 51273 af;

8mdag, 1673 af, (3.18)
A primeira observacao é que o acoplamento de Yukawa é estavel no infravermelho, o que
pode ser visto em (B.I7), possibilitando em principio acessar limites de baixas energias
suficientemente pequenos dentro da teoria de perturbacao. Os parametros efetivos cor-
respondentes aos operadores com derivadas espaciais usuais (b, e by) e de ordem superior
(a, € o), crescem com a energia. Agora nos resta encontrar a solugao das equacoes
acima para determinar o comportamento preciso dos parametros efetivos. Infelizmente,
tais equacoes nao se apresentam numa forma simples o suficiente para permitir solucoes
analiticas. Isso realmente é uma caracteristica muito desagraddvel! Sendo assim, temos
que partir para outra abordagem para tentar extrair alguma informagcao adicional.

Um procedimento natural que pode ser adotado, trata-se da identificagao entre alguns
dos parametros. Isso é interessante pois essa possibilidade pode ser associada ao fato que
a simetria de Lorentz da lugar a uma simetria anisotrépica devido a homogeneidade do
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grau de anisotropia, isto é, a deformacao na lagrangiana livre dos dois campos é feita
com operadores possuindo o mesmo grau de anisotropia z = 2. A primeira tentativa de
identificacao corresponde a a, = o, Logo percebemos que essa idetificagao nao é possivel,
pois conduz a uma inconsisténcia; a identificagao deve ser tal que as duas equagoes para
o parametro em questao se reduzam a mesma equagao, no caso, f,, = fa,, 0 que nNao
ocorre com (B.14) e ([B.I6). Podemos tentar, no entanto, uma forma mais fraca do tipo
ay = Nay, em que N > 0 é um nimero a ser determinado tal que

Ba, = Bay- (3.19)

De acordo com ([B.I4)) e (3.10]), temos as duas equagoes diferenciais

o, 1 g°
=__ fINL .2
ot 1927T3f( )a?o (3:20)
) 9 | 2
o, g
=__ (N 21
ot 1927T3l( )a?o’ (3:21)
em que definimos as funcoes
_1(12+ N?)
f(N) = 1N (3.22)
e
3+ 2N
I(N)= ——. 2
)= vy (323)

Isso mostra que nao hd nenhum valor de N real positivo tal que f(N) = [(N) e con-
sequentemente é impossivel que ([B19) seja satisfeita. Desse modo, aparentemente nao
temos outra escolha a nao ser recorrer aos métodos numéricos.

A solugdo numérica permite-nos determinar todos os parametros efetivos. Como a
equacao (B.I3) envolve a massa do campo fermionico, necessitamos também da fungao do
grupo de renormalizacao correspondente:

20,0202 4 b2 + by, + 2a2ay (b, + 200, M)

ou(g?) = 2, 3.24
wlg’) 256m3ad oy (v, + ) g (3:24)

As equagoes que governam a evolucao dos parametros efetivos de quebra de simetria da
Lorentz podem ser separados em duas partes. Na primeira, estao as equacoes para v,
Qy € g, as quais nao dependem dos demais parametros. No segundo conjunto, estao as
equacoes para os parametros ESD e Bw, que necessitam das solugoes da primeira parte para
serem determinados.

Antes de prosseguir, vamos ressaltar qual o significado da restauracao da simetria
de Lorentz nesse modelo. Como ja discutimos nos estudos dos modelos escalares, nao
podemos tomar os parametros a,, e «y, iguais a zero, pois obterfamos uma teoria nao-
renormalizavel. Nesse sentido, nao podemos esperar uma simetria de Lorentz exata, a
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qual corresponderia o, = v, = 0 € b, = by; esses nem mesmo sao pontos especiais (por
exemplo, pontos fixos) das equagoes do grupo de renormalizagao. No entanto, podemos
considerar a possibilidade de uma simetria de Lorentz aproximada emergindo em algum
limite especifico de baixas energias, dependendo de um ajuste fino entre os parametros
envolvidos. De um modo mais preciso, podemos encontrar uma regiao onde os parametros
Q, € Qy sf%o suficientemente pequenos e, além disso, os parametros Ew e Ew sao tais que
b, ~ by. E claro, essa nao ¢ a situacao ideal mas poderia fornecer ao menos uma visao
positiva quanto a restauragao da simetria de Lorentz em teorias anisotropicas. Para dar
uma idéia melhor sobre essa possibilidade, partimos entao para uma andlise numérica,
como descrito na sequéncia.

Nosso resultados, obtidos com o auxilio do programa Mathematica, mostram que os
parametros fermionicos variam muito mais lentamente que os bosonicos. Realmente, as
mudancas das tangentes as curvas de alguns desses parametro sao bem pequenas produ-
zindo a impressao de que sao linhas retas. Para valores grandes de momentos, a constante
de acoplamento g, @, e 5@ aumentam abruptamente para t ~ 10°, indicando a existéncia
de uma singularidade similar ao pélo de Landau encontrado em muitas teorias sem liber-
dade assintética, veja as figurasB.6, B eB.8 Em contraste, @y e by, aumentam lentamente
como mostrado nas figuras e[3.7 Para valores negativos de t, correspondendo a regiao
de momentos pequenos, a situacao geral é que todos os parametros diminuem e, como
dito anteriormente, os parametros associados ao campo ) variam mais lentamente que
os parametros associados ao campo ¢ (see Figs. and [B.I0). Os graficos foram cons-
truidos tomando como condigdo inicial g(0) = 1072 para a constante de acoplamento e
os demais parametros todos iguais a unidade. Variacoes dessas condigoes iniciais nao al-
teram qualitativamente o comportamento dos parametros efetivos. Deve ser notado que
na regiao além do final das curvas os dados nao sao mais confidveis pois o médulo de ¢
é muito grande, a0 mesmo tempo que os parametros efetivos tornam-se muito pequenos,
possibilidando entao grandes erros numéricos.

Portanto, dada uma regiao de baixas energias, para ter uma situacao com a simetria
de Lorentz aproximada, deverfamos modificar as configuracoes inicias dos parametros o,
e oy, tal que eles atinjam a faixa de valores desejados na regiao de energia especificada.
Por exemplo, como os @’s decrescem monotonicamente quando t diminui, isso pode ser
facilmente obtido escolhendo os valores iniciais de «, e o, iguais ao méximo que eles
deveriam ter na regiao de interesse. Além disso, precisamos ajustar as configuracoes
iniciais de b, e by, tal que Ew R~ Ed, na mesma regiao. Note que, esses dois requerimentos
podem ser satisfeitos simultaneamente devido ao desacoplamento das equacoes para @’s
e b’s. Como uma licao final, o estudo do modelo de Yukawa nos d4 uma boa idéia que a
questao da restauracao da simetria de Lorentz torna-se muito delicada e dependendo de
muitos ajustes entre os parametros no caso de teorias anisotropicas envolvendo mais que
um tipo de campo. Essa situacao fica mais complexa a medida que o nimero de campos
¢ aumentado.
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W behavior - a, W behavior - ay
25
1.08
20
1.06
15
10 1.04
5 1.02
8 8 8 8 t 8 8 8 8 t
2-10° 4.10° 6-10° 8-10 2-10 4-10 6-10 8-10
Figura 3.6: Comportamento ultravioleta dos parametros a, e a.
W behavior - b, W behavior - by,
40 1.14
1.12
30 1.1
1.08
20
1.06
10 1.04
1.02
8 8 8 8 t 8 8 8 8 t
2.10° 4-.10° 6-10° 8-10 2.10° 4-10° 6-10° 8-10

Figura 3.7: Comportamento ultravioleta dos parametros b, e by.

IR behavior - g W behavior - g

0. 001
0. 025
0. 02
0. 015
0.01

0.0002 0. 005

9 9 9 9 t 8 8 8 8 t
-8-10° -6-10° -4-10" -2-10 2-10 4-10 6-10 8-10

Figura 3.8: Comportamento geral da constante de acoplamento g. A singularidade na
regiao UV é similar a um pdélo de Landau.

o7



Grupo de Renormalizacao -Modelo de Yukawa

IR behavior - a, IR behavior - a,
9 8 8 8 8
-1-10° -8-10® -6-10° -4.10° -2.10° -1-10° -8-100 -6-100 -4-100 -2-1077
0.9 0.96
0.85 0. 94
0.8 0.92
0.75 0.9
0.7 0.88
0. 65 0. 86
Figura 3.9: Comportamento infravermelho dos parametros a, e ay.
IR behavior - b, IR behavior - by
-5-107 -4-10" -3-107 -2-107 -1.10 -5.10" -4-10" -3-10" -2-10" -1-107
0. 98
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0. 96
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0.994
0.9
0.88 0. 992
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Figura 3.10: Comportamento infravermelho dos parametros b, e by.
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Capitulo 4

Identidades de Ward

Neste capitulo, discutiremos brevemente alguns aspectos classicos e quanticos de sime-
trias em teorias relativisticas. A construgao de correntes quanticas introduz divergéncias
adicionais que necessitam ser regularizadas, o que pode ser feito de uma maneira sis-
tematica usando o método dos produtos normais. Em seguida, generalizaremos esse
método para teorias anisotrépicas e concluiremos com algumas aplicagoes [47].

4.1 Simetrias Classicas

Uma maneira muito eficiente e elegante de se estudar um sistema fisico consiste na
andlise das simetrias subjacentes. A existéncia de simetrias continuas implica na existéncia
de quantidades conservadas. Esse é o conteudo do teorema de Noether, o qual passamos
a descrever.

Queremos construir a corrente de Noether associada a uma transformagao continua
arbitraria do campo ¢ — ¢ + dp. Se essa transformacgao for uma simetria, a corrente
sera conservada. Para isso, vamos considerar uma teoria com derivadas de ordem supe-
rior, que sera util também no estudo de teorias anisotropicas. Para um campo escalar
real, vamos supor que a lagrangiana dependa do campo e de suas primeiras e segundas
derivadadl: L(p, 0up,0,0,p). A discussao a seguir pode ser facilmente generalizada para
teorias com outros tipos de campos (espinoriais, de calibre, etc). A extremizacao da agao
correspondente conduz a equagao de movimento

oL oL oL

- —+0 8“a”m:

Sob uma variacao continua do campo ¢ — ¢ + d¢, a densidade de lagrangiana £ muda

LA generalizacdo para teorias com derivadas de ordens mais altas é feita no apéndice
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como oc , ot or
=57+ 5500+ e (4.2)

Usando a equacgao de movimento, a expressao acima pode ser escrita como

oL oL«
5L = Oy | 5500+ g5 Ao (4.3)

em que AguB = A0,B — (0,A)B. Por outro lado, no caso mais geral, a variacao da
lagrangiana deve ter a forma 6£ = 9,5" + O, em que O representa genericamente um
termo de quebra de simetria; se O = 0, a transformagao é uma simetria da teoria. Desse
modo, podemos definir a corrente

OL 5ot 9 G50 gn (4.4)

JU
00,0 " " 00,0,0

tal que
o J" = 0. (4.5)

Portanto, quando O = 0, teremos a carga conservada

Q= / P15 (). (4.6)
Uma questao muito natural e importante trata-se da analise das simetrias no caso quantico.
Em outras palavras, se as simetrias da teoria classica sobrevivem ao processo de quan-

tizacao. Devido ao procedimento de renormalizacao isso nao é claro e serd discutido a
seguir.

4.2 Simetrias Quanticas

De uma maneira geral, na situagao quantica, objetos cléssicos sao promovidos a ope-
radores e as equacoes classicas passam a ser validas como valores esperados:

Equacao Classica = <Equa(;éo Operatorial > (4.7)
Esse resultado é conhecido como teorema de Ehrenfest. No contexto da teoria quantica de

campos, os objetos basicos sao as fungoes de Green, dadas pelo valor esperado no vacuo
de um produto de operadores de campo ordenados temporalmente:

0Tp(z1) - p(xn)]0). (4.8)
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Uma simetria da teoria quantica deve ser refletida na invariancia das fungoes de Green:

0= 06(0|Tp(x1) - p(an)0) = D (0T (1) - -~ 8p(z;) - - p(w)[0).- (4.9)

J

De uma maneira heuristica, podemos pensar que o teorema de Ehrenfest se traduza para a
teoria de campos como relagoes operatorias inseridas em fungoes de Green. Em particular,
para o caso da corrente de Noether, a versdo quantica de (£I) tem a forma

00T J"(x) X |0) = (O|TO()X[0) — i Y _ 8(w — 24){0|T 6 () Xi|0), (4.10)

com X = []; ¢(z;) e Xj igual a X porém com a omissdo do campo referente a coordenada
xr. Observe que o tltimo termo reproduz corretamente a condi¢ao de simetria das fungoes
de Green (L9) com O = 0, apés uma integragdo sobre o espaco-tempo (na auséncia de
forcas de longo alcance). Relagoes do tipo (4.10]) sdo conhecias como identidades de Ward
e estabelecem relagoes entre as fungoes de Green. As identidades de Ward tem um papel
fundamental em diversos aspectos da teoria de campos [45] [4§].

A relagao (4.10) é uma expressao formal que ainda necessita de uma prescrigao para ser
feita precisa. Isso porque os termos J*(z) e O(z) envolvem, em geral, produtos de campos
no mesmo ponto, os chamados operadores compostos. Esses operadores compostos trazem
novas divergéncias que devem ser eliminadas. Um exemplo simples é proporcionado pela
funcao de dois pontos de um campo livre em quatro dimensoes espago-temporais:

(0]Tp(x)p(y)|0) ~ 5> quando y — . (4.11)

1

(z —y)
Isso significa que as correntes devem ser regularizadas. Imediatamente, vemos que na
teoria quantica temos classes de correntes, diferindo por partes finitas. Um guia para se
regularizar uma corrente consiste em empregar o mesmo esquema utilizado para regula-
rizar e entao renormalizar a teoria. Usualmente, a escolha do esquema esta relacionada
com a preservagao das simetrias envolvidas. Por exemplo, numa teoria regularizada di-
mensionalmente, a subtracao de pdlos ¢ indicada para a regularizacao da corrente. Natu-
ralmente, a regularizacao apropriada é aquela que respeita as simetrias ao nivel quantico.
Quando nao é possivel escolher um esquema que preserve as simetrias, a teoria é dita
conter anomalias. Em outras palavras, a anomalia pode ser entendida como uma sime-
tria classica que é quebrada por correcoes radiativas. As anomalias tém consequéncias
importantes tanto no sentido de consisténcia dos calculos perturbativos bem como em
aplicagoes fenomenoldgicas [49]. Um exemplo bem conhecido é a anomalia da corrente
axial na eletrodinamica quantica:

62
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O Jt = 20MYy> + 6.2

F, Fr, (4.12)
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sendo que a divergéncia da corrente nao se anula quando M — 0, devido ao termo
proporcional a F,, F'*.

Uma maneira sistematica para tratar os problemas mencionados e determinar as iden-
tidades de Ward e possiveis anomalias, deve-se ao método dos produtos normais |50, [51].
Esse método estd ligado ao esquema de renormalizacao BPHZ e é baseado na subtracao
de divergéncias mediante aplicagao de operadores de Taylor. Discutiremos isso em de-
talhes na préxima secao, mas para a presente discussao é suficiente definir um produto
normal de grau 0, N, associado a um operador composto O, com § > Dim[O], tal que
uma funcdo de Green com a insergao de N[O,

(O[T'Ns[Op(x1) - - - p(xn)]0), (4.13)

¢ bem definida. Assim, na teoria quantica os operadores compostos devem ser definidos
com um produto normal associado. Esses produtos normais satisfazem um conjunto de
regras que permitem a derivacao das identidades de Ward. Nesse contexto, a forma bem
definida da expressao (£I0) torna-se

0, (0T N5 1 [J#](2) X|0) = (0|T'Ns[O)(2) X|0) — i )~ 6(x — ) (O] TSp(wy) X0).  (4.14)
k

A origem das anomalias nessa expressao é devido aos termos com subtracoes a mais que
o necessario contidas em Ns[O] para tornar a inser¢ao do operador composto finita. Por
exemplo, o termo de quebra no caso da corrente axial é da forma M (0T N, [tp>](z) X |0).
Entretanto, a dimensao do operador 1)7°1) é trés, conduzindo a uma subtracio adicional.
Os termos provenientes dessa subtracao dao origem a anomalia em (4.12]).

4.3 Identidades de Ward em Teorias com Anisotropia

Agora, vamos discutir a generalizacao do método dos produtos normais para teorias
com escalonamento anisotrépico entre o espaco e o tempo.

4.3.1 Produtos Normais

Nos estudos deste capitulo, vamos considerar como protétipo o modelo escalar ?
renormalizado via o método BPHZ, com 2z = 2 e em d = 6 dimensoes espaciais, dado por
(b + B) (a®*+C) (m*+D) , (A+E) ,
v = T ABAY — _

(4.15)
em que A, B, C, D e FE sao contra-termos finitos determinados por meio das condig¢oes de

normalizacao, b?, a?, m? e \ sao os parametros originais da teoria. Apesar de nos restringir

1
L= 5(1 + A)OypOop — DipOitp —
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a campos escalares, a andlise a seguir pode ser facilmente generalizada para outros tipos
de campos. Além disso, sempre que oportuno vamos estender nossa discussao para valores
arbitrarios de z.

Seja O algum produto formal de campos e suas derivadas no mesmo ponto. Associado
ao operador O, existe um conjunto infinito de produtos normais Ns, em que 6 é o grau
do produto normal e deve ser um inteiro maior ou igual a dimensao canoénica do operador
O; 6 > Dim[O)]. Assim, o produto normal é definido como

(0]T'N5[O] X |0) = Parte Finita de (0|770X]0), (4.16)

com X = [[.¢(x;). A prescricdo para a parte finita pode ser obtida como segue. Na
auséncia do produto formal, as funcoes de Green ja estao normalizadas via o esquema
BPHZ. Por outro lado, na presenca dos produtos formais, temos divergéncias adicionais
que necessitam ser subtraidas. De fato, o grau de divergéncia superficial no caso ani-
sotropico para fungoes de Green sem insercao de produtos normais é

d(G) = d+ z — Dim[g] N — Dim[¢]Np — > (d + z — Dim[V,]), (4.17)

em que,
R Y ) (4.18)

Dim[e] =

2
e Dim[V,|= D,+Dim[p|vZ+Dim[s|vl. vP e vl sdo os ntimeros de linhas bosonicas e
fermionicas juntando-se no vértice V, e D, refere-se aos fatores de momento nos vértices,
contando-se z para componentes tipo tempo e um para componentes tipo espago. Essa
férmula generaliza aquelas obtidas em (2.7) e (3.0).

Na presenca do produto normal, temos

d(G) = d+ z—Dim|[p|Ng — Dim[¢)| Np — Z(d—i—z— Dim[V,]) — (d+ z— Dim[Q]). (4.19)

a

Para teorias renormalizaveis, temos d + z — Dim[V,] = 0, tal que
d(G) = Dim[O] — Dim|[p|Np — Dim[¢)|Np. (4.20)
Substituindo Dim[O] — ¢, lembrando que § > Dim[O], temos
5(7) = 6 — Dimlg] Ny — Dim[u| Ny (421)

Claramente, uma subtracao com um operador de Taylor da ordem 0(7) produzird um
resultado finito. Além disso, para valores 6 > Dim[Q], teremos subtragdes adicionais.
Entretanto, essas subtracgoes adicionais sao finitas no ultravioleta. Finalmente, vamos
definir a prescrigao para um diagrama arbitrario: empregamos o operador de Taylor de
grau 6(7), arranjado de acordo com a férmula da floresta:

5(7) = { 0 — Dim[p]|Np — Dim[¢)|Np, se Vo € ~

d+ z — Dim[g] N — Dim[¢|Ne, se Vo ¢, (4.22)
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sendo Np e Np as linhas externas ao diagrama 7. Os produtos normais definidos dessa
forma satisfazem um conjunto de regras que nos possibilita realizar um estudo sistematico
das identidades de Ward e de suas anomalias.

Regra de Derivagao

As regras de derivacao permitem comutar derivadas com os produtos normais, levando
em conta uma mudanca no grau do produto em questao. Podemos obter sem dificuldades
as relagoes

9o (0]T'N5[O]X|0) = (0]T'No1:[0 01X |0) (4.23)

0;(0|T' N5[O] X |0) = (0|T Ns11[0;0] X |0). (4.24)
Esses resultados podem ser obtidos a partir da observacao que o operador de Taylor

anisotropico satisfaz: p°td f(p) = 1572 (p° f(p)) e p't2 f (p) = 5 (p' f(p)).

Equacao de Movimento

Trata-se da versao quantica da equa¢do de movimento e para o modelo (4.15) é dada
por
(O] TNg[0(95 — 0°A + a® A% +m?)p](2) X |0) = —A(0|T Ns[pd5] X 10)
+  B{0|T Ns[pAp] X]0) — C(0]T Ns[pA? ] X10) — D(0|T Ns[?] X |0)
(A+E)
3!

(0T Ns[io"]() X]0) =i Y _ 8(x — 2:)(0]TX]0), (4.25)

i=1

em que X = [[. ¢(z;). Essa equagao pode ser deduzida notando que o operador do lado
esquerdo atuando sobre ¢, escrito no espago de momentos, é igual a —i vezes o inverso
do propagador livre.

Identidades de Zimmermann

Asidentidades de Zimmermann sao relacoes entre produtos normais de graus diferentes
associados ao mesmo produto formal. Vamos discutir alguns exemplos. Primeiro, para o
operador O = ¢?, com dimensao Dim[p?] = 4, queremos obter os termos coletivamente
denotados por R; na relacao abaixo

(0|7 Ns[*]X[0) = (0] T Nu[¢?] X ]0) + R (4.26)

As duas prescrigoes sao: 6;(y) =4 — 2N, para Ny e d3(y) = 8 — 2N, para Ng.
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a. N, =2, 01(7) = 0 e d(y) = 4. O termo sem derivadas estd presente nas duas
subtragoes e assim nao contribui para a diferenca R;. A subtragdo com d, conduz aos
seguintes termos: (0|7 Ng[pAp]X|0) e (0|T Ng|0;¢0;¢] X |0) de segunda ordem nas deriva-
das, e (0|T'Ns[pdi 0] X0), (0|7 Ns[dowdop] X|0), (0T Ns[ApAg]X|0), (0|7 Ns[pA?p] X10),
(0T Ng[0;0;900;0;¢] X |0) e (0|TNs[A0;p0;]X|0) de quarta ordem nas derivadas. Note
que os termos de segunda ordem ainda podem ser reduzidos.

b. N, =4, §1(y) = —4 e d2(y) = 0. Temos apenas o termo sem derivadas correspon-
dendo & subtracao de acordo com dy. Assim, o contra-termo é (0|7 Ng[p?] X |0).

Reunindo todas as possibilidades, obtemos

(0| Ns[0*] X |0) = (0] Na[?]X[0) + p1 (0] Ns[p A X |0)

+ p2(0|T Ny[0ip00) X 0) + 1 (0] T N[0 X |0) + g2 (0| T Ng[Do 03] X |0)

+ g3(0|T Ns[ApA@] X[0) + ¢4 (0|T Ns[pA%p] X |0) + g5 (0T Ni[0:9;08:9;0] X | 0)

+ q6(0|TNs[A;p050] X[0) + ¢7{0| T Ns[0*] X |0). (4.27)
Os fatores p;, ¢; sao determinados a partir das condicoes de normalizacao, as quais serao
discutidas em breve. No momento, uma simples andlise dimensional mostra que: Dim[p;] =
—2 e Dim[g;] = —4. Note que os termos (0|T'Ns[@Ag]|X|0) e (0T Ng[0;00;¢] X|0) contém
subtracoes adicionais e ainda podem ser reduzidos. Consideremos entao o operador
O = pAp, com dimensao Dim[pAp] = 6:

(O]T'Ns[pAp]X|0) = (O[T Ns[pAp]X1|0) + Ro. (4.28)

As duas prescrigoes sao: 61(7) =6 — 2N, e d2(y) = 8 — 2N.,,.

a. Ny, =2, 6:1(y) =2 e da(y) = 4. Os termos de ordem zero e de segunda ordem estao
presentes nas duas subtragoes e cancelam-se entre si. Assim, temos apenas os termos de
quarta ordem vindo de dy: (0|T Ng[pd2] X 10), (0|T Ng[Gopdow] X |0), (0|T Ns[ApAp]X|0)
e (0|7 Ns[pA%p] X10).

b. N, =4, §1(y) = —2 e d(y) = 0. Temos apenas o termo de ordem zero
(01T N i) X]0).

Considerando todos os termos, obtemos

(0] T Ns[pAp] X [0) = (0|T N5l Ap] X|0) + f1(0|T Ns[pd5] X10)
+  fa{O|T N5 [Bo080 ] X10) + f3(0|T Ns[ApAp] X |0) + f4(0|T Ns[pA®¢] X|0)
+  +£5(0|T Ns[0:0;00,0;0] X |0) + f5(0|T Na[AD;00;0) X 0) + f7(0|T Ng[p"] X |0).
(4.29)
Como antes, fazendo uma andlise dimensional, vemos que Dim|[f;] = —2. O operador
O = 0;00;p conduz aos mesmos tipos de contribuigoes:
(O[T'Ns[0:p0;0] X[0) = (0|T'Ns[0;0;0] X |0) + f{<0|TN8[g08§gp]X|0)
T+ L30T Ne[Apd] X[0) + F3(0TNs[AAGIX0) + F1{0T Ns[pA%g] X [0)
T+ LOIT N [0:0;00:050) X 0) + FL(OIT Ne[Adhpdie) X [0) + FA{0|T Ne[io"] X [0).
(4.30)
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Claramente, quando integrados sobre o espago-tempo, podemos relacionar produtos nor-
mais diferindo por termos de superficie, por exemplo, [ dz°d®z(0|T Ns[pAp]X|0) =
— [ da®d5z(0|T N3[0;¢0;) X |0). Dessa forma, alguns termos do lado direito podem ser
deixados iguais depois de integracoes por partes.

Com essas relagoes, podemos obter a forma completamente reduzida do produto nor-

mal em (A.27):
(OITNs[?)X[0) = (1T N[ X[0) + pr (01T NolpAg] X [0) + o (01T N 016010 X 0)
+ (@1 +pufi+ p2fi) O T N[00 0] X[0) + (g2 + p1.fa + p2 f3) (0| T Ns[Dopdow] X 10)
+ (g5 + p1fs + 2 f3) (OIT Ns[ApAp] X[0) + (g1 + prfa+ paf1) (01T Ns[pA?p] X |0)
+ (g5 + p1fs + p2f5) (0T Ns[0:0;0,0;50] X10) + (g5 + 1 fs + p2.f) (0| T Ns[ADi 0040 X |0)
( ) [

+ (g7 + p1fr + p2f7) (0T Ns[p"] X0). (4.31)

Observe que podemos redefinir os parametros, por exemplo, §; = ¢1 + p1 f1 + p2f e assim
por diante, e esses novos parametros podem ser determinado diretamente a partir das
condicoes de normalizagao.

Condigoes de Normalizacao

Seja DM um operador diferencial de grau M = zM, + M; nos momentos

8M0+M1
DM = - — — (4.32)
8p1 . angap]\l/[()-i-l . angl-i-Ml
Dessa forma,
DMFEDN) (p,p1, - ,PN) = contribuicao do diagrama trivial, (4.33)

p=p1=-=

se 0 < M <0—2N, isto é, se a ordem do operador diferencial for menor ou igual ao grau
do operador de Taylor. FEON) (p,p1,- -+ ,pn) € a funcao de vértice (amputada) de N pontos
com insergao do produto normal Ns[O(z)]:

N
@O (p+pr+ -+ )T (0opr - ow) = A7) [[ A7 (2)

=1
N
X / da’d’z | [ dadd z;e P 2res) (O T N[O ()] (1) - - p(n)[0)P7 P, (4.34)
=1

lembrando que prop significa diagramas proprios 1PI.
Como um exemplo, vamos determinar os parametros da identidade de Zimmermann
(#29). Primeiramente, de modo a determinar fi, necessitamos aplicar o operador de
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quarta ordem D* = 92 /0p?0p? e entdao tomar os momentos externos iguais a zero. Apds
isso, os tinicos termos que restam sao: o termo acompanhando f1, a saber, (0|7 Ng[pd2¢] X |0),
o qual tem apenas a contribuicao do grafico trivial e o termo envolvendo o produto normal
reduzido (0|T'Ng[pAp]X|0). Com isso, encontramos

1 0

fi= iw /GlxalxlCllx2eimﬁ+i‘mmlHpﬂ2 <O|TN6[SOA<P] (@‘P(%)S@(%)‘mpmp
19P1

p=p1=p2=0’

(4.35)
sendo que definimos dx = dxod®x. Os outros termos podem ser determinados de maneira
similar. A idéia é escolher operadores tais que, depois de sua aplicacao sobre a identidade
de Zimmermann, sobrevivam apenas os termos desejados. Assim, obtemos os seguintes
resultados

1 02 / o .
= ———— [ dadzdzyeP TPt (01T NeloAp|(2)o(x To)|0)PTP ,
=3 000 1dz OITNs[pAgl(@)p(z)p()|0)™|
(4.36)
288 f5 4+ 48fs5
ot / . .
= ———— [ daxdxdwye®* TPt (01T N[ A (2) o (21 ) o(22)|0)PP ,
Op' Op’ Opopl 1422 (O[T Ne[pAp](z)p(z1)p(22)|0) S
(4.37)
48 f5 4 168 f5
ot / . )
= [ dodzdarye™* TP P22 (01T Ng [0 A] (2) (1) p(12)|0) PP ,
Op’ Opop] Ol 14:X2 (O[T No[pAp](z)p(x1)p(22)]0) D p1—pa—0
(4.38)
fi= —L8—4../d:cda:ld:cgeip:””plxl”p”z<0\TN6[<pAgo] (x)p(z1)p(x2)]0)PrP
384 Op} Op}0p1 Opy ppi=pi=0
(4.39)
1 o / . .
=—— | dedxduyP*TPITP2E2 (01T N [0 A) (2) (1) p(22)|0) PP
e 96 0y 0p' 09 Oy 1ds (O] Ne[pAp](z)p(z1)p(22)|0) it
(4.40)
e
N
1 pr+i Y, DTk prop
fr = = [ de [LdmemZena T NA @) plalasel@lor™]
! o = —py—
(4.41)
A partir dessas expressoes podemos determinar a ordem na constante de acoplamento
em que cada um dos termos comeca a contribuir: f; = fi(l) + .-, parai =1,....,6 e
fr = f7(2) + ---. Uma anélise semelhante na identidade de Zimmermann (£.27) mostra
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que os fatores p1, ps, q1, ..., g comecam em primeira ordem na constante de acoplamento
e o fator ¢; em segunda ordem. Essa andlise da ordem, bem como a dimensionalidade
dos parametros envolvidos nas identidades de Zimmermann, serao importantes na deter-
minac¢ao da anomalia de dilatacoes, como veremos em breve.

Identidades de Zimmermann Integradas

Antes de prosseguir, queremos discutir de maneira breve algumas simplificagoes que
ocorrem quando consideramos produtos normais integrados. Isso porque podemos reduzir
o numero de produtos independentes fazendo integracoes por partes. Assim, a identidade

([EZ7) torna-se
/ dz°d°z(0|T Ng[0?] X |0) = / dzd®z (0| T N4 [0*] X |0) + p / dz°d°z{0|T Ng[pAp] X |0)
+ s / dz°d°z{0|T Ng[opdo 0] X|0) + u / dz°d°z (0| T Ng[pA%p] X |0)
+ v / da®dSz(0|T Ng[*] X |0), (4.42)

em que redefinimos os parametros envolvidos. Do mesmo modo, para a identidade (4.29),
temos

/d:vode(O|TNg[cpAg0]X|0) :/dx0d6x<0|TN6[<pAg0]X|0) + g/d:)sodﬁx(mTNg[Oogpﬁoap]X|O>
+ k / dzd®z{0|T Ng[pA?p) X |0) + 1 / dz’d®x(0|T Ng[p*] X |0). (4.43)
Com essas relagoes, podemos obter a forma completamente reduzida de (£.42):
/ a2 (O[T Ny [i62] X |0) — / A28 (0T N4 [22] X [0) + p / A2 (0| T Nyl A X |0)
+ (s +pg)/dzodﬁx(mTNg[00g080<p]X|0> + (u+ pk)/dx0d6x<0|TN8[gpAzap]X|O>
+ (v+pl) / dad®z(0|T Ng[*] X |0). (4.44)

Os parametros sao determinados a partir das condi¢oes de normalizacao. Para a identi-

dade (443)), segue que

1 07

= EW/d$d$1d$2€ip1xl+ip2m2<O|TN6[()0AQO](ZZ’)QO(LU1)()O(ZZ’2>|0>pr0p , (4.45)
19DP1

p1=p2=0

g
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1 o . .
k = _ drdx,dx €ZP1I1+ZP29U2 0|TN, A T T )10 prop
S G A O Nl ) )ele))

p1=p2=0

(4.46)

L= =g [ doT] daieZero OIT Nolp Al (@)oo ) s o )07

4! p1=r=ps=0’
(4.47)
Dessas expressoes, obtemos a ordem na constante de acoplamento que cada fator comeca
a contribuir: g = ¢®@ +.-- k=k® +... el =1® +.... Uma andlise semelhante em
(#42)) mostra que p, s, u, v sdo de segunda ordem no minimo.
Agora, estamos prontos para discutir as leis de conservacgao ao nivel quantico e entao

investigar a existéncia de anomalias. Vamos comegar com invariancia translacional.
4.4 Tensor de Energia-Momento

O tensor de energia-momento cldssico pode ser construido a partir do teorema de
Noether para teorias com altas derivadas aplicado a translagoes no espago-tempo z# —
xH + €. Necessitamos distinguir entre os seguintes casos:

a. Translacoes temporais. As componentes da corrente sao

Q0 = —(b* + B)0;0dpp — (a* + C)Apd;0yp + (a* + C)(0:Ap)Dpp. (4.49)

b. Translagoes espaciais. Neste caso, temos as seguintes componentes

@ij = —(b2 + B)azapajw — (a2 + C’)Aap@lafp + (CL2 + C)(@ZAap)ajap — 5ZJ£ (451)
Usando a equagao de movimento classica podemos verificar as leis de conservagao
80900 + 81620 =0 and 80@0j + 8162] = 0, (452)

implicando na conservagao da energia H = [ d®z ©g e do momento P, = [ d®z Oy,.
Agora, queremos investigar esses aspectos na teoria quantica. Em primeiro lugar, as
dimensoes das componentes do tensor de energia-momento sao: Dim[Ogg] = 8, Dim|[O;] =

7, Dim[©;0] = 9 e Dim|[0;;] = 8. Assim, devemos construir os seguintes produtos normais
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(0T Ng[©n0) X |0), (0T N7[00;] X|0), (0]T'Ng[O;0] X |0) e (0T Ng[O;;]X|0). De acordo com
as regras dos produtos normais discutidas anteriormente, obtemos as leis de conservacao
analogas a ({.52) para o caso quantico:

00 (0|7 Ns[©00] X[0) + : (0T No[O; LW0—~ﬂ§:6x—xw®W%W)XM® (4.53)

0o (0|7 N7[©9;1X |0) + 0;(0|T'Ns[0;;] X |0) ——125 r — ) (0|T0;0(2) X|0),  (4.54)

em que X}, é igual a X mas com o campo ¢(xy) omitido. Integrando sobre o espago-tempo,
o lado esquerdo se anula e encontramos o resultado

> (0T dyp(a) Xif0) =0 and Y (0|TD;ip(x) Xi[0) = 0. (4.55)

Essas equacoes sao as identidades de Ward que refletem a invariancia das funcoes de Green
sob translagoes no espaco-tempo.

4.5 Anomalia de Dilatacao

4.5.1 Analise Classica

A caracteristica mais marcante das teorias estudadas neste trabalho é justamente o
cardter anisotrépico entre as coordenadas temporal e espaciais: Dim[zg] = z e Dim[xz;] = 1.
O reflexo disso é que as dilatacoes, ou tranformacoes de escala globais, sao da forma

xg — (€*)°rg e x; — €%y (4.56)

Sob essa transformacio, o campo escalar transforma-se como ¢(z) — ¢'(2') = e~*Pm¥lp (),
cuja versao infinitesimal com o = —e¢ é

5p(x) = €[Dim[p] + 2 2°0y + 2'0;) (7). (4.57)

Como é bastante conhecido no contexto de teorias relativisticas (z = 1), geralmente a
invariancia de escala global classica é quebrada quanticamente pela necessidade da in-
trodugao de um parametro dimensional no procedimento de renormalizagao. Estudare-
mos a anomalia de dilatacoes nesse contexto de teorias anisotrépicas, comegando com
uma andlise cldssica. Por simplicidade, vamos considerar a lagrangiana (4.I5) sem os
contra-termos finitos,

2 2 2
D ot — Lapap - Tt - 2

1
L =~y — — 2t
2080090 9 9 290 4!90

(4.58)
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Os parametros dimensionais > e m? na lagrangiana quebram a invariancia de escala
(Dim[m?] = 4 e Dim[b?] = 2). Por outro lado, quando b* e m* — 0, temos uma corrente
classica conservada. Separando a lagrangiana em duas partes, £ = L;,, + Ly, com

Lom = ~0y00 —Q—QAA _ A (4.59)
zm)—2 000 9 pay 4'()0 :
© b2 2
Ly = —E&-gp&-gp — %QOQ, (4.60)
observamos que, sob uma transformacao (£50)),
5£im) = 6[280(1'0/61'”1)) + &(x’ﬁmv)], (461)

é uma soma de termos que sao derivadas totais. Entretanto, o mesmo nao ocorre com a
parte de quebra:
, b? m?
0Ly = €200 (x"Liy) + 0i(2'L4y)] — 4e <§<PAS0 - 7@2) : (4.62)
A corrente pode ser construida sem dificuldades a partir do teorema de Noether e suas
componentes sao dadas por

Jo = 200y + 22°0qy + 2'O; (4.63)
e
J' = —3a*Apd;p + 2a*(0;Ap)p — 26%p0;p + 2100 + 270 ;. (4.64)
Note que estamos incluindo os termos de quebra. Com essas expressoes, obtemos
00 J° + 0, J" = b?0;00;0 + 2m>?, (4.65)

tal que quando m? e b> — 0, temos a lei de conservacao classica. Por outro lado, no caso
quantico devemos empregar um esquema de subtracao para dar um significado preciso
para expressoes envolvendo operadores no mesmo ponto, o qual da origem a anomalia.

4.5.2 Analise Quantica

Agora, vamos aplicar o método dos produtos normais para a corrente de dilatacao.
As dimensoes das componentes da corrente sdo: Dim|[Jy] = 6 e Dim[.J;] = 7. Desse modo,
precisamos considerar os produtos normais (0|7 Ng[.Jo] X|0) e (0|T'N7[.J;] X |0). Desejamos
investigar a lei de conservagao

90(0[T' N[ Jo] X |0) + 0;(0|T'N[.J;] X|0)

?

= —i ) 8z — ) (0| T(Dimlp] + 22°y + 2°0;)p (1) X |0). (4.66)
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Vamos reescrever as componentes da corrente incluindo os contra-termos finitos

Jo = da(l + A)@&o(ﬂ + 21’0@00 + Sl?i@()i (467)

J' = =3(a® + C)Apd;p + 2(a® + C)(9;Ap)p — 2(b* + B)pdip + 2200 + 270, (4.68)

em que d, ¢ a dimensao do campo escalar. Em ordem trivial de perturbagao d, =
Dim[p| = 2, mas sabemos que no caso quantico ela sofre corre¢oes radiativas, quer dizer,
d, =2+ O(\). Para avaliar (£.60]) é conveniente usar as identidades

<O|TN8[ani@i0]X|O> = 9303i<0|TN9[@10]X|0>- (4.70)

Além disso, empregando as relagoes de conservacao do tensor de energia-momento (£53))
e (£54) e a equagao de movimento (£25]), obtemos

o (0T Ne[Jo] X|0) + 0 (0T N7[i] X]0) = (da — 2)(1 + A){O|T Ns[Dopdop] X|0)
© (da — 2 + BYOITNfp @ X[0) — (dy — 2)(a® + C) (0T Ne[ipA%¢] X]0)
A+ E)
3!
+ (b + B){(0|T Ng[0;p0] X |0) — i Z §(x — ) (0|T(dg + 22°0y + 2°0;) (1) X1|0).

— (do — 4)(m* + D){0|TNs[0*] X0) — (d — 2) (0T Ns["] X 10)

(4.71)

Integrando sobre o espaco-tempo, essa expressao torna-se

iZ(O|T(da + 2200 + 2'0;) (1) X1 |0) = / dxod%{(da — 2)(1 + A){0|T N3[0opop) X |0)
+ (do = 3)(b* + B)(0| T Ns[pAp] X10) — (du — 2)(a* + C){0|T Ns[pA%p] X]0)

P B ol )xio) (4.72)

= (da = 4)(m* + D)OITNs[¢?]X]0) — (d, — 2)"

Podemos usar as identidades de Zimmermann (£43)) e (4.44) para reduzir os produtos
normais com subtragoes adicionais (0|7 Ng[pA@] X |0) e (0|T Ng[¢?]X|0). O resultado final
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i (O|T(dq + 22°0p + 2°0;) (k) Xi|0) = / dxodﬁsc{ — (d, — 4)(m? + D){0|T N4[p*] X|0)
+ [(da = 3)(0° + B) — (da — 4)(m* + D)p|{0|T Ns[pAp] X |0)

+ [(do = 2)(1 + A) + (da — 3)(0* + B)g — (do — 4)(m* + D)3|(0|T N[0 3] X |0)

+ [=(da = 2)(a® + C) + (do — 3)(b* + B)k — (do — 4)(m* + D)u]{0] T Ns[pA*¢] X0)

+ CEE) (o= 3)07 + B)l — (da — 4)(m? + DY (0T Ns[*] X10) |

- (da - 2)( 3!
(4.73)

em que definimos: § = s+ pg, u = u + pk e ¥ = v + pl. Para que nao exista anoma-
lia na corrente, os coeficientes dos trés produtos normais de grau Ny devem se anular
independentemente, o que conduz as seguintes condi¢oes

(dy —2)(1+ A) + (dy — 3)(b* + B)g — (d, — 4)(m* + D)3 = 0, (4.74)
—(d, —2)(a* + C) + (d, — 3)(b* + B)k — (dy — 4)(m* + D)u =0 (4.75)
—(d, — 2)“;7!]5) b (da—3)(0 + B)l — (dy — 4)(m? + D)T=0.  (4.76)

Vamos discutir a consisténcia dessas equagoes. Em primeiro lugar, lembramos que os
termos g, S, k, u, [ e U sao todos de segunda ordem na constante de acoplamento. Portanto,
escrevendo d, = 2 + dV +d? + ... , a equagao (£74)) mostra que dV =o. Explicitando
a ordem de cada termo, obtemos as condigoes de consisténcia em ordem mais baixa

d? —p*g@ 4+ 2m*? =0, (4.77)
—a?d? — k@ 4 2m*u® =0 (4.78)

e
— 1 4 2m*T? = 0. (4.79)
Devemos investigar essas condigées no limite b2, m? — 0. Ingenuamente, isso parece

N @ .

resolver essas equagoes (com dg° = 0), mas devemos ser cuidadosos. Relembrando nossa
analise dimensional, temos, por exemplo, Dim[g] = —2, a qual significa que ¢® pode
ser escrita como ¢ = 1/b2F(m?/b* a?)A?, em que F é uma fun¢io adimensional dos

parametros originais da teoria. Isso também pode ser visto de um célculo explicito.
Entdo, o produto b*¢g® ndo se anula quando b*, m?> — 0, com m?/b* — fixo. O termo
de massa tem um comportamento similar: como Dim[s] = —4, 5@ pode ser escrita como
3@ = 1/m?G(m?/b*,a®)A\? e entdo o produto m?5? nao se anula no limite v?, m? — 0,
com m?/b* — fixo. O mesmo fato ocorre com os demais termos nas equacoes (LTS e

@79).
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Para ilustrar essa questao, vamos considerar, por exemplo, a condigao ({.79) no limite
b’, m?> — 0, mas m?/b* = ¢ > 0, com ¢ um nimero real positivo. Isso é suficiente para
verificar a existéncia da anomalia na corrente. A expressio para [? é dada em (Z47),
a0 Passo que a expressao para U2 tem a mesma forma que (&47), porém com a troca do
produto normal Ng[@Ag] por Ny[¢?]. Dessa forma, a expressao explicita do lado esquerdo

da equagao (£79) é
6i3)2 / dky o (K2 + 2m?)
4! 21 (27)0 [k3 — b?k? — a?(k?)?2 — m? + ie]®’

(4.80)

Assim, vamos investigar a possibilidade do anulamento dessa equacao no limite acima
mencionado. Tomando o limite, segue que

6i3\2 / dko d°k (k% + 2¢) (4.81)
4! 21 (27)6 [k2 — k2 — a?(k2)2 — ¢+ ie]? '
Agora, podemos integrar na componente ky via o teorema dos residuos:
A2 dSk k% +2
9—/ (k"+2) (4.82)
84! ) (27m)% [k2 + a2(k2)2 + ]3

Parametrizando em coordenadas esféricas e fazendo a mudanca de varidvel ¢ = k2, obte-
mos

2 o 3 2 2
9 A Qs / p ((q +2cq?) 1 3 A 0, (4.83)
0

EE(27T)6 q—|—a2q2—|—c)g 215127{'35

a qual é nao nula para qualquer valor finito de a. g é area da superficie esférica em
seis dimensoes, s = 272 /T'(3). Isso mostra que a equagao ([A79) nao pode ser satisfeita,
conduzindo ao comportamento anomalo da corrente quantica. Um tltimo comentario é
que a divergéncia da corrente de dilatacao deve ser proporcional a fungao beta do grupo
de renormalizacao. De fato, podemos mostrar que ela é dada essencialmente pelo lado

esquerdo de (Z79), )
b ® 4 o2y — 3 A
BN) = 4(=b1" + 2m*T )_5127T3a3’ (4.84)
que é exatamente o resultado obtido em (2.130).

Antes de concluir, queremos apenas destacar que neste capitulo fizemos a generalizagao
do método dos produtos normais, desenvolvidos inicialmente no contexto de teorias re-
lativisticas, para o caso de teorias com anisotropia. O caso relativistico corresponde a
z = 1. Esse formalismo é direcionado para o estudo de simetrias quanticas em geral a par-
tir da construcao dos geradores correspondentes, possibilitando uma analise sistematica
das identidades de Ward e possiveis anomalias. Estudos sobre as anomalias quiral e de

Weyl em teorias anisotrépicas foram feitos em [52] 53, 54, [55].
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Capitulo 5

Modelos Estatisticos Classicos

Neste capitulo, discutiremos alguns aspectos do modelo de Ising, como a solucao exata
em uma dimensao, a dualidade entre altas e baixas temperaturas em duas dimensoes e a
conexao com a teoria de campos. Em seguida, consideraremos o modelo esférico classico
que, juntamente com o modelo de Ising, desempenha um papel fundamental no estudo de
transicoes de fase principalmente pelo fato de ser exatamente soltivel e constitui o ponto
de partida das generalizagoes contidas nos capitulos seguintes.

5.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising é definido sobre uma rede hipercibica d-dimensional com N sitios
e a cada sitio associamos uma variavel de spin discreta o; = +1. A hamiltoniana na
presenca de um campo externo constante h é dada por

H=—-J Z 0,05 — hZU,-, (51)

<i,j> i

em que o simbolo < 7, j > indica que a soma deve ser restrita aos primeiros vizinhos (curto
alcance) com uma energia de interacao ferromagnética J > 0. Além disso, vamos assumir
condigoes periddicas de contorno oy 1 = 01, 0 que nao deve influenciar no comportamento
do sistema no limite termodinamico. Apesar da simplicidade da formulacao, o célculo da
funcao de particao se torna mais elaborado a medida que aumentamos a dimensionalidade
da rede. De fato, em uma dimensao espacial o modelo é exatamente soltvel na presenca
de campo externo, mas nao exibe uma transicao de fase. Em duas dimensoes, ele tem
uma solugao exata na auséncia de campo (solu¢ao de Onsager) e em trés dimensdes nao
possui solucao exata mesmo na auséncia de campo.
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A solugdo em uma dimensao é bastante simples e vamos determina-la agora pelo
método da matriz de transferéncia. Nesse caso, a hamiltoniana (5.1]) se reduz a

h
H= —JZ 0;0;4+1 — 5 Z(O’Z + Ui—i—l)a (52)

%

em que a parte dependente do campo externo foi escrita convenientemente numa forma
mais simétrica, o que é possivel pela escolha da condigao de contorno. Devemos calcular a
funcao de partigao, que envolve uma soma sobre as possiveis configuragdes {o} do sistema
distribuidas de acordo com o peso de Boltzmann

Z=Y e (5.3)
{o}

Podemos deixa-la numa forma particularmente simples definindo a matriz 7', denominada
matriz de transferéncia,

00,041 — (5'4)

BJ+Bh  —BJ
_ BJoiciyi+ 2 (oito I €
T = Aoty (oitoin) o = ( o—BI G BI—ph )

Assim, a funcao de particao pode ser identificada como o trago de um produto de matrizes
T

2= 3 TnoTosos T =TTV, (5.5)
o1 oN

Como a matriz de transferéncia é simétrica, existe uma transformagao envolvendo uma
matriz U que a diagonaliza, isto é, D = UTU ! com

D= ( vy ) (5.6)

e A1 e Ay sao os autovalores de 7. Como o trago ¢ invariante pela transformagao acima,
a fungao de particao torna-se

Z=Tr DY =AY + \). (5.7)

Os autovalores sao dados por

A1 = e?cosh(Bh) £ \/ezﬁJcoshz(ﬁh) — 2sinh(24J). (5.8)

Note que A1 > )Xo, tal que no limite termodinamico apenas o maior autovalor contribui

1+ (i—?)N] — AV, (5.9)
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A conexao com a termodinamica é feita por meio da energia livre

f:_ﬁiNan:—%lnAl. (5.10)

A partir dessa expressao, podemos calcular a magnetizacao por spin de acordo com

i (g) _ sinh(Sh) (5.11)
Oh/ g \/sinhz(ﬁh) + e—487

que se anula quando A = 0, mostrando que o sistema nao exibe uma magnetizacao es-
pontanea na auséncia de campo, ou seja, nao exibe uma transicao de fase. A idéia intuitiva
por tras disso é que em uma dimensao espacial o niimero de primeiros vizinhos de cada
sitio é pequeno (dois) tal que o sistema nao tem ”forga” para formar um estado ordenado.

Consideremos agora o caso bidimensional. Ao invés de estudar a solugao exata na
rede quadrada, que apesar do grande interessante é demasiadamente complicada, faremos
a analise de uma dualidade existente nesse caso e que permite determinar a temperatura
critica do modelo.

A funcao de partigao (5.I]) na auséncia de campo externo pode ser escrita como

Z=>" T ¢, (5.12)
{0} <ij>
em que definimos K = 3.J. Devido ao carater discreto das variaveis o; = +1, segue que

ef9i% = cosh K + 0;0;sinh K
= cosh K (1 + 0;0; tanh K). (5.13)

Dessa forma, a funcao de partigao (5.12) torna-se
Z = (cosh K)* Y " T] (1 + 050, tanh K), (5.14)
{o} <i,j>

em que 2NN é o nimero total de primeiros vizinhos. Para uma rede hiperciibia d-dimensional
esse numero tem a forma geral 2d x N/2; o fator 2d é o nimero de coordenagao da rede
(ntimero de primeiros vizinhos em d dimensoes), N é o nimero total de sitios e a divisdo
pelo fator de 2 é para nao contar duas vezes o mesmo par de primeiros vizinhos. A
expressao acima ainda pode ser escrita como

Z = (coshK)2NZ H Z(aiaj tanh K )’

{o} <i,j> 1=0

= (coshK)ZNZ (Z(O’lo'g tanhK)l> X (Z(UgagtanhK)l> X -+ . (5.15)

{o} =0 =0
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E conveniente introduzir a variavel I, = [;; = l;; = 0,1 para cada par de primeiros
vizinhos, que representa cada ligacao entre dois sitios mais préximos. Dessa forma,

Z = (cosh K)* > ") "> "(tanh K)" 24 T (0v05)". (5.16)

{c} U lan <i,7>

Observe que o produtério sobre os pares de primeiros vizinhos pode ser rearranjado da

seguinte forma
[T (iop)s = TLor" =TT (5.17)

<i,j> i i
em que definimos n; = ) i lij, com j referindo-se aos primeiros vizinhos do sitio 7. Essa
relacao pode ser melhor entendida a partir de um exemplo: considere um sitio a e os seus
primeiros vizinhos ai, as, az e ay. Comecando com o lado esquerdo, a parte do produto
acima envolvendo esse sitio particular sera

“ e (O-ao-al)laal (O-ao-az)laaQ (Uao.a3)laa3 (Uao.a4)laa4 .
(oo o (g, Yo (3, Yoo (0, Vs (g Jons - (5.18)

Os fatores envolvendo a variavel de spin do sitio a foram deixados na forma do lado
direito de (5I7). Os termos restantes, envolvendo as varidveis dos sitios ai, as, as e ay
também serao organizadas em uma estrutura do mesmo tipo quando levarmos em conta
os primeiros vizinhos correspondentes a esses sitios. Esse processo pode ser feito para a
rede inteira conduzindo ao resultado (5.I7). Com isso, podemos calcular a soma sobre

{0}
ST i) = ST or =TT 1+ (-1™). (5.19)

{o} <ij> {o} i i

Quando pelo menos um n; é impar essa relacao se anula. Por outro lado, se todos n;
forem pares o resultado é

[12=2". (5.20)

)

Com essas observagoes, a fungao de partigao fica

Z = (2cosh® K)N ) "(tanh K)" ¥+, (5.21)
{1
sob o vinculo
> li;=0,20u4, (5.22)
J

para quaisquer quatro ligacoes juntando-se em um determinado sitio. Nossa estratégia é
introduzir um novo conjunto de variaveis de modo que o vinculo seja automaticamente
satisfeito. Para isso, vamos considerar uma rede dual construida a partir da rede original,
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mostradas na figura [B.Il  Associamos entao a cada sitio da rede dual a varidvel y; =
+1. Como pode ser visto na figura 5.1l dois sitios primeiros vizinhos da rede dual sao
"cortados” por uma ligacao [, da rede original. Para um sitio particular, o qual tem as
ligacoes [y, lo, I3 e Iy conectando os seus primeiros vizinhos, essas relacoes sao definidas
como

h = %(1 —X1X2), L= %(1 — X2X3);
I3 = %(1 — X3X4), 4= %(1 — X4X1)- (5.23)
Com isso, ¢ imediato verificar que o vinculo é satisfeito
h+lb+l3+1= % [4—(x1+x3)(X2+ xa)] =0,2 ou 4. (5.24)

Essa construgao deve ser feita para todos os sitios da rede e assim o vinculo (5.22) serd
naturalmente implementado por meio das varidveis da rede dual. Voltando a funcao de

Figura 5.1: Relacao entre a rede original e a rede dual. As linhas continuas formam a
rede original e as linhas tracejadas formam a rede dual.

particao, podemos escrever cada um dos fatores (tanh K)%* em termos das varidveis da
rede dual y; e x; que sdo cortadas pela ligagao [, (consequentemente i e j sdo primeiros
vizinhos na rede dual):

(tanh K)* = (tanh K)2(x0%0) = =K (0-xix;) (5.25)
em que definimos
tanh K = e 27, (5.26)
Assim, a fungao de partigao (5.21]) torna-se
Z(K) = (2cosh® K)Ne VK" ) = K" Socigo X, (5.27)
x¥

Devemos fazer algumas observacoes importantes. A primeira é que nessa expressao pode-
mos identificar a fungao de particao da rede dual, que tem a mesma forma que a funcao
de partigao inicial (5.12), porém com K* no lugar de K:
Z(K) = Y e Sew v, 53)
{x}
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Assim, as fungoes de particao da rede original e da rede dual estao relacionadas de acordo

com (5.27)
2(K)  _ Z(K7)

(2cosh* K)N  (e2K")N
A relagao entre K e K* é dada em (B.20), que pode ser escrita de uma maneira mais
conveniente como

(5.29)

sinh(2K) sinh(2K™) = 1. (5.30)

Essa equacao pode ser interpretada como definindo uma transformacao entre altas e baixas
temperaturas. Por exemplo, se K — 0, entao K* — 00; caso contrario, quando K — oo,
devemos ter K* — 0. Em outras palavras, o comportamento de altas temperaturas na
rede original corresponde a um comportamento de baixas temperaturas na rede dual. E
natural imaginar que ha um ponto especial quando esses regimes se encontram, ou seja,
quando K = K* = K, dito o ponto auto-dual. De fato, escrevendo K. = JJ., esse ponto
é identificado como a temperatura critica do modelo de Ising na rede quadrada

B.J = %m(ﬂ +1), (5.31)

concordando exatamente com o resultado obtido a partir da solugao exata de Onsager.

5.1.1 Conexao com a Teoria de Campos

Usualmente, os modelos estatisticos sao formulados sobre redes cristalinas, que sao
estruturas discretas caracterizadas pela sua geometria e pelo espacamento entre seus vizi-
nhos. Uma questao natural que surge esta relacionada ao limite continuo da rede. Nessa
situagao, teremos ao invés da rede um espaco continuo, revelando uma teoria de campos
subjacente. Essa teoria de campos pode ser interpretada como uma descricao efetiva nas
proximidades do ponto critico, em que o comprimento de correlagao é muito maior que a
distancia entre os sitios.

Queremos investigar o limite continuo da rede hipercibica d-dimensional sobre a qual
o modelo de Ising é definido. Como as variaveis de Ising o; sao discretas, isso nao pode
ser feito de uma maneira direta como na secao [[.3], mas seguiremos um procedimento
semelhante. Em primeiro lugar, reescrevemos a funcao de particao na auséncia de campo

como

7 = Zexp [Z J,-vjaiaj] . (5.32)
{o} i

Nessa notagao, a interagao de primeiros vizinhos esta codificada em J; ;, a qual também

inclui o fator 8. Agora, considere a seguinte identidade

/H do; exp [—% Z <Z>Z-JZ-;1¢]- + Z ¢io;
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em que A é uma constante de normalizacao irrelevante e {¢;} é um conjunto de varidveis
continuas. Essa identidade nos possibilita escrever a funcao de particao como

7z = /Hd(bZZeXp[——Z@ ¢]+Z¢m]

i o
= /H d¢; exp [—i Z gbiJZ-;lgbj + Z In(cosh gb,)] , (5.34)

a menos de constantes multiplicativas. Com isso, conseguimos passar de um conjunto de
variaveis discretas para um conjunto de variaveis continuas. Ainda podemos fazer uma
mudanca de variavel para deixa-la numa forma mais adequada. Fazendo,

J
obtemos

= / H do; exp [— Z Jij®ip; + Z In[cosh(2 Z Jiioi)l| - (5.36)

Nessa situacao, em que a funcao de particao envolve apenas variaveis continuas, o limite
continuo se torna mais transparente. De fato, observe que para o caso de interagoes de
primeiros vizinhos J;; = J0; j=i+q, cOm a o espacamento da rede, temos

> Jijoy ~ Ja*V2|, +2dT ). (5.37)

Além disso, as somatérias podem ser substituidas por integrais Y, — a™¢ [ d%z. Dessa
forma, a versao continua de (£.36]) é dada por

/ D¢exp[ / C(Ja29V2¢ + 2dT ) + / %ln[cosh(2jazv2¢+4dj¢)] , (5.38)

que pode ser interpretada como a teoria de campos surgindo no limite continuo da rede.
Entretanto, a expressao acima é bastante complicada tal que podemos deixa-la numa
forma polinomial fazendo a expansao

2 1'4

x
Incoshe = = — 2 .
ncoshz = - 12+ (5.39)

Nesse caso, temos

64

/D(bexp{ / (J(1 — 8dJ)a*§V%6 + 24 (1 = 4d)¢" + (Jd)'6" + - )] (5.40)
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Os pontos representam termos envolvendo derivadas de ordem superior, tanto na parte
quadratica quanto na parte de interacao, além das préprias poténcias maiores que as
mostradas em (5.39). Na linguagem do grupo de renormalizagdo, esses termos envol-
vem apenas operadores irrelevantes que efetivamente nao influenciam o limite de baixas
energias, inerente ao estudo de transicoes de fase.

H&a um ponto especial nessa expressao que pode ser identificado como o ponto critico,
que ocorre quando o coeficiente de ¢? muda de sinal. Isso estd de acordo com a fenome-
nologia de Landau e define uma temperatura critica

T-T.

1—-4dJ = . 41
dJ T (5.41)

Lembre que nossa definicao de J envolve o fator 3, ou seja, na verdade devemos fazer
J — [J. Dali, obtemos uma temperatura critica T, = 4d.J. E interessante observar que
essa expressao nao reproduz (5.31]) para o caso d = 2. Na verdade esse resultado coincide
com a temperatura critica do modelo de Ising na aproximacao de campo médio. Quando
falamos da equivaléncia entre o modelo de Ising e um modelo da teoria de campos, estamos
nos referindo a uma equivaléncia entre as quantidades universais, que independem das
propriedades microscopicas, por exemplo, os expoentes criticos. O valor da temperatura
critica nao é uma quantidade universal.

Prosseguindo com (5.40), fazemos uma expansao em torno do ponto critico, tal que
o coeficiente do termo cinético pode ser aproximado por 1 — 8dJ ~ —4dJ + O(T — T,).
Com isso,

T-T,)

Z:/Dqs exp [—/‘%( — 4dJ*a? oV + 2dJ( = »* + %—4(Jd)4q54 + - )] .(5.42)

Podemos deixar essa expressao numa forma mais apropriada com o reescalonamento ¢ —
d—2
a’z [(4dJ?)' ¢,

Z = /D(Z) exp [— /d%( — V3¢ + iwa_%z + éd2ad_4¢4 + - )] . (5.43)
2J T 3

Essa expressao ¢é identificada como o funcional gerador de uma teoria escalar com interacao

¢* definida num espaco euclidiano d-dimensional. Desse modo, a discussao anterior mostra

que o modelo de Ising, nas proximidades do ponto critico, pode ser descrito efetivamente

por uma teoria de campos. Na verdade, essa caracteristica é mais geral e existem diversos

modelos que possuem uma descrigdo em termos de uma teoria de campos [56].
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5.2 Modelo Esférico Classico

Devido as dificuldades para obter resultados exatos a partir do modelo de Ising em
dimensoes mais altas, em 1952 Berlin e Kac [21] introduziram o modelo esférico, que é
uma espécie de aproximacao continua do modelo de Ising, definido como

H=—J > SSu—h> S, (5.44)
<r,r’> r

que tem a mesma forma da hamiltoniana de Ising, porém as varidveis de spin S, sao
continuas, —oo < S, < 00, e sujeitas ao vinculo esférico

> S2=N. (5.45)

Por uma questao de conveniéncia, estamos usando a notagao vetorial r para os sitios. O
vinculo esférico pode ser interpretado como uma lembranca do modelo de Ising no sentido
que as variaveis de Ising também o satisfazem. E instrutivo considerar um caso simples
para ilustrar a conexao entre as variaveis de Ising e do modelo esférico, tal como na figura

E2).

N =2 [op)

0?4+ 02=2

01

Figura 5.2: Relagao entre as configuragoes do modelo de Ising e do modelo esférico
para N = 2. As varidveis oy, designam genericamente varidveis de spin (discretas ou
continuas). Assim, as configuragoes do modelo de Ising estdao sobre os vértices do qua-
drado enquanto que as do modelo esférico estao sobre a circunferéncia.

A fungao de particao é definida por

7 = /Hdsré(ZSf - N)e—ﬁﬂ. (5.46)

A maneira usual de calcular essa fungao de particao é por meio do método do ponto de
sela, que pode ser esbocado da seguinte maneira. Usamos uma representacao integral
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para a funcao delta,

2

5(253 - N) — / d—“e"”<z”sf_N). (5.47)

Com isso, podemos calcular as integrais gaussianas sobre as varidveis de spin e entao a
integral em p ¢é feita pelo método do ponto de sela no limite termodinamico N — oo.
Essa abordagem sera adotada no estudo do modelo esférico quantico, no préximo capitulo.
Aqui, seguiremos outro método, correspondente ao chamado modelo esférico médio, que
de certa forma consiste numa mudanca de ensembles. A palavra médio refere-se ao fato
que ao invés do vinculo esférico estrito (5.43]), consideramos o vinculo em termos de uma

média térmica
> (S =N, (5.48)

r

o que nao deve conduzir a diferencas nas quantidades termodinamicas quando comparadas
com aquelas obtidas na formulagao com (5.45). Uma discussao sobre as propriedades e
possiveis diferencas entre o modelo esférico e o modelo esférico médio é feita em [57]. Esse
modelo é definido pela funcao de particao

Zn = / [T dS:exp [—g > JewSeSw + By S —Buy S| (5.49)

r,r’ r

em que o multiplicador de Lagrange i pode ser interpretado como um potencial quimico.
Estamos assumindo que a energia de interacao J,, depende somente da distancia en-
tre os sitios, podendo ser de curto ou longo alcance. Para o caso usual de interagoes
ferromagnéticas de primeiros vizinhos, Jy = —J0ria. O vinculo esférico médio é im-
plementado de acordo com

> (S2) = —%% InZy, = N. (5.50)

r

A funcao de particao é essencialmente um produto de integrais gaussianas e pode ser cal-
culada diretamente sem a necessidade do método do ponto de sela. Para isso é conveniente
passar para o espago de Fourier

1 )
Sy =—=) 978, 5.51
\/N Zq: q ( )

com o vetor q pertencente a primeira zona de Brillouin. Com isso, a fungao de particao
torna-se

Zu = / [ dSqexp [—g > J(@)SqS—q+ NV*BhSe — By SqS-q| .  (5.52)
q q

q
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com '
J(q) =>_J(Jh))e"" com h=r-r. (5.53)
h

A condicao de realidade da varidvel S, implica S_q = S§. Assim, SqS_q = SqSI = [Sg|?,
o que sugere o uso da decomposicao de S, em partes real e imagindria,

Sq = %(ReSq +iImSy) para q#0. (5.54)

Para o modo zero mantemos o préprio Sy. A funcao de particao é reescrita como

Zy = / [[(dReSq][dmSy][dSo] exp | —8 <@ +M) [(ReSq)? + (Iqu)z]]

q>0 q>0
J(0
X exp {—5 (% + u) S2 4 Nl/QBhSO} , (5.55)
em que usamos ReS_q = ReSy, ImS_y = —ImS, e J(q) = J(—q) para restringir a soma

apenas sobre os valores positivos de q. Dessa forma, podemos escrever imediatamente o
resultado das integrais gaussianas

[NIES

NBh?
a 5(Tq+ﬂ> 4(T+/~L>
A conexao com a termodinamica é feita por meio da energia livre f = _ﬁ In Z);, forne-

cendo
h2
A fean) e}

(5.57)

Finalmente, a imposigao do vinculo esférico (5.50) conduz a

1 1 12
ﬁzﬁzq:(@ﬂi)il(@ﬂlf o

A partir da energia livre (0.57) juntamente com a expressao do vinculo acima é possivel
determinar as quantidades termodinamicas e o comportamento critico do sistema. No
que segue, queremos apenas ilustrar um problema referente ao comportamento da entro-
pia a baixas temperaturas e que constitui também uma das motivagoes para considerar
a versao quantica do modelo. Por uma questao de simplicidade, vamos considerar uma
aproximacao de campo médio que ja é suficiente para nossas propostas. Nessa apro-
ximagcao, conhecida também como Curie-Weiss, a hipdtese basica é que a interagao entre
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os vizinhos mais préximos é substituida por uma interagao efetiva constante (fraca) entre
todos os spins da rede

Lf:f% = J(q) = —Jbq0. (5.59)

Com essa interagao a equagao do vinculo (5.58) (com ~ = 0) no limite termodinamico se
reduz a

1 1 1
=t 7. (5.60)
2 2N (u - 3)
Observe que o produto N (u — %) no denominador pode gerar uma indeterminagao no

limite N — oo ao mesmo tempo que p — J/2 e por isso deve ser mantido. A solugao
para p é
o J)2, se B>1/J
,u—{ 1/28, se B<1/J (5:61)

o que define a temperatura critica 5. = 1/J = T, = J. A energia livre de campo médio
no limite N — oo torna-se

™

1
=1
d 2Nﬁn[5(u—%)

- %1 (5%) . (5.62)

A entropia pode ser imediatamente calculada de acordo com s = —%, que sera entao
uma funcao de g e pu. Mas a equacao do vinculo define p como uma fungao de 5. Assim,
podemos eliminar p em favor da temperatura de acordo com (5.61]). Lembre que estamos
interessados no comportamento a baixas temperaturas tal que devemos usar o valor de p
para T < T,. O resultado final é

U (271 44 5.63

S—§[H<TC)+], (5.63)

mostrando que a entropia diverge quando 7' — 0, imcompativel com a terceira lei da
termodinamica. Uma proposta para tratar esse problema é por meio da introducao de
flutuagoes quanticas, ausentes no caso classico. Isso naturalmente requer a quantizacao
do modelo em questao e de fato corrige essa patologia [58]. Essa foi uma das primeiras

motivagoes para o estudo do modelo esférico quantico, que sera discutido em detalhe no
proximo capitulo.
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Capitulo 6

Modelo Esférico Quantico

Como discutido no capitulo anterior, o modelo esférico classico apresenta uma patolo-
gia na entropia em baixas temperaturas e a quantizacao do mesmo corrige esse problema.
Uma outra motivacao para a quantizagao, talvez a principal, trata-se do préprio estudo
das transi¢oes de fase quanticas, que tem sido assunto de grande atividade recente [25].
O objetivo deste capitulo é discutir esses aspectos a partir de uma versao quantica do
modelo esférico [59).

6.1 Transicoes de Fase Quanticas

Consideremos um sistema quantico que apresente uma transicao de fase a uma certa
temperatura finita 7. Presentes no sistema, temos essencialmente flutuagoes de origem
térmica, kg1, e de origem quantica, hw, com w alguma frequéncia caracteristica. O
comportamento critico serd determinado por uma competicao entre esses dois tipos de
flutuagoes. Em escalas macroscopicas, geralmente as flutuacoes térmicas predominam so-
bre as flutuacoes quanticas, kgT > hw, tal que o comportamento critico se enquadra na
analise classica de expoentes criticos. Por isso denominaremos as transicoes a tempera-
tura finita como transicoes de fase classicas, ainda que as propriedades do sistema sejam
determinadas pela mecanica quantica. Esse é o caso, por exemplo, da transicao de fase
supercondutora no mercurio em T = 4, 2K.

A situacao é diferente quando T' = 0, em que as flutuagoes sao exclusivamente de ori-
gem quantica. Uma transicao de fase que ocorre estritamente a temperatura nula, quando
algum parametro nao-térmico como pressao, campo magnético ou acoplamento, sofre uma
variagao é denominada de transicao de fase quantica. Nesse caso, a andlise classica dos
expoentes criticos nao é mais valida e o sistema apresenta um comportamento critico
distinto, caracterizado por novos expoentes. Todos esses aspectos sao bem ilustrados no
modelo esférico quantico.
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6.2 Modelo Esférico Quantico

Discutiremos a quantizacao do modelo esférico por meio da integracao funcional. Além
de incorporar naturalmente o vinculo esférico estrito, essa formulacao deixa bastante
evidente a conexao com o modelo ¢ nao-linear, a qual sera discutida no final.

O modelo esférico classico foi definido no capitulo anterior, mas o reintroduziremos
aqui por conveniéncia. A hamiltoniana classica do modelo esférico é dada por

H. = % > JrwSeSw+h Y Sy, (6.1)

r,r’ r

em que r e r’ sdo os vetores da rede, {S,} é o conjunto de varidveis de spin que assumem
valores continuos, —oo < S, < oo, em uma rede hipercibica D-dimensional; Jp, ¢
a energia de interacdo que depende apenas da distancia entre os sitios r e v/, J,p =
J(Jr —r'|), e h é um campo externo. As varidveis S, estdo sujeitas ao vinculo esférico

> S2=N, (6.2)

com N o numero total de sitios da rede. Por outro lado, o vinculo esférico médio é definido
como Y., (52) = N, em que (---) designa uma média térmica. Como j& mencionamos,
esperamos que no limite N — o0, esses dois vinculos conduzam aos mesmos resultados
para as quantidades termodinamicas.

O primeiro passo para a quantizagao é proporcionar uma dinamica ao sistema. Isso
pode ser feito adicionando a hamiltoniana um termo cinético envolvendo os momentos
conjugados a Sy, denotados por P,. No contexto da quantizacao canonica, S, e P, sao
promovidos a operadores satisfazendo as regras usuais de comutagao,

S0, S0] =0, [P, Pl =0 and [Sy, Po] = idpr. (6.3)

Com a inclusao de um termo cinético quadratico nos momentos, a hamiltoniana torna-se
1 o 1
H=159 Z P+ Z JextSeSer + hzr: Se. (6.4)
r,r

em que g € o acoplamento quantico e o limite ¢ — 0 corresponde ao regime classico. Para
proceder com a quantizagao canonica é mais simples considerar o modelo esférico médio,
em que adicionamos & hamiltoniana um multiplicador de Lagrange tal como em (5.49),
usado posteriormente para implementar o vinculo como uma média térmica. A tarefa
remanescente ¢ diagonalizar uma hamiltoniana tipo oscilador harmonico, que pode ser
feita via transformagoes de Bogoliubov [60].
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Procederemos aqui com a quantizagao via integragao funcional. Para essa formulacao,
precisamos da lagrangiana do modelo que pode ser obtida sem dificuldades a partir de
uma transformada de Legendre,

1 o 1
L= % Z S2 — 5 > JrwSeSe —h> S (6.5)

r,r’ r

O ponto significa derivada em relacao ao tempo. Por simplicidade, no restante deste
capitulo consideraremos o campo externo igual a zero, h = 0. A seguir, partiremos para
o calculo da func¢ao de particao usando o formalismo do tempo imaginario.

6.2.1 Formalismo do Tempo Imaginario

O formalismo do tempo imaginéario é apropriado para o estudo de teoria de campos
a temperatura finita [61, 62, 63]. O ponto fundamental é a semelhanga entre o peso
de Boltzmann e e o operador de evolucio temporal da mecanica quantica et Isso
sugere que ao identificarmos a temperatura como um tempo imaginario, 8 = it, poderemos
usar diversos resultados conhecidos da mecanica quantica. Em particular, em um sistema
bosénico a amplitude de transicdo de um estado inicial |i) para um estado final |f) pode
ser escrita em termos da integragao funcional

. —iHt o w(t)=ey D zfg dt' L 6.6
(ile™f) = o Te : (6.6)
z(0)=x;

Por outro lado, a funcao de particao de um sistema quantico é dada por

Z =Tre " =3 "(nle=""|n), (6.7)

n

em que a soma em n é simbdlica, podendo representar inclusive valores continuos. Quere-
mos usar (G.6) para expressar os termos envolvidos no traco (n|e % |n). Primeiramente,
fazemos a mudanga de variavel 7 = it’ em (6.0), tal que 8 = it. Em seguida, consideremos
a situacdo em que no instante inicial temos z(0) = x; e depois de um certo tempo (3 o sis-
tema retorna a essa configuragao, () = x;. Com essa escolha, a expressao (6.6]) significa
que devemos somar sobre as configuragoes que satisfacam a condi¢ao z(0) = z(8) = ;.
Mas, a soma sobre as configuracoes na funcao de particao representada por n significa que
ainda devemos somar sobre todos os valores de x;. Dessa forma, o efeito final na funcao
de particao sera simplesmente uma integral sobre campos peridédicos, com periodo 5. Em
outras palavras, as configuragoes que devem ser levadas em conta na funcao de partigao
sdo aquelas que satisfazem z(0) = x(5)

Z = /D:Be_foﬁﬁ’f, com z(0) = z(8), (6.8)
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com a lagrangiana euclidiana Lp = —L(7).

Vamos aplicar esse método para o cédlculo da funcao de particao do modelo esférico
quantico. Primeiramente, devemos passar para o tempo euclidiano 7 = it, com 7 € [0, A].
Além disso, as varidaveis bosonicas devem satisfazer a condic¢ao de periodicidade no tempo
imaginario S,(0) = S:(5), a qual da origem as frequéncias de Matsubara w, = 2nw/j,
com n € Z. A fungao de particao é dada por

_ /Dsra(ZSf —N)e‘fdeﬁE, (6.9)

com a lagrangiana euclidiana

Lp= % Z (as ) Z Jr 20 S Sy (6.10)

A medida de integracao DS, representa simbolicamente a integracao funcional sobre as
varidveis de spin associadas a todos os sitios da rede, ou seja, DS, = [ [, DS;. Empregando
uma representagao integral (funcional) para a fungao delta

5() St—N) = /m o~ A (S, s2-N) (6.11)

podemos escrever

:/DSTDAeXp{—/OﬁdT [@2(05 ) PR FA308E- )\N]}.

r,r’
(6.12)
Essa representagao é apropriada pois as integrais sobre S, tornam-se gaussianas e podem
ser imediatamente calculadas, tal como em (5.49). Antes de prosseguir, entretanto, é
conveniente introduzir a transformada de Fourier de S,

Su(7) = % S e, (7). (6.13)

Com isso, a acao euclidiana adquire uma forma simples e a fun¢ao de particao fica

Z:/Dsqm exp{ / dr [ZS ( 21 6822 lj(q)+A) S_q—)\N]}. (6.14)

Note que identificamos J(q) como a transformada de Fourier da energia de interagao J v,

= Z J(|h)e ™ com h=r-71'. (6.15)
h
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Depois de fazer a integracao gaussiana e usar a identidade det A = e™™4 obtemos
= / D e Voers (6.16)
em que definimos
SeffE—/ dT)\—i——Tr Zln(—%a—z—klj( )+A) (6.17)
0 gor

No limite termodinamico, N — 0o, podemos usar o método do ponto de sela para deter-
minar a funcao de particao. A condicao de ponto de sela é

0Ses s
OA(T")

— 0. (6.18)

Com o auxilio da identidade dTrIn A = TrA='5 A, segue que

LZ/ﬁdm\ — Str—7| ) =0, (6.19)
2N o (—%& + 1@ + ()

em que escolhemos a base |T) para o célculo do trago. Vamos considerar que a solugao
dessa condigao é independente do tempo e denotada por A = u. A seguir mtroduzunos

a identidade ) |n)(n| =1, com (7|n) = \/1362“"7— Nessa base o operador % é diagonal,
. 2 ., .
ou seja, 2>|n) = —w?2|n). As varidveis 7 e n sdo analogas as varidveis ¢ e p da mecanica

quantica. Com essas observacoes, obtemos

2Nﬁ > Z =0. (6.20)

5+ J(q)+u

q n=—00 2¢

A soma sobre as frequéncias de Matsubara pode ser calculada de acordo com

oo

1 ™
Z m = g COth(’]Ty), y > 0, (621)

n=—0oo

que frequentemente aparece em estudos de teoria de campos a temperatura finita. A
deducao dessa formula é feita no apéndice [Cl O resultado é

1 g Bwq
1 — § 7 _coth =2 ) = 22
N £ 20q " < 2 ) 0 (6:22)

com w? = 2g(p+ J ( )/2). Esse resultado é exatamente aquele obtido com o vinculo
esferlco médio [26]. E claro, também podemos escrever a forma final para a funcao de
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particao, mas a expressao acima é suficiente para determinar as propriedades criticas do
modelo & temperatura finita bem como a temperatura nula. A andlise do comportamento
critico pode ser feita considerando o sistema proximo ao ponto critico, com y — 0 e a
energia de interacdo parametrizada como J(q) ~ ¢%, ¢ = |q|, para pequenos valores de q.
O parametro x determina o carater de curto ou longo alcance da interagao. Tipicamente,
para interacoes de curto alcance x = 2. Como veremos logo abaixo, apesar de considerar o
modelo quantizado, para qualquer temperatura finita o sistema exibe um comportamento
critico classico similar aquele obtido com a versao classica, pois as flutuacoes térmicas
predominam sobre as flutuagoes quanticas em escalas macroscopicas. A temperatura zero,
no entanto, ha uma transicao de fase quantica exibindo um comportamento distinto.

Em nossa andlise do comportamento critico vamos verificar a ocorréncia da transigao
de fase e determinaremos as dimensoes criticas. A partir dai o cdlculo dos expoentes
criticos segue sem dificuldades, mas nao prosseguiremos com ele aqui.

Consideremos em primeiro lugar transicoes a temperatura finita. Observe que no
limite termodinamico, a soma em (6.22) pode ser convertida numa integral % Zq —
[ dPq restrita & primeira zona de Brillouin, isto é, cada uma das componentes ¢; €
[—7, m]. Apesar de continuar usando o simbolo de soma elas devem ser entendidas como
integrais. Uma anélise de convergéncia em (6.22)), mostra que uma divergéncia pode
ocorrer exatamente nas proximidades do ponto critico, com p = 0, na regiao de valores
q ~ 0. Nessa regiao, podemos escrever cothz ~ 1/x e vemos que a integral converge para
D > x, o que define a dimensao critica inferior D; = x. Portanto, teremos uma transicao
de fase apenas para D > x.

A expressao do vinculo (6.22) no ponto critico torna-se

1 . V202
1 ZQgicoth BV29:4°/2) _ (6.23)

N “=2\/29.q7/2 2

Podemos fazer a expansao cothz = % + 3 + -+ em torno dos valores ¢ ~ 0. Agora,
consideremos (0.22]) nas proximadades do ponto critico, com p pequeno mas finito. Nessa
situacao, também podemos expandir coth. Subtraindo as equagoes correspondentes as
duas situagoes acima e fazendo essencialmente uma analise dimensional, obtemos

D

p= (D <21)
ty ~ plnp (D =2zx) , (6.24)
I (D > 2x)

em que t; = (9 — gc)/ge. A definicio mais natural da distancia do ponto critico para uma
transicao a temperatura finita é t7 = (T'—1T,)/T. e pode ser usada de maneira equivalente.
A razao de se usar g para definir a distancia é para facilitar a comparacao com o caso
de temperatura nula. A relacao anterior determina a dimensao critica superior, D, = 2z,
acima da qual a transi¢ao é do tipo campo médio. Esse resultados concordam com aqueles
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obtidos a partir do modelo esférico classico, o que esta de acordo com nossa discussao de
que em uma transicao a temperatura finita o sistema exibe um comportamento critico
classico, pois as flutuacoes térmicas sao mais relevantes que as flutuagoes quanticas em
escalas macroscopicas.

Para o caso de temperatura zero, observamos que cothz — 1, quando x — o0, tal que
a expressao do vinculo (6.22)) se reduz a

1 g
1—— — =0. 2
N " 2wq 0 (6.25)

Uma simples andlise mostra que essa integral converge para D > z/2, resultando na
dimensao critica inferior D, = x/2. Procedendo como no caso anterior, segue

2D—=x

p (D<)
ty ~ plnp (D = 3796) ) (6.26)
oo (D>%)

sendo que agora t, = (g — ¢2)/g?, com ¢° o valor critico de g & temperatura zero. Daf
obtemos a dimensao critica superior Dy = 3x/2. Esses resultados mostram que a versao
quantizada do modelo esférico exibe uma transicao de fase quantica caracterizada por
novos expoentes criticos [20].

6.3 Equivaléncia com o modelo ¢ nao-linear

Antes de finalizar esse capitulo, discutiremos outro aspecto interessante que se trata
da equivaléncia entre o modelo esférico com interagoes de curto alcance x = 2 e o modelo
0 nao-linear no limite N — oo, com N o numero de campos escalares, @;, ¢ = 1,..., N,
definido pela lagrangiana

1
i r
L= 5 0" p. (6.27)
Estamos omitindo o indice interno de soma . Além disso, os campos ; estao sujeitos ao
vinculo

N
2= = — 2
T (6.28)

com f sendo a constante de acoplamento. Devido ao vinculo, podemos adicionar um
termo de massa (~ ¢? = constante) na lagrangiana sem alterar o contetido fisico do

modelo,
2

1 m
L= 3 Ot — Tgoz. (6.29)

O procedimento para determinar sua acao efetiva, no contexto da expansao 1/N segue,
em linhas gerais, os mesmos passos feitos para o calculo da funcao de particao do modelo
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esférico. O vinculo é implementado por meio de uma funcao delta, que é escrita em termos
de uma integral sobre um campo auxiliar, digamos A, que faz o papel de um multiplicador
de Lagrange. Com isso, podemos efetuar a integracao sobre ¢ e ficamos com uma agao
efetiva em termos de A. A acgado efetiva tem a estrutura de uma expansao em poténcias
de 1/N

Sep = NY2S, + NSy + N7V285 + ... (6.30)

com S, sendo a contribui¢ao para agao efetiva da referida ordem na expansao 1/N e
n indicando a poténcia correspondente do campo auxiliar A\. Para a série fazer sentido
devemos ter o anulamento do termo 57, associado a uma poténcia positiva de N. Isso
conduz a equagao de gap, que escrita no espaco euclidiano tem a forma,

dD+1/{: 1
= 0. 6.31
2f / 2m) P+ k2 4+ m? (6:31)

Essa equagao é muito semelhante a equagao do vinculo esférico (6.22) no limite termo-
dinamico. De fato, considerando o sistema a temperatura finita, devemos levar em conta
que a integral sobre a componente zero do momento dé lugar a uma somatoéria discreta
sobre as frequéncias de Matsubara, tal que

dD+1k‘ de,
i 52 (632

e ko — w,. De acordo com a férmula (6.21]), obtemos

k1 Bur)
2f / 5o th( . )_0, (6.33)

com wy = vk2? +m?. Com uma redefinigao apropriada dos parametros me f, m — /2g p
e f — 20=2/24(D+2)/2 ¢ também do momento de integracio k — /2gk, deixamos a
relagao acima exatamente igual a (6.22) com = = 2. Uma observacao importante refere-se
aos limites de integracao, que no caso acima nao tem nenhuma restricao, ao passo que
em (6.22) estd restrita a primeira zona de Brillouin. O fato é que essa equivaléncia se da
no limite do continuo, com o espacamento da rede a — 0. No caso do modelo esférico,
estavamos considerando um espagamento unitario, tal que ele nao aparecia explicitamente.
Restaurando sua dependéncia, a primeira zona de Brillouin, que para uma rede hipercubia
é delimitada por [—m/a, 7/a] para cada componente do momento, se estende até o infinito.
O 1ltimo passo para estabelecer a conexao completa é tomar o limite N — oo. Isso
significa que na agao efetiva (6.30) o tnico termo que contribuird é S,. Mas esse é
exatamente a aproximacao gaussiana para a integragao em A\, equivalente ao cédlculo via
o método de ponto de sela.

Ao menos qualitativamente, essa equivaléncia poderia ter sido antecipada simples-
mente tomando o limite do continuo da lagrangiana do modelo esférico (6.5)) seguindo a
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discusséao feita na segao [L3 no primeiro capitulo ou diretamente da equagao (5.31), em
que a interacao entre primeiros vizinhos pode ser aproximada por

2 1 2
> JewSeSw Y {D(S(t,r)) - 5(VS(t1))?|. (6.34)

r,r’ r

Com isso, segue que a lagrangiana do modelo esférico pode ser escrita numa forma seme-
lhante a do modelo o nao-linear (6.29)

~ g (Z) + 5T - ansn)® (6:35)

a menos de redefinicbes dos parametros envolvidos de modo a combinar as derivadas
temporal e espaciais em 0,S0"S, com as varidveis S(t,r) sujeitas ao vinculo esférico que
tem a mesma forma que (G.28)).
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Capitulo 7

Modelo Esférico Quantico
Supersimétrico

Este tltimo capitulo é dedicado a extensao supersimétrica do modelo esférico quantico
e a analise do seu comportamento critico a temperatura finita bem como a temperatura
zero. Como veremos, esse modelo é bastante rico, exibindo algumas situacoes interessan-
tes [59].

7.1 Idéia de Supersimetria

A propriedade fundamental da supersimetria é a igualdade do status entre bdsons e
férmions, implicando a existéncia de uma simetria entre eles, o que proporciona um carater
mais fundamental. Esse tratamento em pé de igualdade se reflete na igualdade entre os
nimeros de graus de liberdade bosonicos e fermionicos em uma teoria supersimétrica. De
uma forma esquematica, essa simetria é traduzida na invariancia sob transformacoes

d(bdson) ~ férmion e J(férmion) ~ bdson, (7.1)

que fazem a transmutacao entre bosons e férmions.

Em uma teoria de campos, a supersimetria implica que no espectro as particulas sem-
pre ocorram aos pares, ditas parceiras supersimétricas, possuindo a mesma massa. Apesar
de nao ser observada experimentalmente nas escalas atuais de energia, muitos fisicos acre-
ditam que ela possa existir na forma de uma simetria espontaneamente quebrada. Entre
as principais razoes que nos levam a essa crenca destacamos a sua consisténcia mateméatica
e os bem conhecidos cancelamentos de divergéncias ultravioletas, melhorando as proprie-
dades de renormalizacao da teoria, além de dar uma resposta aos problemas da hierarquia
das massas e da unificacdo das constantes de acoplamento efetivas [64].
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Queremos implementar esses conceitos no estudo do modelo esférico quantico. Uma
questao bastante natural nesse contexto é sobre a possibilidade de adicionar varidveis
fermionicas aos sitios da rede, além da varidvel bosonica S;. Feito de uma maneira apro-
priada, isso nos levard a uma teoria supersimétrica. E claro, essa é uma supersimetria
num sentido efetivo, refletindo simplesmente a presenca de graus de liberdade bosonicos
e fermionicos em cada sitio da rede. Podemos considerar essa extensao e investigar as
consequéncias sobre o comportamento critico do modelo. Como veremos a seguir, a su-
persimetria tem uma implicagdo sobre a existéncia de uma transicao de fase quantica.

7.2 Supersimetria e Transicoes de Fase Quanticas

No contexto da mecanica quantica, a supersimetria requer a existéncia de supercargas
Qe Q, tal que {Q,Q} = H, em que H é a hamiltoniana do sistema, e além disso satistazem
[Q,H] = [Q,H] = 0; essas supercargas levam um estado bosonico em um fermionico e
vice-versa sendo que o estado fundamental é deixado invariantd!. Assim, uma teoria
supersimétrica ¢ caracterizada por um estado fundamental bosonico |0)p com energia
igual a zero, isto é, aniquilado pelas supercargas e pela hamiltoniana

Ql0)s = Q|0)p = H|0) = 0. (7.2)

Por outro lado, se a supersimetria é quebrada, entao pelo menos uma das supercargas nao
aniquila mais o estado fundamental. Ao invés disso, temos um par de estados bosonico e
fermionico degenerados |0) 5 e |0)r, com energia Ey, tal que

1 1
VvV Ey v Ey

Como mencionado no capitulo precedente, em contraste com as transicoes de fase a
temperatura finita, governadas pelas flutuagoes térmicas, uma transicao de fase quantica
ocorre a temperatura zero devido a flutuagoes quanticas associadas ao principio de incer-
teza de Heisenberg, dando origem a uma energia de ponto zero. Logo, a temperatura zero,
uma transicao de fase pode ocorrer numa situacao em que a supersimetria esta quebrada
com a energia do estado fundamental Ej diferente de zero, a qual é caracterizada por
um parametro nao térmico g, que assume o valor g. no ponto critico. Préoximo ao ponto
critico, temos

|0) Q0)g e |0)p= Q|0) . (7.3)

™, (7.4)

em que z e v sao os expoentes criticos dinamico e do comprimento de correlacao, respecti-
vamente. Isso sugere que quando a supersimetria nao esta quebrada o sistema nao exibira

EON|g_gc

'Por simplicidade, estamos nos restringindo a teorias com um estado fundamental bosénico e nao
degenerado.
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um comportamento critico devido ao anulamento da energia do estado fundamental inde-
pendente dos valores de g. Ao contrario, ele podera exibir um comportamento critico se
a supersimetria estiver quebrada. De uma forma geral, qualquer desbalanceamento entre
bosons e férmions leva a uma quebra de supersimetria. Por exemplo, a supersimetria é
sempre quebrada a temperatura finita [65], [66].

Uma maneira conveniente para testar a quebra de supersimetria é introduzindo um
parametro de ordem. A quantidade mais natural para esse fim é a prépria energia do
estado fundamental, pois se a supersimetria nao estd quebrada Ey = 0, caso contrario
Ey # 0. Entretanto, por razoes de origem topoldgica, o parametro de ordem é usualmente
definido pelo indice de Witten A [67], que pode ser representado pela diferenga entre o

Eo=0)

nimero de estados bosonicos com energia zero N é =" e o numero de estados fermioénicos

com energia zero N I(;E‘):O), ou seja, A = N ](3E°:0) - N }EOZO). Portanto, segue que

(7.5)

A = NE=0) _ pr(Eo=0) _ 1 supersimetria nao é quebrada
B F 0 supersimetria quebrada

E instrutivo ver como isso funciona para um sistema bastante simples, um oscilador
harmonico quantico supersimétrico dado pela hamiltoniana

H=w(abag + alap), com [al,ap] =1 e {al,ar}=1. (7.6)

Vamos considerar esse sistema a temperatura finita e queremos obter o indice de Witten
em fungao de 5, A(f). A razao bésica para a quebra da supersimetria a temperatura
finita é devido as diferentes distribuicoes para bosons e férmions

1 1

BT _1 ¢ P T e

A partir dessas quantidades nao ¢é dificil construir um objeto com as propriedades reque-

ridas em (ZH). Em primeiro lugar, A(S3) deve depender de uma razao entre np e np,

pois se essas distribuicoes fossem iguais a supersimetria nao seria quebrada conduzindo

a A(B) = 1, o que é compativel com as escolhas A(S) = ng/nrp ou A(B) = ng/ng.

Observe que apenas em T = 0 essas distribui¢oes tornam-se de fato iguais e entao A = 1.

E razodvel supor que A(() seja finito no limite de altas temperaturas, 7' — oo ou § — 0,
o que exclui a possibilidade ng/ng. Assim, ficamos co

(7.7)

Bw

ng e’ —1

A = —— = —F
(ﬁ) ng €Bw+1

Note que, no limite 7" — oo, temos A — 0, o que estd de acordo com (ZH). Por outro
lado, para qualquer temperatura finita, A(f) tem um valor fracionério, o que indica que

a representacao usada para seu calculo nao é adequada tal que devemos recorrer a sua
defini¢ao [68].

(7.8)

2Esse resultado pode ser confirmado por meio do célculo preciso usando o método thermofields dyna-
mics [68], que é um formalismo de tempo real baseado na construgdo de um espago de Hilbert térmico
[63] [69].
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7.3 Extensao Supersimétrica

O ingrediente basico na construcao do modelo esférico quantico supersimétric é a
introducao de graus de liberdade fermionicos em cada sitio da rede para balancear os graus
bosonicos existentes. Assim, a cada sitio, além da variavel bosonica S;, associaremos as
varidveis fermionicas vy e 1 (1 = ¥1), que no caso quantico satisfazem as relacoes de
anti-comutacao

{the, b} =0, {J’ra @Zr’} =0 and {tr, @Er’} = Op /- (7.9)

Classicamente elas sdo tratadas como variaveis de Grassmann. A forma natural para a
lagrangiana supersimétrica é

ﬁSusy = % Z Sf - % Z Jr,r’SrSr’ + % Z @Erd}r - Z Ur,r’@zrﬁbr’- (7'10)

O requisito de invariancia sob as transformagoes de supersimetria implicara relagoes entre
as interacoes Jy e Uy . Estamos supondo que a interacao U, ,»» também dependa apenas
da distancia entre os sitios r e r’. Além disso, o vinculo sobre a varidavel bosonica levard
a outros vinculos envolvendo as variaveis fermionicas, o que discutiremos em breve.

O primeiro requisito da supersimetria é a igualdade entre os nimeros de graus de
liberdade bosonicos e fermionicos. Vemos que para a variavel real S, temos um grau,
enquanto que para a variavel complexa v, temos dois graus. Para compatibilizar esse
nimero devemos usar as equagoes de movimento

1. i .
-5y + JrrSp =0 e —i — Up pthy = 0. 7.11
g Z V9 Z v (1

A equacao para v, é simplesmente o complexo conjugado dessa tltima equacio. Fazendo
a decomposicao em partes real e imagindria ¢, = ¥} + 12, segue que

—wl Z Ur r/ ¢2 € %@DE = Z Ur,r’@bi’a (7'12)

mostrando que efetivamente as partes real e imaginaria nao sao independentes, reduzindo
o numero de graus de dois para um em cada sitio da rede. Essa situacao em que as equagoes
de movimento sao necessarias para garantir a igualdade entre os graus de liberdade é
denominada supersimetria on-shell.

3Uma construcdo diferente do modelo supersimétrico a partir da quantizacdo estocastica do modelo
cléssico é feita em [70].
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Podemos verificar sem dificuldades que o conjunto de transformagoes

_ i - _
0S5y = e,  Opp = ——— Spe — UppSre e 0 =0 7.13
Y = Z (7.13)
e .
_ 7 .
6gSr = gwr, 6gwr =0 e 6g'¢r = — Srg — Unr/Sr/g 7.14
75 Z (7.14)

deixa a lagrangiana (ZI0) invariante, a menos de termos de superficie, desde que

Z Ur,sUs,r’ = Jr,r’- (715)

Essa relacao pode ser vista como uma convolugao, tal que sua transformada de Fourier é
[U(q)]? = J(q). Os parametros da transformacao € e € sao quantidades anti-comutantes
infinitesimais. As equagoes (T13) e (.I4]) sao as transformagoes de supersimetria, que
relacionam os graus de liberdade bosonicos aos fermionicos.

O proximo passo é investigar a consisténcia dos vinculos. Mais precisamente, a im-
plicacao das transformacoes de supersimetria sobre o vinculo esférico

> SI=N. (7.16)

Podemos verificar que, sob as tranformagoes (T.I13) e (7.14]), somos levados a

SThS=0, Y hSi=0 e > Gith=- UrwSiSu, (7.17)

r,r’

que formam um conjunto fechados mediante o uso das equacoes de movimento. Em
outras palavras, nenhum outro vinculo surge quando usamos as equacoes de movimento
(7Id)). Portanto, para ter uma formulagao supersimétrica consistente do modelo esférico
precisamos dos quatro vinculos acima, que efetivamente introduzem uma interagao entre
as variaveis bosonicas e fermionicas. Eles podem ser implementados por meio de quatro
multiplicadores de Lagrange, dois de carater fermionico e dois de carater bosonico.

7.4 Funcao de Particao

Vamos empregar o formalismo do tempo imaginario para o calculo da fungao de
particao, seguindo essencialmente os mesmos passos do modelo esférico bosonico. Temos
que levar em conta, entretanto, que o tratamento de férmions a temperatura finita é um
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pouco diferente. Basicamente devido ao carater anti-comutante, as varidveis fermionicas
devem satisfazer condig¢oes anti-periddicas de contorno. De uma maneira geral, temos

Sr(o) = Sr(ﬁ)a 7vblz'(o> = _wr(5> and QZr(()) = _QZI'(B) (718)
O reflexo das condig()es anti-periddicas é o surgimento das frequéncias de Matsubara
fermlonlcas wl = (2n + 1)7/B, com n € Z, em contraste com as frequéncias bosonicas

wl =2nn/pB.
A funcao de particao é dada pela integragao funcional sobre todos os campos presentes
na lagrangiana levando em conta os vinculos ((Z.I6]) and (Z.17):

_ / DSDU DA 3 SEN)I(3 06 3 05033 WMZ UrnSeSo)e Ji e,

(7.19)
em que Lp é a versao euclidiana de (Z.I0),

Lsusy = %Z (aﬁir) Z S SeS + — Z¢ra¢r + ZU” ¢r¢r (7.20)

r,r’ r,r’

Como antes, é conveniente usar uma representagao integral para as fungoes delta:

5(Y S2—N) = /m ¢~ 5N (o s2-N) (7.21)

5 0hSy) = / D¢ e I 4 st (7.22)
532 0nS) = [ DLe i (7.23)

e —
S et + Y UpwSiSer) = / Dry e War (S betet S U eS| (7.24)

Desse modo, as integracoes sobre S, e 1., 1, tornam-se gaussianas. Inicialmente, vamos
nos concentrar na integracao sobre S, considerando a fungao de particao efetiva

/DSr exp{—/oﬁdT [@Z:(as ) ZJ”/SSr/

+ A Z 512‘ + Y Z Ur,r’SrSr’ + Z QPrSr] } ) (725)

Zits
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em que definimos o campo real bosonico ¢, = 1, + (¢ Introduzindo a transformada
de Fourier dos campos envolvidos e fazendo a integracao gaussiana, obtemos

Z%, = exp {—%Tr;ln (’)q} exp{ L /0 dr Z¢q§0 gwq} (7.26)

com
1 0? 1
O4 = Q—WJF J(q) + A ++U(q). (7.27)
Para as integrais fermionicas, definimos outra funcao de particao efetiva com a acao ja
escrita no espaco de Fourier

_ B _ o _
Zusr = /mqmq exp {_/0 dr [Z a (%E +U(Q) 4+ %ga;lc) wq] } ,

(7.28)
a qual apés a integragao fornece
Zors = ex Tern —LQ—U( ) — —lgo—lé (7.29)
eff = €Xp \/507_ q Y 5 q .
q
Reunindo todos os resultados, obtemos
= / DANXDYD(DCe Ve, (7.30)

com a agao efetiva

Sepp = —/BdAjLiTZl —i8—2+1j()+A+ U(q)
o= TATON T Tagar T

0

- —Tern (—\7§ ~U(q) — v — %g@;lz) : (7.31)

Considerando o limite termodinamico N — oo, podemos aplicar o método de ponto de
sela, que nesse caso envolve as quatro condig¢oes

8Sers  6Sers  6Sey Sy
OM(r) — oy(r) ac(r)  oC(r)

Vamos procurar solucoes dessas equacdes com os parametros \,7,( e ¢ independentes
do tempo. As condicoes de extremo em relacdo aos parametros fermionicos ¢ and (,
podem ser imediatamente satisfeitas com a escolha trivial ( = ¢ = 0. Ainda temos duas
condi¢oes. Vamos definir os pontos de sela correspondentes como A = pe v = a. A

(7.32)
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condicao de extremo com respeito a A pode ser trabalhada da mesma maneira que nos

conduziu a (6.22):

1 g Bwl
1——Y 2L coth| =2 | = :
N 257 co ( 5 ) 0, (7.33)
q
com a frequéncia bosonica (wf)? = 2g(u+ aU(q) + @) A dltima condicao fornece
1 g BwB 1 g BwE
- N7 th )l - - E 2 h 1] = 34
N Eq 26%?U(q)co < 5 ) N 4 2w5(U(q)+a)tan 5 0, (7.34)

em que a frequéncia fermionica é (w))? = 29(%2 +aU(q)+29). Para obter esse resultado

2
usamos a identidade

= 1 .7 Y
n;w G = 2y P (7) , (7.35)

(que pode ser obtida a partir de (6.2I])), no cdlculo do trago da parte fermionica, a
qual envolve uma soma sobre as frequéncias de Matsubara fermionicas w’ = (2n+1)7/8,
n € Z. O comportamento critico do modelo pode ser determinado analisando as condi¢oes
de ponto de sela nas proximidades do ponto critico, da mesma maneira que fizemos para
o modelo esférico bosonico.

7.5 Comportamento Critico

Para investigar o comportamento critico devemos considerar o sistema préximo ao
ponto critico, com ¢ — 0 e @« — 0, em que as integrais sao dominadas pelas contri-
buicoes de pequenos momentos. Tal como no modelo bosonico, podemos parametrizar
as interacdes para valores pequenos de |q| = ¢ como J(q) ~ ¢* e U(q) ~ qZ%, respei-
tando o requisito da supersimetria [U(q)]*> = J(q). Discutiremos primeiramente o caso
de temperatura finita e em seguida o de temperatura zero.

7.5.1 Temperatura Finita

Como discutido no inicio deste capitulo, a supersimetria é incompativel com a tempe-
ratura, isto é, a supersimetria é sempre quebrada a temperatura finita. Nessa situacao,
as flutuacgoes térmicas estao presentes e sao responsaveis pela transicao de fase. No ponto

critico, as equagoes (T.33) e (7.34]) tornam-se

1 Jde ﬁ V gc'](Q) o
- zq: NN coth <f) =0 (7.36)
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(S

N = 2y/g.J(q)

R (ﬁ\/gcJ(Q)> 1 e (5\/gcJ<q>> _
— Y ————"U(q)coth | —/———— ———U(q) tanh | —/———— | =0,
N “=2\/g9.J(q) 2 2

(7.37)
respectivamente. Essas integrais convergem somente se D > x, o que define a dimensao
critica inferior D; = z.

Podemos determinar o comportamento critico subtraindo a expressao (Z.33) préxima
ao ponto critico de (T30). Tecnicamente, préximo ao ponto critico podemos expandir as
funcoes hiperbdlicas coth e tanh para pequenos valores do argumento, de acordo com a
discussao acima.

No que segue, vamos considerar alguns casos simples que exibem um comportamento
critico interessante: 1. o = 0 com p finito préximo ao ponto critico; 2. u = 0 com «
finito proximo ao ponto critico.

a =0 e pu finito

Subtraindo a equacao (7.33)) (com o = 0 e p pequeno) de (7.36)), obtemos o compor-
tamento

p= (D < 22)
ty ~ pulnpy (D =2x) , (7.38)
i (D > 2x)

com t, = (g — gc)/ge. Dai segue que a dimensao critica superior é dada por D, = 2z.
Esse é exatamente o mesmo resultado do modelo esférico bosonico discutido no capitulo
anterior. Interpretamos esse resultado como o desacoplamento dos graus de liberdade
bosonicos e fermionicos quando o valor do parametro do ponto de sela v é zero, a = 0.
Nessa situacao, o sistema efetivamente se reduz ao modelo esférico bosonico.

i =0 e « finito

Para ;1 = 0 e a pequeno, apds a subtracao da equagao ([Z.33]) de (7.30]), encontramos

2(D—x)

a = (D<)
tg ~ aln o (D = 3790) . (739)
a (D> 32)

Nesse caso, nao temos mais o desacoplamento dos graus de liberdade bosonicos e fermionicos,
uma vez que o vinculo associado efetivamente indroduz uma interagao mediada pelo
parametro 7y, cujo valor do ponto de sela é agora diferente de zero. Consequentemente,
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o modelo exibe um comportamento critico distinto e uma dimensao critica superiror
D. = 3z/2.

Vale mencionar que, apesar da quebra da supersimetria devido a temperatura, po-
demos investigar a situacao quando as frequéncias tornam-se iguais, ou seja, quando
= a?/2 (no caso de temperatura zero isso corresponde & situagao em que a super-
simetria nao estd quebrada). O comportamento obtido com essa escolha é exatamente
aquele de (T39), que pode ser entendido devido a dominancia do termo ¢% sobre ¢° para
momentos pequenos, sempre que « é diferente de zero.

7.5.2 Temperatura Zero

No caso de temperatura zero, [ — oo, as fungoes hiperbdlicas coth e tanh sao iguais
a um e as equacos (Z.33) e (C.34) se reduzem a

1 9
1 — — [ .
N2 5p 0 (7.40)
q
(§ 1 1
9 9
—E ——U - — — (U(q) + ) =0. 7.41

As integrais convergem para D > x/2, o que determina a dimensdo critica inferior no
caso quantico D; = x/2. O procedimento para determinar o comportamento critico é

mesmo da temperatura finita. Note que, no ponto critico (1 = o = 0) a equagao (Z41]) é
identicamente satisfeita.

. » . 2
Caso Supersimétrico: = %

A situacao em que a supersimetria nao estd quebrada é caracterizada pela igualdade

entre as frequéncias bosonicas e fermionicas, wB wF = wq, 0 que é obtido pela escolha
2 s . .
p = %. A consequéncia dessa escolha é que mesmo fora (préximo) do ponto critico

as equagoes (.40) e (C41) implicam o = 0 e também p = 0. Esse resultado indica
a auséncia de comportamento critico, de acordo com o argumento discutido no inicio
do capitulo. Ele tem uma interpretacao simples: as flutuagoes quanticas bosonicas e
fermionicas necessédrias para conduzirem a transicao de fase quantica sao canceladas entre
si quando a supersimetria nao esta quebrada.
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Supersimetria Quebrada: a =0 e p finito

Nesta situacao, as frequéncias nao sao mais iguais e a supersimetria é quebrada. Pro-
cedendo como antes, podemos determinar o comportamento critico,

IuQEz);w D < 3z
ty ~ § php (D=3,

oo (D>%)

(7.42)

DN (N

em que agorat, = (g—g°)/g°, com g o valor critico de g a temperatura zero. A dimensao
critica superior é Dy = 3x/2. Pelo mesmo motivo que aquele apresentado na discussao
seguinte a equagao ([7.38)), esse resultado também é o mesmo que o obtido com o modelo
esférico quantico bosonico.

Supersimetria Quebrada: =0 e « finito

Neste tltimo caso, em que a supersimetria também é quebrada, obtemos o seguinte

comportamento,
2D—x

a e (D < )
ty ~ alna  (D=x) , (7.43)
a (D> x)

o qual, em virtude do acoplamento entre os graus de liberdade bosonicos e fermionicos, é
diferente de (.42)), revelando a dimensao critica superior, Dy = .
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho estudamos problemas em teoria de campos e em mecanica
estatistica, sempre buscando evidenciar as conexoes entre ambos. Umas das motivagoes
para as teorias anisotropicas vem justamente da mecanica estatistica, no contexto de
transigoes de fase exibindo um ponto de Lifshitz. Por outro lado, a teoria de campos
proporciona um método eficiente para a quantizacao e o cdlculo da funcao de particao do
modelo esférico estrito, além da inspiragao para fazer sua extensao supersimétrica.

Uma questao central no estudo de teorias anisotropicas é sobre a possibilidade da
restauracao da simetria de Lorentz em limites de baixas energias. A idéia é que essas
teorias com derivadas espaciais de ordem superior possam ser consideradas como des-
crigoes efetivas em escalas de energia muito elevadas, em que supomos que a simetria de
Lorentz deixa de ser uma simetria fundamental, de modo que no limite de baixas energias
o sistema passe a exibir uma dinamica relativistica.

E importante ressaltar que a restauragao da simetria de Lorentz nesse contexto, se
possivel, deve ser considerada em um sentido aproximado, uma vez que nao podemos
eliminar os termos com derivadas de ordem superior pois senao obteriamos uma teoria
nao renormalizéavel. O objetivo é buscar regioes onde a contribuicao dos operadores que
quebram a simetria de Lorentz possa ser desprezada. Uma outra possibilidade, mas
bastante improvavel, é que a simetria de Lorentz se manifeste como algum ponto especial
nas equagoes do fluxo do grupo de renormalizacao, por exemplo, pontos fixos.

Com esses propositos, desenvolvemos e discutimos diversos aspectos envolvidos no
procedimento de renormalizacao em modelos envolvendo campos escalares e espinoriais
exibindo anisotropia entre espaco e tempo caracterizada pelo expoente critico dinamico
z. Para analisar limites de baixas energias dos modelos apresentados, fizemos uma analise
do grupo de renormalizacao, que essencialmente nos diz como é o comportamento dos
parametros da teoria quando mudamos a escala de energia.

A partir do estudo de alguns modelos podemos fazer algumas observacoes gerais. Em
primeiro lugar, a simetria de Lorentz nao se manifesta como um ponto especial do fluxo
do grupo de renormalizacao. Além disso, as teorias devem ser estaveis no infravermelho,
pois assim conseguimos acessar limites de energia arbitrariamente baixos dentro do es-
quema perturbativo. No caso do modelo 3, que é estével no ultravioleta, a constante de
acoplamento cresce no limite de baixas energias e nao obtemos nenhuma conclusao quanto

107



Consideracgoes Finais 108

a restauracao da simetria de Lorentz. Por isso, consideramos o modelo ¢*, que é estavel
no infravermelho. Apesar das dificuldades técnicas, esse modelo proporciona um cenério
mais favoravel, pois com uma escolha particular dos valores iniciais dos parametros en-
volvidos, obtemos uma situacao em que a simetria de Lorentz se manifesta num limite de
baixas energias.

A situacao se torna mais delicada para teorias com mais que um campo interagindo,
devido a presenca de diversos parametros, como no modelo de Yukawa. Apesar de ser
estdavel no infravermelho, a simetria de Lorentz (aproximada) requer um ajuste fino entre
os parametros envolvidos. O modelo de Yukawa nos da uma boa idéia do tipo de difi-
culdades presentes no estudo de teorias com diversos campos. Teorias com valores mais
altos do expoente critico z também exigem a presenca de mais parametros, o que torna
a analise mais complexa. Assim, concluimos que esse nao é um mecanismo viavel nessas
situacoes.

A generalizacao de métodos existentes para o caso de teorias com anisotropia pode
ser bastante util também em outros contextos, como em aplicagoes a matéria conden-
sada. Como uma ferramenta para a investigacao de simetrias ao nivel quantico em teorias
anisotropicas, generalizamos o método dos produtos normais, o que permite uma analise
sistematica das identidades de Ward e das possiveis anomalias. Como uma aplicagao,
estudamos a anomalia associada as transformacoes de escala anisotrépica no modelo ?.

Na parte da mecanica estatistica, o estudo sobre as transicoes de fase quanticas tem
sido assunto de intensa atividade, principalmente pela possibilidade cada vez maior de
atingir, experimentalmente, valores muito baixos de temperatura. Naturalmente, do
ponto de vista tedrico, um modelo exatamente soluvel que apresente resultados nao triviais
tem um papel de destaque, como é o caso do modelo esférico quantico.

Diversos estudos foram realizados na literatura com a versao quantica do modelo
esférico médio. Neste trabalho, fizemos uma abordagem usando métodos da teoria de
campos, como a integracao funcional e o formalismo do tempo imaginario, para a quan-
tizacao do modelo esférico estrito. A analise é semelhante aquela usada no modelo sigma
nao-linear, o que evidencia a conexao entre esse ultimo no limite do ntimero de campos
tendendo para o infinito e o modelo esférico com interagoes de curto alcance. Vimos
que, no limite termodinamico, obtemos o mesmo comportamento critico que a versao
quantica do modelo esférico médio, ou seja, no caso de temperatura finita, o modelo tem
um comportamento critico igual ao do modelo classico, pois as flutuacoes térmicas sao
dominantes. No caso de temperatura zero, ele exibe um comportamento critico distinto
(devido a presenga exclusiva de flutuagoes quanticas), caracterizado por novos expoentes
criticos.

Como uma extensao natural, construimos uma versao supersimétrica do modelo esférico
quantico, adicionando graus de liberdade fermionicos em cada sitio da rede, para balancear
os graus de liberdade bosonicos. Uma propriedade de teorias supersimétricas é o anula-
mento da energia do estado fundamental, sugerindo que em uma teoria em que a super-
simetria nao esta quebrada o sistema ¢é incapaz de exibir uma transicao de fase quantica.
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Nesse contexto, verificamos que o modelo exibe um comportamento critico sempre que a
supersimetria esta quebrada, ou por efeito da temperatura, exibindo um comportamento
critico classico, ou pelo desbalanceamento das frequéncias bosonica e fermionica, com um
comportamento critico quantico. Na situacao em que a supersimetria nao esta quebrada,
o modelo nao exibe uma transicao de fase quantica devido ao anulamento da energia do
estado fundamental e consequentemente a auséncia de flutuagoes quanticas, de acordo
com o esperado.
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Apeéendice A

Grupo de Renormalizacao - Modelo
de Yukawa

Este apéndice é dedicado a parte técnica envolvida no estudo do grupo de renorma-
lizacao do modelo de Yukawa. Uma observacao importante é sobre do uso da regularizacao
dimensional em teorias com a presenca de férmions. Isso pode trazer dificuldades porque
as matrizes de Dirac dependem da dimensao, que na regularizagao dimensional nao é fixa
[44]. Para tratar esse problema, no célculo das constantes de renormalizagdo estamos
usando o esquema de reducao dimensional [71] [72], no qual todas as simplificagoes com as
matrizes de Dirac sao feitas na dimensao espacial fisica d = 6 e apds isso as integrais sao
promovidas a d = 6 — . Ambiguidades que podem ainda estar presentes nesse método
se manifestam em ordens mais altas e nao afetam nossos calculos de um lago realizados
aqui.

A.1 Parte Divergente das Integrais

Temos essencialmente dois tipos de integrais para serem analisadas. A forma geral do
primeiro tipo ocorre quando temos um lago fermionico, quer dizer, apenas propagadores
fermionicos nas linhas internas. A forma geral é

dko d%k

_ kg k[

em que x, y e z sao tais que a integral é no méaximo quarticamente divergente. Essa integral
¢ da mesma forma que aquela em (2.16]) e seu célculo segue exatamente os mesmos passos.
Observe que o fator de k§ nao traz dificuldades para a integragao em ky. O resultado para
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a parte divergente é;

_ (d+y)
1

J(z,y,2) = 1 (1+(=19)1 r (a? + 1) 22 1 )

i*T'(2) 2 o 2 (27)70(£) 4o, (o)

{ail“ (d 1‘ y) (_1)%(2—d—y)6”§1” (iM2)§(2+d+2x+y—4z)P (‘2 —d— %f —y+ 42)

X

2 2
4 mir (d Z y) (by, + 204 M) (d+ y)(_1)§(2—d—y)€”f (Z»Mz)i(—2+d+2x+y—4z)

80@
2—d—2x— 4 d 2 -
<« T ( ‘Z Y+ Z) . ’laﬂ)(b?p + QOzd)M)F (#) (_1)%(—d—14r—y)€22mp
—d—2x—y+4
x  (iM?)ald+2rty=4ap ( x4 v+t Z)] + termos finitos. (A.2)

A outra forma ocorre quando hé propagadores de diferentes tipos em um mesmo lago. A
forma geral é a seguinte:

H(w,y, 21, 29)
_ /% dk ke k]
o 21 (2m)d [kE — bik2 — (apk? 4+ M5 [kE — bfok2 — oz?p(k2)2 —m?]2’

(A.3)

Nesse caso, temos um passo adicional a ser dado, que se trata de empregar a férmula de
parametrizacao de Feynman

1 z1—1 o zo—1
A Bz T(z)[(z) Jo  [tA+ (1 —x)B]rt=

Identificando A = k§ — b7 k* — (ayk® + M)? e B = k§ — b2k* — a2 (k*)* —m?, temos

- ['(z + 22) ! -1 ol
H(wyy7Z1722) - m/o drx (]_—x)
dky 4% ki k]
/ 2 (27T)d [1{53 — f(gj‘)kz _ g($)<k2)2 - h(.ﬁ(})]zl""Z?’ (A5)

sendo que definimos as fungoes

f(x) = (0, + 20 M)z 4 b3(1 — 2), (A.6)
g(z) = ajx 4+ al(l — ) (A.7)
h(z) = M*z +m?(1 — ). (A.8)

111



Apéndice A. Grupo de Renormalizacao - Modelo de Yukawa 112

Observe agora que, a integral nos momentos acima estd efetivamente da forma (A e
seu calculo pode ser conduzida de modo semelhante. O resultado é

1 1 (1—1—(—1)”) o) (w 1Y Qq
21+22F(z1)1“ (_Z) 2 I (T) W

2T
1
% / dx l’Zl_l(l o x)zz 1 { (d + y) [(ih>i(2+d+2w+y—4z1—4zz)
0
+ 1

H(w,y, 21, 22) =

T <—2 —d—2w— y+42’1 +42’2) d—l—y (zh) L (=2 d+2w-y—4z1 —420)
4

« T 2—d—2w—y+4z + 42 % 2+d+y (ih)} L(d42wty—dz1—429)
4 2

y F(—d—2w—i—|—4zl—l—422)}‘ (A.9)

Resta ainda a integracao sobre x, mas nao é possivel calcular essa integral de maneira
geral, tal que devemos considerar os casos especificos que aparecem. O préoximo passo é
determinar as partes divergentes da funcoes de vértice.

A.1.1 Funcao de 2 pontos escalar

Os trés diagramas mostrados na figura [3.2] contribuem para a funcao de vértice de
dois pontos em ordens mais baixas nao-triviais. Entretanto, considerando uma expansao
em lagos, o diagrama de dois lagos acaba sendo de ordem superior, o que é positivo
pois sabemos das dificuldades em extrair sua parte divergente. O diagrama de um laco
envolvendo apenas linhas escalares foi considerado no capitulo 2l Devemos analisar entao
apenas o diagrama com linhas internas fermionicas, cuja expressao é

dky dk 1 .
R r
g / or (2m)4 " A0k0 — by -k — apk? — M

1
YR+ %) —byy - (k+p) — ap(k + p)2 — M’

(A.10)

Note um sinal negativo adicional devido as regras de anti-comutagao para formar o laco
fermionico. Para revelar os termos de polo aplicamos o operador de Taylor de quarta
ordem, t*, tal como em (2.27). Na sequéncia, calcularemos cada termo separadamente.
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Derivadas em relagao a p;p;prp

Vamos considerar inicialmente o termo de quatro derivadas,

S LPiPip / dky d’k —_ 1 I
4! 27 (2m)d YOk —byy -k —ayk? — M
ot 1

. (A1l
3000 0pe0mn 0+ ) — by - (k5 p) — gk 4 pP — Mo 4
Esse calculo é muito elaborado e algumas manipulagoes podem ser feitas para simplifica-
lo um pouco. Primeiro, note que podemos escrever essa expressao de uma forma mais
simples,

2 DiDsPEDL / dko d%k _ 1 I
41 27 (2m)d YOkO — byy -k —apk? — M
ot 1
X : (A.12)

Ok;0k;0k0k; VO k® — byy -k — ayk? — M
Em seguida, é conveniente calcular o trago. Lembre que a dimensionalidade das matrizes
de Dirac da representacao usada é d + 2, tal que, Try*y” = 2%%° g"”. Dessa maneira,
20252 PiP5 PP / dky dk {—kg ot 1 N by k" o k"
g 4l 21 (2m)% | [den] Ok;0k;0k0k; [den]  [den] Ok;Ok;0ky,0k; [den]
(apk? + M) ot (apk? + M)
[den]  Ok;0k;0k,0k;  [den] } ’

em que definimos den = k§ — b3k — (ayk® + M)?. Agora, podemos descartar as contri-
buigoes dos termos finitos nessa expressao. Assim,

(A.13)

20452 PiDiPAP! / dko d'k [ —k3 0" L ok o k>
g Al 27 (27)7 | [don] Ok, 0k, D0k, [den] [den] Ok 0k; 0k, Ok [den]
+ termos finitos. (A.14)

Depois de um longo célculo, j& levando em conta a simetria rotacional e usando (A.2)),
chegamos a

2 24 +4
%(pQ)Qd? ~_[a1%(—8 — 10d + d2)J(0, 16, 6) + 2a5(28 — 8d — d2).J (2,12, 6)
4+ 20a%(2 +3d)J ( 8,6) + 2a*(—44 — 16d + d*)J (6,4, 6) — a’d(d + 2)J(8,0,6)]
+ termos finitos. (A.15)
Finalmente, calculando o termo de pdlo em d = 6, encontramos
- 2
vt g 1 2\2
— - : A.16
Sy d—6P) (A.16)
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Derivadas em relagao a p;p;

O termo que necessitamos avaliar é

2 PiDj / dko d k . 5 1 F5
2! 21 (2m)d YOk — byy -k — ayk? — M
o L (A17)
Ok;Ok; kO — byy -k — apk® — M~ '
Depois do célculo do traco, ficamos com
2842 PiDj / dky d°k [ k2 0> 1 N bikr 92k
J ol | 2r (27) | [den] Ok;0k; [den] ' [den] 9k,0k; [den]
k2 + M 2 k?+ M
(apk? + M) 0% (ayk” + M) (A18)
[den|]  0Ok;0k;  [den]
De acordo com ([A.2]), segue que
g d+2 16 32
5P [((—6 - g) by, + (2 + |y M ) J(0,8,4)
8
+ (—2 + 3) g, J(0,10,4) + (8aibl, + 1200, M) J (2,4,4) + 40y, J (2,6,4)
— (203 + 20y M) J (4,0, 4) ( )%J (4,2 4)] (A.19)
cuja parte divergente é
.M 92 1 2
- = A2
1673 a oy, 2d—6 (4.20)
Derivadas em relacgao a pgpy
Seguindo os mesmos passos anteriores, temos
B[ ko d% 1 .
791 ) ox (2m)@ VRO —byy -k —ayk? — M
o ! (A.21)
0k08k‘0 ’70/{50 — bw’}/ -k — Oéwk2 — M .
Apods o célculo do traco,
2gts205 [ dko Ak [ ko 9* ko N k> 9% 1
2! 27T (2m)? | [den] OkoOkg [den]  [den] OkyOky [den)]
2 2
[den)] OkyOk [den)]
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Usando ([A.2)), temos

2
g d+2
—5]9%2 2 [—8J(4,0,4) +6.J(2,0,3) + 8a;,J(2,4,4) — 2a3,J (0,4, 3)]. (A.23)

A parte divergente é
3213 o d — 6 0

—i (A.24)

Termo sem derivadas

O 1ltimo termo que devemos calcular é quando nao ha derivadas atuando sobre o
diagrama, ou seja,

dky dk 1 1
g2 - T 5 F5
27 (2m)d YOKO —byy -k —ayk? — M A% —byy -k —ayk? — M
Y () (4 Y
(A.25)
Calculando o trago,

g2*F / dho O [, WA (ol M) (A.26)

27 (2m)¢ | [den]? ~ [den]? [den]?

Usando ([A.2]), segue que

a+2

9?22 [—=J(2,0,2) +b3,J(0,2,2) + a3, J(0,4,2) 4+ 20, M J(0,2,2) + M?J(0,0,2)]. (A.27)
Por fim, a parte divergente é

(30, + 120403 M + 803 M1%) g2 1
6473 ozfz} d—6

—1

(A.28)

A.1.2 Funcao de 2 pontos espinorial

A contribuicao de um lago para a funcao de vértice de dois pontos do campo espinorial
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envolve apenas o diagrama da figura [3.4] com a seguinte expressao

2 / dhy d'% s 1 s
2 2m)4 AOKY —byy -k —ayk? — M
1
© o — ko = 22(p — K — aZllp — WP — m?
_ 2/dk;o dk —7k° + byy -k + ayk? + M
2m (2m)d kg — b k? — (aypk? + M)?
X ! : (A.29)

(oo = RV~ o~ K= (o~

Visto que o grau de divergéncia superficial é d(G) = 2, devemos aplicar o operador de
Taylor de segunda ordem t2. Seja I(p, k) o integrando acima, entdo

dp;  Ip=0 0 Opo lp=0 2! Op;Op; lp=0

£2I(p,k) = I(0,k)+ p; . (A.30)

Assim como no caso anterior é conveniente separar o calculo em partes de acordo com os
termos do operador acima.

Derivadas em relagao a p;p;

O termo com duas derivadas é
opip; [ dko d% —°K° +byy -k +ayk?+ M 9? 1
~ 7l / 2m (2m)4 kg — b2k? — (ayk? + M)? Ok;Ok; k3 — b2k — a2 (k2)2 — m?’
(A.31)
Depois do cédlculo das derivadas e mantendo apenas os termos divergentes, obtemos

012
p’ [ dky d'k (% + 402y (k)
P91 | or @r) | — 02K — (ak® + MP|[Z — 2K — a2 (K2)% — m2]2

32awa (k2)
k2 — 02K — (ak? + M) k2 — b2k2 — a2(K2)2 — m?P |’

_l_

(A.32)

em que, usamos a simetria rotacional para fazer a troca k;k; — k24;;/d. De acordo com
a funcao H(w,y, 21, 22) definida em ([A.9]), podemos escrever

8a 3200,
—g ? 7 +40é OéwH(O,4,1,2) + TH(O,8,1,3) . (A33)
O termo divergente é
o (=8alaZ + 3ajay — aj, + 6aa w)g 1 e (A.34)
38473 ag(a? —aZ)? d—6" "~ ’
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Derivada em relacao a p

O termo de derivada de primeira ordem em pg é dado por

dko dk —~OkO + by~ -k + ayk® + M 1
) / 0 YR + byy -k +ayk® + M 9 (A.35)

T00 | or ry 1 — K2 — (a2 + M)2 Ok I — B2 — (k)2 — i
Mantendo apenas os termos divergentes,

dky dk 2k

20 [ @kRo
9Py / or @) R B~ (agk2 + M)A — B2 — a2 (2 — i (430)

a qual fornece

29°p0y"H (2,0,1,2). (A.37)
O termo de pdlo é
a2 (a2+a?)
i 20y — =5 §g$ 5 1 0 (A.38)
g Poy- :
12873 (a2 —aj)? d—6

Derivada em relagao a p;

O termo com uma derivada é

ng/d_k:o dk —°k® +byy -k +ayk?+ M 0 1
YJo2m (2m)d kg = bik? — (ayk? + M)? Ok kg — b2k — a2 (k?)? —m?

(A.39)

Levando em conta a simetria rotacional e considerando apenas as partes divergentes,
obtemos

7p 7404?0% / dko d?k (k%)?
d 21 (2m)? [kE — bfka — (apk® + M)?|[kE — 02k? — a(k?)? —m?]?’
(A.40)
que pode ser identificado como,
402 b
%gzp -vH(0,4,1,2). (A.41)
Finalmente, a parte divergente resulta em
i (203 = 3alay +aj) 1
byg? Y. A .42
38473 ayay(a? — af)? va—eP ( )
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Termo sem derivadas

Tomando o momento externo igual a zero (A.29]), obtemos

B 2/% dk =K% + byy -k + ayk? + M 1 (A43)
2m (2m)d kg — b k? — (aypk? + M)? kg — b2k% — a2 (k?)? —m?’ '

Os termos lineares no momento nao contribuem, tal que
— ¢*[ayH(0,2,1,1) + MH(0,0,1,1)]. (A.44)

O termo de pélo é
— 9"
256m3aal(a? — aj)?

X [aibi + afpai[@aq) - 3aw)bi + (—3a, + 20%)63 + 200 (=201, + o) M)

1

A.1.3 Funcao de 3 pontos
A contribuicao de um lago para a funcao de vértice com duas linhas externas bosonicas

e uma fermionica correspondente ao diagrama da figura Como a divergéncia é loga-
ritmica, basta considerar a expressao com os momentos externos iguais a zero,

ig® / dko_d'k e ! r’ 1 re
2 2m)4 AORY —byy -k —ayk?— M A%k —byy -k —ayk?— M
1
X (A.46)

]2 — 02k — a2(K2)? —m?

Com uma manipulacao simples das matrizes de Dirac, podemos escrever

g [ o L 1
g 2m (2m)? [k — D2K2 — (osk? + M)2J[kZ — 02k — a2 (K2)2 — m?]
= —ig*T°H(0,0,1,1). (A.47)

A parte divergente é
1 1 35 1
°—-. A48
g I—6 ( )

12873 agal + a2ay,
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A.1.4 Funcao de 4 pontos

A contribuicao de um laco para a funcao de vértice de quatro pontos envolve os dois
diagramas da figura 3.3l A divergéncia dessa funcao é logaritmica e basta considerar os
graficos com momento externo nulo. O diagrama contendo apenas linhas escalares foi

analisado no capitulo anterior, enquanto que a expressao associada ao primeiro diagrama
da figura 3.3 é
6ot / dko dk 5 1 I 1
— — T
27 (2m)d VRO —byy -k —ayk?—M Ak —byy -k —ayk?— M
1 1
x I? r’ : A.49
VRO —byy -k —ayk? =M AOk0 —byy -k —ayk? — M ( )

Usando a algebra das matrizes de Dirac e calculando o traco, essa expressao se reduz a

e [ dky d'k 1
— 6g72 — . A.
Og722 / 21 (2m)? [kg — b2 k2 — (apk? + M)?]? (4.50)
De acordo com (A.T]), obtemos
— 6¢%2" J(0,0,2). (A.51)
Finalmente, o termo de pdlo é
3l a1 (A.52)
83 aig d—6 '

Agora que finalizamos o calculo da parte divergente de todas as funcoes de vértice rele-
vantes podemos prosseguir com o grupo de renormalizagao. O primeiro passo é deduzir a
equagao do grupo de renormalizacao para uma teoria com campos bosonicos e fermionicos.

A.2 Grupo de Renormalizacgao

A deducao da equagao do grupo de renormalizacao no presente caso é semelhante
aquela desenvolvida no segundo capitulo e entao podemos seguir o mesmo raciocinio.
A funcao de vértice com Np linhas externas bosonicas amputadas e N fermionicas é
definida como

(27T)d+16(p1 +o _I—pNB + q1 + -+ QNF)Fz(zjlv-]?;;\]z\;F)(pb ,DPNBsq1, 7QNF)

Np NF/2 Np
= HA_l(pi) H Sa_j%’j (qj) H Sl;;% (qr) /le'l " 'dD{l?NB /dDyl .. 'dDyNF
i=1 j=1 k=Np/2+1

X (0| T (1) - (@)W, (Y1) = Do, (UNe/2) P, ain Wby i)+ Yoy, Y, )|O)PP
NEIPE) DA PR DALV (A.53)
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As letras a e b designam indices espinoriais. A relagao entre a fungao de vértice renorma-
lizada, TWE+NF) e a nio-renormalizada, D¢ 2 V)6 a seguinte

TWN+Nrp) _ Z_Nz Z E (NB+Nr) (A.54)
A partir dai é facil obter a equacao do grupo de renormalizacao;

0 0 0
iy T Dot Dyt B+ Brgs = Nove — Nivy ™ (p,m,b,a, A\, 1) =0, (A.55)

em que definimos os operadores diferenciais

0 0 0

D= bue g + i + ek o (A.56)
¢ P 9 9
Do = 0wz + By g+ B (A.57)

A dependéncia da funcao de vértice com os parametros estéd sendo indicada genericamente
por m,b,a, \. O parametro p ¢ introduzido da maneira usual por meio de g — gu? e
A — Auf. Como os proximos passos ja foram ilustrados em detalhes no caso do campo
escalar, nas secoes seguintes apresentaremos de modo sucinto os resultados para as func¢oes
de vértices envolvidas.

A.2.1 Funcao de 2 pontos escalar

A funcéo de vértice de dois pontos renormalizada (Ng = 2 e Np = 0), ou seja, depois
da aplicacao do operador de subtracao dos pélos, é dada por

Fg) (p) = ilpy—b2p* — ol (p?)* —m® + g*(Parte finita; — In puResiduoy )

— iX(Parte finitag — In pResiduos)]. (A.58)
Os residuos possuem a seguinte estrutura
Residuo; = A; + Aypp + Asp® + A4(p?)? (A.59)
€ ~
Residuoy = A;. (A.60)
Os valores das constantes A; podem ser lidos dos calculos anteriores:
P G 120&1@3{5{ B M) 7 _i(—?’bgozsgimz)% (A.61)
‘ 11 1 M 11
AF_%Z;’ T Iem a2 T 12870 ay (4.62)
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A.2.2 Funcao de 2 pontos espinorial

A funcao de dois pontos espinorial renormalizada, Ng =0 e Np = 2, é
Fff) (p) = i[y*p° — byy - p — ayp? — M + g*(Parte finitag — In uResiduos)],  (A.63)
com o residuo
Residuos = By + Byyp® 4+ Bsy - p + By p°. (A.64)
Os valores das constantes B; sao dados por

1

Bl - -
256m3adal (a2 — aj)?

X [afbbi + aia?p[@a@ — 3a¢)bi + (—3a, + 20%)512;; + 200 (=200, + o) M)]
+ g (aghl + 2, M), (A.65)
1 1
By = (A.66)

12878 o (ay + )2
1 bw <2Oég0 + Oéw)

_ A.67
ST 38473 iy (01 + ary)? ( )
e
1 Qly, (30é + Oéw)
B, =— e . A.68
* 384713 vy, (v + uy)? ( )
A.2.3 Funcao de 3 pontos
A funcao de 3 pontos renormalizada, Ng =1 e Np = 2, é dada por
I'® = —¢I'® — g3(Parte finita, — In pResiduoy), (A.69)
com o residuo ) )
Residuoy = C) = I, (A.70)

12873 a0, + aZay,
A.2.4 Funcao de 4 pontos

A funcao de 4 pontos renormalizada, Ng =4 e Np =0, é

'™ = —iX 4 ¢g*(Parte finita; — In uResiduos) — A?(Parte finitag — In pResiduog), (A.71)
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em que,
Residuo; = D o 1 (A.72)
iduos = = —— .
> Y ozi
e
Residuog = D —zii (A.73)
e = T S a3 0 ‘

A.3 Solucao Perturbativa

Vamos considerar expansoes de todas as fungoes envolvidas nas equagoes do grupo de
renormalizacao em termos das constantes de acoplamento g e A. Isso nos levard a um
sistema de equacoes que podem ser resolvidas para determinar os parametros efetivos.

A.3.1 Funcao de 2 pontos escalar

Para a fungao de 2 pontos escalar ([A.58)), obtemos as seguintes relagoes:

—g?A1 — 6,2(g%) + 2m27§0(g2) =0,

— A; — i8,2(\) =0,
Ay

2—__
Yelg™) = 59

— g% A3 — B (9°) + 26274(¢9%) = 0

— ¢*Au = Baz(9%) +2a27,(g%) = 0.

e N
> =

oS RN

~—" N~ ~

AT

(A.78)

Os termos entre parénteses denotam a ordem da constante de acolpamento correspon-

dente.

A.3.2 Funcao de 2 pontos espinorial

Para a funcao de 2 pontos espinorial ([(A.63)), encontramos,

— ¢*By — u(g?) + 2My(g%) = 0,

B, ,

2—__
Yl(g”) = 59

— 9°Bs — b, (9%) + 2byyy(9%) = 0
2 2 2\ _
— §°Bi — Ba,(97) + 2ay75(g97) = 0.
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A.3.3 Funcao de 3 pontos
Para a fungao de 3 pontos ([A.69), temos apenas
Crg” = By(9°) + 9(70(9%) + 270(9%)) = 0. (A.83)
A.3.4 Funcao de 4 pontos
Finalmente, para a funcao de 4 pontos (A7), obtemos
Brlg!) = iDig’, (A.84)
BA(N?) = —iDy\? (A.85)
e
Br(Ag?) = 4Ny, (g%). (A.86)

A.4 Parametros Efetivos

A partir dos resultados anteriores, obtemos as relagoes desejadas para os parametros

efetivos de interesse

1 (b?p —+ 2OA¢M)

= 3
3273 ),

7,

Bz (9°) = —(b3A2 + A3)g?

1 (12a2 + 3a3,)
- 384n? o

Baz (9%) = —(a}As + As)g? 9%,

b (ap + 2ay)

2 2 v = . ’
= —(b,B B =

By, (97) (byBs + Bs)g 19273 gy (v, + uy)?

1 ay(3a, + 2ay)
) o _ B B — P ® b)) 2
Bay(97) = —(ay B2 + Ba)g" = 155 (g + oy )?

Y

)

A 1
3\ _ 2 3 _
ﬁg(g ) = <——2 — By +C'1> g = 12873

(v, + ary)?

I WY
813 ai 1673 af’p'

= —iDy N2+ iD1g* — 24,07 = M-
B 1IN A” +1bsg 2Ag 5127 o
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Y

(A.87)

(A.88)

(A.89)

(A.90)
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Apendice B

Teorema de Noether para teorias
com derivadas de terceira ordem

Neste apéndice, apresentamos uma deducao do teorema de Noether para teorias com
derivadas de terceira ordem. Vamos supor que o campo bésico varia continuamente de
¢(x) para p(z) + d¢ implicando na seguinte variagao para a densidade de lagrangiana

oL oL oL oL
0oL = %&p%— 90 ——00,p + 90,0, ———00,0,0 + aa”ayap(paaua,,a,,gp. (B.1)
Agora, usando a equacao de movimento de Euler-Lagrange,
oL oL oL oL
_%+8Maau — 0,0, b 59 8V¢+800p708 YR 0, (B.2)
obtemos
0£ aﬁ oL oL
(B.3)
Ao usar esse resultado em (B.l), podemos escrevé-la como
oL oL <« oL

or or or
9= 9= 9 B.4
% (apﬁﬁu&,@pgoa”&p) 0 58,8,8,0 008 T aamyapsoéa“a”a”@’ (B4)

<>
em que AQg,B = AJ,B—(0,A)B. Por outro lado, sem empregar a equacao de movimento,
se a variacao da lagrangiana for uma derivada total 0L = 9,5", podemos entao definir
uma corrente conservada por

oL oL oL

lLL p— - -
T = 55,507 T <66M0Vg0 0 58,8, 5,

oc
00,0,0,p

) A0p + 90,00 — % (B.5)
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Esse resultado pode ser facilmente generalizado. Se a lagrangiana contem derivadas de
quarta ordem, um procedimento semelhante mostra que a corrente conservada é dada por

or or or or o or
B _ o= =
J 20,007 T (8@@@ % 588,050 T 0% 8((9“8,,8,,80@) A0t 55 0,0, 0¥
or o
- _ 1%
_'_88“8,/8[)80@ a/(aP805§0> S . (BG)
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Apéndice C

Soma de Séries Infinitas via Teorema
de Residuos

Queremos avaliar uma somatéria do tipo:

+00 1
> (C.)

Nossa estratégia para este fim, trata-se essencialmente da utilizagao do teorema dos
residuos, como passamos a descrever. Consideremos uma fungao g(z) composta pelo
produto de uma fungao f(z), que nao tenha pélos sobre o eixo imaginério, pela fungao
coth (%), ou seja,

9(2) = (2) coth (%) . (C.2)

Notemos que os pélos de g(z) coincidem com os de coth (%) e estao lozalizados em
z = 2mni/B. Consideremos agora a integral no plano complexo de g(z) com o contorno

C = |J, C; mostrado na figura (C.I)),

I= fc dzf(z) coth (%) . (C.3)

Entao, de acordo com o teorema dos residuos,

]é d2f(z) = 270 S Resf(2), (C.4)
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,Imz

D!
o

N Cy N
4 Rez

N
e
Qe

Figura C.1: Contorno C' = |J, C; no plano complexo de z.

a expressao (C.3) torna-se

+o0
I = 2mi Z Reszo:%f(zo) coth <%)

n=—oo

, o= ) 2mna Bz
= 2mi Z lim (zo— 5 )f(zo)coth (—)

2mni 2
zp— Z
n=—o0 0 B

R 1, (2mni
= 4dmi Z Bf( 5 ), (C.5)

n=—oo

ou ainda,

<1, (2 1
n;m3f< 3 ) = It (C.6)

Por outro lado, podemos escrever a integral de contorno I em (C.3]) de outra maneira
deformando o contorno C' original como indicado na figura (C.2)). Dessa modo, I torna-

se:
100+€ > —100—¢€ P
I= /_erE dz f(2) coth (%) + /ioo_6 dz f(2) coth (%) : (C.7)

A expressao (C.7) pode facilmente ser separada em uma parte dependente da temperatura
e uma independente, tal que podemos escrever

=1 2mni
2 5/ < g

n=—oo

) S Z ELFE) + HDnn) + o [ delr(e)+ (-2
(C.8)
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Imz

| Rez

Figura C.2: Contorno deformado.

Esse é nosso resultado final. Ele nos diz como relacionar uma soma infinita com integrais
no plano complexo, que frequentemente podem ser calculadas.
Vamos aplicar (C.8) para o cdlculo da série (C.I]). Nesse caso, devemos identificar

-
f( Wﬁm) - n2fy2. (C9)

2mni

B

Fazendo z = , obtemos

(271)? 1
T (m)

Note que os pdlos de f(z) estao localizados sobre o eixo real, tal que o desenvolvimento
acima podem ser usados sem dificuldades. De acordo com (C.8)), segue que

f(z) = (C.10)

+o0 . ; .o
1 4 roote 1 1 2 e 1
$L st T e
= n+y B —icote 52 _ <2ﬂy> efr—1 B Jico 2 <27f_y)
n=—oo 3 3

Basta calcular as duas integrais do lado direito. Para calcular a primeira delas considere-
mos a seguinte integral sobre o contorno C; mostrado na figura (C.3)),

7{/“1 + 2 Ezw )2 eﬁzl_ 1 (C.12)

_ [ £y
c 3

Pelo teorema dos reziduos, temos

1 1 i1
d =—— C.13
%Cl z ) o >2egz_1 2y€27ry_1 ( )

e — Ty
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Imz

>
Rez

Figura C.3: Contorno (4.

O sinal negativo vem do fato que o sentido adotado para o caminho C é oposto aquele
definido nas figuras e (C2)). Observe também que o integrando acima tem dois
pélos (sobre o eixo real); um dentro do contorno C1, fornecendo a contribuigao nao nula,
e o outro pdlo fora do contorno. O lado esquerdo de (C.13) pode ser decomposto em uma
soma sobre os dois caminhos que compode o contorno C7, quer dizer,

1 1 ioote 1 1 1
% dz 5 5 :/ dz 5 5 + lim [dz 55 .
C1 2 (27f_y> e =1 Jicore ,2_ (27r_y> e —1 RocoJp 5 _ (%_y) e’ —1
B B B
(C.14)

A segunda integral do lado é direito é nula. Para ver isso, basta fazer a parametrizacao
2z = Re?. Dessa forma,

lim - do ie” ! =0 C.15
R1—>oo - 1 (27ry)2 eBR(cos 0+isind) _ q ’ ( ’ )
2 R—5\%

Portanto, estabelecemos o resultado desejado

1004-€ 1 1 /LB 1
—ioote 2 _ <27T7y) e = yers —

A segunda integral em pode ser calculada da mesma forma. Consideremos a
integral sobre o contorno Cs indicado na figura (C.4)),

dz%. (C.17)
7{)2 22 <2L)

Y
B

De acordo com o teorema dos reziduos, temos que

129



Apéndice C. Soma de Séries Infinitas via Teorema de Residuos 130

Imz

Figura C.4: Contorno Cj.

f dz% = —;—5. (C.18)
Ca 22 _ (2”7?/> Yy

Decompondo a integral sobre o caminho C5 nas duas partes que o compoe e observando
que apenas a parte sobre o eixo imaginario contribui, concluimos que

/ioo dz; = —ﬁ. (C.19)

—ico 2 _ (2%@/)2 2y

Finalmente, substituindo (C.16]) e (CI9) em (C.II)) obtemos o resultado

“+oo
1 s
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