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Theoretical Physics is truly blessed, in that the quests for truth and beauty coincide.

Kerson Huang
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dando a liberdade necessária para o meu desenvolvimento sem deixar perder o foco. Além
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Resumo

A teoria quântica de campos pode ser vista como um conjunto de métodos e idéias
que além de sua importância no estudo das part́ıculas elementares, tem sido amplamente
usada em outras áreas. Em especial, ela constitui uma ferramenta indispensável no estudo
moderno de transições de fases e fenômenos cŕıticos. A origem dessa constante relação
entre a teoria de campos e a matéria condensada deve-se ao fato que, apesar de suas
diferenças superficiais, ambas tratam de problemas envolvendo um grande número de
graus de liberdade. Assim, não é surpreendente que as mesmas técnicas possam ser úteis
nos dois campos.

Este trabalho trata de problemas nessas duas áreas e está essencialmente divido em
duas partes. A primeira parte é dedicada ao estudo de teorias de campos com uma aniso-
tropia entre o espaço e o tempo, o que implica uma quebra da simetria de Lorentz. Uma
das motivações para considerar esse tipo de teoria vem justamente do estudo de transições
de fase em sistemas da matéria condensada. Análises do grupo de renormalização com
ênfase na possibilidade de restauração da simetria de Lorentz e também uma discussão
sobre identidades de Ward são realizadas. Na segunda parte, a atenção é voltada para
a mecânica estat́ıstica mas com uma abordagem t́ıpica da teoria de campos, em espe-
cial, voltada para o estudo de transições de fase clássicas e quânticas a partir da versão
quantizada do modelo esférico e de sua extensão supersimétrica.
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Abstract

Quantum field theory can be seen as a set of methods and ideas that, besides its
importance in the study of the elementary particles, has been widely used in other areas.
In particular, it constitutes an indispensable framework in the modern approach to phase
transitions and critical phenomena. The origin of this constant relationship between field
theory and condensed matter is due to the fact that despite their superficial differences,
both deal with problems involving a large number of degrees of freedom. Thus, it is not
surprising that the same techniques may be useful in both fields.

This work addresses problems in these two areas and it is essentially divided in two
parts. The first part is devoted to the study of field theories with an anisotropy between
space and time, which implies a breaking of the Lorentz symmetry. One of the moti-
vations for considering this kind of theory is precisely the study of phase transitions in
condensed matter systems. Renormalization group analysis with emphasis on the possi-
bility of restoration of the Lorentz symmetry and also a discussion about Ward identities
are performed. In the second part, the attention is centered on statistical mechanics but
with an approach typical of field theory, in particular, focused to the study of classical
and quantum phase transitions from the quantized version of the spherical model and its
supersymmetric extension.
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SUMÁRIO 8

A.2.4 Função de 4 pontos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
A.3 Solução Perturbativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

A.3.1 Função de 2 pontos escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
A.3.2 Função de 2 pontos espinorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
A.3.3 Função de 3 pontos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
A.3.4 Função de 4 pontos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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Introdução

A estrutura de curtas distâncias do espaço-tempo não é totalmente compreendida. Não
sabemos ao certo quais são os graus de liberdade relevantes em tais escalas. Contudo,
a descrição das part́ıculas observadas e suas interações não depende desse entendimento.
Isso porque a f́ısica, de uma maneira geral, é caracterizada pelo desacoplamento entre
diferentes escalas de comprimento ou, equivalentemente, de energia. Em particular, na
teoria de campos, o que ocorre em distâncias abaixo de uma certa escala, Λ−1, não interfere
na f́ısica em escalas superiores. Λ é denominado corte (cutoff) da teoria e fisicamente pode
ser interpretado como o seu regime de validade. Isso nos conduz à idéia de descrições
efetivas.

Em teorias renormalizáveis, o corte Λ pode ser eliminado completamente por meio
de uma reparametrização dos parâmetros envolvidos (um conjunto finito), em contraste
com teorias não-renormalizáveis, que são caracterizadas pela impossibilidade de eliminar
Λ dessa forma. O exemplo clássico e mais desafiador de uma teoria não-renormalizável é
a gravitação [1].

Isso sugere que deve haver uma descrição mais fundamental, em que uma nova f́ısica
deve governar tais regimes extremos. Nessa busca, a teoria de cordas aparece como uma
candidata considerável, proporcionando alguns resultados impressionantes [2]. Apesar
de haver muitos problemas pela frente, provavelmente ela contém alguns ingredientes
fundamentais para uma descrição unificada da natureza.

Já que estamos imaginando uma situação em que uma nova f́ısica deve emergir, é
natural questionar sobre o caráter dessas novas leis f́ısicas. Por exemplo, quais as simetrias
fundamentais nessa nova escala? Ou melhor, se as simetrias exibidas por um determinado
processo (digamos, um espalhamento de part́ıculas) sobrevivem à medida que se muda a
escala em que o sistema é observado. Ou ainda, se novas simetrias possam surgir, como se
acredita acontecer com a supersimetria. É dif́ıcil responder a essas questões, uma vez que
escalas muito elevadas não são acesśıveis experimentalmente. Essencialmente, os únicos
guias que temos são a consistência da teoria subjacente e os limites de baixas energias.

Nesse sentido, o tema principal da primeira parte deste trabalho refere-se à possibili-
dade da quebra da simetria de Lorentz. Essa possibilidade já foi considerada em diversos
trabalhos e ainda é motivo de intenso estudo. Veja as referências [3, 4, 5, 6, 7], por exem-
plo. Há diferentes maneiras para implementar essa quebra. De uma maneira geral, nos
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Introdução 10

concentraremos na quebra da simetria de Lorentz por meio de uma modificação na parte
livre da ação, em favor de uma melhora no comportamento ultravioleta da teoria. Mais
precisamente, incluindo termos com derivadas espaciais de ordem superior. Dessa forma,
o sistema passa a exibir uma anisotropia entre o espaço e o tempo.

Estudos no sentido de melhorar o comportamento ultravioleta adicionando-se termos
com derivadas de ordem superior, mas preservando a simetria de Lorentz, já foram reali-
zados e são muito discutidos atualmente [8, 9]. A covariância relativ́ıstica requer também
termos com derivadas temporais de ordem superior. Decorrente desses termos, surge o
problema do aparecimento de fantasmas, comprometendo assim a unitariedade da teoria.
No primeiro caṕıtulo, há uma seção dedicada a ilustrar essa questão.

Devido a essas dificuldades, foi sugerido em [10, 11, 12, 13] a introdução de derivadas
superiores de maneira anisotrópica, ou seja, apenas derivadas espaciais. Ao adicionar
termos envolvendo apenas derivadas espaciais de ordem superior, não temos o problema
de aparecimento de fantasmas e ainda assim temos a melhora no comportamento ultra-
violeta desejada. O prejúızo aqui deve-se à quebra da simetria de Lorentz, conforme já
foi mencionado. A idéia geral é que a simetria de Lorentz possa emergir num limite de
baixas energias. Um dos nossos objetivos é investigar, de um modo mais quantitativo, a
viabilidade dessas idéias.

Esse tipo de comportamento anisotrópico entre espaço e tempo é comum em alguns
sistemas de matéria condensada, no contexto de transições de fase e fenômenos cŕıticos
[14, 15, 16, 17]. Realmente, esse grau de anisotropia é caracterizado por um expoente
cŕıtico, denominado expoente cŕıtico dinâmico z e pode ser associado à existência de um
ponto de Lifshitz quântico. Deixamos para uma seção posterior uma discussão um pouco
mais elaborada desse aspecto.

O estudo de transições de fase e fenômenos cŕıticos é uma das principais atividades da
mecânica estat́ıstica e possui diversas conexões com a teoria de campos [18, 19, 20]. Como
será discutido, nas proximidades do ponto cŕıtico, uma rede discreta pode ser aproximada
por um espaço cont́ınuo e consequentemente o sistema passa a ser descrito efetivamente
por uma teoria de campos. Como exemplos tradicionais de modelos definidos sobre redes
cristalinas destacamos o modelo de Ising e o modelo esférico.

O modelo de Ising desempenha um papel fundamental no estudo de transições de fases
em sistemas magnéticos. Apesar da simplicidade de sua formulação, o cálculo da função
de partição se torna mais elaborado à medida que aumentamos a dimensão1. De fato,
em uma dimensão espacial o modelo é exatamente solúvel na presença de campo externo,
mas não exibe uma transição de fase. Em duas dimensões, ele tem uma solução exata na
ausência de campo (solução de Onsager) e em três dimensões não possui solução exata
mesmo na ausência de campo.

Devido a essas dificuldades, em 1952 Berlin e Kac [21] introduziram o modelo esférico,
que é uma espécie de aproximação cont́ınua do modelo de Ising. A função de partição

1Até o máximo de três dimensões, uma vez que a partir de quatro dimensões o modelo se torna trivial,
com um comportamento cŕıtico de campo médio.
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Introdução 11

do modelo esférico é exatamente solúvel em qualquer número de dimensões mesmo na
presença de campo externo e a solução exibe um comportamento cŕıtico não trivial, o
que o torna um excelente laboratório para investigar diversas propriedades. Além disso,
como mostrado por Stanley em 1968 [22], o modelo esférico é equivalente ao modelo de
Heisenberg clássico no limite de spins com dimensionalidade infinita.

Apesar de suas caracteŕısticas muito interessantes, o modelo apresenta uma patologia
na entropia em baixas temperaturas: S ∼ lnT e assim S → −∞ quando T → 0, em
contradição com a terceira lei da termodinâmica. Na tentativa de melhorar esse compor-
tamento, versões quânticas do modelo esférico passaram a ser consideradas [23, 24]. Em
sua versão quantizada, o modelo continua tendo solução exata e realmente a introdução
de flutuações quânticas corrige o problema da entropia.

Outro fator que chamou a atenção para os modelos quantizados decorre do intenso
estudo de transições de fase quânticas [25], isto é, transições a temperatura zero. Em
particular, como mostrado em [26], a versão quântica do modelo esférico exibe além
do comportamento clássico não trivial uma transição de fase quântica caracterizada por
novos expoentes cŕıticos. Mais do que isso, a versão quântica é equivalente ao modelo
sigma não-linear no limite do número de campos tendendo para o infinito. Essa conexão
desperta bastante interesse, visando a possibilidade de aplicação de métodos da teoria de
campos. Um dos nossos objetivos é explorar essa conexão por meio de uma abordagem
da teoria de campos, a partir da qual se torna mais natural a extensão do modelo para o
caso supersimétrico.

Originalmente introduzida no contexto da teoria de campos como uma generalização
da simetria de Poincaré, a supersimetria tem sido frequentemente aplicada ao estudo de
problemas em outras áreas. Na situação não-relativ́ıstica, de principal interesse para a
f́ısica da matéria condensada, a supersimetria foi introduzida por Nicolai em [27, 28], no
estudo de sistemas de spins, e por Witten em [29], na construção da mecânica quântica
supersimétrica. Exemplos de aplicações em diversos sistemas da matéria condensada
podem ser encontrados em [30, 31, 32].

Quanto à estrutura, a tese está dividida basicamente em duas partes. A primeira parte
é mais voltada para a teoria de campos, englobando os caṕıtulos 1 a 4. A segunda parte,
envolvendo os caṕıtulos 5 a 7, é direcionada para a mecânica estat́ıstica.

O primeiro caṕıtulo é dedicado a algumas motivações do trabalho além de uma dis-
cussão geral sobre teorias com anisotropia entre as coordenadas espaciais e temporal,
indicando a construção de modelos escalares, espinoriais, de calibre e gravitacionais. No
segundo caṕıtulo, discutimos aspectos do procedimento de renormalização em teorias esca-
lares anisotrópicas, culminando com um estudo do grupo de renormalização. Esse estudo
é prosseguido no caṕıtulo 3, num modelo com uma interação de Yukawa, que além do
campo escalar envolve um campo espinorial. O caṕıtulo 4 trata do estudo de simetrias
ao ńıvel quântico, com um estudo das identidades de Ward, generalizando o método dos
produtos normais para o caso de teorias anisotrópicas. Também discutimos aplicações
desse método.
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Introdução 12

A segunda parte, iniciada no caṕıtulo 5, apresenta alguns aspectos básicos envolvidos
na solução do modelo de Ising, como a dualidade entre altas e baixas temperaturas e
a conexão com a teoria de campos, e também na solução do modelo esférico clássico
que constitui o ponto de partida para os estudos dos caṕıtulos seguintes. Realmente,
no caṕıtulo 6, consideramos a versão quântica do modelo esférico, numa abordagem via
integração funcional e discutimos a conexão com o modelo sigma não-linear. No caṕıtulo
7, apresentamos a extensão supersimétrica do modelo esférico quântico e finalizamos com
a análise de seu comportamento cŕıtico. Um sumário do trabalho, destacando pontos
importantes e algumas conclusões, é apresentado nas Considerações Finais.
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Caṕıtulo 1

Aspectos Gerais

O objetivo deste caṕıtulo introdutório é expor de uma maneira geral diversos aspectos
e possibilidades envolvidas no estudo de teorias com anisotropia, bem como as motivações
as quais nos levam a considerar tais teorias. Em particular, discutimos a conexão com as
transições de fase cont́ınuas (segunda ordem) que ocorrem em muitos sistemas da matéria
condensada e que nos leva ao estudo de modelos estat́ısticos.

1.1 Teorias Relativ́ısticas com Derivadas de Ordem

Superior

Uma maneira muito natural de obter teorias relativ́ısticas com um melhor comporta-
mento ultravioleta consiste em incluir na parte livre da lagrangiana termos com derivadas
superiores. Por exemplo, no caso de um campo escalar real podemos escrever

L = −1

2
ϕ(α✷2 +✷+m2)ϕ+ Lint(ϕ). (1.1)

Duas questões imediatamente surgem: 1. Qual o significado f́ısico desse novo tipo de
termo? Ou, o que estamos incluindo de novo na teoria? 2. Isso pode nos trazer algum
problema? Em prinćıpio, não há uma razão f́ısica evidente para justificar a presença de
um termo assim. As respostas a essas perguntas estão relacionadas. Para entender melhor
isso é conveniente reescrever a lagrangiana acima como

L = −1

2
αϕ(✷+m2

+)(✷+m2
−)ϕ+ Lint(ϕ), (1.2)

em que definimos

m2
± ≡ 1

2α

(
1±

√
1− 4m2α

)
, (1.3)

13
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com 0 < 4m2α ≤ 1. Introduzindo campos ϕ1 e ϕ2 por meio de

ϕ1,2 ≡
√
α√

m2
+ −m2

−
(✷+m2

±)ϕ, (1.4)

obtemos

L = −1

2
ϕ1(✷+m2

−)ϕ1 +
1

2
ϕ2(✷+m2

+)ϕ2 + Lint(ϕ1, ϕ2). (1.5)

Esse resultado mostra explicitamente que o propagador livre do campo ϕ2 tem um sinal
errado. De uma forma geral, isso está associado à presença de estados com norma negativa
na teoria, denominados fantasmas. Se não houver interação, esses estados simplesmente
se desacoplam não trazendo problemas. Entretanto, a interação acopla esses graus com
os graus f́ısicos e isso pode trazer consequências drásticas. De fato, esses graus de liber-
dade são incompat́ıveis com a unitariedade, que é uma propriedade indispensável para a
interpretação f́ısica da teoria.

Observe que a lagrangiana (1.5) tem uma estrutura análoga a de uma teoria com uma
regularização tipo Pauli-Villars. Teorias formuladas dessa maneira tornam-se, em geral,
renormalizáveis. Um exemplo importante disso é o caso da gravitação. Como mostrado
por Stelle em [33], ao incluir termos com derivadas superiores na ação de Einstein-Hilbert,

S =

∫
dDx

√
−g
[
γ
1

κ2
R +

1

κ4
Λ− 1

α2

(
RµνR

µν − 1

3
R2

)
+ βR2

]
(1.6)

a teoria torna-se renormalizável. Outra questão pertinente é se essa teoria recupera a
relatividade geral de Einstein? A relatividade geral de Einstein pode ser pensada como
uma aproximação de longas distâncias da ação (1.6), isto é, como uma ação efetiva de
baixas energias

Sef ∼
∫
dDx

√
−g
(
γ
1

κ2
R +

1

κ4
Λ

)
. (1.7)

Um último comentário antes de concluir esta seção é que o surgimento de estados tipo
fantasma está diretamente relacionado com a inclusão de derivadas temporais de ordem
superior. Essa observação traz novas possibilidades para tratar o problema. Abrindo
mão da simetria de Lorentz, podemos ter um efeito semelhante ao anterior, no sentido
da melhora do comportamento ultravioleta, adicionando-se termos de derivadas de ordem
superior envolvendo apenas a parte espacial. Antes de considerar concretamente essa
questão, vamos discutir um pouco as relações entre uma anisotropia suave entre espaço e
tempo e a simetria de Lorentz.

14
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1.2 Quebra Suave da Simetria de Lorentz

No estudo sobre a possibilidade de restauração da simetria de Lorentz em algum limite
de baixa energia, basicamente devemos estudar o fluxo dos parâmetros da teoria mediante
o grupo de renormalização. Nesse sentido é importante entender algumas caracteŕısticas
desse fluxo no caso de teorias com uma quebra suave da simetria de Lorentz.

Para uma teoria envolvendo apenas um tipo de campo, o modelo mais simples que
podemos escrever é dado pela lagrangiana

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ−

b2ϕ
2
∂iϕ∂iϕ− m2

2
ϕ2 − λ

3!
ϕ3. (1.8)

Esse modelo é renormalizável em 5 + 1 dimensões espaço-temporais. Estamos supondo
que um termo linear no campo foi adicionado à lagrangiana com o coeficiente ajustado
de modo a eliminar todos os diagramas com uma linha externa (tadpoles). Para obter o
comportamento efetivo do parâmetro bϕ, o qual é definido por βb2ϕ ≡ µ∂b2ϕ/∂µ, sendo µ a
escala introduzida no processo de renormalização, basta analisar a função de dois pontos.
Usando a equação do grupo de renormalização de t’Hooft-Weinberg, obtemos o resultado
βb2ϕ = 0. Isso nada mais é que o reflexo da simetria de Lorentz: a velocidade da luz não é
um parâmetro efetivo no sentido do grupo de renormalização. Isso justifica a escolha do
sistema natural de unidades, isto é, temos liberdade para escolher c = 1.

A análise de grupo de renormalização acima é na realidade completamente desne-
cessária. De fato, a lagrangiana (1.8) corresponde a escolha de um sistema de unidades
em que c = bϕ. Obviamente isso não prejudica a simetria de Lorentz. Além disso,
pensando em termos da ação, esse fator pode sempre ser eliminado por meio de um rees-
calonamento da coordenada espacial xi, xi → bϕx

i. O resultado é um fator b5ϕ global na
ação, que é fisicamente irrelevante.

No caso de teorias envolvendo mais que um campo, temos a possibilidade de con-
siderar fatores diferentes acompanhando as derivadas espaciais. Para exemplificar isso,
consideremos o modelo de Yukawa em 3 + 1 dimensões:

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ−

b2ϕ
2
∂iϕ∂iϕ− m2

2
ϕ2 + ψ̄(iγ0∂0 + ibψγ

i∂i −M)ψ

+ igψ̄γ5ψϕ− λ

4!
ϕ4. (1.9)

Note que, ao contrário da situação anterior, agora não é posśıvel eliminar simultaneamente
os parâmetros bϕ e bψ por meio de reescalonamento da coordenada espacial. Temos então,
uma quebra da simetria de Lorentz! Nessa situação, o comportamento desses parâmetros
não é trivial. Podemos esperar, contudo, que quando bϕ = bψ, as funções βb2ϕ e βb2ψ
se anulem, pois esse é o caso da simetria de Lorentz. Mas, e no caso bϕ 6= bψ? Qual
é o comportamento das soluções? Para obter o comportamento dos parâmetros bϕ e
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bψ, devemos analisar as funções de dois pontos tanto do campo escalar como do campo
espinorial. Dessa forma, repetindo o procedimento descrito acima, encontramos

βb2ϕ =
1

4π2

(bϕ + bψ)

b3ψ
(bϕ − bψ)g

2 (1.10)

e

βbψ = − 1

6π2

1

bϕ(bϕ + bψ)2
(bϕ − bψ)g

2. (1.11)

Como esperado, quando bϕ = bψ, temos βb2ϕ = βbψ = 0. Agora, vamos analisar a situação
em que bϕ 6= bψ. Temos duas possibilidades:

1. bϕ > bψ. Nesse caso, a função bϕ é monotonamente crescente, enquanto que bψ é
monotonamente decrescente. Esse comportamento é ilustrado, de maneira qualitativa, na
figura 1.1. Como bϕ > bψ, estamos a direita do ponto em que os fluxos se cruzam. Assim,

t

bψ

bϕ

Figura 1.1: Fluxo dos Parâmetros para bϕ > bψ conforme t aumenta.

conforme t (t = lnµ/µ0) vai aumentando, estamos cada vez mais distantes de recuperar
a simetria de Lorentz. Por outro lado, ao diminuir t, o fluxo é revertido e, então, os dois
parâmetros tendem para o ponto em que se tornam iguais.

2. bϕ < bψ. Agora, a situação se inverte, ou seja, a função bϕ torna-se monotona-
mente decrescente, enquanto que bψ torna-se monotonamente crescente. Ilustramos esse
comportamento na figura 1.2. Novamente, nos encontramos à direita do ponto onde os
fluxos se encontram. De fato, independentemente da condição inicial, sempre estamos
localizados à direita do ponto em que bϕ = bψ; portanto, quando t vai diminuindo, o fluxo
sempre nos leva a esse ponto. Uma vez atingido esse ponto, de acordo com as equações
(1.10) e (1.11), as funções βb2ϕ e βb2ψ tornam-se iguais a zero e não mudam mais. Então, na

verdade, o fluxo à esquerda do ponto deve ser uma linha horizontal, como mostrado na
figura 1.3, e não como os diagramas acima. Isso nos leva à seguinte conclusão. A simetria
de Lorentz é um ponto fixo do grupo de renormalização, conforme diminúımos a escala
de energia. Em outras palavras, a simetria de Lorentz é uma consequência inevitável do
fluxo do grupo de renormalização no limite de baixas energias.
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t

bϕ

bψ

Figura 1.2: Fluxo dos Parâmetros para bϕ < bψ conforme t aumenta.

t

Figura 1.3: Fluxo dos Parâmetros conforme t aumenta.

A modificação feita na lagrangiana (1.9), introduzindo os parâmetros bϕ e bψ, corres-
ponde a uma quebra suave da simetria de Lorentz por meio de uma anisotropia entre
o espaço e o tempo. A teoria não sofre nenhuma mudança estrutural. A contagem de
potências é a mesma e consequentemente o grau de divergência superficial bem como a
dimensão cŕıtica permanecem inalterados. Em suma, a estrutura UV não é modificada.

Entretanto, podemos introduzir a anisotropia de uma maneira mais drástica, isto é,
adicionando-se à lagrangiana termos envolvendo derivadas espacias de ordem superior,
por exemplo, ϕ∆2ϕ, em que ∆ é o laplaciano. Então, será que algum mecanismo de
restauração da simetria de Lorentz semelhante ao mostrado acima sobrevive a esse tipo
de quebra? Um dos principais objetivos da primeira parte deste trabalho é discutir essa
questão. Queremos estudar a estrutura UV de algumas teorias e quais as consequências
dessas modificações no fluxo do grupo de renormalização dos parâmetros envolvidos. Tra-
balhos nessa direção também foram apresentados em [34, 35].
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1.3 Transições de Fase Cont́ınuas

Conforme mencionamos na Introdução, vamos discutir um pouco sobre a anisotropia
entre o espaço e o tempo no contexto das transições de fases [14, 15, 16].

Quando um sistema passa por uma transição de fase, ele muda de propriedades f́ısicas,
ou seja, ele muda de ordem. Para caracterizar essa mudança, introduzimos uma grandeza,
chamada parâmetro de ordem, possuindo as seguintes propriedades: em uma das fases
é nulo (fase desordenada) e na outra fase é não nulo (fase ordenada). Estamos nos
restringindo a transições cont́ınuas (ou de segunda ordem). Assim, nas proximidades da
região cŕıtica, o parâmetro de ordem é pequeno, justificando o desenvolvimento da energia
livre como uma série de potências desse parâmetro de ordem, conhecida como expansão
de Landau-Ginzburg [36, 37].

Citamos aqui alguns exemplos t́ıpicos de transições de fase em sistemas f́ısicos e o
parâmetro de ordem correspondente. Numa transição para-ferromagnética, o parâmetro
de ordem é a magnetização. Para uma transição gás-ĺıquido, o parâmetro de ordem
adequado é a diferença entre os volumes espećıficos das fases coexistentes, vG − vL. Em
tais sistemas, encontrar um parâmetro de ordem adequado é fácil e até mesmo natural.
Entretanto, isso nem sempre é uma tarefa simples.

A expansão de Landau-Ginzburg mencionada anteriormente, fornece uma descrição
geral do comportamento cŕıtico, isto é, ela não descreve um sistema espećıfico. Mas, as
transições ocorrem em tantos sistemas diferentes, cada um com as suas particularidades
e suas caracteŕısticas microscópicas. Qual a razão para considerar uma teoria geral de
transições de fase? A resposta a essa pergunta nos leva ao conceito de universalidade, que
é a caracteŕıstica que faz o estudo dos fenômenos cŕıticos tão especial e fascinante.

Imediatamente nas vizinhanças da região cŕıtica, certas grandezas termodinâmicas,
como o calor espećıfico e a suscetibilidade, apresentam um comportamento peculiar, com
divergências que são governadas por um conjunto de expoentes cŕıticos. Nesse sentido,
os expoentes cŕıticos descrevem a natureza das singularidades e caracterizam a transição
de fase. Todas as transições que possuem o mesmo conjunto de expoentes, pertencem
à mesma classe de universalidade. O fato mais marcante é que as classes de universali-
dade são determinadas por poucos fatores, essencialmente a dimensão espacial do sistema
considerado e as simetrias envolvidas.

O que está por trás da universalidade é o fato que, na região cŕıtica, o comprimento
de correlação é a única escala de comprimento da teoria. Distante do ponto cŕıtico,
o comprimento de correlação é da ordem do espaçamento entre os śıtios da rede, no
caso de um sólido. Assim, as propriedades microscópicas são importantes e conduzem
a caracteŕısticas muito distintas entre diferentes materiais. Porém, nas proximidades do
ponto cŕıtico, o comprimento de correlação diverge (torna-se da ordem do tamanho do
sistema) e as caracteŕısticas microscópicas do sistema passam a ser irrelevantes.
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Nas proximidades do ponto cŕıtico, o comprimento de correlação ξ comporta-se como

ξ ∼ |t|−ν , (1.12)

em que ν é o expoente cŕıtico do comprimento de correlação e t é algum parâmetro
que mede a distância ao ponto cŕıtico. Por exemplo, numa transição que ocorre quando
o sistema passa por uma temperatura cŕıtica Tc, ele é usualmente escolhido como t ≡
(T − Tc)/Tc. Em adição às correlações espaciais, o sistema exibe correlações temporais.
A escala de tempo t́ıpica que as flutuações levam para decair é definida pelo tempo de
correlação τc, caracterizado pelo seguinte comportamento:

τc ∼ |t|−zν ∼ ξz, (1.13)

sendo z o expoente cŕıtico dinâmico. Esse expoente determina a anisotropia entre o espaço
e o tempo, no sentido descrito acima.

O expoente cŕıtico dinâmico é inerente ao estudo de transições de fase em sistemas
quânticos. No caso de um sistema clássico, a função de partição se fatora,

Z = ZCinéticaZPotencial. (1.14)

Em outras palavras, a estática e a dinâmica se desacoplam. Assim, podemos estudar
o comportamente cŕıtico com parâmetros de ordem independentes do tempo, mas com
uma dependência espacial. Para uma hamiltoniana quântica, o desacoplamento acima
não ocorre e nos obriga a considerar modelos com parâmetros de ordem dependentes do
tempo também.

É nesse contexto que passamos a estudar o ponto de Lifshitz. Um ponto de Lifshitz em
um diagrama de fases é definido como o ponto de encontro entre uma fase desordenada,
uma fase uniforme e uma fase modulada. Esse tipo de estrutura ocorre em diversos
sistemas magnéticos, cristais ĺıquidos, poĺımeros entre outros. Na discussão que segue
usaremos a linguagem de sistemas magnéticos, baseada em modelos tipo Ising.

Diagramas exibindo essa estrutura de fases decorrem de sistemas envolvendo interações
competitivas, favorecendo diferentes ordenamentos. Como um protótipo, consideraremos
um modelo tipo ANNNI generalizado (do inglês, axial-next-nearest-neighbor Ising) sobre
uma rede quadrada bidimensional com espaçamento a, com interações ferromagnéticas
entre primeiros vizinhos, anti-ferromagnéticas entre segundos vizinhos e uma interação
indefinida a priori entre vizinhos diagonais. Além disso, por uma questão de conveniência,
vamos supor que as variáveis de spin em cada śıtio sejam cont́ınuas1 e que haja competição
em todas as direções. A hamiltoniana é dada por

H = −J1
∑

<r,r′>

SrSr′ − J2
∑

≪r,r′≫
SrSr′ − J3

∑

≺r,r′≻
SrSr′, (1.15)

1Variáveis tipo as do modelo esférico. Discutiremos em detalhes esse modelo na parte final deste
trabalho.
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com J1 > 0 favorecendo o ordenamento ferromagnético, J2 < 0 o anti-ferromagnético e
J3 sem sinal definido a priori. Os śımbolos <> e ≪≫ indicam soma sobre primeiros
e segundos vizinhos, respectivamente, enquanto ≺≻ significa soma entre vizinhos nas
diagonais. A ilustração geométrica dessa situação é mostrada na figura 1.4. O caso
ANNNI usual corresponde a J3 = 0.

J1

J3

J2

Figura 1.4: Interações competitivas na rede quadrada.

Para quantizar o modelo, precisamos atribuir uma dinâmica, o que pode ser feito por
meio da adição de um termo cinético. A lagrangiana correspondente pode ser escrita como

L =
1

2

∑

r

(
dSr

dt

)2

+ J1
∑

<r,r′>

SrSr′ + J2
∑

≪r,r′≫
SrSr′ + J3

∑

≺r,r′≻
SrSr′. (1.16)

A partir dessa expressão podemos construir a teoria quântica por meio da integração
funcional, por exemplo. Esse procedimento de quantização de modelos estat́ısticos será
discutido em detalhe nos últimos caṕıtulos, no estudo de transições de fase quânticas.

Para entender qualitativamente a conexão entre (1.16) e os modelos de teoria de cam-
pos estudados em grande parte deste trabalho, e além disso o efeito das interações entre
vizinhos no modelo correspondente, vamos estudar o limite cont́ınuo da rede a→ 0. Lem-
bre que, nas proximidades do ponto cŕıtico o comprimento de correlação diverge ξ ≫ a.
Em primeiro lugar é conveniente escrever a lagrangiana acima explicitando as interações
da seguinte forma

L =
1

2

∑

x,y

(
dSx,y
dt

)2

+ J1
∑

x,y

(Sx+a,ySx,y + Sx,y+aSx,y) + J2
∑

x,y

(Sx+2a,ySx,y + Sx,y+2aSx,y)

+ J3
∑

x,y

(Sx+a,y+aSx,y + Sx+a,ySx,y+a). (1.17)

Observe que no limite do cont́ınuo a interação entre primeiros vizinhos Sx+a,ySx,y pode
ser identificada com uma derivada

(
∂Sx,y
∂x

)2

∼
(
Sx+a,y − Sx,y

a

)2

. (1.18)
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Assim, o termo cruzado correspondente à interação entre primeiros vizinhos é escrito como

Sx+a,ySx,y ∼ S2
x,y −

1

2
a2
(
∂Sx,y
∂x

)2

, (1.19)

levando em conta a somatória sobre x e y. Nas deduções seguintes isso também está
subentendido. A expressão para Sx,y+aSx,y é semelhante. A interação entre segundos
vizinhos Sx+2a,ySx,y pode ser identificada a partir da derivada segunda

(
∂2Sx,y
∂x2

)2

∼
(
Sx+2a,y − 2Sx+a,y + Sx,y

a2

)2

, (1.20)

de modo que

Sx+2a,ySx,y ∼ S2
x,y − 2a2

(
∂Sx,y
∂x

)2

+
1

2
a4
(
∂2Sx,y
∂x2

)2

, (1.21)

com uma expressão análoga para Sx,y+2aSx,y. Por fim, as interações diagonais são escritas
a partir de termos contendo derivadas mistas

Sx+a,y+aSx,y + Sx+a,ySx,y+a ∼ −6S2
x,y + a2

(
∂Sx,y
∂x

)2

+ a2
(
∂Sx,y
∂y

)2

+
1

2
a4
(
∂2Sx,y
∂x∂y

)2

.

(1.22)
Reunindo todas as contribuições, a lagrangiana (1.17) torna-se

L =

∫
d2r

{
1

2

(
∂S

∂t

)2

+ 2(J1 + J2 − 3J3)S
2 − 1

2
a2(J1 + 4J2 − 2J3)(∇S)2

+
1

2
a4J2

[(
∂2S

∂x2

)2

+

(
∂2S

∂y2

)2

+
J3
J2

(
∂2S

∂x∂y

)2
]}

, (1.23)

em que estamos omitindo a dependência espaço-temporal da variável S(x, y, t). O ponto
de Lifshitz é caracterizado pelo anulamento do termo (∇S)2, o que ocorre quando J1 +
4J2 − 2J3 = 0 (No caso usual com J3 = 0 o ponto de Lifishitz se reduz a J1 + 4J2 = 0
[38]). Na teoria quantizada dizemos que esse é um ponto de Lifshitz quântico! A sua
caracteŕıstica especial é que o sistema exibe um escalonamento anisotrópico entre espaço
e tempo, com um expoente cŕıtico dinâmico z = 2. Por outro lado, quando J2 = 0 e
J3 = 0, a lagrangiana exibe a simetria relativ́ıstica, correspondendo a z = 1. Da discussão
acima fica claro que a inclusão de interações entre vizinhos mais distantes é equivalente
a considerar termos com derivadas espaciais de ordens mais altas, podendo dar origem a
valores arbitrários de z.

Para as propostas da teoria de campos, buscamos uma lagrangiana com invariância
rotacional (espacial), o que requer que a última linha de (1.23) seja reconhecida como
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(∇2S)2. Isso é obtido com a escolha J3 = 2J2 e fazendo integrações por partes no termo
com as derivadas mistas,

L =

∫
d2r

[
1

2

(
∂S

∂t

)2

+ 2(J1 − 5J2)S
2 − 1

2
a2J1(∇S)2 +

1

2
a4J2(∇2S)2

]
. (1.24)

A lagrangiana (1.24) tem exatamente a forma de uma teoria escalar livre com a inclusão
de um termo envolvendo derivadas espaciais de ordem superior. Nesse sentido, podemos
tentar generalizar essa estrutura para teorias com campos de diferentes carateres como
espinores, campos de calibre e gravitacionais.

1.4 Construção de Modelos

1.4.1 Campos Escalares e Espinorias

Não há uma maneira uńıvoca para a construção de teorias exibindo anisotropia entre
espaço e tempo. Por exemplo, para um campo escalar, a modificação da parte livre mais
geral envolve todas as potências do laplaciano entre 1 e z:

L0 =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ+

1

2
ϕ(α2

1∆− α2
2∆

2 + · · ·+ α2
z∆

z)ϕ− m2

2
ϕ2. (1.25)

No estudo sobre a possibilidade de restauração da simetria de Lorentz é necessário con-
siderar os termos de ordem inferior a z, principalmente o termo usual (z = 1), pois
essencialmente, devemos comparar a relevância desses operadores em diferentes regimes
de energia. Mais do que isso, eles podem ser necessários para garantir a renormalizabili-
dade da teoria. Por outro lado, a presença dos termos de ordem inferior traz dificuldades
técnicas praticamente intranspońıveis na análise de diagramas envolvendo mais que um
laço.

Além dos tipos de termos a serem considerados, temos ainda uma ambiguidade na
questão dos sinais que acompanham cada termo. Esses sinais serão escolhidos de modo
que a relação de dispersão seja uma expressão positiva definida,

E2 = α2
1p

2 + α2
2(p

2)2 + · · ·+ α2
z(p

2)z +m2. (1.26)

Para teorias envolvendo campos fermiônicos a construção é semelhante e requer apenas
um cuidado especial para garantir que a lagrangiana seja hermitiana,

L0 = ψ̄iγ0∂0ψ + ψ̄[α1iγ
i∂i + α2(iγ

i∂i)
2 + · · ·+ αz(iγ

i∂i)
z −M ]ψ. (1.27)

Existe ainda outra possibilidade de construir operadores com altas derivadas espaciais, a
saber,

γi(−∆)
z−1
2 ∂i. (1.28)
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Observe que termos com essa estrutura trazem dificuldades quando z é par, conduzindo
a um operador não-local na parte cinética. Por esse motivo, descartaremos termos desse
tipo em nossos estudos, os quais serão restritos ao caso z = 2. Quando z é um número
ı́mpar, (1.28) se reduz ao tipo de termos presentes em (1.27).

Podemos tentar um racioćınio análogo sobre a relação de dispersão para decidir os
sinais. Por simplicidade, vamos nos concentrar diretamente no caso z = 2. Sendo assim,
a posição do pólo do propagador associado à lagrangiana (1.27) fornece

E2 = α1p
2 + (α2p

2 +M)2. (1.29)

Essa análise não é suficiente para fixar os sinais. Qualquer que seja o sinal do termo com
derivada superior α2, a relação de dispersão será positiva definida. Nesse caso não temos
uma escolha preferencial e, então, podemos considerar o sinal positivo, tal como escrito
acima.

Esse tipo de construção não afeta a estrutura de interação da teoria (a estrutura
topológica dos diagramas). Ela modifica apenas as partes livres, que são relevantes para
a contagem de potências e, consequentemente, para o grau de divergência superficial.
Os propagadores têm um melhor comportamento ultravioleta e de uma forma geral há
uma melhoria nas propriedades de convergência das funções de Green, favorecendo a
renormalização. Entretanto, no caso de teorias com simetria de calibre esse efeito não
é tão evidente, pois a introdução da anisotropia dá origem a novos termos de interação.
Reservamos a seção seguinte para discutir um pouco melhor essa questão.

Para concluir, mencionamos que quando temos uma teoria envolvendo diferentes cam-
pos (sejam de mesmo caráter ou não) interagindo é desejável que o grau de anisotropia
seja o mesmo. Em outras palavras, os propagadores são modificados com derivadas da
mesma ordem para todos os campos, correspondendo ao mesmo grau z. Essa homogenei-
dade conduz a uma contagem de potências anisotrópica muito natural, em que é posśıvel
discutir de maneira geral as propriedades de renormalização. Isso também será estudado
em detalhe.

1.4.2 Teorias de Calibre

Em constraste com a discussão precedente, a construção de teorias de calibre com
anisotropia acaba afetando a parte de interação. Isso decorre do requisito da simetria de
calibre no acoplamento com campos de matéria. Sabemos que um produto arbitrário de
derivadas covariantes tem a lei de transformação desejada, isto é,

(DµDν · · ·DρΦ)
′ = eiqΛ(x)DµDν · · ·DρΦ, (1.30)

em que Φ designa genericamente um campo (escalar ou espinorial) cuja transformação
é da forma Φ′ = eiqΛ(x)Φ, e a derivada covariante é definida da maneira usual, Dµ ≡
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∂µ − iqAµ. Assim, para introduzir a anisotropia sem prejudicar a simetria de calibre,
os termos adicionais envolverão derivadas covariantes de ordem superior e isso introduz
novos termos de interação, podendo modificar drasticamente as propriedades da teoria.

Para ilustrar esse fato, consideremos a eletrodinâmica com z = 2 [35],

L =
1

2
F0iF0i−

σ2
1

4
FijFij−

σ2
2

4
Fij∆Fij+ ψ̄iγ

0D0ψ+ ψ̄(α1iγ
iDi+α2(iγ

iDi)
2−M)ψ. (1.31)

De passagem, observe que o grau de anisotropia é uniforme entre o campos espinorial e
de calibre, conforme mencionado anteriormente. Além da interação usual,

Lint = qψ̄γ0ψA0 − α1qψ̄γ
iψAi, (1.32)

teremos novos tipos de termos, tais como

Lint = −α2q
2ψ̄ψAiAi − iα2qψ̄γ

iγjψ∂iA
j + · · · , (1.33)

representados graficamente na figura 1.5. Assim, no cálculo da função de três pontos

Figura 1.5: Vértices de Interação.

〈ψ̄ψAµ〉, por exemplo, teremos dois diagramas da mesma ordem contribuindo, mostrados
na figura 1.6. Além do diagrama usual, o primeiro diagrama da figura 1.6, temos a

+

Figura 1.6: Diagramas que contribuem para a função βq.

contribuição adicional do segundo diagrama. Uma vez que esses diagramas contribuem
para a função βq, não é claro a priori se isso afetará ou não a estabilidade da teoria no
ultravioleta e no infravermelho. Teorias não-abelianas também já foram consideradas na
literatura [39], mas não as discutiremos aqui.
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1.4.3 Gravitação

Um dos casos de maior interesse para aplicar as idéias descritas anteriormente trata-
se da gravitação [13]. Em particular, há uma forma especialmente adequada para a
implementação da anisotropia. De fato, o formalismo ADM [40, 41], que essencialmente
refere-se à decomposição 3+1 do espaço-tempo em espaço e tempo, é muito conveniente.

A ação ADM é constrúıda a partir da foliação do espaço-tempo M em superf́ıcies de
Cauchy, Σt, parametrizadas por uma função global (tempo) t, ou seja, cada superf́ıcie Σt
corresponde a um t fixo. A métrica do espaço-tempo, gab, induz uma métrica espacial hab
(métrica tri-dimensional Riemanniana) sobre cada Σt de acordo com

hab = gab + nanb, (1.34)

em que na é um vetor unitário tipo tempo2 (nana = −1) normal à superf́ıcie Σt. Note
que nahab = 0, tal que hab pode ser interpretado como uma projeção sobre Σt.

Seja ta um campo vetorial sobre M , satisfazendo a condição ta∇at = 1. ∇a é o
operador derivativo compat́ıvel com gab, ∇agbc = 0. Podemos decompor ta nas partes
normal e tangencial, definindo assim a função lapso, N , e o vetor shift, Na, em relação a
ta:

N ≡ −tana (1.35)

e
Na ≡ habt

b. (1.36)

A figura 1.7 ilustra essa situação. Outro objeto fundamental nessa construção é a curva-

Σt

Nn
a

t
a

Na

Σt+∆t

Figura 1.7: Definição da função lapso, N , e do vetor shift Na.

tura extŕınseca Kab, definida por

Kab ≡ ha
c∇cnb = ha

chb
d∇cnd =

1

2
£nhab, (1.37)

em que £n é a derivada de Lie e está relacionada com a derivada temporal, de modo que

Kab =
1

2N
(ḣ−DaNb −DbNa). (1.38)

2Nesta seção estamos usando a métrica com assinatura (−1, 1, 1, 1), usual na relatividade geral.
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Da é o operador derivativo compat́ıvel com hab, Dahbc = 0. A partir desses ingredien-
tes é posśıvel relacionar as quantidades do espaço-tempo (quadridimensionais) com as
quantidades tridimensionais sobre Σt. Em particular, o escalar de Ricci pode ser escrito
como

R = (3)R−K2 +KabK
ab, (1.39)

em que K ≡ Ka
a. A observação importante é que há uma separação entre as derivadas

temporais e espaciais. De fato, as derivadas temporais estão presentes apenas na curva-
tura extŕınseca Kab, ao passo que o escalar de curvatura (3)R envolve apenas derivadas
espaciais. Outra expressão útil na construção da ação é a relação entre os determinantes
das métricas

√−g = N
√
h. Dessa forma, a ação de Einstein-Hilbert, escrita de acordo

com a decomposição 3+1, torna-se

S =

∫
d3xdtN

√
h[(3)R−K2 +KabK

ab]. (1.40)

Conforme mencionamos, essa forma é especialmente adequada para a implementação da
anisotropia entre o espaço e tempo. A anisotropia pode ser introduzida de uma maneira
muito natural simplesmente adicionando-se termos com potências maiores de (3)R, (3)Rab

e (3)Rabcd:

S =

∫
d3xdtN

√
h[KabK

ab − σK2 + α1
(3)R + α2

(3)R2 + α3
(3)Rab

(3)Rab + · · · ], (1.41)

de acordo com o grau de anisotropia que desejamos considerar [13].
Após essa discussão da implementação da anisotropia em modelos com diversos tipos

de campos, passaremos a estudar as propriedades de renormalização de forma um pouco
mais aprofundada, culminando com uma análise do grupo de renormalização em modelos
espećıficos. Esse programa será iniciado no caṕıtulo seguinte, a partir do estudo de campos
escalares e continuará no terceiro caṕıtulo com um estudo do modelo de Yukawa.
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Caṕıtulo 2

Grupo de Renormalização - Teorias

Escalares

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar alguns aspectos técnicos inerentes ao proce-
dimento de renormalização em teorias com anisotropia, por meio do estudo de modelos
envolvendo apenas campos escalares. Tais aspectos são necessários para determinar o
comportamento dos parâmetros efetivos da teoria, o que é obtido via grupo de renorma-
lização [42].

2.1 Teoria Livre

Em teorias com derivadas espaciais de ordem superior, as dimensões das coordenadas
temporal e espacial são adequadamente definidas como

Dim[x0] ≡ z e Dim[xi] ≡ 1. (2.1)

Esse tipo de anisotropia conduz a uma contagem de potências muito natural, que permite
determinar o grau de divergência superficial e, portanto, discutir de maneira sistemática
a renormalizabilidade da teoria.

Retomando a discussão inicial do primeiro caṕıtulo, a parte livre da lagrangiana de
uma teoria escalar possui a estrutura

L0 =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ+

1

2
ϕ(α2

1∆− α2
2∆

2 + · · ·+ α2
z∆

z)ϕ− m2

2
ϕ2, (2.2)

em que ∆ ≡ ∇2 é o laplaciano em d dimensões espaciais. O propagador correspondente é

∆(k) =
i

k20 − α2
1k

2 + · · ·+ (−1)zα2
z(k

2)z −m2 + iǫ
. (2.3)
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Os termos relevantes para a contagem de potências da teoria são: o da derivada temporal,
que conduz ao fator k20 e o da derivada espacial de ordem mais alta, conduzindo ao fator
(k2)z. De acordo com (2.1), esses dois fatores escalam com a potência 2z.

De uma maneira um pouco superficial e imprecisa, a idéia da restauração da simetria
de Lorentz está relacionada ao fato que propagador acima exibe dois comportamentos
distintos, conforme a faixa de valores do momento (por simplicidade, vamos assumir que
apenas α1 e αz são diferentes de zero). Primeiro, para valores pequenos do momento,

i

k20 − α2
1k

2 − α2
z(k

2)z −m2 + iǫ
∼ i

k20 − α2
1k

2 −m2 + iǫ
, k2 → 0. (2.4)

Nesse limite, o propagador tem um comportamento relativ́ıstico. Segundo, para valores
grandes do momento,

i

k20 − α2
1k

2 − α2
z(k

2)z −m2 + iǫ
∼ i

k20 − α2
z(k

2)z −m2 + iǫ
, k2 → ∞ (2.5)

e o comportameto ultravioleta é melhorado.
Uma questão que surge é o que acontece numa teoria em interação, em que a estrutura

perturbativa envolve integrais correndo sobre todos os valores dos momentos. A simetria
de Lorentz poderia emergir num limite de baixas energias? A resposta a essa pergunta é
delicada e envolve diversos aspectos que serão discutidos ao longo deste caṕıtulo.

Isso pode fornecer um mecanismo interessante para transformar teorias relativ́ısticas
não-renormalizáveis em teorias renormalizáveis sem a simetria de Lorentz, que pode emer-
gir num limite de baixas energias. Para investigar esse mecanismo de um modo mais
preciso é imprescind́ıvel realizar um estudo sobre o grupo de renormalização. Essencial-
mente, devemos analisar os parâmetros efetivos da teoria e verificar se há um processo
natural nesse sentido.

2.2 Renormalização

A primeira etapa da renormalização trata-se da contagem de potências. De fato,
para ter controle sobre o comportamento ultravioleta, precisamos determinar o grau de
divergência superficial da teoria. Essa é uma tarefa simples. O que deve ser notado é que
a dimensão do espaço de fase é efetivamente d + z e cada propagador escala com uma
potência 2z do momento no denominador. Então, dado um diagrama arbitrário G, com
L loops e n linhas internas, temos

d(G) = L(d+ z)− n(2z), (2.6)

numa teoria sem acoplamento derivativo. Usando a relação de Euler, L = n − V + 1,
sendo V o número de vértices, e a relação topológica, 2n + N =

∑
νa, em que N é o
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número de linhas externas e νa é o número de linhas unindo-se no vértice a, obtemos

d(G) = (d+ z)−
(
d− z

2

)
N −

∑

a

[
(d+ z)−

(
d− z

2

)
νa

]
. (2.7)

Observe que as dimensões do campo escalar e do vértice são respectivamente

Dim[ϕ] =
d− z

2
(2.8)

e

Dim[Va] =

(
d− z

2

)
νa. (2.9)

Assim, podemos classificar os vértices em: super-renormalizáveis, se Dim[Va] < d + z;
renormalizáveis, se Dim[Va] = d + z; e não-renormalizáveis, se Dim[Va] > d + z. É claro
que a contagem de potências acima pode ser generalizada sem dificuldades para incluir
acoplamentos derivativos e campos fermiônicos. Faremos isso a medida que for necessário,
no caṕıtulo seguinte. Para uma interação do tipo

Lint = − λ

P !
ϕP , (2.10)

com P > 2, a dimensão da constante de acoplamento será

Dim[λ] =
z(P + 2)− d(P − 2)

2
. (2.11)

Teorias renormalizáveis requerem uma constante de acoplamento λ adimensional, ou seja,
Dim[λ] = 0 (Dim[Va] = d+ z).

Agora, seguem alguns comentários sobre o esquema de renormalização empregado.
Dado um diagrama G primitivamente divergente, ou seja, sem subdiagramas divergentes,
ele pode ser feito finito se o seu integrando I(G) for substitúıdo por

R(G) = (1− td(G))IG = IG −
[
d(G)
z

]∑

s=0

ps0
s!

∂s

∂ps0

d(G)−sz∑

n=0

pi1 . . . pin
n!

∂

∂pi1
. . .

∂

∂pin
IG, (2.12)

em que [x] é o maior inteiro menor ou igual a x. O momento p0 designa simbolicamente
um conjunto de momentos externos, dependendo do número de linhas externas do dia-
grama em questão. Todas as derivadas são calculadas com momento externo igual a zero.
Nos cálculos de um laço envolvidos neste trabalho, aplicaremos o resultado acima apenas
para evidenciar os pólos dos diagramas regularizados dimensionalmente. Uma observação
relevante é que essa é uma regularização dimensional modificada, envolvendo apenas o
número de dimensões espaciais d. Nossa prescrição de renormalização, consiste em remo-
ver as partes de pólo, o qual é usualmente chamado esquema de subtração minimal MS.
Em geral, as funções beta dependem das constantes de acoplamento bem como do ponto
de renormalização µ, por meio da razão µ/m. Entretanto, no esquema de subtração mini-
mal de pólos, elas não dependem de µ e, por questões dimensionais, não podem depender
da massa m.
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2.3 O modelo ϕ3 e Liberdade Assintótica

O modelo ϕ3 é especial por diversos motivos. Ele é o modelo mais simples exibindo
propriedades não trivias caracteŕısticas do procedimento de renormalização. A estrutura
topólogica dos diagramas em ordens mais baixas restringe-se a diagramas de um laço.
Para análise do grupo de renormalização é sufuciente determinar as partes divergentes
(partes de pólos). Como ficará claro mais adiante, devido as potências diferentes das
componentes do momento no propagador na situação anisotrópica, o cálculo da parte
divergente dos diagramas torna-se uma tarefa complicada para gráficos de um laço e traz
dificuldades praticamente intranspońıveis para gráficos com mais de um laço, exceto em
situações muito especiais.

No caso usual isotrópico, o modelo ϕ3 é renormalizável em seis dimensões espaço-
temporais. Além disso, ele compartilha com as teorias de calibre não-abelianas a proprie-
dade ı́mpar de liberdade assintótica no ultravioleta. Realmente, a função beta correspon-
dente é dada por [43]

βλ = − 3

4(4π)3
λ3, (2.13)

mostrando que a constante de acoplamento efetiva decresce com o aumento da energia.
Assim, na situação anisotrópica, será posśıvel investigar se essa propriedade é de fato
inalterada, e qual o efeito disso sobre os parâmetros efetivos da teoria.

A lagrangiana, para o caso z = 2, é dada por

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ− b2

2
∂iϕ∂iϕ− α2

2
ϕ∆2ϕ− m2

2
ϕ2 − λ

3!
ϕ3. (2.14)

A teoria torna-se renormalizável em d = 10 dimensões espaciais, com o grau de divergência

d(G) = 12− 4N. (2.15)

Então, as funções de vértice divergentes são aquelas com: N = 1, 2, 3 linhas externas.
Para N = 1 (d(G) = 8), supomos que há um termo linear em ϕ adicionado à lagrangiana
cujo coeficiente é ajustado de modo a cancelar todos os tadpoles. As demais funções têm
a divergência superficial d(G) = 4 para N = 2 e d(G) = 0 para N = 3. Os diagramas
correspondentes, até a ordem de um laço, são mostrados nas figuras 2.1 e 2.2.

2.4 Parte Divergente das Funções de Vértice

No estudo do grupo de renormalização precisamos extrair as partes divergentes das
funções de vértice. Discutiremos agora um procedimento para este fim. A forma geral
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p

k + p

−k

Figura 2.1: Função de dois pontos.

p1

p2

Figura 2.2: Função de três pontos.

das integrais envolvidas é

I(x, y) ≡
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
|k|x

[k20 − b2k2 −m2 − α2(k2)2 + iǫ]y
, (2.16)

em que d, x e y são tais que a integral é no máximo quarticamente divergente. Usando a
parametrização de Schwinger generalizada,

iy

(A+ iǫ)y
=

1

Γ(y)

∫ ∞

0

dγγy−1eiγ(A+iǫ), (2.17)

podemos escrever I(x, y) como

I(x, y) ≡ 1

iyΓ(y)

∫ ∞

0

dγγy−1eiγ(−m
2+iǫ)

∫
dk0
2π

eiγk
2
0

∫
ddk

(2π)d
|k|xeiγ[−b2k2−α2(k2)2]. (2.18)

A integral em k0 é trivial, ∫
dk0
2π

eiγk
2
0 =

1

2π

(
π

−iγ

) 1
2

, (2.19)

enquanto que a integral na parte espacial necessita de um pouco mais de trabalho. Em-
pregando coordenadas esféricas,

II ≡ Ωd
(2π)d

∫ ∞

0

d|k||k|x+d−1eiγ[−b
2k2−α2(k2)2], (2.20)
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com o ângulo sólido em d dimensões Ωd ≡ 2π
d
2/Γ(d/2), o resultado pode ser escrito em

termos da função hipergeométrica confluente 1F1

II =
Ωd

(2π)d
1

4α2
(iα2γ)−

(d+x)
4

[
α2 Γ

(
d+ x

4

)
1F1

(
d+ x

4
,
1

2
,
ib4γ

4α2

)

− b2(iα2γ)
1
2Γ

(
d+ x+ 2

4

)
1F1

(
d+ x+ 2

4
,
3

2
,
ib4γ

4α2

)]
. (2.21)

A parte divergente da integração em γ está localizada no limite inferior (γ → 0), tal que
podemos considerar apenas os termos dominantes em 1F1:

1F1

(
d+ x

4
,
1

2
,
ib4γ

4α2

)
= 1 +

ib4(d+ x)γ

8α2
+O(γ2) (2.22)

e

1F1

(
d+ x+ 2

4
,
3

2
,
ib4γ

4α2

)
= 1 +O(γ). (2.23)

Note que, na última expansão, podemos considerar apenas o primeiro termo, por causa do
fator γ

1
2 multiplicando-a em (2.21). Todas as potências de γ maiores que as consideradas

produzem termos finitos. Dessa forma, substituindo (2.19) e (2.21) em (2.18) levando em
conta as expansões acima, ficamos com

I(x, y) =
π

1
2

8π

Ωd
(2π)d

α− (d+x+4)
2

iyΓ(y)

[
α2 Γ

(
d+ x

4

)

×
∫ ∞

0

dγ

(
1 +

ib4(d+ x)γ

8α2

)
γy−1

(
1

−iγ

) 1
2

(iγ)−
(d+x)

4 eiγ(−m
2+iǫ)

− b2αΓ

(
d+ x+ 2

4

)∫ ∞

0

dγγy−1

(
1

−iγ

) 1
2

(iγ)−
(d+x−2)

4 eiγ(−m
2+iǫ)

]

+ termos finitos

=
π

1
2

8π

Ωd
(2π)d

α− (d+x+4)
2

iyΓ(y)

{
α2 Γ

(
d+ x

4

)

×
[
(−1)

2−d−x
8 (im2)

2+d+x−4y
4 Γ

(−2 − d− x+ 4y

4

)

+
ib4(d+ x)

8α2
(−1)

2−d−x
8 (im2)

−2+d+x−4y
4 Γ

(
2− d− x+ 4y

4

)]

− ib2αΓ

(
d+ x+ 2

4

)
(−1)

−(d+x)
8 (im2)

d+x−4y
4 Γ

(−d− x+ 4y

4

)}

+ termos finitos

≡ f(d)g(x, y) + termos finitos, (2.24)
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em que definimos uma parte multiplicativa independente de x e y,

f(d) ≡ π
1
2

8π

Ωd
(2π)d

(2.25)

e outra dependente como g(x, y) contendo os demais fatores. Com o resultado acima,
estamos prontos para determinar as partes divergentes das funções de vértice relevantes.

2.5 Função de 2 pontos

Iniciaremos nosso estudo considerando a função de vértice de dois pontos até a ordem
de um laço. A expressão completa do diagrama 2.1 é

λ2

2

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

k2 − α2(k2)2 −m2 + iǫ

1

(k + p)2 − α2[(k+ p)2]2 −m2 + iǫ
, (2.26)

em que k2 ≡ k20 − b2k2. Seja I(p, k) o integrando dessa expressão. De acordo com (2.12),
as partes divergentes podem ser encontradas a partir da aplicação do operador de Taylor
t4 sobre I(p, k):

t4I(p, k) = I(0, k) +
pipj
2!

∂2I(p, k)

∂pi∂pj

∣∣∣
p=0

+
p0p0
2!

∂2I(p, k)

∂p0∂p0

∣∣∣
p=0

+
pipjpkpl

4!

∂4I(p, k)

∂pi∂pj∂pk∂pl

∣∣∣
p=0

. (2.27)

Observe que as derivadas atuam apenas sobre o segundo propagador, dependente do
momento externo. Devido à extensão, vamos calcular cada um dos termos acima separa-
damente. É conveniente introduzir alguns tensores completamente simétricos que serão
úteis em nossos cálculos:

T
(0)
ijkl ≡ δijδkl + δikδjl + δjkδil, (2.28)

T
(2)
ijkl(k) ≡ δijklkk + δikklkj + δjlkkki + δjkklki + δilkkkj + δlkkikj (2.29)

e
T

(4)
ijkl(k) ≡ kikjkkkl. (2.30)

Os ı́ndices superiores indicam a potência do momento.
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Derivadas em relação a pipjpkpl

Vamos iniciar com o termo de quatro derivadas em (2.27). É conveniente definir o
coeficiente

Dijkl ≡
∂4I(p)

∂pi∂pj∂pk∂pl

∣∣∣
p=0

. (2.31)

A aplicação de todas derivadas fornece

Dijkl =

(
2h2

[den]4
+

8α2

[den]3

)
T

(0)
ijkl +

(
6h3

[den]5
+

48α2h

[den]4

)
T

(2)
ijkl(k)

+

(
24h4

[den]6
+

288α2h2

[den]5
+

384α4

[den]4

)
T

(4)
ijkl(k), (2.32)

em que den ≡ k2−α2(k2)2−m2 + iǫ and h ≡ 2(b2+2α2k2). Agora, considerando apenas
os termos divergentes, segue que,

Dijkl =

(
32α4(k2)2

[den]4
+

8α2

[den]3

)
T

(0)
ijkl +

(
384α6(k2)3

[den]5
+

192α4k2

[den]4

)
T

(2)
ijkl(k)

+

(
6144α8(k2)4

[den]6
+

4608α6(k2)2

[den]5
+

384α4

[den]4

)
T

(4)
ijkl(k) + termos finitos. (2.33)

Tomando vantagem da simetria rotacional, podemos fazer as seguintes mudanças

T
(2)
ijkl(k) →

2k2

d
T

(0)
ijkl (2.34)

e

T
(4)
ijkl(k) →

(k2)2

d(d+ 2)
T

(0)
ijkl. (2.35)

Com isso, (2.33) torna-se

Dijkl =

(
32α4(k2)2

[den]4
+

8α2

[den]3
+

768α6(k2)4

d[den]5
+

384α4(k2)2

d[den]4
+

6144α8(k2)6

d(d+ 2)[den]6

+
4608α6(k2)4

d(d+ 2)[den]5
+

384α4(k2)2

d(d+ 2)[den]4

)
T

(0)
ijkl + termos finitos.

(2.36)

Para obter o resultado final, devemos calcular a integral sobre os momentos,

λ2

2

pipjpkpl
4!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
Dijkl. (2.37)
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Usando o resultado (2.24), obtemos

λ2

2

pipjpkpl
4!

f(d)

(
32α4g(4, 4) + 8α2g(0, 3) +

768α6g(8, 5)

d

+
384α4g(4, 4)

d
+

6144α8g(12, 6)

d(d+ 2)
+

4608α6g(8, 5)

d(d+ 2)

+
384α4g(4, 4)

d(d+ 2)

)
T

(0)
ijkl(k) + termos finitos. (2.38)

O cálculo do reśıduo em d = 10, fornece

− i
11

3932160π5

λ2

α3

1

d− 10
(p2)2. (2.39)

Derivadas em relação a p0p0

O termo de duas derivadas resulta em

∂2I(p)

∂p0∂p0

∣∣∣
p=0

=
−2

[den]3
+

8k20
[den]4

, (2.40)

que pode ser escrito como

∂2I(p)

∂p0∂p0

∣∣∣
p=0

=
6

[den]3
+

8α2(k2)2

[den]4
+ termos finitos . (2.41)

Agora, podemos usar (2.24). A expressão completa será

λ2

4
p20f(d)

[
6g(0, 3) + 8α2g(4, 4)

]
+ termos finitos. (2.42)

Dáı, obtemos a parte divergente

− i
1

393216π5

λ2

α5

1

d− 10
p20. (2.43)

Derivadas em relação a pipj

Aplicando as duas derivadas, segue que

∂2I(p)

∂pi∂pj

∣∣∣
p=0

=

(
32bα2(k2)2

d[den]4
+

32α4(k2)3

d[den]4
+

2b2

[den]3
+

4α2k2

[den]3
+

8α2k2

d[den]3

)
δij

+ termos finitos. (2.44)
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A expressão completa é

λ2

4
p2f(d)

[
32b2α2

d
g(4, 4) +

32α4

d
g(6, 4) + 2b2g(0, 3) + 4α2g(2, 3) +

8α2

d
g(2, 3)

]

+ termos finitos. (2.45)

A parte divergente obtida é

− i
5

393216π5

b2λ2

α5

1

d− 10
p2. (2.46)

Termo sem derivadas

Esse é o último termo do operador de Taylor (2.27) que necessitamos avaliar. A
expressão é

λ2

2

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

[k2 −m2 − α2(k2)2 + iǫ]2
. (2.47)

De acordo com (2.24), temos
λ2

2
f(d)g(0, 2), (2.48)

com a parte divergente

i
1

262144π5

λ2

α7

1

d− 10
(−5b4 + 4α2m2). (2.49)

2.6 Função de 3 pontos

Passemos a considerar a função de vértice de 3 pontos até um laço, mostrada na figura
2.2. O grau de divergência superficial é d(G) = 0, ou seja, logaritmicamente divergente.
A expressão correspondente ao diagrama é

λ3
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

k2 − α2(k2)2 −m2 + iǫ

1

(k + p1)2 − α2[(k+ p1)2]2 −m2 + iǫ

× 1

(p2 − k)2 − α2[(p2 − k)2]2 −m2 + iǫ
. (2.50)

Seja J(p1, p2, k) o integrando acima. O operador de Taylor é simplesmente

t0J(p1, p2, k) = J(0, 0, k). (2.51)
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Então, precisamos avaliar apenas J(0, 0, k):

λ3
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

[k2 − α2(k2)2 −m2 + iǫ]3
. (2.52)

De acordo com (2.24), temos
λ3f(d)g(0, 3), (2.53)

cuja parte divergente resulta em

i
1

65536π5

λ3

α5

1

d− 10
. (2.54)

2.7 Equação do Grupo de Renormalização

Seguindo o procedimento básico da renormalização [44, 45], interpretamos a lagrangi-
ana inicial como a lagrangiana não-renormalizada, a qual, após uma reparametrização
adequada, produz resultados finitos para as funções de vértice. Os parâmetros não-
renormalizados serão especificados pela letra n e a lagrangiana não-renormalizada é

L =
1

2
∂0ϕn∂0ϕn −

b2n
2
∂iϕn∂iϕn −

α2
n

2
ϕn∆

2ϕn −
m2
n

2
ϕ2
n −

λn
3!
ϕ3
n. (2.55)

As quantidades renormalizadas e não-renormalizadas são relacionadas por meio das repa-
rametrizações

ϕn = Z
1
2
ϕϕ, m

2
n = m2 + δm2, b2n =

Zb
Zϕ

b2, α2
n =

Zα
Zϕ

α2 and λn =
Zλ

Z
3
2
ϕ

λ. (2.56)

As quantidades Zϕ, Zb, Zα, Zλ e δm2 são escolhidas de modo a cancelar os termos diver-
gentes das funções de Green de 2 e 3 pontos. Em termos das quantidades renormalizadas,
a lagragiana torna-se

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ− b2

2
∂iϕ∂iϕ− α2

2
ϕ∆2ϕ− m2

2
ϕ2 +

1

2
(Zϕ − 1)(∂0ϕ∂0ϕ−m2ϕ2)

− b2

2
(Zb − 1)∂iϕ∂iϕ− δm2Zϕ

2
ϕ2 − α2

2
(Zα − 1)ϕ∆2ϕ− λZλ

3!
ϕ3. (2.57)

O propagador renormalizado é

∆(p) =
i

p20 − b2p2 − α2(p2)2 −m2 + iǫ
(2.58)

e as regras de Feynman para os vértices são

Vértice bilinear = i(Zϕ−1)(p20−m2)− ib2(Zb−1)p2− iδm2Zϕ− i(Zα−1)α2(p2)2 (2.59)
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e
Vértice trilinear = −iλZλ. (2.60)

Precisamos encontrar a relação entre os propagadores renormalizado e não-renormalizado.
Usando as regras de Feynman acima, obtemos facilmente

∆ = Z−1
ϕ ∆n. (2.61)

Agora, podemos obter uma relação semelhante para as funções de vértice. A função de
vértice de N pontos renormalizada é definida como

(2π)d+1δ(p1 + p2 + · · ·+ pN)Γ
(N)(p1, · · · , pN)

≡
N∏

i=1

∆−1(pi)

∫
dDx1 · · · dDxN 〈0|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xN)|0〉propei

∑N
j=1 pjxj , (2.62)

em que prop significa a função de Green própria, incluindo apenas diagramas 1PI1. Por
outro lado, a função não-renormalizada é

(2π)d+1δ(p1 + p2 + · · ·+ pN)Γ
(N)
n (p1, · · · , pN)

≡
N∏

i=1

∆−1
n (pi)

∫
dDx1 · · · dDxN〈0|Tϕn(x1) · · ·ϕn(xN )|0〉propei

∑N
j=1 pjxj

= (2π)d+1δ(p1 + p2 + · · ·+ pN)Z
−N

2
ϕ Γ(N)(p1, · · · , pN). (2.63)

Naturalmente, a função de vértice renormalizada dependerá de alguma escala de momento
µ introduzida no processo de renormalização. É conveniente explicitar a dependência dos
parâmetros nas funções de vértice, ou seja, Γ

(N)
n (p,m2

n, b
2
n, α

2
n, λn) e Γ

(N)(p,m2, b2, α2, λ, µ),
sendo que estamos representando todos os momentos externos compactamente por p.
Dessa forma,

0 = µ
d

dµ
Γ(N)
n (p,m2

n, b
2
n, α

2
n, λn), (2.64)

a qual, de acordo com (2.63), conduz à equação do grupo de renormalização de t’Hooft-
Weinberg

[
µ
∂

∂µ
+ δ

∂

∂m2
+ βb2

∂

∂b2
+ βα2

∂

∂α2
+ βλ

∂

∂λ
−Nγ

]
Γ(N)(p,m2, b, α, λ, µ) = 0, (2.65)

sendo que definimos,

δ ≡ µ
∂m2

∂µ
, βb2 ≡ µ

∂b2

∂µ
, βα2 ≡ µ

∂α2

∂µ
, βλ ≡ µ

∂λ

∂µ
(2.66)

e

γ ≡ µ

2

1

Zϕ

∂Zϕ
∂µ

=
µ

2

∂

∂µ
lnZϕ. (2.67)

1Diagramas 1PI são aqueles que não podem ser separados em duas partes cortando-se apenas uma
linha interna.

38



Grupo de Renormalização - Teorias Escalares 39

2.8 Funções do Grupo de Renormalização

No contexto da regularização dimensional, o parâmetro dimensional µ é introduzido de
modo que a constante de acoplamento mantenha-se adimensional mesmo quando estamos
numa dimensão arbitrária, isto é, fora da dimensão f́ısica d = 10. Isso pode ser obtido
por meio de

λ→ λµ
ǫ
2 , (2.68)

em que ǫ ≡ 10− d. Então, o termo de interação cúbico da lagrangiana torna-se

Lint = − λ

3!
µ
ǫ
2ϕ3. (2.69)

2.8.1 Função de 2 pontos

Inicialmente, vamos nos concentrar na função de 2 pontos. Podemos escrever,

Γ(2) = i[p20 − b2p2 − α2(p2)2 −m2 + Σ], (2.70)

em que Σ representa a correção do diagrama de um laço mostrado na figura 2.1 e possui
a estrutura

Σ = −λ2µǫ(Parte finita1 + Pólo1). (2.71)

Note que, µǫ = eǫ lnµ = 1 + ǫ lnµ+O(ǫ2). Assim, obtemos

Σ = −λ2(Parte finita1 − lnµReśıduo1 + Pólo1). (2.72)

É importante observar a mudança de sinal na multiplicação ǫ lnµPólo1 = − lnµReśıduo1,
pois o pólo é caracterizado pelo fator (d− 10)−1. A função de vértice renormalizada pode
ser pensada como resultante de (2.70), depois da aplicação do operador de subtração de
pólos, ou seja,

Γ(2) = i[p20 − b2p2 − α2(p2)2 −m2 − λ2(Parte finita1 − lnµReśıduo1)]. (2.73)

A estrutura geral do reśıduo é

Reśıduo1 = a1 + a2p
2
0 + a3p

2 + a4(p
2)2. (2.74)

Os fatores ai, podem ser lidos diretamente das equações (2.39), (2.43), (2.46), (2.49),
fornecendo,

a1 =
1

262144π5

5b4 − 4α2m2

α7
, a2 =

1

393216π5

1

α5
, (2.75)

a3 =
5

393216π5

b2

α5
, a4 =

11

3932160π5

1

α3
. (2.76)
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Agora, devemos substituir (2.73) na equação do grupo de renormalização (2.65),

λ2Reśıduo1 + δ

[
−1− λ2

(
∂

∂m2
Parte finita1 − a1 lnµ

)]

+ βb2

[
−p2 − λ2

(
∂

∂b2
Parte finita1 − lnµ

∂

∂b2
Reśıduo1

)]

+ βα2

[
−(p2)2 − λ2

(
∂

∂α2
Parte finita1 − lnµ

∂

∂α2
Reśıduo1

)]

+ βλ[−2λ(Parte finita1 − lnµReśıduo1)]

− 2γ[p20 − b2p2 − α2(p2)2 −m2 − λ2(Parte finita1 − lnµReśıduo1)] = 0. (2.77)

Essa equação, juntamente com a equação correspondente vinda da função de 3 pontos,
que será considerada na sequência, podem ser resolvidas perturbativamente como faremos
em breve.

2.8.2 Função de 3 pontos

Uma análise semelhante a anterior, conduz à função de 3 pontos renormalizada. Um
ponto que merece destaque refere-se ao fator µ

ǫ
2 que devemos extrair para manter inalte-

rada a dimensão da função de 3 pontos,

Γ(3) = µ
ǫ
2 [−iλ + iλ3µǫ(Parte finita2 + Pólo2)]. (2.78)

Portanto, a função renormalizada será,

Γ(3) = −iλ+ iλ3 (Parte finita2 − lnµReśıduo2) . (2.79)

Esse reśıduo tem a estrutura simples

Reśıduo2 = b1, (2.80)

em que b1 pode ser lido em (2.54),

b1 =
1

65536π5

1

α5
. (2.81)

Substituindo (2.79) em (2.65), obtemos

−λ3Reśıduo2 + λ3δ

(
∂

∂m2
Parte finita2 − lnµ

∂

∂m2
Reśıduo2

)

+ λ3βb2

(
∂

∂b2
Parte finita2 − lnµ

∂

∂b2
Reśıduo2

)

+ λ3βα2

(
∂

∂α2
Parte finita2 − lnµ

∂

∂α2
Reśıduo2

)

+ βλ
[
−1 + 3λ2 (Parte finita2 − lnµReśıduo2)

]

− 3γ
[
−λ+ λ3 (Parte finita2 − lnµReśıduo2)

]
= 0. (2.82)
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2.9 Solução Perturbativa

Vamos estudar a solução perturbativa das equações acima. A idéia básica é desenvol-
ver todas as funções em séries de potências da constante de acoplamento λ. A utilização
do esquema de subtração minimal dos pólos garante que tais funções não dependam expli-
citamente de razões de massas (µ/m), dependendo apenas da constante de acoplamento:

δ = δ(1) + δ(2) + δ(3) + · · · , (2.83)

βb2 = β
(1)
b2 + β

(2)
b2 + β

(3)
b2 + · · · , (2.84)

βα2 = β
(1)
α2 + β

(2)
α2 + β

(3)
α2 + · · · , (2.85)

βλ = β
(1)
λ + β

(2)
λ + β

(3)
λ + · · · (2.86)

e
γ = γ(1) + γ(2) + γ(3) + · · · , (2.87)

em que o ı́ndice superior designa a ordem correspondente na constante de acoplamento.
Levando essas expansões em (2.77) and (2.82), obtemos até a primeira ordem na constante
de acoplamento,

δ(1) = β
(1)
b2 = β

(1)
α2 = β

(1)
λ = γ(1) = 0, (2.88)

como esperado. As relações de segunda ordem são

λ2a1 − δ(2) + 2γ(2)m2 = 0, (2.89)

λ2a2 − 2γ(2) = 0, (2.90)

λ2a3 − βb2 + 2b2γ(2) = 0, (2.91)

λ2a4 − β
(2)

α2 + 2α2γ(2) = 0 (2.92)

e
β
(2)
λ = 0. (2.93)

A equação de terceira ordem é

− b1λ
3 − β

(3)
λ + 3γ(2)λ = 0. (2.94)

As demais funções são nulas nessa ordem,

δ(3) = β
(3)
b2 = β

(3)
α2 = γ(3) = 0. (2.95)

Com essas relações, estamos prontos para analisar o fluxo do grupo de renormalização. A
função γ(2) é dada diretamente por (2.90):

γ(2) =
a2
2
λ2 =

1

786432π5

λ2

α5
. (2.96)
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Dáı, podemos obter as outras funções,

δ(2) = (a1 +m2a2)λ
2 =

(5b4 − 10
3
m2α2)

262144π5

λ2

α7
, (2.97)

β
(2)

b2 = (a3 + b2a2)λ
2 =

b2

65536π5

λ2

α5
, (2.98)

β
(2)
α2 = (a2α

2 + a4)λ
2 =

7

1310720π5

λ2

α3
(2.99)

e

β
(3)
λ =

(
3

2
a2 − b1

)
λ3 = − 3

262144π5

λ3

α5
. (2.100)

Esses resultados também foram obtidos em [34]. A função β
(3)
λ mostra que a teoria é

assintoticamente livre, tal como no caso usual (compare com (2.13)). Portanto, a liber-
dade assintótica da teoria não é afetada pela introdução da anisotropia para esse modelo
simples. Além disso, (2.97) define uma relação cŕıtica entre os parâmetros

b4c =
2

3
m2
cα

2
c (2.101)

e, dependendo se b4 > 2
3
m2α2 ou b4 < 2

3
m2α2, a massa efetiva muda seu comportamento

mediante o fluxo do grupo de renormalização.
Antes de prosseguir com a solução das equações, devemos fazer alguns comentários

sobre a possibilidade da restauração da simetria de Lorentz. Considerando inicialmente
a teoria livre, a invariância de Lorentz requer α = 0. Por outro lado, ao introduzir a
interação, as funções de Green tornam-se divergentes e a renormalizabilidade depende de
α ser diferente de zero, ou seja, na dimensão considerada, d = 10, o modelo é renorma-
lizável apenas se o termo com derivadas de ordem superior estiver presente. Como reflexo
disso, note que as equações acima divergem quando α = 0. Portanto, devemos falar da
simetria de Lorentz em um sentido aproximado. Dado um conjunto de valores iniciais
dos parâmetros da teoria, esperamos que o fluxo do grupo de renormalização conduza
os parâmetros a certas configurações em baixas energias tal que o termo de quebra seja
pequeno e o sistema exiba um comportamento relativ́ıstico efetivo.

Apesar de não ser posśıvel fazer α = 0 quando há interação, isto é, quando λ 6= 0,
podeŕıamos ter uma situação interessante tomando os limites α → 0 e λ → 0 simultane-
amente, mas com uma razão apropriada entre esses parâmetros mantida fixa. Isso define
um parâmetro adequado para se fazer a teoria de perturbação, sendo dado por

λ2eff ≡
λ2

α5
, (2.102)

que desempenha o papel de uma constante de acoplamento efetiva. Essa razão é definida
a partir da observação que as equações (2.98), (2.99) e (2.100) são todas da forma

β(P) = (· · · )(P)λ2eff , (2.103)
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sendo que (· · · ) representa fatores numéricos e (P) = b2, α2 ou λ. Como α e λ têm
comportamentos opostos mediante o fluxo do grupo de renormalização, certamente essa
relação não se manterá estável. Para ver isso precisamente, devemos investigar as soluções
das equações (2.99) e (2.100).

Vamos resolver o conjunto de equações diferenciais acopladas para obter os parâmetros
efetivos. Inicialmente, vamos nos concentrar em (2.99) e (2.100). Introduzindo uma escala
logaritmica, t ≡ lnµ/µ0, em que µ0 é a escala de energia em que os parâmetros efetivos
tornam-se iguais aos originais, temos

∂α2

∂t
=

7

1310720π5

λ
2

α3 (2.104)

e
∂λ

∂t
= − 3

262144π5

λ
3

α5 , (2.105)

sob as condições iniciais α(0) = α e λ(0) = λ. Note que, podemos escrever (2.104) como

2

5

∂α5

∂t
=

7

1310720π5
λ
2
. (2.106)

Assim, substituindo (2.105) no lado esquerdo dessa equação, obtemos uma equação dife-
rencial de segunda ordem não-linear, evolvendo apenas λ(t),

λ
∂2λ

∂t2
=

25

6

(
∂λ

∂t

)2

. (2.107)

A solução geral é

λ(t) =
c2

(19t+ 6c1)
6
19

, (2.108)

em que c1 e c2 são constantes a serem determinadas. Com essa solução, podemos facil-
mente obter α(t) a partir de (2.106),

α5(t) =
c22

524288π5
(19t+ 6c1)

7
19 . (2.109)

Aplicando as condições iniciais, α(0) = α e λ(0) = λ, temos

c1 =
262144π5

3

α5

λ2
(2.110)

e
c2 = 64π

30
19α

30
19λ

7
19 . (2.111)

Substituindo as soluções (2.108) e (2.109) em (2.98), obtemos o parâmetro efetivo b̄(t),

b
2
(t) =

b2

(6c1)
8
19

(19t+ 6c1)
8
19 , (2.112)
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sendo que, levamos em conta a condição inicial b(0) = b.
A partir das soluções acima, vemos que existe um valor cŕıtico de t, tIR, tal que, para

valores de t menores que tIR, os parâmetros da teoria tornam-se complexos e a mesma
não faz mais sentido. Na verdade, mesmo antes de atingir esse valor cŕıtico, a constante
de acoplamento cresce, de modo que a própria teoria de perturbação não se justifica. Esse
valor cŕıtico fornece um limite infravermelho e é dado por

tIR = −524288π5

19

α5

λ2
. (2.113)

Assim, quando t→ tIR, temos α → 0, g → ∞ e b → 0.
Por fim, usando as soluções (2.108) e (2.109), podemos determinar λeff (t) de acordo

com (2.102):

λ
2

eff (t) =
λ2eff

1 + 19
524288π5λ

2
eff t

, (2.114)

mostrando que a razão λ2/α5 não é estável no infravermelho, divergindo no ponto tIR.
Como uma lição geral, podemos dizer que devido à liberdade assintótica da teoria, não

podemos alcançar um limite de energia tão baixo quanto desejamos, pois a própria teoria
de perturbação deixa de fazer sentido. Isso impõe um grande obstáculo para os nossos
propósitos de estudar os limites de baixas energias. Esperamos que, qualitativamente, esse
tipo de comportamento seja compartilhado com outras teorias de maior interesse, como o
caso de Yang-Mills e o modelo sigma não-linear, que também são assintoticamente livres.
De qualquer forma, o estudo de modelos estáveis no infravermelho pode proporcionar uma
situação mais favorável.

2.10 Modelo ϕ4

De acordo com a discussão anterior, teorias fracamente acopladas no infravermelho
são mais apropriadas para o tipo de análise que desejamos realizar, pois podemos aces-
sar limites de baixas energias dentro do esquema perturbativo. Vamos considerar um
modelo escalar com interação ϕ4 que no caso usual não é assintoticamente livre, com a
correspondente função beta

βλ =
3

16π2
λ2. (2.115)

A lagrangiana para o caso anisotrópico com z = 2 é dada por

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ− b2

2
∂iϕ∂iϕ− α2

2
ϕ∆2ϕ− m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4. (2.116)

Esse modelo também é de grande relevância na matéria condensada, constituindo um
protótipo usado para a descrição geral de transições de fase de acordo com a expansão de
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Landau, para teorias exibindo um ponto de Lifshitz [17]. A teoria é renormalizável em
d = 6 dimensões espaciais, com grau de divergência superficial

d(G) = 8− 2N. (2.117)

As funções de vértice divegentes são aquelas com N = 2 e N = 4, com divergência
superficial d(G) = 4 e d(G) = 0, respectivamente. Os diagramas relevantes são mostrados
nas figuras 2.3, 2.4 e 2.5. A expressão associada ao diagrama da figura 2.3 é

p

k

Figura 2.3: Função de 2 pontos da ordem λ.

λ

2

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

k20 − b2k2 − α2(k2)2 −m2 + iǫ
. (2.118)

Em prinćıpio, devemos aplicar um operador de Taylor de quarta ordem, t4, para revelar os
termos de pólo. Entretanto, como o diagrama não depende do momento externo, apenas
o termo sem derivadas sobrevive. Podemos usar (2.16) e (2.24) para identificar

λ

2
f(d)g(x, y). (2.119)

O cálculo da parte divergente fornece

− i
(−3b4 + 4α2m2)

2048π3

λ

α5

1

d− 6
. (2.120)

Vemos dáı que esse gráfico é responsável por uma correção apenas para o termo de massa.
Para obter correções para os termos cinéticos, devemos considerar o gráfico da ordem
seguinte, correspondente ao diagrama de dois laços da figura 2.4. Esse diagrama propor-
cionará correções para os parâmetros de maior interesse, b and α. No entanto, a extração
de sua parte divergente não é uma tarefa simples e parece ser posśıvel apenas em casos
especiais, conforme discutiremos. Pelo menos, é posśıvel determinar a função beta associ-
ada à constante de acomplamento λ. Para isso, devemos considerar a função de 4 pontos.
Como a divergência é logaritmica, para extrair sua parte divergente basta calcular o di-
agrama com os momentos externos iguais a zero. Levando em conta a contribuição dos
três canais de Mandelstam, temos

3λ2

2

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

[k20 − b2k2 − α2(k2)2 −m2 + iǫ]2
. (2.121)
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p

p− k − q

k

q

Figura 2.4: Função de 2 pontos da ordem λ2.

k + p

−k

Figura 2.5: Função de 4 pontos.

Novamente, podemos identificar essa expressão com (2.16) e (2.24),

3λ2

2
f(d)g(0, 2), (2.122)

tal que a parte divergente resulta em

− i
3

512π3

λ2

α3

1

d− 6
. (2.123)

Agora, procedemos com o estudo do grupo de renormalização.

2.10.1 Grupo de Renormalização

A análise do grupo de renormalização é completamente semelhante a do modelo ϕ3

e por isso a apresentaremos de uma maneira sucinta. Primeiramente, o parâmetro µ é
introduzido da maneira usual,

λ→ µǫλ, (2.124)

em que agora ǫ = 6− d. A função de vértice de 2 pontos renormalizada é

Γ(2) = i
[
p20 − b2p2 − α2(p2)2 −m2 − λ (Parte finita1 − lnµReśıduo1)

]
. (2.125)

Relembre que estamos levando em conta apenas a contribuição de primeira ordem na
constante de acoplamento, correspondente ao diagrama 2.3. O reśıduo é uma constante
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em relação ao momento, ou seja, tem a estrutura Reśıduo1 = a1, e a1 pode ser lida
diretamente de (2.120):

a1 = −i(−3b4 + 4α2m2)

2048π3

1

α5
. (2.126)

Para a função de 4 pontos renormalizada, temos

Γ(4) = −iλ− λ2(Parte finita2 − lnµReśıduo2), (2.127)

com o reśıduo da forma, Reśıduo2 = c1, e c1 obtida de (2.123):

c1 = i
3

512π3

1

α3
. (2.128)

Substituindo as funções de vértice nas equações do grupo de renormalização correspon-
dentes e considerando expansões tais como em (2.83) até (2.87), obtemos

δ(1) = ia1λ =
(−3b4 + 4α2m2)

2048π3

λ

α5
(2.129)

e a função beta

β
(2)
λ = −ic1λ2 =

3

512π3

λ2

α3
. (2.130)

Assim como no modelo ϕ3, a equação de evolução da massa (2.129) define uma relação
cŕıtica b4c = 4

3
m2
cα

2
c . A equação (2.130), por sua vez, mostra que a teoria é estável no

infravermelho, o que é desejável para nossas propostas. Entretanto, não temos informações
sobre os fluxos de b ou α. Nesse caso, é instrutivo considerar alguma situação especial,
em que seja posśıvel prosseguir com análise de pelo menos algum deles.

2.10.2 Teoria com Invariância de Escala Clássica

Quando os parâmetros dimensionais são tomados iguais a zero, no nosso caso, b e
m, a teoria torna-se invariante classicamente por transformações de escala anisotrópica
x0 → lzx0 e xi → lxi. Quanticamente, essa simetria é quebrada devido a uma anomalia
na corrente de dilatação, refletindo a necessidade da introdução de um parâmetro dimen-
sional no processo de renormalização. Voltaremos a esse ponto no caṕıtulo 4, em que
discutiremos a construção de correntes quânticas e, em particular, a corrente associada
às transformações de escala. No presente caso com b = 0 e m = 0 é posśıvel determinar
a parte divergente do diagrama de dois laços (figura 2.4) e consequentemente analisar o
fluxo do parâmetro α. A lagrangiana torna-se

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ− α2

2
ϕ∆2ϕ− λ

4!
ϕ4, (2.131)
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com o propagador

∆(k) =
i

k20 − α2(k2)2 + iǫ
. (2.132)

Vamos nos concentrar no diagrama de dois laços da figura 2.4. A expressão correspondente
envolve uma integração sobre dois momentos internos, dada por

iλ2

3!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
dq0
2π

ddq

(2π)d
1

k20 − α2(k2)2
1

q20 − α2(q2)2
1

(p0 − k0 − q0)2 − α2((p− k− q)2)2
.

(2.133)
Por simplicidade estamos omitindo a prescrição iǫ. Esse tipo de integral foi estudada
em detalhes no contexto da matéria condensada na referência [46]. De acordo com os
resultados lá apresentados, a parte divergente é

− iλ2

288

π2

α4

[
1

α2

(
1 + 3 ln

3

4

)
p20 +

7

72
(p2)2

]
1

d− 6
. (2.134)

Por razões dimensionais, o diagrama da figura 2.3 não tem contribuição divergente, o que
pode ser visto também a partir de (2.120). Por outro lado, a parte divergente da função
de 4 pontos, correspondente ao diagrama 2.5, não é alterada quando tomamos b = m = 0
(veja (2.123)).

Depois da análise do grupo de renormalização, obtemos

β
(2)
α2 =

π2

144

(
79

72
+ 3 ln

3

4

)
λ2

α4
≈ 0, 23

π2

144

λ2

α4
, (2.135)

mostrando que α(t) cresce no ultravioleta. A função beta é aquela dada em (2.130);

β
(2)
λ =

3

512π3

λ2

α3
. (2.136)

Quanto à solução dessas equações, há uma configuração particular dos valores iniciais dos
parâmetros α e λ, tal que o sistema de equações diferenciais exibe uma solução anaĺıtica
simples. De fato, definindo as constantes A ≡ π2

144

(
79
72

+ 3 ln 3
4

)
e B ≡ 3

512π3 , obtemos a
partir (2.135) e (2.136), a seguinte equação para a constante de acoplamento efetiva

3A

2B2

(
∂λ

∂t

)3

− 2λ

(
∂λ

∂t

)2

+ λ
2
(
∂2λ

∂t2

)
= 0, (2.137)

a qual admite a solução

λ(t) = λ(0)e
3A
2B2 t. (2.138)

Assim, de (2.135), obtemos

α(t) =

[
9A2

4B2
λ
2
(0)(e

3A
B2 t − 1) + α6(0)

] 1
6

. (2.139)
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Mas essa apenas será solução do sistema sob a condição α6(0) ≡ 9A2

4B2λ
2
(0), conduzindo a

α(t) =

(
9A2

4B2
λ
2
(0)

)1
6

e
A

2B2 t. (2.140)

Esse resultado mostra que o parâmetro de quebra da simetria de Lorentz α, assim como a
constante de acoplamento tendem para zero quando t→ −∞, na região do infravermelho.
Por análise dimensional, vemos que essas soluções não seriam modificadas mesmo na
presença dos parâmetros b e m, tal como na lagrangiana (2.116). De forma heuŕıstica,
podemos obter então uma situação em que a simetria de Lorentz se manifeste num limite
de energia suficientemente baixo. Para concretizar essa possibilidade, devemos considerar
a constante de acoplamente efetiva, que nesse case é definida como

λeff ≡
λ

α3
. (2.141)

Assim, podemos determinar λeff(t) por meio das soluções (2.138) e (2.140), cujo resultado
é

λeff(t) = 0, 0078493, (2.142)

independente da escala t! Isso é muito interessante, pois significa que podemos tomar
α e λ indo para zero, mantendo fixa a razão (2.141), e essa razão permanecerá fixa
qualquer que seja a escala. Logo, esse é um parâmetro muito adequado para se fazer a
teoria de perturbação. Como esse resultado não seria modificado mesmo na presença dos
parâmetros dimensionais b e m, conclúımos que a ação efetiva de baixas energias para o
modelo anisotrópico (2.116) deve ter a forma

S ∼
∫

IR

dx0d6x

(
1

2
∂0ϕ∂0ϕ−

b2eff
2
∂iϕ∂iϕ−

m2
eff

2
ϕ2 − λeff

4!
ϕ4

)
, (2.143)

em que beff e meff designam valores de baixas energias dos parâmetros b e m. O subscrito
IR significa que a integração deve ser restrita à região de baixas energias, ou seja, acima
de uma determinada escala de comprimento l : |x| > l . Com um reescalonamento da
coordenada espacial podemos eliminar beff e obtemos então temos uma teoria com a
invariância de Lorentz!
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Caṕıtulo 3

Grupo de Renormalização - Modelo

de Yukawa

A construção de teorias com mais de um campo interagindo envolve um número maior
de parâmetros e isso torna o estudo sobre a possibilidade de restauração da simetria de
Lorentz mais complicado. Neste caṕıtulo, discutimos a questão da anisotropia no contexto
de teorias envolvendo campos fermiônicos e bosônicos e prosseguimos na investigação do
grupo de renormalização considerando o modelo de Yukawa com z = 2 [42].

3.1 Considerações Gerais e Contagem de Potências

Antes de partir propriamente para o estudo do modelo de Yukawa, vamos retomar à
discussão feita no primeiro caṕıtulo e elaborar um pouco mais. A forma geral da parte
livre de um campo espinorial com grau de anisotropia z é

L0 = ψ̄iγ0∂0ψ + ψ̄(α1iγ
i∂i + α2(iγ

i∂i)
2 + · · ·+ αz(iγ

i∂i)
z −M)ψ, (3.1)

sendo ψ um espinor de Dirac, com ψ̄ ≡ ψ†γ0, e as matrizes γµ satisfazendo a álgebra:

{γµ, γν} = 2gµν . (3.2)

O propagador correspondente à lagrangiana (3.1) é dado por

S(k) =
i

γ0k0 − α1γ · k+ · · ·+ αz(−γ · k)z −M
, (3.3)

em que γ · k ≡ γiki. Como já discutimos, os termos relevantes para a contagem de
potências da teoria são o da derivada temporal e o da derivada espacial de ordem mais
alta.
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Podemos facilmente generalizar a expressão (2.7) para incluir campos fermiônicos.
Dado um diagrama arbitrário G, com L laços, nB linhas internas bosônicas e nF linhas
internas fermiônicas, o grau de divergêncial superficial de G é

d(G) = (d+ z)L− 2znB − znF . (3.4)

Note que o grau de anisotropia z deve ser o mesmo para os campos escalar e espinorial.
Agora, usando a relação de Euler, L = nB+nF −V +1, em que V é o número de vértices,
e as identidades topológicas

2nB +NB =
∑

a

νBa e 2nF +NF =
∑

a

νFa , (3.5)

em que νBa e νFa são os números de linhas bosônicas e fermiônicas juntando-se no vértice
a, e NB e NF são linhas externas bosônicas e fermiônicas, obtemos

d(G) = d+ z − Dim[ϕ]NB − Dim[ψ]NF −
∑

a

(
d+ z −Dim[ϕ]νBa − Dim[ψ]νFa

)
, (3.6)

com as dimensões dos campos dadas por

Dim[ϕ] =
d− z

2
e Dim[ψ] =

d

2
. (3.7)

3.2 Modelo de Yukawa

Vamos discutir um modelo envolvendo campos escalar e espinorial com uma interação
tipo Yukawa,

Lint ∼ ψ̄ψϕ. (3.8)

De acordo com a contagem de potências acima, considerando z = 2, o requerimento de
renormalizabilidade fixa a dimensão espacial em d = 6, ou, D = 6 + 1 dimensões do
espaço-tempo. As matrizes de Dirac da representação mı́nima são de ordem 23. Esse
é o procedimento usual para se construir representações em dimensões ı́mpares; usamos
as matrizes da dimensão par imediatamente anterior. De uma forma geral, a ordem da
matrizes é 2[

D
2
], em que [D/2] significa o maior inteiro menor ou igual a D/2.

Entretanto, não vamos usar a representação mı́nima das matrizes por dois motivos:
primeiro, em dimensões pares do espaço-tempo, é posśıvel construir a matriz de quirali-
dade Γ5, a qual será definida logo abaixo. A vantagem de se ter a matriz de quiralidade é
que podemos inclúı-la na interação, evitando a indução de contratermos tais como ϕ, ϕ3,
devido à paridade. O segundo motivo é que a dimensão efetiva do espaço-tempo é 6 + 2
(z = 2) e como vimos, essa é a dimensão relevante para o comportamento ultravioleta.

51



Grupo de Renormalização -Modelo de Yukawa 52

Em 8 dimensões espaço-temporais, temos 8 matrizes de Dirac, γµ8 , µ = 0, · · · , 7. A
matriz de quiralidade é constrúıda a partir do produto entre as matrizes de Dirac

Γ5
8 ≡ i

7∏

µ=0

γµ, (3.9)

tal que (Γ5
8)

2 = 1. Além disso, {Γ5
8, γ

µ
8 } = 0 e Trγµ8 γ

ν
8 = 2

d+2
2 gµν. Vamos usar essas

matrizes para construir as matrizes em 7 dimensões espaço-temporais. Escolhemos 7
entre as 8 matrizes acima e a matriz Γ5

7 pode ser escolhida como a matriz restante (a
menos de um fator de i) ou como a própria matriz Γ5

8. No que segue, omitiremos o ı́ndice
inferior que indica a dimensão do espaço-tempo. Dessa forma, a lagrangiana completa
com o acoplamento de Yukawa entre os campos escalar e espinorial e com z = 2 é

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ−

b2ϕ
2
∂iϕ∂iϕ− m2

2
ϕ2 −

α2
ϕ

2
ϕ∆2ϕ

+ ψ̄(iγ0∂0 + ibψγ
i∂i + αψ∆−M)ψ + igψ̄Γ5ψϕ− λ

4!
ϕ4. (3.10)

Note que (iγi∂i)
2 = ∇2 ≡ ∆. Vamos considerar os parâmetros α’s e b’s positivos. A

introdução da anisotropia com z = 2 quebra, além da simetria de Lorentz, a simetria por
transformações quirais globais ψ → eiθΓ

5
ψ e ψ̄ → ψ̄eiθΓ

5
, que também é quebrada pelo

termo de massa ψ̄ψ. A interação ϕ4 é necessária por uma questão de renormalizabilidade,
devido à divergência da função de quatro pontos do campo escalar.

Tomando z = 2 em (3.3) e renomeando os parâmetros, o propagador do campo
fermiônico se reduz a

S(k) =
i

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
. (3.11)

As regras de Feynman para os vértices são mostradas na figura 3.1. O grau de divergência

= −g Γ5 = −iλ

Figura 3.1: Vértices de Interação.

superficial é dado por
d(G) = 8− 2NB − 3NF (3.12)

e as funções de vértice divergentes são: 1. NB = 2 e NF = 0, com d(G) = 4; 2. NB = 4
e NF = 0, com d(G) = 0; 3. NB = 0 e NF = 2, com d(G) = 2; 4. NB = 1 e
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NF = 2, com d(G) = 0. Os diagramas correspondentes, relevantes para a nossa análise,
são mostrados nas figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5. Assim como nos modelos envolvendo apenas
campos escalares, a extração da parte divergente dos diagramas é um tanto elaborada. No
presente caso, temos a complicação adicional devido aos diferentes tipos de propagadores
em um mesmo diagrama. O procedimento geral é semelhante ao do caṕıtulo anterior e
está feito em detalhes no apêndice A. Na sequência, discutiremos as soluções das equações
governando a evolução dos parâmetro efetivos do grupo de renormalização.

Figura 3.2: Função de dois pontos do campo escalar.

Figura 3.3: Função de quatro pontos do campo escalar.

Figura 3.4: Função de dois pontos do campo espinorial.
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Figura 3.5: Função de três pontos.

3.3 Parâmetros Efetivos

Conforme mostrado no apêndice A, os resultados obtidos para os parâmetros efetivos
são,

βb2ϕ(g
2) =

1

32π3

(b2ϕ + 2αψM)

α3
ψ

g2, (3.13)

βα2
ϕ
(g2) =

1

384π3

(12α2
ϕ + 3α2

ψ)

α3
ψ

g2, (3.14)

βbψ(g
2) =

bψ
192π3

(αϕ + 2αψ)

αϕαψ(αϕ + αψ)2
g2, (3.15)

βαψ(g
2) =

1

192π3

αψ(3αϕ + 2αψ)

αϕ(αϕ + αψ)3
g2, (3.16)

βg(g
3) =

1

128π3

[
2α3

ϕ + 4α2
ϕαψ + 3αϕα

2
ψ + 2α3

ψ

α3
ψαϕ(αϕ + αψ)2

]
g3 (3.17)

e

βλ =
3

512π3

λ2

α3
ϕ

− 3

8π3

g4

α3
ψ

+
1

16π3

λg2

α3
ψ

. (3.18)

A primeira observação é que o acoplamento de Yukawa é estável no infravermelho, o que
pode ser visto em (3.17), possibilitando em prinćıpio acessar limites de baixas energias
suficientemente pequenos dentro da teoria de perturbação. Os parâmetros efetivos cor-
respondentes aos operadores com derivadas espaciais usuais (bϕ e bψ) e de ordem superior
(αϕ e αψ), crescem com a energia. Agora nos resta encontrar a solução das equações
acima para determinar o comportamento preciso dos parâmetros efetivos. Infelizmente,
tais equações não se apresentam numa forma simples o suficiente para permitir soluções
anaĺıticas. Isso realmente é uma caracteŕıstica muito desagradável! Sendo assim, temos
que partir para outra abordagem para tentar extrair alguma informação adicional.

Um procedimento natural que pode ser adotado, trata-se da identificação entre alguns
dos parâmetros. Isso é interessante pois essa possibilidade pode ser associada ao fato que
a simetria de Lorentz dá lugar a uma simetria anisotrópica devido à homogeneidade do
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grau de anisotropia, isto é, a deformação na lagrangiana livre dos dois campos é feita
com operadores possuindo o mesmo grau de anisotropia z = 2. A primeira tentativa de
identificação corresponde à αϕ ≡ αψ. Logo percebemos que essa idetificação não é posśıvel,
pois conduz a uma inconsistência; a identificação deve ser tal que as duas equações para
o parâmetro em questão se reduzam à mesma equação, no caso, βαϕ = βαψ , o que não
ocorre com (3.14) e (3.16). Podemos tentar, no entanto, uma forma mais fraca do tipo
αψ ≡ Nαϕ, em que N > 0 é um número a ser determinado tal que

βαϕ = βαψ . (3.19)

De acordo com (3.14) e (3.16), temos as duas equações diferenciais

∂αϕ
∂t

=
1

192π3
f(N)

g2

α2
ϕ

(3.20)

e
∂αϕ
∂t

=
1

192π3
l(N)

g2

α2
ϕ

, (3.21)

em que definimos as funções

f(N) ≡ 1

4

(12 +N2)

N3
(3.22)

e

l(N) ≡ 3 + 2N

(1 +N)3
. (3.23)

Isso mostra que não há nenhum valor de N real positivo tal que f(N) = l(N) e con-
sequentemente é imposśıvel que (3.19) seja satisfeita. Desse modo, aparentemente não
temos outra escolha a não ser recorrer aos métodos numéricos.

A solução numérica permite-nos determinar todos os parâmetros efetivos. Como a
equação (3.13) envolve a massa do campo fermiônico, necessitamos também da função do
grupo de renormalização correspondente:

δM(g2) =
[2αϕα

2
ψb

2
ϕ + α3

ψb
2
ϕ + α3

ϕb
2
ψ + 2α2

ϕαψ(b
2
ψ + 2αψM)]

256π3α3
ϕαψ(αϕ + αψ)2

g2. (3.24)

As equações que governam a evolução dos parâmetros efetivos de quebra de simetria da
Lorentz podem ser separados em duas partes. Na primeira, estão as equações para αϕ,
αψ e g, as quais não dependem dos demais parâmetros. No segundo conjunto, estão as
equações para os parâmetros bϕ e bψ, que necessitam das soluções da primeira parte para
serem determinados.

Antes de prosseguir, vamos ressaltar qual o significado da restauração da simetria
de Lorentz nesse modelo. Como já discutimos nos estudos dos modelos escalares, não
podemos tomar os parâmetros αϕ e αψ iguais a zero, pois obteŕıamos uma teoria não-
renormalizável. Nesse sentido, não podemos esperar uma simetria de Lorentz exata, a
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qual corresponderia αϕ = αψ = 0 e bϕ = bψ; esses nem mesmo são pontos especiais (por
exemplo, pontos fixos) das equações do grupo de renormalização. No entanto, podemos
considerar a possibilidade de uma simetria de Lorentz aproximada emergindo em algum
limite espećıfico de baixas energias, dependendo de um ajuste fino entre os parâmetros
envolvidos. De um modo mais preciso, podemos encontrar uma região onde os parâmetros
αϕ e αψ são suficientemente pequenos e, além disso, os parâmetros bϕ e bψ são tais que

bϕ ≈ bψ. É claro, essa não é a situação ideal mas poderia fornecer ao menos uma visão
positiva quanto a restauração da simetria de Lorentz em teorias anisotrópicas. Para dar
uma idéia melhor sobre essa possibilidade, part́ımos então para uma análise numérica,
como descrito na sequência.

Nosso resultados, obtidos com o aux́ılio do programa Mathematica, mostram que os
parâmetros fermiônicos variam muito mais lentamente que os bosônicos. Realmente, as
mudanças das tangentes às curvas de alguns desses parâmetro são bem pequenas produ-
zindo a impressão de que são linhas retas. Para valores grandes de momentos, a constante
de acoplamento g, αϕ e bϕ aumentam abruptamente para t ∼ 109, indicando a existência
de uma singularidade similar ao pólo de Landau encontrado em muitas teorias sem liber-
dade assintótica, veja as figuras 3.6, 3.7 e 3.8. Em contraste, αψ e bψ aumentam lentamente
como mostrado nas figuras 3.6 e 3.7. Para valores negativos de t, correspondendo à região
de momentos pequenos, a situação geral é que todos os parâmetros diminuem e, como
dito anteriormente, os parâmetros associados ao campo ψ variam mais lentamente que
os parâmetros associados ao campo ϕ (see Figs. 3.9 and 3.10). Os gráficos foram cons-
trúıdos tomando como condição inicial g(0) = 10−3 para a constante de acoplamento e
os demais parâmetros todos iguais a unidade. Variações dessas condições iniciais não al-
teram qualitativamente o comportamento dos parâmetros efetivos. Deve ser notado que
na região além do final das curvas os dados não são mais confiáveis pois o módulo de t
é muito grande, ao mesmo tempo que os parâmetros efetivos tornam-se muito pequenos,
possibilidando então grandes erros numéricos.

Portanto, dada uma região de baixas energias, para ter uma situação com a simetria
de Lorentz aproximada, deveŕıamos modificar as configurações inicias dos parâmetros αϕ
e αψ, tal que eles atinjam a faixa de valores desejados na região de energia especificada.
Por exemplo, como os α’s decrescem monotonicamente quando t diminui, isso pode ser
facilmente obtido escolhendo os valores iniciais de αϕ e αψ iguais ao máximo que eles
deveriam ter na região de interesse. Além disso, precisamos ajustar as configurações
iniciais de bϕ e bψ, tal que bϕ ≈ bψ na mesma região. Note que, esses dois requerimentos
podem ser satisfeitos simultaneamente devido ao desacoplamento das equações para α’s
e b’s. Como uma lição final, o estudo do modelo de Yukawa nos dá uma boa idéia que a
questão da restauração da simetria de Lorentz torna-se muito delicada e dependendo de
muitos ajustes entre os parâmetros no caso de teorias anisotrópicas envolvendo mais que
um tipo de campo. Essa situação fica mais complexa a medida que o número de campos
é aumentado.
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Figura 3.6: Comportamento ultravioleta dos parâmetros aϕ e aψ.
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Figura 3.7: Comportamento ultravioleta dos parâmetros bϕ e bψ.
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Figura 3.8: Comportamento geral da constante de acoplamento g. A singularidade na
região UV é similar a um pólo de Landau.
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Figura 3.9: Comportamento infravermelho dos parâmetros aϕ e aψ.
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Figura 3.10: Comportamento infravermelho dos parâmetros bϕ e bψ.
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Caṕıtulo 4

Identidades de Ward

Neste caṕıtulo, discutiremos brevemente alguns aspectos clássicos e quânticos de sime-
trias em teorias relativ́ısticas. A construção de correntes quânticas introduz divergências
adicionais que necessitam ser regularizadas, o que pode ser feito de uma maneira sis-
temática usando o método dos produtos normais. Em seguida, generalizaremos esse
método para teorias anisotrópicas e concluiremos com algumas aplicações [47].

4.1 Simetrias Clássicas

Uma maneira muito eficiente e elegante de se estudar um sistema f́ısico consiste na
análise das simetrias subjacentes. A existência de simetrias cont́ınuas implica na existência
de quantidades conservadas. Esse é o conteúdo do teorema de Noether, o qual passamos
a descrever.

Queremos construir a corrente de Noether associada a uma transformação cont́ınua
arbitrária do campo ϕ → ϕ + δϕ. Se essa transformação for uma simetria, a corrente
será conservada. Para isso, vamos considerar uma teoria com derivadas de ordem supe-
rior, que será útil também no estudo de teorias anisotrópicas. Para um campo escalar
real, vamos supor que a lagrangiana dependa do campo e de suas primeiras e segundas
derivadas1: L(ϕ, ∂µϕ, ∂µ∂νϕ). A discussão a seguir pode ser facilmente generalizada para
teorias com outros tipos de campos (espinoriais, de calibre, etc). A extremização da ação
correspondente conduz à equação de movimento

− ∂L
∂ϕ

+ ∂µ
∂L
∂∂µϕ

− ∂µ∂ν
∂L

∂∂µ∂νϕ
= 0. (4.1)

Sob uma variação cont́ınua do campo ϕ → ϕ + δϕ, a densidade de lagrangiana L muda

1A generalização para teorias com derivadas de ordens mais altas é feita no apêndice B.
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como

δL =
∂L
∂ϕ

+
∂L
∂∂µϕ

δ∂µϕ+
∂L

∂∂µ∂νϕ
δ∂µ∂νϕ. (4.2)

Usando a equação de movimento, a expressão acima pode ser escrita como

δL = ∂µ

[
∂L
∂∂µϕ

δϕ+
∂L

∂∂µ∂νϕ

↔
∂νδϕ

]
, (4.3)

em que A
↔
∂µB ≡ A∂µB − (∂µA)B. Por outro lado, no caso mais geral, a variação da

lagrangiana deve ter a forma δL = ∂µS
µ + O, em que O representa genericamente um

termo de quebra de simetria; se O = 0, a transformação é uma simetria da teoria. Desse
modo, podemos definir a corrente

Jµ ≡ ∂L
∂∂µϕ

δϕ+
∂L

∂∂µ∂νϕ

↔
∂νδϕ− Sµ, (4.4)

tal que
∂µJ

µ = O. (4.5)

Portanto, quando O = 0, teremos a carga conservada

Q ≡
∫
dD−1x J0(x). (4.6)

Uma questão muito natural e importante trata-se da análise das simetrias no caso quântico.
Em outras palavras, se as simetrias da teoria clássica sobrevivem ao processo de quan-
tização. Devido ao procedimento de renormalização isso não é claro e será discutido a
seguir.

4.2 Simetrias Quânticas

De uma maneira geral, na situação quântica, objetos clássicos são promovidos a ope-
radores e as equações clássicas passam a ser válidas como valores esperados:

Equação Clássica ⇒
〈
Equação Operatorial

〉
. (4.7)

Esse resultado é conhecido como teorema de Ehrenfest. No contexto da teoria quântica de
campos, os objetos básicos são as funções de Green, dadas pelo valor esperado no vácuo
de um produto de operadores de campo ordenados temporalmente:

〈0|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xN )|0〉. (4.8)
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Uma simetria da teoria quântica deve ser refletida na invariância das funções de Green:

0 = δ〈0|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xN )|0〉 =
∑

j

〈0|Tϕ(x1) · · · δϕ(xj) · · ·ϕ(xN )|0〉. (4.9)

De uma maneira heuŕıstica, podemos pensar que o teorema de Ehrenfest se traduza para a
teoria de campos como relações operatorias inseridas em funções de Green. Em particular,
para o caso da corrente de Noether, a versão quântica de (4.5) tem a forma

∂µ〈0|TJµ(x)X|0〉 = 〈0|TO(x)X|0〉 − i
∑

k

δ(x− xk)〈0|Tδϕ(xk)Xk|0〉, (4.10)

com X ≡
∏

j ϕ(xj) e Xk igual à X porém com a omissão do campo referente à coordenada
xk. Observe que o último termo reproduz corretamente a condição de simetria das funções
de Green (4.9) com O = 0, após uma integração sobre o espaço-tempo (na ausência de
forças de longo alcance). Relações do tipo (4.10) são conhecias como identidades de Ward
e estabelecem relações entre as funções de Green. As identidades de Ward tem um papel
fundamental em diversos aspectos da teoria de campos [45, 48].

A relação (4.10) é uma expressão formal que ainda necessita de uma prescrição para ser
feita precisa. Isso porque os termos Jµ(x) e O(x) envolvem, em geral, produtos de campos
no mesmo ponto, os chamados operadores compostos. Esses operadores compostos trazem
novas divergências que devem ser eliminadas. Um exemplo simples é proporcionado pela
função de dois pontos de um campo livre em quatro dimensões espaço-temporais:

〈0|Tϕ(x)ϕ(y)|0〉 ∼ 1

(x− y)2
, quando y → x. (4.11)

Isso significa que as correntes devem ser regularizadas. Imediatamente, vemos que na
teoria quântica temos classes de correntes, diferindo por partes finitas. Um guia para se
regularizar uma corrente consiste em empregar o mesmo esquema utilizado para regula-
rizar e então renormalizar a teoria. Usualmente, a escolha do esquema está relacionada
com a preservação das simetrias envolvidas. Por exemplo, numa teoria regularizada di-
mensionalmente, a subtração de pólos é indicada para a regularização da corrente. Natu-
ralmente, a regularização apropriada é aquela que respeita as simetrias ao ńıvel quântico.
Quando não é posśıvel escolher um esquema que preserve as simetrias, a teoria é dita
conter anomalias. Em outras palavras, a anomalia pode ser entendida como uma sime-
tria clássica que é quebrada por correções radiativas. As anomalias têm consequências
importantes tanto no sentido de consistência dos cálculos perturbativos bem como em
aplicações fenomenológicas [49]. Um exemplo bem conhecido é a anomalia da corrente
axial na eletrodinâmica quântica:

∂µJ
µ
5 = 2iMψγ5ψ +

e2

16π2
FµνF̃

µν , (4.12)
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sendo que a divergência da corrente não se anula quando M → 0, devido ao termo
proporcional a FµνF̃

µν .
Uma maneira sistemática para tratar os problemas mencionados e determinar as iden-

tidades de Ward e posśıveis anomalias, deve-se ao método dos produtos normais [50, 51].
Esse método está ligado ao esquema de renormalização BPHZ e é baseado na subtração
de divergências mediante aplicação de operadores de Taylor. Discutiremos isso em de-
talhes na próxima seção, mas para a presente discussão é suficiente definir um produto
normal de grau δ, Nδ, associado a um operador composto O, com δ ≥ Dim[O], tal que
uma função de Green com a inserção de Nδ[O],

〈0|TNδ[O]ϕ(x1) · · ·ϕ(xN)|0〉, (4.13)

é bem definida. Assim, na teoria quântica os operadores compostos devem ser definidos
com um produto normal associado. Esses produtos normais satisfazem um conjunto de
regras que permitem a derivação das identidades de Ward. Nesse contexto, a forma bem
definida da expressão (4.10) torna-se

∂µ〈0|TNδ−1[J
µ](x)X|0〉 = 〈0|TNδ[O](x)X|0〉 − i

∑

k

δ(x− xk)〈0|Tδϕ(xk)Xk|0〉. (4.14)

A origem das anomalias nessa expressão é devido aos termos com subtrações a mais que
o necessário contidas em Nδ[O] para tornar a inserção do operador composto finita. Por
exemplo, o termo de quebra no caso da corrente axial é da formaM〈0|TN4[ψγ

5ψ](x)X|0〉.
Entretanto, a dimensão do operador ψγ5ψ é três, conduzindo a uma subtração adicional.
Os termos provenientes dessa subtração dão origem à anomalia em (4.12).

4.3 Identidades de Ward em Teorias com Anisotropia

Agora, vamos discutir a generalização do método dos produtos normais para teorias
com escalonamento anisotrópico entre o espaço e o tempo.

4.3.1 Produtos Normais

Nos estudos deste caṕıtulo, vamos considerar como protótipo o modelo escalar ϕ4

renormalizado via o método BPHZ, com z = 2 e em d = 6 dimensões espaciais, dado por

L =
1

2
(1 + A)∂0ϕ∂0ϕ− (b2 +B)

2
∂iϕ∂iϕ− (a2 + C)

2
∆ϕ∆ϕ− (m2 +D)

2
ϕ2 − (λ+ E)

4!
ϕ4,

(4.15)
em que A, B, C, D e E são contra-termos finitos determinados por meio das condições de
normalização, b2, a2, m2 e λ são os parâmetros originais da teoria. Apesar de nos restringir
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a campos escalares, a análise a seguir pode ser facilmente generalizada para outros tipos
de campos. Além disso, sempre que oportuno vamos estender nossa discussão para valores
arbitrários de z.

Seja O algum produto formal de campos e suas derivadas no mesmo ponto. Associado
ao operador O, existe um conjunto infinito de produtos normais Nδ, em que δ é o grau
do produto normal e deve ser um inteiro maior ou igual à dimensão canônica do operador
O; δ ≥ Dim[O]. Assim, o produto normal é definido como

〈0|TNδ[O]X|0〉 ≡ Parte Finita de 〈0|TOX|0〉, (4.16)

com X ≡
∏

i ϕ(xi). A prescrição para a parte finita pode ser obtida como segue. Na
ausência do produto formal, as funções de Green já estão normalizadas via o esquema
BPHZ. Por outro lado, na presença dos produtos formais, temos divergências adicionais
que necessitam ser subtráıdas. De fato, o grau de divergência superficial no caso ani-
sotrópico para funções de Green sem inserção de produtos normais é

d(G) = d+ z − Dim[ϕ]NB −Dim[ψ]NF −
∑

a

(d+ z −Dim[Va]), (4.17)

em que,

Dim[ϕ] =
d− z

2
e Dim[ψ] =

d

2
(4.18)

e Dim[Va]= Da+Dim[ϕ]νBa +Dim[ψ]νFa . νBa e νFa são os números de linhas bosônicas e
fermiônicas juntando-se no vértice Va e Da refere-se aos fatores de momento nos vértices,
contando-se z para componentes tipo tempo e um para componentes tipo espaço. Essa
fórmula generaliza aquelas obtidas em (2.7) e (3.6).

Na presença do produto normal, temos

d(G) = d+ z−Dim[ϕ]NB−Dim[ψ]NF −
∑

a

(d+ z−Dim[Va])− (d+ z−Dim[O]). (4.19)

Para teorias renormalizáveis, temos d+ z −Dim[Va] = 0, tal que

d(G) = Dim[O]− Dim[ϕ]NB −Dim[ψ]NF . (4.20)

Substituindo Dim[O] → δ, lembrando que δ ≥ Dim[O], temos

δ(γ) = δ −Dim[ϕ]NB − Dim[ψ]NF . (4.21)

Claramente, uma subtração com um operador de Taylor da ordem δ(γ) produzirá um
resultado finito. Além disso, para valores δ > Dim[O], teremos subtrações adicionais.
Entretanto, essas subtrações adicionais são finitas no ultravioleta. Finalmente, vamos
definir a prescrição para um diagrama arbitrário: empregamos o operador de Taylor de
grau δ(γ), arranjado de acordo com a fórmula da floresta:

δ(γ) =

{
δ − Dim[ϕ]NB − Dim[ψ]NF , se VO ∈ γ

d+ z − Dim[ϕ]NB −Dim[ψ]NF , se VO ∈/ γ, (4.22)
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sendo NB e NF as linhas externas ao diagrama γ. Os produtos normais definidos dessa
forma satisfazem um conjunto de regras que nos possibilita realizar um estudo sistemático
das identidades de Ward e de suas anomalias.

Regra de Derivação

As regras de derivação permitem comutar derivadas com os produtos normais, levando
em conta uma mudança no grau do produto em questão. Podemos obter sem dificuldades
as relações

∂0〈0|TNδ[O]X|0〉 = 〈0|TNδ+z[∂0O]X|0〉 (4.23)

e
∂i〈0|TNδ[O]X|0〉 = 〈0|TNδ+1[∂iO]X|0〉. (4.24)

Esses resultados podem ser obtidos a partir da observação que o operador de Taylor
anisotrópico satisfaz: p0tδpf(p) = tδ+zp (p0f(p)) e pitδpf(p) = tδ+1

p (pif(p)).

Equação de Movimento

Trata-se da versão quântica da equação de movimento e para o modelo (4.15) é dada
por

〈0|TN8[ϕ(∂
2
0 − b2∆+ a2∆2 +m2)ϕ](x)X|0〉 = −A〈0|TN8[ϕ∂

2
0ϕ]X|0〉

+ B〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 − C〈0|TN8[ϕ∆
2ϕ]X|0〉 −D〈0|TN8[ϕ

2]X|0〉

− (λ+ E)

3!
〈0|TN8[ϕ

4](x)X|0〉 − i
N∑

i=1

δ(x− xi)〈0|TX|0〉, (4.25)

em que X =
∏

i ϕ(xi). Essa equação pode ser deduzida notando que o operador do lado
esquerdo atuando sobre ϕ, escrito no espaço de momentos, é igual a −i vezes o inverso
do propagador livre.

Identidades de Zimmermann

As identidades de Zimmermann são relações entre produtos normais de graus diferentes
associados ao mesmo produto formal. Vamos discutir alguns exemplos. Primeiro, para o
operador O = ϕ2, com dimensão Dim[ϕ2] = 4, queremos obter os termos coletivamente
denotados por R1 na relação abaixo

〈0|TN8[ϕ
2]X|0〉 = 〈0|TN4[ϕ

2]X|0〉+R1. (4.26)

As duas prescrições são: δ1(γ) = 4− 2Nγ para N4 e δ2(γ) = 8− 2Nγ para N8.
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a. Nγ = 2, δ1(γ) = 0 e δ2(γ) = 4. O termo sem derivadas está presente nas duas
subtrações e assim não contribui para a diferença R1. A subtração com δ2 conduz aos
seguintes termos: 〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 e 〈0|TN8[∂iϕ∂iϕ]X|0〉 de segunda ordem nas deriva-
das, e 〈0|TN8[ϕ∂

2
0ϕ]X|0〉, 〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉, 〈0|TN8[∆ϕ∆ϕ]X|0〉, 〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉,
〈0|TN8[∂i∂jϕ∂i∂jϕ]X|0〉 e 〈0|TN8[∆∂iϕ∂iϕ]X|0〉 de quarta ordem nas derivadas. Note
que os termos de segunda ordem ainda podem ser reduzidos.

b. Nγ = 4, δ1(γ) = −4 e δ2(γ) = 0. Temos apenas o termo sem derivadas correspon-
dendo à subtração de acordo com δ2. Assim, o contra-termo é 〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉.
Reunindo todas as possibilidades, obtemos

〈0|TN8[ϕ
2]X|0〉 = 〈0|TN4[ϕ

2]X|0〉+ p1〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉
+ p2〈0|TN8[∂iϕ∂iϕ]X|0〉+ q1〈0|TN8[ϕ∂

2
0ϕ]X|0〉+ q2〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉

+ q3〈0|TN8[∆ϕ∆ϕ]X|0〉+ q4〈0|TN8[ϕ∆
2ϕ]X|0〉+ q5〈0|TN8[∂i∂jϕ∂i∂jϕ]X|0〉

+ q6〈0|TN8[∆∂iϕ∂iϕ]X|0〉+ q7〈0|TN8[ϕ
4]X|0〉. (4.27)

Os fatores pi, qj são determinados a partir das condições de normalização, as quais serão
discutidas em breve. No momento, uma simples análise dimensional mostra que: Dim[pi] =
−2 e Dim[qj ] = −4. Note que os termos 〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 e 〈0|TN8[∂iϕ∂iϕ]X|0〉 contêm
subtrações adicionais e ainda podem ser reduzidos. Consideremos então o operador
O = ϕ∆ϕ, com dimensão Dim[ϕ∆ϕ] = 6:

〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 = 〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉+R2. (4.28)

As duas prescrições são: δ1(γ) = 6− 2Nγ e δ2(γ) = 8− 2Nγ.
a. Nγ = 2, δ1(γ) = 2 e δ2(γ) = 4. Os termos de ordem zero e de segunda ordem estão

presentes nas duas subtrações e cancelam-se entre si. Assim, temos apenas os termos de
quarta ordem vindo de δ2: 〈0|TN8[ϕ∂

2
0ϕ]X|0〉, 〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉, 〈0|TN8[∆ϕ∆ϕ]X|0〉

e 〈0|TN8[ϕ∆
2ϕ]X|0〉.

b. Nγ = 4, δ1(γ) = −2 e δ2(γ) = 0. Temos apenas o termo de ordem zero
〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉.
Considerando todos os termos, obtemos

〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 = 〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉+ f1〈0|TN8[ϕ∂
2
0ϕ]X|0〉

+ f2〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉+ f3〈0|TN8[∆ϕ∆ϕ]X|0〉+ f4〈0|TN8[ϕ∆
2ϕ]X|0〉

+ +f5〈0|TN8[∂i∂jϕ∂i∂jϕ]X|0〉+ f6〈0|TN8[∆∂iϕ∂iϕ]X|0〉+ f7〈0|TN8[ϕ
4]X|0〉.

(4.29)

Como antes, fazendo uma análise dimensional, vemos que Dim[fi] = −2. O operador
O = ∂iϕ∂iϕ conduz aos mesmos tipos de contribuições:

〈0|TN8[∂iϕ∂iϕ]X|0〉 = 〈0|TN6[∂iϕ∂iϕ]X|0〉+ f ′
1〈0|TN8[ϕ∂

2
0ϕ]X|0〉

+ f ′
2〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉+ f ′

3〈0|TN8[∆ϕ∆ϕ]X|0〉+ f ′
4〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉
+ +f ′

5〈0|TN8[∂i∂jϕ∂i∂jϕ]X|0〉+ f ′
6〈0|TN8[∆∂iϕ∂iϕ]X|0〉+ f ′

7〈0|TN8[ϕ
4]X|0〉.

(4.30)
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Claramente, quando integrados sobre o espaço-tempo, podemos relacionar produtos nor-
mais diferindo por termos de superf́ıcie, por exemplo,

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 =

−
∫
dx0d6x〈0|TN8[∂iϕ∂iϕ]X|0〉. Dessa forma, alguns termos do lado direito podem ser

deixados iguais depois de integrações por partes.
Com essas relações, podemos obter a forma completamente reduzida do produto nor-

mal em (4.27):

〈0|TN8[ϕ
2]X|0〉 = 〈0|TN4[ϕ

2]X|0〉+ p1〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉+ p2〈0|TN6[∂iϕ∂iϕ]X|0〉
+ (q1 + p1f1 + p2f

′
1)〈0|TN8[ϕ∂

2
0ϕ]X|0〉+ (q2 + p1f2 + p2f

′
2)〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉

+ (q3 + p1f3 + p2f
′
3)〈0|TN8[∆ϕ∆ϕ]X|0〉+ (q4 + p1f4 + p2f

′
4)〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉
+ (q5 + p1f5 + p2f

′
5)〈0|TN8[∂i∂jϕ∂i∂jϕ]X|0〉+ (q6 + p1f6 + p2f

′
6)〈0|TN8[∆∂iϕ∂iϕ]X|0〉

+ (q7 + p1f7 + p2f
′
7)〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉. (4.31)

Observe que podemos redefinir os parâmetros, por exemplo, q1 ≡ q1 + p1f1+ p2f
′
1 e assim

por diante, e esses novos parâmetros podem ser determinado diretamente a partir das
condições de normalização.

Condições de Normalização

Seja DM um operador diferencial de grau M ≡ zM0 +M1 nos momentos

DM =
∂M0+M1

∂p01 · · ·∂p0M0
∂pi1M0+1 · · ·∂p

iM1
M0+M1

. (4.32)

Dessa forma,

DMΓ
(N)
O (p, p1, · · · , pN)

∣∣∣
p=p1=···=0

= contribuição do diagrama trivial, (4.33)

se 0 ≤M ≤ δ− 2N , isto é, se a ordem do operador diferencial for menor ou igual ao grau
do operador de Taylor. Γ

(N)
O (p, p1, · · · , pN) é a função de vértice (amputada) de N pontos

com inserção do produto normal Nδ[O(x)]:

(2π)d+1δ(p+ p1 + · · ·+ pN )Γ
(N)
O (p, p1, · · · , pN) ≡ ∆−1(p)

N∏

i=1

∆−1(pi)

×
∫
dx0ddx

N∏

i=1

dx0i d
dxie

i(px+
∑
pkxk)〈0|TNδ[O(x)]ϕ(x1) · · ·ϕ(xN )|0〉prop, (4.34)

lembrando que prop significa diagramas próprios 1PI.
Como um exemplo, vamos determinar os parâmetros da identidade de Zimmermann

(4.29). Primeiramente, de modo a determinar f1, necessitamos aplicar o operador de
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quarta ordem D4 = ∂2/∂p01∂p
0
1 e então tomar os momentos externos iguais a zero. Após

isso, os únicos termos que restam são: o termo acompanhando f1, a saber, 〈0|TN8[ϕ∂
2
0ϕ]X|0〉,

o qual tem apenas a contribuição do gráfico trivial e o termo envolvendo o produto normal
reduzido 〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉. Com isso, encontramos

f1 =
1

2

∂2

∂p01∂p
0
1

∫
dxdx1dx2e

ipx+ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p=p1=p2=0

,

(4.35)
sendo que definimos dx ≡ dx0d

6x. Os outros termos podem ser determinados de maneira
similar. A idéia é escolher operadores tais que, depois de sua aplicação sobre a identidade
de Zimmermann, sobrevivam apenas os termos desejados. Assim, obtemos os seguintes
resultados

f2 =
1

2

∂2

∂p01∂p
0
2

∫
dxdx1dx2e

ipx+ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p=p1=p2=0

,

(4.36)

288f3 + 48f5

= − ∂4

∂pi1∂p
i
1∂p

j
2∂p

j
2

∫
dxdx1dx2e

ipx+ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p=p1=p2=0

,

(4.37)

48f3 + 168f5

= − ∂4

∂pi1∂p
i
2∂p

j
1∂p

j
2

∫
dxdx1dx2e

ipx+ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p=p1=p2=0

,

(4.38)

f4 = − 1

384

∂4

∂pi1∂p
i
1∂p

j
1∂p

j
1

∫
dxdx1dx2e

ipx+ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p=p1=p2=0

,

(4.39)

f6 = − 1

96

∂4

∂pi1∂p
i
1∂p

j
1∂p

j
2

∫
dxdx1dx2e

ipx+ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p=p1=p2=0

(4.40)
e

f7 = − 1

4!

∫
dx

N∏

i=1

dxie
ipx+i

∑
k pkxk〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)|0〉prop

∣∣∣
p=p1=···=p4=0

.

(4.41)
A partir dessas expressões podemos determinar a ordem na constante de acoplamento
em que cada um dos termos começa a contribuir: fi = f

(1)
i + · · · , para i = 1, ..., 6 e

f7 = f
(2)
7 + · · · . Uma análise semelhante na identidade de Zimmermann (4.27) mostra
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que os fatores p1, p2, q1, ..., q6 começam em primeira ordem na constante de acoplamento
e o fator q7 em segunda ordem. Essa análise da ordem, bem como a dimensionalidade
dos parâmetros envolvidos nas identidades de Zimmermann, serão importantes na deter-
minação da anomalia de dilatações, como veremos em breve.

Identidades de Zimmermann Integradas

Antes de prosseguir, queremos discutir de maneira breve algumas simplificações que
ocorrem quando consideramos produtos normais integrados. Isso porque podemos reduzir
o número de produtos independentes fazendo integrações por partes. Assim, a identidade
(4.27) torna-se

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ

2]X|0〉 =
∫
dx0d6x〈0|TN4[ϕ

2]X|0〉+ p

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉

+ s

∫
dx0d6x〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉+ u

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉

+ v

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉, (4.42)

em que redefinimos os parâmetros envolvidos. Do mesmo modo, para a identidade (4.29),
temos
∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉=

∫
dx0d6x〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉+ g

∫
dx0d6x〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉

+ k

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉+ l

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉. (4.43)

Com essas relações, podemos obter a forma completamente reduzida de (4.42):

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ

2]X|0〉 =
∫
dx0d6x〈0|TN4[ϕ

2]X|0〉+ p

∫
dx0d6x〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉

+ (s+ pg)

∫
dx0d6x〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉+ (u+ pk)

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉

+ (v + pl)

∫
dx0d6x〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉. (4.44)

Os parâmetros são determinados a partir das condições de normalização. Para a identi-
dade (4.43), segue que

g =
1

4

∂2

∂p01∂p
0
1

∫
dxdx1dx2e

ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p1=p2=0

, (4.45)
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k = − 1

768

∂4

∂pi1∂p
i
1∂p

j
1∂p

j
1

∫
dxdx1dx2e

ip1x1+ip2x2〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)|0〉prop
∣∣∣
p1=p2=0

(4.46)
e

l = − 1

4!

∫
dx

N∏

i=1

dxie
i
∑
k pkxk〈0|TN6[ϕ∆ϕ](x)ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)|0〉prop

∣∣∣
p1=···=p4=0

.

(4.47)
Dessas expressões, obtemos a ordem na constante de acoplamento que cada fator começa
a contribuir: g = g(2) + · · · , k = k(2) + · · · e l = l(2) + · · · . Uma análise semelhante em
(4.42) mostra que p, s, u, v são de segunda ordem no mı́nimo.

Agora, estamos prontos para discutir as leis de conservação ao ńıvel quântico e então
investigar a existência de anomalias. Vamos começar com invariância translacional.

4.4 Tensor de Energia-Momento

O tensor de energia-momento clássico pode ser constrúıdo a partir do teorema de
Noether para teorias com altas derivadas aplicado a translações no espaço-tempo xµ →
xµ + ǫµ. Necessitamos distinguir entre os seguintes casos:

a. Translações temporais. As componentes da corrente são

Θ00 = (1 + A)∂0ϕ∂0ϕ− L (4.48)

e
Θi0 = −(b2 +B)∂iϕ∂0ϕ− (a2 + C)∆ϕ∂i∂0ϕ+ (a2 + C)(∂i∆ϕ)∂0ϕ. (4.49)

b. Translações espaciais. Neste caso, temos as seguintes componentes

Θ0i = (1 + A)∂0ϕ∂iϕ (4.50)

e

Θij = −(b2 +B)∂iϕ∂jϕ− (a2 + C)∆ϕ∂i∂jϕ+ (a2 + C)(∂i∆ϕ)∂jϕ− δijL. (4.51)

Usando a equação de movimento clássica podemos verificar as leis de conservação

∂0Θ00 + ∂iΘi0 = 0 and ∂0Θ0j + ∂iΘij = 0, (4.52)

implicando na conservação da energia H =
∫
d6x Θ00 e do momento Pi =

∫
d6x Θ0i.

Agora, queremos investigar esses aspectos na teoria quântica. Em primeiro lugar, as
dimensões das componentes do tensor de energia-momento são: Dim[Θ00] = 8, Dim[Θ0i] =
7, Dim[Θi0] = 9 e Dim[Θij] = 8. Assim, devemos construir os seguintes produtos normais
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〈0|TN8[Θ00]X|0〉, 〈0|TN7[Θ0i]X|0〉, 〈0|TN9[Θi0]X|0〉 e 〈0|TN8[Θij ]X|0〉. De acordo com
as regras dos produtos normais discutidas anteriormente, obtemos as leis de conservação
análogas à (4.52) para o caso quântico:

∂0〈0|TN8[Θ00]X|0〉+ ∂i〈0|TN9[Θi0]X|0〉 = −i
∑

k

δ(x− xk)〈0|T∂0ϕ(x)Xk|0〉 (4.53)

e

∂0〈0|TN7[Θ0j ]X|0〉+ ∂i〈0|TN8[Θij ]X|0〉 = −i
∑

k

δ(x− xk)〈0|T∂jϕ(x)Xk|0〉, (4.54)

em queXk é igual a X mas com o campo ϕ(xk) omitido. Integrando sobre o espaço-tempo,
o lado esquerdo se anula e encontramos o resultado

∑

k

〈0|T∂0ϕ(xk)Xk|0〉 = 0 and
∑

k

〈0|T∂jϕ(xk)Xk|0〉 = 0. (4.55)

Essas equações são as identidades de Ward que refletem a invariância das funções de Green
sob translações no espaço-tempo.

4.5 Anomalia de Dilatação

4.5.1 Análise Clássica

A caracteŕıstica mais marcante das teorias estudadas neste trabalho é justamente o
caráter anisotrópico entre as coordenadas temporal e espaciais: Dim[x0] = z e Dim[xi] = 1.
O reflexo disso é que as dilatações, ou tranformações de escala globais, são da forma

x0 → (eα)zx0 e xi → eαxi. (4.56)

Sob essa transformação, o campo escalar transforma-se como ϕ(x) → ϕ′(x′) = e−αDim[ϕ]ϕ(x),
cuja versão infinitesimal com α ≡ −ǫ é

δϕ(x) = ǫ[Dim[ϕ] + z x0∂0 + xi∂i]ϕ(x). (4.57)

Como é bastante conhecido no contexto de teorias relativ́ısticas (z = 1), geralmente a
invariância de escala global clássica é quebrada quânticamente pela necessidade da in-
trodução de um parâmetro dimensional no procedimento de renormalização. Estudare-
mos a anomalia de dilatações nesse contexto de teorias anisotrópicas, começando com
uma análise clássica. Por simplicidade, vamos considerar a lagrangiana (4.15) sem os
contra-termos finitos,

L =
1

2
∂0ϕ∂0ϕ− b2

2
∂iϕ∂iϕ− a2

2
∆ϕ∆ϕ− m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4. (4.58)
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Os parâmetros dimensionais b2 e m2 na lagrangiana quebram a invariância de escala
(Dim[m2] = 4 e Dim[b2] = 2). Por outro lado, quando b2 e m2 → 0, temos uma corrente
clássica conservada. Separando a lagrangiana em duas partes, L = Linv + Lbr, com

Linv ≡
1

2
∂0ϕ∂0ϕ− a2

2
∆ϕ∆ϕ− λ

4!
ϕ4 (4.59)

e

Lbr ≡ −b
2

2
∂iϕ∂iϕ− m2

2
ϕ2, (4.60)

observamos que, sob uma transformação (4.56),

δLinv = ǫ[2∂0(x
0Linv) + ∂i(x

iLinv)], (4.61)

é uma soma de termos que são derivadas totais. Entretanto, o mesmo não ocorre com a
parte de quebra:

δLbr = ǫ[2∂0(x
0Lbr) + ∂i(x

iLbr)]− 4ǫ

(
b2

2
ϕ∆ϕ− m2

2
ϕ2

)
. (4.62)

A corrente pode ser constrúıda sem dificuldades a partir do teorema de Noether e suas
componentes são dadas por

J0 = 2ϕ∂0ϕ+ 2x0Θ00 + xiΘ0i (4.63)

e
J i = −3a2∆ϕ∂iϕ+ 2a2(∂i∆ϕ)ϕ− 2b2ϕ∂iϕ+ 2x0Θi0 + xjΘji. (4.64)

Note que estamos incluindo os termos de quebra. Com essas expressões, obtemos

∂0J
0 + ∂iJ

i = b2∂iϕ∂iϕ+ 2m2ϕ2, (4.65)

tal que quando m2 e b2 → 0, temos a lei de conservação clássica. Por outro lado, no caso
quântico devemos empregar um esquema de subtração para dar um significado preciso
para expressões envolvendo operadores no mesmo ponto, o qual dá origem a anomalia.

4.5.2 Análise Quântica

Agora, vamos aplicar o método dos produtos normais para a corrente de dilatação.
As dimensões das componentes da corrente são: Dim[J0] = 6 e Dim[Ji] = 7. Desse modo,
precisamos considerar os produtos normais 〈0|TN6[J0]X|0〉 e 〈0|TN7[Ji]X|0〉. Desejamos
investigar a lei de conservação

∂0〈0|TN6[J0]X|0〉+ ∂i〈0|TN7[Ji]X|0〉
?
= −i

∑

k

δ(x− xk)〈0|T (Dim[ϕ] + 2x0∂0 + xi∂i)ϕ(xk)Xk|0〉. (4.66)
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Vamos reescrever as componentes da corrente incluindo os contra-termos finitos

J0 = da(1 + A)ϕ∂0ϕ+ 2x0Θ00 + xiΘ0i (4.67)

e

J i = −3(a2 + C)∆ϕ∂iϕ+ 2(a2 + C)(∂i∆ϕ)ϕ− 2(b2 +B)ϕ∂iϕ+ 2x0Θi0 + xjΘji, (4.68)

em que da é a dimensão do campo escalar. Em ordem trivial de perturbação da =
Dim[ϕ] = 2, mas sabemos que no caso quântico ela sofre correções radiativas, quer dizer,
da = 2 +O(λ). Para avaliar (4.66) é conveniente usar as identidades

〈0|TN8[x
i∂0Θ0i]X|0〉 = xi∂0〈0|TN7[Θ0i]X|0〉 (4.69)

e
〈0|TN8[x

0∂iΘi0]X|0〉 = x0∂i〈0|TN9[Θi0]X|0〉. (4.70)

Além disso, empregando as relações de conservação do tensor de energia-momento (4.53)
e (4.54) e a equação de movimento (4.25), obtemos

∂0〈0|TN6[J0]X|0〉+ ∂i〈0|TN7[Ji]X|0〉 = (da − 2)(1 + A)〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉
+ (da − 2)(b2 +B)〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 − (da − 2)(a2 + C)〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉

− (da − 4)(m2 +D)〈0|TN8[ϕ
2]X|0〉 − (da − 2)

(λ+ E)

3!
〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉

+ (b2 +B)〈0|TN8[∂iϕ∂ϕ]X|0〉 − i
∑

k

δ(x− xk)〈0|T (da + 2x0∂0 + xi∂i)ϕ(xk)Xk|0〉.

(4.71)

Integrando sobre o espaço-tempo, essa expressão torna-se

i
∑

k

〈0|T (da + 2x0∂0 + xi∂i)ϕ(xk)Xk|0〉 =
∫
dx0d6x

{
(da − 2)(1 + A)〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉

+ (da − 3)(b2 +B)〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 − (da − 2)(a2 + C)〈0|TN8[ϕ∆
2ϕ]X|0〉

− (da − 4)(m2 +D)〈0|TN8[ϕ
2]X|0〉 − (da − 2)

(λ+ E)

3!
〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉
}
. (4.72)

Podemos usar as identidades de Zimmermann (4.43) e (4.44) para reduzir os produtos
normais com subtrações adicionais 〈0|TN8[ϕ∆ϕ]X|0〉 e 〈0|TN8[ϕ

2]X|0〉. O resultado final
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é

i
∑

k

〈0|T (da + 2x0∂0 + xi∂i)ϕ(xk)Xk|0〉 =
∫
dx0d6x

{
− (da − 4)(m2 +D)〈0|TN4[ϕ

2]X|0〉

+ [(da − 3)(b2 +B)− (da − 4)(m2 +D)p]〈0|TN6[ϕ∆ϕ]X|0〉
+ [(da − 2)(1 + A) + (da − 3)(b2 +B)g − (da − 4)(m2 +D)s]〈0|TN8[∂0ϕ∂0ϕ]X|0〉
+ [−(da − 2)(a2 + C) + (da − 3)(b2 +B)k − (da − 4)(m2 +D)u]〈0|TN8[ϕ∆

2ϕ]X|0〉

+
[
− (da − 2)

(λ+ E)

3!
+ (da − 3)(b2 +B)l − (da − 4)(m2 +D)v

]
〈0|TN8[ϕ

4]X|0〉
}
,

(4.73)

em que definimos: s ≡ s + pg, u ≡ u + pk e v ≡ v + pl. Para que não exista anoma-
lia na corrente, os coeficientes dos três produtos normais de grau N8 devem se anular
independentemente, o que conduz às seguintes condições

(da − 2)(1 + A) + (da − 3)(b2 +B)g − (da − 4)(m2 +D)s = 0, (4.74)

− (da − 2)(a2 + C) + (da − 3)(b2 +B)k − (da − 4)(m2 +D)u = 0 (4.75)

e

− (da − 2)
(λ+ E)

3!
+ (da − 3)(b2 +B)l − (da − 4)(m2 +D)v = 0. (4.76)

Vamos discutir a consistência dessas equações. Em primeiro lugar, lembramos que os
termos g, s, k, u, l e v são todos de segunda ordem na constante de acoplamento. Portanto,
escrevendo da = 2 + d

(1)
a + d

(2)
a + · · · , a equação (4.74) mostra que d

(1)
a = 0. Explicitando

a ordem de cada termo, obtemos as condições de consistência em ordem mais baixa

d(2)a − b2g(2) + 2m2s(2) = 0, (4.77)

− a2d(2)a − b2k(2) + 2m2u(2) = 0 (4.78)

e
− b2l(2) + 2m2v(2) = 0. (4.79)

Devemos investigar essas condições no limite b2, m2 → 0. Ingenuamente, isso parece
resolver essas equações (com d

(2)
a = 0), mas devemos ser cuidadosos. Relembrando nossa

análise dimensional, temos, por exemplo, Dim[g] = −2, a qual significa que g(2) pode
ser escrita como g(2) = 1/b2F(m2/b4, a2)λ2, em que F é uma função adimensional dos
parâmetros originais da teoria. Isso também pode ser visto de um cálculo expĺıcito.
Então, o produto b2g(2) não se anula quando b2, m2 → 0, com m2/b4 → fixo. O termo
de massa tem um comportamento similar: como Dim[s] = −4, s(2) pode ser escrita como
s(2) = 1/m2G(m2/b4, a2)λ2 e então o produto m2s(2) não se anula no limite b2, m2 → 0,
com m2/b4 → fixo. O mesmo fato ocorre com os demais termos nas equações (4.78) e
(4.79).
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Para ilustrar essa questão, vamos considerar, por exemplo, a condição (4.79) no limite
b2, m2 → 0, mas m2/b4 ≡ c > 0, com c um número real positivo. Isso é suficiente para
verificar a existência da anomalia na corrente. A expressão para l(2) é dada em (4.47),
ao passo que a expressão para v(2) tem a mesma forma que (4.47), porém com a troca do
produto normal N6[ϕ∆ϕ] por N4[ϕ

2]. Dessa forma, a expressão expĺıcita do lado esquerdo
da equação (4.79) é

6i3λ2

4!

∫
dk0
2π

d6k

(2π)6
(b2k2 + 2m2)

[k20 − b2k2 − a2(k2)2 −m2 + iǫ]3
. (4.80)

Assim, vamos investigar a possibilidade do anulamento dessa equação no limite acima
mencionado. Tomando o limite, segue que

6i3λ2

4!

∫
dk0
2π

d6k

(2π)6
(k2 + 2c)

[k20 − k2 − a2(k2)2 − c+ iǫ]3
. (4.81)

Agora, podemos integrar na componente k0 via o teorema dos reśıduos:

9

8

λ2

4!

∫
d6k

(2π)6
(k2 + 2c)

[k2 + a2(k2)2 + c]
5
2

. (4.82)

Parametrizando em coordenadas esféricas e fazendo a mudança de variável q ≡ k2, obte-
mos

9

16

λ2

4!

Ω6

(2π)6

∫ ∞

0

dq
(q3 + 2 c q2)

(q + a2q2 + c)
5
2

=
1

4!

3

512π3

λ2

a3
6= 0, (4.83)

a qual é não nula para qualquer valor finito de a. Ω6 é área da superf́ıcie esférica em
seis dimensões, Ω6 = 2π3/Γ(3). Isso mostra que a equação (4.79) não pode ser satisfeita,
conduzindo ao comportamento anômalo da corrente quântica. Um último comentário é
que a divergência da corrente de dilatação deve ser proporcional à função beta do grupo
de renormalização. De fato, podemos mostrar que ela é dada essencialmente pelo lado
esquerdo de (4.79),

β(λ) = 4!(−b2l(2) + 2m2v(2)) =
3

512π3

λ2

a3
, (4.84)

que é exatamente o resultado obtido em (2.136).
Antes de concluir, queremos apenas destacar que neste caṕıtulo fizemos a generalização

do método dos produtos normais, desenvolvidos inicialmente no contexto de teorias re-
lativ́ısticas, para o caso de teorias com anisotropia. O caso relativ́ıstico corresponde a
z = 1. Esse formalismo é direcionado para o estudo de simetrias quânticas em geral a par-
tir da construção dos geradores correspondentes, possibilitando uma análise sistemática
das identidades de Ward e posśıveis anomalias. Estudos sobre as anomalias quiral e de
Weyl em teorias anisotrópicas foram feitos em [52, 53, 54, 55].
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Caṕıtulo 5

Modelos Estat́ısticos Clássicos

Neste caṕıtulo, discutiremos alguns aspectos do modelo de Ising, como a solução exata
em uma dimensão, a dualidade entre altas e baixas temperaturas em duas dimensões e a
conexão com a teoria de campos. Em seguida, consideraremos o modelo esférico clássico
que, juntamente com o modelo de Ising, desempenha um papel fundamental no estudo de
transições de fase principalmente pelo fato de ser exatamente solúvel e constitui o ponto
de partida das generalizações contidas nos caṕıtulos seguintes.

5.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising é definido sobre uma rede hipercúbica d-dimensional com N śıtios
e a cada śıtio associamos uma variável de spin discreta σi = ±1. A hamiltoniana na
presença de um campo externo constante h é dada por

H = −J
∑

<i,j>

σiσj − h
∑

i

σi, (5.1)

em que o śımbolo < i, j > indica que a soma deve ser restrita aos primeiros vizinhos (curto
alcance) com uma energia de interação ferromagnética J > 0. Além disso, vamos assumir
condições periódicas de contorno σN+1 ≡ σ1, o que não deve influenciar no comportamento
do sistema no limite termodinâmico. Apesar da simplicidade da formulação, o cálculo da
função de partição se torna mais elaborado a medida que aumentamos a dimensionalidade
da rede. De fato, em uma dimensão espacial o modelo é exatamente solúvel na presença
de campo externo, mas não exibe uma transição de fase. Em duas dimensões, ele tem
uma solução exata na ausência de campo (solução de Onsager) e em três dimensões não
possui solução exata mesmo na ausência de campo.
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A solução em uma dimensão é bastante simples e vamos determiná-la agora pelo
método da matriz de transferência. Nesse caso, a hamiltoniana (5.1) se reduz a

H = −J
∑

i

σiσi+1 −
h

2

∑

i

(σi + σi+1), (5.2)

em que a parte dependente do campo externo foi escrita convenientemente numa forma
mais simétrica, o que é posśıvel pela escolha da condição de contorno. Devemos calcular a
função de partição, que envolve uma soma sobre as posśıveis configurações {σ} do sistema
distribúıdas de acordo com o peso de Boltzmann

Z =
∑

{σ}
e−βH. (5.3)

Podemos deixá-la numa forma particularmente simples definindo a matriz T , denominada
matriz de transferência,

Tσi,σi+1
≡ eβJσiσi+1+

βh
2
(σi+σi+1) ⇒ T =

(
eβJ+βh e−βJ

e−βJ eβJ−βh

)
. (5.4)

Assim, a função de partição pode ser identificada como o traço de um produto de matrizes
T

Z =
∑

σ1

· · ·
∑

σN

Tσ1,σ2Tσ2,σ3 · · ·TσN ,σ1 = Tr TN . (5.5)

Como a matriz de transferência é simétrica, existe uma transformação envolvendo uma
matriz U que a diagonaliza, isto é, D ≡ UTU−1 com

D ≡
(
λ1 0
0 λ2

)
(5.6)

e λ1 e λ2 são os autovalores de T . Como o traço é invariante pela transformação acima,
a função de partição torna-se

Z = TrDN = λN1 + λN2 . (5.7)

Os autovalores são dados por

λ1,2 = eβJcosh(βh)±
√
e2βJcosh2(βh)− 2 sinh(2βJ). (5.8)

Note que λ1 > λ2, tal que no limite termodinâmico apenas o maior autovalor contribui

Z = lim
N→∞

λN1

[
1 +

(
λ2
λ1

)N]
→ λN1 . (5.9)
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A conexão com a termodinâmica é feita por meio da energia livre

f = − 1

βN
lnZ = − 1

β
lnλ1. (5.10)

A partir dessa expressão, podemos calcular a magnetização por spin de acordo com

m = −
(
∂f

∂h

)

β

=
sinh(βh)√

sinh2(βh) + e−4βJ

, (5.11)

que se anula quando h = 0, mostrando que o sistema não exibe uma magnetização es-
pontânea na ausência de campo, ou seja, não exibe uma transição de fase. A idéia intuitiva
por trás disso é que em uma dimensão espacial o número de primeiros vizinhos de cada
śıtio é pequeno (dois) tal que o sistema não tem ”força”para formar um estado ordenado.

Consideremos agora o caso bidimensional. Ao invés de estudar a solução exata na
rede quadrada, que apesar do grande interessante é demasiadamente complicada, faremos
a análise de uma dualidade existente nesse caso e que permite determinar a temperatura
cŕıtica do modelo.

A função de partição (5.1) na ausência de campo externo pode ser escrita como

Z =
∑

{σ}

∏

<i,j>

eKσiσj , (5.12)

em que definimos K ≡ βJ . Devido ao caráter discreto das variáveis σi = ±1, segue que

eKσiσj = coshK + σiσj sinhK

= coshK(1 + σiσj tanhK). (5.13)

Dessa forma, a função de partição (5.12) torna-se

Z = (coshK)2N
∑

{σ}

∏

<i,j>

(1 + σiσj tanhK), (5.14)

em que 2N é o número total de primeiros vizinhos. Para uma rede hipercúbia d-dimensional
esse número tem a forma geral 2d ×N/2; o fator 2d é o número de coordenação da rede
(número de primeiros vizinhos em d dimensões), N é o número total de śıtios e a divisão
pelo fator de 2 é para não contar duas vezes o mesmo par de primeiros vizinhos. A
expressão acima ainda pode ser escrita como

Z = (coshK)2N
∑

{σ}

∏

<i,j>

1∑

l=0

(σiσj tanhK)l

= (coshK)2N
∑

{σ}

(
1∑

l=0

(σ1σ2 tanhK)l

)
×
(

1∑

l=0

(σ2σ3 tanhK)l

)
× · · · . (5.15)
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É conveniente introduzir a variável lk ≡ lij = lji = 0, 1 para cada par de primeiros
vizinhos, que representa cada ligação entre dois śıtios mais próximos. Dessa forma,

Z = (coshK)2N
∑

{σ}

∑

l1

· · ·
∑

l2N

(tanhK)l1+l2+···
∏

<i,j>

(σiσj)
lij . (5.16)

Observe que o produtório sobre os pares de primeiros vizinhos pode ser rearranjado da
seguinte forma ∏

<i,j>

(σiσj)
lij =

∏

i

σ
∑
j lij

i =
∏

i

σnii , (5.17)

em que definimos ni ≡
∑

j lij , com j referindo-se aos primeiros vizinhos do śıtio i. Essa
relação pode ser melhor entendida a partir de um exemplo: considere um śıtio a e os seus
primeiros vizinhos a1, a2, a3 e a4. Começando com o lado esquerdo, a parte do produto
acima envolvendo esse śıtio particular será

· · · (σaσa1)laa1 (σaσa2)laa2 (σaσa3)laa3 (σaσa4)laa4 · · ·
= · · · (σa)laa1+laa2+laa3+laa4 (σa1)laa1 (σa2)laa2 (σa3)laa3 (σa4)laa4 · · · . (5.18)

Os fatores envolvendo a variável de spin do śıtio a foram deixados na forma do lado
direito de (5.17). Os termos restantes, envolvendo as variáveis dos śıtios a1, a2, a3 e a4
também serão organizadas em uma estrutura do mesmo tipo quando levarmos em conta
os primeiros vizinhos correspondentes a esses śıtios. Esse processo pode ser feito para a
rede inteira conduzindo ao resultado (5.17). Com isso, podemos calcular a soma sobre
{σ} ∑

{σ}

∏

<i,j>

(σiσj)
lij =

∑

{σ}

∏

i

σnii =
∏

i

(1 + (−1)ni) . (5.19)

Quando pelo menos um ni é ı́mpar essa relação se anula. Por outro lado, se todos ni
forem pares o resultado é ∏

i

2 = 2N . (5.20)

Com essas observações, a função de partição fica

Z = (2 cosh2K)N
∑

{l}
(tanhK)l1+l2+···, (5.21)

sob o v́ınculo ∑

j

li,j = 0, 2 ou 4, (5.22)

para quaisquer quatro ligações juntando-se em um determinado śıtio. Nossa estratégia é
introduzir um novo conjunto de variáveis de modo que o v́ınculo seja automaticamente
satisfeito. Para isso, vamos considerar uma rede dual constrúıda a partir da rede original,
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mostradas na figura 5.1. Associamos então a cada śıtio da rede dual a variável χi =
±1. Como pode ser visto na figura 5.1, dois śıtios primeiros vizinhos da rede dual são
”cortados”por uma ligação lk da rede original. Para um śıtio particular, o qual tem as
ligações l1, l2, l3 e l4 conectando os seus primeiros vizinhos, essas relações são definidas
como

l1 ≡ 1

2
(1− χ1χ2), l2 ≡

1

2
(1− χ2χ3),

l3 ≡ 1

2
(1− χ3χ4), l4 ≡

1

2
(1− χ4χ1). (5.23)

Com isso, é imediato verificar que o v́ınculo é satisfeito

l1 + l2 + l3 + l4 =
1

2
[4− (χ1 + χ3)(χ2 + χ4)] = 0, 2 ou 4. (5.24)

Essa construção deve ser feita para todos os śıtios da rede e assim o v́ınculo (5.22) será
naturalmente implementado por meio das variáveis da rede dual. Voltando a função de

Figura 5.1: Relação entre a rede original e a rede dual. As linhas cont́ınuas formam a
rede original e as linhas tracejadas formam a rede dual.

partição, podemos escrever cada um dos fatores (tanhK)lk em termos das variáveis da
rede dual χi e χj que são cortadas pela ligação lk (consequentemente i e j são primeiros
vizinhos na rede dual):

(tanhK)lk = (tanhK)
1
2
(1−χiχj) ≡ e−K

∗(1−χiχj), (5.25)

em que definimos
tanhK ≡ e−2K∗

. (5.26)

Assim, a função de partição (5.21) torna-se

Z(K) = (2 cosh2K)Ne−2NK∗
∑

{χ}
eK

∗
∑
<i,j> χiχj . (5.27)

Devemos fazer algumas observações importantes. A primeira é que nessa expressão pode-
mos identificar a função de partição da rede dual, que tem a mesma forma que a função
de partição inicial (5.12), porém com K∗ no lugar de K:

Z(K∗) =
∑

{χ}
eK

∗
∑
<i,j> χiχj . (5.28)
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Assim, as funções de partição da rede original e da rede dual estão relacionadas de acordo
com (5.27)

Z(K)

(2 cosh2K)N
=

Z(K∗)

(e2K∗)N
. (5.29)

A relação entre K e K∗ é dada em (5.26), que pode ser escrita de uma maneira mais
conveniente como

sinh(2K) sinh(2K∗) = 1. (5.30)

Essa equação pode ser interpretada como definindo uma transformação entre altas e baixas
temperaturas. Por exemplo, se K → 0, então K∗ → ∞; caso contrário, quando K → ∞,
devemos ter K∗ → 0. Em outras palavras, o comportamento de altas temperaturas na
rede original corresponde a um comportamento de baixas temperaturas na rede dual. É
natural imaginar que há um ponto especial quando esses regimes se encontram, ou seja,
quando K = K∗ ≡ Kc, dito o ponto auto-dual. De fato, escrevendo Kc = Jβc, esse ponto
é identificado como a temperatura cŕıtica do modelo de Ising na rede quadrada

βcJ =
1

2
ln(

√
2 + 1), (5.31)

concordando exatamente com o resultado obtido a partir da solução exata de Onsager.

5.1.1 Conexão com a Teoria de Campos

Usualmente, os modelos estat́ısticos são formulados sobre redes cristalinas, que são
estruturas discretas caracterizadas pela sua geometria e pelo espaçamento entre seus vizi-
nhos. Uma questão natural que surge está relacionada ao limite cont́ınuo da rede. Nessa
situação, teremos ao invés da rede um espaço cont́ınuo, revelando uma teoria de campos
subjacente. Essa teoria de campos pode ser interpretada como uma descrição efetiva nas
proximidades do ponto cŕıtico, em que o comprimento de correlação é muito maior que a
distância entre os śıtios.

Queremos investigar o limite cont́ınuo da rede hipercúbica d-dimensional sobre a qual
o modelo de Ising é definido. Como as variáveis de Ising σi são discretas, isso não pode
ser feito de uma maneira direta como na seção 1.3, mas seguiremos um procedimento
semelhante. Em primeiro lugar, reescrevemos a função de partição na ausência de campo
como

Z =
∑

{σ}
exp

[
∑

ij

Ji,jσiσj

]
. (5.32)

Nessa notação, a interação de primeiros vizinhos está codificada em Ji,j, a qual também
inclui o fator β. Agora, considere a seguinte identidade

∫ ∏

i

dφi exp

[
−1

4

∑

i,j

φiJ
−1
ij φj +

∑

i

φiσi

]
= A exp

[
∑

ij

Ji,jσiσj

]
, (5.33)
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em que A é uma constante de normalização irrelevante e {φi} é um conjunto de variáveis
cont́ınuas. Essa identidade nos possibilita escrever a função de partição como

Z =

∫ ∏

i

dφi
∑

{σ}
exp

[
−1

4

∑

i,j

φiJ
−1
ij φj +

∑

i

φiσi

]

=

∫ ∏

i

dφi exp

[
−1

4

∑

i,j

φiJ
−1
ij φj +

∑

i

ln(cosh φi)

]
, (5.34)

a menos de constantes multiplicativas. Com isso, conseguimos passar de um conjunto de
variáveis discretas para um conjunto de variáveis cont́ınuas. Ainda podemos fazer uma
mudança de variável para deixá-la numa forma mais adequada. Fazendo,

φi → 2
∑

j

Jijφi, (5.35)

obtemos

Z =

∫ ∏

i

dφi exp

[
−
∑

i,j

Jijφiφj +
∑

i

ln[cosh(2
∑

j

Jijφj)]

]
. (5.36)

Nessa situação, em que a função de partição envolve apenas variáveis cont́ınuas, o limite
cont́ınuo se torna mais transparente. De fato, observe que para o caso de interações de
primeiros vizinhos Jij = Jδi,j=i±a, com a o espaçamento da rede, temos

∑

j

Jijφj ∼ Ja2∇2φ
∣∣
i
+ 2dJφ

∣∣
i
. (5.37)

Além disso, as somatórias podem ser substitúıdas por integrais
∑

i → a−d
∫
ddx. Dessa

forma, a versão cont́ınua de (5.36) é dada por

Z=

∫
Dφ exp

[
−
∫
ddx

ad
(Ja2φ∇2φ+ 2dJφ2)+

∫
ddx

ad
ln[cosh(2Ja2∇2φ+ 4dJφ)]

]
, (5.38)

que pode ser interpretada como a teoria de campos surgindo no limite cont́ınuo da rede.
Entretanto, a expressão acima é bastante complicada tal que podemos deixá-la numa
forma polinomial fazendo a expansão

ln cosh x =
x2

2
− x4

12
+ · · · . (5.39)

Nesse caso, temos

Z=

∫
Dφ exp

[
−
∫
ddx

ad

(
J(1− 8dJ)a2φ∇2φ+ 2dJ(1− 4dJ)φ2 +

64

3
(Jd)4φ4 + · · ·

)]
.(5.40)
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Os pontos representam termos envolvendo derivadas de ordem superior, tanto na parte
quadrática quanto na parte de interação, além das próprias potências maiores que as
mostradas em (5.39). Na linguagem do grupo de renormalização, esses termos envol-
vem apenas operadores irrelevantes que efetivamente não influenciam o limite de baixas
energias, inerente ao estudo de transições de fase.

Há um ponto especial nessa expressão que pode ser identificado como o ponto cŕıtico,
que ocorre quando o coeficiente de φ2 muda de sinal. Isso está de acordo com a fenome-
nologia de Landau e define uma temperatura cŕıtica

1− 4dJ ≡ T − Tc
Tc

. (5.41)

Lembre que nossa definição de J envolve o fator β, ou seja, na verdade devemos fazer
J → βJ . Dáı, obtemos uma temperatura cŕıtica Tc = 4dJ . É interessante observar que
essa expressão não reproduz (5.31) para o caso d = 2. Na verdade esse resultado coincide
com a temperatura cŕıtica do modelo de Ising na aproximação de campo médio. Quando
falamos da equivalência entre o modelo de Ising e um modelo da teoria de campos, estamos
nos referindo a uma equivalência entre as quantidades universais, que independem das
propriedades microscópicas, por exemplo, os expoentes cŕıticos. O valor da temperatura
cŕıtica não é uma quantidade universal.

Prosseguindo com (5.40), fazemos uma expansão em torno do ponto cŕıtico, tal que
o coeficiente do termo cinético pode ser aproximado por 1 − 8dJ ≈ −4dJ + O(T − Tc).
Com isso,

Z=

∫
Dφ exp

[
−
∫
ddx

ad

(
− 4dJ2a2φ∇2φ+ 2dJ

(T − Tc)

Tc
φ2 +

64

3
(Jd)4φ4 + · · ·

)]
. (5.42)

Podemos deixar essa expressão numa forma mais apropriada com o reescalonamento φ→
a
d−2
2 /(4dJ2)1/2φ,

Z =

∫
Dφ exp

[
−
∫
ddx
(
− φ∇2φ+

1

2J

(T − Tc)

Tc
a−2φ2 +

4

3
d2ad−4φ4 + · · ·

)]
. (5.43)

Essa expressão é identificada como o funcional gerador de uma teoria escalar com interação
φ4 definida num espaço euclidiano d-dimensional. Desse modo, a discussão anterior mostra
que o modelo de Ising, nas proximidades do ponto cŕıtico, pode ser descrito efetivamente
por uma teoria de campos. Na verdade, essa caracteŕıstica é mais geral e existem diversos
modelos que possuem uma descrição em termos de uma teoria de campos [56].
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5.2 Modelo Esférico Clássico

Devido às dificuldades para obter resultados exatos a partir do modelo de Ising em
dimensões mais altas, em 1952 Berlin e Kac [21] introduziram o modelo esférico, que é
uma espécie de aproximação cont́ınua do modelo de Ising, definido como

H = −J
∑

<r,r′>

SrSr′ − h
∑

r

Sr, (5.44)

que tem a mesma forma da hamiltoniana de Ising, porém as variáveis de spin Sr são
cont́ınuas, −∞ < Sr <∞, e sujeitas ao v́ınculo esférico

∑

r

S2
r = N. (5.45)

Por uma questão de conveniência, estamos usando a notação vetorial r para os śıtios. O
v́ınculo esférico pode ser interpretado como uma lembrança do modelo de Ising no sentido
que as variáveis de Ising também o satisfazem. É instrutivo considerar um caso simples
para ilustrar a conexão entre as variáveis de Ising e do modelo esférico, tal como na figura
(5.2).

σ2

σ1

σ2
1 + σ2

2 = 2

N = 2

Figura 5.2: Relação entre as configurações do modelo de Ising e do modelo esférico
para N = 2. As variáveis σ1,2 designam genericamente variáveis de spin (discretas ou
cont́ınuas). Assim, as configurações do modelo de Ising estão sobre os vértices do qua-
drado enquanto que as do modelo esférico estão sobre a circunferência.

A função de partição é definida por

Z =

∫ ∏

r

dSr δ
(∑

r

S2
r −N

)
e−βH. (5.46)

A maneira usual de calcular essa função de partição é por meio do método do ponto de
sela, que pode ser esboçado da seguinte maneira. Usamos uma representação integral
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para a função delta,

δ
(∑

r

S2
r −N

)
=

∫
dµ

2π
e
iµ

(
∑

r
S2
r
−N
)

. (5.47)

Com isso, podemos calcular as integrais gaussianas sobre as variáveis de spin e então a
integral em µ é feita pelo método do ponto de sela no limite termodinâmico N → ∞.
Essa abordagem será adotada no estudo do modelo esférico quântico, no próximo caṕıtulo.
Aqui, seguiremos outro método, correspondente ao chamado modelo esférico médio, que
de certa forma consiste numa mudança de ensembles. A palavra médio refere-se ao fato
que ao invés do v́ınculo esférico estrito (5.45), consideramos o v́ınculo em termos de uma
média térmica ∑

r

〈S2
r〉 = N, (5.48)

o que não deve conduzir a diferenças nas quantidades termodinâmicas quando comparadas
com aquelas obtidas na formulação com (5.45). Uma discussão sobre as propriedades e
posśıveis diferenças entre o modelo esférico e o modelo esférico médio é feita em [57]. Esse
modelo é definido pela função de partição

ZM =

∫ ∏

r

dSr exp

[
−β
2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ + βh
∑

r

Sr − βµ
∑

r

S2
r

]
, (5.49)

em que o multiplicador de Lagrange µ pode ser interpretado como um potencial qúımico.
Estamos assumindo que a energia de interação Jr,r′ depende somente da distância en-
tre os śıtios, podendo ser de curto ou longo alcance. Para o caso usual de interações
ferromagnéticas de primeiros vizinhos, Jr,r′ = −Jδr±a,r′. O v́ınculo esférico médio é im-
plementado de acordo com

∑

r

〈S2
r〉 = − 1

β

∂

∂µ
lnZM = N. (5.50)

A função de partição é essencialmente um produto de integrais gaussianas e pode ser cal-
culada diretamente sem a necessidade do método do ponto de sela. Para isso é conveniente
passar para o espaço de Fourier

Sr =
1√
N

∑

q

eiq·rSq, (5.51)

com o vetor q pertencente à primeira zona de Brillouin. Com isso, a função de partição
torna-se

ZM =

∫ ∏

q

dSq exp

[
−β
2

∑

q

J(q)SqS−q +N1/2βhS0 − βµ
∑

q

SqS−q

]
, (5.52)
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com
J(q) =

∑

h

J(|h|)eiq·h, com h = r− r′. (5.53)

A condição de realidade da variável Sr implica S−q = S†
q. Assim, SqS−q = SqS

†
q = |Sq|2,

o que sugere o uso da decomposição de Sq em partes real e imaginária,

Sq =
1√
2
(ReSq + i ImSq) para q 6= 0. (5.54)

Para o modo zero mantemos o próprio S0. A função de partição é reescrita como

ZM =

∫ ∏

q>0

[dReSq][dImSq][dS0] exp

[
−β
∑

q>0

(
J(q)

2
+ µ

)
[(ReSq)

2 + (ImSq)
2]

]

× exp

[
−β
(
J(0)

2
+ µ

)
S2
0 +N1/2βhS0

]
, (5.55)

em que usamos ReS−q = ReSq, ImS−q = −ImSq e J(q) = J(−q) para restringir a soma
apenas sobre os valores positivos de q. Dessa forma, podemos escrever imediatamente o
resultado das integrais gaussianas

ZM =
∏

q


 π

β
(
J(q)
2

+ µ
)




1
2

exp


 Nβh2

4
(
J(0)
2

+ µ
)


 . (5.56)

A conexão com a termodinâmica é feita por meio da energia livre f = − 1
Nβ

lnZM , forne-
cendo

f = − 1

2Nβ

∑

q

ln


 π

β
(
J(q)
2

+ µ
)


− h2

4
(
J(0)
2

+ µ
) . (5.57)

Finalmente, a imposição do v́ınculo esférico (5.50) conduz a

β =
1

2N

∑

q

1(
J(q)
2

+ µ
) +

βh2

4
(
J(0)
2

+ µ
)2 . (5.58)

A partir da energia livre (5.57) juntamente com a expressão do v́ınculo acima é posśıvel
determinar as quantidades termodinâmicas e o comportamento cŕıtico do sistema. No
que segue, queremos apenas ilustrar um problema referente ao comportamento da entro-
pia a baixas temperaturas e que constitui também uma das motivações para considerar
a versão quântica do modelo. Por uma questão de simplicidade, vamos considerar uma
aproximação de campo médio que já é suficiente para nossas propostas. Nessa apro-
ximação, conhecida também como Curie-Weiss, a hipótese básica é que a interação entre
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os vizinhos mais próximos é substitúıda por uma interação efetiva constante (fraca) entre
todos os spins da rede

Jr,r′ = − J

N
⇒ J(q) = −Jδq,0. (5.59)

Com essa interação a equação do v́ınculo (5.58) (com h = 0) no limite termodinâmico se
reduz a

β =
1

2µ
+

1

2N

1(
µ− J

2

) . (5.60)

Observe que o produto N
(
µ− J

2

)
no denominador pode gerar uma indeterminação no

limite N → ∞ ao mesmo tempo que µ → J/2 e por isso deve ser mantido. A solução
para µ é

µ =

{
J/2, se β > 1/J
1/2β, se β < 1/J

, (5.61)

o que define a temperatura cŕıtica βc = 1/J ⇒ Tc = J . A energia livre de campo médio
no limite N → ∞ torna-se

f = − 1

2Nβ
ln

[
π

β
(
µ− J

2

)
]
− 1

2β
ln

(
π

βµ

)
. (5.62)

A entropia pode ser imediatamente calculada de acordo com s = − ∂f
∂T

, que será então
uma função de β e µ. Mas a equação do v́ınculo define µ como uma função de β. Assim,
podemos eliminar µ em favor da temperatura de acordo com (5.61). Lembre que estamos
interessados no comportamento a baixas temperaturas tal que devemos usar o valor de µ
para T < Tc. O resultado final é

s =
1

2

[
ln

(
2πT

Tc

)
+ 1

]
, (5.63)

mostrando que a entropia diverge quando T → 0, imcompat́ıvel com a terceira lei da
termodinâmica. Uma proposta para tratar esse problema é por meio da introdução de
flutuações quânticas, ausentes no caso clássico. Isso naturalmente requer a quantização
do modelo em questão e de fato corrige essa patologia [58]. Essa foi uma das primeiras
motivações para o estudo do modelo esférico quântico, que será discutido em detalhe no
próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 6

Modelo Esférico Quântico

Como discutido no caṕıtulo anterior, o modelo esférico clássico apresenta uma patolo-
gia na entropia em baixas temperaturas e a quantização do mesmo corrige esse problema.
Uma outra motivação para a quantização, talvez a principal, trata-se do próprio estudo
das transições de fase quânticas, que tem sido assunto de grande atividade recente [25].
O objetivo deste caṕıtulo é discutir esses aspectos a partir de uma versão quântica do
modelo esférico [59].

6.1 Transições de Fase Quânticas

Consideremos um sistema quântico que apresente uma transição de fase a uma certa
temperatura finita T . Presentes no sistema, temos essencialmente flutuações de origem
térmica, kBT , e de origem quântica, h̄ω, com ω alguma frequência caracteŕıstica. O
comportamento cŕıtico será determinado por uma competição entre esses dois tipos de
flutuações. Em escalas macroscópicas, geralmente as flutuações térmicas predominam so-
bre as flutuações quânticas, kBT ≫ h̄ω, tal que o comportamento cŕıtico se enquadra na
análise clássica de expoentes cŕıticos. Por isso denominaremos as transições a tempera-
tura finita como transições de fase clássicas, ainda que as propriedades do sistema sejam
determinadas pela mecânica quântica. Esse é o caso, por exemplo, da transição de fase
supercondutora no mercúrio em T = 4, 2K.

A situação é diferente quando T = 0, em que as flutuações são exclusivamente de ori-
gem quântica. Uma transição de fase que ocorre estritamente à temperatura nula, quando
algum parâmetro não-térmico como pressão, campo magnético ou acoplamento, sofre uma
variação é denominada de transição de fase quântica. Nesse caso, a análise clássica dos
expoentes cŕıticos não é mais válida e o sistema apresenta um comportamento cŕıtico
distinto, caracterizado por novos expoentes. Todos esses aspectos são bem ilustrados no
modelo esférico quântico.
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6.2 Modelo Esférico Quântico

Discutiremos a quantização do modelo esférico por meio da integração funcional. Além
de incorporar naturalmente o v́ınculo esférico estrito, essa formulação deixa bastante
evidente a conexão com o modelo σ não-linear, a qual será discutida no final.

O modelo esférico clássico foi definido no caṕıtulo anterior, mas o reintroduziremos
aqui por conveniência. A hamiltoniana clássica do modelo esférico é dada por

Hc =
1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ + h
∑

r

Sr, (6.1)

em que r e r′ são os vetores da rede, {Sr} é o conjunto de variáveis de spin que assumem
valores cont́ınuos, −∞ < Sr < ∞, em uma rede hipercúbica D-dimensional; Jr,r′ é
a energia de interação que depende apenas da distância entre os śıtios r e r′, Jr,r′ ≡
J(|r− r′|), e h é um campo externo. As variáveis Sr estão sujeitas ao v́ınculo esférico

∑

r

S2
r = N, (6.2)

com N o número total de śıtios da rede. Por outro lado, o v́ınculo esférico médio é definido
como

∑
r 〈S2

r〉 = N , em que 〈· · · 〉 designa uma média térmica. Como já mencionamos,
esperamos que no limite N → ∞, esses dois v́ınculos conduzam aos mesmos resultados
para as quantidades termodinâmicas.

O primeiro passo para a quantização é proporcionar uma dinâmica ao sistema. Isso
pode ser feito adicionando à hamiltoniana um termo cinético envolvendo os momentos
conjugados a Sr, denotados por Pr. No contexto da quantização canônica, Sr e Pr são
promovidos a operadores satisfazendo as regras usuais de comutação,

[Sr, Sr′] = 0, [Pr, Pr′] = 0 and [Sr, Pr′] = iδr,r′. (6.3)

Com a inclusão de um termo cinético quadrático nos momentos, a hamiltoniana torna-se

H =
1

2
g
∑

r

P 2
r +

1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ + h
∑

r

Sr, (6.4)

em que g é o acoplamento quântico e o limite g → 0 corresponde ao regime clássico. Para
proceder com a quantização canônica é mais simples considerar o modelo esférico médio,
em que adicionamos à hamiltoniana um multiplicador de Lagrange tal como em (5.49),
usado posteriormente para implementar o v́ınculo como uma média térmica. A tarefa
remanescente é diagonalizar uma hamiltoniana tipo oscilador harmônico, que pode ser
feita via transformações de Bogoliubov [60].
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Procederemos aqui com a quantização via integração funcional. Para essa formulação,
precisamos da lagrangiana do modelo que pode ser obtida sem dificuldades a partir de
uma transformada de Legendre,

L =
1

2g

∑

r

Ṡ2
r −

1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ − h
∑

r

Sr. (6.5)

O ponto significa derivada em relação ao tempo. Por simplicidade, no restante deste
caṕıtulo consideraremos o campo externo igual a zero, h = 0. A seguir, partiremos para
o cálculo da função de partição usando o formalismo do tempo imaginário.

6.2.1 Formalismo do Tempo Imaginário

O formalismo do tempo imaginário é apropriado para o estudo de teoria de campos
a temperatura finita [61, 62, 63]. O ponto fundamental é a semelhança entre o peso
de Boltzmann e−βH e o operador de evolução temporal da mecânica quântica e−iHt. Isso
sugere que ao identificarmos a temperatura como um tempo imaginário, β ≡ it, poderemos
usar diversos resultados conhecidos da mecânica quântica. Em particular, em um sistema
bosônico a amplitude de transição de um estado inicial |i〉 para um estado final |f〉 pode
ser escrita em termos da integração funcional

〈i|e−iHt|f〉 =
∫ x(t)=xf

x(0)=xi

Dx ei
∫ t
0
dt′L. (6.6)

Por outro lado, a função de partição de um sistema quântico é dada por

Z = Tre−βH =
∑

n

〈n|e−βH |n〉, (6.7)

em que a soma em n é simbólica, podendo representar inclusive valores cont́ınuos. Quere-
mos usar (6.6) para expressar os termos envolvidos no traço 〈n|e−βH |n〉. Primeiramente,
fazemos a mudança de variável τ ≡ it′ em (6.6), tal que β = it. Em seguida, consideremos
a situação em que no instante inicial temos x(0) = xi e depois de um certo tempo β o sis-
tema retorna a essa configuração, x(β) = xi. Com essa escolha, a expressão (6.6) significa
que devemos somar sobre as configurações que satisfaçam a condição x(0) = x(β) = xi.
Mas, a soma sobre as configurações na função de partição representada por n significa que
ainda devemos somar sobre todos os valores de xi. Dessa forma, o efeito final na função
de partição será simplesmente uma integral sobre campos periódicos, com peŕıodo β. Em
outras palavras, as configurações que devem ser levadas em conta na função de partição
são aquelas que satisfazem x(0) = x(β)

Z =

∫
Dx e−

∫ β
0 LE , com x(0) = x(β), (6.8)

89
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com a lagrangiana euclidiana LE ≡ −L(τ).
Vamos aplicar esse método para o cálculo da função de partição do modelo esférico

quântico. Primeiramente, devemos passar para o tempo euclidiano τ = it, com τ ∈ [0, β].
Além disso, as variáveis bosônicas devem satisfazer a condição de periodicidade no tempo
imaginário Sr(0) = Sr(β), a qual dá origem às frequências de Matsubara ωn = 2nπ/β,
com n ∈ Z. A função de partição é dada por

Z =

∫
DSr δ

(∑

r

S2
r −N

)
e−

∫ β
0 dτLE , (6.9)

com a lagrangiana euclidiana

LE =
1

2g

∑

r

(
∂Sr(τ)

∂τ

)2

+
1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′. (6.10)

A medida de integração DSr representa simbolicamente a integração funcional sobre as
variáveis de spin associadas a todos os śıtios da rede, ou seja, DSr ≡

∏
rDSr. Empregando

uma representação integral (funcional) para a função delta

δ
(∑

r

S2
r −N

)
=

∫
Dλ e−

∫ β
0 dτλ

(∑
r
S2
r
−N
)
, (6.11)

podemos escrever

Z =

∫
DSrDλ exp

{
−
∫ β

0

dτ

[
1

2g

∑

r

(
∂Sr(τ)

∂τ

)2

+
1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ + λ
∑

r

S2
r − λN

]}
.

(6.12)
Essa representação é apropriada pois as integrais sobre Sr tornam-se gaussianas e podem
ser imediatamente calculadas, tal como em (5.49). Antes de prosseguir, entretanto, é
conveniente introduzir a transformada de Fourier de Sr

Sr(τ) =
1√
N

∑

q

eiq·rSq(τ). (6.13)

Com isso, a ação euclidiana adquire uma forma simples e a função de partição fica

Z =

∫
DSqDλ exp

{
−
∫ β

0

dτ

[
∑

q

Sq

(
− 1

2g

∂2

∂τ 2
+

1

2
J(q) + λ

)
S−q − λN

]}
. (6.14)

Note que identificamos J(q) como a transformada de Fourier da energia de interação Jr,r′,

J(q) =
∑

h

J(|h|)eiq·h, com h = r− r′. (6.15)
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Depois de fazer a integração gaussiana e usar a identidade detA = eTr lnA, obtemos

Z =

∫
Dλ e−NSeff , (6.16)

em que definimos

Seff ≡ −
∫ β

0

dτ λ+
1

2N
Tr

[
∑

q

ln

(
− 1

2g

∂2

∂τ 2
+

1

2
J(q) + λ

)]
. (6.17)

No limite termodinâmico, N → ∞, podemos usar o método do ponto de sela para deter-
minar a função de partição. A condição de ponto de sela é

δSeff
δλ(τ ′)

= 0. (6.18)

Com o aux́ılio da identidade δTr lnA = TrA−1δA, segue que

1− 1

2N

∑

q

∫ β

0

dτ〈τ |


 1(

− 1
2g

∂2

∂τ2
+ 1

2
J(q) + λ(τ)

)δ(τ − τ ′)


 |τ〉 = 0, (6.19)

em que escolhemos a base |τ〉 para o cálculo do traço. Vamos considerar que a solução
dessa condição é independente do tempo e denotada por λ ≡ µ. A seguir, introduzimos
a identidade

∑
n |n〉〈n| = 1, com 〈τ |n〉 = 1√

β
eiωnτ . Nessa base o operador ∂2

∂τ2
é diagonal,

ou seja, ∂2

∂τ2
|n〉 = −ω2

n|n〉. As variáveis τ e n são análogas às variáveis q e p da mecânica
quântica. Com essas observações, obtemos

1− 1

2Nβ

∑

q

∞∑

n=−∞

1
ω2
n

2g
+ 1

2
J(q) + µ

= 0. (6.20)

A soma sobre as frequências de Matsubara pode ser calculada de acordo com

∞∑

n=−∞

1

n2 + y2
=
π

y
coth(πy), y > 0, (6.21)

que frequentemente aparece em estudos de teoria de campos a temperatura finita. A
dedução dessa fórmula é feita no apêndice C. O resultado é

1− 1

N

∑

q

g

2ωq

coth

(
βωq

2

)
= 0, (6.22)

com ω2
q ≡ 2g(µ + J(q)/2). Esse resultado é exatamente aquele obtido com o v́ınculo

esférico médio [26]. É claro, também podemos escrever a forma final para a função de
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partição, mas a expressão acima é suficiente para determinar as propriedades cŕıticas do
modelo à temperatura finita bem como a temperatura nula. A análise do comportamento
cŕıtico pode ser feita considerando o sistema próximo ao ponto cŕıtico, com µ → 0 e a
energia de interação parametrizada como J(q) ∼ qx, q ≡ |q|, para pequenos valores de q.
O parâmetro x determina o caráter de curto ou longo alcance da interação. Tipicamente,
para interações de curto alcance x = 2. Como veremos logo abaixo, apesar de considerar o
modelo quantizado, para qualquer temperatura finita o sistema exibe um comportamento
cŕıtico clássico similar àquele obtido com a versão clássica, pois as flutuações térmicas
predominam sobre as flutuações quânticas em escalas macroscópicas. À temperatura zero,
no entanto, há uma transição de fase quântica exibindo um comportamento distinto.

Em nossa análise do comportamento cŕıtico vamos verificar a ocorrência da transição
de fase e determinaremos as dimensões cŕıticas. A partir dáı o cálculo dos expoentes
cŕıticos segue sem dificuldades, mas não prosseguiremos com ele aqui.

Consideremos em primeiro lugar transições a temperatura finita. Observe que no
limite termodinâmico, a soma em (6.22) pode ser convertida numa integral 1

N

∑
q →∫

dDq restrita à primeira zona de Brillouin, isto é, cada uma das componentes qi ∈
[−π, π]. Apesar de continuar usando o śımbolo de soma elas devem ser entendidas como
integrais. Uma análise de convergência em (6.22), mostra que uma divergência pode
ocorrer exatamente nas proximidades do ponto cŕıtico, com µ = 0, na região de valores
q ∼ 0. Nessa região, podemos escrever coth x ∼ 1/x e vemos que a integral converge para
D > x, o que define a dimensão cŕıtica inferior Di = x. Portanto, teremos uma transição
de fase apenas para D > x.

A expressão do v́ınculo (6.22) no ponto cŕıtico torna-se

1− 1

N

∑

q

gc

2
√

2gc qx/2
coth

(
β
√
2gc qx/2

2

)
= 0. (6.23)

Podemos fazer a expansão coth x = 1
x
+ x

3
+ · · · em torno dos valores q ∼ 0. Agora,

consideremos (6.22) nas proximadades do ponto cŕıtico, com µ pequeno mas finito. Nessa
situação, também podemos expandir coth. Subtraindo as equações correspondentes às
duas situações acima e fazendo essencialmente uma análise dimensional, obtemos

tg ∼





µ
D−x
x (D < 2x)

µ lnµ (D = 2x)
µ (D > 2x)

, (6.24)

em que tg ≡ (g− gc)/gc. A definição mais natural da distância do ponto cŕıtico para uma
transição a temperatura finita é tT ≡ (T−Tc)/Tc e pode ser usada de maneira equivalente.
A razão de se usar g para definir a distância é para facilitar a comparação com o caso
de temperatura nula. A relação anterior determina a dimensão cŕıtica superior, Ds = 2x,
acima da qual a transição é do tipo campo médio. Esse resultados concordam com aqueles
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obtidos a partir do modelo esférico clássico, o que está de acordo com nossa discussão de
que em uma transição a temperatura finita o sistema exibe um comportamento cŕıtico
clássico, pois as flutuações térmicas são mais relevantes que as flutuações quânticas em
escalas macroscópicas.

Para o caso de temperatura zero, observamos que coth x→ 1, quando x→ ∞, tal que
a expressão do v́ınculo (6.22) se reduz a

1− 1

N

∑

q

g

2ωq

= 0. (6.25)

Uma simples análise mostra que essa integral converge para D > x/2, resultando na
dimensão cŕıtica inferior Dc = x/2. Procedendo como no caso anterior, segue

tg ∼





µ
2D−x
2x

(
D < 3x

2

)

µ lnµ
(
D = 3x

2

)

µ
(
D > 3x

2

) , (6.26)

sendo que agora tg ≡ (g − g0c )/g
0
c , com g0c o valor cŕıtico de g à temperatura zero. Dáı

obtemos a dimensão cŕıtica superior Ds = 3x/2. Esses resultados mostram que a versão
quantizada do modelo esférico exibe uma transição de fase quântica caracterizada por
novos expoentes cŕıticos [26].

6.3 Equivalência com o modelo σ não-linear

Antes de finalizar esse caṕıtulo, discutiremos outro aspecto interessante que se trata
da equivalência entre o modelo esférico com interações de curto alcance x = 2 e o modelo
σ não-linear no limite N → ∞, com N o número de campos escalares, ϕi, i = 1, ..., N ,
definido pela lagrangiana

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ. (6.27)

Estamos omitindo o ı́ndice interno de soma i. Além disso, os campos ϕi estão sujeitos ao
v́ınculo

ϕ2
i ≡ ϕ2 =

N

2f
, (6.28)

com f sendo a constante de acoplamento. Devido ao v́ınculo, podemos adicionar um
termo de massa (∼ ϕ2 = constante) na lagrangiana sem alterar o conteúdo f́ısico do
modelo,

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2. (6.29)

O procedimento para determinar sua ação efetiva, no contexto da expansão 1/N segue,
em linhas gerais, os mesmos passos feitos para o cálculo da função de partição do modelo
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esférico. O v́ınculo é implementado por meio de uma função delta, que é escrita em termos
de uma integral sobre um campo auxiliar, digamos λ, que faz o papel de um multiplicador
de Lagrange. Com isso, podemos efetuar a integração sobre ϕ e ficamos com uma ação
efetiva em termos de λ. A ação efetiva tem a estrutura de uma expansão em potências
de 1/N

Sef = N1/2S1 +N0S2 +N−1/2S3 + · · · , (6.30)

com Sn sendo a contribuição para ação efetiva da referida ordem na expansão 1/N e
n indicando a potência correspondente do campo auxiliar λ. Para a série fazer sentido
devemos ter o anulamento do termo S1, associado a uma potência positiva de N . Isso
conduz à equação de gap, que escrita no espaço euclidiano tem a forma,

1

2f
−
∫

dD+1kE
(2π)D+1

1

k2E +m2
= 0. (6.31)

Essa equação é muito semelhante a equação do v́ınculo esférico (6.22) no limite termo-
dinâmico. De fato, considerando o sistema a temperatura finita, devemos levar em conta
que a integral sobre a componente zero do momento dá lugar a uma somatória discreta
sobre as frequências de Matsubara, tal que

∫
dD+1kE
(2π)D+1

→ 1

β

∑

n

∫
dDk

(2π)D
(6.32)

e k0 → ωn. De acordo com a fórmula (6.21), obtemos

1

2f
−
∫

dDk

(2π)D
1

2ωk
coth

(
βωk
2

)
= 0, (6.33)

com ωk ≡
√
k2 +m2. Com uma redefinição apropriada dos parâmetrosm e f , m→ √

2g µ
e f → 2(D−2)/2g(D+2)/2 e também do momento de integração k → √

2g k, deixamos a
relação acima exatamente igual a (6.22) com x = 2. Uma observação importante refere-se
aos limites de integração, que no caso acima não tem nenhuma restrição, ao passo que
em (6.22) está restrita à primeira zona de Brillouin. O fato é que essa equivalência se dá
no limite do cont́ınuo, com o espaçamento da rede a → 0. No caso do modelo esférico,
estavamos considerando um espaçamento unitário, tal que ele não aparecia explicitamente.
Restaurando sua dependência, a primeira zona de Brillouin, que para uma rede hipercúbia
é delimitada por [−π/a, π/a] para cada componente do momento, se estende até o infinito.
O último passo para estabelecer a conexão completa é tomar o limite N → ∞. Isso
significa que na ação efetiva (6.30) o único termo que contribuirá é S2. Mas esse é
exatamente a aproximação gaussiana para a integração em λ, equivalente ao cálculo via
o método de ponto de sela.

Ao menos qualitativamente, essa equivalência poderia ter sido antecipada simples-
mente tomando o limite do cont́ınuo da lagrangiana do modelo esférico (6.5) seguindo a
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discussão feita na seção 1.3 no primeiro caṕıtulo ou diretamente da equação (5.37), em
que a interação entre primeiros vizinhos pode ser aproximada por

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ ∼
∑

r

J

[
D(S(t, r))2 − 1

2
(∇S(t, r))2

]
. (6.34)

Com isso, segue que a lagrangiana do modelo esférico pode ser escrita numa forma seme-
lhante a do modelo σ não-linear (6.29)

L ∼ 1

2g

(
∂S(t, r)

∂t

)2

+
J

2
(∇S(t, r))2 − JD(S(t, r))2, (6.35)

a menos de redefinições dos parâmetros envolvidos de modo a combinar as derivadas
temporal e espaciais em ∂µS∂

µS, com as variáveis S(t, r) sujeitas ao v́ınculo esférico que
tem a mesma forma que (6.28).
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Caṕıtulo 7

Modelo Esférico Quântico

Supersimétrico

Este último caṕıtulo é dedicado à extensão supersimétrica do modelo esférico quântico
e à análise do seu comportamento cŕıtico a temperatura finita bem como a temperatura
zero. Como veremos, esse modelo é bastante rico, exibindo algumas situações interessan-
tes [59].

7.1 Idéia de Supersimetria

A propriedade fundamental da supersimetria é a igualdade do status entre bósons e
férmions, implicando a existência de uma simetria entre eles, o que proporciona um caráter
mais fundamental. Esse tratamento em pé de igualdade se reflete na igualdade entre os
números de graus de liberdade bosônicos e fermiônicos em uma teoria supersimétrica. De
uma forma esquemática, essa simetria é traduzida na invariância sob transformações

δ(bóson) ∼ férmion e δ(férmion) ∼ bóson, (7.1)

que fazem a transmutação entre bósons e férmions.
Em uma teoria de campos, a supersimetria implica que no espectro as part́ıculas sem-

pre ocorram aos pares, ditas parceiras supersimétricas, possuindo a mesma massa. Apesar
de não ser observada experimentalmente nas escalas atuais de energia, muitos f́ısicos acre-
ditam que ela possa existir na forma de uma simetria espontaneamente quebrada. Entre
as principais razões que nos levam a essa crença destacamos a sua consistência matemática
e os bem conhecidos cancelamentos de divergências ultravioletas, melhorando as proprie-
dades de renormalização da teoria, além de dar uma resposta aos problemas da hierarquia
das massas e da unificação das constantes de acoplamento efetivas [64].
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Queremos implementar esses conceitos no estudo do modelo esférico quântico. Uma
questão bastante natural nesse contexto é sobre a possibilidade de adicionar variáveis
fermiônicas aos śıtios da rede, além da variável bosônica Sr. Feito de uma maneira apro-
priada, isso nos levará a uma teoria supersimétrica. É claro, essa é uma supersimetria
num sentido efetivo, refletindo simplesmente a presença de graus de liberdade bosônicos
e fermiônicos em cada śıtio da rede. Podemos considerar essa extensão e investigar as
consequências sobre o comportamento cŕıtico do modelo. Como veremos a seguir, a su-
persimetria tem uma implicação sobre a existência de uma transição de fase quântica.

7.2 Supersimetria e Transições de Fase Quânticas

No contexto da mecânica quântica, a supersimetria requer a existência de supercargas
Q e Q̄, tal que {Q, Q̄} = H, em queH é a hamiltoniana do sistema, e além disso satistazem
[Q,H] = [Q̄,H] = 0; essas supercargas levam um estado bosônico em um fermiônico e
vice-versa sendo que o estado fundamental é deixado invariante1. Assim, uma teoria
supersimétrica é caracterizada por um estado fundamental bosônico |0〉B com energia
igual a zero, isto é, aniquilado pelas supercargas e pela hamiltoniana

Q|0〉B = Q̄|0〉B = H|0〉B = 0. (7.2)

Por outro lado, se a supersimetria é quebrada, então pelo menos uma das supercargas não
aniquila mais o estado fundamental. Ao invés disso, temos um par de estados bosônico e
fermiônico degenerados |0〉B e |0〉F , com energia E0, tal que

|0〉F ≡ 1√
E0

Q̄|0〉B e |0〉B ≡ 1√
E0

Q|0〉F . (7.3)

Como mencionado no caṕıtulo precedente, em contraste com as transições de fase a
temperatura finita, governadas pelas flutuações térmicas, uma transição de fase quântica
ocorre a temperatura zero devido a flutuações quânticas associadas ao prinćıpio de incer-
teza de Heisenberg, dando origem a uma energia de ponto zero. Logo, à temperatura zero,
uma transição de fase pode ocorrer numa situação em que a supersimetria está quebrada
com a energia do estado fundamental E0 diferente de zero, a qual é caracterizada por
um parâmetro não térmico g, que assume o valor gc no ponto cŕıtico. Próximo ao ponto
cŕıtico, temos

E0 ∼ |g − gc|zν, (7.4)

em que z e ν são os expoentes cŕıticos dinâmico e do comprimento de correlação, respecti-
vamente. Isso sugere que quando a supersimetria não está quebrada o sistema não exibirá

1Por simplicidade, estamos nos restringindo a teorias com um estado fundamental bosônico e não
degenerado.
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um comportamento cŕıtico devido ao anulamento da energia do estado fundamental inde-
pendente dos valores de g. Ao contrário, ele poderá exibir um comportamento cŕıtico se
a supersimetria estiver quebrada. De uma forma geral, qualquer desbalanceamento entre
bósons e férmions leva a uma quebra de supersimetria. Por exemplo, a supersimetria é
sempre quebrada a temperatura finita [65, 66].

Uma maneira conveniente para testar a quebra de supersimetria é introduzindo um
parâmetro de ordem. A quantidade mais natural para esse fim é a própria energia do
estado fundamental, pois se a supersimetria não está quebrada E0 = 0, caso contrário
E0 6= 0. Entretanto, por razões de origem topológica, o parâmetro de ordem é usualmente
definido pelo ı́ndice de Witten ∆ [67], que pode ser representado pela diferença entre o

número de estados bosônicos com energia zero N
(E0=0)
B e o número de estados fermiônicos

com energia zero N
(E0=0)
F , ou seja, ∆ ≡ N

(E0=0)
B −N

(E0=0)
F . Portanto, segue que

∆ ≡ N
(E0=0)
B −N

(E0=0)
F =

{
1 supersimetria não é quebrada
0 supersimetria quebrada

. (7.5)

É instrutivo ver como isso funciona para um sistema bastante simples, um oscilador
harmônico quântico supersimétrico dado pela hamiltoniana

H = ω(a†BaB + a†FaF ), com [a†B, aB] = 1 e {a†F , aF} = 1. (7.6)

Vamos considerar esse sistema a temperatura finita e queremos obter o ı́ndice de Witten
em função de β, ∆(β). A razão básica para a quebra da supersimetria à temperatura
finita é devido as diferentes distribuições para bósons e férmions

nB =
1

eβω − 1
e nF =

1

eβω + 1
. (7.7)

A partir dessas quantidades não é dif́ıcil construir um objeto com as propriedades reque-
ridas em (7.5). Em primeiro lugar, ∆(β) deve depender de uma razão entre nB e nF ,
pois se essas distribuições fossem iguais a supersimetria não seria quebrada conduzindo
a ∆(β) = 1, o que é compat́ıvel com as escolhas ∆(β) = nB/nF ou ∆(β) = nF/nB.
Observe que apenas em T = 0 essas distribuições tornam-se de fato iguais e então ∆ = 1.
É razoável supor que ∆(β) seja finito no limite de altas temperaturas, T → ∞ ou β → 0,
o que exclui a possibilidade nB/nF . Assim, ficamos com2

∆(β) =
nF
nB

=
eβω − 1

eβω + 1
. (7.8)

Note que, no limite T → ∞, temos ∆ → 0, o que está de acordo com (7.5). Por outro
lado, para qualquer temperatura finita, ∆(β) tem um valor fracionário, o que indica que
a representação usada para seu cálculo não é adequada tal que devemos recorrer à sua
definição [68].

2Esse resultado pode ser confirmado por meio do cálculo preciso usando o método thermofields dyna-

mics [68], que é um formalismo de tempo real baseado na construção de um espaço de Hilbert térmico
[63, 69].
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Modelo Esférico Quântico Supersimétrico 99

7.3 Extensão Supersimétrica

O ingrediente básico na construção do modelo esférico quântico supersimétrico3 é a
introdução de graus de liberdade fermiônicos em cada śıtio da rede para balancear os graus
bosônicos existentes. Assim, a cada śıtio, além da variável bosônica Sr, associaremos as
variáveis fermiônicas ψr e ψ̄r (ψ̄r ≡ ψ†

r), que no caso quântico satisfazem as relações de
anti-comutação

{ψr, ψr′} = 0, {ψ̄r, ψ̄r′} = 0 and {ψr, ψ̄r′} = δr,r′. (7.9)

Classicamente elas são tratadas como variáveis de Grassmann. A forma natural para a
lagrangiana supersimétrica é

LSusy =
1

2g

∑

r

Ṡ2
r −

1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ +
i√
g

∑

r

ψ̄rψ̇r −
∑

r,r′

Ur,r′ψ̄rψr′. (7.10)

O requisito de invariância sob as transformações de supersimetria implicará relações entre
as interações Jr,r′ e Ur,r′. Estamos supondo que a interação Ur,r′ também dependa apenas
da distância entre os śıtios r e r′. Além disso, o v́ınculo sobre a variável bosônica levará
a outros v́ınculos envolvendo as variáveis fermiônicas, o que discutiremos em breve.

O primeiro requisito da supersimetria é a igualdade entre os números de graus de
liberdade bosônicos e fermiônicos. Vemos que para a variável real Sr temos um grau,
enquanto que para a variável complexa ψr temos dois graus. Para compatibilizar esse
número devemos usar as equações de movimento

1

g
S̈r +

∑

r′

Jr,r′Sr′ = 0 e
i√
g
ψ̇r −

∑

r′

Ur,r′ψr′ = 0. (7.11)

A equação para ψ̄r é simplesmente o complexo conjugado dessa última equação. Fazendo
a decomposição em partes real e imaginária ψr = ψ1

r + iψ2
r , segue que

1√
g
ψ̇1
r =

∑

r′

Ur,r′ψ
2
r′ e

1√
g
ψ̇2
r = −

∑

r′

Ur,r′ψ
1
r′, (7.12)

mostrando que efetivamente as partes real e imaginária não são independentes, reduzindo
o número de graus de dois para um em cada śıtio da rede. Essa situação em que as equações
de movimento são necessárias para garantir a igualdade entre os graus de liberdade é
denominada supersimetria on-shell.

3Uma construção diferente do modelo supersimétrico a partir da quantização estocástica do modelo
clássico é feita em [70].
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Podemos verificar sem dificuldades que o conjunto de transformações

δǫSr = ψ̄rǫ, δǫψr = − i√
g
Ṡrǫ−

∑

r′

Ur,r′Sr′ǫ e δǫψ̄r = 0 (7.13)

e

δǭSr = ǭψr, δǭψr = 0 e δǭψ̄r =
i√
g
Ṡrǭ−

∑

r′

Ur,r′Sr′ ǭ (7.14)

deixa a lagrangiana (7.10) invariante, a menos de termos de superf́ıcie, desde que

∑

s

Ur,sUs,r′ ≡ Jr,r′. (7.15)

Essa relação pode ser vista como uma convolução, tal que sua transformada de Fourier é
[U(q)]2 = J(q). Os parâmetros da transformação ǫ e ǭ são quantidades anti-comutantes
infinitesimais. As equações (7.13) e (7.14) são as transformações de supersimetria, que
relacionam os graus de liberdade bosônicos aos fermiônicos.

O próximo passo é investigar a consistência dos v́ınculos. Mais precisamente, a im-
plicação das transformações de supersimetria sobre o v́ınculo esférico

∑

r

S2
r = N. (7.16)

Podemos verificar que, sob as tranformações (7.13) e (7.14), somos levados a

∑

r

ψ̄rSr = 0,
∑

r

ψrSr = 0 e
∑

r

ψ̄rψr = −
∑

r,r′

Ur,r′SrSr′, (7.17)

que formam um conjunto fechados mediante o uso das equações de movimento. Em
outras palavras, nenhum outro v́ınculo surge quando usamos as equações de movimento
(7.11). Portanto, para ter uma formulação supersimétrica consistente do modelo esférico
precisamos dos quatro v́ınculos acima, que efetivamente introduzem uma interação entre
as variáveis bosônicas e fermiônicas. Eles podem ser implementados por meio de quatro
multiplicadores de Lagrange, dois de caráter fermiônico e dois de caráter bosônico.

7.4 Função de Partição

Vamos empregar o formalismo do tempo imaginário para o cálculo da função de
partição, seguindo essencialmente os mesmos passos do modelo esférico bosônico. Temos
que levar em conta, entretanto, que o tratamento de férmions a temperatura finita é um
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pouco diferente. Basicamente devido ao caráter anti-comutante, as variáveis fermiônicas
devem satisfazer condições anti-periódicas de contorno. De uma maneira geral, temos

Sr(0) = Sr(β), ψr(0) = −ψr(β) and ψ̄r(0) = −ψ̄r(β). (7.18)

O reflexo das condições anti-periódicas é o surgimento das frequências de Matsubara
fermiônicas ωFn = (2n + 1)π/β, com n ∈ Z, em contraste com as frequências bosônicas
ωBn = 2nπ/β.

A função de partição é dada pela integração funcional sobre todos os campos presentes
na lagrangiana levando em conta os v́ınculos (7.16) and (7.17):

Z=

∫
DSrDψrDψ̄rδ

(∑

r

S2
r−N

)
δ
(∑

r

ψ̄rSr

)
δ
(∑

r

ψrSr

)
δ
(∑

r

ψ̄rψr+
∑

r,r′

Ur,r′SrSr′

)
e−

∫ β
0 dτLE ,

(7.19)
em que LE é a versão euclidiana de (7.10),

LSusy =
1

2g

∑

r

(
∂Sr

∂τ

)2

+
1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′ +
1√
g

∑

r

ψ̄r

∂ψr

∂τ
+
∑

r,r′

Ur,r′ψ̄rψr′ . (7.20)

Como antes, é conveniente usar uma representação integral para as funções delta:

δ
(∑

r

S2
r −N

)
=

∫
Dλ e−

∫ β
0
dτλ
(∑

r
S2
r
−N
)
, (7.21)

δ
(∑

r

ψ̄rSr

)
=

∫
Dζ e−

∫ β
0 dτ

∑
r
ψ̄rSrζ, (7.22)

δ
(∑

r

ψrSr

)
=

∫
Dζ̄ e−

∫ β
0
dτ

∑
r
ζ̄ψrSr (7.23)

e

δ
(∑

r

ψ̄rψr +
∑

r,r′

Ur,r′SrSr′

)
=

∫
Dγ e−

∫ β
0
dτγ
(∑

r
ψ̄rψr+

∑
r,r′ Ur,r′SrS

r
′

)
. (7.24)

Desse modo, as integrações sobre Sr e ψr, ψ̄r tornam-se gaussianas. Inicialmente, vamos
nos concentrar na integração sobre Sr, considerando a função de partição efetiva

Zϕ
eff ≡

∫
DSr exp

{
−
∫ β

0

dτ

[
1

2g

∑

r

(
∂Sr(τ)

∂τ

)2

+
1

2

∑

r,r′

Jr,r′SrSr′

+ λ
∑

r

S2
r + γ

∑

r,r′

Ur,r′SrSr′ +
∑

r

ϕrSr

]}
, (7.25)
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em que definimos o campo real bosônico ϕr ≡ ψ̄rζ + ζ̄ψr. Introduzindo a transformada
de Fourier dos campos envolvidos e fazendo a integração gaussiana, obtemos

Zϕ
eff = exp

{
−1

2
Tr
∑

q

lnOq

}
exp

{
−1

2

∫ β

0

dτ
∑

q

ψ̄qζO−1
q ζ̄ψq

}
, (7.26)

com

Oq ≡ − 1

2g

∂2

∂τ 2
+

1

2
J(q) + λ+ γU(q). (7.27)

Para as integrais fermiônicas, definimos outra função de partição efetiva com a ação já
escrita no espaço de Fourier

Zeff ≡
∫

Dψ̄qDψq exp

{
−
∫ β

0

dτ

[
∑

q

ψ̄q

(
1√
g

∂

∂τ
+ U(q) + γ +

1

2
ζO−1

q ζ̄

)
ψq

]}
,

(7.28)
a qual após a integração fornece

Zeff = exp

[
Tr
∑

q

ln

(
− 1√

g

∂

∂τ
− U(q)− γ − 1

2
ζO−1

q ζ̄

)]
. (7.29)

Reunindo todos os resultados, obtemos

Z =

∫
DλDγDζ̄Dζe−NSeff , (7.30)

com a ação efetiva

Seff ≡ −
∫ β

0

dτλ +
1

2N
Tr
∑

q

ln

(
− 1

2g

∂2

∂τ 2
+

1

2
J(q) + λ+ γU(q)

)

− 1

N
Tr
∑

q

ln

(
− 1√

g

∂

∂τ
− U(q)− γ − 1

2
ζO−1

q ζ̄

)
. (7.31)

Considerando o limite termodinâmico N → ∞, podemos aplicar o método de ponto de
sela, que nesse caso envolve as quatro condições

δSeff
δλ(τ)

=
δSeff
δγ(τ)

=
δSeff
δζ(τ)

=
δSeff
δζ̄(τ)

= 0. (7.32)

Vamos procurar soluções dessas equações com os parâmetros λ, γ, ζ e ζ̄ independentes
do tempo. As condições de extremo em relação aos parâmetros fermiônicos ζ and ζ̄,
podem ser imediatamente satisfeitas com a escolha trivial ζ = ζ̄ = 0. Ainda temos duas
condições. Vamos definir os pontos de sela correspondentes como λ ≡ µ e γ ≡ α. A
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condição de extremo com respeito a λ pode ser trabalhada da mesma maneira que nos
conduziu a (6.22):

1− 1

N

∑

q

g

2ωBq
coth

(
βωBq
2

)
= 0, (7.33)

com a frequência bosônica (ωBq )
2 ≡ 2g(µ+ αU(q) + J(q)

2
). A última condição fornece

1

N

∑

q

g

2ωBq
U(q) coth

(
βωBq
2

)
− 1

N

∑

q

g

2ωFq
(U(q) + α) tanh

(
βωFq
2

)
= 0, (7.34)

em que a frequência fermiônica é (ωFq )
2 ≡ 2g(α

2

2
+αU(q)+ J(q)

2
). Para obter esse resultado

usamos a identidade
∞∑

n=−∞

1

(2n+ 1)2 + y2
=

π

2y
tanh

(πy
2

)
, (7.35)

(que pode ser obtida a partir de (6.21)), no cálculo do traço da parte fermiônica, a
qual envolve uma soma sobre as frequências de Matsubara fermiônicas ωFn = (2n+1)π/β,
n ∈ Z. O comportamento cŕıtico do modelo pode ser determinado analisando as condições
de ponto de sela nas proximidades do ponto cŕıtico, da mesma maneira que fizemos para
o modelo esférico bosônico.

7.5 Comportamento Cŕıtico

Para investigar o comportamento cŕıtico devemos considerar o sistema próximo ao
ponto cŕıtico, com µ → 0 e α → 0, em que as integrais são dominadas pelas contri-
buições de pequenos momentos. Tal como no modelo bosônico, podemos parametrizar
as interações para valores pequenos de |q| ≡ q como J(q) ∼ qx e U(q) ∼ q

x
2 , respei-

tando o requisito da supersimetria [U(q)]2 = J(q). Discutiremos primeiramente o caso
de temperatura finita e em seguida o de temperatura zero.

7.5.1 Temperatura Finita

Como discutido no ińıcio deste caṕıtulo, a supersimetria é incompat́ıvel com a tempe-
ratura, isto é, a supersimetria é sempre quebrada a temperatura finita. Nessa situação,
as flutuações térmicas estão presentes e são responsáveis pela transição de fase. No ponto
cŕıtico, as equações (7.33) e (7.34) tornam-se

1− 1

N

∑

q

gc

2
√
gcJ(q)

coth

(
β
√
gcJ(q)

2

)
= 0 (7.36)
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e

1

N

∑

q

gc

2
√
gcJ(q)

U(q) coth

(
β
√
gcJ(q)

2

)
− 1

N

∑

q

gc

2
√
gcJ(q)

U(q) tanh

(
β
√
gcJ(q)

2

)
= 0,

(7.37)
respectivamente. Essas integrais convergem somente se D > x, o que define a dimensão
cŕıtica inferior Di = x.

Podemos determinar o comportamento cŕıtico subtraindo a expressão (7.33) próxima
ao ponto cŕıtico de (7.36). Tecnicamente, próximo ao ponto cŕıtico podemos expandir as
funções hiperbólicas coth e tanh para pequenos valores do argumento, de acordo com a
discussão acima.

No que segue, vamos considerar alguns casos simples que exibem um comportamento
cŕıtico interessante: 1. α = 0 com µ finito próximo ao ponto cŕıtico; 2. µ = 0 com α
finito próximo ao ponto cŕıtico.

α = 0 e µ finito

Subtraindo a equação (7.33) (com α = 0 e µ pequeno) de (7.36), obtemos o compor-
tamento

tg ∼





µ
D−x
x (D < 2x)

µ lnµ (D = 2x)
µ (D > 2x)

, (7.38)

com tg ≡ (g − gc)/gc. Dáı segue que a dimensão cŕıtica superior é dada por Ds = 2x.
Esse é exatamente o mesmo resultado do modelo esférico bosônico discutido no caṕıtulo
anterior. Interpretamos esse resultado como o desacoplamento dos graus de liberdade
bosônicos e fermiônicos quando o valor do parâmetro do ponto de sela γ é zero, α = 0.
Nessa situação, o sistema efetivamente se reduz ao modelo esférico bosônico.

µ = 0 e α finito

Para µ = 0 e α pequeno, após a subtração da equação (7.33) de (7.36), encontramos

tg ∼





α

2(D−x)
x

(
D < 3x

2

)

α lnα
(
D = 3x

2

)

α
(
D > 3x

2

) . (7.39)

Nesse caso, não temos mais o desacoplamento dos graus de liberdade bosônicos e fermiônicos,
uma vez que o v́ınculo associado efetivamente indroduz uma interação mediada pelo
parâmetro γ, cujo valor do ponto de sela é agora diferente de zero. Consequentemente,
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o modelo exibe um comportamento cŕıtico distinto e uma dimensão cŕıtica superiror
Dc = 3x/2.

Vale mencionar que, apesar da quebra da supersimetria devido à temperatura, po-
demos investigar a situação quando as frequências tornam-se iguais, ou seja, quando
µ = α2/2 (no caso de temperatura zero isso corresponde à situação em que a super-
simetria não está quebrada). O comportamento obtido com essa escolha é exatamente
aquele de (7.39), que pode ser entendido devido à dominância do termo q

x
2 sobre qx para

momentos pequenos, sempre que α é diferente de zero.

7.5.2 Temperatura Zero

No caso de temperatura zero, β → ∞, as funções hiperbólicas coth e tanh são iguais
a um e as equaçõs (7.33) e (7.34) se reduzem a

1− 1

N

∑

q

g

2ωBq
= 0 (7.40)

e
1

N

∑

q

g

2ωBq
U(q)− 1

N

∑

q

g

2ωFq
(U(q) + α) = 0. (7.41)

As integrais convergem para D > x/2, o que determina a dimensão cŕıtica inferior no
caso quântico Di = x/2. O procedimento para determinar o comportamento cŕıtico é
mesmo da temperatura finita. Note que, no ponto cŕıtico (µ = α = 0) a equação (7.41) é
identicamente satisfeita.

Caso Supersimétrico: µ = α2

2

A situação em que a supersimetria não está quebrada é caracterizada pela igualdade
entre as frequências bosônicas e fermiônicas, ωBq = ωFq ≡ ωq, o que é obtido pela escolha

µ = α2

2
. A consequência dessa escolha é que mesmo fora (próximo) do ponto cŕıtico

as equações (7.40) e (7.41) implicam α = 0 e também µ = 0. Esse resultado indica
a ausência de comportamento cŕıtico, de acordo com o argumento discutido no ińıcio
do caṕıtulo. Ele tem uma interpretação simples: as flutuações quânticas bosônicas e
fermiônicas necessárias para conduzirem à transição de fase quântica são canceladas entre
si quando a supersimetria não está quebrada.
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Supersimetria Quebrada: α = 0 e µ finito

Nesta situação, as frequências não são mais iguais e a supersimetria é quebrada. Pro-
cedendo como antes, podemos determinar o comportamento cŕıtico,

tg ∼





µ
2D−x
2x

(
D < 3x

2

)

µ lnµ
(
D = 3x

2

)

µ
(
D > 3x

2

) , (7.42)

em que agora tg ≡ (g−g0c )/g0c , com g0c o valor cŕıtico de g a temperatura zero. A dimensão
cŕıtica superior é Ds = 3x/2. Pelo mesmo motivo que aquele apresentado na discussão
seguinte à equação (7.38), esse resultado também é o mesmo que o obtido com o modelo
esférico quântico bosônico.

Supersimetria Quebrada: µ = 0 e α finito

Neste último caso, em que a supersimetria também é quebrada, obtemos o seguinte
comportamento,

tg ∼





α
2D−x
x (D < x)

α lnα (D = x)
α (D > x)

, (7.43)

o qual, em virtude do acoplamento entre os graus de liberdade bosônicos e fermiônicos, é
diferente de (7.42), revelando a dimensão cŕıtica superior, Ds = x.
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Considerações Finais

Ao longo deste trabalho estudamos problemas em teoria de campos e em mecânica
estat́ıstica, sempre buscando evidenciar as conexões entre ambos. Umas das motivações
para as teorias anisotrópicas vem justamente da mecânica estat́ıstica, no contexto de
transições de fase exibindo um ponto de Lifshitz. Por outro lado, a teoria de campos
proporciona um método eficiente para a quantização e o cálculo da função de partição do
modelo esférico estrito, além da inspiração para fazer sua extensão supersimétrica.

Uma questão central no estudo de teorias anisotrópicas é sobre a possibilidade da
restauração da simetria de Lorentz em limites de baixas energias. A idéia é que essas
teorias com derivadas espaciais de ordem superior possam ser consideradas como des-
crições efetivas em escalas de energia muito elevadas, em que supomos que a simetria de
Lorentz deixa de ser uma simetria fundamental, de modo que no limite de baixas energias
o sistema passe a exibir uma dinâmica relativ́ıstica.

É importante ressaltar que a restauração da simetria de Lorentz nesse contexto, se
posśıvel, deve ser considerada em um sentido aproximado, uma vez que não podemos
eliminar os termos com derivadas de ordem superior pois senão obteŕıamos uma teoria
não renormalizável. O objetivo é buscar regiões onde a contribuição dos operadores que
quebram a simetria de Lorentz possa ser desprezada. Uma outra possibilidade, mas
bastante improvável, é que a simetria de Lorentz se manifeste como algum ponto especial
nas equações do fluxo do grupo de renormalização, por exemplo, pontos fixos.

Com esses propósitos, desenvolvemos e discutimos diversos aspectos envolvidos no
procedimento de renormalização em modelos envolvendo campos escalares e espinoriais
exibindo anisotropia entre espaço e tempo caracterizada pelo expoente cŕıtico dinâmico
z. Para analisar limites de baixas energias dos modelos apresentados, fizemos uma análise
do grupo de renormalização, que essencialmente nos diz como é o comportamento dos
parâmetros da teoria quando mudamos a escala de energia.

A partir do estudo de alguns modelos podemos fazer algumas observações gerais. Em
primeiro lugar, a simetria de Lorentz não se manifesta como um ponto especial do fluxo
do grupo de renormalização. Além disso, as teorias devem ser estáveis no infravermelho,
pois assim conseguimos acessar limites de energia arbitrariamente baixos dentro do es-
quema perturbativo. No caso do modelo ϕ3, que é estável no ultravioleta, a constante de
acoplamento cresce no limite de baixas energias e não obtemos nenhuma conclusão quanto
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à restauração da simetria de Lorentz. Por isso, consideramos o modelo ϕ4, que é estável
no infravermelho. Apesar das dificuldades técnicas, esse modelo proporciona um cenário
mais favorável, pois com uma escolha particular dos valores iniciais dos parâmetros en-
volvidos, obtemos uma situação em que a simetria de Lorentz se manifesta num limite de
baixas energias.

A situação se torna mais delicada para teorias com mais que um campo interagindo,
devido à presença de diversos parâmetros, como no modelo de Yukawa. Apesar de ser
estável no infravermelho, a simetria de Lorentz (aproximada) requer um ajuste fino entre
os parâmetros envolvidos. O modelo de Yukawa nos dá uma boa idéia do tipo de difi-
culdades presentes no estudo de teorias com diversos campos. Teorias com valores mais
altos do expoente cŕıtico z também exigem a presença de mais parâmetros, o que torna
a análise mais complexa. Assim, conclúımos que esse não é um mecanismo viável nessas
situações.

A generalização de métodos existentes para o caso de teorias com anisotropia pode
ser bastante útil também em outros contextos, como em aplicações à matéria conden-
sada. Como uma ferramenta para a investigação de simetrias ao ńıvel quântico em teorias
anisotrópicas, generalizamos o método dos produtos normais, o que permite uma análise
sistemática das identidades de Ward e das posśıveis anomalias. Como uma aplicação,
estudamos a anomalia associada às transformações de escala anisotrópica no modelo ϕ4.

Na parte da mecânica estat́ıstica, o estudo sobre as transições de fase quânticas tem
sido assunto de intensa atividade, principalmente pela possibilidade cada vez maior de
atingir, experimentalmente, valores muito baixos de temperatura. Naturalmente, do
ponto de vista teórico, um modelo exatamente solúvel que apresente resultados não triviais
tem um papel de destaque, como é o caso do modelo esférico quântico.

Diversos estudos foram realizados na literatura com a versão quântica do modelo
esférico médio. Neste trabalho, fizemos uma abordagem usando métodos da teoria de
campos, como a integração funcional e o formalismo do tempo imaginário, para a quan-
tização do modelo esférico estrito. A análise é semelhante àquela usada no modelo sigma
não-linear, o que evidencia a conexão entre esse último no limite do número de campos
tendendo para o infinito e o modelo esférico com interações de curto alcance. Vimos
que, no limite termodinâmico, obtemos o mesmo comportamento cŕıtico que a versão
quântica do modelo esférico médio, ou seja, no caso de temperatura finita, o modelo tem
um comportamento cŕıtico igual ao do modelo clássico, pois as flutuações térmicas são
dominantes. No caso de temperatura zero, ele exibe um comportamento cŕıtico distinto
(devido à presença exclusiva de flutuações quânticas), caracterizado por novos expoentes
cŕıticos.

Como uma extensão natural, constrúımos uma versão supersimétrica do modelo esférico
quântico, adicionando graus de liberdade fermiônicos em cada śıtio da rede, para balancear
os graus de liberdade bosônicos. Uma propriedade de teorias supersimétricas é o anula-
mento da energia do estado fundamental, sugerindo que em uma teoria em que a super-
simetria não está quebrada o sistema é incapaz de exibir uma transição de fase quântica.
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Nesse contexto, verificamos que o modelo exibe um comportamento cŕıtico sempre que a
supersimetria está quebrada, ou por efeito da temperatura, exibindo um comportamento
cŕıtico clássico, ou pelo desbalanceamento das frequências bosônica e fermiônica, com um
comportamento cŕıtico quântico. Na situação em que a supersimetria não está quebrada,
o modelo não exibe uma transição de fase quântica devido ao anulamento da energia do
estado fundamental e consequentemente a ausência de flutuações quânticas, de acordo
com o esperado.
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Apêndice A

Grupo de Renormalização - Modelo

de Yukawa

Este apêndice é dedicado à parte técnica envolvida no estudo do grupo de renorma-
lização do modelo de Yukawa. Uma observação importante é sobre do uso da regularização
dimensional em teorias com a presença de férmions. Isso pode trazer dificuldades porque
as matrizes de Dirac dependem da dimensão, que na regularização dimensional não é fixa
[44]. Para tratar esse problema, no cálculo das constantes de renormalização estamos
usando o esquema de redução dimensional [71, 72], no qual todas as simplificações com as
matrizes de Dirac são feitas na dimensão espacial f́ısica d = 6 e após isso as integrais são
promovidas a d = 6 − ǫ. Ambiguidades que podem ainda estar presentes nesse método
se manifestam em ordens mais altas e não afetam nossos cálculos de um laço realizados
aqui.

A.1 Parte Divergente das Integrais

Temos essencialmente dois tipos de integrais para serem analisadas. A forma geral do
primeiro tipo ocorre quando temos um laço fermiônico, quer dizer, apenas propagadores
fermiônicos nas linhas internas. A forma geral é

J(x, y, z) ≡
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
kx0 |k|y

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2]z

, (A.1)

em que x, y e z são tais que a integral é no máximo quarticamente divergente. Essa integral
é da mesma forma que aquela em (2.16) e seu cálculo segue exatamente os mesmos passos.
Observe que o fator de kx0 não traz dificuldades para a integração em k0. O resultado para
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Apêndice A. Grupo de Renormalização - Modelo de Yukawa 111

a parte divergente é;

J(x, y, z) =
1

izΓ(z)

(1 + (−1)x)

2

1

2π
Γ

(
x+ 1

2

)
2π

d
2

(2π)dΓ(d
2
)

1

4α2
ψ

(α2
ψ)

− (d+y)
4

×
[
α2
ψΓ

(
d+ y

4

)
(−1)

1
8
(2−d−y)e

iπx
4 (iM2)

1
4
(2+d+2x+y−4z)Γ

(−2− d− 2x− y + 4z

4

)

+ iα2
ψΓ

(
d+ y

4

)
(b2ψ + 2αψM)2

8α2
ψ

(d+ y)(−1)
1
8
(2−d−y)e

iπx
4 (iM2)

1
4
(−2+d+2x+y−4z)

× Γ

(
2− d− 2x− y + 4z

4

)
− iαψ(b

2
ψ + 2αψM)Γ

(
d+ y + 2

4

)
(−1)

1
8
(−d−14x−y)ei2πx

× (iM2)
1
4
(d+2x+y−4z)Γ

(−d − 2x− y + 4z

4

)]
+ termos finitos. (A.2)

A outra forma ocorre quando há propagadores de diferentes tipos em um mesmo laço. A
forma geral é a seguinte:

H(w, y, z1, z2)

≡
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
kw0 |k|y

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2]z1[k20 − b2ϕk

2 − α2
ϕ(k

2)2 −m2]z2
.

(A.3)

Nesse caso, temos um passo adicional a ser dado, que se trata de empregar a fórmula de
parametrização de Feynman

1

Az1Bz2
=

Γ(z1 + z2)

Γ(z1)Γ(z2)

∫ 1

0

dx
xz1−1(1− x)z2−1

[xA + (1− x)B]z1+z2
. (A.4)

Identificando A ≡ k20 − b2ψk
2 − (αψk

2 +M)2 e B ≡ k20 − b2ϕk
2 − α2

ϕ(k
2)2 −m2, temos

H(w, y, z1, z2) =
Γ(z1 + z2)

Γ(z1)Γ(z2)

∫ 1

0

dx xz1−1(1− x)z2−1

×
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
kw0 |k|y

[k20 − f(x)k2 − g(x)(k2)2 − h(x)]z1+z2
, (A.5)

sendo que definimos as funções

f(x) ≡ (b2ψ + 2αψM)x+ b2ϕ(1− x), (A.6)

g(x) ≡ α2
ψx+ α2

ϕ(1− x) (A.7)

e
h(x) ≡M2x+m2(1− x). (A.8)
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Observe agora que, a integral nos momentos acima está efetivamente da forma (A.1) e
seu cálculo pode ser conduzida de modo semelhante. O resultado é

H(w, y, z1, z2) =
1

iz1+z2Γ(z1)Γ(z2)

1

2π

(1 + (−1)w)

2
(−i)

−(w+1)
2 Γ

(
w + 1

2

)
Ωd

(2π)d

×
∫ 1

0

dx xz1−1(1− x)z2−1 1

4g
(ig)

−(d+y)
4

{
g Γ

(
d+ y

4

)[
(ih)

1
4
(2+d+2w+y−4z1−4z2)

× Γ

(−2 − d− 2w − y + 4z1 + 4z2
4

)
+ i(d+ y)

f 2

8g
(ih)

1
4
(−2+d+2w+y−4z1−4z2)

× Γ

(
2− d− 2w − y + 4z1 + 4z2

4

)]
− f(ig)

1
2Γ

(
2 + d+ y

2

)
(ih)

1
4
(d+2w+y−4z1−4z2)

× Γ

(−d − 2w − y + 4z1 + 4z2
4

)}
. (A.9)

Resta ainda a integração sobre x, mas não é posśıvel calcular essa integral de maneira
geral, tal que devemos considerar os casos espećıficos que aparecem. O próximo passo é
determinar as partes divergentes da funções de vértice.

A.1.1 Função de 2 pontos escalar

Os três diagramas mostrados na figura 3.2 contribuem para a função de vértice de
dois pontos em ordens mais baixas não-triviais. Entretanto, considerando uma expansão
em laços, o diagrama de dois laços acaba sendo de ordem superior, o que é positivo
pois sabemos das dificuldades em extrair sua parte divergente. O diagrama de um laço
envolvendo apenas linhas escalares foi considerado no caṕıtulo 2. Devemos analisar então
apenas o diagrama com linhas internas fermiônicas, cuja expressão é

g2
∫

dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× 1

γ0(k0 + p0)− bψγ · (k + p)− αψ(k+ p)2 −M
. (A.10)

Note um sinal negativo adicional devido às regras de anti-comutação para formar o laço
fermiônico. Para revelar os termos de pólo aplicamos o operador de Taylor de quarta
ordem, t4, tal como em (2.27). Na sequência, calcularemos cada termo separadamente.
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Derivadas em relação a pipjpkpl

Vamos considerar inicialmente o termo de quatro derivadas,

g2
pipjpkpl

4!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× ∂4

∂pi∂pj∂pk∂pl

1

γ0(k0 + p0)− bψγ · (k+ p)− αψ(k+ p)2 −M

∣∣∣
p=0

. (A.11)

Esse cálculo é muito elaborado e algumas manipulações podem ser feitas para simplificá-
lo um pouco. Primeiro, note que podemos escrever essa expressão de uma forma mais
simples,

g2
pipjpkpl

4!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× ∂4

∂ki∂kj∂kk∂kl

1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
. (A.12)

Em seguida, é conveniente calcular o traço. Lembre que a dimensionalidade das matrizes
de Dirac da representação usada é d+ 2, tal que, Tr γµγν = 2

d+2
2 gµν . Dessa maneira,

g22
d+2
2
pipjpkpl

4!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d

[ −k20
[den]

∂4

∂ki∂kj∂kk∂kl

1

[den]
+
b2ψk

n

[den]

∂4

∂ki∂kj∂kk∂kl

kn

[den]

+
(αψk

2 +M)

[den]

∂4

∂ki∂kj∂kk∂kl

(αψk
2 +M)

[den]

]
, (A.13)

em que definimos den ≡ k20 − b2ψk
2 − (αψk

2 +M)2. Agora, podemos descartar as contri-
buições dos termos finitos nessa expressão. Assim,

g22
d+2
2
pipjpkpl

4!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d

[ −k20
[den]

∂4

∂ki∂kj∂kk∂kl

1

[den]
+
α2
ψk

2

[den]

∂4

∂ki∂kj∂kk∂kl

k2

[den]

]

+ termos finitos. (A.14)

Depois de um longo cálculo, já levando em conta a simetria rotacional e usando (A.2),
chegamos a

g2

4!
(p2)2

3 24+
d
2

d(d+ 2)

[
a10(−8 − 10d+ d2)J(0, 16, 6) + 2a8(28− 8d− d2)J(2, 12, 6)

+ 20a6(2 + 3d)J(4, 8, 6) + 2a4(−44− 16d+ d2)J(6, 4, 6)− a2d(d+ 2)J(8, 0, 6)
]

+ termos finitos. (A.15)

Finalmente, calculando o termo de pólo em d = 6, encontramos

− i

128π3

g2

αψ

1

d− 6
(p2)2. (A.16)

113
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Derivadas em relação a pipj

O termo que necessitamos avaliar é

g2
pipj
2!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× ∂2

∂ki∂kj

1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
. (A.17)

Depois do cálculo do traço, ficamos com

g22
d+2
2
pipj
2!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d

[ −k20
[den]

∂2

∂ki∂kj

1

[den]
+
b2ψk

n

[den]

∂2

∂ki∂kj

kn

[den]

+
(αψk

2 +M)

[den]

∂2

∂ki∂kj

(αψk
2 +M)

[den]

]
. (A.18)

De acordo com (A.2), segue que

g2

2
p22

d+2
2

[((
−6 +

16

d

)
α4
ψb

2
ψ +

(
2 +

32

d

)
α5
ψM

)
J(0, 8, 4)

+

(
−2 +

8

d

)
α6
ψJ(0, 10, 4) + (8α2

ψb
2
ψ + 12α3

ψM)J(2, 4, 4) + 4α4
ψJ(2, 6, 4)

− (2b2ψ + 2αψM)J(4, 0, 4)−
(
2 +

8

d

)
α2
ψJ(4, 2, 4)

]
, (A.19)

cuja parte divergente é

− i
M

16π3

g2

α2
ψ

1

d− 6
p2. (A.20)

Derivadas em relação a p0p0

Seguindo os mesmos passos anteriores, temos

g2
p20
2!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× ∂2

∂k0∂k0

1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
. (A.21)

Após o cálculo do traço,

g22
d+2
2
p20
2!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d

[
− k0
[den]

∂2

∂k0∂k0

k0
[den]

+
b2ψk

2

[den]

∂2

∂k0∂k0

1

[den]

+
(αψk

2 +M)2

[den]

∂2

∂k0∂k0

1

[den]

]
. (A.22)
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Usando (A.2), temos

−g
2

2
p202

d+2
2 [−8J(4, 0, 4) + 6J(2, 0, 3) + 8α2

ψJ(2, 4, 4)− 2α2
ψJ(0, 4, 3)]. (A.23)

A parte divergente é

− i
1

32π3

g2

α3
ψ

1

d− 6
p20. (A.24)

Termo sem derivadas

O último termo que devemos calcular é quando não há derivadas atuando sobre o
diagrama, ou seja,

g2
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
.

(A.25)

Calculando o traço,

g22
d+2
2

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d

[ −k20
[den]2

+
b2ψk

2

[den]2
+

(αψk
2 +M)2

[den]2

]
. (A.26)

Usando (A.2), segue que

g22
d+2
2 [−J(2, 0, 2) + b2ψJ(0, 2, 2) + α2

ψJ(0, 4, 2) + 2αψMJ(0, 2, 2) +M2J(0, 0, 2)]. (A.27)

Por fim, a parte divergente é

− i
(3b4ψ + 12αψb

2
ψM + 8α2

ψM
2)

64π3

g2

α5
ψ

1

d− 6
. (A.28)

A.1.2 Função de 2 pontos espinorial

A contribuição de um laço para a função de vértice de dois pontos do campo espinorial
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envolve apenas o diagrama da figura 3.4, com a seguinte expressão

− g2
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× 1

(p0 − k0)2 − b2ϕ(p− k)2 − α2
ϕ[(p− k)2]2 −m2

= −g2
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
−γ0k0 + bψγ · k+ αψk

2 +M

k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2

× 1

(p0 − k0)2 − b2ϕ(p− k)2 − α2
ϕ[(p− k)2]2 −m2

. (A.29)

Visto que o grau de divergência superficial é d(G) = 2, devemos aplicar o operador de
Taylor de segunda ordem t2. Seja I(p, k) o integrando acima, então

t2I(p, k) = I(0, k) + pi
∂I(p, k)

∂pi

∣∣∣
p=0

+ p0
∂I(p, k)

∂p0

∣∣∣
p=0

+
pipj
2!

∂2I(p, k)

∂pi∂pj

∣∣∣
p=0

. (A.30)

Assim como no caso anterior é conveniente separar o cálculo em partes de acordo com os
termos do operador acima.

Derivadas em relação a pipj

O termo com duas derivadas é

− g2
pipj
2!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
−γ0k0 + bψγ · k+ αψk

2 +M

k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2

∂2

∂ki∂kj

1

k20 − b2ϕk
2 − α2

ϕ(k
2)2 −m2

.

(A.31)
Depois do cálculo das derivadas e mantendo apenas os termos divergentes, obtemos

− g2
p2

2!

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d

[
(
8α2
ϕ

d
+ 4α2

ϕ)αψ(k
2)2

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2][k20 − b2ϕk

2 − α2
ϕ(k

2)2 −m2]2

+

32αψα
4
ϕ

d
(k2)4

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2][k20 − b2ϕk

2 − α2
ϕ(k

2)2 −m2]3

]
, (A.32)

em que, usamos a simetria rotacional para fazer a troca kikj → k2δij/d. De acordo com
a função H(w, y, z1, z2) definida em (A.9), podemos escrever

− g2
p2

2

[(
8α2

ϕ

d
+ 4α2

ϕ

)
αψH(0, 4, 1, 2) +

32αψα
4
ϕ

d
H(0, 8, 1, 3)

]
. (A.33)

O termo divergente é

− i

384π3

(−8α3
ϕα

2
ψ + 3α4

ϕαψ − α5
ψ + 6α2

ϕα
3
ψ)

αϕ(α2
ϕ − α2

ψ)
3

g2
1

d− 6
p2. (A.34)
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Derivada em relação a p0

O termo de derivada de primeira ordem em p0 é dado por

g2p0

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
−γ0k0 + bψγ · k + αψk

2 +M

k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2

∂

∂k0

1

k20 − b2ϕk
2 − α2

ϕ(k
2)2 −m2

. (A.35)

Mantendo apenas os termos divergentes,

g2p0γ
0

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
2k20

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2][k20 − b2ϕk

2 − α2
ϕ(k

2)2 −m2]2
, (A.36)

a qual fornece
2g2p0γ

0H(2, 0, 1, 2). (A.37)

O termo de pólo é

i

128π3

2αψ − α2
ϕ(α

2
ϕ+α

2
ψ)

α3
ϕ

(α2
ϕ − α2

ψ)
2

g2
1

d− 6
p0γ

0. (A.38)

Derivada em relação a pi

O termo com uma derivada é

g2pi

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
−γ0k0 + bψγ · k + αψk

2 +M

k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2

∂

∂ki

1

k20 − b2ϕk
2 − α2

ϕ(k
2)2 −m2

. (A.39)

Levando em conta a simetria rotacional e considerando apenas as partes divergentes,
obtemos

g2p · γ
4α2

ϕbψ

d

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
(k2)2

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2][k20 − b2ϕk

2 − α2
ϕ(k

2)2 −m2]2
,

(A.40)
que pode ser identificado como,

4α2
ϕbψ

d
g2p · γH(0, 4, 1, 2). (A.41)

Finalmente, a parte divergente resulta em

i

384π3

(2α3
ϕ − 3α2

ϕαψ + α3
ψ)

αϕαψ(α2
ϕ − α2

ψ)
2

bψg
2 1

d− 6
p · γ. (A.42)
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Termo sem derivadas

Tomando o momento externo igual a zero (A.29), obtemos

− g2
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
−γ0k0 + bψγ · k+ αψk

2 +M

k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2

1

k20 − b2ϕk
2 − α2

ϕ(k
2)2 −m2

. (A.43)

Os termos lineares no momento não contribuem, tal que

− g2[αψH(0, 2, 1, 1) +MH(0, 0, 1, 1)]. (A.44)

O termo de pólo é

−i g2

256π3α3
ϕα

2
ψ(α

2
ϕ − α2

ψ)
2

× [α5
ψb

2
ϕ + α2

ϕα
2
ψ[(2αϕ − 3αψ)b

2
ϕ + (−3αϕ + 2αψ)b

2
ψ + 2αψ(−2αϕ + αψ)M)]

+ α4
ϕ(αϕb

2
ψ + 2α2

ψM)]
1

d− 6
. (A.45)

A.1.3 Função de 3 pontos

A contribuição de um laço para a função de vértice com duas linhas externas bosônicas
e uma fermiônica correspondente ao diagrama da figura 3.5. Como a divergência é loga-
ritmica, basta considerar a expressão com os momentos externos iguais a zero,

ig3
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5

× 1

k20 − b2ϕk
2 − α2

ϕ(k
2)2 −m2

. (A.46)

Com uma manipulação simples das matrizes de Dirac, podemos escrever

−ig3Γ5

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2][k20 − b2ϕk

2 − α2
ϕ(k

2)2 −m2]

= −ig3Γ5H(0, 0, 1, 1). (A.47)

A parte divergente é

− 1

128π3

1

αϕα
2
ψ + α2

ϕαψ
g3Γ5 1

d− 6
. (A.48)
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A.1.4 Função de 4 pontos

A contribuição de um laço para a função de vértice de quatro pontos envolve os dois
diagramas da figura 3.3. A divergência dessa função é logaritmica e basta considerar os
gráficos com momento externo nulo. O diagrama contendo apenas linhas escalares foi
analisado no caṕıtulo anterior, enquanto que a expressão associada ao primeiro diagrama
da figura 3.3 é

− 6g4
∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
TrΓ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M

× Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
Γ5 1

γ0k0 − bψγ · k− αψk2 −M
. (A.49)

Usando a álgebra das matrizes de Dirac e calculando o traço, essa expressão se reduz a

− 6g42
d+2
2

∫
dk0
2π

ddk

(2π)d
1

[k20 − b2ψk
2 − (αψk2 +M)2]2

. (A.50)

De acordo com (A.1), obtemos

− 6g42
d+2
2 J(0, 0, 2). (A.51)

Finalmente, o termo de pólo é
3i

8π3

1

α3
ψ

g4
1

d− 6
. (A.52)

Agora que finalizamos o cálculo da parte divergente de todas as funções de vértice rele-
vantes podemos prosseguir com o grupo de renormalização. O primeiro passo é deduzir a
equação do grupo de renormalização para uma teoria com campos bosônicos e fermiônicos.

A.2 Grupo de Renormalização

A dedução da equação do grupo de renormalização no presente caso é semelhante
àquela desenvolvida no segundo caṕıtulo e então podemos seguir o mesmo racioćınio.
A função de vértice com NB linhas externas bosônicas amputadas e NF fermiônicas é
definida como

(2π)d+1δ(p1 + · · ·+ pNB + q1 + · · ·+ qNF )Γ
(NB+NF )
a1···aNF

(p1, · · · , pNB, q1, · · · , qNF )

≡
NB∏

i=1

∆−1(pi)

NF /2∏

j=1

S−1
ajbj

(qj)

NF∏

k=NF /2+1

S−1
bkak

(qk)

∫
dDx1 · · · dDxNB

∫
dDy1 · · · dDyNF

× 〈0|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xNB)ψb1(y1) · · ·ψbNF /2(yNF /2)ψ̄bNF /2+1
(ybNF /2+1

) · · · ψ̄bNF (ybNF )|0〉
prop

× ei
∑NB
i=1 pixi+i

∑NF
j=1 qjyj . (A.53)
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As letras a e b designam ı́ndices espinoriais. A relação entre a função de vértice renorma-
lizada, Γ(NB+NF ), e a não-renormalizada, Γ

(NB+NF )
n , é a seguinte

Γ(NB+NF )
n = Z

−NB
2

ϕ Z
−NF

2
ψ Γ(NB+NF ). (A.54)

A partir dáı é fácil obter a equação do grupo de renormalização;
[
µ
∂

∂µ
+Dϕ +Dψ + βg

∂

∂g
+ βλ

∂

∂λ
−NBγϕ −NFγψ

]
Γ(N)(p,m, b, α, λ, µ) = 0, (A.55)

em que definimos os operadores diferenciais

Dϕ ≡ δm2

∂

∂m2
+ βb2ϕ

∂

∂b2ϕ
+ βα2

ϕ

∂

∂α2
ϕ

(A.56)

e

Dψ ≡ δM
∂

∂M
+ βbψ

∂

∂bψ
+ βαψ

∂

∂αψ
. (A.57)

A dependência da função de vértice com os parâmetros está sendo indicada genericamente
por m, b, α, λ. O parâmetro µ é introduzido da maneira usual por meio de g → gµ

ǫ
2 e

λ → λµǫ. Como os próximos passos já foram ilustrados em detalhes no caso do campo
escalar, nas seções seguintes apresentaremos de modo sucinto os resultados para as funções
de vértices envolvidas.

A.2.1 Função de 2 pontos escalar

A função de vértice de dois pontos renormalizada (NB = 2 e NF = 0), ou seja, depois
da aplicação do operador de subtração dos pólos, é dada por

Γ(2)
ϕ (p) = i[p20 − b2ϕp

2 − α2
ϕ(p

2)2 −m2 + g2(Parte finita1 − lnµReśıduo1)

− iλ(Parte finita2 − lnµReśıduo2)]. (A.58)

Os reśıduos possuem a seguinte estrutura

Reśıduo1 = A1 + A2p
2
0 + A3p

2 + A4(p
2)2 (A.59)

e
Reśıduo2 = Ã1. (A.60)

Os valores das constantes Ai podem ser lidos dos cálculos anteriores:

A1 = −
(3b4ψ + 12αψb

2
ψM + 8α2

ψM
2)

64π3α5
ψ

, Ã1 = −i
(−3b4ϕ + 4α2

ϕm
2)

2048π3

1

α5
ϕ

(A.61)

e

A2 = − 1

32π3

1

α3
ψ

, A3 = − 1

16π3

M

α2
ψ

, A4 = − 1

128π3

1

αψ
. (A.62)
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A.2.2 Função de 2 pontos espinorial

A função de dois pontos espinorial renormalizada, NB = 0 e NF = 2, é

Γ
(2)
ψ (p) = i[γ0p0 − bψγ · p− αψp

2 −M + g2(Parte finita3 − lnµReśıduo3)], (A.63)

com o reśıduo
Reśıduo3 = B1 +B2γ

0p0 +B3γ · p+B4 p
2. (A.64)

Os valores das constantes Bi são dados por

B1 = − 1

256π3α3
ϕα

2
ψ(α

2
ϕ − α2

ψ)
2

× [α5
ψb

2
ϕ + α2

ϕα
2
ψ[(2αϕ − 3αψ)b

2
ϕ + (−3αϕ + 2αψ)b

2
ψ + 2αψ(−2αϕ + αψ)M)]

+ α4
ϕ(αϕb

2
ψ + 2α2

ψM)], (A.65)

B2 = − 1

128π3

1

αϕ(αϕ + αψ)2
, (A.66)

B3 =
1

384π3

bψ
αϕαψ

(2αϕ + αψ)

(αϕ + αψ)2
(A.67)

e

B4 = − 1

384π3

αψ
αϕ

(3αϕ + αψ)

(αϕ + αψ)3
. (A.68)

A.2.3 Função de 3 pontos

A função de 3 pontos renormalizada, NB = 1 e NF = 2, é dada por

Γ(3) = −gΓ5 − g3(Parte finita4 − lnµReśıduo4), (A.69)

com o reśıduo

Reśıduo4 = C1 =
1

128π3

1

αϕα2
ψ + α2

ϕαψ
Γ5. (A.70)

A.2.4 Função de 4 pontos

A função de 4 pontos renormalizada, NB = 4 e NF = 0, é

Γ(4) = −iλ+ g4(Parte finita5 − lnµReśıduo5)− λ2(Parte finita6 − lnµReśıduo6), (A.71)
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em que,

Reśıduo5 = D1 =
3i

8π3

1

α3
ψ

(A.72)

e

Reśıduo6 = D̃1 = i
3

512π3

1

α3
ϕ

. (A.73)

A.3 Solução Perturbativa

Vamos considerar expansões de todas as funções envolvidas nas equações do grupo de
renormalização em termos das constantes de acoplamento g e λ. Isso nos levará a um
sistema de equações que podem ser resolvidas para determinar os parâmetros efetivos.

A.3.1 Função de 2 pontos escalar

Para a função de 2 pontos escalar (A.58), obtemos as seguintes relações:

− g2A1 − δm2(g2) + 2m2γϕ(g
2) = 0, (A.74)

− λÃ1 − iδm2(λ) = 0, (A.75)

γϕ(g
2) = −A2

2
g2, (A.76)

− g2A3 − βb2ϕ(g
2) + 2b2ϕγϕ(g

2) = 0 (A.77)

e
− g2A4 − βα2

ϕ
(g2) + 2α2

ϕγϕ(g
2) = 0. (A.78)

Os termos entre parênteses denotam a ordem da constante de acolpamento correspon-
dente.

A.3.2 Função de 2 pontos espinorial

Para a função de 2 pontos espinorial (A.63), encontramos,

− g2B1 − δM (g2) + 2Mγψ(g
2) = 0, (A.79)

γψ(g
2) = −B2

2
g2, (A.80)

− g2B3 − βbψ(g
2) + 2bψγψ(g

2) = 0 (A.81)

e
− g2B4 − βαψ(g

2) + 2αψγψ(g
2) = 0. (A.82)
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A.3.3 Função de 3 pontos

Para a função de 3 pontos (A.69), temos apenas

C1g
3 − βg(g

3) + g(γϕ(g
2) + 2γψ(g

2)) = 0. (A.83)

A.3.4 Função de 4 pontos

Finalmente, para a função de 4 pontos (A.71), obtemos

βλ(g
4) = iD1g

4, (A.84)

βλ(λ
2) = −iD̃1λ

2 (A.85)

e
βλ(λg

2) = 4λγϕ(g
2). (A.86)

A.4 Parâmetros Efetivos

A partir dos resultados anteriores, obtemos as relações desejadas para os parâmetros
efetivos de interesse

βb2ϕ(g
2) = −(b2ϕA2 + A3)g

2 =
1

32π3

(b2ϕ + 2αψM)

α3
ψ

g2, (A.87)

βα2
ϕ
(g2) = −(α2

ϕA2 + A4)g
2 =

1

384π3

(12α2
ϕ + 3α2

ψ)

α3
ψ

g2, (A.88)

βbψ(g
2) = −(bψB2 +B3)g

2 =
bψ

192π3

(αϕ + 2αψ)

αϕαψ(αϕ + αψ)2
g2, (A.89)

βαψ(g
2) = −(αψB2 +B4)g

2 =
1

192π3

αψ(3αϕ + 2αψ)

αϕ(αϕ + αψ)3
g2, (A.90)

βg(g
3) =

(
−A2

2
− B2 + C1

)
g3 =

1

128π3

[
2α3

ϕ + 4α2
ϕαψ + 3αϕα

2
ψ + 2α3

ψ

α3
ψαϕ(αϕ + αψ)2

]
g3 (A.91)

e

βλ = −iD̃1λ
2 + iD1g

4 − 2A2λg
2 =

3

512π3

λ2

α3
ϕ

− 3

8π3

g4

α3
ψ

+
1

16π3

λg2

α3
ψ

. (A.92)
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Apêndice B

Teorema de Noether para teorias

com derivadas de terceira ordem

Neste apêndice, apresentamos uma dedução do teorema de Noether para teorias com
derivadas de terceira ordem. Vamos supor que o campo básico varia continuamente de
ϕ(x) para ϕ(x) + δϕ implicando na seguinte variação para a densidade de lagrangiana

δL =
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L
∂∂µϕ

δ∂µϕ+
∂L

∂∂µ∂νϕ
δ∂µ∂νϕ+

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

δ∂µ∂ν∂ρϕ. (B.1)

Agora, usando a equação de movimento de Euler-Lagrange,

− ∂L
∂ϕ

+ ∂µ
∂L
∂∂µϕ

− ∂µ∂ν
∂L

∂∂µ∂νϕ
+ ∂µ∂ν∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

= 0, (B.2)

obtemos

δL = ∂µ

(
∂L
∂∂µϕ

δϕ+
∂L

∂∂µ∂νϕ

↔
∂νδϕ

)
+

(
∂µ∂ν∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

)
δϕ+

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

δ∂µ∂ν∂ρϕ.

(B.3)
Ao usar esse resultado em (B.1), podemos escrevê-la como

δL = ∂µ

(
∂L
∂∂µϕ

δϕ+
∂L

∂∂µ∂νϕ

↔
∂νδϕ

)
+ ∂µ

(
∂ν∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

δϕ

)

− ∂ν

(
∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

∂µδϕ

)
+ ∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

∂ν∂µδϕ+
∂L

∂∂µ∂ν∂ρϕ
δ∂µ∂ν∂ρϕ, (B.4)

em que A
↔
∂µB ≡ A∂µB−(∂µA)B. Por outro lado, sem empregar a equação de movimento,

se a variação da lagrangiana for uma derivada total δL = ∂µS
µ, podemos então definir

uma corrente conservada por

Jµ ≡ ∂L
∂∂µϕ

δϕ+

(
∂L

∂∂µ∂νϕ
− ∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

)
↔
∂νδϕ+

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

∂ν∂ρδϕ− Sµ. (B.5)
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Apêndice B. Teorema de Noether para teorias com derivadas de terceira

ordem 125

Esse resultado pode ser facilmente generalizado. Se a lagrangiana contem derivadas de
quarta ordem, um procedimento semelhante mostra que a corrente conservada é dada por

Jµ =
∂L
∂∂µϕ

δϕ+

(
∂L

∂∂µ∂νϕ
− ∂ρ

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

+ ∂ρ∂σ
∂L

∂∂µ∂ν∂ρ∂σϕ

)
↔
∂νδϕ+

∂L
∂∂µ∂ν∂ρϕ

∂ν∂ρδϕ

+
∂L

∂∂µ∂ν∂ρ∂σϕ

↔
∂ν(∂ρ∂σδϕ)− Sµ. (B.6)
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Apêndice C

Soma de Séries Infinitas via Teorema

de Reśıduos

Queremos avaliar uma somatória do tipo:

+∞∑

n=−∞

1

n2 + y2
. (C.1)

Nossa estratégia para este fim, trata-se essencialmente da utilização do teorema dos
reśıduos, como passamos a descrever. Consideremos uma função g(z) composta pelo
produto de uma função f(z), que não tenha pólos sobre o eixo imaginário, pela função
coth

(
βz
2

)
, ou seja,

g(z) ≡ f(z) coth

(
βz

2

)
. (C.2)

Notemos que os pólos de g(z) coincidem com os de coth
(
βz
2

)
e estão lozalizados em

z = 2πni/β. Consideremos agora a integral no plano complexo de g(z) com o contorno
C =

⋃
i Ci mostrado na figura (C.1),

I ≡
∮

C

dzf(z) coth

(
βz

2

)
. (C.3)

Então, de acordo com o teorema dos reśıduos,

∮

C

dzf(z) = 2πi
∑

Resf(z), (C.4)
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Apêndice C. Soma de Séries Infinitas via Teorema de Reśıduos 127

Rez

Imz

C
−2

C
−1

C0

C1

C2

Figura C.1: Contorno C =
⋃
iCi no plano complexo de z.

a expressão (C.3) torna-se

I = 2πi

+∞∑

n=−∞
Resz0= 2πni

β
f(z0) coth

(
βz0
2

)

= 2πi

+∞∑

n=−∞
lim

z0→ 2πni
β

(
z0 −

2πni

β

)
f(z0) coth

(
βz0
2

)

= 4πi
+∞∑

n=−∞

1

β
f

(
2πni

β

)
, (C.5)

ou ainda,
+∞∑

n=−∞

1

β
f

(
2πni

β

)
=

1

4πi
I. (C.6)

Por outro lado, podemos escrever a integral de contorno I em (C.3) de outra maneira
deformando o contorno C original como indicado na figura (C.2). Dessa modo, I torna-
se:

I =

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dzf(z) coth

(
βz

2

)
+

∫ −i∞−ǫ

i∞−ǫ
dzf(z) coth

(
βz

2

)
. (C.7)

A expressão (C.7) pode facilmente ser separada em uma parte dependente da temperatura
e uma independente, tal que podemos escrever

+∞∑

n=−∞

1

β
f

(
2πni

β

)
=

1

2πi

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dz[f(z) + f(−z)]nB(z) +
1

4πi

∫ −i∞

i∞
dz[f(z) + f(−z)].

(C.8)
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Rez

Imz

Figura C.2: Contorno deformado.

Esse é nosso resultado final. Ele nos diz como relacionar uma soma infinita com integrais
no plano complexo, que frequentemente podem ser calculadas.

Vamos aplicar (C.8) para o cálculo da série (C.1). Nesse caso, devemos identificar

f

(
2πni

β

)
≡ β

n2 + y2
. (C.9)

Fazendo z ≡ 2πni
β

, obtemos

f(z) =
(2πi)2

β

1

z2 −
(

2πy
β

)2 . (C.10)

Note que os pólos de f(z) estão localizados sobre o eixo real, tal que o desenvolvimento
acima podem ser usados sem dificuldades. De acordo com (C.8), segue que

+∞∑

n=−∞

1

n2 + y2
=

4πi

β

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
+

2πi

β

∫ −i∞

i∞
dz

1

z2 −
(

2πy
β

)2 . (C.11)

Basta calcular as duas integrais do lado direito. Para calcular a primeira delas considere-
mos a seguinte integral sobre o contorno C1 mostrado na figura (C.3),

∮

C1

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
. (C.12)

Pelo teorema dos reźıduos, temos

∮

C1

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
= − iβ

2y

1

e2πy − 1
. (C.13)
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Rez

Imz

Figura C.3: Contorno C1.

O sinal negativo vem do fato que o sentido adotado para o caminho C1 é oposto àquele
definido nas figuras (C.1) e (C.2). Observe também que o integrando acima tem dois
pólos (sobre o eixo real); um dentro do contorno C1, fornecendo a contribuição não nula,
e o outro pólo fora do contorno. O lado esquerdo de (C.13) pode ser decomposto em uma
soma sobre os dois caminhos que compõe o contorno C1, quer dizer,

∮

C1

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
=

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
+ lim
R→∞

∫

R

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
.

(C.14)
A segunda integral do lado é direito é nula. Para ver isso, basta fazer a parametrização
z = Reiθ. Dessa forma,

lim
R→∞

∫ −π
2

π
2

dθ
ieiθ

R− 1
R

(
2πy
β

)2
1

eβR(cos θ+i sin θ) − 1
= 0. (C.15)

Portanto, estabelecemos o resultado desejado

∫ i∞+ǫ

−i∞+ǫ

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2
1

eβz − 1
= − iβ

2y

1

e2πy − 1
. (C.16)

A segunda integral em (C.11) pode ser calculada da mesma forma. Consideremos a
integral sobre o contorno C2 indicado na figura (C.4),

∮

C2

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2 . (C.17)

De acordo com o teorema dos reźıduos, temos que
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Imz

Rez

Figura C.4: Contorno C2.

∮

C2

dz
1

z2 −
(

2πy
β

)2 = − iβ
2y
. (C.18)

Decompondo a integral sobre o caminho C2 nas duas partes que o compõe e observando
que apenas a parte sobre o eixo imaginário contribui, conclúımos que

∫ i∞

−i∞
dz

1

z2 −
(

2πy
β

)2 = − iβ
2y
. (C.19)

Finalmente, substituindo (C.16) e (C.19) em (C.11) obtemos o resultado

+∞∑

n=−∞

1

n2 + y2
=
π

y
coth(πy). (C.20)
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