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I've heard there was a secret chord

That David played, and it pleased the Lord
But you don’t really care for music, do yah?
It goes like this:

The fourth, the fifth,

The minor fall, the major lift,

The baffled king composing Hallelujah.

Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, ...

Your faith was strong but you needed proof.
You saw her bathing on the roof.

Her beauty in the moonlight overthrew yah.
She tied you to a kitchen chair,

She broke your throne, and she cut your hair,
And from your lips she drew the Hallelujah.

Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah

There was a time when you let me know
What's really going on below,

But now you never show it to me, do yah?
And remember when I moved in you

The holy dove was moving too

And every breath we drew was Hallelujah

Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah

Maybe there’s a God above

But all I've ever learned from love

Was how to shoot at someone who outdrew yah.
It’s not a cry you can hear at night,

It’s not somebody who has seen the light,

It’s a cold and it’s a broken Hallelujah.

Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah

You say I took the name in vain.

I don’t even know the name.

But if I did, well, really, what'’s it to yah?
There’s a blaze of light in every word,

It doesn’t matter which you heard:

The holy or the broken Hallelujah

Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah

I did my best, it wasn’t much.

I couldn’t feel, so I tried to touch.

I've told the truth, I didn’t come to fool yah.
And even though it all went wrong

I'll stand before the Lord of Song,

With nothing on my tongue but Hallelujah

Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah, Hallelujah. ..

—HALLELUJAH, MUSICA DE LEONARD COHEN






REsumMO

No PRESENTE TRABALHO, exploramos dois temas de interesse em fi-
nangas, economia e antropologia social, através da aplicacdo de técni-
cas da teoria da informacédo e da mecénica estatistica.

No PRIMEIRO TOPICO, estudamos a conexdo entre teoria de depen-
déncia estatistica, teoria de informagéo e teoria da cépulas. O conceito
de distribuicdo cépula é revisto e aplicado em reformulagdo das de-
fini¢des de medida de dependéncia dadas por Rényi *. Em seguida,
mostramos que a informagdo mutua satisfaz todos os requisitos para
ser uma boa medida de dependéncia. Obtemos uma identidade entre a
informacgdo mtua e a entropia da distribui¢do cépula e uma decompo-
si¢do mais especifica da informacdo mutua de uma distribuicao eliptica
nas suas partes linear e ndo-linear. Avaliamos o risco de usar quanti-
dades ingénuas como medidas de dependéncia estatistica, mostrando
que a correlacdo linear pode subestimar grosseiramente a dependén-
cia. Esses resultados sdo utilizados para desenvolver um método de
detectacdo de desvios de dependéncia gaussiana em pares de varidveis
aleatorias e aplicé-lo a séries temporais financeiras. Finalmente, discu-
timos um método para ajustar t-copulas a dados empiricos > através
da medida da informagado mttua e do tau de Kendall.

No seGuNDO TOPICO, desenvolvemos um modelo para o surgimento
de autoridade em sociedades humanas pré-agricolas. Discutimos mo-
tivacdes empiricas com raizes em neurociéncia, primatologia e antro-
pologia para um modelo matematico capaz de explicar a ampla varia-
bilidade de formas de organizacdo social humana no eixo igualitario-
hierdrquico. O modelo resulta da aplicacdo de teoria da informagao
a uma hipétese sobre os custos evolutivos envolvidos na vida social.
O modelo gera um diagrama de fase rico, com diferentes regimes que
podem ser interpretados como diferentes tipos de organizacao social.
Os parametros de controler do modelo estédo ligados a capacidade cog-
nitiva da espécie em questdo, ao tamanho do grupo e a pressdes eco-
légicas e sociais.

* A. Renyi. On measures of dependence.
Acta. Math. Acad. Sci. Hungar., 10:441—

451, 1959

*R. S. Calsaverini and R. Vicente. An
information-theoretic approach to sta-
tistical dependence: Copula informa-
tion. EPL (Europhysics Letters), 88(6):
68003, 2009. URL http://stacks.iop.
org/0295-5075/88/1=6/a=68003
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ABSTRACT

IN THE PRESENT WORK we explore two topics of interest in finance,
economics and social anthropology through the application of techni-
ques from information theory and statistical mechanics.

IN THE FIRST TOPIC we study the connexion between statistical de-
pendency theory, information theory and copula theory. The concept
of copula distribution is reviewed and applied to the reformulation of
the definition of dependency measures given by Rényi 3. It is then
shown that the mutual information satisfy all the requirements to be
a good dependency measure. We derive an identity between mutual
information and the entropy of the copula distribution and a more
specific decomposition of the mutual information of an elliptical dis-
tribution into its linear and non-linear parts. We evaluate the risk of
using naive measures as statistical dependency measures by showing
that linear correlation can grossly underestimate dependency. Those
results are used to develop a method to detect deviation from gaus-
sian dependence in pairs of random variables and apply it to financial
time series. Finally, we discuss a method to adjust t-copulas to empi-
rical data* through the determination of the mutual information and
Kendall’s tau.

IN THE SECOND TOPIC we develop a model for the emergence of
authority in pre-agricultural human societies. We discuss empirical
motivations with roots in neuroscience, primatology and anthropo-
logy for a mathematical model able to explain the ample variability
of forms of human social organization in the egalitarian-hierarchical
axis. The model results from the application of information theory
on a hypothesis about the evolutive costs involved in social life. It
generates a rich phase diagram, with different regimes which can be
interpreted as different types of societal organization, from egalitarian
to hierarchical. The control parameters of the model are connected to
the cognitive capacity of the species in question, the size of the group
and ecological and social pressures.

3 A. Renyi. On measures of dependence.
Acta. Math. Acad. Sci. Hungar., 10:441—

451, 1959

4R. S. Calsaverini and R. Vicente. An
information-theoretic approach to sta-
tistical dependence: Copula informa-
tion. EPL (Europhysics Letters), 88(6):
68003, 2009. URL http://stacks.iop.
org/0295-5075/88/1=6/a=68003
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1] INTRODUCAO

Thesis est omnis divisa in partes tres, quarum unam
introductionem opus est, aliam de theoria copula,
tertiam de mathematicum formula ad originem
auctoritate.

[1.1] VISAO GERAL

THESIS EST OMNIS DIVISA IN PARTES TRES. Além desta introdugdo,
este trabalho trata de dois t6picos — uma abordagem da teoria de de-
pendéncia estatistica e um modelo para a origem de estruturas sociais
hierdrquicas — sob o ponto de vista da mecanica estatistica, da teoria
de informacdo e da inferéncia estatistica. A adogdo desse ponto de
vista norteia as estratégias de modelagem matematica aqui seleciona-
das, e de uma certa forma, sdo mais essenciais ao trabalho do que os
especificos topicos em si. Dessa forma, faz-se necessdrio explicitar e
esclarecer o ponto de vista adotado antes que os tépicos especificos
sejam apresentados.

[1.2] INFERENCIA, PROBABILIDADES E ENTROPIA

ADQUIRIR INFORMAGAO E TOMAR DECISOES SOB INCERTEZA — dois
pontos centrais em qualquer estudo quantitativo — sdo os temas cen-
trais da teoria da inferéncia estatistica. A tradi¢do do uso da teoria
de probabilidades como ferramenta de inferéncia é centendria e ja ob-
servada em trabalhos como os de de Moivre [3] e Laplace [4, 5] sobre
o conceito de probabilidades nos séculos XVIII e XIX. A relagdo en-
tre o conceito de probabilidade e os problemas de inferéncia ficaram
ainda mais fortes com os trabalhos de Cox [6]* e Shannon [8]?, e as
versOes mais modernas desse paradigma3 lancam luz sobre a natureza

*R. T. Cox. Probability, frequency, and
reasonable expectation. Am. Jour. Phys.,
14:1-13, 1946; and R.T. Cox.  Alge-
bra of Probable Inference. Johns Hop-
kins University Press, 2001. ISBN
9780801869822.  URL http://books.
google.com.br/books?id=dcNpAUU6ACGC

>C. E. Shannon. A mathematical theory
of communication. Bell System Technical
Journal, 47:379—423 and 623-656, 1948

3ET. Jaynes and G.L. Bretthorst.
Probability Theory: The Logic of Sci-
ence. Cambridge University Press,
2003. ISBN 9780521592710. URL
http://books.google.com.br/books?
id=tTN4HUUNXjgC; Ariel Caticha. Lec-
tures on probability, entropy, and
statistical physics. arXiv:0808.0012, 2008.
URL http://arxiv.org/abs/0808.0012.
Invited lecture at the 28th International
Workshop on Bayesian Inference and
Maximum Entropy Methods in Science
and Engineering (July 8-13, 2008,
Boraceia Beach, Sao Paulo, Brazil); and
Ariel Caticha.  Quantifying rational
belief.  arXiv:0908.3212, 2009. URL
http://arxiv.org/abs/0908.3212.
Presented at the 29th International
Workshop on Bayesian Inference and
Maximum Entropy Methods in Science
and Engineering (July 5-10, 2009,
Oxford, Mississippi, USA.) In


http://books.google.com.br/books?id=dcNpAUU6ACgC
http://books.google.com.br/books?id=dcNpAUU6ACgC
http://books.google.com.br/books?id=tTN4HuUNXjgC
http://books.google.com.br/books?id=tTN4HuUNXjgC
http://arxiv.org/abs/0808.0012
http://arxiv.org/abs/0908.3212
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da fisica estatistica e do conceito de entropia. Nesta introdugdo, pre-
tendemos apresentar rapidamente o paradigma de inferéncia segundo
o método de Maxima Entropia (ME) e suas relagdes com a mecanica
estatistica, que pensamos ser a linha unificadora que d4 coeréncia a
diversidade de temas abordados nesse trabalho.

RACIOCINIO SOBRE INFORMAGAO COMPLETA a respeito da veraci-
dade ou ndo de um conjunto de proposi¢des pode ser representado
através da tradicional algebra booleana. Se é conhecido o valor de
verdade de uma certa proposicdo e como ela se relaciona com outras
proposi¢des, pode-se inferir o valor de verdade das proposigoes rela-
cionadas através das regras bem definidas da algebra de proposicdes.
Por exemplo, se é sabido que P; = P, e hd certeza de que P é verda-
deira, pode-se inferir imediatamente que P, é verdadeira. Da mesma
forma, a certeza de que P, é falsa imediatamente implica na certeza de
que P; é falsa. Em outras palavras, a hipétese Py = V fornece infor-
magdo completa a respeito de P>, bem como a hipétese P, = F fornece
informacgdo completa sobre P;. Entretanto, a certeza a respeito da falsi-
dade de P; nédo oferece conclusdo alguma, dentro desse paradigma de
inferéncia sobre informagdo completa, a respeito da veracidade de P».
Nao é dificil, porém, formular um exemplo em que a informacao so-
bre a falsidade de P; fornece alguma informagio, ainda que incompleta,
sobre P;.

CONSIDEREMOS, EM UM EXEMPLO SIMPLES, a hipétese de que a pro-
posicdo P; =“vai chover” implica a proposicdo P, ="ha nuvens de
chuva”. No ambiente ldgico criado por essa hipétese, a observagdo de
nuvens de chuva ndo leva a conclusdo certa de que estd chovendo,
mas é uma decisdo razoavel carregar um guarda-chuvas ao se obser-
var essas nuvens. De alguma forma, a observagdo de que ha nuvens
de chuva trouxe alguma informacgdo ao observador a respeito da pos-
sibilidade de que chova. Construir um método de inferéncia capaz de
levar em conta informagdo incompleta é o objetivo da teoria de proba-
bilidades bayesiana e do método de maxima entropia.

[1.2.1] PROBABILIDADES E INFERENCIA

PARA DERIVAR UMA TEORIA COERENTE DE INFERENCIA, devem ser
estabelecidos alguns requisitos. Dadas duas proposicoes P e Q, postu-
lamos uma medida (P|Q) € R denominada plausibilidade*> da propo-
sicdo P dada a proposi¢io Q. A plausibilidade (P|Q) representa o grau
de confianga de que P esteja correta, dada uma certa informacao prévia
Q. Postulamos ainda que, sempre que existam duas formas diferentes

4 A justificativa para usar ntimeros re-
ais vem de um argumento simples de
transitividade — se a confianca na ve-
racidade de P; é maior que na veraci-
dade de P, e esta é maior que a con-
fianga na veracidade de P3, entdo, um
requisito razodvel é que a confianca em
P; seja maior que em P;. Dessa forma,
(PQ) > (BIQ) e (PRQ) > (Ps]Q)
implica (P1]Q) > (P3]Q). Isso é sufi-
ciente para mostrar que existe uma re-
presentacao real para essas quantidades.
Consequéncias interessantes de se rela-
xar o requisito de transitividade e consi-
derar plausibilidades representadas por
ntimeros complexos sdo discutidas em
Goyal et al. [12]

5Philip Goyal, Kevin H. Knuth, and
John Skilling. Origin of complex
quantum amplitudes and Feynman'’s
rules. Phys. Rev. A, 81:022109, Feb 2010.
DOI: 10.1103/PhysRevA.81.022109. URL
http://link.aps.org/doi/10.1103/
PhysRevA.81.022109. arxiv:0907.0909


http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.81.022109
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.81.022109
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de calcular a mesma plausibilidade, o resultado deve ser idéntico. Esse
requisito leva aos seguintes resultados®7:

* A plausibilidade® de ndo-P dado Q é uma fungdo monotonica e
decrescente da plausibilidade de P dado Q:

(PIQ) = F((P|Q))-

* A plausibilidade da conjunc¢do “P; e P»” (P; A P,) dado Q é uma
fungdo das plausibilidades de P; dado Q e de P, dado P; A Q:

(P1 AP2]Q) = G((P1]Q), (P2|Q A P2)).

UMA SERIE DE TEOREMAS sobre a forma das fungdes F(-) e G(, )
pode ser demonstrada com o requisito de consisténcia e as regras basi-
cas da algebra booleana. Alguns dos principais teoremas, cujas provas
se encontram no apéndice B, Teoremas de Cox, sdo:

1° teorema de Cox

Teorema 1. Uma vez que uma representagio consistente de plausibilidades
(P|Q) com um ordenamento bem definido foi encontrada, sempre é posstvel
encontrar uma outra equivalente 7t(P|Q), de forma que G(u,v) = uv, ou
seja:

m(P1 A P,|Q) = m(P2[Q A Pr)m(P1|Q) (1.1)

Valores limites para plausibilidades

Teorema 2. Uma vez que uma representagio consistente de plausibilidades
71(P|Q) que satisfaca a regra do produto, é sempre possivel encontrar uma
equivalente 1t(P|Q) tal que:

0<m(PIQ) <1 (1.2)

de tal forma que 7t(P|Q) = 0 se, e somente se, P for uma proposicio falsa
dado Q e (P|Q) = 1 se, e somente se, P for uma proposicio verdadeira
dado Q.

2° teorema de Cox

Teorema 3. Uma vez que uma representagio consistente de plausibilidades
7t(P|Q) com um ordenamento bem definido for encontrada para a qual
valha a regra do produto, sempre é possivel encontrar outra equivalente
p(P|Q), que também satisfaca a regra do produto, de forma que F(u) =
1 — u, ou seja:

p(P|Q) +p(P|Q) =1 (1.3)

ToMADOS EM CONJUNTO, esses teoremas sugerem que as regras de
uma algebra de plausibilidades deve ser idéntica as conhecidas regras

7M. Tribus. Rational descriptions, deci-

sions, and designs. Pergamon unified

engineering series: engineering design
section. Pergamon Press, 1969. URL
http://books.google.com.br/books?
1d=C4pRAAAAMAAJ

8Os seguintes simbolos serdo usados

para as operagdes booleanas no presente

capitulo:

Conjuncdo — A: representa a conjun-
¢do “e” entre duas proposicdes: P A
Q, lido “peq”.

Disjun¢do — V: representa a disjungdo
“ou” entre duas proposicdes: PV Q,
lido “p ou q”.

Negacdo — ™: representa a negacao
“ndo” de uma proposi¢do: P, lido
“néo-p”.


http://books.google.com.br/books?id=C4pRAAAAMAAJ
http://books.google.com.br/books?id=C4pRAAAAMAAJ
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da Teoria das Probabilidades. A partir de agora, portanto, daremos o
nome “probabilidade” ao funcional p(P|Q), e interpretaremos proba-
bilidades como formas de codificar matematicamente graus de certeza
a respeito de certas proposi¢des. Quando essas proposi¢des sdo afir-
macdes sobre o valor de uma varidvel matematica x que toma valores
sobre um conjunto X, definem-se distribui¢des de probabilidade® so-
bre o valor dessas variaveis:

P(x €s]Q) = /xes p(x|Q) dx (1.4)

para qualquer subconjunto s C X. Um modelo matematico, nesse pa-
radigma, é, portanto, uma atribuicdo de distribuigdes de probabilidade
para as varidveis de interesse do modelo, indicando graus de confianca
sobre os valores dessas varidveis sob certas condiges.

[1.2.2] INFORMAGAO E MAXIMA ENTROPIA

SE MODELOS DE INFERENCIA sdo atribui¢des de probabilidades so-
bre as varidveis de interesse, como é possivel fazer isso a partir de
informacdo pré-existente sobre o sistema sendo modelado? Ou, ainda,
como é possivel incorporar novas informacdes obtidas sobre o sistema?
Eventualmente, o objetivo de realizar inferéncia é processar informa-
¢do nova que nos é disponibilizada depois da realizacdo de um certo
experimento ou observacdo. No presente paradigma, isso significa
atualizar nossa atribui¢do de probabilidades. Suponha a proposigao
P; ="A varidvel X € X tem seu valor no subconjunto s C X”. Supo-
nha ainda que, inicialmente, haja um certo conjunto de informacoes a
priori, representadas por Iy, que nos levam a crer que nossa atribuicdo
inicial de probabilidades deve ser:
p(Bell) = [ p(x) dx.
xes

UMA VEZ QUE SE TORNE DISPONIVEL uma nova informacgdo, digamos
I1, que nos force a mudar de opinido a respeito da atribuicdo de pro-
babilidades, qual deve ser a nova distribuicdo a ser utilizada? Vamos
representar simbolicamente por IP o conjunto de todas as distribuigdes
sobre a varidvel x. Digamos ainda que fosse possivel ordenar as distri-
bui¢des g(x) € P em ordem de preferéncia como nova distribuicdo a
ser atribuida a Px. Se essa preferéncia for transitiva, existe um funcio-
nal S : P — R que representa esse ordenamento e a nova distribuigao
serd obtida através da maximizagdo do funcional S[-]:

P(P|Iy) :/ g(x) dx

XESs

q(x) = argmax S[q(x)[p(x)],
j(x)eP

9 Note que a equagdo (1.3) implica que:

[ ptxiQydx =1
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onde a maximizagdo deve ser submetida a quaisquer vinculos impos-
tos pela nova informagio I;. E possivel impor requisitos plausiveis
sobre S[-] de forma a definir um tnico funcional compativel com uma
atualizagdo racional das probabilidades? De fato, é possivel, impondo
apenas um requisito: as atribui¢des de probabilidade devem ser atu-
alizadas apenas até onde requerido pela nova informagédo disponivel.
Resumidamente — detalhes podem ser obtidos em Caticha [10] —,
esse principio leva as seguintes consequéncias:

Localidade — Se a nova informacao diz respeito apenas a um subdo-
minio do espago onde X toma valores, entdo a atribui¢do de proba-
bilidades fora desse subdominio ndo deve mudar. Isso implica que
o funcional deve ser aditivo:

Slalp) = [ dr(x)F(@(x), p(x),%)

onde p(x) é uma medida de integracdo sobre X.

Invaridncia por mudanca de varidveis — Uma mudanca de sistema
de coordenadas ndo deve mudar a forma do funcional S nem a
ordem das preferéncias. Isso implica que:

Slglp] = /X du(x)® <ZE§§ Zi?))

Auséncia de nova informag¢dao — Se ndo ha nova informacéo, ndo ha
razdo para mudar de idéia e, portanto, 0 maximo sem vinculos de
S[-|-] deve ser a propria distribuigdo original p(x). Isso implica que:

Slalp) = [ dx p(x)@ <ZE’3>

Sistemas independentes Se a distribuicdo p(x) contém informagdo
de que dois subsistemas X; e X, sdo independentes, nova informa-
¢do a respeito de um deles ndo deve afetar o outro. Esse principio
leva a uma equagdo funcional para ®(x) que finalmente implica

Sla(lp(x)] = [, dr g(x) log 10 ®

que:

EsSE FUNCIONAL é conhecido em Teoria de Informagdo®® e é deno-
minado “entropia relativa”. Os passos acima levam a formulagdo do
principio de maxima entropia™*:

Principio da Méxima Entropia. Dada uma atribuigdo inicial de probabi-
lidades sobre uma varidvel X € X dada por p(x) (distribuigdo a priori, ou
prévia), quando nova informagdo se torna disponivel, uma nova distribuicdo
de probabilidades deve ser atribuida de forma a maximizar a entropia relativa

* T.M. Cover and J.A. Thomas. Elements
of Information Theory. Wiley, 2006. ISBN
9780471748816. URL http://books.
google.com.br/books?id=EuhBluW31hsC
" Os nomes atribuidos as distribui¢oes
sdo tradugdes do inglés prior distribution
e posterior distribution


http://books.google.com.br/books?id=EuhBluW31hsC
http://books.google.com.br/books?id=EuhBluW31hsC
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entre a antiga distribuicdo p(x) e a nova q(x) (distribuicdo posterior ou a
posteriori), de forma a satisfazer os vinculos impostos pela nova informagio.

q(x) = argmax S[q(x)|p(x)] (1.6)

Flg(x)]=0,i=1,2,...,m (1.7)

onde F;[-] sdo funcionais que codificam os vinculos relacionados as informagdes
disponfveis.

UMA VEZ QUE O FUNCIONAL S[q|p] é convexo, se os vinculos forem
também convexos, o maximo serd interior e tnico e pode ser encon-
trado pela técnica de multiplicadores de Lagrange, resolvendo a con-
dicdo variacional de primeira ordem para q(x):

1)
(Sq(X) S[&]|P] _;/\ZFI[‘H =0 (1.8)

A ENTROPIA RELATIVA na eq.(1.5) também pode ser ligada a outro
conceito corrente em teoria de informacdo e geometria de distribui¢des
de probabilidade, denominado divergéncia de Kullback-Leibler*:

Dlylp()] = [, dra()ios L5 = ~solpnl. o)

A divergéncia de Kullback-Leibler apresenta as propriedades de uma
pré-métrica, ou seja: D[q(x)|p(x)] > 0 e D[g(x)|p(x)] = O se, e so-
mente se, 4(x) = p(x), no sentido de igualdade de distribuigdes™3.
Nessa linguagem, o principio de maxima entropia pode ser entendido
como um principio de “minima distancia” — a distribui¢do posterior
deve ser tdo préoxima da distribui¢do a priori quanto permitido pelos
vinculos impostos pela nova informacéo.

[1.2.3] INFORMAGAO E VINCULOS — ATUALIZAGAO BAYESIANA

UM CASO ESPECIFICO DE APLICAGAO do principio de Mdxima Entro-
pia é o do ajuste de parametros teéricos de um modelo quando novos
dados empiricos sdo coletados. Suponha que um par de variaveis X e
O sdo considerados em um modelo M. A varidvel X é experimental-
mente mensurével e a varidvel © é um parametro teérico do modelo. O
modelo oferece informacao prévia sob a forma de (1) uma distribuigao
a priori dos valores possiveis do pardmetro ©, dada por p(6|M) e (2)
uma distribui¢do condicional a priori p(x|0, M) que indica, dado um
valor do parametro © = 6, os possiveis resultados para X. Eventual-
mente, o valor de X é medido, com resultado X = xy3. Como devemos
atualizar nossa atribuicdo de probabilidades? O principio da méxima

2S. Amari, H. Nagaoka, and D. Ha-
rada. Joho Kika No Hoho (Methods
of Information Geometry). Translations
of mathematical monographs v. 191.
Amer Mathematical Society, 2000. ISBN
9780821843024.  URL http://books.
google.com.br/books?id=vc2FWSo7wLUC

3 Entretanto, por ndo ser simétrica e ndo
satisfazer a desigualdade do tridngulo,
Dlg|p] ndo é uma métrica legitima para
o conjunto de distribui¢des de probabili-
dades. Se restrita a uma familia paramé-
trica Py de distribui¢des parametrizadas
por um certo conjunto de parametros 6
(denotada por p(x|f)), podemos escre-
ver:

D[p(x|6 +df), p(x[60)] =
1
=5 ; gi;d6;do; + O(de?),

onde

[ 10gp(xle) 2logp(xlo)
= 26, 26;

é a chamada métrica de Fisher-Rao, que
prové uma estrutura métrica (veja Amari
et al. [15]) ao conjunto Py.


http://books.google.com.br/books?id=vc2FWSo7wLUC
http://books.google.com.br/books?id=vc2FWSo7wLUC
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entropia indica que a distribui¢do posterior g(x, ) é aquela que maxi-
miza o funcional da eq.(1.5) sob o vinculo de que conhecemos o valor

de X. Ou seja, o vinculo é dado por'+: 4+ Note que essa equacdo implementa, na
verdade, um ntamero infinito de vinculos
/q(x,e))dg = q(x) =d(x — xp). (1.10) — um para cada valor de x.

A distribuigdo a priori sobre x e 8 é dada por p(x,0| M) = p(x|0, M)p(6|M).
Finalmente, a minimizac¢do é dada por:

;q [S[q|p] +A (/ dxde g(x,8) — 1)

—l—/dx B(x) </d9q(x,0) —5(x—x0)) ] =0

onde A e B(x) sdo multiplicadores de Lagrange que implementam,
respectivamente, o vinculo de normalizacdo de g(x,6) e os vinculos
impostos pela eq.(1.10). Executando essa diferenciagdo funcional e iso-

lando g (X, 9), obtemos*5: 5 O segundo passo é uma aplicagdo a de-
fini¢do de distribuigdo condicional

eﬂ(x) eﬂ(x)
A, 01M) = plx, 01" = plofx, Myp(xlM) - )

onde Z é uma constante de normalizagdo. Impondo o vinculo eq.(1.10),
finalmente se obtém:

q(x,8|M) = q(x|M)q(6]x, M) = 6(x — x0) p(6|x, M)
= q(0]xo, M) = p(6]xo, M)

Ou seja, as distribui¢des condicionais de 6 devem ser iguais antes e
depois de receber a informacéo, pois apenas informacgéo a respeito de
x — informagdo marginal, que diz respeito apenas a distribuicdo mar-
ginal de x — foi recebida. Isso é consequéncia do principio de minima
atualizagdo usado na dedugéo do principio de maxima entropia: ape-
nas se deve atualizar as probabilidades quando isso é imposto pela
nova informacao recebida. Essa equagdo pode ser reescrita como:

p(xol6, M)p(0, M)
p(xo|M)

e esse é o teorema de Bayes como entendido em inferéncia bayesiana —

q(0]x0, M) = (1.12)

como um principio de atualiza¢do de graus de confianca quando um
nova informacao esta disponivel. A distribuigdo g(0|xy, M) incorpora
informacdes a respeito do modelo original e do fato de que a varidvel
X foi medida e vale x.

[1.2.4] INFORMAGAO E VINCULOS — DISTRIBUICOES DE GIBBS

OuTro TIPO POSsIVEL de informacdo que pode ser incorporada a dis-
tribuicdo de probabilidades é a respeito do valor esperado de uma
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certa fungéo de x:
(E(x)) = Eo.

Neste caso, a maximizag¢do da entropia sera:

;q[qlp (/dxq —1> (/dxq(x)E(x

_ —1og<ZE’;;> —1—A—BE(x)=0

-5)]

e obtém-se, finalmente:
q(x) = S p(x)e PEW (1.13)

A DISTRIBUIGAO (1.13) faz parte da classe de distribui¢des gibbsianas,
comuns em mecanica estatistica’®'7. Uma forma alternativa dessa vi-
sdo pode ser encontrada®® em Caticha and Vicente [17]. Nesse traba-
lho, os autores consideraram um modelo em que ha uma funcdo das
varidveis microscopicas cujo valor deve ser importante determinante
para uma dindmica microscépica desconhecida. Ainda que ndo haja
indicagdo de que essa deve ser uma grandeza estritamente conservada
pela dindmica interna dos agentes, hd uma indicacdo de que o valor
dessa funcao oferece informacdo sobre esta dindmica. Isso é o sufici-
ente para que a incorporagdo do valor dessa funcédo na distribuicdo de
probabilidades através de um vinculo traga informagéo ttil.

[1.2.5] METODOS DE CAMPO MEDIO

EVENTUALMENTE, podemos nos deparar com uma distribui¢do p(x)
que ndo conseguimos tratar analiticamente. Esse é frequentemente o
caso das distribui¢des gibbsianas como as da eq.(1.13). Nesse caso,
a interpretacdo do negativo da entropia relativa — a divergéncia de
Kullback-Leibler — como espécie de distdncia pode oferecer um es-

quema aproximativo conveniente. Seja Pg uma familia de distribui-

¢Oes tratdveis analiticamente, parametrizada por um parametro ®. Pode-

se selecionar como aproximacao uma das distribui¢oes dessa familia,
maximizando a entropia relativa ou, de forma equivalente, minimi-
zando a divergéncia de Kullback-Leibler. Assim, p(x) serd aproximada
por p(x|), onde:

et}
|

= arg max D{p(x10)[p(x)]

:argmax/p x|0) log ;?li)

16 Esse raciocinio é reminiscente do en-
contrado em textos cldssicos de meca-
nica estatistica como Landau et al. [16],
onde a distribui¢do de probabilidades
para um conjunto de particulas é encon-
trada maximizando a entropia sob vin-
culos associados a quantidades conser-
vadas microscopicamente.

7 L.D. Landau, E.M. Lifshitz, and L.P. Pi-
taevskii. Statistical Physics Pt. 1, volume 6
of Course of Theoretical Physics. Elsevier
Science & Technology Books, 1980. ISBN
9780750626361.  URL http://books.
google.com.br/books?id=NaB70Akon9MC
®Nestor Caticha and Renato Vi-
cente. Agent-based social psychology:
from neurocognitive processes to
social data. Advances in  Complex
Systems, 14(05):711—731, 2011. DOI:
10.1142/50219525911003190. URL
http://www.worldscientific.com/doi/
abs/10.1142/560219525911003190


http://books.google.com.br/books?id=NaB7oAkon9MC
http://books.google.com.br/books?id=NaB7oAkon9MC
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0219525911003190
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0219525911003190

TOPICOS EM MECANICA ESTATISTICA DE SISTEMAS COMPLEXOS 21

NO CASO DE UMA DISTRIBUIGAO GIBBSIANA como eq.(1.13) temos:

Z
Dlp(xI8)lp()] = | dx p(xle) o | p(x16) i |
que pode ser ainda escrito como:

Dlp(x|0)[p(x)] = =S(0) + B (H)y +10g(Z)

onde 5(0) = — [ dxp(x|#)log p(x|0) é a entropia de Shannon da dis-
tribui¢do p(x|0). Usando ainda a defini¢do de energia livre termodi-
ndmica, essa equagdo pode ser escrita como:

Dlp(xio)lp(x)] = . (119

onde T = % é uma quantidade similar a temperatura e
F(6) = (H), — TS(6) (1.15)

e F = —Tlog(Z) sao fungdes similares as energias livres da termodi-
namica. Essa funcdo deve ser otimizada com relagdo aos parametros 0
para obter uma distribui¢do aproximativa. Uma vez que F independe
do parametro 6, basta entdo maximizar a energia livre F(6):

p(x) = p(x|9), onde: & = arg max F(6) (1.16)
0

SE A DISTRIBUIGAO ORIGINAL p(x) pertence ao conjunto Pg, as pro-
priedades da divergéncia de Kullback-Leibler garantem que a solugao
do problema de otimizagdo é a propria p(x). Nesse caso, D[p|p] =0e
a energia livre F(f) 6tima é igual a energia livre exata. Caso contrério,
a distribuicdo e energia livre 6timas sdo aproximagoes para a distri-
buicdo e energia livre exatas. Uma vez que a divergéncia de Kullback-
Leibler nunca é negativa, a equacéo (1.14) resulta em:

F(8) > F, (1.17)

mais uma versao da célebre desigualdade de Bogouliubov, familiar da
teoria de aproximacdes de campo médio em mecanica estatistica™.

O EXEMPLO CLASSICO DESSE ESQUEMA APROXIMATIVO € a escolha
da familia de distribui¢des aproximativas como o conjunto de distri-
bui¢des em que as varidveis x1,xp,..., Xy sdo independentes. Nesse
caso, obtém-se o que tradicionalmente se chama em mecanica estatis-
tica uma aproximagdo de campo-médio. Diversos outros esquemas de
aproximagdo, como a aproximacdo de Bethe-Peierls*°, podem ser co-
locadas no mesmo esquema escolhendo familias de distribui¢des ade-
quadas®'. Mais sobre aproximacdes de campo médio sob este ponto
de vista pode ser encontrado em Opper and Saad [19]** e Mézard and
Montanari [20]23.

¥S.R. Salinas. Introdugio a Fisica
Estatistica. EDUSP, 1997. ISBN
9788531403866.  URL http://books.

google.com.br/books?id=cAlP3sc0K44C

> Também conhecida como “sum-product
algorithm” ou “belief propagation”

21 Familias de distribui¢bes com vérios
graus diferentes de fatorizacdo da de-
pendéncia entre as variaveis.

2M. Opper and D. Saad.  Advan-
ced Mean Field Methods: Theory and
Practice.  Neural Information Proces-
sing Series. Mit Press, 2001. ISBN
9780262150545. URL http://books.
google.com.br/books?id=cu0X8sCDeNAC

» M. Mézard and A. Montanari. Infor-
mation, Physics, and Computation. Oxford
Graduate Texts. OUP Oxford, 2009. ISBN
9780198570837.  URL http://books.
google.com.br/books?id=jhCM7i0a6UUC
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http://books.google.com.br/books?id=cuOX8sCDeNAC
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[1.3] TOPICOS TRATADOS NA TESE

As IDEIAS E PONTOS DE VISTA desenvolvidos acima norteiam o de-
senvolvimento de dois temas independentes no presente trabalho, que
passardo a ser descritos agora.

[1.3.1] DEPENDENCIA EstaTisTIiCA, TEORIA DE COPULAS E TEO-
RIA DE INFORMACAO

A PRIMEIRA PARTE DA TESE trata de uma anélise da relagdo entre trés
campos isolados sobre os quais trabalhos recentes langam luz — a te-
oria de informagdo, a teoria de medidas de dependéncia estatistica e a
teoria de cépulas. Inicialmente, discutimos uma definicdo de medidas
de dependéncia e concordancia devida a Renyi [1] e mostramos como
essa defini¢do pode ser reescrita usando o conceito de cépula. Em
particular, mostramos que boas medidas de dependéncia devem ser
funcionais da funcdo cépula, e independentes das distribuigdes mar-
ginais.

A SEGUIR, demonstramos que a Informagdo Mitua respeita todas os
requisitos da defini¢do de Renyi [1] e que, de fato, pode ser escrita
como a entropia de Shannon da densidade de cépula, o que leva a
decomposigao da entropia conjunta das varidveis a uma parte relacio-
nada as distribui¢des marginais e outra associada a dependéncia entre
as varidveis. As consequéncias desse fato sdo discutidas para o caso
comum do uso da correlagdo linear como medida de dependéncia,
bem como os problemas associados a esse uso quando as distribui¢des
marginais ndo sdo normais.

POSTERIORMENTE 0 caso particular da familia de distribui¢des elip-
ticas é estudado e é demonstrada uma decomposi¢do da informagao
mutua dessa familia de distribui¢des em duas partes — uma relacio-
nada a parte linear da dependéncia e outra relacionada a parte nao-
linear. E entdo introduzido o conceito de “excesso de informacido mu-
tua” como medida do desvio da dependéncia com relagdo a uma de-
pendéncia puramente normal e linear. Uma técnica para medida desse
desvio para distribuigoes elipticas é introduzida e aplicada para o caso
da dependéncia entre pares de agdes que compdem o indice S&P500,
onde identificamos pares de a¢des com dependéncias que desviam for-
temente da normalidade (ou linearidade).

Por 1M, discutimos um método para ajuste empirico de cépulas e tes-
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tamos esse método para uma particular sub-familia das cépulas elipti-
cas — as copulas t, derivadas da distribuicdo t de Student.

[1.3.2] UM MODELO MECANICO-ESTATISTICO PARA A EMERGEN-
CIA DE AUTORIDADE

A SEGUNDA PARTE DA TESE trata de um modelo mecanico-estatistico,
de interesse em antropologia, sobre a emergéncia de autoridade em
sociedades humanas primitivas. Inicialmente, fazemos uma breve re-
visdo de fatos arqueoldgicos e antropolégicos sobre organizacado social
em primatas, em particular em humanos, e sobre achados empiricos
sobre as pressdes seletivas envolvidas na evolugdo do cérebro primata.

EM sEGUIDA, utilizamos insights obtidos nessa revisdo para propor
um modelo de agentes que representam as informagdes sociais que
obtiveram sobre sua tribo em um grafo. Discutimos uma funcéo custo
sobre o grafo definido pelo agente composta de duas partes: um custo
cognitivo, que representa o investimento de recursos cognitivos na ob-
tencdo e manutengdo dessas informacdes sociais, e um custo social,
que representa as consequéncias para o agente de erros de julgamento
a respeito de relagdes sociais provocados pela falta de informagdes.
Sao introduzidos também efeitos de interagdo entre os agentes, essen-
ciais para a interpretacdo do resultado, através de um mecanismo de
aprendizado social.

O DIAGRAMA DE FASES DO MODELO é obtido através de simula¢des
de Monte Carlo. A competigdo entre as duas partes da fungdo custo
leva a uma série de fases interessantes no modelo, que podem ser
interpretadas como diferentes tipos de organizacéo social no grupo de
agentes considerado.






(2] DepreENDENCIA EsTaTisTiCA, TE-

ORIA DE CoOrurLAs E TEORIA
DE INFORMACAO

[2.1] DEPENDENCIA ESTATISTICA E MEDIDAS DE DEPENDEN-
CIA

O CONCEITO DE DEPENDENCIA ESTATISTICA é central a teoria de pro-
babilidades. Fazer hipdteses a respeito da dependéncia estatistica en-
tre as varidveis de interesse em um modelo é comum em diversas dreas
— da fisica a andlise financeira. Nao é 6bvio, entretanto, como expres-
sar esse conceito de maneira precisa. A formalizagdo precisa desse
conceito é um dos objetivos desse capitulo. De maneira informal e
grosseira, dependéncia estatistica diz respeito a quanta informagio se
obtém a respeito de uma varidvel quando o valor de outra varidvel é
conhecido. Os dois casos extremos podem ser mais facilmente enten-
didos em primeira andlise: o caso de completa independéncia e o caso
de completa dependéncia. Duas varidveis sdo ditas independentes se
sua distribuicdo conjunta pode ser fatorada em um produto*:

pxy(x,y) = px(x)py(y). (2.1)

De maneira similar, pode-se dizer que duas varidveis sdo indepen-
dentes quando a distribui¢do condicional p(x|y) é idéntica a distribui-
¢do marginal de X - px(x). Nessa situacdo, o conhecimento do valor
da varidvel Y nao fornece qualquer informacao a respeito da variavel
X. Duas varidveis sdo ditas completamente dependentes quando uma
pode ser escrita como fun¢do monotoénica da outra:

x = F(y). (2.2)

Nesse caso, o conhecimento de uma das varidveis determina comple-
tamente o valor de outra. Ou seja p(x|y) = é(x — F(y)), com F(-) uma
fungdo monotdnica. Pode-se, dessa maneira, tentar introduzir alguma

* Manteremos o foco de nossa atengao
em distribui¢bes bivariadas, uma vez
que a generalizagdo é imediata.
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forma concreta de medir a dependéncia estatistica em um pardmetro
que possa ser estimado e usado para caracterizar a dependéncia entre
varidveis de forma mais concreta.

UM PARAMETRO COMUMENTE USADO para esse fim é a chamada cor-
relagdo linear?
. E[XY]-E[X]E[Y] Cov(X,Y)

Pxy = X0y ooy (2.3)

A correlagdo linear p é um ntmero real no intervalo [—1,1], simétrica
com relagdo a transposicdo de X e Y que sempre se anula quando duas
varidveis sdo independentes. E certamente a medida mais popular de
dependéncia utilizada em todo tipo de andlise estatistica. Entretanto,
seria mais preciso dizer que a correlagdo linear, como a nomenclatura
aqui empregada sugere, é apenas uma medida de dependéncia linear.
H4 diversas falhas dessa medida em capturar a completa dependéncia
entre duas varidveis. Em particular é facil notar que é possivel obter
duas variavéis com correlacéo linear nula em que, entretanto, haja forte
dependéncia entre ambas. Um exemplo simples é o par de varidveis
definido por:

Y=f(X)+e (2-4)

em que X e € sejam independentes e tenham distribui¢des simétricas
em torno da origem e f(-) seja qualquer fungdo par. Nesse caso temos:

Cov(X,Y) = E[Xf(X)] + E[X]E[e] - E[X]E[f(X)

Note que se a distribui¢do de X é uma fungdo par, entdo o valor espe-
rado de qualquer fungdo impar de X é nulo, o que anula a expressdo
acima. Dessa forma temos pxy = 0. Entretanto, caso a distribuigdo
de € seja bastante concentrada em torno da origem, o conhecimento
de X pode fornecer informagdo quase completa a respeito de Y. Essa
informacdo nédo é capturada pela correlacdo linear. O epiteto “linear”,
usado nesse trabalho para descrever a correlagdo, pode ser melhor
compreendido se notarmos uma propriedade interessante da correla-
¢do: ela é invariante por mudangas de escala lineares nas varidveis X e
Y. Uma reparametriza¢do do tipo:

X axX + Bx
Y/ = DéyY + ,BY

ndo muda o valor da correlacdo linear: px/ys = Pxy. Entretanto uma
mudanca mais geral de escala ndo preserva essa propriedade. Uma
nova varidvel:

Y =g(Y)

* A rigor, o moédulo da correlagdo li-
near. A correlagio linear mede, além
de dependéncia, concordancia, ou seja,
quanto duas varidveis reais apresentam
variacdo coordenada de seus sinais. Essa
informacdo extra ndo é captada apenas
pelo conceito de dependéncia.
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com ¢(-) monotdnica, a principio contém exatamente a mesma infor-
magdo a respeito de X que a antiga varidvel Y. Entretanto ndo se
garante que a correlacdo se mantenha invariante. Seria esperado, além
disso, que a afirmacado de que a correlagdo entre duas varidveis é ma-
xima em moédulo fosse uma indicacdo de que a dependéncia entre as
duas varidveis é maxima. Entretanto, isso ndo é garantido.

[2.1.1] O QUE SE DESEJA DE UMA MEDIDA DE DEPENDENCIA?

A DIGRESSAO ACIMA acerca da natureza da correlacdo linear imedi-
atamente suscita a pergunta: que pardmetros sdo boas medidas de
dependéncia e quais sdo suas caracteristicas? Pode-se enumerar uma
série de desejos a respeito dessas medidas que se baseiem na nogdo
intuitiva de dependéncia como o contetido de informacdo de uma va-
ridvel a respeito de outra. Explicitamente, esperamos que:

1. uma boa medida de dependéncia seja um funcional R : P, — R da
distribuicdo conjunta de probabilidades, bem definido para qual-
quer par de variaveis aleatérias X e Y;

2. o funcional seja invariante sob permutagdo das varidvies X e Y:
R(X,Y) =R(Y,X);

3. o funcional seja nulo se, e somente se as varidveis forem estritamente
independentes;

4. o funcional atinja um valor méximo se, e somente se as varidveis
apresentem dependéncia maxima, ou seja, sejam fun¢des monoto-
nicas uma da outra;

5. o funcional seja invariante por escolhas de novas variaveis (X, Y) —
(U = u(X),V = v(Y)) desde que nenhuma informagdo seja per-
dida, ou seja, desde que u(-) e v(-) sejam fungdes bijetoras;

6. o funcional seja uma fungdo monotdnica e crescente do médulo da
correlacgdo linear para o caso de distribui¢es conjuntas gaussianas.

Essa série de requisitos, essencialmente3 enumerados pela primeira
vez 4 por Renyi [1] , ndo sdo suficientes para escolher um pardmetro
tnico e sdo satisfeitos por uma grande variedade de diferentes para-
metros usados em estatistica. Como exemplo podemos citar o T de
Kendall. Dados dois pares, (X3,Y7) e (X2,Y2), de pontos sorteados
independentemente da distribui¢do pxy(x,y), o T de Kendall é dado

por:

Txy = Prob {(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0} — Prob {(X1 — X2)(Y1 — Y2) < 0}

=4 /F(x,y)dl—"(x,y) -1,

3Rényi exigia ainda que a medida to-
masse valores no conjunto [0,1], o que
dispensamos, uma vez que é sempre
possivel transpor uma medida no inter-
valo [0, co] para esse conjunto através de
uma fun¢do monotonica. Além disso hd
requisitos de continuidade e convergén-
cia para sequéncias convergentes de dis-
tribuigdes.

4 A. Renyi. On measures of dependence.
Acta. Math. Acad. Sci. Hungar., 10:441—
451, 1959; and B. Schweizer and E. E
Wolff. On nonparametric measures of
dependence for random variables. The
Annals of Statistics, 9(4):879 — 885, 1981
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onde F(x,y) é a distribui¢do cumulativa de X e Y. Outra medida que
satisfaz esses requisitos é a correlacdo de postos de Spearman dada
por:

oy =12 [ (F(x,y) - kR v) dEx(x)dFr(v),  @5)
onde Fx(x) e Fy(y) sao as distribui¢des cumulativas marginais de X e

Y respectivamente.

[2.2] INFORMAGAO MUTUA

Do PONTO DE VISTA DE TEORIA DE INFORMAGAO a dependéncia
miutua de um conjunto de varidveis pode ser quantificada através da
minima “distancia na variedade estatistica” (divergéncia de Kullback-

eibler) entre a distribuicdo conjunta dessas variaveis e a “sub-variedade
Leibl t distrib tad “sub dade”

de distribui¢6es independentes (veja figura 2.1) Isso pode ser escrito da
forma:

p(x1, ..., %,
I(Xq,...,X n) 1o 7I|dx 2.6
( ! {¢1x1 /p g 14)1(1 = : ( )

Fazendo a derivada funcional da expressdo a ser minimizada com re-
lagdo as distribuigdes indeterminadas ¢ (x) obtemos a condigdo de
extremo, com o vinculo de que as distribui¢des ¢;(x) sejam normali-
zadas: i
Pr(xx) = / p(x1,x2,...,xn) [ [dx; = px, (xx) (2.7)
‘ itk

Ou seja: as distribuigdes ¢;(x;) devem ser as distribuigdo marginais da
varidveis X;, e podemos reescrever:

(Xq,...,%Xy) = /p(xl,..., x,) log dx; (2.8)
Esse funcional que mede a dependéncia mitua entre grupos de varia-
veis é denominado Informagao Mttua ou Correlacdo Total>. Interpre-
tagdes para a o funcional podem ser obtidas notando que:

n

1(Xq,...,Xn ZH H(Xq,...,Xn) (2.9)
IH(X])— (X]'|X1,...,Xj_l,Xj+1,...,Xn) (2.10)

Dessa forma, pode-se interpretar I(Xj, ..., X,) como a reducdo na in-
certeza a respeito da variavel X; proporcionada pelo conhecimento das
varidveis X1,...,Xj 1, Xj11,---, Xno A informagdo mutua para duas
variaveis, dada por:

— [ dedy olx ) 211
(000 = [ dxdypeplos p Sy @)

5 Alguns autores reservam o nome Infor-
macado Mutua para o caso de duas varia-
veis
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Figura 2.1 — Representagdo pictérica da
projecio de uma distribui¢io em uma
certa familia de distribui¢des convenien-
tes. O espago representado na figura cor-
responde de forma pictérica ao espago
formado por todas as distribuigdes de
probabilidade. A superficie corresponde
a um sub-espago, nesse caso, o sub-
espago de distribui¢Ges fatoraveis, cor-
respondentes a varidveis independen-
tes. A projecio de uma distribuicdo
qualquer g(x,y) sobre esse sub-espaco
através da minimizacdo da divergéncia
de Kullback-Leibler resulta na distribui-
¢do dada pelo produto das distribui¢des
marginais g(x)q(y).
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satisfaz todos os critérios discutidos na se¢do anterior para ser uma
boa medida de dependéncia.

[2.3] Coruras

A ELUCIDAGAO DO CONCEITO DE DEPENDENCIA eventualmente se
choca com a nogao de cépula®. Um teorema devido a Sklar? permite
separar a distribui¢do cumulativa conjunta — Fx y(x,y) — de duas
varidveis em duas partes: (a) as distribui¢des cumulativas marginais de
cada varidvel — Fx(x) e Fy(y), que trazem informagédo idiossincratica
a respeito de cada uma das varidveis (b) e uma funcdo cépula C(u,v),
que traz informagdo sobre a dependéncia entre as varidves. De maneira
geral o teorema de Sklar pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 4 (Teorema de Sklar). Para toda distribuicdo cumulativa conjunta
continua de duas varidveis Fxy(x,y), com distribuicdes cumulativas Fx (x) e
Fy(y), existe uma fungio cépula inica C(u,v) tal que:

ny(x,y) = C(PX(x)rFY(y))' (2‘12)

Similarmente, dadas quaisquer duas distribuicdes cumulativas univariadas
Fx(x) e Fy(y) e uma fungio copula C(u,v), é possivel construir uma distri-
buicdo conjunta dada por Fxy(x,y) = C(Fx(x), Fy(y)).

A PROPRIA FUNGAO COPULA é uma legitima distribui¢do cumulativa
conjunta, associada as varidveis U = Fx(X) e V = Fy(Y):
Fuy(u,v) = C(u,v)

Dessa forma, podemos também definir a densidade de cépula, a den-
sidade de probabilidade das varidvies U e V:

0’C
PLH/(M/U) ::C(M,U) = Juodv

Essa defini¢do implica que a densidade de probabilidade conjunta das
varidveis X e Y é dada por:

pxy(x,y) = c(Fx(x), Fy(y))px (x)py (y) (2.13)

Dessa forma, o teorema de Sklar permite dividir a informacao contida
na distribui¢do conjunta em duas partes:

* uma parte que diz respeito apenas as propriedades de cada uma
das varidveis — que é dada pelas distribui¢des marginais;

® e uma parte que diz respeito a dependéncia estatistica entre as duas
varidveis — que é dada pela funcdo cépula.

®R.B. Nelsen. An Introduction to Copulas.
Springer Series in Statistics. Springer,
2006. ISBN 9780387286594. URL
http://books.google.com.br/books?
1d=B30NT5rBvOwC

7 A. Sklar. Fonctions de répartition a n
dimensions et leurs marges. Publ. Inst.
Statist. Univ. Paris, 8:229-231, 1959


http://books.google.com.br/books?id=B3ONT5rBv0wC
http://books.google.com.br/books?id=B3ONT5rBv0wC

TOPICOS EM MECANICA ESTATISTICA DE SISTEMAS COMPLEXOS 31

[2.3.1] ExemrLOs

CoMO EXEMPLOS DE FUNGOES COPULA temos as copulas associadas
as distribui¢des multivariadas mais comumente utilizadas. Qualquer
familia de distribui¢des multivariadas com um conjunto de parametros
6 dada por p(x,y|f) define uma fun¢do cépula dada por:

Fyl'(uw) rFzl(v)
C(u,v|0) = /7: [i dxdyp(x,y|6) (2.14)

A cépula mais comumente empregada em todo tipo de anélise es-
tatistica é a copula normal ou gaussiana que, argumentaremos mais
adiante, postula a minima dependéncia linear entre duas variaveis:

1 S u) o7 (0) _#
Ny(u,v) = 7/ / dudve 20-¢9) 2.1
P( ) znm o o ( 5)
onde ®(x) = ﬁ [*. exp—u?/2du é a distribuicdo cumulativa nor-

mal padronizada. A familia de cépulas normais depende apenas de
um parametro p € [—1,1] que, no caso em que sejam inseridas marginais
gaussianas para formar uma distribuicdo conjunta, é igual a correlagdo en-
tre as varidveis assim distribuidas. E importante notar que, para quais-
quer outras marginais, a correlagdo poderd uma funcdo do parametro
o e de quaisquer outros parametros dessas distribui¢des marginais.
Essa familia contém a copula de varidveis independentes C(u,v) = uv
quando p = 0.

UMA COPULA LIGEIRAMENTE MAIS COMPLICADA QUE A NORMAL é a
cépula associada a distribuigdo t de Student que, além da dependéncia
linear descrita pelo pardmetro p, apresenta também dependéncia nas
caudas da distribuicdo. A distribuicdo t de Student bivariada padrao®
é dada por:

v —(1+%)
r(1+7%) {1 qp(x,y)]  (216)

x, V)= —— 27 I\ J7

v
onde g, (x,y) = ﬁ [x? +y* — 2pxy]. As marginais dessa distribui-
¢do sdo distribui¢des t univariadas:

,(LH)
e [, 2y
p(xilv) = W 1+ " (2.17)

No limite v — oo essa distribuicdo se reduz a distribui¢do normal biva-
riada padronizada, com parametro de correlacdo linear p, médias nu-
las e variancias unitarias. Para v finito as marginais adquirem caudas
pesadas e a dependéncia entre as varidveis ganham uma componente

8Médias ndo-nulas e variancia dife-
rente da unitdria podem ser trivialmente
acrescentadas através de translagdes e
mudangas de escala. Uma vez que es-
sas transformagdes s6 afetam as margi-
nais e mantém a cépula invariate — sdo
trasformagdes inversiveis, coordenada a
coordenada — ndo afetam a dependén-
cia
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além da correlagdo linear — adicionando peso nas caudas da cépula.
A copula t pode ser obtida introduzindo essa distribui¢do na eq. (2.14):

V42
2

ot (u) drd
x
o
(2.18)
onde f,(x) é a distribui¢do cumulativa associada a distribui¢do univa-

riada em (2.17).

UMA TERCEIRA FAMILIA DE COPULAS que convém citar sdo as copu-
las arquimedianas, que podem ser escritas como:

Clu,o¥()) =¥ (¥(u) +¥(0)) (2.19)

parametrizadas por uma funcdo ¢. Essas fungdes copula existem desde
que: ¥(1) =0, limy_0 ¥(x) = 00, ¥'(x) < 0e ¥’(x) > 0. Essa familia
contém a cépula de varidveis independentes quando ¥(x) = — log(x).

[2.3.2] DEPENDENCIA EXTREMA — LIMITES DE FRECHET-HOEFFDING

A DEFINIGAO DE COPULA permite tornar mais preciso o conceito de
dependéncia extrema. As equages (2.1) e (2.13) em conjunto nos per-
mitem concluir que, para duas varidveis independentes:

c(u,v) =1, (2.20)

C(u,v) = uv, (2.21)

Para o caso de dependéncia completa é possivel mostrar que? toda

copula estd limitada por duas fungdes que representam dependéncia

maxima, denominadas limites de Frechet-Hoeffding. Essas fung¢des
sao:

W(u,v) = max(0,u +v—1) (2.22)

M(u,v) = min(u,v) (2.23)

Essas duas fungdes sdo elas proprias copulas e limitam por cima e por
baixo todas as outras cépulas possiveis:

W (u,v) < C(u,v) < M(u,v) (2.24)

para qualquer possivel cépula C(u,v). As densidades de cépula asso-
ciadas a essas duas fung¢des evidenciam que casos descrevem:

w(u,v) = 6(u+0) (2.25)
m(u,v) = 6(u —0). (2.26)

9R.B. Nelsen. An Introduction to Copulas.
Springer Series in Statistics. Springer,
2006. ISBN 9780387286594. URL
http://books.google.com.br/books?
1d=B30ONT5rBvOwC


http://books.google.com.br/books?id=B3ONT5rBv0wC
http://books.google.com.br/books?id=B3ONT5rBv0wC
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Inserindo marginais F(x) e G(y) quaisquer, nota-se o tipo de distri-
bui¢des conjuntas que essas cépulas geram: ambas descrevem duas
varidveis com dependéncia monoténica — crescente no caso de M e
decrescente no caso de W.

[2.3.3] MEDIDAS DE DEPENDENCIA REVISITADAS

Os “ax1oMAs” DE RENYI a respeito de medidas de dependéncia po-
dem ser revisitados e tornados mais precisos com o conceito de cépula
e copulas extremas em mdos. Os itens 1, 2 e 5 ficam imediatamente sa-
tisfeitos se a medida de dependéncia em questdo for funcional apenas
da cépula e ndo das distribui¢des marginais. Além disso, os itens 3 e
4 podem ser reescritos em termos das copulas extremas e da cépula
independente. Podemos reescrever entdo esses requisitos da seguinte
forma:

® Uma boa medida de dependéncia entre duas varidveis X e Y é um
funcional F : C; — R que leva fungdes cépula Cxy (-, -) em name-
ros reais e independe das distribui¢des marginais;

® atinge um valor minimo, que serd arbitrariamente escolhido como
zero, se, e somente se, Cxy (4, v) = uv;

e atinge um valor méximo quando Cxy (u,v) = W(u,v) ou Cxy(u,v) =
M(u,v).

e para Cxy(u,v) = Ny(u,v), o funcional é um fungdo monotonica
crescente do parametro p.

A correlagdo linear falha em dois itens: é possivel representar a corre-
lagdo linear como funcdo da cépula, mas nédo é possivel eliminar sua
dependéncia com as marginais:

_ L//c(u,v)dpgl(u)ngl(v)-

- oxoy
Essa expressdao depende das marginais explicitamente nas medidas de

A

OX,Y

integragdo e implicitamente nas variancias o;. Além disso, a correlagao
ndo atinge seus valor extremo sempre que a cépula escolhida como
uma das cépulas de Frechet-Hoeffding — o valor assumido nesse
caso depende das marginais especificas. Outras medidas apresentadas
acima, o tau de Kendall (7) e a correlacdo de postos de Spearman (p5 )
podem ser facilmente escritas de forma a satisfazer todas os critérios
acima:

T= 4/01 /01 C(u,v)dC(u,v) — 1 (2.27)

p° =12 /01 /01 [C(u,v) — uv] dudv (2.28)
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O dultimo requisito pode ser verificado notando-se que, para o caso de
cOpulas normais, essas expressoes se reduzem a'°:

T= % arcsin(p), (2.29)

6 .

ps = — arcsin (8) . (2.30)
T 2

Além disso, a Informagdo Miitua, como mostraremos na préxima se-

¢do, também satisfaz os requisitos acima.

[2.4] ENTROPIA DE COPULA

PARA ESCREVER a informacdo mutua como um funcional da cépula
basta recorrer a defini¢do da densidade de cépula e a expressdo da
distribui¢do conjunta em termos desta, na eq. (2.13) que reproduzimos
abaixo:

pxy(x,y) = c(Ex(x), Fr (y))px (x)py (y)-

Usando essa expressdo na defini¢do de informac¢do matua eq. (2.11):

p(x,y)

1000 = [axay poiog 10

temos:

[(X,Y) = / px(x)dx py(y)dy c(Fx(x), Fy(y)) log [¢(Fx(x), Fy (y)]
= /dudv c(u,v)logc(u,v)

e portanto:

I(X,)Y)= //dudv c(u,v)logc(u,v) = —S[c] >0 (2.31)

onde S[c] é a entropia associada a distribui¢do conjunta c(u,v), daqui
por diante denominada entropia de cépula **. Esse resultado oferece
ainda mais uma interpretacdo aos multiplos significados da informa-
¢do mutua — que ressoa diretamente com a definicdo de dependéncia
apresentada no inicio deste capitulo — é o contetido de informagédo
associado a dependéncia entre duas varidveis. A combinacdo desse
resultado com a eq. (2.9) permite escrever'?:

M=

I
—

H(Xy,Xa,...,XN) =Y H(X;)+ S[c] (2.32)

1
decompondo entdo a entropia, o contetido informacional da distribui-
¢do conjunta, em parcelas devidas as caracteristicas de cada uma das
varidveis e uma parcela correspondente ao acoplamento entre essas

* A expressdo para o tau de Kendall vale
para toda distribuicao eliptica, incluindo
a distribuicgdo t de Student

" Jian Ma and Zengqi Sun. Mutual in-
formation is copula entropy. Tsinghua
Science and Technology, 16(1):51-54, 2011.
ISSN 1007-0214. DOI: 10.1016/51007-
0214(11)70008-6.  arXiv:0808.0845; and
Rick L. Jenison and Richard A. Reale.
The shape of neural dependence. Neu-
ral Computation, 16:665 — 672, 2004

> A expressdo acima pode ser imediata-
mente generalizada para um ntimero ar-
bitrario de varidveis
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varidveis. Eq. (2.31) também oferece um conveniente principio para
encontrar cépulas informacionalmente neutras segundo o principio de
maxima entropia'3: a cépula menos informativa é a que postula a me-
nor informagdo mutua possivel entre as varidveis.

O ULTIMO PASSO para mostrar que a informagdo mutua satisfaz todos
os critérios para ser uma boa medida de dependéncia é notar que, no
caso de copulas gaussianas:

I[(X1,Xp) = —% log (1 - p2> (2.33)

[2.5] “EXCESSO” DE INFORMAGAO MUTUA

[2.5.1] CORRELAGAO LINEAR 0S. PARAMETRO 0

A DISTRIBUIGAO DE MAXIMA ENTROPIA que satisfaz vinculos de que
correlagdo, médias, e variancias de um par de varidveis X e Y assumam
certos valores é a distribuicdo normal. Usando a decomposicdao da
eq. (2.32), temos, uma vez que as entropias das marginais dependem
apenas das variancias e a informagdo mutua apenas da correlagdo™:

H(X1,X) = h(o1) + h(o) + %log (1 - pZ)

onde (o) é a entropia de uma distribui¢do normal univariada com
variancia 2. Se essa é a maior possivel entropia dada a correlacio e
varidncias, e uma vez que a informagdo mutua independe das varian-
cias'5, entdo o valor:

Io(p) = — 5 log (1~ 2) (234)

é um limite inferior para a informacdo mutua de qualquer par de va-
ridveis que tenham correlagdo p:

Ixy > Ip(pxy)- (2.35)

Dessa forma, representando formalmente em um plano I vs. ¢ as pos-
siveis distribuicdes conjuntas com cépula gaussiana®®, temos a figura
2.2.

NEssA FIGURA temos duas distribui¢des destacadas. Uma delas pos-
sui marginais gaussianas, sendo portanto uma distribui¢io normal bi-
variada e deve estar localizada sobre a curva Iy(p), representada pela
linha escura tracejada. Para essa distribuicdo o parametro p, uma boa
medida de dependéncia se restrito a cépulas gaussianas, é exatamente

3 E.T. Jaynes and G.L. Bretthorst. Proba-
bility Theory: The Logic of Science. Cam-
bridge University Press, 2003. ISBN
9780521592710.  URL http://books.
google.com.br/books?id=tTN4HUUNXjgC

4 Note a importancia de separar concei-
tualmente o pardmetro correlagdo, que
identifica uma certa distribui¢do na fa-
milia de distribui¢des normais, do fun-
cional sdo homonimos, o qual estamos
chamado de “correlagdo linear” e que
esta definido para qualquer distribuigéo.

5 Pois independe das marginais.

6 Essa representagdo ndo é unica. Estd
sendo empregada apenas como ilustra-
¢ao. Essas duas grandezas ndo formam
um bom sistema de coordenadas para a
variedade de distribui¢cdes com cépula
gaussiana.


http://books.google.com.br/books?id=tTN4HuUNXjgC
http://books.google.com.br/books?id=tTN4HuUNXjgC
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igual a correlagdo linear p. Se as marginais forem trocadas por mar-
ginais ndo-gaussianas, a informagdo mutua, independente das margi-
nais, deve permanecer a mesma. Entretanto a correlacdo, como argu-
mentado acima, deve mudar com a troca de marginais. Uma vez que
uma mudanga para valores maiores do médulo da correlagdo linear
violaria a condi¢do I > Iy(p), a tnica alternativa é que o moédulo da
correlagdo diminua. Dessa forma, terfamos uma distribui¢do conjunta
que tem cépula gaussiana com paradmetro pg e correlagdo linear 0 < p.
Uma tentativa de identificar o pardmetro p da cépula gaussiana com a
correlacdo linear levaria a atribuir ao par de varidveis uma dependén-
cia menor — talvez muito menor — do que a real. Em muitas aplica-
¢Oes isso pode ser perigoso. Em particular em aplica¢des financeiras
o risco de uma operagdo pode ser subestimado por se subestimar a
frequencia de co-ocorréncia de eventos negativos. E notério que séries
temporais financeiras apresentam distribui¢des marginais com caudas
pesadas — e portanto distantes de uma gaussiana. O uso, bastante di-
fundido'7, de cépulas gaussianas para estimativa de risco combinado
com o uso de estimadores baseados na correlagdo linear nessas con-
di¢des pode significar que o risco de uma posigdo é substancialmente
maior do que o estimado. Um dos requisitos para uma boa medida
de dependéncia é que, para o caso de cépulas gaussianas, a medida
em questdo seja fungdo monotodnica e crescente do médulo do para-
metro p. Dessa forma, qualquer outra medida de dependéncia é mais
adequada que a correlagdo linear para estimar a dependéncia de fato
entre duas varidveis com dependéncia gaussiana.

[2.5.2] INFORMAGAO MUTUA PARA COPULAS ELIPTICAS

O 1AU DE KENDALL é um estimador ainda mais completo para p: ele
é uma funcdo monotdnica do pardmetro p para qualquer cépula per-
tencente a familia eliptica — da qual a gaussiana é um caso particular.

Figura 2.2 — A correlagdo linear é su-
bestimada no caso de marginais nao-
Gaussianas. Se ambas as marginais sdo
Gaussianas, a distribuicdo conjunta estd
localizada sobre o limite inferior para a
informacdo muatua. Uma mudanga nas
marginais mantendo fixa a cépula, pre-
serva a informacdo mutua, entretanto
a correlagdo estimada deve se deslocar
para valores de menor médulo.

7S. Jones. The formula that felled
Wall St. The Financial Times, Abril 2009.
URL http://www.ft.com/cms/s/2/
912d85e8-2d75-11de-9eba- 00144 feabdcO.
html


http://www.ft.com/cms/s/2/912d85e8-2d75-11de-9eba-00144feabdc0.html
http://www.ft.com/cms/s/2/912d85e8-2d75-11de-9eba-00144feabdc0.html
http://www.ft.com/cms/s/2/912d85e8-2d75-11de-9eba-00144feabdc0.html
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Uma distribuicdo é dita eliptica sempre que:

<€ik.x> _ eiP‘Tkl/J (lkT22k> , (2.36)

onde X é a matriz de covaridncia e y o vetor de valores esperados de
x. Uma distribuicao eliptica padronizada é aquela em que as médias
sdo nulas e todas as variancias unitdrias, de modo que a matriz de co-
variéncias ¢ igual a matriz de correlagdes ¥;; = p;;. Denotaremos essa

familia de distribuigdes por p(x|Z,9(-)). No caso de X;; = §;;, a dis-

s
tribuicdo é invariante por rotagdes no vetor x e é dita uma distribuicdo

esférica — na familia p(x|¢(-)).

E POSSIVEL VER UMA VARIAVEL DISTRIBUIDA com respeito a uma dis-
tribuicdo eliptica x ~ p(x|%, ¢(-)) como uma transformacéo linear de
varidveis distribuidas com relacdo a distribuicdo esférica com o mesma

fungdo (-):
X = ZAij]/j
]

Onde & = ATA ey ~ p(y|p(-)). Cépulas elipticas sdo as cépulas
associadas a essas distribuicdes e tém como pardmetros as correlagdes
de pares — p;; — e a fungdo ¥(-). A eq.(2.36) é uma transformagdo
de Fourier, que sempre pode ser invertida para obter a distribuigdo
conjunta. No caso de distribui¢des elipticas padrdo, temos:

p(x|Z, () = / (;:)I(Ngikatp (iszzk>

podemos introduzir uma fungédo delta e obter:

T
71kalIJ (Ll)5 (u . lk Zk)
2
e usando a representacio integral da fungéo delta:
“dudi [ dNk KTk T
iz p() = [ o [ v e [in (u— it ) — x|

[ dudil g, / dNk KTSk 7
= 7 ¢ Y (u) (oL exp |i—— ik'x

p(x[Z, () /du

A integral gaussiana sobre k pode ser feita e temos:

p(el%, () = [ 9L iy () N(x|az)

= /du p(u)N(x|uX) =

onde N(x|X) é a distribuigéo normal padronizada com matriz de cor-
relagio T e p(u) = | due™y(v) é uma certa funcio ligada a trans-
formada de Fourler de 1(u). Essa representagdo para as distribui¢oes
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elipticas pode ser entendida da seguinte forma: p(x|%, ¢(-)) é a dis-
tribuigdo resultante quando se toma x de uma gaussiana de matriz de
correlagdo uX em que u é sorteado de acordo com uma distribuigdo
p(u). Dessa forma podemos, de forma alternativa, parametrizar a fa-
milia eliptica pela distribui¢do p(u) - p(x|Z, p(-)). Também podemos
escrever de forma mais explicita:

Pl p0)) = e [ @ pe S eay)
= (27:)NZ|\PN (—;xTle> (2.38)

.. j _1 o
onde definimos: ¥;(q) = [d/u uj%p(u)e u. As marginais de uma
distribuicdo eliptica podem ser facilmente calculadas notando-se que
as marginais da normal padronizada sdo distribui¢des normais padro-

nizadas sobre 1 variavel. Dessa forma:

~To

N‘R
=

i) = —= [au Lpwed = (2} oo
I\ m \/ap \/ﬂ 1 7 -39

Finalmente de posse dessas das egs. (2.38) e (2.39) podemos mostrar a
seguinte proposigao.

Proposi¢do 1 (Decomposi¢do da informacdo mutua de uma cépula
eliptica). Se C(u,v|%Z, p(-)) é uma copula eliptica com matriz de correla-
cdo ¥, entdo a informagdo miftua associada pode ser decomposta na forma:

IE () = D(Z) +I[p(-)], (2.40)

onde Ip(X) = —%logZ ¢ a informagido miitua de uma cépula gaussiana
com matriz de correlagio ¥. e 1[p(-)] é um funcional de p(u) que é igual
a informagdo miitua da distribuicdo esférica correspondente e independe da
matriz de correlacio.

Demonstragdo. Para mostrar essa proposi¢do recorremos a eq.(2.9):
I =) H[X;] — H[x] = NH[X;] — H[x]

onde a segunda igualdade ¢ obtida notando que as marginais p;(-)
sdo todas idénticas. A primeira parcela jda é um funcional de p(u) que
independe da matriz de correlacdo que pode ser escrito como:

NH[X,] = N./ dx\/%r‘ifl (x;) log [\/12—7_[‘1’1 (x;ﬂ

e e (1Yo | T (S
[ gt ()| e Tn ()
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A segunda parcela pode ser explicitamente escrita como:

1 1 1
dVy——— ¥ (—xTZ_1x> log | ———Y (—xTZ_lx)
/ NI N|2| M2 # Ve Y2

A inversa da matriz de correlacdo é simétrica e quadrada, e portanto
sempre pode ser escrita como £~! = UTAU, onde U é uma matriz
unitdria e Aj; = J;jA; € uma matriz diagonal dos autovalores de ¥l
Fazendo a mudanga de varidveis y = Ux temos:

Hlx] = — /dNyA (27-[1)N|Z|1PN <_;yTAy> log [(2;)N2|‘I’N (_;yTAy)]

A matriz diagonal A pode ser escrita como A = DTD, onde D;; =

51']' )tj. Fazendo a mudanga de variaveis'® x = Dy, temos: 8 Vamos renomear a nova varigvel de in-
tegragdo como x novamente por conve-
1 1 1 niéncia
N, LT L7 ' Note que a normalizagdo de p(x) exige
/ d TN ( 2" x) log [ 2Nz N ( 2" x)] que [ dVxpy(xTx) = \/(2m)N

Uma vez que |D| =] O termo que contém |Z| dentro

iﬁ:ﬁ

do logaritmo pode ser removido da integral™ e ficamos com:

- fate b () [ (1)

1
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e finalmente podemos escrever®°:

1= 1[p(u)] ~ 5 log=! (2.41)

onde:

=X

([0

Ip(w)] = [ dVx

O

Essa PROPOSICAO nos permite escrever a informagdo mitua em duas
parcelas — uma dependente da estrutura linear de dependéncia, re-
lacionada a matriz de correlagdes, e uma parcela que contém infor-
magdes sobre dependéncias ndo-lineares entre as varidveis. Uma vez
que a informacédo mutua é sempre positiva, esse resultado nos permite
ainda escrever uma versdo mais forte da desigualdade eq.(2.35) para o
caso de copulas elipticas:

Ixy > Ih(Zxy) (2.43)

onde, nesse caso, X ndo é apenas a matriz de correla¢des lineares, mas
o conjunto de pardmetros que identifica unicamente uma certa dis-
tribuicdo dentro de uma sub-familia de cépulas elipticas com mesma

funcdo (-).

[2.5.3] EXCESsO DE INFORMAGAO MUTUA

As INEQUAGOES EQ.(2.35) E EQ.(2.43) permitem concluir que a c6-
pula gaussiana é a cépula de menor entropia dado o vinculo de de-
pendéncias lineares representados por p ou X. Em outras palavras, a
copula gaussiana é a copula que assume que uma varidvel tem a me-
nor quantidade possivel de informacéo a respeito de outra que ainda
explica a parte linear da dependéncia. Além disso, a cépula gaussiana
possui apenas a parte linear da informag¢do mutua, e portanto repre-
senta uma dependéncia apenas linear entre as variaveis. O uso dessa
cépula portanto representa uma hipétese implicita de dependéncia li-
near e minima entre as varidveis. Caso essa hipétese falhe, um termo
adicional deve surgir na informacdo mutua, que diz respeito a depen-
déncia néo-linear. Esse termo serd chamado “excesso” de informagéo
mitua — entenda-se excesso com relacdo a copula linear. A observa-
¢do de um excesso de informagdo mutua permite criar um diagndstico
de “gaussianidade” da dependéncia entre duas varidveis. Para tal é

** No caso bivariado essa expressao se re-
duz a expressdo 2.34
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necessdrio ser capaz de estimar o parametro p da distribui¢do e a in-
formacdo mutua. Para estimar p, empregaremos o tau de Kendall —
uma medida que independe das marginais e permite estimar:

0 = sin (%) . (2.44)

O tau de Kendall pode ser estimado empiricamente com um algoritmo
simples: dado um conjunto de pontos {x, ~ p(x)[y = 1,2,...,P},
temos:

-1
tx,x) = (3) L sienteh—x)signh - ) Gas)
p<v
onde a soma é feita sobre todos os pares (y,v). Um método para
estimagdo da informagdo mutua foi recentemente publicado por Kras-
kov et al. [27], baseado em estatisticas de k-vizinhos. Medindo [ e T
é possivel diagnosticar um eventual “excesso” de informagdo miutua
que, caso presente, indica que a dependéncia ndo é minima e tem uma
componente ndo-linear. Nesses casos a correlacdo linear ndo pode ser
usada como medida de dependéncia. Como exemplo desse diagnés-
tico, mostramos na figura 2.3 estimativas para essas quantidades para
séries temporais de uma selecdo de 150 das 500 a¢des que compde o
indice S&Ps500, um indice de agdes de alta capitalizacdo negociadas
em bolsas da NYSE Euronext e da NASDAQ OMX definido e mantido
pela Standard & Poor’s. As barras de erro para a informagdo mitua,
que representam um intervalo de confianga de 90%, foram calculadas
usando o método de bootstrap, repetindo a estimativa do algoritmo
KSG?! para diversas amostragens com repeti¢do dos dados. O tau
de Kendall foi também estimado usando procedimentos padrdo como
o da eq.(2.45). Observa-se que uma boa quantidade de pontos apre-
sentam, dentro do intervalo de confianca, um valor para informagdo
mutua ndo compativel com uma cépula gaussiana. Isso sugere que téc-
nicas de avaliagdo e administragdo de risco baseadas no uso de cépulas
gaussianas podem subestimar de forma substancial a dependéncia en-
tre duas agdes e o grau de co-movimento que elas apresentam. Na
figura 2.4 por exemplo, mostramos alguns pares de a¢des com correla-
¢des muito pequenas (p < 0.1) e que no entanto apresentam informa-
¢do mutua compativel dependéncia muito maior do que a capturada
por essa medida linear.

[2.5.4] AJUSTE EMPIRICO DE COPULAS VIA INFORMAGAO MUTUA

A DETERMINAGAO DE UMA PARTICULAR COPULA para realizar essas
medidas de risco poderia ser uma alternativa ao uso cego da cépula

2t Alexander Kraskov, Harald Stogbauer,
and Peter Grassberger. Estimating mu-
tual information. Phys. Rev. E, 69:066138,
2004
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mutual information (nats)
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(b) Selegao dos pares cujo limite inferior da barra de erro é maior que a informagao
mutua gaussiana — excesso de informagdo nao nulo com 90% de confianga (as barras
de erro foram removidas para melhor visualizagdo).

Figura 2.3 — Estimativas para a infor-
magdo mutua usando o algoritmo KSG
contra o tau de Kendall (ou correlacdo
medida via tau de Kendall) para pares
de séries temporais de log-retornos dia-
rios loggf)l—;’;j (onde Piose € Popen séo,
respectivamente, pregos dos ativos na
abertura e fechamento didrios do mer-
cado) para 150 das agdes mais negoci-
adas que compde o indice S&P500, no
periodo de o02/01/1990 a 16/09/2008
(aproximadamente 4700 pontos por sé-
rie). As barras de erro representam inter-
valos de confianga de 90% determinados
segundo o procedimento de Bootstrap.
Note que, nesse intervalo de confianga,
um grande ndmero de pares apresen-
tam um excesso de informacdo mutua
ndo-nulo com respeito a copula gaussi-
ana. As linhas tracejadas indicam o li-
mite gaussiano para a informagdo mu-
tua.
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Figura 2.4 — Selecdo de pares de acdes
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(b) Selecdo de pares compativeis com uma distribuigdo gaussiana.
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gaussiana. Uma possivel forma de realizar essa determinagdo é mini-
mizar a divergéncia de Kullback-Leibler entre a c6pula empirica e uma
familia Cy de cépulas parametrizadas por um conjunto de pardmetros
6:

DIC@)IICul6)] = [ d¥u e(u)log (<,§) (2.46)

A minimizacado desse funcional com respeito a 6 fornece uma possivel

copula c(u|0*) que é a mais proxima possivel da copula real dentro
dessa familia. Essa expressdo pode ser manipulada da seguinte forma:

D[|] = / dVu c(u) log c(u) — /dNu cu)logc(uld)  (247)
=1— Le(H) (2-48)

onde o primeiro termo é o negativo da entropia de cépula, igual a in-
formagdo mutua, como mostrado anteriormente, e o segundo termo é
o valor assintético da log-verossimilhan¢a quando o niimero de amos-
tras é grande:
Ly(6) = 5 X Nlogc(uy6)
u=1

Uma vez que D[|]] > 0 eI > 0, entdo minimizar a divergéncia de
Kullback-Leibler, cujo menor valor possivel é nulo, é equivalente a ma-
ximizar a log-verossimilhanca com a informag¢do mdtua como limite.
Se a log-verossimilhanga fosse conhecida analiticamente isso poderia
ser feito de maneira imediata resolvendo a equacao:

Loo(0) = I

Para um I determinado empiricamente a partir dos dados,numericamente
se necessdrio. Ndo hd garantia alguma, no entanto de que ha solucao.
Apenas havera solucdo para essa equacao se a propria cépula original
fizer parte da familia Cy. Nesse caso a solugdo é tinica. Além disso ndo
é possivel conhecer Ly, analiticamente sem conhecer a cépula e uma
aproximagdo é necessdria. Supondo que a familia de cépulas Cy é su-
ficientemente proxima da copula original, podemos substituir c((u))
pela propria c¢(u|0) na integral e aproximar L (6) pela informagdo mu-
tua de c(u|6). Dessar forma ficamos com uma espécie de método de
“correspondéncia de momentos” (moment matching): deve ser esco-
lhida na familia Cg a c6pula que tem mesma informagao miitua que a
empiricamente obtida:
1(6) =1.

Novamente, ndo ha garantia de solugdo, e agora nem mesmo da uni-
cidade da solugdo. Mas a cépula escolhida certamente serd capaz de
descrever uma estrutura de dependéncia mais complexa do que a des-
crita pela cépula gaussiana. Se a familia escolhida for um subconjunto
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da famila de cépulas elipticas, o procedimento pode ser ainda melho-
rado. Parte do conjunto de pardmetros 6 corresponde as correla¢ées 2.
Escrevendo 1(0) = Ip(X) + AI(6') pode-se ja eliminar a parte linear da
informacdo mutua usando o tau de Kendall para calcular X e ajustar o
excesso de informagdo mutua ao medido empiricamente.

[2.5.5] CoépruLa ¢

CoMO EXEMPLO DESSE PROCEDIMENTO vamos escolher uma sub-
familia das cépulas elipticas, as cépulas f. Essas copulas, como dis-
cutido anteriormente, sdo as cépulas que se originam da distribuigdo
t de Student. Quando se permite que o parametro v seja continuo,
essa é, em esséncia, a mesma distribuigdo obtida pela maximizagdo da
chamada entropia de Tsallis, e essa distribui¢do e sua c6pula associada
tém recebido certa atengdo na literatura de andlise financeira por seu
bom ajuste empirico a dados de diversas naturezas**. O célculo do
excesso de informag¢do mutua da distribuigdo t de Student se resume a
calcular a eq.(2.42) — a informacdo mutua da distribuicao ¢ de Student

esférica:
_v+N

T 2
[1 + ”} (2.49)

- 1
t|2,v)=

pEIE) = 5

onde a normalizacao é dada por?3

v) = /de {l—i— xTx} i — B(3, gli)(g)(m/)N

Uma vez que todas as marginais sdo idénticas*# a informagdo mutua

(2.50)

se reduz a:

I(v) = NHy(v) — Hyn(v), (2:51)

onde H, (v) é a entropia de uma distribui¢do de student n-dimensional.
Para calcular H, note que:

T\ 5"

x'x v+n
1+ — — I
(7) [

H,(v) = —/d"x

=logZ,(v)

1/+n "

i e (177) a7
vin
2

22 Stefano Demarta and Alexander J. Mc-
Neil. The t copula and related copulas.
International Statistical Review, 73(1):111—
129, 2005; and Lisa Borland. Option pri-
cing formulas based on a non-gaussian
stock price model. Phys. Rev. Lett., 89(9):
098701, Aug 2002. DOI: 10.1103/PhysRe-
vLett.89.098701

3 B(a, b) é a fungdo beta, dada por:

1
B(a,b) = / L1 — P g
0

*#Todas sdo iguais a distribuicdo t
de Student em uma dimensdo com o
mesmo parametro v

T

1+ xx) —log Zn(l/):|

%)

2
zloan(v)nL(Vz;inQn/ drr”1<1+ > log<1+ )
n

=logZ,(v) + w+n) Q”\/IT/ duu"~
27Z,(
(v Vo7

=logZ,(v) + 2Zn( ] R, (v)

vin

1+u)

log (1 + uz)
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271'”/2

(3)

2
Ry(v) = /OO<> duu™! (1 + uz) B log (1 + u2> :

Essa integral pode ser feita com o auxilio de um truque similar ao

Onde O, =

—

é a 4rea de uma esfera unitaria em n dimensoes e

truque de réplicas comum em mecanica estatistica. Se notarmos que
— 1 9,7 25.
log(x) = lim, o 5. x" podemos escrever>:

=t (5 -n5) =0 () [ (457) -+ 6)]
onde B(x,y) = L)L (y)

Ty € a fungao beta e P(x) é a fungdo digamma,
substituindo esse resultado na expressao original e escrevendo todos

os termos explicitamente temos:
)" B H, n
V()" (5 2)1_’_ M )]
(252)
v+1 v+1

v+n
r(3)
2 2 2

v+4n
2 > Y (
Para o caso n = 1 isso se reduz a:
v
)} (2.53)

2

1%

2

Hy,(v) =log [

Hy(v) = log [\/DB (;;)]-F [tp( )—¢(2

E a informagdo mutua I = NH;(v) — Hy(v) finalmente pode ser es-
crita:

(2.54)
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Finalmente, a expressdo acima pode ser usada, segundo o método
discutido na segdo 2.5.4, para ajustar cépulas t a dados empiricos.
Como ilustragdo, a figura 2.5 apresenta uma série de simulacdes de
ajuste com dados sorteados de uma cépula ¢t com diversos valores de
correlacdo e v conhecidos. O excesso de informac¢do mutua é estimado
usando o algoritmo KSG 2° e o tau de Kendall e plotado em funcio
do v conhecido. A linha cheia corresponde a eq.(2.54). Esse grafico
mostra que, exceto por um ponto que ndo pode ser recuperado®?, é
possivel recuperar cépulas t a partir de dados experimentais através
desse procedimento.

~ FHEH

[2.6] CONCLUSOES

A LITERATURA EM TEORIA DE INFORMAGAO E TEORIA DE COPULAS
E DEPENDENCIA ESTATISTICA — ambas com décadas de existéncia —
se desenvolveram em relativo isolamento, com apenas pontos muito
recentes de contato. Neste trabalho tentamos discutir as consequen-
cias de alguns desses pontos e conexdes entre os dois tépicos. A teoria
de cépulas pode ser usada para decompor as distribui¢des conjuntas
em flutuagdes idiossincréaticas das marginais de cada variavel e flutu-
acgdes devidas ao acoplamento entre as varidveis. A conexdo com a
teoria de informagdo permite levar adiante essa decomposigdo e iso-
lar contribui¢des a informagdo total contida na distribui¢do em partes
relativas as marginais, ao acoplamento de natureza linear e acopla-
mentos de mais alta ordem. Essa decomposicdo oferece testes simples
a respeito da linearidade e “gaussianidade” do acoplamento e também
sugere um método de ajuste de cépulas baseados no ajuste da infor-
macdo miutua. Essa abordagem também clarifica os perigos do uso

2 Alexander Kraskov, Harald Stogbauer,
and Peter Grassberger. Estimating mu-
tual information. Phys. Rev. E, 69:066138,
2004

* Para um valor muito pequeno de v,
para o qual a distribuigdo t comeca a
apresentar diversas patologias, como va-
ridncia infinita.

Figura 2.5 — Excesso de informagdo mu-
tua na cépula t. I(v), como dado na
eq.(2.54). Circulos mostram estimativas
para 20 amostragens de pontos de uma
coépula f usando o método de “moment
matching” para diversos valores de cor-
relagdo e v.
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da correlagdo linear como medida de dependéncia em séries financei-
ras para, por exemplo, estimativas de riscos de contratos complexos
e otimizagdo de carteiras, pois essa medida é fadada a subestimar a
dependéncia em séries em que flutuagdes nao-gaussianas sao espera-
das. Finalmente, pensamos que uma conexdo entre essas duas dreas
— teoria de informacédo e teoria de dependéncia estatistica — pode ser
util em fornecer conceitos e técnicas novas para o estudo de sistemas
complexos.



3] UM MODELO PARA EMERGEN-
CIA DE AUTORIDADE EM SOCI-
EDADES HUMANAS.

The resemblance between humans and chimpanzees
is not only external. If we look straight and deep into
a chimpanzee’s eyes, an intelligent self-assured
personality looks back at us. If they are animals, what
must we be?

— “CHIMPANZEE PoLITICS: POWER AND SEX
AMONG APES” DE FRANS DE WAAL[30]

There isn’t a sharp line dividing humans from the rest
of the animal kingdom — it’s a very wuzzy line — it’s
a very wuzzy line — and it’s getting wuzzy-er all the
time...

— TED TALK “WHAT SEPARATES US FROM
CHIMPANZEES” DE JANE GOODALL[31]

[3.1] INTRODUCAO

Os GRANDES PRIMATAS, em particular os humanos, apresentam vidas
sociais intensas. Atividades sociais, formacdo de coalizdes, coopera-
¢do para realizagdo de diversas tarefas, guerras, compartilhamento de
alimentos, disputas por lideranca ef cefera, situagdes ubiquas em agru-
pamentos humanos, ndo sdo entretanto limitadas a essa espécie mas
sdo pervasivas em todas as espécies desse grupo. A variedade das ex-
periéncias sociais em espécies como chimpanzés e bonobos sdo com-
paraveis apenas a da espécie humana'. Entretanto a natureza dessa
experiéncia social pode ser bem diferente entre humanos e outras es-
pécies aparentadas. Ha diferentes pontos de equilibrio na divisdo dos
recursos e na tomada de risco por diferentes membros do grupo em

*F. B. M. de Waal. Chimpanzee Politics:
Power and Sex among Apes. Chimpanzee
Politics. Johns Hopkins University
Press, 2007. ISBN  9780801886560.
URL http://books.google.com.br/
books?id=XsrhU2vV5PIC; and F. B. M.
de Waal. Peacemaking Among Primates.
Harvard University Press, 1990. ISBN
9780674659216. URL http://books.
google.com.br/books?id=5at0OTN8U6RMC
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atividades coletivas, como coleta de alimentos, defesa contra predado-
res, cuidado com ninhadas, etc®>. H4 grupos — ditos igualitdrios —
em que recursos sao distribuidos de forma igualitdria ou de maneira
aproximadamente proporcional ao risco tomado, e hd grupos — ditos
hierarquicos, ou despéticos — em que poucos membros do grupo tém
acesso desproporcional ao fruto dessas atividades, em detrimento dos
outros membros. Na natureza se observa um continuo de varia¢des de
comportamento entre esses dois campos extremos.

A MAIORIA DAS ESPECIES apresenta um comportamento social basico
razoavelmente fixo, ainda que flexivel [34]. Os grandes primatas tipi-
camente vivem em sociedades hierdrquicas, marcadas por uma grande
concentracgdo dos usos de recursos energéticos e reprodutivos por parte
de poucos membros do grupo. Por outro lado, humanos se destacam
por uma grande variabilidade nesse espectro etolégico social. Certos
grupos humanos apresentam organizacdo fortemente centralizada e
hierdrquica, com concentragdo de uso de recursos e riqueza. Outros
grupos apresentam sociedades basicamente equalitarias, com compar-
tilhamento de recursos e alimentos, auséncia de distin¢des de status,
autoridades ou concentragdo de riqueza3. O quebra-cabecas associado
a origem dessa variabilidade é uma matéria de ativa discussdo acadé-
mica e, a intengdo deste trabalho é tentar lancar luz sobre o problema
através de um modelo matemadtico com origem em certas observagdes
empfiricas recentes.

[3.2] EVIDENCIAS EMPIRICAS

[3.2.1] “U-SHAPED EVOLUTION”

O REGISTRO ARQUEOLOGICO REVELA uma dindmica temporal na or-
ganizagdo social dos humanos através da pré-histériat. Os humanos,
descendendo de primatas com provavel organizagdo social hierdrquica,
passaram por um periodo de grupos equalitdrios, sem autoridade cen-
tral, com baixa densidade populacional. No neolitico houve uma tran-
si¢do para grupos fortemente hierarquicos, conforme a densidade po-
pulacional aumenta apds a revolucdo agricola. Esse quadro, ilustrado
pela figura 3.1, é denominado em [35] “a U-shaped evolution”.

HOJE, SOCIEDADES HUMANAS preenchem todo o espectro de organi-
zagdo social e evidéncias etnogréficas e arqueoldgicas também apon-

tam para uma relagdo entre o tamanho dos grupos de humanos cagadores-

coletores e suas formas de organizagdo social>. Grupos pequenos de
humanos tendem a apresentar organizacdo equalitdria, sem concen-

*Sandra L. Vehrencamp. A model
for the evolution of despotic versus
egalitarian societies. Animal Beha-
viour, 31(3):667 — 682, 1983. ISSN
0003-3472. DOI:  10.1016/S0003-
3472(83)80222-X. URL  http:
//www.sciencedirect.com/science/

article/pii/S000334728380222X; and
C Boehm.  Hierarchy in the Forest:
The Evolution of Egalitarian Behavior.
Harvard University Press, 2001. ISBN
9780674006911.  URL http://books.
google.com.br/books?id=1jxS8gUlgqgC

3Note que nos interessamos neste tra-
balho por agrupamentos de humanos
cagadores-coletores que podem trazer
mais insights sobre humanos em seu
contexto evolutivo.

4Bruce M. Knauft, Thomas S. Abler,
Laura Betzig, Christopher Boehm, Ro-
bert Knox Dentan, Thomas M. Kiefer,
Keith F. Otterbein, Tohn Paddock, and
Lars Rodseth. Violence and sociality
in human evolution [and comments and
replies]. Current Anthropology, 32:391—
428, 1991. URL http://www.jstor.org/
stable/2743815; Joyce Marcus. The ar-
cheological evidence for social evolution.
Annu. Rev. Anthropol, 37:25166, 2008; and
R. Foley. Another unique species: pat-
terns in human evolutionary ecology. Long-
man Scientific & Technical, 1987. ISBN
9780470207284. URL http://books.
google.com.br/books?id=AjuAAAAAMAA]

5 Thomas E. Currie, Simon ]. Greenhill,
Russell D. Gray, Toshikazu Hasegawa,
and Ruth Mace. Rise and fall of political
complexity in island south-east asia and
the pacific. Nature, 467(7317):801-804,
Oct. 2010. DOI: 10.1038/natureog461;
and Douglas J. Kennett and Bruce Win-
terhalder.  Islands of Inquiry: Colonisa-
tion, seafaring and the archaeology of ma-
ritime landscapes, chapter Demographic
expansion, despotism and the colonisa-
tionof East and South Polynesia, pages
87—-96. In Clark et al. [57], 2008. ISBN
9781921313905.  URL http://books.
google.com.br/books?id=NZ0-IiAZ_ZwC
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tragdo de poder. Grupos maiores tendem a apresentar organizagdes
hierdrquicas, concentragdo e hereditariedade de poder.
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[3.2.2] EVOLUGAO DO CEREBRO PRIMATA E A TEORIA MAQUIAVE-
LICA

EstUuDOS RECENTES6

RELACIONAM o tamanho relativo de regides do
cérebro de diversas espécies de primatas a medidas relacionadas com
a capacidade social da espécie, como tamanho dos grupos em que
vivem, o tamanho de coalizdes, niimero médio de individuos que in-
teragem diretamente, etc. O que é tipicamente encontrado é ilustrado
na figura 3.2. Essa figura mostra um grafico do tamanho médio do
grupo em fungdo da razdo média entre o volume do neocértex, regido
do cérebro envolvida no planejamento, raciocinio espacial, linguagem,
entre outras fungdes cognitivas complexas, e o volume total do cérebro
para diversas espécies de primatas. O grafico sugere uma relagdo do
tipo lei de poténcia entre as duas grandezas, similar a encontradas em
diversas outras comparacdes desse tipo.

Figura 3.1 — Ilustracdo da histéria da or-
ganizacdo social dos humanos e prima-
tas pré-humanos.

¢T Sawaguchi and H Kudo. Ne-
ocortical development and social
structure in primates. Primates,
pages 283-90, 1990; Robin Dunbar.
Neocortex size as a constraint on

group size in primates. Journal
of Human Evolution, 20:469-93,
1992; R. I. M. Dunbar. Coevo-

lution of neocortical size, group
size and language in humans.
Behavioral and Brain Sciences, 16:
681-694, 11 1993. ISSN 1469-1825.
DOI: 10.1017/50140525X00032325.
URL http://dx.doi.org/10.1017/
50140525X00032325; Leslie C. Aiello
and R. I. M. Dunbar. Neocortex
size, group size, and the evolution
of language. Current Anthropology,
34(2):184-193, 1993; and Tracey H.
Joffe and R. I. M. Dunbar. Visual
and socio—cognitive information
processing in primate brain evolu-
tion. Proceedings of the Royal Society
of London. Series B: Biological Sciences,
264(1386):1303-1307, 1997. DOI:
10.1098/rspb.1997.0180. URL http:
//rspb.royalsocietypublishing.
org/content/264/1386/1303.
abstract
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EM ESSENCIA, essa relacdo sugere que a capacidade cognitiva dos pri-
matas esté relacionada a sua necessidade de lidar com interagdes soci-
ais complexas. Essa hipétese, denominada Teoria Maquiavélica ou Te-
oria do Cérebro Social, sugere um cendrio em que o rapido crescimento
na importancia relativa do neocértex é uma resposta a uma pressao
seletiva associada a essa necessidade de interagdo social’. Ambientes
sociais complexos favorecem reprodutivamente individuos com maior
capacidade de processar informagdes sociais, que, por sua vez, torna
as estratégias sociais ainda mais complexas em um “corrida armamen-
tista” evolutiva. Essa hip6tese tem recebido crescente suporte empirico

e aprofundamento teérico®.

[3.2.3] TEORIA DA REVERSAO DE DOMINANCIA

DESCRITA POR BOEHM ET AL. [52] a partir de uma investigacdo antro-
polégica e dados primatolégicos, a Teoria da Reversdo de Dominancia
(Reverse Dominance Theory) é um mecanismo explicativo para o estabe-
lecimento de comportamento igualitdrio em espécies com forte com-
portamento de dominancia. Segundo essa teoria, 0 comportamento
igualitario surge em humanos cagadores-coletores ndo pela auséncia
de um mecanismo de dominancia, mas através de uma resisténcia sis-
tematica dos membros do grupo a comportamentos excessivamente
dominantes por parte de membros do grupo. O comportamento igua-
litario é garantido por uma inversdo do mecanismo de dominancia:
candidatos a lider sdo dominados pelos outros membros do grupo, que

Figura 3.2 - Gréfico em escala di-
logaritimica do tamanho médio do
grupo em fungdo da razdo média entre
o volume do neocodrtex e o volume total
do cérebro para diversas espécies de pri-
matas. Dados disponiveis em [45].

7R W Byrne and A Whiten. Tactical de-
ception in primates: the 1990 database.
Primate Report, Whole Volume, 27:1-101,
1990; R W Byrne and A Whiten. Compu-
tation and mindreading in primate tacti-
cal deception. In A Whiten, editor, Natu-
ral Theories of Mind. Blackwells, Oxford,
1991; R W Byrne and A Whiten. Cog-
nitive evolution in primates: evidence
from tactical deception. Man, 27:609-627,
1992; and Andrew Whiten and David Er-
dal. The human socio-cognitive niche
and its evolutionary origins. Phil. Trans.
R. Soc. B, 367:2119—2129, 2012

8R. I. M. Dunbar. Cognitive constraints
on the structure and dynamics of
social networks. Group Dynamics:
Theory, Research, and Practice, 12(1):
7-16, 2008; R. I. M. Dunbar. The
social brain hypothesis and its impli-
cations for social evolution.  Annals
of human biology, 36(5):562—72, 2009.
DOI: 10.1080/03014460902960289; and
Susanne Shultz and Robin Dunbar.
Encephalization is not a wuniversal
macroevolutionary ~ phenomenon  in
mammals but is associated with socia-
lity. Proceedings of the National Academy
of Sciences, 107(50):21582-21586, 2010.
DOI: 10.1073/pnas.1005246107. URL
http://www.pnas.org/content/107/50/
21582.abstract
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limitam os mecanismos de ascensdo através da expressdo de opinido
publica, critica e ridicularizacdo, disobediéncia e, em tltima instancia,
sangdes extremas como assassinato?.

(33—‘ UM MODELO MECANICO-ESTAT{STICO BASEADO EM AGEN-

TES

[3.3.1] DESCRIGAO DOS AGENTES

O OBJETIVO DESSA SEGAO E descrever um modelo estatistico para a
formagdo de estrutura social que seja tratdvel por técnicas comuns a
mecanica estatistica e teoria de informacdo e compativel com as infor-
magoes experimentais descritas acima. O primeiro passo na descrigdo
do modelo consiste na elaboracdo de uma dindmica de comportamento
para um conjunto de agentes hipotéticos, que serd a dindmica tempo-
ral microscépica que dara origem a um modelo mecanico-estatistico.

CONSIDERE UM GRUPO DE 1 AGENTES dotados de certa capacidade
cognitiva limitada e engajados em atividades sociais. Cada agente car-
rega um registro mental da informacdo que possui a respeito das re-
lagdes sociais entre os membros do seu grupo. Essa informacéo estd
relacionada a como se relaciona socialmente cada par de outros agen-
tes do grupo. Essa informacdo deve responder perguntas como:

e qual a possibilidade de um certo par de individuos serem adversa-
rios em uma disputa ou aliados em uma coalizdo?

* com que frequencia cooperam em uma atividade conjunta?
¢ como compartilham seus recursos um com o outro?
* etc...

Cada agente adquire essa informagéo através de mecanismos diversos:
através da histéria do grupo, baseado no comportamento pregresso
dos agentes; através de mecanismos de aprendizado social como “fo-
foca” (gossip) em que a comunicacdo com outros agentes permite que
o agente aprenda sobre experiéncias de outros; etc. Uma vez adqui-
rida, essa informacdo € critica para subsidiar decisdes sociais a serem
tomadas pelo agente: com que grupo de agentes formar uma coalizdo,
quando esperar coopera¢do de um certo individuo, quando esperar re-
ciprocagdo ao compartilhar recursos etc. Cometer erros nessas decisdes
podem custar recursos e posic¢do social, e influenciar negativamente a
capacidade reprodutiva do agente. Portanto, espera-se que uma es-
pécie de agentes que tenha surgido por evolugdo via selecdo natural

9C Boehm.  Hierarchy in the Forest:
The Evolution of Egalitarian  Beha-
vior. Harvard University Press,
2001. ISBN 9780674006911. URL
http://books.google.com.br/books?

id=1jxS8gUlgqgC; and  Christopher
Boehm, Harold B. Barclay, Robert Knox
Dentan, Marie-Claude Dupre, Jo-
nathan D. Hill, Susan Kent, Bruce M.
Knauft, Keith F. Otterbein, and Steve
Rayner. Egalitarian behavior and reverse
dominance hierarchy [and comments
and reply]. Current Anthropology, 34(3):
pp- 227-254, 1993. ISSN oo113204. URL
http://www.jstor.org/stable/2743665
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tenha mecanismos cognitivos adequados para tentar minimizar esses
erros em algum sentido.

A AQUISICAO DESSE TIPO DE INFORMAGAO SOCIAL é uma atividade
cognitivamente custosa. A capacidade limitada de processar essas in-
formacoes implica que para manté-las atualizadas, o individuo precisa
desviar recursos que poderiam ser aplicados em outras atividades —
coleta de alimentos, construcdo de abrigos, etc. O rastreamento de re-
lagdes sociais demanda um consideradvel tempo dos individuos adul-
tos em tribos de chimpanzés e humanos' e as evidéncias da Teoria
do Cérebro Social de que a habilidade de navegar informagdes soci-
ais consiste em uma pressdo seletiva importante indica a intensidade
desse custo. Conforme se aumenta o tamanho do grupo, esse custo
cresce com o numero de liga¢des sociais possiveis e, portanto, qua-
draticamente com o ntiimero de individuos. Isso pode pode tornar a
estratégia de adquirir e manter informagdes sobre todas as ligagdes
sociais possiveis no grupo pouco adaptativa. Pode ser preferivel ao
agente nesse caso obter apenas informacao sobre certas ligacdes soci-
ais importantes e fiar-se em heuristicas para inferir as outras relagdes
sociais (regras como “amigo do amigo é amigo”, etc...).

DESssA FORMA, O MODELO CONSISTIRA dos seguintes elementos: mui-
tos agentes que interagem entre si, cada um carregando uma representa-
¢do mental da estrutura social do grupo a que pertence e individualmente
tentando minimizar custos associados a carregar esass informagdes so-
ciais. Abaixo discutiremos uma representacdo matematica de cada um
desses elementos.

[3.3.2] VARIAVEIS DINAMICAS — GRAFOS SOCIAIS

A REALIZAGAO MATEMATICA da representacdo mental da estrutura
social que cada agente carrega serd feita através de grafos. A cada
agente estd associado um grafo cujos nés representam todos os indivi-
duos do grupo e arestas representam as relagdes sociais sobre as quais
o agente possui informagdo. A informacédo serd considerada bindria:
o agente pode ter certeza sobre a relagdo social entre dois individuos,
havendo portanto uma aresta ligada entre os nés correspondentes de
seu grafo, ou ndo tem nenhuma informagdo direta sobre ela, caso em
que ndo haverd uma aresta enter os ndés correspondentes. As arestas
do grafo portanto podem estar apenas ligadas ou desligadas, sem esta-
dos intermedidrios. As arestas do grafo sdo entidades dindmicas, que
podem ser criadas quando o agente adquire informagdo sobre uma
relacdo social anteriormente desconhecida, ou destruidas quando o

F. B. M. de Waal. Chimpanzee Politics:
Power and Sex among Apes. Chimpanzee
Politics. Johns Hopkins University
Press, 2007. ISBN 9780801886560. URL
http://books.google.com.br/books?
id=XsrhU2vV5PIC
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agente, por alguma razdo, desiste de continuar mantendo aquela infor-
macdo. Dados os custos, que serdo discutidos abaixo, o agente devera
decidir quais informagdes valem a pena ser guardadas ou ndo. Um
agente que possui informagdo completa sobre todas as relagdes sociais
do grupo tem um grafo totalmente conectado, como o representado na

figura 3.3.

QUANDO UMA ARESTA E FALTANTE no grafo carregado por um agente,
a informagdo social correspondente a essa aresta é incompleta, e o
agente deve recorrer a heuristicas para determinar quaisquer infor-
macg0Oes necessarias. Para tal, vamos considerar que o grafo deve ser
conexo — deve ser possivel, para todos os pares de nés, encontrar
um caminho de arestas ligadas conectando os dois nés. Dessa forma,
sempre é possivel a um agente determinar alguma informacao indi-
reta entre dois nés desconexos, através de uma heuristica que utilize
as outras arestas conhecidas. Um exemplo é o grafo da figura 3.4, que
representa um grafo do tipo estrela.

Nesse grafo, ndo é possivel conhecer diretamente todas as relagdes
sociais pois apenas n — 1 das %n(n — 1) arestas possiveis estd presente.
Mas todas as relagdes sociais podem ser indiretamente determinadas
por heuristicas sobre caminhos de comprimento 2 (“amigo do amigo é
amigo”, etc...). Os grafos mais esparsos possiveis que ainda sdo cone-
xos possuem 1 — 1 arestas, no minimo.

[3.3.3] Custos

EM NOSsO MODELO existem custos associados a manutengdo de um
certo grafo de informag6es sociais. Ha dois tipos de custos:

1. O cUusTO COGNITIVO de adquirir e manter informagdo dos dife-
rentes pares de individuos. Como discutido anteriormente, se o
agente tem recursos cognitivos limitados, manter essas informagdes
é custoso. Se assumirmos que o investimento de recursos para obter
informacdes sobre cada aresta do grafo é constante, o custo cogni-
tivo total por agente devera ser proporcional ao niimero de arestas
do grafo:

Heognitivo & e (3.1)

onde 7, é o nimero de arestas (edges).

2. O custo sociaL de falhar em determinar corretamente a relagdo
entre dois individuos. As heuristicas utilizadas pelo agente quando

Figura 3.3 - Exemplo de grafo social
— um grafo completamente conectado.
Um agente com essa estratégia despende
recursos para conhecer todas as relagdes
sociais do grupo. Um grafo como esse
possui 1n(n — 1) arestas, onde 1 é o nti-
mero de agentes.

Figura 3.4 — Exemplo de grafo social
— um grafo estrela. Um agente com
essa estratégia despende recursos para
conhecer apenas as relagdes envolvendo
um certo individuo central (0o n6 A na
figura). As outras relagdes sdo determi-

nadas através de regras heuristicas. Esse
grafo possui n — 1 arestas.
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ele ndo possui informacdo direta sobre uma certa relagdo social po-
dem falhar e, nesse caso, o agente pode inferir erroneamente a re-
lacdo social entre dois agentes. Ao tomar decisdes baseadas nessa
avaliacdo errdnea, o agente incorre em custos — o agente pode ava-
liar incorretamente em que lado de uma disputa um individuo vai
se posicionar, falhar em reconhecer uma coalizdo em formacao, etc,
e ter prejuizos reais com uma situacgdo social inesperada. As heu-
risticas que se valem de rela¢des conhecidas para inferir relagdes
desconhecidas serdo tdao mais confidveis quanto menor o caminho a
ser percorrido no grafo entre os dois nés em questdo. Quanto mais
longos os trajetos a serem percorridos, maior é a probabilidade de
erro. Portanto, o custo social esperado deve ser proporcional a dis-
tancia geodésica média entre os nds do grafo:

2
Heocial & ——— Y Ly .
social 7’[(1’1—1) & 1] (3 2)

onde L;; ¢ a distancia geodésica entre os nés i e j, e a soma € reali-
zada sobre todos pares de agentes.

Assim, para cada agente, o custo total de se manter uma certa repre-
senta¢do mental da rede social do grupo é dado, portanto, por:

n _
H:f+L (3.3)

Onde L ¢ a distancia geodésica média do grafo, « é uma constante
associada a importancia relativa entre o custo cognitivo e o custo social
(quanto maior &, menos importante é o custo cognitivo). Note que
tipicamente 7, escala como uma fragdo do nimero total de arestas
possiveis n(n — 1) /2 e que L escala tipicamente com log () para grafos
aleatorios. E, portanto, interessante, reescrever (3-3), a menos de uma
constante multiplicativa, como:

H = ¢e +aL (3-4)

é a fracdo de arestas ocupadas e a = —2%—- é uma
n(n—1)

onde ¢, = 771(”361)/2

constante de acoplamento normalizada.
[3.3.4] DINAMICA PARA AGENTES ISOLADOS — MAXIMA ENTRO-
PIA

[3.3.5] MINIMIZAGAO DO CUSTO

PARA QUE UM MODELO POSSA SER ESTABELECIDO, ndo basta a ex-
pressdo para o custo, mas uma descricdo de que acdes o agente devera
tomar com base em sua aferi¢do do custo. A estratégia do agente é
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definida por uma certa escolha de arestas a investir. Em uma primeira
abordagem, atribuimos ao agente a tendéncia a usar a estratégia que
minimiza o custo total. Entdo deveriamos procurar pelo grafo definido

por:
Gi(a) = arg mcin H(G,u) (3-5)

Se a > 1, entdo as limitagdes cognitivas sdo menos e menos importan-
tes. O grafo que minimiza o custo é o grafo que minimiza a distancia
geodésica média — um grafo totalmente conectado como o da figura
3.3. Se o < 1, entdo as limitagdes cognitivas se tornam mais e mais im-
portantes, e o grafo 6timo é aquele que minimiza o ntimero de arestas,
enquanto ainda mantendo uma distancia média finita — um grafo em
forma de estrela '* como o da figura 3.4. Para valores intermedidrios
de «, o grafo 6timo possui configuragdes intermedidrias entre esses
dois extremos.

PODEMOS RELAXAR O VINCULO DE ESTRITA MINIMIZAGAO e propor
o seguinte modelo: o agente decide sua estratégia através de uma di-
namica interna que ocorre em seu cérebro, ditada por regras que levam
em conta o custo total. Podemos entdo associar probabilidades as es-
tratégias de acordo com nossa expectativa de que grafos devem surgir
dessa dindmica. Se ndo conhecemos detalhes da dinAmica, mas temos
informacdo de que o valor esperado do custo total é uma varidvel im-
portante, o procedimento bayesiano adequado é associar ao grafo uma
distribuicdo de maxima entropia, restringida pelo valor do custo total.
A distribuicéo resultante é a distribui¢do de Gibbs:

p(G) = L) e 66)

onde B, uma espécie de inverso de temperatura, regula a importancia
relativa dos efeitos que o custo H(G) e outros efeitos negligenciados
pelo modelo, e q(G) é a atribuicdo de probabilidades a priori. As-
sumiremos probabilidades uniformes a priori, com a restrigdo de que
o grafo seja conexo (veja nota '*).A atribuicdo de probabilidades da
equagdo (3.6) torna o problema de determinar as propriedades ma-
croscopicas desse sistema em um problema de mecanica estatistica,
cuja varidvel dindmica é a matriz de adjacéncias do grafo G:

1 seie jestdo ligados por uma aresta
M;j = (37)
0 outro caso

[3.3.6] INTERPRETAGAO DOS PARAMETROS & E f3

O parametro &« (ou sua versdo normalizada, a) regula a importancia
relativa entre os dois custos — social e cognitivo. O valor de « é

" Estritamente para & = 0 o grafo 6timo
é o grafo sem aresta alguma. Nao ha
prescri¢ao candnica para a distancia ge-
odésica média de um grafo sem arestas.
Adotaremos aqui a convengao de que se
néo é possivel desenhar um caminho en-
tre dois ndés (em outras palavras: dois
nés que pertencem a diferentes compo-
nentes do grafo), entdo a distancia entre
eles é infinita. Isso restringe nossa ana-
lise apenas a grafos conexos. Mesmo en-
tre os grafos conexos, a estrela ndo é o
tnico minimo do custo acima para « es-
tritamente zero — o grafo caminho tam-
bém é possivel. Entretanto, para o grafo
caminho, L é proporcional a N, e por-
tanto, para &« — +0 o tinico minimo exis-
tente quando & > 0 tem grafo estrela
como limite.
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regulado pela capacidade cognitiva dos agentes: quanto maior a ca-
pacidade de realizar célculos sociais, menor é a importancia do custo
cognitivo, maior é o valor de &. No presente trabalho « serd, portanto,
interpretado como uma medida da capacidade cognitiva dos agentes.

O parametro  regula a escala em que flutuagdes no valor do custo
total sdo toleradas. Para  grande, varia¢des no custo total acima do
custo minimo sdo muito pouco provaveis. Para valores maiores de j as
mesmas flutuagdes apresentam probabilidades maiores. Dessa forma,
B regula o qudo provéaveis sdo configuragdes que consistem de flutu-
agdes em torno das configuragdes 6timas discutidas na secdo Minimi-
zagdo do custo. Flutuagdes em torno do custo minimo representam um
dispéndio extra de energia e recursos que poderiam ser gastos em ou-
tras atividades, portanto 8 pode ser parcialmente entendido como uma
varidvel ecol6gica — escassez de recursos ou ambientes sociais mais ri-
gorosos implicam em menor tolerardncia a flutuagdes do custo total.
Assim, B é uma varidvel que regula a intensidade da pressdo para
otimizagdo do custo total, que pode ter origem ambiental ou social.
Essa interpretacdo encontra ressonancia em Earle [53]'2, que identifica
fatores como pressdo populacional, falta de recursos naturais, seca e
guerras como fatores de mudanca de organizagdo social.

[3.3.7] RESULTADOS NUMERICOS PARA AGENTES ISOLADOS

SIMULACOES DE MONTE CARLO desse modelo foram feitas usando o
algoritmo de Metropolis'3 Partindo de um grafo inicial aleatério (sor-
teado do ensemble de Erdos-Rényi, com fragdo de arestas %), a cada
passo do algoritmo é proposta uma mudanga em uma aresta do grafo
— adicionando uma aresta faltante ou removendo uma aresta exis-
tente. Caso a mudanga ndo quebre a conectividade do grafo, ela serd
aceita com probabilidade dada pelo fator de Gibbs:

o—B(H(G))~H(G)) (3.9)

NA FIGURA 3.5 temos um corte do diagrama de fase desse modelo
com temperatura e nimero de agentes constante, variando o parame-
tro a. Seja d; o grau do i-ésimo né do grafo de um agente escolhido
ao acaso. No painel superior destacamos dois pardmetros de ordem:
Amax = ﬁ max (dq,dy, ..., dn), em azul, é proporcional ao grau do
né mais bem conectado do grafo, e davg = m Zfil d;, em verme-
lho, é proporcional ao grau médio de todos os nés do grafo. Uma vez
que o maior possivel grau para um n6 é N — 1, esses parametros fo-

ram normalizados para que o valor méximo seja 1. As linhas sélidas

»TK. Earle. How Chiefs Come to
Power: The Political Economy in Prehis-
tory.  Antropology. Political science.
Stanford University Press, 1997. ISBN
9780804728560.  URL http://books.
google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC

3D.P. Landau and K. Binder. A Guide
To Monte Carlo Simulations In Statistical
Physics.  Cambridge University Press,
2005. ISBN 9780521842389. URL
http://books.google.com.br/books?
id=11tun6Y5t0AC


http://books.google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
http://books.google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
http://books.google.com.br/books?id=11tun6Y5tOAC
http://books.google.com.br/books?id=11tun6Y5tOAC
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correspondem aos valores esperados:
E [dmax] = ZP(GM, 1, B)dmax(G) (3.9)
G

E [davg] = Y P(Gla, 1, B)davg(G) (3.10)
G

obtida através da simula¢do de Monte Carlo do modelo, enquanto o
sombreado ao redor da linha representa o desvio padrdo obtido da
mesma forma. No painel inferior apresentamos novamente o desvio
padrédo para melhor visualizagdo. Sobrepostas aos gréficos estdo figu-
ras representativas de grafos sorteados da distribui¢do de equilibrio
em pontos correspondentes do diagrama de fases.

Figura 3.5 — Corte do diagrama de fa-
ses apresentando o valor esperado ob-
tido via Monte Carlo dos parametros de
ordem normalizados dmax € davg em fun-
¢do de &, com temperatura e niimero de
agentes fixo, bem como seus desvios pa-
drao. Sobreposto ao gréfico se observam
exemplos de arquiteturas do grafo sor-
teadas da distribui¢do de equilibrio na
regido correspondente do diagrama. Os
parametros de controle para essa simu-
lagio sdon =16e p =7.0.
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Figura 3.6 — Diagrama de fases apresen-
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Figura 3.7 — Valor critico do parametro a
em fungao da temperatura para diferen-
tes tamanhos do sistema.

Figura 3.8 — Corte do diagrama de fase
para vérios tamanhos do grupo onde se
pode ver que a variagdo dos parametros
de ordem em torno do valor critico de &
cresce com o nimero de agentes. Simu-
lagdes obtidas com g = 7.
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NA FIGURA3.6 temos um diagrama de fases completo variando « e
a temperatura para um numero fixo de agentes. A varidvel descrita

no mapa de cores é a razdo ;;Vai Esse diagrama mostra uma linha
de transicdo de fases entre a regido azul escura — a regido em que a
organizacdo do grafo é fortemente centralizada, com nés periféricos
pouco conectados, e uma regido em que a razdo % € menos extrema.
Acima de uma temperatura critica essa fase ndo é mais observada. A
regido vermelho escura corresponde a fase totalmente conectada, ou
situagdes bem préximas disso. Nessa regido ndo ha grandes saltos nos
parametros de ordem, que mudam continuamente com a temperatura
eaq.

A LINHA DE TRANSIGAO DE FASE pode ser observada para diferentes
valores da temperatura na figura 3.7. Note que para B~! — 0, temos
«* = 1. Na figura 3.8 pode-se ver como o diagrama de fases varia
com o nimero de agentes. Quanto maior o ntimero de agentes, mais
extremas as variagdes dos parametros de ordem no entorno da possi-
vel transigdo de fase indicando uma possivel descontinuidade quando
n — oo.

[3.3.8] INTERPRETAGAO PARCIAL DOS RESULTADOS

O DIAGRAMA DE FASES APRESENTA TRES REGIMES. Para valores altos
X

dea = m, ou seja, alta capacidade cognitiva ou grupos com pou-
cos agentes, todos os nés apresentam praticamente a mesma conecti-
vidade. O grafo é simétrico, com conectividade densa e bem préximo
de totalmente conexo. As arestas sdo aleatériamente distribuidas, de
forma simétrica. Para valores intermedidrios de a, existe um né com
conectividade ligeiramente maior, mas existem flutuagdes grandes. A
taxa de aceitagdo do algoritmo de monte carlo é alta (ver: figura 3.9).
Nesse regime, o grafo é momentaneamente ndo-simétrico, mas estatis-
ticamente qualquer né pode ocupar a posicdo de conectividade maior
e alteragdes desse no6 central sdo frequentes. Ha um pico nos desvios
padrdo dos parametros de ordem para um certo valor do parametro
de controle a*, indicando um possivel ponto critico. Para valores mais
baixos de a, a simetria é espontaneamente quebrada e apenas um né
ocupa uma posicdo central. Esse né estd conectado a todos os outros,
que estdo quase que exclusivamente conectados a ele. O grafo se torna
uma estrela e ndo ha flutuagéo observéavel na conectividade do né cen-
tral. Neste regime, a representagdo mental da rede de relacionamenos
sociais construidas pelo agente é assimétrica e existe um tinico né que
serve como proxy para todas as relagdes sociais do grupo. Na repre-
sentagdo mental do agente em questdo, o status social de cada um dos
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outros nos é definido por como ele se relaciona a esse né central.

[3.3.9] DINAMICA PARA MUITOS AGENTES E RESULTADOS NUME-
RICOS

As FIGURAS ACIMA tratam de propriedades independentes da inte-
ragdo entre os agentes. Essa interagdo, como dito anteriormente, serd
introduzidas na forma de aprendizado social (“fofoca” ou gossip). Du-
rante a simulagdo de Monte Carlo, duas possiveis fontes serdo consi-
deradas para a proposta de uma nova aresta no passo de Metropolis:

e Com probabilidade 1 — g, um novo valor para a aresta (i,j) do
agente k serd sorteado ao acaso,

e Com probabilidade g, um novo valor para a aresta (i, j) do agente k
sera copiado da aresta (i, j) de um outro agente ! sorteado ao acaso.

Essa proposta de novo valor de aresta serd aceita com probabilidade
proporcional ao fator de Gibbs (3.8). Esse procedimento visa imitar o
aprendizado social observado em humanos 4. Essa escolha de intera-
¢do ndo altera os diagramas de fase ja mostrados no capitulo anterior,
mas introduz correlacdo entre os grafos de diferentes agentes.

Na figura 3.10 sdo exibidas duas grandezas que quantificam a cor-
relacdo entre os grafos na fase estrela. Vamos denotar por c; o label
que identifica o n6 central do grafo do i-ésimo agente. Para um certo
numero N de agentes temos entdo o conjunto {c1,cy,...,cN}. Seja a

Figura 3.9 — Taxa de aceitagao do algo-
ritmo de Monte Carlo — fragdo das pro-
postas de mudangas no microestado do
sistema que foram aceitas com probabi-
lidade dada pelo fator de Gibbs, sample-
ada com f =7.0

“R. I. M. Dunbar. How Many Fri-
ends Does Omne Person Need? Dunbar’s
Number and Other Evolutionary Quirks.
Harvard University Press, 2010. ISBN
9780674057166.  URL http://books.
google.com.br/books?id=W- kkeffNx5MC
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variavel aleatéria C definida como um valor sorteado ao acaso desse
conjunto e seja:

p(c) = Prob {C = c}

a sua distribuigdo de probabilidades. O primeiro parametro de ordem,
correspondente as linhas tracejadas, é dada por E [max, p(c)], ou seja,
o fragdo do ntimero de agentes que possuem como né central o né
que mais vezes aparece como né central. Isso corresponde de forma
grosseira a que fragdo dos agentes tem grafos estrela com o mesmo né
ocupando o centro da estrela. A segunda varidvel ¢, a menos de uma
constante multiplicativa, simplesmente a entropia da distribuicdo de
c: S(c) = — Y, p(c)logp(c). Ambas as grandezas sdo calculadas para
grafos em forma de estrela, em funcdo da probabilidade de encon-
tro entre dois agentes dada por g, para valores fixos de temperatura,
variando-se o nimero de agentes. O resultado mostra que, para baixos
valores de g, a probabilidade de que um certo no seja o centro de um
agente tomado ao acaso é aproximadamente uniforme, e nenhum dos
nds domina como centro de uma fracdo substancial de grafos. Para
valores maiores de g, os grafos estrela tendem a se correlacionar e o
mesmo né pode ser central em uma grande fracdo de agentes. Dessa
forma, é possivel que no regime em que o grafo é uma estrela, 0o mesmo
agente sirva como proxy para as relacdes sociais de todo o grupo para
uma substancial maioria dos agentes.

Figura 3.10 — Pardmetros de ordem as-
sociados a correlagdo entre grafos de di-
ferentes agentes, calculados na fase em
que os grafos apresentam estrutura de
estrela. As curvas tracejadas correspon-
dem a frequéncia do né central mais fre-
quente. As linhas tracejadas correspon-
dem a entropia da distribuigdo de cen-
tros.
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[3.4] SUMARIZAGCAO E INTERPRETAGAO DOS RESULTADOS

CoNsSTRUIMOS UM MODELO para a organizacdo social de uma soci-
edade de agentes que tentam representar mentalmente sua estrutura
social. A representacdo mental tem um custo cognitivo, derivado da
limitacdo cognitiva do agente, e um custo social, derivado da neces-
sidade de se navegar corretamente as relagdes sociais. Esses custos
levam a um modelo mecanico-estatistico que possui um diagrama de
fases com alguns regimes interessantes, controlados pelos parametros
a, que regula a capacidade cognitiva do agente e/ou o tamanho do
grupo, g que controla a intensidade da interagdo social e , que con-
trola a tolerdncia a flutuagdes no custo total do agente. As fases obser-
vadas sdo:

[3.4.1] GRUPOS PEQUENOS E/OU ALTA CAPACIDADE COGNITIVA

PARA a GRANDE, ou seja, grupos de tamanho pequeno ou agentes com
grande capacidade cognitiva, os agentes possuem modelos mentais do
panorama social do seu grupo em que nenhum agente em particu-
lar ocupa uma posicdo central. Em outras palavras, a representagdo
mental das redes sociais nesse grupo sdo todas simétricas e nenhum
agente se destaca. Nessa fase, em que nenhum agente se destaca como
referéncia social para os outros, pode-se invocar a Teoria da Reversao
de Dominancia', que propde um mecanismo de formacdo de gru-
pos igualitarios em que eventuais lideres de um grupo sdo dominados
pelos membros do grupo, através de uma atitude de desaprovagdo de
comportamento hierarquico e tentativas de dominagéo. A luz dessa te-
oria, pode-se concluir que, em situacdes em que a representa¢do men-
tal dos agentes é simétrica, tentativas de imposi¢do sua autoridade ao
grupo véao encontrar o tipo de resisténcia discutido por Boehm et al.,
que ndo serd superada na auséncia de um membro do grupo que pos-
sua suficiente capital social para tanto. Tal raciocinio implica na ob-
tencdo de uma estrutura igualitdria nessa fase do modelo.

[3.4.2] GRUPOS DE TAMANHO INTERMEDIARIO E/OU CAPACIDADE
COGNITIVA INTERMEDIARIA

PARA VALORES INTERMEDIARIOS DE 4, Os agentes possuem repre-
sentacdes fluidas do panorama social de seu grupo, com flutuagdes
grandes. Ha uma certa concentragdo na conectividade, que pode rapi-
damente flutuar entre um ou outro né temporariamente central. Esta-
tisticamente, o0 modelo ainda é simétrico, e ainda faz sentido invocar

'5C Boehm.  Hierarchy in the Forest:
The Evolution of Egalitarian  Beha-
vior. Harvard University Press,
2001. ISBN 9780674006911. URL
http://books.google.com.br/books?

id=1jxS8gUlgqgC; and  Christopher
Boehm, Harold B. Barclay, Robert Knox
Dentan, Marie-Claude Dupre, Jo-
nathan D. Hill, Susan Kent, Bruce M.
Knauft, Keith F. Otterbein, and Steve
Rayner. Egalitarian behavior and reverse
dominance hierarchy [and comments
and reply]. Current Anthropology, 34(3):
pp- 227-254, 1993. ISSN oo113204. URL
http://www.jstor.org/stable/2743665


http://books.google.com.br/books?id=ljxS8gUlgqgC
http://books.google.com.br/books?id=ljxS8gUlgqgC
http://www.jstor.org/stable/2743665
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0 argumento acima para inferir que a estrutura deve ser aproxima-
damente igualitdria, com eventual dominancia tempordria de agentes
que ocupariam posi¢des de primus inter pares.

[3.4.3] GRUPOS GRANDES E/OU CAPACIDADE COGNITIVA MENOR

QUANDO @ E PEQUENO, ou seja, para grupos grandes e/ou agentes
com menor capacidade cognitiva, existe uma quebra de simetria: as
representacdes mentais da rede social dos agentes é centralizada e con-
gelada em um grafo em forma de estrela. Cada um dos agentes possui
uma representagdo mental assimétrica da rede social. O né central do
grafo de um agente se torna a tnica referéncia para todos os cédlculos
sociais a serem realizado por ele e todas as suas decisdes em jogos so-
ciais sdo tomadas levando em conta a natureza da relacao dos outros
nés com esse no central.

QuANDO g E PEQUENO (baixo aprendizado via “gossip”), entretanto,
0s nos centrais de cada agente sdo aleatdrios e, de certa forma, apesar
de haver uma quebra de simetria na representagdo mental que cada
agente faz do grupo, a situagdo global ainda é simétrica. Para valores
maiores de g, a maioria dos agentes possui 0 mesmo modelo mental:
um grafo em forma de estrela, centrado em torno do mesmo agente
especifico. O grupo usa as conexdes desse mesmo agente central como
informagao mais relevante na tomada de decisdes em jogos sociais. E
natural supor que o capital social que cada agente é capaz de recru-
tar em seu favor na formagdo de uma coalizdo, por exemplo, deve ser
proporcional ao nimero de vizinhos que possui em sua prépria repre-
sentacgdo da rede social. Esses vizinhos sdo os individuos com relagdo
aos quais o agente em questdo conhece sua posicdo social. Se uma
fragdo significante dessas relagdes resultam em coalizdes, temos uma
distribuicdo de capital social proporcional ao niimero de primeiros vi-
zinhos.

ESSE AGENTE CENTRAL estd posicionado de forma privilegiada na so-
lucdo de dilemas sociais, formagdo de coalizdes e outras atividades
sociais do grupo. Fazendo a hipétese de que o capital social derivado
dessa posicdo quebra a simetria do resultado de jogos sociais de ma-

neira vantajosa ao agente central'®

, pode-se esperar que esse agente
atinja um certo grau de proeminéncia ou dominédncia. A simetria as-
sumida na Teoria da Reversdo de Domindncia é quebrada, pois existe

um agente com vantagens sociais claras.

16 A plausibilidade dessa conclusdo pode
ser analizada em um jogo social simples
em que cada agente tenta recrutar ou-
tros agentes para uma coalizdo. As re-
gras sdo: (1) cada agente comece o recru-
tamento a partir dos outros individuos
cuja relagdo com ele préprio é conhecida
(primeiros vizinhos do grafo interno da-
quele agente), e (2) que o agente é ca-
paz de recrutar uma fragdo de seus vi-
zinhos. Nessa situagdo é evidente que
um agente que ocupe uma posi¢ao cen-
tral em quase todas as redes, serd capaz
de recrutar para sua coalizdo uma fragdo
macroscépica de todo o grupo.



(4] ConcrusAo E OBSERVACOES Fi-
NAIS

[4.1] TOPICOS TRATADOS NA TESE

FORAM OBTIDOS NESSE TRABALHO resultados matemdticos concer-
nentes a dois topicos distintos — ambas beneficiadas por um olhar
oriundo de uma formulagédo bayesiana da mecanica estatistica e da te-
oria de informagdo. Os tépicos foram desenvolvidos usando conceitos
comuns a esse paradigma. Abaixo apresentamos uma recapitulagdo
dos resultados obtidos e uma discussao final.

[4.1.1] DEPENDENCIA EsTATisTiCA, TEORIA DE COPULAS E TEO-
RIA DE INFORMAGAO

NESSE TOPICO FOI DISCUTIDA uma relagdo entre trés campos de pes-
quisa relacionados a Estatistica e a Teoria de Probabilidades: depen-
déncia estatistica, teoria de cépulas e teoria de informagdo. Através
dessa visdo unificada foi possivel reescrever axiomas devidos a Renyi
[1] para a definicdo de uma boa medida de dependéncia da seguinte
forma:

® Uma boa medida de dependéncia entre duas varidveis X e Y é um
funcional F : C; — R que leva fungdes copula Cxy (-, -) em name-
ros reais e independe das distribui¢des marginais;

* atinge um valor minimo, que sera arbitrariamente escolhido como
zero, se, e somente se, Cxy (1, v) = uv;

e atinge um valor méximo quando Cxy (1, v) = W(u,v) ou Cxy(u,v) =
M(u,v).

e para Cxy(u,v) = Ny(u,v), o funcional é um fungdo monotonica
crescente do parametro p.
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Essa nova defini¢do faz uso explicito do conceito de cépula, tornando
mais simples demonstrar que uma certa estatistica satisfaz todos os
requisitos e conectando duas dreas relacionadas de investigacdo que
até entdo ndo possuiam conexdo até onde vai o conhecimento do autor.

EM SEGUIDA, O STATUS DA INFORMAGAO MUTUA como medida de
dependéncia é explorado, demonstrando sua relagdo com a entropia
de cépula na equagdo (2.31):

[(X,Y) = //dudv c(u,v)loge(u,v) = —S[c] > 0. (4.1)

Essa relacdo permite associar o principio de maxima entropia, comu-
mente aplicado na obtengao de distribui¢des a priori ndo-informativas
e em outros calculos tipicos de inferéncia bayesiana, com um principio
de minima dependéncia (minima informagdo mutua). Além disso, a
relacdo entre a informagdo mutua e o parametro de correlacdo de cé-
pulas gaussianas suscita uma discussdo a respeito da validade e dos
riscos do uso da correlacdo linear como medida de dependéncia, e
uma demonstragdo grafica de que a correlacao linear sistematicamente
subestima a dependéncia entre varidveis com acoplamento gaussiano
mas distribui¢des marginais ndo-gaussianas.

O CASO PARTICULAR DAS COPULAS ELIPTICAS é estudado e é obtida
uma decomposicdo da dependéncia associada a essas cépulas em duas
partes, associadas as partes linear e ndo-linear da dependéncia:

IZ,9() = Io(Z) + I[p(-)]. (4-2)

onde I)(X) = —1logdet(Z) ¢ a parte linear da dependéncia e I[p(-)]
é a informagdo mutua da cépula esférica padronizada correspondente
a copula eliptica em questdo. Essa decomposicdo permite escrever um
teste estatistico de desvio de gaussianidade que é entdo aplicado a um
conjunto de dados de séries temporais de a¢oes de alta liquidez negoci-
adas em bolsas de valores americanas. Essa anélise leva a conclusdo de
que sdo abundantes casos de forte dependéncia estatistica entre pares
de agdes em que a correlagdo linear é praticamente nula. Por fim, um
método para ajuste de copulas elipticas foi desenvolvido e aplicado ao
caso especial das cépulas t, de ampla aplicagdo em finangas.

[4.1.2] UM MODELO MECANICO-ESTATISTICO PARA A EMERGEN-
CIA DE AUTORIDADE

NESTE TOPICO FOI DESENVOLVIDO um modelo para a emergéncia de
autoridade em sociedades humanas pré-agricolas. O problema pro-
posto é a questdo da variabilidade dos tipos de organizagédo social dos
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humanos, que apresentam uma distribui¢do muito mais ampla no es-
pectro etoldgico social do que a maioria das outras espécies de prima-
tas. Foram revisados certos fatos empiricos e tedricos associados ao
tema — a Hip6tese do Cérebro Social, a Teoria da Reversdo de Do-
mindancia e a observacdo da evolucdo temporal da organizacdo social
humana, denominada “U-shaped evolution”. Essas observagdes forne-
cem pegas para o quebra-cabeca e subsidiam a criacdo de um modelo
matematico atacando essa questdo.

ATRAVES DAS PISTAS OFERECIDAS POR ESSA REVISAO, um modelo
mecanico-estatistico é definido. Trata-se de um modelo de agentes em
que cada um dos agentes de um grupo possui uma representa¢ao in-
terna das relacdes sociais do grupo na forma de um grafo. As arestas
do grafo representam relagdes sociais do grupo que aquele particular
agente ativamente despende recursos para obter. Sao descritos os cus-
tos sdo envolvidos na manutengdo de um certo conjunto de arestas:
o custo associado as limitagdes cognitivas do agente, e os custos so-
ciais associados a erros de inferéncia que podem ser cometidos pelo
agente por manter apenas uma representagdo limitada do seu ambi-
ente social. O método da méxima entropia, descrito na introducéo,
é usado para determinar uma distribuigdo de probabilidades para os
grafos dos agentes, dando origem a um modelo mecanico-estatistico,
com uma tipica distribuicdo de Gibbs. O modelo é posteriormente
extendido para incluir interacdes entre os agentes, através de um me-
canismo de aprendizado social ou “fofoca”.

O MODELO E ESTUDADO através da técnica de Monte Carlo, sendo
obtidos os parametros de ordem relevantes:

E[dmax] = ZP(GM, 1, B,8)dmax(G), (4-3)
G

E [da"g] = ZP(GMr n,B,8)davg(G), (4-4)
G

que sdo os valores esperados do grau médio e do grau maximo dos nds
dos grafos de cada um dos agentes. Além disso é medido o grau de
correlacdo entre os nés mais centrais dos grafos de cada um dos agen-
tes. Os parametros de controle desse modelo sdo «, associado a capa-
cidade cognitiva dos agentes, 1, o ntimero de agentes, f, uma pressao
ambiental-social que controla a tolerancia a flutuagdes dos custos des-
critos acima, e g, que controla a intesidade do aprendizado social.

O MODELO APRESENTA TRES FASES DE INTERESSE:

* A primeira ocorre quando « é grande ou n é pequeno. Nesse caso,
os grafos sdo basicamente grafos aleatdrios, com elevado grau de
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conectividade. Os agentes sdo capazes de manter a maioria da in-
formacdo social e nenhum dos agentes ocupa posigdes privilegiadas
no sistema.

* A segunda fase interessante ocorre para valores intermediarios de a
e n e valores maiores de g, em que os grafos dos diferentes agentes
se tornam fortemente correlacionados. Nessa situagdo, o sistema
estd em uma fase fluida, em que flutuagoes séo altas, mas ha uma
certa ocorréncia de nés temporariamente centrais, que ocupam uma
posicdo de hub social por um certo tempo. Quanto maior a pressao
ecolégica B, menos pronunciada é essa fase, que ocorre para regides
cada vez menores do espago de pardmetros conforme 8 aumenta.

® A terceira fase ocorre quando « é pequeno ou n é grande, também
para maiores valores de g. Nesse caso, os grafos de todos os agen-
tes se tornam grafos tipo estrela, com um né central bem definido.
Nessa fase as flutuagbes se tornam muito menores, e os grafos se
congelam com um né central especifico. Se ha forte correlacdo entre
os grafos (g grande), uma grande parte dos grafos vao se organi-
zar em torno do mesmo no central, resultando em um status social
diferenciado para um dos agentes.

O MODELO INDICA QUE APENAS LIMITACOES COGNITIVAS sdo sufici-
entes para produzir uma quebra de simetria na representagdo interna
dos agentes das relagdes sociais do grupo, ainda que outras varidveis
sociais sejam simétricas. H4 evidéncia empirica® (Earle [53], Wiessner
[56]) de correlagao entre posicdo social percebida e o exercicio factual
de autoridade, indicando um quadro em que essa quebra de simetria
na percepgao dos agentes leva a uma quebra de simetria de fato na
rede social. Além disso, a teoria da reversdo de dominancia sugere
que, em uma representa¢do simétrica, os grupos deveriam se organi-
zar de forma igualitdria devido a resisténcia oferecida pelo grupo a
dominagdo por lideres emergentes. Na situagdo de quebra de simetria,
0 mecanismo de reversdo de dominancia deve perder eficiéncia diante
do capital social acumulado do individuo que ocupa uma posigdo cen-
tral na rede social inferida de uma maioria dos agentes.

EssE QUADRO £ COMPATIVEL com o observado empiricamente na tese
da “u-shaped evolution”. O aparecimento do género Homo, com elevada
capacidade cognitiva, resultado da pressdo seletiva associada a neces-
sidade de cérebros cada vez maiores para lidar com ambientes sociais
cada vez mais complexos, leva a uma transicdo de grupos hierarquicos
(grandes primatas pré-humanos) para grupos igualitdrios. O posterior
surgimento da agricultura eleva a concentragdo de individuos a niveis
inéditos, sem tempo para ajuste evolutivo da capacidade cognitiva, o

*T.K. Earle. How Chiefs Come to Power:
The Political Economy in Prehistory. Antro-
pology. Political science. Stanford Uni-
versity Press, 1997. ISBN 9780804728560.
URL http://books.google.com.br/
books?i1d=4AjAk15WSbQC; and P. Wiess-
ner. The vines of complexity: Egalitarian
structures and the institutionalization
of inequality among the Enga. Current
anthropology, 43(2):233-269, 2002


http://books.google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
http://books.google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
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que causa uma transi¢do para uma sociedade hierdrquica.

A utilidade analitica desse modelo deveré ser avaliada comparando
suas previsdes a dados empiricos. O modelo prevé uma relagdo entre
o nimero de agentes e a organizagdo social, o que é corroborado por
evidéncias encontradas em Currie et al. [38]* e Kennett and Winterhal-
der [39]3(em Clark et al. [57]). Além disso, o modelo prevé que para
valores maiores do pardmetro 8, o tamanho de grupo necessario para
a transi¢do para a fase “despética” é menor. Em outras palavras, a
fase mais fluida, em que ha flutua¢des na organizagdo social, é menos
resiliente quanto maior o valor de B. O pardmetro 8 é interpretado
como um mixto de pressdo ecoldgica (interpretacdo corroborada por,
por exemplo, Earle [53]4) e pressdo social de pares(ver: Caticha and
Vicente [17]). A relagdo entre pressdes ambientais e surgimento de
estruturas despéticas encontra ressondncia em dados empiricos, por
exemplo em Kennett and Winterhalder [39], e a relacdo entre ambien-
tes mais dificeis e surgimento de hierarquia é observada em diversos
estudos revisados por Summers [58]>. Analises adicionais, no entanto,
sdo necessdrias para determinar com maior grau de confianca a rela-
¢do entre as previsdes do modelo e dados empiricos, que podem ser
obtidos em amplas pesquisas etnograficas.

2Thomas E. Currie, Simon J. Greenhill,
Russell D. Gray, Toshikazu Hasegawa,
and Ruth Mace. Rise and fall of politi-
cal complexity in island south-east asia
and the pacific. Nature, 467(7317):801—
804, Oct. 2010. DOT: 10.1038/natureog461
3Douglas J. Kennett and Bruce Win-
terhalder.  Islands of Inquiry: Colonisa-
tion, seafaring and the archaeology of ma-
ritime landscapes, chapter Demographic
expansion, despotism and the colonisa-
tionof East and South Polynesia, pages
87-96. In Clark et al. [57], 2008. ISBN
9781921313905.  URL http://books.
google.com.br/books?id=NZ0-IiAZ_ZwC
+TXK. Earle. How Chiefs Come to
Power: The Political Economy in Prehis-
tory.  Antropology. Political science.
Stanford University Press, 1997. ISBN
9780804728560.  URL http://books.
google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
5 K. Summers. The evolutionary ecology
of despotism. Evolution and Human Beha-
vior, 26(1):106-135, 2005


http://books.google.com.br/books?id=NZ0-IiAZ_ZwC
http://books.google.com.br/books?id=NZ0-IiAZ_ZwC
http://books.google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
http://books.google.com.br/books?id=4AjAk15WSbQC
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|A] TEOREMA DE SKLAR

APRESENTAMOS NESTE APENDICE uma demonstracdo do teorema de
Sklar baseada nas referéncias [59]* e [60]*. Em primeiro lugar, o teo-
rema é enunciado da seguinte forma:

Teorema 5 (Teorema de Sklar.). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com
distribuigdo cumulativa conjunta F(x,y) = Prob{X < x,Y < y} e distri-
buicoes marginais Fy(X) e F,(Y) respectivamente. Entdo:

1. Existe uma tinica fungdo C : [0,1]? — R, chamada funcdo cdpula, tal que:

F(x,y) = C(Fx(x), Fy(y)). (A.1)
Ou, de forma reciproca:
C(u,v) = F(F;l(u),Fjl(U)) (A.2)

A fungdo C, denominada cpula, é uma distribuicdo cumulativa com su-
porte em [0,1].

2. De forma reciproca, se C(u,v) é uma fungio copula, ou seja, uma distribui-
¢io cumulativa com suporte em [0,1], e se Fx(x) e Fy(y) sdo distribuicdes
cumulativas univariadas com suporte em X e Y respectivamente, entio a
fungdo definida por F(x,y) = C(Fx(x),Fy(y)) é uma distribuicio com
suporte em X x Y e distribuicoes marginais Fx (x) e Fy(y).

Demonstragio: caso continuo. Inicialmente note que, caso F(x,y) seja
continua, (A.1) pode ser demonstrada de forma simples com a trans-
formacao de variaveis:

u= Fx(X) eV = Fy(Y).

Note que U e V tomam valores no intervalo [0, 1] e sdo uniformemente
distribuidas. Para provar o teorema de Sklar no caso continuo, note
que:

F(x,y) =Prob{X < x,Y <y}
=Prob {Fx(X) < Fx(x), Fy(Y) < Fy(y)} (A.3)

*L. Riischendorf. On the distributional
transform, sklar’s theorem, and the em-
pirical copula process. Journal of Statis-
tical Planning and Inference, 139(11):3921—
3927, 2009

2 Olivier P. Faugeras. Sklar’s theorem by
probabilistic continuation and two con-
sistency results. Working Paper, 2012.
URL http://hal.archives-ouvertes.
fr/docs/00/78/00/82/PDF/sklar_by_
convolution4_plain.pdf
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uma vez que as fung¢des distribuigdo Fx(x) e Fy(y) sdo monotdnicas
e continuas. Seja C(u,v) = Prob{U < u,V < v} a distribui¢do con-
junta de U e V. Dessa forma:

F(x,y) = Prob{U < Fx(x),V < Fy(y)} = C(Fx(x), Fy(y)),

demonstrando assim a primeira parte do teorema. A segunda parte é
trivialmente demonstrada notando que os seguintes fatos:

e as distribuigdes marginais de C(u,v) sdo uniformes no intervalo
[0,1], o que implica que F(x,y) = C(Fx(x), Fy(y)) é uma distribui-
¢do cumulativa, uma vez que 0 < Fx(x) < 1e0 < Fy(y) <1 sédo
elas proprias distribui¢cdes cumulativas

e como C(u,v) é uma distribuicdo cumulativa, entdo C(1,v) = v e
C(u,1) = u, o que implica que as marginais de F(x,y) sdo dadas
por

Fx(x) =Prob{X < x} = F(x,00) = C(Fx(x),1) = Fx(x)
e similarmente para Fy (y).
O

Demonstragdo: caso descontinuo. O ponto onde a demonstracdo anterior
falha para o caso de descontinuidades3 em F(x,y) é na equagdo (A.3).
Para contornar esse problema, vamos definir a seguinte transformagao
de variaveis:

Defini¢do 1 (Transformacdo distribucional). Seja X uma varidvel aleato-
ria com distribuigio cumulativa F(x) = Prob {X < x}, com suporte em X.
Seja a fungdo f(x,A) dada por:

f(x,A) =Prob{X < x} + AProb {X = x}.
Define-se a transformagio distribucional de X como a varidvel aleatéria:
u=f(X,2)

onde Z é uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [0, 1].

Para o caso em que F(x) é continua, f(x,u) = F(x) e U = F(X) é
idéntica a varidvel aleat6ria homonica definida na demonstracdo ante-
rior. Para outros casos, essa identidade ndo se observa, porém ainda
se sustentam as seguintes propriedades#:

e U = F(X,z) é uniformemente distribuida no intervalo [0, 1].
e X =F~1(U), onde F71(-) é a fungdo quantil, definida por:

F'(u) = inf{x € R|F(x) > u}

3 Por exemplo, para varidveis aleatérias
que tomam valores em conjuntos discre-
tos, entre outros casos.

4+ Uma demonstracdo desse fato pode ser
encontrada em Riischendorf [59]
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De posse dessa defini¢do podemos prosseguir com uma demonstragao
mais robusta do teorema de Sklar. Sejam X e Y varidveis aleatérias
com funcdo distribui¢do conjunta dada por F(x,y). Sejam Z uma va-
ridvel uniformemente distribuidas no intervalo [0,1]. Finalmente, se-
jam U = fx(X,Z) e V = fy(Y,Z) as transformacdes distribucionais
associadas a X e Y. Com anteriormente dito, sdo validas as identida-
des X = Fy!(U) e Y = F, (V). Dessa forma, denotando por C(u,v) a
distribui¢ao conjunta de U e V, temos:

F(x,y) =Prob{X < x,Y <y}
= Prob { F ! (U) < x, F; (V) }
= Prob {U < Fx(x),V < Fy(y)}
= C(Fx(x), Fr(y))

A demonstragdo da segunda parte do teorema segue similarmente ao
caso continuo. O






[B] Teoremas DE Cox

Este apéndice contém demonstra¢des dos teoremas exibidos na segao
1.2.1, Probabilidades e Inferéncia. O método de demonstracdo consiste
em considerar casos em que hd informacdo completa, ou seja, em que
é vdlida a ldgica tradicional, em que existam duas formas diferentes
de determinar a mesma plausibilidade. Impondo consisténcia sobre
essas situacdes, se obtém equagdes funcionais cujas solu¢des implicam
no resultado desejado.

[B.1] PRIMEIRO TEOREMA DE COX E A REGRA DO PRODUTO

Teorema 6. Uma vez que uma representacdo consistente de plausibilidades
(P|Q) com um ordenamento bem definido foi encontrada, sempre é possivel
encontrar uma outra equivalente 7t(P|Q), de forma que:

7t(Py A P,|Q) = 7t(P2|Q A Py)7t(P1]Q) (B.1)

Demonstragido. A funcdo G(u,v) define a decomposi¢do da plausibili-
dade de uma conjungdo de duas proposicdes:

(P1 A P2|Q) = G((P1]Q), (P2|Q A P2)).
A conjuncdo booleana (/) é uma operagdo associativa, ou seja:
Py A (P, A P3) = (P APy) A Ps.
Isso implica também na associatividade da fungdo G(u,v), ou seja:
G(G(u,v),w) = G(u, G(v,w)).

Esse vinculo é satisfeito por infinitas possiveis fun¢des G(u,v), porém
todas elas * tém a forma:

G(u,v) = g~ (g(u)g(v))

com g(-) uma fungdo monotdnica. Sendo g(u) monotdnica, pode-se
redefinir a atribui¢do de ntimeros reais as plausibilidades para g(P|Q)
sem perder o ordenamento de proposi¢des segundo suas plausibilida-
des. Escrevendo portanto:

7(P|Q) = g((P|Q))

*]. Aczél and Z. Daréczy. On Measures
of Information and Their Characteriza-
tions. ~ Mathematics in science and
engineering vol.115. Acad. Press,
1975. ISBN 9780120437603. URL
http://books.google.com.br/books?
id=9Xsj7AWmV8UC; and Ariel Caticha.
Lectures on probability, entropy, and
statistical physics. arXiv:0808.0012, 2008.
URL http://arxiv.org/abs/0808.0012.
Invited lecture at the 28th International
Workshop on Bayesian Inference and
Maximum Entropy Methods in Science
and Engineering (July 8-13, 2008,
Boraceia Beach, Sao Paulo, Brazil)
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se obtém a equagdo (B.1), que é reminiscente da regra do produto da
Teoria das Probabilidades:

7t(Py A P,|Q) = 7t(P2|Q A Py)7t(P1]Q)

[B.2] VALORES EXTREMOS

Teorema 7. Sejam?® Pr e Pr os valores associados a plausibilidade regraduada 2Das palavras inglesas “true” e “false”,
7t(+|-) de eventos sabidamente verdadeiros ou falsos, respectivamente3. Temos respectivamente.

. 3 Requisitos de consisténcia exigem que
necessariamente que:

sejam iguais para quaisquer proposicdes
falsas ou verdadeiras

Pr=1ePr=0,o0u (B.2)
Pr=1ePr=c (B.3)

Demonstracdo. Se P é sabido verdadeiro, entdo a plausibilidade de que
P e Q sejam simultaneamente verdadeiros é exatamente a plausibili-
dade de apenas Q ser verdadeiro, ou seja, 71(P A Q|P) = 7(Q|P). Mas,
pela regra do produto:

(P AQ|P) = 7(P|P)mt(Q|P A P) = Prr(Q|P)

Dessa forma, Prrt(Q|P) = 7(Q|P), para quaisquer Q e P, o que im-
plica em Pr = 1.

Da mesma forma, a plausibilidade de que simultaneamente P e P
sejam verdadeiros, dada uma proposicdo Q qualquer, deve ser Pr, pois
P A P é uma contradi¢do. Mas, pela regra do produto:

(P AP|Q) = m(PIQAP)r(P|Q)

Independentemente de Q, 7t(P|Q A P) deve ser também igual a Pr e,
assim, Pr = Pr7t(P|Q), para quaisquer P e Q. Duas solu¢des sdo possi-
veis: Pr = 0 ou Pr = co. Uma vez que quaisquer das solug¢des para Pp
pode ser mapeada na outra por uma regraduacao monotoénica4, pode- 4 Consistindo da fungaio h(u) = 1.

se arbitrariamente escolher Pr = 0, e assim limitar valores de 77(P|Q)
no intervalo [0, 1]. 0O

[B.3] TEOREMA DE BAYES

Teorema 8. Para qualquer conjunto de trés proposicoes Py, P e Q, temos:

7(P1|Q A P)7t(P,|Q)
m(P1|Q) '

Demonstragdo. Uma conseqiiéncia imediata da regra do produto segue

n(P2JQAPy) = (B.4)

da seguinte observacdo. Uma vez que a conjungao P A Q é simétrica:

7T(P1 A P2|Q) = 7T(P2 A P1|Q)
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Aplicando a regra do produto em ambos os membros da equagdo
acima, temos:

(P2|Q A Py)7t(P1]Q) = 7t(P1[Q A P2)7(P2|Q)
que implica trivialmente na equacéo (B.4) que é similar ao teorema de
Bayes da Teoria de Probabilidades. O
[B.4] REGRA DA SOMA
Para demonstrar a regra da soma sdo necessdrios os seguintes lemas:

Lema 1. Dadas as proposicdes P, S e Q = P A'S temos que:

(B.5)
(B.6)

O

PAQ =
PAQ=
Demonstracdo. As equagdes decorrem diretamente das leis de De Mor-
gan®. Note, em primeiro lugar, que:
PANQ=PA(PAS)=PAS=Q.

Note ainda que:

PANQ=PvVQ=PV(PAS)=P,
eportanto PAQ=PePAQ=Q. O

Teorema 9 (2° teorema de regraduacdo de Cox). Uma vez que uma re-
presentagdo consistente de plausibilidades 7t(P|Q) com um ordenamento bem
definido foi encontrada para a qual vale a regra do produto, sempre é possivel
encontrar uma outra equivalente p(P|Q) tal que:

p(PIQ) +p(P|Q) =1 (B7)

Demonstragdo. A fungdo F(u,v) define a relagdo entre a plausibilidade
de uma proposicdo e a plausibilidade de sua negacéo:

(PlQ) = F((P|Q))-
Considere a seguinte plausibilidade regraduada dada por
(P A QIR) = m(P|R)t(Q|P AR).

Note que a funcdo F(-) deve ser idempotente, uma vez que P = P
implica que F(F(u)) = u. Portanto,

m(Q[S) = F(n(QIS))

5 Leis de De Morgan sdo as seguintes re-
lagdes distributivas da negagao:

AANB=AVB,
e, similarmente,
AVB=ANAB,

vélidas para quaisquer proposi¢des A e
B.
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para qualquer S. Assim, usando repetidamente a regra do produto:

7(P A QIR) = n(PIR)E (w(QIP AR)) (B.3)
— 2(P|R)F ("(HQ(Q%R)) . (B.9)

Mas a mesma operacao pode ser feita em outra ordem — uma vez que
a conjungdo P A Q é simétrica na troca de P por Q e, portanto:

(P AQIR) = 7(P|R)F (W) = n(QIR)F (W}

para quaisquer P, Q e R. Em particular, deve valer para o caso parti-
cular em que Q = P A 5. Nesse caso se aplicam os resultados do Lema
1 e, portanto, PAQ = Q e PA Q = P. Isso permite escrever:

<1 (Sioiy ) = @F (Siorw)

e, finalmente, sendo arbitrérias as proposi¢des P e S, isso significa que:

uE (F(U)) _oF <F(M)>
u v
Novamente, hd infinitas solugdes F(-) para esse vinculo, mas todas
6.

elas satisfazem

Fu)*+u* =1, (B.10)

para algum a € R. E possivel, portanto, regraduar as plausibilidades
novamente por uma transformag¢do monotodnica p(P|Q) = m(P|Q)".
Se « > 0, essa regraduacdo preserva os valores Pr = 0e Py =1eo
teorema de Bayes. Caso & < 0, sempre é possivel aplicar a regraduagao
h(u) = %, que também é monotdnica, e preservar os valores limite.
Esse resultado permite enunciar o segundo teorema de Cox:

p(PIQ) +p(PIQ) =1
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