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“ Estranhem o que nao for estranho.

Tomem por inexplicavel o habitual.

7

Sintam-se perplexos ante o cotidiano.
Bertolt Brecht
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma revisao de métodos de simulacao de en-
ergia eletrostatica de sistemas de cargas e uma proposta de adaptacao de
algoritmo ultilizado na literatura de sistemas gravitacionais para estudo das
propriedades estatisticas de sistemas coulombianos. Na primeira parte do es-
tudo, revisamos os fundamentos teéricos do método de Ewald e suas condigoes
de aplicabilidade, procurando esclarecer as referéncias mais importantes no
assunto, que sao de dificil compreensao, gerando equivocos na utilizacao do
termo de dipolo. Detalhamos o estudo sobre a andlise da convergéncia da
série em que a técnica se baseia, bem como sua interpretacao fisica mostrando
a equivaléncia entre as duas abordagens . Na segunda parte do trabalho
analisamos os fundamentos do Fast Multipole Method desenvolvido para in-
teracao gravitacional, para o qual construimos programas em linguagem C
para uma versao na rede. Criamos um algoritmo que denominamos Fast
Multipole Monte Carlo (FMMC) e desenvolvemos um programa para célculo
das propriedades termodinamicas de sistemas coulombianos. Os programas
sao testados comparando resultados para a energia e propriedades térmicas

do modelo LRPM com resultados de simulacao através de célculo direto.
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Abstract

In this work we present a review of methods of simulation for the electro-
static energy of charged systems and an adaptation of an algorithm from the
literature on gravitational systems for the study of the statistical properties
of Coulomb systems. In the first part of the work, we review the fundamen-
tals for the theoretical method of Ewald and its conditions of applicability,
seeking to clarify the most important references on the subject, which be-
cause of the involved mathematics, have led to misuse of the so-called dipole
correction. We detail the study on the convergence of the series for the elec-
trostatic potential on which the Ewald technique is based, as well as the
physical interpretation given elsewhere, showing the equivalence between the
two approaches. In the second part of this work, we analyse the foundations
of the Fast Multipole Method developed for gravitational interactions, and
present programs in C language for a network version of neutral charged sys-
tems. Finally, an algorithm, which we name Fast Multipole Monte Carlo,
and the corresponding code for calculating the thermodynamic properties
of Coulomb systems are presented. The programs are tested by comparing
results for the energy and thermal properties of the Lattice Restricted Prim-
itive model with results of simulations based on direct calculations for the

Coulomb energies.
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Capitulo 1

Introducao

Motivagao

Este trabalho faz parte de um projeto de colaboracao entre tedricos e ex-
perimentais para estudar membranas lipidicas em solugoes ionicas [1], 2} [3] 14}
5]. Membranas lipidicas sao constituidas por moléculas compostas por uma
cabeca polar e uma cadeia carbonica apolar. Em solugao aquosa, alguns tipos
de lipideos dissociam. A cabeca polar dessas moléculas pode perder um ion
para o meio ficando assim eletricamente carregada. O meio que circunda
essas membranas deve conter tais fons (em geral chamados de contra-ions),
mas também pode conter fons de algum sal dissolvido nesse meio. A pre-
senca da carga produz efeitos importantes sobre o comportamento térmico
da membrana e alguns estudos apontam para a necessidade de investigar a
interagao entre membrana e solugao [3].

O efeito da carga vem sendo analisado em termos de modelos estatisticos
minimos que nao levam em conta a estrutura da solugao, que é represen-
tada através de um potencial quimico [2] 5]. Em uma primeira abordagem

para investigacao do efeito de estrutura da solugao, iniciamos o estudo da



interagao solu¢ao-membrana [6] por meio de um modelo em que a bicamada
¢é representada por um plano em contato com o volume da solugao, como
ilustrado na figura[l.1} Este sistema é anisotrépico e nao pode ser analisado
através de algoritmos usuais, validos para sistemas isotropicos.

[ <]

Figura 1.1: representacao da membrana e da estrutura de contra-ions

Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é o de desenvolver um método de
simulacgao eficiente para o estudo de solugoes ionicas localmente anisotropi-
cas, como ¢ o caso de membranas carregadas. Com este intuito, revisamos o
modelo de simulagao mais corrente, baseado nas técnicas de Ewald, demon-
stramos que nao pode ser utilizado para sistemas anisotrépicos, e desenvolve-
mos um algoritmo baseado em proposta existente na literatura para o calculo
de energia no caso de interagoes gravitacionais e que nao exige isotropia do

sistema, adaptando-o para o calculo de propriedades estatisticas.



Métodos de simulacao para liquidos carregados: sis-

temas isotrépicos e neutros

Sistemas com interacao coulombiana possuem estrutura e termodinamica que
estao longe de ser entendidas completamente e os métodos de simulagao para
estes sistemas estao em continuo aperfeicoamento|8, 9] 10, 11, 12]. As sim-
ulacoes sao feitas, em geral, para poucas particulas, pois o nimero de inter-
acoes entre N particulas cresce com N? e portanto, trabalhar com muitas
particulas tem um custo computacional elevado. Com isto, o cédlculo direto
torna-se impraticavel para sistemas com mais de uma centena de atomos,
mesmo com supercomputadores [I3]. Por outro lado, quando se trabalha
com poucas particulas os efeitos de superficie atingem uma porcao consid-
eravel do sistema simulado [14]. Uma maneira de resolver isto é trabalhar
com condicgoes periddicas de contorno.

O principal método utilizado nestes casos é o método de Ewald [11]], no
qual é calculada a energia de um sistema de cargas eletricamente neutro sob
condicoes periddicas de contorno, por meio de uma soma na rede. A técnica
foi criada por P.P. Ewald em 1921 para o estudo de cristalografia com o obje-
tivo de calcular a energia eletrostdtica de um sal cristalino [I5, [16]. A energia
coulombiana de tal sistema constitui uma série condicionalmente convergente
que ele reescreve em termos de duas séries uniformemente convergentes.

Uma maneira de interpretar fisicamente a proposta de Ewald consiste em
supor que em torno de cada particula de carga ¢; do sistema se acumula uma
distribuicao de carga oposta, tal que o modulo da carga total da “nuvem” seja
exatamente o mesmo da carga ¢;. Assim, a grandes distancias, a contribuigao
do par particula-nuvem para o potencial eletrostatico é zero. Contudo o
objetivo nao é calcular o potencial de particulas e suas “nuvens”, mas de

cargas pontuais. Para corrigir isso devemos subtrair a distribuicao que foi



adicionada em torno de cada carga. Desta forma, a soma é uniformemente
convergente e rapidamente calculada [T, [17].

O método passou a ser empregado em liquidos e em 1980 Leeuw e Perram
demonstraram que para estes casos o método precisava de uma importante
correcao. Conhecido como termo de dipolo, ainda hoje é possivel encontrar
trabalhos que o utilizam incorretamente. Em seu estudo, os autores levam em
conta o fato de que a expressao para a energia é uma soma condicionalmente
convergente e buscam um fator de convergéncia que a torne uniformemente
convergente [18].

Mais formalmente, sob condigoes periddicas de contorno, o sistema é de-
scrito como um conjunto neutro de N cargas formando, junto com suas ré-
plicas, uma rede cibica de espagamento L (figura . Na réplica centrada
em m as cargas ¢; estdao em R;+mn, onde |n| é a distancia do centro da caixa
de simulacao aos centros das imagens. A energia total de uma tnica célula
(a de simulagao) pode ser escrita como

1 [ @l
E=_2Y (Y > —— (1.1)
2L 77 P ’Rz] —|—T]|
onde R;;:=R;-R;. A prima na soma sobre a rede indica que se =0 os
termos ¢ = 7 sao omitidos. Note que cada particula interage com todas as
suas imagens periddicas, exceto com ela mesma.
Leeuw e Perram demonstraram a partir de uma anéalise de convergéncia

que a série [I.1] pode ser reescrita como

N N _rm2nl? o
1 rer fe[ya (ry; +n)) e a2 AT
FE = i e J
QLZZQ% zn: |75 + +Z 7|n|?

i=1 j=1
ay & 21 o
2 2 2
a > N g 1.2
+<7r> ;QZJ“?)L(;QT) (1.2)

O algoritmo, baseado nesta soma, realiza O(N %) operacoes e € portanto,
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Figura 1.2: sistema de interesse e suas imagens periodicas

mais eficiente que o calculo direto. Porém, o método de Ewald requer uma

isotropia que nao é desejada nas simulacoes com membranas.

Métodos de simulacao para sistemas com interacoes de

longo alcance sem isotropia

O Método de Multipolos Rapidos da Astronomia, outro algoritmo que, desde
a tultima década, vem sendo amplamente utilizado é o Fast Multipole Method
(FMM) [8]. A vantagem desta técnica no estudo de membranas é a possi-
bilidade de trabalhar com sistemas nao isotrépicos. Outra vantagem deste
método sobre o de Ewald é que ele nao pressupoe que o sistema seja neutro
permitindo trabalhar com sistemas com grande assimetria de cargas.
Originalmente criado para problemas de astronomia, o Fast Multipole 3D
é um método para calcular o potencial devido a N particulas contidas em
uma caixa ciibica. O método é baseado na ideia de que um grupo de particu-
las a grandes distancias pode ser considerado como um grande aglomerado,

para o qual nao ¢é necessario calcular as interagoes entre todas as particulas



Figura 1.3: FMM: hierarquia. Cada novo nivel representa a sub-
divisao dos cubos em oito partes em relacao ao nivel anterior.
O tamanho do sistema ¢ descrito por 8" onde n € o numero de

niveis adotado.

individualmente. Em sua esséncia, ele consiste em dividir o sistema sucessiva-
mente em partes iguais até que, na m-ésima divisao, cada unidade contenha
aproximadamente uma particula (ﬁgura. Em seguida, as interacoes entre
uma determinada particula e o resto do sistema sao computadas por expansao
de multipolo para particulas mais afastadas e diretamente para as vizinhas
(figura . Isto é feito escrevendo o potencial como uma soma do poten-
cial préximo (devido a interagao entre as particulas que pertencem a prépria
caixa e caixas vizinhas, ou seja, aquelas cujas arestas tenham pelo menos um

ponto em comum) com o potencial afastado (devido aos cubos que nao sao



vizinhos). O potencial afastado é aproximado através de uma expansao de

multipolos até a ordem de precisao desejada.

Figura 1.4: FMM: uma célula do sistema (vermelho), suas vizin-
has prézimas (amarelo claro e amarelo escuro) e distantes (cinzae
azul). Cdlculo do potencial: vizinhas prozimas - direto; vizinhas
distantes - expansao em multipolo em diferentes graus de aproxi-

macao.

Com o objetivo de desenvolver simulagoes para sistemas nao isotrépicos
optamos por trabalhar com o FMM, que realiza O(N log N) ou O(N) oper-
agoes, dependendo da implementagao[19], sendo mais eficiente que o método
de Ewald[2]]. Para testar o algoritmo com resultados conhecidos, utilizamos
o modelo para fluidos i6nicos na rede conhecidos como Lattice Restrictive
Primitive Model (LRPM).

O LRPM ¢ a versao na rede de um dos mais simples e bem sucedidos
modelos no estudo de fluidos i6nicos : o Restrictive Primitive Model (RPM)
[20]. Neste modelo os fons sao vistos como esferas duras carregadas posi-

tivamente ou negativamente. Usado tanto para simulacoes de Monte Carlo
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quanto para calculos analiticos, o RPM é capaz de caracterizar corretamente
o transi¢ao liquido-vapor observada em solucoes eletroliticas, bem como a
transigao sélido-liquido de sais ([22]). No LRPM as posi¢oes dos ions sao
limitadas a sitios de uma rede com espacamento igual ao diametro idnico.
O LRPM tem sido amplamente estudado e vem sendo aplicado em sim-
ulagoes em quimica, fisica e biologia. Uma das vantagens em simular com o
LRPM é que os programas na rede sao de 5 a 100 vezes mais rapidos que as
versoes no continuo [23]. Outra vantagem é que a rede facilita a formagao de

pares de fons [24].

Nos segundo e terceiro capitulos fazemos uma revisao detalhada da fun-
damentacao tedrica do método de Ewald. No capitulo dois apresentamos
o estudo de convergéncia da série [1.1] acrescentando detalhes matematicos
essenciais para a compreensao da deducao da série . No capitulo treés
apresentamos uma interpretacao fisica da deducao da série e mostramos
a equivaléncia entre as duas abordagens.

No quarto capitulo abordamos o Fast Multipole Method. Este capitulo
esta dividido em duas partes. Na primeira revemos o calculo da energia a
partir da literatura existente para o FMM. Com a finalidade de encontrar as
expressoes explicitas das férmulas utilizadas no algoritmo, alguns do teoremas
que fundamentam o método sao enunciados e demonstrados nesta primeira
parte do capitulo. Na segunda parte deste capitulo desenvolvemos um al-
goritmo baseado no FMM para o estudo das propriedades termodinamicas
do sistema carregado, contituindo esta uma contribuicao original do presente
trabalho. Apresentamos os testes realizados com o algoritmo comparando sua

eficiéncia com o céalculo direto. Exibimos ainda os testes feitos com o algo-



ritmo para o LRPM e os comparamos com os resultados obtidos no trabalho
em andamento de Henrique Guidi [6] a partir de célculos diretos.
No capitulo cinco comentamos brevemente as conclusoes deste trabalho e

as perspetivas futuras.



Capitulo

Energia eletrostatica de sistema
neutro - Analise de

convergencia

Neste capitulo calcularemos a energia de um sistema de cargas elet-
ricamente neutro sob condigoes periddicas de contorno (ver figura O
resultado é obtido por uma soma na rede periddica e a regiao fora dessa é
vacuo. O trabalho é feito com base no artigo de Leeuw e Perram([18§]).

A energia total do sistema [I.I pode ser escrita como

£y (XX ) 2

=1 j=1

Rij
L

onde utilizamos r;; = en = % unicamente para deixar estas variaveis
adimensionais.

A condicao de neutralidade implica que a soma é condicionalmente con-
vergente (veja apéndice 1). A ordem da soma é escolhida tomando-se as

caixas na ordem de proximidade da caixa central. Assim as células unitarias
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sao tomadas em sequéncia: primeiro =0, o segundo termo =L, que é com-
posto de seis partes: (+1,0,0), (0,4L,0) e (0,0, L) e assim por diante. Isto
equivale a somar em cascas esféricas em torno da caixa de simulagao. A fim
de torna-la uniformemente convergente, multiplicamos a soma por um fator

de convergéncia apropriado (veja apéndice 2).

2.1 O fator de convergéncia

2 , . .
"l que é o mais apropriado se dese-

O fator de convergéncia utilizado é e~
jamos utilizar a norma euclidiana e satisfaz todas as propriedades necessérias
(veja apéndice 2). Isto torna a soma ((1.1)) uniformemente convergente e, se

calcularmos o limite de

. . 1 _ 2 q
_ s|n| 147
lim E5(s) = lim 22 ( ZZ |rw+n|> (22)

=1 j=1
quando s — 0 obtemos ((L.I)). J& que a soma é uniformemente conver-

gente, podemos reescrever E(s) na forma

=3 Z Z e
Gid; Z 2.3)
T2 ! lr;; +nl’ (
i=1 j=1
para s > (. Como mais adiante utilizaremos a transformacao imaginéria de
Jacobi, que inclul o caso em que n = 0, tratamos separadamente os casos
) )

em quer;; = 0 er;; # 0. Sendo assim definimos:
J J

e—sInf?

P(ry #0,5) Z ol (2.4)
675\n|2
Wo(ri; =0,8) = » ] (2.5)

n#0

em que Vg representa o termo de interagao das cargas com suas imagens.
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2.2 Calculo de ¢

Para comegar escrevemos |r;; + n|~! como uma integral. Para isto iremos

utilizar a fungdo gama (ver [25]):

D(u) = :UQU/ e teme" gt (2.6)
0

Assim,

_ 1 /°° 2
L — et gt 2.7
F(U) 0 ( )

que, para u = %, fica

I
I'(3) Jo

2

1/001_t2
= — t2 e " dt.
VT Jo

Portanto,

1 o 2
P +n|t=— Y2t gy
V7 Jo

Logo, temos

1 [o.¢]
i) = D= / §2e Rl il
n 0

! /OO 12N sl n?
- [ oslnl =t anl? gy (2.8)
G

Como (7, s) tem uma singularidade, quando s — 0, dividiremos a inte-

gral em dois intervalos, [0,0?] e [02, 00|, para conhecer sua estrutura. Assim

reescrevemos ([2.8]) como:

2
1 o 1 S
w(,r’ S) _ ﬁ/o t71/2 Zefs\n|27t|1'+n|2 dt‘i‘ﬁ /2 t71/2 Z efs|'n,|27t\'r'+n|2 dt
(2.9)

As integrais acima serao tratadas separadamente e, para isto, definimos:

1 > — —s|n|2—t|r+n|?
I ::Zﬁ ’ =1/ 2emsInftrin gy (2.10)

n

12



2
1/0 —1/2~slnf —tfrn?
3= $1/2emsInP—tr+nl? gy
n\/7_T0

O calculo de 4

(2.11)

Neste topico reescreveremos I; de forma mais conveniente utilizando a fungao

erro complementar:

erfe(x \/_/

Para isto, primeiramente note que, de

=Y At

se definirmos:

1 o 2
An [P p— t*l/Q 7t|r+n\ dt
\/E/U2 ‘

Fazendo a substituicio u? = t = dt = 2udu, obtemos

An = % / T Lo gy,
T ), U

a
Seja a = u|r + n| entdo du = ———. Considerando

|r + n|

u— 00 = a — 00,
u— o=a— olr+n|

e substituindo em ([2.14]), obtemos

A 1 /oo —a?|r+n|? 2
n=— e a
\/7_1—’1". + n‘ olr+n|

e utilizando a defini¢ao da fungao erro, (2.12)), temos:

1

= ——7-=e erfclolr+n
et + )

13
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(2.13)

(2.14)

(2.15)



Logo, de (2.13)

erfe(olr+mn|) _ e
I, — sln| 2.16
-y et o), o~

O calculo da integral I3

Para a integral no intervalo [0, 0?],(2.11)), reescreveremos o argumento da

exponencial, s|n|? +t|r + n|? ;= ~, como

v = snfP+tn)? +2tn-r+trf =

12 t
= (s+t)nF+2tn-r+ ——|r*+ S| =
(s+1) (s+1)
2t t? ts

= (s+1)|In]*+ n-r+ rl?| + ——|r]* =

( )D' (s +1) (s+t)2||} Gl

(s+1)|n+ t 2+ ts 7|2 (2.17)
= S n T r .

(s +1) (s +1)

Logo, temos:

2
1 g t 2 s 2
Iz =— / t=1/2 E eIt Gl - win gy (2.18)
VT Jo —

Agora, reescrevendo a expressao

+ 2
S :e—<s+t)!"+m" ,

n
temos:
2
Ze‘“*t”"*ﬁﬂ _ Ze—<s+t)[(m+@xi)%(m+@xn2+(nk+ﬁm2]
n n
_ Z [ef(s+t)(ni+@xi)2:| [e*(sﬂ)("ﬁ@”ﬂ |:€—(s+t)(nk+@xk)21|
n

e, utilizando a transformagao imagindria de Jacobi (ver [25]),

[e.e]

Z €n2m'7-+2m'z: ; Z 6% (219)
\V —1T

n=-—oo



™ tx
ez=m
s+t

com —iT = , segue que

s+t s+t

N

e

Z|i i 67(n2)2 ((s+t))+2n7'l(s+t ):| |: T e*(nj)zﬂ((;rjt))+2nji(s%tlj) X
[ s+t

~(m)?m ((5+t>>+znkz<+txk>] _

=

(

712 Titn-r
12y [e RETREEy } (2.20)

n

s+t

Substituindo o resultado em ({2.18]), obtemos

2
1 o T 3 7|n| 2mitn-r 2
I - §t*1/2 e 49 + G+t e (5+t\ 7| dt =
23 N3 /0 (5 + t>
o? 1 1/2 —|n\2 +27r1tnr ts ‘7“2
_ 7T/ —t / Ze (s+0) G+ Gl dt. (221)
o (s+1t)2 "

Entao:

2

g
7|n| 2mitn-r ts 2
I _”/ ——— 72 e I et gy
0 <s+t T

Neste ponto iremos separar de I3 o caso n = 0, assim

02 t_1/2 \n| 2mitn-r _ _ts 2 02 t_1/2 ts 9
]2,3 = 7T/ —3 Z e (s+t) + G+~ G+ Il dt—‘_ﬂ-\/ 3 €_W|"°| dt,
0o (s+1)2 57 o (s+1t)2

(2.22)

e trabalharemos as integrais acima separadamente, para isso definimos

o? —1/2 —|n|*m mitn-r s
12 ::T('/ t—326 lsJ‘rt) +2(s<t|>t) (Sz’ﬂlﬂz dt (223)
o il
2
o 7571/2 b
Iy ::7r/ S L (2.24)
o (s+1):
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O calculo de I,

Para resolver a integral I, primeiro definimos

JQZZBn

n#0

onde

2

o t_1/2 7\n\27r2+27ritn»r_ ts |2

B,=m e G+) G+~ ol dt
0o (s+1)2

e notamos que o argumento da exponencial

‘= —|n|?m? N 2mitn - 7 ts
C (s+1) (s+t)  (s+1)

2
[,
pode ser reescrito como

t 9 2 9

(= ——|mn+isr|*+ —|n|".
s(s+1) s

tm?

s(s+t)

Para isto, basta somar e subtrair o termo: |n|?

Assim,

_npP7® | 2mitn-r s ) + tr? e
(s+1) (s+1) (s+1) s(s+1)

t?

Cs(s+t) "

t?

(2.25)

(2.26)

n*

:( t? inf? 2mitn - s e _ |nfPn?
)

s(s+1) (s +1) (s+1t (s+1)
2 t772
nf? Inf* =

(s+1) " Cs(s+1) "

= T+ isr|” —
s(s+1)

t 2
= ——|mn +isr]* — 7r—]n|2
s(s+1t) s

Fazendo
t

s(s+1)

|Tn + isr|* = v?

segue

Vit

V= ————|mn + isr|
s(s+1t)

16
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Dai, vem

dt 2/s(s+ 1) 2(s(

dv Vi Vits
_l’_

T
o |

t2(s(s+1))2

1 (s(s+t)—ts _
= - | | |Tn +isr| =

Logo,
1 3
t2 t)2 1
dt:22(8T)2 — dv
53 |Tn + isr|
Fazendo
t—=0=v"=0
o2
t— o’ =0v" 5 ————|mn+isr| = w's™!, (2.28)
s(s+ o2)
obtemos
w872 _1/2 —|n|272 Titn-r s
B, — 7T/ t —e G+ s — e el dt = (2.29)
0 (s+1)2

nlw

ws 2 -1/2 . 2 1
— 71./ ¢ em\wnﬂsrlz—%mp 2t2 (s+1)
0

(S—i-t)% s2

Neste ponto faremos nova substituicao definindo:

1
2w —)2
. (s2w —v)2w

; UV =
| + isr|



v =5 W — + —
252 402
Portanto,
dv —s3
du 2w

Assim podemos escrever a integral em v como:

-1
ws 2 1 2
2 —S§2 —-1,,2_, 4 u®s
e’ dv = s TG duy
0 2w

Note que os novos limites da integral sao:

w
v —=>u—0
S2

2

w
v—=>0=>u— —
2s

Logo,

1
ws 2 ’U2 65 nd SE 2s —u ugs
eV dy = —— e Ye1? du.
0 2w 0

Agora vamos expandir a exponencial exp {su?/4w?}

—1 w2

3

/"JST 2 es ' 52 /2s g u?s n uts? N uSs
e dv = ———— e
0 2w 0 dw? 32wt 384w

Como

para a =1 e m = 2k, temos

x )
= / e "u du = (2k)! — e % Z(?k)! -
0 ,

18
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—1 2\J
ws 2 s~ 12 1 oo 2k wo
2 e 52 1 s \* w (25>
v — —_ (= | —e 25 !
/0 v == g <4w2> (2k)! =75 ) _(2h) ;!
k=0 j=0
(2.30)
A somatdria acima pode ser escrita como:
=1 S 2 2k (%)J
— (= [ N2 = =
> k! <4w2> (2k)! — 7% ) (2K)) !
k=0 j=0
2w? 2w?
148 -— (s> Q—T(1+2w2+2w4) N
= ——e —(— e —_—t — =
2w? 42 s 52
2w 2w?
b5 s e s (i 2
= ——e —e — — =
2w? 2w? s
2w
— * Lole s
=1+ 2—w2 + e
Assim
ws%l 6s_lw28% s 2_&]2
) _
Ydv=——— |1+ —+0 s 2.31
/0 c 2w + 2w? + 6 ( )
Logo, substituindo em [2.29
2 w2—7r2| ‘2 2&)2
e s " 5 -
= 1 O s 2.32
2w|mn + isr| * 2w? * ‘ (2:32)
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o |mn +isr|?

Reescrevendo a equagao acima (lembrando que w? = o T)
o2 +s
02‘?2 - ZS)T| - 202
9 o“+8)s s 2 -
B, = -I¢ , PRI Gt ) NP -
2w|mn + isr| 202|mn + isr|
1 isr2 w2 m2
_ w0’ +s)2 (P 45) o] TS L
o|mn + isr|? 202|mn + isr|
2uw?
m(o? + 8)% s(o? +s) -——
= : 1+ ~—+0|e s
o|mn + isr|? 202|mn + isr|

{0'2|7T’I’L|2 + 2n0%isn - r — 0252 |r|? — (0% + )72 |n/? }
Xexp =

(02 +s)s
1 2w?
(0% + )2 s(0? + 5) - —|mn|? + 2ro%in - r — o?s|r|?
= - 1+ —4+0|e s exp
olmn + isr|? 202|mn + isr| (62 +3)
Expandido em poténcias de s, obtemos:
By~ ! Il i L[4 O(s) (2.33)
= exr Tin - s :
AP L (0?)
Finalmente, I, é escrita como
1 —|rn|*+ :
I, = T;)ﬂnpexp{w—l—%mn-r} 1+ 0O(s)] (2.34)

O calculo de I3

Para resolver a integral, faremos a seguinte substituicao

o que implica
du 1 t s+t—1

dt s+t (s+1)2  (s+1)?

20



Entao,

2
L - / S o R
0 (s+1)2 s

2
. E / s+o2 (S + t) 7u|,,,‘2 du .
0

s (t)%

o
T [G+eD 19 _uinl2
= - w1 2emuIr” gy
S Jo

Essa integral diverge quando s — 0, e possui uma singularidade essencial em

s = 0. Para ver isto, vamos expandir a exponencial e—ulrl?
%

= T[T e

S Jo

2 5

= Zput - Su e 4 =

S

or [ o2 1/2 21 1o o? 32
- Tlerl Serlers] o

_ 3/2

2w T sV 2w !

= S |1 _2} _§‘T|2 5 T
I _1—1—;

27 s1-Y2 27 351"
- 2 —} g5

S + 2 3|r| L 2} i

Assim,
9 -1/2 2
S i B L &)
5

Note que I3 mostra a singularidade de ¥ (r, s) quando s — 0
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2.3 Calculo de Vg

O tratamento de (2.5 é similar ao anterior e resulta

7Tr2|'n\2

JE erfce(oln|) e o2 2¢ 2w (1+s\ ?
Z S + -t +0(s)

|n| 7 n|? s o?
n#0

(2.36)

O limite s — 0

Depois de calculados Iy, I5, I3 e o termo de auto-interagao Wy, substituimos

(2.16)),(2.34)),(2.35) e (2.36) em (2.2)) para obtermos:

E(s) = LZZqu]{Z\r”—i—m Lesinl® }

=1 j=1
1 e~ er fe(olri; +ml)
- XY and Sl
=1 j=1
1 —|mn|?+ :
* 2 | gy e

S o2

erfc(oln e o2 20 2w [14+s\ 2
+ 0y ©@lnl) —W1/2+—( ) +0(s)

Esse resultado contém termos que sao dependentes da ordem de s, s7! e

s'/2. No limite s — 0 alguns deles causam a divergéncia da série. Veremos,
entretanto, que estes estao acompanhados de fatores que dependem somente
da somatoéria das cargas na célula de estudo que, desde o inicio, foi assumida
como neutra. Sendo assim estes termos desaparecerao. Portanto, antes de

tomar o limite, analisaremos alguns termos separadamente.
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Primeiro considere o fator:

N N
1 27 s 1-1/2
3202 a0 1+

i=1 j=1

|
w |
|
[\]
AR
~
[\
VR
[M]=
QL
~_
no
I
(@)

Para o termo de dipolo temos:

1 & 21,
_EZZ%ngf’Piﬂ =

i=1 j=1

N N
T 2
=737 > gl =l =
i=1 j=1
N N

Z Zqzq] [|7s]* = 27 -7 + |r°] =

i=1 j=1

. N N - N N
_LZZQQJ”P@F—F—ZZQ@QJT@ ’rj—gzz qj|'rj|2

3

3 i=1 j=1 i—1 j—1
T Y N
§Zq|m| Z%—F—ZZ%QJTZ rj_gz Z g2 =
=1 i1 j=1 — —
0 0
o N N
- ?ZZ%%E r; =
i=1 j=1
N
= %’;qi,’qu
Entao
E(s) = ZZ% ]Z fsln\2erfc(0|’r+n|) N

11]1 7 +

1 —|mn/?
; 2
+ 2L;;qun¢o p{ 7+ min 7‘}—1—

2SS s LS felolnl) | 2

i 2 erfc(on e o o

e iTi e iqj — O
YA £ A" Y 2 Ej:;q% HZ#) ] T ampE | T e o)
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No limite s — 0

E =

felolr +n|)
qul ]ZG’I" C|,r0'+”'n|’n,

i=1 j=1
—|rn|*+ .
QLZquqJZ n2ea:p{ () +2min-rp +
i=1 j=1 n #0
N =2n)? N
27 5 erfe(on|) e o2 20 1 5
3L| ;Qz"“z| + HZ;AO ’n‘ + ﬂ_’n‘g l/2 27, ;qz

=1
N 27
§ : 2 = § : 0 \2

Note que no ultimo termo usamos o fato de que, como se trata do termo de

auto-interacao, o sinal de cada carga i tem o mesmo sinal de sua imagem.
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Capitulo 3

Energia eletrostatica de sistema
neutro - significado do Termo

de dipolo

Neste capitulo apresentamos uma abordagem diferente da soma de Ewald
[I7]. Esta fornece uma intuigao fisica para o calculo contribuigoes de longo
alcance para a energia potencial em um sistema sob condic¢oes periddicas de
contorno. Na equagao (L.1]), rescreve-se a densidade de carga como uma soma
de funcoes 0 e para melhorar a convergéncia, soma-se e subtrai-se funcoes
gaussianas apropriadas.

Para ter uma interpretagao fisica, imagine que em torno de cada particula
¢; do sistema se acumulasse uma distribuicao de carga oposta, tal que a
carga total da distribuicao seja exatamente a mesma da carga ¢;. Como
as distribui¢oes nao existiam no sistema original, elas devem ser retiradas
somando, para cada distribui¢ao de carga ¢; uma distribuicao de carga —g;.

Esquematicamente,

25



WAL A

Figura 3.1: Um sistema de duas cargas e uma imagem

Procedendo desta maneira o potencial eletrostatico sobre uma particula
¢; possui trés contribuicoes. A primeira devido as “cargas blindadas” pela
distribuicao; a segunda, as distribuicoes gaussianas das cargas diferentes de
q;; a terceira, as distribuigao gaussiana de carga g;.

Adotando uma distribuicao de carga como sendo uma Gaussiana com

2
largura 4/ —, temos
«

Pgauss(R) = (gf e R, (3.1)
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3.1 Separacao das contribuicoes para a ener-
gia

Para calcular a energia do sistema vamos somar e subtrair as contribuigoes

dos potenciais das distribui¢oes gaussianas a equacao [1.1}
leu (NN Gt

E = = __ 49
> (SXrity)

N N
1 /
= 52 Z% (Z |R2] + "7| QJ,fg(ZUSS<R’L] + 7]) + ijgauss(sz + n))

n Jj=1
onde fgquss ¢ uma fungao que, quando multiplicada por uma carga, fornece o
potencial devido a distribuicao gaussiana. Assim a energia pode ser reescrita,

CcOo1mo

N

- %Z/Z% (Z IR;; +17| = G fgonss (R 1 ) ;Z/Zqz (Z qj fgauss(Rij + n))
n

n =1

Adicionando e subtraindo a segunda parcela o termo correspondente a =0,

1 = j, temos

N N
E= %Z/Z‘ﬁ (Z \R;q*ﬁrnl ~ difgauss(Rig 1 ) Z Zqz (Z 9 fgauss(Rij + 77))
i=1 j=11""

n nGDg i=1

Eb Egl

_7Zq1fgaus‘s —O

E.q

Cada contribuicao sera calculada separadamente. Ej corresponde a energia
devido a interagao entre carga e cargas blindadas pela distribuicao gaussiana.
E, corresponde a energia das interacoes entre as carga e distribuigoes gaus-
sianas (anti-blindagens) e E., ¢ a contribuicio da “auto-interagao” entre a

carga e a gaussiana.
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3.2 Energia de “auto-interacao carga-gaussiana”

Lembrando que a distribuicao da nuvem é dada por (3.1) e usando a equacao
de Poisson, trataremos nesta segao do termo FE.,. Este termo corresponde
« . - e .

as “auto-interacoes” das distribuigbes gaussianas com as cargas. Como a
distribuicao gaussiana possui distribuicao esférica, a equacao de Poisson pode

ser escrita como

L RfeeB)
gauss

R OR?
82Rf auss(R)
—# = 47TRpgauss(R)-

E integrando em R,

OR fyquss(R) /oo
R ; TRARpgauss(R)

R « % 2 Q % 2
- / AT RAR (—) e R —on (—) / 9RdRe " —
T T R

oo
o () [Tapeer < o (2) e
™ R ™

Integrando em R novamente,

Rfyee(R) =2 (%) / R

™

s B) = 2 (%) [ Ceemip - 2 (%)} / g

fgauss(R) = 5 - (32)

Queremos calcular fy,ss(R) em R = 0 e para isto, a tdltima integral é
calculada impropriamente. Assim tomando o limite R — 0 e usando a regra

de L’Hospital temos
R /2
. [ e AR
lim *%——— =
R20 R

1
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logo, 1
foauss(R=10) =2 <g) ’ (3.3)

™

Assim a energia de interacao da distribuicao gaussiana com a carga é

N
1
Loy = 526]?}”(}37; =0).
=1

Ou seja,

B = (%); > 4 (3.4)

i=1

Figura 3.2: auto-interacao cargas-gaussianas
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3.3 Energia da interacao “carga-cargas blin-

dadas”

Agora vamos computar a contribuigdo para energia devido as cargas pontuais
“bloqueadas” pela distribuicao de carga oposta. Usando o resultado anterior

(3-2), o potencial resultante pode ser escrito como

4q q q
o, = i ﬁerf(\/aR) = }—%erfc(\/aR). (3.5)

Deste modo, a energia é escrita como

N N
E, = %Z Z Z —RZZC{IJ— ne'r’fc [Va(R;+n)]. (3.6)

H&*/ } B /\ \
i 'R / k / \\
‘\y N~ AP AN
\ = [ ———
\ | \ !
\ /
\\ // N ke \ ‘

Figura 3.3: interacao cargas-cargas-blindadas
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3.4 Energia da interacao “carga- gaussianas”

Figura 3.4: interacao cargas-gaussianas

Nesta secao calculamos a energia da interacao entre as cargas das dis-
tribuigoes gaussianas. Para isso defini-se a funcao caracteristica f tal que

1, se me D
0 se n¢De

fe=

onde £ ¢ um fator de forma, que faremos tender ao infinito, e D¢ ¢ o dominio

de fe. Assim,

1 N N
gl = 5 qu q;fgauss Rz] + 7’)

neD; i=1 j=1

= —Z/ d’l“35 I'— f;;‘ ZZQZQJfgauss sz + )

=1 j=1

escrevendo f¢ e fyquss(Rij +m) no Espaco de Fourier, temos

13+1‘)
_ 3 / 6 3/
Egl - —Z/dT(SI‘— /f{ k’zljzl(h%/fgauss Q—ﬂdk
i=1 j=1
1 R N N
= 37 K)> D aig / KRG fopuss (B Z / Pro(r —n)e™ &0 BL @B
i=1 j=1
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Usando a identidade

3
Zeiﬂ~(k’+k) — (21;72)) Zé(k + k/ . G’),
G

n

onde G sao os vetores de rede reciproca, segue que,

N N
1 A L
= 5@y ZE 4id; / fe(k) / i, (21 § (kK =G s () &K &Pk

=1 j5=1

! i
- 5 271-L 3 Z Zqu] /ff Ze Rij (G) fgauss(G k) dgk (37)

=1 j=1
1 )
i(z) = —/e_wx dw

gl

Usando a identidade

27
temos
ghrn fe(k) = /1€ik'r d’k = (27)%0(k)
—00
. 1 3 o Rij(G—k) 3
EILIEOE 2 C_I]Z/ (27)°0(k ! fgauss{G k) d°k
=1 j5=1
Portanto,
N N
. . ZRZ] (G) ¢

Observando a equagao de Poisson no espaco de Fourier (Veja apéndice 3)

A 4 | dr _ a2

fgauss (G) = Epgauss(G) == @6 C4aZ,
podemos ver que o termo G = 0 gera uma divergéncia no potencial. Desta
maneira ele deve ser tratado separadamente. Portanto reescrevemos FEg;

CcOo1mo



Ey =FEjn+ Ep (3.8)
onde
1 AT om. G2
By = 575 22000 ) gz O )
i=1 j=1 G#0

E reescrevendo o termo correspondente a Ep como em [3.7] temos

. . —iR;j-(k 3
o = i gy [ 100 LD 00 a8

11]1

= 5 | / RS e O o )

=1 j5=1

. . 1 1 —ik-(—r—Ry;) o F 3 3
it S

i=1 j=1

N N
— 1 3
= é%oo 2 /D Z Z qujfgauss(—I' — Rzg) d3r.

€ =1 j=1

Somando e subtraindo
r + Ry

lim Ep = lim _R.) P
51{{010 b §_>002 /Dggjzl%%fgauss Zj)d r
id fauss +Rz) ) d>r
£11]1 ](g ’ |r+R1]|

+ £%002 /Dzz%qﬂrnLRM dr

€ =1

Como o primeiro termo € integravel ele se anula pela neutralidade do
sistema. Deste modo,
lim Ep = hm — dr
o P T BN 2(L /g;;%l R,
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Expandindo em série e reescalando r: r — &r

|I‘+Rij|

1 ¢ N 1
lim Ep = lim ——/ Qi —— d°r
€500 g—o0 2 (L)3 DZZ J r + %|

i=1 j=1

o1& o 1 Ryl (R;-V)R;-V) 1 L] s

O primeiro termo desaparece por causa da neutralidade, o segundo porque

Rij = —Rﬂ Assnn,

. 1 e N X (R - V)(Ry;-V) 1
e D D N

i=1 j=1

i=1 j=1
= -3 QiCI‘/ [Ri"V(Ri"V)_} d’r
S0 2 20 J | R V)R- V)
N N N 2
1 1 4 2

Note que esta contribuicao para a energia surgiu da interacao entre as cargas

e as gaussianas (“anti-blindagen ”) na caixa central (n = 0).

3.5 Energia Total

Podemos escrever a energia somando as contribuigoes de (3.10)),(3.9), (3.4)) e
(3.6). Portanto,

w2 |n|? | 27 Ry
o214 L2

B R ! Lo N W -
E = 5; Z Z mz’j—j‘merfc [\/&L (Ri; + TI)} + 52 Z Z%‘Qi e

n#0 j=1 i=1

2
Onde a soma em G foi escrita em funcao de n lembrando que G = LL;’ A

fim de comparar este resultado com aquele obtido na equagao (2.37)), vamos
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n
n = — e o’ = al? para

R,
utilizar as defini¢oes daquele capitulo, r;; = T 7

reescrever a expressao da energia. Assim,

N N ﬂlm 2mn-r;
1 /erfc[\/_ (ri; +n)] a2 T i
E= — v J

i=1 j=1 n#£0
a N
2
+ ( ) 3+ iri),
<) 2 Zq

que é identica a equacao ([2.37)).
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Capitulo 4

“Fast Multipole Method”

Neste capitulo descrevemos a fundamentacao tedrica e o algoritmo do
Fast Multipole Method (FMM). Neste método, utilizamos varios tipos de ex-
pansao do potencial de conjuntos de cargas, bem como translacao da origem
da expansao. As expansoes sao justificadas através de alguns teoremas, que
enunciaremos na segao [4.1] As demonstragoes de alguns dos teoremas em
que o método se baseia sao encontradas nas referéncias citadas. Como en-
contramos discrepancias nos coeficientes utilizados em outros teoremas [§]
[26], refizemos a demonstragao a fim de encontrar os coeficientes corretos.

Nas secoes e apresentamos o algoritmo que desenvolvemos para o
FMM e sua utilizagao em simulagoes de Monte Carlo para sistemas carrega-

dos.
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4.1 Expansoes de Multipolos e expansoes lo-
cais: alguns teoremas importantes

O potencial eletrostatico de n cargas em R; para potencial nulo no infinito é

dado por

n

5 1 4di
V(R) = . 4.1
(R) 47%0;“%_&‘ (4.1)

Nesta expressao a funcao da distancia pode ser expandida em hamonicos

1
esféricos de duas maneiras. Para todo R; < R, podemos escrever R,—f_“
como [27]
[e%s) l 1
1 1 4 R;
5 B R — | Y (0s,00)Yim(0, 0), 4.2

00 l l
1 1 dm R .
— R, i — j

2 +1 (1 — |m])!

ondefi:(R,@,qb),]%:(Ri,e’,qﬁ’)enm(&gb):\/ = (H’mD;B,m(cose)em,

sao os chamados harmonicos esféricos e P, sao os polinomios de Legendre.

R

Figura 4.1: Vetores utilizados nas expansoes de multipolo e local

As séries (4.2) e (4.3) constituem expansoes em harmonicos esféricos,

do inverso da distancia entre o ponto onde queremos calcular o potencial e

37



posicao da carga i (7). Assim, podemos escrever (4.1)) como

[e's) !

L
VIR) = 47760; 2. 2l+1{ Z qulH m(0ir 01) +

m=—1

Rl
+ ) 9 R zfm(9j7¢j)}yl,m(9a¢)- (4.4)

j,R<R]' J
Uma outra forma de descrever o problema do potencial de n cargas pontuais

consiste em calcular o potencial eletrostatico em trés dimensoes via equacao

de Laplace em coordenadas esféricas, que é dada por

1 0 , 0V 1 0 oV 1 0*V

—— — _ 0— — = 4.

R OR (R 8R> * R2sent 90 <S€" ae) t Rrsenzg opg 0 D)
para R #* ﬁl Resolvendo esta equacao por separacao de variaveis, obtemos

o potencial escrito em série:

— Z Z (Lle gﬂ)ym(e ). (4.6)

=0 m=—1

Os coeficientes L;* e M™ sao conhecidos como momentos da expansao.
Essa expansao é denominada local quando seus termos tem grau positivo e é
denominada expansao de multipolos quando seus termos tem grau negativo.
Dois casos particulares desta solucao correspondem a escolher o potencial
nulo no infinito com L;* = 0, ou o potencial nulo na origem com M;" = 0.
Para o desenvolvimento do FMM serao utilizadas as matrizes L;" e M;™, cujo

significado pode ser compreendido comparando (4.4)) e (4.6)).

Os Teoremas

Abaixo enunciaremos alguns teoremas que aparecem frequentemente na
literatura e sao importantes para o desenvolvimento da teoria.

Para facilitar a leitura organizamos um indice dos teoremas.
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o A.1.1][4.1.2] 4.1.3|e4.1.4] Teoremas para harmonicos esféricos. Detalhes

podem ser encontrados em [28], 27, 29, 130].
. Translagdo de um harménico esférico “de grau negativo”.

. Conversao um harmonico esférico “de grau negativo” em um de

“grau positivo”.
e [£.1.7 Translagdo de um harménicos esférico de “grau positivo”.
e [4.1.8 Translagao de expansao de multipolos.
° Conversao de uma expansao de multipolo em uma expansao local.

° Translagao de uma expansao local.

Teorema 4.1.1 (Adicado de harmonicos esféricos). Sejam r e r’ os vetores
posi¢ao com dngulos polares (0,¢) e (0',¢'), respectivamente e a o angulo

entre eles, entao

m=l
47

B(COSO&) - m Z Sfl:km<0/7 QS/)YE,m(‘g? (b) (47)

m=—

Teorema 4.1.2. Para m > 0 temos:

Y(6.9) _ 40 (1) (4.8)

ri+l Lozt \ r

Yi"(0.¢) _ m (Q Hﬁ)mﬂ (1) | (4.9)

ritl P\ox " ay) 9z \r

Ym0,0) (0 O\ I (1
T_Al <8x Zay dzt=m \r )’ (4.10)
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onde

S T (—1)!
A=V VE=m){+m) (4.11)

Teorema 4.1.3. Se f € uma fung¢ao harmonica entao

Teorema 4.1.4. Para todo!l > m >0

Para facilitar o entendimento de algumas demonstracoes utilizaremos a

seguinte notagao:

O teorema abaixo mostra como escrever um harmonico “de grau negativo”

em torno de uma nova origem.

Teorema 4.1.5. Seja Q = (p,a, ) o centro de alguma expansio de um
harménico esférico arbitrdario. Seja P = (r,0,¢) comr > p e P —Q =

(r',0',¢"). Entao

Y (0,¢) A = Am JATAT Y Y (),
! . 1¢ Z Z ! (o, B) Y/ /( ¢)’ (4.14)
-+ 2l + 1 A;nJr/m rl+l +1
=0 m=—1 +1
onde
e (—1)min(m’limD - se m om’” < 0
" 1 caso contrario
ou como pode ser verificado por inducao
o ilml
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Demonstracao. De (4.7) e de (4.2)) notamos que

o

1 P
— ——P(cos) (4.16)
P—q] - Z

l
Z 21+17nz+1 Ve, B)Y"(0,9).  (4.17)

3

1 - ! AT . m m| ol—Iml /1
S =20 Y Y Ay (0™ S
471— - m m alim 1
+ Z 21_,_1yl "o, BAT" (04) 9 A-m <r)] (4.18)

Agora vamos considerar trés casos separadamente:

Caso 1: m’= 0.

A partir do teorema ((4.1.2))

VO8) 0 O (4).

T/l’—&—l v azl’ !

1
Substituindo — pela equagao (4.18
r

Yl(,)(9/7¢/ al’ o0
UL l’a 7 Zp

Z AT yna, grap oo 2 (1) 4
a1t ORI T

m=—1

l

v - m O™ (1N |
Zmyz (o, B)AT" (04) W(r)]
0

. 0 xm ra \fm| O
X gt A 0" e (7) +

_|_

47T —m 0 gm \m\ 8l+l/7\m| 1 _
+) STl (e B) AR AT (94) T\ )| T

S e )

J2A+171 : A;”l, i+
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Assim,

5§ e A0

20+ 1 Ar, rlH

l’+1

Caso 2: m’< 0

Usando novamente o teorema (4.1.2)) temos,

Yizn @, &) _ AZT,”/ (a_)|m/| o' —Im'| (l) .
"

VIS 9 —Im|

P

1
Substituindo — pela equagao (4.18
r

}/ltnl(el,¢’) m \m| 8 "—|m/| > B . ] 81—\m\ 1
S = AT (0™ Zp Z —QZHYZ ™(a, B) A" () —r () +

9zl—Iml
l
47 —m m |m| 8“"”' 1 .

r

B e . AT o’ | al+l —lm|=|m'| /1
—[Zp > gryat AT AR 0 e (1) +

z T

! iy OV —Imi=lm]

4m —-m m’ gm [m| m 1
+mz::1 TR (a, B)AF" A" (04)™ (9-) Py R ey et (r>]

Para os termos em que m > 0 vamos utilizar o teorema (4.1.3)). Notando

que se m > |m/|

o oN™ (o oNT (o oNTMo o™ o0
or Oy or Oy ~\oz Oy or Oy ox

Deste modo,
o A ) |m/| o 0 m—|m/| i H2lm’|
(%“a@) (%‘ a—y) N (a—+a—y) T

Por outro lado se m < |m/|

o oN™ (o oNT o oo 0Nt (o 0
or Oy ox 8y S \oz Oy or  Jy or 0Oy

Logo,

o oN"/o o\™ o o\mkm oo g
Gm) ) =(@ria) g 0w




Fazendo w = min{|m/|,m}, podemos escrever (4.19)) e (4.20) como

m \m’| [m+m/| 2w
0 L ONT(D o\ (0 o\ Lo
o dy ox 83/ o oy 0z%w
onde o sinal é positivo se m > |m’| e negativo caso contrario. Substituindo

m ’

. R )
(oo By A7 Ap oy P )

3 ey (5 w2 e B (1)

Usando o teorema (4.1.2)),

O.6) X = Ar AR AY,(a, B) Y™ (0, 0)
/l/+1 Z mz:: 2l+1 A;:Lj/m/ rl—i—l +1

Lodm AR AP (1) o, B) VI (0.0)

+mZ::1 2l + 1 Aln}j’m/ Tl+l +1

& dn AR APY (0, 8) VI (6,9)
- Z Z 204+ 1 Am-‘rm/ plHi+1
1=0 m=—1

I+

+Zl: dr AT AP (—1)0Y, (o, B) Y 0:¢) _

21+1 AmJlr/m Tl+l +1
0o l -m m+m’
Z Z dm T AR APY (0, B) ViR (0, 0)
m m’ I+ ’
o 21 AT rH
onde
, (_1)mln(|m/|7|m|) se m > O
=

1 caso contrario
Caso 3: m’ > 0
Usando novamente o teorema (4.1.2)) escrevemos,

L) o O 1
W— 14 (a+> W p ;
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1
e substituindo — pela equagao {4.18, ficamos com,
r

)/ﬁn’(e/’qsl) m’ m’ o' . 1 : am m [m| ot=Iml 1
B = A} (04) 9 —Tm’| ZZ;P 2 U1 Y, " (o, B)A] (0-) el +
l
m ol=Iml /1
st 5 (1) -
= : —m m am’ m’ ‘ml al"l‘l/_lml_lm‘ 1
& Z AR AR O 0" e (1) +

l _ I L L N
£ 3 Y @ BAPAY 0" 00" L (1) | =
e} 0 ’ ’
’ L i (L
[ZP Z 2“_1Yl (a, B)AT* AP (04)™ (9-) AU —Tml—m] \ =+

l ’ ’
4m -m m Am’ m+m’ al—i—l ~lml=lm| 1
S g a0 e (1))

DU —Tm]—|m’]

- AT N I I A A
lz Z Y @ BATAE (00" (00" e () T

r

Al//A Y}le’Lm (9a¢)] (4 21)

7r m
+m§::172l+1 " a, B) A;,rlr/m, Y

Para os termos em que m < 0 vamos utilizar o teorema(4.1.3). Notando

que se |m| > m/

o o\ o oNT (o o\ o o\ (o o\
ox Oy ox Oy - \oz Oy or Oy oxr Oy '

o 9 |m| o 9 m/ o ) [m|—m/ . o2’
() (atim) =(am) Vg 02

Por outro lado se |m| < m/,

o o\ o o\ (o oNTTMa oo o\
ox Oy ox Oy ~\oz Oy or Oy oxr Oy '

Logo,




Fazendo w = min{m/, |m|}, podemos escrever ({4.22)) e (4.23)) como

o oN\™roa  oN™ (o o\™m >
g 2 A il (—1)v 2
ox ('9y Jor Oy ox oy 0z%w
onde o sinal é negativo se |m| > m’ e positivo caso contrario. Substituindo

em (4.21]) e usando o teorema temos,

Ym+m

Yl’ I [ Al’,Am 1+1/ (97¢)
,7 Y, (0, B) (1) =

l m-+m/
47T —m A 7 A Y ’ (07 ¢)
+ Z Y. (a ﬁ) l I+

o971 L 11 m+m I+1+1
- 20+ 1 AT r

(0, ¢) ii A plm A ARY ™ (o, B) Y™ (6, 9)

4.24)
) progr— I+i+1 0 (
it 1=0 m=—1 20+1 Al e
onde
: (—1)min(m'lim)  se m < 0
J =
1 caso contrario
O

O teorema seguinte mostra como converter um harmonico esférico “de

grau negativo” em um de “grau positivo” em torno de uma nova origem.

Teorema 4.1.6. Seja Q = (p,«,5) o centro de alguma expansao em har-
monicos esféricos de grau arbitrdrio. Seja P = (r,0,¢) comr <pe P—Q =

(r',0',¢"). Entao,

9/ ¢/ 00 l m/AmAm YiTl’ m( 7ﬁ) . l
1=0 m=—I 141
onde
! (=) (=1)yminlmLmD) - se mom” > 0
" (-1 caso contrdrio
ou



Demonstragao. Primeiro devemos notar que se (zp, yp, zp) € (g, Yg, 2¢) S0

as coordenadas dos pontos P e QQ respetivamente, entao

(ar) (7)== (520) (7) 1)

(>
(@) ()=~ (@) (7) a2
(a:) ()=~ (a) (5) 420

Lembrando da definicao (4 e do teorema , 2, podemos escrever

1 1 & r
—— = — = ——Pi(cosry
ey R SyeailCadt

1
r
1

O] e

Agora vamos considerar trés casos separadamente:
Caso 1: m’=0

Do teorema e de (4.27) temos:

Y26, ¢') 0 O (1 v (1
S =~ g\ ) C g ()

Utilizando (4.30)),
Yl9(9’,¢’) p 00 0 An o om ] oV +i=Im| 1 " .
S (=1) Z Z 2l+1Al’A (9g+) 95 +i=Iml ; Y™ (0, 9)r" +
=0 Lm=— Q

47 m OV M/ m
+ Z ——APA (8g-) P m (> Y, (9a¢)7"l]~
m ZQ p
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E novamente utilizando o teorema [1.1.2]

Yo', ¢') e - AT 40 Vi (@, f) !
v vl (g E E A AT Y™ (0,
) (-1) — o1 v pl+l'+1AWil/ (0, 9)r +

1
Ar Vi (a, B)
+ AY A Ly, )t | =
TnZ:l2l+ ! P +1Al+l’ l
e 0
— l’ 0 m l+l/( ,B) v 1
1
, 4n T, B)
1 0 qm Yitl l
+ (71) 2l+1Al/A l+l’+1Am Y (9,¢)T‘|
m=1 I+
Portanto,
e’} l _
Y (o, B)
l/ 0 gm ~I4V m 1
/l’+1 Z Z Al’Al WY (6, 0)r'.  (4.31)
=0 m=—1

Caso 2: m’< 0

Do teorema e de (4.27) temos:
Y @', ¢ ol e \™ar-ml
WD g (2 i) (2)-

r/l+1 Ozp Oyp 84;_'"” 7!
A o ) |m/| al'*|m'| 1
= (71)l Al’ <8 — Za> W (/) .
TQ (e} 0z r
Dai,

Y (0, ¢') o |m‘ o'~ > A iy O 1N l
lr/l’-i-l :Al’ (aQ— l’ ‘m/|z Z Ql—l—l l (8Q+) 8zé2_‘m| ; Yl (aad))r

l

l—m
+ 3 A )" g (;)nmw,wl)]:

l+1Al’A (9g+) W( )Yl (0, ¢)r" +

o

M E
o SMO

+
E

o m al-i—l [m|—|m/| 1 " .
AZL Al (aQJr) (862*) I+ —[m|—|m/| (p) le (9’ ¢)T :
0z

3
Il
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Assim, usando o teorema e procedendo como no teorema anterior

temos:

/l’+1 m—m/ I+1'4+1
r 20+1 Al+l/ P

o) l ’ ’

/ / m m mY:n —m 7

W) gy A SN0 Dy gy, (a32)
1=0 m=—1I

onde

/

I =

m

(—1)" caso contrario

Caso III: m’ > 0

Do teorema e de (4.27) temos:
m’ (gl 4! m' ol —m!
W8 _ ym (3+3) 9 <1>:

! ! /
T’l +1 bS] zp 6yP azl —m r!
!’

0 m))m' o (2)
dzg dyo 825‘”' r )

(-0 ap

Dai,

Y (0, 4) o o S K A OO
WTL) ) g 000 Lo S| S A (9™ T () Y0
Q -1

,r,/l’+1

- [m’| |ml al+l’7|m|,|m/‘ 1 . l
m; 2z+1Al’ A7 (@040)™ (90-)™ PR <p>Yz (0, 9)r" +

=0

AP AT @yt T (Y
+221+1 " A" (9a+) W PR (0, ¢)r
=0

A AP 0,y O (1Y g g
+Zzl+1 v (9a+) W; "0, 0)r |

Am Am 5 | 5 m ‘al—i-l |m|—|m/| —_— .
S A AT @)™ (0 )" %""”'<P> (0.0)r

m=—1

48



Deste modo, usando o teorema (4.1.3) e procedendo como no teorema

anterior temos:

00 l ’ ’

Y;rn / / 4 mAn/’L Am Y;m —m

Y. ¢ => ¥y = I Al v (@, B)YY”(Q,gb)rl, (4.33)
=0 =—

/l/+1 l 21 +1 Aﬁl’m pl+l’+1
onde
S (—1)! (=1)man(m’LImD - ge m< 0

(—1)¥ caso contrario

]

O préximo teorema mostra como escrever uma expansao em harmonicos
esféricos (exp. de taylor) com origem em Q(p, c, f) como uma expansao em
harménicos esféricos (exp de taylor) em torno da origem de Q. A demon-

stracao pode ser encontrada em [31].

Teorema 4.1.7. Seja QQ = (p,a, B) o centro de alguma expansao em har-

monicos esféricos de grau arbitrdrio. Seja P = (r,0,¢) e P—Q = (r',0',¢’).

Entao,
, J A AT gl , ,
oy s T S (@0 i mo, oy, (434
1=0 m=-1 v
onde
(=D)i(—=1)™ semm’ < 0
T =1 (D=1 semm’> 0¢|m]<|m]
(—1)! caso contrdrio,
ou
o 3lml
I = (4.35)

Ao aproximarmos uma funcao por uma expansao em série até a ordem p

um erro é cometido. No que segue avaliamos tal erro.
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Lema 4.1.1 (Erro de truncamento). Seja ¢ o valor de uma determinada
carga localizada em Q = (p,a, B) e P = (r,0,¢) o ponto onde € calculado o
potencial. Sendo v o angulo entre eles e ||P — Q| = r" com r > q. Entdo o

erro ao aproximarmos uma funcdo por uma expansao de multipolo é

pHl
<2 (3) . (4.36)
r—p\r

p 1
q qp
ol Z pEs) Py(cosy)
1=0

Demonstracao.

]

O teorema seguinte permite transladar uma expansao de multipolo e é
importante para o desenvolvimento do método pois permite combinar ex-

pansoes de multipolo feitas em origens diferentes em uma origem comum.
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Teorema 4.1.8 (Transla¢do de uma Expansao de Multipolos). Suponha que
n carqgas qi, qs, - - - ,qn estao localizadas dentro de uma esfera D de raio a com
centro em Q) = (p, «, B) cugjas coordenadas referem-se a um sistemas de eizos
com origem no ponto O, e que para pontos fora desta, o potencial devido a

essas cargas € dado pela expansao de multipolos

7m Ym(e/,qb/)
47r50 Z Z Z%Ql—i— 1 Y, (aivﬁi)lTT, (4.37)

=0 m=—1 =0

onde P—Q = (r',0',¢') er; sao as distancias das cargas em relag¢io ao ponto
Q. Entao para qualquer ponto P = (r,0, ) fora da esfera Dy de raio (a+ p)

centrada em O,

1 A k~J
V(P) = Tre Z ZAM]. e (4.38)

J=0 k=—j
onde
J l n k— m, m 1 k+m
m)? ] JE A AR Y (0, )
J ;m;l;% (7"1) (2l T 1)(2(] — l) + 1) l (0417/81) Aéc ,
(4.39)
e Ji,, € dado por . Além disso,
+1
1 & L Y5 (0, 0) Soiilal [ (a+p) g
< =1 117 ) '
 dme ]gok_z_ My = 7«]+1 Sty . (4.40)
Demonstracao.
: Y (0, )
P) = i My, B) A~ 2P
V(P) 47reo ;mzl;q%_yl (i, Bs) AR
_ L 0y, Y00 )
T 4rreg ¢ Z 0+1 i (r:)" Yo (a»ﬁ)w +
- —m Ylm(al’ (b/)
471—60 ; 22+1 (azvﬁz)W—F'”—F
- —m M .
47T60 ; Z 2l—|—1 (2, 5s) gt

o1



Figura 4.2: Translacao de expansdo de multipolo

Usando o teorema em cada um dos termos, temos

a

a b+0
Yo (a, ) Z Z 4m JOAbA 0P'Y, (a B) Yo (0, ¢)

= dreo Z‘” (r:)° 0+1

P et 2a +1 AZi% ra+0+1
yom SN~ dr TP ALAT Y (e, B) YU (0, 9)
4776 Z Zq12+1 )N (a“ﬁl)agob;a 2a+1 A’;iﬁ” rat1+1 +o Tt
y-m E G dAm A ATy b (o, B) Y0, ¢)
47760 Z 2%214‘1 ri) Y (O%Bi)z;)bz 20 +1 Abﬂn rati+l +
— == b

Somando todos os termos,

L dm JAL AT Y, B) YO0, 0)

9] l n oo
Zo dmeg Z 2%2 i) l_m(ai’ﬁi)z Z 2a +1 - Abtm a:(i+l+1 =

m=—1i=0 a=0b=—a ol
: -m m m ,ay — b+m
: i Z i za: zn: ) qz( Z) Y (047;761),]}) AbAl 14 Ya b( 5) Yai_l (97¢)
47T60 1=0 m=—1a=0 b=—a (20 + 1 (2a+1) AZJJ:T patirl

Fazendo a + 1 = j e m + b =k ficamos com

1 & YE(0,9)
47T6()ZZM] TJ+1 ’

7=0 k=—
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P_y ! (4m)” g o T AL AT Y (0, )
Mi=2 2 2 a ) Gy e @) A] |

A demonstracao para o erro é andloga a feita no lema [4.1.1]

]

O teorema abaixo permite converter uma expansao de multipolo em uma
expansao local. Sera muito utilizado pois permite escrever varias expansoes

de multipolo como uma expansao local em uma tunica origem.

Teorema 4.1.9. Suponha que n cargas qi,qs,...q, estao localizadas dentro
de uma esfera D, de raio a com centro em QQ = (p, o, ) e que p > (c+ 1)a
com ¢ > 1. Entao a correspondente expansao de multipolo converge dentro
de uma esfera Dy de raio a centrada na origem de ) . Dentro de Dy, o

potencial devido as cargas qi,qs, ...qn, € dado por

47T€0 Z Z Lbe a

=0b=—a

onde

Z Z Z 47T (az’ﬁz) J?AbAmYarilb( ,3) (4 41)
— 2l+1 2a+1) prtir gl

m=—1 1=0

com Ji" dado por[{.1.6. Além disso,

+1
1 & YO0y el (1)
IR R O

ca —a
=0 k=—j
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D

Figura 4.3: Conversao de uma exp. de multipolo para exp. local

Demonstracao.

[e%S) l n
1 4 Lorem Y™ (', ¢')
P = 5 3 S gt e )

L A ) Y T

4meg — 2x0+1 r/0+1
1 n
1 Am - Y (¢', ¢')
i i) YT " (o, Bi
47T€om;12;q2+1(r) e B) =N et

1 ir Y (0, o)
E E i (1:) Y " (e, Bi) =+
+47T€0 m=—1 i=0 Gy (ri) ¥ (i, Bi) i+l *

Usando o teorema em cada um dos termos, temos

1 <« N L dr JQAL Ay (o, B) YR(B, ¢)
V(P) = qi (ri)” Yg (v, Bi) pmr ot
dmeo ; ;)b; 2a+1 Aaio perott
1 n o0 a m Ab Am.,.ay m—b b
1 4 1y — dr JTAGATT Y. (o, B) Y2(0, 9)
i (ri) Yy " (o, Bi v -
+47T€0 m:z—l ;q 2+1 (T ) ' (a B );b;a 20 +1 Azji-rln pa+1+1 * +
l n 00 a m Ab pAm,.ay m—b b
1 A v e A ST AGAT Y (an, B) YE(6, 9)
i (1) Y, " (o, B - -
e m;l;q a1 ) Y e B );b_z_:a 2a + 1 A patit

Somando todos os termos,

9] l n 9] a m Ab Am.,.ay m—b b
1 4 Ixr— 4 ']b AaAl Y, +1 (Oé,,@) Y, (9, ¢)
V(P) = E E E i )Y, " (g, Bi E E = < =
v = dmeo =i a1 B )a:O y—,2at1 AZ;;” petttt

T AL AT eY T (o, B) YR8, ¢)

0o 0o l n
_ 1 (4m)° Iy —m
- 47T60 Z Z Z qu (7"7,) Y} (Ck“ 57,) AZ;?L pa+l+1

a=0b=—a |=0 m=—11=0
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A demonstracao para o erro é anéloga a feita no lema [£.1.1]

[]

O seguinte teorema mostra como transladar a origem de uma expansao

local truncada.

Teorema 4.1.10 (Transla¢do de uma expansao local). Seja Q = (p,a, ) a
origem de uma expansao local

S Y o

a=0 b=—a

onde P = (r,0,®) e, assim como Q, tem origem em O. Além disso P —@Q =
(r',0',®"). Entao,
AP AT Y (e, B)

a a l
= Zp: YYD ok, v Yi(0, ). (4.43)

a=0 b=—a =0 m=—1

D

Figura 4.4: translacao de uma exp. local

Demonstracao.
Z Z Obe 9/ / /a
a=0b=—a

— 08}/00((9/7 CI)/)TIO + Olefl(e’, (I)/)T/_l N OZY;](@/, q)/)T/a R
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Utilizando o teorema [£.1.71 em cada um dos termos ficamos com
0 l
=05 >
! Jl mAmAl{ ?”plYm(oz B)

1
+ Y 0> 7 Ym0, )t

Jl mAon l PlYlm(aaﬁ)
A

%Oim (9, ¢)’I"O_l 4

b=—-1 =0 m=—1
a a l b m Iym
J, mA Aa p Y 5
+ Z OZ Z Z L, lb ( )Yab:lm(e’gb)rafl 4.
b=—a =0 m=—1 a
Assim
P a a l Obe AmAa ; plYlm(Oé 6)

V(P) _ Z Z Z Z l,m Ag ) Y::lm(e,(ﬁ)’l“ail.

4.2 Algoritmo FMM em 3D

Para executar o Fast Multipole Method dividimos o sistema para o qual
desejamos calcular a energia em oito partes iguais. Cada célula formada
com a divisao recebe um indice i. Cada célula ¢ é novamente dividida em
oito partes e assim sucessivamente até que, depois da ultima divisao, cada
célula contenha aproximadamente uma particula. O algoritmo é construido
segundo um esquema comumente conhecido como arvore, para o qual sistema
original é definido como sendo o nivel zero ou raiz.

Cada célula formada na n-ésima divisao sera denominada “célula i do nivel
n” e as caixas formadas no processo imediatamente seguinte serao chamadas
“células filhas”. Do mesmo modo, quando falarmos em “célula-mae” de al-
guma célula ¢ estaremos nos referindo a célula pertencente a um nivel acima
e que contém ¢. Uma ilustragao esquematica da divisao de um sistema em

2D é mostrada do na figura
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Embora o algoritmo Fast Multipole tenha sido originalmente criado para
calcular a energia de um sistema num espaco continuo, podemos utiliza-lo
para simulacoes na rede. Neste caso, consideramos a prépria rede como
sendo o ultimo nivel, chamado nivel D e as células deste nivel coincidirao
com os sitios. Agrupando as células deste nivel de oito em oito formamos
o nivel D — 1 e procedemos assim, sucessivamente, até obtermos uma tnica
caixa. Devemos tomar cuidado no caso em que o tamanho dos sitios sao
tomados iguais ao diametro ionico. Quando este for o caso, as expansoes
devem comegar em pelo menos um nivel abaixo, ou seja D — 1. O restante

do procedimento é andlogo ao do caso continuo.

= =

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura 4.5: Niveis de refinamento

Na descrigao do algoritmo dada abaixo, a seguinte notagao sera usada:
Em; 4 - Indica a tabela que contém os coeficientes da expansao de multi-
polo, de ordem p, formada para a carga ¢; com posicao j e centro na célula

Cl.

EM, ; - Indica a tabela que contém os coeficientes da expansao de multi-

polo (em torno do centro da célula i) de ordem p, criado pelas n particulas
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contidas dentro da célula ¢ no nivel n, ou seja

n
EM,; =Y Emj,;. (4.44)
j=1

E usada para descrever o potencial fora da célula 7, devido a todas as

particulas dentro da célula 7.

EL, ;- Indica a tabela que contém os coeficientes da expansao local de ordem
p em torno da célula ¢ no nivel 1. E usado para descrever o potencial den-

tro da célula 7, devido a todas as particulas fora da célula ¢ e de suas vizinhas.
Célula mae(m(i)) - Célula mae da célula i.

TL, ;- Indica a tabela que contém os coeficientes da expansao local de ordem
p em torno da célula ¢ no nivel 1. E usado para descrever o potencial dentro
da célula i, devido a todas as particulas fora da célula i e de suas vizinhas.

E o resultado da translacao da expansao local EL,_1 ;).

Lista de interacdo(L;,) - para a célula ¢ no nivel n, é o conjunto das célu-
las que sao primeiras e segundas vizinhas da célula mae de 7 e que nao sao

primeiras e segundas vizinhas da célula .

Suponha que o sistema com N particulas, seja dividido D vezes. O poten-
cial em cada uma das 87 células do tltimo nivel serd calculado como a soma
de duas partes, o potencial “proximo”(Vp) e o potencial “afastado”(Va).

Assim, a energia do sistema pode ser escrita da seguinte forma:
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N

E= Z(%V;) =F= Z ¢(Vpi +Va;). (4.45)

i=1 i=1

O potencial préximo é calculado diretamente, ou seja,

V=Y —2 (4.46)
J

r; — Tj
onde o indice j indica todas as particulas que estao nas células que sao
primeiras e segundas vizinhas da célula i.

O calculo do potencial afastado é feito em dois passos:

Primeiro passo: Para cada célula no maior nivel de refinamento , determina-
se, os coeficientes da expansao de multipolo com origem no centro da propria
célula.

Considere que em alguma dessas células, digamos C', contenha 7 particu-
las. O potencial para uma particula i fora da célula C', devido as n particulas

daquela célula, é

ZZ Z qj2l+1 ] lm( J?ﬁ]) n}gl_f_’lgbl), (447)

7=1 =0 m=-I

onde 75, a;, B; e R;,0;, ¢; sao as coordenadas da particula j e ¢ em relagao ao
centro da célula C.

Em seguida, para calcular os coeficientes da expansao de multipolo de
uma célula mae, sao usadas as que ja foram feitas para suas respectivas
filhas, fazendo uma translagao do centro da expansao para o centro da célula
mae (figura [4.6) usando o teorema 4.1.8, Deste modo, para uma particula

1, fora da célula mae da célula C,

E:}:AQ R;?% (4.48)

a=0 b=—a
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onde

a l n
M(lz)(pvavﬂ) :Z Z ZQjFl(rj,O‘jaﬂj)F2(p7O‘,ﬁ)v (449)
=0 m=—1j=0

p, a, 8 sao as coordenadas do centro da célula C' em relagao ao centro de sua

célula mae e
4

si1 ) Y @ ), (4.50)

Fi(rj, a;,85) =
b R AP A Y )
(2(a—1)+1) Ab ’

Os fatores Fy(p,a,5) ( e também os fatores Fi(r;j,a;, ;) no caso de

F2(P’Oé>5) =

(4.51)

simulagdes na rede) sao fixos para cada (p,«,3) e podem ser previamente
calculados.

Este processo é repetido do maior nivel para o menor (figura até que
se atinja o nivel 2. Assim, ao final deste processo, para cada célula em cada

nivel existird uma tabela contendo os M? coeficientes da expansio.

Figura 4.6: Esquema das translagoes de multipolo em 2D

Segundo passo: O passo seguinte é formar as expansoes locais para todas
as caixas em todos os niveis comegando do menor nivel de refinamento. Isto
é feito utilizando o teorema para converter as expansoes de multipolo
ja feitas em expansoes locais, com a finalidade de calcular a influéncia de
cargas distantes sobre uma determinada carga. Isto s6 pode ser feito para
células ditas “ bem separadas” ou seja que nao sao primeiras nem segundas

vizinhas de uma célula A.
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XXX X
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ESENENES

-

Figura 4.7: Esquema das translagoes de multipolo sucessivas em 2D

Suponha que uma célula C' faca parte da Lista de interacao da célula A.
Entao para alguma particula ¢ contida em A, o potencial devido as particulas

contidas em C é

EE: EE: Lb}/b

a=0 b=—a
onde o
=Y > Flr,a,B)F(pa,b), (4.52)
=0 m=—1
Fi(ry, 0n, 1) = M["(ry, 00, B1) (4.53)
e
Fa(p, @, 8) = o S AATYIC (0 ), (4.54)

(Qa + 1) pa+l+1AZ+§n
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s —

Figura 4.8: Lista de interacao e conversao de multipolo: As exp.
de multipolo das células na lista de interacdo (em azul) da célula
A (em amarelo) sao convertidas em exp. locais com centro na

célula A e somadas

Aqui, p, a, 8 sdo as coordenadas da célula mae de C' em relacao ao centro
da célula A, (r1,aq, f1) sdo as coordenadas do centro da célula C' em relagao
ao centro de sua célula mae. As coordenadas (7,0, ¢) sdo as coordenadas da
particula i em relagao ao centro da célula A. Como antes o fator Fy(p, o, 3)
pode ser pré-determinado.

Este o procedimento é realizado para todas as células que estao na Lista
de interacao da célula A. Depois de convertidos todos os coeficientes da
expansoes de multipolo, todas as expansoes tém a mesma origem (o centro
da célula A) e podem ser somadas (figura[4.8).

Agora, a expansao resultante pode ser transladada usando o teorema
para cada uma das células filhas ou, no caso de ser o maior nivel de
refinamento, usada para calcular o potencial. Suponha que a célula A esteja

num nivel n, a soma das expansoes convertidas de todas as células na lista
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de interacao da célula A, somada a expansao ja transladada da célula mae

de A serd transladada para todas as suas filhas (figura[4.9).

Figura 4.9: Transla¢ao de expansao local: As exp. locais so-
madas (contabilizando a influéncia de todas as particulas na lista

de interagdo (em azul)) sao transladadas para a célula filha (em

branco)

No préximo passo, ela deverd ser somada junto com as expansoes conver-

tidas do nivel seguinte (figuras e . 11])).
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Figura 4.10: Conversao de multipolo em niveis maiores: as exp.
de multipolo da lista de interagdo (em cinza) sdo convertidas em

exp. locais com centro em B (em branco) e somadas.
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Figura 4.11: somando expansdo local com translacao local: As
contribui¢oes para o potencial na caiza B (em branco), devido
as particulas nas caixas em azul e em cinza sao contabilizadas
depois de somar as exp. local (circulo vermelho) com a exp. local

transladada (circulo verde).
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Denotando por C[EM;](r;) o processo de converter uma expansao de
multipolo e determinar o potencial em r; , TI[EL; ,](r;) o processo de transladar
uma expansao local e determinar o potencial em alguma posicao r;, podemos

escrever a energia do sistema na forma

SD
-5 (X X 8 e X clmatniden it | 3 ClEMpn) T

ce=1j€ce \vEV,.. qvEV k€L.c a€ L (ce)

(4.55)

Em linguagem de programagao o algoritmo pode ser escrito assim:

Passol Sendo D o nimero de divisoes feitas no sistema, entao

e doi=1,..8"
Formar uma expansao de multipolo de ordem p, EMp;, usando a ex-

pressao (4.4)).
enddo

e dol=D—-1,D-2,.2
doi=1,..8
formar EM;_, ; a partir da Em,;; mudando o centro de expansao através
do teorema e adicionado-os.
enddo
enddo

Passo2

e dol=2.(D—-1)
doi=1,2,.8
Formar EL;; usando o teorema para converter a EM; ; de cada

caixa 7 em uma lista de interacao da caixa ¢ para uma expansao local
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em torno do centro da caixa i, adicionando estes termos e adicionar

TL,.

doj=1,..8

Formar a expansao T'L;;1; para as j filhas usando o teorema
para expandir EL;; em torno do centro das caixas filhas.

enddo

enddo

enddo

doi=1..8
Criar EL;; usando o teorema para converter a expansao KM ;
de cada j na lista de interacao da caixa i para uma expansao local em

torno da caixa i, adicionando-as e adicionando o resultado a E'L; ;.

enddo

Para toda particula p; calcular EL;;(F;)
doi=1,..8

EL(P)

enddo

doi=1.8
calcular a interacao das particulas na caixa e das primeiras vizinhas.

enddo

doi=1..8
Somar o potencial proximo e distante.

enddo
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4.3 Simulacoes de Monte Carlo usando o FMM
- Fast Multiple Monte Carlo (FMMC)

Os coeficientes determinados durante o FMM podem ser aproveitados para
calcular as diferencas de energia provenientes de trocas de particulas real-
izadas em simulagoes de Monte Carlo no ensemble canonico.

Depois de calculada a energia inicial do sistema, teremos armazenadas,
para célula em cada nivel, tabelas com os coeficientes das expansoes de mul-
tipolo, expansoes locais e os valores da energia devido as particulas internas
a cada célula e os valores das energias devido a interacao das particulas da
célula com as células vizinhas.

No diagrama abaixo mostramos esquematicamente o algoritmo para tro-

car os coeficientes das expansoes depois de uma troca.
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Inicio: Sorteio de duas particulas

Nova Emy g1 e Emg g ‘

q1 e ¢o pertencem a mesma Celula‘a

Sim
Nao
Troca EMp e e EMp e Troca EMp ¢
\ /

Ccl e co pertencem a mesma m

Enquanto 1 > 1 N\ Enquanto 1 > 1

Troca EM ) e EMl,m Troca EMj ()

Enquanto 1 # D

Translada e Troca Elj11 4

Ap6s o sorteio de duas particulas (¢, e ¢2) de cargas diferentes, ou uma
particula e um sitio vazio, calculamos os novos coeficientes das expansoes de
multipolos no maior nivel para ¢; na posicao de ¢, e para g na posicao de
q1. Todos os coeficientes de todas as expansoes geradas a partir de agora

serao armazenados em tabelas provisérias. Essas tabelas provisorias poderao
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substituir as criadas inicialmente ou ser zeradas dependendo se, no algoritmo
de Metropolis, a troca for aceita ou nao.

Ao determinarmos os novos coeficientes das expansoes para ¢, e gy, ver-
ificamos se elas pertencem a mesma célula, digamos ¢;. Em caso positivo,
criamos uma nova tabela para EMp ., substituindo os antigos coeficientes

das expansoes de g; e ¢o pelos novos:

(EMD,q)novo - EMD,cl - Eml,ql + Em2,q1 - Em2,q2 + Eml,q2
n
= E Emj,qj — Eml?ql -+ Em2’q1 — Em27q2 + EquQ.
Jj=1

E em caso contrario,

(EMD,q)novo = Z Emj,qj - Eml,ql + Eml,qZ

=1
n

(EMp.cy)nove = E Em;g; — Emg g + Ema g
=1

Agora estas expansoes devem devem ser transladadas para os niveis menores
e substituir as antigas. Ao fazer isso devemos verificar se as expansoes
transladadas pertencem a mesma célula, ou seja se elas tétm a mesma mae.

Portanto devemos ter

(EM(p-1,m(cy)))novo = EM(p_1,m(cy)) — TIEMp c1)] + T[(Em(p,c1))novol

7T[Em(D702)] + T[(EM(D,CQ))N,OUO]
8
(EM(D—l,m(cl)))nmm = Z T[EM(D,ce)] - T[EM(D,Cl)] + T[(Em(D,cl))nmm]

ce=1

_T[Em(D»CQ)] + T[(EM(D,C2))TLOUO],

caso elas pertencam a mesma célula mae e

(EM(D—l,m(cl)))novo == EM(D—l,m(cl)) - T[EM(D,cl)} + T[(EM(D,cl))novo]

(EM(D—1,m(c2)))novo = EM(p_1m(cp)) — TIEM(p c2)] + T(EM(D,c2))novo)-
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Aqui, T[EM;] indica a translacdo da expansao de multipolo da expansao
EM, ;. Este processo ¢ repetido até que se atinja o nivel 2.

Depois de atualizar as tabelas expansoes de multipolo é necessario at-
ualizar também as tabelas de conversao e translacao local. Durante este
processo uma lista com as tabelas alteradas é criada. Assim, no processo de
conversao, somente as células que tem a tabela alterada na lista de interacao
precisam ser mudadas. Note que, uma vez alterada a tabela de conversao de
uma célula, a tabela de conversao de suas filhas (até o maior nivel) também
devem ser alteradas. Assim sendo A a lista de células que contem a célula

alterada temos

(El(l,c))novo = EM(l,c) - El(l,cEA) + (EZ(D,CEA))HO’UO

(El(l,c))novo = Z EM(l,ce) - El(l,CEA) + (EZ(D,CEA))HOUO'

ceELcl

Entao, depois de atualizar esta tabela, ela é transladada para as filhas da
célula e o processo se repete até atingir o maior nivel de refinamento.

Depois disto s6 resta atualizar a soma da energia entre as particulas das
células vizinhas e as particulas sorteadas e a energia entre particulas que

estao dentro da mesma célula que as particulas sorteadas.

4.4 Simulacoes e Resultados

Realizamos testes dos dois algoritmos. Nas duas subsegoes a seguir apresen-

tamos:

e uma comparacao dos resultados do célculo de energia através do algo-

ritmo FMM com os resultados de célculo direto;
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e testes das propriedades termodinamicas do LRPM obtidas através do

FMMC.

Comparacgao com o calculo direto

Executamos os algoritmos citados acima para sistemas em redes com
84 8% e 8% sitios. Nas tabelas abaixo comparamos o FMM e o célculo
direto em sistemas com 8%, 8% e 8% sitios e Np particulas distribuidas
aleatoriamente. Nos resultados obtidos com o FMM foram utilizadas
expansoes de multipolo com termos até [ = 10. Os testes foram real-

izados em uma maquina Philco, core I5, com 4Gb de RAM.

Direto FMM

Np || tempo(s) Energia tempo(s) Energia

100 0.01 5.979515849 0.11 5.979515846
200 0.02 -13.36413993 0.13 -13.36413991
300 0.04 -20.86615769 0.17 -20.86615762
500 0.06 -66.4204434 0.25 -66.42044343
1000 0.20 -239.1652669 0.35 -239.1652669
1500 0.40 -855.3074 0.39 -855.3075

1800 0.58 533.43399 0.4 533.43390

2000 0.71 1288.524251 0.43 1288.524251
2500 1.11 -37.34600096 0.45 -37.34600090
3000 1.52 -80.75501536 0.51 -80.75501533
3500 2.02 -2384.61752 0.56 -2384.61753
4000 2.65 -50.2022778 0.66 -50.2022776

Tabela: Energias determinadas pelo cdculo direto e FMM com 8* sitios.
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FMM X C. Direto

3 T T T | T

i & C. Direto b
9 FMM

2.5

(]

tempo(s)
n

0.5

0 1000 2000 3000 4000

numero de particulas

Figura 4.12: Comparacao de tempo de execugao entre FMM e cdl-

culo direto. Sistema com 8* sitios
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Direto FMM
Np tempo(s) | Energia | tempo(s) | Energia
200 0.2 16.90895 12 16.90894
1000 0.4 -59.1919698 22 -59.1919697
2000 1.13 -46.00247 30 -46.00244
3000 2.19 -156.03027 31 -156.03026
5000 5.4 36.9084 31 36.9084
8000 12.1 -693.0600 32 -693.0602
10000 18.1 -109.73923 32 -109.73921
12000 26 -244.98161 33 -244.98161
150000 40 22.80355 33 22.80358
20000 69 -406.5697 35 -406.5697
25000 106 -2384.61752 36 -2384.61753
30000 151 -458.2738 37 -458.2737

Tabela: Energias determinadas pelo cdculo direto e FMM com 8° sitios.
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FMM x C. Direto

20‘(] T T T T | T | T

i G C. Direto
G FMM

150

tempo(s)
=2

50

I
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
numero de particulas

Figura 4.13: Comparacao de tempo de execugao entre FMM e cdl-

culo direto. Sistema com 8° sitios
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Direto FMM

Np tempo(s) Energia | tempo(s) Energia

200 2 3.508380 19 3.508389
1000 3 -22.207877 48 -22.207878
2000 7 3.105283 106 3.105283

10000 47 -287.63165 438 -287.63163
20000 122 448.48697 011 448.48696
50000 239 -855.3074 519 -855.3075

100000 1874 533.43399 226 533.43390
120000 2620 -1587.0037 2932 -1587.0038
150000 4015 1001.70315 540 1001.70316
180000 2621 -1075.72291 545 -1075.72293

200000 6388 -2384.61752 951 -2384.61753

250000 10558 | -5932.02582 256 -5932.02584

Tabela: Energias determinadas pelo cdculo direto e FMM com 8° sitios.
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FMM x C. Direto

T T | T | T T T
o FMM
10000 — G CDireto |
&
E
o
= 5000 -
O?Q’M T ! T ! T ! | ! | !
50000 le+05 1.5e+05 2e+05 2.5e+05 3e+05

Numero de particulas

Figura 4.14: Comparacao de tempo de execugao entre FMM e cdl-

culo direto. Sistema com 8% sitios

Podemos ver nos graficos acima a eficiéncia do método quando com-
parado a um algoritmo que realiza O((Np)?) operagoes. Notamos ainda
que nao ¢ eficiente utilizar o FMM com sistemas de muitos sitios e pou-
cas particulas. Isto ocorre principalmente devido ao grande nimero
de tabelas pré-calculadas utilizadas pelo programa que devem ser car-

regadas antes de executar o algoritmo.

Quanto aos valores obtidos notamos sao consistentes e lembramos que
uma melhor precisao pode ser obtida aumentando o valor de . Entre-

tanto ressaltamos que aumentar o valor de [ acarretara num aumento
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no tempo de execucao do programa.

Um outro teste que efetuamos foi o calculo da energia com a rede cheia e
ordenada para um cristal do tipo NaCl, para a qual obtivemos energias
cada vez mais proximas a de Madelung na medida em que aumentamos

o tamanho da caixa. O valor tedrico da energia de Madelung é -0,87378

Np || Energia
8 1| -0.86099
8 || -0.86753
8% || -0.87069

Testes no LRPM

O LRPM foi muito explorado nos ultimos anos em simulagoes de Monte
Carlo no ensemble canonico e grande candnico [32) 33, 22], 23] 34]. Com
excessao do trabalho de Stell e Dickman [32], que utilizam expansoes
de multipolo, os textos conhecidos adotam a Soma de Ewald. Estu-
dado sempre sob condigoes periddicas de contorno o LRPM apresenta

transicao liquido-gas e transi¢ao ordem-desordem |32, [33].

Em nossos testes foram feitas simulacoes de Monte Carlo para o LRPM
no ensemble candnico na regiao de baixas densidades. Definimos os

seguintes parametros adimensionais:

, ksT . U 4rred? Np
reT e eI er=

onde e é a carga elétrica, d é o tamanho da aresta de um sitio e € é a

constante dielétrica.
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A cada sitio da rede associamos um nimero de 1 a 8 (D=4, 5 ou 6)
que indica a posicao do sitio na caixa. Para as tentativas de movimento
criamos trés listas: uma com os nimeros que indicam as posi¢oes das
cargas positivas, uma com os nimeros que indicam posicoes das cargas
negativas e outra para os sitios vazios. Para realizar o sorteio executa-

mos o seguinte procedimento:
Primeiro sorteamos dois nimeros a e b no intervalo [0, 1[. Em seguida
fazemos uma das seguintes escolhas:
— Caso a > 0.5 e b > 0.5 sorteamos um nimero da lista de cargas
positivas e um numero da lista de cargas negativas.

— Caso a > 0.5 e b < 0.5 sorteamos um nimero da lista de cargas

positivas e um numero da lista de sitios vazios.

Caso a < 0.5 e b > 0.5 sorteamos um numero da lista de cargas

negativas e um numero da lista de cargas positivas.

— Caso a < 0.5 e b < 0.5 sorteamos um nimero da lista de cargas

negativas e um numero da lista de sitios vazios.

Realizado o sorteio, a mudanca na energia é avaliada e o algoritmo de
Metropolis[35] executado, ou seja, configuragoes tentativa que tem en-
ergia menor sao aceitas com probabilidade 1, enquanto aquelas que au-

mentam a energia (AU* > 0) sdo aceitas com probabilidade e=2U"/T".

Na figura mostramos o resultado de simulagoes do FMMC para
a energia como funcao da temperatura para densidades p = 0.04 e
p = 0.3 em um sistema neutro com 8* sitios. O aumento abrupto
da energia indica uma transicao da regiao de coexisténcia para a fase

homogénea. Os resultados da simulagao apresentam boa concordancia
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com os resultados obtidos por Henrique Guidi para redes com L = 16,
através de célculo direto sob condigoes peridédicas de contorno em seu
trabalho de doutorado em andamento[6]. A pequena discrepancia em
baixas temperaturas provavelmente deve-se a condicoes de contorno

diferentes, questao que esta sendo analisada em mais detalhes.

0 T T T T T T T T T T | ‘ T | T T
L — Calculo direto 0.04 i
Calculo direto 0.35
& FMMC 0.04
021 = FMMC 0.35 _
04— —
<
=1
0,6 - |
08 |
1 1 | 1 1 ‘ L L ‘ 1 L ‘ L 1 | 1 1 | 1 1 | L L ‘ L 1 | 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.15: Compara¢ao com o cdlculo direto[6]: energia por
particula versus temperatura para diferentes densidades. Os re-
sultados de FMM sao indicados por simbolos e os do cdlculo direto

por linhas continuas, ambos para L=16.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho realizamos uma revisao sistematica dos fundamentos
teoricos do método de Ewald. Procuramos esclarecer o texto de Leeuw
e Perram [I§], uma referéncia muito citada que analisa a convergéncia
da série constituidas pela energia eletrostatica de um sistema de muitos
corpos, mas que ¢ de dificil compreensao, o que acaba obscurecendo as
condicoes sob as quais é necessario incluir o termo de dipolo, ausente

na deducao original de Ewald, prépria para sais cristalinos.

Esclarecemos o motivo pelo qual é importante buscar um fator de con-
vergéncia para transformar séries condicionalmente convergentes em
séries uniformemente convergentes quando desejamos tomar o limite

termodinamico em sistemas coulombianos.

Verificamos que o método de Ewald foi demonstrado para sistemas
isotrépicos e que o termo de dipolo corresponde a interacao entre as
cargas pontuais e as distribui¢oes gaussianas na caixa central. Notamos
que ele deve ser utilizado apenas quando se recorre a soma de Ewald,

mas nao no célculo direto ou de expansao em multipolos da energia
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coulombiana.

Revisamos os fundamentos tedricos do Fast Multipole Method procu-
rando deixar claros quais os coeficientes a ser utilizados nos algoritmos

que realizam translacao de expansao de multipolo e de expansao local.

Construimos programas em linguagem C para o Fast Multipole Method
que se mostraram eficientes quando comparados com o calculo direto.
Seus resultados se mostraram compativeis com o céalculo direto, com

uma precisao que consideramos razoavel para nossos interesses futuros.

O algoritmo e programa que criamos para propriedades térmicas tam-
bém apresentou resultados compativeis com os resultados obtidos pelo

trabalho independente de Henrique Guidi[]

Esperamos poder produzir em breve resultados de simulacoes para
membranas lipidicas em solugao ionica, um sistema anisotropico para

o qual algoritmos usuais, como a soma de Ewald sao inadequados.
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Apeéendice A

Séries Condicionalmente
Convergentes e simulacoes

numericas

Neste apéendice vamos mostrar que a série

I e )

=1 j=1
¢ condicionalmente convergente. Uma série é dita condicionalmente
convergente quando Y | a, é convergente mas Y |a,| é divergente. Tra-
balhar com séries deste tipo exige um certo cuidado pois o valor para o
qual ela converge depende da ordem em que seus fatores sao somados.
Ou seja, dado um numero real qualquer podemos escolher uma ordem
tal que a série convirja para ele (ver[36] ). O teorema abaixo (devido a

Riemann) ratifica esta afirmagao.

Teorema A.0.1. Seja Y a, uma série condicionalmente convergente.

FEziste uma reordenacao (by,) dos termos de > ay,, tal que > b, =
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para qualquer niumero real c.

Demonstracao. Sejam p,, a parte positiva e ¢, a parte negativa de a,.
Como a,, converge condicionalmente, temos lim a, = 0, o que implica
lim p, =lim ¢, =0, mas Y p, = > ¢, = co. Reordenamos os
termos da série > a, tomando pi,ps,ps, ..., Pn1, onde ny é o menor
indice tal que p; + p2 + ...p,, > c. Em seguida, tomaremos os termos
negativos de a,, —q1, —q2, ..., —Qn,, onde ny é o menor indice tal que
P1r+pP2+ P — @ — G2 — ... — qn, < c. As escolhas de ny e ny s@o

possiveis porque > p, = > ¢, = 00. Repetimos o processo escolhendo

o menor ng tal que p1+pa+..pny =1 — @2 — - — Gny + Py 41+ Doy > €,
e depois o menor n4 tal que p1+po+..ppy —G1 — @2 — .. — @y + Py +1 +
Png = Qng+1 — --- — (n, < c. Desta maneira conseguimos uma nova

ordem dos a, tal que as reduzidas s, da nova série converge para c.

De fato, para todo ¢ impar temos s,,11 < ¢ < S,,, 0 < 8, — ¢ < Dy,

0 < ¢=Sp;4+1 < Gn,+1- Dairesulta (levando em que lim p,,, = lim g,,, = 0)

que ll)m sn;, = c. Resta provar que vale para todo n. Para isto note
(3 o0

que, para ¢ impar n; < n < Njp1 = Sp,41 < Sp < Sp, €, para ¢ par

n; <N <MNit1 = Sp; < Sp < Spyp1. Assim lim s, = c. O

Agora mostramos que a série (A.1) é condicionalmente convergente.
Para isto vamos somar em os termos desta série em “cascas esféricas”,
ou seja [n| =0, |n| = L, |n| = VL, ... Dessa forma, a série acima

pode ser reescrita como,

S=) a(-1) (A.2)
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onde
N N

qiq;(—=1)"
ax = |,,QAJA<+ 3)|
i=1 j=1 |4 Tk
eso=0,s =L.... Jaquepara |r;| < LVk#0, temos 1i_r>n ap =0
Sp—00

e pelo critério de leibniz a série [A.2) converge. Além disso, podemos ver

que
S= lax(=1)" (A.3)

diverge, pois a sequéncia a; contém uma subsequéncia formada por

termos da forma 1/n, n € N, cuja soma diverge.

E importante ressaltar ainda que, no caso de simulacoes numéricas
sempre trabalharemos com um nimero finito de termos e, nesse caso, o
problema da convergéncia nao existe. E de interesse comum em fisica,
ao analisarmos certos problemas, observar o comportamento do sistema
no limite termodinamico (n — o0). Deste modo, se a série determinada
pelo problema é condicionalmente convergente, os cuidados descritos
acima devem ser tomados em tratamentos analiticos destes problemas.
Contudo, em simulagoes, nao trabalhamos com séries, mas com somas
finitas e nesse caso qualquer ordem escolhida ao somar seus termos deve

ter o mesmo resultado.
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Apeéendice B
Fator de convergéencia

Nesta secao vamos verificar que o fator de convergéncia realmente torna
a série absolutamente e uniformemente convergente. Para isto

tomemos a série condicionalmente convergente

iak =
k=1

e uma sequéncia de fungoes com as seguintes propriedades
i f(k,s) continua para s > 0
it f(k,0)=1VEk
i f(k+1,s) < f(k,s) Vs >0, Vk

iv 0< f(k,s) <1Vs >0, Vk

Vejamos que a série

> af(k,s) (B.1)
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é uniformemente convergente para s > 0. Usando a identidade de Abel,

a série acima pode ser reescrita como

gakf(k‘,s) Z(ch) — f(k+1,9)] (Zaj) D, s

k=m
(B.2)
J& que Y p- | ai ¢é convergente, existe um N (€), Ve > 0 tal que
) al<e VN> N(e)
k=N
Assim para p > N (e)
| Z ag| < 2e
k=N (e)
Utilizando a propriedade (7i7) , podemos reescrever (B.2]) como
p—1
| Z arf(k,s)| < D 2e[f(k,s) = f(k+1,8)]+2ef(p,s) =
k=N (e) k=m
p—1
= Z flk,s) = fk+1,9)]+ f(p,s)) =
= (( s)— flm+1,8)+ f(m+1,s) = — f(p,
= 2e(f(p.s)) <

Pois 0 < f(k,s) < 1. Assim a série ¢ uma série uniformemente

convergente de funcoes continuas para s > 0. Logo

= Z akf(k'a S)
k=1

existe e é continua para s > 0 e L(0) = lin(l) L(s) = I. Desta maneira
5—

avaliando L(s), por algum método, podemos entao avaliar {. O fator

de convergéncia torna a série absoluta e uniformemente convergente, o

que permite uma ampla variedade de operacoes .
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Apéndice C

Equacao de Poisson no

espaco de Fourier

Nesta secao vamos escrever a equacao de Poisson
V2® (R) = —47p (R) (C.1)

para o sistema considerado no espaco de Fourier. Como o sistema é
periédico, o potencial devido a distribuigao gaussiana ®,,pem (R) pode

ser escrita como.

Bssen (B) = 12 3 b ()¢ (©2)

27 .
Onde k = Tn é um vetor da rede no espaco de Fourier e os coeficientes

®,, (k) sao dados por

b, (k) = /V dR® e (R)e R, (C.3)
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Logo, o Laplaciano de ¢ no espaco de Fourier é dado por:

1 ~ )
qu) V2 P ik-R
nuvem (R) — (V Ek n (k) € >

1 - ,
2 _ E 2 _ik-R
\% cl)mwem (R) — <_V _ q)n (k) V<e )

1 A 0? o 0*1
- (bn k) | =— - -~ i(zke+yky+2zk:)

V; ( ){8x2+8y2+622}6

1 . ,
= % > @, (k) [Pk + %k + i°k2] e R

k
1 - ik
— —VZ‘D" (k) |k|>c™* R, (C.4)
k

Do mesmo modo, a densidade de carga no espaco de Fourier pode ser

escrita na forma:
1 o
p(R) =S p(k) T (©5)
k

Para o caso que estamos estudando a distribuicao de cargas consiste de

uma soma periddica de gaussianas, entao:

= S (2 et e

N i=1

que no espaco de Fourier é escrita como
k) = [ dRe Ry, (R) =
1%

N 3
_ /VdReik-RZ Z% (%)5 o @/R-Ri+NL]* (C.7)

N =1

Fazendo a substituicao w = R+ INL e reescrevendo os limites daquela
integral,

R=0— NL

R=L— (N+1)L,
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podemos escrever ((C.7)) como

(Nz+1)L  p(Ny+1)L  p(N+1)L (NI N an 2 Ry
d —ik-(u— 2 <_> —aju— |7
R R A D RICK

N =1

(Nz+1)L  p(Ny+1)L  p(N.+1)L N an 2

_ § : / / / due—ikm-ﬁ-ik-NLZq <_> 2 —alu-Ry* _
(2
; s
z i=1

(Na+1)L  p(Ny+1)L  p(N.+1)L N 3

= Z / / / due FUHITNE N (9) 2 —alu-Ril® _
N=—-00 z Ny Z i=1 T

o0 (No+1)L /(Ny—',-l)L /(Nz—i-l)
_ Z —ik-u Z < > —a|u R;|?
qi
N=—x /I Ny Z
o0 N Qa 3
— d —ik-u ; (_> 2 —alu—R;|? _
[ww () e

i=1

N 3 00
_ }: o (g) 2 / due—kto—ik-Ri yik- Ry ,—alu—R;[> _
T _

[e.9]

ay 5 o
_ ZQZ' (_) 2 e—ik-Ri/ due—i* R ;—alu—Ry|?
: T o

1=

Lembrando que a transformada de Fourier de uma gaussiana é outra

gaussiana, segue que

o= (E) e (D) B e oy

Assim, substituindo (C.4) e (C.§8) em (C.1) temos

th ) |k|2e B = 4wng ) etk R = (C.9)

A 4 4 . 2
B, (k) = 2 py (k) = = S qe ®Reemiz | (C.10)
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