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RESUMO

Neste trabalho de mestrado apresentamos um estudo sobre a manifestação

do efeito Rashba em isolantes topológicos na ausência de simetria de inversão

estrutural. Os cálculos das propriedades atomísticas, energéticas e as estruturas

eletrônicas são abordados através de métodos de primeiros princípios baseados

na teoria do funcional da densidade. E seus resultados foram utilizados para o

desenvolvimento de hamiltoniana efetiva baseado no modelo de Zhang.

Realizamos o estudo de dois sistemas:

1) Bi2Se3 com átomos de Sn depositados na superfície: Este sistema pode ser

entendido através da manifestação do efeito Rashba sobre um isolante topológico

dada a quebra de simetria de inversão estrutural. Para um sítio de deposição

especí�co, os átomos de Sn causam uma reconstrução da superfície e um terceiro

cone de Dirac é observado na estrutura eletrônica. Este terceiro cone é não localizado

na superfície e pode ser entendido como a manifestação do efeito Rashba.

2) PbBiI: Reportado aqui como um novo isolante topológico 2D com

efeito Rashba. Descobrimos este sistema por um estudo sistemático sobre uma

família de materiais formados por átomos tipo IV, V, e VII, cuja estrutura

cristalina é hexagonal e não centrossimétrica. Mostramos que o PbBiI possui: i)

Estabilidade mecânica, ii) Spin-splitting Rashba de 60 meV, iii) um gap de energia

não trivial de 0.14 eV, iv) retroespalhamento proibido entre os estados de borda e v)

retroespalhamento proibido entre os estados do bulk no entorno do nível de Fermi.

Estas propriedades fazem do PbBiI um candidato para construção de dispositivos

de spintrônica que atenua a perda de energia.

Palavras chave: Propriedades dos sólidos, Cálculo de Primeiros Princípios,

Teoria do Funcional da Densidade, Efeito Rashba, Isolantes topológicos.
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Abstract

In this work, were studied the Rashba e�ect in topological insulators

without structural inversion symmetry. We performed a �rst principles study

based on density functional theory to calculate the atomistic properties, formation

energy and electronic structure. These results were used to development a e�ective

Hamiltonian based on Zhang model.

They were studied two systems:

1) Bi2Se3 with Sn atoms deposited on the surface: This system can be seen as

the Rashba e�ect manifestation on a topological insulator due to the structural

inversion symmetry breaking. For a speci�c deposition site, the Sn atoms cause

a reconstruction of the surface and display a third Dirac cone in the electronic

structure. This third cone is not located on the surface and can be understood as

the giant Rashba e�ect manifestation.

2) We propose a new non-centrosymmetric honeycomb-lattice QSH

insulator family formed by the IV, V, and VII elements. The system formed by

Bi, Pb and I atoms is reported here as a new 2D topological insulator with Rashba

e�ect. We show that this system has: i) Mechanical stability, ii) textit spin-splitting

Rashba of 60 meV, iii) nontrivial energy gap of 0.14 eV, iv) backscattering forbidden

for both edge and bulk conductivity channels in the nanoribbon band structure.

These properties make PbBiI a good candidate to construct spintronic devices with

less energy loss.

Keywords: Properties of solids, Ab-initio calculations, Density functional

theory, Rashba e�ect, Topological insulator.
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Capı́tulo 1
Introdução

O estudo das propriedades físicas de diversos sistemas pode ser feito

através da combinação entre teoria, modelagem e simulação computacional.

Estas três componentes formam uma ferramenta poderosa no entendimento e

desenvolvimento de novos materiais. A Teoria do Funcional da Densidade (DFT), é

formulada a partir dos princípios da mecânica quântica que é utilizada com sucesso

na física da matéria condensada. Uma modelagem usa a teoria aplicada de forma

analítica ou numérica para obter informação de um sistema especí�co. As simulações

permitem controlar as condições em que o sistema se encontra, o que permite tratar

�elmente o problema físico com um maior número de detalhes, de forma que as

questões do problema surjam de forma natural.

Na última década, simulações computacionais contribuíram fortemente

no avanço da nanotecnologia, dado ao esforço no estudo e desenvolvimento de

novos materiais nanoestruturados. Particularmente, o entendimento dos fenômenos

que envolvem o controle do spin constitui um ponto importante nesse campo e

a spintrônica [1�3] nasceu com essa demanda. A chave desta está na detecção,

manipulação e geração de correntes polarizadas de spin em semicondutores com

baixa dimensionalidade [4,5]. Em nosso estudo em particular, o acoplamento spin-

2
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órbita é uma manifestação importante, o qual, causa um spin-splitting (quebra

da degenerescência do spin) nas bandas de energia [6,7]. Em 2006 foi observado que

poços quânticos de CdTe/HgTe possuem um acoplamento spin-órbita intrínseco o

grande su�ciente para apresentar Efeito Hall Quântico de Spin [8]. Materiais

com esta propriedade foram chamados de Isolantes Topológicos e constituem um

novo estado da matéria. O spin-splitting intrínseco em isolantes topológicos, permite

o controle da polarização das correntes de spin via uma diferença de potencial [9].

O qual, permite utilizar estes sistemas como injetores de spin com logo tempo de

relaxação do spin [10]. A quebra da degenerescência do spin devido à assimetria de

inversão estrutural, pode ser descrita pela hamiltoniana efetiva de Rashba [11,12]

HR = α(kyσx − kxσy), (1.1)

onde σx e σy são matrizes de Pauli e α o parâmetro de Rashba.

O objetivo deste trabalho é entender a anisotropia das estruturas de

bandas de isolantes topológicos quando há um spin-splitting gerado pela assimetria

de inversão estrutural.

Com esse objetivo usamos dois enfoques diferentes: i) cálculos de primeiros

princípios baseados na Teoria do Funcional da Densidade e ii) modelos efetivos

propostos por propriedades de simetria dependendo da estrutura cristalina do

material.

O trabalho é dividido em duas partes principais, fundamentos e resultados.

Na parte de fundamentos, no capítulo 2 são revisados os conceitos da Teoria do

Funcional da Densidade e os métodos e aproximações utilizadas.

No capítulo 3 é apresentada a origem do acoplamento spin-órbita dentro da teoria

de Dirac e algumas consequências desse acoplamento, tais como: o efeito Rashba, o

efeitos Hall de spin e Hall quântico de spin, e a família de isolantes topológicos



4

romboédricos 3D cujas propriedades topológicas são estudadas por cálculos de

primeiros princípios e o modelo de Zhang.

Na parte de resultados, no capítulo 4 vamos apresentar os resultados do

estudo de deposições de átomos de Sn sobre a superfície do isolante topológico

Bi2Se3. As propriedades estruturais, energia de formação, e propriedades eletrônicas

foram calculadas a partir de métodos de primeiros princípios baseados na Teoria

do Funcional da Densidade. Também foi entendido este sistema com o modelo

modi�cado de Zhang, no qual, é incluído o efeito Rashba para modelar a quebra de

simetria de inversão estrutural.

No capítulo 5 propomos um novo isolante topológico 2D com efeito Rashba.

Mostramos que a presença do efeito Rashba neste isolante topológico leva a um spin-

splitting Rashba formado por bandas com textura de spin inusual. Esta textura de

spin inusual leva ao retroespalhamento ser proibido tanto no estados de borda como

nos estados de bulk no em torno do nível de Fermi.

Finalmente no capítulo 6 iremos apresentar as conclusões gerais das

estruturas eletrônicas dadas pelo efeito Rashba em isolantes topológicos.
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Fundamentos
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Capı́tulo 2
Teoria do funcional da densidade

Desde a formulação da Mecânica Quântica numa base mais sólida,

elaborada por Bohr, Heisenberg, Schoedinger, Dirac, entre outros, a grande

aspiração em física de materiais foi explicar suas propriedades elétricas, térmicas,

óticas, magnéticas, etc, com base somente nos seus constituintes primários (átomos

e estrutura atômica). A solução exata da equação de Schoedinger para sistemas

de muitas partículas, onde a interação de Coulomb entre elétrons e núcleos está

presente, é impraticável. Porém, é possível obter sua solução para o estado

fundamental com grande precisão.

Este trabalho é um exemplo da aplicação desta teoria, conhecida como

�Teoria do Funcional da Densidade (DFT)� que é o estado da arte no entendimento

das propriedades dos materiais. Além do problema da interação elétron-elétron,

não podemos ignorar o problema do acoplamento entre o movimento eletrônico e

nuclear. A solução do auto estado global do sistema é impossível de achar e é

necessário separar o movimento nuclear do eletrônico, conhecido como aproximação

de Born-Oppenheimer [13] (Ver apêndice A).

No caso do tratamento de um sistema de muitos elétrons, pode-se mostrar,

com um certo grau de aproximação, que é possível transformá-lo de um problema

6
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de N-corpos em N problemas de um corpo, como na teoria de Hartree-Fock. Nesse

caso, a função de onda eletrônica total, que depende das coordenadas dos N elétrons,

é o objeto fundamental. Será que existe uma outra maneira de resolver o problema?

A resposta é sim, e o objeto fundamental passa a ser a densidade eletrônica total

ρ(r). A solução exata da equação de Schoedinger para o estado fundamental tendo

a densidade como o principal objeto foi obtido por Hohenberg e Kohn em 1964 [14].

A teoria DFT tem sua raiz nos trabalhos de L.H. Thomas de 1927 [15], E. Fermi

em 1928 [16] e P. Dirac em 1930 [17]. O trabalho de Thomas foi baseado em

quatro suposições, de forma a tornar o problema de muitas partículas tratável: (i)

correções relativísticas são desprezíveis; (ii) no átomo há um campo efetivo dado

por um potencial v, dependendo somente da distância r dos núcleos, tal que

v −→ 0 quando r −→∞

vr −→ Ze quando r −→ 0;
(2.1)

( onde Ze é a carga nuclear ) (iii) os elétrons estão distribuídos uniformemente; e

(iv) o potencial v é por si mesmo determinado pela carga nuclear e sua distribuição

eletrônica. O modelo, conhecido como Thomas-Fermi, leva-nos a uma energia total

que é um funcional da densidade de carga ρ da forma.

E[ρ] =

(
3h2

10m

)(
3

8π

)2

3
ˆ
ρ

5

3d3r − e
ˆ
ρvNd

3r − 1

2
e

ˆ
ρved

3r + UNN , (2.2)

onde m é a massa do elétron, vN é o potencial devido aos núcleos e ve é o potencial

devido aos elétrons. A primeira integral representa a energia cinética dos elétrons;

A segunda, a energia devido a interação elétron-núcleo; A terceira, a expressão

clássica da energia de interação elétron-elétron ou termo de Hartree; E o termo UNN

a interação núcleo-núcleo.

Baseado nestes trabalhos, Hohenberg e Kohn mostraram que existe um

funcional E[ρ] exato que é relativamente mais simples de tratar. Esta teoria
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está alicerçada em 2 teoremas (ver demostrações no apêndice B), que podem ser

enunciados da seguinte forma:

Teorema 1 O potencial externo υ(r) sentido pelos elétrons é um funcional único

da densidade eletrônica ρ(r).

Teorema 2 A densidade eletrônica exata de um sistema de muitos elétrons é a que

minimiza o funcional de energia total E[ρ].

Consequentemente, a energia pode ser escrita como um funcional da

densidade eletrônica

E[ρ(r)] =

ˆ
υ(r)ρ(r)dr + F [ρ(r)], (2.3)

onde F [ρ] é o funcional universal que tem a energia cinética e a energia de interação

eletrônica

F [ρ(r)] ≡ 1

2

ˆ ˆ
ρ(r)ρ(r′)

|r − r′| d
3rd3r′ + T0[ρ] + Exc[ρ], (2.4)

o termo de energia cinética T0[ρ] corresponde à de um sistema não interagente

com densidade ρ. Entretanto, as interações são embutidas no funcional de energia

de intercâmbio e correlação Exc[ρ] e sendo, a fórmula exata deste, desconhecida

analiticamente.

Nota-se que, na de�nição de F [ρ(r)], não está presente o potencial externo

υ(r). Portanto, o funcional (2.4) é válido para qualquer potencial externo e

independe do número de partículas.

O seguinte passo no desenvolvimento da DFT foi feita por Kohn-Sham

que formularam o problema usando um campo médio para achar os autoestados

com certo grau de aproximação.
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2.1 Equações de Kohn-Sham

No desenvolvimento de Kohn-Sham [18] é mapeado o sistema de N elétrons

interagentes em um sistema de N elétrons não interagentes com a mesma densidade

eletrônica. Assume-se que as interações restantes são embutidas no termo de troca

e correlação.

A densidade eletrônica que minimiza a energia do sistema pode ser obtida

pelo método variacional, assim, ao considerar o funcional de energia

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +

ˆ
υ(r)ρ(r)dr +

1

2

ˆ ˆ
ρ(r)ρ(r′)

|r − r′| drdr
′ + Exc[ρ(r)], (2.5)

e, ao levar em conta que o número de elétrons no sistema é �xo
´
ρ(r)dr = N , a

condição de mínimo para o funcional de energia (δE[ρ(r)] = 0) é restrita ao vínculo

δ

δρ(r)

(
E[ρ(r)]− µ

[ˆ
ρ(r)dr −N

])
= 0, (2.6)

onde µ é um multiplicador de Lagrange, e tem sentido físico de potencial químico.

Ao desenvolver esta equação obtêm-se

δTs[ρ(r)]

δρ(r)
+ υKS[ρ(r)]− µ = 0, (2.7)

com υKS[ρ(r)] o potencial efetivo de Kohn-Sham dado por

υKS[ρ(r)] = υ(r) +

ˆ
ρ(r′)

r − r′dr
′ + υxc(ρ(r)), (2.8)

no qual υxc =
δExc
δρ

é o potencial de troca-correlação. Ao considerar que o funcional

de energia cinética é T0[ρ] = −1

2

´
ψ∗i∇2ψidr e a densidade de carga auxiliar é

ρ(r) =
∑N

i=1 |ψi(r)|2, então pode ser mapeado o sistema de muitos elétrons como

um sistema de uma única partícula em um campo médio a partir do potencial efetivo
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(2.8). Esta é conhecida como equação de Kohn-Sham

(
−1

2
∇2 + υKS[ρ]

)
ψi(r) = εiψi(r), (2.9)

onde ψi(r) são chamados orbitais de Kohn-Sham e são relacionados univocamente

com a densidade eletrônica. Assim, uma vez conhecida a densidade eletrônica do

estado fundamental ρo(r) é possível calcular os orbitais ψ0(r) associada ao estado

fundamental correspondente.

A implementação do ciclo autoconsistente pode ser da seguinte maneira:

Algorithm 1 Ciclo de autoconcistência no metodo de Kohn-Sham

ρ0(r)← Escolhe-se uma densidade inicial

for I = 0→∞ do

ρI(r)→ υKS[ρ(r)] Calcula-se o potencial efetivo

υKS[ρ(r)]→
(
−1

2
∇2 + υKS[ρ]

)
ψi(r) = εiψi(r) Encontra-se os auto-estados∑N

i=1 |ψi(r)|2 → ρ(I+1) Calcula-se a I-ésima densidade

if ρ(I+1) = ρ(I) then
Calcular observáveis físicas
BREAK

end if

end for

Para o cálculo do potencial de Kohn-Sham no siclo auto-consistente é

preciso conhecer o funcional de troca e correlação Exc. Na escolha deste termo

foram desenvolvidas algumas aproximações.
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2.2 Aproximações para o funcional de troca e

correlação Exc

A forma analítica exata do funcional da energia de troca e correlação é

desconhecida, porém, aproximações são feitas. As mais usadas são: i) Aproximação

da Densidade Local (LDA) [18], onde supõe-se que o funcional de troca-correlação

depende explicitamente apenas da densidade ρ(r) e que esta densidade varia

suavemente nas proximidades do ponto r; ii) Aproximação Generalizada do

Gradiente (GGA) [19], na qual toma-se em conta a não homogeneidade da

densidade que de�nirá o funcional de troca-correlação como dependente de ρ(r)

e do seu gradiente; iii) Funcionais Híbridos, que são combinações de duas o mais

aproximações, entre outros.

2.2.1 Aproximação da Densidade Local (LDA)

O método de aproximação da densidade local (LDA) contido no trabalho

original de Kohn-Sham [18]. Neste, a energia de troca-correlação para um gás de

elétrons homogêneo de densidade ρ(r) no ponto r é assumida igual à energia de troca-

correlação de um gás de elétrons homogêneos com a mesma densidade. Supõe-se

que ρ(r) varia suavemente nas proximidades do ponto r, assim, escreve-se

ELDA
xc [ρ] =

ˆ
ρ(r)εhxc(ρ(r))dr (2.10)

sendo εhxc(ρ(r)) a energia de troca-correlação por elétron de um gás de elétrons

homogêneo com densidade ρ(r) = ρ. εhxc é dividido em um termo de correlação εc

mais o termo de troca εx. Desta forma, o problema �ca dividido em dois, sendo o
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termo de troca dado por

εx(ρ) = − e2

4πε0

3

4

(
3

π

)1/3

ρ1/3 = − e2

4πε0a0

0, 4582

rs
(2.11)

com rs o raio de Wigner-Seitz ( rsa0 =

(
3

4π
ρ−1

)1/3

em unidades atômicas) e a0 é o

raio de Bohr.

Por outro lado, a energia de correlação não pode ser determinada

exatamente. Celperley e Alder [20] calcularam numericamente εc para vários valores

da densidade, e foi obtido pelo método de Monte Carlo Quântico para um gás de

elétrons homogêneo e interagentes. Vários autores têm parametrizado εc em função

de rs, por exemplo, Perdew e Zunger [21] reportaram a seguinte parametrização:

εc =
0, 1423

1 + 1, 9529

√
rs
a0

+ 0, 3334
rs
a0

; rs ≥ 1 (2.12)

εc = −0, 0480 + 0, 0311 ln
rs
a0

− 0, 0116
rs
a0

+ 0, 0020rs ln
rs
a0

; rs < 1. (2.13)

Para os casos no qual a densidade eletrônica é fortemente não uniforme, os resultados

com LDA diferem consideravelmente dos experimentais. Para estes sistemas é

necessário uma aproximação que leve em conta a variação da densidade eletrônica.

2.2.2 Aproximação Generalizada do Gradiente (GGA)

Para melhorar a LDA são incluídas as correções dadas pela variação

da densidade, deixando o funcional de energia Exc em função da densidade e

do gradiente. Isto é conhecido como Aproximação do Gradiente Generalizado

(Generalized Gradient Approximation, GGA) [19]:

EGGA
xc [ρ] =

ˆ
ρ(r)εhxc(ρ(r))Fxc(∇ρ(r))dr (2.14)



13

onde Fxc é uma correção funcional determinada. Entre os Fxc mais usados esta o

proposto em 1996 por Perdew - Burke - Erzenhot [22] conhecido como PBE

F PBE
xc (s) = 1, 804− 0, 646

0, 804 + 0, 220s2
(2.15)

com s =
|∇ρ|

3
√

3π2ρ4
o gradiente adimensional da densidade. Existem outros tipos de

funcionais propostos na literatura que são amplamente usados: LYPB (Lee - Yang

- Parr - Becke) [58,59]; PW (Perdew - Wang) [19]; entre outros.

O desenvolvimento de funcionais melhorados atualmente é uma área de

pesquisa muito ativa. Embora a GGA leve a resultados mais acertados nas descrições

do gap de energia e de ligações químicas, também possui algumas limitações:

superestima o parâmetro de rede, não inclui as interações de tipo Van der Waals.

Neste trabalho utilizamos LDA no código SIESTA e GGA no código VASP, para

obter os resultados ab-initio apresentados nos capítulos 4 e 5.

2.3 Sistemas periódicos

Os sólidos cristalinos são formados segundo um arranjo periódico pela

repetição de uma unidade estrutural. Em física do estado sólido, diz-se que os

cristais são formados pela união de uma rede de Bravais e uma base. Esta base é

constituída por um ou vários átomos (ou moléculas). Toda rede de Bravais possui

simetria para translações espaciais, então, é possível de�nir um conjunto de vetores

da rede {Rn}, de maneira que, quando uma operação de simetria tRn é aplicado ao

sistema, o sistema resultante será completamente equivalente ao inicial. O potencial

gerado pelos átomos da base também obedece esta simetria

V (r +Rn) = V (r) (2.16)
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o que signi�ca que o potencial é periódico. Consequentemente, a densidade

eletrônica do estado fundamental e o potencial efetivo na equação de Kohn-Sham

também são periódicos.

(
−1

2
∇2 + υKS[ρ(r)]

)
ψi(r) = εiψi(r) (2.17)

com ρ(r) = ρ(r +Rn) e υKS[ρ(r)] = υKS[ρ(r +Rn)].

Os elétrons que obedecem a equação (2.17) com um potencial periódico,

são conhecidos como elétrons de Bloch e obedecem ao teorema de Bloch.

Teorema de Bloch: As autofunções ψ de um hamiltoniano monoeletrônico H =

−~2∇2

2m
+ V (r), onde V (r + Rn) = V (r) para todos os Rn em uma rede de

bravais, pode ser escolhido como um produto de uma onda plana e uma função com

a periodicidade da rede,

ψnk(r) = eir·kunk(r), (2.18)

onde unk(r) = unk(r +Rn) é conhecida como função de Bloch.

O teorema de Bloch implica que os estados próprios de H devem ser

tomados de forma tal que para cada ψ está associado a um vetor de onda k que

satisfaz

ψ(k, r +Rn) = eik·Rnψ(k, r) (2.19)

para todo Rn da rede de Bravais. Este teorema é interpretado como sendo uma

condição de contorno das soluções da equação de Schrödinger para um potencial

periódico. Os autovalores Ek e as autofunções ψ(k, r) dos estados monoeletrônicos

são, então, classi�cados através dos vetores de onda k.
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2.3.1 O método de ondas planas

Ao considerar ~Gn o vetor de traslação da rede recíproca, que obedece a

relação evecGn.vecRn . Um estado eletrônico k-ésimo pode-se expandir em uma série

de Fourier na forma

Ψk(r) =
∑
~Gn

Ck+ ~Gn
ei(k+ ~Gn)·r, (2.20)

expande-se também o potencial periódico de Kohn-Sham

V (r) =
∑
~Gn

V Gei
~Gn·r (2.21)

Ao substituir as equações (2.20) e (2.21) na (2.17), multiplicá-las por e−i(k+ ~Gn)·r à

esquerda e integrando no espaço de uma célula unitária vu, tem-se:

[
− ~2

2m
(k + ~Gn)2

]
Ck+ ~Gn

−
∑
~Gn

V ~Gn− ~G′
n
Ck+ ~G′

n
= εCk+ ~Gn

, (2.22)

onde

V ~Gn− ~G′
n

=

ˆ
vu

V (r)ei(
~Gn− ~G′

n)·rdr. (2.23)

Os autovalores de energia que aparecem em (2.22) são obtidos ao resolver a equação

secular

det

∣∣∣∣(− ~2

2m
(k + ~Gn)2 + ε

)
δ ~Gn ~G′

n
− V ~Gn− ~G′

n

∣∣∣∣ = 0 (2.24)

A quantidade de ondas utilizadas é determinada em função de uma energia de corte

Ecut. Assim, toda onda planas com uma energia cinética menor que Ecut são incluídas

na base.

O método de ondas planas é robusto, dado que estas possuem a informação

da periodicidade do sistema. Entretanto, a descrição apropriada de sistemas maiores

exige muitas ondas planas o que pode levar a problemas de convergência.
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2.3.2 O método de bases localizadas

O método de bases localizadas utiliza um conjunto de funções de onda

associada aos sítios atômicos. Assume-se que na vizinhança de cada ponto da rede

direta, o hamiltoniano total pode ser aproximado por um hamiltoniano de sítio local

periódico. Se o sistema tem N sítios, onde cada um deles possui uma função de onda

associada, a autofunção do hamiltoniano total será uma combinação linear destas N

autofunções de um sítio

ψn~k(~r) =
∑
~Rn

ωn~k(~r − ~Rn)ei
~Rn·~k (2.25)

sendo ωn~k(~r − ~Rn) funções de Wannier centradas em cada base.

Expande-se ωn~k usando um conjunto de bases localizadas φµ(~r − ~Pµ)

centradas em átomos situados em ~Pµ (aqui ~Pµ leva em conta os pontos da rede

de Bravais que contem mais de que um átomo)

ωn~k(~r − ~Rn) =
∑
µ

Cµ

i~k
φµ(~r − ~Pµ − ~Rn) (2.26)

ao substituir na hamiltoniana de Kohn-Sham (2.17), obtém-se

∑
µ

[∑
Rn

ei
~Rn·~k

(
−1

2
∇2 + vKS(r)

)
φµ(~r − ~Pµ − ~Rn)

]
Cµ

i~k
(2.27)

= εi
∑
µ

∑
Rn

[
ei
~Rn·~kφµ(~r − ~Pµ − ~Rn)

]
(2.28)

Ao multiplicar a expressão anterior por uma função base φ∗ν(~r − ~Pν) e integrá-la no

espaço real, resulta: ∑
µ

Hνµ(~k)Cµ

i~k
= εn

∑
µ

Sνµ(~k)Cµ

i~k
(2.29)
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com

Hνµ(~k) =
∑
~Rn

ei
~Rn·~k

[ˆ
d~rφ∗ν(~r − ~Pν)

(
−1

2
∇2 + vKS(r)

)
φµ(~r − ~Pµ − ~Rn)

]
(2.30)

e

Sνµ(~k) =
∑
~Rn

ei
~Rn·~k

[ˆ
d~rφ∗ν(~r − ~Pν)φµ(~r − ~Pµ − ~Rn)

]
. (2.31)

Normalmente, as funções base φν(~r− ~Pν) têm formato de orbitais atômicos

de tal modo que estas funções constituem uma base de orbitais atômicos localizados

(LCAO).

Neste trabalho é usado o código computacional VASP, o qual, calcula uma

uma solução aproximada da equação de Schrödinger de muitos corpos, dentro da

Teoria do Funcional da Densidade, por meio da solução da equação de Kohn-Sham.

No VASP, as interações centrais, tais como os orbitais eletrônicos, a densidade de

carga eletrônica, e o potencial local são expandidos em uma base de ondas planas.

Também é utilizado o código SIESTA o qual permite realizar cálculo de estruturas

eletrônicas de forma e�ciente dada à utilização do método de bases localizadas.



Capı́tulo 3
Efeito Rashba e Isolantes topológicos

É conhecido que a solução da equação de Schrödinger, em cálculos de

sistemas formados por átomos leves, fornece resultados que, de um modo geral,

concordam com a experiência. Porém, apresenta algumas discrepâncias qualitativas

e quantitativas para sistemas com átomos pesados. Isto se dá, em grande parte, à

equação de Schrödinger não incluir os efeitos associados as correções relativísticas e

o funcional de energia não descrever corretamente os efeitos de correlação eletrônica.

Neste capítulo, mostraremos que a equação de Dirac fornece três termos

que podem ser incorporados à equação de Schrödinger que chamamos de correções

relativísticas i) Correção de energia cinética; ii) Termo de Darwin e iii) acoplamento

spin-órbita (SOC; spin-orbit coupling). Também estudaremos alguns fenômenos que

são consequência das correções relativísticas, tais como: O efeito Rashba, o efeito

Hall de spin, o efeito Hall quântico de spin, e algumas propriedades dos isolantes

topológicos.

O SOC é um efeito associado à interação do spin com o momento angular

orbital do elétron. Este, causa vários efeitos nas propriedades eletrônicas, como a

quebra de degenerescência, spin-spliting e shifting nas bandas de energia. Quanto

mais pesados são os átomos considerados, mais pronunciados tais efeitos. O SOC

18
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é importante no estudo de alguns isolantes topológicos, levando em conta vários

aspectos: A família de isolantes topológicos 3D romboédricos são formados por

átomos pesados [23]; O SOC preserva a simetria de reversão temporal e dá origem

à transição de fase topológica via inversão de bandas.

3.1 Equação de Dirac

O conceito de spin é introduzido inicialmente de forma ad hoc na equação

de Schrödinger, dado que, é necessária a existência do momento magnético intrínseco

para explicar as de�exões observadas no experimento de Stern e Gerlach. Desde o

ponto de vista teórico, Dirac em 1928 [24] mostrou que o spin do elétron é, de

fato, naturalmente derivado da combinação entre mecânica quântica e relatividade

especial.

Da relatividade especial, a energia de uma partícula livre relativística é

de�nida por

ε2 = (cp)2 + (mc2)2. (3.1)

A proposta de Dirac consiste na linearização da expressão (3.1), dada pela

introdução de dois coe�cientes α e β. Assim, o problema é proposto como:

(ε+ cα · p + βmc2)(ε− cα · p− βmc2) = 0, (3.2)

A relação (3.2) implica que:

cα · p + βmc2 = ε. (3.3)

Ao elevar ao quadrado (3.3) e substituir em (3.1) mostra-se que a relação (3.1) será
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satisfeita sempre que α e β cumpram

α2
i = β2 = 1 (i = x, y, z)

αiαj + αjαi = 0 (i 6= j)

α0β + βαi = 0.

(3.4)

Os coe�cientes α e β anticomutam, então, eles não podem ser valores escalares.

Dirac propôs uma possível combinação, onde α e β são matrizes 4x4, conhecida

como representação de Dirac-Pauli:

αi =

 0 σi

σi 0

 , β =

 I2x2 0

0 −I2x2

 . (3.5)

aqui σi são as matrizes de Pauli de�nidas como

σx =

 0 1

1 0

 , σy =

 0 −i

i 0

 , σz =

 1 0

0 −1

 . (3.6)

A representação usada é escrita em blocos 2x2, o estado quântico é descrito

como

|Ψ >=

 |φ >
|ψ >

 , (3.7)

com

|φ >=

 |χ1 >

|χ2 >

 ,|ψ >=

 |χ3 >

|χ4 >

 , (3.8)

Ou seja, que a função de onda (3.7) é um vetor de 4 componentes.

Ao representar (3.3) como uma equação de valores próprios, chega-se à expansão

relativística da equação de Schrödinger

HΨ =
(
α · pc+ βmc2

)
Ψ, (3.9)
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a qual, é conhecida como equação de Dirac.

Entretanto, o momento angular orbital L não comuta com o hamiltoniano

(3.9). Assim, L não se conserva, enquanto que, o momento angular total J = L+S

sim (sendo S o operador de momento angular do spin).

Na base de |φ > e |ψ > a equação de Dirac para a partícula livre torna-se

um conjunto de equações acopladas

(H −mc2)|φ >= (σ · p)|ψ > (3.10)

(H +mc2)|ψ >= (σ · p)|φ > . (3.11)

Quando a partícula estiver dentro de um potencial externo V , as equações de Dirac

se tornam

(H − V −mc2)|φ >= (σ · p)|ψ > (3.12)

(H − V +mc2)|ψ >= (σ · p)|φ > (3.13)

3.1.1 Limite de baixas energias

No limite de baixas energias, a energia total de uma partícula relativística

equivale à energia não relativística mais os termos de correção. De forma equivalente

espera-se esse resultado na mecânica quântica.

Da equação (3.13) tem-se

|ψ >=

(
E − V
2mc2

+ 1

)−1
(σ · p)

2mc2
|φ > (3.14)

Ao desacoplar as equações (3.13) e (3.12) obtêm-se uma forma compacta,
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que para |φ > resulta

Et|φ >= (σ · p)

(
E − V
2mc2

+ 1

)−1
(σ · p)

2mc2
|φ > . (3.15)

No limite de baixas energias E − V � 2mc2, então, pode-se escrever a aproximação

(
E − V
2mc2

+ 1

)−1

≈ 1− E − V
2mc2

. (3.16)

No caso de V ser um potencial central V (r), cumpre-se que:

pV (r)− V (r)p = −i~∇V (r) (3.17)

de modo que (3.15) �ca

Et|φ >=
p2

2m
|φ > +V (r)|φ > −(σ · p)

(
E − V (r)

4m2c2

)
(σ · p)|φ > (3.18)

Nota-se que, em ordem zero, recupera-se a equação de Schödinger não relativística.

Consequentemente, o Hamiltoniano pode ser escrito como Ht = H0 +H1, sendo H0

o termo não relativístico e H1 o termo de aproximação de primeira ordem.

E o termo de correção pode-se escrever como:

(σ · p)V (r)(σ · p) = −~2V (r)∇2 − ~2∇V (r) · ∇V (r)− ~2

r

dV (r)

dr
iσ · (r ×∇)

=
1

2
(p2V (r) + V (r)p2) +

~2

2
∇2V (r) +

2

r

dV (r)

dr
L · S

(3.19)

Então,

H1 = − p4

8m3c2
+

~2

4m2c2
∇2V (r)− ~

4m2c2
σ · (p×∇V ). (3.20)

Deste resultado, observa-se os três termos de correção relativísticas, usualmente

discriminados como:
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Correção de energia cinética.

Trel = − p4

8m3c2
(3.21)

Termo de Darwin

HD =
~2

4m2c2
∇2V (r) (3.22)

Acoplamento spin-órbita

HSOC = − ~
4m2c2

σ · (p×∇V ) (3.23)

O acoplamento spin-órbita (SOC; "Spin-Orbit coupling", também chamado efeito

spin-órbita ou interação de spin-órbita) é indispensável na determinação do espectro

atômico quando se trata de átomos com momento angular intrínseco grandes

(átomos pesados). O efeito imediato do SOC sobre a estrutura eletrônica é a quebra

da degenerescência dos níveis de energia. Isto causa splitting nas bandas de energia

para todo ponto que não seja um TRIM(Time reversal invariant momentum); Isto

é, todo ponto que não for um invariante com transformações de simetria de reversão

temporal.

3.1.2 O acoplamento Spin-Órbita

O acoplamento spin-órbita também pode ser ilustrado no campo da

eletrodinâmica clássica, na qual os vetores dos campos eletromagnéticos dependem

do sistema de referência. Assim, um elétron que está em movimento, com velocidade

v perpendicular a um campo elétrico E, pelos efeitos relativísticos, experimentará

um campo magnético B de magnitude

B = −1

c
v ×E =

1

mc
(E × p), (3.24)
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no qual os termos de ordem (
υ

c
)2 ou maior são desprezados. Assim, a energia que

ganha o elétron neste campo, devido ao momento magnético µ seria

−µ ·B = − 1

mc
S ·B

= − 1

m2c2
S · (E × p).

(3.25)

Expressando S =
~
2
σ, e E = −∇V ,

−µ ·B = − ~
2m2c2

σ · (p×∇V ). (3.26)

Este termo de energia adicional é essencialmente o termo de acoplamento spin-

órbita (3.23), exceto por um fator de 2. A explicação mais satisfatória dada a esta

discrepância foi feita por Llewellyn Thomas [25] e é conhecida como precessão de

Thomas.

3.1.3 O acoplamento spin-órbita em átomos de hidrogenóides

Ao considerar o movimento orbital do elétron em um potencial central

V (r), que depende apenas da distância ao núcleo r, o acoplamento spin-órbita

torna-se:

HSOC = − ~
4m2c2

σ · (p×∇V (r))

= − ~
4m2c2

1

r

∂V

∂r
σ · (p× r)

=
1

2m2c2

1

r

∂V

∂r
L · S.

(3.27)

Espera-se que a maior contribuição ao SOC resulte da região imediata ao

núcleo, dado que a derivada radial do potencial é maior nas suas vizinhanças. Para

r pequenos, o potencial nuclear pode ser tratado como sendo Coulombiano V (r) =
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−Z
r
. Sua derivada seria proporcional ao número atômico Z. Adicionalmente,

ESOC =< ψ|HSOC |ψ >, então, ESOC será dependente quadraticamente de |ψ >

e toda vez que a função de onda depende de Z, os efeitos do SOC aumentam. Isto

também é válido para um cristal.

O Hamiltoniano relativístico do átomo hidrogenoide não comuta com

os operadores L e S. Estes não são contantes de movimento e seus valores

esperados, j e s respetivamente, não são bons números quânticos. Enquanto que,

o momento angular total J = L + S comuta e é uma constante de movimento.

Consequentemente, J2 também comuta com este. Entretanto, o valor esperado de

S ·L é

S ·L|Ψ >=
1

2
(J2 −L2 − S2)|Ψ >=

~2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)]|Ψ > (3.28)

com j o números quânticos de momento angular total. Para (3.27), com V sendo o

potencial Coulombiano, HSOC toma a forma:

HSOC =
a

~2
S ·L (3.29)

onde a é denominado constante de acoplamento de spin-órbita a =
µ0Ze

2~2

8πm2
er

3
.

Sabe-se que

<
1

r3
>=

ˆ
ψ∗n,l,m

1

r3
ψn,l,mdr =

(
Zαmec

~

)3
2

n3l(l + 1)(2l + 1)
, (3.30)

com ψn,l,m as funções de onda do átomo hidrogenoide, e α a constante de estrutura

�na. Resulta que os níveis de energia do átomo hidrogenoide, com correções

relativistas, toma a seguinte forma:

E = ENR + ESOC = −1

2

Z2

n2
− α2Z4

2n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)
(3.31)
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com ENR a energia não relativística e n o número quântico principal. Para um

elétron, j pode assumir os valores de l ± 1

2

Energia para diferentes estados de um átomo hidrogenoide

Estado n l s j ENR

[
Z2

2

]
ESOC

[
α2Z4

2

]
1s1/2 1 0 1/2 1/2 1 1/4

2s1/2 2 0 1/2 1/2 1/4 5/64

2p1/2 2 1 −1/2 1/2 1/4 5/64

2p3/2 2 1 1/2 3/2 1/4 1/64

3s1/2 3 0 1/2 1/2 1/9 9/324

3p1/2 3 1 −1/2 1/2 1/9 9/324

3p3/2 3 1 1/2 3/2 1/9 3/324

3d3/2 3 2 −1/2 3/2 1/9 3/324

3d5/2 3 2 1/2 5/2 1/9 1/324

Tabela 3.1: Tabela dos níveis de energia para diferentes estados de um átomo
hidrogenoide. ENR é a energia não relativística e ESOC a contribuição devido ao
acoplamento spin-órbita (SOC).
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Figura 3.1: Ilustração do splitting devido ao acoplamento spin-órbita (SOC) para um
átomo hidrogenoide. Sem SOC (à esquerda; somente depende do número quântico
principal n) e com SOC (à direita depende de n e do número quântico de momento
angular total j).

3.1.4 O acoplamento spin-órbita em estruturas cristalinas

Diferente do caso atômico, para um cristal, os estados eletrônicos são

con�gurados de tal forma que exista uma otimização das ligações químicas. Por

exemplo, para uma rede cúbica simples são formados estados puramente px, py e

pz. Assim, a dispersão de energia em k, para cada orbital atômico, dependerá do

campo cristalino. Consequentemente, o SOC e o campo cristalino podem provocar

cruzamentos adicionais nas estruturas de banda, dado que, existe a possibilidade

que estados, que não sejam TRIM, apresentem cruzamentos acidentais devido às

interações entre bandas. Entretanto, a forma como as bandas vão interagir será

consequência da estrutura atômica do cristal.

Por outro lado, nos sistemas que não são invariantes por transformação

de simetria de reversão temporal (TRS; time revarsal symmetry), a transformação

t→ −tmuda o movimento de uma partícula do momento k a−k. Outra propriedade

que é afetada pela transformação de reversão temporal é a rotação intrínseca do

elétron, e com isso, seu spin. A energia de um elétron ao se movimentar em uma

direção com spin up é igual a de um elétron se movimentando na direção contraria
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com spin down, isto é:

E(k, ↑) = E(−k, ↓) (3.32)

Contudo, para um material com simetria de inversão espacial, a operação r → −r,

não muda a rede cristalina. Assim,

E(k, ↑) = E(−k, ↑) (3.33)

E(k, ↓) = E(−k, ↓). (3.34)

Isto signi�ca que a estrutura de bandas é simétrica com respeito ao centro da zona

de Brillouin, k = 0. Também, que todas as bandas são bidegeneradas no spin.

Materiais com esta propriedade são chamados de centrossimétricos.

Por outro lado, em materiais sem simetria de inversão, a degenerescência

das bandas é quebrada como consequência do SOC e só (3.33) se mantém. Por

exemplo, um sistema onde V (r) 6= V (−r) existirá uma diferença de potencial que

dá lugar a um campo elétrico. Sabe-se que, elétrons ao se movimentar na presença

de um campo elétrico, experimentam a presença de um campo magnético. E este,

quebraria a simetria de reversão temporal, levando a:

E(k, ↑) 6= E(k, ↓). (3.35)

Percebe-se que o SOC assume diferente forma dependendo da estrutura do cristal e

dos campos consequentes desta [26]. Isto foi observado pela primeira vez em 1955

por Dresselhaus [27], ele notou que em compostos semicondutores da família III-V

quando carecem de um centro de inversão (BIA; Bulk invertion asymmetry), tais

como GaAs ou InSb, o SOC 3D próximo ao ponto Γ possui um termo adicional da
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forma

H3D
DSOC ∝ px(p

2
y − p2

z)sx + py(p
2
z − p2

x)sy + pz(p
2
x − p2

y)sz (3.36)

chamada hamiltoniana de Dresselhaus. Posteriormente, Bychkov e Rashba [11]

reportaram um caso particular devido à falta de simetria de inversão estrutural

(SIA; Structural inversion asymmetry) em heteroestruturas de GaAs/AlGaAs, onde

a Hamiltoniana adicional ao SOC toma a forma

HR ∝ (kxσy − kyσx) (3.37)

Estes termos são consequência do campo elétrico adicional, presente no cristal,

devido à falta de simetria BIA ou SIA.

3.1.5 O acoplamento spin-órbita Rashba

O acoplamento spin-órbita Rashba ou efeito Rashba surge como con-

sequência do SOC sobre sistemas com SIA. Por exemplo, uma superfície de Au(111),

na qual a dispersão de energia pode ser descrita pelo modelo do elétron quase li-

vre [28]. Neste caso, o elétron seria livre só em um plano. Tomando V = V⊥

como o potencial que con�na os elétrons ao sólido no plano x,y. Ao considerar o

SOC, o potencial leva a ∇V = dV/dzez onde z é o eixo normal à superfície, e ez é

um vetor unitário apontando na direção z. Neste modelo, o gradiente do potencial

essencialmente controla a força do SOC. O SOC resultante assume a forma:

HR = αR(ez × p) · σ = αR(kxσy − kyσx) (3.38)

chamado de acoplamento spin-órbita Rashba ou efeito Rashba. αR é o parâmetro

(ou constante) de Rashba. A solução ao problema H =
~2k2

2m∗
+HR é simples e pode

ser encontrada analiticamente. O resultado é ilustrado através da �gura (3.2):
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H =
~2k2

2m∗

a) Dispersão de energia do modelo do elétron quase livre.

H =
~2k2

2m∗
+ αR(kxσy − kyσx)

b) Dispersão de energia do modelo do elétron quase livre com efeito Rashba.

Figura 3.2: Ilustração do spin splitting devido ao efeito Rashba para um gás de
elétrons livres. a) Sem SOC b) Esquerda: splitting para pequenas contribuições
do efeito Rashba. Direita: splitting para grandes contribuições do efeito Rashba,
também chamado "Giant Rashba spin splitting".

A falta de simetria de inversão, além da diferença de potencial em z,

poderia dar origem a contribuições de ordem maior para o efeito Rashba [29]. Este

efeito, acopla o spin com o momento linear e quebra a degenerescência no spin para

dar lugar a duas sub-bandas de energia como observado na �gura (3.2b). Materiais

com este comportamento têm sido caraterizados experimentalmente em superfícies

formadas com átomos pesados, tais como Bi e Pb [30, 31]. Também reportaram

materiais que apresentam um efeito Rashba de maior pronunciamento (�gura 3.2b

direita) os quais são chamados de "efeito Rashba gigante" ("Giant Rashba e�ect"
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ou "Giant Rashba spin splitting").

3.1.6 Efeito Hall de spin e Hall quântico de Spin

O efeito Hall de spin (SHE; Spin Hall E�ect) e Hall quântico de spin

(QSH; Quantum Spin Hall) são consequência da interação de spin-órbita. Estes

efeitos podem ser gerados por uma variedade de mecanismos de acoplamento spin-

órbita intrínsecos ou extrínsecos. Uma vez que o acoplamento spin-órbita dá origem

à dependência dos movimentos orbitais com o spin do elétron, o spin pode ser

manipulado por meios puramente elétricos [32, 33]. Por exemplo, uma corrente

elétrica perpendicular a um metal 2D gera uma corrente de spin transversal. Esta

induz uma acumulação de spins opostos nas bordas do material. Este efeito é

conhecido como efeito Hall de spin e é ilustrado na �gura (3.3).

Figura 3.3: Ilustração do efeito Hall de spin [34].

No SHE, previsto teoricamente em 1971 por Dyakonov e Perel [35], as

correntes de borda são polarizadas de spin devido ao seu acúmulo gerado pela

corrente elétrica de espalhamento no bulk. Uma vez a corrente elétrica no bulk

é invertida, as orientações do spin dos estados de borda também são invertidas.

O efeito QSH 1 pode ser ilustrado como um gás de elétrons bidimensional

com um campo magnético forte. Neste caso, os elétrons formam níveis de Landau

1O efeito Hall quântico de spin é a versão "quântica" do efeito Hall de spin, análogo a como o
efeito Hall quântico é a versão quântica do efeito Hall [34].
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e a energia de Fermi EF está entre estes níveis. Assim, não existem estados de bulk

entorno de EF , sendo o bulk isolante. No entanto, entorno de EF , existem alguns

outros estados que estão localizados na borda do sistema. Estes estados, chamados

estados de borda, apresentam quiralidade, isto signi�ca que, eles percorrem a borda

apenas em uma direção. No efeito Hall quântico (QHE), o número de estados de

bordaN é um invariante topológico e independe dos detalhes da borda. N é chamado

de número de Chern e determina a condutividade Hall quantizada σxy = Ne2/h.

Figura 3.4: Ilustração da construção de um sistema com efeito Hall quântico de spin
(isolante topológico) como uma superposição de dois subsistemas com efeito Hall de
spin, um com topologia N = 1 com spin up e outro com topologia N = −1 com
spin down [34].

Os sistemas que apresentam efeito QSH são chamados de isolantes

topológicos. Estes, podem ser esquematizados conforme a �gura (3.4). Ao sobrepor

dois subsistemas: i) o sistema de elétrons com spin-up sob o campo magnético +B

cuja condutividade Hall é σxy = Ne2/h (número de Chern N = 1), e ii) o sistema

de elétrons com spin-down sob o campo magnético −B com σxy = Ne2/h (número

de Chern N = −1). Para realizar este sistema como um todo, é necessário aplicar

dois campos magnéticos simultaneamente com signos contrários. Se ambos forem

extrínsecos, resultá em um campo magnético nulo. Entretanto, é possível realizá-lo

pelo acoplamento spin-órbita intrínsecos em sólidos. Os estados resultantes teriam

spins opostos, propagando-se em direções contrárias, em cada bordas. Estes estados
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de borda são estados próprios de sz, ou seja, os spins dos estados de borda são

perpendiculares ao plano 2D. Porém, não é uma condição necessária em isolantes

topológicos 2D.

Ao considerar a direção do spin dos estados de borda, assume-se a simetria

de reversão temporal. Dado que, esta simetria implica que o estado de borda que se

movimenta no sentido horário, é equivalente ao que se move no sentido anti-horário

após uma inversão temporal. Esta transformação afeta tanto ao momento linear

como ao spin. Os estados de borda são degenerados devido ao teorema de Kramers,

e são chamados de pares de Kramers. Estes são topologicamente protegidos, e são

robustos sob toda perturbação que preservem a simetria de reversão temporal (como

impurezas não magnéticas, interação elétron-elétron, etc). Esta proteção deve-se ao

número topológico, proveniente da caracterização topológica da estrutura de banda.

Os isolantes são caracterizados pelo invariante topológico Z2 [36�38], o

qual pode tomar dois valores, 0 e 1 (também chamados de �par� e �ímpar� ou

�trivial� e �não trivial�). Quando Z2 é par, corresponde a um isolante trivial (3.5a).

Se for ímpar, corresponde a um isolante topológico (3.5b). Estes últimos, tem

são observados em sistemas bidimensionais (2D) com estados metálicos de borda

com quiralidade e tridimensionais (3D) com estados metálicos de superfície com

helicidade.

3.2 Bi2Se3 e Família de Isolantes Topológicos (3D)

Dentre os isolantes topológicos (TI) mais estudados estão a família

de TI tridimensionais (3D) romboédricos Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3, propostos

teoricamente em 2007 por Kane e Fu [39], con�rmado via cálculo de primeiros

princípios por Zhang em 2009 [23] e caracterizado experimentalmente por Hasan

em 2009 [40].
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Figura 3.5: Ilustração dos estados de borda de isolantes 2D. a) Isolante trivial e
b) Isolante topológico. As linhas sólidas e tracejadas denotam os estados de borda
(um para cada borda) com spin opostos e velocidades opostas, devido à simetria de
reversão temporal. [34].

Para ir do estado de isolante trivial (sem inversão de banda) para o isolante

não trivial (com banda invertida) é necessário passar por um estado metálico.

Consequentemente, são manifestados estados metálicos na superfície destes sistemas.

Estes estados metálicos formam dois cones de Dirac (DC) bidegenerados, localizados

no centro da Zona de Brillouin (ponto Γ). O Bi2Se3, diferente dos outros TI 3D

romboédricos, apresenta na sua superfície os cones de Dirac �mais limpo� no em

torno do nível de Fermi.

Ter um cone de Dirac mais limpo é importante desde o ponto de vista de

cálculo das propriedades de transporte, dado que, só os estados que formam o cone

de Dirac são levados em conta no cálculo de transmitância, evitando �ruídos� por

espalhamentos indesejados. Assim, cone de Dirac limpos são mais promissores para

aplicações de spintrônica. Quando existem outros estados entorno EF , estes podem

contribuir no espalhamento, di�cultando o controle do spin. Vários trabalhos tem

sido focados com o objetivo de obter DC mais limpos [41,42].

Quando o SOC é considerado, no bulk do Bi2Se3 aparece um gap não

trivial no ponto Γ. Este gap é de aproximadamente 0.3 eV, o qual é maior que a

escala de energia da temperatura ambiente, pelo que é esperado que mudanças de

temperatura no ambiente não quebrem o estado topológico deste sistema.
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3.2.1 Propriedades estruturais

Os TI Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3 possuem estrutura cristalina romboédrica

do grupo espacial D5
3d (R	3m). Estes, possuem cinco camadas atômicas na sua célula

unitária, que pertencem a três grupos de camadas que também contém cinco átomos

chamados de Quintuple Layers (QLs) conforme pode ser observado na �gura (3.6a).

Figura 3.6: a) Supercélula hexagonal do Bi2Se3, com 15 camadas atômicas (3 QLs).
Os vetores primitivos da célula unitária são representados por t1, t2 e t3. b) Recorte
no eixo z da rede triangular, onde é observado três diferentes tipos de sítios não
equivalentes. c) Primeira zona de Brillouin que contém 4 pontos TRIM (Time-
Reversal-Invariant-Momentum) e a superfície 2D (projeção da zona em 3D) da zona
de Brillouin que está representada em linhas azuis. Imagem da referência [23].

O cristal é formado por empilhamentos de QLs ao longo da direções z.

As ligações químicas entre átomos Bi e Se são do tipo covalente-iônica e as ligações

entre QLs são de tipo Van der Waals [43].

Os vetores primitivos são dados por:
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t1 = (
−a
2
,
−
√

3a

6
,
c

3
)

t2 = (
a

2
,
−
√

3a

6
,
c

3
)

t3 = (0,

√
3a

3
,
c

3
)

(3.39)

com a e c parâmetros da rede na célula hexagonal, cujos valores estão de�nidos na

tabela 3.2.

Sb2Te3 Bi2Te3 Bi2Se3

a (Å) 4.250 4.383 4.138

c (Å) 30.35 30.487 28.64

Tabela 3.2: Valores dos parâmetros, a, c para diferentes elementos da família de
isolantes topológicos D5

3d.

Cada QL é formada por um arranjo de átomos no formato de camadas

com estrutura triangular, onde são intercalados camadas de átomos de Bi e Se na

sequência . . . -Se1-Bi-Se2-Bi-Se1- . . . , onde Se1 e Se2 representam dois átomos não

equivalentes de Se no cristal ( �gura 3.6a). Na �gura (3.6b) mostra uma vista

superior dos sítios das correspondentes camadas atômicas não equivalentes.

O bulk do Bi2Se3 é formado por um número in�nito de QLs, com três tipos

diferentes de QL denotadas como QL1, QL2 y QL3, com rotação de 60o entre elas

e empilhadas sequencialmente da forma . . .-QL1-QL2-QL3-QL1-QL2-QL3-. . . para

formar o bulk pristino. A estrutura cristalina do bulk dá lugar a uma correspondente

zona de Brillouin 3D com geometria ortorrômbica (�gura 3.6c desenhada por linhas

pretas) a qual tem 4 TRIM não equivalentes Γ(0, 0, 0), L( 1/2 , 0, 0), F( 1/2 , 1/2

, 0) e Z( 1/2 , 1/2 , 1/2 ), escritos em função dos vetores da rede recíproca que são
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de�nidos como:

s1 =
1

h
(−1,

−
√

3

3
, b)

s2 =
1

h
(1,
−
√

3

3
, b)

s3 =
1

h
(0, 2

√
3

3
, b)

(3.40)

A zona de Brillouin 2D é uma projeção da 3D no eixo z, conforme o

desenho em azul da �gura (3.6c). Os pontos Γ e Z da zona 3D são projetados em

Γ. L e F são projetados em M . Além do que, tem-se o ponto K, onde este último

não é um TRIM. Os vetores da rede cristalina da superfície são de�nidos como:

tsup1 = (a, 0, 0)

tsup2 = (
a

2
,

√
3a

2
, 0)

tsup3 = (0, 0,
c

2
)

(3.41)

Para reproduzir a superfície do Bi2Se3 nos códigos computacionais tais como

SIESTA ou VASP, é necessário fornecer o parâmetro c = c
′

+ cvacuo, no qual c
′

é a largura dada pelo número de QLs consideradas na superfície e cvacuo, o tamanho

do vácuo adicionado com o �m de evitar a interação entre as superfícies replicadas2.

O uso de cvacuo ≥ 10 Å é su�ciente para evitar a interação entre as superfícies

replicadas.

2As replicas das superfícies surgem devido a que os códigos VASP e SIESTA são implementados
para usar condições periódicas de contorno.
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3.2.2 Propriedades eletrônicas

Na �gura (3.7) mostra-se de forma esquemática os níveis atômicos do Bi e

Se sujeitos a diferentes campos. A evolução dos níveis atômicos para o ponto Γ surge

ao considerar: ligações químicas, simetria de inversão, campo cristalino, e interação

spin-órbita. O orbital pz proveniente do átomo de Bi (|P1+
−,±1/2〉), inverte com o

orbital pz do átomo de Se (|P2−+,±1/2〉). É bem conhecido que neste sistema só

acontece uma única inversão de banda, a qual tem lugar no ponto Γ. Um número

ímpar de pontos na zona de Brillouin cria um gap na fase bulk e este é chamado de

gap não trivial ou gap invertido.

Figura 3.7: Representação esquematica da inversão de banda dada no ponto Γ para
o bulk do sistema Bi2Se3. A �gura mostra a evolução dos orbitais atômicos px,y,z
do Bi e Se quando são considerados i) os efeitos das ligações químicas mais ii) a
formação dos estados ligantes e antiligantes dada pela simetria de inversão mais iii)
o campo cristalino e iv) interação de spin-órbita (SOC). Nota-se que existe uma
inversão de bandas entre os estados pz do Bi e do Se quando o SOC é levada em
conta [23].

Na dispersão da bandas de energia do bulk Bi2Se3 (�gura 3.8) é mostrada a

projeção nos orbitais pz do Bi e Se. Quando não é considerado o SOC (�gura 3.8a), os

estados que formam o topo da banda de valência são formados majoritariamente por

pz do Se enquanto o fundo da banda de condução está formada predominantemente

por pz do Bi. Quando o SOC é considerado (�gura 3.8b) se da lugar a um splitting
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(a) Estrutura de banda sem SOC (b) Estrutura de banda com SOC

Figura 3.8: Estrutura de banda do bulk do sistema Bi2Se3 ao longo do caminho
Γ → Z → F → Γ → L. a) Sem acoplamento spin-órbita (SOC). b) Com SOC.
Em ambas são representadas as projeções dos orbitais pz do Bi (verde) e do Se
(roxo) [44].

entre os estados. Este splitting causa uma inversão entre os estados no ponto Γ

levando a um gap não trivial de 0.3 eV.

Na imagem (3.9) evidencia-se a estrutura eletrônica da superfície para

diferentes números de QLs. Em (3.9a) mostra-se a dispersão das bandas de energia

sem SOC para a superfície de 1-6 QLs. Nota-se que, sem SOC o sistema não

apresenta estados metálicos de superfície. Na (3.9b) as dispersões de energia

correspondem ao mesmos sistemas, porém, com SOC. Nos casos para 1-3 QLs, o

sistema apresenta gap de energia e, para um número maior a 4 QLs, o sistema

é metálico. A falta de estados metálicos para um número pequeno de QLs deve-

se aos estados de ambas superfícies interagir entre si, dado pela proximidade das

superfícies, o que impossibilita a formação dos canais de condutividade.
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a) Estrutura de banda sem SOC

b) Estrutura de banda com SOC

Figura 3.9: Estrutura de banda da superfície do sistema Bi2Se3 para 1-6 quintuple
layer (QL) ao longo do caminho K → Γ → M ; a) Sem acoplamento spin-órbita
(SOC); b) Com SOC [44].
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Figura 3.10: Representação ilustrativa dos estados de superfície de um isolante
topológico (TI). a) Esquematização dos canais de condutividade com helicidade no
spin formados no espaço real de um TI 3D. b) Dispersão de energia dos estados
na superfície de um 3D TI que formam o cone de Dirac 2D. O spin é representado
pelas setas. O spin é não degenerado, possuem helicidade e retroespalhamento
proibido [45].

Os estados metálicos formados na superfície apresentam uma dispersão

tipo Dirac. Isto é, para o limite k → Γ, a dispersão é linear. A degenerescência

do spin é quebrada nos estados de superfície o que provoca helicidade no spin. Isto

impede o retroespalhamento entre os estados de superfície (�gura 3.10b).

As propriedades eletrônicas e de transporte nestes sistemas também podem

ser estudadas por modelos efetivos. Zhang reportou um modelo efetivo baseado em

propriedades de simetria [23]. Este modelo permite estudar os diferentes sistemas

Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3, através do ajuste de parâmetros.

3.2.3 O modelo de Zhang

Nesta seção são apresentadas as propriedades eletrônicas da superfície do

Bi2Se3 obtidas pelo modelo de Zhang [46]. Primeiramente é apresentado o modelo

do bulk proposto por Zhang. Posteriormente serão consideradas condições abertas

de contorno para introduzir o efeito de tamanho �nito e reproduzir a superfície,

como feito por Tanaka [47].

Na �gura (3.9) foram evidenciadas as estruturas eletrônicas obtidas por
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cálculos ab initio para a superfície do Bi2Se3. Estas podem ser estudadas através de

um modelo simples com custo computacional relativamente baixo. Para uma base

de 4 autoestados, toda hamiltoniana 4 × 4 pode ser expandida com as matrizes de

Dirac como:

Heff = ε(k)14×4 +
∑
i

di(k)Γi +
∑
ij

dij(k)Γij, (3.42)

no qual 14×4 é a matriz identidade, Γi(i = 1 . . . 5) são as 5 matrizes de Dirac

Γ1 =



0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


, Γ2 =



0 0 0 −i

0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0


, Γ3 =



0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0


,

Γ4 =



0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0


, Γ5 =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


. (3.43)

que satisfazem {Γi,Γj} = 2δij. Por sua parte, Γij são os dez comutadores

das matrizes de�nidos como Γij = [Γi,Γj] /2i.Entretanto, ε(k), di(k), e dij(k) são

polinômios expandidos em potências de k.

As matrizes Γ e as funções expandidas como potencias de k são somadas

dependendo da representação às quais pertencem. Para determinar a representação

destas, são construídos os operadores de simetria do grupo puntual do sistema.

Considerando cada QL como uma rede triangular 2D onde cada sítio na

rede corresponde a uma QL da célula unitária do Bi2Se3. Esta representação preserva

a simetria do grupo pontual D5
3d(R3m), que possui:
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1. Simetria de rotação R3 ao longo do eixo z

2. Simetria de rotação R2 ao longo do eixo x

3. Simetria de inversão (paridade) P

4. Simetria de reversão temporal T .

Na �gura (3.7) foi esquematizado que os estados relevantes na descrição da

fase topológica (estados que levam à inversão de banda) são |P1+
−, 1/2〉, |P2−+, 1/2〉,

|P1+
−,−1/2〉 e |P2−+,−1/2〉. Estes estados obedecem às transformações de simetria

quando os operadores de transformação são de�nidos como:

1. R3 = ei(
∏
/2)θ com

∏
= σ3 ⊗ 12×2 e θ = 2π/3

2. R2 = iσ1 ⊗ τ3

3. P = 12×2 ⊗ τ3

4. T = ΘK onde Θ = iσ2 ⊗ 12×2 e K é o operador complexo conjugado.

Sendo σ a base que atua sob o spin e τ a dos estados que formam a sub-banda P1+

e P2−. Baseado nestes operadores de transformação, são obtidas as representações

para cada matriz Γi e para as potências de k (Tabela 3.3).

É esperado que a simetrias do cristal e de reversão temporal sejam

preservadas. Consequentemente, devem ser escolhidos as matrizes Γi e os polinômios

de k com a mesma representação. Por exemplo, Γ1 e Γ2 levam à representação Γ̃−3

e são ímpar (−) sob inversão temporal, assim, são associados a kx e ky para formar

um termo invariante na Hamiltoniana.

Desconsiderando os termos de terceira ordem em k ou maiores, obtém-se

a hamiltoniana:

H0 = ε(k) +M(k)Γ5 + B(kz)Γ4kz +A(k)(Γ1ky − Γ2kx), (3.44)
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Representação T
{Γ1,Γ2} Γ̃−3 −
Γ3 Γ̃−1 −
Γ4 Γ̃−2 −
Γ5 Γ̃+

1 +

Γ12 Γ̃+
2 −

{Γ23,Γ31} Γ̃+
3 −

{Γ14,Γ24} Γ̃+
3 −

{Γ15,Γ25} Γ̃−3 +

Γ34 Γ̃+
2 −

Γ35 Γ̃−1 +

Γ45 Γ̃−2 +

{kx, ky} Γ̃−3 −
kz, k

3
z Γ̃−2 −

1, k2
x + k2

y, k
2
z Γ̃+

1 +

{k2
x − k2

y, 2kxky} Γ̃+
3 +

k3
x − 3kxk

2
y Γ̃−1 −

3k2
xky − k3

y Γ̃−2 −
{k3

x + kxk
2
y, k

2
xky + k3

y} Γ̃−3 −

Tabela 3.3: Representações para as matrizes Γ e os polinômios de k [46] .

onde ε(k) = C0 + C1k
2
z + C2(k2

x + k2
y), M(k) = M0 + M1k

2
z + M2(k2

x + k2
y),

A(k) = A0 + A2(k2
x + k2

y) e B(kz) = B0 + B2k
2
z . Com Ci, Mi, Ai e Bi parâmetros

ajustáveis conforme o sistema. Os termos A2 e B2 representam correção de ordem

maior para a velocidade de Fermi A0 e B0 não são importantes no entorno do ponto

Γ (k ≈ 0) [23]. Explicitamente, a Hamiltoniana é escrita como

H = ε(k) +



M(~k) 0 B0kz A0k−

0 M(~k) A0k+ −B0kz

B0kz A0k− −M(k) 0

A0k+ −B0kz 0 −M(k)


, (3.45)

com k± = kx ± iky.

Seguindo o enfoque apresentado por Tanaka [47]. Introduz-se a

transformação kiai → sin(kiai), (kiai)
2 → 2(1 − cos(kiai)), por considerar a
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aproximação para ki pequenos, com a1 = a2 = a, a3 = c os parâmetros da rede.

O Hamiltoniano do bulk é reescrito como

H = ε̃(k) +



M̃(~k) 0 B̄(kz) Ā−

0 M̃(~k) Ā+ −B̄(kz)

B̄(kz) Ā− −M̃(k) 0

Ā+ −B̄(kz) 0 −M̃(k)


, (3.46)

com

B̄(kz) =
B0

c
sin(kz), (3.47)

ε(k) = C0 +
2C1

c2
(2− cos k2

z) +
2C2

a2
(1− cos k2

x − cos k2
y), (3.48)

M(k) = M0 +
2M1

c2
(2− cos k2

z) +
2M2

a2
(1− cos k2

x − cos k2
y), (3.49)

Ā±(kx, ky) =
A0

a
(sin kxa± i sin kya). (3.50)

O Hamiltoniano do bulk (3.46) é modi�cado para considerar um número

�nito de QLs. Para a interação dos primeiros vizinhos mais próximos na rede

tetragonal, a Hamiltoniana da superfície consiste de um termo inter-layer Hz e

um termo intra-layer H0, dado por:

Hlayer =

Nql∑
n=1

c†nH0cn +

Nql−1∑
n=1

[
c†nHzcn+1 + c.c.

]
. (3.51)

no qual NQL é o número de QLs e determina a espessura da layer. c†n (cn)

os correspondentes operadores de criação (aniquilação) e c.c. denota complexo
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conjugado. O termo intra-layer seria

H0 = ε0(k) +



M0(~k) 0 0 Ā−

0 M0(~k) Ā+ 0

0 Ā− −M0(k) 0

Ā+ 0 0 −M0(k)


, (3.52)

onde ε0(k) = C0 + 2C1

c2
+ C2

a2
(2 − cos k2

x − cos k2
y) e M0(k) = M0 + 2M1

c2
+ M2

a2
(2 −

cos k2
x − cos k2

y). E o termo inter-layer

Hz =



−M1+C1

a2
0 iB̄/c 0

0 −M1+C1

a2
0 −iB̄/c

iB̄/c 0 M1−C1

a2
0

0 −iB̄/c 0 M1−C1

a2


, (3.53)

o qual fornece o acoplamento entre as QLs consecutivas.

O estado topológico da superfície do Bi2Se3 aparece explicitamente quando

é considerada a superfície com um número de QLs maior ou igual a quatro. Os

estados de superfície possuem uma dispersão linear entorno do ponto Γ formando o

conde de Dirac.

Usando os parâmetros propostos por Zhang, M0 = −0.28 eV, M1 = 0.216

eV, A0 = 0.80 eV, B0 = 0.32 eV, C0 = −0.0083 eV, C1 = 0.024 eV, C2 = 1.77 eV,

a = 4.14 Å, e c = 9.55 Å, obtemos os resultados apresentados na �gura (3.11) para

diferentes números de QLs.

No próximo capitulo serão abordadas as propriedades eletrônicas e

estruturais do Bi2Se3 quando impurezas de Sn são depositadas na superfície. Esta

deposição quebra a simetria de inversão estrutural, porém, espera-se que o estado

topológico permaneça, dado que o Sn é um átomo não magnético e não induziria

polarização de spin no sistema.
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Figura 3.11: Dispersão de energia dado pelo modelo de Zhang [23] dos estados de
bulk e superfície cerca do ponto Γ nos �lmes �nos de Bi2Se3 formados por 1-6 QLs.
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Capı́tulo 4
Sn adsorvido na superfície do Bi2Se3

Devido ao grande interesse nas propriedades estruturais e eletrônicas

dos isolantes topológicos, é investigado como mudam tais propriedades com a

deposição de diferentes impurezas. Por exemplo, ao dopar com metais de transições

como Fe, Mn, e Cr, são encontrados: Fases ferromagnéticas no Bi2Te3 [48];

Efeito Hall quântico anômalo nos TI romboédricos [49]; Supercondutividade no

Bi2Se3 com Cu intercalado [50, 51]; Fase ferromagnética com alta mobilidade no

Sm/Bi2Se3. Entretanto, ao dopar com impurezas não magnéticas foi encontrado:

Supercondutividade induzida por efeitos de proximidade em interfaces de Sn/Bi2Se3

[52]; Crescimento de estaneno sobre uma superfície do Bi2Te3 [53]; Entre outros.

Neste capitulo reportamos que no sistema Bi2Se3 dopado com Sn, existe uma fase

interticial, a qual, é energeticamente favorável.

Também investigamos como são modi�cadas as propriedades eletrônicas da

superfície do Bi2Se3 quando é quebrada a simetria de inversão estrutural. Propomos

o modelo modi�cado de Zhang para reproduzir tais resultados. Encontramos que,

sobre a superfície pode ser formado um terceiro cone de Dirac como consequência

do efeito Rashba e da mudança de massa efetiva no sistema. Este terceiro cone,

também localizado no ponto Γ, apresenta simetria de reversão temporal e textura

49
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de spin helicoidal.

Os resultados são obtidos com cálculo de primeiros princípios de acordo

com a Teoria do Funcional da Densidade (DFT), como implementado no código

SIESTA. O código SIESTA usado aqui foi modi�cado em um trabalho prévio

[54] onde é incluído o SOC seguindo a aproximação on-site [55]. Para descrever

o funcional de troca-correlação é usado a aproximação da densidade local.

Primeiramente apresentamos os resultados obtidos com cálculos Ab-initio e logo

comparamos estes com os obtidos no modelo efetivo.

4.1 Propriedades estruturais do Sn/Bi2Se3

A superfície usada para realizar a deposição é formada com um arranjo

de 4 QLs, sobre a QL superior são localizados os sítios (T1,T2 e T3 conforme

mostra-se na �gura 4.1) onde inicialmente é realizada a deposição. As posições

T1 T2 e T3 estão localizada com iguais componentes x,y dos átomo Se1, Bi, e

Se2 respectivamente, porém, com componente z (altura) 1.5 Å acima da camada

Se1. Também foi estudada outra posição discriminada como T3in ou intersticial,

localizada com iguais componentes x,y que T3 e com a mesma altura que a camada

Se1.

Em uma supercélula com periodicidade 2x2 são localizados 4 sítios

equivalentes para cada posição. Assim, é possível estudar o mapa de estabilidade

energético para diferentes porcentagens de recobrimento. As concentrações do

recobrimento são discriminadas como 100%, 75% 50% e 25% quando quatro, três,

dois ou um sítios respectivamente, estão ocupados por uma impureza.

A energia de adsorção por átomo de Sn foi calculado de acordo com:
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Figura 4.1: Estrutura cristalina do Sn/Bi2Se3, a) Vista lateral da QL superior
discriminando as posições T1-3 b) Vista superior da geometria do Sn/Bi2Se3.

Eb =
En[Sn/Bi2Se3]− E[Bi2Se3]− n · E[Sn]

n
(4.1)

onde n é o número de átomos de Sn na base, E[Bi2Se3] é a energia total do Bi2Se3

pristino, E[Sn] é a energia para um átomo de Sn isolado e En[Sn/Bi2Se3] a energia

do sistema Sn/Bi2Se3 com n átomos de Sn adsorvidos na superfície do Bi2Se3.

Sítio Recobrimento Eb (eV)
T1 100% -2.676
T2 100% -2.632
T3 100% -2.640
T3in 100% -2.798
T2 75% -2.736
T3 75% -2.698
T2 50% -2.655
T3 50% -2.952
T2 25% -2.414
T3 25% -2.468

Tabela 4.1: Energia de adsorção por átomo depositado no respetivo sítio.

A tabela (4.1) resume os resultados obtidos. Nenhum dos casos produz

polarização magnética no sistema. Observa-se que para o caso T3 com uma

concentração de 50% há uma energia de ligação maior, o que favorece este sítio para
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ocorrer a deposição. Depois de relaxar o sistema com a impureza nos determinados

sítios, os átomos de Sn �caram com a mesmas componentes x,y que da posição

inicial e com uma altura 1.8 Å acima (tomando como referência a altura da camada

de Se1).

Em todos os casos, as impurezas �caram acima da camada de Se1, exceto

para o sítio T3in 100%. Neste caso os átomos de Sn apresentam uma maior tendência

a �carem próximos dos Bi. Isto obriga aos Se1 a saírem da sua posição inicial,

causando uma surfactação na superfície. Observada esta tendência, primeiramente

é estudada a possibilidade do sistema T3in ser formado experimentalmente por

métodos como IBAD (íon beam assisted deposition), Deposição por sputtering, etc.

Para isso, estimamos a barreira de energia necessária para colocar os átomos de

Sn na posição T3in. A barreira de energia foi calculada com 180 passos estruturais,

sendo o passo inicias é onde os átomos de Sn estão em uma posição o su�cientemente

afastada da superfície como para não haver ligação. O passo �nal corresponde com

a estrutura do sistema relaxado T3in (�gura 4.2). Observa-se que, parametrizando a

energia em função da posição com respeito à camada Se1, a energia total do sistema

apresenta um máximo para h = 0, sendo h= (altura do Sn) - (Altura do Se1). Este

máximo é esperado, dado que, para h = 0 os átomos de Sn encontra-se na mesma

altura que os Se1, causando um stress no sistema devido à pouca separação entre

os Sn e os Se1. A barreira estimada foi aproximadamente de 3.93 eV. Este valor é

muito alto para ser superada em condições não extremas. Entretanto, após vencida o

sistema é estável, com uma energia de adsorção exotérmica. Por exemplo, o sistema

poderia ser criado por molecular beam epitaxy [56] de modo a evitar a barreira de

potencial.
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Figura 4.2: Barreira de potencial existente para passar da posição T3 a T3in no
caso de um recobrimento de 100%. A energia do sistema T3 é ≈ 0.06 eV maior que
o T3in. h= (altura do Sn) - (Altura do Se1).

4.2 Propriedades eletrônicas do Sn/Bi2Se3

A estrutura eletrônica obtidas para os sistemas com 100% de recobrimento

são mostrados na �gura (4.3). Pode-se observar que os sistemas continuam

apresentando uma fase metálica. Em torno do nível de energia -0.4eV é observada

uma dispersão linear nas vizinhanças do ponto Γ, similar ao caso pristino, isto indica

que a fase topológica esta sendo mantida.

No caso T3in são observadas 3 dispersões lineares para os níveis -0.38,

-0.30 e 0.0 eV no ponto Γ, as quais chamaremos de cone 1, cone 2, e cone 3

respectivamente. A origem destes cones são investigadas por cálculo de dispersão

de bandas com projeção nos orbitais atômicos. Na �gura (4.4) é apresentada a

estrutura de bandas, na qual são projetados os orbitais dos átomos das superfícies.

Os orbitais representados em verde (vermelho) estão localizados na superfície inferior
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Figura 4.3: Estrutura eletrônica do sistemas Sn/Bi2Se3 dado um recobrimento de
100%, para os sítios a) T1, b) T2, c) T3 e d) T3in.

(superior). A estrutura atômica do sistema T3in é apresentada na imagem (4.4a), a

caixa vermelha (verde) encerra os átomos levados em conta na projeção dos estados

em vermelho (verde) na (4.4b). Isto revela que, a superfície inferior (na caixa verde)

continua contribuindo na dispersão que forma um dos cones de Dirac (o cone 2).

Para todos os casos, foi observado que, o cone de Dirac da superfície inferior (o cone

2) permanece em torno do nível de energia 3.0 eV, dando um segundo indício de que

o estado topológico se mantém. Entretanto, o cone 1 do caso T3in esta formado

majoritariamente pelos orbitais dos átomos Se1 e Sn como observado na projeção

em vermelho. Foi con�rmado que, este cone 2, é formado predominantemente por

uma hibridização entre os orbitais s dos Se e os pz dos Sn (�gura 4.5).

Diferente ao caso pristino, os cones das superfícies superior e inferior não
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Figura 4.4: Sistema Sn/Bi2Se3 com deposição de Sn no sítio T3in com 100% de
recobrimento; a) Estrutura cristalina após relaxação. O quadro vermelho (verde)
encerra os átomos levados em conta na projeção dos orbitais mostrados em na
dispersão de energia; b) Estrutura eletrônica com projeção nos orbitais dos átomos
das superfícies. Os círculos com cores representam a contribuição dos orbitais dos
átomos encerrados nas caixas na estrutura atômica com a cor respectiva.

são bidegenerados, isto é esperado devido à memória do bulk re�etida na superfície,

porém, a deposição das impurezas quebra a simetria de paridade e com isso a

degenerescência dos cones é levantada. Esta quebra de simetria é observada também

no formato de Rashba nas bandas localizadas acima do nível de energia de 0 eV.

Foi calculada a textura de spin in-plane entorno do Γ como mostra-se

na �gura (4.6). É observado que a textura de spin obedece a simetria de reversão

temporal, ou seja, para cada vetor k há um spin s e para −k, corresponde um spin

−s. Percebe-se que a helicidade para cada par de cortes do cone é oposta como no

caso usual. Entretanto, o cone 3 também apresenta as características de um cone

de Dirac, mesmo não estando localizado na superfície.

Para entender a origem deste terceiro cone de Dirac, é usado como base o

modelo efetivo proposto por Zhang que foi apresentado na seção (3.2.3).
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Figura 4.5: Sistema Sn/Bi2Se3 com deposição de Sn no sítio T3in com 100% de
recobrimento. Na estrutura eletrônica é projetada a contribuição dos orbitais s (pz)
dos átomos de Se1 (Sn), é observado que o cone 1 é formado por uma hibridização
dos orbitais s dos Se1 e pz dos Sn.

Pode-se entender as perturbações dos átomos de Sn como uma quebra

de simetria de inversão e uma mudança na massa efetiva da segunda QL (sendo a

primeira a QL onde é feita a deposição). Como está bem estabelecido, a falta de

simetria de inversão resulta em contribuições de ordem maior em k do SOC. O termo

de primeira ordem em k é o conhecido termo de Rashba, hR1(
~k) = αR1(~σ × ~k) · ẑ,

este efeito causa um splitting do spin, conforme discutido anteriormente.

De acordo com os resultados DFT, não é observado efeitos de deformação

hexagonal no sistema. Assim, consideramos apenas o termo de primeira ordem de

Rashba. Portanto, podemos adicionar o termo de Rashba para representar a quebra

de simetria de inversão na Hamiltoniana intra-layer do caso pristino, resultando em

H0 = ε0(k) +



M0(~k) −iαR1k− 0 Ā−

iαR1k+ M0(~k) Ā+ 0

0 Ā− −M0(k) −iαR1k−

Ā+ 0 iαR1k+ −M0(k)


. (4.2)
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Figura 4.6: Sistema Sn/Bi2Se3 com deposição de Sn no sítio T3in com 100% de
recobrimento. Textura de spin helicoidal para diferentes cortes nos cones mostrados
na estrutura de bandas. As setas no plano representam as componentes sx, sy do
spin, enquanto que a escala de cor representa a componente sz. É observado que
a helicidade é oposta para cada par de cortes (superior e inferior) sobre o mesmo
cone, e a helicidade é correspondente ao sistema protegido por simetria de reversão
temporal.

Dado que o termo de Rashba preserva a simetria de reversão temporal,

para qualquer valor de αR1 , isto dá um cone de Dirac para cada superfície.

Adicionalmente, a degenerescência do spin é quebrada e o spin-splitting Rashba

ER aparece no ponto Γ para as bandas do bulk, conforme a �gura (4.7a). O

valor para o spin-splitting pode ser modi�cado através do parâmetro de Rashba

αR1 . O spin-spliting Rashba permanece nas bandas do bulk para qualquer valor

do parâmetro Rashba maior que zero. Na �gura (�gura 4.7b), é apresentado o

spin-splitting Rashba como função do parâmetro Rashba.

Por outro lado, é esperado que a deposição das impurezas de Sn

modi�quem a massa efetiva na segunda QL, por ser a QL próxima aonde ocorre

a deposição. Esse efeito pode ser introduzido dentro da energia on-site ε̃(k), que é
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Figura 4.7: Modelo efetivo. (a) Estrutura de bandas da superfície para 4 QLs
considerando a quebra de simetria de inversão como um termo de Rashba. Os
estados de superfície (bulk) são projetados em vermelho (azul). Nas bandas de
condução do bulk (BCB1-3) é observado o splitting Rashba ER. (b) Evolução do
splitting Rashba em função do parâmetro de Rashba αR1 para as bandas de condução
do bulk BCB1-3.

rede�nida para a segunda QL como

ε̄(k) = ε̃(k) +
~2

2m∗
k2 + ξ, (4.3)

onde m∗ é a massa efetiva, ξ é o shift de energia para o ponto Γ, ε̃(k) é a energia

on-site no modelo original de Zhang. Estes termos são incluídos unicamente para

a Hamiltoniana intra-layer associada à segunda QL, assim, a dispersão de energia

muda conforme o observado na �gura (4.8a). Especi�camente, o cone de Dirac

formado pelos estados de bulk aparece no nível de Fermi (�gura 4.8a). Também

foi observado que a posição da energia para o ponto Γ do cone do bulk induz uma

variação na separação ∆E dos cones da superfície. Esta separação depende da

posição de energia do cono do bulk (�gura 4.8b).
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Figura 4.8: a) Efeito da mudança da massa efetiva na dispersão de energia da
banda de condução do bulk BCB1. Os estados de superfície (bulk) são projetados
em vermelho (azul); b) Relação da separação de energia ∆E dos cones da superfície
com o shift de energia. c) Textura de spin para os cones 1, 2 e 3 do modelo efetivo
considerando a quebra de simetria de inversão e modi�cação da massa efetiva.
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4.3 Conclusão

Observamos que quando átomos de Sn são depositados sobre a superfície

do Bi2Se3, pode-se construir um cone de Dirac formado por estados do bulk e

localizado entorno do nivel de Fermi. Este cone de Dirac possui textura de spin

helicoidal, que sugere quando os estados do bulk estão protegidos pela simetria de

reversão temporal, semelhante a dos estados metálicos de superfície. Para todos

os sítios de deposição, é preservada a simetria de reversão temporal, de modo que

permanecem os estados de superfície topológicos.

Os estados de bulk que formam o cone de Dirac surgem como uma

consequência da quebra de simetria de inversão e a variação da massa efetiva na

QL próxima à deposição de Sn. Assim, a estrutura de banda e a textura de spin

observada nos cálculos DFT foram capturadas no modelo de Zhang ao considerar

esses efeitos.



Capı́tulo 5
Um Novo Isolante Topológico - 2D

O principal objetivo da spintrônica é entender os mecanismos pelos

quais é possível alcançar o controle e�ciente da con�guração do spin e das

correntes de spin [2, 3]. Nas últimas décadas, a forma de alcançar este objetivo

experimentou um avanço dado a: i) O descobrimento e entendimento dos

mecanismos para gerar correntes de spin em condutores com ordem magnética e

em condutores/semicondutores paramagnéticos [65�67]; ii) A proposta teórica dos

sistemas injetores de spin que haviam sido propostos experimentalmente [68, 69] e

iii) A sintetização de materiais 2D com longo tempo de relaxação do spin [2, 10].

A geração de correntes de spin, injetores de spin e conservação de spin

são mediados pelo acoplamento de spin-órbita (SOC) principalmente via efeito

Rashba e/ou efeitos topológicos [34,70�72], tais como o efeito Hall quântico de spin

(QSH) [38]. Entretanto, a procura de sistemas que apresentam estas propriedades é

uma preocupação principal no desenvolvimento da spintrônica.

Por outro lado, a presença simultânea de um spin-splitting Rashba gigante

e efeitos topológicos são reportados apenas em �lmes �nos e hétero-estruturas de TI

3D [73�78].

Neste capítulo são estudadas as propriedades topológicas e o efeito Rashba

61
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em uma família de materiais 2D com estrutura hexagonal, não-centrossimétrico, e

formados por átomos dos grupo IV, V e VII. Foi encontrado que o material formado

por átomos de Bi, Pb e I é um isolante topológico, mecanicamente estável, e tanto

no bulk como na nano-�ta apresenta estados protegidos pela simetria de reversão

temporal. Assim, para colisões elásticas o retroespalhamento é proibido no contorno

do nível de Fermi, tanto no bulk como na nano-�ta. O sistema PbBiI apresenta um

gap de energia EgΓ de 0.14 eV e um spin-splitting Rashba ER de 60 meV.

A �gura (5.1) apresenta a estrutura cristalina obtida por cálculos de

primeiros princípios (ab-initio). Os cálculos foram realizados dentro da Teoria

Funcional da Densidade (DFT) com a utilização dos códigos SIESTA (Spanish

Initiative for Electronic Simulations with Thousands of Atoms) [79] e VASP (Vienna

Ab Initio Simulation Package) [80].

Para descrever a energia de troca-correlação foram usadas a aproximação

da densidade local [81] (em SIESTA) e a aproximação do gradiente generalizado [82]

(em VASP) com o funcional de troca-correlação de Perdew-Burke-Ernzenhof.

5.1 Propriedades estruturais do PbBiI

Ao interpretar a rede hexagonal como duas sub-redes triangulares A e B, o

sistema tem um átomo da família V sobre a sub-rede A e um dímero IV-VII sobre a

sub-rede B. Esta estrutura atômica é não-centrossimétrica, tem um buckled (d 6= 0)

e cumpre as operações de simetria do grupo pontual C3v: i) Simetria de rotação R3

ao longo do eixo z; ii) Simetria de espelho Mx (x→ −x) no plano yz; iv) Simetria

de reversão temporal T .
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Figura 5.1: a) Vista lateral; b)Superior da estrutura atômica do PbBiI. O h
representa o comprimento da ligação do dímero IV-VII, enquanto que o d representa
o buckled.

A con�guração de mais baixa energia é encontrada por variação do

parâmetro da rede (ver apêndice C). No caso especí�co do sistema PbBiI, o

comprimento das ligações Bi-Pb e Pb-I (h) são 3.04 Å e 1.35 Å respectivamente

e um buckled de 1.3 Å.

O cálculo ab-initio do espectro de fônons mostra que o sistema formado

por átomos de Bi, Pb, e I é mecanicamente estável (ver apêndice D). Por isso,

nesta pesquisa focamos nossa atenção sobre as propriedades do sistema PbBiI cuja

energia de formação é EF = −0.77 eV, calculada de acordo com

EF = EPbBiI − µPb − µBi − µI, (5.1)
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onde EPbBiI é a energia total do sistema, e µPb,Bi,I é o potencial químico dado na

fase mais estável dos respectivos sistemas prístinos (Pb,Bi,I).

5.2 Propriedades eletrônicas do PbBiI

Em torno do nível de Fermi, a estrutura de bandas possui um caráter

dominado majoritariamente pela contribuição dos orbitais px,y,z dos bismutos. Sem

SOC, o topo da banda de valência é dominado pelos orbitais px,y e o fundo da

banda de condução é majoritariamente pz (Figura 5.2a). O sistema não apresenta

momento magnético, a simetria de reversão temporal (TR) é preservada e as bandas

são degeneradas em spin.

Figura 5.2: Estrutura de bandas a) Sem SOC e b) Com SOC. A escala de cor
representa o peso da projeção sobre os orbitais pz e px + py do Bi, os quais são
indicados por vermelho e azul respectivamente.

Quando o SOC é considerado, os orbitais px,y,z são misturados e formam

orbitais efetivos que preservam o momento angular total. As funções de onda para

o ponto Γ são formadas pelos estados efetivos {|ΛJ , jz〉}, no qual J é o momento

angular total, jz é a projeção do J no eixo z, e Λ corresponde à contribuição do Bi

e/ou Pb-I.

Para preservar o momento angular total, os estados efetivos |Λ3/2,±3/2〉
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devem ser uma combinação linear dos orbitais efetivos p+ = px+ ipy e p− = px− ipy,

considerando que os estados |ΛJ ,±1/2〉 são combinações lineares dos orbitais p,

principalmente orbitais pz.

Ao variar a constante de acoplamento do SOC, λSOC, onde λSOC = 1(0)

mede o presença (ausência) do SOC, no bulk, foi veri�cada uma transição de fase

topológica devido a uma inversão de banda em Γ. Esta é caracterizada por um gap

em Γ (EgΓ), que pode ser igual ao gap geral (Eg), quando é aplicado um strain (ver

apêndice C). O sistema passa através de um estado metálico para λSOC = 0.65.

No ponto Γ a banda de valência e condução são descritos pelos estados

efetivos {|BiJ , jz〉} com J = 3/2 e J = 1/2, respectivamente. Enquanto que, longe

do Γ, os estados efetivos estão misturados.

Fora dos pontos Γ e M , que são TRIM, a degenerescência no spin é

quebrada e manifesta-se uma banda de valência com "forma de m" (M-shape)

associada ao efeito Rashba. O spin-splitting Rashba é caracterizado pela energia

de splitting, ER, como apresentado na �gura (5.2b). Conforme o resultado DFT, o

Er é de aproximadamente 60 meV, que é grande em comparação com os valores

encontrados em semicondutores 2D e é da escala dos maiores encontrados em

sistemas 3D [7,9,73,83�85]. Este fenômeno é robusto a strain, para valores grandes

de compressão podem-se obter grandes valores do ER ≈ 90 meV (ver apêndice C).

Com o objetivo de descrever as propriedades do spin do sistema PbBiI,

foi comparada a textura de spin out-plane de um material com Rashba usual (Fig

5.3a) e a textura de spin não usual do sistema PbBiI(Fig 5.3b).

Na textura de spin out-plane de materiais com efeito Rashba, tais como

nos �lmes �nos do BiTeI [73], um plano de energia abaixo(acima) do ponto de

cruzamento consiste de dois círculos concêntricos com quiralidade do spin in-plane

oposta(igual) (Fig 5.3a). Portanto, o retroespalhamento de ~k a −~k é proibido.
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Figura 5.3: Estrutura de bandas e textura de spin out-plane de (a) efeito
Rashba usual e (b) o sistema PbBiI. As linhas pontilhadas na estrutura de banda
representam os planos de energia (e1-e3 e e1'-e2') nas quais se observa a textura
de spin in-plane, cujas grandezas são representadas pelo tamanho das setas. Na
estrutura de bandas, as cores azul e vermelho representam a componente 〈Sz〉 do
spin em unidades de ~/2. As setas verdes mostram os processos de backscattering
permitidos ou proibidos na estrutura de spin, no qual �x� indica um backscattering
proibido.
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Porém, o espalhamento de ~k a −~k + δk

(
~k√
~k·~k

)
(com δk <

√
~k · ~k) é permitido

[12,86], como representado pela seta verde na �gura (5.3a).

Entretanto, na banda de valência do sistema PbBiI, um plano de energia

abaixo(acima) do ponto de cruzamento consiste de dois círculos concêntricos com a

mesma(oposta) quiralidade do spin in-plane, como mostrado nos planos de energia

e1 e e2 na �gura (5.3b). Na banda de condução, qualquer plano de energia consiste

de dois círculos concêntricos com a mesma quiralidade de spin in-plane, como

representada nos planos de energia e3 da �gura (5.3b).

Adicionalmente, como ocorre nos �lmes �nos do Bi2Te3 [87], a polarização

de spin out-plane oscila de acordo a simetria C3v. Devido à textura de spin dos

estados do bulk, o retroespalhamento de ~k a −~k é proibido. Porém, contrário ao

efeito Rashba usual (Fig 5.3a), as componentes 〈Sx〉 e 〈Sy〉 do spin são necessárias

para que ocorra espalhamento inelástico de ~k a −~k + δk

(
~k√
~k·~k

)
(Figura 5.3b).

A proteção contra o retroespalhamento permanece sempre que a simetria

TR é preservada. Até onde sabemos, o sistema PbBiI é o primeiro que possui tais

propriedades na textura de spin da estrutura de banda no bulk.

Para compreender a origem da inversão de bandas, o spin-splitting Rashba,

e a textura de spin não usual obtida via cálculos DFT, foi proposto um modelo

simples que captura as propriedades eletrônicas em torno do ponto Γ.

De acordo com o efeito do SOC discutido anteriormente, foi cons-

truída a Hamiltoniana, para descrever o sistema PbBiI, usando a base

{|Bi1/2, 1/2〉, |Bi1/2,−1/2〉, |Bi3/2, 3/2〉, |Bi3/2,−3/2〉},

H =

 H1/2(~k) Hint(~k)

H†int(~k) H3/2(~k)

 , (5.2)

Na qual H1/2(~k) e H3/2(~k) são o termos efetivo que descreve os estados |Bi1/2,±1/2〉
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e |Bi3/2,±3/2〉, respectivamente. O termo Hint(~k) é a interação entre eles.

Os elementos da matriz H(~k) para o momento angular total J são dados

por:

[H(~k)]ij = εijδij +
6∑

ν=1

tij~aνe
i~k·~aν , (5.3)

onde i = (Bi, J, jz) e j = (Bi, J ′, j′z), t
ij
~aν

= 〈~n,BiJ , jz|H|~aν ,BiJ ′ , j′z〉 são os termos

que descrevem o acoplamento dos vizinhos mais próximos, ~n indica o sítio da rede

e ~aν corresponde ao ν-ésimo vetor dos seis vizinhos mais próximos. O parâmetro ε

é a energia on-site. Devido aos estados efetivos |(Pb-I)J , jz〉 não ser relevantes em

torno do nível de Fermi, podemos omitir os termos de acoplamento associados ao

dímero Pb-I. Ao utilizar as operações de simetria relevantes do grupo pontual C3v,

os termos de acoplamento podem ser relacionados uns aos outros para uni�car a

determinação.

Ao considerar o limite ~k → Γ, é obtida a forma reduzida dos elementos de

matriz da hamiltoniana

H1/2(~k) = −ε1/2 + h
1/2
0 (~k) + h

1/2
R3

(~k) + h
1/2
R1

(~k) (5.4)

e

H3/2(~k) = ε3/2 − h3/2
0 (~k) + h

3/2
R3

(~k), (5.5)

Na qual

hJ0 (~k) =
~2

2m∗J
~k2, (5.6)

hJR1
(~k) = αR1(~σ × ~k) · ẑ, (5.7)

hJR3
(~k) = αR3 [(kx + iky)

3 + (kx − iky)3]σz (5.8)

Hint = αintσz(kx + iky). (5.9)
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Figura 5.4: Figura esquemática da evolução da estrutura de bandas quando são
incluídos os termos de: (I) Energia on-site e dispersão parabólica; (II) Efeito Rashba;
(III) Termo de interação entre os estados com diferente momento angular total. A
contribuição dos J = 1/2(J = 3/2) são representadas pelas linhas vermelhas(azuis).

Estes termos surgem naturalmente como consequência das propriedades

de simetria. Os parâmetros αR1 , αR3 , αint e m
∗ estão relacionados com os termos

de acoplamento. Os parâmetros que ajustam o modelo ao resultado ab-initio estão

na (tabela 5.1), os quais são obtidos através de um ajuste por mínimos quadrados.

ε1/2 (eV) ε3/2 (eV) m∗1/2 (me) m∗3/2 (me) αint αR1 α
1/2
R3

α
3/2
R3

-0.1764 0.1440 0.3714 0.5294 3.5853i 3.0919 12 20

Tabela 5.1: Valores dos parâmetros do modelo tigh-binding efetivo para o sistema
PbBiI.

A seguir, são analisados separadamente os efeitos de cada termo da

Hamiltoniana sobre a estrutura de bandas. O termo hJ0 (~k) é chamado de

aproximação ao elétron quase-livre, que introduz o efeito de banda parabólica. O

gap não trivial entre as bandas é de 0.14 eV e é introduzido pelo deslocamento em

energia que causa a variação do termo εJ . Uma vez a energia on-site εJ e a massa

efetiva m∗J possuam signos opostos, manifesta-se a inversão de banda. Portanto,

sem os termos de interação e os termo de Rashba, o modelo da Hamiltoniana leva a

um sistema metálico com banda-invertida, que consiste de duas bandas parabólicas

como apresentado na �gura (5.4-I).

O termo de Rashba hJR1
(~k) aparece na componente H1/2(~k), que descreve o

topo da banda de valência para o ponto Γ. Este também representa a interação entre
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o spin, dado pelas matrizes de Pauli ~σ, e o momento ~k. Aqui αR1 é a constante de

Rashba e ẑ o vetor unitário perpendicular plano do sistema. A componente H3/2(~k),

descreve o fundo da banda de condução, o qual, não possui o termo αR1 , portanto,

não reproduz o spin-splitting Rashba usual. Ao considerar o feito Rashba é obtida

a estrutura de banda apresentada na �gura (5.4-II).

A interação entre os estados |Bi1/2,±1/2〉 e |Bi3/2,±3/2〉 abrem um gap

de energia com banda invertida (Fig 5.4-III). Esta interação induz a textura de

spin com helicidade in-plane e a polarização do 〈Sz〉 observada no fundo da banda

de condução. Afastado do ponto Γ, a falta de simetria de inversão estrutural

gera termos não lineares no SOC. Portanto, aparecem termos de ordem maior na

componente do efeito Rashba [88]. O termo de terceira ordem de Rashba hR3(
~k)

induz polarização de 〈Sz〉 e warping hexagonal [87], o qual é observado nas bandas

de condução e valência dos resultados DFT, como observado nos cortes de energia

e1 e e3 (�gura 5.3b). Do nosso conhecimento, não há nenhum outro sistema 2D que

experimente este efeito de warping hexagonal nos estados do bulk. De forma análoga

aos estados de superfície do Bi2Te3 [87], em trono do nível de Fermi a polarização

do spin 〈Sz〉 e o warping hexagonal são nulos.

Sem os termos de Rashba de primeira e terceira ordem, o modelo da

Hamiltoniana apresentado neste trabalho é equivalente ao modelo BHZ usado para

descrever a fase QHS em poços quânticos de HgTe/CdTe [8]. O modelo BHZ

considerando o termo de Rashba de primeira ordem hJR1
(~k) foi usado para descrever a

fase QSH em poços quânticos assimétricos InAs/GaSb/AlSb [89]. As consequências

do spin-splitting Rashba gigante e o termo de Rashba de terceira ordem em uma

gap com banda invertida, dados como a textura de spin não usual reportados aqui

foram ignorados.

Ao realizar os cálculos de estrutura eletrônica na nano-�ta do PbBiI, foi

veri�cado que a estrutura de bandas apresenta estados metálicos de borda entre o
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Figura 5.5: Estrutura de banda da nano�ta armchair do PbBiI com 98.7 Å de
largura. A cor azul (vermelha) representa a projeção no spin up (down) para as
componentes x, y e z do spin.

gap de energia presente no bulk. Na �gura (5.5) é apresentada a textura de spin da

nano-�ta armchair. Sobre o ponto Γ, há dois cones de Dirac formados por bandas

com spins opostos.

A simetria de espelho Mx é quebrada na nano-�ta, portanto, os cones de

Dirac localizados nas diferentes bordas são não-degenerados. A textura de spin

do bulk discutida anteriormente permanece na estrutura de banda da nano-�ta

(Fig 5.5). Ou seja, na região de energia mostrada, para qualquer linha constante

de energia, os estados ψ(~k) e ψ(−~k) possuem spins opostos. Isto indica que, o

retroespalhamento é proibido nos canais de condutividade tanto nos estados do bulk

como da superfície.
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5.3 Conclusão

Propomos um novo material 2D - O sistema PbBiI - com geometria

hexagonal, que apresenta efeito Hall quântico de spin e é mecanicamente estável.

Este sistema possui um spin-splitting Rashba de 60 meV, gap não trivial de 0.14

eV e um efeito de warping hexagonal. Apresenta spin-splitting Rashba tanto na

banda de condução como de valência com a mesma helicidade na textura de spin

in-plane. Portanto, sempre que a simetria de reversão temporal é preservada, o

retroespalhamento é proibido nos estados do bulk. Para entender as propriedades

eletrônicas do sistema PbBiI foi proposto um modelo efetivo de quatro bandas.

Neste modelo as bandas de condução e valência são formadas pelos estados efetivos

correspondentes ao momento angular total J = 1/2 e J = 3/2, respetivamente. O

termo de interação entre estes estados provoca uma transferência de spin do estado

J = 1/2 ao estado J = 3/2.

Os estados de borda e do bulk são protegidos perla simetria de reversão

temporal, contrário do que ocorre na maioria dos sistemas com fases topológicas não

triviais e os estados de bulk não contribuem para o retroespalhamento. A presença

simultânea do efeito de Rashba gigante e a topologia de banda não trivial levam à

textura de spin não usual resultante, isso abre um caminho para realização de novas

aplicações spintrônicas focadas no uso dos estados topológicos de borda.



Capı́tulo 6
Conclusões gerais

Nesta dissertação abordamos os conceitos fundamentais da teoria dos

isolantes topológicos. A descrição desses materiais foram baseados na teoria do

funcional da densidade e no formalismo da equação de Dirac. Mostramos que a partir

da assimetria de inversão estrutural surge o efeito Rashba quando o acoplamento

spin-órbita é levado em conta. Enfatizamos nas consequências deste efeito na

descrição das propriedades eletrônicas dos isolantes topológicos.

Nos resultados obtidos nesta pesquisa foi apresentado o estudo das

propriedades estruturais e eletrônicas de dois sistemas. Reportamos o sistema

PbBiI como um isolante topológico. O qual apresenta estabilidade mecânica e

retroespalhamento proibido tanto nos estados de borda como do bulk, permitindo a

geração, conservação e manipulação do spin em uma grande faixa em torno do nível

de Fermi. O sistema Sn/Bi2Se3 apresenta uma reconstrução na superfície devido

a inversão de camadas atômicas. Este é entendido como a manifestação do efeito

Rashba devido à quebra de simetria de inversão estrutural. Também foi observado

que há um cone de Dirac adicional que pode ser entendido como uma variação de

massa efetiva no sistema.

Estes dois sistemas podem ser entendidos com o uso de modelos teóricos
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simples. Estes modelos são propostos a partir das propriedades estruturais e

conseguem reproduzir as propriedades eletrônicas destes materiais.



Parte III

Apêndice
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Apêndice A
Aproximação de Born Oppenheimer

Os materiais cristalinos são constituídos por um número grande de núcleos

e elétrons que interagem entre eles. Este problema é conhecido como problema de

muitos corpos. Na mecânica quântica toda a informação de um sistema está continha

numa função de onda Ψ que pode ser encontrada pela solução da hamiltoniana que

descreve o sistema. A hamiltoniana de muitos corpos é:

H = −
M∑
i

~2

2M~Ri

∇2
~Ri
− ~2

2m

N∑
j

∇2
~rj
− 1

4πε0

M∑
i

N∑
j

Z~Ri
e2

|~rj − ~Ri|

+
1

4πε0

N∑
j

N∑
l<j

e2

|~rj − ~rl|
+

1

4πε0

M∑
i

M∑
k<i

Z~Ri
Z~Rk

e2

|~Ri − ~Rk|
(A.1)

onde Ri, M~Ri
e Z~Ri

são as coordenadas, a massa e a carga do i-ésimo núcleo. ~rj e

e são as coordenadas e a carga do elétron j, e ε0 é a permissibilidade do vácuo. É

impossível encontrar uma solução exata para esta equação, por isso, é necessário usar

métodos alternativos para sua simpli�cação. Levando em conta a grande diferença

que existe entre as massas dos núcleos e os elétrons. Intuitivamente, o primeiro

passo na simpli�cação de esta formulação é a separação dos movimentos nuclear e

eletrônico. Então, é possível separar seus movimentos considerando que os núcleos

se moverão bem mais lentamente que os elétrons. Esta aproximação é conhecida

76



77

como aproximação de Born Oppenheimer [13]. O resultado dessa aproximação é a

separação do problema inicial em dois: um eletrônico e outro nuclear. A função

de onda total Ψ do sistema seria um produto das funções de onda eletrônica ψ e

nuclear φ, como segue:

Ψ(~ri; ~RI) = ψ(~ri; ~RI)φ( ~RI) (A.2)

A função de onda eletrônica ψ(~ri; ~RI) depende explicitamente das coordenadas

eletrônicas e parametricamente das coordenadas nucleares. Desta forma pode-se

simpli�car o problema reescrevendo a equação (A.1) como uma parte eletrônica

mais um potencial constante que descreve a interação entre íons e elétrons.

Helec( ~RI)ψ( ~RI , ~ri) = εelec( ~RI)ψ( ~RI , ~ri) (A.3)

onde o Halmitoniano eletrônico Helec é:

Helec =
N∑
i=1

−1

2
52
i +

N∑
i

M∑
I

ZI

|~ri − ~RI |
+
∑
i

∑
j<i

1

|~ri − ~rj|
(A.4)

Consequentemente, as funções de onda ψ e as autoenergias εelec dependerão

parametricamente das coordenadas nucleares. A energia εelec para um conjunto de

pontos ~RI gera uma hipersuperfícies de energia potencial (SEP; surface electrostatic

potential). A correspondente SEP obtem-se usando procedimentos de interpolação.

E dela a solução da parte nuclear como segue:

[∑
I

∑
J<I

ZIZJ
~RI − ~RJ

+ εelec( ~RI)

]
φ = Eφ (A.5)

Neste trabalho, o interesse é apenas na parte eletrônica. Mesmo dentro das

aproximações, o problema eletrônico não é trivial, e sua solução exata não é

conhecida.



Apêndice B
Teoremas de Hohenberg-Kohn

Teorema 3 O potencial externo υ(r) sentido pelos elétrons é um funcional único

da densidade eletrônica ρ(r).

Prova. O teorema é provado por redução ao absurdo. Considerando uma

Hamiltoniana do tipo:

H = T + U +
N∑
i=1

υ(ri) (B.1)

com T y U os operadores de energia cinética e potencial elétron-elétron respectiva-

mente, e a suma de cada potencial υ(r) correspondente aos núcleos do sistema o

chamado potencial externo V . Supõe-se que há dois potenciais externos V e V ′ que

proporcionam as distintas hamiltonianas H e H ′ com estados fundamentais |ψ0〉 e

|ψ′0〉 e energias E0 e E ′0, respectivamente. Se os estados são não degenerados e é

usado |ψ0〉 como |ψ0〉 não é o estado que minimiza H ′ e |ψ′0〉 não é o estado que

minimiza H, pode-se escrever

E ′0 = 〈ψ′0|H ′ |ψ′0〉

〈ψ′0|H ′ |ψ′0〉 < 〈ψ0|H ′ |ψ0〉

< 〈ψ0|H |ψ0〉+ 〈ψ0|V ′ − V |ψ0〉

< E0 +
´
d3rρ(r) [υ′(r)− υ(r)]

(B.2)
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E0 = 〈ψ0|H |ψ0〉

〈ψ0|H |ψ0〉 < 〈ψ′0|H |ψ′0〉

< 〈ψ′0|H ′ |ψ′0〉+ 〈ψ0|V − V ′ |ψ0〉

< E ′0 +
´
d3rρ(r) [υ(r)− υ′(r)]

(B.3)

Somando as relações (B.2) e (B.3), chega-se em

E0 + E ′0 < E0 + E ′0 (B.4)

Então, como foi assumido a mesma densidade ρ(r) para υ 6= υ′, obtêm-se um absurdo

decorrente do fato que |ψ0〉 6= |ψ′0〉. A unicidade de ρ(r) exige considerar |ψ0〉 = |ψ′0〉

para o absurdo ser evitado.

Teorema 4 A densidade eletrônica exata de um sistema de muitos elétrons é a que

minimiza o funcional de energia total E[ρ].

Prova. O funcional de energia total pode ser escrito como:

E[ρ] = F [ρ] + 〈ψ|V |ψ〉 (B.5)

com F [ρ] = 〈ψ| (T + U) |ψ〉 um funcional universal, ou seja, independe do sistema.

Em particular, o estado fundamental é

E[ρ0] = F [ρ0] + 〈ψ0|V |ψ0〉 . (B.6)

Do princípio variacional de Rayleigh-Ritz, sabe-se

E[ψ0] < E[ψ] (B.7)
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que também pode ser escrito como

〈ψ0| (T + U) |ψ0〉+ 〈ψ0|V |ψ0〉 < 〈ψ| (T + U) |ψ〉+ 〈ψ|V |ψ〉 . (B.8)

Ao utilizar a expressão (B.5), tem-se

E[ρ0] < E[ρ] (B.9)

e a densidade de energia do estado fundamental ρ0 é a que minimiza o funcional

E[ρ].



Apêndice C
Variação do parâmetro da rede

Figura C.1: (a) Energia total do sistema em função da constante de rede para os
funcionais de troca-correlação aproximação da densidade local (LDA) e aproximação
generalizada do gradiente (GGA). (b) Gap de energia em função da constante de
rede, onde Eg e EgΓ são o gap do sistema e o gap no ponto Γ, respectivamente (ver
�gura 5.2 ). Abaixo da linha tracejada a 0.0, EgΓ é invertido. (c) spin-splitting
Rashba em função da constante de rede. A seta representa a constante de rede para
quando o sistema é energeticamente favorável segundo o funcional GGA.

Usando o funcional de troca-correlação segundo a aproximação do

gradiente generalizado (GGA), encontramos que a constante de rede a é 4.77 Å,

enquanto que, com a aproximação da densidade local (LDA) é 4.53 Å, conforme a
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Fig (C.1a).

Achamos que substituindo os átomos de Pb por átomos de Sn (ou

mudando a constante de rede) permite o controle do gap (ver Fig C.1b) e o spin-

splitting Rashba (ver Fig C.1c) A diminuição (aumento) da constante de rede

pode ser entendido como uma deformação de compressão (elongação) do material.

Dependendo da intensidade da deformação, podemos observar diferentes enfoques:

Semi-metal, semicondutor de gap indireto e semicondutor de gap direto, como

representado na �gura (C.1b) para as regiões I, II e III, respectivamente. A posição

de equilíbrio é representada pela seta (Fig C.1). Como mencionado anteriormente,

na região II, no ponto onde o sistema está em equilibro com o parâmetro da rede,

EgΓ é negativo indicando uma banda invertida para o ponto Γ.

Na regão onde é aplicada a deformação de compressão ( a < 4.77),

conforme comprimimos o sistema, o fundo da banda de condução, localizado na

direção M → K, decresce e cruza o topo da banda de valência para a = 4.3 Å,

formando um semi-metal (região I). Na regão onde é aplicada a deformação de

elongação ( a > 4.77 Å), o fundo da banda de condução, que inicialmente é localizado

na direção M → K, aumenta. Para o ponto (Constante de rede > 5.1 Å) o Eg e

EgΓ passam a ser o mesmo, formando um semicondutor de gap direto no ponto Γ

(região III).

Para qualquer valor da deformação considerada aqui, o carácter das

bandas entorno do ponto Γ permanecem invertidas. Assim, dado que a inversão

de banda é associada com o estado topológico, podemos dizer que a topologia não

trivial do sistema é robusto a estas deformações, sempre que a deformação não seja

maior que aquelas consideradas aqui, como mostrado na �gura C.1.



Apêndice D
Estabilidade mecânica do PbBiI

Figura D.1: Dispersão de fônons para o sistema PbBiI calculado por primeiros
princípios.

Conforme o observado na �gura (D.1), no existem frequências negativas

de vibração para o sistema PbBiI. A energia de formação é de −0.77 eV, calculada

acorde a EF = EPbBiI − µPb − µBi − µI, onde EPbBiI é a energia do sistema PbBiI

e µPb,Bi,I é o potencial químico da fase mais estável dos respetivos bulk Pb, Bi e

I. Estas propriedades são necessárias e su�cientes para concluir que o a estrutura

PbBiI apresentado aqui é mecanicamente estável.
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Unconventional spin texture in a noncentrosymmetric quantum spin Hall insulator
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We propose that the simultaneous presence of both Rashba and band inversion can lead to a Rashba-like spin
splitting formed by two bands with the same in-plane helical spin texture. Because of this unconventional spin
texture, the backscattering is forbidden in edge and bulk conductivity channels. We propose a noncentrosymmetric
honeycomb-lattice quantum spin Hall (QSH) insulator family formed by the IV, V, and VII elements with this
property. The system formed by Bi, Pb, and I atoms is mechanically stable and has both a large Rashba spin
splitting of 60 meV and a large nontrivial band gap of 0.14 eV. Since the edge and the bulk states are protected
by the time-reversal (TR) symmetry, contrary to what happens in most doped QSH insulators, the bulk states do
not contribute to the backscattering in the electronic transport, allowing the construction of a spintronic device
with less energy loss.

DOI: 10.1103/PhysRevB.94.041302

The main objective of spintronics is to understand the
mechanisms by which it is possible to achieve efficient
control of both spin configurations and spin currents [1,2].
In the past decade, the way to achieve this objective has
experienced a breakthrough due to (i) the discovery and
understanding of mechanisms to generate spin currents in con-
ductors with magnetic order and in paramagnetic conductors
and semiconductors [3–5], (ii) the experimental observation
of theoretically proposed spin injector systems [6–8], and
(iii) the synthesis of two-dimensional (2D) materials with
long spin relaxation time [1,9]. The generation of spin
currents, spin injections, and spin conservation are mediated by
the spin-orbit coupling (SOC), mainly via Rashba effect and/or
nontrivial topological phases [10–13], such as the quantum
spin Hall (QSH) effect [14]. Therefore, the search for systems
experiencing these properties is a primary concern for the
development of spintronics.

QSH insulators support helical metallic edge states, form-
ing topological Dirac fermions protected by the time-reversal
(TR) symmetry on an insulating bulk [6,7]. The topological
transition from trivial insulating to topological insulators is
evidenced as a band inversion at the TR invariant k-point
mediated by the SOC. The topological band dispersion has
been experimentally characterized via angle-resolved photoe-
mission spectroscopy (ARPES) and local scanning tunneling
microscopy (STM) in three-dimensional (3D) topological
insulators [6] and via transport measurements in HgTe/CdTe
quantum wells [15,16]. On the other hand, the Rashba
effect, arising from the lack of inversion symmetry, leads to
parallel spin-polarized band dispersion curves with opposite
in-plane chiral spin texture [17], allowing the control of the
spin direction through an electric field [10,12,13]. These
dispersion curves and Fermi contours have been character-
ized by spectroscopic measurements for many surfaces and
interfaces [18–21]. Large Rashba spin splitting are found in
materials formed by heavy elements with strong intrinsic SOC
such as Bi, Pb, and W, among others [21–25]. In this work,

*acosta@if.usp.br

we look at the consequences of the simultaneous presence of a
Rashba spin splitting and a inverted band gap. Such properties
appear simultaneously in thin films and heterostructures of 3D
topological insulators [26–31].

Here, we show that bulk states can be protected against
backscattering in nanoribbons of QSH insulators with bulk
inversion asymmetry. This behavior is a consequence of the
simultaneous presence of both Rashba and band inversion in
a QSH insulator. In our model, both the conduction and the
valence bands are formed by two bands with the same in-plane
helical spin texture and opposite 〈Sz〉 spin component. We
propose a stable, noncentrosymmetric honeycomb-lattice QSH
insulator that presents this unconventional bulk spin texture.
This system is formed by the Bi, Pb, and I elements and has a
large nontrivial band gap of 0.14 eV and a huge Rashba spin
splitting of 60 meV. To construct the Hamiltonian exhibiting
the proposed spin texture, we will use the PbBiI system.

Figure 1 summarizes the crystalline structure and the results
we obtain from ab initio calculations, which are performed
within the density functional theory (DFT) framework as
implemented in the SIESTA code [32] and in the VIENNA AB

INITIO SIMULATION PACKAGE (VASP) [33]. We consider the
on-site approximation for the SOC [34,35] in the SIESTA

code. The local density approximation [36] and the Perdew-
Burke-Ernzenhof generalized gradient approximation [37]
are used for the exchange-correlation functional. Interpreting
the hexagonal lattice as two triangular sublattices A and
B, the system has a V atom type on the sublattice A
and a IV–VII dimer in the sublattice B [Fig. 1(a)]. These
noncentrosymmetric systems have a buckled format and fulfill
the symmetry operations of the C3v symmetry: (i) threefold
rotation symmetry R3 along the z axis, (ii) mirror symmetry
Mx (x → −x) in the yz plane, and (iii) TR symmetry T . We
predict that the PbBiI system is mechanically stable, imaginary
frequencies does not exist in the ab initio phonon spectrum (see
the Supplemental Material [38]), and the formation energy
(EF = EPbBiI − μPb − μBi − μI) is about −0.77 eV.

At the � point, the top of the valence band is dominated
by the px,y Bi orbitals and the bottom of the conduction band
mainly consists of the pz Bi orbitals, as shown in Fig. 1(b).

2469-9950/2016/94(4)/041302(5) 041302-1 ©2016 American Physical Society
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FIG. 1. (a) Top and side views of the PbBiI atomic structure. In
the lowest energy configuration the buckled, d , is 1.3 Å in length
and, the Bi-Pb and Pb-I (h) bounds are 3.04 Å and 1.35 Å in length,
respectively. (b) Band structure without SOC (left) and with SOC
(right). The color scales represent the weight of the orbital projection
in the wave function ψn(�k). The projections in the pz (px and py) Bi
orbitals are indicated by red (blue). The Rashba spin splitting and the
band inversion are characterized by ER and Eg� , respectively.

When the SOC is taken into account, the p orbitals are
mixed to form effective orbitals preserving the total angular
momentum and a band inversion occurs when λSOC = 0.65,
where λSOC = 0(1) means the absence (full presence) of SOC.
We implemented the evolution of Wannier center of charges as
an alternative method to the Z2 invariant calculation using ab
inito simulations [39–41]. We find that there is no horizontal
reference line that crosses the evolution of the WCCs at least
an odd number of times (see the Supplemental Material),
showing a value of Z2 = 1 [39,41], and hence confirming
that the PbBiI system is a QSH insulator. On the other
hand, according to the symmetry operation, the wave function
at the � point is given by the {|�J ,jz〉} effective states,
where J is the total angular momentum, jz is the projection
along the z axes, and � corresponds to the Bi and Pb-I
contributions. To preserve the total angular momentum, the
|�3/2, ± 3/2〉 effective states should be a linear combination of
the p+ = px + ipy and p− = px − ipy effective orbitals and
the |�J , ± 1/2〉 effective states should be a linear combination
of the p orbitals, mainly pz orbitals. In this inverted band
gap the conduction band mainly consists of px,y Bi orbitals
and the valence band is formed by the p orbitals, mainly
dominated by pz Bi orbitals, as shown in Fig. 1(b). Therefore,
at the � point, the valence (conduction) band is described by
the effective states {|BiJ ,jz〉} with J = 3/2 (J = 1/2) and
hence, we write the Hamiltonian using the full SOC basis
{|Bi1/2,1/2〉,|Bi1/2,−1/2〉,|Bi3/2,1/2〉,|Bi3/2,−1/2〉}.

The tight-binding Hamiltonian matrix elements are given
by

[H(�k)]ij = εij δij +
6∑

ν=1

t
ij

�aν
ei�k·�aν , (1)

where i = (Bi,J,jz), j = (Bi,J ′,j ′
z) and ε is the onsite energy.

Since the |(Pb-I)J ,jz〉 effective states’ contribution is not
relevant near the Fermi energy, we omit the terms associated
with the nearest neighbors (Pb-I dimer) and hence t

ij

�aν
=

〈�n,BiJ ,jz|H |�aν,BiJ ′ ,j ′
z〉 represents the next nearest neighbor

hopping terms, with �n indicating the lattice site and �aν corre-
sponding to the νth of the six next nearest neighbor vectors.
Different from buckled honeycomb-lattice systems, such as
germanene, and silicene among others, in which the nearest
neighbor hopping terms are essential to their descriptions,
in the PbBiI the Pb-I dimers effect is introduced within the
Bi atoms hopping term. Therefore, the PbBiI Hamiltonian is
strikingly different from the Kane-Mele model [14]. Using the
relevant symmetry operations of the C3v point group, these
hopping terms can be related to each other and are uniquely
determined (see the Supplemental Material), which leads to
an approximate description of the DFT band structure [see
Fig. 2(a)].

Considering the �k → � limit we obtain a reduced form for
the tight-binding Hamiltonian matrix elements,

HJ (�k) = (−1)2J+1εJ + (−1)2J hJ,0(�k) + hJ,R3 (�k) + hJ,R1 (�k),

(2)

where hJ
0 (�k) = ξ �k2, hJ

R3
(�k) = αJ

R3
[(k+)3 + (k−)3]σz, hJ

R1
(�k) =

αJ
R1

(�σ × �k) · ẑ, and Hint = γ �σ · �k. Here, H1/2(�k) and H3/2(�k)
are the effective terms that described the |Bi1/2,±1/2〉 and
|Bi3/2,±3/2〉 states, respectively, and Hint(�k) is the interaction
between these states. The parameters are related to the hopping
terms and are obtained via a least squares standard approach
in order to match the DFT calculation (see the Supplemental
Material). Since we find that α

3/2
R1

(�k) ≈ 0 and considering
ξ 1/2 ≈ ξ 3/2 = ξ , we rewrite the Hamiltonian as

H(�k) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−ε + ξk2 iαR1k− 0 γ k−
−iαR1k+ −ε + ξk2 γ k+ 0

0 γ k− ε − ξk2 0
γ k+ 0 0 ε − ξk2

⎞
⎟⎟⎟⎠.

(3)

FIG. 2. (a) Band structure calculated with DFT, complete tight-
binding model and simplified model. (b) Fermi contour at the energy
plane Ei obtained from the simplified model. The backscattering
processes and the spin textures are represented by green and black
arrows, respectively.
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We plot the Fermi contours obtained from this Hamiltonian
and represent the backscattering processes in Fig. 2(b). In the
valence band, an energy plane below (above) the band crossing
consists of two concentric circles with the same (opposite) in-
plane helical spin texture. Likewise, in the conduction band, an
energy plane consists of two concentric circles with the same
in-plane helical spin texture. Because of this bulk spin texture,
the elastic and inelastic backscattering processes represented
by S2 and S3, respectively, are forbidden.

In order to quantify the probability of backscattering,
we calculate the scattering rate due to a single Coulomb
impurity considering the bare Coulomb potential [42],

S�k′n′,�kn = 2π
�

q4
e

4A2κ2β2 (1 − cosθ�k′,�k)I �k′,n′,�k,nδ(En − En′). Here,
A is the unit area, qe is the single-electron charge, κ is
the static dielectric constant, β = |�k − �k′|, and I�k′,n1,�k,n2

=
|〈ψEn1

(�k′)|ψEn2
(�k)〉|2 is the overlap integral, which is calcu-

lated using the normalized wave function,

ψEnλ
(�k) =

√
N

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−i
k+

αR1 k2

(ε−ξk2)2−E2
nλ

+γ 2k2

ε−ξk2−Enλ

i
γ

αR1

(ε−ξk2)2−E2
nλ

+γ 2k2

(ε−ξk2−Enλ
)2

−γ k+
(ε−ξk2−Enλ

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4)

where N = |ε−ξk2−Enλ
|2

2[(ε−ξk2−Enλ
)2+αintk2] . We verify that I−�k′,n1,�k,n2

=
I−�k,nλ,�k,nλ

= 0 and therefore the scattering rates S−�k′,n1,�k,n2

and S−�k,nλ,�k,nλ
are null, proving that backscattering processes

are unlikely. On the other hand, in an ordinary out-plane
spin-polarized Rashba material, such as the thin films of
the BiTeI 3D topological insulator [28], in an energy plane
below (above) the band crossing the bands have the opposite
(same) in-plane chiral spin texture [Fig. 3(a)] and therefore the
elastic backscattering S3 is forbidden. Unlike the PbBiI, in a
Rashba semiconductor, below the band crossing the inelastic
backscattering S2 is allowed and I−�k′,n1,�k,n2

≈ 1 [17,43], as
represented by the green arrows in Fig. 3(a).

Far from the � point, the R3 symmetry breaking generates
nonlinear terms in the SOC such as the three-order Rashba term
hR3 (�k), which induces 〈Sz〉 spin polarization and hexagonal
warping effect in the bulk states [44,45], as represented in
Fig. 3(b). Although Sz spin polarized increases, the expected
value of Sz is still near zero. Because the 〈Sx〉 and 〈Sy〉 spin flips
are required so that the inelastic scattering process S−�k′,n1,�k,n2

occurs [see Fig. 3(b)], the overlap integral I−�k′,n1,�k,n2
is still

small compared to the value found in an ordinary Rashba
semiconductors and the probability that the scattering process
S2 occurs remains low. Analogous to the surface states of
Bi2Te3 [45], near the � point, the 〈Sz〉 spin polarization and
the warping hexagonal tend to zero and the only contribution
coming from the lack of inversion symmetry is the first-order
Rashba term, hR1 (�k). Thus, to obtain the unconventional spin
texture near the � point is only enough to consider both
Rashba effect and band inversion, as was done in Eq. (3).
According to our DFT results, the Rashba spin splitting is
about 60 meV, which is huge compared with the values found
in semiconductors and surprisingly is among the highest found
in 3D systems [21–25,28]. This value can be increased up to

FIG. 3. Band structure and spin texture of (a) an out-plane spin-
polarized Rashba material and (b) the PbBiI system. The dotted lines
in the band structure represent the energy planes (e1-e3 and e1′-e2′)
in which we show the in-plane spin texture, whose magnitudes
are represented by the size of the arrows. In the arrows and the
band structure, the color code stands for the normalized 〈Sz〉 spin
polarization. The backscattering processes S2 and S3 are represented
by green arrows.

ER ≈ 90 meV by applying large compressive strain (see the
Supplemental Material).

On the other hand, since the out-plane spin polarization
oscillates according to the C3v symmetry, as occurs in thin
films of Bi2Te3 [45], at the � → M symmetry path, the Sz

spin component is zero (see Fig. 3) and therefore inelastic
backscattering processes are completely suppressed. The arm-
chair nanoribbon BZ is parallel to the � → M symmetry path
at the ky axis of the hexagonal BZ. Thus, scattering processes
are dominated by the Sx spin component and hence elastic and
inelastic backscattering is forbidden for bulk and edge states,
as shown in Fig. 4. Similarly, the zig-zag nanoribbon BZ is
parallel to the kx axis and therefore 〈Sx〉 = 0. Because of the
nonzero 〈Sz〉 spin components, there is a low probability of
inelastic backscattering in accordance with the bulk behavior
discussed above (see the Supplemental Material). Because of
the strong SOC, the spin and momentum are constrained to
be perpendicular. This spin-momentum locking implies that
Dirac cones of different edges are required to have the same
Sx spin texture and different Sz spin texture of spin in the
armchair nanoribbon, as represented in Fig. 4(c).

The protected bulk states near the � point only appear
in the energy region in which the Rashba effect and the band
inversion point take place. This energy region overlaps with the
bottom of the conduction band, which is at � → M symmetry
path, as shown in Fig. 4(b). The bottom of the conduction band
and hence the energy range in which the unusual spin texture
is present can be modified by applying tensile strain (see the
Supplemental Material). Indeed, the inverted band gap at �

can be equal to the band gap Eg when strain is applied.
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FIG. 4. (a) Tight binding and (b) DFT spin-texture band structure
of an armchair nanoribbon 98.7 Å wide. The color code stands for
the spin polarization. (c) Pictorial representation of edge states with
〈Sz〉 (left) and 〈Sx〉 (right) spin polarization.

It is well established that the Bi-Pb alloy can be realized
experimentally by maintaining the R3̄m space group [46,47].
The Pb-Bi rhombohedral alloy along the [111] direction can
be considered as a stack of PbBi honeycomb lattices that are
weakly bonded (mainly ruled by van der Waals–type interac-
tion) to each other, similarly to the bismuth bilayers [48]. The
dangling bonds that appear at the Pb-rich PbBi surface can be
eliminated by bonding to iodine atoms and hence the proposed

spin texture could be observed in the PbBiI system via STM
experiments analogously to the observation of Bi-bilayers’
edge states [48].

The C3v symmetry in the PbBiI system leads to a interaction
term different from the BHZ model used to describe the
QSH phase in HgTe/CdTe quantum wells [49]. Although the
BHZ model considering the Rashba effect has been used to
describe asymmetric InAs/GaSb/AlSb quantum wells [50],
the consequences of a huge Rashba spin splitting and the
three-order Rashba term in a bulk inverted band gap, such
as the unconventional spin texture reported here, have been
ignored.

In summary, the simultaneous presence of a huge Rashba
effect and an inverted band gap in systems with C3v symmetry
leads to conduction and valence bands with a Rashba-like spin
splitting with the same helical in-plane spin texture and with
null Sz spin polarization at the � → M symmetry paths. Thus,
the spin texture in the nanoribbons depends on its orientation.
We find that bulk states are protected by the TR symmetry
and, contrary to what happens in most doped QSH systems,
the bulk states do not contribute to the backscattering, opening
the way for realizing novel applications of topological edge
states. Additionally, we proposed a honeycomb-lattice QSH
insulator that is mechanically stable: the PbBiI system, which
has a large Rashba splitting of 60 meV, a large nontrivial gap of
0.14 eV, and hence the predicted unconventional spin texture.
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