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Resumo

Neste trabalho buscamos caracterizar o espectro de uma classe de operadores bloco—
Jacobi limitados definidos em [*(A,CF) (A : Z; x {0,1,..., L — 1} representa uma faixa
de largura L > 2 no semi—plano Zi) e sujeitos a perturbagdes esparsas (no sentido que
as distancias entre as “barreiras” crescem geometricamente a medida que estas se afas-
tam da origem) distribuidas aleatoriamente. Tais operadores sdo construidos a partir
da soma de Kronecker de matrizes de Jacobi J, cada qual atuando em uma direcao
do espago. Demonstramos, por meio da bloco—diagonalizacao do operador, que suas
principais propriedades espectrais dependem da caracterizacao da “medida de mistura”
%Zf;ol 1, pt; a medida espectral associada & matriz de Jacobi J7 = J + 2cos(2mj/L)1.
Para tanto, buscamos primeiramente caracterizar cada uma das medidas p;, explorando
e aperfeicoando algumas técnicas bastante conhecidas no estudo de operadores esparsos
unidimensionais. Demonstramos, por exemplo, que a seqiiéncia de angulos de Priifer
(variaveis que, juntamente com os raios de Priifer, parametrizam as solugoes da equagao
de autovalores) é uniformemente distribuida no intervalo [0,7), o que nos permite de-
terminar o comportamento assintotico médio das solugoes da equacao de autovalores.
Tal resultado, aliado as técnicas desenvolvidas por Marchetti et. al. em [MWGA] e
a uma adaptacao dos critérios de Last e Simon [LS1] para operadores esparsos, nos
permitem demonstrar a existéncia de uma transigdo aguda (pontual) entre os espec-
tros singular—continuo e puramente pontual. Empregamos em seguida os resultados de
Jitomirskaya e Last presentes em [JL] e obtemos a dimensdo Hausdorff exata associ-
ada a medida p;, dada por a; = 1+ p2(47(/\ﬁ(;;£);7j/L))2) (A € [-2,2]), recuperando
um resultado andlogo obtido por Zlatos em [Z]. Por fim, adaptamos tais resultados a

situacao da medida de mistura associada a matriz bloco—Jacobi, obtendo a = minjez(y) o,
ZA) : {m € {0,1,....,L — 1} : A € [-2 4 2cos(27j/L),2 + 2cos(27j/L)|}, como sua
dimensao Hausdorff exata. Estudamos modelos idénticos com esparsidades sub e super-
geométricas, obtendo na primeira situacao um espectro puramente pontual (de dimensao
Hausdorff nula) e na segunda um espectro puramente singular—continuo (de dimensao
Hausdorff 1). Finalmente, verificamos a existéncia de transigdo entre os espectros pura-
mente pontual e singular—continuo em um modelo com esparsidade super-geométrica cuja
dimensao Hausdorff associada a medida espectral é nula.






Abstract

In this work we attempt to caracterize the spectrum of a class of limited block—Jacobi
operators defined in [*(A,CF) (A : Z, x{0,1,..., L—1} represents a strip of width L > 2
on the semi—plane Zi) subject to a sparse perturbation (which means that the distance
between the “barries” grow geometrically with their distance to the origin) randomly
distributed. Such operators are defined as Kronecker sums of unidimensional Jacobi ma-
trices J, each one acting in different directions of the space. We prove, by means of a
block—diagonalization of the operator, that its most relevant spectral properties depend
on the caracterization of the “mixture measure” % ]Lz_ol (i, v the spectral measure of
the Jacobi matrix J9 = J + 2cos(2mj/L)I. For this, we must characterize at first each
one of the measures p;, exploiting and improving some well known techniques devel-
oped in the study of unidimensional sparse operators. We prove, for instance, that the
sequence of Priifer angles (variables which parametrize the solutions of the eigenvalue
equation) are uniform distributed on the interval [0, 7), a result which gives us condition
to determine the average asymptotic behavior of the solutions of the eigenvalue equa-
tion. Such result, in association with the techniques developed by Marchetti et. al. in
[IMWGA] and with an adaptation of Last—Simon [LS1] criteria for sparse operator, per-
mit us to prove the existence of a sharp transition between singular continuous and pure
point spectra. Following on, we use the results from Jitomirskaya—Last of [JL| and obtain

the exact Hausdorff dimension of the measure p;, given by a; = 1 + Pl 4_(/\4_(;;:; 2();] D9

(A € [-2,2]), recovering an analogous result due to Zlatos in [Z]. At last, we adapt these
results to the mixture measure of the block—Jacobi matrix, obtaining o = minjezy) o,
ZA) :{m € {0,1,...,L —1} : A € [-2+ 2cos(27j/L),2 + 2cos(2mj/L)]}, as its exact
Hausdorff dimension. We study as well identical models with sub and super geometric
sparsities conditions, obtaining a pure point spectrum (with null Hausdorff dimension) in
the first case, and a purely singular continuous spectrum (such that its Hausdorff dimen-
sion is 1) in the second. Finally, we prove the existence of a transition between pure point
and singular continuous spectra in a model with sub—geometric sparsity whose Hausdorff
dimension related to the spectral measure is null.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacoes e contextualizacao do trabalho

Um dos modelos mais estudados por fisicos e matematicos na segunda metade do século
passado e no século presente é o modelo de Anderson “tight—binding”, apresentado pela
primeira vez em [A], que descreve elétrons nao-interagentes em um potencial aleatério.
Sabemos que o movimento dos elétrons em um metal ou cristal perfeitos (onde os atomos
formam estruturas perfeitamente periddicas, livres de impurezas) é descrito pela teoria
de Bloch, adequada apenas a descricao de algumas poucas propriedades de equilibrio dos
solidos: esta deve ser substituida por uma teoria cinética na qual os elétrons interajam com
as varias impurezas presentes no material. O modelo de Anderson é uma das primeiras
e mais bem sucedidas destas teorias, em que a aleatoriedade do potencial representa as
impurezas presentes no material e é responsavel pela transicao entre os possiveis estados
eletronicos.

O modelo “tight-binding”, originalmente proposto em termos dos operadores de cria-
¢ao e aniquilacao de elétrons aI, a;, para cada sitio i, tem como hamiltoniano

_ T T
H = Z €ia,a; + Z Vija;a;
(] 2,

em que V;; = —V para sitios primeiros vizinhos e V;; = 0 de outra forma, e as varidveis
aleatdrias ¢; sao tomadas como independentes e uniformemente distribuidas entre —1//2
e W/2.

Analisemos, no entanto, um hamiltoniano um pouco diferente do definido acima e
muito mais proximo do que vamos tratar em nosso trabalho. Seja H o espaco de Hilbert
das funcoes complexas quadrado—somaveis em Z”, v > 1. Vale destacar que o uso do
modelo discreto é perfeitamente justificavel do ponto de visto fisico, ja que o modelo
“tight—binding” é, em certo sentido, uma aproximacao do fenomeno real; os elétrons,
nesse caso, “saltam” um a um entre sitios sucessivos (que representam atomos, em boa
aproximacao fixos (baixa temperatura), presentes na rede cristalina).
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O operador de Schrodinger definido em H é
H=-A+V, (1.1)

em que A é o laplaciano de diferenga finita (sem o termo diagonal —2v) e V' é um potencial
aleatorio. Repare que A é um operador limitado, cujos elementos de matriz satisfazem
A =—1seli—j| =1eA;; =0 caso contrario. No espago de Fourier, A corresponde
ao operador de multiplicagao por 237  cosk;, —1 < k; < m, de modo que A apresenta
espectro absolutamente continuo (Defini¢ao B.1.14) no intervalo [—2v,2v]. O potencial
V' é geralmente definido como uma familia de varidveis aleatérias independentes e iden-
ticamente distribuidas (uniformemente distribuidas no modelo original de Anderson), V;,
J € Z¥, agindo como operadores de multiplicacao em H.

Um dos objetos de estudo mais interessantes, relacionado ao modelo de Anderson e a
sistemas desordenados em geral, é a densidade de estados. Além de sua ébvia importancia
fisica, ja que pode ser medida em alguns experimentos, a obtencao da densidade de esta-
dos é um problema desafiador em mateméatica. Um dos principais objetos analisados neste
trabalho é a natureza espectral de alguns operadores de Schrodinger, que depende dire-
tamente da densidade de estados (vide a Segao 4 de [K]). Apesar do apelo fisico (ja que
esta é em um certo sentido uma média do nimero de niveis de energia por célula da rede;
no caso unidimensional, uma célula equivale a um segmento unitario), a denominagao
“densidade de estados” é matematicamente incorreta. De fato, o objeto que analisamos é
a densidade espectral (os detalhes se encontram no Apéndice D), que como veremos nao
apresenta necessariamente uma densidade no sentido matematico usual.

Na teoria dos metais em estado sélido, sempre se acreditou que um espalhamento
fraco, ligado a uma desordem fraca, mudaria os autovetores (em um sentido generalizado
quando tratamos de sistemas infinitos) das ondas de Bloch para uma superposigao de
estados que apresentam, grosseiramente, a mesma energia. Esta superposicao suposta-
mente produziria autovetores generalizados estendidos (associados a regiao absolutamente
continua do espectro, onde de fato existe uma verdadeira densidade de estados), similares
as ondas planas de Bloch. Dessa forma, quando Anderson (vide [A]) mostrou que uma
desordem suficientemente grande poderia acarretar numa localizacao de todos os autove-
tores generalizados em alguma regiao finita do espaco, com um decaimento exponencial
fora dessa regiao, houve certa surpresa na comunidade interessada. Este resultado foi
rigorosamente demonstrado por Gold’sheid, Molchanov e Pastur [GMP] e subseqiiente-
mente por Kunz e Souillard [KS1]. Logo em seguida ao trabalho de Anderson, Mott
e Twose [MT], e Landauer [Lan] demonstraram que qualquer desordem em um sistema
unidimensional pode ser suficiente para causar uma localizacao exponencial de todos os
autovetores generalizados.

Localizacao

Outra questao indubitavelmente relevante e diretamente associada a natureza da me-
dida espectral (ou mais explicitamente, a sua densidade) é a da evolugao temporal do
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pacote de onda 1), = e~#H1), 1)y € H. Um dos problemas matematicos mais desafiadores
é justamente a obtencao, com grande precisdo, do comportamento assintotico (¢ — 00)

de wt'
Consideremos o alargamento de v); como medido por

r2(t) =) lu()Pa® = Jae o |*.

E possivel mostrar (vide a Secio 1 de [Sp]) que r2(t) < const - £ caso z1hy seja
quadrado—somével. Se o potencial V' for periédico ou nulo, entao r?(t) = const - %, o
que corresponde fisicamente a uma particula se movendo a velocidade constante. No caso
em que V; s@o varidveis aleatérias independentes e a desordem (representando o valor
méximo assumido por estas varidveis) é grande, Anderson afirmou que limsup, 72(t) <
const (para todo 1y de suporte compacto), ou seja, existe localizagao do pacote de onda,
ja que este nao se alarga. Isso corresponde a existéncia de uma fase isolante em um
metal (ndo hé transporte). Como discutido anteriormente, a ocorréncia de localizagdo em
uma dimensao é um resultado bem conhecido. Em duas dimensoes, espera-se também
que haja localizagao para qualquer desordem [OW, AALR]; entretanto, nao existe uma
demonstragao rigorosa dessa conjectura.

A desigualdade 72(t) < const implica na existéncia de espectro puramente pontual
(vide a Segao B.1 para uma discussdo do conceito) para H. Este fato segue do Teorema
RAGE (vide, por exemplo, [RS4]), que afirma que o projetor espectral P, (Definigao B.2.1)
sobre o espectro continuo de H é

17
1Pa? = lim lim — / S 1o)X )l

R—oo T—oo T’

1 T const
< Jim Jim o Sl < Jim “G <0,
onde ya(z) = 1sex € Ae xa(x) =0 caso contrario é a chamada fungao caracteristica
do conjunto A.

Na situagao em que v > 1 e a desordem é grande, Martinelli e Scoppola [MS] demons-
traram a auséncia de espectro absolutamente continuo demonstrando, com probabilidade
1, que para uma dada energia E nao existem solucoes polinomialmente limitadas da
equagao de Schrodinger (—A + V — E)Y = 0 (os detalhes se encontram na Segao 5.5 de
[Sp]). Frohlich, Martinelli, Scoppola e Spencer [FMSS| demonstraram a existéncia de lo-
calizagao e que o espectro é puramente pontual, com os autovetores generalizados decaindo
exponencialmente rapido (vide as Segoes 6-8 de [Sp] para um esbogo da demonstragao).

Para uma desordem fraca e v > 2, espera-se que o espectro de H contenha um inter-
valo [E,,, E) | puramente absolutamente continuo; a tal intervalo devem corresponder os
estados estendidos, como ja discutido. As constantes F,, e E! sao chamadas de fronteiras
de mobilidade, ja que o pacote de onda associado ao elétron deve se alargar nesse intervalo
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de energias. Acredita-se que o alargamento do pacote de onda seja difusivo, isto é, que
r?(t,2pg) = Dt, D > 0, desde que 1)y nao seja ortogonal aos estados estendidos. Existe
condutividade caso a energia de Fermi do sistema (definida como sendo a energia do es-
tado fundamental de um conjunto de elétrons) pertenca a banda de mobilidade. Fora da
banda, espera-se que o espectro seja puramente pontual, com os autovetores generalizados
decaindo exponecialmente répido. Kunz e Souillard [KS2] estabeleceram rigorosamente a
existéncia de uma banda de mobilidade na rede de Bethe.

Sabe-se que mesmo para desordem fraca existem intervalos de espectro puramente
pontual com fungoes exponencialmente localizadas (vide [FMSS]). Estes intervalos se
encontram nas extremidades do espectro de H.

Mostremos a seguir como a localizacao exponencial do pacote de onda acarreta em
uma condutividade estatica média nula. Esta tltima é definida pela férmula de Kubo,

o ( —hme /Z|GO x; E +ig)|*Px*dP(V) |

em que dP(V) representa a distribuigao de probabilidade associada ao potencial V. A
funcao de Green

G(z,y; E +ie) = <(H —F - ie)’lwm,wy>

é, como definida acima, o nicleo integral’ do resolvente (H — z)~! do operador H, para
2z = E + ie, ,, elementos de uma base ortonormal de H (a definicdo de resolvente se
encontra no Apéndice A). Sabemos (vide a Se¢ao D.3) que a func¢do de Green apresenta
uma ligacao direta com a medida espectral.

Frohlich e Spencer demonstraram em [FS] que para uma desordem e para uma energia
suficientemente grandes, a funcao de Green satisfaz a desigualdade

|G(0, z; E +ie)| < emE=lel)

que segue para todo x, todo K > 1 e para & # 0, com probabilidade no minimo 1—CpK P,
p > 1, m e C, constantes positivas (Teorema 1.1 de [Sp]). Tomando K = R+ |z|/2 e a
desigualdade ¢|G(z,y; E +ic)| < 1 temos

2
Cpx

2 . - \12,,.2 2 _2m(R—|z|/2),.2
G(0,z; E + dP(V) < —
5/| (0, z; ie)|*x*dP(V) < ee x+(R+|x|/2)p’

que quando somado em x vai a zero nos limites € — 0 e R — oo. Demonstra-se, portanto,
que a condutividade estdtica é nula na situacao de localizacao exponencial. A constante
de difusao D(F) é proporcional a (F), e assim também se anula.

Uma contribuicao fundamental para a questao da localizacao foi a de Simon e Wolff
em [SW]. Ambos estenderam a teoria de Aronszajn [Ar] e Donoghue [Do|, que trata da
instabilidade da parte singular do espectro sob perturbagoes de posto um (vide a Segao

fTrata-se, na realidade, de um ntcleo somével; os detalhes se encontram na Secao D.3.
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D.4 para uma discussdo), para o problema de potenciais aleatérios, incluindo o modelo
de Anderson multidimensional.

Seja H o hamiltoniano (1.1) associado ao modelo de Anderson e defina A = H —
V(0)P, P = (do, 550 a projecao sobre o vetor d € [*(Z"), o espago das funcoes quadrado—
somaveis em Z”. Podemos entao reescrever o hamiltoniano como H = A + AP, onde A é
independente de A e distribuido de acordo com a lei dP. O trabalho mostra (Teorema 2)
que se dP for absolutamente continua, uma condi¢ao suficiente para que o espectro seja
puramente pontual (localizac¢ao) é

. . . 2
ll_r}(l)z |G(0,2; E 4 ig)|” < 00,

condicao esta equivalente, portanto, a quadrado—somabilidade dos autovetores genera-
lizados (que por sua vez esta diretamente associada a existéncia de espectro pontual).

Os autores também deduzem o decaimento exponencial dos autovetores a partir do
decaimento exponencial da fun¢ao de Green (Teorema 9), complementando os resultados
de [F'S] apresentados acima.

Vale destacar que von Dreifus e Klein apresentaram em [vDK] uma demonstragao
muito mais simples, principalmente no que se refere a estimativas probabilisticas, do
resultado original de Frohlich e Spencer.

Estados estendidos

Como vimos acima, a questao da localizacao é bem compreendida e verificada nao
somente apenas no modelo de Anderson, mas em modelos desordenados gerais. Entre-
tanto, a existéncia de espectro absolutamente continuo para o modelo de Anderson “tight—
binding” ¢ até hoje um desafio matematico. Pelo que discutimos, a existéncia de estados
generalizados estendidos esta diretamente associada a presenca desse tipo espectral. Esta
associacao foi posta em bases matemédticas mais sélidas por Wilcox [W], que definiu esta-
dos espalhados, isto é, estados que nos limites ¢ — 400 estao assintoticamente distantes
do centro espalhador (a ligagdo com a expressao “estados estendidos” é ébvia), baseado
diretamente no significado fisico de espalhamento, desenvolvendo uma teoria abstrata de
operadores de onda. Esbocemos suas principais idéias.

Seja K C Z¥. A grandeza

I(K ) =) i)

zeK

é interpretada como a probabilidade do sistema (elétron em nosso caso) se encontrar no
conjunto K no instante de tempo t. O significado fundamental da afirmagao “i; é uma
onda espalhada” é que esta inevitavelmente escapa de qualquer conjunto limitado K:

lim I(K,t) =0 (1.2)

t—o00
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para todo conjunto K C Z" limitado, sendo portanto natural afirmar que 1) € H é um
estado espalhado (ou estendido) caso a relacao (1.2) seja satisfeita.

A condigao (1.2) pode ser generalizada ao contexto da teoria abstrata de espalhamento
reformulando-a em termos de operadores; defina o operador @), : H — H através da
expressao

Qqthr(r) = Xg(x)he(2) ,

para todo x € Z", x, a funcdo caracteristica do conjunto B, = {z : |z| < |g|}. Desse
modo (B, t) = ||Q,U(#)o|]* (U(t) = e ) e (1.2) é equivalente a

Tim [[QuU(t)o]| =0 (13)

para todo ¢ > 0.

Definimos o conjunto Hes como o conjunto de todos os estados espalhados de H e
o conjunto {Q, : 0 < ¢ < oo} de operadores que satisfazem (1.3). Um dos principais
resultados de [W] nos diz que Hes C He, He 0 subespago dos estados associados & parte
continua do espectro (Teorema 2.1 de [W]; vide o Apéndice B para uma discussao completa
da decomposigao do espaco de Hilbert em diversos subespagos). Como sabemos, H, =
Hae ® Hse (Teorema B.1.18), Hg o subespaco dos estados singular—continuos. Dessa
forma, seria possivel haver estados espalhados associados ao espectro singular-continuo.
Sob a hipétese de @, ser H—compacto', é possivel mostrar que Hy. = {0} (Coroldrio 2.4
de [W]).

Ao subespago Hg. geralmente ndo se atribufa nenhuma interpretagao fisica (vide, por
exemplo, p.23 de [RS4]). A primeira pessoa a fazé-lo foi Pearson [P], que construiu
uma série de medidas espectrais singular—continuas como limites de medidas absoluta-
mente continuas associadas a operadores com uma seqiiéncia infinita de “barreiras”, cujas
distancias entre si crescem rapidamente.

Os potenciais empregados por Pearson possuem simetria esférica, sao limitados e local-
mente nao—singulares. Na situagao de decaimento, a condi¢ao para existéncia de espectro
singular—continuo ¢ grosseiramente dada por Y -, g2 = 00, g, a altura da n—ésima bar-
reira (veremos na Segao 3.3 uma condi¢ao mais precisa para os operadores que estudamos).
Esta é exatamente a condi¢ao para a particula (elétron, por exemplo), apés um processo
que envolve multiplas reflexoes e transmissoes por sucessivas barreiras, retornar com pro-
babilidade 1 a alguma vizinhanca da origem (embora a particula possa se encontrar a
uma grande distancia da origem, esta retornara a mesma com uma freqiiéncia arbitraria).
Dessa forma, tais potenciais devem ser interpretados fisicamente como uma barreira to-
talmente refletora, na qual a particula pode penetréa-la arbitrariamente, sendo em algum
momento refletida.

fUm operador A é B—compacto se, dada uma seqiiéncia u,, € D(A) C D(B), com {u,} e {Au,}
limitadas, a seqiiéncia {Bu,} contém uma subseqiiéncia limitada; vide p. 194 de [Ka].
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Tendo como base os resultados de Wilcox e Pearson, podemos interpretar fisicamente
os espectros absolutamente continuo e singular—continuo como aqueles associados a esta-
dos espalhados (ou seja, cuja probabilidade de serem encontrados em uma regiao limitada
do espago é nula), os primeiros tendo uma probabilidade de recorréncia a origem menor
do que 1 (podendo se anular), os segundos retornado com probabilidade 1. O cendrio
fisico é, como descreve Pearson, o de uma particula realizando uma espécie de caminhada
aleatoria quantica, na qual o efeito do potencial a distancias pequenas nao pode ser ig-
norado, por maior que seja a distancia da particula a origem. Assim, podemos de fato
afirmar que estados efetivamente espalhados no sentido fisico sao aqueles associados so-
mente a parte absolutamente continua do espectro, ja que estes sao os estados em que a
particula descreve uma “caminhada aleatéria” transiente.

Modelos que exibem transicao espectral

Esses resultados validam em um certo sentido as aspirac¢oes de que a fase metélica (con-
dutividade positiva) se relaciona direta e unicamente ao espectro absolutamente continuo.
A existéncia desse tipo de espectro é conhecida para alguns potenciais unidimensionais
quase periddicos, como observado por Dinaburg e Sinai em [DS].

O chamado operador quase Mathieu (também conhecido como operador de Harper
ou modelo de Hofstadter) é um belo exemplo de um operador unidimensional com um
espectro bastante rico, podendo inclusive exibir uma transicao do tipo metal-isolante
(relacionada a transi¢ao do espectro absolutamente continuo ao puramente pontual, com
autovetores que decaem exponencialmente). Nele, definimos o potencial como V(n) =
Acos(2ran + ), onde n € Z é um ponto qualquer da rede unidimensional e a, A, € R.
O operador H, rg := —A + V ¢é um modelo “tight-binding” para o hamiltoniano de um
elétron sujeito a um potencial comensuravel (se « é racional) ou incomensuravel (caso «
seja irracional), e desempenha um papel importante no estudo de problemas fundamen-
tais relacionados a elétrons de Bloch na presenca de campos magnéticos, principalmente
na teoria de Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs do efeito Hall quantico inteiro
[TKNN], recentemente verificada experimentalmente (vide [L2] para maiores detalhes e
mais aplicagoes fisicas do operador de Mathieu).

Em particular, para o caso periddico (o € Q), H, x 9, como qualquer potencial perié-
dico, possui espectro puramente absolutamente continuo. Para « irracional, no entanto,
a natureza espectral de H, ¢ ¢ bem mais complexa e depende de valores precisos dos
parametros. Um dos pricipais resultados é o Teorema 3.4 presente em [L2] (vide biblio-
grafia complementar), que afirma que para quase todo par de parametros «, # com respeito
a medida de Lebesgue (ou seja, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula), o
espectro é absolutamente continuo quando |\| < 2, puramente singular—continuo quando
A = 2 e puramente pontual denso (isto é, o espectro é um conjunto denso em R; vide o
Apéndice B para a definigao desse tipo espectral), com autovetores que decaem exponen-
cialmente (estados localizados) quando |A| > 2. H4, portanto, a transi¢ao metal-isolante
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destacada anteriormente. O resultado acima é valido do ponto de vista probabilistico,
ja que exclui conjuntos de pontos com probabilidade nula (medida de Lebesgue nula);
o cenario completo é bem mais delicado, pois tais conjuntos de medida nula originam
diferentes propriedades espectrais.

O modelo de Anderson na rede de Bethe com desordem fraca é outro importante
exemplo de existéncia de espectro absolutamente continuo em operadores aleatérios. O
resultado foi obtido por Klein em [K] e posteriormente por Froese, Hasler e Spitzer em
[FHS2|, através de uma abordagem bastante diferente.

Os operadores de Schrodinger com potenciais esparsos constituem outro exemplo de
operadores em que € possivel existir transicao espectral. Potenciais esparsos sao nulos fora
de uma seqiiéncia de “barreiras” cujas distancias entre si crescem rapidamente a medida
que se afastam da origem. As barreiras em si podem possuir “tamanhos” distintos, que
ou crescem, ou diminuem, ou permanecem inalterados.

Podemos, por exemplo, definir uma classe de operadores discretos unidimensionais em
I*(N,C), cujo potencial V' = 0 se n ¢ {a;}32,. O conjunto {a;}3*, é uma seqiiéncia
rapidamente crescente de nimeros naturais, com V'(a;) nimeros reais distintos de zero.
A taxa de crescimento da seqiiéncia {a;}32, é em principio arbitraria, sendo no mfnimo
tao rapida quanto a linear.

Como vimos anteriormente, Pearson [P] foi o primeiro a reconhecer a utilidade deste
tipo de potencial na construcao de operadores com espectro singular—continuo e a atribuir
uma interpretacao fisica a este tipo espectral. Apesar desses operadores aparentemente
nao apresentarem uma conexao direta com problemas fisicos, estes sao um bom laboratoério
para o estudo mais detalhado dos varios tipos espectrais, uma vez que a relativa facilidade
em analisa-los nos permite um conhecimento detalhado dos autovetores generalizados.

Um dos principais resultados da drea se deve a Kiselev, Last e Simon [KLS|, que
demonstraram que nos limites a;j/a;4+1 — 0 e V(a;) = 0 (j — o00), H possui espectro
absolutamente continuo caso o potencial seja quadrado—somavel e espectro puramente
singular—continuo caso contréario (Teorema 1.7 de [KLS]).

Gordon [G] e Kirsch, Molchanov e Pastur [KMP] usaram potenciais esparsos crescentes
para construir operadores de Schrodinger deterministicos com espectro puramente pontual
denso. O que eles mostraram, essencialmente, é que para uma dada distribuicao de
barreiras {a;}32,, é possivel tomar {V(a;)}32, com um crescimento de tal modo que H
possua espectro puramente pontual para quase toda condicao de contorno 6. Outros
modelos desse tipo foram estudados por Last e Simon [LS2], que demonstraram que para
a; = j* e V(a;) = €9, ¢ > 0, H possui espectro puramente pontual no intervalo [—2, 2]
para quase toda condicdo de contorno 6, com os autovetores decaindo como e~"/2.

No sentido contrario, Simon e Stolz [SS] demonstraram que para uma seqiiéncia ilim-
itada dos valores do potencial {V'(a;)}32,, é possivel escolher uma seqiiéncia de barreiras
que cresca rapido o suficiente de tal modo que H contenha apenas espectro singular—
continuo em (—2,2) para toda a condigdo de contorno.

Vale notar que o espectro absolutamente continuo nao se faz presente nessa situagao
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de operadores esparsos ilimitados, como Simon e Spencer demonstraram em [SiSp] (vide
[LS1] para outra demonstragao; Deift e Killip [DK] demonstraram um resultado analogo
para potenciais nao necessariamente esparsos). Assim, o espectro é sempre singular e
depende diretamente das taxas de crescimento das seqiiéncias {a;}32, e {V(a;)}52,: um
crescimento mais acelerado da esparsidade torna o espectro mais “continuo”, enquanto
que um crescimento maior do potencial o torna mais “singular” (estes conceitos sao trata-
dos com precisao quando introduzimos o conceito de dimensao Hausdorff de conjuntos e
medidas de Borel; para tanto, vide o Apéndice G).

De fato, Zlatos foi capaz de demonstrar em [Z] a existéncia de uma transi¢ao entre
espectros puramente pontual e singular—continuo para uma classe de operadores nos quais
{V(a;)}32, é uma seqiiéncia constante e {a;}32, é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias
uniformemente distribuidas que cresce exponencialmente (os detalhes se encontram mais
adiante). Ele mostrou que dependendo da taxa de esparsidade e da intensidade das bar-
reiras, é possivel haver ou espectro puramente pontual ou espectro singular—continuo, este
com natureza distinta a medida que nos deslocamos no espectro. Repare que nesse modelo
a indeterminagao do potencial se encontra nas posicoes das barreiras, algo ligeiramente
diferente do que se geralmente se estuda em operadores de Schrodinger aleatorios.

Um modelo bastante similar a este foi proposto por Marchetti et. al. em [MWGA],
em que as perturbacoes, além de deterministicas, sao atribuidas a termos nao—diagonais
do laplaciano discreto, diferentemente dos modelos unidimensionais discutidos até entao.

A saber,
(—Apu)(n) = pau(n+1) + po_yu(n — 1), (1.4)

em que 0 < p, < 1 representa o peso associado a ligagao entre os sitios n e n + 1. Note
que p, = 1 é o0 andlogo a V(n) = 0 nos modelos anteriores. O operador satisfaz

u(—1) cos ¢ — u(0)sing = 0 (1.5)
como condi¢do de contorno ¢ € [0,7) no ponto n = —1 (o modelo é definido em
Z, = {0,1,2,...}). E possivel mostrar que esta atribuicio de perturbacio nio pro-

duz diferengas, tanto nos tipos espectrais quanto nas transicoes entre eles, com respeito
ao modelo de Zlatos. A vantagem estd no fato de se poder efetuar uma grande variacao na
intensidade das barreiras através de uma pequena variagao no valor de p, (V' (n) percorre
o intervalo [0, 00) & medida que p,, percorre o intervalo (0, 1], de 1 a 0).

Observacao 1.1 Vale destacar que denotamos por A o laplaciano discreto, com uma
diferenca de sinal em relagao a notagao anterior. O operador analisado € o mesmo.

E interessante notar que mais uma vez a auséncia de espectro absolutamente continuo
em ambos os modelos. Uma justificativa plausivel é, como sabemos do Teorema 1.1 de
[DK], o fato do potencial, apesar de esparso e limitado, nao ser quadrado—somével. Uma
demonstracao efetiva desse fato se encontra em [MWGA] (Teorema 4.4), onde os autores
usam alguns resultados (discutidos em detalhes na Segao F.2) desenvolvidos por Last e
Simon em [LS1] & determinagao da natureza espectral.
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1.2 Modelo estudado

Por tudo aquilo que vimos até o momento, sao muito poucos os modelos cujos operadores
associados apresentam um espectro absolutamente continuo, e ainda menos numerosos
aqueles com uma transigdo ao espectro puramente pontual (o que eventualmente repre-
sentaria uma transi¢ao do tipo metal-isolante). Podemos até dizer que nao existe nenhum
modelo unidimensional com potencial esparso que apresente esta transicao.

A aparente estabilidade do espectro absolutamente continuo em modelos com estru-
turas multidimensionais (como a &rvore de Cayley, por exemplo) nos leva a questionar
a possibilidade de se propor um modelo de simples analise, do tipo potencial esparso,
em mais dimensoes, em que nao sé o espectro absolutamente continuo seja parcialmente
estavel como também exista uma transicao entre este tipo espectral e o tipo puramente
pontual. Um dos principais objetivos desse trabalho é justamente apresentar um modelo
que atenda esses requisitos.

A extensao mais pertinente a se adotar em nossa opiniao é a do modelo proposto por
Marchetti et. al. (expresso por (1.4)) para uma faixa A = Z, x {0,1,2,...,L — 1} de
comprimento L no plano Z2. A saber, definimos no espago de Hilbert [>(A, C*) o operador
aleatério 113, para cada seqiiéncia P = (p,(w))n>—1 de nimeros aleatérios p,(w) € (0, 1),
a partir da equagao

(I3 gu) (k,m) == pr(w)u(k+1,m) +pr1(w)u(k—1,m)+u(k,m+1) +u(k,m—1) , (1.6)

vélida para toda dupla (k,m) € A, satisfazendo a condigao de contorno (¢ € [0, 7))

u(—1,m) cos ¢ — u(0,m)sin ¢ = 0 (1.7)
para cada m € {0,...,L — 1}, e condigoes periddicas na dire¢ao vertical:
u(k, L) = u(k,0) (1.8)

para todo k € Z,; w = (wy, ws, ...) representa uma seqiiéncia de variaveis aleatérias inde-
pendentes definidas em um espacgo de probabilidade (=, B, 1), uniformemente distribuidas
nos conjuntos I'; = {—j,...,j}

Repare na independéncia entre as duas diregdes no modelo definido por (1.6): na
dire¢ao de Z atua o operador unidimensional definido por (1.4), enquanto que na diregao
ortogonal atua o laplaciano discreto, sem perturbagoes. Veremos a seguir que é possivel
representar o operador I, como uma soma de Kronecker entre uma matriz de Jacobi,
associada ao operador definido em Z,, e uma matriz de diferenga finita, associada ao
laplaciano em {0, 1, ..., L—1}. Veremos também que essa auséncia de interagao bidimen-
sional resulta em uma fatorizacao tanto do espectro quanto dos autovetores: a medida
espectral matricial {2 associada a II , € tal que seus constituintes podem ser escritos como
o produto de convolucao das medidas associadas a cada componente unidimensional, as-
sim como seus autovetores generalizados sao o produto de Kronecker dos autovetores
associados aos operadores unidimensionais (os detalhes se encontram na Segao 2.3).
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Denotamos por quase—unidimensional um modelo com tais caracteristicas, ja que estas
(principalmente as espectrais) diferem muito pouco daquelas do modelo unidimensional
relacionado.

O operador I3, com condigao de contorno ¢ = 0 é, em particular, definido em um
cilindro tal que u(—1,m) = 0 para todo m € {0,...,L — 1}; o operador Il 4, definido
adotando-se p, = 1 para todo n, é equivalente ao laplaciano usual em A com condicao de
contorno ¢. Vale destacar mais uma vez que pg(w) se refere ao peso associado a ligacao
horizontal ((k,m), (k+1,m)), m € {0,...,L — 1}.

Definicao 1.2 Dizemos que o operador 113, ; € homogeneamente transversal se, para qual-
quer realizag¢do de w, (1.6) € definido com o mesmo valor pg(w) para cada m.

E possivel considerar outro tipo de perturbagao por técnicas um pouco distintas daque-
las empregadas neste trabalho para o estudo da faixa. Abordaremos este tema quando
discutirmos o modelo estendido ao plano.

A seqiiéncia P = (pp(w)),>—_1 de barreiras é da forma

[ 1-6 se n=ay€A,
Pn = 1 se ngA,

em que 6 € (0,1) e A = (af);>1 ¢ um conjunto aleatério de niimeros naturais a5 = a; +w;

(1.9)

tal que a; satisfaz

CL]’—G]’,122, j:2,3, (110)

G
lim 2~ =3>1.
j—oo @
j
A condigao (1.10) torna cada barreira localizada em uma unica coluna de ligagoes
verticais, com [ o dito “parametro de esparsidade”. Fixamos, como em [MWGA], a

separacao entre as barreiras a partir da identidade
a; —a;_ =B, i=2,3,... (1.11)

com a; + 1 = B > 2 um inteiro, visando simplificar nossa analise!. Repare que & medida
que a distancia entre os valores médios (na distribui¢ao uniforme ;) das barreiras cresce
exponencialmente (condigao (1.11)), a incerteza associada as suas posigoes cresce linear-
mente com o indice de esparsidade, de tal forma que nao é possivel haver sobreposigoes
entre elas. Essa escolha é a mesma feita por Zlatos, nao sendo necessaria aos resulta-
dos que obtemos; como veremos adiante (Se¢ao 3.2), basta um crescimento com qualquer
poténcia positiva na incerteza da posicao das barreiras.

Consideramos neste trabalho somente seqiiéncias na familia a trés parametros Pyg,
definida por (1.9), com A expresso por (1.11), e denotamos por Il5, o operador corres-
pondente com P = {p,},>_1 dessa forma.

TPoderfamos definir 8 como um niimero real maior que 1 e reescrever (1.11) como a; — aj_1 = [ﬁj ],
Jj=2,3,..., em que definimos [x] como sendo a parte inteira de z € R, isto é, [z] := max{y € Z : y < z}.
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Observacao 1.3 Omitiremos o indice w no decorrer do texto a fim de nao carregar a
notacao, sendo subentendida a dependéncia em w de qualquer operador ou funcdao de p,.
A excecao ¢ feita quando a distin¢ao entre os casos puramente deterministico e aleatorio
€ mecessaria.

Matrizes bloco—Jacobi

Como mencionado anteriormente, podemos representar o operador Ilpy através da
matriz bloco—Jacobi
Ip=Jp@I,+1® AL, (1.12)
sujeita a condigao de contorno de Dirichlet u(—1,m) = 0, m € {0,1,...L — 1}, e a
condigao periddica u(k,0) = u(k,L — 1), com p_; = 1 fixo. I representa o operador
identidade em [*(Z,,C) e Jp a matriz de Jacobi definida por

0 pp 0 O
po 0 pi O
Jp=1 0 pr 0 po -+ | | (1.13)

0 0 p O

((pn)n>—1 como em (1.9)), Ay a matriz de diferenca finita L x L

010 01
1 01 0 0
Ap=1 : o (1.14)
0 00 01
1 0 0 10

e Ir a matriz identidade L x L.

Observacao 1.4 1. Identificamos o operador 15y e a matriz bloco-Jacobi Js, de tal
forma que qualquer propriedade espectral de Ilsy e de Js5 sao equivalentes.

2. 0O operador 1154, com ¢ # 0, também pode ser expresso como uma matriz bloco—
Jacobi. Se Js54 denota a matriz correspondente, seque que

Ts.¢ = Js + Fo @ tan ol , (1.15)

onde Eqy representa em 1*(Z,C) o operador cujos elementos sao todos nulos exceto
(Eo)oo = 1. Trata-se, portanto, de uma perturba¢ao de posto um da matriz Js, o
que preserva seu espectro essencial (Definicao B.2.8). Se fizemos ¢ variar com m,
basta substituirmos tan ¢l por diag{tan ¢,,}=_t em (1.15). Esta é exatamente a
representacao do operador 154 em uma soma de Kronecker que discutimos anteri-
ormente.
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Vale destacar que Marchetti et. al. estudaram em [MWGA] uma classe de operadores
deterministicos (independentes de w) equivalentes ao caso particular L = 1 (em que I, = 1
e AL =0).

E interessante notar que a medida que o parametro ¢ percorre o intervalo (0,1), a
matriz de Jacobi Js, interpola continuamente duas situagoes: um espectro puramente
pontual caso 6 =1 (Js, pode ser expressa como a soma direta de matrizes de dimensao
finita, que como sabemos, possuem espectro puramente pontual) e um espectro absoluta-
mente continuo caso 6 = 0 (Js, ¢ simplesmente a representagao matricial do laplaciano
discreto, cujo espectro é absolutamente continuo).

Uma discussao de uma classe maior de perturbacoes nao tratadas nesse trabalho se
encontra na Segao 1 de [MWGA]. Em particular, Marchetti et. al. demonstraram que
para a classe de matrizes de Jacobi satisfazendo a condigao de esparsidade (1.10), com
lim,, 00 prn = 1, 0 espectro é puramente absolutamente continuo caso |1 — p,|* < oo
e puramente singular—continuo caso contrario, com o parametro de esparsidade f = oo
(Teorema 1.1; a demonstragao deste resultado segue as linhas do Teorema 1.7 de [KLS]). O
que esse resultado nos diz é que nao existe transicao espectral para essa classe de matrizes
de Jacobi, de modo que a condicao para que exista uma transicao, muito provavelmente
entre espectros singular—continuo e puramente pontual, é que as barreiras se mantenham
finitas no limite n — oo, condigao satisfeita pelo modelo que estudamos. Veremos (Segao
3.3) que uma mediacao entre esparsidade e perturbagdo pode produzir uma transigao
espectral (novamente entre os espectros singulares) numa situacdo de esparsidade com
crescimento geométrico (como expresso por (1.11)).

Sendo a medida espectral associada a matriz bloco-Jacobi J5, (a representagao matri-
cial do operador Il; 4, como discutido anteriormente) o produto de convolucao das medidas
espectrais das matrizes Js,4 e Ap, torna- se claro que esta também ¢é singular, ja que a
convolucao de uma medida singular (continua ou discreta) com uma medida discreta é
singular (exercicio 6 da Segao 6.1 de [C]). Dessa forma, nosso desejo de obter o espectro
absolutamente continuo foi frustrado no modelo definido na faixa finita. No entanto, tanto
o espectro quanto a medida espectral desse operador apresentam propriedades extrema-
mente interessantes, que acabam nos motivando a estuda-lo.

Modelos definidos no plano Z%

Os resultados sao muito mais animadores para alguns modelos esparsos definidos no
plano Z2 = 7, x Z,. Denotamos por I1% 4., 0 operador representado pela equagao (1.6)
e pelas condigoes de contorno

u(—1,m)cos¢ — u(0,m)sing =0 (1.16)
(¢ € [0,7)) para todom € Z,, e

u(k,—1)cost —u(k,0)sinyy =0 (1.17)



24 Introducao

(¢ € [0,7)) para todo k € Z,. A seqiiéncia de barreiras P ¢é definida em analogia a (1.9),
satisfazendo inclusive a mesma condicao de esparsidade.

Trata-se, portanto, de uma extensao direta do modelo estudado na faixa A para o
plano Zi. Repare que a matriz de diferenca finita é substituida pelo laplaciano livre com
condicao de contorno v, em detrimento a uma condicao de contorno periddica.

Assim como com o operador IIp, (que satisfaz a condigdo de Dirichlet em k = —1),
podemos representar o operador Ilp o através da matriz bloco—Jacobi

Tpo=JpR@I1+1®Jy, (1.18)

com I o operador identidade em [*(Z,,C), Jp e Jy as matrizes de Jacobi dadas por (1.13)
(p; = 1 para todo i na defini¢ao de Jy, a chamada matriz de Jacobi livre).

Observacao 1.5 A extensdo dos resultados discutidos na Observacao 1.4 € imediata:
podemos representar o operador lp gy, com ¢, # 0, como uma matriz bloco-Jacobi. A
saber,

Ipreyw = JIpo + Ey @ tan ¢l +tanyl ® Ey ,

onde Ey novamente representa em 1*(Z,,C) o operador cujos elementos sao todos nulos
exceto (Eg)oo = 1.

E possivel mostrar (vide a Subsegao 2.4.1) que o espectro do laplaciano livre é absolu-
tamente continuo, independentemente da condi¢ao de contorno (o que é equivalente ao su-
porte minimo! da parte absolutamente continua do espectro ser independente da condicio
de contorno; vide o Lema D.4.3). Como a medida espectral matricial de Jp 4, também
¢ definida de modo que seus constituintes sao obtidos como o produto de convolucao das
medidas espectrais de Jpy, singular, e de Jy,, absolutamente continua, concluimos que
o espectro essencial de Jpy, ¢ puramente absolutamente continuo (vide mais uma vez
exercicio 6 da Segao 6.1 de [C]). Apesar de termos apresentado um modelo com espectro
absolutamente continuo, nele nao detectamos a transicao que desejamos entre este tipo
espectral e o puramente pontual (de fato, ndo detectamos qualquer tipo de transi¢ao).

Sugerimos entao outro modelo, representado pelo operador

( 013:22,¢,wu)(k7m) = prlw)uk +1,m) + pr_1(w)u(k — 1,m) + ¢ (v)u(k, m + 1)
+ gma(@)u(k,m—1), (1.19)

que satisfaz as mesmas condigoes de contorno (1.16) e (1.17) do operador I3, . A
diferenca entre este modelo e o anterior reside no fato de inserirmos barreiras, mais uma
vez esparsas, em ambas as direcoes. As seqiiéncias de barreiras P e () sao definidas em
analogia a (1.9), com distintas “alturas” § e distintos parametros de esparsidade 8. No-
vamente w = (wy,ws,...) e v = (v, 10, ...) representam seqiiéncias de variaveis aleatérias
independentes definidas novamente no espaco de probabilidade (=, B, i), uniformemente
distribuidas nos conjuntos I'; = {—j,...,j}.

fvide a Definicao D.3.7.
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Podemos novamente representar o operador H“j;g s através da matriz bloco—Jacobi

jp@y(ﬁ’w = Jp7¢ KI+I® ‘]Qﬂﬁ ,

expressa como a soma de Kronecker das matrizes de Jacobi Jp e Jg dadas por (1.13)
(substitui-se p; por ¢; ao se definir Jg). A matriz Jpg 4 € mais uma vez uma per-
turbacao de posto finito (mais precisamente, de posto 2) da matriz Jpg,0 com condicoes
de contorno de Dirichlet, exatamente como o resultado expresso na Observagao 1.5.

Como veremos na Secao 3.3, dependendo da escolha das seqiiéncias de barreiras P e ()
e das condigoes de contorno ¢ e 1, é possivel construir matrizes de Jacobi Jp, e Jg 4 que
exibam uma transicao de espectro singular—continuo a puramente pontual. Uma vez que
a convolucgao de medidas singular—continuas pode resultar em uma medida absolutamente
continua (vide exercicio 9 da Secao 6.3 de [C] para um exemplo) e a convolugao de medidas
puramente pontuais é sempre puramente pontual, o modelo possibilita a transicao do
espectro absolutamente continuo ao puramente pontual. Acreditamos que esta transicao
nao é obrigatoriamente aguda, passando por uma parte de espectro singular—continuo.

Chegamos, portanto ao modelo que desejavamos. Vale destacar que a idéia de estu-
dar a soma de Kronecker de matrizes de Jacobi com perturbagoes esparsas ¢, em certo
sentido, uma generalizagao da idéia de Malozemov e Molchanov (vide [Sil]), que perce-
beram a possibilidade da existéncia da transicao do espectro absolutamente continuo a
puramente pontual ao se convoluir medidas espectrais singulares associadas a modelos
unidimensionais.

Transformada de Fourier da medida espectral

Acreditamos que a melhor forma de se avaliar a possibilidade de existéncia de espec-
tro absolutamente continuo é através do comportamento assintético (com o tempo) da
transformada de Fourier da medida espectral, definida pela expressao

1 [7 .
jolt) =+ [ ety (2cos
0

T
(A = 2cos k representa uma possivel parametrizagdo do espectro de Jp g, como definido
em (1.4); vide a Subsegao 2.4.1 para a demonstragao), diretamente relacionada (através de
seu médulo—quadrado) a “probabilidade de sobrevivéncia”, que estabelece a probabilidade
de se encontrar a particula (elétron, por exemplo) em seu estado inicial decorrido um
intervalo de tempo ¢. Se denotarmos por ¢ o estado inicial da particula e por |/iy(t)|* a
“probabilidade de sobrevivéncia”, entao temos a identidade |iy(¢)|? = |[e"*H4[|?, onde
H denota o hamiltoniano (operador de Schrédinger) do modelo associado.

Isso porque compreendemos bem a conexao entre o comportamento assintético de
|fip(t)]> e os tipos espectrais. A saber, o chamado Lema de Riemann-Lebesgue (Teo-
rema 2.1 de [L1]) nos diz que se a medida espectral p,, é absolutamente continua, entao
limy o0 1y (t) = 0 (0 que garante uma condigdo necessaria para existéncia de espectro
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absolutamente continuo). Outro importante resultado é o Teorema de Wiener (Teorema
XI.114 de [RS3]), que demonstra que lim; o, 1/T fOT [y (D)?dt = 3, cr [ ({2})[?, ou
seja, que a média temporal da transformada de Fourier da medida espectral é igual a
soma de seus atomos (pontos com medida espectral positiva). Esse resultado implica, em
particular, na exclusao da parte puramente pontual do espectro caso a média temporal
apresentada acima seja assintoticamente nula.

Uma vez que a transformada de Fourier da medida espectral é, como vimos, um
parametro ligado a dinamica da particula (evolugao temporal do pacote de onda), somos
mais uma vez remetidos a conexao existente entre tipos espectrais e os estados ligados ou
estendidos.

Vale destacar que o Lema de Riemann-Lebesgue nao garante uma condigao suficiente
a existencia de espectro absolutamente continuo, o que nao nos permite concluir se a
transformada de Fourier de medidas singular—continuas tende ou nao a zero no limite
t — oo.

Alguns resultados ligeiramente diferentes caracterizam certos subespacos como fechos'
de conjuntos de vetores com certas propriedades dinamicas. Um deles, associado a Kato
(vide [L1]), afirma que

Hac = {¢ € H | p1, ¢ absolutamente continuo} = {¢ € H | fi,(t) € L2} . (1.20)

Voltemos ao nosso problema em especifico. Segue do Teorema da convolugao (vide
[C]) que a transformada de Fourier do produto de convolugao de duas medidas é igual ao
produto das suas transformadas. Como a medida espectral matricial de Jpg ¢ € desse
tipo (vide o Capitulo 2.3 para a demonstracao dessa afirmagao), é possivel que existam
valores de energia (localizados no centro do espectro) para os quais sua transformada
de Fourier seja quadrado-integravel, desde que asseguremos um decaimento grande o
suficiente das medidas referentes as matrizes de Jacobi Jp, e Jg . Por conseguinte, um
conhecimento detalhado das transformadas de Fourier dessas medidas, aliado a (1.20), é
mais do que suficiente para a determinacao de uma transicao espectral como discutida
acima.

Os poucos artigos [KR, Sil] que analisam a questdo da transformada de Fourier de
modelos unidimensionais semelhantes aos estudados aqui sao destinados a situacoes de
esparsidades super—geométricas e muito pouco claros. Nossa idéia é tentar conectar de al-
guma forma o comportamento assintético da transformada da medida as suas propriedades
dimensionais, que como veremos sao exatamente conhecidas. Este problema em si é de-
veras interessante, e pelo que sabemos, inédito. Existem alguns trabalhos, como o de
Strichartz [Str], que relacionam a média de Ceésaro (média temporal) da transformada de
Fourier a essas propriedades (vide [L1] para detalhes).

fUm ponto z é chamado de ponto de acumulacdo do conjunto A se dada qualquer §-vizinhanca de
x existir ao menos um y € A, y # x; o fecho de A é a unido entre os pontos de A e seus pontos de
acumulagao.
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Dimensao Hausdorff

A propriedade dimensional nos referimos a chamada dimensao Hausdorff, também
conhecida como dimensao fractal, da medida espectral. Esta é um indicativo do grau de
“singularidade” da medida espectral, sendo igual a 1 (menos singular possivel) quando
restrita a parte absolutamente continua, 0 (mais singular possivel) quando restrita a
parte puramente pontual e qualquer nimero entre 0 e 1 quando restrita a parte singular—
continua do espectro (vide o Apéndice G para os detalhes). Existem inclusive exemplos
de medidas singular—continuas com dimensao Hausdorff igual a 0 ou 1 (vide o Capitulo 5
para alguns desses exemplos).

Jitomirskaya e Last, no seminal trabalho [JL], desenvolveram uma teoria que torna
possivel a caracterizagao precisa da parte singular—continua do espectro. Ambos esten-
deram o conceito de subordinancia, criado por Gilbert e Pearson em [GP], para medidas
de Hausdorff, relacionando o comportamento assintético dos autovetores, ou autofungoes,
da equacao de Schrodinger a questoes de continuidade e singularidade da medida espec-
tral (diretamente ligadas a definigdo de dimensao Hausdorff; vide o Apéndice H para os
detalhes).

Dessa forma, quando afirmamos que existe uma conexao entre o decaimento da trans-
formada de Fourier da medida espectral e sua dimensao Hausdorff, dizemos implicitamente
que o comportamento assintético de fi,(t) é diretamente relacionado ao comportamento
assintotico dos autovetores. Uma vez que o decaimento da transformada depende do tipo
espectral, concluimos que cada tipo espectral é definido pelos diferentes comportamentos
assintoticos assumidos pelos autovetores. Essa conclusao, obvia em certo sentido, é a base
da teoria de subordinancia de Gilbert e Pearson.

A vantagem em se estudar os modelos sugeridos por Zlatos e Marchetti et. al. esta
no fato de podermos determinar com precisao arbitraria a dimensao Hausdorff local das
respectivas medidas espectrais (o que Zlatos de fato faz para o modelo com perturbagoes
aleatérias; vide Teorema 6.3 de [Z]) dos operadores associados, e assim obter, como pre-
tendemos, o comportamento assintotico de suas transformadas de Fourier.

Principais resultados obtidos

Apresentamos a seguir uma relacao dos principais resultados obtidos nesse trabalho,
comparando-os com os resultados analogos presentes na literatura.

Verificamos que apesar de essencialmente unidimensional, o modelo definido a partir
da relagao (2.4.1) apresenta algumas diferencas marcantes em relagdo ao modelo definido
por (1.4), seu andlogo unidimensional. A principal delas se evidencia na medida espectral,
uma matriz L x L, que incorpora a multiplicidade intrinseca ao modelo. O fato desta
matriz ser absolutamente continua com respeito a “medida de mistura” % ];:—01 i, [bj @
medida associada a matriz de Jacobi Jg’ 8 (vide a Segao 2.3, em particular a Proposigao

2.3.2), nos permite identificar as principais caracteristicas espectrais de (2.4.1) a partir
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do estudo do comportamento coletivo as medidas ;. Devemos, portanto, nos preocupar
primeiramente com o estudo individual de cada y;.

Para tanto, adaptamos e aprimoramos alguns resultados obtidos por Zlatos em [Z].
Podemos destacar principalmente o Teorema 3.2.5, que demonstra a distribuicao uniforme
dos angulos de Priifer (vide as Segoes 3.1 e 3.2) no intervalo [0,7) (com excecao do
conjunto Qn, de medida de Lebesgue nula). Essa técnica, além de mais simples e direta
na determinacao do comportamento assintético exato da seqiiencia dos raios de Priifer
(uma vez que a uniformidade na distribuigdo da seqiiéncia dos angulos de Priifer garante
a validade do Teorema ergédico 3.1.4), produz um resultado mais geral do que Zlatos, que
deve excluir do espectro toda “energia” \; tal que dist(g\, Z) < q% para ¢ suficientemente
grande a fim de obter um resultado equivalente (vide a Observacao 3.2.6).

A Proposigao 4.1.1 (Proposicao 3.9 de [CMW1]) é outro desses resultados que a-
primoram [Z]. Nela demonstramos a existéncia, para quase toda “energia” \; € [—2,2],
de uma solucao da equacao de Schrodinger associada a matriz de Jacobi Ji s que cresce
polinomialmente; mais ainda, afirmamos que para a mesma energia \, existe uma solugao
subordinada (vide o Apéndice E para uma defini¢ao desse conceito) que decresce com a
mesma taxa de crescimento da solugao lineramente independente obtida anteriormente.
O resultado anélogo de [Z] (Lema 2.1) envolve estimativas menos precisas.

Tanto a Proposigao 4.1.1 quanto o Lema 2.1 de [Z] se baseiam no Teorema F.2.12
(Teorema 8.1 de [LS1]), que além de fornecer uma condigao suficiente para a existéncia
de uma solucao subordinada, indica o comportamento assintotico desta.

E justamente a adaptacao desse resultado e do Teorema F.2.15 (Teorema 1.7 de [LS1])
ao problema de um potencial esparso (Teorema 3.3.1) que nos permite obter o Teorema
3.3.3, ligado a existéncia de uma transicao entre espectros singular—continuo e puramente
pontual; além de garantir a existéncia da transicao (discutida por Marchetti et. al. em
[MWGA]), a condigao suficiente a existéncia de espectro puramente pontual fornecida
pelo Teorema 3.3.1 nos diz que esta transi¢ao é aguda (isto é, ndo existe uma regiao de
transigao entre os tipos espectrais), o que aprimora o Teorema 4.4 de [MWGA].

Como ultima observacao, vale destacar que a demonstracao desenvolvida por Zlatos
(Teorema 6.3 de [Z]) com respeito a existéncia de transi¢ao espectral, ao nosso ver, esta
incompleta, ja que parece indicar que medidas com dimensao nula sao discretas. Existem
alguns exemplos na literatura (vide, por exemplo, [DJLS]) de modelos com espectro pu-
ramente singular—continuo cuja medida espectral possui dimensao Hausdorff nula. Mais
ainda, apresentamos na Sec¢ao 5.2 um modelo com esparsidade super-geométrica (ou seja,
cuja distancia entre as barreiras crescem super-geometricamente) que exibe uma transigao
entre os espectros puramente pontual e singular—continuo e cuja dimemsao Hausdorff as-
sociada a medida espectral é nula (vide a Observagao 5.2.6).

Todos esses resultados discutidos acima nos permitiram, através da conhecida teoria

tA idéia de se estudar a distribuicao da seqiiéncia de angulos de Priifer é devida a Marchetti et. al.
[MWGA], tendo sido aplicada com sucesso para a situacdo de barreiras distribuidas aleatoriamente por
Carvalho et. al. em [CMW1].
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de [JL] (vide o Apéndice H), determinar exatamente a dimensao Hausdorff de cada uma
das medidas espectrais p; (Teorema 4.1.3), em analogia ao resultado obtido por Zlatos
(Teorema 6.3 de [Z]).

Necessitamos, no entanto, de uma caracterizacao coletiva de cada uma das medidas
espectrais p;, o que exige uma adaptacao da teoria de Jitomirskaya e Last. Os resultados
de nossos esforgos nessa direcao se encontram na Secao 4.2, particularmente no Teorema
4.2.1 (que generaliza o Teorema 1.2 de [JL]; este nos permite definir continuidade ou
singularidade da medida espectral com respeito a medidas Hausdorff a partir da deter-
minagao de propriedades locais de escala das solugdes da equacdo de Schrodinger) e nos
subseqiientes Corolarios (4.2.3) (relacionado ao Corolario 4.1 de [JL]) e (4.2.5) (extensao
do Corolério 4.5 de [JL]).

Por fim, tendo em maos essas novas ferramentas, fomos capazes de determinar com
exatidao a dimensao Hausdorff da medida espectral matricial associada ao operador (2.4.1)
(na realidade, obtemos a dimensao Hausdorff da medida de mistura restrita a cada um
dos espagos invariantes de multiplicidade constante; vide o Lema 2.3.8 e o Teorema 4.2.6).
O resultado é em principio surpreendente, ja que a dimensao Hausdorff local (tomada em
um ponto A\ pertencente ao espectro do operador (2.4.1)) dessa medida é a menor entre
as dimensoes de cada uma das medidas j1; (que contem o ponto A em seu suporte), o que
resulta em um comportamento bastante singular para a medida espectral matricial.

Até onde sabemos, este é o primeiro trabalho em que se obtém explicitamente a di-
mensao Hausdorff da medida espectral de um operador equivalente a uma matriz bloco—
Jacobi. O resultado é por si s6 bastante interessante e poderia, em principio, fornecer
uma intuicao do que ocorre com o modelo no plano Zi.

1.3 Roteiro de leitura

Apresentamos nessa se¢ao um roteiro de leitura da tese, dedicada ao estudo das princi-
pais propriedades espectrais da matriz bloco-Jacobi Js, definida no plano A, e tem por
objetivo facilitar ao leitor a localizacao dos principais resultados obtidos.

O Capitulo 2 contém um estudo detalhado da medida espectral matricial €2, absolu-
tamente continua com respeito ao seu componente {lgy (Proposigao 2.3.2), bem como a
determinacao do espectro essencial da matriz bloco-Jacobi Js, (Teorema 2.4.2).

O Capitulo 3 apresenta a demonstracao da existéncia de transigao espectral (entre
os espectros singular—continuo e puramente pontual) para cada componente unidimen-
sional do operador Il 4, obtidos a partir do processo de bloco-diagonaliza¢ao apresentado
na Secao 2.1. Esta demonstracao envolve o comportamento assintético das matrizes de
transferéncia associadas as solugoes linearmente independentes da equagao de Schrodinger
(3.4), através dos critérios desenvolvidos por Last e Simon em [LS1], presentes no Apéndice
F. Para tanto, adaptamos as varidveis de Priifer, também definidas no Apéndice F (Segao
3.1); em seguida demonstramos que os angulos de Priifer sdo uniformemente distribuidos
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(Sec@o 3.2), o que nos permite determinar com exatidao o comportamento assintético ao
qual nos referimos.

No Capitulo 4 obtemos a dimensao Hausdorff da medida espectral matricial €). Para
tanto, determinamos em primeiro lugar as dimensoes de cada componente unidimensional
p; da medida Qg (Teorema 4.1.3) através das técnicas desenvolvidas por Jitomirskaya e
Last em [JL] (presentes no Apéndice H). Em seguida, estendemos tais resultados (através
do Teorema 4.2.1) para a prépria medida de mistura 9. O principal resultado é expresso
pelo Teorema 4.2.6.

No Capitulo 5 apresentamos alguns outros modelos na faixa A com barreiras cujas
distancias a origem crescem ora sub, ora super—geometricamente. Verificamos que para
a situacao com as barreiras de alturas constantes, com esparsidade sub—geométrica, o
espectro é puramente pontual (Teorema 5.1.3). Analisamos duas situagdes com espar-
sidade super—geométrica: na primeira, com barreiras de alturas constantes, verificamos
que o espectro essencial desse operador é puramente singular—continuo, sendo igual a 1 a
dimensao Hausdorff da medida espectral (Teorema 5.2.3); esta é uma situagao limitrofe
entre os espectros singular—continuo e absolutamente continuo. Na segunda, onde a al-
tura das barreiras decai com a distancia a origem (vide a relacdo (5.2.4)), verificamos
que o espectro essencial do operador é puramente singular—continuo, sendo a dimensao
Hausdorff da medida espectral igual a zero (Teorema 5.2.7); esta ¢ uma situagao limitrofe
entre os espectros singular—continuo e puramente pontual.

No Capitulo 6 apresentamos um resumo e as conclusdes dos principais resultados
obtidos no trabalho, bem como algumas questoes que permanecem sem resposta (princi-
palmente a determinacao do comportamento assintético da transformada de Fourier da
medida espectral do operador de diferenca finita definido por (1.4)).

Os Apéndices compoem as principais ferramentas que utilizamos ao longo do trabalho,
cada qual contendo temas relativamente independentes entre si. Nossa escolha busca
enfatizar o trabalho que desenvolvemos, o que nao diminui a importancia do material
presente nos apéndices nem exime o leitor de sua consulta para uma maior compreensao
dos resultados apresentados.



Capitulo 2

Medida espectral e espectro essencial
do operador bloco—Jacobi j5’¢

Apresentamos nesse capitulo uma caracterizacdo completa da medida espectral matricial
e do espectro essencial dos operadores bloco-Jacobi Js4 definidos por (1.12), as rep-
resentagoes matriciais dos operadores aleatérios auto-adjuntos Ilp, definidos por (1.6),
homogeneamente transversais (Defini¢ao 1.2), com P € Psp (isto é, satisfazendo (1.9)-
(1.11) com § € (0,1) fixo).

2.1 Bloco—diagonalizagao das matrizes Js,

Por conveniéncia, alteramos a ordem do produto tensorial em (1.12) através de uma matriz
de permutacao apropriada, que denotamos por P, de tal forma que

[L®J§7¢+AL®[:P(J57¢®[L+[®AL)P71 3
designamos a soma acima também por J5,. A soma de Kronecker
Ts0 =11 @ Jsp + AL @1 (2.1.1)

é portanto, unitariamente semelhante a (1.12); conseqiientemente, seu espectro permanece
inalterado. A permutagao na ordem do produto de Kronecker nos permite a bloco—
diagonalizagao da matriz Js54, comos veremos a seguir, de modo que podemos tratar
o problema como uma generalizagdo do caso unidimensional (certamente existem com-
plicagdes; o problema é, no entanto, essencialmente unidimensional).

A saber, sendo a matriz Ay, ciclica (j4 que o operador AL apresenta condicoes periddicas
de contorno), podemos bloco-diagonalizar a matriz bloco—Jacobi (2.1.1) através da matriz
de Fourier F7y:

(FF @ I Tse — 21, @ D(FL @ 1) = diag {(Jsp — 2, 1)}, (2.1.2)

J=0
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onde z; = z — 2cos(2mj/L), j =0,...,L — 1, e Ff, := [vyvz---vg] é a matriz construida
a partir dos autovetores v, = (1,&%, ..., ¢E"V8)/\/L ¢ = exp{2mi/L} da matriz de
deslocamento S : (zg,...,2x—1) — (21,...,25_1, %) em suas colunas.

Observacao 2.1.1 Os resultados apresentados nesse trabalho nao se restringem ao opera-
dor 15 4. Podemos estender nossas técnicas a qualquer perturbacao bloco—diagonalizdvel,
1sto €, que possa ser decomposta em seus componentes unidimensionais por meio de uma
transformacao de similaridade. Os resultados também sdo vdlidos caso o parametro ¢
associado a condi¢ao de contorno (1.7) seja diferente para cada m.

2.2 Funcoes de Green e M de Weyl Titchmarsh ma-
triciais e a medida espectral

Assim como no caso unidimensional, as propriedades espectrais do operador Il; 4 (ou da
matriz bloco-Jacobi Js4, sua representagdo matricial; vide a Observagdo D.1.1), bem
como de qualquer outro operador auto—adjunto definido em [?(A, CL), estdo diretamente
relacionadas ao comportamento da fungao de Green matricial G(z) para z = \ + ie.
Explicitamente,

Gun(i,j32) = (
= (P (Jos = 21 @ 1) Pe(im), €(im))

<(FL ® I)diag {(Js4 — zkl)_l}i;ol (Fi'@I)el ®e el ® ej>
= <diag {(Js6 — zkI)’l}i;g Filel @e;, Flel ® e]->

( 5

diag {(Jys = 20) "}y T © €4, 7, © ej>

T
_V(nJ5,¢ —zl) e e
_ 1] U —ahTe &
= - ‘ :
—(L—1)m “1n
EF M Js — 2 aD) e e,
L1
= E nglm ((J5,¢> N ZZI) 6“6])15111
=0
=
= 7D &MG6 ) (2.2.1)

onde a seqiiéncia {e; };>o representa a base canonica de [*(Z,, C) (vide a Observagao D.2.2)

LA L1 a base canonica do espago CL; usamos na terceira identidade o fato

e a seqiiéncia {e
da matriz de permutacao P inverter a ordem do produto direto eg ) = €; ® eﬁl e a

identidade
(F' @ D)(Tsp — 2L, @ 1) (F @ I) = diag { (Jys — 21) '},
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(decorrente do fato conhecido de que a matriz inversa a soma de Kronecker A® I +1® B
é também uma soma de Kronecker, da forma A™' ® I + I ® B~'; vide [L]); na quinta
identidade usamos a defini¢ao dos vetores coluna v, k = 1,..., L, e a identidade F) 1=
F z = F}; a sexta identidade segue da defini¢do do produto interno sesquilinear (-, -)s; a
ultima identidade envolve a definicao da funcao de Green associada a matriz de Jacobi
Js.¢, calculada no ponto z; € C4, I € {0,...,L —1}. A funcdo de Green G(3,7; 2)

é expressa pela férmula geral (D.2.2), onde x(z;) = —u(z;) + m;(2)uP(2;), uP(z;) e
u™(z;) as solugoes da equacio de Schrodinger
Aplps1 + ap_1tp—1 + (by — 2))u, =0 (2.2.2)

que satisfazem as condigdes iniciais ortogonais (D.1.5); m;(z) representa a fungao de
Weyl-Titchmarsh ligada & solugao [*(Z,,C) de (2.2.2).

Observagao 2.2.1 Omitimos o indice oo da fungcao m; a fim de ndo sobrecarregar a
notacao.

Fica claro de (2.2.1) e da definicdo da matriz de Fourier Fy, que
G(i, j; 2) = Fudiag {G(i, j; 20}y Fr (2.2.3)

i,j € Zy. Em particular, segue mais uma vez da relagao (D.2.2), das identidades (2.2.3)
e de (D.2.1), a igualdade

G(2) = G(0,0; 2) = Frdiag {G(0,0; 2)}; 7y Fy,' = Fp{mu(2)}, o F ",
resultado este que nos permite definir a matriz M de Weyl-Tithmarsh como
Moo (2) = Fp {mu(2) )1 Fot (2.2.4)

Se {Pr} é uma familia de projetores espectrais com respeito ao subconjunto de Borel
I associada a matriz de Jacobi Js 4, de modo que Js 4 = [ AdPy (vide o Teorema espectral
B.2.6), temos de (D.3.1) e (2.2.1)

)
o A—Z o A — 2

onde py = (Pyh,9) é a medida espectral de Js 4, com ¢ um vetor ciclico em *(Zy,C).
Caso efetuemos a mudanca de varidvel X' = A\+2 cos(2nl/L), podemos reescrever a fungao
de Green G(z;) como

= dpy(N)
G = 7
(Zl) /_Oo )\l 5 )
com A\, = X — 2cos(2nl/L), de tal modo que para todo A € R,

1 L-1

dpmn(N) = 7 D€ dpy(N) (2.2.6)
1=0
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L-1
m,n=0

A medida matricial de Borel-Stietjes €2, gerada por (dpm.n) (isto é, Qupn =
S 4 dpmn(N)) é a chamada medida espectral matricial associada ao operador ou matriz
bloco-Jacobi J54. Sendo ¢ um vetor ciclico de Js, em 12(Z,,C)T, temos que as pro-
priedades espectrais de J54 sao completamente descritas pela medida matricial €2, (vide

o Apéndice B para os detalhes).

Observacao 2.2.2 Assim como com o caso unidimensional, omitimos a dependéncia do
vetor ¢ na medida €Y, sendo esta subentendida. Fazemo-lo assim a fim de nao carregar a
notagao.

Segue diretamente das definigdes (2.2.4), (2.2.5), e da relagao (2.2.6) que

Mo(z) = / h CiQ_“Z) , (2.2.7)

o0

ou seja, que a funcao matricial M (z) é a transformada de Borel da medida espectral
matricial 2 com respeito a z € C, em analogia a (D.4.1).

Observacao 2.2.3 Na realidade, poderiamos definir a matriz M de tal forma que a
relagio (2.2.7) fosse satisfeita.

A férmula de inversao de Borel-Stieltjes para 2 é dada, em analogia a (D.4.2), por
(vide Teorema 5.4 de [GT])

A2

(A1, M) + % QM) + QD)) = Tim = [ SMao(A +i2)d) (2.2.8)

el 7T A\

onde /\1 <A< /\2.

2.3 Caracterizagcao da medida espectral matricial ()

Busquemos descrever em detalhes as principais caracteristicas da medida espectral ma-
tricial 2. Notando inicialmente que a matriz My, (z) definida por (2.2.4) é uma fungao
Herglotz matricial (vide Segao 5 de [GT] para uma discussao das propriedades gerais dessas
fungoes), concluimos que a matriz (2;;(B))o<ij<z—1 = (dpij(B))o<ij<r—1 € ndo-negativa
definida para qualquer conjunto de Borel B C R.

Observacao 2.3.1 E possivel mostrar diretamente que a medida espectral matricial Q(B)
definida por (2.2.5) é nao-negativa definida; de fato, seque de (2.2.6) a identidade

Q(B) = Frdiag{p(B)} ' F (2.3.1)

vdlida para qualquer conjunto de Borel B C R, com By = B — 2cos(2wk/L) o “deslo-
camento” de B pelo fator 2cos(2rk/L). Como a matriz diag{p(By)}}, € ndo-negativa

fou seja, o conjunto {(Js54)¥1}22, é denso no espaco I?(Zy,C)
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definida (jd que py(By) = fB (Pyi,v), 1 =1{0,..., L—1}, sao func¢oes nao—decrescentes,
continuas a direita e satisfazem os lzmztes limy oo t(A) = 0 e limy o0 u(N) =1) e F; 1 €
néo-singular, seque da Observagdo 7.1.6 de [HJ] que (F;')" diag{p(B)} 20 Fr ' = Q(B)
¢ nao—negativa definida.

Um resultado fundamental na caracterizacao da medida matricial €2 é exibido na
seguinte

Proposicao 2.3.2 A medida espectral matricial ) é absolutamente continua com respeito
a medida Qqp, isto é, Q(B) = 0 para todo subconjunto de Borel B C R tal que Qyo(B) = 0.

Observacgao 2.3.3 E simples notar da relacdo (2.2.6) que Qoo = Qum para todo m €
{0,..., L—1}, isto €, que todos os elementos diagonais da matriz Q) sao idénticos. Poderia-
mos, portanto, exprimir os resultados da Proposi¢cao 2.3.2 em termos de qualquer um
desses elementos.

Demonstragao. Fica claro a partir de (2.2.6) que para todos m,n = 0,...,L — 1, e
para todo subconjunto de Borel B C R,

Qpn(B) < | (B . / dp(By)| <

< 2 () = (),

B; os conjuntos de Borel definidos como na Observacao 2.3.1. Isso encerra a demons-
tracao. 0

A Proposicao 2.3.2 nos indica que as principais caracteristicas da medida espectral
matricial {2, tais como seu espectro essencial e sua continuidade ou singularidade com
respeito as medidas de Lebesgue x e Hausdorff h*, sao inteiramente determinadas pela
medida Qgo. No entanto, a questdo da multiplicidade espectral (ligada & existéncia de
miiltiplos vetores ciclicos) nao depende apenas da caracterizagao de 2o e deve ser tratada
com as ferramentas apropriadas.

Observacao 2.3.4 Os resultados sequintes sao uma generalizagao, para matrizes L X L,
L > 2, dos resultados do Apéndice B de [T] para L = 2.

Para tanto, apresentemos a seguinte
Definicao 2.3.5 A forma sesquilinear

.80 = [ (@200.8) = [ S F NG W () (232)

i,7=0

onde £ = (fo,..., fr-1), fi,9: € L*(R,C,dpy), € dita nao—negativa definida caso a de-
sigualdade ||f||4 = (f,£)q > 0 seja satisfeita nesse espago.
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Consideremos a forma sesquilinear definida por (2.3.2). Suponha que f seja uma

L—1
fungdo simples, ou seja, que £(A) = > x5,(\)(fio, - frz-1), onde (fio. ... fiz1) € C*
=0

e B; sdo conjuntos de Borel disjuntos. Para esta classe de fungoes, (2.3.2) é uma forma
sesquilinear nao—negativa definida. Se f ¢ tal que f; € L*(R, C, dpy), podemos aproxim4-
la por funcoes simples de tal modo que ||f||, > 0. Temos, como conseqiiéncia, um espago
de Hilbert separdvel L*(R,CE, dQ), com produto escalar definido por (2.3.2).

Em seguida, como as matrizes de Jacobi Js 4 em consideragao satisfazem o caso ponto—
limite (j& que 3, o lanl ™ = 32050 = 20, ca(1—=0) 71+ 30,04 1 = o0; vide Proposicao

D.1.2), existe uma transformacao unitéria U : [*(Z,,C) — L*(R,C,dpgo), tal que ITs 4 =
(U @ I)54(U @ 1), onde Tls, : L2*(R,CY, dQ) — L*(R,CY,dQ) é o operador de
multiplicagdo por A no espaco L*(R,CL,dQ)) (vide, por exemplo, o Teorema 2.12 de [T]
para a demonstragao).

Temos o importantissimo

Lema 2.3.6 (Lema 2.7 de [CMW]) O conjunto o(€p0) := {\ € R : Qoo((A — e, A +
e)) > 0 para qualquer ¢ > 0} € precisamente o espectro cr(ﬁ(;’d,) do operador de mul-
tiplicacio Ts54£(\) = M()\), com dominio D(Ils,) = {f € L*(R,CL,dQ) | M(\) €
L*(R,CE d2)}.

Observacao 2.3.7 O Lema 2.53.6 é uma extensao do Lema B.5 de [T] para operadores
multidimensionais. Preferimos apresentar sua demonstracdo nesse momento dada sua
importancia.

Demonstragao. Se A € (), entdo a seqiiéncia f, = %Qoo ((/\ — %,)\—i— %))_1/2

(ﬁg,(b — /\> £,

X(a-1at1) (1,1,...,1) satisfaz ||f,]| =1 e — 0, e portanto A € o(Il;4),
pelo critério de Weyl (Teorema B.2.13).

Suponhamos agora que ¢ ¢ (). Segue da Proposigao 2.3.2 que ¢ ¢ o(f2), e que por-

tanto o operador <1:[57¢ - C) f(\) = (A —¢)~'f()\) existe e é limitado; logo, ¢ ¢ o(Is,),
pela Definicao A.1.1. O

O Lema 2.3.6 nos mostra que o espectro do operador Ils, (idéntico ao espectro do
operador de multiplicacao ﬁ5,¢ no espago L2(R,CL,dQ)), uma vez que estes sao unitaria-
mente equivalentes; o espectro é invariante por transformagdes unitérias) é justamente o
conjunto o(€y), 0 que mais uma vez evidencia a relevancia da medida .

Mais ainda, podemos uséa-la na diagonalizacao da medida espectral matricial €2. Como
suas componentes );; sdo absolutamente continuas com respeito a {2y (vide a Proposicao
2.3.2), existe uma matriz simétrica e nao—negativa Y () tal que, pelo Teorema de Radon—
Nikodym,

42N = Y (N dpoo(N) |
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e cujos elementos sao dados por

_dpu(N) e S((Mao)iy(A + i€))
i dpoo(A) g S((Moo)oo(A + i€))

(2.3.3)

(usamos a férmula de inversao de Stieltjes (2.2.8) na obtengao da tltima identidade).
Temos explicitamente da definigao (2.2.4) da matriz M, (z)

(Mdon(s) = % .Lk_logmj (diag {mu(2) f‘ol)jk ¢ = % §0m1<z)62wi<n—m>j/L
_ %:: {ij(z) cos (w) — Imy(2)sin <M)]
. %,Ll {ij(z) i <M) + Im;(z) cos (M)} .

—0

<

Se levarmos em conta que z; = z;_; (uma vez que cos(27j/L) = cos(2n(L — j)/L)) e que
sin(2mj/L) = —sin(2n(L — j)/L), temos da rela¢ao acima e do Lema D.3.5 a identidade

(SMoo)n(2) = %izmj(z) cos <M;) | (2.3.4)

Fica claro de (2.3.4) que Y(\) também é uma matriz ciclica, e que portanto, pode ser
diagonalizada pela matriz de Fourier Fp:
Y () = Frdiag {y;(\} 5 Fi '

L-1
com y;(A) = lim, g LSm;(A+ic) /ano Smn (A +1i€), \j = A—2cos(2mj /L), os autova-

lores de Y (). Este ultimo resultado segue de

L-1
(FLYY(WEF) - = % S ey (e
7,k=0
L S €T SmulAgie) (€57 + 707
2L €10 ZZL:_OI Smu(h 1+ ie)
— Llim S Smu(A 4 ie) Yoi5 L (£ DE (0 4 glm iD= (i)
2L <lo ZlL:_ol Smu(h + ie)
_ L lim {:01 SN + i€) (0n10m1 + 0L—n10L—m.)
2 €lo ZZL:—Ol S + i)

S (A +i€) 0
0 S Sy (A 4 ie)

(2.3.5)
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a segunda identidade resulta de (2.3.3), (2.3.4) e de 2cos(2n(j — k)I/L) = (U= 4
¢~U-R1 /2 a quarta identidade é obtida a partir das relagdes -7 €D = Lg,; e
i €0 = Logns.
A matriz de Fourier F, age como um operador unitario
-1
L*(R,C",d2) - @ L*(R, C, y;dpoo) . f(\) — FL.E(N)

J=0

que torna Il;, invariante (com respeito ao produto interno definido em L*(R,C,dQ)).
Esse fato é fundamental na investigacao da multiplicidade espectral de Ils 4 (e de Ils,,
conseqlientemente).

Lema 2.3.8 (Lema 2.8 de [CMW]) Defina os conjuntos
B®) = {\ € 0(Qo) : k autovalores de Y (\) sdo distintos de zero} (2.3.6)

k=1,...,L. Entao, 1:[57(1, = @ﬁ:l XB(;C)IZLM,, e a multiplicidade espectral do operador
XB(k)H(M) € k.

Observacao 2.3.9 1. O Lema 2.3.8 € a extensao do Lema B.14 de [T] para operadores
com L > 2.

2. O operador XB(k)f.[67¢ é a restricao do operador ﬁé@ ao subespaco B®) k-dimensional
(existem nesse subespaco k vetores ciclicos, linearmente independentes, de Il ).

Demonstracao. Nao é dificil notar que o operador y B(l)f[M, ¢ unitariamente equiva-
lente ao operador de multiplicagdo por A em L*(R, xgmydpoo). Uma vez que yj,X gk dpoo
(y; um dos k autovalores de Y diferentes de zero) e xgmdpoo s@o mutuamente absolu-
tamente continuos, [ = 1,... k, XB(;C)IZL;#) ¢ unitariamente equivalente ao operador de
multiplicacio por A no espaco de Hilbert L?(R, I x gadpoo) para todo k > 1, onde Iy
representa a matriz identidade k x k. Isso encerra a demonstragao. ([l

Por fim, temos a interessante

Proposicao 2.3.10 Sejam v, e ve as medidas espectrais associadas a matriz de Jacobi
Js.o (definida em 1*(Z, C), com produto interno (-,-)1) e Ar, (definida em C*, com produto
interno (-,-)a), respectivamente, geradas pelas fungoes py(x) = (Exb,¥)1, ¥ € I*(Z4,C)
€ Vet (y) = (Fy&, ), el € CE ({Er} e {F} sdo as m.v.p’s associadas a matriz de Jacobi
Jse e a matriz Ay, respectivamente). Se Qoo denota o elemento 00 da medida espectral
matricial relacionada a matriz bloco-Jacobi Js4, entao

Qo0(B) = (s vy ) (B) (2:3.7)

para qualquer subconjunto de Borel B C R, onde definimos o produto de convolug¢ao

(hervg) B) = [ B =g = [ vgB-nidpute) . (239

[e.9] [e.9]
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Demonstracao. Sabemos do Teorema espectral B.1.5 que o elemento €y da medida
espectral matricial associada a matriz bloco-Jacobi Js4 ¢ univocamente determinado por

(f (Ts) U, ) = / " F@)du() | (2.3.9)

para qualquer funcao de Borel f. Podemos, dada a estrutura da soma de Kronecker
Tso @ I + 1 ® Ar, decompor o espaco de Hilbert [*(A,C*) no produto tensorial dos
espagos [*(Z,,C) e CL; dessa forma, temos ¥ = ¢ ® ef, com ¢ € I*(Z,,C) e e} € CF.
Reescrevamos (2.3.9) primeiramente para o caso f(x) = a?, p € N:

/Z WAy (u) = (TP, T) = <<zp: (?) H,® Af{ﬂ) \If\lf>

=0
=S ) (e, (4,

7=0

S0) /[ i

=

- /°° /°° (z+y)dpy(@)dreg () - (2.3.10)

A generalizagdo de (2.3.10) para um polinémio qualquer é imediata. Dali, segue do
Teorema de aproximagao de Weierstrass (vide [Ru]) a validade de (2.3.10) para qualquer
funcao continua; a conexao com fungoes mensuraveis é direta.

Finalmente, segue da mudanca de variavel u = x + y que

|| st vdp@ns ) = [ g < vg)w) (2.3.11)
para qualquer funcao Borel mensuravel g. Escolhamos g como a funcao indicadora do
conjunto de Borel B (isto é g(z) = xp(x)), de modo que, para cada y, g(z+y) = xp—y(2).
Temos, portanto,

/ 9(z +y)dpy(r) = pu(B = y) ,
cuja substitui¢do no membro direito de (2.3.11) resulta na primeira igualdade de (2.3.8);
argumentos analogos nos conduzem a segunda identidade de (2.3.8). Isso encerra a
demonstracao da proposicao. 0

Observacao 2.3.11 Fica claro a partir dos resultados da Proposicao 2.3.10 e do exercicio
18 da Segaio 6.1 de [C] que 0 (Ts4) = 0 (Jsg) + 0 (AL), onde “+7 designa soma vetoriall.
O caso particular desse resultado a matriz livre é o conteido da Proposicao 2.4.1.

fistoé, C =A+BcasoC={z+y:x € Ayc B}
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Vale destacar que a rela¢ao (2.3.7) é um caso particular da férmula
an(B) = (#1/1 * Ve#,eﬁ) (B> )

onde vz .r(y) = (Fyek
trais associados a matriz Ay. Explicitamente, no caso L = 2,

Loel)y, mn=0,...,L —1, {Fr} uma familia de projetores espec-

;

0 se Yy < —2,

0
1 0)P,
(F60761> = ZP@/ 6€7€1L = a0 1<1
<
Yisy 2 (1 O)PQ(

=-1/2 se —2<y<2,

O~

)z() se y>2,

—_

1 -1 11
onde P, = % ( ) P, = ( ) representam, respectivamente, os projetores

-1 1 11
ligados aos autovalores y; = —2, ys = 2;
( 0 se y< —2,
1
1 0)P =1/2 -2< 2
(Fyegse)2 = Zpy erey | =9 10 1(0) /2 s ==
Yi<y 9 1
(1 0)Py 0 =1 se y>2
\

(é possivel mostrar que (Fyel, el)s = (Fyel,ef)s e (Fyet,el)y = (F ek, el)a pelos mesmos
argumentos mostrados acima).

O emprego da primeira identidade de (2.3.8) resulta em

(o viger) B) = 5 [ B =)oty ~2) ~ oty + 2y
= S 0melB = 2) — (B +2)) = 5 (mu(Bo) — pu((B)
(o) B =5 [ B = )6y =)+ 8y + 2y = 5100(B) + o (B)).
’ 2 (Js,9) 2

que podem ser diretamente comparadas com (2.3.1).

A Proposicao 2.3.10 se torna particularmente 1til no estudo do operador Ilpg 4.y,
definido por (1.19), ja que as técnicas que empregamos no modelo definido na faixa nao se
aplicam a esse caso. O conhecimento preciso do comportamento assintético das transfor-
madas de Fourier das medidas p e v (ligadas as componentes unidimensionais do operador
pgew) aliado a (2.3.7) é, como discutido no Capitulo 1, imperativo na caracterizacao
do espectro de [Ipg 4 -



2.4 Estudo do espectro de J;, 41

2.4 Estudo do espectro de Js4

Apresentamos nessa secao os principais resultados referentes ao espectro da matriz bloco—
Jacobi Jjs 4, a representacao matricial do operador Ils 4 definido por (1.6). Caracterizamos
em primeiro lugar o espectro da matriz livre Jy, e em seguida o espectro essencial da
proépria matriz Js 4.

2.4.1 Caracteristicas espectrais da matriz livre 7,

A matriz bloco—Jacobi livre J, associada ao operador livre Il é dada pela expressao
Jo=IL®@Jo+AL &1, (2.4.1)

com Jy a matriz de Jacobi livre

010 0
1010

Jo=|0101 (2.4.2)
0010

Temos como primeiro resultado a

Proposicao 2.4.1 O espectro da matriz bloco-Jacobi livre Jy corresponde ao intervalo

fechado

[ [-2+42cos(n(L —1)/L),4] se L for impar
o (o) = { [—4,4] se L for par, (243)
com L > 2.

Observagao 2.4.2 Como o espectro essencial da matriz de Jacobi Jy, 0ess(J), coincide
com o proprio espectro o(J) (ja que a medida Qoo €, neste caso, puramente absolutamente
continua; vide a Proposi¢ao 2.4.4), seque que

[—2+2cos(m(L—1)/L),4] se L for impar

Oess(Jo) = { [(—4,4] se L for par (244)

com L > 2.

Demonstrac¢ao. Denotando por p a medida espectral associada a matriz de Jacobi
livre Jy, obtemos da Proposicao 2.3.10 a identidade

L-1

(O —er+e) = 7 [ m—y=er-y+2) 3oy - )y
= L MO u A —ute) = p S (=),

=0

I
o
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onde y; representa a medida espectral da matriz de Jacobi J|) associada ao laplaciano livre
(Aé,o)un = Unt1 + Up-1 — YUn , (2.4.5)

=¢ +& =2cos(2nl/L), 1 =0,...L — 1.
Sendo o espectro da matriz de Jacobi Jy o intervalo fechado [—2, 2], segue do resultado
acima e da Proposicao B.2.7 a identidade

o(Jo) = {AeR:Qu((A—e,A+¢)) >0 paratodoe > 0}
[—2 4 2cos (m(L —1)/L),4] se L for impar
[—4, 4] se L for par ’

com L > 2. Isso encerra a demonstracgao. U

Observacao 2.4.3 Podemos pensar na Proposicao 2.4.1 como uma generalizacao de um
conhecido resultado para somas de Kronecker. De fato, se {mi}i_; e {\;}jL, sdo os
autovalores das matrizes A e B, respectivamente, entao {n + )\j}Z:;nzl sao os autovalores
da soma de Kronecker I, @ A+ B® I, (vide [L] para uma demonstra¢ao desse fato). Este
€, grosso modo, o resultado apresentado tanto na Proposicao 2.3.10 quanto na Proposi¢ao

2.4.1.

Como ja mencionado, o espectro essencial da matriz de Jacobi Jy é puramente absolu-
tamente continuo. Uma vez que J, €, em certo sentido, a representacao matricial de um
operador livre, temos

Proposigao 2.4.4 (Proposig¢ao 2.1 de [CMW]) O elemento Qoo da medida espectral
matricial ), associada a matriz bloco-Jacobi Ty, € puramente absolutamente continuo
quando restrito ao conjunto (2.4.3).

Demonstracao. O resultado segue trivialmente do fato do produto de convolucao de
uma medida absolutamente continua com qualquer medida singular (em particular pu-
ramente pontual) ser também uma medida absolutamente continua (vide Exercicio 6 da
Secao 6.1 de [C]). O

Existe uma demonstracao alternativa da Proposicao 2.4.4 que envolve a obtencao
explicita da derivada de Radon—-Nikodym dpq/dk, definida por (D.3.5). Segue da férmula
de inversao de Borel-Stieltjes (2.2.8) e de (2.3.4) que
lim 2200 O\ +ie) = L lim S(Moo)oo(A + ig) (2.4.6)
el0 dk T ew

= Z hm Sm; (X +ie) (2.4.7)
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m; a fungao de Weyl-Titchmarsh ligada & solugao (*(Z,,C) de (2.4.5), dada por

2
. 24
J
-1,

4

1N

zj =z—2cos(2mj/l), 7=0,1,...,L — 1. Como

{ 0 se  |A\;] >2

\1=2A5/4 se [Nl<2

Aj = A —2cos(2mj/L), concluimos que a derivada de Radon-Nikodym (2.4.7) é estrita-

lif(rjl Sm; (X +ig) =

mente positiva e finita para quase todo A (com respeito a medida de Lebesgue k) contido
no suporte essencial (2.4.3) de Jy, e zero em seu complemento. A demonstragao da
proposicao é concluida evocando-se o Lema D.3.8.

2.4.2 Espectro essencial da matriz J;

Uma questao natural que surge ¢é se o espectro essencial da matriz Js, ¢, independente-
mente de ¢ € (0,1) e de w, 0 mesmo que o de Jy. Essa pergunta é respondida pelo

Teorema 2.4.5 (Teorema 2.3 de [CMW]) Seja Jpy a matriz bloco-Jacobi associada
ao operador Ilp, definido por (1.6) e que satisfaz as condigdes de contorno (1.16) e (1.17),
com P € Ps g (isto €, a seqiiéncia P = {py, }n>0 satisfaz (1.9)-(1.11)). O espectro essencial
de Js.» € o intervalo (2.4.3) e, conseqiientemente,

Oess (j6,¢) - O-ess(\jo)

seque para todo 6 € (0,1) e para todo w € T.

Observagao 2.4.6 O Teorema 2.4.5 é uma extensao do Teorema 2.1 de [MWGA]. Segui-
mos sua demonstra¢Go passo a passo.

Demonstra¢ao. Como a matriz bloco-Jacobi J5, pode ser tratada como uma per-
turbac@o de posto L da matriz J; (associada ao operador Ilsg), segue do Principio de
invariancia de Weyl (Proposicao B.2.14) que Oess (J5) = Oess (Js.6). Assim, basta deter-
minar o espectro essencial de Jj.

Em primeiro lugar, provemos a inclusdo oegs (J5) € ess (Jo). Definamos para u =
(u())zen € I2(A, CL) os vetores coluna 2L—dimensionais

up = (u(k,0),u(k+1,0),...,u(k, L —1),u(k+1,L—1))

e as matrizes 2L x 2L .
hé :kaL®A2+§AL®IQ . (248)
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Desse modo, a forma quadratica associada a [J5 pode ser escrita como

L-1

(u, Tyu) = Zuk e + Y u(0,m)u(0,m+ 1) ; (2.4.9)

= m=0

o fator 1/2 presente em (2.4.8) evita a contagem dupla de fatores em (2.4.9); a segunda
soma presente em (2.4.9) corrige a contagem dos termos de intera¢do entre os elementos
da primeira coluna.

Seguimos a estratégia usada na Secao 2.1 para o calculo dos autovalores de hZ. O
polinémio caracteristico de h¥ é simplesmente

det [hy — M ® L] = det[(F/'® L) (b — M, ® L) (F, ® I)]
— det |diag (S — Al)hcb |

L-1
=[] det[Sm — AL .
m=0

5 - ( cos (2rm/L) Dk ) |

Dk cos (2rm /L)

o que resulta nos autovalores )\tm = +pi + cos(2rm/L), m = 0,...,L — 1. Inserindo a
decomposigao espectral de h¥,

~

-1
hf = (>\+ P+ + AL P,;m) ,
0

3
]

m (2.4.9) (Pi sao os projetores nos auto-espagos associados aos autovetores de Aim),
temos

20 < M < 2\t 7
(u,w)
com
M =sup N/, =
k,m ’
e
—2 se L for impar
AT N =
llcnm { —1+cos(m(L—1)/L) se L for par

para qualquer realizacdo de w. Logo, os resultados acima, conjuntamente a (2.4.3), nos
levam a Oegs (J5) C ess (Jo)-
A fim de demonstrarmos a inclusao ess (J5) 2 Tess (Jo), usamos o critério de Weyl para
o espectro essencial (Teorema B.2.13). Seja A, (¢) = 2cosp — 2cos(2rm/L), ¢ € [0, 7),
m=20,...,L —1, e defina
77ZJn,m = ¢n & U

com (¢Yn)nm-1)/2+; = (1/y/n)e para j = 1,...,n e 0 de outra forma; v,, é o m-
ésimo autovetor do operador A} (vide equagao (2.1.2)). Claramente t,,,, € [*(A,C?)
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e {\n(p)} apresenta uma correspondéncia biunivoca com (2.4.3). Afirmamos que, para

cadam=0,...,L—1,

||j§¢nm - Amwan < Cln_n (2410)

’ T Vn

segue com ¢ = ¢(f) independente de n. A fim de demonstrarmos (2.4.10), basta notar
que JsVnm — Amtnm consiste da acao de uma soma de matrizes locais em 1, ,,, cada
uma limitada em norma por um; 2L delas envolvem os extremos e e ¥, e existem
O(In(n)) matrizes nao diagonais. A dependéncia O(In(n)) se deve ao fato da seqiiéncia
(a¥);j>1 satisfazer a condigao a; +w; — a; 1 —wj_1 € (7 —2j+ 1,87 + 25— 1), com no
maximo 7 pontos a; entre [1,n]; r é tal que

<lnn
T_lnﬁ'

Repare que Apv,, = 2cos(2rm/L)v,, e esta parte do produto tensorial presente em Jy
nao tem efeito no processo limite. Poderiamos perguntar se a incerteza nas posigoes das
barreiras poderia modificar esta estimativa. Uma vez que a esparsidade cresce exponen-
cialmente e a incerteza nas posicoes cresce linearmente, n satisfaz 87 —r—1 < n < g+,
0 que nao afeta a estimativa acima. Isso demonstra a inclusao e (Js5) 2 Oess (Jo) € com-
pleta a demonstracao do teorema. 0

Observacao 2.4.7 Podemos obter os resultados do Teorema 2.4.5 apenas para o espectro
de Js; basta substituir na demonstracao acima o critério de Weyl para o espectro essencial
pelo critério somente para o espectro (Teorema B.2.13). E possivel que ainda exista algum
espectro discreto (vide a Se¢ao B.2 para uma discussao a respeito as diferencas entre esses
tipos de espectro), com o qual nao nos preocupamos, fora do intervalo (2.4.3).






Capitulo 3

Existéencia de transicao espectral

Como vimos na Secao 2.3, devemos avaliar a natureza espectral da matriz bloco—Jacobi
Js.» a partir do elemento {2gy da medida espectral matricial, que pode ser tratado como
a “mistura simples”

=
Qoo = 7 Hj s (3.1)
5=0
1t; a medida espectral associada ao operador
(Agwu)n = pp(W)tps1 + Pro1(W)tp_1 + 2cos(2mj/L)uy, , (3.2)

j=0,...,L—1,com P € Psz (ou seja, satisfazendo as relagoes (1.9)—(1.11)) e ¢ repre-
sentando a condicao de contorno (1.5).
Definimos a matriz de Jacobi J}, 4> @ representagao matricial do operador JANA $» COMO

2cos(2mj/L) + tan ¢ Do 0 0
Do 2cos(2mj/L) D1 0
Thy = 0 p1 2cos(2mj/L) P2 o, (33)

0 0 D2 2cos(2mj/L)

(vide a Observagao 1.4 para a discussao a respeito da inclusdo da condi¢ao de contorno
P).

O conhecimento das principais caracteristicas espectrais da matriz bloco-Jacobi Js 4
(como, por exemplo, seus tipos espectrais e a dimensao Hausdorff da medida €2), envolve,
portanto, o comportamento coletivo das medidas espectrais f;.

Tanto os resultados de Last e Simon (que permitem a caracteriza¢gao da natureza
espectral), presentes na Segdo F.2, quanto os de Jitomirskaya e Last (que permitem
a caracterizagdo da parte singular do espectro), presentes no Apéndice H, necessitam
do comportamento assintético preciso da norma da matriz de transferéncia 7;(n,\) =
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Ti(n,n — L, \)Tj(n — 1,n — 2;A)---T3(0, —1; \) associada as solugbes da equacao de
Schrodinger

Pnlint1 + Pni1Ung1 + (2cos(2mj /L) — Nu, =0, (3.4)

J=0,...,L—1, onde

ﬁ —Pn-1
Ti(n,n—1;A)= | Pn D =T(n,n—1;\), (3.5)
1 0

Aj =X —2cos(2mj/L).

Observacgao 3.1 Repare que Jlqus = Jpy +2cos(2mj/L)I, I o operador identidade em
I>(Z,C). Podemos, dessa forma, reescrever a equagdo de Schrodinger (3.4) como

Pnlntl + PrtiUngl — )\jun =0.

Sao, de fato, as ferramentas desenvolvidas por Marchetti et. al. em [MWGA] as
adequadas ao nosso problema. Comecemos pelo

Teorema 3.2 Seja Jg@ a matriz bloco—Jacobi associada ao operador Afw (3.2), j =
0,....,L—1, com P € Psz (isto é, a seqiéncia P = {p,}n>0 satisfaz (1.9)- (1.11)).
Entao

Oess(Tj ) = [~2+ 2cos(2mj /L), 2 + 2 cos(2mj /L) = I; .

Observacao 3.3 O Teorema 3.2 envolve uma pequena modificagcao no Teorema 2.1 de

[MWGA].

Demonstracao. Mais uma vez, podemos escrever a matriz Jg » COMO uma perturbagao
de posto um da matriz J§ (associada ao operador Aj ). A saber,

Jid, = Jg + tan ¢dy ,

onde (dou)n = Onotp. Segue novamente do Principio de invariancia de Weyl (Proposicao
B.2.14) que O'ess((]g’qﬁ) = UeSS(JgA).

Provemos a inclusao oess(J7) C I;. Seja u = (up)n>0 € 1*(Z4, C); podemos definir, em
analogia a (2.4.9), a forma quadratica

(1 70) = 3 (o w1 () (36)
n=0 n

onde

= (O iy )
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Inserindo a decomposigao espectral de h?

h = \'Pr+ )\, P,

n-n ?

3.6 P sao os projetores nos auto—espacos associados aos autovetores de )\i , temos
J

_ (w.77)

2\~ < 20T
(u, u)
com
2= sup A = +1+ cos(2mj/L)
para qualquer realizacio de w. Assim, e (J7) € [2A7,207] = [~2 + 2cos(275 /L), 2 +
2cos(2mj/L)].

Demonstramos a inclusao Cess (jg ) O I; mais uma vez evocando o critério de Weyl

eorema B.2.13). Seja A; = 2cosp; = A — 2cos(2nj/L), ¢; € |0,7); caso definamos
T B.2.13). Seja \; = 2cosp; = X\ — 2 2nj/L), ¢, 0 defi

n)n(n—1)/2 1/\/n) e para j =1,...,n e 0 de outra forma, é possivel mostrar que
(Yn)nmn-1)/2+5 = ( para j=1,..., , ép q

(vide a Observagao 3.1)
Inn

s = ) i <

segue com ¢ = ¢(f3) independente de n e de w (vide a demonstragdo do Teorema 2.4.5).
Isso demonstra a inclusao e (.75] ) 2 ;. Como todos os resultados acima independem
de 7 =0,1,...,L — 1, concluimos a demonstragao do teorema. O

3.1 DMatrizes de transferéncia e variaveis de Prufer
adaptadas

Prosseguimos com determinacao das matrizes de transferéncia. Tendo em vista as relagoes
(1.9)-(1.11), existem apenas trés situacoes a serem consideradas: para n ¢ {ay, a%,,},
Jj > 1, (3.5) é igual & matriz de transferéncia livre

To(N;) = v ; (3.1.1)
’ 1 0

para n = aj + 1,

T.(\) = ( Y _10”) ; (312)

finalmente, para n = a;,

()= 1-0 1-45|. (3.1.3)
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Seja A = 2cos p; + 2cos(2mj/L), com ¢; € (0,7), uma possivel parametrizagdo do
espectro essencial da matriz de Jacobi J3 ;(como visto no Teorema 3.2). E bastante simples
mostrar que a matriz de transferéncia livre Ty();) é semelhante a uma matriz de rotacao
horéria R(¢;):
cos@;  sinp;

) = R(yj), (3.1.4)

—sing; cosy;

sz<0 e ) . (3.1.5)

1 —cosy;

UjTo()‘j)Ufl = (

onde

Observacgao 3.1.1 Repare que a matriz U; nao € univocamente determinada, uma vez
que qualquer outra U = HUj;, com H wma matriz que comute com R, satisfaz (3.1.4).

Sendo o produto de matrizes de rotacao também uma rotacao, obtemos

U (s MU = Riln — aff = o)) Uy TS U R((a -y —2)py) -~ UyT)_ U R(laf — 1))
(3.1.6)
como a transformagao de similaridade por U; da matriz de transferéncia 7'(n; \;); k é um
niimero inteiro definido de tal modo que af <n < a?,, e T1_ := T, (\)T-()\).
E bastante conveniente introduzir em (3.1.6) a matriz P, _, definida a partir de

R(p;)PL_R(p;) = U;T{_U;" .

Explicitamente, temos das defini¢oes de U; (equagao (3.1.5)) e das matrizes de trans-
feréncia 7', (\;) e T_(\;) (equagbes (3.1.2) e (3.1.3), respectivamente),

R(—SOj)UjT-i-()‘j)Uj_l - < (1 —pl))cot P (1) ) ’
1 _ 1 0
U T-(A)U; R(—¢;) = ( (1—p)/pcoty; 1/p ) ’

de onde obtemos

Pl = (( b 0 ) . (3.1.7)

1/p—=p)coty; 1/p
Podemos, portanto, reescrever (3.1.6) como
UST (s 2)U; " = R(ln = o)) PLR([af — ail_s)e;) - PL_R(af;) - (3.1.8)

A matriz P]_ nos permite tratar, portanto, as perturbacgoes ao operador livre, que se
dao nas “ligacoes” entre os sitios, como sendo pontuais. Isso representa uma vantagem
s )
significativa na determinacao das variaveis de Priifer, como veremos a seguir.
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A estrutura presente na equagao (3.1.8) sugere uma redefini¢ao das varidveis de Priifer
apresentadas na relagao (F.3.1). De fato, se definirmos os vetores

vi = (R{C_l cos 9;:,3‘7 R{;_l sin 9;‘”) (3.1.9)

<J _ J NI DI iy P9I

Vi = (Rk cos ;. Ry sin 6 > ) (3.1.10)
entao as variaveis de Priifer (Ri,@i) 50 (omitimos a dependéncia de w a fim de nao
sobrecarregar a notagao) satisfazem uma relagao de recorréncia induzida por

Vi = R((ay — a‘é’fl)%)f’i_l (3.1.11)

e por
v =Pl vl (3.1.12)

com vi = R(af¢;)¥,

y ) ) cos 03 COS¢ sin(p-SiIl(ﬁ
I = RI 0 —7I7. — J 1.1
Yolbo) = o ( sin 6} > Y < sin ¢ ) ( €OS ¢ — COS ; Sin ¢ G

(como em (F.3.5)), onde (R})?> = 1 — cosg;sin2¢. Desse modo, se Uy = (Up,Up_1)
representa a solu¢ao da equagao de Schrodinger (3.4) sujeita as condigoes iniciais ug =
(cos ¢, sin @), entao a relacao (F.3.4) deve ser reescrita, para todo k > 0, como

R(p;)¥], = Uju,,,, - (3.1.14)

Observacao 3.1.2 1. Esta definicao de angulo de Priifer sugerida por Marchetti et.
al. difere um pouco da apresentada por Pearson em [P] e por outros autores. Por
07, nos referimos ao dangulo de Priifer no sitio a* imediatamente anterior a n—
ésima barreira. A definicao de Pearson se dd no ponto a¥ + 1, isto €, no ponto
imediatamente consecutivo a barreira.

2. Vale destacar que esta nova definicao de varidveis de Prifer incorpora o fato do raio
permanecer constante apos uma iteracdo com a matriz de transferéncia livre, cujo
unico efeito €, como veremos a sequir, produzir um deslocamento no angulo por um
fator ;. Em modelos esparsos como esse, a grande maioria das iteragoes produz
exatamente este efeito.

3.1.1 Determinacao do comportamento assintético da seqiiéncia
(0]

)

O Teorema F.3.3 nos mostra a importancia de se estudar o comportamento assintotico

da seqiiéncia (R%(Q%))n>0 dos raios de Priifer () representa o angulo de Priifer inicial).

n>0

E exatamente isso que buscamos fazer agora.
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Segue imediatamente das definigoes do vetores v’/ e v/ (equagoes (3.1.9) e (3.1.10)),
da matriz de transferéncia T'(n; A;), e da norma | - [|y;, a identidade

I (5 2)%0.(63)lo, = 1T (a% + 13 2)93(05) |, = Riv(65) (3.1.15)

(equacgao 3.8 de [MWGAY]), vélida para todo n tal que a% < n < af 4.
Explicitamente,

j COS(?{V L j COSQ{V
RN( sin 6% > = By ( sin 6%
i pcos@j
N1\ (1/p — p) cot p; cos @ + sin 6%, /p

) (3.1.16)

(omitimos a dependéncia de R}, e R% 41 com respeito ao angulo de Priifer inicial 0)) segue
das definigoes (3.1.9), (3.1.10) e de (3.1.12). Obtemos, ao tomar as normas dos vetores
acima, a relagao

(my? = B,y

P2
onde

f(p,0) :=p*cos® 0+ (sin6 + (1 — p*) cot p; cos 0)2 ) (3.1.17)
de modo que

N . 2 N
(R?V)2 _ (R%)QH (R}jgz > _ (Rg)Q <_ exp{ Zlnf D, 0 }) . (3.1.18)
n=1 n—1
Chegamos de (3.1.11) a identidade

) J , ni
B () = (g - o) (g )

Y
sin 9N+1 sin 0,

coS (83 — (a‘j{,H — a?v) cpj>

= R , (3.1.19)
sin (93 (a4 — a%) (pj)
que conjuntamente a (3.1.16) resulta na relagdo de recorréncia
O = 9P, 08) = (a5 —a)p; , N >2, (3.1.20)
para os angulos de Priifer (95\,) N0 Com 0{ = 06 — ayy;;
g(0) = tan™" ((tan 6 + cot ) /(1 — §)* — cot ) (3.1.21)

¢ uma fungdo mondtona crescente que mapeia o intervalo [—m/2,7/2) nele mesmo.
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A determinagao do comportamento assintdtico exato da seqiiéncia (R%(@é))nzo dos

raios de Priifer envolve, portanto, uma estimativa do comportamento assintotico da soma
1 1 &
. . . . . 2
S WS () = > <p4 cos? 07 + [sin 0 + (1 — p?) cot ; cos 0] ) . (3.1.22)
n=1 n=1

que por sua vez, depende de propriedades de distribuicao da seqiiéncia (92)n>0 dos angulos
de Priifer. Necessitamos de algumas ferramentas matematicas para uma anélise detalhada
dessa questao; comecamos pela

Definicao 3.1.3 Um sequéncia w = (,),>1 de nidmeros reais x, € [0,7) € dita uni-
formemente distribuida mddulo m (u.d.mod w) se, para todo par a, b de nimeros reais
que satisfizerem 0 < a < b < m, tivermos

. A(la,b); N;w)
A N

—b—a, (3.1.23)

onde definimos A(|a,b); N;w) como o numero de termos x,, 1 < n < N, para os quais
T € [a,b).

Em outras palavras, a seqiiéncia w = (z,)n,>1 ¢ u.d.mod7 se esta for igualmente
distribuida, em partes fracionarias, em subintervalos semi-abertos do intervalo [0, 7).
Fica claro que podemos reescrever (3.1.23) na forma

N
. 1 1 /7
dmy vn(len)) = | | et (3.1.24)

onde {a} designa a parte fracionaria do niimero real a com respeito a m (ou seja, a = mm+
{a}, m € Z). Esta observagao, juntamente com uma importante técnica de aproximagao,
nos conduz ao seguinte critério.

Teorema 3.1.4 (Teorema 1.1 de [KN]) A seqiéncia w = (z,),>1 de nimeros reais
x, € [0,7) é u.d.mod 7 se, e somente se, para toda fun¢ao real continua f definida no
intervalo fechado I = [0, 7], tivermos

lim. % S F({}) = % fa)de . (3.1.25)

Observacao 3.1.5 O Teorema 3.1.4 corresponde, na realidade, a uma ligeira varia¢ao
do Teorema 1.1 de [KN], referente a troca do intervalo [0,1) pelo intervalo [0, 7). O nosso
interesse no intervalo [0, ) se deve ao fato da funcao f(p,0), definida por (3.1.17), ser
uma fung¢ao Riemann integrdvel e periodica de periodo m, como veremos.

Demonstracao. Sejam w = (z,),>1 u.d.mod 7 e f(z) = Zf:_ol diX[as,ai,,) () uma
fungao simples em I, onde 0 = ag < a; < ... < ax = w. Temos de (3.1.24) que a relagao
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(3.1.25) é satisfeita para toda fungdo f assim definida. Assumimos agora que f é uma
funcao real e continua definida em I. Dado um & > 0 qualquer, existem, pela defini¢ao
de integral de Riemann, duas fungdes simples f; e fo tais que fi(x) < f(z) < fo(x) para
todo z € I, e que [ (f2(x) — fi(x))dz < e, de onde obtemos

1 [" 1 [" RS
;/0 [(x)de —c < ;/0 fil@yde = lim 572 ilan)

< llmlnf—Zf (z,) < llmsup—Zf ()

N—o0 N—o0

< nggo—zﬁ | htr << [ p@ees

concluimos, portanto, que a equagao (3.1.25) é satisfeita caso f seja uma fungao continua.

Por outro lado, seja w = (x,),>1 uma dada seqiiéncia, e suponha que a equacao
(3.1.25) seja satisfeita para toda funcao real continua f definida no intervalo I. Seja
[a,b) um subintervalo arbitrario de I. Dado um & > 0 qualquer, existem duas fungoes
continuas, g, e gs, tais que ¢1(z) < Xpap)(®) < g2(x) segue para todo x € I, a0 mesmo
tempo que = ["(g2(2) — g1(x))dz < . Temos entdo

1

N
i I .1
b—a—e < %/0 g2<$>dx—5§;/o gl(x)dfczj\}l_lgoﬁzgl(x")

.. A(la,b); N . A(la,b); N
hmmf% < hmsup% < lim — Zgz Tp)

N—oo N—o00o N—oo N

1 /7 1 [7
= —/ gz(x)d-’fé—/ gi(z)dr +e<b—a+e.

IN

Como € é arbitrariamente pequeno, obtemos (3.1.23). Isso conclui a demonstragao do
teorema. 0

O Teorema 3.1.4 nos fornece, portanto, um critério que nos permite substituir, no
limite assintético N — oo, a soma (3.1.22) pela integral

1 s
= /0 In f(p,6)db , (3.1.26)

desde que a seqiiéncia (QZA‘L)H21 dos angulos de Priifer seja u.d. mod 7 e que In f(p, ), com
f(p,0) definida por (3.1.17) seja uma funcao Riemann integravel e periédica de periodo
7. Suponhamos, por hora, a

Hipétese 3.1.6 A seqiiéncia (0%)n21 dos angulos de Prifer definidos pela relagao de
recorréncia (3.1.20) € u.d.modw para ¢; € [0, 7)\A;, onde A; € um conjunto de medida
de Lebesgue nula.
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Entenderemos o porqué do conjunto A; quando efetivamente demonstrarmos a vali-
dade da Hipotese 3.1.6.

Lema 3.1.7 A func¢do h(f) := In [p‘l cos? 0 + (sinf + (1 — p?) cot g cos 6’)2] ¢ uma fun-

cao Riemann—integrdvel periodica de periodo mw, cujo valor médio é dado por

1 [ 1 — p2)2 2,
%/ g(p,0)d6 = In (( b )4COSGC L& —|—p2) . (3.1.27)
0

Observagao 3.1.8 O conteiddo do Lema 3.1.7 estd contido na Segao 4 de [MWGA].

Demonstragao. Podemos reescrever h(f), através do uso de identidades trigonométricas
simples, como
h(0) =In(a + bcos 20 + csin 20) ,

com
2a = (1 — p*)?cot® ; + 1+ p*,
2b = (1 —p*)?cot? p; — 1 +p*,
c=(1—p?) coty; .

Isso mostra que h(f) é periédica de periodo m. Resta demonstrarmos que h(f) é
Riemann—integravel. Um calculo explicito nos mostra que

a + bcos(20) + csin(20) > err[lgn)(a + bcos(26) + csin(26))
€|0,m

= a—VblP+ct=a—+\a>—p*>0,

jdque 0 < b®+c® =a?—p*se 0 < p<1;h(f) é portanto, continua no intervalo [0, 7), e
assim, Riemann integravel.
Por fim, temos da péagina 546 de [PBM]

l/;h(e)de ~— I (‘” Va2_b2_02> —In (““’2)

T 2 2
_ oy (L= p?)Pcosec’p; + (14 p%)? — (1 = p?)’
4
1 — p2)2 2.,
_ ln<< p?)*cosec?p; +p2) 7
4
exatamente (3.1.27). Isso encerra a demonstragao. UJ

O Lema 3.1.7, conjuntamente ao Teorema 3.1.4, fornecem um valor preciso para o
limite assintdtico da “média temporal” + SN Inf(p,67), sob a hipétese de distribuigao
uniforme mod 7 (no sentido da Definicao 3.1.3) da seqiiéncia (67),, dos angulos de
Priifer.
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De fato, a desigualdade de Koksma (Teorema 5.1 do capitulo 2 de [KN]) nos permite
avaliar o erro que cometemos ao substituir a soma finita (3.1.22) pela integral (3.1.26); a

saber,
iilnf (p.03) - l/w In f(p, 0)d6| < V(h)D: (3.1.28)
N gt »Vn 7 Jo ) — N »
onde
. : , A i N
Dy (07) = Dy(01,...,0%) = sup A0 N) a
0<a<lw N
¢ a chamada discrepancial da seqiiéncia (67),-, e
N-1 ‘
Vr) =3 [ f(p.6) —Inf (p.03)| < C
n=1

é a variagao constante da fungao h (é possivel mostrar que suppepo - [1'(0)] < oo; vide a
demonstragao do Lema 3.1.7).

A discrepancia Dy (w) de uma seqiiéncia de nimeros reais w é uma medida de quanto
a distribuicao desta seqiiéncia se desvia da uniforme. De fato, temos o

Teorema 3.1.9 (Corolario 1.1 do Capitulo 2 de [KN]) A segiéncia w € u.d.mod
7 se, e somente se limy_,o, D (w) = 0.

Demonstracdo. A suficiéncia da condigao é ébvia. Escolhemos, a fim de mostrar a
necessidade, um inteiro m > 2. Para 0 < k < m — 1, definamos I = [k/m, (k + 1)/m).
Sendo w u.d. mod 7, existe um inteiro positivo Ny = Ny(m) tal que, para N > Ny e para
todo k=0,1,...,m — 1, temos

1 .
NP P A
m m N m m
Considere agora um subintervalo arbitrério J = [0,«) C [0, 7). Claramente, existem
intervalos J; = U:lzo IyeJy = U;:Q:o Iy tais que J; C J C Jy, com |J|—|J1|, | J2|—|J] < 2/m
(desde que (k; +1)/m < a < (kg + 1)/m). Obtemos das desigualdades acima, para todo
N > N07

1 A(J; N A(J; N A(Jy; N 1

- N N N

e conseqlentemente,

(1-2)(-3) 252 a2 +2)

TPara uma seqiiéncia infinita @ de nimeros reais, D% (z) se refere & discrepancia do segmento formado

pelos primeiros N termos de .
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Obtemos, usando |J| < 7

T+2 2 <A(J;N) ’J‘<7T+2_|_ 2
m m?2 N m2’

para todo N > Ny. Uma vez que os limitantes na expressao acima independem de J,
segue da definigao de discrepancia que Dy (w) < (7+2)/m+2/m?, para todo N > Ny. No
entanto, (7 +2)/m + 2/m? pode ser feito arbitrariamente pequeno, e assim completamos
a demonstracao. 0

Observacao 3.1.10 A demonstracao do Teorema 3.1.9 corresponde a uma pequena vari-
ante (para intervalos do tipo [0, ) em vez de |, 5)) da demonstra¢ao do Teorema 1.1 do
Capitulo 2 de [KN].

O seguinte resultado é fornecido pela relagao (4.19) de [MWGA].

Lema 3.1.11 Seja (R}(6))),.,

da equagao (3.4) que satisfaz o par de condigdes iniciais Vg = (cosa,sin @) (Vg e Qg se

a seqiéncia dos raitos de Prifer associados a solugao

relacionam através de (3.1.13)). Suponha a validade da Hipdtese 3.1.6. Entao, obtemos
para @; € [0, m)\A; (A; é um conjunto de medida de Lebesgue nula), as desigualdades

CRhrY < (RA(8)" < Cwyr) (3.1.29)

, ) 2
onde Cy; representa um nimero real tal que Cn,; > 1 e limy_ o C’le/év = (R{)) , com

(R{)')_2 =1—cosp;sin2¢, e
1 2
————-cosec p; . (3.1.30)

Demonstragao. As desigualdades (3.1.29) sao diretamente obtidas a partir das equagoes
(3.1.18), (3.1.27), da estimativa (3.1.28) e da Hipdtese 3.1.6.

Como, pela Hipotese 3.1.6 e pelo Teorema 3.1.9, limy o D}k\,(%) = 0, fica claro que
lim o ONY = (R5(6))". 0

E importante salientar que as desigualdades (3.1.29) sao satisfeitas para quase todo par
de condigdes iniciais v3(8)) (vide (3.1.13)), ou seja, a menos de um conjunto de medida de
Lebesgue nula. E provavel que, para esse conjunto de condigoes iniciais com medida nula,
a sequeéncia (Rf@(ﬁg))n>1 dos raios de Priifer apresente outro comportamento assintotico;
mostraremos, inclusive, que para cada raio de Priifer R/ que se comporte como (3.1.29),
podemos associar uma solugao subordinada da equagao de Schrodinger (3.4) que decai
com a mesma taxa de crescimento de R} (Proposicao 4.1.1).

O resultado anterior, juntamente com o Teorema F.3.3 e com uma adaptacao do
Teorema F.2.17 para operadores esparsos, nos permite uma caracterizacao precisa do
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espectro das matrizes de Jacobi Jg’ y Antes de seguirmos nessa direcao, discutamos a
questao da distribui¢ao uniforme dos angulos de Priifer.

Consideremos, em primeiro lugar, o modelo deterministico (1.4) estudado por Marchetti
et. al.. Apesar de nao existir demonstragao alguma da uniformidade dos angulos de Priifer
(que também satisfazem a relagao de recorréncia (3.1.20), com a; no lugar de af = ax+wy),
é possivel mostrar (vide Segao 5 de [MWGA]) que o erro E cometido ao se substituir a
soma (3.1.22) pela mesma soma envolvendo a seqiiéncia (Cx(¢)),>, (definida como uma
interpolacio linear dos angulos de Priifer; vide a equagdo 5.13 de IMWGA]) pode ser
tao pequeno quanto se deseje, desde que o parametro de esparsidade § > 5y(FE, A, J) seja
suficientemente grande. O problema é que quando fixamos os parametros (E, \,¢), a
condicao [ > [y torna o suporte essencial da parte puramente pontual do espectro um
conjunto vazio. Dessa forma, somente a parte singular—continua do espectro é assegurada
(vide o Teorema 3.3.3 ¢ o Teorema 5.8 de [MWGA] para maiores detalhes).

Neste sentido, a proposta de se inserir uma incerteza na determinacao da posicao das
barreiras, apresentada por Zlatos em [Z], nos possibilita mostrar que a seqtiéncia (67), -,
é u.d. mod 7 para todo @, € [0,7)\ A;, A; um conjunto de medida de Lebesgue nula (o

que confirma a Hip6tese 3.1.6), sendo portanto desnecessiria a interpolagao proposta em
IMWGA].

3.2 Distribuicao uniforme dos angulos de Prifer

Demonstramos nesta se¢ao que a seqiiéncia (6<7),>; dos angulos de Priifer expressos por
(3.1.20) é u.d. modn para quase todo w € I' e para todo ¢; € [0,7) \ (Qm N [0,7));
em outras palavras, demonstramos a validade da Hipdtese 3.1.6, identificando A; com
o conjunto dos multiplos racionais de m pertencentes ao intervalo [0,7) (obviamente um
conjunto com medida de Lebesgue nula; os resultados apresentados independem de j =
0,1,...,L — 1, de modo que omitimos este indice). Para tanto, necessitamos de alguns

resultados preliminares, a comecar, pelo

Teorema 3.2.1 (Critério de Weyl; Teorema 2.1 de [KN]) A seqiéncia de nimeros
reais (T, )n>1 € u.d.mod 7 se, e somente se,

N

. 1 2mihxy,
Jim Z:le =0, (3.2.1)

para qualquer inteiro h # 0.
Demonstragao. A necessidade segue do Corolédrio 1.2 do Capitulo 1 de [KN]. Suponha

agora que a seqiiéncia (z,) é tal que (3.2.1) é satisfeita. Devemos entdo mostrar que a
relacao

lim iZf(xn) = %/0“ f(z)dz

N—ooo [V
n



3.2 Distribuigao uniforme dos angulos de Priifer 59

¢ valida para toda funcao a valores complexos f de periodo w. Seja & um numero
positivo arbitrario. Pelo Teorema de aproximacao de Weierstrass, existe um polindmio
trigonométrico ¥(x), isto é, uma combinacao linear finita de funcoes do tipo e*"% h € Z,
com coeficientes complexos, tal que

sup |f(z) —¥(z)| <e. (3.2.2)

0<z<m

Temos agora

2@ 53 s < |2 [0 - v
n %/OW W()dr — ~ 3 W(a)
bl () - \Ifm))‘ .

O primeiro e o terceiro termos do membro direito sao menores ou iguais a £ indepen-
dentemente de N, gracas a (3.2.2). Para N suficientemente grande, o segundo termo do
membro direito é menor ou igual a € por conta de (3.2.1). Isso encerra a demonstragao
do teorema. O

O outro resultado é o seguinte teorema métrico geral:

Teorema 3.2.2 Seja (u,(x))n>1 uma seqiéncia de varidveis aleatorias reais definidas em
um espago de probabilidade (=, B, i). Dados inteiros h #0, N > 1 e A C 2, definimos

Sp(N,x) = %Ze%h“n(@ (3.2.3)
[h(N,A):/A|Sh(N,:p)|2d;L(:B). (3.2.4)

Se a série Y n_ In(N, A)/N converge para cada h # 0, entdo a seqiéncia (U, (x))n>1
é u.d.mod w para quase todo x € A com respeito a L.

Observagao 3.2.3 O Teorema 3.2.2 é uma extensao elementar do Teorema 4.2 de [KN]
(extraido de [DEL]) ao espago mensurdvel ([a,b],B), com k a medida de Lebesque em R.

Demonstracao. Necessitamos, antes de mais nada, do seguinte

Teorema 3.2.4 (Teorema de Dini) Seja )~ ¢, uma série convergente tal que ¢, > 0

para todo n. Definamos

Tn—1 = i Cm (325)

m=n
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n=1,2,.... Entao a série numérica

D rz" (3.2.6)

converge se o < 1.

Demonstracao. Seja p > 2 € N tal que a < 1 — i. Segue da convergéncia da série

> ¢, e da defini¢ao (3.2.5) que 7, — 0 no limite n — oo, e portanto r, < 1 para

n=1
n > ny. Dessa forma, é suficiente demonstrarmos a convergéncia da série numérica

oo [ee]
Z Cn _ Z Tn—1 — ran
n=1 r}l:ql— n=1 Tn-1 Y
onde 7 = 1/p.
Uma vez que r, — 0 monotonicamente e y > (r7_; — r7) ¢ uma série convergente

com termos positivos, é suficiente demonstrar que

o =T Tha T

_— < =/ 3.2.7

Foo1 Tp—1 > T ( )

Seja y = (r,,/rn_1)"/?; claramente 0 < y < 1. Logo, (3.2.7) é equivalente a 1 — y? <
p(1 —y), desigualdade que segue da concavidade da fungao f(y) = y* no intervalo [0, 1] e
do fato de z = p(1 — y) ser a reta tangente a curva z = 1 — y” no ponto (y, z) = (1,0). O

Partamos a demonstracao do Teorema 3.2.2. Como mantemos h fixo, deixamos de
referencid-lo no decorrer da demonstragao. Uma vez que asérie Y v_, I(N, A)/N converge
e é constituida unicamente por termos nao—nulos, podemos aplicar o Teorema 3.2.4 sobre
esta e definir uma seqiiéncia crescente (A(N))n>1 de nimeros reais maiores que 1 (A(N) =
), com A(N) — oo, tal que Y x_; I(N, A)A(N)/N ainda converge. Sejam M < M, <

. inteiros positivos tais quef

A(M,)

Mrer = [W

MT] +1 (3.2.8)

para r > 1. Seja N, o numero inteiro pertencente ao intervalo (M., M, 1] para o qual
I(N, A) assume seu valor minimo. Entao,

M'r+1 MT+1
1 My I(N, A)
IV A) € 3 Ay Ay A
M, 1 — M, N M, 1 — M, N
Como, de acordo com (3.2.8),
A(M,)
Moy > ) g
2N — 1

-] representa mais uma vez a parte inteira de um nimero real.
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segue imediatamente que

AM,.) ,
M'r—l—l - Mr = ( )
de onde obtemos
M'r+1
I(N, A< ) I<N’1?V>A(N) ,
N=M,+1

e assim concluimos que > 2 I(N,,A) < co. Segue da definigdo (3.2.4) e do Lema de
Fatou (Lema 1.28 de [Ru]) que 3% |S(N,,z)|> < oo para quase todo z € A com res-
peito a p (isto é, a menos de um conjunto de p—medida nula em A); conseqlientemente,
lim, o, S(N,., z) = 0 para quase todo x € A. Fica claro de (3.2.8) que lim, o, M, 1/M, =
1, e assim, lim,_,, N,+1/N, = 1. Agora, se N, < N < N, 4, entao

Nr+l - Nr

<
[S(N2)] < |S(Np, )] + ==

de onde concluimos que limy_,, S(N,x) = 0 para quase todo z € A, o conjunto A de-
pendendo do inteiro h escolhido no principio. Se denotarmos por B o conjunto formado
pela uniao contavel de todos os conjuntos excepcionais correspondentes a h = £1,4+2, .. .,
obtemos do critério de Weyl (Teorema 3.2.1) que a seqiiéncia (u,(x)),>1 é u.d. mod 7
para todo z € A\ B, com u(B) = 0. O

Voltemos ao nosso problema. As variaveis aleatérias {w;, j > 1}, definidas no espaco
de probabilidade (Z, B, ), sdo consideradas estatisticamente independentes e uniforme-
mente distribuidas em I'; = {—j,...,j}. Seja I' = ;fl {—7,...,7} o espago de con-
figuragao; denotemos por w = (wy,ws,...) um elemento do espago produto I'. A me-
dida p induz no espago mensuravel (I', ), onde F é a o—dlgebra produto, uma medida

produto v(B) = Hl/j(Bj) = pu(w(B)), w(B) = ﬂBle_l(Bj), definida para to-
j=1

dos os subconjuntos cilindricos de I’ :j°_>_21 {—=J,...,7}, com v; a medida uniforme em I';:
vi(k) =1/(2j+1) paratodo k € {—j,...,j}. Também denotamos a seqiiéncia de angulos
de Priifer, definida pela rela¢ao de recorréncia (3.1.20), ou por (0x(z))g>1 ou por (6%)x>1,
dependendo se levamos em consideragao o espago de probabilidade (=, B, i) ou o espago
(I, F,v).

Apresentamos a seguir o

Teorema 3.2.5 (Teorema 2.2 de [CMW1]) A seqiiéncia (0x(z))r>1 ((6¢)k>1), dos an-
gulos de Prifer é u.d.mod 7 para todo ¢ € [0, 7)\(Qmr N [0,7]) e todo z € = (w € ') a
menos de um conjunto B com medida p (v) nula (presente na demonstragio do Teorema

3.2.2).
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Ih(er)
~v <

o0, I(N,T') definida por (3.2.4). Basta, contudo, demonstramos sua convergéncia abso-
luta. Temos de (3.2.3)

I(N,T) = %/ﬂéh ) [Pdp(x)
< Ntw X

1<m<n<N

Demonstragdo. Devemos, de acordo com o Teorema 3.2.2, mostrar que > n_,

/ (20 ()=00() g 1) (3.2.9)

Uma vez que 62, com m < n, e 6%, dado por 6% = g(6“_,, ) — (B + wy, — wn_1)p =
0% — wy,p, sao estatisticamente independentes de w,,, obtemos

/ 2ih (0 () =0 (@) (1) / e%h(efn—éz)dy(w)
= MI'n
/ eZMen? du (wy)| .

O membro direito de (3.2.10), a fungao caracteristica de v, em 2hyp, pode ser com-

/ 62ihw"<pdyn (wn)

< (3.2.10)

putado explicitamente:

n

1 2ihkp
2n+1;:€

=—n

1 sin(2n+1)hy
2n+1 sin he ‘
1
(2n 4 1)|sin hy|

<00, (3.2.11)

desde que ¢ ¢ Qm N[0, ), justificando portanto a restricdo imposta pelo teorema.
Temos de (3.2.9), (3.2.10) e (3.2.11)

1 2 1 1 1
I,(N, T —_— < =11
(V. 1) < N | sin hep| N2 Z 2n+1 N ( * |sinhg0]) ’

1<m<n<N

e portanto Z I,(N,T')/N é finito para todo h # 0. Concluimos a demonstracao evo-

N=1
cando o Teorema 3.2.2. O

Observacao 3.2.6 1. Um resultado andlogo a este foi obtido por Zlatos (Se¢do 6 de
[Z]). No entanto, acreditamos que as técnicas empregadas anteriormente, além de
mais simples, sao mais gerais: Zlatos exclui do seu resultado todo N = 2cosp €
[—2,2] tal que dist(qg\,Z) < 1/q¢* para q suficientemente grande (condigao Dio-
phantina); como acabamos de ver, basta excluirmos o conjunto cos Q.

2. Se ¢ € um numero racional, existe um h € Z, h # 0, tal que hp = m € Z. De

(3.2.11)
sin (2n + 1) he _ iy SR (Qn + 1) he —oni1,
sin hy h—m/e sin hy
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o que implica em I,(N,Z) < O(1). Conseqgiientemente, as estimativas da soma

Z I(N,T')/N empregadas na demonstracio do Teorema 3.2.5 divergem.
N=1

3. A hipdtese sobre a uniformidade de v; nao é necessdria para nossa andlise, no
entanto nos a assumimos por uma questao de simplicidade. E suficiente definir
as varidveis aleatorias w; como suportadas em um intervalo I'; = [—j%, j5 | N Z, ¢
qualquer real positivo, a fim de assegurar que os angulos de Priifer (0%)k>1 sejam
u.d. modw . Fica claro, observando a demonstragao do Teorema 3.2.5, que teriamos

nesse caso
[e'¢)

I(N,T)
Zh ZN1+E o0,

N=1
o que, pelo Teorema 3.2.2, demonstra nossa afirmacao.

3.3 Demonstracao da existéncia de transicao espec-
tral

Os resultados da Secao 3.2 nos mostram a validade da Hipdtese 3.1.6 para a seqiiéncia
(62),>1 de angulos de Priifer definidos pela relagdao de recorréncia (3.1.20), o que por sua
vez garante a estimativa (3.1.29).

Necessitamos de mais um ingrediente para determinar completamente os tipos espec-
trais de cada matriz de Jacobi Ji 8

Teorema 3.3.1 (Lema 3.6 de [CMW1]) Sejam Jljw as matrizes de Jacobi associadas
aos operadores Ay, . j € {0,..., L —1}, definidos por (3.2), com P € Psp e ¢ a condigio
de contorno (1.5). Denotemos por t) = ||T(a,+ 1;);)|| a norma espectral associada

ao produto das a, + 1 primeiras matrizes de transferéncia (3.5) para algum \; = X —
2cos(2mj/L) € [-2,2]. Se

iﬁ”(t{ﬁlﬂ < oo, (3.3.1)

entao existe uma solugdo fortemente subordinada (vide a Definicao F.2.19), ul_, de (3.4)
que obedece a estimativa

TG+ X7 < )2+ () BAEY (Z(ti;)2> , (3.32)

m=n

1 : 1+ A2
onde B; = | cos 5] 1+ J_). Em particular, se
1 — | cos gj (1—42)

Zﬁ” (t)) (i (t,) —> <00, (3.3.3)
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entdo, para cada j, a equacio de Schridinger (3.4) apresenta uma solugao 1*(Z,,C).

Observacao 3.3.2 1. O Teorema 3.3.1 nada mais € do que uma otimizacao do Teo-
rema F.2.15 para matrizes de Jacobi esparsas; estendemos sua demonstracao a fim
de facilitar sua compreensao.

2. Bvitamos explicitar o indice j em t, a fim de ndo sobrecarregar a notacdao. Os
resultados sequintes independem de j.

Demostra¢ao. Comegamos adaptando o Teorema F.2.12 para o modelo considerado
em nosso trabalho.
De (3.5) e (1.9),

14+ X3

2 2
HT@i—lﬂﬂHSWUhk—L&WE§1+ajF§

< 00

caso 6 € (0,1), onde ||-||; representa a norma matricial euclideana, com k,k — 1 € A¥;
de outra forma, T'(k,k — 1;);) é semelhante a uma rotacao horaria R(y;) por ¢; =
(1/2) arccos(A — 2 cos(2mj/L)) (vide equagao (3.1.4)). Escrevemos

T(an +1;0;5) = Au(Ng) -~ Ar(N))
onde, para cada m > 2,
AnN) = T + 1,03 0g) -+ Ty + 2, @y + 1 N) = Ty TT0 72

gracas as defini¢oes (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3). Designando por s, = ||A4,(};)|| a norma
espectral de A,();) (novamente omitimos a dependéncia em j), obtemos

1+ A2

com C; = /(1 + |cos ¢;])/(1 — |cos ¢;|), uniformemente em n (vide a Proposi¢ao F.3.2).
Como conseqiiéncia,

00 S2+1
> <o (3.3.5)
n=1 n

verifica a hipétese do Teorema F.2.15 e portanto garante a existéncia de uma solugao
subordinada v’ associada a A. Uma vez que o parametro de esparsidade satisfaz a de-
sigualdade § > 2, a condicao (3.3.1) é mais restritiva que a desigualdade (3.3.5), e assim
a hipotese do Teorema F.2.12 é automaticamente validada pela hipotese do teorema.

As matrizes de transferéncia Ty, T, := T,T_ dadas respectivamente por (3.1.1),
(3.1.2), (3.1.3), s@o, assim como T'(a, +1; ;) e T*(a, +1; \;), matrizes reais unimodulares
2 x 2. Logo, o produto T*(a,, +1; A\;)T(a, +1; A;) é uma matriz real simétrica unimodular
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2 X 2 cujos autovalores sido t2 e t2; a estes se associam os autovetores ortonormais u;” e

J ,
cos ¢ ) e definimos ¢/, por

- ; - (ut u) = J—
u, respectivamente: (u,}, u,) = 0. Fazemos u), = ( in &

u, =u, . (3.3.6)

n n

. + _ . .
Obviamente, u;y = uy; _, e assim temos do teorema espectral

T (an + 15 0j)ug H2 = (g, T*(an + LX) T(an + 1;7j)uy)
= (g w62 [(ug u) [

= tosin® (¢ — @) + 1,7 cos® (¢ — @) . (3.3.7)

Seja o vetor u/ = (ui) com ui = (T(k:; Aj)u¢j)2, a solucao da equacao de

Schrodinger (3.4) sujeita a coknz((i)igéo de contorno (1.5).

Podemos mostrar, usando propriedades da norma de uma matriz, a relagao (3.3.7)
tomada no ponto n + 1, e a definigao (3.3.6) (vide a demonstragao do Teorema F.2.12),
que
T Sh1

’% _¢Zz+1‘ < 5 P

Concluimos do resultado acima e da condi¢ao (3.3.5) que a seqiiéncia (¢7,), ., possui
um limite ¢?_ = lim,, ., ¢’. Desse modo, a equagao (3.3.7) e a estimativa telescépica

. . o . . T e 52
60 = 0l < D 160~ bl < 3 2 -
nos levam a
[ra+ 13m0k - )+
2 i 2
< (3) B (Ztnf) 2, (3:3.8)

exatamente (3.3.2). Repare que, pela definicdo (F.1.2) da matriz de transferéncia, uj, =

<T(k’;)\j)u o > ¢ uma solucdo fortemente subordinada de (3.4) no sentido que, para
/9

vl = (T(k; Aj)

Ui i o ) temos

<

(A G
e [T

=0,

ja que HT(an +1; /\j)u‘%o*”/?H > t,/2 para n suficientemente grande e ||T(k;; )\j)u¢j|| <
1T (k, an + 1; X)) | T(an + 15 M) ugs || < B; || T(an + 15 Aj)ugs ||, para algum n tal que a, +
1 S k< Apt1-
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Resta-nos mostrar que a solugao subordinada também pertence a [*(Z,,C) caso sa-
tisfaca as hipdteses (3.3.1) e (3.3.3). Todavia, é suficiente verifica-lo (gragas a Proposigao
F.3.2, que demonstra a equivaléncia entre as normas || - || e || - ||y) para a norma Uj,
definida por (F.3.6), com U; dado por (3.1.5). Para qualquer k € N, escolhemos n tal que
a condigao a, +1 < k < a,41 seja satisfeita. Segue em analogia a (3.1.15), a desigualdade

2

HT(kz; A . (3.3.9)

2
= |T(a, +1;X)u,;
|, = [T+ 1y,

2
|, < (U leosg,D||T a0+ 10

o que, pela condigao de esparsidade (1.11), pela hipétese (3.3.3) e por (3.3.8) resulta em

oo

(o0} o0 2
QUJ_ < B> p"t; (;l t;f) + B B, < oo

n=1 n=1

io: HT(k;)\j)v(z;j
k=1

para algumas constantes B} e BY, concluindo assim a demonstragao do teorema. U

Podemos, desse modo, otimizar o Teorema F.2.17 (que relaciona os suportes minimos
das partes absolutamente continua, etc., da medida p; ao comportamento assintético de
|7 (n; Aj)|| no limite n — oo) para as matrizes de Jacobi esparsas Jid); de fato, segue do
Teorema 3.3.1 a inclusao

[o.¢] o0 2
SO SNER: Y BM(H)? (Z(tg‘n)—2> <oo ()35 (3.3.10)
n=1 m=n

onde X7 representa o suporte minimo da parte puramente pontual do espectro como
definido no Teorema E.11 e ¥y := {A € R : existe uma solugao subordinada da equagao
de Schrédinger (3.4), porém esta nio satisfaz a condicdo de contorno (1.5)}. E bastante
natural que busquemos adaptar os demais resultados do Teorema F.2.17 para esse tipo
de operadores; é justamente esta adaptacao que nos permite enunciar o

Teorema 3.3.3 Sejam Jg# as matrizes de Jacobi definidas como no Teorema 3.3.1. Se-
jam os intervalos

p2

m(@ 1A -X) > 1} , (3.3.11)
compée€ (0,1), €N, 8>2eA=2cosQr (como na demonstra¢io do Teorema 3.2.5).
Entao, para quase todo w com respeito a medida produto uniforme em I’ :21 {=k,... k},

I = {)\ = \j+2cos(2mj/L) : \j € [—2,2]\A4,

(a) existe um conjunto A{ com medida de Lebesque nula tal que o espectro, quando
restrito ao conjunto Ij\A{, ¢ puramente singular—continuo;

(b) o espectro de J§’¢ ¢ puramente pontual quando restrito ao conjunto If = [-2 +
2cos(2mj/L),2 + 2cos(2mj/L)| \ I; para quase todo ¢ € [0,7), em que ¢ caracteriza a
condi¢ao de contorno (1.5).
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Observacao 3.3.4 1. O Teorema 3.3.3 aprimora e estende os resultados do Teorema
4.4 de [MWGA] as matrizes de Jacobi Jg;qﬁ: a extensao mencionada se refere ao fato
das posi¢oes das barreiras serem agora varidveis aleatorias; aprimoramos o resultado
ao passo que determinamos precisamente as regioes onde oS espectros puramente
pontual e singular—continuo se fazem presentes.

2. A demonstracao do Teorema 3.3.3 essencialmente reproduz a demonstrac¢ao do Teo-
rema 4.4 de [MWGA], exceto por algumas particularidades.

3. A demonstragao desenvolvida por Zlatos para um resultado andlogo (vide o Teorema
6.3 de [Z]) estd incompleta, ja que parece indicar que medidas com dimensdo Haus-
dorff nula sejam discretas. Na Subsecao 5.2, apresentamos um exemplo de modelo,
com esparsidade super—geométrica, cujo espectro essencial do operador associado
¢ puramente singular—continuo e cuja medida espectral possui dimensao Hausdorff
0. FEsse resultado contradiz a conclusao de Zlatos de que se obtém a parte pura-
mente pontual do espectro simplesmente excluindo o conjunto de pontos para os
quais a dimensao Hausdorff nao € positiva. A fim de que assequremos a existéncia
de uma solugdo 1*(Z,,C) da equagio de Schrodinger (3.4) (o que implica existéncia
de espectro puramente pontual), as condi¢oes (3.3.1) e (3.3.83) devem ser satisfeitas
simultaneamente: apesar do conjunto I; dos parametros A que obedecem (5.5.11) ex-
cluir o espectro puramente pontual (ele é complementar ao conjunto dos parametros
para 0s quais a condigdo (3.5.1) € satisfeita), necessitamos, para o caso de uma
esparsidade geométrica, do comportamento assintdtico exato de t2 = ||T(an: M|,
de modo a garantir a validade da condi¢ao (3.5.3).

Demonstracao. Devemos mostrar, para p e [ fixos, a inclusao
L\ Al C {)\ ER: Y |IT(n; )| 7* = OO}
n=0

(A? um conjunto de medida de Lebesgue nula), de modo que o ftem (a) segue diretamente
do Teorema F.2.17. Da mesma maneira, se

IAAICC e R: S g () (fj(tm—?) <o

entao o item (b) segue do Teorema 3.3.1 e da Proposigao 3.3.5.

Definimos n tal que a relacao af < n < af,, seja satisfeita para algum N € N. Segue
da condicao de esparsidade (1.11), da defini¢ao (F.3.6) e da relagao (3.1.4),

STz = S 7@ A28 + T S 1. (3312)

m<n E<N+1 n§m<a‘1<,+1
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Obtemos diretamente da Proposicao F.3.2 e do Teorema F.3.3 as desigualdades

—2
I (m A < CET (e ADlg? < 3 (s 7060 ) (3313
(§]
-2
IT0m A 2 21T )1 = 5 (g 10 (3.3.14)

para todo af <m < a¥,,, com C; = /(1 + [cos g;]) /(1 — [cos ;) e C; = C;/|sin(6] —
03)/2], onde 6], 05 € [0,7) representam um par de angulos de Priifer iniciais tais que
0< 0] — 0] <7/2 (vide o Lema F.3.5).

Definamos

M
Sxu(Boe)) =Y CE (B £ 2k) 17" (3.3.15)
k=N

(o termo 2k se deve & incerteza associada & posicao da k-ésima barreira: ¢l — 2k <
ay < B4+ 2k — 1 para todo w € T'), onde 7; é definido por (3.1.30).

Obtemos diretamente do Lema 3.1.11, de (3.3.12), (3.3.14) e da defini¢do (3.3.15), as
desigualdades

ap+1

C2S8 i < Z 1T (s \) |72 < C28% 4 (3.3.16)

J

m=n

validas para todos inteiros M > N +1e \ € B, com!

B; = 2cos([0, 7]\Q7) + 2 cos(2mj /L) , (3.3.17)

onde 2 cos(Qm N[0, 7)) representa o conjunto de “energias” onde a seqiiéncia (6<7),>9 nao
¢ uniformemente distribuida médulo 7 (vide o Teorema 3.2.5). Fica claro do Lema 3.1.11,

de (3.1.30), (3.3.16) e (3.3.17) que
By € {x: lim [ T(n: A} = o0}

ou seja, B; pertence ao complemento de X, pelo Teorema F.2.17. Dessa forma, exceto
pelo conjunto Aj = (Qm N [0,7)) U A%, de medida de Lebesgue nula (A% ¢ um conjunto
de medida de Lebesgue nula associada a definicao do suporte essencial ¥,. da medida
espectral uj), o conjunto

B} = 2cos([0,7] \ A}) + 2cos(2mj/L) (3.3.18)

tAqui, f(A) representa o conjunto {f(x):z € A}.
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pertence ao espectro singular. Da definigao (3.3.15) e do membro esquerdo de (3.3.16)
concluimos, no limite M — oo, que

D IT (M) =00
n=0

segue caso a desigualdade
4p* (B —1) > (1 — p?)*cosec’p; (3.3.19)

seja satisfeita. E simples verificar que (3.3.19) define o conjunto I; dado por (3.3.11); desse
modo, concluimos de (3.3.18) e do Teorema F.2.17 que o espectro essencial da matriz de
Jacobi Jg’ ¢ ¢ puramente singular—continuo quando restrito ao conjunto I j\(Ajl- NI1;), o que
demonstra a parte (a) do teorema.

Necessitamos, para a parte (b) do Teorema, da

Proposicao 3.3.5 (Proposigao 4.2 de [MWGA]) Suponha que a inclusao
la,b] C o(Jse) . (3.3.20)

Js.¢ a matriz de Jacobi associada ao operador As,, seja vdlida para todo ¢ € [0,7), e que
exista um subconjunto A C |[a,b] de medida de Lebesgue nula independente de ¢ tal que, se
A € [a,b]\ A, entdo a equacio (3.4) possui uma solugio u € I*(Zy,C) independentemente
da condigao inicial u_y. Entao o(Js) possui apenas espectro puramente pontual no in-
tervalo [a, b] para quase toda condi¢do de contorno ¢ (com respeito a medida de Lebesque)
dada por (1.5).

Demonstracao. Seja A € [a,b] \ A. Segue da hipétese da proposigao que (3.4) possui
uma solugao [*(Zy,C). Logo, pelo Teorema I1.3 de [Si], duas alternativas sao possiveis:

1. X é solucao da equagao de Schrodinger (3.4) sujeita a condigdo de contorno de
Dirichlet (D.1.9),

2. G(z):/%<oo

A primeira alternativa segue no méaximo para um conjunto contdavel de pontos; no en-
tanto, por hipétese, o conjunto de pontos para os quais a equacao (3.4) apresenta solugao
possui medida de Lebesgue positiva, ou seja, ¢ o complemento de um conjunto de medida
de Lebesgue nula. Assim, mesmo excluindo um conjunto contavel que satisfaca a primeira
alternativa, concluimos que G(\) < oo para quase todo A € [a,b], o que, pelo critério de
Simon-Wolff (Teorema IL.5 de [Si]), implica que a matriz de Jacobi .Js54 possui apenas
espectro puramente pontual nesse intervalo, para quase toda condicao de contorno ¢. Fi-
nalmente, a inclusao dos A que satisfazem a primeira alternativa nao altera o resultado
da proposicao. O
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Provemos agora a parte (b) do teorema, assumindo que
4p* (B — 1) < (1 — p?)*cosec’p; . (3.3.21)

Aqui surge a diferenca fundamental entre o Teorema 3.3.3 e 0 Teorema 4.4 de  MWGA]:
usamos o resultado do Teorema 3.3.1, com ligeiras modificagoes ao caso aleatério, em
substitui¢ao a desigualdade (F.2.30). A saber, se definirmos

S=> Cpji™, (3.3.22)

temos novamente do Lema 3.1.11, e das relagdes (3.3.12) e (3.3.13),

D T (am + 10)[72 < CFS (3.3.23)

m=n

Por fim, segue novamente do Lema 3.1.11 e das relagoes (3.3.13), (3.3.14), (3.3.22) e
(3.3.23) que

S (8" + wi — wimn) I T(an + 1501 (Z 1T (am + 1; Aj>ll‘2>

n=1 m=n

[e.e]

<Gy (B +2n) Gy S

J
n=1

< CF Y (8" +2n) (Coy)ry" (3.3.24)
n=1

converge para A tal que (3.3.21) é satisfeita. Segue do Lema 3.3.1 e da desigualdade acima
que se A pertence ao conjunto

B} = I[\(A;NI5) (3.3.25)

(I o conjunto complementar de [; em [—2 + 2cos(2mj/L),2 + 2cos(27j/L)]), entdao a
equacao de Schrédinger (J5, — A)u = 0 (vide a Observacao 3.1) possui uma solugao
I*(Zy,C). Uma vez que, pelo Teorema 2.4.5, If € 0us(J],) para todo ¢ € [0,7), as
hipdteses da Proposicao 3.3.5 sao satisfeitas e Ji s Possui espectro unicamente puramente
pontual em [ para quase todo ¢ € [0,7), o que conclui a demonstracao da parte (b) do
teorema. 0

O Teorema 3.3.3 nos mostra que além de existir uma transicao entre as partes singular—
continua e puramente pontual do espectro, esta é aguda, ou seja, nao existe uma regiao
de transicao entre os tipos espectrais. E importante destacar novamente que nao existe,
para as matrizes de Jacobi Ji 4> espectro absolutamente continuo.



Capitulo 4

Dimensao Hausdorftf da medida de
mistura

Apresentamos neste capitulo uma discussao que envolve a determinacao exata da dimensao
Hausdorft da medida espectral () associada a matriz bloco—Jacobi J5 4. Para tanto, como
mencionado no inicio do Capitulo 3, necessitamos do conhecimento detalhado das medidas
espectrais p; associadas a cada matriz de Jacobi Ji > esta ¢ a linha de investigagao da
proxima segao. A caracterizagao da medida espectral €y, é somente apresentada na Segao
4.2.

4.1 Medidas espectrais p;

O comportamento assintético das solugoes linearmente independentes da equacao de
Schrodinger (3.4), aliado aos resultados de [JL] (apresentados e discutidos no Apéndice H),
nos permitem estabelecer precisamente a dimensao Hausdorff de cada medida espectral
;. Este é precisamente o conteudo da seguinte proposicao.

Proposicao 4.1.1 (Proposicao 3.9 de [CMW]) Sejam A =(a%),~, o conjunto defi-
nido por (1.11) e A € R. Suponhamos que a seqiiéncia (82), ., dos dngulos de Prifer
definidos por (3.1.20) é u.d. mod 7 para todo 6’6 € 0,m) e para quase todo (com respeito
a medida de Lebesgue) p; € [0,m), onde 2cosp; = N\; = A — 2cos(2mj/L). Entao,

1. existe um autovetor generalizado u;(N\) (ou seja, uj(\) € a solu¢do da equagdo de
Schradinger (3.4) que satisfaz a condi¢ao de contorno (1.5)) para a “energia” X tal
que as desiqualdades

Cobr? < RI(07) < C 2 (4.1.1)

n,g'j

sao satisfeitas para a constante r; > 1, expressa por (3.1.30), e para C’:Jjn N (Ré)2
a medida que n — o0;
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2. existe uma solugao subordinada v;(\) para a “energia” A tal que, para n suficiente-
mente grande, o raio de Priifer associado a vj(\) satisfaz

[RLO)] < Cogry ™ (4.12)
comoa#¢e é’i/;l N (R)? no limite n — oco.

Observacao 4.1.2 1. A Proposi¢do 4.1.1 é uma otimizacdo do Lema 2.1 de [Z], per-
mitida gragas a determinacao exata do comportamento assintdtico médio (com res-
peito a condigao inicial) da seqiéncia (RY),>; dos raios de Priifer (vide o Lema
3.1.11 para maiores detalhes).

2. 92 representa o angulo de Priifer associado ao par de condigoes iniciais vo =
(cos ¢, sin @) através da relagao (3.1.13).

3. As desigualdades (4.1.1) sao satisfeitas para todo \; = X — 2cos(2mj/L)
€ [-2,2\2cos(Qm N[0, 7)) (vide o Lema 3.1.11 e o Teorema 8.2.5).

Demonstracdo. A primeira parte da proposicao é simplesmente o Lema 3.1.11. A
demonstracao da segunda parte segue os mesmos passos do Teorema 3.3.1, que adapta os
resultados presentes no Teorema F.2.12 (este fornece uma condicao suficiente a existéncia
de uma solugao subordinada da equagao de Schrodinger (3.4)).

As desigualdades (4.1.1), juntamente com os resultados do Teorema F.3.3, implicam
que

Crgri? <ty < Coyri?, (4.1.3)

com t;, = ||[T(a,+1; ;)| e r; dado por (3.1.30). A partir dai, a demonstracao da
existéncia da solucao subordinada, bem como o conhecimento de seu comportamento
assintotico, seguem da demonstracao do Teorema 3.3.1. U

Podemos finalmente combinar os resultados do Apéndice H a Proposicao 4.1.1 e assim
determinar exatamente a dimensao Hausdorff de cada medida espectral f;:

Teprerna 4.1.3 Sejam J1j>,¢ as matrizes de Jacobi associadas aos operadores de Schrodinger
Ai?,dﬂ j € {0,...L — 1}, definidos por (3.2) e que satisfazem a condi¢cdo de contorno ¢
(equagdo (1.5)), com P € Psp (ou seja, a seqiéncia (pn)n>—1 satisfaz as relagoes (1.9)-
(1.11) com 6 € (0,1) fizo). Sejam p; suas respectivas medidas espectrais. Para qualquer
intervalo fechado de energias

2my 2my
Lycl;= {—2—!—2008 (%) , 2+ 2cos (%)} : (4.1.4)

para quase toda condigcdo de contorno ¢ e quase todo w € I', a medida espectral p; restrita
a L; possui, para todo parametro de esparsidade 3 > 2 € N, dimensao Hausdorff

a,, () =1——2 (4.1.5)

com r; =r(0,\;) < B dado por (3.1.30).
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Demonstragdo. Sabemos do Teorema 3.2.5 que a seqiiéncia (67%),~; dos angulos de
Priifer associada a matriz de Jacobi Jg;(b é u.d. mod 7 para todo 6} € [0,7), todo \ €
L\2cos(Qm N [0,7)) (vide a demonstracdo do Teorema 3.3.3), e quase todo w € I
Obtemos de (4.1.3) as estimativas

T (k; Al < On,jr;/Q < C,;,j(a"rj)wﬂ < 07’%],]{%‘/2 :

satisfeitas para todo A € L; \ 2cos(Qm N[0, 7)) e todo k € Z., desde que a% < k < a¥,,
com v; = Inr;/In 3, C} ; > 0 para todo n tal que lim,, (C’fm)l/n < 0

Temos em conseqiiéncia da relacao acima e da constancia da norma || 7(k; A;)|| em [a2+
1,a%, ] (j& que a matriz livre Tj é equivalente a uma rotacao; vide (3.1.4)) a estimativa

L
ST <) (4.16)
k=0

valida para alguma constante ¢ > 0 e para todo A € L; \ 2cos(Qm N [0, 7)).
A aplicagao da Proposi¢do 4.1.1 a esses valores de A = \; + 2cos(27j/L) assegura
a existéncia de uma solugao subordinada ijb, cujo raio de Priifer associado satisfaz a

estimativa
|RL(O)]" < Cl(a)™ ;

obtemos, usando mais uma vez o fato de toda solugao de (3.4) possuir médulo constante
no intervalo [a¥ + 1,a% ], a desigualdade

HU;HleZ_ < c’l;_% : (4.1.7)

véalida para alguma constante ¢’ > 0.

Sendo a restricao da medida p; ao conjunto L; suportada no conjunto dos A para
0S quais vj“b satisfaz a condigao de contorno ¢ (resultado decorrente do Teorema 3.3.3,
que afirma que p; ndo apresenta parte absolutamente continua, e do Teorema E.11 (o
suporte essencial da parte singular do espectro envolve o conjunto dos A aos quais existe
uma solucao de (3.4) que satisfaz a condigao de contorno)), temos uf’ = v?“bT para quase
todo A € L, (devemos excluir um conjunto Aj de medida de Lebesgue nula associado ao
suporte essencial do espectro absolutamente continuo; vide a demonstracao do Teorema
3.3.3) e para quase toda condigao de contorno ¢ (vide a demonstracao do Teorema 1.3 de

[JL]).
Assim, concluimos de (4.1.6) e (4.1.7) que

1.
1 J
lim sup -— Z 1T (k; \)|I” < o0, (4.1.8)

lj~>oo j k—0

TujD (M) corresponde a solucao de (3.4) que satisfaz as condigoes iniciais (D.1.5).
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e que
2

7]
i

lim inf
lj — 00

=0, (4.1.9)

desde que 2 —a = 1+, +¢c e a = 1—1;+¢, respectivamente, com € um nimero positivo
arbitrario. Dessa forma, temos dos Corolarios H.15" (esse fornece uma condigio suficiente
para que a restri¢do de uma medida de Borel a um subconjunto da reta seja a—continua) e
H.17* (esse fornece uma condicao suficiente para que a restricio de uma medida de Borel
a um subconjunto da reta seja o-singular) que a medida espectral p; é simultaneamente
(1 —~; —e)-continua e (1 —v; + ¢)-singular. Como ¢ é arbitrério, segue da Observacao
G.8 que a restricao ju;(L;\Aj N -) possui dimensao Hausdorff exata 1 —; (A} definido na
demonstragao do Teorema 3.3.3).
Necessitamos de mais um resultado.

Teorema 4.1.4 (Teorema 1.8 de [Si])

/ ) [dpia(N)]dor = dA (4.1.10)

o0

no sentido que se f € L*(R,d\), entdo f € L' (R, dua) para quase todo v, [ f(N)dua(N) €

L'(R,da), e
/</f(/\)dua()\)) da:/f()\)d)\. (4.1.11)

Demonstracao. E suficiente demonstrarmos esse resultado, por um argumento elemen-
tar, para f,(A\) = (A—2)"' = (A+1i)"!, 2 € C\ R (devemos usar a analiticidade em z e
o Teorema de aproximagao de Stone—Weierstrass). Fechando o contorno de integragao no
semi—plano superior, obtemos

> 0 se $z<0,
[ ron={ )

se Sz >0.

Por outro lado, segue da férmula de Aronszajn—Krein (vide Segao 1.2 de [Si] para a
demonstracao),

a identidade

1 1
a+F(z)~'  a+F(i)!

/ FNdpa(X) = Falz) — Fa(—i) =
= h,(a),

fNele usamos a desigualdade Rlzl < 2v/2/1;, j4 que |a,|~! > 1 para todo n > 0.
iNele usamos Rlzl > 2v/2(1 = 8)/1;, j& que |a,|~! < (1 —0)~! para todo n > 0.
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onde F,(z) = [dus(z)/(z — 2).

Agora, se £3z > 0, entdo =3F(2) > 0, de modo que =JF(2)~! < 0. Dessa forma,
h,(«) ou possui dois pdlos no semi—plano inferior se Iz < 0, ou um em cada semi—plano
se §z > 0. O mesmo contorno de integracao implica

00 Cx
/ hz(a)da:{ 0 se Sz<0,

; Cx
o 2me se Sz >0,

e assim demonstramos (4.1.11) para f,()). O

Finalmente, segue do Teorema 4.1.4 que uj(Ajl) = 0 para quase todo ¢ com respeito
a medida de Lebesgue (faga f(A\) = xs(\), B = A}, em (4.1.11)), e assim para quase
todo ¢ a restrigdo p;(L; N -) possui (4.1.5) como sua dimensao Hausdorff. Isto conclui a
demonstracao do Teorema 4.1.3. 0

4.2 Medida espectral ()

Os resultados apresentados até o momento (Teoremas 3.3.3 e 4.1.3), apesar de carac-
terizarem completamente o espectro das matrizes de Jacobi JC{ > A0 sa0 suficientes ao
estudo dessas propriedades referentes a matriz bloco-Jacobi Js4. Para tanto, necessita-
mos de uma generalizacao dos resultados de Jitomirskaya e Last, exibidos no Apéndice
H, buscando uma analise coletiva das medidas ;. Comegamos pelo

Teorema 4.2.1 (Teorema 3.5 de [CMW]) Seja J54 a matriz bloco—Jacobi definida
por (2.1.1), associada ao operador Ilp 4 definido por (1.6), com P € Psp, e que satisfaz a
condi¢do de contorno (1.5). Sejam A € R e o € (0,1).
Entao, para b= a/(2 — ),
QOU (()\ — &, A + 5))

D& — 1 - 4.2.1
00 (M) in sup o)e 00 (4.2.1)

se, e somente se, (H.7) seque para ao menos um j € Z(\), onde
ZA):={me{0,...,L—1}: 1,2 \} , (4.2.2)

I, definido por (4.1.4).

Demonstragao. Suponha que a relagdo (4.2.1) seja satisfeita. Entao, de (3.1), existe
ao menos um j € Z(\) tal que a derivada superior Hausdorff D;ij()‘) diverge, o que pelo
Teorema H.6 (este relaciona o comportamento assintético das normas das solugoes u” (\)
e uP(\) a derivada superior Hausdorff (G.3)) ocorre se, e somente se (H.7) é satisfeito.
Isso demonstra a necessidade de (H.7).
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Suponha agora que (H.7) seja valido para algum j € Z(\). Novamente o Teorema H.6
nos leva a identidade (H.6). No entanto, sabemos da relagao (3.1) (que expressa 9 como
um medida de mistura) que se uma das derivadas superiores Hausdorff D (\) diverge,
necessariamente Dg () diverge, o que implica (4.2.1). Isso demonstra a suficiéncia de
(H.7) e encerra a demonstragao do teorema. O

Observacgao 4.2.2 O Teorema 4.2.1 nos diz que quando estudamos o comportamento
coletivo da medida o9, uma condicdo necessdria e suficiente para que esta seja a—singular
¢ que pelo menos uma medida f1; o seja. Jd a o—continuidade de oy ocorre numa situagao
muito mais restrita: todas as medidas p; devem ser a—continuas para que oy o seja. Isto
estd em pleno acordo com a definicao de dimensao Hausdorff de uma medida de Borel (vide
a Observacao G.8), uma vez que podemos entender a continuidade como o comportamento
antagonico a singularidade.

Obtemos, a partir do Teorema 4.2.1 e da Observagao 4.2.2, a generalizagao dos Corola-
rios H.13, H.15 e H.16 para a medida (2yq:

Corolério 4.2.3 (Corolario 3.6 [CMW]) Suponha que para algum o € [0,1] e todo A
pertencente a algum conjunto de Borel A, toda solu¢ao v’ (\) da equacao de Schrodinger
(3.4) satisfaga

I SUp Sy < 00 2.
j =00
para todo j € Z(X), com ||| alguma norma matricial. Entao, a restrigio Qopo(AN-) €

a—continua.

Demonstra¢ao. Como a a—continuidade é a “negacao” da a-singularidade (vide a
Observagao 4.2.2), segue do Teorema 4.2.1 que a restrigdo Qpo(A N -) é a—continua se, e
somente se, as restri¢oes p;(A N -) o forem para todo j € Z(A). No entanto, sabemos,
do Corolédrio H.13, que a condicao (4.2.3) implica a a—continuidade de p;j(A N -) (onde
usamos a desigualdade R; ' < 2v/2/1, j& que |a,|™" > 1 para todo n > 0). Isso encerra a
demonstracao. O

Corolério 4.2.4 (Corolario 3.7 de [CMW]) Suponha que para algum o € [0, 1] e todo
A pertencente a algum conjunto de Borel A, a desigualdade

lj—}OO

!
1
limsuplzj E |75 (n; V)|* < o0
n=0

seja satisfeita para todo j € Z(N), com ||| alguma norma matricial. Entdo, a restri¢ao
Qoo(AN-) é a—continua.
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Demonstracao. O Corolario 4.2.4 é conseqiiéncia direta dos Corolarios 4.2.3 e H.15. [

Coroléario 4.2.5 (Corolario 3.8 de [CMW]) Suponha que, para ao menos um j €
Z(\) # 0, tenhamos

2
]
lim inf

lj—>00

=0, (4.2.4)

para todo \ pertencente a algum conjunto de Borel A. FEntao, a restri¢io Qoo(AN-) é
a—singular.

Demonstragao. O Corolario 4.2.5 é conseqiiéncia direta do Corolario H.16 (onde no-
vamente usamos R; ' > 2v/2(1 — §)/I, uma vez que |a,|~* < (1 —§)~! para todo n > 0) e
do Teorema 4.2.1. O

Somos finalmente capazes de enunciar o

Teorema 4.2.6 Seja J5, a matriz bloco-Jacobi definida por (2.1.1), associada ao opera-
dor de Schrédinger 115 4 definido por (1.6), com P € Psgz (isto €, satisfazendo as relagoes
(1.9)~(1.11), com § € (0,1)) e que satisfaz as condi¢des de contorno (1.16) e (1.17). Seja
Q sua respectiva medida espectral matricial e seja B®) o conjunto tal que a multiplicidade
espectral de X g ﬁp#, ¢ k (vide os Lemas 2.53.6 e 2.53.8 para a notagao). Para qualquer
intervalo fechado de energias

217 217
IcC U [—2 + 2cos (%‘7) , 2+ 2cos (%‘7)] : (4.2.5)
J

para quase toda condi¢cao de contorno ¢ e quase todo w € I', o elemento Qo da medida
espectral Q restrito a I® = INB® possui, para todo pardametro de esparsidade > 2 € N,
dimensao Hausdorff exata

. . Inr;
a0 = min o, O) = min (1= %) | (426

com Z(X) definido por (4.2.2) e r; =r(d, ;) dado por (3.1.30).

Observacao 4.2.7 1. O Teorema 4.2.6 corresponde a uma adaptacao do Teorema
3.11 de [CMW] ao operador cujas barreiras sdo aleatorias. No caso tratado por
Carvalho, Marchetti e Wreszinski, a dimensao Hausdorff pode ser obtida com pre-
cisao arbitrdria, desde que tomemos o parametro de esparsidade 3 suficientemente
grande.

2. O Teorema 4.2.6 generaliza (do caso unidimensional ao problema na faiza finita) o
Teorema 6.3 de [Z].



78 Dimensao Hausdorff da medida de mistura

3. A medida Qg restrita o 1™ possui, para multiplicidade espectral k > 1, dimensao
Hausdorff local uniforme para todas as componentes.

4. Optamos por definir a dimensao Hausdorff da medida Qog como o valor abaizo do
qual todas as medidas 1; sao continuas e acima do qual ao menos uma destas € sin-
gular. Isto estd de acordo com os resultados do Teorema 4.2.1 e de seus subseqiientes
coroldrios, que por consequinte concordam com o conceito de continuidade e de sin-
gularidade com respeito a uma medida Hausdorff presentes no Apéndice G (vide o
Coroldrio G.10). Caso redefinissemos tais conceitos para o caso de uma mistura de
medidas (em particular para aquela que define a medida ), certamente teriamos
outros resultados.

Demonstracao. Assim como no Teorema 4.1.3, é possivel mostrar que

lj

1+,
S ONT R AP < ey
k=0

estimativa valida para todo j =0,1,...,L — 1, para alguma constante ¢ > 0 e para todo
A€ I\ 2cos(QmN[0,m)).
Assumamos que I® = I N B® +£ () para algum k € {1,...,L}. A aplicacio
da Proposicdo 4.1.1, para A € I®) garante a existéncia de k solucoes subordinadas
sub sub

u$"P) ndo necessariamente distintas’, tais que j, € Z(\) e

Wjy s UG

0/ nJ mo Vi /2
R%(af*) S n,ja’” ‘
(para alguma a*-condigdo de contorno) seguem para todo ¢ € {1,...k}. Como toda
solugdo da equacao de Schrodinger (3.4) apresenta médulo constante no intervalo [a, +
1, a,41], temos

1—7.
gt <

para algum ¢ > 0.

As mesmas consideracoes presentes na demonstracao do Teorema 4.1.3 nos permitem
concluir que as relacoes

l,
. Ly
hmsuplzj Z 1T, (k; M)|* < o0,
Je k=0

ljl_>oo

2

[[uf |
.. Jelli;,
lim inf

(03
ljéﬁoo l][

=0

fSe i,j € {0,...,L — 1}, i < j, sdo tais que i = L — j, entdo \; = Aj, de modo que, pela Proposigao
4.1.1, ufwb = uj»“b.
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sao satisfeitas para quase todo w € I', para cada ¢ € {1,...,k} e para todo A\ €
U§=1<Ije\Agl'¢) (A} o conjunto de medida de Lebesgue nula presente na demonstragio
do Teorema 4.1.3), desde que 2 —a > 1+, e a > 1— ;.
O Corolario 4.2.4 nos diz que se (4.1.8) é satisfeita para todo j, € Z()\), a restrigao
Qoo((I'\ U, Ae]l_ ) :) é a—continua. Claramente a = minge(y,. 5y (1 —7;,) ¢é suficiente:
14

L, Lig
lim sup Féa Z |5, (n; A)HQ < lim sup % Z |15, (n; )\)HQ < 00,
lig=oo Yy o1 Ly=oe Ly 7 0

e assim, a desigualdade (4.1.8) é satisfeita simultaneamente para todo j, € Z(\) desde
que A € I® N\, A@Jl_é. Desse modo, a restricio Qoo((I*® \ |, Ag}e) () é no maximo
a—continua (vide a Observacao G.8).

Afirmamos que Qoo ((I8\J, A%) () é a0 menos a—singular, com o = mingeqy, 5} (1—
7;,)- Temos do Corolario 4.2.5 que a restri¢ao acima é n-singular para todo n > «, uma
vez que a relagao (4.2.4) é satisfeita para todo j;, com £ € {1,...,k} (na verdade, bastaria
ser satisfeita para apenas um j,), o que demonstra nossa afirmagao.

Portanto, da Definigio G.7, concluimos que Qqo((I* \ |, A%) () possui dimensao

exata

— min (1—n~; 427
a= min (1-,) (4.2.7)

o0 que, juntamente com a definigao de 7;, € justamente (4.2.6), uma vez que, por hipdtese,
yj,(A) >0 para € {1,...,k}.
Como no Teorema 4.1.3, segue do Teorema 4.1.4 que Qg0(lJ, A9]1_ ) = 0 é satisfeito para
£

quase todo ¢, e assim para quase todo ¢ a restricao Quo(I*) N -) possui (4.2.6) como sua
dimensao Hausdorff. Isto conclui a demonstragao do teorema. 0

Uma conclusao bastante interessante extraida do Teorema 4.2.6 é o fato da medida
espectral {2y sempre herdar o comportamento mais singular entre os seus componentes.
Expliquemos o que isso significa.

Seja B um conjunto de Borel, B C I (I dado por (4.1.4)). Se agq,,(A) > 0 para todo
A € B, entao Qy(B N -) é puramente singular—continuo. Vemos de (4.2.6) e de (3.1.30)
que a condicao anterior é satisfeita se, e somente se, a desigualdade

4=-X)B-1)> (l;pQ)Q (4.2.8)

¢ vélida para todo j € K(A) := {m € Z()) : y,(A) > 0}. Esta é exatamente a desigual-
dade (3.3.19), que como vimos no Teorema 3.3.3, representa uma condi¢do necessiria a
existéncia do espectro singular—continuo. Logo, se a desigualdade (4.2.8) deixa de ser
satisfeita para alguma vizinhanga de \;, entao o espectro de Qgo(B N -) se torna pura-
mente pontual nesse intervalo. Este resultado é conseqiiéncia direta do Corolério 4.2.5.
[lustremos esse fato com um exemplo.
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Figura 4.1: Gréfico da dimensao Hausdorft local ay,, como funcao do parametro espectral
A para uma faixa de tamanho L = 7, parametro de esparsidade § =5e 0 =0, 4.

Repare que, na figura acima, as regioes em que aq,, se anula sao justamente aquelas
onde existe ao menos um componente unidimensional de J5, com espectro puramente
pontual. Essa condi¢ao garante uma dimensao nula nas proximidades do centro do es-
pectro, algo que nao esperariamos caso estivéssemos analisando cada matriz de Jacobi
J} 4 independentemente (onde o espectro é menos singular no centro e mais singular nas
extremidades).



Capitulo 5

Modelos com esparsidades
sub—geométrica e super—geométrica

Esse capitulo é dedicado ao estudo da medida espectral matricial 2 associada a matriz
bloco-Jacobi Js,4 definida por (2.1.1) quando a esparsidade das barreiras (1.9) é tomada
como sub ou super—geométrica, em substituigdo ao carater geométrico exibido em (1.10).

O conjunto aleatério A = {a%},>1 de nimeros naturais ¢ = a, 4w, é agora admissivel
caso a condigao

Ay, — Apq1 = [ecm] (5.1)

seja satisfeita para todo n > 1, com ¢, > 0 constantes e w,, como antes, variaveis
aleatérias independentes e uniformemente distribuidas em I', = {—n, ..., n}. A seqiiéncia
definida por (5.1) cresce sub ou super—geometricamente réapido caso vy < 1 ouy > 1, e
coincide com a definida anteriormente caso v = 1 e ¢ = Inf. Poderiamos lidar com
outras condigoes de esparsidade com diferentes taxas de crescimento através dos mesmos
métodos empregados aqui; no entanto, a condi¢ao (5.1) é suficientemente abrangente para
nossos propositos.

E bastante simples notar que todos os resultados que envolvem a caracterizacao da
matriz espectral €2, presentes na Se¢ao 2.3, permanecem validos. Em particular, es-
tudamos individualmente, como nas Secoes 3 e 4, as caracteristicas das medidas s,
j€{0,...,L—1}, associadas as matrizes de Jacobi Jg,qﬁ, e em seguida seu comportamento
coletivo através da medida de “mistura” 2oy (vide a equacao (3.1)), de importancia impar
(vide a Proposi¢ao 2.3.2) na determinagao da natureza espectral.

Seja Jg@ a matriz de Jacobi associada ao operador Agj(ﬁ, definida por (3.3), (1.9) e
(1.5), com a condigao (1.11) substituida por (5.1). Permitimos também a variagao de §
na equagao (1.9) em algumas situagoes particulares.

Como a demonstragao do Teorema 3.2 continua vélida em todas estas situagoes,

o espectro essencial de Jg’qs continua como antes: O-ess(Jg@) = [-2 4+ 2cos(27j/L), 2+
2cos(2mj/L)].
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5.1 Caso 7<1

Comecamos pelo

Teorema 5.1.1 (Teorema 4.1 de [CMW1]) Seja Jg;(z) a matriz de Jacobi definida por
(3.3), com a condicao de esparsidade (1.11) substituida por (5.1), onde 0 <y <1 ec > 0.
Entao, a medida espectral p; € puramente pontual quando restrita ao espectro essencial
de Jg@ (vide Teorema 3.2) para quase toda condi¢ao de contorno ¢ € [0,m) e quase todo
wel :21 {=n,...,n} com respeito a medida produto v.

Demonstragao. Este teorema é uma extensao do item (b) do Teorema 3.3.3 para a
situacao de esparsidade sub—geométrica. De acordo com o Teorema 3.3.1, é suficiente
mostrar que a condicao (3.3.3) é satisfeita para todo \; = X\ — 2cos(27j/L) € [-2,2],
a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula, e para quase toda condicao de
contorno ¢ € [0, ) (substituimos a condi¢ao de esparsidade (1.11) por (5.1)). O Teorema
3.2 completa a demonstragao.

Se n ¢ tal que as desigualdades af, < n < a¥, sao satisfeitas para algum N € N,
temos do Lema 3.1.11, do Teorema 3.2.5 e das relagoes (3.1.30), (3.3.3), (3.3.13), (3.3.14),
(3.3.22), (3.3.23) e (5.1) a estimativa

D (e iy =) [T (an M) (Z HT(am;Aj)H‘Q)

N=1

<" eNT 42N (Cy )N 5.1.1
> (Cwy) (5.1.1)

(as contantes acima sao definidas como em (3.3.24)). Fica claro que (5.1.1) converge para
todo v tal que 0 < v < 1, e para todo A; pertencente ao conjunto

B; = L;\(A; N 1) (5.1.2)

A; um conjunto de medida de Lebesgue nula (vide a demonstracao do Teorema 3.3.3);
conseqiientemente, pelo Teorema 3.3.1, a equacao de Schrodinger (3.4) possui uma solugao
[?(Z,C). Finalmente, uma vez que, pelo Teorema 3.2, I; C 0ess (Jg’(b) para toda condicao
de contorno ¢ € [0, ), as hip6teses da Proposigao 3.3.5 sdo satisfeitas e Jgj s Possul apenas
espectro puramente pontual em I; para quase todo ¢ € [0, 7). Concluimos, portanto, a
demonstracao do teorema. O

Observacao 5.1.2 O espectro puramente pontual obtido no Teorema 5.1.1 nao se altera
mediante qualquer perturbag¢ao § < 1 (vide a defini¢ao (1.9)). Um espectro menos singular
pode ser obtido se fizermos 0y tender a 1 dependendo, no entanto, de af.
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Sendo cada uma das medidas p; puramente pontuais, concluimos das discussoes pre-
sentes no Capitulo 4, da equacao (2.4.3) e dos Teoremas 2.4.5 e 5.1.1 o seguinte

Teorema 5.1.3 Seja Js54, 0 € (0,1), a matriz bloco-Jacobi definida por (2.1.1), asso-
ciada ao operador Ils,, que satisfaz as condigoes de contorno (1.16) e (1.17), com a
condi¢ao de esparsidade (1.11) substituida por (5.1), onde 0 < v < 1 e ¢ > 0. Entao, a
medida espectral Qgg € puramente pontual quando restrita ao espectro essencial de j6{¢>
(vide Teorema 2.4.5) para quase toda condigio de contorno ¢ € [0,m) e quase todo
werl :21 {—n,...,n} com respeito a medida produto v.

5.2 Casos em que 7 > 1

Consideremos agora as matrizes de Jacobi J§¢, para cada j € {0,...L — 1}, sujeitas a
condicao de esparsidade super-geométrica (5.1), com v > 1. As caracteristicas da medida
espectral de Ji s sao determinadas, nesta situagao, pelo

Teorema 5.2.1 (Teorema 4.2 de [CMW1]) Sejam as matrizes de Jacobi Jid) defini-
das por (3.3), associadas aos operadores Ay, (j € {0,..., L —1}) definidos como no
Teorema 5.1.1, com v > 1 e ¢ > 0. Nesse caso, as medidas espectrais 1; sao pu-
ramente singular—continuas, com dimensao Hausdorff igual a 1, para quase todo \; =
A—2cos(2mj/L) € [-2,2] e para quase todo w € F:& {—n,...,n} com respeito a medida
produto v.

Observacao 5.2.2 O Teorema 5.2.1 é, na realidade, uma variagao do Teorema 4.2 de
[CMW1]. Este dltimo €, de fato, mais geral, ji que os resultados apresentados valem para
todow €' =X {-n,...,n}.

Demonstracao. Comecemos demonstrando que o espectro essencial de J g; ¢ puramente
singular—continuo no intervalo [; = [-2+2cos(27j/L),2+2cos(2rj/L)], j € {0,..., L —
1}. Para tanto, pelo Teorema F.2.17, é suficiente mostrar que Y ;- ||T;(n; A)|| 7 = o
para todo A € [—2,2], a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula. Segue
mais uma vez do Lema 3.1.11, do Teorema 3.2.5, das relacgoes (3.3.12), (3.3.14), da
defini¢ao (3.3.15) e das desigualdades (3.3.16) (onde substituimos a condigao de esparsi-

dade geométrica (1.11) pela condigdo super-geométrica (5.1)), a estimativa

o o

~—2 —1 v Sy -2

Ci2 Y Gl <Y T M2,

I=N+1 k=n

valida para a%; ~§ n < aj,, e para quase todo w € I' com respeito a medida produto v

(as constantes C;, C); e r; sdo definidas como na demonstracao do Teorema 3.3.3).
Como o membro esquerdo da estimativa acima diverge, concluimos que o espectro de

Jj , ¢ inteiramente singular-continuo no intervalo I; \ A}, A} um conjunto de medida de

Lebesgue nula (vide a demonstracao do Teorema 3.3.3).
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Resta-nos demonstrar que a dimensdo Hausdorff da restrigao p;(Z; N-) é 1. Segue das
mesmas consideragoes do Teorema 4.1.3 e da condicao de esparsidade (5.1) a estimativa

15 (ks DIl < G} < G ylai) @™ 2 < 0 D2,

vélida para todo A € I; \ 2cos(Qm N[0, 7)), quase todo w € ' = ?jl{—n, ...,n}, e todo
k€ Z, tal que a; <k <ag,, com C ;>0 tal que lim,, o (C{w)1 " < 0.

Temos, em conseqiiéncia da relacdo acima e da constancia da norma ||7};(k; A)|| em
[G%} + 17 al;zj—i-l]?

! 1+l1/w 1lnrj
> T (ks M < e : (5.2.1)

estimativa valida para alguma constante ¢ > 0 e para todo A € I, \ 2cos(Qm N [0, 7)).

A aplicagao da Proposicao 4.1.1 a esses valores de \; assegura a existéncia de uma

sub

solugao subordinada v3"”, cujo raio de Priifer associado satisfaz a estimativa

[RL(62)]" < Crlla)y 9 2

Ja que toda solucdo de (3.4) possui médulo constante no intervalo [a¥ + 1,a%, ],
obtemos

oz < e (5:2:2)

para alguma constante ¢ > 0.
Por fim, obtemos de (5.2.1) e (5.2.2) (seguindo os mesmos passos da demonstragao do
Teorema 4.1.3) as relagoes

l;

1 ll/'Y ! —14+«
lim sup — = Z 1T (k; M)|)? < hmsupcl( ) < 00,
lj—oo Lj k—0 lj—o0
e
D

el (1mamt?)

lim inf = liminf/; =0,

lj—o0 j lj—o0
validas para todo A € A} (a identificacdo uf = v3"> se d4 a menos de um conjunto de

medida de Lebesgue nula; vide a demonstragdo do Teorema 4.1.3), caso @« < 1 —¢ e
a > 1+ ¢, respectivamente, com € > 0. Dessa forma, segue dos Corolarios H.15 (onde
usamos a desigualdade R;l < 2v/2/l;, ja que |a,|™' > 1 para todo n > 0) e H.17 (onde
usamos R > 2v2(1 — 6)/l;, ja& que |a,|™* < (1 — §)~! para todo n > 0) que a medida
espectral p; é simultaneamente (1 — ¢)-continua e (1 4 ¢)-singular. Como ¢ é arbitrario,
concluimos da Observagao G.8 que a restricao uj(]j\A{ U -) possui dimensao Hausdorff
exata 1.

Finalmente, segue do Teorema 4.1.4 que p, (A}) = 0 para quase todo ¢ com respeito
a medida de Lebesgue (faca f(A) = xp(A), B = A}, em (4.1.11)), e assim para quase
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todo ¢, a restricdo p;(I; N -) possui dimensao Hausdorff 1. Isto conclui a demonstracao
do teorema. 0

Obtemos, pelas mesmas consideracoes que nos levam ao Teorema 5.1.3, o

Teorema 5.2.3 Seja J5, a matriz bloco-Jacobi definida por (2.1.1), associada ao opera-
dor de diferenca finita 154 definido como no Teorema 5.1.3, com v > 1 e ¢ > 0. Nesse
caso, a medida espectral Qo € puramente singular—continua, com dimensao Hausdorff
igual a 1 para quase todo A pertencente ao intervalo definido por (2.4.3), e quase todo
wel :21{—71, ...,n} com respeito a medida produto v.

Observacao 5.2.4 Podemos, de fato, substituir a condi¢ao para quase todo pela condi¢ao
para todo w € I' = 3:21{—71, ...,n} (vide a Observagdo 5.2.2).

Mostramos a seguir que a perturbacao esparsa pode ser escolhida de tal modo que a
medida espectral, apesar de puramente singular—continua, apresente dimensao Hausdorff
0. Para tanto, facamos a seqiiéncia P = (p,,)n>—1 variar de acordo com af € A:

Pu ={ G se n=ai €4, (5.2.3)

1 de outra forma,,

onde ¢ tende a zero super—geometricamente rapido a medida que & — oo; a saber,
adotemos ¢ tal que as desigualdades

8

n
e ot < T ap? < e en (5.2.4)

k=0

sejam satisfeitas para constantes ¢; > co >0ey > 9 > 1, com § > v — 1. Nesse caso, a
funcao h(f) definida no Lema 3.1.7 passa a ser

hi(0]) = In (gp cos® 0] + (sin 6 + (1 — ¢2) cot ; cos 9%)2)
= In(aj + b), cos 26), + ¢, sin26;)

onde
Qai = (1—q,%)200t2g0j+1+q£
W = (1—¢}) cot’p; —1+q}
a = (1—g;)coty;

satisfazem a identidade
(a)* = (b)* + (c1)* + i -
Um calculo explicito nos leva a
ai— (aﬁ%)2 —qp < ai—i—bi cos 26 +c,i sin26; < ai—k (ai;)z — g} =sin"? p;(1+0(q})) , (5.2.5)

0 que nos permite chegar a seguinte conclusao:
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Teorema 5.2.5 (Teorema 5.4 de [CMW1]) Seja J§,¢ a matriz de Jacobi definida por
(3.3), associada ao operador de diferenca finita Afw definido por (3.2) e que satisfaz a
condi¢io de contorno (1.5), com P = (pn)n>—1 dado por (5.2.3) e sujeito a condigdo
de esparsidade (5.1) (v > 1 e ¢ > 0). Entdo, para quase toda condi¢do de contorno
¢ €[0,m) etodow el = >< A=n,....n} com respeito a v, a medida espectral p; restrita
ao intervalo I; = [-2 + 2cos(27rj/L) 2+ 2cos(2mj/L)] € puramente singular—continua e
possui dimensao Hausdorff 0.

Demonstracao. Comecemos demonstrando que o espectro essencial de J({ ¢ € inteira-
mente singular—continuo. De acordo com o Teorema F.2.17, é suficiente mostrar que
Sore Tk A)|I72 = oo, para todo A € I;, a menos de um conjunto de medida de
Lebesgue nula A; (vide a demonstragdo do Teorema 3.3.3 para maiores detalhes). Do
Lema 3.1.11, da identidade (3.1.18), e das desigualdades (5.2.4) e (5.2.5), segue que

00 k o0
Z T (ks \)|| 72 > C Z quQ sin?* ;> C~'J_2 Ze”ka sin?* p; (5.2.6)
k=n k=n =0 k=n

diverge para ¢; = 1/2arccos (A — 2cos(2mj/L)) # 0, 7 e paratodow € T’ :21{_”’ ...,n}
com respeito a v, o que demonstra nossa afirmacao.

Seguimos agora os mesmos passos empregados na demonstragao do Teorema 4.1.3;
temos para a,, <l < a,,,1 a estimativa

l m k m
SNITm AP < 23 e T g singy) 2 + C2(1 — ) [] 42 (sin,) 2"
n=0

k=1 n=0 n=0

< CJZ Z 620k7€—02k‘5 (Sin g0]')—219 + Cj2(l o a/m)ecm“/e—czm5 (SiIl (pj)—2m
k=1
< C’; <Z ek 4 (I —am) ecmw) < C'j'»/l2 ;
k=0

o que implica, pelo Coroldrio 4.2.3, que a restricao p; ((£; \ 4;) N -) é a—continua somente
se « = 0. Uma vez que, pela Proposicao 4.1.1, a solucao subordinada da equagao de
Schrodinger (3.4) (que satisfaz a condigao de contorno ¢), S“b()\), decai tao rapido quanto
a norma ||7;(n; A)|| cresce (vale ressaltar que as hipéteses da Proposi¢ao 4.1.1, bem como
sua demonstracao, devem ser ligeiramente alteradas: por exemplo, apesar de s, nao ser
limitada, a desigualdade (3.3.5) continua valida, o que nos permite chegar as mesmas
conclusoes), obtemos

m—+1
I jub”l <Cy ZHT n N2 <0 e sin ) < Clet ™ (5.2.7)
n=0 k=0

: /
para alguma constante finita C7.
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Como [* > e“™ ¢~ > §, obtemos lim infy, Huj“leQ]/l]a = 0 para qualquer a > 0, e
assim, segue do Corolario H.16 que a restrigao p; ((; \ 4;) N ) é O-singular.

Por fim, temos do Teorema 4.1.4 que p;(A;) = 0 para quase todo ¢ com respeito a
medida de Lebesgue (vide a demonstracdo do Teorema 4.1.3), e assim para quase todo
¢, a restricao p;(L; N -) possui dimensdo Hausdorff 0. Isto conclui a demonstragao do
teorema. 0

Observagao 5.2.6 1. Segue das desigualdades (5.2.6) e (5.2.7), com 0 =1, que a me-
dida espectral restrita a {\ € I; : (1 — X*/4)e®2 > 1}\ A; € singular-continua com di-
mensdo Hausdorff 0, e puramente pontual quando restrita a {\ € I; : (1—\?/4)e™* <
1}\A;, A; o conjunto de medida de Lebesque nula definido na demonstragio do Teo-
rema 5.2.5.

2. Repare que q.° = 6‘37’“771_015’“671, comy>9d>1,0>v—1 ec suficientemente

grande, satisfaz a desigualdade (5.2.4), tendo em vista a estimativa

n n n+1
nt = /i/ 2"t < Z kk" < Ii/ 2" tdr = (n+ 1)~
0 0

k=0

para kK =y e 0, dada a desigualdade
n+1
Yn 4+ > (n+ 1) -0 = / v e >yt

Seguimos, mais uma vez, os mesmos argumentos que nos levam aos Teoremas 5.1.3 e
5.2.3 a fim de obter o

Teorema 5.2.7 Seja Js5, a matriz bloco-Jacobi definida por (2.1.1), associada ao ope-
rador de diferenca finita Ilp, definido por (1.6) e que satisfaz as condi¢oes de contorno
(1.16), (1.17), com P dado por (5.2.3) e sugeito a condi¢ao de esparsidade (5.1) (v > 1
c > 0). Entao, para quase toda condigdo de contorno ¢ € [0,7) e para todo w € T' =

e
°>_2 {=n,...,n} com respeito a v, a medida espectral Qo restrita ao intervalo definido por
24.3) ¢

A

pummente singular—continua e possui dimensao Hausdorff 0.






Capitulo 6

Conclusoes e problemas em aberto

Analisamos nesse trabalho uma possivel extensao, a uma faixa A =7, x {0,1,...,L—1}
de tamanho L no plano Z?% , do modelo unidimensional com perturbagdes esparsas proposto
por Marchetti et.al., representado pelo operador Ap, (definido por (1.4)). O modelo que
propomos ¢ definido como uma soma direta de dois operadores de diferenca finita, cada
qual atuando em uma diregao: o operador unidimensional Ap, em Z,, e o laplaciano
livre na direcao perpendicular. Essa estrutura peculiar nos permitiu trata-lo com técnicas
bastante sofisticadas e exclusivas de operadores de Schrodinger esparsos unidimensionais.

Apesar de simples, o modelo constitui um primeiro passo na tentativa de se com-
preender a natureza espectral de operadores de Schrodinger em mais de uma dimensao.
A motivacao, como o discutido no Capitulo 1, é apresentar um modelo que exiba uma
transicao entre espectros absolutamente continuo e puramente pontual, fisicamente associ-
ada a uma transicao entre, por exemplo, as fases condutora e isolante em uma estrutura
cristalina metalica com impurezas esparsas (ou seja, cujas distancias entre si crescem
rapidamente a medida que estas se afastam da origem).

Mostramos no Capitulo 2 que a medida espectral, de importancia impar na caracteri-
zacao de um operador auto—adjunto, é na realidade representada por uma matriz cujas
entradas (nesse caso particular) nada mais sdo do que combinagoes lineares de translagoes
da medida espectral da matriz de Jacobi Js 4, a representacao matricial do operador A,
(equacao (2.2.6)). De fato, é possivel mostrar que a medida espectral matricial, €2, é
absolutamente continua com respeito ao elemento g (isto é, € atribui peso nulo a

conjuntos com Qg—medida nula; este é o resultado da Proposic¢ao 2.3.2), que por sua vez,
» 1
de Jacobi J] é (a representagao matricial do operador unidimensional “transladado” Aj oy

pode ser tratado como a “medida de mistura ];;01 5, (t; @ medida associada a matriz
definido por (3.4)). Desse modo, identificamos as principais caracteristicas espectrais de
) simplesmente estudando o comportamento coletivo das medidas p;, justificando, em
parte, a afirmacao de que o operador Il ¢ essencialmente unidimensional.

Para tanto, combinamos as poderosas ferramentas desenvolvidas por Last e Simon
(que relacionam o comportamento assintético da norma da matriz de transferéncia aos
tipos espectrais), presentes no Apéndice F, ao Teorema 2.3 de [KLS| (Teorema F.3.3) e
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as técnicas desenvolvidas por Marchetti et.al., que a partir da hipétese de distribuicao
uniforme dos angulos de Priifer (Hipdtese 3.1.6) permitem a obtengao precisa do compor-
tamento médio (ou seja, com “probabilidade 17; vide o Lema 3.1.11) da seqiiéncia dos
raios de Priifer. Demonstramos, dessa forma, a existéncia de uma transicao entre os es-
pectros (essenciais) singular—continuo e puramente pontual (Teorema 3.3.3) das matrizes
de Jacobi Ji s Mais ainda, mostramos, gragas a uma otimizagao do Teorema F.2.15 de
[LS1] para operadores esparsos (Teorema 3.3.1), que essa transi¢ao é aguda, isto é, ndo ex-
iste uma regiao de transigao entre os tipos espectrais (aprimorando um resultado andlogo
presente em [MWGA]).

A hipétese de distribuicao uniforme dos angulos de Priifer pode ser facilmente verifi-
cada para as matrizes de Jacobi ng’:; (a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
nula), cujas posigoes das “perturbagoes” sdo, por hipétese, varidveis aleatérias indepen-
dentes e uniformemente distribuidas, uma idéia de Zlatos, que estudou em [Z] um modelo
bastante similar ao de Marchetti et.al; esse é conteido do Teorema 3.2.5.

O conhecimento preciso do comportamento assintotico médio dos raios de Priifer
também se mostrou crucial na caracterizacao total da parte singular—continua do es-
pectro, possivel gracas ao seminal trabalho de Jitomirskaya e Last [JL], que relaciona
propriedades locais de escala de algumas solugoes especiais da equacao de Schrodinger
(3.4) (entenda por solucdo especial uma soluc¢éo subordinada, um conceito originalmente
proposto por Gilbert e Pearson em [GP] para o problema de Sturm-Liouville continuo)
a propriedades de continuidade e singularidade de medidas de Borel com respeito a me-
didas Hausdorff (Apeéndices G e H). A saber, mostramos que, dada uma solugao v; da
equacao de Schrodinger (3.4), cujo raio de Priifer associado apresenta o comportamento
médio descrito anteriormente (repare que isso ocorre com probabilidade 1), existe uma
solugao subordinada u;, cujo raio de Priifer decai com a mesma taxa de crescimento de v;
(Proposicao 4.1.1). Obtemos, portanto, a dimensao Hausdorff (um indicativo da “singu-
laridade” de uma medida de Borel; quanto mais seu valor se aproxima de 1, mais a medida
se assemelha a medida de Lebesgue) exata de cada medida espectral p; (Teorema 4.1.3);
vale destacar que um resultado parecido com esse foi obtido por Zlatos em [Z] justamente
para operadores com uma incerteza na posicao das perturbagoes.

Em seguida, estendemos o Teorema 1.2 de [JL] e seus subseqiientes corolarios para
a medida de mistura Qg (Teorema 4.2.1 e Corolarios 4.2.3, 4.2.4 e 4.2.5), j& que estes
determinam somente o comportamento individual de cada medida p;. Essa extensao nos
permitiu obter com exatidao (a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula e para
quase toda realizagao de w) a dimensao Hausdorff de €, e conseqlientemente da medida
espectral matricial 2 (Teorema 4.2.6). Pelo que sabemos, este é o primeiro trabalho
(inspirado em [CMW]) onde se obtém explicitamente a dimensao Hausdorff da medida
espectral associada a uma classe de operadores bloco—Jacobi.

E interessante salientar mais uma vez o comportamento peculiar da medida g, que
sempre herda o comportamento mais singular entre seus componentes unidimensionais (o
resultado é conseqiiéncia direta do Teorema 4.2.1 e da definicao adotada de singularidade
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e continuidade de uma mistura de medidas). Nao foi possivel, no entanto, determinar
a multiplicidade de €2, j4 que este resultado depende diretamente de estimativas, que
desconhecemos, das partes reais das fungoes m; de Weyl-Titchmarsh (vide a equagao
(2.3.5) para maiores esclarecimentos).

Por fim, estudamos no Capitulo 5 os mesmos operadores definidos em A com condicoes
de esparsidade sub e super—geométricas (ou seja, a distancia entre as perturbagoes cresce
ora sub—geometricamente, ora super—geometricamente, com respeito a origem). Para uma
esparsidade sub-geométrica, constatamos que o espectro essencial de J5, ¢ puramente
pontual para quase toda condicao de contorno ¢ (vide a demonstragao do Teorema 5.1.1)
e quase todo w (Teorema 5.1.3). Em seguida, analisamos duas situagoes distintas de
esparsidade super—geométrica: na primeira, onde as perturbagoes sdo constantes (vide
(1.9)), demonstramos (Teorema 5.2.3) que a medida espectral matricial associada a Js4
é puramente singular—continua, com dimensao Hausdorff igual a 1 (sendo portanto, um
exemplo do caso limitrofe entre medidas singulares e continuas com respeito a medida
de Lebesgue; vide o item 1 da Observagao G.11); na segunda, onde a intensidade das
perturbagoes passa a variar com suas posigoes, demonstramos (Teorema 5.2.5) que, para
quase toda condicao de contorno ¢ e para toda realizacao de w, a medida €2 é também
puramente singular—continua com dimensao igual a zero (sendo agora um exemplo do
caso limitrofe entre medidas continuas e puramente pontuais; vide novamente o item 1
da Observacao G.11). Podemos ainda mostrar (vide o item 1 da Observagao 5.2.6) que,
para certas condicoes dos parametros, este ultimo modelo exibe uma transicao entre os
espectros singular—continuo e puramente pontual, cuja medida espectral associada possui
dimensao Hausdorff 0; isso, em certo sentido, reforca a idéia de que a demonstracao do
Teorema 6.1 de [Z] estd incompleta (vide o item 3 da Observagao 3.3.4).

Nosso proximo passo €, como discutido no Capitulo 1, estender o modelo da faixa A ao
plano Zi. Uma extensao nao trivial é dada pela defini¢ao (1.19), em que as perturbagoes
agora ocorrem em ambas diregoes. As técnicas de diagonalizacdo empregadas no estudo
do operador Il 4 deixam de ser validas nessa situa¢ao mais geral. Devemos, portanto,
recorrer a outras técnicas.

De fato, a Proposi¢ao 2.3.10 se torna particularmente 1til nesse sentido, ja que sua
principal idéia continua valida. A saber, podemos representar {2 como a produto de
convolugao

QB) = (uy, * 13,) (B),

em que /L}m e /ﬁh designam, respectivamente, as medidas espectrais associadas as matrizes
de Jacobi J Pyay,61(2) € A0S Vetores (unimodulares e ciclicos) 11 e 1,.

Como discutido no Capitulo 1, o fato das medidas N%m e /%2&2 serem singulares para a
classe de matrizes de Jacobi que consideramos (isto é, com as seqiiéncias Py satisfazendo
as relagoes (1.9)—(1.11)) torna possivel a existéncia de uma transigdo entre os espectros
(essenciais) absolutamente continuo e puramente pontual. A nossa idéia é obter, com
precisao, o comportamento assintotico das transformadas de Fourier das medidas :“11/;1 e
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“12#2 (ﬂ%bl (t) e [@2 (t), respectivamente), e a partir dai usar o Teorema da convolugao e

obter

fus (8) = fu, ()13, (2)

onde ¥ = 1)1 ® 1y (vide o Capitulo 1 para uma discussao completa).

Os poucos trabalhos [KR, Sil| que se propdem a analisar o comportamento assint6tico
das transformadas de Fourier das medidas espectrais de operadores de Schrédinger espar-
sos apresentam técnicas de resolucao bastante especificas a situacao de esparsidade super—
geométrica, e portanto nao de aplicam aos modelos estudados aqui. Tanto Remling e Kru-
tikov, em [KR], quanto Simon, em [Sil], obtiveram estimativas da ordem |/, (t)] ~ t~/2,
no limiar do espectro singular—continuo (vide o critério (1.20)).

Nossa idéia é tentar conectar de alguma forma esse comportamento assintético (conhe-
cido como dimensao de Fourier; vide [M]) a dimensao Hausdorff da medida, obtida com
exatidao. Infelizmente, até o presente momento, nao fomos capazes de determinar essa
conexao, e assim este permacene um problema em aberto.

Por fim, como possiveis trabalhos a serem desenvolvidos, podemos tentar aplicar as
técnicas aqui apresentadas a operadores de Schrodinger definidos em estruturas mais
gerais, como por exemplo, arvores de Cayley. Acreditamos ser possivel demonstrar a
existéncia da almejada transicao do espectro absolutamente continuo ao puramente pon-
tual para modelos diferentes do estudado por Klein em [K]. O trabalho de Froese et.
al. [FHS1] é um bom indicativo da existéncia de espectro absolutamente continuo para
potenciais menos restritos (sdo transversalmente periédicos e radialmente [*).

Na diregao oposta se encontram os trabalhos de Breuer [Bre, Brel]: estes apresentam
exemplos de grafos onde o operador de Schrodinger discreto apresenta uma medida es-
pectral puramente singular, infinitamente degenerada. No caso, as arvores consideradas
possuem ramificagoes distribuidas esparsamente, de tal modo que o laplaciano discreto A
é

Ag@ﬁo(ﬁ@(}l@“'@ﬁ),

onde J; sao matrizes de Jacobi com entradas nas primeiras diagonais que satisfazem

(6.0.1)

1 de outra forma,

p—{\/é se j=a,€ A k>1,

para o caso de uma arvore bindria com bifurcagoes esparsas dadas por (1.11). A de-
generescéncia do [-ésimo subespaco onde se decompde o laplaciano é 2! — 21,
Obtendo-se a decomposicao acima, basta aplicar todas as técnicas que possuimos para
uma descri¢cao detalhada do espectro (Breuer usa os resultados de [Z] em sua andlise;
este é essencialmente o contetido do trabalho [Brel]). Os resultados do Teorema 4.2.6 se
estendem quase completamente a este problema: as diferencas envolvem o intervalo I,
que agora deve ser restrito & interseccio 1Y) = (—2,2) () BY) (o espectro essencial contém
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o intervalo (—2,2); vide o Teorema 3.8 de [Brel]), j = 2! — 2!71 ¢ a dimensdo espectral
local de €2, que é simplesmente

Inr

@Q(A):l—m,

A€ IV com r = r(v/2,)\) dado por (3.1.30) (compare o resultado acima com a equagio
(4.3) de [Brel)).

Seria, portanto, interessante tratar modelos nessas arvores que eventualmente con-
seguissem mesclar caracteristicas dos modelos descritos acima.






Apendice A

Propriedades espectrais de
operadores limitados

Apresentamos neste apéndice as principais propriedades espectrais dos operadores lineares
limitados definidos em um espaco de Hilbert arbitrario, objetos de estudo desse trabalho.
Comegamos pelas seguintes definigoes.

Definicao A.1 Seja T : H — H um operador linear definido no espaco de Hilbert H.
T € dito limitado se existe um numero real ¢ tal que, para todo x € H,

1Tz < cfl=]| -

Denotamos por B(H) o conjunto dos operadores lineares limitados no espago de Hilbert

H.

Definicao A.2 Seja T : Hy —> Ho um operador linear limitado, onde H, e Hy sdo
espacos de Hilbert. Entao, o operador Hilbert—adjunto T de T é o operador

T : Ho — H,
tal que, para todos x € Hy e y € Ho,
(Tz,y) = (x, T"y) . (A.1)
Mostremos que o operador 7% definido acima existe.

Teorema A.3 O operador Hilbert—adjunto T de T, como apresentado na Definicao A.2,
existe, € unico e € um operador linear limitado com norma

17 = 11T} (A.2)

Demonstracao. A funcao

hy,z) = (y, Tx) (A.3)
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define uma forma sesquilinear no espago produto Hs x H;, uma vez que o produto interno
é sesquilinear e T' é linear. De fato, a sesquilinearidade da forma (A.3) é vista de

h(yu ary + b.TQ) = <y7 T((L’EI + 6172)) - a<y7 TCL’1> + B<y7 Tx2> - ah(:yu Il) + Bh(ya 1:2) :
A forma h é limitada, ja que obtemos, da desigualdade de Cauchy—Schwarz,

1y, 2)| = [(y, Te)| < lylllI T2 < [T}/l -

Isso também implica que ||| < ||T']|, onde definimos a norma
y,Tx
I = sup HeL2L
g0 [lZ] [yl

Mais ainda, temos que ||h| > ||T|| gragas a

y, Tx Tx, Tz
= sup 10T2L (T T

> =17l
wy0 Y1~ ez ][ T]]

Juntos, concluimos que
1Al =1IT] -
Obtemos, do Teorema de representagao de Riesz (Teorema 3.8-4 de [Kre]),
Wy, x) = (I"y,z) ; (A.4)

segue do mesmo teorema que 7% : Ho — H; é um operador linear limitado e unicamente
determinado, com norma

17 = l[pll = (1T}

Isto demonstra (A.2). Temos também a identidade (y, Tz) = (T*y, x), obtida através
da comparacao entre (A.3) e (A.4), de modo que chegamos a (A.1) conjugando a expressao
anterior. Isso demonstra o teorema. U

Definigao A.4 (Operador auto—adjunto). Um operador linear limitado T : H — H
definido em um espaco de Hilbert H ¢ dito auto—adjunto se T* =T, onde T™ ¢ o operador
Hilbert-adjunto presente na Definicio A.2. Nesse caso, a formula (A.1) se torna

(Tz,y) = (z,Ty) . (A.5)

Existe um critério bastante simples que nos permite determinar se um dado operador
¢ auto—adjunto.

Teorema A.5 Seja T : H — H um operador linear limitado em um espaco de Hilbert
‘H. Entao:

(i) Se T ¢ auto—adjunto, (T'x,x) € um nimero real para todo x € H.
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(ii) SeH € complexo e (Tx,x) € real para todo x € H, entao o operador T € auto—adjunto.

Demonstragao. (i) Se T' é auto—adjunto, entdao para todo x,

(Te,x) = (x,Tx) = (Tx,z) .

Logo, (T'xz, x) é igual a seu complexo conjungado, sendo portanto real.

(ii) Se (T'z,x) é real para todo x, entdo

(Tx,z) = (Tx,z) = (x,T*z) = (T"x,z) .

Assim,
0= (Tz,z) — (T"z,z) = (T —T")x,x)

eT'—T* =0, o que conclui a demonstracao. O

Observacao A.6 E essencial, na parte (i) do teorema, que H seja complezo. Isso é
claro, uma vez que para H real, o produto interno é real, o que torna (Tx,x) real sem
qualquer hipdtese adicional com respeito ao operador linear T.

A.1 Espectro

Se T' é um operador linear definido em C”, entao os autovalores de 7' consistem no
conjunto dos nimeros complexos \ tais que o determinante do operador T — A\I é igual
a zero. Denominamos tal conjunto de pontos por espectro de T'. Este possui apenas n
pontos, ja que det(T — A\I) é um polinémio de grau nf. Se A ndo é um autovalor, entdo
T — A\ possui uma inversa, uma vez que det(7 — AI) # 0.

A teoria espectral de operadores definidos em espagos de dimensao infinita (como os
espagos de Hilbert, por exemplo), é bem mais rica em detalhes e muito importante na
compreensao dos operadores em si.

Definigao A.1.1 (Definigao 7.2-1 de [Kre]) Seja X # {0} um espaco complexo nor-
mado e T : D(T) — X um operador linear com dominio D(T) C X. Dizemos que o
nimero complexo A pertence ao conjunto resolvente, p(T'), de T se

(a) RA(T) := (T — \) ! emiste,
(b) RA(T) € limitado,

(c) RA(T) € definido em um conjunto denso em X,

fO Teorema fundamental da lgebra garante a existéncia de n raizes de det(7' — AI), ndo necessaria-
mente distintas.
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onde Ry\(T') é o chamado resolvente do operador T. Se X\ & p(T), dizemos que A pertence
ao espectro, o(T), de T. Mais ainda, o espectro o(T) pode ser particionado em trés
conguntos disjuntos:

O espectro discreto, o4(T'), € o subconjunto de o(T') tal que Rx(T) néo existe. Um
A € 04(T) é chamado de autovalor de T

O espectro continuo, o.(T), € definido como o conjunto de pontos tais que Ry(T)
satisfaz (a) e (c), porém € ilimitado.

O espectro residual, o.(T), € definido como o conjunto de pontos tais que Ry(T) satisfaz
(a) (podendo ser limitado ou nao), porém nao satisfaz (c), isto é, o dominio de R)(T)
nao é denso em X.

Se o resolvente Ry(T') existe, este ¢é linear pelo Teorema 2.6-10 de [Kre], que também
mostra que Ry(T) : R(T — M) — D(T — M) existe se, e somente se, (T — A\ )z = 0
caso x = 0.

Dessa forma, se (T"— Al)xz = 0 para algum x # 0, entdao A € 04(7T") por definigao,
isto 6, A é um autovalor de T' (repare que isto concorda com a definigdo de autovalor
para operadores definidos em um espago de dimensao finita). O vetor x é chamado de
autovetor (em um sentido generalizado) de 7.

Restrinjamos nosso estudo aos operadores lineares limitados. Comecemos pelo impor-
tante

Teorema A.1.2 (Teorema 7.3-1 de [Kre]) Seja X um espaco de Banach (isto €, um
espago normado completo) e T : X — X um operador linear e limitado. Se ||T|| < 1,
entao (I —T)~! existe como um operador linear e limitado em todo espaco X, de modo

que
I-T)'=) TV=I+T+T%+- (A.1.1)
=0
(a convergéncia € no sentido da norma || - || definida nesse espago).

Demonstragdo. Temos que ||T7|| < ||T|J, uma vez que T é um operador limitado,
de modo que a série presente no membro direito de (A.1.1) converge absolutamente caso
|IT|| < 1. Uma vez que X é completo, a convergéncia absoluta da série implica con-
vergéncia no sentido forte (isto é, em norma).

-1

Denotemos a série em (A.1.1) por S. Resta-nos mostrar que S = (I —7)~'. Para

tanto, calculamos
I-TYI[+T+--TY=I+T+---TYI-T)=1-T"",
Como lim,, . "™ =0 (j4 que ||T|| < 1), concluimos da identidade acima que

I-T)S=8S(I-T)=1,

"R(T — AI) é o conjunto imagem do operador T — \I
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e que portanto, S = (I —T)~!, pela defini¢ao de operador inverso. Isso conclui a demon-
stracao. 0

Como primeira aplicagdo do Teorema A.1.2 temos o

Teorema A.1.3 (Teorema 7.3-2 de [Kre]) O conjunto resolvente p(T) de um ope-
rador linear limitado T em um espaco de Banach X € aberto; logo, seu espectro € fechado.

Demonstracao. Se p(T) = (), entao p(T) é aberto. Suponhamos entao que p(T) # 0.
Para um dado A\g € p(T') e para qualquer A € C temos a identidade

T M =T Xl —XN=X) = (T —=XNI)[I = (X—=X)(T—NI)"],
que pode ser reescrita como
Ty =TV, (A.1.2)

onde V=1 — (A= Xg)Ry,- Uma vez que \g € p(T) e T é limitado, o Lema 7.2-3(b) de
[Kre] nos diz que o resolvente Ry, = T}.! é também um operador linear e limitado em X.
Além disso, o Teorema A.1.2 mostra que V possui uma inversa

V=D 10 = )R =3 (= ),

que também é linear e limitada para todo A tal que ||[(A — Xg) Ry, || < 1, isto é, caso
X —Xo| < IRx |7 (A.1.3)

Como R), ¢ linear e limitado, concluimos deste fato e da relacao (A.1.2) que, para todo
A satisfazendo (A.1.3), o operador T\ possui uma inversa

Ry=Ty'=(T),V) ' =V 'R, .

Logo, (A.1.3) representa uma vizinhanca de Ay pertencente ao conjunto resolvente.
Como Ag € p(T) foi escolhido arbitrariamente, concluimos que p(7") é aberto, e que por-
tanto, seu complemento o(7T') = C \ p(T') é fechado. O

Teorema A.1.4 (Teorema 7.3-4 [Kre]) O espectro o(T) de um operador linear limi-
tadoT : X — X em um espaco de Banach complexo é compacto e estd contido no disco
dado por

Al < |7l - (A.14)

Desse modo, o conjunto resolvente p(T') de T' néao € vazio.
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Demonstracao. Seja A # 0. Obtemos do Teorema A.1.2 a representacao

R ——lu—nTrl——lcm lT]A (A.1.5)
AT o=\ ) o

=0

de modo que, pelo mesmo teorema, a série converge para todo |A| > ||T'||. Concluimos,
portanto, que o(T") pertence ao disco (A.1.4); conseqiientemente, o(7") é limitado. Mais
ainda, o(7T) é fechado, pelo Teorema A.1.3, e portanto compacto. O

Outras propriedades basicas do resolvente sao expressas pelo

Teorema A.1.5 (Teorema 7.4-1 [Kre]) Seja X um espaco de Banach complexo, T
um operador linear limitado T : X — X e A\, € p(T). Entdo

(a) O resolvente Ry satisfaz a relagao de Hilbert ou primeira identidade do resolvente

RM — R)\ = (/l — /\)RHR,\ . (A16)

(b) Ry comuta com qualquer operador S linear e limitado, definido em X, que comute
com T

(c) Temos
R\R, = R,R) . (A.1.7)

Demonstracao. (a) Segue do Lema 7.2-3 de [Kre] que a imagem de T}, é inteiramente
contida em X. Logo, I = T\R) = R)\T), e portanto

R, — Ry = R,(T)R)) — (R, T,)Ry = R,[T — N — (T — pul)|Ry = (u — MR, R, .
(b) Por hipétese, ST = T'S. Logo STy = T)S, e assim
R\S = R\ST\R), = R\T\SR) = SR,.

(c) R, comuta com T por (b), o que implica pelo mesmo ftem que R, comuta com
R,.. O

Passemos finalmente ao estudo das principais propriedades espectrais dos operadores
lineares limitados auto—adjuntos em um espago de Hilbert. Comecemos caracterizando os
autovalores e autovetores (caso existam) desse tipo de operadores.

Teorema A.1.6 (Teorema 9.1-1 de [KR]) Seja T : H — H um operador linear li-
mitado auto—adjunto em um espaco de Hilbert complexo H. Entao:

(a) Todos os autovalores de T (se existirem) sao reais.
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(b) Autovetores que correspondam a autovalores de T numericamente diferentes sao or-
togonasis.

Demonstragao. (a) Seja A um autovalor de T" e x seu autovetor correspondente. Entao
x # 0 e Tx = Ar. Concluimos do fato de T" ser auto—adjunto que

Mz, z) = Oz, 2) = (Tw,2) = (x,Tx) = (z, \v) = Mz, ) .

Como (z,z) = ||z||* # 0 ja que = # 0, concluimos que A = ), e que portanto, A é real.
(b) Sejam A e p autovalores de T, e sejam = e y seus autovetores correspondentes.
Sendo T" auto—adjunto e p real, obtemos

Mz, y) = (Ar,y) = (Tx,y) = (z,Ty) = (z, px) = p{z,y) .

Como A # pu, devemos ter (z,y) = 0, o que representa a ortogonalidade de x e y. [

Teorema A.1.7 (Teorema 9.1-2 de [Kre|) Seja T : H — H um operador linear li-
mitado auto—adjunto em um espago de Hilbert complexo H. Entao, um niumero \ pertence
ao congunto resolvente p(T) de T se, e somente se, existir um ¢ > 0 tal que, para todo
r €H,

| Thz|| > cl|z]| . (A.1.8)

Demonstragao. Se A € p(T), entdo Ry : H — H existe e é limitado, gracas ao Lema
7.2-3 de [Kre]; digamos, ||Ry|| =k, k > 0. Como I = R\T), segue para todo x € H que

[l < [[RAIITa]] = K Txe]| -

Logo, || Taz| > ¢|z||, com ¢ = 1/k. Por outro lado, suponha a validade de (A.1.8),
com ¢ > 0, para todo x € H. Provemos que:

(a) T\ : H — Tx(H) é uma aplicagao bijetora;
(b) T\(#H) é um conjunto denso em H;
(c) T»(H) é um conjunto fechado em H,

de modo que T\(H) = H e R, ¢é limitado pelo Teorema da inversa limitada (vide, por
exemplo, o Teorema 4.12-2 de [Kre]).

(a) Mostremos que a identidade Tyx; = Thzy implica em 27 = x5. Isto, no entanto,
segue de (A.1.8), ja que T € linear e

0= [[Ther = Taws|| = [1Th(21 = z2)[| > ef|wr — 2ol ;

como ||xy — x2]] = 0, concluimos que Ty : H — Th(H) ¢ bijetiva, j4 que x1,x2 sdo
arbitrarios.
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(b) Mostremos que o L T\(H) implica em 2y = 0, de modo que T\(H) = H pelo

Teorema de projecao (vide, por exemplo, o Teorema 3.3-4 de [Kre|). Seja xy L Ty(H).
Entao zo L Th(#H), de modo que, para todo = € H, temos

0= (Thx,zo) = (Tx,x0) — Nz, x0) .
Uma vez que T é auto—adjunto, obtemos
(x, Txo) = (T, x0) = (z, \1¢) ,

e assim T'xg = Axg. Uma possivel solucao é xo = 0, e ¢ # 0 é impossivel, ja que dessa
forma, A seria um autovalor de T'; como A = A (vide o Teorema A.1.6), terfamos Thxy = 0,
e assim a relagao (A.1.8) nos levaria a contradigao

0 = [[Twoll = eflwoll >0,

ja que ¢ > 0. Concluimos, portanto, que T)(#) é denso em H.

(c) Demonstramos que y € Ty(H) implica y € T\(H), e assim Ty(H) é fechado, o que
resulta em T)\(H) = H, pelo item (b). Seja y € T\(#). Entao, existe uma seqiiéncia

(yn) € TA(H) que converge a y. Como y, € T\(H), temos que y, = Thz, para algum
x, € H. Segue da relagao (A.1.8) que

1 1
n — 4m S_T n — dm = —IYn — Yml| »
o =l < 21T = ) = 2l i

o que mostra que (z,) é uma seqiiéncia de Cauchy, ja que (y,) é uma seqiiéncia conver-
gente. H é completo, de modo que (x,) converge, digamos, para um = € H. Como T) é
continuo, segue que y, = Thx, — Thx. Por definicao, Thx € T)(H). Como o limite é
unico, Thx = y, e portanto y € Ty(H), o que nos permite concluir que Ty(#H) é fechado,
ja que y € Ty(H) foi escolhido arbitrariamente.

Temos, portanto, que Ty(H) = H. Isso implica que Ry é um operador limitado,
definido em todo espago H. Logo, A € p(T). O
Obtemos do Teorema A.1.7 o

Teorema A.1.8 (Teorema 9.1-3 de [Kre]) O espectro o(T) de um operador linear
limitado auto—adjunto T : H — H em um espago de Hilbert complexo H € real.

Demonstragao. Mostramos, usando o Teorema A.1.7, que todo A = a+if («, 5 € R),
com (3 # 0, deve pertencer a p(T'), de modo que o(T) C R.
Temos, para todo x # 0,

<T/\ZL',.I'> = <TZL’,.I'> - )\<$,l'> )
e como (z,z) e (T'x,x) sdo numeros reais (vide o Teorema A.5),

(Thz,z) = (Tx,z) — Mz, 1) .
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Obtemos, subtraindo as duas equacoes acima,
(Thz,z) — (Thr,z) = (A — N)(z,z) = 2|z .

O membro esquerdo da identidade acima é simplesmente —2i(Thz, x); dividindo-
a por 2, tomando os valores absolutos e aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz,
obtemos

Blllz]* = 13(Thz, 2)] < (Taz, 2)| < [Tzl

e portanto |5|||z]| < ||Taz||. Se 5 # 0, concluimos do Teorema A.1.7 que A € p(T). Assim,
A deve ser real a fim de que pertenca ao espectro. Isso encerra a demonstracao. O

Acabamos de demonstrar que o espectro de um operador linear limitado auto—adjunto
deve ser um subconjunto da reta real. Fica bastante claro a partir do Teorema A.1.4 que
o(T), além de estar contido na reta, deve ser um conjunto compacto. De fato, temos o

Teorema A.1.9 (Teorema 9.2-1 de [Kre]) O espectro o(T) de um operador linear li-
mitado auto—adjunto T : H — H em um espaco de Hilbert complexo H estd contido no
intervalo fechado [m, M| da reta real, onde

m = inf (T'z,z), M = sup (Tz,x). (A.1.9)

llzll=1 |z)|=1

Demonstracao. Mostramos que qualquer niimero real A = M + ¢, com ¢ > 0 pertence
ao conjunto resolvente p(7T'). Para todo x # 0 e v = ||z| 'z, temos

(Tz,2) = ||2]|*(Tv,v) < || \|S~1\|l£)1<Tﬁ7ﬁ> = [|=]*M .

Assim, —(T'z,z) > —||x||*M, e pela desigualdade de Cauchy—Schwarz obtemos
1Tzl = =Tz, 2) + Mz, 2) = (=M + V][ = c|lz]* ,

o que resulta em ||Thz| > c||z||. Logo, segue do Teorema A.1.7 que X\ € p(T). Para
A < m, aidéia da demonstragao é a mesma. 0

Por fim, justificamos o porqué de distinguirmos o espectro residual dos demais tipos
espectrais na Definicao A.1.1.

Teorema A.1.10 (Teorema 9.2-4 de [Kre]) O espectro residual, o,.(T), de um opera-
dor linear limitado auto—adjunto T' : H — H em um espaco de Hilbert complexo H ¢é
Vaz10.

Demonstragao. Mostramos que a hip6tese o, (T') # () nos leva a uma contradi¢ao. Seja
A € 0,(T). Pela Definigao A.1.1 de espectro residual, o operador R, existe, no entanto
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seu dominio D(R)) ndo é denso em H. Desse modo, existe um y # 0 em H ortogonal a
D(Ry). Como D(R)) esta contido na imagem de T), concluimos que

<T)\x7 y) =0

para todo x € H. Como A € R e T é auto—adjunto, obtemos (x,Thy) = 0 para todo x.
Tomando z = Tyy, obtemos ||Thy||*> = 0, e portanto

Thy=Ty— A y=0.

Uma vez que y # 0, isso mostra que A é um autovalor de T', o que contradiz A € o,(7T).
Logo, o.(T) = 0. O



Apéendice B
Teorema espectral

Existem varias formulacoes distintas do chamado Teorema espectral para operadores li-
mitados auto—adjuntos, que sao, em um dado sentido, equivalentes. E particularmente
interessante a formulacao do teorema que afirma serem todos os operadores limitados
auto—adjuntos equivalentes a operadores de multiplicacao. Isto significa que dado um
operador limitado auto—adjunto em um espago de Hilbert H, podemos sempre achar uma
medida p em um espago mensuravel M, e um operador unitario U : H — L*(M, du)*
tal que

(UTU' f)(z) = F(x)f (),

para alguma fungao F' real mensuravel e limitada em M.

Esta é claramente uma generalizacao do teorema para operadores de dimensao finita,
que afirma que qualquer matriz de ordem n auto—adjunta pode ser diagonalizada; a saber,
dado um operador auto—adjunto 7', definido em um espago complexo V', n—dimensional,
existem um operador unitario U : V — C" e ntimeros reais Ay, ..., \,, tais que

(UTU f)i = Nifi

para cada f = (fi,..., f,) € C™.
Na pratica, M é a uniao de cépias de R e F' é x, de modo que o cerne da demonstracao
do teorema envolve a construcao de certas medidas. Vamos introduzi-las agora.

B.1 Teorema espectral multiplicativo e a decomposi-
cao das medidas espectrais

Fixemos T, um operador limitado auto-adjunto em H. Seja ¢ € H. Entao, uma vez
que f > (f(T)y,) é um funcional linear positivo em C(c (7)), temos do Teorema de

*L?(M,du) representa o conjunto das classes de equivaléncia das fungoes mensuraveis em M que

satisfazem ([}, |f(x)\2d,u(x))1/2 < 0.
TC(0(T)) representa o espaco vetorial das fungoes continuas em o (7), o espectro de 7.
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Riesz—Markov (vide, por exemplo, o Teorema V.14 de [RS1]) a existéncia de uma unica
medida p,, no conjunto compacto o(7") (vide o Teorema A.1.9), tal que

(), ) = ( )f(A)duw(A)- (B.1.1)
o(T
Definicao B.1.1 A medida py é chamada de medida espectral associada ao vetor .
A primeira aplicagdo da medida espectral p,, é permitir a extensao da rela¢ao (B.1.1)

de C(o(T)) para B(R), o espaco das funcoes de Borel limitadas em R. Seja g € B; é
natural definirmos ¢(7") de modo que (g(T)y,¢) = [ (T)g()\)d,uw(/\): a identidade de

o

polarizagao nos permite obter (g(7)v, ¢) e entao o lema de Riesz (Teorema II1.4 de [RS1])
nos conduz a g(7T).

Definicao B.1.2 Um vetor v € H é chamado de vetor ciclico de T se combinagoes
lineares finitas dos elementos do conjunto {T"}2, sao densas em H.

Nem todos os operadores possuem vetores ciclicos, mas caso isso ocorra, temos o

Lema B.1.3 (Lema 1 do Capitulo VII de [RS1]) SejaT um operador limitado auto-
adjunto com vetor ciclico 1. Entdo, existe um operador unitdrio U : H — L*(o(T), dpy)
tal que

(UTU)(N) = Af(N)
A igualdade € no sentido dos elementos de L*(a(T), dpy).

Demonstragao. Defina U por Up(f)yp = f onde f é uma funcao continua e ¢ :
C(o(T)) — B(H,H) é a aplicagao definida no Teorema VIIL.1 de [RS1] tal que

(a) ¢ é um x—homomorfismo algébrico, isto é, &(fg) = ¢(f)d(g), ¢(Af) = Aé(f), #(1) =

Leo(f)=o(f)%
(b) ¢ é continua, ou seja, ||9(f)||pawn) < C|l fllss
(c) Se f(z) = =, entio &(f) = T}
(d) Se Ty = M, entdo ¢(f)y = f(N)Y
(e) olé(f)] = {f(\) : A € o(T)} (teorema do mapeamento espectral).

Desse modo, U é essencialmente o operador inverso de ¢. Mostremos que U é bem
definido. De fato,

16 )0I2 = (ST ) = / PO Py

e caso f = g quase certamente com respeito a ., entdo ¢(f)Y = ¢(g). Assim, U
¢ bem definido em {¢(f)y : f € C(o(T))} e preserva a norma. Como v é ciclico,
{o6(f)p: feC(a(T))} = H, e assim U se estende a um operador isométrico de H em
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L*(o(T),dpy). Como C(o(T)) é denso em L?, a imagem de U ¢ o espago L*(o(T'), dpiy).
Finalmente, se f € C(o(T)),

(UTU)(N) = [UTE(NHIN) = [Us(xf)](A) = Af(A) -

Por continuidade, este resultado se estende de f € C(o(T)) a f € L*. O

A fim de estender o Lema B.1.3 para um T arbitrdrio, precisamos nos assegurar de
que cada T possui uma familia de subespacos invariantes que geram H, de modo que T é
ciclico em cada subespaco.

Lema B.1.4 (Lema 2 do Capitulo VII de [RS1]) SejaT um operador limitado auto—
adjunto em um espaco de Hilbert separdavel H. FExiste entao uma decomposi¢cao H =
®N \Hn, N > 1, tal que

(a) T deiza cada H, invariante, ou seja, 1 € H, resulta em T € H,,.

\S'b N

(b) Euziste, para cada n, um 1, € H, ciclico para a restricao T,, de T a H,, isto,

Ho ={f(T)hn : f € C(a(T))}-

Demonstracao. O lema é decorrente de uma aplicacao direta do Lema de Zorn. O

Podemos combinar os Lemas B.1.3 e B.1.4 e obter o

Teorema B.1.5 (Teorema espectral - operador de multiplicagao) Seja T um ope-
rador limitado auto—adjunto definido em um espaco de Hilbert separdvel H. FEntdo, exis-
tem medidas de Borel {j,}N_, em o(T) e um operador unitdrio

N
U:H— P LR, du,) .

n=1

de modo que

(UTU™ 9)a(A) = Mn(N)

onde escrevemos um elemento 1 € ®N_; L*(R, du,) como a N—tupla (¥1(N), ..., ¥n(N)).
Esta realizacao de T € chamada de representagao espectral.

Demonstracao. Basta usar o Lema B.1.4 a fim de obter a decomposicao e o Lema
B.1.3 em cada componente. O

O Teorema B.1.5 nos diz que todo operador limitado auto—adjunto é um operador
de multiplicacdo em um espaco mensuravel apropriado. A mudanca que ocorre quando
trocamos de operador é na medida associada; explicitamente
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Corolario B.1.6 Seja T um operador limitado auto—adjunto definido em um espaco de
Hilbert separdvel H. Entao, existe um espa¢o mensurdvel (M, ), uma fun¢ao limitada F
em M, e um operador unitdrio U : H — L*(R,du), de modo que

(UTU'f)(m) = F(m)f(m) .

Demonstragdo. Escolha os vetores ciclicos v, tais que [|1h, || = 27", Seja M = [J_| R,
a uniao de N copias de R. Defina p impondo que sua restricao a n—ésima copia de R seja
ftn. Como (M) =3 pn(R) < oo, p é finita, O

Observacao B.1.7 1. As medidas du, também sao chamadas de medidas espectrais;
elas simplesmente sao d, para um 1 apropriado.

2. FEstas medidas nao sao unicamente determinadas; um estudo completo desse pro-
blema se encontra, por exemplo, na Secao 2 do Capitulo VII de [RS1].

Definigao B.1.8 Se {u,})_, € uma familia de medidas, o suporte de {u,} é o comple-

n=1
mento do maior conjunto aberto B com p,(B) =0 para todo n, de modo que

N

S({mn}) = J Su) -

n=1

Proposicao B.1.9 Seja T um operador auto—adjunto e {u,} uma familia de medidas
espectrais. Entao

o(T) = 2({pn}nz) -

Demonstracdgo. A demonstracao da Proposicao B.1.9 segue os mesmos passos da
demonstracao do Lema D.4.2. 0

Existe uma descrigao simples de o(7T") em termos de operadores de multiplica¢ao mais
gerais.

Definicao B.1.10 Seja F' uma func¢do a valores reais em um espago mensurdvel (M, ).
Dizemos que X\ pertence a imagem essencial de F' se, e somente se,

u{m:A—e< F(m)<A+e})>0
para todo € > 0.

Proposicao B.1.11 Seja F' uma funcao a valores reais definida no espaco mensurdvel
(M, ). Seja Tr o operador em L*(M,du) dado por

(Trg)(m) = F(m)g(m) .

Entao o(Tr) € a imagem essencial de F.
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Demonstracao. A Proposicao B.1.11 é a generalizacao do Lema 2.3.6 para o espaco
mensuravel (M, p); sua demonstracao segue os mesmos passos da demonstragao do lema
mencionado. ([l

Existe uma decomposi¢do bastante natural da medida espectral (e de medidas de
Borel-Stieltjes mais gerais) que envolve sua diferenciabilidade com respeito & medida de
Lebesgue.

Primeiro, seja P = {z : u({z}) # 0}, o conjunto dos pontos com massa positiva de
p. Como p é Borel (u(C') < oo para qualquer conjunto C' compacto), P é um conjunto
contavel. Defina

Npp(X) = Z p({z}) = pu(PNX).
rePNX

Entao ppp ¢ uma medida de Borel e pto = 1t — pipp. A medida pip, assim definida é tal
que t.({z}) = 0 para todo z (isto é, ndo possui atomos) e p,, possui apenas atomos, no
sentido que fipp(X) = > oy p(x) para qualquer conjunto de Borel X.

Definicao B.1.12 Uma medida de Borel p é dita continua se esta nao possui atomos e
puramente pontual se (X)) =3\ p(x) para qualquer conjunto de Borel X.

Assim, demonstramos o

Teorema B.1.13 (Teorema 1.13 de [RS1]) Qualquer medida de Borel pode ser de-
composta unicamente na SOMa (b = [bpp~fic, 0Onde [y, € puramente pontual e 1. € continua.

Definicao B.1.14 Dizemos que a medida de Borel pn € absolutamente continua com res-
peito & medida de Lebesque k se existe um funcao, f, localmente L' tal que

/ g(Ndu(\) = / FN)g(N)dr(\)

para qualquer fungdo de Borel g € L*(R,du). A funcio f € a derivada de Radon—Nikodym
de 11 com respeito a k (vide a Definicio D.3.5).

Definicao B.1.15 Dizemos que a medida v € singular com respeito a medida de Lebesque
K se u € suportado em um conjunto S (isto €, W(R\ S) =0) tal que k(S) = 0.

Temos o fundamental

Teorema B.1.16 (Teorema de decomposicao de Lebesgue) Seja o uma medida de
Borel. Entao 4 = e + pbs de uma maneira unica, com a medida jiq. absolutamente
continua e com a medida [ sStngular com com respeito a medida de Lebesgue k.

fIsto é, f; |f(A)]de(X) < oo para qualquer intervalo finito (a, b).



110 Teorema espectral

Os Teoremas B.1.13 e B.1.16 nos dizem que qualquer medida de Borel ;1 em R possui
a decomposi¢do canonica (= flac + fls = fac + Hpp + Hse, onde g ¢ continua (tal que
pse({x}) = 0 para todo = € S) e singular (chamada de singular—continua) com respeito
a Kk, no sentido que ps. € suportada em um conjunto S, de medida de Lebesgue nula
(k(S) =0).

Estas trés medidas sdo mutuamente singulares (no sentido da Defini¢cao B.1.15), de
modo que

LX(R,dp) = LA(R, dpupp) ® LA(R, djtae) ® L2(R, dpts.) -

E possivel mostrar (vide problema 18 do Capitulo VII de [RS1]) que qualquer ¢ €
L*(R, dp) possui uma medida espectral absolutamente continua dy,, se, e somente se, ¢ €
L*(R, djtsc), 0o mesmo para as medidas puramente pontual e singular—continua. Se {u, }_,
é uma familia de medidas espectrais, podemos somar, por exemplo, ®_; L*(R, dptn.ac),
através da

Definicao B.1.17 Seja T' um operador limitado auto—adjunto, definido no espago de
Hilbert H. Definimos H,, = {9 : g € puramente pontual}, Hae = {9 : 1y € absoluta-
mente continua} e Hye = {1 : 1y € singular—continua}.

Assim, demonstramos, a partir da Definicao B.1.17 e das consideracoes anteriores, o

Teorema B.1.18 (Teorema VII.4 de [RS1]) O espago de Hilbert H pode ser decom-
posto na soma direta H = Hpp © Hoe D Hse, de acordo com a Definicao B.1.17. Cada um
destes subespagos € invariante pela aplicacao de T'; a restricao T | Hp, possui um con-
Jjunto completo de autovetores, T' | Hq. possui apenas medidas espectrais absolutamente
continuas e T' | Hs. possui apenas medidas singular—continuas.

Os resultados apresentados no Teorema B.1.18 nos levam a

Definicao B.1.19 Sejam os conjuntos

op(T) ={z € o(T) : p({z}) # 0}
oo(T) ={a: p({z}) = 0}

(T) =A{T | Hac}
Usc(T) = {T [Hsc}

Estes conjuntos sao chamados, respectivamente, de espectros puramente pontual, conti-
nuo, absolutamente continuo e singular—continuo.

Observacao B.1.20 Diferentemente da Definicao A.1.1, o espectro puramente pontual
ndo € constituido apenas dos autovalores de T (o chamado espectro discreto); este pode
conter pontos de acumulacao dos proprios autovalores. Uma discussao mais precisa serd
apresentada mais adiante.
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B.2 Projetores espectrais

Comecemos pela

Definicao B.2.1 Seja T um operador limitado auto—adjunto e I' um subconjunto de Borel
de R. Denominamos o operador Pr = xr(T') de projetor espectral de T.

Como a Definigao B.2.1 sugere, Pr é um projetor espectral uma vez que x& = xr = Xr
pontualmente. As propriedades da familia de projetores {Pr : I' é um conjunto de Borel
arbitrario} sao dadas pela

Proposicao B.2.2 A familia {Pr} de projetores espectrais de um operador limitado e
auto—adjunto T possui as sequintes propriedades:

(a) Cada Pr é um projetor ortogonal.
(b) Py =0, P_aq =1 para algum a.

(c) Sel'=J.2, Ty, com T, T, =0 para todos n # m, entao

N—o0

N
Pp = S—limZPpn

n=1
(s-lim € o limite na topologia forte de operadores').

(d) Pr,Pr, = Prir,.

Observagao B.2.3 Referenciamos a Se¢ao VII.3 de [RS1] para a demonstragdo da Propo-
sicao B.2.2.

A condicao (c) da Proposicao B.2.2 lembra bastante a condigao que define uma me-
dida; de fato,

Definicao B.2.4 Uma familia de projetores que satisfazem as condi¢oes (a)-(c) da Pro-
posi¢ao B.2.2 é chamada de medida a valores projecionais (m.v.p).

Podemos integrar com respeito a uma m.v.p. De fato, se Pr é uma m.v.p., entao
(Pro, ¢) ¢ uma medida comum para todo ¢. Pelo Lema de Riesz (Teorema I1.2 de [RS1]),
chegamos ao

Teorema B.2.5 Se Pr € uma m.v.p. e f € uma funcao mensurdvel limitada, definida no
suporte de Pr, entdo existe wm unico operador B, que denotamos por [ f(X)dP, tal que

(B, ¢) = / FNA(PG, )

para todo ¢ € H.

TNesta topologia, uma familia de operadores {7, } converge ao operador T se, e somente se, || T,z —
Tz|| — 0 para todo = € X.
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Agora, dada uma m.v.p. limitada Pr, definimos 7' = [ AdPy; é simples mostrar que
Pr é am.v.p. associada a T'. Resumindo, temos o

Teorema B.2.6 (Teorema espectral - forma projecional) FEziste uma correspondén-
cia biunivoca entre operadores auto—adjuntos limitados T e medidas a valores projecionais
limitadas, {Pr}, dada por

T+— {PF} = {XF(T)} )
{}%} — Ijiij‘Adfa

Os projetores espectrais podem ser usados para investigar o espectro do operador 71"

Proposicao B.2.7 O ponto \ pertence ao espectro do operador auto—adjunto T se, e
somente se, Piy_c ) # 0 para todo € > 0.

Demonstrag¢do. Devemos mostrar que A € p(T') se, e somente se, Pr_. ) = 0 para
algum € > 0. Como o(T') =R\ p(T), segue que A € o(T) se, e somente se, P_cxye) 7# 0
para todo € > 0.

A fim de demonstrar a afirmacao acima, usamos a relacao

o0

I(T = A1)g? = / (t — \Pd(Pib, ) (B.2.1)

decorrente do Teorema espectral B.2.6, e valida para ¢ € D(T). Se Pr_: ) = 0 para
algum ¢ > 0, segue da relacao (B.2.1) que

I - Anel? > | (4 = APd{P6, ) 2 2]

(—o0,A—e]U[A+e,00)

de onde concluimos (Teorema A.1.7) que A € p(T).
Por outro lado, se A € p(T), entao, para algum € > 0 e para todo ¢ € D(T),

/ (= AP, ) > & / " dPs, ) . (B.22)

Assumamos a existéncia de um 0 < n < € e de um elemento ¢ tais que Py r—n¥ # 0.
O uso da desigualdade (B.2.2) em ¢ = P y2—y)¥ resulta em

A1 An
A (t = \Pd(Pab, 6) > / AP )

-n A—n

desigualdade obviamente falsa. Isso conclui a demonstracao da proposicao. 0

A Proposicao B.2.7 nos sugere distinguir dois tipos de espectro:

Definicao B.2.8 Dizemos que A € 0.s(T'), 0 espectro essencial de T, se, e somente se,
Pix—epte)(T') possui dimensao infinita! para todo e > 0. Se A\ € o, porém Pix—epte)(T)
possui dimensdo finita para algum € > 0, dizemos que X € o4(T'), o espectro discreto
finito de T'.

tO projetor P ter dimensdo infinita significa que a imagem de P possui dimensio infinita.
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Teorema B.2.9 O espectro essencial de um operador auto—adjunto € sempre um conjunto
fechado.

Demonstragao. Seja A, — A, com cada A, € 0e(T). Como todo intervalo aberto
I, centrado em A, contém um intervalo que envolve algum JA,, segue que P;(T") possui
dimensao infinita, o que, pela Definicao B.2.8, resulta em A € 0q4(7T). Isso demonstra
que 0ess(T") é fechado. O

Os proximos trés teoremas dao descrigoes alternativas de oqg(T) € ess(T).

Teorema B.2.10 (Teorema VII.10 de [RS1]) A € o4(T) se, e somente se, ambas
afirmagoes sao satisfeitas:

(a) A € um ponto isolado de o(T'), ou seja, para algum e > 0, (A—e, A\+e)No(T) = {\}.

(b) A é um autovalor de multiplicidade finita, ou seja, o conjunto {¢ : Ty = M)} possui
dimensao finita.

Demonstracao. O teorema segue diretamente da Definicao B.2.8. 0

Teorema B.2.11 (Teorema VII.11 de [RS1]) X € 0.(T) se, e somente se, uma ou
mais das sequintes afirmacoes sao satisfeitas:

(a) A€ 0u(T) =0,(T)Uos(T).
(b) A € um ponto de acumulagio de o,,(T).

(c) A € um autovalor de multiplicidade infinita, ou seja, o conjunto {1 : T = I}
possui dimensao infinita.

Demonstra¢ao. Como o4¢(T) e 0ess(T) sao conjuntos disjuntos, para qualquer operador
auto—adjunto 7', obtemos o teorema diretamente do Teorema B.2.10 (observe que as
afirmagoes deste teorema sao complementares as afirmagoes do Teorema B.2.10).

Observacao B.2.12 1. Repare que a Definicao A.1.1 de espectro discreto consiste nos
autovalores do operador T, sendo estes de multiplicidade finita ou nao, enquanto
que a parte puramente pontual do espectro essencial engloba tantos os autovalores
de multiplicidade (geométrica) infinita quanto seus pontos de acumulag¢ao. De fato,
podemos pensar no espectro puramente pontual (Definigio B.1.19) como sendo a
uniao disjunta dos conjuntos

Opp(T) = (0ess(T) \ 0c(T)) Uoaf(T) .

Em nosso trabalho, interessamo-nos apenas no espectro essencial, de modo que por
espectro puramente pontual nos referimos ao conjunto oes(T) \ 0.(T); qualquer
desvio de linguagem é prontamente notificado.
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2. Epossz/vel mostrar que as Definicoes A.1.1 e B.1.19 de espectro continuo, bem como
sua parte no espectro essencial, coincidem. A saber, o que o item (a) do Teorema
B.2.10 nos diz é que 0.(T) C 0es(T).

Teorema B.2.13 (Critério de Weyl) Seja T um operador limitado auto—adjunto. En-
tao A € o(T) se, e somente se, existe uma seqiéncia {1, }5°, de vetores unitdrios tais
que lim,,_o ||(T"— M)y, || = 0. Por outro lado A € o..(T) se, e somente se, os vetores
acima podem ser escolhidos como sendo ortogonais.

Finalmente, demonstramos o chamado principio de invariancia de Weyl, fundamental
nos resultados apresentados nesse trabalho.

Proposicao B.2.14 (Principio de invariancia de Weyl) Sejam A e B dois operado-
res limitados auto—adjuntos tais que A — B € um operador de posto finito (e portanto
compacto). Entao 0qs5(A) = 0ess(B).

Demonstracdo. Escreva A = B 4+ C, com C compacto e de posto finito. Defina
F(z) = C(A— zI)"! para z € C\ 0es(A). Entao F(z) é uma funcao a valores vetoriais
analitica que é sempre fechada, ja que C' é compacto e de posto finito por hipétese. Sendo
A um operador limitado, segue que

lim [P ()| < [ICfI[(A = =) =0.

Em particular, (I — F(z))~! existe se |z| é grande. Pelo Teorema meromdrfico de
Fredholm (Teorema XIII.13 de [RS4]) e pelo Lema 1 da Segao XIII.4 de [RS4], (I —
F(2))7! existe para z € C\ (0es(A)UD), D um subconjunto discreto (ou seja, constituido

1 ¢ meromorfica em

unicamente por pontos) de z € C\ 0ess(A); mais ainda, (I — F(z))~
z € C\ 0es(A), com residuos de posto finito nos pontos de D. Se z ¢ 0ess(A), entdo
B—z2I=(I—-C(A—zI)"")(A—zI), de modo que se (I — F(z))~! é inversivel, de modo
que 2 ¢ o(B)e (B—zI)"' = (A—2I)"1(I — F(2))7!. Assim, 0(B) C D N 0es(A).
Além do mais, (B — zI)™! possui residuos de posto finito nos pontos de D. Logo,
os pontos de D pertencem a o4¢(B), de modo que es(B) C 0ess(A). Da mesma forma,
demonstramos que oes(A) C Tess(B), 0 que nos permite concluir a demonstragao da

proposicao. O



Apéndice C
Funcoes Herglotz

As fungoes Herglotz (ou Nevanlinna, ou ainda Pick) sao fungdes f(z) = U(z) + iV (2),
analiticas no semi—plano complexo superior, com parte imaginaria positiva; desse modo,
se z =& +1in, entao V(z) > 0 caso n > 0. Elas evidentemente formam um cone convexo:
por, exemplo, se a e b sdo nimeros positivos e f1(z), f2(z) duas fun¢oes Herglotz, entao
a fungao afi(z) + bfa(z) também o é. Podemos destacar algumas outras propriedades: a
fungao (fa o f1)(2) = fa(fi1(z)) é analitica para n > 0 e possui parte imaginaria positiva
nessa regiao; como a fun¢do —1/z é Herglotz, segue que —1/f(z) é Herglotz caso f(z) o
seja.

Um exemplo bastante sofisticado de funcao Herglotz é a chamada funcao de Green
associada ao operador H: f(z) = ((H — 2I)"'u, u), onde u é um vetor arbitrdrio perten-
cente ao espago de Hilbert onde se define H (vide a demonstracao do Lema D.2.1 para
uma discussao detalhada).

As funcoes Herglotz admitem a seguinte representacao canonica

Teorema C.1 (Teorema I do Capitulo 2 de [Dol]) Uma fun¢io Herglotz f(z) pos-
sui uma representacdo canonica unica da forma
f(2) = +b+/ S PN (1)
2 =az N—2 21| ‘

onde a > 0, b € R e du(\) € uma medida de Borel positiva em R tal que a integral
J A2+ 1)"tdu(X) € finita. Por outro lado, toda fungdo dessa forma é Herglotz.

Existe um resultado equivalente para fungoes positivas e harmonicas em C, .

Teorema C.2 (Teorema II do Capitulo 2 de [Dol]) Toda fun¢ao positiva e harma-
nica em C, admite uma unica representac¢do canonica da forma

ndp(A)
V(E,n) =an+ , C.2
(&mn) =an /(A_f)QH72 (C.2)
onde a > 0 e du(\) € uma medida de Borel positiva em R tal que a integral [(N\* +

1)~Ydu(X\) € finita. Por outro lado, toda fungdo dessa forma € positiva e harmonica em

C,.
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Antes de aprersentarmos as demonstracoes, é interessante destacar que cada um dos
teoremas pode ser deduzido do outro. A fim de demonstrarmos o Teorema C.2, por
exemplo, podemos supor V' (£, n) dado, harmonico e positivo em C,. Tal fun¢ao possui um
conjugado harmonico (através das equagoes de Cauchy—Riemann) U (€, n), determinado a
menos de uma constante aditiva real. Assim, a funcdo analitica f(z) = U(z) + iV (z) é
Herglotz e admite a representacao (C.1), onde apenas a constante b é indeterminada. Se
tomarmos a parte imagindria de f na representagao (C.1), obtemos V' (2) na representacao
(C.2) sem ambigiiidades, ja que b nao faz parte da expressao.

Por outro lado, o Teorema C.1 é obtido a partir do Teorema C.2 escrevendo V' (z), a
parte imagindria de f(z), na forma (C.2) e notando que a fun¢ao definida por (C.1), com
a e pu como em (C.2) e b= Rf(i), é uma fungao analitica em C,, com o valor correto em
z =1i. Logo, (C.1) é uma representagao da fungao Herglotz f. A representacgao é tunica,
uma vez que V'(z), gracas ao Teorema C.2, determina completamente a e .

Existem dois teoremas, analogos aos anteriores, para funcoes definidas no disco unita-
rio.

Teorema C.3 (Teorema III do Capitulo 2 de [Dol]) Uma fun¢io h(¢) = u((¢) +
iv(C), analitica no disco |(| < 1 e com parte real positiva, admite uma inica representacao
canonica da forma

= el w w
ho) = [ Sdut0) +iv(0), (©3)

onde v(0) € um niumero real e w € uma medida de Borel positiva no intervalo [0, 27|, com
massa total finita. Por outro lado, toda funcdo dessa forma € analitica no disco ( <1 e
possut parte real positiva nele.

Teorema C.4 (Teorema IV do Capitulo 2 de [Dol]) Uma fun¢ao u((), positiva e
harménica em || < 1, admite uma tnica representagdao candnica da forma

2 2
; 1—r
0
= pumn d C'4
onde w € uma medida de Borel positiva no intervalo [0, 27|, com massa total finita. Por
outro lado, toda funcao dessa forma € positiva e harmonica no circulo.

A equivaléncia dos Teoremas C.3 e C.4 é novamente obtida a partir do fato do
harmonico conjugado ser determinado a menos de uma constante aditiva real. Vale notar
que, para ( = re'?,

e’ +¢  1—r*—2irsin(f — )
e — ¢ 1412 —2ircos(d — @)

Mostramos a seguir a equivaléncia dos teoremas usando a fungao

C1C+1

2(¢) = ga
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e sua Inversa .
zZ—1
Z =
()=,

um par de transformacoes lineares fraciondrias (transformacgoes de Mobius). A funcao z(()

mapeia o disco unitdrio sobrejetivamente no semi-plano superior, enquanto ((z) mapeia
o semi—plano sobrejetivamente no disco unitario.

Se h(¢) = u(¢) + iv(¢) ¢é analitica no disco |(| < 1 com parte real positiva, a funcao
f(2) =1ih({(2)) é Herglotz; por outro lado, se f(z) é Herglotz, a funcao h(¢) = —f(z(())
¢ analitica no disco, com parte real positiva. Assim, as duas classes de funcgoes estao em
correspondéncia biunivoca. Podemos, portanto, obter a representacdo canoénica de f(z) a
partir da representacao canonica da h(() correspondente da seguinte forma.

Suponha h(¢) dada por (C.3). Se a medida dw possui uma massa pontual (ou dtomo)
a > 0 em 0 = 0, separamo-la, reescrevendo (C.3) como

1+¢ e+¢ .,
hC) = 1_<a—zb+/ei9_gdw 0) . (C.5)
onde dw' é a medida obtida de dw omitindo a massa pontual a em # = 0. Compomos
ih({(z)); as duas primeiras parcelas do membro direito de (C.5) se reduzem a az + b. Ao
efetuarmos uma mudanca de variavel na integral, devemos apenas compor a transformacao
((z) com (e +¢)/(e? — ¢) e multiplica-la por i, de modo que

_e““—i—lj z(e@+1)+i(e? —1)  zcosf/2 —sinf/2
71— - =1 - - = ;
e — =t z(e® — 1) +i(e? +1)  zsinf/2+ cosf/2

em seguida, efetuamos a mudanca de varidvel A = — cot #/2, que mapeia o circulo sobre-
jetivamente no eixo real, e o ponto eliminado z = 1 no infinito. Desse modo, dw’ se torna
uma medida de massa total finita no eixo real, de modo que

Az +1

f(z):az+b—|—/ 3

. dv(\) (C.6)
onde [ dv(\) < oo. Escrevendo, finalmente, du(\) = (A* + 1)dv(\), obtemos (C.1).

Todo o argumento anterior pode ser revertido: se uma fungao Herglotz f(z) possui a
representagao (C.1), entdo a funcao h(¢) = —if(2(¢)) é da forma (C.3). Concluimos, as-
sim, que todos os teoremas apresentados sao equivalentes, de modo que basta demonstrar
um deles: provemos o Teorema C.4.

Demonstra¢ao do Teorema C.4. Para tanto, suponha em principio que a fungao u(¢) =
u(re?) é positiva e harmoénica em um disco de raio maior que 1; esta é, portanto, limitada
e continua em || = 1. Podemos determinar o conjugado harménico v({) sob a condigao
de que este se anula em ¢ = 0; agora, h(¢) = u(¢) + iv(¢) é uma fungdo analitica em um
disco de raio maior que 1, e assim, pode ser representada pela série de poténcias > a, (",
que converge absolutamente e uniformemente no circulo |z| = 1. A parte real u(() é entao
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expressa pela série

—_

u(C):h(o—h _Zanz +an +a0a

l\')

que também converge absolutamente e uniformemente para |z| < 1. Logo, nossa fungao

oo
n| _in
= g A,rmlem?

n=—oo

admite a representacao

sendo simples notar que os coeficientes A,, sdo os coeficientes de Fourier da funcao u(1,6),

|n| inb i\ ,—ind .
u(r, 0) =3 Z r / u(e®)e""?de ;

n=—oo

de tal forma que

podemos, caso r < 1, trocar a ordem entre integral e soma e obter

1 n| in 1
% Zrll (9¢(¢)dq§,
de modo que
1 [ 1—r? :
i¢
u() = ulr,6) = 27 /0 1472 —2rcos(f — (b)u(e )do -

Esta é justamente a representacio (C.4) para u(¢), onde dw(¢) = (1/27)u(e??)dg, dep
a medida de Lebesgue no intervalo [0, 27]. A massa total dessa medida é dada pelo valor
de u(¢) na origem:

[
u(0) = %/0 w(e®)do

O caso geral é conseqiiéncia imediata do seguinte: se u(() é uma fungao positiva
e harmonica em |z| < 1, a fungao u.(¢) = u(¢/(1 4 €)) é positiva e harmoénica no disco
|z| < 14¢ e admite a representacao (C.4), com uma medida positiva dw.(#) de massa total
u=(0) = u(0). A medida que € \, 0, as funcoes u(¢) convergem para u(¢) uniformemente
em subconjuntos compactos de || < 1; ao mesmo tempo, o sistema de medidas positivas
dw. satisfaz a hipdtese do Teorema de selecao de Helly (vide p. 233 de [CL]), ja que
existe um limite superior uniforme para suas massas. Existe, portanto, uma seqiiéncia
£, convergente a zero tal que a seqiiéncia correspondente de medidas dw, converge, no

sentido, fraco’ para uma medida positiva dw, de tal forma que

) 1—1r?
uQ) = gﬂ% u(0) = / 1472 —2rcos(d — ¢) dw(9) -

TMais precisamente, lim,_ oo fo% 9(d)dwn (o f027r ) para qualquer func¢do g continua no
intervalo [0, 27].
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Resta ainda demonstrarmos a unicidade das representagoes canonicas dadas por esses
teoremas. Serd suficiente mostré-lo para a representagao (C.1); para tanto, devemos
verificar que os elementos a, b e du sao univocamente determinados pela funcao Herglotz
f(2).

E bastante claro que b = Rf(i), e que portanto f determina b. Para mostrar que
a é univocamente determinado, usamos a representagao (C.6), a fim de estimar a razao
f(in)/in no limite assintético n — co. A razao em questao é igual a
b /A2+1+i>\(n+1/n)

a—i—%%— NP

dv(X) .

E bastante claro que o integrando converge pontualmente a 0 no limite n — oo, sendo
suas partes real e imaginaria uniformemente limitadas por 1 para todo > 1. Assim,
pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema 1.34 de [Ru]), o limite da
integral é zero, o que nos permite concluir que

fin)

I

a= lim —
n—oo 11

0 mesmo argumento mostra que a = lim, o, V'(in)/n.
Resta mostrarmos que a medida du é determinada unicamente. Para tanto, neces-
sitamos do

Lema C.5 (Lema 1 do Capitulo 2 de [Dol]) Para todo intervalo finito \y < A < Ag,
seque que

1 1 ,
(O Aa)) 5 B + ()] = tim = [ S+ inad. (©7)
Demonstrag¢ao. Obtemos, integrando V(A + in) no intervalo Ay < A < Ay,
A2 [eS)
[vosin = [ om0, (©8)
A1 —00
onde
S Ao — A A — A
X (7, A) = /Alni i arctan( 217_ ) — arctan< 177_ ) .
Claramente
0 se A< A ou A> A\,
liirolx,\lm(n, A)=4q 7 se A <A<\,
! Tose A=A ou A=)

Desse modo, podemos reescrever (C.8) como

[vosm = [ N + 1), (©9)
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o = [T (f e L )
< em ) </A2/\2+1 % " /A§A1—1 %) |
Como

n < 1
(s=A2)?+m> 7~ (s = A)?+1

€ L'(dp)

para todo A — Ay > 1 > n (L*(du) é o espago das fungoes du—integraveis, no sentido da
integral de Borel-Stieltjes) e

lim n

T _
0 (s — Ag)? + n?

caso XA > Ay + 1, segue do Teorema da convergéncia dominada que

du( A
/ 77#(2) 0
Al (85— A2)2+ 7

a medida que 1 | 0. O mesmo argumento nos leva a

ndpu(N)

lim —— =0,
Mo Jran—1 (8 = A)? + 72
de onde concluimos que lim, o I(n) = 0.
Ao+1

Por outro lado, como 0 < xy, 5, (7,A) < menm [727 du(A) < oo, segue da aplicagao do

A-1
Teorema da convergéncia dominada a (C.9) e dos resultados anteriores que

A2

. . T
i [ - VA+m)dA =mul(a,b) + 5 ln({a}) + (b))
1
exatamente (C.7), como querfamos demonstrar. U

Com isso, encerramos a demonstracao do Teorema C.4. 0



Apendice D

Funcao m de Weyl-Titchmarsh e seu
papel na teoria espectral

O objetivo desse apéndice é o de definir a funcao m de Weyl-Titchmarsh e apresentar sua
relacdo com a teoria espectral, especialmente com a medida espectral. Analisamos apenas
o problema discreto; para uma discussao detalhada do problema continuo vide [P1].

D.1 Definicoes de matriz de Jacobi e funcao m

Seja T um operador auto—adjunto (Definigao A.2) atuando em um espago de Hilbert
separdvel H, e seja f € (N,—, D(T*), onde D(T*) é o dominio da k—ésima poténcia de T
(tais vetores f sao densos em #H). Assumindo que f nao é uma combinacao linear de um
nimero finito de autovetores de T', segue que a seqiiéncia {f, T f,T?f,...} ¢ linearmente
independente. Podemos assim aplicar o processo de Gram—Schmidt e obter uma seqiiéncia
de vetores ortonormais { f,,}°°, onde cada f, é da forma f,, = P,(T)f, P, um polinémio
de ordem n, escolhido real (7' é auto—adjunto, por definigao). Estes sdo determinados a
menos de um sinal (vide o Capitulo 2 de [D]), e seus coeficientes podem ser expressos em
termos dos vérios elementos de matriz (T*f, f).

Definimos uma matriz infinita L, cujos componentes L;;, 7,7 = 0,1,2, ..., sa0 expressos
como

Li; =(Tfi, fj) = Ly .

E simples notar que a matriz L é tridiagonal no sentido que Lij=0seli—j|>1e
L;; # 0 caso contrario. A saber, podemos representar L como

b() Qo 0 0
Qo bl ay 0
L= 0 a b a : (D.1.1)

0 0 Qo b3
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onde os b(n) e os a(n) # 0 sdo nlimeros reais.

Assim, dado um operador auto-adjunto 7' e um vetor genérico f € (,—, D(T*), somos
imediatamente levados a definir uma matriz infinita, hermiteana e tridiagonal L, também
conhecida como matriz de Jacobi. De fato, o operador —Ap, proposto por Marchetti
et.al. (definido por (1.4)) representa um caso particular de T, cuja matriz de Jacobi Jp
(expressa por (1.13)) corresponde a L desde que a, = p, € b, = 0. Se T ¢é limitado
(como —Ap, por exemplo), a matriz L (Jp) pode ser tratada como representando a acao
de T no subespago linear H; gerado por {f,Tf,T?f,...}. Se T nao é limitado, algumas
complicagoes podem aparecer.

A condicao para que a matriz L defina unicamente a restricao de 7' ao subespaco
H; ¢é que a equacao de Schrodinger associada seja ponto-limite em vez de circulo—limite
(veremos mais adiante as definigbes desses conceitos). Neste caso, a agdao do operador
auto-adjunto 7" em H; é expressa por Tz = y, em que & = > o~ Tifi, Y = Yoo Yifi,
ey; = > . Lipxy (com z € D(T) e desde que y € Hy), de modo que podemos pensar
na aplicacao de 1" a H; como sendo equivalente a acao da matriz de Jacobi L no espago
*(Z,C).

Observagao D.1.1 De fato, H; = 1*(Z4,C), ou seja, os operadores T, definido no
espago de Hilbert separdvel Hy, e L, a matriz de Jacobi definida em 1*(Zy,C), sao uni-
tariamente equivalentes (L = U'TU, onde U : 1*(Zy,C) — Hy).

Considere a equagao de Schrodinger (por vezes denotada equagao de diferenga finita
ou ainda relac¢do de recorréncia)

ApUpi1 + Qp1Up—1 + (b — 2)u, =0, (D.1.2)

n=1,2,3,..., z € C, associada & matriz de Jacobi L. Dessa forma, u(z), o vetor coluna
que representa a sequiéncia {u, }>° (solugao de (D.1.2)), é uma solugao formal da equacao
matricial (L — 2)u(z) = 0, com excecao da primeira componente, que satisfaz

a_1u_y + (b — 2)ug + apuy =0, (D.1.3)

onde, por conveniéncia, adotamos a_; = 1; uma outra escolha qualquer representaria uma
mudanca na condi¢ao de contorno definida abaixo, podendo ser imediatamente absorvida
(vale notar que a escolha a_; = 1 equivale a escolha p_; = 1 no modelo de Marchetti et.
al.). Dizemos que a matriz L satisfaz uma condi¢do de contorno aw em n = —1 se u_; é
expressa por

u_jcosa —upsina =0. (D.1.4)

Veremos mais adiante que a condigao de contorno (D.1.4) desempenha um papel im-
portante na determinacao da matriz resolvente e na caracterizagao da parte singular do
espectro.
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Para um z fixo, o conjunto das solucgoes da equagao de Schrodinger é um espaco vetorial
de dimensao 2 (trata-se de uma equagao de diferenca finita de segunda ordem), cuja base
conveniente é definida pelas solucoes u?(2) e u™¥(2), sujeitas as condigoes iniciais

U?l s UOD 1
N o_q N (D.1.5)
u_y =14, Ug
(condigdes de Dirichlet e Neumann, respectivamente).
De uma forma mais geral, podemos adotar a base
u®, =sina, ug = cos (D.1.6)
* * . <AL
u®; = cosa, ug = —sina,

em que a solucio u®(z) satisfaz a condigao de contorno (D.1.4) e u® (z) é simplesmente
a solucdo com condicoes iniciais ortogonais (o = a + 7/21).

Para 3z # 0, duas possibilidades podem ocorrer: temos ou o caso circulo-limite,
no qual uP(z),u™(z) € 1?(Z,,C) (e portanto toda solucio da equacido de Schrodinger
(D.1.2)), ou o caso ponto-limite, no qual existe exatamente uma solugao linearmente
independente de (D.1.2) que pertence a [*(Z,,C).

Proposicao D.1.2 Seja L a matriz de Jacobi (D.1.1) associada ao operador auto-adjunto
T. Se > o lan|™t = oo, entio L € ponto—limite.

Observacao D.1.3 A identidade Yo" |a,|™" = oo representa uma condigdo suficiente
a existéncia do caso ponto-limite, ou seja, que L defina unicamente um operador auto—
adjunto T em Hy.

Demonstracdao. Necessitamos, para a demonstracao, da chamada férmula de Green,
de fundamental importancia no decorrer do trabalho:

N

> (FulLh)n— Lg)fa) = WIFGIN) = WIf.g)(-1) | (D.L7)

n=-—1

onde definimos o Wronskiano W|[f, g|(n) de duas fungoes f, g : Z, — C a partir da relagao

W[f’ g] (n) = ap (fngnJrl - fn+1§n) .

Em particular, se f e g sdo duas solugoes da equagao de Schrodinger (D.1.2), entao a
formula de Green aplicada a f e g mostra que W{f, g|(n) é uma constante (3 [g,,(Lf),—

(Lg), fn] = 0) independente de n. Dessa forma, como W{u?, u™N](=1) = =W u", u”](-1)
= —a_; = —1, segue que W[u? u™)(n) = —W[u",u”](n) = —1 para todo n.

TVé-se imediatamente que as solucdes u”(z) e u”(z) sdo equivalentes as solucdes u®(z) e u® (z)
quando a = 0.
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Podemos usar a constancia do Wronskiano W [u™, u”](n) e obter
a-1 N—D N =D
= Up Upgg — Uy Uy -
Qn

Segue, da desigualdade de Cauchy—Schwarz, a relacao

S laal <2 [ PP P (D.18)

n>0 n>0 n>0

1 . ~ . .
Portanto, se >, -, |a,|” = oo, necessariamente uma das solucdes linearmente inde-
pendentes u{”V} () nao pertence a 1?(Zy,C), e portanto L é ponto-limite. Isto encerra
a demonstracao. 0

Mostremos que de fato existe, no caso ponto-limite, apenas uma solu¢ao de (D.1.2)
quadrado—somavel. O que segue é uma generalizagao dos resultados do Capitulo 9 de
[CL] para o caso discreto e sob a condigao de contorno de Dirichlet

(=0 em (D.1.4)), que tratamos com exclusividade.

Observacao D.1.4 O caso em que a condicao de contorno € arbitrdria (o € (0,7))
pode ser tratado como uma perturba¢ao de posto 1 do caso com condicdo de contorno de
Dirichlet, como ainda veremos neste apéndice.

Toda solugao x(z) de (D.1.2) é, com excecao de u¥(2) e a menos de um miiltiplo
constante, da forma

x(z) = —u¥(2) + m(2)uP(2) (D.1.10)

(de outro modo, x(z) seria um multiplo constante de u” (z) e assim um autovetor de L com
autovalor z; isso ndo pode ocorrer, uma vez que Sz > 0 e L é uma matriz hermiteana),
m(z) a chamada fun¢ao ou coeficiente de Weyl-Titchmarsh.

Considere agora uma condi¢ao de contorno real em algum ponto k € N, digamos,

cos Puy — sin fagur1 =0, (D.1.11)

0 < B < m, e questione como m(z) deve ser de modo a que a solu¢ao x(z), definida por
(D.1.10), satisfaca (D.1.11); claramente, x(z) é tal que

N N

m(z) = (D.1.12)

up cot f — apup
Se fizermos ¢ = cot f e mantivermos (z, k) fixos, podemos reescrever (D.1.12) como

_AC-B

— m 3 (D.]_.]_3)

m(z)
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com A, B,C, D fixos enquanto ( percorre a reta real a medida que § vai de 0 a w. Sendo
(D.1.13) uma transformagao de Mobius (vide [Ahl] para detalhes), o eixo real do plano ¢
tem como imagem um circulo C no plano m. Assim, y(z) satisfaz (D.1.11) se, e somente
se, m pertence a CY.

Se reescrevermos ¢ como funcao de m, vemos que a equagao da imagem do eixo real
(ou seja, IC = 0) é expressa por

(A—Cm)(B — Dm) — (A— Cm)(B - Dm) =0,

que é exatamente a equacao do circulo C}.
Levando em conta que

¢ simples notar que a equacao de CY, é
Wix. xJ(k) =0, (D.1.14)

com centro e raio dados, respectivamente, por

_ W™, uP](k) 1

T TWRP WPk C T WP, uP (k)]

(D.1.15)

Uma vez que o coeficiente de mm em (D.1.14) é W{uP, uP](k), segue que o interior de
C) no plano m é representado por

Wix, x] (k)

Temos da férmula de Green (D.1.7) que

k
WP uP)(k) =2iSz > [ul]?

n=—1

(j& que WuP uP](—1) =0) e

W, xI(k) = 2iS2 > xal® + WX (=1) -

n=—1
Como Wx, x](—1) = 2iS[(—u®; + muP))(—u) + mul’)] = —2iSm, (D.1.16) se torna
k Cx
Z [Xn|” < S (D.1.17)

n=-—1
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com Sz # 0.Pontos de m pertencem a CY se, e somente se,

k Cx
> bl =5 (D.1.18)

n=-—1

O raio 7, em (D.1.15) pode ser reescrito, para &z > 0, como

k
rt =23z Z [uP|? . (D.1.19)

n=—1

Facamos agora 0 < j < k < o0, j,k € N. Entao, se m esta dentro ou no circulo Cy,
segue que

J
>l < Z xal® <

n=-—1 n=-—1

As

conseqiientemente, m esta contido no interior de Cj. Isto significa que C; contém Cj em
seu interior se j < k. Assim, para um dado z, Sz > 0, os circulos C} convergem ou a um
circulo C'y,, ou a um ponto my, & medida que k — oco. Se C}, converge a um circulo, entao
seul raio 7o, = limy_,s 7 € positivo, o que resulta, de (D.1.19), em u®?(2) € I*(Z,C). Se
Meso ¢ um ponto qualquer no interior de C,, segue, como vimos, que My, esta dentro de
todo Cy. Logo

Z | —u + 1P < sm“ (D.1.20)

n=-—1

0 que, no limite k — oo, nos leva a —u¥(z) + mou”(2) € I*(Z;,C). Podemos empregar
o mesmo argumento quando M, se reduz ao ponto ms.. Portanto, se &z # 0, sempre
existe uma solugao quadrado—somavel da equacdo de Schrodinger (D.1.2). No caso em
que C, — Cu, todas as solugoes de (D.1.2) o sdao, uma vez que tanto u”(z) quanto
—uN(2) + mu® (2) pertencem, como acabamos de ver, ao espago [?(Z, , C); esse fato nos
permite identificar o caso circulo-limite (que assim é denominado por razoes agora ¢bvias)
com a existéncia do circulo C,,. Correspondentemente, temos o caso ponto—limite quando
existe 0 ponto my,. No caso Cy — me, temos que ro, = 0, que juntamente a (D.1.19)
nos levam & conclusao que u?(z) ¢ I?(Z,,C); portanto, existe nesta situagdo uma tinica
solugao linearmente independente de (D.1.2) quadrado—somével. E importante notar que
em ambos os casos a func¢ao x(z), definida por (D.1.10), é quadrado—somével; poderfamos,
assim, definir m(z) como a funcao que garante esse fato.

D.2 Ligacao entre a funcao m e a funcao de Green

Algumas das principais propriedades da funcao m de Weyl-Titchmarsh se encontram no
seguinte
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Lema D.2.1 Assumamos o caso ponto-limite. A fun¢do ms(z) definida por (D.1.10)
¢ analitica em todo plano complexo com excecao da reta real. Mais do que isso, My €
uma fun¢ao Herglotz (ou Nevanlinna), isto €, mapeia o semi—plano Sz > 0 em algum
subconjunto seu (Smo, >0 se Iz > 0).

A fungdo moo(2) se relaciona com o operador resolvente (ou simplesmente resolvente),
(L — 2)7', através da férmula

(L = 2)""eq, e0) = moo(2) , (D.2.1)
onde eg= (100 ---)T.

Observagao D.2.2 A seqiiéncia {e, },>0 representa a base canonica do espago 1*(Z,C),
de modo que (€,)m = Omnl.

Demonstracao. As propriedades analiticas da funcao m, seguem imediatamente da
equagao (D.2.1), uma vez que é possivel mostrar que o elemento de matriz ((L—z)"teg, o)
é uma funcao Herglotz para qualquer matriz de Jacobi L. A equagao (D.2.1) é, de fato,
um caso especial da formula geral

D
Xil . )
i >
<<L . Z)—le. 6-) — W[UDvy] > r= (D.2.2>
v x;jup < g
—_— Se 1 ]
WuP,x] 7

vale destacar que a expressao acima é a versao discreta da fungao de Green G(i, j; z),
sendo (D.2.1) o caso particular G(0,0; z). Mostremos que esta fun¢ao é o nicleo integral
do operador resolvente (L — z)™!; a saber, temos a seguinte identidade (vide Capitulo 9,
Secao 2 de [CL] para a defini¢ao da funcao de Green associada ao problema de Sturm-—
Liouville continuo):

> (L G(k,j;2) = bij - (D.2.3)
k=0

De fato, da definigdo da matriz L e de (D.2.2) obtemos

(

UJ‘D(ai—lXi—l + (b — 2)xi + aiXit1) . )
se 1>
WiuP, x|
e (. D b — uP
Z (k' Jiz ) = X](al_luz L +( ‘ z)u T+ s Hl) se 1< ]
k=0 W[ 7XA
a/’iflui,ilXZ b’L - Z U/ Xz + a; u X'L+l . .
— se 1=17.
\ W[ 7X]

T(5mm ¢ a chamada funcio de Kronecker, definida de tal forma que 6, , = 0 se n 7% m, € 0y, = 1 s€
n=m.
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Como x(z) e uP(z) sao solugdes da equagao de Schrodinger (D.1.2), segue que

0 se 1>7
. 0 se 1< ]
S (i — 200) Gl ji 2) = Wi? 00 _ e i=j
k=0 WuP,x]
uf (arxa + (bo — 2)x0) _ —a—1ug’x—1 _ 1 e iz
WP, x] T wpPy Y T

a tltima identidade resultante do fato que x(z) e u?(z) satisfazem, respectivamente, as
condigoes de contorno (D.1.4) e (D.1.9). Demonstramos, portanto, a validade de (D.2.3).

Mostremos agora que G(i, j; z) é uma funcao analitica em C \ R. Para tanto, neces-
sitamos da seguinte identidade:

(L—z2D)'—(L—wl)™ ' =(z—w)(L— 2" (L —wl)™,

z,w € C, também conhecida como primeira identidade do resolvente (item (a) do Teorema
A.1.5). Fica claro dessa expressao que (L — 2I)~! depende continuamente de z, ji que se
z e w percorrerem um conjunto compacto cuja distancia ao eixo real é d, entao

I(L =20 = (L —wl) 7| < |2 — w|/d*

(onde usamos a desigualdade ||L — zI|| > $z; vide o Capitulo 5 de [Dol| para a demon-
stragdo). Em particular, toda funcdo de Green G(i,j;z) é continua nos semi—planos
superior e inferior. Mais ainda, tais fungoes sao analiticas, uma vez que

(L =2 = (L—wl) Ve e5)

Z—w

= (L — 2I) "ML —wl)Ye;,e;)

e se fixarmos w e fizermos z — w, o membro direito da identidade acima tende conti-
nuamente a ((L —wl) %e;, e;), independentemente da maneira como tomamos o limite.
Portanto, G(i, j; z) ¢é diferencidvel com respeito a z, e dessa forma, analitica.

Provemos agora que G(z) = G(0,0;2) : C; — C,. Se Sz > 0, temos

1 4 1 _ e
SG(2) = (L =27 = (L =2)Neo e0) = 5-{(z = 2)(L = 2)(L = 2)] "eo, e0)
= S2((L—2) e, (L —2) o) = 2 |(L—2) e > 0,

como queriamos mostrar.

Resta-nos demonstrar a identidade (D.2.1). Sendo esta, como vimos, um caso parti-
cular de (D.2.2), obtemos

D
G(0,0;2) = ——%0 = mae(2)

W[UD7Y](_1

justamente (D.2.1), como queriamos. Isso conclui a demonstragao do lema. U
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Observacao D.2.3 Eriste uma demonstrac¢io alternativa de que moo(2) : Cy — C,.
Sabemos, mesmo para o caso ponto—limite, que a desigualdade (D.1.20) € satisfeita para
Moo = Meo. Portanto, tomando em (D.1.20) o limite k — oo, obtemos

o0

Y
N D12 SMeo
g ‘—un+mooun| <= ,
N Y4
n=0

de onde concluimos que F(meso) > 0 caso Iz > 0; isso demonstra a afirmacao de que Mo
mapeia o semi—plano complexo superior nele mesmo.

D.3 Medida espectral e sua relacao com comporta-
mento de fronteira da funcao de Green

Como veremos, as propriedades espectrais de um operador auto—adjunto (unitariamente
equivalente a um operador ou matriz de Jacobi) sao diretamente relacionadas ao com-
portamento da funcao de Green G(z) para z proximo a reta real. Se {Pr} é a familia
de m.v.p.’s tal que L = [ AdP, (vide a Se¢ao B.2 para as definigées e demonstragoes das

afirmagoes), temos
> dpey(N)
G(z) = — D.3.1
()= [ el (D3.1)

onde pe,(A) = (Pyeg, €9) é uma fun¢do nao—decrescente (pode ser constante em alguma
regiao da reta real), continua a direita e satisfaz os limites limy_,_ pe,(A) = 0 e limy 0o
Peo(A) = 1. A medida de Borel-Stietjes ji., gerada por pe,(A) (isto é, pe, = dpe,") é a
chamada medida espectral associada ao operador de Jacobi L. Sendo ey um vetor ciclico
de L em [*(Z,,C) (vide a Definigao B.1.2), temos que as propriedades espectrais de L
sao completamente descritas pela medida p., (vide a Se¢ao B.1 para os detalhes).

Observacao D.3.1 De agora em diante omitimos a dependéncia do vetor ey na medida
i, sendo esta subentendida. Fazemo-lo a fim de nao carregar a notagao.

Existe uma demonstragao alternativa da identidade (D.3.1) para operadores limitados
(como aqueles que estudamos) que julgamos interessante apresentar. Ela leva em conta o
fato, ja discutido, da fungdo de Green ser Herglotz, e assim possuir a representagao (vide
o Apéndice C para a demonstragao)

G(z) :az+b+/oo ()\iz - )\211) dp(N), (D.3.2)

—00

Sz > 0, onde a > 0, b € R sdo constantes e dp(A) é uma medida de Borel-Stieltjes
(medida espectral) que satisfaz a desigualdade

> dp()
/_OOA2+1<OO

Theo (B) = [ dpey(A) para qualquer conjunto de Borel B.
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Segue imediatamente da defini¢ao de G(2) que
G(z)=—214+0(z?), (D.3.3)

no limite z — oo, 0 que nos permite concluir de imediato que a = 0 em (D.3.2).
Sendo o suporte da medida espectral um conjunto compacto ¥ (j& que o espectro de
qualquer operador limitado é um conjunto compacto; vide o Teorema A.1.3), segue de

(D.3.2) que

G(2) = (L — 2)Leg,e0) = b — /2 %Hdp(/\)—i— /E i’@.

No entanto,

/Zc)l\p_i)\z = —zl/Edp()\) +0(z7%),

o que nos permite concluir de (D.3.3) que

A
b— dp(\) =
|5 =0,

€ que portanto,

G(z) = ((L—2)""en,e0) = /2 c)i\p_f)\;

para Sz > 0, e assim para todo z ¢ ¥ por continuagdo analitica (Lema B.4 de [T]).
Finalmente, observe que p = dp é uma medida de probabilidade, uma vez que

(L%, eq) = /2dp()\) =1,

L° = I, o operador identidade em [?(Z,,C). Chegamos assim ao resultado almejado.
De grande importancia nos resultados seguintes é a férmula de inversao de Borel—-
Stieltjes ou transformada de Borel-Stieltjes inversa:

A2
() + 5 D) + e ad)] = lim = [TSGOTigaN.  (D34)
1
onde A} < A < Ay, cuja demonstracao se encontra no Apéndice C (Lema C.5).

Nossa preocupacao é com a decomposicao da medida espectral p em suas respecti-
vas componentes absolutamente continua e singular, g = pa + ps, € também com a
decomposicao fis = fipp + psc da parte singular em suas componentes singular—continua
e puramente pontual (vide o Apéndice B para a definigdo destas medidas e construgao
dos subespagos espectrais correspondentes). Em particular, buscamos caracterizar os res-
pectivos suportes (minimos) das medidas f, fac, tpp € ptsc- Antes de qualquer coisa,
apresentemos algumas defini¢oes e propriedades relevantes ao problema.
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Definicao D.3.2 Seja u a medida de Borel-Stieltjes gerada por p e seja k a medida de
Lebesgue. Definimos a derivada de Radon—Nikodym de p com respeito a k como

i,
dk

I, ,
= lim HLz) : I, € um intervalo de R que contém x ¢ (D.3.5)
k(I)—0 | £(1;)

independentemente da existéncia do limite.

Dizemos que a funcdo G(z) possui um limite normal em um ponto z € R se G(z)
converge a um limite finito ou infinito a medida que z | = ao longo da normal ao eixo
real no ponto x. O seguinte resultado, uma variacdo do Lema 1 de [GP], decorre de
propriedades conhecidas de mapas conformes.

Lema D.3.3 A funcdo G(z) apresenta um limite normal finito Lebesgue quase—certamen-
te (isto é, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula).

O lema seguinte esta essencialmente contido no Teorema 9.1, Capitulo IV de [S].

Lema D.3.4 Seja S o conjunto
{NeR: (du/dr)(X) nao existe finita ou infinitamente} .
Entao p(S) = k(S) = 0.

Seja G4 () = lim. o G(\ + ic) para cada A € R onde este limite normal existe (a
menos de um conjunto de medida de Lesbesgue nula, como diz o Lema D.3.4). Seja
SG 1 (A) definido analogamente. Usando integracdo por partes na parte imaginaria da
equagao (D.3.4), é possivel mostrar que

Lema D.3.5 (Lema 3 de [GP]) Se a derivada de Radon—Nikodym (du/dv)(\) existir,
sendo finita ou ndo, entao SG(\) também existe e (du/dr)(N) = (1/m)SG(N).

Observacao D.3.6 O Lema 3 de [GP] trata da rela¢io entre a derivada de Radon—
Nikodym e a fungdo meo(2), que como veremos adiante, também ¢é possivel em nosso
caso. O Teorema B.8 de [T] traz o mesmo conteido do Lema D.3.5.

Voltamo-nos agora ao conceito de um suporte minimo (também chamado de suporte
essencial) de uma medida de Borel-Stieltjes.

Definicao D.3.7 Um subconjunto M de R é chamado de suporte minimo de uma medida
n em R se

(i) n(R\ M) =0, isto €, M € um suporte de n;

(i) qualquer subconjunto My C M que nao suporta M, ou seja, que n(My) = 0, tem
medida de Lebesgue nula (k(My) =0).
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Um suporte minimo de uma medida 1 d4 um indicativo de onde se concentra a medida
e é unicamente determinado a menos de conjuntos de k- e n—medida nulas. De fato, é
possivel mostrar que o conjunto de todos os suportes minimos de uma dada medida 7 é
uma classe de equivaléncia sobre a relacao ~, definida por

M~M e c(MAM)=npMAM)=0, (D.3.6)

M, M’ CR, em que M A M’ representa a diferenca simétrica (M \ M")U (M'\ M) (vide
[GP] e as referéncias bibliografias nele presentes para uma demonstragao desse resultado).
A seguinte classificacao do espectro em termos de suportes minimos pode ser deduzida

usando o Teorema de decomposicao de de la Vallée—Poussin (Teorema 9.6 do Capitulo IV
de [S]), o Teorema de Lebesgue-Radon—Nikodym (Teorema 6.9 de [Ru]) e o Lema D.3.5:

Lema D.3.8 (Lema 4 de [GP]) Os suportes minimos 3, ,c, X, Lse € Lpp de [, as
partes absolutamente continua s, singular s, singular—continua jis. e puramente pontual
Lpp de p1 com respeito a Kk sao dados, respectivamente, por

(i) S={Ae E:0< (du/dr)(N) < oo} ,
(i) Sue = {A € B0 < (dp/dr)(A) < o0} ,

(iif) 5, = {A € E: (du/di)(N) = oo} .

(iv) Zee = (A € E: (dps/dr)(A) = o0, u(A) = 0} ,
(v) Eop = (A € B : (dn/dr)(N) = o0, u(A) > 0},
em que E = {\ € R : (dp/dr)(\) existe }.

Seja ¥ ={A € E': 0 <G+ (N\) < oo}, com E' :={\ € R: JG4 () existe}. Segue,
portanto, do Lema D.3.5 que X C 3 (ja que SG 1 (\) pode existir sem que (du/dk) exista,
em principio). Além do mais, se

U={XeR:3G,(\) existe de maneira finita ou infinita, porém (du/dk)(\) ndo existe},

entdo X'\ X C U C 5, S definido como no Lema D.3.4. Como pu(S) = k(S) = 0, segue da
defini¢do da relacao de equivaléncia (D.3.6) que X' ~ 3, e que portanto >’ é um suporte
minimo de p. Resultados andlogos seguem para as medidas fiac, fis, fsc € fipp, de onde
concluimos a

Proposigao D.3.9 (Lema 2 de [KP]) Os suportes minimos ¥', X!

ac’

/ !/ !/
XL, M. e X, de
i, as partes absolutamente continua pae, singular us, singular—continua s € puramente
pontual pip, de o com respeito a Kk sao dados, respectivamente, por

(i) ' ={\e E:0<3CG.(\) < oo},

(i) X.={ e £':0< 3G () < o0},
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(iii) XL ={N € E': 3G, (\) = o0},

(iv) S = (A € B : 3G, (\) = o0, 4(\) = 0} ,
(v) X, ={A€ £ :SG(N) = o0, u(N) >0},
em que E' == {\ € R: SG(N) existe}.

D.4 Medida espectral e comportamento de fronteira
da funcao m

A identidade (D.2.1), juntamente com a representagao (D.3.1), nos permitem a associagao
imediata entre a medida espectral p e a fungao my(2):

Moo (2) = /_OO dp(N) . (D.4.1)

o A — 2

Segue, em analogia a (D.3.4), a relagao
A2

pl(a,0) + 5 [a({a}) + ()] =l = [ Sma (At ic)ar. (DA4.2)

Assim como na Proposicao D.3.9, somos capazes de expressar os suportes minimos >/,
etc., em termos do comportamento no limite a reta real da fungao Sme.(2):

Proposicao D.4.1 (Proposicao 1 de [GP]) Os suportes minimos X", X!

ac’

" "
g, M. e
Yo, de i, as partes absolutamente continua piac, singular ps, singular—continua ps. e
puramente pontual i, de |t com respeito a k sao dados, respectivamente, por

(i) " ={re E": 0 <Im(N) < oo},

(i) /. ={ e E":0<3mL(\) < oo},

(iii) X/ ={ e E": SmI(\) = o0},

(iv) 2L ={r e E":Im(N) = o0, pu(A) = 0},

(v) X0, ={ e E": Iml(\) = oo, u()) >0},

em que ISmI (A) = lim. o Sme(A +ic) e B := {\ € R: SmI () existe}.

A analise espectral usualmente se preocupa com a identificacao do espectro em detri-
mento aos suportes minimos da medida espectral. A relacao entre o conjunto dos suportes
minimos e o espectro é expressa pelo

Lema D.4.2 (Lema 5 de [GP]) Seja o(T) o espectro do operador de Schridinger T
Entao, existe um suporte minimo X, da medida espectral p tal que Eu =o(T) (¥ denota
o fecho do conjunto 33).
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Demonstragdo. Seja ¥(T') um suporte minimo de e defina ¥, = 3(T) No(T). Como
S, CE(T) e p(2(T)\E,) = 0 (vide [GP]), concluimos que ¥, também é um suporte
minimo de p, pela Definigao D.3.7. Sendo ¢(7") um conjunto fechado (Teorema A.1.9),
segue que 3, C o(T).

Considere agora o conjunto (3,)¢ = R\ X, o complemento de X, na reta real. Ob-
viamente (3,)¢ é um aberto, e uma vez que ¥, é um suporte minimo de p, p ((3,)¢) =
1 (R\ ) = 0 pela Definicio D.3.7. Temos entdo que p(\) é constante em (3,)%, e
portanto que X, O o(7") pela defini¢ao de espectro (Apéndice A). Isso completa a demon-
stracao do lema. O

E possivel demonstrar resultados andlogos com respeito aos espectros absolutamente
continuo e singular, que também sao conjuntos fechados. Deve-se enfatizar, no entanto,

que em geral os conjuntos X,., >/ e Y5, X nao estdo contidos em seus respectivos

ac
espectros’.

Os resultados que seguem dizem respeito ao comportamento dos suportes minimos

quando modificamos, por exemplo, a condigao de contorno (D.1.4), e sdo fundamentais

(a) ga)

em todo trabalho que desenvolvemos. Denotemos por jise’ € s, respectivamente, as

partes absolutamente continua e singular da medida de Borel-Stieltjes gerada por ps(A),

e por F..(a) e Eg(a) as classes de equivaléncia dos suportes minimos de ,ug%)

contraste assombroso entre os comportamentos de ug?fl) e ué‘”) quando a condicao de

e ™. O

contorno « varia é exibido no préximo

Lema D.4.3 (Lema 6 de [GP]) (i) Fac(a1) = E.c(a2) para quaisquer condigoes de
contorno ay, oy € [0, ).

(ii) Se p*(R), i (R) > 0, entdo Ey(o) # Ey(aw) para quaisquer oy # ap (mod );
além do mais, para cada par {oq, s} de condi¢oes de contorno diferentes existem
suportes minimos (o) € Es(cq) e X(aq) € Es(ag) tais que (o) N E(ag) = 0.

Demonstracao. Necessitamos de uma expressao que relacione, por exemplo, as fungoes
Meo(2, a1) € Meo(2, 2). De fato, como toda solugdo quadrado—somével, no caso ponto—
limite, ¢ da forma (D.1.10) (substituimos u”™(2) e u”(z), respectivamente, por u®(z) e
u® (z), i =1,2), temos a identidade

Xo _ —up' (1) + Mz 0n)ug’ (1) —up®(an) +meo(2, 02)up? (a)
X1 —uli(on) + moo(z, an)uli(ar)  —uli(az) + moo(2, az)ui(az)

de onde segue, juntamente com (D.1.6), que

sin oy 4+ Moo (2, 1) cos oy sinag + Mo (2, ) cos ay

COS ) — Moo (2, 1) SiN QY COS Qg — Moo (2, ) SiN Qg

fNo entanto, estdo contidos no espectro essencial; vide a Secio B.2 para a definicio desse tipo de
espectro.
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Obtemos, manipulando a expressao acima, a identidade

1+ cot(ay — a)meo(2, 1)

(2, = : D.4.3
Moo (2, 02) cot(ag — ag) — Mmeo(2, 1) ( )
exatamente como desejavamos. De (D.4.3), chegamos a
Cx ~ 1 t? _
Sz, o) = QMoo (2, a1) (1 + cot®(aq — a)) (DAA)

(cot(ay — ag) — Rmeo(z, 1)) + (Smeo(2, a1))?

Usando a notacao da Proposicao D.4.1, temos:

(i) k(X (aq) A XY (a2)) = 0 pela equagao (D.4.4) (ja que 0 < Smoo(z, 1) < 00 &
0 < QMeo(z, ag) < 00) e pelo Lema D.3.3. Como iV e 182 sio absolutamente continuos
com respeito & medida de Lebesgue x (vide a Definicao B.1.14), segue que E,.(ay) =
Eac(as).

(if)
S (o) N5 (az) = 0 (D.4.5)

por (D.4.4) (ja que Sme(z, 1) = oo implica em Smoo(2,0) = 0 e vice-versa), com
¥ (aq) € Es(aq) e ¥ (aq) € Es(az). Obtemos de (D.4.5) e da Definigdo D.3.7

) (S e)) = eV (S(02)) = 0.

e portanto, se 1™ (R), i (R) > 0, entdo X/(c) & Ey(ow) e X/(ao) € Es(oy). Isso
encerra a demostracao do lema. 0

O Lema D.4.3 nos mostra que enquanto o suporte minimo da parte absolutamente
continua da medida espectral é estavel por uma mudanca na condigao de contorno, o
mesmo nao ocorre com o suporte minimo da parte singular: mais ainda, os suportes
associados a medidas com duas condi¢oes de contorno distintas sao ortogonais. Vale
destacar que este resultado é anterior ao trabalho de Gilbert e Pearson, remontando o
trabalho de Aronszajn [Ar].

Temos por fim o seguinte

Corolario D.4.4 (Corolario 1 de [GP]) O conjunto S = {\ € R : nao eziste uma
condi¢io de contorno a para a qual Sm (N «) exista e seja igual a zero} pertence a
Eae(a).

Demonstragao. Pelo Lema D.4.3, é suficiente demonstrarr que S é um suporte minimo

de ugﬁ‘l) para algum «a; fixo. Para tanto, basta mostrar que S ~ ¥/ (ay), onde ~ é a
- C A _ (o)
relagdo de equivaléncia (D.3.6), com 7 = pac'.

Para quase todo A € X (ay) com respeito a medida de Lebesgue, Imd_ (A, az) existe

finitamente e é maior que zero para todo a; # a3 (mod 7) pelo Lema D.3.3 e pela equagao

(D.4.4). Portanto  (XV.(aq) \ S) = 0.
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Além do mais, novamente pelo Lema D.3.3 e pela defini¢ao de S, 0 < Sm (A, 1) < 0o
Lebesgue quase—certamente (isto é, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula)
em S. Explicitamente, s (S \ £/.(a1)) = 0.

Uma vez que ,ug%l) ¢ absolutamente continua com respeito a k, os resultados acima
nos levam a S ~ X! (1), o que demonstra o coroldrio. O



Apeéendice E

Papel da subordinancia na teoria
espectral

Apresentamos nesse apéndice o conceito de solucao subordinada e a conexao entre sua
existéncia e os diversos tipos espectrais. A definicao de subordinancia, devida a Gilbert
e Pearson (apresentada em [GP] para o problema de Sturm-Liouville continuo e esten-
dida para o andlogo discreto por Khan e Pearson em [KP]) evita a comparac¢do pon-
tual de solugoes da equacao de Schrodinger Lu = Au, especialmente dificil quando estas
sdo oscilatérias, e nos permite relacionar o comportamento de fronteira de mq,(z) para
cada A € R ao comportamento assintético das solugoes linearmente independentes desta
equagao.

Um resultado anterior aos resultados de Gilbert e Pearson e devido a Hartman e
Wintner (Teorema 6.4 do Capitulo XI de [H]) se refere ao comportamento assintético
das solucoes nao-oscilatérias de Lu = \u'; a saber, se Lu = \u é nao-oscilatéria, entao
sempre existe uma solugao u(r, A), dita principal, inica a menos de multiplos escalares e
que satisfaz
TLGE (E.1)

r—o0 v(T, A)

<

para qualquer solugao linearmente independente v(r, A). Note que, pelo Teorema de sepa-
racao de Sturm, basta uma solucao de Lu = Au ser nao-—oscilatéria para que todas as
demais o sejam.

A restricdao do espectro ao intervalo (—oo,p)* pode ser identificada com o conjunto

{\ € (—o0,p) : existe uma solucao L?0,00) de Lu = Au que satisfaz a (B.2)
condigao de contorno} '

TUma solugao u(r, ) é dita oscilatéria em [0, 00) se, para todo R € R, existir um 79 > R tal que
u(r, A)se anula em r = r¢; solugdes que nao satisfazem a propriedade acima sdo ditas ndo—oscilatérias.

tp é o chamado ponto parabdlico, tal que Lu = Au é nfo-oscilatéria para A < p e oscilatéria caso
contrario; vide Segao 3 de [GP] para maiores detalhes.
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(vide [HW] para a demonstracdo), ou com o conjunto

{\ € (=00, p) : existe uma solucao principal de Lu = \u que satisfaz a
condicao de contorno} .

A definicao de uma solucao subordinada estende a idéia de solugao principal de tal
modo que esta tultima tenha sentido onde as solugoes sao oscilatérias e mesmo quando
nao existam solugoes quadrado—integraveis. Vale destacar que os resultados e conceitos

apresentados acima podem ser estendidos para matrizes (operadores) de Jacobi (vide
Capitulo 4 de [T]).

Definicao E.1 Se L for um operador de Jacobi ponto-limite, entao uma solu¢ao nao—
trivial u(z) da relagdo de recorréncia (D.1.2) € dita subordinada se, e somente se,

[l _

T (E3)

para qualquer outra solugdo linearmente independente v(z) de (D.1.2), onde

(1]

la(2) 7 =3 Janl? + (0= [1]) g |

n=0

denota a norma 1>(Z,C) truncada em | € R, [I] a parte inteira de .

Observagao E.2 1. Como o espaco das solugdes da equagao (D.1.2) possui dimensao
2, € simples observar que, para cada z € C fixo, nao é possivel existir mais do que uma
solugdo linearmente independente de (D.1.2) que seja subordinada. Nao obstante, se para
um z € C fizo existirem solugoes u(z) e v(z) que satisfacam (E.3), entao

el

=0
=20 [lw(z)

para toda solugdo w(z) linearmente independente com respeito a u(z).

2. Qualquer solu¢ao de (D.1.2) pertencente a I>(Z,,C) é subordinada, em particular
—uN (2) + Mmoo (2)uP (2).

3. Repare ainda que quando z = X € R e a equacao de Schrodinger € nao—oscilatoria,
a Definicaio E.1 e a relacdo

(o andlogo discreto de (E.1)) identificam o mesmo conjunto de solugoes. Podemos dizer,
portanto, que a existéncia de uma solugao principal é uma condi¢ao suficiente a subor-
dinancia, sendo os conceitos equivalentes quando (D.1.2) € nao-oscilatoria.
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O principal progresso obtido por Gilbert e Pearson no problema de Sturm—Liouville
continuo, e posteriormente por Khan e Pearson no anélogo discreto, foi estabelecer uma
conexao entre a subordinancia e o comportamento de fronteira de mq(z). Comecemos
pelo

Teorema E.3 (Teorema 1 de [KP]) Suponha, para algum A € R, que

mt (\) = lig)l Moo (A + i) (E.4)
exista e seja real. Entdo, para este valor de X, x(A\) = —u™(\) + mE (AMuP(N\) € uma

solugao subordinada da equagio de Schrodinger (D.1.2) (z = ).
Observagao E.4 O Teorema E.3 é equivalente ao Coroldrio 2.(i) de [GP].

Demonstracao. Apresentamos aqui somente as principais idéias envolvidas na demon-
stragdo. Esta se encontra em detalhes na Segao 3 de [KP].
A idéia bésica é mostrar que a solugao —u™ (2) + me(2)uP(2) é préxima a —u™ () +

m¥ (\)uP(\) na norma | - ||; para z = X +ie e € pequeno, onde mL (\) é um ntimero real
finito.
Para tanto, considere a equacao
un(2) = =) (A) + moo(2)ul) (A) + ag 'ul (A) Y ul(Nej — ag'ul) (3) Y ul (N)ej, (E.5)
j=0 §=0

AeR, Sz >0,n e Z,, que pode ser derivada do método da variagao dos parametros
(equagao 1.51 de [T]) e fornece a solucao u(z) da equagao de recorréncia inomogénea

Ap—1Up—1 + (bn - /\)un + Aplnt1 = Cp

n € N, sujeita as condigbes iniciais u_; = —1, ug = Moo (2).

Tomando ¢,, = (z — A\)u,, vemos que qualquer solu¢ao u(z) da equacao (E.5) deve ser
uma solugao da equagao de Schrodinger (D.1.2). Com z = A + i, podemos reescrever
(E.5) na forma

u(z) = =™ (N) + moc ()P () + Mu(z)

onde o operador linear M é definido pela expressao

n

(Mu(2))n = ag 'up (V) ZUJD(/\)UJ' —ag (V) Y uf (Vg ;

J=0

M atua no espago [((0, [{])) das seqiiéncias de tamanho [I]+ 1, com norma || - ||;. Definimos
em [1((0,[l])) uma seqiiéncia iterativa, {u(™(2)}22,, de solucdes aproximadas de (E.5)
através das relacoes

u(o)(z) =0, u(”l)(z) = —uMN (2) + Mmoo (2)uP (2) + Mu(i)(z) ,
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cuja convergencia depende de estimativas sobre a norma da matriz M. Tais estimativas
estao diretamente relacionadas ao comportamento de £ como func¢ao de [ (no caso, ao
limite £(1) — 0 quando | — oo; para uma discussao mais detalhada vide Lema 3 de [KP]
e a Secao H). E possivel mostrar que quando o limite (E.4) existe e é real, segue que

L= ) + e () )]

=0
=00 [[uP ()i

e que portanto —u™ (\) + muo(2)u”(\) é uma solugio subordinada de (D.1.2), o que con-
clui a demonstragao do Teorema. O

Corolario E.5 (Corolario do Teorema 1 de [KP]) Suponha, para algum \ € R, que

11&)1 Moo (A +ig)| = 00 . (E.6)

Entdo, para esse valor de X\, uP(z) é uma solugdo subordinada da equagdo de Schrédinger
(D.1.2).

Observacao E.6 O Coroldrio E.5 € equivalente ao Coroldrio 2.(ii) de [GP].

Demonstracao. A demonstracao segue o mesmo argumento da demonstracao do Teo-
rema .3, com pequenas modificagoes, de modo que a omitimos. Os detalhes podem ser
encontrados na Secao 3 de [KP].

O

Enquanto o Teorema E.3 e o Corolaro E.5 fornecem condicgoes suficientes para que
exista subordinancia, as condicoes necessarias sao apresentadas no

Teorema E.7 (Teorema 2 de [KP]) Suponha que, para algum X\ € R, exista uma
solugao subordinada da equagdo de Schridinger (D.1.2). Esta solug¢ao ou € um maultiplo
constante de —u™ (\) +muP(N), para algum m € R, ou um mailtiplo constante de uP(\).
Podemos definir uma seqiiéncia positiva decrescente {€;} convergente a zero, de modo que
ou

(1) limj e Moo(X +ig;) = m, se —u™(A) + muP(N\) € subordinada,
ou
(i1) lim;_ o moo(X + ig;) = 00, se u(N\) € subordinada.

Observacao E.8 1. Novamente apresentamos apenas as principais idéias envolvidas
na demonstragao. Os detalhes se encontram na Se¢ao 3 de [KP]. O Teorema E.7 é
equivalente ao Coroldrio 3 de [GP].
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2. Repare que a funcao m em —u™(\) + muP(\) deve ser real, pois caso contrdrio,
m e m dariam origem a duas solucoes subordinadas lineramente dependentes; isso
mostra que uma solucao subordinada €, em um ponto real, sempre wm maultiplo real
de uma solugao real (jd que uP(X\), a outra possivel solucdo subordinada, também é
real).

Demonstragio. (i) Seja —u™ (\) +muP(\) uma solugdo subordinada de (D.1.2). Usa-
mos novamente a estratégia empregada na demonstracao do Teorema E.3, onde utilizamos
a equacao

un(2) = —uy (A) +moo(2)u) (A + ag’ (—uy (V) +mag) (V) ZUf(A)Cj

n

~atuP () Z (—ul () +muP(N) ¢

que com ¢, = (z — \)u, é satisfeita por
u(z) = —uN (2) + Mmoo (2)u”(2) .

Escolhendo € = £(I) de acordo com a equacgao (20) de [KP], podemos deduzir, a partir
da hipétese de subordinancia de —u™ (\) + mu®?(\),

[meo(2) =m| _

=0,

llgglo 14+ Smeo(2)
com z = A + ig(l). Desse modo, lim;_, Mmoo (A 4 ie(l)) = m, e assim a afirmagao (i) do
teorema segue escolhendo {¢;} como uma seqiiéncia decrescente de {e(()}.
A demonstragao de (ii) é semelhante a de (i), e usa as mesmas equagoes para u(z),
com excecao de algumas modificagoes necessarias em funcoes auxiliares. Novamente, a
subordinancia da solucdo u”(\) nos conduz a

L me(e)
o 1+ (—1/moo(z))

=0,
o que implica em lim;_, ., [Meo (A + i€(l))| = 0o. Isso demonstra o caso (ii) do teorema. O

O Teorema E.3, o Corolario E.5 e o Teorema E.7 formam um conjunto completo
de condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma solucao subordinada da
equagao (D.1.2) para z = A € R, em termos do comportamento de fronteira da fungao
Meo(z) & medida que z se aproxima de A na diregao normal ao eixo real em A\. Combinando
esses resultados, obtemos o

Teorema E.9 Uma solu¢ao subordinada da equagio de Schrédinger (D.1.2) no ponto
A € R eziste se, e somente se, no limite € | 0, ou ms(2) converge a um limite real finito,
onde no caso —u¥(\) + mI (NuP(N\) € subordinada, ou |my(z)] — oo, cuja solugdo
subordinada é uP(\).
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Observacao E.10 O Teorema E.9 € equivalente ao Teorema 1 de [GP].

Somos finalmente capazes de estabelecer uma conexao entre as propriedades espectrais
da matriz de Jacobi L, definida a partir da equacao (D.1.1), e a existéncia de solucoes
subordinadas da equagdo de Schrodinger (D.1.2) (z = A € R). Notando que u”()\) é uma
solugao de (D.1.2) que satisfaz a condi¢ao de contorno (D.1.9) em n = —1, temos o

Teorema E.11 (Teorema 3 de [GP]) Seja L o operador de Jacobi definido em
I(Z,,C) e representado por (D.1.1), e seja u = dp a medida espectral de T, como na
equagdo (D.3.1). Os suportes minimos X", Y00, ¥, Y0 e X200 de i, das partes absoluta-

mente continua [iae, singular ps, singular—continua s, e puramente pontual iy, de p com
respeito a k sao dados, respectivamente, por

(i) X" = R\ X, ¥ = {A € R: eziste uma solugio subordinada da equagdo de
Schrédinger (D.1.2), porém esta nao satisfaz a condi¢ao de contorno (D.1.9)},

(i) X = {X € R: nao existe uma solugio subordinada da equagao de Schrodinger

(D.1.2)},

(iii) XY = {\ € R: eziste uma solugdo subordinada da equagio de Schridinger (D.1.2)
que satisfaz a condi¢ao de contorno (D.1.9)},

(iv) X2 = {X € R: existe uma solugdo subordinada da equagdo de Schridinger (D.1.2)
que satisfaz a condig¢do de contorno (D.1.9), mas esta ndo pertence a 1*(Z,,C)},

(v) X7, = {X € R : existe uma solugdo subordinada da equagdio de Schridinger (D.1.2)

que satisfaz a condigao de contorno (D.1.9) e que pertence a 1*(Z,C)}.

Observacao E.12 1. O Teorema E.11 combina tanto elementos do Teorema 3 de [KP]
quanto elementos do Teorema 3 de [GP].

2. (1) é equivalente a p(3g) = k (X0) = 0, pela defini¢io de suporte minimo.

Demonstracao. Precisamos apenas mostrar (ii) e (iii), e uma vez que (v) é conhecido,
(iii) e (v) implicam (iv) (o espectro singular—continuo é o complemento do espectro
puramente pontual com respeito a parte singular do espectro) e (ii) e (iii) implicam (i).

(ii) Este segue imediatamente do Coroldrio D.4.4 (restrito ao caso particular a = 0) e
do Teorema E.9, que diz que existe uma solu¢ao subordinada se, e somente se, Im (\) =
0 ou SmiE (\) = 0.

(iii) E suficiente demonstrarmos que £ ~ %”. onde ~ é a relacio de equivaléncia
definida por (D.3.6) com n = . Como o conjunto

S = {)\ eR: liﬂ)l|moo()\+i€)| = oo,liﬂ]lgmoo()\ + ig) # oo}
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tem medida de Lebesgue nula (pelo Lema D.3.3) e u(S) = 0, temos da Proposi¢ao D.3.9
que

i _— )\ eR: lim ’moo()\ + 25)‘ =00 ~ Y 7 (E7)
s el0 ®

e que portanto X ~ ¥/ é equivalente a 3" ~ X!
Segue do {tem (ii) do Teorema E.7 e da relacao (E.7) a inclusao X2 C ¥”. Nao

obstante, a solugao u”()\) é uma solugio subordinada da equacao (D.1.2) para qualquer
A E Z///

s )

o que implica, pelo Teorema E.9, que A € ¥/, Portanto, ¥/ = X" e assim

s 7

concluimos a demonstragao do teorema. O

Observacao E.13 1. Vemos que quando L é ponto—limite, podemos entender as solu-
coes subordinadas como uma extensao das solugéoes 1*(Z,C). De fato, a relagdo
entre as solugoes subordinadas e os suportes minimos da parte singular da medida
espectral é idéntica a relagao entre as solugoes I*(Z,C) e os suportes minimos da
parte puramente pontual da medida espectral, como evidenciado pelo Teorema E.11.

2. Grosseiramente, a inexisténcia de solugoes subordinadas indica que qualquer par de
solugoes linearmente independentes da equacao de Schrodinger (D.1.2) apresentam
comportamentos assintdticos similares (por exemplo, duas solugdes oscilatdrias que
diferem apenas por uma fase), independente da condi¢ao de contorno em n = —1.

3. Ja a existéncia de solugoes subordinadas indica a presenca de uma “hierarquia” entre
as solugoes linearmente independentes de (D.1.2) (solugdes com distintas tazas de
crescimento), conceito explorado por Jitomirskaya e Last em [JL]; discutimos os
principais resultados deste trabalho no Apéndice H.






Apeéendice F

Ferramentas utilizadas na
determinacao da natureza espectral

Apresentamos nesse apéndice as definicoes de matriz de transferéncia e das varidveis de
Priifer, bem como discutimos a importancia destas grandezas na determinacao da natureza
espectral por meio dos critérios de Last e Simon presentes em [LS1].

F.1 Definicao da matriz de transferéncia

Definimos por

Z = bn Ap—1
T(n,n—1;2) = On tn : (F.1.1)
1 0

com z € Cen € Z,, a matriz de transferéncia associada a uma solugao no espago de
Hilbert H = (?(Z,,C) da equacao de Schrodinger (D.1.2); em outras palavras, definimos
T(n,n — 1; z) através da relacao

(M) =Tt (). F13

{un(2)}22, a solugao de (D.1.2) a qual nos referimos.

Compreendemos o significado da nomenclatura “matriz de transferéncia” quando ob-
servamos (F.1.2): conhecidas as solugoes nos pontos n — 1 e n e a matriz T'(n,n — 1; 2),
somos capazes de obter a solu¢ao no ponto n + 1 para todo n € N.

Observacao F.1.1 A definicio de matriz de transferéncia no contexto de equacgoes de
Schrddinger continuas se encontra em [LS1] e nas referéncias bibliogrdficas ld presentes.
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Outra grandeza bastante 1til é o produto das n+1 primeiras matrizes de transferéncia,
denotado por

T(nyz)=Tm,n—12)T(n—-1,n—2;2)---T(0,—1;2) ; (F.1.3)

a saber, dado um par arbitrério de condigoes iniciais (como (D.1.5) e (D.1.6), por exem-
plo), construimos qualquer solucao da equagao de Schrodinger (D.1.2) a partir da aplicagao
de T'(n; z), n € Z, sobre estas condigoes:

( o ) = Tlni2) ( - ) - (F.14)

Observacao F.1.2 A matriz T(n;z) também serd chamada de matriz de transferéncia
nesse trabalho.

F.2 Critérios de Last e Simon

O comportamento da matriz de transferéncia é um reflexo do comportamento dos auto-
vetores de (D.1.2). De fato, se adotarmos, por exemplo, (D.1.6) como condigoes iniciais
ortogonais, podemos reescrever, gragas a (F.1.4), a matriz de transferéncia T'(n; z) como

u?{fu Upiq
T(n;z) = ) (F.2.1)
uﬁ* uy

onde a* =a+7/2e

cosa  sino
T(0;2) =
—sina  cos«

Dessa forma, ~ Zﬁzo |T(n;2)| e Zg:ol [|ug”

+ |u§|} sao grandezas comparaveis.
Last e Simon, no seminal trabalho [LS1], exploraram esta conexao, e a partir dos resul-
tados de subordinancia apresentados na Secao E, desenvolveram critérios de classificagao
espectral considerando o comportamento assintotico da norma da matriz de transferéncia
T(n;A)y, A € Oess(L) (0ess(L) é 0 espectro essencial da matriz de Jacobi L definida por
(D.1.1)).

Essas sao técnicas deveras poderosas e 1teis ao nosso trabalho, ja que temos um
controle muito maior do comportamento da matriz de transferéncia do que da fungao m
de Weyl-Titchmarsh, em geral bastante dificil de se estimar.

Antes de apresentarmos os critérios referidos acima, mostremos algumas estimativas
baseadas na teoria de subordinancia descrita no Apéndice E.

Observacao F.2.1 Os resultados que sequem sdo todos baseados ou extraidos de [LS1],
com apenas algumas modificacoes.
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Fixemos \. Para cada o € [0,7), seja ®, o vetor bidimensional associado a solugao
de (D.1.2) que satisfaz o par de condigoes iniciais (sin a, cos a), isto é,

B (n) = ( ugzl > — T, \) < e ) ; (F.2.2)

seja U, = @, (n) (vide (D.1.6) e a discussao procedente), de tal forma que

U, (n) = < ug; ) —T(n,)) ( o ) | (F.2.3)

Como sabemos, o Wronskiano de u®” (\) e u®(\) é constante; a saber, W[u®", u®](—1) =
sin? a + cos’a = (®, BU) = 1, com

B:<_01(1)).

Segue, portanto, da desigualdade de Cauchy—Schwarz que
[Pa(n)l[[Waln)]] = 1. (F.2.4)

Claramente, |V, (n)|| < ||T(n; A)|| gracas a defini¢ao (F.2.3), de modo que

~ Z [0, ()| < — Z IT(n; N2 . (F.2.5)

De (F.2.4)

(ZH@ )HWa(n ) (ZH‘P ||2>< ZH‘I’ ||2)

(novamente pela desigualdade de Cauchy—Schwarz), que conjuntamente a (F.2.5) nos leva
a0

Lema F.2.2 (Lema 3.1 de [LS1])

%g—oll‘lf( ”z _( ZHT ||2> , (F.2.6)

n=0 ||<I> (

Tendo em maos o Lema F.2.2, somos capazes de obter o

Teorema F.2.3 (Teorema 3.2 de [LS1]) Se a equagdo de Schriodinger (D.1.2) possui
uma solucdao subordinada em z = X € R, entao

N
1 )
]&%NZHT(M)H = 00. (F.2.7)

n=0
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Demonstracao. O teorema segue quase diretamente do Lema F.2.2 e da definicao de
solugdo subordinada. Para tanto, devemos reescrever a desigualdade (F.2.6) em termos
das solucoes linearmente independentes u®()\) (que suporemos subordinada) e u® (\).
Temos das defini¢oes de @, (n) e de ¥, (n) (equagoes (F.2.2) e (F.2.3), respectivamente)

N+1

> |
n=0

? < Z o (n)]? (F.2.8)

N+1

Zlu“l >

de tal modo que

Z(!u“| + Jual?) > 22H<1> ),

n=0

N| —

* 2

N+1
S i " _ T el
: |
SRS X IE

Obtemos, da definicdo de solugdo subordinada (E.3) e das desigualdades (F.2.6),
(F.2.9),

(F.2.9)

2

2 N+1| o
. 2 Zn 0 [Yn —
Nhg;o< E 1T (n II) >hﬂgow—oo,

de onde segue (F.2.7), como querfamos mostrar. O

O Teorema F.2.3 nos mostra que a existéncia de uma solucao subordinada da equacao
(D.1.2), para um z = XA € R fixo, necessariamente acarreta no crescimento da norma
da matriz de transferéncia associada. Isso porque a norma da matriz de transferéncia
herda o crescimento do maior autovetor da equacgao de Schrodinger, que na presenca de
uma solugao subordinada (decrescente) deve crescer (gragas a constancia do Wronskiano).
Esta questao é discutida em detalhes no Apéndice H.

Definamos o conjunto

N
.1 5
Q1 := {)\ eR: z&lféoﬁ 5_0 T (n; N)||* = oo} ; (F.2.10)

entdo, de acordo com o Teorema F.2.3, segue que ¥y U X! C @y, com X, X definidos
como no Teorema E.11. Caso admitamos que a solucao subordinada satisfaz a condigao
de contorno em n = —1 (isto é, u”()\) é a solugao subordinada para L satisfazendo
a condigao de contorno de Dirichlet (D.1.9)), entao o Teorema F.2.3 nos fornece uma
condi¢ao necessaria a existéncia de espectro singular.

Temos no sentido complementar ao Teorema F.2.3 o seguinte
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Teorema F.2.4 (Teorema 1.1 de [LS1]) Seja L a matriz de Jacobi (D.1.1) associada
ao operador auto—adjunto T, definido no espaco de Hilbert H = 1*(Z,,C) e que satisfaz
a condigdo de contorno (D.1.9). Seja

N
| 2
Qo = {)\ : thrig)fN EO T (n; N|I* < oo} . (F.2.11)

Entao Qg € um suporte minimo da parte absolutamente continua da medida espectral pi e
Qo possui medida nula com respeito a parte singular da medida espectral.

Demonstragao. O Teorema F.2.3 nos diz que ¥y U X" C @ C R\ Qp, de modo
que Qo C R\ (ZoUXY). Como R\ (EoUX!) = ¥ ¢ o suporte minimo da parte
absolutamente continua, p,., da medida espectral p (resultado decorrente do Teorema
E.11), a inclusdo Qg C X2/ implica em f,c(A) > 0 caso A C Qo e kK(A) > 0. Resta-nos

ac

1/

demonstrar a inclusao X!’ C Q). Para tanto, necessitamos da

Proposicao F.2.5 (Proposigao 3.3 de [LS1]) \ € Qy para quase todo A com respeito
a medida espectral i, (isto €, a menos de um conjunto de p,.—medida nula).

Demonstragao. Defina a medida p(A) = min (,uD Y ), onde p? e pV representam as me-
didas espectrais dos operadores que satisfazem, respectivamente, as condigoes de contorno
(D19)euy=1e

min (g1, p2) () = inf — {u1(A) + p2(B)}

= 11
A,B:SCAUB

Sendo as partes singulares de u” e /v disjuntas, e as partes absolutamente continuas
equivalentes, pelo Lema D.4.3, segue que p é equivalente a pl.
Necessitamos de alguns outros ingredientes para concluir a demonstracao. Como

1
11?01 ~SG(n,n; A +ig) = [N PdiP (N)
0 T

pelo Teorema 2.3 de [LS1], segue que |x,(A\)[*duP ()\) é a medida espectral de L com vetor
(ciclico) e,. Logo, obtemos do Teorema espectral (B.2.6),

/!Xn(A)IQduD(A) = (en,en) =1 (F.2.12)

(Teorema 2.1D de [LS1]). Temos, a partir de (F.2.1) (com a = 0), (F.2.12), e das conside-
ragoes anteriores, a desigualdade

/ a2 (T (s | < 4.

valida para todo n € Z.,, o que nos permite concluir

[ dnean <c. (F2.13)
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onde Gy(\) = LN T \)|? e € < 4.

N
Obtemos, da desigualdade (F.2.13) e do Lema de Fatou (Lema 1.28 de [Ru])

1mm/wﬂmmmg/w¢M%mmwm<m,

N—oo —

e portanto, liminfy_,.. Gy(A) < oo quase certamente com respeito a medida dpiae(N).
Isso encerra a demonstragao da proposicao. 0

"

Obtemos da Proposicao F.2.5 a inclusao .. C @)y, o que encerra a demonstracao do

teorema. O

O Teorema F.2.4 estabelece um critério, ou seja, uma condicao necessaria e suficiente
(liminfy_0 Gn(A) < 00) & existéncia de espectro absolutamente continuo. Repare que
esta condi¢ao impoe uma limitagao ao crescimento dos autovetores de (D.1.2); temos, por
exemplo, das relagoes (F.2.5) e (F.2.8) que

N+1 N
.. a* |2 .. 2 ..
hNHLL%f 5_0 lue™|” < thri}oréf 5_0 |Wa(n)]]” < han}OIif Gn(N) < 00, (F.2.14)

o que demonstra nossa afirmacdo (um resultado andlogo pode ser demonstrado para a
solugdo ortogonal u®(\)). Esse resultado vai de encontro com a afirmacdo de que a
inexisténcia de solugoes subordinadas (condi¢ao que define o suporte minimo da parte ab-
solutamente continua do espectro, pelo Teorema E.11) resulta no mesmo comportamento
assintético entre os autovetores (vide a Observagao E.13).

Temos como resultado direto do Teorema F.2.4 o seguinte

Teorema F.2.6 Suponha que a matriz de transferéncia T (n; \) associada d equagdo de
Schrédinger (D.1.2) satisfa¢a a relagdo limpy o0 %ZnNzo |T(n; N)]|72 = oo para algum

A € R. Entao, existe uma solug¢ao subordinada u(X\) da equagao Lu = Au.

Observacao F.2.7 O Teorema F.2.6 fornece uma condi¢ao suficiente a existéncia de
uma solugdo subordinada da equagdo de Schrodinger (D.1.2), sendo assim um comple-
mento ao Teorema F.2.3, que como vimos, estabelece uma condigcao necessdaria a existéncia
de tal solucao.

N

1
Demonstracao. Suponha que exista um A € R tal que a relacao lim — E 1T (n; M)
N—oo N

n=0
= 00 seja satisfeita. Como

N N
. 1 . 2 S 3 1 . 2 _
Jim G LI o0 = lint 55 3T AP = o,

pela definicdo de limite (vide p.14 de [Rul), segue que X € (Qo)“, Qo como em (F.2.11).
Conclufmos, do Teorema F.2.4, que A € (Q0)° = (/)¢ = S, U X", e que portanto ex-

s )

iste uma solugao subordinada da equagao Lu = Au, pela definigdo dos suportes ¥ e ¥, [
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Observacao F.2.8 Como Q1 O o U XY, pelo Teorema F.2.3 e Q1 C ¥ U X", pelo
Teorema F.2.6, temos que Q1 = LoUX” | e portanto Q1 = {\ € R : existe uma solug¢do su-

S

bordinada da equagdao de Schrédinger (D.1.2)} (lembre-se que Q1 € definido por (F.2.10)).

Diferentemente do que ocorre com o espectro absolutamente continuo, nao somos
capazes de obter suportes minimos para as partes singular—continua e puramente pontual
do espectro. Existem, no entanto, alguns resultados que nos permitem delinear tais
conjuntos. O primeiro deles se deve a Simon e Stolz [SS], e afirma que

Teorema F.2.9 (Teorema 2.1 de [SS]) Suponha que a matriz de transferéncia T'(n; \)
associada a equagao de Schrodinger (D.1.2) satisfaca

Y AT 072 =00, (F.2.15)

para algum X\ € R. Entdo, a equagdo Lu = \u nao apresenta uma solugao 1*(Z.,C).

Observacao F.2.10 O Teorema F.2.9 €, na realidade, a versao para matrizes de Jacobi
do Teorema 2.1 de [SS]

Demonstracao. Sendo T'(n; A) uma matriz unimodular de dimensao 2 (ja que obtemos
de (F.2.1) a identidade det T'(n; A\) = Wu*,u*](n) = Wu*,u*](—1) = 1 para todo
n € Z, ), sabemos que

17 (s ) 7HI = 1T (s M| - (F.2.16)

Se u(A) é uma solucdo qualquer da equagdo de Schrodinger (D.1.2), temos de (F.1.4)

( U ) _ T(n, Z)—l ( Unp+1 ) :
U—_1 Up,
o que, conjuntamente & identidade (F.2.16), nos leva a desigualdade

a2 a2 2 (Jao 2+ s ) 17 (s M) (F2.17)

Obtemos de (F.2.17) e da hipdtese (F.2.15) o resultado

e 00
23 funl® > (luol® + fu_a ) ST (s 272 = 00,
n=0

n=0

que nos permite concluir que a equacao de Schrédinger Lu = Au nao possui solugoes
I1(Z,,C), j& que u()\) é uma solucao arbitrdria desta mesma equagao. O

Definamos o cojunto

Qs = {)\ eR: i | T(n; \)|| 72 = oo} . (F.2.18)

n=0
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A conclusao mais imediata que tiramos do Teorema F.2.9 é que se nos restringirmos
ao espectro essencial de pu, obtemos Qo C (Zg;)c, a menos de um conjunto de medida
espectral p nula (em principio, o conjunto ¥y poderia conter alguma solugao subordinada,
que nao satisfaz a condigao de contorno, pertencente a I*(Z,,C)). Se supusermos, além
disso, a existéncia de uma solugao subordinada da equagao (D.1.2), excluimos o espectro
absolutamente continuo, de modo que Q3 C X”. Logo, a relagao (F.2.15), juntamente
com a hipdtese da existéncia de uma solugao subordinada, representa uma condi¢do sufi-
ciente a existéncia de espectro singular—continuo. Infelizmente, esta nao é uma condicao

|72 < oo sem que exista uma solugao

necessaria, ja que pode ocorrer que y_ > || T(n; )
I*(Zy,C).

Por exemplo (vide p. 359 de [LS1]), se adotarmos a,, = 1 e b, = 0, obtemos u,, =
¢1 + can (1 e co constantes ajustaveis pela condigao de contorno) como solugao geral da
equagao de Schrodinger (D.1.2). Em particular, u? = 1 +n e u)) = —n (solugdes que
satisfazem, respectivamente, as condigoes de contorno u?; = 0 e u”; = 1), nenhuma das

quais sao [*(Z,,C). No entanto, a matriz de transferéncia

n+1 -—n
T(n; )

n 1—n

tem como norma ||7'(n; )| = v2n+0(1), e portanto > o0 |T(n; M)|| 72 = Y00, O(n™2) <
00.

Apesar da condigao Y 7 ||T(n; A)||7? < oo nao ser suficiente para a existéncia de
uma solugao [*(Z,,C), esta condigao tem uma conseqiiéncia importante. Necessitamos
da seguinte

Defini¢ao F.2.11 Uma solug¢io u(z) da equagdo de Schridinger (D.1.2) é dita forte-
mente subordinada se para qualquer outra solugdo linearmente independente v(z) for vdlido
o limite

2 2
TS (F.2.19)
n—oo v + 71721-5-1

E simples ver que qualquer solucao fortemente subordinada é também uma solucao su-
bordinada. De fato, definindo S, = 327! (w? +w?,,), observamos da definicao (F.2.19)

n=0
que uZ +ud, = o (1)721 + U?LH), de onde concluimos que S, = 0 (S,). Segue de uma de-

sigualdade analoga a (F.2.9) (para fungoes reais) que
VIR

lim—§2hmé:2lim =0,
N—o0 HU()\>HN N—00 Oy, N—oo Sv

o que demonstra nossa afirmagao.

Outro resultado importante é o seguinte
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Teorema F.2.12 (Teorema 8.1 de [LS1]) Sejam Ay, Ay,... matrizes reais unimodu-
lares 2 X 2 e seja T'(n) = ApA,_1 -+ Ag. Suponha que
1Ane]* _
. (F.2.20)
Z O]

Entao, existe um vetor unitdrio u € R? tal que para qualquer outro vetor unitdrio v
linearmente independente seque que

[T (n)ull
17 (r)vll

Observacao F.2.13 O Teorema F.2.12 € essencialmente uma abstracao do teorema ergo-
dico multiplicativo de Ruelle (vide [R]).

—0. (F.2.21)

Demonstragao. Designemos por t,, := ||T'(n)|| e por a, := [|A,|| as normas espectrais
de T'(n) e A,, respectivamente. Uma vez que T'(n) é uma matriz real unimodular 2 x 2,
esta possui tfl et, 2 como autovalores, aos quais se associam os autovetores ortonormais

C.Ose ) e definimos 6,, por
sin 6

v.i e v, (isto é, (v;i, v, ) =0). Fazemos vy = <
Vg, =V, . (F.2.22)

Obviamente, v; = vy, /2, € assim temos do Teorema espectral (Teorema B.2.6)

IT(m)vel® = (vo, T*()T(n)ve)
£ | (o, V)| o+ 4 | (vo, vi)|
= t2sin? (0 —0,) +t,%cos* (6 —0,) . (F.2.23)

De (F.2.23), para n + 1,
£y sin? (0 — Ousr) < T (0 + D3 | < a2 T vy |2 = at?
Uma vez que A1 é unimodular, ¢, = ||T(n + 1) A, 11| < ta41@n41, de tal modo que
t2sin® (0, — On1) < ap 1t
Como sin®(z) > (%)?, vemos que

2
< T i

2 2

‘Hn - 9n+1‘ iy

Conclufmos do resultado acima e da condigao (F.2.20) que a seqiiéncia (6,,),,-, possui
um limite 0, = lim,,_,, 0,,. Desse modo, a equagao (F.2.23) e a estimativa telescpica

00 00 2
m ar,
100 = Osc| <> [0 — Ot | < 3 tz“ (F.2.24)

m=n
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levam a
T (n)vy,, H2 < ti (0, — 900)2 + t(n)*2 ) (F.2.25)

Por outro lado, como 6,, — 0., — 0, também segue de (F.2.23) que
1

IT(n)Vaao. | > Sin - (F.2.26)
Obtemos de (F.2.25) e (F.2.26)
T 2

ITr)vo " (0, — 02+ 264 =0, (F.2.27)

2 i
T ()Vas 0. |
ja que a,1 # 0 (A,, n € Z, é unimodular, por hipdtese) e a desigualdade (F.2.20) im-
plicam que ¢, — oo. A relacao (F.2.21) segue destas consideragoes. O
Também de grande importancia é o

Teorema F.2.14 (Teorema 8.2 de [LS1]) Sob as hipdteses do Teorema F.2.12, supo-
nha que também seja satisfeita a desigualdade

ZHT )| (Z ”ﬁ;”iﬂ) < o0 (F.2.28)

Entao, existe um vetor unitdrio us, com

Z 17 (n)uss||* < o0 .
n=0

Demonstra¢ao. Temos das desigualdades (F.2.24) e (F.2.25) a validade de

S el <3 700 |!2<Z “‘hf*lp”g) + 3Tl <

sob a hipétese (F.2.28) e caso Y - t(n)"? < co. Esta tltima desigualdade é, no entanto,
decorrente mais uma vez de (F.2.20) e do fato de A, ser unimodular para todo n. [

Podemos finalmente reunir os resultados anteriores no importante

Teorema F.2.15 (Teorema 1.7 de [LS1]) Seja L a matriz de Jacobi (D.1.1) com en-
tradas limitadas (ou seja, |ay|, |b,| < 00) € seja T'(n; X) a matriz de transferéncia (F.1.3)
associada a um par de solugoes linearmente independentes da equacdo de Schrodinger

(D.1.2). Se Y7 IIT(n; M) 72 < oo, entdo existe uma solugdo fortemente subordinada
(vide Defini¢ao F.2.19), us, de (D.1.2) que obedece a estimativa

(m; A

17 (s Auce [I* < 1T (ns M2 + 1T (5 V) (Z ﬁ) : (F.2.29)
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Em particular, se

PR AACR] (ZHT(m;A)H_Q) < oo, (F.2.30)

n=0 m=n
entao Lu = \u possui uma solugio I*(Zy,C).

Demonstracao. O Teorema F.2.15 é um caso particular dos Teoremas F.2.12 e F.2.14.
Devemos, no entanto, efetuar algumas adaptacoes necessarias. Devemos, por exemplo,
realizar as identificagoes T'(n) = T'(n; \) e A, = T(n,n — 1; \).

Em particular, segue da defini¢ao (F.1.2) da matriz de transferéncia T'(n,n — 1;\) a
desigualdade

az |+ (A —=0b,)?

2
an

IT(n,n = LN[? < IT(nn = LA)|E <1+ <C<oo,

onde || - ||g representa a norma matricial euclideana, e C' uma constante, dado que
|an|, |bn] < 00 € a, > 0. A saber, obtemos da hipétese > >~ || T(n; N)|| 72 < oo a de-
sigualdade

T(n,n—1;\)|? = ~
Z I7¢ HT — H2)|l <O TN 7* < o0 (F.2.31)
n=0

Logo, a hipdtese do Teorema F.2.12 é satisfeita, e assim existem solugoes ortogonais
da equacao (D.1.2) que obedecem a relagao (F.2.21). Provemos que a validade desta
condicao implica na existéncia de uma solugao fortemente subordinada.

Seja o vetor Us, = (Uk);~q, com uy = (T'(k; N)ug,, ),, asolugao da equacao de Schrodinger
(D.1.2) que satisfaz, em pr_incipio, uma condi¢ao de contorno arbitraria. Pela defini¢ao
(F.1.2) da matriz de transferéncia, uj é uma solugao fortemente subordinada, ja que para
vk = (T(k; \) Vo tn/2),, temos de (F.2.27)

Mais ainda, as desigualdades (F.2.24) , (F.2.25) e a primeira desigualdade de (F.2.31)
nos conduzem diretamente a estimativa (F.2.29), concluindo a primeira parte da demons-
tracao.

O fato da solugao u,, pertencer a [*(Z,,C) é conseqiiéncia direta do Teorema F.2.14,
uma vez que a desigualdade (F.2.28) decorre de (F.2.30), dado que A,, = ||T'(n,n—1; \)|| <
C < 00. Concluimos assim, a demonstracao do teorema. 0

Caso definamos o conjunto

00 ) 2
Q= {rer: Y TP (ZHT(m;A)|I‘2> <oo .
n=0 m=n
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segue dos Teoremas E.11 e F.2.15 que Q5 C XoUX (a desigualdade Y 0" [|T'(n; V)| <
oo é automaticamente satisfeita por (F.2.30)). Em particular, excluindo conjuntos de me-
didas espectral e de Lebesgue nulas (o que inclui o suporte %), vemos que (F.2.30) fornece
uma condi¢do suficiente a existéncia de espectro (essencial) puramente pontual, a qual,
como veremos, ¢ fundamental na caracterizacao dos operadores esparsos que estudamos

(na realidade, usamos uma adaptagao do resultado para este caso particular).

Observacao F.2.16 O Teorema FE.11 nos garante que a solugcao fortemente subordi-
nada da equag¢ao de Schridinger (D.1.2), resultante da desigualdade (F.2.30), satisfaz a
condi¢ao de contorno (D.1.9) a menos de um conjunto de medidas de Lebesque e espectral
nulas.

Podemos agrupar os resultados obtidos até entao no seguinte

Teorema F.2.17 Sejam X/

ac’

" n n IO .
N, Mg e X, 08 suportes minimos, respectivamente, das
partes absolutamente continua s, singular s, singular—continua jis. e puramente pontual
Lpp de p1 com respeito a k, como definidas no Teorema E.11. Entao

(i) o = {)\ liminf e £ S (1T (0s V)12 < oo},
(i) =2 0% = {X € R limy g & S0 17 (1) 2 = o0},
(i) 225 (A€ R: Y2 [ T(ns V)72 = o0} N5,

(iv) S > {3 € R oo (I MIP (5, IT(ms 0) 27} < o} N5

em que Xo := {\ € R : existe uma solug¢ao subordinada da equagdo de Schridinger (D.1.2),
porém esta nao satisfaz a condi¢ao de contorno (D.1.9)} e T'(n; ) representa a matriz de
transferéncia também associada a (D.1.2).

F.3 Variaveis de Prufer

Ja que o Teorema F.2.17 relaciona o comportamento assintético da norma da matriz
de transferéncia aos tipos espectrais, devemos possuir uma ferramenta que nos permita
estimar esse comportamento. Esse ¢ justamente o papel desempenhado pelas varidaveis
de Priifer no problema que estudamos. Mais especificamente, consideramos o modelo
unidimensional definido por (1.4).

Na realidade, trabalhamos com as chamadas variaveis de Priifer modificadas ou varia-
veis EFGP, denominadas assim por Kiselev, Last e Simon em [KLS] em homenagem a
Eggarter, Pastur, Gredeskul e Figotin, que em uma série de trabalhos (vide Segao 1 de
[KLS] para as referéncias) estenderam as transformagoes de Priifer do campo de equagoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem ao problema discreto.
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As transformacoes originalmente propostas por Priifer se destinavam a solucionar o
problema de Sturm—Liouville continuo, convertendo uma equacao de segunda ordem em
duas equagoes de primeira ordem, uma delas dependente apenas de uma variavel angular
(o “angulo de Priifer”); conhecido o angulo, basta resolver a equagao que envolve o “raio
de Priifer” por quadratura. A idéia por tras das variaveis EFGP nao é diferente. A saber,
definimos a transformacio EFGPT como

Ry, cos 0y, U sin(p)ug—_1
= =U = F.3.1
Vi < Ry sin 0, ) ( Up—1 ug, — cos(plug_1 )’ ( )
onde {ug }r>0 ¢ uma solugao arbitraria da equagao de Schrodinger

PnlUn+1 +pn71un71 - )\un =0 5 <F32>

com A = 2cosp € [—2,2], ¢ € [0, 7) uma parametriza¢ao do espectro da matriz de Jacobi
Jp (definida pela equacao (1.13); vide a Segao 2.4.2 para uma discussao envolvendo o
espectro de Jp), e

- (? sin @ ) . (F.3.3)

—cosp

Up

Desse modo, se definirmos o vetor u, = ( >, podemos reescrever (F.3.1) como

Up—1
Vi = Uuk . (F34)

Definimos R, (#) impondo que 6y = 0, 6 associado a condigao de contorno (D.1.4) por
(F.3.4), isto é

a0 =1 ( 50 ) =0 (S ) = (omamtoaina )+ 39
psina

onde Ry? = 1 — cos psin 2¢.

Observagao F.3.1 Como 00/0a = —sinp, existe, para cada ¢ € (0,7), uma bijecdo
entre o angulo de Prifer inicial 8 e a condi¢ao de contorno a em n = —1, expressa por
(D.1.4).

Necessitamos de alguns resultados antes de prosseguirmos. Seja

Al = UAU| (F.3.6)

"Nossa definicao difere da definicio de Kiselev, Last e Simon, onde as funcdes cosfy e sinéj sao
permutadas. Isso nao ocasiona mudangas significativas no comportamento das varidveis de Priifer de
uma definicao a outra.
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a norma matricial associada a matriz inversivel U (definida por (F.3.3)), com ¢ € [0, 7),
onde

B
18] = sup 1201
veC2 ”UH

¢ a norma matricial espectral induzida pela norma vetorial euclideana em C2. Temos a
seguinte

Proposicao F.3.2 (Marchetti, Wreszinski, Guidi, Angelo) A relagao

CHAl < [[Ally < C|A]

o= | 2Elcosel (F.3.7)
1 —|cos ¢

Demonstragdo. Dado v = (v, v9) € C?, temos da definicao de norma vetorial

¢ valida para

1UV]|? = |v1]? + |va|* — 2R(v173) cos ¢ |
que conjuntamente a
0 < |vy £ vo)? = v > + |va]* — 2R(v170)
nos conduz a
(1= lcosp)[v]* < UVI[* < (1+[cos ]IV (F.3.8)

concluimos, portanto, que a norma vetorial ||v||y := ||[Uv|| é equivalente a norma ||v||.
Como a matriz U define um isomorfismo em C2,

_ o NTAUT | [UAw]  [[Aw]lo
|All = sup = = su )
vecz ||l weez IUw]| weex [[wll
e o resultado segue de (F.3.8). O

A relacao entre a norma da matriz de transferéncia e o raio de Priifer é dada pelo

Teorema F.3.3 (Teorema 2.3 de [KLS]) Seja 6 > 0. Para qualquer par de condigoes
iniciais distintas 01 e 0y que satisfazem 0 < |0* — 0?| < 7/2, existem contantes finitas Cy
e Cy, nao nulas e independentes de X e {py }n>0, tais que

Cimax (R,(0"), Ro(6%) < |T(n — 1;\)|| < Comax (R,(6"), Ra(67)) (F.3.9)

seque para X € (=2 40,2 —6).
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Observacao F.3.4 O Teorema F.53.3 €, na verdade, uma adaptacao do Teorema 2.3 de
[KLS] ao nosso problema .

Demonstragio. E suficiente demonstrarmos o resultado para a norma || - [ definida
por (F.3.6), ja que || - || e || - || s@o equivalentes, como vimos na Proposicao F.3.2. Segue
imediatamente das definigdes do vetor v (equagao (F.3.4)), da matriz de transferéncia
T(n; \) (equagao (F.1.3)) e da norma || - ||, a identidade

IT'(n = 1; A)vo(0)llu = Bn(0)
de onde concluimos, em associacao a (F.3.8), que
IT(n—1;N)|>C7! max IT(n — 1;A)vo(0") ||y = C' max (R,(0"), R,(6%)) ,(F.3.10)
com C definido por (F.3.7), e 0° = 6}, i = 1,2, os angulos de Priifer associados a distintas
condigbes iniciais, como em (F.3.5). Para a segunda desigualdade necessitamos do
Lema F.3.5 (Lema 2.2 de [KLS]) Seja A uma matriz unimodular e defina ug = (cos 6,

sinf). Se |0' — 0% < Z, entdo

(1 -
41 < sin (516" = 2]} mox (1w . [ A

Demonstra¢ao. Sendo A uma matriz unimodular, existe um angulo 6* tal que (vide a
demonstragao do Teorema F.2.12)

1 Awg||* = | A|I* sin® (6 — 6%) + || A[|* cos® (6 — 67)

em analogia a (F.2.23), de tal modo que

JA])? < [sin? (0 — 6%)| " || Aug|* .

Agora, para qualquer par 0%, 62 € (0,7), com |0' — 6% < /2,
|sin (6" — 67)| " < |sin (8" — 6%) /2|

segue para ao menos um ¢ € {1,2}. Isso conclui a demonstragao do lema. UJ

Como a matriz UT (n—1; \)U ! também é unimodular, podemos aplicar o Lema F.3.5
a0 nosso problema e obter

IT(n—1; )] < CT%&X IT(n — 1; \)vo(8) ||l < C max (R.(6Y), R.(67))
onde C = C/|sin (0" — 62) /2| (usamos o membro direito de (F.3.8) na obtencio da

primeira desigualdade acima). Concluimos a demonstracao do teorema ao identificar-
mosClzC’lecng. O
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O Teorema F.3.3 nos permite uma relacao direta entre a norma da matriz de trans-
feréncia T'(n; \) associada a um par de solugoes linearmente independentes da equagao
de Schrodinger (F.3.2) e seus respectivos raios de Priifer. A vantagem de se estudar a
seqiiéncia { Ry, (0y) }x>1 de raios de Priifer! reside no fato de sermos capazes de estabelecer,
para o modelo com esparsidade, seu comportamento assintético com precisao; este fato,
aliado ao Teorema F.2.17, garante uma caracterizagao quase completa do espectro, inclu-
sive de sua parte singular—continua, como veremos. Esse resultado somente é possivel sob
a hipotese de distribuicao uniforme dos angulos de Priifer, idéia explorada por Marchetti
et. al. em [MWGA]. Estas questoes sao discutidas em detalhes no Capitulo 3.

16y é o angulo de Priifer inicial, associado univocamente a uma solucio que satisfaz uma condicio de
contorno, em principio, arbitraria; vide a Observagao F.3.1.



Apéndice G
Medidas e dimensao Hausdorff

O objetivo desse apéndice é apresentar as definicoes de medida e dimensao Hausdorff,
bem como descrever os aspectos mais titeis (nesse trabalho) da teoria da decomposigao de
medidas de Borel finitas com respeito a esses dois objetos. Uma discussao mais completa
se encontra na Secao 4 de [L1].

Comecamos com uma série de definicoes.

Definicao G.1 Uma medida de Borel p, definida em R, é dita o—finita se R = U;’il S;
e 11(S;) < oo para todo j. Dizemos, de forma semelhante, que um subconjunto de Borel
S C R T possui medida i o—finita se S = Uj’;l S; e u(S;) < oo para cada j.

Definicao G.2 Seja S um subconjunto de Borel de R. Uma colecao contdavel de intervalos
{b,}22, € chamada de §—cobertura de S se S C |J,—, b, e |b,| < d para todo v.

Definigao G.3 Seja o € [0,1]. Para qualquer subconjunto S C R, definimos a medida
de Hausdorff a—dimensional de S como

h(S) = lim Qus(S) (G.)
onde
Qas(S) = inf {Z |b,|* 2 |b,] < 6;5 C U bl,} : (G.2)
v=1 v=1

o infimo tomado sobre todas as d—coberturas de S.

Esta medida pode ser vista como uma interpolacao continua entre a medida de con-
tagem quando o = 0 (que associa a cada conjunto S seu nimero de pontos) e a medida
de Lebesgue quando o = 1. Fica claro a partir das relagoes (G.2) e (G.1) que h*(S) é
uma medida exterior em R, e que sua restricao a conjuntos de Borel é uma medida de

Borel (vide [F]).

TOs conjuntos de Borel sdo subconjuntos de R pertencentes a menor o—algebra gerada pelo conjunto
de todos intervalos abertos da reta.
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Observacao G.4 Mais precisamente, para o < 1, h® nao € o—finita. Além do mais,
h® nao € regular no sentido usual de ser externamente regular por conjuntos abertos e
internamente reqular por compactos. h® é, no entanto, Gs externamente reqular e F,
internamente reqular no sequinte sentido: existe, para qualquer conjunto de Borel S C R,
um conjunto Gs, Si, tal que S C Sy e h*(S) = h*(Sy). Além disso, se h*(S) < oo, entdo
existe um conjunto F,, S, tal que So C S e h*(S) = h*(S,).

Para f < o < 7,
5°77Q45(S) < Qas(S) < 6°77Qp45(5) ,

segue para quaisquer 6 > 0 e S C R. Desse modo, se h*(S) < oo, entdo h?(S) = 0 para
v > a; se h*(S) > 0, entdo h?(S) = oo para 8 < a. Assim, para todo conjunto de Borel
S, existe um unico ag tal que h*(S) = 0 se a > ag e h*(S) = 0o se a < ag. O ndmero
ag € a chamada dimensao Hausdorff do conjunto S.

As defini¢coes de medida e dimensao Hausdorff nos levam a uma extensa colecao de
nocgoes de continuidade e singularidade, expressas pelas seguintes definigoes:

Definigao G.5 Sejam p uma medida de Borel em R e a € [0, 1].
(i) w € dita a—continua se u(S) =0 para todo conjunto S com h*(S) = 0.

(ii) p € dita fortemente a—continua se u(S) = 0 para todo conjunto de Borel S com
medida Hausdorff h* o—finita.

(iii) p € dita a—singular se suportada em um conjunto S tal que h*(S) = 0.

(iv) p € dita quase a—singular se suportada em um conjunto S com medida Hausdorff h®
o—finita.

(V) u € dita absolutamente continua com respeito a h* se du = f(x)dh® para alguma
fungdo de Borel f € L*(R,dh?).

Observacao G.6 Se u é o—finita, entao seque do Teorema de Radon-Nikodym (Teorema
6.9 de [Ru]) que p é absolutamente continua com respeito a h® se, e somente se, esta for
a—continua e quase a—singular.

Definicao G.7 Sejam p uma medida de Borel em R e o € [0, 1].
(i) u € dita a—dimensional continua se u(S) =0 para todo conjunto S com ag < c.

(ii) p € dita fortemente a—dimensional continua se pu(S) = 0 para todo conjunto S com
ag < a.

(iii) p € dita a—dimensional singular se suportada em um conjunto S = U;’;l S;, onde
as, < a para todo j.

(iv) p € dita quase a—dimensional singular se suportada em um conjunto S com ag < .
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(v) Dizemos que p possui dimensao exata « se p é simultaneamente a—dimensional
continua e quase a—dimensional singular.

Observacao G.8 Também dizemos que uma medida . possui dimensao exata o se, para
todo € > 0, esta for simultaneamente (a — €)—continua e (o + €)-singular.

Dados p, uma medida positiva e finita, e o € [0, 1], definimos a derivada superior
Hausdorff como o limite

D%(x) = limsup plz ez )

18 2o (G.3)

A definigao (G.3) é uma generalizagdo para medidas de Hausdorff da derivada de
Radon—Nikodym D.3.5. Repare que o limite € | 0 nao precisa ser definido. Claramente,
se D (z9) < oo para algum 1z entao, para todo 8 < «,

) _ — +e) . _
DP(x0) = lim sup(2¢)® s (@0 — € 7 = limsup(2€)* "’ D(zy) = 0 .
,u( 0) €10 p( ) (2€)a 10 p( ) ;L( 0)

De forma semelhante, se D% (zo) > 0 para algum o, entdo D () = oo para todo
f > «. Assim, podemos definir para cada x¢ a dimensao Hausdorff local, a(xg), expressa
como

In p((zo — €, 20 + €))
In(2¢)

(G.4)

a,(zo) = lila(i]nf

Definamos

Ty = To(o, p) = {z : Dg(x) = 0}
T =Ti(a,p) ={x:0< D) < oo}
Too = Tos(a, ) = {2 : DY(z) = 0o}

O resultado seguinte se deve a Rogers e Taylor [RT] e foi extraido de Last [L1]:

Teorema G.9 (Rogers e Taylor [RT]) Se u é uma medida de Borel finita em R, entdo
Ty, T e Ty sao conjuntos de Borel e satisfazem

(i) h*(T) = 0;

(ii) Ty possui medida de Hausdorff, h®, o—finita;

(iii) x(SNTy) =0 para todo S com h*(S) =0;

(iv) (SN To) =0 para todo S com medida de Hausdorff, h®, o—finita.

Uma vez que os conjuntos Ty, T e T, sao disjuntos e To|J T |JTw = R, podemos
decompor p como dy = X1, dp + xr dp + x7,dp. Portanto, segue da definicao G.5 e do
Teorema G.9 o seguinte
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Corolario G.10 (Corolario 4.11 de [L1]) Seja p uma medida de Borel finita em R.
Entao, para cada o € [0,1], p possui uma decomposi¢ao unica em medidas mutuamente
singulares; a saber,

dpp = dptas + dftaac + dfifac

onde dji,s € a—singular, dpiaa. € absolutamente continua com respeito a h® (suportada em
um conjunto de medida h® o—finita) e dusa. € fortemente a—continua.

Demonstragao. Vemos do item (i) do Teorema G.9 e do item (iii) da Definicao G.5
que a restricao da medida p ao conjunto T, é a—singular; os itens (ii) e (iii) do Teorema
G.9, juntamente com os itens (i) e (iv) da Definicdo G.5 e com a Observacao G.6 impli-
cam que a restricao da medida p ao conjunto 7. ¢é absolutamente continua com respeito
a h®; por fim, o item (iv) do Teorema G.9, juntamente com o item (ii) da Definigao G.5
implicam que a restricao da medida p ao conjunto Ty é fortemente a—continua. 0

Observacao G.11 1. Se a = 0, seque da definicao de deriwada superior Hausdorff
(G.3), do conjunto T, e do Coroldrio G.10 que du.s = 0, de modo que a decom-
posicao dpp = dpigac + diisae coincide com a decomposicao de i em partes puramente
pontual e continua. Se o =1, temos do item (i) da Defini¢cio G.5 e do Coroldrio
G.10 que dusae = 0, € a decomposicao dp = diias + ditgac coincide com a decom-
posicao de p em partes singular e absolutamente continua (com respeito a medida
de Lebesgue k).

2. ditae = dltaac + ditsac € a parte a—continua de (1, diigas = dftas + dftaac € a parte
quase a—singular de .

3. O Corolario G.10 permite uma extensao, com respeito a medidas Hausdorff, da de-
composi¢ao padrao de uma medida de Borel em suas partes continua e singular (vide
o Apéndice B). Podemos obter decomposi¢oes andlogas com respeito a dimensoes

Hausdorff, através da Definicao G.7 (vide Lema 4.1 e Coroldrio 4.12 de [L1]). No
entanto, restringimo-nos nesse trabalho apenas as decomposi¢coes que discutimos.

Tratemos da questao da decomposi¢ao do espago de Hilbert H. Dado um « € [0, 1],
definimos os subespacos

Haoe = {0 1 1y é a—continua} ,
Haos = {0 : py é a—singular} .

Teorema G.12 (Teorema 5.1 de [L1]) Hae € Has sdo subespagos fechados e mutua-
mente ortogonais, invariantes pela atuag¢ao do operador auto—adjunto T (como definido
na Secao D), de modo que

H:HOLC@HQS'
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Observacao G.13 1. Denotamos Hae por subespaco a—continuo e Has por subespaco
a—singular. Os espectros Tue € Tas SG0 definidos como os espectros deT' restritos aos
respectivos subespacos, designados como espectro a—continuo e espectro a—singular.
Claramente 0 = 04 U 0.

2. Para o =0, Hos =0 e Hoe = H. Para o > 0, Hoo € um subespago de He e Hpyp €
um subespaco de Hos (vide Observagao G.11).

Demonstracao. Seja {e,}r>, uma base ortonormal de H (como na Se¢ao D, por
exemplo). Defina o conjunto

ng = D Ty (a7/'1/5n) )
n=0

e Pru a projetor espectral sobre o conjunto T (vide a Definigao B.2.2). Fica claro
a partir do Coroldrio G.10 e do ftem 2 da Observacao G.11 que Hos = PruH e que
Haac = (I — Png) H (I o operador identidade em #), de modo que o teorema resulta de
fatos conhecidos com respeito as projegdes espectrais (vide a Segao B.2). U






Apendice H

Caracterizacao do espectro singular:
teoria de Jitomirskaya e Last

Apresentamos nesse apéndice os principais resultados do trabalho de Jitomirskaya e Last
[JL], cujo objetivo principal é o obtengao de técnicas que permitam distinguir os vérios
tipos de espectro singular—continuo. FEstas sao baseadas na classificacao desse tipo es-
pectral com respeito a medidas e dimensoes Hausdorff como discutido no Apéndice G.
Por exemplo, a continuidade ou singularidade com respeito a uma medida de Hausdorff
é completamente determinada, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula, a
partir do conhecimento do comportamento local de escala da medida espectral, associ-
ado ao comportamento assintotico das solugoes linearmente independentes da equacao de
Schrodinger (D.1.2).

Para tanto, definimos para todo ¢ > 0, um comprimento [(¢) € (0,00) através da
identidade

D N 1
[Ju (Z)HZ(E) [u <2)Hz(s) ~ 90 (H.1)

(vide equagao (1.12) de [JL]), em que [|-||, denota a norma *(Z,,C) dada por (E.2), e
uP(2), ul¥(2), representam as solugoes da equagao sujeitas as condigoes iniciais (D.1.9).

Observacao H.1 Poderiamos definir o comprimento | em termos de uma relagao and-
loga a (H.1) envolvendo as solugdes ortogonais u®(z) e u®*(z), que satisfazem as condigoes
iniciais (D.1.6), associadas a condi¢ao de contorno o € [0,).

Uma vez que no méaximo uma das solugoes u” (z), u™¥ (2), pertence a I>(Z, C) (gragas a
constancia do Wronskiano), o membro esquerdo de (H.1) é uma fun¢ao mondtona crescente
em [, que se anula em [ = (0 e diverge no limite [ — co. Por outro lado, o membro direito de
(H.1) é uma fungao mondétona decrescente em ¢, que diverge quando ¢ — 0. Concluimos,
portanto, que [(¢) é uma fungdo bem definida, continua e mondtona decrescente, que
diverge a medida que ¢ — 0.

O resultado central de [JL] é a seguinte desigualdade, que relaciona a fungao me, de
Weyl-Titchmarsh (para z € C) as solugoes u”(z) e u™(2).
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Teorema H.2 (Teorema 1.1 de [JL]) Seja L a matriz de Jacobi (D.1.1) associada ao
operador auto—adjunto T, que satisfaz a condigdo de contorno (D.1.9) . Dado € > 0, a
destgualdade

5-v21 _ "Wl _ 5+ v

ment i) I Wl ~ maclh+i2)

(H.2)
€ satisfeita para todo A € R.

Observacao H.3 O Teorema H.2 nos permite recuperar os resultados originais de Gilbert
e Pearson [GP]. A demonstragdo, no entanto € um pouco mais simples, gracas em parte
a defini¢ao de l(e), dada por (H.1).

Demonstracao. Necessitamos do seguinte

Lema H.4 (Lema 3.1 de [JL]) Para todo n € Z,, x»(2) satisfaz a identidade

NE

Xn(2) = = () + oo (2)uy; (A) +icuy (A) Y ug (N)xw(z) — iewy, Zuk Ixk(2),  (H.3)

>
I

0

onde x(z) € definida por (D.1.10), e u”(X) e u™N()\) sdo as solugdes da equagio de
Schrédinger (D.1.2) (z = \) que satisfazem as condi¢oes iniciais (D.1.5).

Observagao H.5 A equagao (H.3), bem como a equagio (E.5), resultam do método da
variacao das constantes. Note as semelhancas existentes entre ambas.

Demonstra¢ao. Denotemos por 0, (A) o membro direito da equacao (H.3) paran € Z,,
e seja Up(A) = —1. Levando mais uma vez em conta a conservacao do Wronskiano, nao é
dificil verificar que 0(\) satisfaz

an{}n—&-l()\) = _an—lﬁn—l()‘) + ()‘ - bn) {)n<>‘) + ZEXn(Z)
para todo n € Z,. Uma vez que
aan—i—l(Z) = —ap-1Xn-1(2) + (A + i — by) Xn(z>

e que U_1(A) = x-1(2), 9o(A) = xo(2), pelas condicoes iniciais (D.1.5) e pelas defini¢oes
de 9(\) e x(2), segue por indugao que v,(\) = x,(2) para todo n > —1. O

Obtemos da equagao (H.3), por meio da desigualdade de Cauchy—Schwarz, a estimativa

IX() e = 1= () + moct” (W) [l = 2el[u® W) lafle™ (M alIx ()l

valida para todo [ > 1. Se tomarmos | = (), o que implica em 2¢|[u” (\)[|;||u™ (\)||; = 1,
obtemos

20x(2)lhey = 1| = u™(A) + mocu”(Nige) - (H.4)
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Quadrando os dois membros de (H.4), obtemos da desigualdade (D.1.20) e da definigao
de My, a desigualdade

4 Mo (2)
—— > N V)l + Imool” [u” (Nllie) = 2 1mool 1a” W) llage) [l () o) -

Multiplicando os dois membros da desigualdade acima por 2, obtemos de (H.1)

"Wl W
e = oG

8IMeo(2) > T — 2 Mmoo

o que resulta em

2 [[lW”WNlhe

o ¥ )y
TRV

[P (Mlae)

ja que Smoo(2) < |my|. Obtemos, resolvendo desigualdade quadratica (H.5) para |[my|,

10 [moo| + v <0, (H.5)

[KAON] |8 [KRON] | s
(5-v2) Tt Moy < el < (5+v28) Tt M

de onde concluimos o teorema. O

Em particular, segue do Teorema H.2 o

Teorema H.6 (Teorema 1.2 de [JL]) Seja L a matriz de Jacobi associada ao operador
auto—adjunto T, que satisfaz a condi¢ao de contorno (D.1.9). Se u representa sua medida
espectral, entdo, para A € R e a € [0, 1],

lim sup pA—eAte)) =
e—0 (25)04

(H.6)

se, e somente se,

uP
lim inf u =0, (H.7)

e [N}
onde b= a/(2 — «).
Demonstragao. Para quaisquer duas fungoes f(¢) e g(), escrevemos f ~ g se existirem

duas constantes positivas C; e Cy tais que C1f < g < Cof para todo ¢ > 0. De (H.1) e
de (H.2) obtemos

l-a ; Na=1y,,D|lc lHu HZE) HuNH?(s) o
e |moo()\+15)| ~ ||U ||l || ||l5) || DH ||UD||Z() )

de onde segue que

. _ . [[u® [lue)
limsup ! A+ie)| = & lim inf
mglqu Mo ( ig)| = oo 1{200 ”uNHb

Necessitamos, antes prosseguirmos, do
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Teorema H.7 (Teorema 3.1 de [DJLS]) Fizemos p, zg e a € [0,1]. Entdo Df(xo),

QY (20) e RY™(w0) sdo ou todos infinitos, ou todos nulos, ou todos pertencentes a
p u
(0,00), onde definimos

dp(y)
Yy— T — i€

/ duty) |
Yy —x — 1€

Demonstracao. O Teorema H.7 resulta dos seguintes

Q" (20) = lim sup,, e "YS :

R (20) = lim sup,, e~

Lema H.8 (Lema 3.2 de [DJLS]) Para todo v < 1, vale

Demonstragao. Defina M (xzo) = pu (o — 0,20 + 0). Fica claro que

of W) T Ly, i

o Y—19—ic  Jo (y—m0)2+e2 T 2

€ 1
onde usamos oS53 > 5 caso y € [zo — €, 209 + €. Dessa forma,

< du(y) 1
T > Me
: \y/c;o y—xo —ie  2el u(20)

e portanto, segue a primeira desigualdade do lema, com v =1 — a. Q](w) < R](w) é
trivial, ja que Sz < |z| segue para qualquer z € C. d

Lema H.9 (Lema 3.3 de [DJLS]) Seja a < 1. Se Df(xo) < oo (ou Dy(xg) = 0),
entdo R () < oo (ou R,™*(x9) = 0).

Demonstragao. Suponha primeiramente que Dj(x) < oo. Caso a = 0, é simples

notar que D} (xo) = limsup, o (20 — €,20 +€) < 0o (ou = 0) implica diretamente em

dp(y)
ly—xo+ie]

R *(z0) = limsup,ge [7 < 00 (ou = 0). Analisemos, portanto, o caso « > 0.

Por hipétese,

M(zo) < C§*, (H.9)
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e assim, para v =1 — q,

lim sup 57/ & < limsupeg’ / 4ly)
10 oo |y — o F g el0 —oo [(wg —y)? + £2]

1/2

1
1
— lim v MO
= Selj(l))g /0 (52+52)1/2 [d(s “(wO)}

1
)
= limsu 57/ — _M%xg)dd
WSy e a0
1 gatl
limC’eV/ ————do
€10 o (62 4e2)%
g1 sotl
< limC —“d5 < 00
o Joo (2+1)Y

IN

a primeira igualdade surge se notarmos que

lim 57/ —du(y) =0,
\

£l0 y—zo|>1 [y — o +ig]

ja que v > 0; a segunda igualdade se origina de uma integragao por partes, pois o termo
de fronteira

. g7 1 aps0
lim S;i(})) (WMM(M) —€ Mu(ﬁo))

se anula, uma vez que a > 0; a tultima identidade é fruto da desigualdade a < 1, pois
a integral é finita no limite ™! — oo: §o+1/(6% + 1)%2 = §272/(672 + 1)*2 € LY(RY).
Demonstramos, portanto que D (xy) < 0o = R}, ™*(x) < c0.

Se Df(wg) = 0, entdo a estimativa (H.9) segue para § < dy, onde C' pode ser feito
arbitrariamente pequeno (tomando Jp pequeno). Repetindo os célculos acima para d; em
substituicao a 1 no limite de integracao superior, obtemos

504—1—1

R}fo‘(a:o) < C’/OOO (

——do .
82 +1)*?

Portanto D% (x0) = 0 = R, *(x) = 0, jd que C' é arbitrariamente pequeno, e isso conclui
a demonstracao do lema. O

O Lema H.9, conjuntamente a desigualdade (H.8), nos permite concluir as afirmagcoes
do Teorema H.7. 0J

Segue do Teorema H.7 que

limsupe' “me(A+ic)| =00 & Di(A) =00,
el0
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o que conjuntamente & defini¢do (G.3) nos conduz a demonstragdo do Teorema H.6. [

O Teorema H.6 nos permite estabelecer propriedades das medidas espectrais (como sin-
gularidade e continuidade com respeito a medidas Hausdorff) através da determinagao de
propriedades locais de escala das solugoes das equagoes de Schrodinger (D.1.2), fornecendo,
portanto, uma ferramenta bastante eficaz na analise de tais propriedades em operadores
de Schrodinger gerais (em particular, aquele estudado por Marchetti et. al). A ele se
combinam dois fatos basicos. O primeiro diz respeito a existéncia de autovetores gene-
ralizados (isto é, solugoes da equacao de Schrodinger (D.1.2) que satisfazem a condigao
de contorno) para quase todo A com respeito a medida p; em particular, a solucao u”(\)
deve satisfazer as estimativas

lim sup Ul < 00 (H.10)
oo 1121l
€
TS (i [, (H.11)
1500 [1/2 ' '

A desigualdade (H.10) segue de dois resultados:

Proposicao H.10 Seja

N
Y — g L D 2
Qo := {)“h]\%lo%fﬁzyun()‘)’ <oo} :

n=0

Entao <R \ @0> =0, ou seja, A € Qo para quase todo X com respeito & medida espectral
L.

Observacao H.11 A Proposicio H.10 nada mais € que uma adaptacao da Proposicdo
F.2.5 para o autovetor uP(\). Repare que agora o resultado ndo se restringe apenas
ao espectro absolutamente continuo do operador auto—adjunto T'. Vale destacar que caso
tivéssemos optado pela condigao de contorno (D.1.4), u*(\) (solugao que satisfaz (D.1.4))
substituiria uP (\).

Teorema H.12 (Teorema 3.10 [LS1]) Fizemosd > 0. Para quase todo X\ com respeito
a medida p, temos, para todo | > 2,

1 l

7 S [l NP < Can) (H.12)
n=0
Demonstragdo. Definamos a fungao gp(\) = 27% Ziio|un()\)|2. Entao, segue da

Proposi¢ao H.10 (vide a demonstragao da Proposi¢ao F.2.5) que [ gp(A)du(A) = 1, e
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portanto, que Y oo o k71 7% gx(\) € L' (R, dpu). Isto, em particular, resulta na desigualdade
g(N) < Cyk'™° para quase todo A com respeito a 1. Seja 2k=1 < | < 2% Entéo

!
1
7Z| |2_2k 1Z|u )2 < 20,k < Cy(In )+
n=0
Cy=2 (1 + ﬁ) 5,\. Isso completa a demonstracao do teorema. O

Em particular, para 6 = 1, a relagdo (H.12) se transforma em (H.10) (lembre-se que
quando o limite de uma seqiiéncia existe, este coincide com seus limites inferior e superior).

Ja a desigualdade (H.11) segue diretamente da Proposigao H.10.

O segundo fato que usamos (em conjunto com o Teorema H.6) para a caracterizagao
da medida espectral com respeito a medida Hausdorff é a constancia do Wronskiano.
Explicitamente,

W[uN, uD](n) = a, (ugﬂuf — ugﬂuf) =1

para todo n € Z,, o que resulta em

[ () lalla™ (3) Hz_Qf Z!an!_ L= () fag] | - (H.13)

Como veremos a seguir, a combinagao das relagoes (H.10)—(H.13) com o Teorema H.6
nos conduz a uma série de resultados envolvendo questoes de continuidade e singularidade
da medida espectral com respeito a medidas de Hausdorff, cujas deducoes usam apenas
informacoes parciais sobre o comportamento assintético dos autovetores u”(\) e u™ (\).

Dos corolarios resultantes do Teorema H.6 presentes em [JL], alguns sao particular-
mente interessantes. Comecamos pelo

Corolario H.13 (Corolario 4.4 de [JL]) Defina, para todo | > 0
-1

= —= Z| a) ™+ (= [0) ag |

Suponha que para algum o € [0,1] e todo X pertencente a algum conjunto de Borel A, toda
solug¢do v da equagdo de Schridinger (D.1.2) satisfaca

lim sup 12 ”z
l—o00 l

< 00. (H.14)

Entado, a restricao (AN -) é a—continua.
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Observacao H.14 O Coroldrio H.13 nos diz que o conjunto de parametros A para o0s
quais somente existem solugoes limitadas estd associado a parte continua (com respeito
a medida Hausdorff h*, o € [0,1]) da medida espectral p. Isto € conseqiiéncia imediata
da teoria de subordinancia de Gilbert e Pearson, discutida no Apéndice E (trata-se, na
realidade, da generalizacdo do fato das solucoes limitadas estarem associadas ao espectro
absolutamente continuo no caso da medida de Lebesque (v =1)).

Demonstracao. Seja A € A. Temos de (H.13) a desigualdade ||uD()\)||l ||uN()\)Hl > Ry,
e ja que, por hipdtese, ||uN()\) HZQ < C'R}™® para alguma constante C, obtemos HuD()\) Hl >
C‘l/QRla/Q. Portanto

HUN Hl —(l+b /2Ra/2 b(2—a) (C/2) (1+b)/ > 0 ’
[ (A )Hz
com b= «a/(2 — «). Segue do Teorema H.6 que u(AN-) é a—continua. O

O Corolario H.13 pode ser reescrito em termos das matrizes de transferéncia T'(n; \)
expressas por (F.1.3). Essa abordagem ¢ particularmente interessante quando tratamos
o modelo estudado por Marchetti et. al..

Corolario H.15 (Corolario 3.7 de [CMW]) Suponha que para algum o € [0, 1] e todo
A pertencente a algum conjunto de Borel A,

1
hmsup — Z 1T (n; N[> < (H.15)
Rl n=0
com ||| alguma norma matricial. Entdo, para todo € > 0, a restri¢io p(AN-) é (o —¢€)—

continua.

Demonstracao. O Teorema F.3.3 afirma que para um par de angulos de Priifer iniciais
0',6% € [0,7), 0 # 6%, existem duas constantes positivas c;, ¢y tais que (F.3.9) é satisfeita
para A € (—2+ 4,2 — §), § um nimero positivo qualquer. Escolhendo ' =0 e 6% = /2,
obtemos de (F.3.10)

B2 (0°) = (u2)° 4 (42N~ 208 quP )
Segue de (F.3.8) a desigualdade
e |E®) 4 (29)] <m0

onde ¢~ =1 — | cos ¢|, que conjuntamente a (F.3.9) nos permite obter

(H.16)

I

Z IT (s M)[1” > emax{|[u® (V][] , ||
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Vemos, da hipétese (H.15) e da desigualdade (H.16), que a hipétese (H.14) do Corolério
H.13 é satisfeita. Concluimos, portanto, a demonstracao do corolario. 0

Outra aplicacao geral do Teorema H.6 relaciona a taxa de decaimento dos autovetores
da equagao de Schrodinger (D.1.2) a propriedades dimensionais:

Corolario H.16 (Corolario 4.5 de [JL]) Defina R, como no Coroldrio H.13. Suponha
que a iqualdade

=0 (H.17)

seja satisfeita para todo A pertencente a algum conjunto de Borel A. Entao a restricdo
w(AN-) € a-singular.

Observacao H.17 O Coroldrio H.16 fornece, em um certo sentido, a informacdao com-
plementar ao Coroldrio H.13. O primeiro nos dd uma condi¢cao suficiente para que a
medida p seja a—singular; ja o sequndo fornece uma condi¢do suficiente para que esta
mesma medida seja a—continua. Repare na semelhanca existente entre as condigoes e as
demonstracoes de ambos.

Demonstmgdo Sejam A€ Aeb = af(2—a). Segue novamente de (H.13) que

[|u (A Hz > (Ri/ ||uP(N)]],)b. Isto implica em
hmmfw liminf ——— H o HHb = lim inf Hu Hl =0
b — - pb o Y
l—o00 HuN()\)H l—00 R l—o00 R
Segue do Teorema H.6 que (AN -) é a-singular. O

O resultado acima nos diz que se a solu¢ao que satisfaz a condi¢ao de contorno de
Dirichlet (equagao (D.1.9)) crescer com qualquer poténcia menor que «, a restrigao pu(AN-)
¢ a—singular.
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