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Resumo

Esta dissertação descreve o movimento quântico de uma partícula numa barreira de potencial
parabólica, condicionalmente este sistema é chamado de oscilador invertido. Determinamos estados
quânticos semiclássicos como família de estados coerentes generalizados (ECG), sendo construídos
através da adaptação do trabalho de Malkin e Man�ko, determinando-se um operador que seja integral
do movimento, parametrizado por algumas constantes e reconhecido como operador de aniquilação,
cujos auto-estados tem características dos estados comprimidos. Discutimos suas propriedades e
observamos que é possível comparar ECG do oscilador invertido com ECG da partícula livre e os-
cilador harmônico obtidos na literatura. Também é feito um estudo do movimento puramente quântico
(tunelamento) nas barreiras de potenciais do oscilador invertido e oscilador invertido truncado, por
meio das soluções estacionárias exatas e aproximadas (JWKB), comparando os resultados obtidos
em cada situação.



Abstract

This dissertation describes the motion of a particle in a quantum potential barrier parabolic, this
system is conditionally called inverted oscillator. Determined quantum states semi-classics like fam-
ily generalized coherent states (GCS), being constructed by adapting work Malkin�s and Man�ko,
determining an operator who is integral of the motion, parameterized for some constants and recog-
nized as annihilation operator, whose eigenstates have characteristics of squeezed states. We discuss
its properties and note that it is possible to compare the GCS of inverted oscillator with GCS the
particle free and harmonic oscillator obtained in the literature. Also made a study of the move-
ment purely quantum (tunneling) in the barriers potential inverted oscillator and truncated inverted
oscillator by means of exact and approximate stationary solutions (JWKB), comparing the results
obtained in each situation.
.
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Capítulo 1

Introdução

O oscilador invertido (OI) ou potencial parabólico invertido, que se caracteriza por um potencial
atuando como barreira, sendo um dos sistemas quadráticos que possui solução explícita da equação
Schrödinger. Condicionalmente, chamamos o potencial parabólico invertido de OI devido à relação
com oscilador harmônico na mudança de sinal de uma certa constante no potencial, apesar do fato
dele não apresentar qualquer tipo de movimento oscilatório, outros autores chamam de oscilador
repulsivo [1]. Este potencial separa trajetórias clássicas que se movem com energia acima ou abaixo
da barreira sendo transmitidas e re�etidas para esquerda ou para direita. Por atuar como barreira,
tem importantes aplicações na mecânica quântica, entre elas, tem-se: aspectos de tunelamento através
da função de Wigner no espaço de fase [2], modelos em processos químicos instáveis [3], forças agindo
nas moléculas de amônia [4], em maser [5], espalhamento reativo [6], evolução cosmológica [7], �ssão
nuclear [8]. De fato, uma das principais aplicações do potencial parabólico invertido é o tunelamento,
e o primeiro a tratar este caso foi Kemble [10], que ao utilizar estados semiclássicos determinou o
coe�ciente de transmissão, o qual posteriormente foi tratado por Hill [8] em modelo de �ssão nuclear.
Outra importante aplicação, é o fenômeno de produção de partículas num campo elétrico uniforme,
no qual o problema é reduzido a equação de Schrödinger unidimensional do potencial OI [11]
Outro sistema físico muito importante é o OI truncado, que se caracteriza como uma barreira

de potencial de largura �nita composta por três regiões: livre-OI-livre e possui diversas aplicações
[12], principalmente, na área de semicondutores. O primeiro a discutir essa barreira de potencial foi
Bell [13], pois estudou o fenômeno de tunelamento, resolvendo o problema exato somente quando a
energia (E) da partícula incidente é igual a altura (V0) da barreira de potencial, nestas condições,
determinou o coe�ciente de transmissão, entretanto, não apresentou solução exata para outro nível
de energia. Tendo, assim, diversos trabalhos nos quais usa aproximação semiclássica JWKB [12, 14].
A mecânica quântica promete uma correspondência com a física clássica, estados físicos que

conseguem em muitos casos fazer esta conexão são os ditos estados coerentes (EC), por exemplo, a
solução estacionária da equação de Schrödinger para um elétron em um campo magnético uniforme,
estados de Landau [15], é muito útil para descrever diversos processos físicos desse sistema, entretanto,
esses estados não reproduzem os estados livres no limite de campo nulo, porém quando constrói-se
EC, os valores médios de algumas grandezas físicas têm a correspondência, com boa aproximação,
a dinâmica clássica [16]. Historicamente o primeiro a construir os EC foi Erwin Schrödinger em
1926 [17]. Schrödinger considerou funções de ondas do oscilador harmônico que não se dispersassem
durante sua propagação (assemelhando-se assim a uma partícula clássica) e mantinham miníma
relação de incerteza �x�p = ~

2
, dito de estado canônico do oscilador harmônico simples (cujo

espectro é discreto), observando as propriedades semi-clássicas desses estados, o que supreendeu
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muita gente na época. Posteriormente, esses estados foram identi�cados por Klauder, Glauber e
Sudarshan [18] no início dos anos de 1960. Glauber, ao estudar o campo de radiação eletromagnética,
estabeleceu a relação entre as propriedades desse campo com até então conhecidos estados do oscilador
harmônico simples da mecânica quântica, o qual chamou de estados coerentes: e deu origem a ótica
quântica. Esses estados assumem um importante lugar na mecânica quântica moderna, devido à
grande variedade de aplicação: na descrição semiclássica do sistema físico; ao mesmo tempo, na
quantização de modelos clássicos. Eles são observados no laboratório e intensamente utilizados em
experimentos de ótica quântica [19], sendo ferramenta de trabalho em física da matéria condensada.
Em física atômica, por exemplo, um EC de uma amostra de N átomos de 2 níveis também pode ser
gerado no laboratório por meio da interação com um laser ressonante [20], esses estados também são
usados em cavidades e fenômenos como decoerência [21].
Infelizmente, uma de�nição universal de EC ou esquema geral de suas construções para sistemas

físicos arbitrários não é dada. Devido a Glauber, Malkin, Man�ko e Dodonov [27, 22, 24] existe
um esquema bem estabelecido para construção de EC para sistemas de hamiltonianas quadráticas
com espectro discreto, e Perelomov (veja [28]) estabeleceu conexão entre sistemas físicos e grupos de
simetria de Lie.
Algumas generalizações da descrição de Glauber são desenvolvidas por Klauder e Gazeau, (veja

[29]). Construções de EC sempre tentam manter propriedades básicas já bem conhecidas de EC de
um sistema simples (oscilador harmônico, por exemplo). Em particular,os ECs formam um conjunto
completo, tem relação de mínima incerteza para algumas quantidades físicas (por exemplo coorde-
nadas e momento) em um dado instante de tempo, e a média de algumas quantidades físicas, calcu-
ladas com respeito aos ECs dependentes do tempo, tem que se mover ao longo da trajetória clássica.
É também desejável que ECs dependentes do tempo mantenham sua forma sob evolução temporal,
de tal maneira que esta evolução afete apenas seus parâmetros. Nos trabalhos [30, 31, 32, 33, 34]
mostram-se possíveis caminhos para construir EC para sistema de espectro contínuo.
Existem tentativas de construir EC para o OI, sistema de espectro contínuo; Barton [9] de�ne

esses estados pela ação do operador deslocamento nos auto-estados de energia (não normalizados),
entretanto, não demonstra propriedades fundamentais dos ECs. Posteriormente, Klauder e coautores
[56] estudam os mesmos estados de Barton e resolvem o problema da normalização, escolhendo
uma classe de estados regularizados, porém, não determinam a dispersão da posição e momento,
sendo esse processo de regularização não-trivial. Recentemente, o trabalho de Gitman e coautores
[34] propõe uma arbordagem na construção de EC para sistemas de espectro contínuo, baseado na
formulação quântica bem de�nida, neste caso, a quantização canônica, em analogia a construção
de Glauber, estabelece uma base discreta do tipo oscilador harmônico, constrói um operador de
aniquilação que seja integral do movimento cujos auto-estados são de�nidos como estados coerentes
generalizados (ECG) e, de maneira pioneira, aplicam este metódo em dois sistemas físicos: potencial
linear (V (x) = �x; � 2 R) e partícula livre. Dessa forma, mostraram todas as propriedades básicas
dos estados coerentes: são normalizados; seguem trajetória clássica; formam estados supercompletos;
e não-ortogonais. As dispersões da posição e momento foram calculadas explicitamente. Neste
trabalho, construiremos ECG para o OI, utilizando esse método.
Sob os diferentes assuntos discutidos acima, esta dissertação de mestrado têm como objetivo

apresentar e discutir os sistemas físicos OI e OI truncado. Primeiro pretendemos mostrar na secção
1.1 a descrição do movimento clássico de uma partícula no OI e na secção 1.2 no OI truncado.
Partindo para a descrição quântica, faremos na secção 2.1 a apresentação do formalismo geral do
método para obter ECG proposto em [34], em seguida, vamos utilizá-lo na secção 2.2 para construir os
ECG do OI, nesta mesma secção de�niremos uma variável especial útil para estabeler conecção entre
os ECG da partícula livre (secção 2.3) e oscilador harmônico (secção 2.4). No capítulo 3, faremos
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uma discussão sobre o movimento (tunelamento) puramente quântico na barreira do OI (secção 3.2),
depois investigaremos o tunelamento do sistema OI truncado via solução exata, para qualquer nível
de energia, diferentemente de Bell (secção 3.3) e aproximada (secção 3.4), fazendo comparações entre
os resultados obtidos. No capítulo 4, apresentaremos as conclusões e os comentários �nais.

1.1 Oscilador Invertido

Consideraremos o movimento clássico de uma partícula em 1-dimensão no potencial do oscilador
invertido, governado pela hamiltoniana

H =
p2

2m
� kx2

2
+ V0; k > 0 e V0 > 0: (1.1)

Ondem é a massa da partícula. Este potencial parabólico implica em movimento não ligado e energia
com espectro contínuo. O potencial V (x) tem valor máximo V0 em x = 0, é repulsivo porque a força
F (x) = kx afasta a partícula da origem. As equações de Hamilton para este sistema são

dx

dt
=
@H

@p
;
dp

dt
= �@H

@x
;

o que naturalmente reproduz a segunda lei de Newton

d2x

dt2
=

k

m
x: (1.2)

Cuja solução geral tem a forma

x (t) = x0 cosh [!0 (t� t0)] +
p0
m!0

sinh [!0 (t� t0)] ;

p (t) = mx0!0 sinh [!0 (t� t0)] + p0 cosh [!0 (t� t0)] ; !0 =
p
k=m: (1.3)

onde x0 e p0 são dados iniciais do espaço de fase no tempo t = t0. Lembramos que a Eq.(1.1)
é reduzida a hamiltoniana da partícula livre quando !0 vai para zero, assim como, as trajetórias
Eq.(1.3) no lim!0!0 x (t) = x0 + p0 (t� t0). A energia E é conservada (constante do movimento), os
dados iniciais x0 = x (t0) e p0 = p (t0) estão relacionados por

p0 = �
�
2m
�
(E � V0) + kx20=2

�	1=2
; (1.4)

quando x0 < 0 e p0 > 0 descreve o movimento da partícula do lado esquerdo para o lado direito da
barreira, quando x0 > 0 e p0 < 0 descreve a situação oposta. Sem perda de generalidade, estudaremos
o primeiro caso, isto é x0 < 0 e p0 > 0.
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Com respeito ao sinal de (E � V0), podemos dividir a trajetória e momento dados em (1.3) nos
três tipos, que são apresentados nas �guras 1 e 2.

Fig. 1: Três tipos de trajetórias x (t) com
respeito ao valor de p0, assumimos t0 = 0,
x0 = �10 e p0

m!0
= 11 (linha azul), p0

m!0
= 10

(linha preta), p0 = 9 (linha vermelha).

e

Fig. 2: Três tipos de p (t) com respeito ao valor
de p0 com t0 = 0, x0 = �10 e p0

m!0
= 11 (linha

azul), p0
m!0

= 10 (linha preta), p0
m!0

= 9 (linha
vermelha).
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A trajetória em azul descreve o movimento acima do topo da barreira, pois (E � V0) > 0. Já a
trajetória preta - é quando (E � V0) = 0 - descreve a aproximação assintótica ao topo da barreira
e, depois de um longo tempo, (limt!1 x (t)) a partícula é "presa"no topo. O último caso (trajetória
em vermelho), isto é (E�V0) < 0, descreve a partícula movendo-se para barreira e depois é re�etida
no ponto de retorno

xr = �
�
2

m!20
(V0 � E)

�1=2
; tr =

1

!0
arg tanh

�
� p0
x0!0m

�
+ t0: (1.5)

Os três tipos de trajetórias x (t) apresentadas acima, serão ilustradas qualitativamente, abaixo:

Fig. 3: Esquema mostrando os três tipos de trajetórias
da partícula no potencial parabolico invertido: o

movimento acima da barreira E > V0 (linha azul), o
movimento no topo da barreira E = V0 (linha preta),
e o movimento na barreira E < V0 (linha vermelha).

Na �gura 3, a curva em azul, a partícula tem energia cinética diminuída quando se aproxima do
topo da barreira, devido à ação do potencial, quando se afasta, a força age a favor do deslocamento.
Para a curva preta E = V0 nesta situação a partícula descreve assintoticamente um movimento que
ao longo do tempo é presa no topo, permanecendo numa posição de equilibrio instável. Na curva
vermelha, tem-se a partícula incidindo na barreira no ponto de retorno xr e logo após retornando.
Nesta �gura, enfatizamos que o eixo temporal é tido de maneira a indicar uma relação na ocorrência
dos eventos.

1.2 Oscilador invertido truncado

Consideraremos agora, o movimento clássico de uma partícula em 1-dimensão na barreira de potencial
parabólica invertida truncada nos pontos x = �a, cuja distância entre esses pontos é de�nida como
largura da barreira, a hamiltoniana tem a forma

HT =
1

2
p2 + VT (x) ;
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sendo o domínio deste potencial dado abaixo

VT (x) =

�
V (x) ; jxj � a
0; jxj > a

(1.6)

onde V (x) é igual a Eq. (1.1) e devido a continuidade do potencial nos pontos de truncamento,
temos 2V0 = ka2. O movimento clássico da partícula no potencial truncado VT (x) é dividido em três
regiões ilustradas na �gura 4.

Fig. 4: Esquema mostrando os três tipos de movimento da
partícula no oscilador invertido truncado dividido em três

regiões.

As trajetórias descritas no potencial invertido truncado também são "não ligadas", podendo
mover para �1 e tem a forma:

x (t) =

8><>:
x
(1)
0 + p

(1)
0 (t� t0) ; x < �a

x
(2)
0 cosh [!0 (t� t1)] +

p
(2)
0

m!0
sinh [!0 (t� t1)] ; jxj � a

x
(3)
0 + p

(3)
0 (t� t2) ; x > a

(1.7)

e

p (t) =

8><>:
p
(1)
0 ; x < �a
m!0x

(2)
0 sinh [!0 (t� t1)] + p

(2)
0 cosh [!0 (t� t1)] ; jxj � a

p
(3)
0 ; x > a

(1.8)

onde as regiões são denotadas pelo símbolo (i), i = 1; 2; 3. As condições iniciais x(i)0 e p(i)0 são
especifícadas no tempo ti, com a correspondente energia. As trajetórias Eq. (1.7) e suas derivadas
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Eq.(1.8) devem ser funções contínuas, isto é, x (t) são iguais umas às outras nos pontos de truncamento
x = �a e nos tempos t = t1; t2, resultando em

x
(2)
0 = �a; t1 = �

a+ x
(1)
0p

2mE1
+ t0; x

(3)
0 = a; t2 =

1

!0
ln

�p
2mE2 + a!0p
2mE2 � a!0

�
+ t1:

A energia total Ei em cada região i(i = 1; 2; 3) é conservada. O momento inicial p(1)0 > 0 descreve
o movimento da partícula da esquerda para a direita, assim, em cada região temos p(1)0 =

p
2mE1

quando x < �a; p(2)0 = [2m ((E2 � V0) + ka2=2)]1=2 =
p
2mE2 para jxj � a, e p(3)0 =

p
2mE3 quando

x > a.
Aqui, podemos distinguir também três tipos de trajetórias semelhantes ao que �zemos para

potencial não truncado, que, neste caso, depende do sinal de E2� V0. Por exemplo, quando E2 = V0
encontramos p(2)0 = !0ma e

x (t) =

8<: x
(1)
0 +

p
2mE1 (t� t0) ; x < �a

�a exp [�!0 (t� t1)] ; �a � x � 0
0; x > 0

(1.9)

para E2 > V0 encontramos

x (t) =

8><>:
x
(1)
0 +

p
2mE1 (t� t0) ; x < �a

�a cosh [!0 (t� t1)] +
p
2mE1
m!0

sinh [!0 (t� t1)] ; �a � x � a

a+
p
2mE1 (t� t2) ; x > a

(1.10)

�nalmente na situação em que E2 < V0, devemos levar em conta o ponto de retorno xr. Por de�nição
este ponto representa a situação quando p (tr) = 0, nisto temos:

xr = �
s

2

m!20
(V0 � E2) , tr =

1

!0
arg tanh

�
1

a

p
2mE2
!0m

�
� a+ x

(1)
0p

2mE2
+ t0; (1.11)

portanto a trajetória nesta condição é:

x (t) =

8><>:
x
(1)
0 +

p
2mE1 (t� t0) ; x < �a

�a cosh [!0 (t� t1)] +
p
2mE1
m!0

sinh [!0 (t� t1)] ; �a � x � xr
0; x > xr

(1.12)

na situação clássica a partícula não atravessa a barreira quando atinge o ponto de retorno, isso será
discutido mais a frente na situação quântica.
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Capítulo 2

Estados Coerentes Generalizados

Neste capítulo, utilizaremos o método adaptado (veja [34]) de Malkin-Man�ko para sistema de
espectro contínuo, em particular para o OI e partícula livre. Faremos também uma análise dos
ECG do oscilador harmônico que se baseia no limite desses casos, cuja abordagem começa com uma
formulação quântica bem de�nida (quantização canônica) do sistema físico, na qual a construção dos
estados coerentes segue essa formulação.

2.1 Aspecto Geral

Considere a equação de Schrödinger unidimensional (na coordenada x e t)

i~@t	(x; t) = Ĥ	(x; t) ; Ĥ = � ~
2

2m
@2x + V (x) ; (2.1)

onde @x � @
@x
, e V (x) é o potencial que corresponde ao espectro discreto ou contínuo. Faremos uma

mudança de variável na Eq.(2.1), tomar uma constante arbitrária l que tem dimensão de comprimento
e introduzir as coordenadas q e � adimensionais

x = lq; � =
~
ml2

t; (2.2)

substituindo Eq.(2.2) na Eq.(2.1)

i@�	 = Ĥ	(q; �) ; Ĥ = �
@2q
2
+ U (q) ; U (q) =

ml2

~2
V (lq) (2.3)

Após esta alteração em Eq.(2.1), a função 	(x; t) = 	 (q; �) pode ser escrita como

Ŝ	(q; �) = 0; Ŝ = i@� � Ĥ (2.4)

Vamos agora introduzir um operador Â (�) que seja integral do movimentoh
Ŝ; Â (�)

i
= 0; (2.5)
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Para qualquer potencial quadrático U (q) o operador Â (�) pode ser escrito por uma transformação
linear canônica com os operadores de criação (â) e aniquilação

�
ây
�
, isto é,

Â (�) = f (�) â+ g (�) ây + ' (�) ; (2.6)

cujo adjunto é igual a
Ây (�) = f � (�) ây + g� (�) â+ '� (�) ; (2.7)

em que f (�), g (�) e ' (�) são funções complexas dependentes de � e soluções do sistema de equações
diferencias geradas pela substituição do operador Â (�) em Eq.(2.5), cujos operadores â e ây são
de�nidos por

â =
q + @qp
2
; ây =

q � @qp
2
;

q =
â+ âyp
2
; @q =

â� âyp
2
: (2.8)

obedecem uma formulação quântica bem de�nida (quântização canônica)
�
â; ây

�
= 1. As pro-

priedades abaixo são úteis para nossa consideração:

[âyâ; â] = [âây; â] = �â;
�
ân; ây

�
= nân�1;

[âyâ; ây] = [âây; ây] = ây; [(ây)n; â] = �n(ây)n�1: (2.9)

Seguindo as Eqs.(2.6,2.7) h
Â (�) ; Ây (�)

i
= jf (�)j2 � jg (�)j2 � � (2.10)

Para � = 0 o operador Â (�) pode ser considerado auto-adjunto.
Para � > 0, sem perda de generalidade, podemos restringir � = 1, que corresponde a multi-

plicação de Â (�) por um número complexo. E neste caso, em qualquer instante de tempo � , os
operadores Ây (�) e Â (�) são operadores de criação e aniquilação, respectivamente, isto é,h

Â (�) ; Ây (�)
i
= 1; 8� : (2.11)

Para � < 0, tem-se que tratar B̂ = Ây como um operador aniquilação e voltamos ao caso anterior
quando � > 0:
Estamos interessado em construir estados coerentes gerais (ECG) por meio da condição � = 1 e

que são dados como auto-estados do operador Â (�)

Â (�)	z (q; �) = z	(q; �) ; (2.12)

onde z é o auto-valor 2 C: Seguindo a Eq.(2.8) escrevemos o operador Â (�) na forma

Â (�) = [f (�) + g (�)]
qp
2
+ [f (�)� g (�)]

@qp
2
+ ' (�) : (2.13)

Substituindo a Eq.(2.13) na Eq.(2.12) temos:

dq	z (q; �) =

 
�f (�) + g (�)

f (�)� g (�)
q +

p
2 [z � ' (�)]

f (�)� g (�)

!
	z (q; �) ; (2.14)
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cuja solução geral

	z (q; �) = exp

(
�f (�) + g (�)

f (�)� g (�)

q2

2
+

p
2 [z � ' (�)]

f (�)� g (�)
q + i� (�)

)
(2.15)

onde � (�) é o fator de fase que deve ser determinado pela exigência que o estado 	z (q; �) obedece a
equação de Schrödinger. O fato do operador Â (�) comutar com o operador de Schrödinger Ŝ, torna
	z (q; �) auto-estado de Ŝ tal que

Ŝ	z (q; �) = �	z (q; �) ;

como os estados coerentes devem obedecer a equação de Schrödinger, para isso escolhemos somente
o caso em que � = 0.
O auto-valor (z) do operador Â (�)

Â (�) = (f (�) + g (�))
qp
2
+ i (f (�)� g (�)) (�i@q) + ' (�)

é igual a

z =
D
Â (�)

E
=
f (�) + g (�)p

2
hqi+ i

f (�)� g (�)p
2

hpi+ ' (�) ; (2.16)

cujo valor médio dos operadores momento (�i@q) e posição são iguais a

hqi =
(f � � g�) (z � ') + (f � g) (z� � '�)p

2
;

hpi = i
(f + g) (z� � '�)� (f � + g�) (z � ')p

2
;

substituindo a Eq.(2.16) na Eq.(2.15), temos

	z (q; �) = exp

�
�f (�) + g (�)

f (�)� g (�)

q2

2
+
[f (�) + g (�)]

f (�)� g (�)
hqi q + i hpi q + i� (�)

�
(2.17)

completando o quadrado, temos

	z (q; �) = exp

�
� f (�) + g (�)

2 [f (�)� g (�)]

�
q2 � 2 hqi q

�
+ i hpi q + i� (�)

�
= exp

�
� f (�) + g (�)

2 [f (�)� g (�)]
(q � hqi)2 + f (�) + g (�)

2 [f (�)� g (�)]
hqi2 + i hpi q + i� (�)

�
o termo f(�)+g(�)

2[f(�)�g(�)] hqi
2 depende somente do tempo, onde pode ser absorvido pela fase � (�), de forma

genérica, podemos escrever o estado Eq.(2.15)

	z (q; �) = exp

�
� f (�) + g (�)

2 (f (�)� g (�))
(q � hqi)2 + i hpi q + i� (�)

�
: (2.18)

Nas próximas secções vamos construir ECG para o OI, partícula livre e oscilador harmônico bem
como demonstrar suas propriedades.
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2.2 ECG do oscilador invertido

O OI não apresenta estado fundamental e o hamiltoniano possui espectro contínuo, logo a idéia de
construção dos EC proposta por Glauber não pode ser implementada, já que não existe o estado de
vácuo, mas o método descrito da secção anterior pode ser implementado.
O movimento quântico do OI

V (x) = �m!
2
0

2
x2 + V0; !0 �

r
k

m
;

é descrito pela equação Schrödinger Eq.(2.3)

i@�	 = Ĥ	(q; �) ; Ĥ = �
@2q
2
� !2q2

2
+ U0; (2.19)

onde as variáveis ! e U0 são de�nidas por

!2 � l4m2!20
~2

, U0 =
ml2

~2
V0; (2.20)

enfatizamos que a variável ! será importante para estabelecer uma conecção entre diferentes sistemas
físicos.
Podemos escrever a Eq.(2.19) da seguinte maneira

Ŝ	(q; �) = 0, Ŝ = i@� � Ĥ: (2.21)

Sendo escrita em termos desses operadores, o hamiltoniano Eq.(2.19) toma a segunda forma
canônica para a combinação quadrática dos operadores aniquilação e criação:

Ĥ = �
�
â2 + ây2

� (1 + !2)
4

+
�
âyâ+ âây

� (1� !2)

4
+ U0; (2.22)

em que usamos as relações

q2

2
= +

â2

4
+
âyâ

4
+
âây

4
+
ây2

4
;

�
@2q
2

= � â
2

4
+
âyâ

4
+
âây

4
� ây2

4
:

O hamiltoniano Eq.(2.22) não pode ser reduzido a primeira forma canônica para combinação
quadrática dos operadores aniquilação e criação, que é a forma como o oscilador harmônico, por
qualquer transformação canônica, indica que o espectro de Ĥ é contínuo e ilimitado, (veja [45]).
Entretanto, podemos construir uma base discreta do tipo oscilador harmônico e um espaço de

Fock correspondente, útil para nossas considerações. Para este �m, primeiro, construímos o operador

Â (�) = f (�) â+ g (�) ây + ' (�) ; (2.23)

no qual f (�) ; g (�) e � (�) são algumas funções de � , sendo os operadores Â (�) e Ây (�) integrais do
movimento da Eq.(2.5). Pode-se ver que substituindo Eq.(2.22) na Eq.(2.5)

i _f (�) â+ i _g (�) ây + i _' (�)� f (�)

�
�
�
â2 + ây2

� (1 + !2)
4

+
�
âyâ+ âây

� (1� !2)

4
; â

�
�g (�)

�
�
�
â2 + ây2

� (1 + !2)
4

+
�
âyâ+ âây

� (1� !2)

4
; ây
�
= 0;
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onde _� � @��, utilizando as relações Eqs.(2.9)

i _f (�) â+ i _g (�) ây + i _' (�)� f (�)
(1 + !2)

2
ây + f (�)

(1� !2)

2
â

+g (�)
(1 + !2)

2
â� g (�)

(1� !2)

2
ây = 0;

é satisfeita se as funções f (�) ; g (�) e ' (�) são soluções do seguinte conjunto de equações:

i _f +
1� !2

2
f +

1 + !2

2
g = 0; i _g � 1 + !

2

2
f � 1� !2

2
g = 0; i _' = 0: (2.24)

A solução geral desse conjunto de equações é

f (�) = c1 cosh (!�) +
i

!

�
1� !2

2
c1 +

1 + !2

2
c2

�
sinh (!�) ;

g (�) = c2 cosh (!�)�
i

!

�
1 + !2

2
c1 +

1� !2

2
c2

�
sinh (!�) ; (2.25)

' (�) = c3:

onde cj;j = 1; 2 e 3 são constantes complexas. Sem perda de generalidade, podemos assumir c3 = 0:
Decorre das Eqs.(2.23) e (2.25) queh

Â (�) ; Ây (�)
i
= � = jf (�)j2 � jg (�)j2 = jc1j2 � jc2j2 : (2.26)

Dessa maneira temos família de operadores Â (�) = Â (� ; c1; c2) é parametrizado pelos números
complexos c1 e c2 que são restritos pela condição jc1j2 � jc2j2 = 1.
Usando a Eq.(2.23), podemos expressar os operadores â e ây via os operadores Â e Ây,

â = f �Â� gÂy;

ây = fÂy � g�Â; (2.27)

escrevemos os operadores q̂ e p̂ = �i@q em termos dos operadores Â e Ây,

q̂ =
(f � g) Ây + (f � g) Âp

2
; p̂ =

(f � + g�) Â� (f + g) Âyp
2i

: (2.28)

Os ECG podem ser construídos como autofunções do operador Â (�) que, ao mesmo tempo,
obedece a equação de Schrödinger Eq.(2.21).
Primeiro, vamos considerar o autovetor jz; �i do operador aniquilação Â (�) com correspondente

autovalor z;
Â (�) jz; �i = z jz; �i : (2.29)

Substituindo os operadores â e ây que estão na expressão Eq.(2.23) na representação das coordenadas
Eq.(2.8), obtemos uma equação diferencial de primeira ordem (2.14), na qual tem a seguinte solução

	c1c2z (q; �) = jz; �i = exp
�
�1
2

f + g

f � g
(q � hqi)2 + i hpi q + i� (�)

�
; (2.30)
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Na verdade, temos uma família de estados jz; �i parametrizados pelos números complexos c1 e c2
para os quais jc1j2� jc2j2 = 1, sendo que os valores médios de q̂ e p̂ são iguais as trajetórias clássicas

hq̂i � hz; � j q̂ jz; �i = (f � g) z� + (f � g) zp
2

= q0 cosh (!�) +
p0
!
sinh (!�) ;

hp̂i � hz; � j p̂ jz; �i = (f � + g�) z � (f + g) z�p
2i

= !q0 sinh (!�) + p0 cosh (!�) ; (2.31)

as constantes reais q0 e p0 em Eq.(2.31) tem a forma

q0 = hqi j�=0 =
1p
2
[(c1 � c2) z

� + (c�1 � c�2) z] ;

p0 = hpi j�=0 =
ip
2
[(c1 + c2) z

� � (c�1 + c�2) z] :

Dado as constantes c1 e c2, os dados iniciais q0 e p0 são unicamente determinadas pelo autovalor z.
Por outro lado, para um dado conjunto c1 e c2 temos uma relação de correspondência um-a-um com
o número complexo z e dados inicias q0 e p0

z =
1p
2
[(c1 + c2) q0 + i (c1 � c2) p0] :

A função fator de fase � (�) deve ser determinada tal que os estados Eq.(2.30) satisfaçam a
equação de Schrödinger Eq.(2.21). Vamos substituir a Eq.(2.30) na Eq.(2.21), a derivação do lado
esquerdo fornece

i@� jz; �i =

24� i
2

_f + _g

f � g
(q � hqi)2 + i

2

(f + g)
�
_f � _g

�
(f � g)2

(q � hqi)2 + i
f + g

f � g
(q � hqi) h _qi � h _pi q � _� (�)

35 jz; �i
(2.32)

e a ação do hamiltoniano em jz; �i�
�
@2q
2
� !2q2

2
+ U0

�
jz; �i =

"
f + g

2 (f � g)
� 1
2

�
�f + g

f � g
(q � hqi) + i hpi

�2
� !2q2

2
+ U0

#
jz; �i ;

(2.33)
usando as relações que decorrem diretamente da Eq.(2.24)

_f + _g = �i!2 (f � g) ;
_f � _g = i (f + g)

e a equação do movimento
h _pi = !2 hqi

igualando as Eqs.(2.32 e 2.33)

_� (�) = i
_f � _g

2 (f � g)
� 1
2
!2 hqi2 � 1

2
hpi2 � U0;

cuja integração direta fornece

� (�) =
i

2
ln (f � g)� 1

2
hqi hpi � U0� + C: (2.34)
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Então determinamos C com a condição de normalização

hz; � jz; �i = 1) C =
i

4
ln �: (2.35)

Na qual, utilizamos a seguinte integralZ 1

�1
j	c1c2z (q; �) j2dq = 1:

e, além disso,

�1
2

f + g

f � g
(q � hqi)2 � 1

2

f � + g�

f � � g�
(q � hqi)2 = �(q � hqi)

2

jf � gj2
:

Portanto, encontramos, na representação das coordenadas, os estados jz; �i ;

jz; �i =
1p

(f � g)
p
�
exp

�
�1
2

f + g

f � g
(q � hqi)2 + i

hpi
2
(2q � hqi) + iU0�

�

=
1p

(f � g)
p
�
exp

24�1
2

f + g

f � g

 
q �

p
2z

f + g

!2
+
f � + g�

f + g

z2

2
+ iU0� �

jzj2

2

35 : (2.36)

Podemos de�nir como ECG do OI. De maneira que lidamos com uma família de estados parame-
trizados por dois números complexos c1 e c2 tal que obedecem a condição jc1j2 � jc2j2 = 1:
Construiremos os estados Eq.(2.36) de outra maneira, tecnicamente de�nimos um estado de vácuo

j0; �i que seja normalizado e aniquilado pelo operador Â (�)

Â (�) j0; �i = 0;

cuja solução corresponde a expressão Eq.(2.36) em z = 0:

j0; �i = 1p
(f � g)

p
�
exp

�
�1
2

f + g

f � g
q2 + iU0�

�
: (2.37)

O estado acima satisfaz a equação de Schrödinger, isto é, Ŝ j0; �i = 0.
Então, usando o operador Ây (�), criamos um sistema discreto jn; �i, tal que

jn; �i =

h
Ây (�)

in
p
n!

j0; �i ; n 2 N: (2.38)

Este sistema é completo para qualquer instante �xo de � ;

1X
n=0

jn; �i hn; � j = 1; (2.39)

e cada número do sistema também obedece a equação de Schrödinger

Ŝ jn; �i =

h
Ây (�)

in
p
n!

Ŝ j0; �i = 0:
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Dessa maneira, podemos construir os ECG, por meio da ação do operador deslocamento D̂ (z)
no estado de vácuo

D̂ (z) = exp
h
zÂy (�)� z�Â (�)

i
; (2.40)

usando a relação de Baker-Hausdor¤ para dois operadores quaisquer Ê e P̂

exp
�
Ê + P̂

�
= exp

�
Ê
�
exp

�
P̂
�
exp

�
�1
2

h
Ê; P̂

i�
;
h
Ê;
h
Ê; P̂

ii
=
h
P̂ ;
h
Ê; P̂

ii
= 0;

temos

D̂(z) j0; �i = exp
 
�jzj

2

2

! 1X
n=0

h
zÂy (�)

in
n!

j0; �i = exp
 
�jzj

2

2

! 1X
n=0

znp
n!
jn; �i : (2.41)

O operador deslocamento é um operador unitário e integral do movimento devido a Eq.(2.5),
h
Ŝ; Â (�)

i
=

0, de modo que os auto-estados de Â (�) e D̂ (z) formam um conjunto em comum. Mostraremos essa
correspondência pela ação do operador Ây (�) no estado de vácuo Eq.(2.41):

Ây (�) j0; �i = (f � � g�)

jf � gj
p
2

�
2q

jf � gj

�
j0; �i ;�

Ây
�2
(�) j0; �i = (f � � g�)2

jf � gj2
�p
2
�2 � 4q2

jf � gj2
� 2
�
j0; �i ;

�
Ây
�3
(�) j0; �i = (f � � g�)3

j(f � g)j3
�p
2
�3 � 8q3

jf � gj3
� 12 q

jf � gj

�
j0; �i ;

...�
Ây
�n
(�)

p
n!

	0 (� ; x) =
1p
n!

"s
(f � � g�)

2 (f � g)

#n
Hn

�
q

jf � gj

�
j0; �i ;

cujo resultado do estado é igual a

D̂ (z) j0; �i = exp
�
� jzj2 =2

�X zn

n!

"s
(f � � g�)

2 (f � g)

#n
Hn

�
q

jf � gj

�
j0; �i ;

a função geratriz dos polinômios de Hermite é de�nida como [35]

g (s; u) � exp
�
�s2 + 2su

�
=
X sn

n!
Hn (u) ;

disso, tem-se

D̂ (z) j0; �i = exp

 
�jzj

2

2

! 1X
n=0

znp
n!
jn; �i

=
exp

�
� jzj2

2

�
p
(f � g)

p
�
exp

�
�1
2

f + g

f � g
q2 + iU0�

� 1X
n=0

 s
f � � g�

f � g

zp
2

!n
1

n!
Hn

�
q

jf � gj

�

=
1p

(f � g)
p
�
exp

24�1
2

f + g

f � g

 
q �

p
2z

f + g

!2
+
f � + g�

f + g

z2

2
+ iU0� �

jzj2

2

35 (2.42)
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a forma de Eq.(2.42) coincide com Eq.(2.36)

jz; �i = D̂ (z) j0; �i : (2.43)

2.2.1 Propriedades dos ECG

2.2.1.1 Relação de Completeza e Sobreposição

A construção de ECG jz; �i em qualquer � �xo obedece a usual relação de completeza no espaço de
Hilbert de funções que dependem de q,Z Z

dz2

�
[	c1;c2z (q0; �)]

�
[	c1;c2z (q; �)] = � (q � q0) ; dz2 = d [Re (z)] d [Im (z)] , 8� : (2.44)

onde de�nimos o estado Eq.(2.42) 	c1;c2z (q; �) = e�jZj
2=2
P1

n=0
Znp
n!
 n(� ; q), sendo

 n(� ; q) =
1p

(f � g)
p
�
exp

�
�1
2

f + g

f � g
q2 + iU0�

� s
f � � g�

f � g

!n
1p
2nn!

Hn

�
q

jf � gj

�
cujo produto interno é dado por

(
;�) =

Z 1

�1

�(� ; q) �(� ; q) dq

as funções  n(� ; q) formam um sistema completo, com normalização e seguinte relação de completeza

( n;  m) = �n;m;
1X
n=0

 �n(� ; q) n(� ; q
0) = �(q � q0); (2.45)

em que �(q � q0) é a função delta de Dirac.
A integração sobre a área do plano complexo é efetuada usando a representação polar de z, isto

é, z = jzje�i':Z
dz2

�
[	c1;c2z (q; �)]� 	c1;c2z (q0; �) =

1X
n;m=0

 �n(� ; q) m(� ; q
0)p

n!m!

Z
dz2

�
e�jzj

2

z�nzm;

=

1X
n;m=0

 �n(� ; q) m(� ; q
0)p

n!m!

Z 2�

0

d' ei(n�m)'
Z 1

0

djzj2
2�

e�jzj
2 jzjn+m;

=
1X

n;m=0

 �n(� ; q) m(� ; q
0)

�
p
n!m!

Z 1

0

e�r
2

rn+mrdr

Z 2�

0

e(n�m)i'd';

=
1X
n=0

 �n(� ; q) n(� ; q
0) = �(q � q0); (2.46)

sendo que usamos o fato deZ 1

0

e�r
2

r2n+1dr = n!=2;

Z 2�

0

e(n�m)i'd' = 2��nm
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A superposição de dois estados ECG com diferentes z é

hz0; � jz; �i = exp
 
�jzj

2 � jz0j2

2

! 1X
n=0

(z�z0)n

n!
hn; � jn; �i = exp

 
jz0 � zj2

2

!
: (2.47)

2.2.1.2 Relação de incerteza

O princípio de incerteza foi introduzido por Heisenberg [36], no qual estabeleceu ser impossível
medir com precisão simultânea in�nita a coordenada (x) e o momento (p), postulando uma relação
aproximada �x�p � ~, onde ~ é a constante de Planck. Esta relação para operadores x̂ e p̂ em
forma de desigualdade foi provada rigorosamente por Kennard [37],

�x�p � ~
2
;

onde �x e �p são as dispersões da posição e momento, que são de�nidas por

�x =

s��
�̂x
�2�

=
q

(x̂� hxi)2

�
;

�p =

s��
�̂p
�2�

=
q

(p̂� hpi)2

�
:

Robertson [39] estendeu esta desigualdade para um par arbitrário de operadores auto-adjuntos F̂
e V̂ ,

�F�V � 1

2

���DF̂ V̂ � V̂ F̂
E��� : (2.48)

Este princípio impõe limitações fundamentais na precisão da medida. Nas últimas décadas, tem
dado atenção usar a técnica dos estados comprimidos [43]. O conceito de estados comprimidos
surgiu a partir da observação de que a desigualdade de Heisenberg para os observáveis q̂ e p̂ pode
ser mantida, se as dispersões de um dos dois observáveis são reduzidas à custa do outro. O critério

proposto por [44] diz que um estado j	i é comprimido se
��
�̂F

�2�
ou
��
�̂V

�2�
é menor que���DhF̂ ; V̂ iE��� =2.

Schrödinger [40] e Robertson [46] provaram uma desigualdade mais ampla, generalizando a relação
de incerteza para dois observáveis:��

�̂F
�2���

�̂V
�2�

� 1

4

���DhF̂ ; V̂ iE���2 + D��̂F �̂V �E2 ; (2.49)

onde
D�
�̂F �̂V

�E
� 1

2

D
�̂F �̂V + �̂V �̂F

E
é a covariância (correlação) dos operadores F̂ e V̂ .

Vamos calcular a dispersão dos operadores posição e momento no estado jz; �i. Para este �m,
usamos a relação entre os operadores q̂ e p̂ = �i@q, e operadores criação e aniquilação Ây (�) e Â (�),
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como segue na forma Eq.(2.28). As dispersões dos operadores posição �̂q = q̂ � hqi e momento
�̂p = p̂� hpi são iguais a

�̂q =
1p
2

h
(f + g)

�
Ây � z�

�
+ (f � + g�)

�
Â� z

�i
;
D
�̂q
E
= 0;

�̂p =
ip
2

h
(f + g)

�
Ây � z�

�
� (f � + g�)

�
Â� z

�i
;
D
�̂p
E
= 0;

cujas variâncias

�1 �
��
�̂q
�2�

=
jf � gj2

2
; �2 �

��
�̂p
�2�

=
jf + gj2

2
;

�3 �
1

2

D
�̂q�̂p+ �̂p�̂q

E
=
i

2
(gf� � g�f) : (2.50)

e, em geral, não atingem o valor mínimo. É importante notar que as dispersões Eqs.(2.50) dependem
dos parâmetros c1 e c2, que são restritos a jc1j2 � jc2j2 = 1. Sendo esta condição satisfeita, podemos
escolher

c1 = ei� cosh�; c2 = e�i� sinh�; (2.51)

onde � e � são constantes reais. Em termos disso, obtemos a variância do operador posição

2�1 =
�
cosh2 �+ sinh2 �

��
cosh2 (!�) +

sinh2 (!�)

!2

�
+

�
sinh2 (!�)

!2
� cosh2 (!�)

�
cos (2�) sinh 2�

+
sin (2�) sinh 2� sinh (2!�)

!
; (2.52)

do operador momento

2�2 =
�
cosh2 �+ sinh2 �

� �
cosh2 (!�) + !2 sinh2 (!�)

�
+
�
cosh2 (!�)� !2 sinh2 (!�)

�
cos (2�) sinh 2�

+! sin (2�) sinh 2� sinh (2!�) (2.53)

e

2�3 = sin (2�) sinh 2�
�
cosh2 (!�) + sinh2 (!�)

�
+
��
1 + !2

� �
cosh2 �+ sinh2 �

�
+
�
1� !2

�� cos (2�) sinh 2� sinh (2!�)
2!

: (2.54)

Olhando as Eqs.(2.52,2.53,2.54) para qualquer c1;2 (� e �) a variância aumenta exponencialmente
com tempo. Entretanto, em todas as construções dos ECG a relação de incerteza de Schrödinger�
Robertson é minimizada,

�1�2 � �23 =
1

4
; (2.55)

de tal forma que lidamos com uma classe de estados comprimidos. Porém, a relação de incerteza de
Heisenberg não é mínima e o produto �1�2 depende do tempo.
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2.3 ECG da partícula livre

A equação de Schrödinger da partícula livre é dada por

i@�	(q; �) = Ĥ	(q; �) ; Ĥ = �1
2
@2q : (2.56)

O hamiltoniano Eq.(2.56) pode ser escrito em termos dos operadores aniquilação e criação por
meio da Eq.(2.8):

Ĥ =
1

4

�
�ââ+ âyâ+ âây � ây2

�
: (2.57)

Devemos construir um operador Â (�)

Â (�) = u (�) â+ v (�) ây + � (�) ; (2.58)

onde u (�) ; v (�) e � (�) são algumas funções de � , sabemos que os operadores Â (�) e Ây (�) são
integrais do movimento da Eq.(2.5). Então, pode-se ver que a Eq.(2.5) é satisfeita se as funções
u (�) ; v (�) e � (�) são soluções do seguinte conjunto de equações

i _u+
1

2
u+

1

2
v = 0;

i _v � 1
2
u� 1

2
v = 0;

_� = 0;

cuja solução geral do sistema acima é

u (�) = d1 + (d1 + d2)
i�

2
;

v (�) = d2 � (d1 + d2)
i�

2
;

� (�) = d3; (2.59)

onde dj; j = 1; 2 e 3 são constantes complexas. Sem perda de generalidade, podemos assumir d3 = 0:
Decorre das Eqs.(2.59,2.58) queh

Â (�) ; Ây (�)
i
= � = ju (�)j2 � jv (�)j2 = jd1j2 � jd2j2 : (2.60)

Para � > 0, sem perda de generalidade, podemos de�nir � = 1, que corresponde a multiplicação
de Â (�) por um número complexo. E, neste caso, em qualquer instante de tempo � , os operadores
Ây (�) e Â (�) são de criação e aniquilação.
Para nosso propósito, consideraremos o caso � = 1, que implica na Eq.(2.26). Aqui a familia de

operadores Â (�) = Â (� ; d1; d2) é parametrizada pelos números complexos d1 e d2 que são restritos
pela condição jd1j2 � jd2j2 = 1.
Usando a Eq.(2.23), podemos expressar os operadores â e ây via os operadores Â e Ây,

â = u�Â� vÂy; (2.61)

ây = uÂy � v�Â (2.62)
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e por meio da Eq.(2.8) temos os operadores q̂ e p̂ em termos dos operadores Â e Ây,

q̂ =
(u� v) Ây + (u� � v�) Âp

2
; p̂ =

(u� + v�) Â� (u+ v) Ây

i
p
2

: (2.63)

Da mesma forma, ECG da partícula livre podem ser construídos como autofunções do operador
Â (�) que, ao mesmo tempo, obedecem a equação de Schrödinger Eq.2.56). Primeiro, consideraremos
o autovetor jz; �i do operador aniquilação Â (�) com correspondente autovalor z;

Â (�) jz; �i = z jz; �i : (2.64)

Como sabemos, a solução geral é a Eq.(2.15):

jz; �i = exp

(
�u+ v

u� v

q2

2
+

p
2z

u� v
q + i� (�)

)

= exp

�
�1
2

u+ v

u� v
(q � hqi)2 + i hpi q + i� (�)

�
; (2.65)

onde os valores médios de q̂ e p̂ são iguais as trajetórias clássica Eqs.(1.7,1.8)

hqi � hz; � jq̂j z; �i = (u� v) z� + (u� � v�) zp
2

= q0 +
p0
m
�;

hpi � hz; � jp̂j z; �i = (u� + v�) z � (u+ v) z�

i
p
2

= p0; (2.66)

sendo

q0 = hqij�=0 =
1p
2
[(d1 � d2)z

� + (d�1 � d�2)z];

p0 = hpij�=0 =
ip
2
[(d1 + d2)z

� � (d�1 + d�2)z]:

Para um dado conjunto d1 e d2, temos uma relação de correspondência um-a-um com o número
complexo z e dados inicias q0 e p0,

z =
1p
2
[(d1 + d2) q0 + i (d1 � d2) p0] :

A função fator de fase � (�) deve ser determinada tal que os estados normalizados Eq.(2.65)
satisfaçam a equação de Schrödinger Eq.(2.56), na qual obtemos a

� (�) =
i

2
ln (u� v)� 1

2
hpi hqi+ C:

Assim, determinamos C com a condição de normalização

hz; � jz; �i = 1) C =
i

4
ln �:

Portanto, encontramos, em representação das coordenadas, os estados jz; �i

jz; �i =
1pp

� (u� v)
exp

�
�1
2

u+ v

u� v
(q � hqi)2 + i

2
hpi (2q � hqi)

�

=
1pp

� (u� v)
exp

24�1
2

u+ v

u� v

 
q �

p
2z

u+ v

!2
+
u� + v�

u+ v

z2

2
� jzj

2

2

35 : (2.67)
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que representam família de ECG parametrizados pelas constantes d1 e d2, sob a restrição de jd1j2 �
jd2j2 = 1. Esses estados podem ser interpretados como pacotes de onda gaussianos que se deslocam
ao longo da trajetória clássica Eq.(2.66).
Agora consideraremos outro caminho para construir ECG. Aqui, de�nimos primeiro um estado

de vácuo, isto é j0; �i. A expressão para esse estado tem a forma da Eq. (2.67) quando z = 0,

j0; �i = 1pp
� (u� v)

exp

�
�u+ v

u� v

q2

2

�
: (2.68)

O estado de vácuo satisfaz a equação de Schrödinger, Ŝj0; �i = 0, e é aniquilado pelo operador
aniquilação Â(�) j0; �i = 0.
Então, usando o operador criação Ây(�), construímos um sistema discreto jn; �i :

jn; �i =

h
Ây (�)

in
p
n!

j0; �i: (2.69)

Esse sistema é completo para qualquer � ,

1X
n=0

jn; �i hn; � j = 1; (2.70)

O estado jn; �i satisfaz a equação de Schrödinger para todo n, inclusive o de vácuo(n = 0), como o
operador Ây (�) comuta com operador Ŝ, temos

Ŝjn; �i =

h
Ây (�)

in
p
n!

Ŝj0; �i = 0:

Podemos construir ECG

D̂ (z) j0; �i = exp
 
�jzj

2

2

! 1X
n=0

znp
n!
jn; �i ; (2.71)

no qual o operador deslocamento D̂ (z) tem a forma Eq.(2.40), é um operador unitário e integral do
movimento. Usando as propriedades do operador deslocamento, facilmente encontramos os estados
Eq.(2.71), que também são estados do operador aniquilação, de maneira análoga ao que �zemos na
secção anterior, obtemos

D̂ (z) j0; �i = e�
jZj2
2

1X
n=0

h
zÂy (�)

in
n!

j0; �i

=
e�jzj

2=2pp
� (u� v)

exp

�
�u+ v

u� v

q2

2

� 1X
n=0

 r
u� � v�

u� v

zp
2

!n
1

n!
Hn

�
q

ju� vj

�

=
1pp

� (u� v)
exp

24�1
2

u+ v

u� v

 
q �

p
2z

u+ v

!2
+
u� + v�

u+ v

z2

2
� jzj

2

2

35 : (2.72)

O resultado da Eq. (2.72) coincide com resultado da Eq. (2.67) tal que

jz; �i = D̂ (z) j0; �i: (2.73)
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ECG da partícula livre também satisfazem a relação de completeza Eq.(2.44) e sobreposição Eq.(2.47).
A relação de incerteza generalizada é dada pela relação de Schrödinger�Robertson Eq.(2.51), em que
calculamos as dispersões do operador posição e momento

�q �
rD

�̂q2
E
=

q
hq̂2i � hqi2 = ju� vjp

2
;
D
�̂q
E
= 0;

�p �
rD

�̂p2
E
=

q
hp̂2i � hpi2 = ju+ vjp

2
;
D
�̂p
E
= 0: (2.74)

É importante salientar que as dispersões dependem dos parâmetros d1 e d2, os quais obedecem a
restrição jd1j2 � jd2j2 = 1. Onde

�q�p =
1

2
ju� vj ju+ vj : (2.75)

Em geral, esse valor não é mínimo. Mas, na particular situação, quando v = �u com � sendo um
parâmetro real, a Eq.(2.75) é minimizada e, com isso, encontramos uma relação entre as constantes
d1 e d2

d2 �
d1 + d2
2

i� = �

�
d1 +

d1 + d2
2

i�

�
) d1 = �d2; � = �1: (2.76)

Esses estados foram similarmente obtidos em [41].
No geral, os estados não são de mínima incerteza

�pq =

r
1

2

D
�̂ (qp)2 + �̂ (pq)2

E
�
D
�̂q
ED
�̂p
E
=
i

2
(vu� � v�u) ;

Desta forma, podemos mostrar que

(�q)2 (�p)2 � (�qp)2 = 1

4
; (2.77)

por conseguinte, concluímos que esses estados também são estados comprimidos. Urge destacar que
os estados Eq.(2.67) coincidem com os estados coerentes da partícula livre obtidos por Guerrero [33].

2.4 ECG do oscilador harmônico

No apêndice 2, apresentaremos a construção dos estados coerentes do oscilador harmônico. Nesse
momento, construiremos ECG para esse sistema físico.
O hamiltoniano desse sistema é dado por

Ĥ = � ~
2

2m
@2x + V (x) , V (x) =

m!20x
2

2
; (2.78)

escrevendo a equação de Schrödinger nas variáveis q e �

i@�	 = Ĥ	(q; �) ; Ĥ = �
@2q
2
+ !2

q2

2
; (2.79)
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em que ! é a variável especial de�nida na Eq.(2.20).Na representação dos operadores aniquilação â
e criação ây, o hamiltoniano Eq.(2.79) torna-se

Ĥ =
�
â2 + ây2

� (!2 � 1)
4

+
�
âyâ+ âây

� (1 + !2)
4

;

vamos construir o operador Â (�)

Â (�) = h (�) â+ w (�) ây + y (�) ; (2.80)

nas quais h (�), w (�) e y (�) são algumas funções de � , como sabemos o operador Â (�) deve ser
integral do movimento Eq.(2.5), o que leva ao seguinte sistema de equações diferenciais

i _h+
(1 + !2)

2
h� (!

2 � 1)
2

w = 0;

i _w +
(!2 � 1)

2
h� (1 + !

2)

2
w = 0;

i _y +
b

2
h� b

2
w = 0; (2.81)

a solução geral desse último conjunto tem a forma

h (�) = n1 cos (!�) + i
�
n1 + n2 + !2 (n1 � n2)

� sin (!�)
2!

;

w (�) = n2 cos (!�)� i
�
n1 + n2 � !2 (n1 � n2)

� sin (!�)
2!

;

y (�) = n3; (2.82)

onde n1; n2 e n3 são constantes complexas. Sem perda de generalidade, podemos tomar n3 = 0.
Pode-se ver que as funções Eq.(2.82) obedecem as seguinte relações�

_h� _w
�
= i (h+ w) ;

�
_h+ _w

�
= i!2 (h� w) : (2.83)

Seguindo a Eq.(2.10) e usando
�
â; ây

�
= 1, temosh

Â (�) ; Ây (�)
i
= jn1j2 � jn2j2 = �; (2.84)

assumimos � = 1. Dessa forma, Â (n1; n2; �) é o operador aniquilação, parametrizado pelas con-
stantes n1 e n2, restritas a condição jn1j2 � jn2j2 = 1.
O mesmo esquema da secção anterior será utilizado para determinar os autovetores jz; �i do

operador aniquilação Â (�) com correspondente autovalor z,

Â (�) jz; �i = z jz; �i :

Tais autovetores tem a forma Eq.(2.18)

jz; �i = 	n1;n2z (q; �) = exp

�
� f + g

2 (f � g)
(q � hqi)2 + i hpi q + i�

�
; (2.85)
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os ECG Eq.(2.85) representam familia de estados coerentes parametrizados pelas constantes n1; n2
os quais obedecem a equação de Schrödinger Eq.(2.79):

i@� jz; �i =
"
1

2
!2 (q � hqi)2 � 1

2

(h+ w)2

(f � g)2
(q � hqi)2 + i

f + g

f � g
(q � hqi) h _qi+ !2

2
hqi q � _� (�)

#
jz; �i ;

(2.86)
e�
�
@2q
2
+ !2

q2

2

�
jz; �i =

"
f + g

2 (f � g)
� 1
2

�
f + g

f � g

�2
(q � hqi)2 + 1

2
hpi2 + f + g

f � g
(q � hqi) i hpi+ !2

q2

2

#
jz; �i ;

(2.87)
pela igualdade das equações Eqs.(2.86,2.87), temos

_� (�) = i

�
_h� _w

�
2 (h� w)

� 1
2
hpi2 + 1

2
!2 hqi2 ;

cuja integração fornece

� (�) =
i

2
ln (h� w)� 1

2
hpi hqi+ C: (2.88)

Então, determinamos C com a condição de normalização

hz; � jz; �i = 1) C =
i

4
ln �:

Portanto, encontramos, em representação das coordenadas, os estados jz; �i ;

jz; �i =
1pp

� (h� w)
exp

�
�1
2

h+ w

h� w
(q � hqi)2 + i

2
hpi (2q � hqi)

�

=
1pp

� (h� w)
exp

24�1
2

h+ w

h� w

 
q �

p
2z

h+ w

!2
+
h� + w�

h+ w

z2

2
� jzj

2

2

35 (2.89)

Esses estados podem ser interpretados como pacotes de onda gaussianos que se deslocam ao longo
da trajetória clássica

hqi = (h� � w�) z + (h� w) z�p
2

= q0 cos (!�) +
p0
!
sin (!�) ;

hpi = i
(h+ w) z� � (h� + w�) zp

2
= p0 sin (!�)� q0! sin (!�) ;

q0 =
[(n�1 � n�2) z + (n1 � n2) z

�]p
2

; p0 =
[i (n1 + n2) z

� � i (n�1 + n�2) z]p
2

: (2.90)

Lembramos que o mesmo estado Eq.(2.89) pode ser obtido via ação do operador deslocamento no
estado de vácuo.
Os estados Eq.(2.89) obedecem à relação de completeza:Z

 �n1;n2z (q0; �) n1;n2z (q; �)d2z = ��(q � q0); d2z = dRe z d Im z: (2.91)
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Agora, calcularem as dispersões dos operadores posição e momento:

�q �
rD

�̂q2
E
=

q
hq̂2i � hqi2 = jh� wjp

2
;
D
�̂q
E
= 0;

�p �
rD

�̂p2
E
=

q
hp̂2i � hpi2 = jh+ wjp

2
;
D
�̂p
E
= 0;

�pq =
i

2
(wh� � w�h) : (2.92)

Em seguida, obtém-se a partir de Eq.(2.92) a relação de incerteza de Schrödinger�Robertson é min-
imizada

(�q)2 (�p)2 � (�qp)2 = 1

4
: (2.93)

2.4.1 Casos limites

Observamos que a construção de ECG para os sistemas OI, partícula livre e OH foi estabelecida
mediante método proposto no trabalho [34]. Na qual, a estrutura desses estados tem uma forma em
comum, de modo que a diferença está nas funções Eqs. (2.25,2.59,2.82) que parametrizam os oper-
adores de aniquilação e no fator de fase. Devido à escolha da variável especial Eq.(2.20), obteremos
uma não trivial e importante conecção entre esses sistemas físicos, de modo que os ECG do OH serão
escolhidos para encontrar essa relação.

2.4.1.1 Caso da partícula livre

A variável ! depende da variável !0 de modo que o limite !0 ! 0, é equivalente ao limite ! ! 0.
De fato, a solução Eq.(2.82) admite isso

	n1;n2z (q; �) =
1pp

� (h� w)
exp

24�1
2

h+ w

h� w

 
q �

p
2z

h+ w

!2
+
h� + w�

h+ w

z2

2
� jzj

2

2

35 :
As expressões limites são soluções do problema da partícula livre, em que

lim
!!0

h (�) = n1 + i (n1 + n2)
�

2
= u (�) ;

lim
!!0

w (�) = n2 � i (n1 + n2)
�

2
= v (�) ; (2.94)

o que coincide com Eq.(2.67)

	n1;n2z (q; �) = 	d1;d2z (q; �) =
1pp

� (u� v)
exp

24�1
2

u+ v

u� v

 
q �

p
2z

u+ v

!2
+
u� + v�

u+ v

z2

2
� jzj

2

2

35 :
(2.95)
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2.4.1.2 O caso dos estados coerentes de Schrödinger/Glauber

Ao de�nir !2 = 1, o que equivale a escolha l2 = ~=m!0 na Eq.(2.20), e impondo c1 = 1; e c2 = 0;
obtemos a forma da Eq. (2.82), isto é

h (�) = exp (i�) ;

w (�) = y (�) = 0; (2.96)

Pode-se ver facilmente que os ECG Eq.(2.89) são reduzidos aos importantíssimos estados coerentes
do oscilador harmônico

	z (q; t) =
exp (�i!0t=2)

�1=4
exp

�
�1
2

�
q �

p
2z exp (�i!0t)

�2
+
z2

2
exp (i2!0t)�

jzj2
2

�
; (2.97)

(veja o apêndice 2) obtidos primeiro por Schrödinger [17] e em seguida por Glauber [27]. Neste caso,
�xamos a transformação de variáveis Eq.(2.2). Nessas novas variáveis não existe a possibilidade de
considerar o limite !0 ! 0. Isto explica o porquê dos estados coerentes da partícula livre não foram
antes obtidos por Schrödinger.
Além disso, observamos que a relação de mínima incerteza entre os operadores q̂ e p̂ é satisfeita

(�3 = 0)

�q�p =
1

2
:

2.4.1.3 O caso do oscilador invertido

Outra importante propriedade da variável Eq.(2.20) e soluções Eq.(2.82) é que elas são bem de�nidas
para todos os valores complexos de !, em particular quando ! for imaginário puro. Isto nos permite
realizar a mudança

! ! i!; !2 ! �!2 cos!� ! cosh!�;
sin!�

!
! sinh!�

!
; (2.98)

nas equações (2.82) e obtemos soluções para o problema do OI. Neste caso, em vez de (2.82), temos

lim
!!i!

h (�) = f (�) = c1 cosh (!�) +
i

!

�
1� !2

2
c1 +

1 + !2

2
c2

�
sinh (!�) ;

lim
!!i!

w (�) = g (�) = c2 cosh (!�)�
i

!

�
1 + !2

2
c1 +

1� !2

2
c2

�
sinh (!�) ;

y (�) = ' (�) = c3: (2.99)
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Capítulo 3

Tunelamento

O oscilador invertido caracteriza-se como barreira de potencial, historicamente Kemble (1929) [10]
foi o primeiro a estudar o tunelamento de partículas nessa barreira, na qual determinou o coe�ciente
de transmissão utilizando aproximação semi-clássica. Posteriormente, a barreira de potencial do
oscilador invertido truncado (descrito classicamente na introdução) foi estudada por Bell [13], o qual
determinou o coe�ciente de transmissão exato, quando a energia da partícula incidente é igual a
altura da barreira desse potencial, entretanto, não determinou o coe�ciente de transmissão para
outro nível de energia.
Neste capítulo, discutiremos esse fenômeno, puramente quântico nas barreiras de potenciais,

seguindo o trabalho de M. Prakash [38] e apresentaremos uma das maneiras de obter o coe�ciente de
transmissão para barreira OI. Logo após, resolveremos de maneira exata e aproximada (utilizando
estados semi-clássicos) o problema de tunelamento do oscilador invertido truncado para qualquer
nível de energia (inclusive de Bell) comparando ambas soluções.

3.1 Teoria geral

Tunelamento consiste num fenômeno que a partícula com energia abaixo da barreira de potencial
pode penetrá-la e em alguns casos atravessá-la. Portanto, possui diversas aplicações ([47]), sendo que
a mais famosa é o decaimento de partículas alfa, descoberto por G. Gamov (1928,[48]), que explica a
variação da duração das meias-vidas para desintegração alfa-�. Esse fenômeno é um mecanismo que
torna possível grande parte da eletrônica moderna, e trouxe avanços importantíssimos na microscopia.
Na mecânica clássica, para descrever um sistema físico, é su�ciente de�nir as coordenadas do

ponto e as componentes do momento. Já para descrever um sistema na mecânica quântica, uma
função complexa associada é introduzida - a função de onda. Se as partículas colidem com uma
barreira de potencial de uma largura limitada, a mecânica quântica prediz o efeito da penetração de
partículas através da barreira de potencial (efeito túnel) por meio da probabilidade de encontrar uma
função de onda, mesmo que a energia total dessas partículas seja menor que a altura da barreira,
fato este desconhecido pelas leis da física clássica, na qual a barreira de potencial é impenetrável,
cujo coe�ciente de transmissão é igual a T (E) = � (E � V0), em que � é a função de Heaviside e
V0 = V (x = 0) a altura da barreira. Em vez disso, na mecânica quântica, a probabilidade é diferente
de zero [15], quanto mais estreita a barreira e/ou mais próxima estiver a energia (E) do topo, maior
a probabilidade de tunelamento.
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Para ilustrar o fenômeno qualitativamente, consideremos a �gura 5. Nela, a partícula com energia
E está submetida a barreira de potencial unidimensional V (x) �nita e se aproxima de um valor
constante, quando x! �1. Sem perda de generalidade, podemos considerar que a partícula move-
se da esquerda para a direita.

Fig. 5 - Representação da partícula com energia E menor que a
barreira de potencial V (x), movendo-se da esquerda para a

direita.

Classicamente falando, a situação é simples: se E > V (x) em toda parte, então a partícula clássica
continua a se mover, indo para direita inde�nidamente, sofrendo mudança de velocidade com ação
do potencial, se E < V (x) a partícula vem da esquerda para a direita e atinge o ponto de retorno xr
(E = V (x)) onde para instantaneamente. Ela é re�etida pela barreira, mudando o sinal do momento.
Na situação quântica, acontece algo diferente em ambos os casos: quando E > V (x) existe

probabilidade de re�exão e quando E < V (x) dependendo da forma da barreira e energia da partícula
a função de onda atravessa, sendo assim, para ocorrer tunelamento, a energia da partícula deve ser
menor ou igual a altura da barreira de potencial, então podemos restringir a energia E no intervalo
0 � E � V0, isto é:

E = �V0, 0 � � � 1, � 2 R:
Vamos discutir solução estacionária da equação de Schrödinger Eq.(2.3), isto é, solução cuja

densidade de probabilidade é independente do tempo - será útil escrever em variáveis adimensionais
- assim temos

	(q; �) = 	 (q) exp

�
� i
~

��m
2

�1=2
�

�
; (3.1)

substituindo a Eq.(3.1) na Eq.(2.3) obtemos:

d2q	(q) + �

�
� � V (q)

V0

�
	(q) = 0; (3.2)

em que 	(q) é a função de onda da partícula que descreve estados estacionários em todo espaço. Os
parâmetros q e � são (para l = a��1=2 na Eq.(2.2)

q = �1=2
x

a
=; � = a

p
2mV0
~

; (3.3)

observe que o parâmetro � é dado em termos da largura (2a) e altura (V0) da barreira.
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A solução assintótica da Eq.(3.2) para q ! �1 (partícula livre) representa onda plana incidente
(	I (q; �)) e re�etida (	R (q; �)), dada pela seguinte combinação linear

	(q) = 	I (q) + 	R (q) = A1 exp
�
i��q=�

1=2
�
+ A2 exp

�
�i��q=�1=2

�
; (3.4)

onde
�� = �

p
[� � V (�1) =V0];

e A1, A2 são constantes, cujo comprimento de onda é �� = 2�a
��
, consideramos que a massa (m) não

varia. Similarmente, partículas que atravessam a barreira de potencial tem função de ondas planas
que se afastam (q !1) da barreira, isto é,

	(q) = 	T (q) = A3 exp
�
i�+q=�

1=2
�
; (3.5)

em que constante A3 e �+ são iguais a

�+ = �
p
[� � V (+1) =V0];

com comprimento de onda �+ = 2�a
�+
, nessas regiões, podemos observar que o momento

�
pq� = m��1=2��

�
da partícula incidente pode ser diferente do momento

�
pq+ = m��1=2�+

�
da partícula transmitida,

desde que V (�1) 6= V (+1). Para determinar as constantes A1, A2 e A3; deve-se resolver a equação
de Schrödinger em todo espaço e estabelecer condições de contorno na função de onda e sua derivada.
Na região onde o potencial não é mais constante, a solução da Eq.(3.2) sob condição de tunelamento
(E < V (q)) descreve uma função de onda que decai à medida que penetra a barreira, que dependendo
da largura existe probabilidade diferente de zero da partícula atravessar.
As funções de onda Eqs.(3.4,3.5) são autofunções do operador momento (p̂) e não descrevem

estados �sicamente admissíveis, pois, não são normalizados, mas formam um conjunto completo,
essencialmente representam ondas planas que viajam em ambas direções com amplitudes constantes
e velocidade de fase igual a metade da velocidade clássica [49]. O signi�cado físico dessas funções
são apresentados quando se determina pacotes de ondas resultantes da sobreposição de várias ondas
planas de tal maneira que a soma total vai dar uma con�guração matemática que é oscilatória,
localizada e com velocidade de grupo igual a velocidade clássica, em que esses pacotes só são diferentes
de zero numa região �nita do espaço. Mostrou-se (p.165,[50]) que a probabilidade de encontrar esses
pacotes na região anterior da barreira de potencial é igual ao módulo quadrado das amplitudes das
funções de ondas planas, portanto, toda informação sobre o fenômeno de atravessar a barreira está
contido nas probabilidades. Com isso, vimos que o coe�ciente de transmissão depende da razão dos
módulos quadrado das amplitudes, o que justi�ca o uso das funções Eqs.(3.4,3.5) neste trabalho.
No estudo do tunelamento, interessamo-nos no cálculo da grandeza física chamada coe�ciente

de transmissão, que depende da forma da barreira de potencial e da energia da partícula, para
assim saber se de fato existe uma probabilidade de ocorrer tal fenômeno. De�ne-se coe�ciente de
transmissão T da função de onda, como a razão entre a densidade de corrente da função de onda
transmitida e a densidade de corrente da onda incidente, ou seja,

T =
Jtra
Jinc

; (3.6)

em que J (q; �) é de�nido por

J (q; �) =
~
m

�1=2

a
Im [	� (q; �) @q	(q; �)] ; (3.7)
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a equação da continuidade para a equação de Schrödinger é igual

~�1=2@�� (q; �) + am@qJ (q; �) = 0; (3.8)

é satisfeita com � (q; �) sendo
� (q; �) = j	(q; �)j2 = j	(q)j2 ; (3.9)

de�nida como uma densidade de probabilidade, constante no tempo, pois a solução da equação de
Schrödinger tem a forma

	(q; �) = 	 (q) exp

�
� i
~

��m
2

�1=2
�

�
; (3.10)

na qual a Eq.(3.10) satisfaz a Eq.(3.2) independente do tempo, o que torna as quantidades � e J
também independentes do tempo. A expressão Eq.(3.8) descreve a lei de conservação, isso implica
que J (q; �) é independente da posição para estados estacionários. De�ni-se também o coe�ciente de
re�exão como a razão entre a densidade de corrente re�etida com a densidade de corrente incidente,
na forma

R � Jrefl
Jinc

; (3.11)

cuja soma entre Eq.(3.6) e Eq.(3.11) deve, a priori, obedecer a lei de conservação de probabilidade:

R + T = 1: (3.12)

Dessa forma, vemos que para calcular o coe�ciente de transmissão ou re�exão, devemos conhecer
a solução da equação de Schrödinger em todo espaço e relacionar as densidades de corrente da função
de onda em cada região. Encontraremos a densidade de corrente das funções Eq.(3.4 e 3.5):

J�1 (q) �
~�1=2��
ma

�
jAI j2 � jARj2

�
; (3.13)

J+1 (q) =
~�1=2�+
ma

jAT j2 ; (3.14)

onde a Eq.(3.13) indica a diferença entre a densidade de corrente da onda incidente com a densidade
de corrente da onda re�etida. A Eq.(3.14) determina a densidade de corrente transmitida, os termos
���

�1=2 representam a velocidade de grupo associada ao pacote de onda na regiões em que q !
�1. Dessa forma, para encontrar o coe�ciente de transmissão, (3.6) precisa-se exclusivamente dos
parâmetros ��; �+; AI e AT :

T (��; �+; AI ; AT ) =
jAT j2 �+
jAI j2 ��

; (3.15)

assim, é dada a representação geral do tunelamento para estados estacionários.
Trabalhos que determinam os estados estacionários do oscilador invertido podem ser encontrados

em [9, 1, 51]. Na próxima secção, faremos uma revisão sobre o tunelamento na barreira do OI por
meio da solução exata.
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3.2 Tunelamento para o oscilador invertido

O potencial correspondente ao OI é dado por

V (x) = V0 �m!20x
2=2;

onde V0 é a altura da barreira.
Por questão de simplicidade nos cálculos seguintes, faremos as substituições

� =
V0 � E

!0~
; y =

r
2m!0
~

x:

Cuja equação de Schrödinger pode ser reduzida a seguinte forma:

d2	

dy2
+

�
1

4
y2 � �

�
	 = 0; (3.16)

A Eq.(3.16) apresenta solução exata em termos das funções cilíndricas parabólicas de Weber
E (�; y)[52]. O comportamento assintótico (y � 1) de E (�; y) é dado por:

E (�; y) �
r
2

y
exp

�
i
�
y2=4� � log y + �=2 + �=4

��
: (3.17)

Com tal comportamento assintótico, reconhecemos que E (�; y) representa a partícula viajando
da esquerda para a direita porque a densidade de corrente J (y � 1; �) é positiva. A função de onda
Eq.(3.17) não é uma função de onda plana no senso usual, ou seja, ela não apresenta forma exp (ikx),
escolhemos desta maneira E (�; y) função de onda transmitida, as funções E� (�;�y) e E (�;�y) são
respectivamente, incidente e re�etida, as quais associamos a região y < 0. Então, temos a seguinte
solução para Eq.(3.16):

	� (y) = AE� (�;�y) +BE (�;�y) ; y < 0;

	+ (y) = CE (�; y) ; y > 0;

em que A;B e C são constantes.
A densidadede corrente (J (y)) pode ser calculada usando a relação do Wroskiano, isto é,

W fE (�; y) ; E� (�; y)g = �2i;

nisso temos a densidade de corrente da função de onda incidente JI = jAj2
q

2~!0
m

e transmitida

JT = jCj2
q

2~!0
m
, calculando o coe�ciente de transmissão

T =
jCj2

jAj2
;

precisa-se das constantes C e A, as quais são obtidas com a condição de continuidade das funções
	� (y), 	+ (y) e suas derivadas dy	� (y),dy	+ (y) no ponto y = 0:

AE� (�; 0) +BE (�; 0) = CE (�; 0) ;

AE 0� (�; 0) +BE 0 (�; 0) = �CE 0 (�; 0) ;
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assim, obtemos
C

A
=
W fE� (�; 0) ; E (�; 0)g
2E 0 (�; 0)E (�; 0)

;

os valores das funções E (�; 0) e E 0 (�; 0) são bem de�nidos [52], expressas da forma

E (�; 0) = 2�3=4
�
"�1=2 + i"1=2

�s����� (1=4 + i�=2)� (3=4 + i�=2)

����;
E 0 (�; 0) = �2�1=4

�
"�1=2 � i"1=2

� s����� (1=4 + i�=2)� (3=4 + i�=2)

����
!�1

;

" é dado por
" =

p
1 + e2�� � e��; 1=" =

p
1 + e2�� + e��:

O coe�ciente de transmissão já pode ser calculado

T (E) =
1

jE 0 (�; 0)E (�; 0)j2
=

4

j["�1=2 � i"1=2] ["�1=2 + i"1=2]j2

=
4

j"�1 + "j2
=

1

1 + exp (2��)
=

1

1 + exp
�
2�(V0�E)

!0~

� : (3.18)

O coe�ciente de transmissão Eq.(3.18) é devido à solução assintótica, estritamente - é válido para uma
parabóla que vai a �1 em ambas direções, esse resultado de tunelamento é utilizado para qualquer
nível de energia abaixo do pico da parábola invertida, primeiramente, via método aproximado JWKB,
esse coe�ciente foi obtido por Kemble (1929), [10]. Dessa maneira, é válido destacar que o problema
do tunelamento na barreira do OI a solução exata e semi-clássica coincidem, de maneira que no OI
a aproximação JWKB é muito útil.
Quando a diferença de energia é grande ou a barreira de potencial é muito larga, podemos

considerar que o fator dominante no tunelamento é

T (E) ' exp
�
�2� (V0 � E)

!0~

�
; (3.19)

posteriormente, veremos que esse resultado coincide com o resultado Eq.(3.58) por meio da transfor-
mação � ! 2V0=~!0.

3.3 Tunelamento para o oscilador invertido truncado

3.3.1 Estados estacionários do OI truncado

A forma geral de um potencial parabólico invertido é dada por

V (x) = �k
2
x2 + bx+ c; k > 0; b e c 2 R; (3.20)
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ese potencial tem a propriedade de ser contínuo nos pontos de truncamento (xT = �a)

V (a) = Va; V (�a) = V�a e V (0) = V0 (3.21)

utilizando as relações da Eq.(3.21) em Eq.(3.20), temos

VT (x) = �
k

2

"
x2 �

�
Va � V(�a)

�
x+ 2aV0

2V0 � V (a)� V (�a)a
#
�(a� jxj) + Va�(x� a) + � (�x� a)V(�a) (3.22)

o potencial Eq.(3.22) representa o caso geral de uma parábola invertida, para x < �a tem-se a região
do potencial constante V(�a), quando x > a existe outra região de potencial constante Va e na região
jxj � a tem-se o potencial parabólico invertido.
Analisaremos os estados estacionários de uma partícula submetida ao oscilador inverso truncado,

representado na Fig. 6 (escolhemos V (a) = �V3 e V (�a) = 0), quando V3 = 0 caímos no caso
simétrico

Fig. 6.: Potencial parabólico truncado.
s

na região 2 tem-se o potencial parabólico sendo k uma constante �xa e V0 é selecionado de modo que
potencial seja contínuo nos pontos de truncamento (x = �a), o que implica diretamente que quando
muda a largura, altera a altura, então temos

VT (x) =

�
�k
2

�
x2 � a2

�
� V3
2

�x
a
+ 1
��
�(a� jxj)� V3�(x� a) ; (3.23)

O hamiltoniano do sistema tem forma

HT = HL + VT ; (3.24)

em que HL é o hamiltoniano da partícula livre, resolveremos a equação Schrödinger independente do
tempo em todo espaço para determinar os estados estacionários (faremos nas variáveis q)

d2q	(q) + �

�
� � V (q)

V0

�
	(q) = 0;
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temos como solução geral nas três regiões a seguinte função de onda:

	(q) = 	1 (q)�
�
�q � �1=2

�
+	2 (q)�

�
�1=2 � jqj

�
+	3�

�
q � �1=2

�
;

onde os subíndices 1; 2 e 3 denotam cada região do espaço. Consideremos que a partícula incidente
esteja na região 1, vindo de q ! �1 em direção a barreira de potencial (movendo-se para a di-
reita), com energia E < V0 e momento pq1 = m���

�1=2 cuja solução é uma onda plana incidente

(A1 exp
�
i��=�

1=2q
�
) que vem de �1 com amplitude A1 e devido à presença da barreira de potencial

tem-se a onda re�etida (B1 exp
�
�i��=�1=2q

�
) com amplitude B1 com mesma energia E e momento

com sinal oposto �pq1, então a forma geral para 	1 (q) é

	1 (q) = A1 exp
�
i��q=�

1=2
�
+B1 exp

�
�i��q=�1=2

�
; q < ��1=2; (3.25)

em que �� = ��1=2. Na região 3 (q > �) ; tem-se a partícula transmitida com energia E = p23
2m
� V3

e momento pq3 = m�+�
�1=2, em virtude da presença do potencial constante �V3 a partícula possui

energia cinética diferente da região 1, é útil impor a condição de contorno do potencial, sendo que na
região 3 tem-se a função de onda propagando-se para a direira, então a função de onda transmitida
	3 (q) é igual a

	3 (q) = A3 exp
�
i�+q=�

1=2
�
; q > �1=2: (3.26)

�+ = �
p
[� + V3=V0] (3.27)

sendo A3 amplitude de transmissão e �+ = �
p
[� + V3=V0].

Na região de truncamento (jqj < �1=2), a equação de Schrödinger tem a seguinte estrutura:

d2q	(q) +

 
q +

�1=2V3
4V0

!2
	(q) + �

�
� � 1� V 2

3

16V 2
0

�
	(q) = 0;

realizando a mudança de variável
{ =

�
q + �1=2V3=4V0

�
(3.28)

temos
d2{	({) + {2	({) + �E	({) = 0; (3.29)

onde o parâmetro adimensional �E é igual a

�E = �

�
� � 1� V 2

3

16V 2
0

�
; (3.30)

expressando (veja [51]) a função de onda 	2 ({) na forma :

	2 ({) = e�i{
2=2�({); (3.31)

e substituindo em Eq.(3.29), concluímos que a função �({) obedece a equação diferencial de Kummer
[35], dessa maneira, temos como solução geral:

	2(q) = A2u1(q) +B2u2(q) (3.32)

= A2e
�i (q+�1=2V3=4V0)

2
=2
1F1

�
1=4 + i �E=4; 1=2; i

�
q + �1=2V3=4V0

�2�
+B2e

�i (q+�1=2V3=4V0)
2
=2
�
q + �1=2V3=4V0

�
1F1

�
3=4 + i �E=4; 3=2; i

�
q + �1=2V3=4V0

�2�
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em que 1F1 (�; b; z) é a função hipergeométrica con�uente.
Faz-se necessário de�nir os pontos de truncamento na variável adimensional q, chamamos qE o

ponto para x = �a (esquerda da barreira) e qD o ponto para x = a (direita da barreira):

qE = �qD = ��1=2: (3.33)

Utilizando o fato das funções de onda Eqs.(3.25,3.26,3.32) e suas derivadas serem contínuas nos
pontos de truncamento q = qE e q = qD, temos o sistema de equações:

A1 exp
�
i��qE=�

1=2
�
+ A2 exp

�
�i��qE=�1=2

�
= A2u1(qE) +B2u2(qE)

i
�
��=�

1=2
�n

A1 exp
�
i��qE=�

1=2
�
� A2 exp (�i��qE)

o
= A2u

0
1(qE) +B2u

0
2(qE)

A3 exp
�
i�+qD=�

1=2
�
= A2u1(qD) +B2u2(qD)

i
�
�+=�

1=2
�
A3 exp

�
i�+qD=�

1=2
�
= A2u

0
1(qD) +B2u

0
2(qD)

9>>>>>>=>>>>>>;
; (3.34)

então, determina-se os estados estacionários do sistema físico Eq.(3.24). Essas soluções serão uti-
lizadas no cálculo do coe�ciente de transmissão (tunelamento) na próxima secção.

3.3.2 Coe�ciente de transmissão exato

A densidade de corrente Eq.(3.7) associada a cada região é dada por

J1 (q) =
~�1=2��
am

�
jA1j2 � jB1j2

�
; q < qE; (3.35)

J2 (q) = ~Wr (u1; u2) Im (A
�
2B2) ; qE � q � qD; (3.36)

J3 (q) =
~�1=2�+
am

jA3j2 ; q > qD; (3.37)

em que Wr é o wroskiano dado por

Wr =
�
u0
2
(q)u1(q)� u0

1
(q)u2(q)

�
(3.38)

as densidades de corrente J1; J2 e J3 são conservadas na direção q, isto é,

J1 = J2 = J3;

a Eq.(3.35) expressa a diferença entre a densidade de corrente da função de onda incidente com a
função de onda re�etida, isto é,

J1 = Jinc � Jref ;

observe que o momento tem sinal oposto, indicando a re�exão da função de onda. A Eq.(3.37) ex-
pressa a densidade de corrente da função de onda transmitida. Calcula-se o coe�ciente de transmissão
Eq.(3.15) pela razão entre as constantes A3 e A1:

T (��; �+; �) =
jA3j2 �+
jA1j2 ��

; (3.39)
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como vimos, as constantes são determinadas por meio das condições de contorno Eq.(3.34), em que
eliminamos as constantes A2 e B2, e - de acordo com o apêndice 1 - encontramos o seguinte resultado:

T (�; �) =
�+
��

�����2 exp (�i��) det (Mq) exp (�i�+) i�+=�1=2

 (�) + ~ (�)

�����
2

; (3.40)

 (�) =

"
u1(��1=2) +

�1=2

i��
u01(��1=2)

# �
u02(�

1=2)� u2(�
1=2)i

�+

�1=2

�
;

~ (�) =

"
u2(��1=2) +

�1=2

i��
u02(��1=2)

# �
�u01(�1=2) + i

�+

�1=2
u1(�

1=2)

�
;

no qual, a matrizMq de�nida por (Eq.(A.5), apêndice 1):

Mq =

 
u1(�

1=2) u2(�
1=2)

u01(�
1=2)�1=2

i�+

u02(�
1=2)�1=2

i�+

!
; (3.41)

a expressão Eq.(3.40) representa o coe�ciente de transmissão para soluções exatas da equação de
Schrödinger e pode ser utilizado para qualque nível (�) de energia correspondente a altura da bar-
reira de potencial, T depende exclusivamente de ��; �+ e �

1=2. Formalmente, o problema de tunela-
mento está analiticamente resolvido pelo uso das funções de onda e suas derivadas nos pontos de
truncamento.
A�m de comparar com resultados da literatura, em que, geralmente, a barreira parabólica trun-

cada é simétrica, vamos considerar V3 = 0, o que implica

�+ = ��;

e as funções de onda u1(q) e u2(q) Eq.(3.32) possuem paridade de�nida

u1(�q) = u1(q), u2(�q) = �u2(q); (3.42)

e são reais
u1(q) = u�1(q) e u2(q) = u�2(q); (3.43)

além disso, o det (Mq) =
�1=2

i�+
Wr (u1; u2) =

�1=2

i�+
, ([51]), usando as Eqs.(3.42 e 3.43) simpli�caremos a

expressão Eq.(3.40) para

T (�; �) =
�����hu02(�1=2)� i�1=2�1=2u2(�

1=2)
i h
i�1=2�1=2u1(�

1=2)� u01(�
1=2)
i���2 ; (3.44)

A expressão acima mostra que o tunelamento depende apenas de � e � e do comportamento das
funções de onda e suas derivadas nos pontos de truncamento

u01(q) = �iqu1(q) + i
�
1 + i �E

�
q exp

�
�iq

2

2

�
1F1

�
5=4 + i �E=4; 3=2; iq2

�
;

u02(q) =
1

3
exp

�
�iq

2

2

���
3� 3iq2

�
1F1

�
3=4 + i �E=4; 3=2; iq2

�
�q2

�
�3i+ �E

�
1F1

�
7=4 + i �E=4; 5=2; iq2

��
;

dq
�
1F1

�
a; b; iq2

��
= 1F1

�
1 + a; 1 + b; iq2

�
2iaq=b;
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como sabemos � corresponde a relação entre a energia (E) da partícula incidente com a altura (V0)
da barreira de potencial e � corresponde diretamente com a largura (2a) e altura da barreira, cuja
escolha é arbitrária, entretanto, busca-se relacionar uma com a outra, isto é, V0 = k a

2

2
.

Observaremos o comportamento de T (�; �) quando mantemos �xo � e variamos � na �gura (Fig
7):

Fig 7.: Coe�ciente de transmissão T (�) para diferentes
valores de �.

A grandeza adimensional � =
�
a2

p
mk
~

�
permite (para k �xo) fazer uma correspondência direta

com a largura da barreira (veja Eq. 3.3). O grá�co acima mostra que a probabilidade de tunelamento
é maior quando � é pequeno, pois, possibilita que a partícula incidente possa atravessar a barreira
mesmo com energia bem abaixo de V0, da ordem de � ' 0; 1, a medida que � aumenta o intervalo de
energia possível vai diminuindo, por exemplo, para � = 4 tem-se tunelamento somente no intervalo
0; 6 . � � 1. É interessante observar que existe probabilidade de re�exão da partícula quando � > 1,
algo que não acontece na física clássica.
Analisaremos o que acontece quando mantemos � �xo e variamos �; na �gura (Fig.8):
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Fig.8.: Coe�ciente de transmissão T (�) para diferentes
valores de �.

Podemos ver que na Fig.8 que a curva azul (� = 1) é a que melhor representa a probabilidade
de tunelar, isto porque a energia da partícula (E) é igual ao topo (V0), embora E = V0 existam
�utuações do coe�ciente de transmissão com a variação de �, pois, para � pequeno (< 2) existe
probabilidade de transmissão maior que 0; 5, a medida que a largura aumenta T (� � 1; � = 1)
tende a 1=2. Quando a energia da partícula incidente diminui, em relação à, altura da barreira a
probabilidade de transmissão também decai, resultado este que está de acordo com as previsões de
tunelamento.
É importante destacar que a expressão Eq.(3.44) apresenta tunelamento para qualquer nível de

energia, sendo neste caso um resultado geral. Para observar a correspondência do nosso resultado
com o trabalho de Bell [13], assumiremos � = 1 no coe�ciente de transmissão Eq.( 3.44), no qual de-
terminaremos a expressão analítica de T (� = 1; �) ao fazer a substituição da função hipergeométrica
1F1(a; b; q) pela função de Bessel de primeira espécie J� (�), ([52]):

1F1

�
v +

1

2
; 2v + 1; �

�
exp (��=2) = Jv (�i�=2) � (v + 1)

(�=4i)v
;

assumindo valores de v = �1=4 para as funções de onda u1(q) e u2(q) e usando as seguintes as
propriedades das funções Gama

�

�
1

4
+ n

�
=
(4n� 3)!
4n

�

�
1

4

�
e � (x) � (1� x) = �= sin (�x) ;

chegamos a:

T (� = 1; �) =
16 sin2 (�=4)

�2�2
n
J23=4

�
1
2
�
�
+ J2�1=4

�
1
2
�
�on

J2�3=4
�
1
2
�
�
+ J21=4

�
1
2
�
�o :

Destacamos que obtemos o valor exato nessa barreira de potencial para qualquer nível de energia.
Isto será útil para trabalhos futuros em sistemas �sicos que sejam modelados por este tipo de barreira,
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como exemplo, o trabalho de Hansen [12] que estuda o tunelamento de elétrons em estruturas feitas
de metal-isolante-metal, no qual determina curvas de corrente-voltagem através de um resultado
aproximado do coe�ciente de transmissão.

3.4 Tunelamento utilizando Estados Semi-clássicos (JWKB)

Um método muito útil para encontrar a solução aproximada é a descrição semi-clássica. Aplica-
se quando os comprimentos de onda de Broglie das partículas são pequenos em comparação com
as características dimensionais L que determinam as condições de um dado problema, comumente
chamados de aproximação JWKB, em homenagem a Je¤reys,Wentzel, Kramers e Brillouin [53] por
terem sido os primeiros a aplicarem este método em problemas de mecânica quântica, isto porque
alguns problemas que apresentam um potencial tal que E�V (q) = f(q) se torna necessário recorrer
para esta ferramenta devido à di�culdade de encontrar a solução exata da equação de Schrödinger,
exceto alguns casos como do oscilador harmônico/invertido, potencial linear, potencial de Eckart,
e outros. Embora o OI permita solução exata Eq.(3.32), descreveremos os estados semiclássicos
e determinaremos o coe�ciente de transmissão, a�m de comparar a relação com a solução exata
Eq.(3.40), pois este método é amplamente utilizado na literatura em problemas de tunelamento
[15, 55, 47], e - em alguns casos - faremos uma correspondência clássica com algumas grandezas de
um sistema físico.

3.4.1 Aspecto geral

Considere uma partícula com energia E movendo-se sob ação de um potencial V (q), num estado
estacionário do sistema. Supondo que queremos resolver a equação-unidimensional de Schrödinger
independente do tempo

d2q	(q) + �

�
� � V (q)

V0

�
	(q) = 0; (3.45)

a solução (considerando normalizada) assume a forma geral

	(q) = e(i=~)'(q); (3.46)

' (q) é a função associada a fase e está relacionada com a ação do sistema, substituindo a Eq.(3.46)
na equação de Schrödinger Eq.(3.45) para uma partícula, temos

['0 (q)]
2 � i~'00 (q) = �~2

�
� � V (q)

V0

�
(3.47)

a equação acima é também conhecida como a equação diferencial de Riccati, expandindo a fase ' (q)
em série de ~ :

' (q) =

1X
n=0

(~=i)n 'n (q) ; (3.48)

considerando apenas o primeiro termo (n = 0) da expansão Eq.(3.48) na equação Eq.(3.47) e assu-
mindo que ����~'00 (q)'02 (q)

���� << 1; (3.49)
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tem-se como solução

'0 (q) = �~
Z s

�

�
� � V (q)

V0

�
dq;

onde m

r
�
�
� � V (q)

V0

�
corresponde ao momento clássico p (q). A condição Eq.(3.49) utilizada para

determinar '0 (q) é a condição de validade da aproximação JWKB, que relaciona �sicamente a
pequena variação do comprimento de onda � (q) = ma2�~

~�1=2p(q)de De Broglie, isto é,����m~ d

dq

�
~

p (q)

����� << 1; (3.50)

a expressão acima mostra que a variação do comprimento de onda da partícula deve variar lentamente
sob a distância considerada, de forma equivalente, podemos escrever a Eq.(3.50)

m4a

�1=2~2
jF j
jpj3

<< 1; F = �dU
dq

a

�1=2
;

um fato importante é que a Eq.(3.49) torna-se inaplicável quando o momento (p (q)) for muito
pequeno, dessa forma, estabelece-se que o potencial V (q) deve variar de maneira suave e lenta para
que o método JWKB seja aplicado.
Explorando o próximo termo (n = 1) de Eq.(3.48) na Eq.(3.47), temos a seguinte relação

p (q)'01 (q) +
1

2
p0 (q) = 0; (3.51)

integrando, obtém-se

'1 (q) = �
1

2
ln (p) + const;

dessa maneira, a função de onda semi-clássica Eq.(3.46) possui a seguinte forma geral

	(q) =
C1p
p (q)

exp

�
i

m

Z
p (q0) dq0

�
+

C2p
p (q)

exp

�
� i

m

Z
p (q0) dq0

�
; (3.52)

que satisfaz a equação de Schrodinger para primeira ordem em ~, onde C1 e C2 são constantes, o
primeiro termo da Eq.(3.52) indica função de onda movendo-se para a direita (+) e o segundo para
a esquerda (�). A densidade de probabilidade da função JWKB Eq.(3.52) é

j	� (q)j2 /
1

p (q)
;

cuja expressão mostra que é inversamente proporcional ao momento clássico. Algo semelhante acon-
tece com a distribuição clássica, sendo proporcional à duração do tempo (d�) que a partícula passa
num intervalo dq, ou seja, inversamente porporcional à velocidade �cl�as / 1

v(q)
, de certa forma, pode-

se a�rmar que a probabilidade das funções de onda JWKB de encontrar uma partícula num intervalo
q a dq também é proporcional ao inverso da velocidade clássica, 1=v (q) / [E � V (q)]�1=2, discussões
dessa natureza com diferentes sistemas físicos são encontradas em [54].
Podemos explorar termos de ordem ~2 (ou para n = 2) em Eq.(3.48), o que leva a equação

'00 (q)'
0
2 (q) +

1

2
['01 (q)]

2
+
1

2
'001 (q) = 0;
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cuja solução de '2 (q) é

'2 (q) =
1

4
mp0=p2 +

1

8
m2

Z �
p02=p3

�
dq;

então, para n = 2 a função de onda JWKB assume a forma

	(q) =
constp
p (q)

�
1� i~

�
1

4
mp0=p2 +

1

8
m2

Z �
p02=p3

�
dq

��
exp

�
i

m

Z
p (q0) dq0

�
;

no entanto, o termo '2 (q) é muito pequeno e no geral é desprezado no estudo das funções de onda
semi-clássicas, sem perda de generalidade assumiremos 'n (q) = 0 para n � 2 [15].
Em todos os problemas de tunelamento, a quantidade E�U (q)muda de sinal. Quando E > U (q)

a solução Eq.(3.52) tem comportamento oscilatório, na situação de E = U (q) a função de onda
Eq.(3.52) tem singularidade devido ao momento p (q) = 0, e na região clássicamente inacessivel
(E < U) tem-se expoentes reais, pois o momento se torna imaginário p (q) = i jp (q)j e a função
de onda amortece, desse modo, escrevemos Eq.(3.52) na região classicamente proibida da seguinte
forma:

	(q) =
C1p
jp (q)j

exp

�
� 1
m

Z
jp (q0)j dq0

�
+

C2p
jp (q)j

exp

�
1

m

Z
jp (q0)j dq0

�
; � < 1; (3.53)

à medida que a partícula penetra na barreira, faz sentido apenas considerar o termo decrescente da
função de onda, uma vez que diminui a probabilidade de penetração.

3.4.2 Oscilador invertido truncado

Agora encontraremos soluções JWKB para uma partícula submetida ao potencial do OI truncado
Eq.(3.23), move-se da esquerda (embora como sabemos o coe�ciente de transmissão independe da
direção do movimento da partícula) para a direita com energia E; a função de onda JWKB tem a
forma geral dada pela Eq.(3.52), como sabemos as funções JWKB são válidas para pequena variação
do comprimento de onda, estabelecido na Eq.(3.50), então:�������

h
qka2 + V3�

1=2=2
i

2V0

h
�
�
� � k

2V0

�
q2a2��1 � a2

�
+ V3

2V0

�
qa��1=2

a
+ 1
��i3=2

������� << 1;
vemos que para a condição acima ser válida é necessário que jqj seja grande (veja [15]) para qualquer
valor de E, o que implica diretamente na expansão do momento p (q):

p (q)

m
=

24 q + �1=2V3
2ka2

!s
ka2

2V0
+

"ka2�
2qka2 + �1=2V3

�
35 ;

onde de�nimos o parâmetro � por

" =

24�V3
2V0

� ka2

2V0

 
�1=2V3
2ka2

!2
� k�a2

2V0
+ ��

35r2V0
ka2

;
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Cuja integral
R
p (q0) dq0 é aproximadamente igual a

1

m

Z
p (q0) dq0 =

24 q + �1=2V3
2ka2

!2
1

2

s
ka2

2V0
+
"

2
ln

 
q +

�1=2V3
2ka2

!35+ const; (3.54)

vamos aproximar 1p
p(q)

para

1p
p (q)

' 1r�
q + �1=2V3

2ka2

�q
ka2

2V0

;

o que faz a função JWKB ter a seguinte estrutura :

	JWKB
II (q) =

C1r�
q + �1=2V3

2ka2

� exp
8<: i

2

24 q + �1=2V3
2ka2

!2s
ka2

2V0
+ " ln

 
q +

�1=2V3
2ka2

!359=; (3.55)

+
C2�

q + �1=2V3
2ka2

� exp
8<:� i2

24 q + �1=2V3
2ka2

!2s
ka2

2V0
+ " ln

 
q +

�1=2V3
2ka2

!359=;
= C1u

JWKB
1 (q) + C2u

JWKB
2 (q) :

Solução JWKB na região V = 0

A aproximação de estados JWKB para potencial constante tem autofunções cuja forma é de ondas
planas, o momento da partícula é bem de�nido m

p
��,

	WKB
I (q) = a1 exp

�
i�1=2�1=2q

�
+ b1 exp

�
�i�1=2�1=2q

�
; (3.56)

onde as constantes a1 e b1 independem de q. Como sabemos, na Eq.(3.56) o primeiro termo representa
onda incidente e o segundo onda re�etida. Da mesma forma, faremos para a região 3 (V = �V3), em
que consideramos somente ondas transmitidas, cuja função é

	JWKB
III (q) = a3 exp

 
i

s
�

�
� +

V3
V0

�
q

!
;

sendo a3 uma constante. Por último, na região sob ação do potencial invertido
�
jqj � �1=2

�
temos a

Eq.(3.55). Considerando que as funções de onda JWKB e suas derivadas são contínuas nos pontos
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de truncamento
�
��1=2:

�
encontramos o seguinte resultado do coe�ciente de transmissão:

TJWKB =

�������
2
h
uJWKB
1 (�1=2)uJWKB0

2 (�1=2)� uJWKB
2 (�1=2)uJWKB0

1 (�1=2)
i

fJWKB (�) + ~JWKB (�)g i
h�
� + V3

V0

�
�
i1=2

�������
2

�+
��

;

JWKB (�) =

"
uJWKB
1 (��1=2) + uJWKB0

1 (��1=2)
i�1=2�1=2

#264 uJWKB0
2 (�1=2)

i
h
�
�
� + V3

V0

�i1=2 � uJWKB
2 (�1=2)

375 ;
~JWKB (�) =

"
uJWKB
2 (��1=2) + uJWKB0

2 (��1=2)
i�1=2�1=2

#264� uJWKB0
1 (�1=2)

i
h
�
�
� + V3

V0

�i1=2 + uJWKB
1 (�1=2)

375 :
Quando a barreira é simétrica, isto é V3 = 0, encontramos

TJWKB =
[� [4� + 2� (� � 1)]]2��

2�2 (� + 1) + 1
4
+
�
�(��1)
2

�2�
exp

�
�1
2
�� (� � 1)

�
�
�
1
4
+
�
�(��1)
2

�2�
exp

�
1
2
�� (� � 1)

��2 ;
(3.57)

representaremos o comportamento grá�co de Eq.(3.57) da mesma forma que �zemos para as soluções
exatas na secção anterior:

Fig.9.: Grá�co do coe�ciente de transmissão em função de
E=V0 para diferentes valores de �.

o grá�co (Fig.9) mostra como o coe�ciente de transmissão semiclássico comporta-se quando a energia
da partícula incidente se aproxima ou se afasta de V0. Observe que na situação E = V0 o coe�ciente
se aproxima de 1, isso signi�ca que há transmissão total, negligenciando a re�exão da partícula, o
que não acontece com valor exato (a menos que � � 1). As curvas que melhor descrevem T JWKB são
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aquelas em que � é maior, ou seja, para barreira de potencial larga. Por exemplo, quando � = 4 o
intervalo de tunelamento (0; 6 . � � 1), semelhante ao caso exato da Fig 7., A descrição semiclássica
para tunelamento é mais adequada quando a energia da partícula incidente é muito menor que o
topo da barreira. Notamos também que o coe�ciente de transmissão T JWKB torna-se inaplicável
para � > 1, porque supera a unidade.
Analisaremos a Fig.10 T (�) para diferentes valores de energia.

Fig.10.: Grá�co do coe�ciente de transmissão semi-clássico
em função de � para diferentes valores de �.

De imediato, vemos que - quando a energia da partícula incidente é igual ao topo - o coe�ciente de
transmissão é igual a 1, quando � < 1 e � ' 0 o coe�ciente se aproxima de zero, mais uma vez está em
desacordo com o resultado exato que estabelece T ' 1, como dissemos, a aproximação semiclássica
é util quando � > 1 e � < 1.
Podemos tomar � grande na Eq.(3.57), cujo resultado é

TJWKB = exp (��� (� � 1)) ; (3.58)

o que está de acordo com a literatura.
O efeito combinado da largura e da altura da barreira de potencial faz a Eq.(3.58) aumentar ou

diminuir, contudo, é verdade que, em condições de a largura tornar-se muito grande, o coe�ciente
TJWKB tende a cair. Sendo assim, podemos fazer uma relação direta com o valor determinado na
barreira de potencial in�nita Eq.(3.19).
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Capítulo 4

Considerações Finais

Nesta dissertação de mestrado, mostramos o per�l clássico e quântico do movimento da partícula sub-
metida ao OI truncado e não truncado. Vimos que clássicamente obtendo as soluções da equação do
movimento determinamos completamente o sistema físico, cujas trajetórias clássicas são classi�cadas
de acordo com a energia da partícula. No capitulo 2, utilizamos o método [34] de Malkin-Manko
adaptado para sistemas de espectro contínuo, cujas propriedades dos ECG são iguais aos estados
compridos, sendo possível encontrar, dentre outras coisas, as dispersões do operador momento e
posição de forma explícita. O príncipio da correspondência na mecânica quântica estabelece que
alguns estados quânticos podem ter caracteristícas clássicas. Vimos que os ECG obtidos são re-
conhecidos como pacotes de onda gaussianos que se movem sob trajetórias clássicas e minimizam a
relação de incerteza Schrödinger�Robertson em qualquer tempo, entretanto, as dispersões da posição
e momento aumentam com o tempo. Fizemos uma importantíssima conecção entre sistemas físicos
diferentes, por meio da variável !, que mesmo em sistema de espectro discreto (OH) foi possível
relacionar com os ECG do OI e partícula livre, e também encontramos os fundamentais ECs de
Schrödinger/Glauber. Com esses novos resultados submetemos um artigo [62].
Nos problemas ponderados, nossa construção foi baseada no simples fato de que o espaço de

Hilbert é separável de modo que existe uma base discreta do tipo oscilador. Todavia, isso não
contradiz o fato de considerarmos sistemas com espectro contínuo. Então, mesmo para sistemas de
espectro contínuo, podemos sempre construir um conjunto completo e discreto da solução da equação
de Scrödinger e usá-lo por analogia com a construção de Glauber para encontrar a mesma espécie
de estados coerentes. De fato, nossa construção está muito próxima daquela que foi utilizada por
Dodonov e Man�ko na construção de EC para sistemas quadráticos não estacionários.
Gostaríamos de comparar nossa construção dos ECG com os ECs construídos por Barton no

trabalho [9], cujo objetivo principal é dedicado á mecânica quântica do potencial OI. Neste trabalho,
Barton de�ne ECs pela ação do operador deslocamento (que não coincide com operador (2.41) nos
estados estacionários do hamiltoniano da partícula sob o potencial do OI. Como resultado, tais ECs
não são normalizados e existem di�culdades na prova de sua completeza. A construção de Barton é
essencialmente melhorada no trabalho de Klauder e coautores [56]. Esses autores construíram ECs
pela ação do operador deslocamento em algumas combinações de estados estacionários de quadrado-
integrável, cuja escolha dessas combinações desempenha um papel de regularização, em que os estados
ECs já são normalizados, forma um sistema de conjunto completo. Esta última abordagem tem
in�nitas possibilidades para escolher a regularização, no entanto, observamos que o procedimento
de determiná-la não é simples para o caso geral. Os ECG do nosso trabalho não coincidem com os
resultados de Barton e Klauder.
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Foi apresentado no capítulo 3 o movimento puramente quântico, tunelamento, utilizando estados
estacionários. Demonstramos a obtenção do coe�ciente de transmissão nas barreiras de potencial do
OI e OI truncado. No caso do OI, a descrição semiclássica, que inicialmente feita por Kemble [10],
coincide com a descrição exata (secção 3.2) para qualquer valor de energia da partícula incidente.
No caso do OI truncado, não acontece a mesma coisa, pois o resultado JWKB não coincide com o
resultado exato. Obtemos o coe�ciente de transmissão por meio das condições de continuidade das
funções de onda nos pontos de truncamento, o resultado exato é geral, o qual depende da forma da
barreira e da energia da partícula, sendo que não restringe a relação entre a energia da partícula
incidente e a altura da barreira, cujo caso particular � = 1 coincide com resultado de Bell [13].
Entretanto, o coe�ciente de transmissão JWKB, traz resultado próximo ao exato somente quando a
energia da partícula é bem abaixo da barreira de potencial. Essa diferença entre o OI e OI truncado
deve existir porque de um lado temos um sistema quadrático (OI) e do outro temos um sistema não
quadrático (OI truncado).
Pretendemos com esses últimos resultados, generalizar a análise do tunelamento, investigando

melhor as condições de validade das soluções JWKB com as soluções exatas e por meio da teoria
quântica relativística fazer um estudo da produção de partículas tratando a barreira de potencial OI
truncado como um campo externo.
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Apêndice A

Apêndice

Neste apêndice determinaremos o coe�ciente de transmissão de maneiral geral para o oscilador in-
vertido truncado e logo após, por meio da construção de Glauber, construiremos estados coerentes
do oscilador harmônico.

A1. Coe�ciente exato de transmissão

A necessidade de estabelecer condições de continuidade das funções de onda u1 (q), u2 (q) e suas
derivadas dqu1 (q), dqu2 (q) nos pontos de truncamento q = ��1=2 da barreira de potencial leva ao
seguinte sistema de equações (3.34):

A1 exp (�i��) +B1 exp [i��] = A2u1(��1=2) +B2u2(��1=2)
A1 exp [�i��]�B1 exp [i��] = A2

u01(��1=2)�1=2
i��

+B2
u02(��1=2)�1=2

i��

A3 exp (i�+) = A2u1(�
1=2) +B2u2(�

1=2)

A3 exp (i�+) = A2
u01(�

1=2)�1=2

i�+
+B2

u02(�
1=2)�1=2

i�+

9>>>>=>>>>; ; (A.1)

cujo objetivo é encontrar a razão entre a3 e a1, por causa do coe�ciente de transmissão ser proporcional
ao módulo quadrado a isto, T~ ja3j2 = ja1j2, vamos escrever o sistema acima em forma de matriz�

M1

M2

�
�

�
exp (�i��) exp (i��)
exp (�i��) � exp (i��)

��
A1
A1

�
(A.2)

=

 
u1(��1=2) u2(��1=2)
u01(��1=2)�1=2

i��

u02(��1=2)�1=2
i��

!�
A2
B2

�
(A.3)

da mesma maneira�
exp (i�+) 0
exp (i�+) 0

��
A3
0

�
=

 
u1(�

1=2) u2(�
1=2)

u01(�
1=2)�1=2

i�+

u02(�
1=2)�1=2

i�+

!�
A2
B2

�
(A.4)

chamando

Mq =

 
u1(�

1=2) u2(�
1=2)

u01(�
1=2)�1=2

i�+

u02(�
1=2)�1=2

i�+

!
; (A.5)
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cuja inversa é igual a

M�1
q =

1

det (Mq)

 
u02(�

1=2)�1=2

i�+
�u2(�1=2)

�u01(�
1=2)�1=2

i�+
u1(�

1=2)

!
; (A.6)

em especial det (Mq) =
�1=2

i�+
Wr

h
u1(�

1=2); u2(�
1=2)
i
, onde Wr é o wroskiano. Agora podemos explici-

tar os elementos A2 e B2 multiplicando Eq.(A.4) por Eq.(A.6):�
A2
B2

�
=M�1

q

�
a3 exp (i�+)
a3 exp (i�+)

�
(A.7)

substituindo a Eq.(A.7) em Eq.(A.2), temos:

�
M1

M2

�
=
a3 exp (i�+)

det (Mq)

0@ u1(��1=2)
h
u02(�

1=2)�1=2

i�+
� u2(�

1=2)
i
+ u2(��1=2)

h
u1(�

1=2)� u01(�
1=2)�1=2

i�+

i
u01(��1=2)�1=2

i��

h
u02(�

1=2)�1=2

i�+
� u2(�

1=2)
i
+

u02(��1=2)�1=2
i��

h
u1(�

1=2)� u01(�
1=2)�1=2

i�+

i 1A
podemos fazer a soma direta (M1 +M2) e obter:

A3
A1

=
2 exp (�i��) det (Mq) exp (�i�+) i�+=�1=2

 (�) + ~ (�)
;

 (�) �
"
u1(��1=2) +

u01(��1=2)�1=2

i��

# �
u02(�

1=2)� i�+

�1=2
u2(�

1=2)

�
;

~ (�) �
"
u02(��1=2)�1=2

i��
+ u2(��1=2)

# �
i�+

�1=2
u1(�

1=2)� u01(�
1=2)

�
;

logo determinamos a expressão para o coe�ciente de transmissão:

T =
�+
��

�����2 exp (�i��) det (Mq) exp (�i�+) i�+=�1=2

 (�) + ~ (�)

�����
2

:

A2. Estados coerentes do oscilador harmônico

Vamos construir os EC para o oscilador harmônico unidimensional, de hamiltoniano Ĥ dado por:

Ĥ =
p̂2

2m
+
m!20
2

x̂2, p̂ = �i~ @
@x
: (A.8)

De�nindo q̂ = x̂p
~=m!0

, temos

Ĥ = � ~
2

2m

@2

@x2
+
m!20
2

x2 = � ~
2

2m

�
m!0
~

@

@q

�
+
m!20
2

�
~

m!0
q2
�
=
~!0
2

�
q2 � @

@q

�
:

Os operadores criação e aniquilação tem a forma Eq.(2.8)

â =
q + @qp
2
, ây =

q � @qp
2
; (A.9)
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cuja ação na base de Fock é dada por

â jni =
p
n jn� 1i ; ây jni =

p
n+ 1 jn+ 1i (A.10)

Calculando a relação de comutação:

�
â; ây

�
 (q) = âây (q)� âyâ (q)

=
1

2

��
q +

@

@q

�
(q �  0)�

�
q � @

@q

�
(q +  0)

�
=

1

2

��
q2 � q 0 +

@

@q
(q )�  00

�
�
�
q2 + q 0 � @

@q
(q )�  00

��
= �q 0 + @

@q
(q ) = �q 0 +  + q 0 =  =  (q) : (A.11)

Portanto, esses operadores satisfazem a relação de comutação dos operadores de aniquilação e
destruição, i.e., �

â; ây
�
= 1:

Podemos escrever:

q =
â+ âyp
2
, @q =

â� âyp
2
: (A.12)

Então, o hamiltoniano Eq.(A.8) pode ser escrito como:

Ĥ =
~!0
2

�
1

2

�
â+ ây

�2 � 1
2

�
â� ây

�2�
=
~!0
4

h�
â+ ây

�2 � �â� ây
�2i

=
~!0
4

��
â2 + âây + âyâ+ ây2

�
�
�
â2 � âây � âyâ+ ây2

��
=

~!0
2

�
âây + âyâ

�
=
~!0
2

�
2âyâ+ 1

�
= ~!0

�
âyâ+

1

2

�
: (A.13)

De�ne-se operador número
n̂ = âyâ;

Temos:

H = ~!0
�
n̂+

1

2

�
: (A.14)

Determinaremos os auto-estados do hamiltoniano:

Ĥ jni = En jni :
Substituindo a Eq.(A.14):

~!0
�
n̂+

1

2

�
jni = En jni , jni = 1p

n!

�
ây
�n j0i :
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De acordo com Eqs.(A.10), encontramos o espectro:

En = ~!0
�
n+

1

2

�
: (A.15)

Vamos agora encontrar os EC do oscilador harmônico, isto é, os auto-estados hq jzi do operador
de aniquilação, em termos do parâmetro q,  z (q) = hq jzi:

âhq jzi = zhq jzi :
Utilizando a Eq.(A.9):

1p
2

�
qhq jzi+ @

@q
hq jzi

�
= zhq jzi :

Obtemos a seguinte equação diferencial:

@

@q
hq jzi =

�p
2z � q

�
hq jzi :

Cuja solução é dada por :

hq jzi = N exp

�
�1
2

�
q �

p
2z
�2�

:

Normalizando o estado:

1 =

1Z
�1

dq

�
N� exp

�
�1
2

�
q �

p
2z�
�2���

N exp

�
�1
2

�
q �

p
2z
�2��

= jN j2
1Z

�1

dq exp
h�
�q2 +

p
2q (z + z�)� z2 � z�2

�i

= jN j2
p
� exp

"
(z + z�)2

2
� z2 � z�2

#
= jN j2

p
� exp

"
�(z � z�)2

2

#

Obtemos o coe�ciente de normalização:

N =
1

�1=4
exp

"
(z � z�)2

4

#
(A.16)

Então, o estado coerente é igual a:

hq jzi = 1
4
p
�
exp

"
�1
2

�
q �

p
2z
�2
+
(z � z�)2

4

#
(A.17)

Vamos agora escrever os operadores x̂ e p̂ = �i~ @
@x
em termos dos operadores â e ây:
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x̂ =

r
~

2m!00

�
â+ ây

�
;

p̂ = �i
r
m~!0
2

�
â� ây

�
: (A.18)

Encontramos :

â =

r
m!0
~

�
x̂+ i

p̂

m!0

�
; (A.19)

ây =

r
m!0
~

�
x̂� i

p̂

m!0

�
:

Dado um estado coerente jzi do oscilador harmônico, isto é, â jzi = z jzi, vamos encontrar seus
valores médios da posição e momento, hzj x̂ jzi e hzj p̂ jzi:

hxi = hzj x̂ jzi =
r

~
2m!0

�
hzj â jzi+ hzj ây jzi

�
(A.20)

=

r
~

2m!0
(hzj z jzi+ hzj z� jzi)

=

r
~

2m!0
(z + z�)

=

r
2~
m!0

Re (z) ;

e

hpi = hzjp jzi = �i
r
m~!0
2

�
hzj â jzi � hzj ây jzi

�
(A.21)

= �i
r
m~!0
2

(hzj z jzi � hzj z� jzi)

= �i
r
m~!0
2

(z � z�)

=
p
2m~!0 Im (z) :

Obtemos o parâmetro complexo z em função dos valores médios da posição e momento:

z =

r
m!0
2~

�
hxi+ i

hpi
m!0

�
: (A.22)

Vamos agora encontrar a evolução temporal de um EC. Impondo como condição inicial um estado
coerente jzi. Então, um estado quântico num instante t qualquer é dado por:

jz; ti = exp
(
�iĤ
~
t

)
jzi : (A.23)
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Usando o Hamiltoniano de�nido na eq. (A.14), temos:

jz; ti = exp f�i!0tn̂g jzi e�
i
2
!0t:

Vamos usar a de�nição de Glauber de um EC ([27]), expandindo o vetor jzi na base de estados
estacionários:

jz; ti = exp
�
�1
2
jzj2
� 1X
n=0

znp
n!
exp f�i!0tn̂g jni e�

i
2
!0t:

Façamos a expansão em séries desta exponencial, aplicando o operador no elemento da base,
usando o fato que n̂m jni = nm jni:

exp f�i!0tn̂g =
1X
m=0

f�i!0tn̂gm

m!
jni =

1X
m=0

f�i!0tngm

m!
jni = exp f�i!0tng jni :

Portanto,

jz; ti = exp
�
�1
2
jzj2
� 1X
n=0

znp
n!
exp f�i!0tng jni e�

i
2
!0t:

Reorganizando os termos:

jz; ti = exp
�
�1
2
jzj2
� 1X
n=0

(ze�i!0t)
n

p
n!

jni e� i
2
!0t:

Segundo a de�nição de EC de Glauber:

jz; ti = e�
i
2
!0t
��ze�i!0t� : (A.24)

Isso signi�ca que a evolução temporal de um EC o preserva, enquanto o parâmetro complexo
z, por sua vez, evolui unicamente mudando sua fase, mantendo seu módulo. Calculemos agora os
valores esperados da posição e do momento desse sistema.
Para a posição,

hz; tj x̂ jz; ti =


z�ei!0t

�� e i2!0tx̂e� i
2
!0t
��ze�i!0t�

=


z�ei!0t

��r ~
2m!0

�
â+ ây

� ��ze�i!0t�
=

r
~

2m!0

�

z�ei!0t

�� â ��ze�i!0t�+ 
z�ei!0t�� ây ��ze�i!0t��
=

r
~

2m!0

�
ze�i!0t + z�ei!0t

�
=

r
2~
m!0

Re
�
ze�i!0t

�
=

r
2~
m!0

[Re (z) cos (!0t) + Im (z) sin (!0t)] :

Mas, da Eq.(A.20):

hz; tj x̂ jz; ti =
r

2~
m!0

�r
m!0
2~

hx0i cos (!0t) +
r

1

2~m!0
hp0i sin (!0t)

�
:
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En�m, obtemos o valor médio da posição em um instante t qualquer:

hx (t)i = hx0i cos (!0t) +
hp0i
m!0

sin (!0t) : (A.25)

Para o momento,

hz; tj p̂ jz; ti =


z�ei!0t

�� e i2!0tp̂e� i
2
!0t
��ze�i!0t�

=


z�ei!0t

��� i

r
m~!0
2

�
â� ây

� ��ze�i!0t�
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r
m~!0
2

�

z�ei!0t

�� â ��ze�i!0t�� 
z�ei!0t�� ây ��ze�i!0t��
= �i

r
m~!0
2

�
ze�i!0t � z�ei!0t

�
=

p
2m~!0 Im

�
ze�i!0t

�
=
p
2m~!0 [Im (z) cos (!0t)� Re (z) sin (!0t)] :

Mas, da Eq.(A.18)

hz; tj p̂ jz; ti =
p
2m~!0

�r
1

2m~!0
hp0i cos (!0t) +

r
m!0
2~

hx0i sin (!0t)
�
:

En�m, obtemos o valor médio da posição em um instante t qualquer:

hp (t)i = hp0i cos (!0t) +m!0 hx0i sin (!0t) : (A.26)

Observe que as Eqs.(A.25) e (A.26) seguem as equações de trajetória clássica.
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