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ABSTRACT

In this thesis we investigate possible extensions of the (2+1) dimensional CPY~! model to
the noncommutative space. Up to the leading nontrivial order of 1/N, we prove that the model
restricted to the left fundamental representation is renormalizable and does not have dangerous
infrared divergences. By contrast, if the principal field ¢ transforms in accord with the adjoint
representation, linearly divergent, nonintegrable singularities are present in the two point function
of the auxiliary gauge field and also in the leading correction to the self-energy of the ¢ field. It is
showed that the inclusion of fermionic matter, minimally coupled to the gauge field, ameliorates
this behavior by eliminating infrared divergences in the gauge sector at the leadmg 1/N order.
Gauge invariance of the renormalization procedure is also discussed. ;



RESUMO

Nesta tese estudamos possiveis extensoes do modelo CPY~! em (2 + 1) dimensdes. Provamos
que quando tomado na representacao fundamental & esquerda ele é renormalizavel e nio possui
divergéncias infravermelhas perigosas. O mesmo nao ocorre se o campo principal ¢ pertence a
representacao adjunta. Divergéncias lineares ndo-integrdveis surgem na funcao de dois pontos do
campo de calibre e também ocorrem como corre¢des dominantes na auto-energia do campo .
Mostramos que a inclusdo de férmions, minimamente acoplados ao campo de calibre, traz alguma
melhoria no comportamento das divergéncias infravermelhas no setor de calibre em ordem domi-
nante em 1/N. Discutimos também a invaridncia de calibre no procedimento de renormalizacio.
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Capitulo 1

Introducao

O interesse pela teoria quéntica de campos em espagos nio-comutativos teve um grande im-
pulso na década de 90 por surgir como um certo limite de teorias de cordas na presenca de campos
de fundo anti-simétricos [1, 2]. Campos em espagos sem comutatividade também aparecem natu-
ralmente na compactificacdo de teoria de matrizes [3].

A idéia de tratar as divergéncias ultravioletas postulando a existéncia de um comprimento
minimo a partir do qual nada poderia ser dito é antiga [4]. Este comprimento seria consequéncia
da nio comutatividade entre as coordenadas. Tal programa foi posto de lado em virtude das difi-
culdades inerentes de se lidar com teorias néo locais e do grande sucesso obtido pelo procedimento
de renormaliza¢io

A nao-comutatividade é um conceito fundamental para expressar relacoes de incerteza em
mecanica quéantica. Na mecanica quantica usual a nio-comutatividade aplica-se ao par de varidveis
conjugadas, posicao e momento. O espago de fase deixa de ser continuo e passa a ser discreto.
Deste modo, passamos de um espaco de fase cldssico para o quantico ao substituirmos as varidveis
candnicas posicdo e momento, z* e p’, respectivamente, por operadores hermitianos x' e p’ obe-
decendo a relagdo de comutagao de Heisenberg [x?, p’] = ihid”. A constante ki passa a definir a
“area” minima no espacgo de fase, conhecida como célula de Planck. No limite de A — 0 retorna-se
ao espaco cléssico.

Um outro tipo de discretizagio pode ser aplicado sobre as coordenadas de posicao, de modo a
obedecerem uma rela¢io de comutacao do tipo

[2%, 7] = 0%, (1.1)

em que o parametro @ é um tensor anti-simétrico constante com dimensao de (comprimento)?. As
implicacoes desta relagao em uma teoria fisica sdo muito profundas e por vezes surpreendentes.
Ha varias razdes para aborda-las mas ha também questdes delicadas envolvidas. Um motivo para
causar preocupagao é que a nao-comutatividade do espago-tempo pode acarretar complicacoes
a invariéncia de Lorentz e as nogdes usuais de causalidade quando coordenadas temporais estdo
envolvidas. Muito embora a relagdo (1.1) pudesse surgir por diversas consideragoes fisicas (as quais
descreveremos a seguir), foram os matematicos que obtiveram a primazia de uma formulagao clara
de teorias de campo no espago nio-comutativo envolvendo campos de calibre [3].

Uma dessas consideragoes em que a ndo-comutatividade das coordenadas surge procede de um
argumento heuristico muito interessante [5]. Ao aplicarmos o principio de incerteza de Heisenberg
a gravitacdo cldssica, terfamos, ao precisarmos uma medida de coordenadas em distincias muito



pequenas, uma indeterminacdo no momento perturbando o campo gravitacional nesta regido.
Temos, segundo a equacdo de Einstein,

1
Ru — 5 Rgu = 81T, (1.2)

Uma leitura desta férmula nos mostra que devido a uma indeterminagio no momento, uma energia
seria transmitida ao sistema por meio do tensor momento-energia . Isto por sua vez, afetaria o
campo gravitacional. Mais claramente, uma medida de posi¢do em uma regiao a no espaco gera
uma indeterminagao de ordem 1/a no espago dos momentos. Temos entdo pela proporcionalidade
entre o campo gravitacional e a indeterminacio no espa¢o dos momentos, que, quanto maior a
precisao da medida nas coordenadas maior a perturbagdo do campo gravitacional no ponto de
medida. Na situagao em que o campo for tdo intenso de modo a impedir que a luz ou outros
sinais escapem da regiao de medicdo a idéia de localizagio perde o sentido. Tal efeito surgiria em
medidas na ordem da escala de Planck !'. Embora heuristico, tal argumento reforca a suspeita
de que uma teoria quantica da gravidade traria consigo a modificacio da geometria na escala de
Planck de modo a caminhar para uma descri¢do nao-local.

Outra formulacado fisica onde a ndo-comutatividade surge de maneira natural é obtida por
meio de sistemas que contenham campos magnéticos fortes [6]. Em [6] estuda-se o caso de um
fluido em presenca de um campo magnéticc muito intenso. Neste caso a ndo-comutatividade
reflete-se pelo fato das componentes da densidade de fluido carregado n&o mais comutar 2. Das
consideragdes iniciais envolvendo a ndo-comutatividade surgiram varias extrapolagdes conceituais
tanto em mecéanica quintica® como em teoria quintica de campos. Muitas dessas consideracdes
levam inclusive a predicoes fenomenolégicas em fisica de altas energias [8]. -

O estudo da nao-comutatividade dentro de um contexto mais amplo revelou que teorias nio-
comutativas ndo sdo varia¢des arbitrdrias de teorias usuais de campo, mas sim uma classe de
teorias cujas propriedades merecem ser estudadas dentro de uma investigacao de auto-consisténcia.
Dentro desse contexto situa-se o estudo desta tese *. Estudamos a nido-comutatividade dentro da
abordagem da teoria de campos analisando as propriedades e as relagoes que os modelos guardam
no espaco usual e no espaco nao-comutativo. E de interesse descobrir que diferengas as teorias nao-
comutativas apresentam em relagio as usuais, ou quais efeitos fisicos sdo particulares & teorias nao-
comutativas. Atualmente percebe-se na literatura um grande interesse por essa linha de pesquisa
(ver [9, 10] e referéncias 14 contidas). Um esforgo crucial nesse sentido é o de formular teorias no-
comutativas que sejam bem definidas, uma vez que nestas, nem todos os problemas desaparecem
quando provamos a renormalizabilidade na regido ultravioleta. A nao-comutatividade em tais
teorias ¢ inserida por meio de um produto especial no lugar do produto ordindrio de campos. Este
produto, também conhecido como produto Moyal, contém o pardmetro ©, o qual mede o grau
de intensidade da ndo-comutatividade. Ao invés entdao de se introduzir varidveis ndo-comutativas
e consequentemente campos nao-comutativos, trabalha-se com as coordenadas e funcdes usuais,
mas tendo agora esse novo produto entre campos.

INo que se refere & distancias espaciais o comprimento é da ordem de 10~33cm.

Neste mesmo trabalho foi proposto que uma. formulagio ndo-comutativa da eletrodindmica quéantica implicaria
em relagoes de dispersdo pelas quais a velocidade da luz depende da direcdo de propagacio relativa ao campo
magnético externo.

3Para ver aplicagdes da nio-comutatividade no contexto de mecénica quéntica consulte [7] e referéncias 14
contidas.

1Para cobrir as vérias extensdes mateméticas da geometria nio-comutativas e também a sua relagdo com teorias
de cordas ver artigos de revisao [9, 10] e referéncias la contidas.



Uma das expectativas iniciais de teorias ndo-comutativas é o retorno s respectivas teorias
comutativas quando se toma o limite © — 0 do parimetro ndo-comutativo. Isto nem sempre
ocorre devido a presenca de novas divergéncias na regiio de baixos momentos. Em teorias comu-
tativas sem campos com massa zero as divergéncias aparecem em grandes valores dos momentos
de integragdo, podendo ser eliminadas, caso as teorias sejam renormalizdveis, por uma escolha
adequada de um esquema de renormalizagdo. Algumas dessas divergéncias ndo ocorrem em teo-
rias nao-comutativas devido a um fator de fase que oscila fortemente quando os momentos de
integracao tornam-se elevados, tornando deste modo as integrais finitas. Contudo, a dependéncia
do parametro nio-comutativo na regido de baixos momentos externos manifesta-se por um com-
portamento nao-analitico, tornando o limite ® — 0 singular [11]. A divergéncia que aparece
na regiao de baixos momentos (regido de infravermelho) ¢ geralmente de mesma ordem da di-
vergéncia superficial ultravioleta da teoria comutativa. Esta interessante propriedade das teorias
nao-comutativas, conhecida como mistura infravermelho/ultravioleta (IV/UV), é consequéncia
da nao-localidade introduzida pelo produto especial. Por esta razio ndo basta para uma teoria
nao-comutativa ser renormalizdvel no ultravioleta para que seja bem definida. Divergéncias in-
fravermelhas ndo-integrdveis (lineares ou de ordem superior) destroem o esquema perturbativo
tanto na expansao em termos da constante de acoplamento quanto no pardmetro 1/N. Em geral
teorias supersimétricas parecem apresentar um comportamento melhor no que diz respeito a essas
misturas IV/UV uma vez que normalmente ocorrem cancelamentos das divergéncias mais altas
entre bésons e férmions [12]. Um bom exemplo disso é o modelo sigma nio-linear. Quando tomado
no espago nao-comutativo ¢ visto que divergéncias IV impossibilitam a expansio perturbativa,
mas a correspondente versao supersimétrica mostra-se renormalizével {13, 14].

Como objeto de estudo desta tese, tratamos do modelo CPY"! nio-comutativo em dimensio
D = 3. Tal modelo envolve interagdes com um campo de calibre que em nivel cldssico é um
campo composto sem dinamica prépria. Entretanto na passagem para a teoria quéintica-de campos
ocorrem fenémenos muito interessantes, tais como, geraciio dinamica de massa e quebra espontanea
de simetria. Além disso o campo de calibre passa a se propagar com uma dinamica prépria
desenvolvida por corregoes radiativas.

O modelo CPY¥~! comutativo surgiu como uma generalizacdo do modelo sigma nao-linear
com simetria O(N). Os modelos sigma linear e ndo-linear com simetria O(4) foram introduzidos
por Gell-Mann e Lévy (1960) em quatro dimensdes [15] e tiveram um extenso uso no estudo
fenomenolégico da interagdo de nicleons e pions [16]. No modelo sigma linear a simetria quiral
¢ realizada linearmente as expensas da introdugéo de um campo auxiliar, o campo sigma, o qual
nao estd associado a nenhuma particula conhecida. Para contornar essa dificuldade Gell-Mann
e Lévy propuseram o modelo nao-linear com os campo na representacio fundamental de 0(4)
satisfazendo o vinculo ° Zle qﬁ;f ¢; = 1. Ha na literatura numerosas aplicagdes do modelo sigma
[16, 17, 18, 19, 20].

A partir da década de 70 os modelos sigma em duas dimensdes despertaram grande interesse
devido a semelhangas com teorias de Yang-Mills em 4D. Além da simetria de rotacio em O(N ) o
modelo exibe uma “simetria dual” [21] a qual origina infinitas leis de conservagio nio-locais [22].
Essas leis de conservagao restringem fortemente a dindmica implicando que o modelo é integravel

®A partir de meados da década de 70 o vinculo ¢? = cte ficou conhecido como condicdo quiral. A “quiralidade”
do modelo provavelmente é associada ao grupo simetria original que o modelo continha, O(4), o qual ¢ homomorfo &
SU(2)®SU(2), o conhecido grupo de quiralidade. A introducéo do vinculo ndo-linear foi uma maneira de diminuir
o nimero de geradores do grupo (e consequentemente o niimero de particulas observadas) mantendo a mesma
caracteristica de simetria do modelo, no caso, a invaridncia por rotacao.



possuindo uma matriz S exata [20].

Embora possam ser derivados pela lagrangeana dos modelos sigma lineares no limite de acopla-
mentos fortes ¢, os modelos sigma nao-lineares possuem um comportamento bem peculiar no que
diz respeito a renormalizabilidade. Contrariamente ao modelo linear, em D = 4 o modelo nio-
linear é nao-renormalizdvel na expansio perturbativa em lacos. O mesmo acontece em D = 3. A
forma de tornar o modelo renormalizdvel nesta dimensdo ¢ utilizar a expansio 1/N, ao invés de
utilizar a constante de acoplamento como paridmetro perturbativo.

Em 1978 Aref’eva [23] demonstrou que a condi¢do de quiralidade ¢?(z) = cte é satisfeita
em nivel quantico na expansdo 1/N nas dimensdes D = 2 e D = 3. Em D = 4 esta condicao
é violada. Em D = 3, entre os casos com grau de divergéncia maior ou igual a zero ha, em
principio, diagramas associados a vértices efetivos que ndo estdo presentes na lagrangeana original.
Na linguagem de contratermos isto significa que as divergéncias nio poderiam ser absorvidas
por reparametrizagao das grandezas da lagrangeana original. Entretanto, o cancelamento entre
divergéncias deste tipo ocorre por meio de identidades diagramaéticas que correspondem ao vinculo
classico do modelo.

Eichenherr [24] introduziu em duas dimensdes o modelo CPV~! como uma das generalizagdes
do modelo sigma nao-linear para o caso em que o grupo de simetria é o SU(N). Em [25] D’adda,
Vecchia e Liischer demonstraram que em duas dimensdes as particulas fundamentais' do mod-
clo estariam confinadas por um potencial tipo Coulomb. Em [26] os mesmos auteres estudaram
a fisica de baixas energias.de férmions acoplados minimamente ao C PVl ainda em duas di-
mensoes. Em 1980 foi demonstrado que as identidades diagraméticas permanecem 1o modelo
CPN~! [27] e a sua renormalizabilidade na expansdo 1/N também foi demonstrada utilizando
o procedimento de renormalizagao de BPHZL [28].. Em D = 2 pelo fato do campo bésico ter
dimensao zero, a principio, qualquer fungdo de Green com linhas externas do campo bdsico apre-
sentariam divergéncias ultravioletas, o que tornaria o modelo ndo-renormalizével. Além disso, em
duas dimensdes subsistem divergéncias infravermelhas perigosas. Entretanto quando considerados
apenas o setor dos objetos locais invariantes de calibre estas divergéncias se cancelam [29)].

No espaco nao-comutativo a simetria de calibre produz estruturas adicionais em relacao ao
caso comutativo, uma vez que mesmo o grupo de simetria abeliana U (1) possui no espaco nao-
comutativo trés representagdes distintas em contrapartida & tnica maneira realizédvel no caso
comutativo. Por esta razdo, nesta tese, consideramos o modelo CPV-! separadamente em duas
representagGes pelas quais os campos bésicos se transformam. Sdo estas a representacio funda-
mental & esquerda (similar & representa¢io fundamental & direita) e a representacao adjunta do
grupo de calibre.

Na representacao fundamental do modelo C PV~ levamos os célculos até a ordem dominante na
ezpansdo 1 /N, definida como a primeira nao-trivial apresentada. Na formulagao nao-comutativa o
os graficos sdo rearranjados nas classes planar e ndo-planar e isso modifica propriedades validas na
construgao comutativa usual. Uma das consequéncias deste fato é que no contexto nao-comutativo
a conjugagao de carga ndo é em geral uma simetria e o Teorema de Furry deixa de ser valido.
Apesar disso, o modelo nesta representacio mantém a propriedade de renormalizabilidade apos a
primeira ordem nao-trivial em 1/N e conserva-se livre de divergéncias infravermelhas perigosas.

No que diz respeito a representagao adjunta as dificuldades aparecem em ordem dominante

®Na verdade faz-se u? — oo (parametro associado a massa) e A = co (pardmetro do acoplamento quartico) com
o limite p? /A sendo fixo [17].



por meio de singularidades no infravermelho. Corregdes de alto-energia do campo principal ¢
apresentam divergéncias quadréticas no infravermelho que levadas em conta em ordens mais altas
destroem a expansdo 1/N. Divergéncias adicionais surgem também no setor de calibre do modelo.
Estas divergéncias resultam dos novos ordenamentos provocados pela lei de transformacio do
grupo de calibre. Estes ordenamentos produzem novas interaces que modificam os vértices da
teoria, e desta forma, ocasionam o surgimento da nao-comutatividade de um modo nao-trivial j4
em gréficos de ordem mais baixa. As novas expressoes analiticas para os vértices também invalidam
as identidades diagramdticas que sdo decorrentes do campo auxiliar que introduz o vinculo néo-
linear do modelo. Em todo o decorrer deste trabalho fizemos a opc¢do por um propagador de
calibre transversal também conhecido como calibre de Landau.

A apresentacdo desta tese segue o seguinte roteiro. No capitulo 2 fazemos uma apresentacao
de algumas propriedades do modelo sigma néo-linear. Iniciamos o capitulo fazendo um répido
apanhado sobre a origem do modelo e em seguida apresentamos a generalizacio da simetria original
para o caso em que os campos estao conectados por uma simetria de calibre de segunda espécie,
da qual resulta o modelo CPN=!. Seguimos na apresentacio do modelo discutindo a questio
da geragdo dindmica de massa implicada pela quebra espontinea de simetria e apresentando o
comportamento dos propagadores. Como pré-requisito & discussio do procedimento de expansio
em 1/N, deduzimos o grau de divergéncia superficial d(y) e examinamos a ordem em poténcias
de 1/N que cada contribui¢do com d(y) > 0 possui. Finalizamos o capitulo discutindo o uso das

“identidades diagramdticas no procedimento de renormalizacio. '

Iniciamos o capitulo 3 apresentan_do o procedimento de Wey! para obtermos a quantizacao de
campos no espaco tempo usual em termos de objetos definidos no 2spago nao-comutativo. Apéds -
definido este mapa. apresentamos o produto estrela entre campos, o qual nada mais ¢ do que uza
deformagao do produto usual onde a ndo-comutatividade ¢ levada. em conta. Mostramos como as
propriedades de derivagio e integragio sio dadas nesta construcio. Em seguida expomos alguns
exemplos de simetrizacio e anti-simetriza¢io com o produto estrela para em seguida exemplificar-
mos o efeito de mistura 7V/UV em um caso simples do modelo A\¢* nio-comutativo. Encerramos
o capitulo definindo as propriedades necessdrias para implementar uma teoria de calibre no espago
nao-comutativo.

Uma vez definidos esses requisitos iniciamos o capitulo 4 definindo as possiveis leis de trans-
formacdo para o modelo CPY~! nio-comutativo. Procedemos neste capitulo com uma anélise
detalhada do modelo sujeito & representacio fundamental para o campo principal, examinando
tanto os casos de divergéncia ultravioleta quanto os de divergéncia infravermelha.

No capitulo 5 o estudo ¢ extendido as fungdes de Green na situacio em que os campos bésicos
pertencem a representacdo adjunta. Nesta situagio analisamos as consequéncias de o modelo
ter nesta representagao mais de um parametro para mediar a interagdo do campo bdsico com o
campo A que implementa o vinculo no modelo. Esta liberdade de escolha afeta as propriedades
dos propagadores efetivos do modelo.

No capitulo 6 apresentamos as conclusoes e perspectivas do nosso trabalho. Nos apéndices
mostramos algumas propriedades do modelo sigma nao-linear e listamos algumas integrais tteis
aos cdlculos apresentados na tese. No decorrer desta tese consideraremos que a nao-comutatividade
afeta somente as coordenadas espaciais a fim de evitarmos problemas com a unitariedade e/ou
causalidade.

Os principais resultados deste trabalho encontram-se na referéncia [30]. Nas referéncias [31, 32]



estao algumas extensoes do estudo desta tese’.

"0 assunto tratado na referéncia [32], o estudo do modelo CPV~1 com a inclusio de férmions acoplado mini-
malmente com o campo de calibre e também a anélise do modelo na versio supersimétrica, é referente & tese de
doutorado de outro estudante do grupo (E. A. Asano).



Capitulo 2

O Modelo CPV-! no Espaco
Comutativo.

2.1 Leis de transformacao e fases do sistema

O modelo CPY~! ¢ uma generalizacio do modelo cigma nao linear para o caso em que o campo
possul uma simetria no espaco projetivo complexo, sujeito a condicio de vinculo

N
N N

§ b s (91

o qbqu'i. (/g? \ )

“

sendo que os pontos do espago estdo conectados por uma simetria de calibre de segunda espécie,
ou seja,

bi(x) — eia{x)qﬁi(a:), (2.2)

$l(z) = e @ gl (). (2.3)

Introduzimos o vinculo na lagrangeana via um campo auxiliar \, o qual faz o papel de multi-
plicador de Lagrange. A simetria local U(1) é implementada pelo campo de calibre Au(z) e deste
modo passamos da derivada ordinéria para a derivada covariante. Com isso a lagrangeana do
modelo CPN~1 ¢ entdo dada por !

L =D,¢'D'¢— A (é*ff) - %) —m*¢'g, (2.4)

sendo a massa m escolhida tal que < A >= 0 e as derivadas covariantes sio dadas por

D' = 0,¢" —iA,4' ; Db =8, +iA,¢. (2.5)

'0s indices de soma do campo ¢ serdo omitidos por simplicidade.
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Com isso obtemos a seguinte lagrangeana

N

L= 0,410 ¢ — m2tg + A, Abglg — it A, Op — Apl g + o (2.6)

Alguns comentdrios devem ser feitos sobre o problema de geracio de massa no modelo. Por
meio de uma escolha do valor do campo que minimiza a agéo (valor esperado no vdcuo do campo),
altera-se a fun¢do de um ponto dos mesmos e isto afeta a equagdo de “gap”. As substituicoes a
serem feitas na lagrangeana sio as seguintes: ¢; — ¢; +v; e qS;r — qﬁ;r + v;r para os campos de
matéria. A translacdo A — A+ Ao em que Ay = m? j4 foi feita em (2.4) 3. Devido a essas alteracoes
os “novos” campos passam a ter valor esperado no vécuo igual a zero.

Fazendo na equagao (2.6) as altera¢des mencionadas, obtemos que os seguintes termos con-
tribuirdo para as fungdes de um ponto dos campos A e ¢

Ly = —-dple+ /\g + A |2 (2.7)

Ly =m?(v;d] +vi;). (2.8)

Pelas condiges ja impostas, temos entio

' N d*k 1
=0 = =N [ ot uf =0 2.
<A> == P Nf(2ﬁ)3k2mm2 + ;] (2.9)

€Pp>=0 = mlfu=0 (2.10)

Da 1ltima equagao, notamos as duas fases que o modelo apresenta?, sendo m? # 0 e v; =0,
ou m? =0 e v; # 0. Ficaremos com a fase massiva, em que m? # 0.

Da lagrangeana (2.6) tiramos as regras de Feynman mostradas na figura 2.1. Nos vértices
mostrados, a linha ondulada representa o propagador do campo de calibre em ordem dominante, a
linha cheia o propagador do campo ¢ e a linha tracejada o propagador do campo A que implementa
o vinculo do modelo. Conservando as convengdes para as linhas e os fluxos de momentos nos
vertices, a figura 2.1 serd vélida tanto para o caso comutativo (capitulo 2) como para o estudo do
caso nao comutativo (capitulos 4 e 5).

Obtemos as seguintes regras de Feynman para os vértices de interacio

(..,)
vértice  ¢tA, 0"¢ & —(2k+p), (2.11)
vértice g, A" APl T (2.12)
vértice  Agpo ) (2.13)

*

20 sfmbolo 8" definido em (2.6) representa a operacio de derivagdo atuando nos campos ¢ (& direita do
operador) e ¢ (a esquerda). Quando atua sobre o campo A direita é a derivada usual, enquanto que na derivagio
em sentido contrédrio é posto um sinal negativo na frente do campo a ser derivado.

3Este é o conhecido mecanismo de geracio de massa para os campos principais.

*Na verdade ha uma terceira possibilidade, em que m?2 = 0 e v; = 0 , a qual ndo apresenta nenhum aspecto
interessante.



Figura 2.1: Vértices de interagao associadas ao modelo CPN—1,

As regras de Feynman para os vértices de intera¢do j4 levam em conta o fator ¢ que multiplica
a lagrangeana de interagao na férmula de Gell-Mann-Low. O termo i [ d*zL;,; ¢ 0 argumento
da exponencial na citada férmula (ver (2.14)). No lado direito da expressdo (2.11) estamos con-
siderando somente o indice de Lorentz associado ao vértice. Ou seja, o indice que falta no lado
direito é o que campo de calibre utiliza para fazer a contracdo com o campo externo de modo
que o resultado final da interacdo trilinear é um escalar. A mesma observacio é vélida para a
interagdo quadrilinear. Ainda a respeito desse vértice, ressaltamos que o fator de simetria (no
caso, as possibilidades de contragao com dois campos de calibre) necessita ser posto a mao. De
acordo com a figura 2.1 vemos ainda que o fluxo de momento estd em sentido contrario ao fluxo
de carga (o' — ¢).

2.2 Propagadores e regras de Feynman.

Para obtermos as funcdes de Green completas precisamos determinar os propagadores livres e -
os vértices de interacdo. O produto ordenado de campos em interacdo é o cbjeto de interesse na
teoria quintica de campos. Ele é dado pela férmula de Gell-Mann-Low a qual serd frequentemente
utilizada neste trabalho.

e 0|T‘PU($1)---(Po(mN)eieramﬁim(soo)[0 <0

= OlT(]O(:C].)QD(xN)IO e 0 < 0|T67:er31£int('§00)|0 >0 (214)
Destarte, listamos a seguir os propagadores livres. Para o campo ¢ temos
Ay(p) = PP i A(p)- (2.15)

Do quinto termo da lagrangeana (2.6), vemos que a funcdo prépria do campo A (ver figura
2.2a, pg 11) é dada por

Fx(p) = NI(p), (2.16)
sendo ° (ver referéncia [34])
dk 1 i [ dz
I(p) = / @r)3 [(k +p)? — m2|[k2 —m?] _ 8« /0\/m2 s (2.17)

®Uma anélise de valor principal na integral paramétrica revela que o resultado final em (2.17) ¢ valido em ambas
as situagoes; p? > 0 e p? < 0. Na primeira, a validade é restrita ao dominio de p? < 4m?.



Assim sendo, a fungéo prépria do campo A para momentos grandes corresponde 4

iN 1 dm

A aproximagdo feita em (2.18) refere-se ao comportamento da fungiio arctg(z?) para 22 >> 1.
A relagao entre a fungéo prépria e o propagador é dada por ¢

A(p) = —1/Fy(p) = —ff,w(%) (2.19)

Analisando o conjunto de férmulas (2.16)-(2.19) conclui-se que o propagador do campo auxil-
iar A ndo possui pélo. Assim sendo, ndo é possivel atribuir um cariter de particula ao campo .
Graficamente, a menos de um importante sinal negativo, vemos que o propagador deste campo é
dado pelo inverso da bolha bosénica (ver figura 2.2a). Esta propriedade pode ser vista como uma
manifestagio do vinculo em nivel quéntico e desempenha um papel muito importante na renor-
malizabilidade do modelo mediante aplicagdes de identidades diagramaticas como serd mostrado
em breve.

A expansdo da fungdo (2.17) fornece pare o prepagador Ax(p) o seguinte comportamento
assintético na regiao p? >> m?

i (‘)‘N 8i/—p2 [ Ldm 1 ' (2.20
WETN U= ) =
Para a funcdo préopria do campo de calibre, temos a contribuicao do grético com dois vértices

trilineares proveniente do quarto termo em (2.6) e do grifico com um vértice quadrilinear, oriundo
do terceiro termo em (2.6) (Ver figura 2.2b).

A expressao analitica correspondente aos graficos da Figura 2.2b, ¢ dada por

p Sk @hpukrr), [ k1
Fulp) = NU e | (2w)3k2—m2}

_ k[ (2k +p)u(2k +p)s — 29, [(k + p)? — m?]
- N/ (27)? { (k2 — m?)[(k + p) — m?] } '

(2.21)

Utilizando o truque de Feynman para reescrever a integral com um tnico denominador e efetuando
a mudanca de varidvel implicada por esta 7, obtemos

: d*k 1
FAW =N [t [ o s bk (2= 1204 a1 ), (22

em que
M?* =m? - p’z(1 — ). (2.23)

Embora (2.19) esteja particularizada para o campo X esta é valida para qualquer funcao prépria de dois pontos
em que ambas as linhas amputadas pertencam ao mesmo campo.

"k — k—pz , de modo que as integragdes lineares em k feitas em todo o espago mostram-se fmpares e portanto
nao contribuem.
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Apés algumas manipulagoes, chegamos a,

FA®) = =N o= (90 ~ puns) F(0). (2.21)

1 1-2z)2
sendo F(p) = [, dx[mz_ézm(f_)x)zll/z-
Em (2.24) hd um zero da fungio prépria do campo de calibre para p = 0. Temos entéio que o
propagador do campo apresenta um pélo neste ponto. Do ponto de vista do espaco de coordenadas,
o propagador apresenta um comportamento divergente para longas distancias .

Invertendo (2.24) obtemos a expressdo do propagador do campo de calibre como sendo

iz _ _?ﬂ w2 1
A (p) = == (9"P" = p"p") G (2.25)
Como sabemos, para efetuar a inversio de um termo transversal tal qual (2.24) é necessario a
adi¢do de um termo de fixagdo de calibre na forma 31(8,A4")%. O resultado em (2.25) é referente
a uma escolha em que o« = 0 conhecida como calibre de Landau. Esta escolha mantém a transver-
salidade do propagador e mostrara ser til para os nossos calculos. Na regido de altos momentos,
o propagador do campo de calibre comporta-se como

ol 167 B 1 4m ‘
N@”W@“fw f ) (2.26)

p N

k+p
k+p
P
e o CR
2 iz
k k

a b

Figura 2.2: Diagramas contribuindo para as fungoes préprias dos campos A e A,.

2.3 O grau de divergéncia superficial

O grau de divergéncia superficial de uma teoria é determinado pelo comportamento que as
integrais de Feynman no espago dos momentos apresentam na regiio de momentos altos. Se as
poténcias dos momentos de integragao no numerador superam ou igualam-se & essas poténcias no
denominador, a integral é dita divergente 8. Caso contrario é dita convergente. Esse comporta-
mento foi enunciado de forma precisa por Weinberg [33]:

8Caso d(7y) seja igual a zero, a integral apresenta uma divergéncia logaritmica, se d(y) = 1 a integral diverge
linearmente, caso d(v) seja igual a dois, a integral diverge quadraticamente, e assim por diante.
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“Uma integral converge superficialmente se o grau de divergéncia é d(y) < 0. Se nenhuma
sub-integral diverge, entdo a integral converge absolutamente.”

O d(7) é entdo determinado por:
d(y) =[soma de poténcias de k no numerador]—[soma das poténcias de k no denominador](2.27)

em que k = {ki,...,k,} sdo os momentos de integracdo. Esta contagem de poténcias é definida
pelo comportamento que as integrais possuem na regidao de momentos altos (também conhecido
como comportamento assintético, obtido em k& — 00).

Em uma teoria renormalizavel este nimero d(7) s6 depende do niimero de linhas externas do
diagrama e independe da topologia interna do mesmo. Este nimero parte de uma relacdo bem
determinada entre o nimero de lagos, L, o nimero de linhas internas, n;, e o nimero de vértices,

V, vélida para qualquer diagrama ? .

L=n;—V+1 (2.28)

Precisamos das expressdes dos propagadores para determinarmos as contribuicdes ao inte-
grando. Em D = 3 o elemento de integragao fornece trés poténcias de k ao numerador. De acordo
com -as expressdes (2.15), (2.20) e (2.25), temos para os campos ¢, A e A, respectivamente, ns
seguintes comportamentos assintdticos :

i 1
lim Ax(k) ~ VE? (2.30)
k—o0
. 1

De posse disso, e de acordo com a defini¢do de (2.27), temos as seguintes contribuicdes: L integrais
em d°k : +3L

ng propagadores do tipo A(k) : —2n,

ny propagadores do tipo Ay : +ny

na propagadores do tipo A, : —n4.

L xd
Vy vértices derivativos ** do tipo A, ¢! 04 : +V.

Obtemos entao
d(’y) = 3L+ VA = 2?’L¢ — TN+ Ny (232)
Substituindo a expressdo (2.28) em (2.32),

d(’}’) =3-3V+Vy+ ng +4ny + 2ny4, (233)

sendo V' a soma de todos os tipos de vértice existentes em . Designamos, respectivamente, por Vj,
Va e Vy2 os vértices associados ao campo auxiliar A e os trilineares e quadrilineares associados ao

Essa férmula é andloga 4 relacio de Euler que estabelece a conexio entre o niimero de faces em que se divide
um poligono (L), com o niimero de arestas (n;) e o niimero de vértices correspondentes (V).

1Vértices derivativos devem entrar explicitamente na contribuicio do fator d(v) pois fornecem poténcias de
momento no numerador.
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campo de calibre. Para fixar o grau de divergéncia precisamos determinar quantas linhas chegam
nos vértices. O campo A sé participa do vértice Vy. A linha externa, designada por N é contada
somente uma vez, enquanto que a linha interna por estar entre dois vértices é contada duas vezes.
Assim, temos

N)\ + 2’!1)\ = V)\. (234)

As linhas do campo de calibre podem contribuir tanto para o vértice trilinear quanto para o
quadrilinear, e, uma vez que em um grafico pode haver os dois vértices, tal contribuicio deve ser
levada em conta em uma tunica férmula. A expressio correta é

Na+2ny =Vy+ 2V (2.35)

Como pode ser verificado por inspegdo, as linhas do campo ¢ contribuem igualmente para
todos os vértices

N¢, + 27’L¢ =2V 4+ 2V 4+ 2V, (236)

Manipulando o sistema (2.34)-(2.36), tiramos que
| | o N, |
—3!/+VAI*““2“——2N,\_NA——TE¢—271A—4?L,\. (237)

Substituindo esse resultado em (2.33), obtemos finalmente

d(y) =3 % 9N, — N, (2.38)

Uma vez determinada pelo grau de divergéncia superficial do modelo todas as contribuicdes
divergentes, a chamada ordem dominante na expansio 1/N é definida como a primeira nao trivial
apresentada pelo modelo. No estudo das divergéncias devemos examinar as correcoes aos vértices
contidos na teoria original, além de considerarmos as estruturas divergentes que por acaso nio ten-
ham uma contrapartida na lagrangeana inicial. Neste tltima situacdo, a presenca de divergéncias
deste tipo indicariam que a teoria é ndo renormalizdvel. No conjunto das funcdes de Green com
grau de divergéncia superficial d(+) > 0, hd contribuigoes dominantes com poténcias distintas em
1/N conforme mostrado na tabela 2.1 . Por exemplo, as divergéncias dominantes da funcio de
dois pontos do campo ¢ em D = 3 sdo de ordem 1/N enquanto que as da funcio de quatro pontos
sdo de ordem 1/N?, ¢ para a funcio de seis pontos temos grificos de @(1/N*%). A construcio que
usamos leva em conta todas as divergéncias envolvidas. A chamada ordem subdominante envolve
correcoes a fungoes de vértice tratadas previamente.

Entre as divergéncias citadas, temos contribuigoes das funcoes com quatro linhas externas e seis
linhas externas do campo ¢, ou seja Ny = 4 e Ny = 6, respectivamente. Tais divergéncias nao tem
contrapartida na lagrangeana original. O tratamento das divergéncias que aparecem no modelo,
incluindo as citadas, utiliza o contetido das figuras 2.4a e 2.4b, as quais sio uma manifestacio
da identidade diagramadtica 2.3. Tanto em 2.4a quanto em 2.4b, temos como condicio para a
igualdade que o propagador do campo A seja o inverso negativo da “bolha”.

1Na tabela 2.1 estao excetuadas as divergéncias associadas & fun¢des de um ponto, ou seja, graficos de “tadpole”.
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Contribuigdes divergentes Grau de divergéncia Poténcias em ordem dominante em 1/N

1. Ny=1 ; N,=2 0 ¥
2. Ny=0 ; N,=2 ) 1
S i=1 g Nye=i I o
4 Np=2 5§ Np=2 0 *
5 Na=0 ; N,=4 1 =
6. Ny=0 ; N,=6 0 -
7.Ng=1 ; N,=4 0 w2
8. Na=2 ; N,=0 1 N
9. Na=3 ; N,=0 0 N
—10 Ny=1 ; Ny=1 L0 o N K

Tabela 2.1: Contribuigoes divergentes para.o modelo CPV =) com as respectivas ordens de poténcia em
1/N e graus de divergéncia.

2.4 Identidades diagramaticas

Na seccao anterior obtivemos o propagador do campo A. O resultado fornece a identidade dia-
gramdtica mostrada na figura 2.3. Analiticamente,

f 4P2,G(z — 21)D(z - 4)D (@1 — ) = ~5(z — ), (2.39)

Figura 2.3: Identidade Diagramatica I

Valendo-se desta identidade e utilizando a equagio de “gap” é possivel mostrar que a condigio
de vinculo do modelo é mantida em nivel quéntico e isto assegura a renormalizabilidade do modelo.
Por via das figuras 2.4a e 2.4b temos o modo pela qual a identidade diagramética que representa
(2.39) atua.

A validade dessa identidade restringe-se ao contexto da expansio onde o modelo faz sentido,
no caso a expansao 1/N. Esta expansdo explora a simetria que o modelo possui, sendo particu-

larmente vantajosa para modelos com realizagdes nio lineares e formulacio geométrica, tal qual
o modelo CPN-1,
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Figura 2.4: Identidades Diagramdticas 11

Ha mais de uma maneira de se implementar a expansdo 1/N, sendo que as expressoes de
interesse fisico ndo dependem desta liberdade de opgdo. Pela nossa escolha os campos principais
foram reparametrizados de modo que o fator N passa a ter influéncia direta no vinculo, conforme
expresso na lagrangeana (2.4) 2. Com isso, o propagador do campo auxiliar A, bem como o
propagador do campo de calibre, passam a ser proporcionais & 1 /N enquanto que as contragdes
do lago bosonico do campo principal fornecem um fator N. A teoria passa entdo a ser definida
em termos de contribuigdes que sio poténcias de 1/N. Uma peca importante no procedimento de
renormalizagdo é o conceito de diagrama expandido. Vejamos essa construciio a partir da figura
2.5 . BEm 2.5a temos um diagrama préprio, isto é, que ndo pode ser separado em duas partes por
um vnico corte (um diagrama deste tipo sera chamado de ciagrama original). Em 2.5b temos o
diagrama expandido associado ao diagrama original 2.5a. O diagrama expandido é chtido pela
jungdo das linhas externas-do campo. ¢ em um novo vértice trilinear A¢¢ bifurcando em seguida
em um outro vértice do mesmo tipo. O diagrama expandido sempre conterd o diagrama original -
como subdiagrama 3. '

k
- - ~
Ve B9
/ AY
q k+q q
T
k l
|
o T |
/ ™ |
/ N\ |
p k+p P p p
a b

Figura 2.5: Contribui¢des do diagrama préprio (original) e do diagrama expandido para a funcao
de dois pontos do campo ¢.

Com o objetivo de entender o mecanismo pelo qual hé o cancelamento de divergéncias, aplique-

12Uma outra maneira de introduzir a expansio 1/N no modelo CPN~1 ¢ inserindo no multiplicador de lagrange
um fator ~\}ﬁ Neste caso os vértices de interacao participam com v% e os propagadores deixam de carregar o fator

proporcional a 4. Neste caso a re arametrizacio do campo de calibre é efetuada & méo, ou seja A, — A
N P P 0 "
(ver [29])
13Neste exemplo o diagrama original em 2.5b estd ressaltado pela caixa retangular.

o
VN
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mos nos integrandos dos graficos 2.5a e 2.5b uma expansio em série de Taylor 4. Estamos inter-
essados em mostrar que o mecanismo elimina a divergéncia de ordem mais alta. Para o integrando
do grafico 2.5a, temos

3
I(p) = / %m(km(mp). (2.40)

O primeiro termo da expansdo em Taylor é obtido tomando-se 0 momento externo p igual a
zero. Com isso,

1(0) = / %A,\(km(k). (2.41)

A representacao grafica de I(0) é dada pela figura 2.6a. O que se entende pela figura é
que calculando-se o processo interno (a integral) este é contraido a um ponto (dada pelo fator
que contém o ponto em negrito). O resultado total é o processo interno reduzido a um ponto
multiplicado pela parte externa com as linhas externas amputadas.

( ) . ' :

-Expandindo o integrando em func¢do do momento externo a caixa, ficamos com -

3
[ G 1OIB @A) (2.43)
Vemos que para esta primeira ordem da expansao I(0) é igual a expressio (2.41) usada para definir
a expansao do grafico original. Utilizando para a parte nao contida na caixa as férmulas (2.17)
e (2.19), as quais fornecem a relagio entre o propagador do campo A e a parte extra, novamente
reduzimos a parte adicional do diagrama a um ponto, mas agora com um sinal negativo (este é o
resultado da aplicacdo da identidade 2.4a sobre o grafico 2.6b. Ver explicitamente na figura 2.7).
Aplicando este resultado em 2.6b mostra-se que o diagrama 2.5b produz o mesmo resultado que
0 2.5a, tendo um sinal negativo em relagio ao ltimo. Com isto se verifica que a divergéncia mais
alta do grafico expandido e a do grafico que o originou cancelam-se entre si.

Como exemplo mais complexo da identidade 2.4a trataremos o grifico 2.8a que contribui para
a fungao de 4 pontos do campo ¢, a qual é linearmente divergente. Neste grafico ocorre uma
interacao trilinear envolvendo o campo de calibre, o que necessita de um maior cuidado na anélise
do cancelamento de divergéncias devido o fator de momento que entra por esse vértice. A expressio
analitica para este diagrama é dada por 1°

3
FAEAPIAPIAG) [ T D (2.4

sendo
If(pemta k) = Aut/(k)verA(k +p1)A(p2 == k)/—\‘)\(pl = Pgit k) (245)
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Figura 2.7: Uso da identidade 2.4 no diagrama expandido 2.4b.

Pela regra de Feynman a contribuigéo dos vértices é designada por Ve, = (2py — k)*(2p1 + k)".
A argumentacio para o cancelamento da divergéncia deste grifico por meio de um diagrama
expandido é independente de calibre '°. Pelo uso da identidade 2.4a temos o diagrama expandido
mostradoe na figura 2.8b. A expressdo analitica correspondente a esse grafico é.

3 ro8
%A(pl)A(pz)A(pg)A(m) f (g{;—s / (;"J;)’SH’A(q+p1)A(q—ps)A,\(pl —p3),  (2.46)

em que
IT'(pewt, 0, k) = D (k) Ve Ak + g + p1) A(p2 — k)Ax(p1 — ps + k). (2.47)

O momento adicional ¢ traz uma pequena modificacdo para a contribuicao do vértice. Passamos
a ter VI = (2py — k)*(2p; + 2q + k)”. As consideragdes sobre o produto do propagador do campo
de calibre com os fatores dos vértices trilineares sao validas tanto para o diagrama original quanto
para o expandido. O produto de A, (k) por uma tnica poténcia de k proveniente dos vértices
trilineares (o qual geraria uma integral logaritmicamente divergente) fornece um resultado nulo
por invariancia de Lorentz 17. A expansio do integrando (2.45) em torno dos momentos externos
iguais a zero €

T1(0, k) = Ay (B)Ver (0, k) A(R) A (k) Ay (k). (2.48)

1 Considerando somente os integrandos, estamos fatorando os termos comuns aos dois graficos, que sdo os
propagadores das linhas externas e a poténcia de ().

15Por conservacio o momento externo pys = py + p2 — Ps3-

16Entretanto, uma escolha de calibre transversal restringe o nimero de diagramas preocupantes no que diz
respeito & divergencias.

1"N3o ha um vetor disponivel para gerar um resultado escalar. Ou, matematicamente, este produto produz uma
integral impar que quando considerada em todo o espago é igual a zero. Esta divergéncia, bem como a mais alta
(A, (k)k*EY) seria automaticamente evitada por um calibre transversal.
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Figura 2.8: Exemplo de contribuicdo (grafico original e expandido) para a funcio < ¢leptpp >
envolvendo interacao trilinear com o campo de calibre
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Fignra 2.9: Termos de primeira ordem dos diagramas 2.8a e 2.8b

A leitura grafica deste termo é mostrada na figura 2.9a. Para o grifico expandido 2.8b o termo
de primeira ordem na expansio do integrando é dado por

1I'(0,0, k) = A (k)VL(0,0, £) A(k)A(—k) Ay (k). (2.49)

Nesta ordem V; (0,0,k) = V¢ (0,k). Ou seja, temos o mesmo integrando para o gréafico origi-
nal e para o expandido. Graficamente, a expansio em primeira ordem do diagrama expandido
¢ mostrada em 2.9b. Toma entdo lugar o cancelamento entre a parte adicional no diagrama
expandido composta pelos tltimos trés propagadores em (2.46) integrados na varidvel ¢. Este
cancelamento nada mais é do que a leitura da identidade 2.4 (ver equagao (2.39)) no espaco dos
momentos. Temos entdo que pelo corte entre a “bolha” e o propagador do campo ) surge um sinal
negativo. Por conter uma divergéncia linear (sem levar em conta escolhas favordveis de calibre)
temos que nos preocupar com a ordem seguinte da expansdo do integrando que é composta pelos
termos de primeira derivada nos momentos externos. A equagdo (2.50) mostra a expansio do
fator II' pertencente ao diagrama expandido.

3 0
11 (pe:cta q, k) = 111(01 0> k’) .o ngq—fylplqg=0 (2'50)

em que g) designa os momentos externos do correspondente subgrafico. Entretanto o termo de
primeira derivada nao contribui pelo mesmo motivo exposto na nota de rodapé 18 (pg. 16).

As outras possibilidades de diagramas expandidos do grafico 2.8a sdao determinadas com o uso
da identidade 2.4a para as linhas externas inferiores ou ainda tomando simultaneamente o recurso
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Figura 2.10: Contribuigio para a funcio < ¢'¢i¢d > contendo interacdes trilineares e quadrilin-
eares com o campo de calibre com os correspondentes graficos expandidos.

citado para as linhas inferiores e superiores . Quando o diagrama expandido utiliza uma vez o
recurso da identidade diagramdtica o termo mais divergente resulta com o sinal contrario ao do
diagrama original. Quando a inser¢do da identidade ocorre em um ntimero par de vezes (duas
vezes € 0 maximo possivel para graficos da fungao de 4 pontos do campo ¢) a expressiao do grafico
expandido é idéntica a do gréfico original.

Para gréficos envolvendo somente vértices quadrilineares a demonstracdio do cancelamente é
mais direta. Como nio ha fatores de momento associados a esse vértice (ver regra de Feynman)
a bolha adicional gerada a partir deste vértice é formada apenas pelos propagadores do campo
# e portanto se cancela sumariamente com o propagador do campo A As iinhas do campo ¢
deste vértice sdo unidas em um novo vértice trilinear A¢'¢ ¢ apés, bifurca-se a linha ¢ novamente. -
No caso de diagramas contendo interacoes trilineares e quadrilineares com o campo de calibre
podemos focar o cancelamento sob essa propriedade dos vértices quadrilineares. Por exemplo,
sejam os diagramas original (a) e expandidos (b,c,d) na figura 2.10. O arranjo do cancelamento
utilizando essa propriedade se dd na seguinte maneira. O diagrama 2.10b, conforme explicado,
cancela o diagrama 2.10a. Para o diagrama expandido 2.10c (obtido por meio da identidade
2.4a) hé o diagrama 2.10d. Deste modo, sempre hi o cancelamento aos pares entre os diagramas
contendo vértice quadrilinear sem que seja necessdria uma anélise mais detalhada do integrando.

Com o recurso do diagrama expandido, as contribui¢des para o contratermo de massa (prove-
nientes das divergéncias mais altas da fun¢do de dois pontos do campo ¢, obtidas por meio de
contribuigoes dos graficos com momento externo igual a zero) sdo suprimidas. Mais geralmente,
isto descarta a participagao de alguns contratermos presentes na formulagio do modelo. De fato,
o modelo CPN~! necessita apenas de renormalizacdo de funcéio de onda e da carga [27, 51]. Dessa
forma o modelo mostra-se renormalizdvel em expanséo 1/N para o caso comutativo.

Na formulacao do modelo CPY~! no espago nio comutativo, objeto de estudo desta tese,
investigaremos o contetido de todas as aplicacoes possiveis destas identidades para a propriedade
da renormalizabilidade do modelo, incluindo os efeitos que a nao comutatividade traz para a regido
de baixos momentos externos (regidao do infravermelho). Assim sendo, a discussdo a respeito do
conjunto de gréficos superficialmente divergentes do modelo em primeira ordem nao trivial em
expansio 1/N sera feita no capitulo 4, apés uma breve introdugiio produzida no capitulo 3 que

18H4 de se observar que niio é qualquer juncio entre as linhas externas que é permitida pela expansao 1/N.
Como vimos, os propagadores auxiliares carregam um fator 1/N. Para compensar este fator é necessario haver um
lago somente com o propagador do campo ¢ fornecendo N contragées indistinguiveis.
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diz respeito as propriedades de teorias quanticas de campo no espago nao comutativo.

I importante salientar que o uso das identidades da figura 2.4 nao quebra o conceito de
graficos 1PI, uma vez que a expressiao matemdtica do propagador de A (equagdes (2.19) e (2.17))
nao apresenta pélo em seu espectro, nao tendo portanto carater de particula. Por esse motivo na
nossa abordagem nao serdo consideradas separadamente contribui¢oes da fungdo de um ponto do
campo A, mas sim em conexao com o computo da funcao de dois pontos do campo ¢. Observacao
semelhante é vélida para as fungoes de vértice que contam com a presenca do campo A, como por
exemplo A\p'¢. No capitulo 4 mostraremos que, ainda que nio fixemos o contratermo associado
a essa funcao de vértice, ocorre um cancelamento completo das divergéncias ultravioletas quando

esta funcgao participa como subdiagrama mesmo nos casos que contam com a presenca da fase nao
comutativa.
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Capitulo 3

Construcao de Teorias no Espaco
Nao-Comutativo.

3.1 Operadores de Weyl

Vérios sdo os procedimentos para quantizar campes cldssicos definidos em um espago-tempo
usual continuo R de dimensiao D em termos de um espaco-tempo de ccordenadas nio- comutantes
RY . Cada procedimento mostra-se particularmente vantajoso em um determinado contexto. A
mesma, observacio aplica-se a base sob a qual definimos as propriedades das fung¢des no espaco
nao-comutativo. Faremos uso de um procedimento bem conhecido na quantizagéo de teor'as de
campo ‘. Para obtermos informacdes advindas da nao-comutatividade do espaco-tempo, devemos
responder a seguinte pergunta: Qual a relagio entre as funcoes definidas no espaco tempo usual
e os objetos definidos no espa¢o nao-comutativo?

Para responder a essa pergunta utilizaremos a construcdo de Weyl-Wigner. A construcio
de Weyl-Wigner vale-se do conceito de integral de Fourier, o qual faz a ponte entre funcdes no
sentido cldssico e os operadores no espago nao-comutativo. Com isso obteremos uma deformacao
do produto de campos no espago comutativo em virtude da nao-comutatividade. A idéia é entdo
tracar um mapa entre os dois espagos.

Uma vez definida uma correspondéncia biunivoca, podemos introduzir as operagoes para com-
putar os objetos de interesse em teorias quanticas de campos. Como consequéncia dessa corre-
spondéncia, a ndo-comutatividade pode ser revelada na prépria dlgebra do espago R} ou através
da modificacao da algebra do espa¢o comutativo.

Seja entdao o operador T'(k,#) = e*#® sendo 4 a coordenada nio-comutante pertencente 3
relagdo (1.1) (pagina 1). Este operador goza das seguintes propriedades

i) T(k,2) = T(—k, £), (3.1)
i) Tk, #)T (K, &) = T(k + k')e” kb0 (3.2)
i) Tr T(k, &) = (2m)° [ [ d(k.), (3.3)

'O material expresso nas trés primeira segdes deste capitulo é baseado nas notas de aula do prof. M. Gomes [35]
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A primeira propriedade é imediatamente verificivel a partir da defini¢io do objeto. A segunda
decorre da férmula de Baker-Hausdorff e?e? = e4+8el/245] para o caso em que [A, B] = ntmero c.
A operagao de trago cuja normalizagio é definida em (3.3) é um funcional ciclico de RY para C. Por
intermédio dessas propriedades serdo obtidas as relagdes entre os dois espacos de modo consistente.
Voltaremos a comentar sobre a operagéo de trago realizada em R} mais adiante.

Definamos o operador de Weyl & (&) pertencente ao espago RP como sendo

B(2) = f %T(k,:e)é(m, (3.4)
em que
3(k) = f B ) (3.5)

¢ a transformada de Fourier de ¢(z), e z é a coordenada do espago comutativo associada &
coordenada Z do espaco ndo-comutativo. Com isso, a partir de um dado ¢(z) obtemos o operador
de Weyl ®(&) correspondente, ou seja, estabelecemos a relagio ®(2) <= ¢(z). Como consequéncia
de (3.3), temos que

Trci(ge) = f Pz (z) (3.6)

. Esta propriedade, conforme veremos, é de suma importancia para tragarmos o mapa entre os
espagos R” e Rp. o

- Utilizando em (3.4) as propriedades (3.1)-(3.3) e a definicio da transformada de Fourier do
campo cldssico pode-se obter a inversa da equacio (3.4),

D A
#(z) = / %ﬁe‘ikar[QTT(k,i)]. (3.7)

Assim sendo concluimos o mapa de forma univoca. Agora, dado um operador ®(2) obtemos o
campo clédssico correspondente. Ou seja ®(z) = ¢(z).

A principio, (3.5) e (3.7) sao transformadas de Fourier conjugadas. Entretanto (3.5) é descrita
unicamente em termos do espago usual, enquanto que (3.7) envolve uma operacao (Tr) pertencente
ao espago RY.

As funcées ¢(x) obtidas por intermédio de um operador quantico definido desta forma sio
chamadas fungoes de distribuicdo de Wigner [36]. Deste modo estabelecemos um mapa univoco
entre os campos de Wigner e os operadores de Weyl [37], o que é referido como correspondéncia
de Weyl-Wigner, também conhecida como Weyl-Moyal [38].

3.2 O produto estrela e suas propriedades

Conforme vimos, na segao anterior estabelecemos uma relacio biunivoca entre os operadores
de Weyl e funcoes classicas. Por simplicidade de notacio representaremos o objeto definido na
equagio (3.4) como ®[¢]. A intencio desta secdo é mostrar como o produto entre operadores de
Weyl modifica o produto de fun¢ées no espago comutativo. De acordo com a definicdo (3.4),

D - oo
&1 61]Bald] = / f (ol d ’“2 Tk, 81)T (kay 82) b (k1) (k). (3.8)
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Utilizando em (3.8) as propriedades definidas em (3.1) e (3.2), obtemos

Dy gD . 3 .
D1 [1] Do 2] = // 0 kl d kz T(ky + kq)e™ 2Rtk &, (k1) by (ky). (3.9)

Este resultado pode ser reescrito alterando a regra de multiplicagao das fungdes do espago comu-
tativo.

é)l[¢1](i)2[¢2] = (i’[ﬁbi & ¢2} (3-10)
em que,
D D _ .
i) = / éﬁ?é é;;ie‘“’“*’we'“f Ourk by (k1) o (ks). (3.11)

Escrevendo explicitamente em termos dos operadores de Weyl,

dk
(2m)P

Blat) 5 = / e~k Te[B, &, TH (k). (3.12)

Aplicando em (3.9) a propriedade (3.3), ficamos com

i X dPk, dP e o e o
T[D) 1] Da[ds]] = /f 5 "325%1+} 2)e” 2R g (k) (ko)

27) nY {2
de d .&.ﬁ . i %
i D 1 krlkz)\:r k1 Aka . f:
ou seja
Te[d1 (110 (] = f APy * . (3.14)

em que utilizamos a definicao ky Aky = %kmkg,,ﬂﬁ“’. Usando esse resultado, vemos facilmente que a
parte quadratica da acao de um modelo fisico nao sofre alteragéo pela presenca do produto Moyal:

f P () % ) = DA D] = f %%Tr[ml)T(kg)]]qz(kl)gﬁ(kz)

D
_ fd ki d® kg oIkt Ouks ]5(k1+k2)¢?(k1)$(k2)

(2m)D (27)P
[ @ i) = [ Gk = [Pl (3.15

pois pela presenca da delta k; = —k; , logo, a fase ky A k1 — —k1 A k; = 0. O resultado (3.11)
pode ser reescrito na forma,

1(2) * go(z) = lim eFOam 3G, (y) gy (x)

y—z

- ¢1($)¢2($)+Z(§) ;am 0D, ., $1(2)Dy,y .00, d2(z) (3.16)

n=1
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onde utilizamos a notacdo de produto-estrela de Groenewold-Moyal [39] para expressar a de-
formacao da lei de produto da dlgebra comutativa do espago usual para um produto nao-comutativo.
Na expansao (3.16), a qual contém um nimero ilimitado de derivadas, reside a nao-localidade do
produto-estrela, o qual é consequéncia da nao-localizabilidade decorrente da equagéao (1.1) 2

Por intermédio de (3.16), em ordem néo trivial mais baixa o produto-estrela fornece
P1(2) * Pa(2) = b1 (x)da(2) + 0" 0y (2)D, ba(2) + O(67) (3.17)

Para o caso com trés campos

T(k1+k2)

. - - D D D ) )
B dkdlh) = [ G T TPk + by ezl

& (k1) p(k2) b (k3), (3.18)

Em verdade o termo e~*Fi+k2)rks n36 sobrevive, pois pela presenca da delta de conservagao
dos momentos, k3 = —k; — ky. Levando isso em conta no cdlculo do produto das exponenciais,
temos —ik; A ko — i(ky -+ ko) A [—ky — ky) = —iky A ke. Deste modo podemos escrever

Ji dPky dPky dPks D e il
2ot « o) = [ G g on) S 4 b e

¢(k1)p(k2)d(ks). (3.19)

Generalizando para n campos,

/dqu';l(:c) * o () * .o % () = Tr[P) Py... D). (3.20)

Vemos por meio dessa equacdo a propriedade de invariancia do produto Moyal por uma permutacao
ciclica dos campos. No espago dos momentos a equagdo generalizada é escrita como

[ Py (z) * da()... % pu(z) =

n deIz D " - . r—_—
/H ((g,ﬁ)iD) (2m) 70 (k1 + ko + ... + kn) b1 (k1) P2(k2)...dn (Kn)e i<j i (3.21)

A contribui¢do ndo trivial em relagdo ao produto de campos usual é a presenca do fator de fase
que inclui a nao-comutatividade, pois de resto é como se trabalhassemos com a equagao (3.21) no
espaco dos momentos conforme o procedimento padrao.

E importante observar que o comutador-estrela com uma coordenada local z* pode ser usado
para gerar derivadas na forma

Tt * p(z) — p(z) * 2 = 16090,¢(z). (3.22)

20 exemplo mais simples a se pensar em uma nio-localidade envolvendo um nimero ilimitado de derivadas é
a representagdo exata de uma fungdo em termos de uma série de Taylor. H& vérias formas explicitamente néo-
locais de se escrever o produto Moyal entre campos. Ver por exemplo referéncia [40]. Em [11] hd uma discussio
interessante sobre a nio-localidade do produto-estrela de campos.
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A partir dessa equacao, determina-se
8 = [—4(07")is2", Bl (3.23)

Devido a (3.22) temos entdo que a translacdo pode ser escrita como um operador unitdrio na
forma ¢(zt + €) = e % x p(z) * e"€*" | onde € = 0¢; representa um deslocamento no espaco
nao-comutativo. Vemos que a expansao em primeira ordem deste operador corresponde a primeira
ordem da série de Taylor no pardmetro €.

FE) = (o + &) = et & g(z) 4 e~ (3.24)

A expansdo em série de Taylor em fungao do pardmetro € é dada por

~ = if__ . E.?'2€j1 a2f A
f(f) - f(O) + eJl ag‘?l lf=0 “* 2 ag‘mag]l |€=0 e
mas,
of _*f af

6»«]1 [ 0="+1Tj, * ¢ — i * xj, :‘i[x:fl’qb]*f ) 66328~ TN O_Z[sza 0¢;, sl _[xj?.v [mjwqb]]*'

Esta ¢ a mesma estrutura que surge 2o expandirmos em poténcias de € a expiessao (3.24).

Quanto a “integragdo” no espago nao-comntativo, vimos que esta operagio é realizada por
meio do traco Tr definido em (3.3). Por um lado esta operagdo guarda propriedades de trago,
tal como a ciclicidade, por outre, conforme vimos em (3.6) ou na expressdo generalizada (3.20),
efetivamente implica em integragdo no espaco usual 2.

3.3 Exemplos de simetrizacao e anti-simetrizacao com o
produto estrela

Um dos objetivos desta se¢io é mostrar como se trabalha com a férmula (3.21) para os casos
com trés e quatro campos, havendo ou néo entre esses, campos indistinguiveis. Havendo, pode-se
manipular os fatores de fase, onde estd contida a presenca da nao-comutatividade, e reescreveé-los
em termos de funcoes trigonométricas. Este procedimento é conhecido como simetrizacao ou anti-
simetrizacdo dependendo da estatistica a qual os campos envolvidos obedecem. Para o produto
de campos bosonicos usa-se a primeira denominagao e para o caso com férmions, a segunda.

A questao é mostrar qual é o resultado causado no produto de campos pela permutacao de
campos indistinguiveis. Veremos que a ordem na qual estes campos indistinguiveis se apresentam
modifica o argumento das fungoes trigonométricas. Vejamos primeiramente o produto de trés
campos sendo dois indistinguiveis, ou seja [ dPz¢(z) * ¢1(z) * ¢o(z). Os rétulos em subscrito
designam os tipos de campos e havendo mais de um com o mesmo rétulo significa que eles sao
indistinguiveis. Usaremos a notagao < para designar a permutacdo com respeito ao posiciona-
mento dos campos indistinguiveis a partir da esquerda (por convencdo). Para o caso em questao
1 < 2 significa a permutagao entre o primeiro e o segundo campo.

3Por esse motivo alguns autores [9] ndo separam a notagio de trago e integral quando se referem & teorias de
campo nao-comutativas, ou seja, adotam a notagio [ Tr.
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Por exemplo, escrevendo o produto como

D
[ @01(0) uta) o) = [ o) 2wk bt e k)
dPk, dPk, dPks
N f (2m)P (2m)P (2m)P
—isin(ky A k2))p(k1)d(k2) P (ks). (3.25)

e efetuando na parte que contém fungéo seno a troca 1 < 2 no rétulo dos momentos e a permutacio
dos campos correspondentes, vemos que este termo se anula. Logo

(21)P(2) P8 (ky + Ky + ks)[cos(kr A k)

D D D
f AP (z) * $1(x) * go() = f (‘;‘;}3 {iﬂ’)% éﬂ’;i (2m)7(2m) 78 (ks + kz + ks)

cos(k1 A kz) (k1) (ka)d(ks), (3.26)

Isto é devido ao produto de uma parte simétrica pela troca dos indices (a permutagio entre
os campos bosénicos) com uma fun¢do anti-simétrica (a fungéo seno). Assim, apenas a fungao co-
seno sobrevive. Se o produto fosse entre campos fermidnicos, pela argumentacao acima exposta,
é obvio que terfamos apenas a funcao seno.

Vejamos agora algumas situagoes para o produto com quatro campos. Se todos os campos forem
iguais, ou seja, se tivermos [ d”zd(z) * ¢(x) * d(z) * ¢(z), entdo pode-se efetuar as permutagoes
12,364 ;163,24;24 3,1« 4. Para campos bosonicos teremos

Dy 4D D D
[ P6(e) « 0(e) + 8@+ () = [ G TS T TS (o) ol e o )

% [cos(ky A k2) cos(ks A ks) + cos(ky A ks) cos(ka A k) + cos(ky A kq) cos(ka A k3)]
D (k1)d(k2) b (ks) b (k). (3:27)

Para [ dPzg(z) * ¢1(z) * do(x) * ¢2(z), e seguindo a atribuicio do rétulo dos momentos pela
posigao dos campos no produto (ou seja ko referente a0 momento do segundo campo, k3 referente
ao momento do terceiro, ...) temos,

—thinkag=ikshke - — Tcos(ky A ko) — dsin(ky A kg)][cos(ks A kq) — isin(ks A ky)]
= cos(ki A kz) cos(ks A kq) — sin(ky A ko) sin(ks A ky)
+?:(COS(]C1 AN kg) Sin(kg A k4) + COS(JI{I3 A k4) sin(kl N kz)) (328)

€

Efetuando a troca 1 < 2 e 3 < 4 desaparecem os termos com a fun¢ao seno dando como resultado

/deqbl(:n)*qbl(:E)*¢2( ) * o /f[

(%W&h+@+@+mwﬂmm%)x)mw

75 €os(ky A kg) cos(ks A ky)

~—

(3.29)

Para a situagao [ dPz¢(z) * ¢o(z) * ¢1(z) * o(x) vemos que o produto entre as exponenciais
nao mais cancela o termo sin(ky A k) sin(k3 A k4), pois a simetria agora é entre k; < ks e ky < ky.
Logo, o argumento da fung¢ao co-seno para este produto de campos é dado por cos[k; Aky + k3 A k4.
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A parte inteiramente anti-simétrica, isin(k; A ks + k3 A k4] de fato ndo contribui. Isso pode ser
visto levando em consideracao as contribui¢des oriundas da propriedade de ciclicidade do traco.

Com isso, demonstrou-se que

de$¢1 (CU) * ¢2($) * ¢1( ) * ¢2 /H de COS[kl N k‘g + k3 A k4]
(2m)P8(ky + ko + ks + ka) by (k1) o (K2) 1 (K )¢2(k4) (3.30)

Analogamente para o caso com férmions,

fd%i/)l(x)*wl(iﬂ)*wz( ) * Pa(x fﬁ

(2m)P8(ky + kg + ks + Ka)tp (k1 )9 (k) (ka) b (Ka). (3.31)

5 sin(ky A ko) sin(ks A ky)

/dDmh (z) * a(x) * 1 (x) * Po(z) = —i [ H ((;T‘)k;) sinfkr A ko + k3 A k4]

(21)P6(ky + ks + ks + k)t (h)iﬁ (k2)¢2(k3)1/~12(k4) (3.32)

‘Um comentdrio importante é quanto a implicagao & estatistica para o caso dos férmions. As
duas tltimas expressoes nao apresentam resultado nulo como ocorre no caso usual. Uma possivel
mterpretagao para isso é que em um espaco nao-comutativo nao ha mais ¢ principio de exciusao
de Pauli, o que era de se esperar, ji que existe um limite para o conceito de 1ncalizacio.

3.4 A mistura [V/UV

Uma das caracteristicas mais marcantes de teorias ndo-comutativas é o entrelacamento entre
escalas: uma pequena indetermina¢do em uma diregdo implica em uma grande indeterminacio nas
outras. A consequéncia dessa mistura pode ser reavaliada no espaco dos momentos. Neste caso
podemos ver como processos virtuais na regiao de altos momentos (pequenas disténcias) afetam
o comportamento de baixas energias da teoria (grandes distancias). Esse efeito é conhecido como
mistura IV/UV [11]. Como exemplo vamos analisar um caso simples da interagio \¢? [41, 42]
onde os campos sdo escalares e nao carregados *. A lagrangeana para este caso é dada por

= (0u9)* —m*¢* — Apx px px ¢ (3.33)

Vejamos entdo a contribuigdo para a fungio de dois pontos dada pelo grafico da figura 3.1.

Utilizando a férmula (3.27) para a interagio quértica e mantendo a expressio usual para o
propagador do campo ¢ dado por Ay = i/(p? — m? + i€) , temos a seguinte expressdao analitica
para este grafico 5

*No caso de campos carregados [43] poderiamos ter dois acoplamentos ndo triviais, ag; * ¢ * ho x g (ver (3.29))
e by * by * by * Py (ver (3.30)).

®Daqui em diante nas expressoes dos propagadores serd omitido o contorno de integracio, o qual seguird a
expressao definida no pardgrafo de chamada desta nota.
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Figura 3.1: Contribui¢do para a funcao de 2 pontos da interacido \¢* escalar.

d'k (3.34)

d*k E/‘ d*k +)\fcos?.k/\p
k2 —m? 3

- /[2(0052(k AD)) + 1]m = g

Ll >

onde utilizamos que cos®(k A p) = (1 + cos(2k A p)). Explicitamente, temos uma integral onde
nao hd no integrando uma func¢éo trigonométrica relacionando o momento externo e o momento
de integracdo (a qual chamaremos de planar) e outra onde isso ocorre (tratada por nao-planar).
A primeira é uma integracdo usual de teoria de campos em um espago comutativo, enquanto que
a outra decorre da estrutura do produto Moyal. Em (3.34) designaremos a parte planar por I e
a nao-planar por I,,,;. Vemos que na parcela envolvendo o cosseno o integrando ¢ invariante pela

transformacao k£ — —k. Logo,

L 'k
=5 | pom

A ikp
Inpl = *[_e_ddlk

3] k%2 —-—m?

em que P, = O,,p".

Para resolver a integral ndo-planar, podemos empregar diversas técnicas.

(3.35)

(3.36)

Tratar o integrando envolvendo a mistura por meio da parametrizacao de Schwinger, sendo
a integracdo nos momentos realizada como uma integragio gaussiana ordindria e a con-
sequente integracao paramétrica resultante representa a expressao integral de uma funcio
Bessel modificada, sendo que o regulador na fungdo Bessel é dado por A;nf)d =+ 1/A%,
sendo que A é um parametro de corte introduzido na integral como um fator de convergéncia.

Generalizar a regularizagdo dimensional para teorias nao-comutativas [44]. Neste contexto,
essas generalizacoes tratam das integrais basicas que aparecem nas teorias ndo-comutativas
e as integrais envolvendo estruturas tensoriais sao calculadas por meio de expansoes em série
de Taylor e identidades envolvendo funcoes Bessel.

Tratar as integrais basicas que aparecem nas teorias de campos no espaco nao-comutativo
como transformadas de Fourier generalizadas do espago dos momentos k (usual) para o

espaco p,.
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Estando mais familiarizados com a ultima abordagem, desenvolveremos os calculos tratando as
integrais caracteristicas do espago nao-comutativo como transformadas de Fourier generalizadas.

Em todas as abordagens é procedimento padrao efetuar uma rotagao de Wick e entao obtém-se
um resultado em termos de integrais no espaco euclidiano. Uma vez feita a rotagio de Wick ® o
sinal negativo no denominador é fatorado por (—1)™® e o espago dos momentos k passa a ter uma
parte quadratica euclidiana e positivo-definida. Portanto, k% = k2 4 k2 = | k|2

Efetuando essa operagao em uma integral basica no espago nao-comutativo (por basica quere-
mos dizer que néo possui estrutura tensorial), temos 7

dPk eik;ﬁ . " de ezkp » B
I= / (2m)D (k2 — M?)e =1i(-1) f (2n)D (k2 + M2)e i(—=1)7T;. (3.37)

Temos, de acordo com [45], que a transformada de Fourier da fungdo que desejamos é dada
por

1

_26+1( ' /QW)DC%H-HS_ K%n+5(cQ2)
C(=o) /A QG

onde F' designa a transformada de Fourier da expressdo entre colchetes. P ¢ a forma quadratica

do espaco de origem, § e ¢? sdo constantes, A é o determinante dos coeficientes de P. ) é a parte
gem, )
quadrética da forma dual associada e n é a dimensdo do espago.

Fl(c? i P = : (3.38)

Aplicando a féormula (3.38) em (3.36) apds efetuar a rotagio de Wick, temos que § = —qo = —1
Como a parte quadratica do espago de origem ja foi “euclidianizada”, resulta que P é positivo-
definido, logo A = 1. Com isso, a resposta em () também é dada em termos da métrica euclidiana,
ou seja, Q = pup, = (p)? = |O|p1%. Logo, @ ¢ uma forma quadrdtica positivo-definida.

Reescrevendo este resultado em termos da métrica de Minkowski, temos &,

Q = —p"p, = —p". (3.39)

2

A parte constante é simplesmente ¢ = M2 =m? e n=4,

Temos entdo que (3.36)

A1
I= —Wﬁfﬁ(c\/@) (3.40)

Uma expansao de K, para altos momentos mostra que a integral é bem definida nesta regiao.
Entretanto, para pequenos argumentos em K, temos K;(z) — %4— zIn% . Isto mostra que o
limite de p — 0 é quadraticamente divergente. Este cdlculo quando levado em conta em ordens
superiores destroi a renormalizabilidade do modelo. A figura 3.2 mostra um exemplo da insercao do
diagrama em ordens superiores da expansao. Esse diagrama possui uma divergéncia infravermelha

1

nao-integravel da forma d‘lk[k—z]—;, sendo n o nimero de inser¢oes.

S A rotagiio é feita com um angulo de 90° tomada no sentido anti-horario.

"E muito importante observar que a rotacio de Wick nfo altera o produto entre k e p. Por estarmos com
©p; = 0, ndo ha componente temporal do produto entre esses espagos, logo k*p,, = ki1p1 + kapa.

80s resultados das integrais nao-planares feitas ao longo desta tese estdo de acordo com a equagéo (3.39).
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Figura 3.2: Exemplo de insercao de divergéncias infravermelhas.

Em teorias quénticas locais a permutacao entre a operacgio de ordenacao temporal e derivadas
de ordem finita no espago-tempo nao tem nenhuma implicacao fisica. Isto porque o comutador
entre essas operagoes dispensa “termos de contato” nas coordenadas temporais. Ou seja, do ponto
de vista das fun¢oes de Green somente se tem uma contribui¢io nao nula desses termos quando os
campos tomam valores no mesmo instante. Sendo a operagao de ordenagao temporal nao definida
para tempos iguais podemos nos restringir aos casos em que os campos tomam valores em tempos
distintos. Nesse caso o termo adicional ndo contribui e nenhuma informagao fisica é perdida.

No caso de teorias contendo o produto Moyal com ©y; # 0 este intercambio nao se realiza
impunemente. Isto porque a exponencial envolvendo a componente temporal implica em uma -
teoria nac-local no tempo. Assim sendo a funcac é deslocada da origem e o termo adicional passa
a contribuir em instantes diferentes. Desse modo, ocorre perda de informagio e consequentemente

“a perda de unitariedade. Os primeiros a verificar falha neste procedimento no caso.de teorias nio-
comutativas foram J. Gomis e T. Mehen [46]. Para ilustrar o problema de quebra da unitariedade
146] foi considerada a primeira correcic pa,m a fun(;ao de dois pontes num modelo com auto-
interacdo ¢ em D = 4 : j

S = f dzpt dr (3.41)

De acordo com a equagio ? (3.26), a amplitude proporcional a esse grafico é dada por

4
/ d*k 1+ cos(p A k) (3.42)
(2m)* [(k — p)* — m?|[k* — m?]
No espacgo coordenado essa amplitude é proporcional a
Ap(z)Ar(z) + Ap(z) * Ap(z) (3.43)

A condigio de unitariedade do modelo expressa em termos do teorema 6tico é mostrada na figura

3.3.
il )= w|=d

Figura 3.3: Condicao de unitariedade para o modelo com auto-interacio ¢ expressa em termo do
teorema otico.

9Em verdade, (3.41) é um caso particular de (3.26).
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Expressando o propagador de Feynman na forma

Ap(z) = ") A*(z) + (1 — 0(z°)) A~ (z) (3.44)

. 3 B
A+($) = 1 f d’k e;‘(komo—k.:ﬁ) £ A= (:C) = —A+(—$)
(271')3 ka

e 0(z°) a funcdo de Heaviside. De acordo com a expressdao diagramdtica em 3.3, verifica-se entdo
que

AL+ AL = AZ + A2 (3.45)

A auséncia do termo cruzado A_A, é justificada pelo fato que #(1 — #) = 0. Entretanto, para a
parte ndo-planar (o segundo termo em (3.42))

Ap(z) * Ap(z) + Ap(z) * Ap(z) = Ay * Ay + A% A+ Apop % Dgy + Aoy * Aper (3.46)

em que Ag, e Ay correspondem respectivamente as fungoes de Green avancada e retardada
da teoria livre. A quebra de unitariedade decorre do resultado nao nulo do produto dos dois
tltimos termos em (3.46). Isto acontece porque, devido a presenga do produto Moyal coordenadas
temporais passam a nao comutar com as coordenadas espaciais. Nesse sentido a operagao de
ordenagao temporal (fungdo de Heaviside) ndo comuta com a contragdo entre os campos. Na
situagdo em que a nao-comutatividade ¢ do tipo espago-espage, ou seja €y, = {1, temos

Dper # By 2 (1 — 0) f(x) =0 (3.47)

sendo f(z) é uma fungdo do quadrivetor z. Neste caso a parte ndo-planar pode ser substituida
por A, « AL + (1 —0)A_x A_. Com isso, ao se considerar a contribui¢do da parte complexo-
conjugada ficamos com A, * A, +A_ xA_ como contribuicdao da parte nao-planar, de modo que a
unitariedade estd sendo preservada. Para o caso mais geral envolvendo nao-comutatividade espago-
temporal a unitariedade pode entao ser reestabelecida calculando primeiramente o produto Moyal
das lagrangeanas de interagdo com a ordenacdo temporal sendo feita posteriormente [47]. Deste
modo a ordenacgao temporal é separado dos produtos nao-locais. Entretanto, conforme discutido
nesta secao o procedimento usual de teoria quantica de campos no caso da nao-comutatividade
nao envolver o tempo pode ser utilizado sem que a unitariedade seja afetada °.

10, Além deste procedimento pode-se adotar uma abordagem covariante de teorias perturbativas. A idéia é

resolver perturbativamente uma equagio inomogénea e nio-local (a equacdo de Yang Feldman). Entretanto, este
método mostra-se bastante laborioso [?].
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3.5 Simetrias de calibre

Ao longo deste capitulo desenvolvemos a introducao da nao-comutatividade via alteracao da
regra de multiplicagdo dos campos. Vejamos como ficam as simetrias locais quando submetidas a
leis de transformacoes que sao afetadas pela nao-comutatividade. Ou seja, analisaremos como
se comporta uma simetria de calibre em um espago nao-comutativo. Como vimos, a versao
nao-comutativa de uma teoria de campo é obtida substituindo o produto usual de campos pelo
produto estrela. Quando aplicamos o produto estrela sobre a lei de transformacao do campo,
temos que ao expandirmos a transformacao em uma série, tal expansao passa a nao comutar com
o campo transformado. Com isso compreende-se que para manter uma teoria invariante por uma
transformacao local o ordenamento de campos necessita ser bem determinado. Desta maneira,
encontrando um ordenamento conveniente, os objetos transformados, e por consequéncia o produto
deles, podem manter a propriedade de invariancia pela transformacao a que foram submetidos.

Como exemplo olharemos a estrutura da acao da eletrodinamica escalar nao-comutativa com
simetria U(1). Temos entao,

1
Sew =~ d*zF,, F* (3.48)

A simetria U(1) ndc-comutativa é definida por
Ay = Al(z) = U(z) % A+ U(z) ™ + iU () * 8,U (z) (3.49)
onde

U(x) ze:cp*(i/\)zl—kiA—%A*A-l—... (3.50)

Sob a lei de transformacao acima, a transformacao de calibre de F},, é dada por
Fu—F,, =U)«Fu,*Uz)™ (3.51)
Para provar a invariancia da agao usamos as igualdades
i) # U@ =UE) " +Us) = 1 (3.52)

Conjuntamente a isto, utilizamos a propriedade de ciclicidade do produto estrela sob uma
integral. Com isso demonstra-se imediatamente que

Sym — Syy = s d*zU(z) * F, * U(z) ™' « U(x)F* * U(z) ™ (8.53)

mantém-se invariante sob a transformacao de calibre definida acima.

Mesmo sendo um grupo de simetria abeliano, as interagoes tém um cardter nao abeliano.
O papel da constante de estrutura é desempenhado pelo fator Zsen(%p A p') (48], o qual é uma
consequéncia do comutador Moyal. Vejamos como exemplo a interagao

[A.MAU}* = A,u * AV 2 Au * A,u
= f dipd'p’ A, (p) A, (p) (e3P"P — e~ 307 ) cilp+p)

1 s o
= /d‘*pd“p’%Au(p)A,,(p’)sen(ip A p')ette)e (3.54)
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Para estender a invaridncia de calibre local para os campos de matéria, podem ser definidas
leis de transformagao para os férmions na forma

b(z) = Y (z) = U(z) x () (3.55)

Y(z) = ¥'(2) = () * U™ (2) (3.56)

De acordo com essas leis de transformacio define-se as derivadas covariantes correspondentes
as mesmas.

Dty = 81p — 1A, %9 (3.57)

DFip = 99 + ) x A¥ (3.58)

ou seja, (3.57) e (3.58) mantém a mesma propriedade de transformacio que os campos que as
originaram. Temos também a possibidade da lei de transformagio da representacio adiunta

¥ =U(z) * 9 » U Hz) (3.59)

Wt =U(z) » 9t « U~ () (3.60)

que geram as seguintes derivadas covariantes,

Dy = a,uw - ?;[A#, [P (3.61)

Db = 05 — i[ A, '), (3.62)

Com isso podemos definir uma agio ndo-comutativa correspondente & eletrodinamica fermionica
na forma [49)],

Sfe'rmion = i/d4$('§57“ * D”’g[} =5 m'& * 'l/)) (3'63)

No espago nao-comutativo uma quantizagao de calibre respeitando invaridncia de BRST segue
o mesmo principio do produto especial (produto Moyal) utilizado até aqui. Sendo assim, os termos
de fixagao de calibre e os fantasmas de Faddeev-Popov sio, respectivamente, escritos na forma

1
S / d’z (_%aﬂfw x 9,A" + %(z’r‘: % 8,D"c — i, DVc * 5)) (3.64)
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sendo D¥c = d%c — i[c, A¥..

Conforme discutimos nesse capitulo, por ser quadrético na presenca de campos o termo de
fixagao de calibre ndo é alterado pelo produto Moyal. No caso dos fantasmas de Faddeev-Popov o
termo de interagao com o campo de calibre é ndo nulo mesmo com simetria de calibre U(1). Isso
¢ devido a presenca do comutador Moyal.

Como tltimo comentdrio, lembramos que numa expansio em lagos o efeito da interacdo com
o fantasma necessita ser levado em conta no primeiro cdlculo perturbativo da teoria. O modelo
CPY-! em D = 3, por ser tratdvel apenas na expansdo 1/N, revela a contribuicao do fantasma
somente em ordem subdominante, ou seja, é de poténcia superior em 1/N em relacio a primeira
ordem nao trivial (a ordem dominante é utilizada para determinar o propagador efetivo).
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Capitulo 4

Representacao Fundamental

4.1 Leis de transformacao e invariancia da acao.

Nos dois capitulos anteriores construimos o alicerce para investigar o modelo CPY~! em um
espaco nao comutativo. Conforme vimos, os passos para estudar um modelo sob influéncia da nao
comutatividade sdo os seguintes:

e Passar do produto usual de campos para o produto estrela.
e Trabalhar com expansdes das leis de transformacao seguindo a estrutura do produto Moyal.

e Verificar quais sdo os ordenamentos de campos que se mantém invariantes sob uma trans-
formacao envolvendo produto Moyal

Como base para o estudo do modelo CPY~! comutativo temos a lagrangeana expressa na
férmula (2.4) e as leis de transformagao (2.2) e (2.3), as quais fazem parte da dnica transformacio
abeliana possivel no espago comutativo.

Conforme visto no capitulo anterior ! a transformacéao de calibre no espaco nio comutativo ¢
dada por

Ulz) = exp + (iA) = 1+z‘A—%A*A+... (4.1)

Em semelhanga com o caso fermionico abordado no capitulo anterior a transformagao Moyal-
unitdria na representacao fundamental & esquerda é designada por

¢(z) = ¢'(z) = U(z) x ¢(z) (4.2)

$(z) = ¢'(z) = §(z) * U™ (2) (4.3)

¢ a chamada antifundamental. As transformagoes (4.2) e (4.3) geram, respectivamente, as seguintes
derivadas covariantes

D¢ = 0, — iA, % ¢ (4.4)

'Ver equagdo (3.50).

35



D¢t = 8,¢" +idt x A, (4.5)
" Iz e

A néao-comutatividade do espaco-tempo produz um cardter nio abeliano no modelo mesmo
para o caso de simetria de calibre U(1). Deste modo passa a se ter como opgido 0s campos se
transformando de acordo com a representacao adjunta (ver tabela 4.1), a qual é dada por

¢— Ux) xdpxU () (4.6)
¢t = Ulz) * ¢ « U™ (). (4.7)

Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, do ponto de vista infinitesimal isto gera
derivadas covariantes para os campos na forma,

D¢ = 0 — i[Ay, Bl (4.8)
e
D,d = 08¢ —i[A,, ¢'].. (4.9)
O campo de calibre tranforma-se de acordo com
Ay = A (z) =U(z) x Ay x U(z) ™" + iU (z) * 8,U(z) ™ (4.10)

- em qualquer representagao (conforme expresso em (3.49).)

Em relagdao ao campo auxiliar A ha duas possibilidades de transformagio que sao permitidas,
conforme mostrado na tabela 4.1.

Tanto para o caso dos campos principais se transformarem sob a representacao fundamental
a esquerda quanto a adjunta, trabalharemos com a lei de transformacdo adjunta para o campo
auxiliar A\. Ou seja, para a situagdo dos campos de matéria se transformando com a representacao
fundamental, lidaremos com o ordenamento expresso na coluna 8 da tabela 4.1.

Implementando as substitui¢des (4.4) e (4.5) e cumprindo o ordenamento discutido no paragrafo
anterior para o campo auxiliar A, temos que a lagrangeana béasica dada por (2.4), no caso da
representacao fundamental no espago nao-comutativo é expressa por

L = 0,0'0"¢—m?dTe+ ¢ x A, x A* x ¢ — it x A, x [04¢] +i[0,01] * A" % ¢
—A*¢*¢T+Ai} (4.11)

Tomamos o campo do multiplicador de Lagrange se transformando com a representagio adjunta
por simplicidade. Dessa forma evitamos o propagador misto 'y, (p) originado pelo grifico da
figura 4.1. Com isto mantemos a semelhanca com o caso comutativo, onde tal grafico nao contribui.
De fato, com essa escolha as fases oriundas da ndo-comutatividade se cancelam tal que a amplitude
associada a esse grafico é

d*k 2 i —-2
(2m)* [k + p)* — m?][k? — m?] @m)3 Jo [k —m? + pPz(l — )]
devido a (anti) simetria do integrando na troca z <» (1 — ).
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Caso Transformagao do A Transformacao do ¢ Invaridncia da acao

1. Al o identidade fundamental sim
2. Ax gl % ¢ adjunta fundamental nao
3. Akl % ¢ adjunta adjunta sim
4. Ax ol x ¢ identidade adjunta nao
5. A% ¢ pf adjunta adjunta sim
6. \x ¢ pf identidade adjunta nao
T. Ak identidade fundamental nao
8 Ak ¢ pf adjunta fundamental sim

Tabela 4.1: Propriedades de transformagdo dos possiveis ordenamentos envolvendo o campo A.

Figura 4.1: Gréfico associado ag. propagador do campo misto A(p)aa,:

4.2 Regras de Feynman

Da lagrangeana (4.11) tiramos as regras de Feynman na representagio fundamental. Para as
regras de Feynman no espago nao-comutativo temos que especificar quais campos estdo partici-
pando da regra, a dire¢do do momento que flui em cada linha e a posi¢do que cada linha guarda
em relacao as outras. Pelo fato da nao-comutatividade vir expressa em uma exponencial (ao invés
de uma funcdo trigonométrica como seno ou coseno, conforme veremos a seguir), ocorre que a
fase nao-comutativa se cancela tanto para os gréficos do propagador efetivo do campo de calibre
quanto para o grafico que contribui para o propagador efetivo do campo auxiliar. Por esta razao os
propagadores efetivos nesta representac¢iao nao sofrem influéncia da ndo-comutatividade . Usando
(2.14) e a lagrangeana (4.11) temos as contribui¢des em primeira ordem do termo ¢« A¥x A, ¢ e
em segunda do termo —i¢!x A#x[0,¢] +1[0"@!]x A, x¢ para os gréficos do campo de calibre 2. Para
a funcao prépria de dois pontos do campo auxiliar A, temos em segunda ordem a contribuicdo do
termo —\ x ¢! x ¢. Recordando as expressdes deduzidas no capitulo 2, as contribui¢des dominantes
nos comportamentos assintéticos dos propagadores dos campos A e A, (no calibre de Landau ?)

2Para o campo de calibre, o fator coseno proveniente da interagio quadrilinear ¢! % A# « A, * ¢ ndo contribui,
por conservacao de momento.
3Ver comentérios abaixo da férmula (2.25) na pagina 11.

37



sao dadas por

8iy/—p?
Ax(p) = *N—p; (4.13)
" 164 L, p'pY 1
AP (p) = o (gu _ p_pf ) — (4.14)

Em verdade, na representagao fundamental & esquerda, excluindo alguns graficos contendo o
vértice quadrilinear, a ndo-comutatividade sé é detectada em gréficos com mais de dois vértices.
Veremos isso em detalhe mais adiante.

Para as interacgoes, temos as seguintes regras de Feynman na representacio fundamental

iAq(0%pT — 0%peph) “ —i(2k + p)qe” P (4.15)
gWA“A”gﬁqu I ie 1%z cog(p; A P2) G (4.16)
App! & je kAP (4.17)

Com o objetivo de evitar possiveis‘problemasl com causalidade [46, 47, 50] trabalharemos com -
eoz' = O

4.3 Grau de divergéncia superficial e a
lagrangeana reparametrizada.

Conforme demonstrado no capitulo 2, temos para um diagrama ~ 1PI genérico o grau de
divergéncia superficial d(y) dado por °

N, N,
d(y) =3— Ny — —2—“5 — 2N, — TC (4.18)
em que Ny, Ny, Ny e N sdo o nimero de linhas externas associadas aos campos de calibre, ¢, A
e os campos de fantasma, respectivamente. Os campos de fantasma somente irdao contribuir em

ordens superiores de 1/, ndo tendo nenhum efeito nos cdlculos apresentados nesta tese.

Os termos de renormalizacdo em uma teoria sdo provenientes de (sub) graficos com d(v) > 0.
As divergéncias ultravioletas que contém uma estrutura de contratermo correspondente na la-
grangeana sao absorvidas pelo esquema usual de reparametrizacio das grandezas “nuas”.

Um dos objetos de interesse no presente trabalho é observar a invaridncia (ou nao) de calibre
sob o procedimento de renormalizacao. Definindo as quantidades renormalizadas como

¢ — Z,%¢ = (1+0)"%¢ (4.19)

1Ver figura 2.1 e comentdrios acima, da se¢ao 2.2 (pg 9).

A demonstragdo do capitulo 2 néo incluiu o calculo da dimensdo do campo do fantasma de Faddev-Popov, o
qual é similar aos demais. Nao é dificil perceber (pelo acoplamento trilinear com o campo de calibre) que esse
campo tem a mesma dimensdo do campo principal.
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Ay — By = (1 i, (4.20)

A= Z32N = (1+¢)A (4.21)
1/9— Zy/g=(1+d)/g (4.22)

obtemos,
Dup — ZJ*(Dud)r (4.23)

onde (D,¢)r = 0, —iZ4A, * $ é a derivada covariante renormalizada do campo ¢. Com essas
alteracoes a lagrangeana total toma a forma,

L =D,¢" x D —mPple + N« ¢ * ot + Ag N (4.24)

em que

Lo = bI,¢pl0"p I—B(-——zc?uqﬁ* ¢1 *A” Haﬂqs’f * A, ) + C(ph * AF % A, x ¢)
- ?bgbfqﬁ + DA * ¢ s ¢1 - r N— (4.25)
sendo

B=(04a)(14+b) -1 (4.26)
C=1+a)?*1+b -1 (4.27)
D=(14¢)(l+a)—1 (4.28)
F=(1+c¢)(1+d) —1 (4.29)

Estes contratermos podem ser usados nao sé para absorver as divergéncias ultravioletas das
fungoes de dois pontos do campo ¢ e outras fungdes vértices envolvendo o campo de calibre 4,
mas também para impor < A >= 0 e o parametro m como sendo a confirmacido da massa fisica
do campo ¢.

Na anélise de renormalizacao ultravioleta o uso das identidades diagramaéticas discutidas no
capitulo 2 deve ser levado em conta. Entretanto, nio é dbvio que as identidades diagraméticas se
mantenham no espago nao-comutativo. Na aplica¢io deste procedimento observam-se os fatores
que permitem o uso dessas identidades tanto no contexto planar (importante na renormalizacio
ultravioleta) quanto no nédo-planar (que influencia na regiio do infravermelho). A aplicacio da
identidade diagramatica 2.4b referente aos vértices quadrilineares nos permitiu concluir que para
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os graficos contendo tal vértice ocorre um cancelamento aos pares entre os diagramas originais e os
expandidos. Como consequéncia disso os graficos contendo vértices quadrilineares nao precisam
ser considerados do ponto de vista de divergéncia ultravioleta ®. Ainda assim o contratermo
relacionado & fungio de vértice ¢! A*A”¢ necessita ser considerado no estudo da invariancia de
calibre do modelo.

Assim como no caso comutativo, o contratermo de massa do campo ¢ é indécuo uma vez imple-
mentada a identidade diagramatica do modelo (ver ultima secgdo do capitulo 2). O contratermo D
associado a funcio de vértice < A\¢T¢p > também ndo desempenha func¢io desde que consideremos
apenas fun¢oes de Green dos campos ¢ ¢ A, (sem linhas externas do campo ). Neste caso a
escolha deste contratermo é livre e a renormalizacao do campo A é irrelevante. Isto quer dizer
que pela nossa abordagem qualquer fungio contendo o campo A (ex. “tadpole”,< Apip >, etc...)
serao consideradas apenas quando conectadas as func¢oes de Green com linhas externas de campos
com interpretacao fisica definida (campos ¢ e A,).

Referente as divergéncias ultravioletas, podemos dividir a anélise em dois grupos. O primeiro
composto por processos que contém uma estrutura correspondente na lagrangeana e o segundo
onde tal estrutura nao existe.

O primeiro é dado por
1. Gréfieogicom No= 1 ¢ M= 2,
2. Giéficos com Ny =0 e Ny = 2,
3. .Gréficos com Ny =1e Ny =2,
4, Gréficos com Ny =2 ¢ Ny=2..
Os casos (2-4) sac relacionados com a parte da derivada covariante .la lagrangiana e -stdo
portanto conectados pela invariancia de calibre.
Para o segundo grupo temos as seguintes possibilidades
5. Gréficos com Ny = 0e Ny =4,
6. Gréficos com Ny =0e Ny =6,
7. Gréficos com Ny =1e Ny =4,
8. Gréficos com Ny =2 e Ny =0,
9. Graficos com Ny =3 e Ny = 0.
Temos ainda uma divergéncia associada a graficos contendo Ny =1, Ny =0 e Ny = 1.
Entretanto, conforme frisamos anteriormente, ao tomarmos o campo A se transformando de acordo

com a representacao adjunta, evitamos a presenga de fase no diagrama 4.1 e com isso mantemos a
semelhanga com o caso comutativo, onde tal grafico nao contribui, devido a invariancia de Lorentz.

Em todos os casos deve-se tomar cuidado com a presenca de divergéncias infravermelhas que
possam causar danos ao procedimento perturbativo de renormaliza¢do (ou seja, aquelas de ordem
superior a logaritmica). Entretanto, antes de um estudo detalhado da invaridncia de calibre
para o primeiro grupo (1-4) torna-se importante examinar a existéncia de possiveis divergéncias
infravermelhas neste setor.

60 diagrama mais a direita em 2.2b aparece como excecdo A esta regra devido a impossibilidade de se aplicar a

identidade 2.4b sobre o préprio, pois seria gerado como subdiagrama o grafico de “tadpole” do campo A, o qual j&
foi levado em conta.
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Figura 4.2: Caso 2. Corregoes de auto-energia do campo de matéria.

4.4 Anadlise das divergéncias infravermelhas

Como sublinhamos na seccao anterior o uso das identidades diagramaticas no contexto nao-
comutativo é um dos focos de observagao neste trabalho. A partir do estudo dos diagramas
nao-planares (em especial aqueles com um mau comportamento no ultravioleta quando a fase
nao-comutativa nao é considerada) é possivel concluir que a identidade é valida no contexto nao-
comutativo e portanto aplica-se aos casos envolvendo divergéncias infravermelhas. Entre os casos
de divergéncia listados pelo grau de divergéncia superficial ultravioleta ha os que nao apresentam
as divergéncias infravermelhas que surgiriam pelo efeito da mistura. Sac esses os casos 2 e 8
associados aos propagadores do campo ¢ e do campo de celibre respectivamente, e 5 caso 9
(N4 =3). O caso 2 ¢ inclusive o que exibe a pior divergéncia no modelo; é quadrética (ver tabela
2.1 no capitulo 2). Ocorre que nos diagramas de auto-energia do campo ¢ as fases ndo-comutativas
se cancelam e o resultado é o mesmo do caso comutativo. O mesrao vale para a fungao propria do
campo de calibre (caso 8). O zaso 9, no contexto comutativo, ndo coatribuiria devido a conjugagio -
de carga (a contribui¢des sdo dadas por trés linhas do campo A4, conectadas a nm lago bosonico
do campo ¢.) Isto quer dizer, quando adotada a circuitagio nos dois percursos de carga, teriamos
um resultado nulo. No modelo nao-comutativo as contribui¢des permanecem planares (com a fase
dependendo sé dos momentos externos). Apesar disso, a fase muda de sinal conforme o caminho
da carga, e isto acarreta uma contribui¢ao planar ndo-nula (porém finita).

Ocorrem no modelo divergéncias infravermelhas que nao sao perigosas a renormalizabilidade
por serem integraveis na origem (divergéncias logaritmicas). Estdo estas expressas nos casos:
1, 4, 6, 7. As divergéncias realmente nocivas a renormalizabilidade sao dadas pelos casos 3 e
5. O caso 3, o qual envolve o campo de calibre, é feito em detalhe. Neste evento forneceremos
o argumento que generaliza o uso da identidade 2.4a tanto para o caso planar quanto para o
nao-planar na representacao fundamental. O caso 5 sera tratado minuciosamente na situacao
dos gréficos planares (divergéncias ultravioletas) quando serd utilizado o esquema de BPHZ para
demonstrar o cancelamento total das subdivergéncias envolvidas na fungao de 4 pontos do campo

b.

4.4.1 Caso 2. Graficos com Ny =0e Ny = 2.

Para o caso 2, graficos com Ny = 0 e Ny = 2 (auto energia do campo @), as trés contribuigdes
na figura 4.2 sdo puramente planares e portanto sao livres da mistura IV/UV. O mesmo ocorre
com os diagramas da figura 4.3.
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Figura 4.3: Estrutura gréifica da fungdo de dois pontos do campo ¢. Os diagramas hachurados
representam diagramas que sao 1PI com respeito a todos os outros campos.
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Figura 4.4: Estrutura geral da funcio de vériice A,ed.

4.4.2 Caso 3. Graéficos com Ny=1e N, =2.

Para o caso 3, a andlise ¢ mais complexa. Sabemos que o comportamento da parte nio-planar tem
uma dependéncia direta com a correspondente parte planar, no sentido que o comportamento do
setor infravermelho também é melhorado pela nossa escolha de um calibre transversal. Um outro
fator que restringe o nimero de diagramas perigosos é a presenca de subdiagramas proibidos
ou nulos (ver figuras 2.2 e 4.1 ). Portanto, qualquer grifico contendo estes diagramas serdio
considerados como diagramas ilegais.

Quanto aos graficos contendo uma interagio quadrilinear A*AY¢'¢ permanece vilido o uso
da identidade diagramatica da figura 2.4b discutida no capftulo 2. Com isso, para a funcio de
trés pontos, temos somente os diagramas da figura 4.5. A figura 4.4 contém a estrutura geral dos
grificos que contribuem para a corregdo da funcéo de vértice A,4'¢. Na figura 4.4b hé vérios
diagramas implicitos, alguns dos quais, estdo plotados na figura 4.6.

Vamos em primeira instancia nos ater aos diagramas da figura 4.5 por conter todas as con-
tribuicoes para a parte prépria desta funcao de vértice. Analisando os gréficos deste figura percebe-
se que os dois primeiros sdo puramente nao-planares, ou seja, eles nao apresentam parte planar e
portanto sao finitos na regido ultravioleta. Em compensacio podem originar divergéncias infraver-
melhas ndo-integraveis. Os gréaficos restantes podem ser classificados em dois grupos de acordo
com a dire¢ao do fluxo de carga no laco bosonico superior. Se o fluxo no laco é no sentido horério
o diagrama é planar; caso contrdrio ¢ nio-planar. No caso comutativo os graficos contendo um
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numero impar de linhas de bdsons de calibre ligadas a um lago bosénico apresentariam um re-
sultado nulo quando tomadas as contribui¢des nos dois sentidos de carga (o equivalente bosdnico
do Teorema de Furry). Isto deixa de ser valido no caso ndo-comutativo e é uma indicacio que a
conjugacao de carga é perdida neste contexto
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Figura 4.5: Caso 3. Contribui¢oes para a func¢io de vértice A,¢'¢.
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Considerando o diagrama de um laco 4.5a, temos que este é finito devido a transversalidade
do propagador A,, (ver férmula (4.14)) e apresenta uma expressio analitica dada por

/ ﬂe—ﬂzw—mpl} [2(k + p1) + plu [2(p1 + P)], 2016 A (B

(2m)? [(k+p)2—m?][(k+p+p)2 —m?] " (4.30)

Devido ao comportamento assintético de A, (k), esta integral é finita mesmo sem a presenca do
fator de fase e, deste modo, ¢ livre de singularidades infravermelhas. Contrariamente, o gréfico
4.5b ¢ linearmente divergente em p = 0. Para entender como se procede o cancelamento desta
divergéncia, escrevamos a amplitude correspondente na forma

dsk . d3k: )
f(gﬂ)S e—z(ZkAP"P/\m)Iﬂ(k,p,pl) = _/_(QW)3 e—i(QkI\P_P/\PI)[I#(k,O,O)+Rﬂ(k,p’p1)], (4.31)

onde

[Q(k +p1) +p],u
k+p)?— mz} [(k +p1 +p)? —m?]

e a integral com R, (k,p,p1) é no maximo logaritmicamente divergente quando a fase ¢ omitida.
Os integrandos ndo-planares (ou seja, aqueles contendo uma fase misturando momentos. interno e
externo) sao tratados como uma transformada de Fourier generalizada do momento usual para o
momento p* = ©*p, (ver referéncia [45]). Explicitamente,

&k i
- (2k;’\p~p:‘\p1)[ k.0.0) = Cte —eP 11 4.33
—e Ni% e —=e X :
/ (27T)3 ,u( ) p2 ( )
Usamos neste momento a identidade mostrada na figura 2.4a e discutida na analise do propa-
gador do campo A. O resultado ¢ o grafico expandido mostrado na figura 4.6a. Este grafico é
obtido a partir do gréfico 4.5b ( gréfico original) unindo-se as linhas externas do campo ¢ em
um novo vértice trilinear A¢'¢ e em seguida bifurcando em um outro vértice trilinear da mesma
interagao.

O gréfico 4.6a é também divergente no infravermelho pois contém o gréfico 4.5b como subdia-
grama, em concordancia com a caixa desenhada na figura 4.6a. A amplitude para este diagrama,
é dada por

e d*k  d%q O 1
Y e e e I
sendo
1
Iﬂ(k?pn q) == (Qk + 2q +p),u[(k_ + q)g _ mg][(k +q +p)2 . mg] A)\(k) (435)

Mantendo o momento interno contido na caixa tracejada, expandimos I,(k, p, q) em torno de
P =q=0. Apds a expansio, usamos para a parte nao contida na caixa as férmulas (2.17) e (2.19),
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Figura 4.6: Diagramas expandidos dos graficos 4.5b e 4.5f por meio da identidade 2.4a.

as quais fornecem a relagéo entre o propagador do campo A e a parte extra. Reduzimos entdo a
parte adicional do diagrama a um ponto com sinal negativo. Como resultado, obtemos,

dk d 4 ‘_z'

J, = ---Cte ePAPL . f reewiet 7% )

1

Ak

(¢% ~ m?) [(g + p)? — m?| Salp)
(4.36)

Entao, adicionando as contribui¢des (4.33) and (4.36), temos o cancelamento das divergéncias
IV nocivas ao modelo. Com isto torna-se clara a correspondéncia entre os diagramas 4.5b e 4.6a.
Este é um uso mais complexo da identidade 2.4a exposta no capitulo 2. Este cancelamento ocorre
pelos seguintes motivos. Os graficos original e expandido tem sempre a mesma fase. Pode ser
facilmente verificado que os dois vértices adicionais do grafico expandido ndo alteram a fase do
grafico original. Portanto, sem influéncias néo-planares sobre a parte suplementar do grafico 4.6a,
a identidade gréfica 2.4a que relaciona o propagador do campo A e a “bolha” adicional permanece
valida e inclusa na expansdo do integrando (4.34).

Baseados nestes argumentos, conclui-se que o cancelamento da divergéncia mais alta sempre
ocorre entre os gréficos original e expandido (ndo importando se esta é IV ou UV). Entretanto,
em geral, a divergéncia global do gréfico expandido como um todo é menor que a do gréfico original
por uma unidade.

Prosseguindo com o tratamento na regido IV, temos ainda divergéncias infravermelhas prove-
nientes da familia de gréficos de dois lagos da figura 4.5 as quais sdo, conforme mencionado,
produtos da escolha do fluxo de carga no sentido anti-hordrio para os lagos superiores nos diagra-
mas 4.5d, 4.5e e 4.5f . Os dois primeiros contém interagdes trilineares e o propagador do campo
de calibre e portanto tem o grau de divergéncia decrescido em uma unidade devido a escolha de
um calibre transversal. Deste modo, tais diagramas nao sdo perigosos ao modelo.

Para dar conta da perigosa divergéncia infravermelha proveniente do diagrama 4.5f, temos o
gréfico 4.6b e obtemos um cancelamento andlogo ao caso anterior dos grificos 4.5b e 4.6a.
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4.4.3 Caso 4. Graficos com Ny =2 e Ny = 2.

Esta possibilidade caracteriza gréficos associados a funcoes de 4 pontos < A,A4,¢'¢ >. Pelo
grau de divergéncia superficial dessa fungao sabe-se que nenhuma divergéncia maior que logar-
itmica pode surgir do setor infravermelho. Além disso ao utilizar a identidade 2.4b nos vértices
quadrilineares ocorre um cancelamento total entre os diagramas originais e os expandidos.

A seguir trataremos a regido infravermelha do segundo grupo (casos 5-8). Como foi discutido,
os grificos gerados com o objetivo de explorar as identidades 2.4a e 2.4b continuam desempenhando
o papel esperado mesmo dentro da formulagdo nao-comutativa quando os campos principais se
transformam de acordo com a representacio fundamental.

4.4.4 Caso 5. Graficos com Ny =0e Ny =4.

No que diz respeito a contribuigio para a fun¢ao de quatro pontos do campo ¢, hé dois tipos de
contribuigoes a serem consideradas. Os graficos na primeira linha da figura 4.7 sao linearmente
divergentes no ultravioleta, enquanto que os da segunda linha siio nio-planares e contém o fator de
fase oscilante que controla o comportamento ultravioleta destes diagramas 7 Vejamos a expressio
analitica para o grafico 4.7b, o qual apresenta a divergéncia mais perigosa no infravermeltio 8.

3
l",(f?,a :/(—;ir—];aA(ic + D) Ak — p2)An(k + py — p3) Ay (k)e!2EAP1P2—Pa)=p1AP2—p1APS—P3ADS] (4.37)
Na 1ltima sec¢io do capitulo 2 exemplificamos o recurso da identidade diagramatica do modelo
no cancelamento de divergéncias da fun¢do de quatro pontos do campo ¢. Entretanto, esta ¢
uma situacao em que ha mistura entre momentos externos e interno. Conforme visto no caso da
fungéo de trés pontos < A,¢'¢ >, tratada na subseccio 4.4.2, o cancelamento da. divergéncia mais
alta entre o diagrama original e expandido ocorre mesmo no caso nio-comutativo. Os gréficos
expandidos sdo obtidos semelhantemente ao tratamento do capitulo 2 . Possuindo os diagramas
expandidos e o original a mesma fase, o cancelamento da divergéncia dominante ocorre tal qual
o procedimento citado no capitulo 2, valendo o mesmo comentério para os demais diagramas da,
primeira linha da figura 4.7. A diferenga em relagio ao caso comutativo é que a invariancia de
Lorentz nao pode ser invocada para justificar a auséncia da divergéncia subdominante proveniente
dos termos de primeira derivada da expansio em série de Taylor dos integrandos. Entretanto,
conforme exposto, essas divergéncias sdo apenas logaritmicas e ndo comprometem a renormaliz-
abilidade do modelo por serem integraveis na origem. Em complemento ao exposto até aqui sobre
a identidade diagramética no caso néo-comutativo, temos a dizer que o sentido de carga no laco
adicional do diagrama expandido desempenha um papel fundamental na renormalizabilidade do
modelo. Para que o diagrama expandido tenha a mesma fase do diagrama original é necessirio
que o lago adicional tenha a mesma orientacdo de carga que as linhas externas que o originou.

Hé ainda subdivergéncias ultravioletas contidas na fungio de quatro pontos. Essas divergéncias
serao tratadas dentro da anélise do regime ultravioleta do modelo.

"Os casos de divergéncia ultravioleta serdo tratados posteriormente.
80s demais gréficos sao beneficiados pela escolha do calibre de Landau.
9Ver figura 2.8b. Para o presente caso substitui-se a linha ondulada pela linha tracejada.
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Figura 4.7: Caso 6. Funcao de quatro pontos do campo de matéria.

4.5 Analise das divergéncias ultravioletas

Conforme vimos na secgao anterior, o estudo sobre o uso das identidades diagraméticas do
modelo foi generalizado para o tratamento das divergéncias infravermelhas. Podemos entao tratar
de ambos os casos de divergéncia (ultravioleta e infravermelho) para o grupo de divergéncias
restante. Vejamos como se procede o estudo de renormahzablhdade para o grupo nao coberto por
uma estrutura de contratermos

4.5.1 Caso 5. Graficos com Ny =0e Ny =4.

Vejaimos as figuras 4.7 e 4.8. A primeira mostra as contribuicoes para funcao de 4 pontos
excluindo contribuigdes contendo o vértice quadrilinear < A,A,¢'¢ >. Na figura 4.8 temos o
diagrama original (mais a direita) e os diagramas expandidos a partir da identidade 2.4a. Para
formar um diagrama expandido é necessario juntar linhas do campo ¢ em um lago completo sé
contendo este campo a fim de manter a mesma ordem em 1/N (ver dltima sec¢do capitulo 2).
Utilizando uma ou duas vezes a identidade 2.4a 1°, observa-se o cancelamento da divergéncia
mais alta entre o grafico original e os diagramas expandidos. No caso comutativo é sabido que
o termo contendo uma derivada (termo seguinte na expansdo do integrando, responséavel pela
divergéncia logaritmica) ndo contribui devido a invariancia de Lorentz. Isto mantém-se véalido para
a contribuicdo planar de qualquer diagrama expandido '!. Com isso temos o desaparecimento total
das divergéncias ultravioletas para esta funcdo que era o caso mais perigoso do grupo restante.
No caso planar, a fase ndo interfere, e portanto valem os mesmos argumentos para o cancelamento
das divergéncias subdominantes expostos na ultima sec¢ao do capitulo 2.

Os gréficos da figura 4.9 envolvem uma estrutura complicada, uma vez que hd diagrama de trés
lacos envolvidos no conjunto. O cancelamento total das divergéncias necessita entao ser investigado
com maior detalhe. Considerando G como sendo o diagrama de trés lagos na figura 4.9, temos
os seguintes subdiagramas divergentes: 7;,y2 e T, 0s quais também ocorrem como subgraficos nos

10Este é o nimero de vezes em que é possivel construir diagramas expandidos, analogamente ao que foi feito
depois da equacdo (4.33).

Usto pode ser facilmente visto rotulando para a parte explicitamente prépria do diagrama extraido a mesma
atribuicio de momentos do diagrama original.
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Figura 4.8: Usos possiveis da identidade 2.4a para o primeiro grafico da figura 4.7.

diagramas 7,7, e 7 conforme a mesma figura. Todos esses diagramas sdo planares e tem em
comum a mesma fase ndo-comutativa exp i[py Aps — p1 Aps+ p2 Aps] . Deste modo a fase é
fator comum na soma desses diagramas. Na composi¢ao dos grificos, v, e 7. sao acavalados e
possuem 7 como subgrafico.

No esquema de BPHZ '? as florestas de G sdo @, 71,72, 7, {71, 7} e {'72,7} sendo a amplitude
subtralda associada ao grafico G dada por

Re =1Ig — Ig/y tgl Iy - IG/’thggIvz - J]-FC?/1r7::1rJ['r + IG/wtglI'h/Tt}rIT i3 IG/vzﬁgg-[vé/thljn (4.38)

em que /g representa a amplitude associada nao renormalizada em relagdo ao grafico G. Ig/y
‘designa a amplitude associada ao grifico reduzido G/ obtido por contragdo do subgrafico v de
G a um ponto. Para um grafico  genérico, d, é definido como o operador de Taylor de ordem
n no momento externo independente a v com a condi¢ao de nao atuar sobre o fator de fase
nao-comutativo. De forma andloga, as amplitudes subtraidas para os graficos ¥, 7, e 7 sdo,

Ry = Iy — I’h/’nt’nI - I’?]/’rt}"‘r‘r +I’71/’71t21171/"’t11-1’” (4'39)
R’“Yz = I’")rz - Iﬁ'z/'rzt'yszvfa - I’?z/'TtiIT o I'?z/’yztggf’)'z/ft}rf”r (4'40)
e
R, =1, — ', (4.41)
Como consequéncia da identidade gréfica da figura 2.4a, Ig/y, = Ig/y, = =I5 /g = =I5y, €

IG/T = ”"I'T’l/’f = _I’?z/f‘

Ig/- € o préprio vértice trivial que surge na representacdo diagramdtica. Com isto somando-
se todas contribuigdes os termos de subtracdo desaparecem. Os cancelamentos também incluem
o diagrama 7 que apresenta uma divergéncia linear (neste caso, o vértice reduzido associado a
contragao de 7 a um ponto é relacionado a um polinémio linear no momento externo de 7). Isto
prova que a soma de diagramas nao subtraidos é finita.

12Ver detalhes no apéndice C.
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4.5.2 Casos 6 e 7. Graficos com Ny=1e Ny, =4 ; Ny=06

Nestes dois casos também seriam vélidas o recurso das identidades diagraméticas. Entretanto,
quando se levam em conta os processos para esses casos sempre é encontrado a ocorréncia de
mistura entre momentos externos e internos. Deste modo, esses casos sio compostos por graficos
nao-planares e portanto, sdo convergentes na regiao de altos momentos.

De posse desses argumentos mostramos que o modelo ndo possui problema com respeito a
divergéncias ultravioletas no esquema perturbativo e também néo é afetado pelo efeito de mistura
caracteristico de modelos na formulagéo ndo-comutativa. Falta-nos entio verificar qual a estrutura
de contratermos para os casos do grupo (2-4), consequentemente, verificar a invariancia de calibre
do procedimento de renormalizacdo.

4.5.3 Caso 2. Graficos com Ny = 2.

As contribuigdes de ordem subdominante para o propagador do campo ¢ estdo mostradas
na figura 4.3. Todas elas sdo puramente planares, sendo que as divergéncias sdo inteiramente
absorvidas pelos contratermos de massa e de fungéo de onda do campo ¢. As contribuicdes para
a renormalizagao de fungao de onda (quadréticas no momento externo p) sio provenientes dos
gréficos 4.3a e 4.3b (o integrando em 4.3¢ ndo contém dependéncia com o momento externo).

Usando a regularizagdo dimensional, obtém-se o seguinte resultado !3

a . d’k (2p+ k) (2p+ k), ., 1 64p? .
Eg(b)(p) Shis f (@m)D ( C _'_;‘Sg =, N k) = ~in 52, T termos finitos ~ (4.42)
[ Pk 1 1 4p? .
2D(p) = —i / G e = ®) :zﬁ%""g—ﬁmﬂﬁ termos finitos (4.43)

sendo € = D — 3 e Cy;, é uma constante infinita que contribuiria para a renormalizacao de massa,
do campo ¢. Entretanto, as contribuicoes de massa cancelam-se entre as os diagramas 4.3a e 4.3b.

A parte divergente é entdo eliminada pelo contratermo % 32268#&8”@5.

4.5.3 Caso 3. Graficos com Ny=1e Ny=2.

Para a andlise de contratermos, estio dispensados os gréficos 4.5a e 4.5b, por nio terem con-
tribuigdo planar. Conforme comentado anteriormente, para se levar em conta as contribuicoes
planares, o lago superior bosonico é percorrido no sentido horario. Os graficos com pelo menos um
vértice quadrilinear A, A”¢!'¢ sio completamente cancelados pelo uso da identidade grafica 2.4b.

O gréfico 4.5c é finito pela escolha de calibre empregada. Na sequéncia listamos as contribuicoes
divergentes provenientes do diagramas 4.5(d-f):

a. Gréafico 4.5d INSTITUTO DE FISICA
Servigo de Biblioteca e
30s detalhes de célculo encontram-se no apéndice B. Tombol-n@rmaqéo ,
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2~ e [ 0 (20 + P)utspiaA? () As(k — 1)
(

o 2m)P @) [0k + o) — m(k + @) — m2](a? — mP){(q + £)7 — 7]
. — 32 1 )
= i(p1).e W\”WE + termos finitos (4.44)

b. Gréfico 4.5¢

W2 _ i [ 4Pk dPq (2q + p)u(k + 29 + 2p)s(k + 20 + 2p1)
L e f @m)P @m)P [(k+ p + p1)? — m?[(k + ¢ + p)? — m?)
AP (k) A (K + p)
(¢ — m?)[(q + p)? — m?]

| o 321 ,
= i(p1 +p)ue p”\pm—gz + termos finitos (4.45)
¢. Gréfico 4.5f
r2 _ —z'Neipl"p/ dPk  dPq (2g + p)uAr(k)Ax(k — p)
ats (2m)P (2m)P [(k + p1)? — m?][(k + )2 — m?]
1
X

(¢ — m?)[(g + p)? — m?]
: — 2 1 ey

= —i(2p1 +p)ue pl“’mz + termos finitos (4.46)

Reunindo as trés contribuicoes, temos

12) | pO2) | p(L2) _ —ipinp_10

Cui + Tuey + Tulpy = 121 +p)ue™ Vg

Uma vez que o termo proporcional ao momento p, do campo de calibre nio induz contratermo
(ndo temos um termo proporcional & 9, A* na lagrangiana), temos que a divergéncia acima é entio

eliminada por um contratermo na forma %-A,(¢0,¢" — 8,¢¢'), logo B = 1%

1
— + termos finitos (4.47)
€

Vejamos a consequéncia dos graficos expandidos pelo uso da identidade 2.4a para a parte
planar dos diagramas 4.5d-f. Ao se levar em conta todas as contribuicdes dos graficos expandidos
gerados pelos diagramas 4.5d e 4.5¢ temos que estes se cancelam entre si. No caso comutativo isto
é uma consequéncia trivial da conjugacio de carga sobre o laco adicional contendo uma tnica linha
de béson de calibre. No caso ndo-comutativo ocorre um outro rearranjo em pares que também
proporciona um cancelamento total desses graficos Com isso, diferentemente do que veremos na
fungéo de 4 pontos, o contratermo da fungio de trés pontos tem entdo um papel efetivo dentro do
modelo.

4.5.4 Caso 4. Gréficos com Ny =2 e Ny = 2.

Para o caso da funcdo de vértice < A*A,¢!$ > levando em conta para cada grifico o uso das
identidades da figura 2.4 (em todas as maneiras possiveis) obtemos o cancelamento total das
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divergéncias, uma vez que, devido o grau de divergéncia destes grificos (d = 0) ndo hd parte
infinita além do termo de ordem dominante. Deste modo, qualquer que seja o contratermo para
a funcao de 4 pontos, este serd indcuo dentro do esquema de renormalizacdo pois sempre teremos
o cancelamento expresso na figura 2.4b. Uma possivel influéncia de tal contratermo sé seria
verificada em uma ordem superior na expansido 1/N. Uma possivel deteccdo seria o estudo da
transversalidade do campo de calibre em ordens mais altas do parametro da expansao. Em ordens
superiores em 1/N terfamos a contribui¢io do vértice quadrilinear expresso em 2.4b contendo
agora o valor do contratermo.

4.5.5 Caso 8. Graficos com Ny = 3.

Conforme discutimos na secgéo 4.4, contribui¢des em ordem dominante para < A Al >
(grificos com trés linhas externas do campo de calibre conectadas a um lago bosénico) ndo con-
tribuiriam no caso comutativo. Nessa situagdo isso ¢ consequéncia direta do teorema de Furry. O
que acontece ¢ que ao tomar um sentido de carga para percorrer o lago encontramos uma con-
tribuigao Vi dos fatores de momento nos vértices e ao considerar o sentido contrario obtemos uma
contribuigdo —Ve. Ao somar as duas contribuigdes encontra-se um resultado nulo. A diferenca
para o caso nao-comutativo sao os fatores de fase. Ao tomar o percurso no sentido hordrio obtém-
se exp[—i(p1 Aps+p1 Aps+paAps)] sendo py,.pe, p3 0s momentos externos entrando nos vértices.
Ao tomar o percurso no sentido contrario obtemos essa mesma fase com o sinal trocado. Por ser
uma fase planar (ndo misturar momentos internos e externos), esta nio influencia a propriedade
de paridade do integrando e deste modo a divergéncia mais alta (a qual é logaritmica e proveniente
de uma integracdio impar em todo o espago) ndo ocorre. O resultado é portanto, finito.

4.6 A invariancia de calibre do procedimento de renorma-
lizacao

Na equagdes (4.25)-(4.27) temos duas renormalizagoes independentes, a e b, que determinario os
contratermos bd, 0" ¢ e os coeficientes B e C. Uma vez determinada a parte divergente da funcéo
de dois e trés pontos, o valor do coeficiente de renormalizacao da funcio de vértice quadrilinear
estard precisamente fixado, e tal relagdo necessita ser respeitada para preservar a invariancia de
calibre.

Na formulagao nao-comutativa temos que levar em conta o produto Moyal para computar a
contribuigéo das partes divergentes. Mas em ambos os casos (comutativo e nao-comutativo) o
mesmo sistema tem que ser obedecido.

Analisaremos primeiramente a formula¢io nido-comutativa. Como foi mostrado, ambas as
formulages tem em comum a parte gréfica e analitica para a funcdo de dois pontos do campo ¢
(ver figura 2.2). O coeficiente da parte divergente para esta funcio é dado por

1 60

Para a funcao de trés pontos, ndo contamos com a participagio dos graficos de um laco por
serem nao-planares. Restam as contribuigdes de trés graficos para esta fun¢ao (diagramas 4.5(d-
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f)). Fatorando tudo que é inerente a fun¢do de trés pontos, obtemos B = - como coeficiente

resultante. Com isso, retiramos a renormalizagdo do campo de calibre, ¢ = B — b = ——ﬁ.
Sustituindo os valores de b e de a no coeficiente da funcio de quatro pontos, obtemos C' = b+ 2a =
31?§2e. A renormaliza¢do do campo de calibre (@ # 0 ) é um efeito exclusivo da formulacio no

espac¢o nao-comutatitvo. Para o caso comutativo a invaridncia é obtida por outro caminho.

Tratemos entdo da invaridncia de calibre no caso comutativo. O valor do coeficiente para a
a auto-energia do campo ¢ ¢ dado por (4.48). Para a fun¢io < T'4,4'¢ > temos uma mudanca
radical em relagdo ao caso nao-comutativo. Além do uso das identidades diagramaticas temos
também a propriedade da conjugacio de carga . Devido a esta propriedade, o grafico 4.5f que
antes tinha participagdo no regime ultravioleta do caso ndo-comutativo agora é inécuo quando
tomado em consideragdo os dois sentidos de carga. Com isto, temos entdo que toda a parte
divergente para esta fungdo vem dos diagramas 4.5d, 4.5e e dos graficos de um laco que no caso
nao-comutativo nao participaram por ser ndo-planares. A soma desses diagramas produz o mesmo
resultado numérico que o da fungao de dois pontos expresso em (4.48).

Para a fungao < TA*A,$'¢ > temos um balanco distinto do que ocorre no caso nao-comutativo,
o que acarreta um valor diferente de zero para o coeficiente numérico C. Mais precisamente, como
o campo de calibre nao sofre renormalizagio, temos que C' = b+ 2a = b. Isto expressa o fato que
na formulagido comutativa somente a renormaliza¢ao de fungio de onda do campo ¢ é necessaria
para o termo D*¢'D,¢ [51].

Entretanto, a discussio do papel da identidade diagramética para o vértice quadrilinear per-
manece vélida.” A identidade 2.4b seria entdo reobtida atribuindo um fator C' comum aocs vértices
quadrilineares que estdo desenhados nesta figura.

M1sto também é vélido para os gréaficos de trés lagos gerados pelo uso da identidade 2.4a.
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Figura 4.9: Caso 1. Corregdes ao vértice trilinear Agfe.
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Capitulo 5

Representacao Adjunta

5.1 Leis de transformacao e lagrangeana

Conforme exposto no capitulo 3, os campos de matéria na representacio adjunta sdo submetidos
as seguintes leis de transformacao,

¢ — Uz) * ¢ x U™ () (5.1)

¢! = U(z) * o'« U™ (z) (5.2)
onde U(z) é definido em (3.50).

Do ponto de vista infinitesimal isto gera derivadas covariantes para os campos na forma,

D,uqs == ap.ﬁb - 'i[Am ‘?5]* (5'3)

Dnﬁg = a‘f; - i[A,u: ¢T]*a (5.4)

Uma das implicacGes mais claras causadas pelas leis de transformacdes a que os campos sio sub-
metidos no espago nao-comutativo pode ser vista nas novas interacdes que surgem por decorréncia
do novo ordenamento de campos. Isto é mostrado na tabela 4.1 (pdg. 37). No caso dos cam-
pos bésicos se transformarem de acordo com a representagio fundamental, escolhemos o campo
auxiliar A que implementa o vinculo transformando-se de acordo com a representacio adjunta.
Devido a escolha, a regra de Feynman para esta interacdo gerou o grafico misto (figura 4.1, pag
37) onde ndo h4 mistura entre momentos interno e externo na sua expressio analitica. Deste
modo manteve-se a semelhanca com o caso comutativo onde tal grifico ndo contribui. No caso
do campo bdsico pertencer a representagao adjunta existe mais de uma possibilidade. Neste caso,
temos dois ordenamentos realizdveis (casos 3 e 5 da tabela 4.1). Em ambas as situacdes o campo
A pertence a representacao adjunta.

O uso ou ndo das possiveis escolhas para o termo de interacdo contendo o termo )\ afeta as
propriedades dos propagadores efetivos do modelo, incluindo o propagador misto que envolve o
campo de calibre e o campo A.
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Partimos novamente da lagrangeana basica dada por (2.4). Efetuando as expressdes (5.3) e
(5.4) das derivadas covariantes e utilizando as possibilidades expressas na tabela 4.1 para o campo
auxiliar A, temos a seguinte lagrangeana para a representacio adjunta

L = —¢'0°p— 00"« Ay x ¢
+i0upT % px Ay — 1A, * @ % O + it A, % b
—Aux ¢tk A+ A xplxpx A,
+¢T*A#*Au*¢~¢T*Au*¢*Aﬂ

3 (et eh < Bk F — (a +b)—]}) (5.5)

sendo a e b parametros livres.

5.2 Interacoes contendo o campo de calibre

Mantendo as convencoes expressas na figura 2.4, temos as seguintes regras de Feynman para
as interacoes contendo o campo de calibre: :

Vértice Trilinear <= —2(2k + p) sen(k A p) %0 (5.6)
Vértice Quadrilinear <=> —4ig"" [sen (ki Api)sen(k2Aps) + sen(ky Aps)sen(kaApr)]  (5.7)

Dois comentdrios sdao importantes em relacio a essas regras. Conforme seria de se esperar,
essas interagoes aparentemente tornam-se nulas no limite comutativo, ou seja, ne limite 6 —-
0. Entretanto nota-se que devido a mistura IV/UV o limite pode nio existir. Outro aspecto
interessante ¢ que apesar de um ordenamento de campos mais complexo na interacao quadrilinear
a simetria de permutacao envolvendo os momentos p; e py dos campos de calibre é mantida. Isto
¢ verificado quando levamos em conta todas as possibilidades de contragio para obter a regra de
Feynman deste vértice de interacao.

Tal qual no caso da representagio fundamental, os gréificos que contribuem para a funcao de
dois pontos do campo de calibre sdo dados pela Figura 2.2b. Mas agora a expressao analitica é

_ Pk QktprEE+p”
) =N 4| [ G s k)

Pk 1
—2g* /(gﬂ)Dkamzst(k/\p) (5.8)

Vemos que o momento interno e o externo estao presentes no fator trigonométrico decorrente do
produto Moyal, do qual resultara uma mistura (IV/UV) conforme descrito por Seiberg [2].
parte planar difere do caso comutativo por um fator 2.

Tanto as exponenciais de argumento positivo como a de argumento negativo fornecem a mesma,
contribui¢do para a parte ndo-planar, deste modo podemos escrever a parte nio-planar do inte-
grando como

N de 1 T, 2 2 2 2 2 1kp
d”’” @mP [k — ]V[2]2l4k#kv+39npv(2$ — 1)% —2g,,[k? + p*(z — 1)* — m?]}™#(5.9)
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em que M? = m? — p’z(1 — z). De acordo com a referéncia [45] temos que

[l e L e AT el (5.10)
(gﬂ)s [k2 o Mz]z - (27r)3 F(?)\/K (_ﬁQ)-l/d :
Sendo
i s YD
K:t]_/z(Z) = \/;Z € (511)
temos
3 ikap® . —My/—p?
[ B igEiE -
(2m)3[k2—M?2 8 M
A estrutura geral da funcio de dois pontos prépria do campo de calibre é dada por
Fuy(p) = aPpu + bpupy + cpupy (5.13)

em que Py, = (gup® — pupy) e,

1 - — 9.2 . i s
az—z‘—j\—r/ da:(l——e"M\/jﬁz) (L = 32) g fie =t —u—~1—-f+M; gV (B
4r Jo _‘/jpz

(m? — p?z(1 — m))lf"T ’ 4mp?

Temos entdo no coeficiente b uma contribuigao puramente ndo-planar: . Entretanto, a nio-
comutatividade também interfere no comportamento do coeficiente a que contém a contribuicio
do termo planar. O coeficiente ¢ corresponde ao termo de fixagio de calibre. ‘A inversio da funcio
prépria para se obter o propagador do campo de calibre est4 intrinsecamente ligada & escolha dos
parametros livres a e b da interacdo com o campo A. Dependendo do caso pode haver mistura
envolvendo A, e A. Nesse caso temos um propagador misto A A De qualquer modo, a fungio
propria apresenta uma divergéncia linear em p quando p — 0.

5.3 Interacoes contendo o campo .

Conforme vimos na lagrangeana (5.5) temos duas familias de parimetros que regem a interacio
dos campos de matéria com o campo auxiliar A. Essas interacoes determinam se h4 mistura entre
os propagadores dos campos A e A,. Analisaremos duas situagoes particulares que servem como
protétipos para o caso geral.

5.3.1 Caso1l. a=0

Tomando a = 0 em (5.5) recaimos na interacao estudada na representacio fundamental. Ou
seja, mantemos a mesma regra de Feynman para o vértice Apg!, de maneira que o cémputo da
fun¢do de dois pontos do campo A fornece o mesmo resultado da representacio fundamental.
Entretanto, ao levarmos em conta a nova regra de Feynman para a interaciio trilinear contendo
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o campo de calibre obtemos que, contrariamente ao que foi obtido no estudo da representacao
fundamental, o propagador misto nao mais ¢ nulo. Em ordem dominante em 1/N, temos

Nf (2k +p)u e—i2kAP _ =1 N ﬁ#/ MV g — g d(p)(5.15)

TR = m) [k + ) = ] =" o

onde d é uma funcao de p* e p?.

5.3.2 Caso 2. a=-b ; Ax[d,¢']..

Neste caso, a relagdo entre os parametros gerou uma estrutura de comutador para a interagao.
Deste modo hd uma anti-simetrizacio envolvendo os campos principais e dai se obtem um fator
de seno tal qual na interacao trilinear envolvendo o campo de calibre. Ao se levar em conta os
fatores de vértice para compor o grafico misto temos um integrando composto pelo produto de
uma fungéo par proveniente dos vértices [sen(k A p)]* com uma fun¢do impar proveniente da parte
“usual” (ver (eq. 4.12)). Disto conclui-se que nesta situa¢do ndo temos contribuicdo ao propagador
misto. Entretanto a nova regra de Feynman da interacdo com o comutador Moyal entre ¢ e ¢
altera o cdlculo da funcao de dois pontos do campo A. A parte planar é alterada por um fator 2
e passamos a ter uma contribui¢do nao-planar Fi,,)x(p). Logo, o valor e(p) dessa funcio de dois
pontos é dado por ‘

» e(p) = 2F(p) + Fnpa(p) (5.16)
em que Fy(p) é a parte planar (ver formula (2.18)) e a parte ndo-planar é igual a
—M\f_;_
Foaupr(p) -——/ da:———-—-— (6.17)
Uma outra consequéncia importante da escolha de a = —b em (5.5) é que as identidades

geométricas 2.4a deixam de ser vilidas. Isto faz com que se tenha muito mais graficos a serem
levados em conta do que no caso da representa¢ao fundamental.

H4 ainda a se considerar que com esta escolha particular dos parametros a e b, é possivel
explorarmos uma simetria de conjugacao de carga no modelo. A lagrangeana passa a ser invariante
pelo conjunto de transformagoes: ¢ — @', ¢f — —¢, X = —X e A, — A,. Isto nos permite
obter conclustes mais gerais a respeito das interagoes. Por essa simetria de conjugacao de carga
deixamos de ter contribui¢oes de graficos com um numero impar de linhas do campo A. Deste
modo a contribuicdo de “tadpole” deste campo, em especial o recurso de geracao dinamica de
massa deixa de ter justificativa na alteragao do valor esperado do vicuo do campo em questao.

5.4 Calculo dos propagadores

Como vimos, dentro do contexto da representagao adjunta ha uma situagao onde temos uma
funcao dois pontos prépria contendo os campos A, e A. Neste caso o propagador dos campos
também conterd uma componente de mistura entre os campos A e A,. A relagao entre as funcoes
préprias e os propagadores ¢ dada pela equacao

By B Ave AYN [ —162 0
(B 2)(a %)= 1) (315)
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onde indicamos por F' e F), as funcdes préprias dos campos A e da mistura < A4, >, respecti-
vamente. A letra grega A é usada para representar os propagadores. Quando acompanhada de
dois indices é referente ao progadador do campo de calibre. Os casos com somente um indice e
sem, referem-se respectivamente ao propagador misto e ao propagador do campo . As expressoes
(5.13) e (5.14) dizem respeito & fungdo prépria do campo de calibre. A férmula (5.15) é referente
a fun¢do prépria do termo misto e (5.16), (5.17) determinam a func¢ao de dois pontos do campo
A. Na estrutura tensorial dos propagadores sao consideradas as formas mais gerais possiveis,

AY = ay PY* + bip"p® + e1p”p® + 21"p" + 20p"p”
A.V - dlﬁl/ +d2plf

A=61

Isto gera o seguinte sistema de equacoes

F A" + F,A" = —18)
Fu A + F,0 =0
F A" +FA* =0

BAY 4 B = =1

Resolvendo este sistema determina-se os coeficientes dos propagadores como sendo

—1
“E )
—1
C = s sn=2=dy=0
(p?)2c
1
€ = *'*[*—1 — dldﬁz]

4= S+ ) =

—d? ay bp2
le(ap? + bp2) — d2p%](ap? + bp2)  (ap? + bp?)

by =

(5.19)
(5.20)

(5.21)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

Algumas consideragbes gerais devem ser feitas sobre esse resultado. Primeiramente devemos
ter em vista que a distingao entre os casos 1 e 2 tratados na sessdo anterior pode ser feita pelo
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coeficiente d que representa a funcio prépria mista. No caso 1, d # 0 e no caso 2 este coeficiente é
nulo. Como teste para o resultado final, os propagadores na situagiao sem mistura foram obtidos
tanto pela particularizagao no préprio sistema acima com d = 0 quanto pelo método usual.

De acordo com o sistema, a mistura influencia o propagador de calibre por meio do coeficiente
by e o propagador do campo A (coeficiente e;). O coeficiente ¢; proporcional a fixagdo de calibre
nao sofre influéncia da parte mista. Quanto aos coeficientes nulos, z; = z, = 0 mostra que nao hé
componentes emaranhando p e p; e dy = 0, corretamente comprova que o propagador misto nao
pode possuir uma componente planar.

Com esse resultado podemos estudar o comportamento assintético que cada propagador possui
tanto no infravermelho quanto no ultravioleta. Podemos analisar também qual a influéncia que a
mistura d # 0 exerce sobre os comportamentos singulares dos propagadores.

Para isso usaremos a tabela 5.1. Ademais, alguns comentdrios adicionais sdo necessarios. Na
regiao de altos momentos, as contribui¢ées nao-planares nao alteram o comportamento dos propa-
gadores, pois os coeficientes nao-planares das funcoes préprias sofrem um decaimento exponencial
com o momento externo. Entdo para p? >> m? (primeira coluna da tabela 5.1) temos em ordem
dominante de 1/N o comportamento usual do CP"~! por parte dos propagadores.

Na regidao de baixos momentos surgem distingdes importantes por meio de singularidades
perigosas. Tal andlise ndc & modificada no caso de 4 # 0, ou geja, o comportamento . mais singular
esta concentrado nas parcelas que ndo contém dependéncia com este fator. Com isto, a segunda
coluna na tabela 5.1 é valida para ambos os casos.

Para entenderrmos como. se processa a diferencga entre as fungoes préprias das representagoes
adjunta e fundamental precisamos analisar o coeficiente a expresso em (5.14), o qual pertence a -
funcao préopria do campo de calibre na representacio adjunta. Conforme vimes, no que tange
a forma dos propagadores -efetivos, a representacdo fundamental no espag¢o nao-comutativo nac
apresenta diferenga em relagio ao CPY~! usual. Contrariamente a isso, o coeficiente expresso em

. .~ a~ - 1 .
(5.14) traz uma contribui¢do nao-planar expressa no termo (1 —eMV=7")"1 Ao se considerar a
expansao deste termo para valores pequenos de p obtemos um comportamento singular enquanto
que este limite no caso comutativo, bem como no caso da representacdo fundamental, fornece

uma constante que é proporcional & massa. E justamente o fator \/1—2 que gera a singularidade
—i

adicional. O propagador do campo A, nos casos estudados anteriormente tem um comportamento

na regiao de baixos momentos da ordem de 1% a0 que passo que na representacao adjunta obtemos

;}Wl——z Para comparacao, isto é mais singular que no caso da eletrodinamica. Entretanto, nao
P

se espera dificuldades no infravermelho devido aos fatores de seno nos vértices.
Como sabemos, no limite nao relativistico é possivel relacionar o conceito de potencial que
surge em mecanica quantica ondulatéria (e em mecénica cldssica também) com o conceito de

elemento de matriz S de teoria quintica de campos !. A expressio do potencial em termos de um
elemento M; da matriz S é dada por

1

V=G

/ M e 3k (5.31)

1Tal conexdo ¢ feita por meio do conceito de secciio de choque diferencial. Em teoria quéintica de campos,
no limite ndo relativistico, obtém-se uma expressio para a sec¢io de choque diferencial que pode ser comparada
com a férmula da sec¢do de choque diferencial obtida por meio da aproximacio de Born dentro do formalismo de
Schréndiger na mecéanica quantica [52].
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Coeficientes pP>>m?| p—0
% [Pz]La’2 [PgP' iﬁz
by 0 s

¢; (calibre de Landau) 0 0
dy 0 m
e m m

Tabela 5.1: Coeficientes dos Propagadores

Coef. Propagadores | Dim. | Coef.F.P. | Dim.
a, N a A
by A b A=
d1; - :‘ A d A
e | A e A

i

Tabela 5.2: Dimensionalidade dos coeficientes dos propagadores e das fungoes préprias.

ou seja, o potencial é a transformada de Fourier do elemento My; da matriz S em ordem mais
baixa.

Tomando como elemento de matriz S o préprio propagador do campo de calibre, interpretamos
o potencial associado como sendo o que fornece a expressao analitica no espaco das posicoes do
processo de troca de um quantum de energia num espalhamento de duas particulas.

Tendo o propagador um comportamento, no espago dos momentos, proporcional & E}g, esper-
ariamos uma transformada de Fourier que aumentasse linearmente com a distancia, o que conse-
quentemente indicaria a presenca de uma forca de longo alcance confinando os quanta do campo
¢. Entretanto, ha ainda os fatores da nao-comutatividade interferindo nos vértices. Levando em
conta o fator (sen k A p)? na transformada de Fourier h4 um decréscimo na singularidade e pas-
samos a contar com um potencial que depende ndo do raio, mas sim da dire¢io em que ¢ feita a
medida. Isto indica uma certa analogia com forgas derivadas de campos magnéticos, o qual é um
dos contextos em que surge um cardter de nao-comutatividade.

5.5 Problemas de mistura

Para nos determos na andlise da corregio de auto-energia da funcdo de dois pontos do campo
¢, precisamos tomar o valor correto dos propagadores dos campos A, e A\. A expressio da parte
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planar do propagador A" (p) é alterada somente por um fator 1/2 em relacio ao caso comutativo 2.
Desta forma, na representacao adjunta, o comportamento assintético do propagador de calibre (no
calibre de Landau) para altos momentos é dado por

81 PuDy 1
/—\‘W(p) = N (Q’W . ;g ) ar (5-32)

O mesmo acontece em relagao & parte planar da funcio prépria do campo A quando tomamos a
interacdo com o campo auxiliar na forma A * [¢, ¢'],, ou, equivalentemente, a = —b , conforme
discutido na secdo 5.3.2. (ou seja, é duas vezes a da representacio fundamental). Com isso o
propagador do campo A é dado por

A= %\/—ﬁ (5.33)

Os problemas com divergéncias infravermelhas surgem na representacio adjunta quando
levados em consideragao corregoes radiativas ao campo ¢ (graficos de auto-energia da figura 4.2).
Escolhendo a = 0 * mantém-se a mesma regra de Feynman da representacao fundamental para a
interagao contendo campo A. Consequentemente o grafico 4.2b permanece planar nesta situacio,
e portanto, sem a presenca de divergéncias infravermelhas. O gréfico 4.2a, pela presenca do fator .
trigonométrico sen®(k A p) (ver regra de Feynman em (5.6) apresenta um comportamento poten-

cialmente perigoso para a regiao de baixos momentos. Entretanto, tais divergéncias ndn ocorrem. . .

devido a transversalidade do gauge de Landau. Ou seja, temos na expressao correspondente a este
grafico,

/dSk Rp+k), (Qp—l—k)
2r)® k+p? -

a qual é apenas logarxtmlcamente divergente.

d*k 1
(2m)3 (k + p)? — m?

% AR (k)sen(6g) = 4p,py f AP (B)sen’(krg)  (5.84)

O recurso da transversalidade ndo pode ser invocado para baixar a divergéncia no caso do
gréfico 4.2.c. Utilizando a regra de Feynman (5.7) e o comportamento assintético dado em (5.33),
este grafico fornece

Grafico 4.2¢c = — / 8igusen’®(k A p) AP
82 1w
= e P’k 5:85
-5/ 7 (5.3)
Tomando a opgao a = —b na lagrangeana da representacio adjunta torna-se possivel gerar um

outro grifico com o fator sen?(k A p) na correcdo de auto-energia da funcio de dois pontos do
campo ¢. No caso, isto é feito pelo grafico 4.2.b. Com a escolha a =—b=1 geramos em cada
vértice um fator 2sen(k A p). Levando em conta o comportamento assintético expresso em (5.33),
obtemos a seguinte expressio para o diagrama 4.2.b

Vk?

P} —ii7]

( ) 2 3 (4)2f ikp 73
ﬁ = KD )
Grafico 4.2b = N/ ; 2]sen (k Ap)d°k = N I e d'k  (5.30)

*Ver discussio da fungéo prépria do referido campo no primeiro pardgrafo apds a férmula (5.8). Entretanto, o
mais correto seria obter o resultado (5.32) pela andlise do coeficiente (5.26). De todo modo, pelas duas abordagens
obtém-se 0 mesmo resultado.

3Interacdo na forma estudada na representacao fundamental. Ver secio 5.3.1.
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Vemos que nao hé cancelamento da divergéncia dominante entre as equagoes (5.35) e (5.36)
(momento externo igual p = 0 na tltima) pois os fatores numéricos nao coincidem. Uma mu-
danca de fator em a e b seria indcua pois haveria cancelamento de tal fator entre os vértices e
o propagador. No modelo ndo ha outra possibilidade de subtrair essa divergéncia, que, por ser
nao-integrdvel e originada como corregéao ao propagador, ¢ nociva & abordagem perturbativa.

Os resultados discutidos nesta tese vem sendo estendidos com a inclusio de férmions [53]. Os
resultados obtidos até o momento mostram que a contribuicio fermionica atua de modo a cancelar
a parte divergente em poténcia de p~! na fungio de dois pontos do campo citado. Tomando-se
a escolha de uma interagdo do tipo A  [¢7, ¢], para o campo auxiliar o0 modelo mantém-se livre
da mistura A4\ de modo similar ao caso sem a presenca de férmions. Nesse contexo também foi
verificado a inducao de um termo de Chern-Simons.

Embora a presenca do campo fermiénico tenha alterado de forma significativa o setor de
calibre, estas modificagoes ndo foram suficientes para cancelar as divergéncias destrutivas da funcio
de dois pontos do campo bosénico. Partiu-se entdo para a versio supersimétrica do modelo
C'PY~1 no formalismo de supercampos ¢. Em ordem dominante de 1 /N o modelo supersimétrico
mostra-se livre de divergéncias IV/UV nocivas & renormalizabilidade, o que indica que o modelo
supersimétrico ¢ um modelo consistente do ponto de vista perturbativo.

*Essas extensdes (acoplamento minimal e versio supersimétrica) sao referentes a tese de outro estudante do
grupo (E. A. Asano).
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Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

Apresentamos nos capitulos anteriores desta tese um estudo sobre o modelo CPY~! no espaco
nao-comutativo. Nesse estudo consideramos os campos de matéria se transformando tanto na
representacao fundamental como na adjunta. Para o campo auxiliar A tomamos a representacio
adjunta, o que, no caso da representado fundamental, permitiu o ndo-surgimento de um propagador
misto Ay 4 o j

Na representacio fundamental verificamos até ordem dominante em 1//V o cancelamento de
todas as divergéncias infravermelhas danosas ao esquema perturbativo. Também verificamos que
as divergéncias ultravioletas podem ser absorvidas por contratermos que preservam a forma da
lagrangeana original. A invariancia de calibre é entao mantida no procedimento de rencrmalizacao.
Entretanto, esta invariancia é preservada por um modo bastante diferente em relagdo 2o <aso .
comutativo. Alguns graficos que antes contribuiam com parte divergente no caso comutativo
passam agora a ter um bom comportamento ultravioleta na formulacao nao-comutativa. Em
contrapartida, o teorema de Furry deixa de ser valido no caso ndo-comutativo. Com isso passa-se
a ter contribuicoes divergentes de graficos que nao participavam no caso comutativo. Esse novo
arranjo altera as relacoes entre os coeficientes b, B e C referentes, respectivamente, as funcoes de
dois, trés e quatro pontos do produto de derivadas covariantes que ocorre na acao do modelo. No
caso comutativo esses trés coeficientes possuem o mesmo valor, o que determina que o campo de
calibre nao sofre renormalizacido. No presente estudo, esse balanceamento entre os coeficientes é
alterado e resulta em uma renormalizacdo para o campo A,, e, embora inécuo, um contratermo
para o vértice A*A,$l¢ é induzido.

No estudo da representagio adjunta a ndo-planaridade ocorre jd em ordem trivial em 1/N e as
identidades graficas do modelo deixam de ser vélidas. Com isso o niimero de diagramas a serem
considerados cresce significativamente. Tal qual no estudo da representagao fundamental, o limite
de © — 0 ndo pode ser obtido nas fungoes de Green devido as singularidades infravermelhas. A
primeira vista essas singularidades indicam confinamento dos quanta do campo ¢, como ocorre no
modelo comutativo bidimensional [26]. Entretanto, devido a presenga do comutador com produto
Moyal a singularidade no setor de calibre néo é suficientemente forte para causar o confinamento.
Procurando esclarecer essa questdo um estudo do potencial nao-relativistico correspondente é
desenvolvido em [31].

Na representacao adjunta, estas passam a ser perigosas ao procedimento de renormalizagao
por serem nao-integraveis. Isto acontece quando consideradas corre¢oes radiativas a funcao de

5

dois pontos do campo ¢. O mau comportamento infrvermelho também se extende & funcao de
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dois pontos do campo A,,.

Uma peculiaridade da representagao adjunta é a existéncia de interagoes adicionais originadas
em virtude dos novos ordenamentos dos campos. Sendo possivel dois ordenamentos para a in-
teragao com o campo A (A * ¢f x ¢ e X% ¢ % ¢7), a mistura entre os campos ) e A, pode ser
evitada mediante uma intera¢io do tipo A * [@, ¢!],. Entretanto, as divergéncias infravermelhas
que ocorrem nas correcoes da funcao de dois pontos do campo ¢ permanecem e em ordem mais
alta levam & quebra da expansio.

Uma sequéncia natural aos estudos apresentados nesta tese [30] concerne a inclusdo de férmions
[32]. Os resultados obtidos em [32] mostram que no caso do acoplamento minimal dos férmions
o setor de calibre apresenta um melhor comportamento infravermelho. Todavia as divergéncias
quadréaticas na funcao de dois pontos do campo ¢ subsistem e somente sao eliminadas quando
considerado o modelo supersimétrico.

Dessa forma, como acontece com outros modelos a supersimetria comparece como ingrediente
essencial para a construcdo de teorias nao-comutativas.
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Apéndice A
Modelo Sigma Nao-Linear

A partir das referéncias [17] e [54] deduziremos algumas propriedades dos modelos sigma néo
lineares para os casos com simetria O(N) e SU(N).

O ponto de partida é dado pela lagrangeana
1

l‘,_zf

0u90" ¢ (A1)

Uma escolha simples diminuir o niimero de campos independentes na lagrangeana (A.1) é dado
pelo vinculo

i=N
> loi@)]” = cte (A.2)
i=1

ou seja ¢ é um vetor N dimensional de médulo constante.

A interpretacio fisica da lagrangeana (A.1) sujeita ao vinculo acima é dada por uma descricao
fenomenoldgica de um sistema com simetria O(N) expontaneamente quebrada pelo valor esperado
no vicuo de um campo que transforma-se como um vetor em O(N).

A maneira mais simples de expressar o que sdo os modelos sigma nao lineares é utilizando a
parametrizacao da esfera. Para isso parametrizamos o campo ¢ por

¢(z) = D(g(z))u (A.3)

sendo u = (1,0,...,0) é um vetor fixo N-dimensional e g(z) é¢ um elemento de O(N) dependendo
de z e D(g(x)) é uma representagio matricial correspondente.

Facilmente se conclui que o subgrupo de O(N) que deixa u (grupo estabilizador) invariante é
O(N —1). Ou seja, efetuando sobre u uma multiplicacio por qualquer elemento g(x) pertencente
a O(N — 1) mantem-se (A.3) invariante. A relacio (A.3) exibe o isomorfismo entre o espaco
quociente homogéneo O(N)/O(N — 1) onde ¢ toma valores e a esfera Sy_;.

Parametrizando a esfera em termos de varidveis independentes, adota-se



sendo que 7(z) é um componente com (N — 1) componentes. Portanto o(x) é uma funcio de 7(z)
por meio da equagdo (A.2). Se o(z) é positivo,

o(z) = (1~ m(z)")"/? (A-5)
Com isto visualisa-se que o grupo estabilizador O(N — 1) atua linearmente sobre 7(z) e a lei

de transformagao do campo o, consequéncia de (A.5), é dada por uma funcio nao linear do campo
7(z).

A realizagio matemadtica destes modelos revela-se em uma classe especial de espacos ho-
mogéneos, chamados espacos simétricos, definidos como o espago quociente G/H no qual G é
grupo de Lie simples, possuindo um automorfismo involutivo e H é o subgrupo maximal de G
invariante sob esse automorfismo.

O automorfismo involutivo de um grupo G' é um mapeamento de G em G em que a operacio
estrela define esse automorfismo tal que

(9192)" = 9195 (A.6)

(g =g (A7)
Seja go um elemento fixo de G satisfazendo -
9ogo = al (A.8)
Define-se H como sendc o subgrupo de G invariante pelo seguinte automorfismo involutivo
heG= h=g;'h*g (A.9)
Deduz-se entdo que sendo 2
goh(z) = h*gy = (h*)'goh(z) = (h*)"h*gy = e*go (A.10)
os elementos de H sdo tais que deixam gy invariante, ou seja *

9o = (h™)*goh (A.11)

Aplicando a condi¢ao (h*)* = h se conclui que o elemento fixo gy pertencente a G satisfaz a
condicao

9690 = A1 (A.12)

e portanto pertence ao centro do grupo.

Os elementos do espago quociente G/ H sdo entdo definidos como

g=(h"")"gh (A.13)

'A constante a pode ser absorvida na defini¢io de go
2 ¢ é 0 elemento identidade
®Para isso utliza-se a propriedade e* = e.

67



e satisfazem

gyt = ol (A.14)

go=9 9'=g h=h (A.15)
ou seja, gf = al.
Lidaremos com dois casos especificos
Caso G = O(N).

Neste caso, gy ¢ uma matriz ortogonal n X n e, com a = 1 podemos tomar g; como sendo
diagonal e contendo p auto-valores iguais a +1 e os restantes (n — p) iguais a —1.

(' )

ki -1

Deste modo, o subconjunto de O(N) que deixa este go invariante é H = O(p) x G{r. —p), com

e = gt 0 Simétri le a(2) tor Loy )
os elementos k= gg"hgo. O espago simétrico onde g(z) toma valores € entao 7 = ORI, Em

particular, para p = 1 ou (n - 1), recaimos nos modelos sigma nao lineares com: simetria O(N).
Caso G = U(N).
As matrizes passas a ser unitdrias, ou seja, u=! = uf ; g7t = ¢/ ; h! = Al. A fase o pode

ser absorvida numa redefini¢do de go. Com isso voltamos a ter uma situacio em que g, é diagonal
com p autovalores iguais a +1 e (n — p) iguais a —1. O subgrupo H = U(p) x U(n — p) é o

invariante do espaco quociente % — 5‘&%' Particularizando para p =1 ou (n — 1),
1
o \
9o = = (A.17)

\ -1
0 espago simétrico passa a ser o espago complexo projetivo (n — 1) dimensional, ou seja, o
modelo C'PY~! dimensional proposto por Eichenherr.

Neste caso o modelo pode ser escrito em termos dos vetores complexos de raio unitdrio sujeitos
ao vinculo z;z; = 1. O campo de calibre surge para implementar a equivaléncia entre os campo z
e ' relacionados pela transformacao

2 (z) = M@ () (A.18)
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Escrito em termo de z, o campo de calibre é dado por A,%(z9,z). Pela transformacio (A.18),
obtemos a lei de transformagdo para o campo de calibre A, — A}, = A, — 9,A. Deste modo,
podemos escrever a lagrangeana do modelo na seguinte forma

[ g BT e

T ﬁDMzD”z (A.19)

onde D, = 8, +14,.
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Apéndice B

Tabela de Integrais e Célculo das
Contribuigcoes Divergentes

Integrais Planares

Para tratar as divergéncias das integrais planares, utilizames o recurso da regularizacio di-
mensional [55]. O procedimento da regularizagio dimensional preserva a simetria de calibre da
teoria. A idéia deste procedimente consiste em alterar a dimensionalidade d do espago-tempo da
fungdo analitica correspondente ao grafico de Feynman divergente. Para um d sulicientemente
pequeno a integral torna-se convergente Ao final do processo é tomado o limite para a dimension-
alidade original da integral. Segue abaixo algumas formulas de interesse de integrais regularizadas
dimensionalmente.

/ @’k 1 —()%T(n-2) (l)ﬂﬁ? (B.1)

2m)P (k2 — A)» — (4m)P72 " D(n) \A
d’k K2 (1) %DIDn—-2-1) /1\* %!
/ (2m)D (k2 — A)» - (47)D/2 9 F(;) (Z) (B.2)
%k kR —()igvT(n— 8 -1) (1)
f(2ﬂ')D (k2 — A)» o (4m)P/2 9 T'(n) (Z) (B.3)
d’k  (K*)? ()M D(D+2T(n-L2-2) 1 n—2_2
/(27r)D (k2 — A~ (4m)P/2 4 T'(n) (A) (B.4)
APk kRRKT _ —()%i T = § —2) (1\"E
[ (2m)P (k2 — A)» — (4m)P/2 - T(n) (Z)
) ;}i(gwgm +9%9" +9"4") (B.5)
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Nas férmulas (B.3) e (B.5) foram usadas propriedades de simetria
1
U1V Bl P
k*EY — Dk g
1
LIV 1.0 1.0 2N\2¢ v po np Vo Ha _vp B.
KFEV KK —>———D(D+2)(f€)(99 gl g™ Hagl gt (B.6)

validas no caso do numerador ser parte de um integrando simétrico.

Parametrizacao de Feynman

Para utilizar o formuldrio da regularizacdao dimensional é necessario trabalhar com um tnico
denominador para cada integral. Com esse objetivo ¢ introduzido as integrais sobre os parametros
de Feynman

1 ) [Tz T(my+...+my)

AT AT Ama /0 o daab() 2 = 1) [z A=™ T(my)...T(mn) 850
A férmula acima é valida mesmo no caso em m; nao sao inteiros. Surgem como decorréncia da
parametrizagao de Feynman a funcdo beta B(c, ) (também conhecida como integral de Euler do
primeiro tipo) '

. 1
B(o, B) = / %11 — z)P " ldx (B.8)
Jo
A relacao func‘ipna] mais conveniente para os nossos cdlculos envolvendo a fungao beta & cada por -
| | [(e)T'(B;
B(a, ) = ——+ =B(8,« B.9
(,8) = Faz gy = B6-) (B.9)

A funcio I'(z) possui pélos isolados quando o argumento assume valores inteiros negativos ou igual
a zero. Nos outros casos a funcgao fornece valores finitos. Para os nossos calculos basta-nos ter em
maos os seguintes casos particulares:

IL) =1 e I'1/2) = . (B.10)
Os outros casos de interesse sdo obtidos pela relacao
I'(n+1) =nl'(n) (B.11)

Em D =2+ 1 o poélo surge na forma
I'(3/2 - D/2) =T'(e/2) (B.12)

sendo € = 3 — D. Fazemos entdo uso da expansio!

D(e/2) = 2 +T/(1) + O(9) (B.13)
e
| A;E g B g %ln (%) + O(€?) (B.14)

para o termo de massa expresso nas féormulas (B.1)-(B.5).

IT'(1) ~ —0,5572 é a constante de Euler-Mascheroni.
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Integrais Nao-Planares no Calculo de um Loop

3 —ikp -
/ G et WP (B.15)
Qi k2+ M2~ 8aM

Bk k2 iy 1 3 T o~
f (27)3 [k2 -I—ﬁV[Q]?e e 8 ( ﬁ) MV (B.16)

R Pubv___ Puby —M\
kB — L e LB BT Moy = B.17
f [k2+M2]2 87r( [ P D )e (I

Funcao de dois pontos do campo .

Antes de analisarmos as divergéncias logaritmicas presentes na fungao de dois pontos do campo
“¢ ¢ oportuno olhar com mais detalhe o integrande {2.17) que surge no cédlculo da fungao de dois
pontos do campo A. Como resultado da integragéc de (2.17) no espago dos momer tos temos algo
proporcional a

f 1 il L d - (B.18)
== ——eeaees T2 T e 8l e
0 \ﬂn2 — pix -+ pPa? jo va+ bx + cx? .

sendo ¢ = p? , b = —p? ,a = m? Definindo A = 4ac — b?, temos para o nosso caso que

A = p*(4m? — p?). A integral (B.18) possui expressdes distintas para A > 0 e A < 0, que, no
caso, é funcio de p?. Temos entdo

In(2vVeR+2cx +b) ; p*>0

5 92l

N ./o \V/m? — p2z + p2a? N =Larcsen 22t il e
v ] P P00, A€
Na métrica de Minkowski essa integral possui dois ramos para o limite [p?| >> 4m?.
dz \7;—2 i = Bl

Quando tomamos essa expressio no espago euclidiano (ou seja, efetuando a rotagdo de Wick),
obtemos

s . 2
v [ vE T )
—_— = 21
/U’R s . 2 ( )
I 3 R )

ou seja, as contribuigdes distintas do espac¢o de Minkowski, quando tomadas no espaco euclidiano
fornecem o mesmo resultado. O formulario utilizado nesta tese (férmula (2.17) e subsequentes) é
ajustado para o caso em que p? < 0.
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Divergéncias da funcao de dois pontos do campo ¢.

Neste apéndice vamos apresentar o calculo das divergéncias logaritmicas dos graficos 4.3a e 4.3b
O grafico 4.3a possui a seguinte expressao analitica
[ dPk (2p+k).(2p+ k)
2@ p) = — i Y AP (K B.22
0 = =i [ G T )

Trabalhando com o termo dominante no comportamento assintético do propagador de calibre (ver
férmula (4.13)), obtemos

@, . 64 O LA 1
=00 = o [ G (- ) Zrmrar e

Devido a escolha de um calibre transversal este grifico passa a apresentar somente uma divergéncia
logaritmica. Utilizando algumas propriedades de integragdo dimensional podemos escrever esta
expressao na forma

() . % f de ) (D = 1) 1 | _ % p2 uv (D = 1)
E¢ (p) - Npppl/ (QW)DQ .D \/—_k?' [kz . mg] N (_1)1/21%?:/9 D

I, (B.24)

Efetuando a parametriza¢ao de Feynmuan (caso particular de (B.7) era que my = 1/2 e my = 1)
no integrando [,

[k 1
e 7 —‘1112 e
Ic. '*ﬁ /{; dzz / (271_)3 I_]{:z - M2]3/2 &B?B)

Aplicando a regularizagdo dimensional (caso particular da equagio (B.1) sendo D = 3/2),
efetuando a integracdo paramétrica e as expansoes (B.13) e (B.14)

Realizando a integragao paramétrica em z e substituindo as expressoes acima, obtemos

64 2§(_1)3/zf(6/2) _ii64p2
NP3 T(3/2) [M2]2 ~ 'N 3n2

Eg‘) (p) + termos finitos (B.26)

No diagrama 4.3b a contribui¢do para a renormalizacdo da fungido de onda do campo ¢ é
proveniente do termo de segunda ordem na expansao em Taylor, ou seja

62 (b) 1 8 " de 8k*EY QQ’W 5
= ) aphpt . V= B.2

De forma andloga ao cdlculo precedente e usando a regularizagao dimensional, obtém-se

d3k 1 1 4p?
2Pp) = —i / =i finitos .
s (P) i @r) (htpff —m? Ay (k) "N 3r2e + termos finitos (B.28)

sendo € = D — 3. Somando as duas contribui¢oes vemos que a divergéncia para a fungio de onda
¢ eliminada pelo contratermo
1 60

- ) ToH ;
b I 37T2€auq5 o . (B.29)
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Contribuicoes divergentes da funcao de vértice A,¢'¢.

De acordo com a andlise da secao 4.5.3, as contribui¢oes divergentes no ultravioleta para a
fun¢io de trés pontos envolvendo o campo de calibre concentram-se nos diagramas 4.5(d-f). Dos
trés diagramas em questdo o diagrama (4.5f) é o mais trabalhoso por nao apresentar contribuicao
divergente em ordem dominante. Assim sendo, temos que tratar os termos de primeira derivada
nos momentos externos. Referente a este grafico, temos a seguinte expressao analitica

a3k d3
/f k y 4, Py P1, T ) (B30)

sendo
Ax(k)Ax(k — p)
F(k 2 B.31
( 45 P P1; T ) [(k+p1) mz][(k+q)2 _mz]( q+p),u ( )
a qual fornece a seguinte expansdo em Taylor
oF oF
I =F(k,q,p,p1,m)|p=p=0 + Paz - Ip m=0 + Plag — lp=p1=0 (B.32)

O termo de primeira derivada em p; fornece,

k2 1 i

oF
=3 SR [[!«2 —m?J2 {(k -+ )2 — m?] [¢2 — m?|2 ”qaj

- P,«n'a"‘“ o

1l

(B:33)"

Temos entao a calcular,

~tewnue | [ | | G ] @

Efetuando a parametrizacio de Feynman na variavel ¢,

—4 cte & z(l — z)x A’k Kkyke d"q Qo
seennyeey [ =22 || Gy | G| @9

sendo M? =m? — k*z(1 — z). A integral em ¢ fornece

g 1 (1P TBE-2)/1\**F
/ P[P - M°P ~ (4am)% T (W) (B.36)
Seguindo,
—4 cte ﬂz — 2 2(1—12)z d"k - kukao - k. ko
4 cte p,y (471')% I3 2 )fd (1—x) /(ZW)D[ k2 —m?22  [k2 - mg]] (2 — (1 — :J:)]S"% (B.37)

Parametrizando novamente,

1 _{ gu-2 i 1 r4-2) 1
[k — m2]m? — K2 (1 — )3 o @ ) F e~ P 3 TOIG- D — a3 %)
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A integral em k fornece

dPk 9 214-2 3D i g,ua P(3 - D)
fWkuka[k -m*]"2 = (-1) 5T D

1 \3-P
B.39
(4m)% 4-3 \M ’2) e
seguindo
4 . D_g 9_D ik L
@np cte tp, | dz[(1l — x)x]>2 dyy* 2['(3 — D) e (B.40)
A integra¢do paramétrica em x é uma fungao Beta na forma B(£ —1, 122 —1). Em D = 3 a equagdo
acima fornece o valor
—i41
N chue

(B.41)
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Apéndice C

O Método de BPHZ

O esquema de renormaliza¢io de BPHZ [56] ! emprega operadores de Taylor para gerar os termos
de subtracao. Sabe-se que, sendo I' um diagrama 1PI correspondendo a um integrando nao
subtraido Ip(k,p) onde k é a varidvel de integragdo ¢ p o momento externo, a subtragio dos n
primeiros termos da série de Taylor Irv(k,p) em torno de p = 0 abaixa o grau de divergéncia
superficial do diagrama 1PI de, pelo menos, (n + 1). Deste modo, para se obter um resultado

convergente basta fazer subtracgoes até n > d, onde d ¢ o grau de divergéncia do diagrama. : -

Considerando o caso onde a integral (diagrama) é composta por subintegracoes (subdiagramas); o
método de BPHZ é entao cousiderado uma generalizagdo deste procedimento de subira¢ao onde o
integrando nao subtraido ¢ substitido por um integrando subiraide em: que todas as sublntngmgops
envolvidas na integral resultante.sao superficialmente convergentes. -

Para descrever formalmente o método precisamos introduzir alguns conceitos, em termos des
quais o objeto que efetua a subtracao das divergéncias é definido.

1. Dois diagramas sdo ndo acavalados se 7, ()72 =% ou 7y, C ¥ ou 73 D 7Ys.
2. Um diagrama ¢ trivial se este for constituido por um tinico vértice.
Para formalizar o método é fundamental estabelecermos o conceito de “floresta”.

Floresta: Uma floresta, U, de um dado diagrama, G, é um conjunto de subgrificos de G
(incluindo possivelmente G') nao acavalados, préprios 2 (1PI) e nao triviais.

Seja I; o integrando nao subtrido associado os grafico G. O integrando subtraido é entdo dado
em termos da férmula da floresta

Re =Y [](-tiNIg (C.1)

UeF veU

Na expressao (C.1), o somatério é aplicado sobre todas as florestas de G; F representa o conjunto
de todas as florestas de G} ta,m é o operador de Taylor até a ordem d(y) na varidvel correspon-
dente ao momento externo a . Este operador é tomado igual a zero se v nido é uma parte de
renormalizacao. Além disso, se y; C 72, entao tfﬁ“) deve ser escrito & direita do termo respectivo
a Yo.

'Bogoliubov, Parasink, Hepp, Zimmermann
2Um diagrama é préprio se nio puder ser separado em dois diagramas disjuntos pelo corte de uma tinica linha.
Diagramas disjuntos sdo tais que v, [y =0.
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