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Resumo

Diferentes tipos de solitons tém sido observados em meios opticos nao-
lineares, e seus comportamentos individuais descritos pela equacdo nao-linear
de Schraodinger e pela equagao nao-linear de Schrodinger generalizada, em dife-
rentes dimensoes e geometrias. Entretando, hd situagoes onde muitos solitons
sao gerados formando uma densa rede de solitons. Nestes casos, € impossivel
desprezar as interacoes entre os solitons e temos que considerar a evolucao
da estrutura como um todo. A teoria das ondas de choque dispersivas em
metos fotorrefrativos e a teoria da difracao nao-linear de intensos feizes de
luz propagando-se em meios fotorrefrativos com um fio refletor incorporado a
esse meio foi desenvolvida, e verificamos que estd em excelente acordo com
nossas simulagoes numéricas. No caso da formagao de solitons em conden-
sados, fizemos calculos numéricos realisticos dentro da aproximacgado de campo
médio usando a equacao de Gross-Pitaevskii, incluindo também um potencial
de confinamento, um potencial movel e um potencial dipolar. A maioria dos

resultados puderam ser comparados com experimentos recentes.

Palavras-chave: condensacao de Bose-FEinstein; condensados dipolares; so-

litons; meios fotorrefrativos; ondas de choque; forca de arrasto.



Abstract

Different kinds of solitons have already been observed in various nonlinear
optical media, and their behavior has been explained in the frameworks of such
mathematical models as the nonlinear Schridinger and generalized nonlinear
Shraodinger equations for different dimensions and geometries. However, there
are situations when many solitons are generated so that they can comprise a
dense soliton train. In such situations, it is impossible to neglect interactions
between solitons and one has to consider the evolution of the structure as a
whole rather than to trace the evolution of each soliton separately. The theory
of optical shock waves in photorefractive media and the theory of nonlinear
diffraction of light beams propagating in photorefractive media with embedded
reflecting wire was developed and agrees very well with our numerical simula-
tions. In the condensate soliton formation case, we did numerical calculations
in the mean field approach using the Gross-Pitaevskii equation, adding a trap
potential and a moving potential and a potential of the dipole-dipole interac-

tion. The main results were also checked by recent experiments.

Key-words: Bose-FEinstein condensation; dipolar condensates; solitons;

photorefractive media; shock waves; drag force.
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Capitulo 1

Introducao

“Sempre muito, muito atento
sempre atento a muito pouco
devagar, vai indo lento.
Desatento se foi longe

de tao rapido por léguas

de si mesmo, um se esconde.

Devagar se vai a fundo:

pouco espaco, muito mundo.”

Paula Martins de Souza

Recentemente, recebemos a visita, em Sao Paulo, de dois colaboradores russos: Ana-
toly Kamchatnov e Gennady A. El. Atualmente, Anatoly trabalha na Academia Russa
de Cieéncias, em Troitsky, regiao de Moscow, na Russia. Gennady trabalha na Univer-
sidade de Loughborough, que fica na cidade que leva o mesmo nome, no Reino Unido.
Ambos tém uma extensa contribuicdo em pesquisa na area da teoria da modulacao de
Whitham, ondas de choque dispersivas, propagagao de ondas lineares em condensados de
Bose-Einstein e meios 6pticos, e outras. Eles fizeram boa parte do trabalho analitico do

projeto sobre ondas de choque e formacao de sélitons em cristais fotorrefrativos. Nesse
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projeto, Arnaldo Gammal, que é meu orientador, e eu, fomos responsaveis por todo o
calculo numérico apresentado, pela verificacao numérica da teoria apresentada, e tam-
bém pela checagem de parte do calculo analitico. Publicamos os resultados em [2] e [3].
O estudo sobre a formacao de sélitons em condensados foi feito inteiramente por meu

orientador e por mim.

Em 1834, o engenheiro escocés John Scott Russell observou uma onda solitaria em um
canal, e se dedicou a reproduzi-la em laboratério. Na sua descrigao [4]:

“I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel
by a pair of horses, when the boat suddenly stopped - not so the mass of water in the
channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state
of wviolent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity,
assuming the form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap
of water, which continued its course along the channel apparently without change of form
or diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a
rate of some eight or nine miles an hour, preserving its original figure some thirty feet
long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished, and after a
chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel. Such, in the month of
August 1834, was my first chance interview with that singular and beautiful phenomenon
which I have called the Wave of Translation.”,

no excerto citado acima, percebemos a fascinacao de Russell diante do fenomeno ob-

servado e sua tentativa de definir o séliton.

Antes de definirmos o séliton, relembraremos alguns conceitos. Se substituirmos o
modo de Fourier, u(x,t) = exp(ikx —iwt), na equagao linear da onda, obteremos que w =
+ck. Entao, todas as ondas que se movem numa dada direcao tém a mesma velocidade
—+c, e por isso nao se dispersam, ou seja, a equagao descreve pulsos que mantém a forma.

Esses pulsos sao chamados de ondas viajantes.

Se a velocidade de cada modo de Fourier de uma onda puder se propagar com uma
velocidade diferente, haverd dispersao. E, se a velocidade de fase, w/k, depende de k
de uma forma complicada, as ondas sao chamadas de dispersivas. A dispersao tende a

espalhar a onda, é um fendmeno linear e independe da amplitude da onda.
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Equagoes nao-lineares, como a equagao nao-linear da onda, descrevem a deformacao de
pulsos, e tudo depende da amplitude, ou seja, a nao-linearidade causa efeitos de amplitude,

onde diferentes amplitudes geram dinamicas diferentes.

Na agua, uma quebra da onda nao-linear acontece quando a velocidade da onda é
maior quanto maior for sua amplitude. As partes “altas” devem ser mais rapidas que as
“baixas”, e com isso a onda se deforma. Depois de um tempo, as partes altas ultrapassam

as partes baixas e a onda se quebra.

H4 situacoes em que a dispersao e nao-linearidade se anulam e dao origem a ondas
que mantém a forma, sao as ondas solitarias. Porém, nem todas as equacoes nao-lineares

e dispersivas descrevem essa situagao.

Voltemos, entao, a definigao de um séliton. Quando héa formacao de ondas solitarias, e
estas nao se destroem quando interagem com outras ondas, temos o séliton. Dessa forma,
definimos o séliton como um pulso localizado que viaja inalterado e nao se destréi quando

interage com outras ondas. Os sélitons sao robustos.

Geralmente, quando ha formagao de sélitons, teremos solucoes solitonicas puras para
um certa condicao inicial. Caso haja mudanca nessa condigao, teremos sélitons e um trem
de ondas dispersivo. Porém, nesse caso, os sélitons dominam em tempos longos, ou seja,
os “detalhes” das condigoes iniciais somem. Entao, a funcao inicial determinard apenas o

contetdo solitonico da solucao, determinando quantos sao e com quais amplitudes.

Rigorosamente, se uma equagao nao-linear for integrével através do método IST (In-
verse Scattering Transform), havera sélitons. Porém, nem sempre uma equacao nao-linear

integravel apresentara solitons ou ondas solitarias.

De acordo com a Figura (1.1), os sélitons podem ser classificados em claros (ou bri-
lhantes), escuros e cinzas. Um séliton claro é uma onda localizada, um “ponto” brilhante,
com uma fase constante através do pulso todo; o escuro é uma onda extensa com um
“ponto” escuro no centro e um salto de 7 na fase; e, o cinza tem a forma parecida com a
de um soliton escuro, mas nao possui intensidade zero no centro, e a diferenca de fase no

centro ocorre de modo mais gradual.
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Figura 1.1: Exemplos de intensidade e fase em funcao da coordenada x normalizada para
os solitons claro (a), escuro (b) e cinza (¢) (adaptado de Tomlinson et al. [1]).

Os sélitons aparecem também em condensados de Bose-Einstein e em meios épticos.
Sua formagao nesses meios serd o objetivo principal desta tese. Para isso, utilizaremos
métodos numeéricos para solucionarmos a equacao de Gross-Pitaevskii (GP), no caso dos
condensados, e a equagao generalizada nao-linear de Schrodinger (GNLS), no caso dos

meios Opticos.

Estudaremos também a formagao das ondas de choque. Um exemplo simples para a
compreensao do que é uma onda de choque é o voo supersonico de um aviao. De acordo
com a figura (1.2), notamos que quando a velocidade v do aviao for maior que a velocidade

vs do som, haverda uma onda de choque.

Verificaremos numericamente a teoria das ondas de choque dispersivas geradas na
propagagao de feixes de luz em meios fotorrefrativos. A teoria analitica unidimensional
baseada na modulagao de Whitham foi desenvolvida para o caso mais simples de uma
descontinuidade inicial na forma de degrau em um feixe com geometria unidimensional na
forma de faixa. Essa aproximacao serd confirmada por simulagoes numéricas, que serao

estendidas também para feixes com simetria cilindrica. A teoria explica experimentos
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Figura 1.2: Ondas de choque formando-se no ar.
recentes nos quais as ondas de choque dispersivas foram observadas.

Também verificaremos numericamente a teoria da difracao nao-linear de feixes intensos
de luz que se propagam em meios fotorrefrativos. A difracao ocorre por causa de um fio
refletor incorporado nesse meio nao-linear, sendo que o fio deve formar um pequeno angulo
em relacao a direcao de propagacgao do feixe. Mostraremos que esse processo é analogo a
geracao de ondas pelo fluxo de um superfluido que passa por um obstaculo. A “equagao de
estado” desse superfluido foi determinada pelas propriedades nao-lineares do meio. Com
base na analogia com a hidrodinamica, a no¢ao de “ntimero de Mach” serd introduzida onde
a componente transversa do vetor de onda atua como velocidade do fluido. Verificaremos
que o cone de Mach separa duas regioes do padrao de difracao: dentro do cone de Mach
solitons obliquos escuros serao gerados e fora do cone de Mach localizaremos a regiao das
“ondas de navio 6pticas” (padrao de onda formado por um pacote bidimensional de ondas
lineares). Verificaremos numericamente a teoria analitica desenvolvida para a descri¢ao
dessas “ondas épticas de navio”. Sélitons escuros bidimensionais serao encontrados como

solucoes da equacao que descreve a propagacao do feixe.

Estenderemos o calculo numérico para os condensados ao estudarmos a solucao da
equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo em trés dimensoes, com diferentes tipos
de potenciais: um potencial harmonico responsavel pelo confinamento do condensado; um

potencial movel, ou seja, um feixe de laser que passa pelo condensado a uma velocidade
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constante; e um potencial de interacao dipolo-dipolo, quando estudarmos condensados
dipolares. Calcularemos também a forca de arrasto que o obstaculo mével exerce sobre

esses condensados confinados.

O contetido dos capitulos é esbogado a seguir. No capitulo (2), estudaremos a propa-
gacao de feixes luminosos em cristais fotorrefrativos. Serao esclarecidas as aproximagoes
utilizadas para a derivagao da equagao generalizada nao-linear de Schrédinger a partir das
equacoes de Maxwell. A teoria das ondas de choque dispersivas em meios fotorrefrativos
serd parcialmente desenvolvida, e a difragao nao-linear de feixes de luz que se propagam
com um fio refletor imerso nesse meio serd apresentada. No capitulo (3), derivaremos a
equacao de Gross-Pitaevskii independente e dependente do tempo, bem como discutiremos
sua semelhanca com a equagao generalizada nao-linear de Schrodinger. Apresentaremos
os condensados dipolares, os diversos potenciais, as leis de conservagao e a forca de ar-
rasto. No capitulo (4), apresentaremos uma sintese dos métodos numéricos empregados.
No capitulo (5), os resultados principais serdo analisados. Dentre eles estao as ondas
de choque, as “ondas de navio”, os sélitons, os vértices e a forca de arrasto. No capi-
tulo (6), apresentaremos a nossa conclusao, bem como fundamentaremos a sua possivel

continuacao.



Capitulo 2

Feixes luminosos em cristais

fotorrefrativos

Atualmente, o estudo de sélitons formados em meios épticos é uma area de intensa
pesquisa, para a qual é importante tanto cientificamente quanto para potenciais apli-
cagoes [5, 6]. Diferentes tipos de sélitons j& foram observados em vérios meios 6pticos
nao-lineares e seus comportamentos tém sido explicados por modelos que utilizam a equa-
¢ao nao-linear de Schrodinger (NLS) e a equagao nao-linear generalizada de Schrodinger
(GNLS) que serve as diferentes dimensoes e geometrias, de modo que podemos considerar
as propriedades de solitons individuais como ja sendo do conhecimento de nossa comuni-
dade cientifica. Porém, ha situagoes nas quais muitos solitons sao gerados, formando uma
densa rede de solitons. Nestes casos é impossivel desprezar as interacoes entre os solitons,
sendo necessario considerar a evolucao da estrutura como um todo ao invés de tracar a
evolucao de cada soliton separadamente. Geralmente, essas estruturas aparecem como
resultado da quebra da onda de um grande pulso inicial ou de uma grande perturbacao
junto a um fundo constante. Por isso, tais estruturas podem ser consideradas como partes
dispersivas das correspondentes ondas de choque que sao bem conhecidas na fisica dos
fluidos viscosos compressiveis [7]. Em um fluido viscoso, o choque pode ser representado
como uma estreita regiao em que processos de forte dissipagao ocorrem. Em 6ptica, ao
contrario, efeitos de dissipacao podem ser desprezados se comparados com os efeitos de

dispersao, de modo que a descontinuidade do choque se resolve dentro de uma regiao em
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expansao cheia de oscilagoes nao-lineares. Tais ondas de choque dispersivas sao conhecidas
como tidal bores quando ocorrem nos rios [8] e tém sido observadas também em outros

sistemas fisicos, incluindo o plasma [9] e os condensados de Bose-Einstein [10].

Dependendo das propriedades de dispersao e de nao-linearidade do meio no qual a
onda se propaga, os choques dispersivos podem conter sélitons brilhantes ou escuros. Por
exemplo, tidal bores consistem de sélitons brilhantes governados pela equagao de Korteweg-
de Vries para ondas superficiais de d4gua enquanto que choques em condensados de Bose-
Einstein com interagao interatomica repulsiva sao governados pela equacao defocalizadora

de Gross-Piatevskii e consiste em uma sequéncia de sélitons escuros.

E importante notar que os choques dispersivos nao devem ser confundidos com uma
sequéncia de sélitons gerados em meios modulacionalmente instéveis descritos, por exem-
plo, por uma equagao focalizadora nao-linear de Schrodinger [11]. Tal meio nao pode
existir em um estado uniforme, e qualquer perturbacao decai para sélitons brilhantes ou
até conduz para um colapso no caso tridimensional. Esta situacao na 6ptica de cristais fo-
torrefrativos foi discutida teoricamente em [12]. Neste trabalho iremos considerar apenas

a situacao modulacionalmente estavel.

A geracao de estruturas com muitos sélitons foi observada na propagacao de feixes
de luz em meios épticos nao-lineares [13, 14, 15]. Nesses experimentos, a inicial nao-
uniformidade dos feixes de luz necessarios para a formagao de sélitons foi criada por uma
grande perturbacao na distribuicao de intensidade ou distribuicao de fase. Em ambos os
casos, uma perturbacao inicial evolui para uma sequéncia de sélitons. A teoria de uma
similar evolucao para o caso de condensados de Bose-Einstein descrita pela equacao de
Gross-Pitaevskii unidimensional foi desenvolvida na Ref.[16]. Experimentos em Gptica
para a producao de tais ondas de choque dispersivas foram recentemente apresentadas em
[15, 17]. Motivados por esses experimentos, nds iremos considerar aqui a teoria de ondas

de choque dispersivas em meios fotorrefrativos.

Considerando o fato de que o nimero de sélitons que interagem em choques dispersivos
¢ geralmente muito maior do que um, e de que esses solitons sao espacialmente ordenados

na amplitude, tal choque dispersivo pode ser representado por uma onda periédica mo-
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dulada com parametros que mudam um pouco em um periodo transverso ou longitudinal
da amplitude do pacote de onda eletromagnética. Uma lenta mudanca dos parametros
da amplitude do pacote é governada até altas ordens pelas equacoes modulacionais de
Whitham obtidas por leis de conservacao proporcionais sobre a familia de solucoes perié-

dicas nao-lineares ou pela aplicagao do principio variacional médio [7, 18, 19].

Para a equacao NLS unidimensional, as equagoes de Whitham foram derivadas em
[20, 21] (veja também [19]) e a teoria matemética das ondas de choque dispersivas para o
caso de defocalizacao foi desenvolvida em [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28|. Ela foi aplicada para
a propagacao de sinais em fibras épticas em [29] e em condensados de Bose-Einstein em
[30, 10]. Deveria ter sido mencionado que para o caso da equagao NLS unidimensional,
a presenca de uma estrutura integravel tem consequéncias importantes para o sistema de
modulagdo (Whitham), ou seja, o ultimo pode ser representado em uma forma diagonal
(Riemann), na qual simplifica-se drasticamente as anédlises adicionais. O método para
obter as equagoes de Whitham nesta forma é baseada na Inverse Scattering Transform
(IST) aplicada a equacao NLS [20, 21]. Porém, no caso da equagao generalizada nao-
linear de Schrédinger, o método IST nao pode mais ser usado, e a estrutura diagonal
do sistema (Whitham) nao estd disponivel. Apesar disso, foi mostrado em [31, 32, 33]
que neste caso as caracteristicas principais da onda de choque dispersiva ainda podem
ser encontradas usando algumas propriedades gerais das equagoes de Whitham as quais
permanecem presentes até no caso nao-integravel. Aqui nés devemos usar o ultimo método
para derivacao dos parametros das ondas de choque dispersivas unidimensionais geradas
em cristais fotorrefrativos e devemos confirmar nossos resultados analiticos através de
simulagoes numeéricas, as quais também fornecem uma informacao mais detalhada nos
casos em que a aproximagao analitica nao estd ainda bem desenvolvida (digamos, em

2D).
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2.1 Deducao da GNLS a partir das equacoes de

Maxwell

A equagao generalizada nao-linear de Schrodinger (GNLS) tem um papel fundamental
em Optica nao-linear. Em razao de sua importancia, vamos deriva-la a partir das equacoes
de Maxwell na forma diferencial que descrevem a propagacao de ondas eletromagnéticas
em um meio. Inicialmente derivaremos a equagao da onda e sairemos do dominio temporal
para o dominio da frequéncia, separando o campo elétrico em um envelope e uma onda
plana que se propaga numa certa direcao e frequéncia, de modo que assumiremos que
este envelope é uma funcao que varia lentamente. Em seguida, separamos as respostas
linear e nao-linear do meio material de modo a relacionar sua interacao com o campo
eletromagnético. Para isso, devemos incluir a nao-linearidade através da expansao em
série de Taylor da constante de propagacao até segunda ordem nos termos lineares e
implicitamente até segunda ordem no termo nao-linear acrescentado. Ao voltarmos para o
dominio temporal, obteremos a GNLS e a simplificaremos mudando o sistema de referéncia

para um sistema que se move na velocidade do pulso.

Esse método de derivacao pode ser encontrado em Boyd [34], onde se assume que a
nao-linearidade também pode ser incluida na polarizagao criando assim um método que
depende de como a polarizacao é modelada ou, de forma mais rigorosa, derivada através
do tratamento quantico da susceptibilidade nao-linear. De forma mais concisa, McLeod
et al. [35] incluem a nao-linearidade através da constante dielétrica. Métodos alternativos

dessa derivagao podem ser encontrados em [36, 37, 38, 19].

Como estamos interessados em estudar feixes estacionarios em cristais fotorrefrativos,
podemos incluir a nao-linearidade através de um modelo descrito por Kukhtarev [39], no
qual ela é dada por um indice de refracao que depende da intensidade do feixe de modo
a gerar uma nao-linearidade saturdvel. Em sua forma mais simples, essa nao-linearidade

pode ser descrita como do tipo Kerr.

Vamos comegar assumindo que o meio é dielétrico (isolante), ou seja, sem cargas livres,

nao-magnético e isotrépico. Nestas condicoes as equagoes de Maxwell sao
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Vxﬁzig, (2.1)
vari- 2 (22)
V-D=0, (2.3)
V-B=0, (2.4)

na qual os vetores E, H , DeB sao, respectivamente, o campo elétrico e magnético, a
densidade de fluxo elétrico e magnético. Esses vetores possuem dependéncia temporal, t,
e nas trés coordenadas espaciais, r;, = (x,y) e z. Porém, por enquanto as dependéncias
sao omitidas para simplificar a notacao. As densidades de fluxo D e B sio geradas em
resposta aos campos EeH, que se propagam no meio, e relacionam-se através das relagoes

constitutivas

D =¢yE + P, (2.5)

nas quais P ¢ a polarizagao induzida do material; ¢ e pg sao a permissividade e a perme-
abilidade do vacuo, respectivamente, e estas sao relacionadas pela velocidade da luz no

vacuo 1/c¢% = gopyp.

Derivamos agora a equagao da onda pelo método tradicional tomando o rotacional da
Eq.(2.1), fazendo o uso da Eq.(2.2) e da relagao (2.6)
D

E=—jig—= 2.
V x V x ,uoat2 (7)
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Para simplificar esta equacao, vamos utilizar a identidade vetorial
VxVxE=V(V-E)-VE=-VE, (2.8)

na qual assumimos que V-D = 0, ou seja, o meio nao contém cargas livres, entao V- £ = 0

[40]. Podemos agora reescrever a equacao (2.7) usando a identidade (2.8)

9*D

V2E = pg——.
o BIE

(2.9)

Esta é a equagao nao-linear da onda escalar no dominio temporal. Por defini¢ao, se o meio
é isotropico, a relagao entre os vetores PeEé independente do vetor E , entao o meio exibe
o mesmo comportamento em todas as direcoes, e os vetores E e P devem ser paralelos
[41]. Assumimos que a polarizagdo ndo muda durante a propagacao. Entao, a equagao
da onda (2.7) pode ser utilizada para um campo elétrico E em qualquer direcao. Desta
forma, escalares podem substituir os vetores. Ao invés de considerarmos a polarizacao

explicitamente, vamos escrever a equagao constitutiva para D, Eq.(2.5), como

D = eyl (2.10)

na qual ¢ = e(w,|E|?) é a constante dielétrica efetiva, adimensional, que descreve as
contribuicoes linear e nao-linear para a resposta do meio aos campos. A dependéncia
da constante dielétrica efetiva sobre a intensidade do campo elétrico |E|? serd omitida
enquanto a nao-linearidade nao for explicitada. Substituindo a relacao (2.10) na Eq.
(2.9), obtemos

19 (eE)

2 _
VIE = S (2.11)

Vamos expressar os campos em termos de suas transformadas de Fourier. Por conve-

niéncia, adotaremos as seguintes defini¢oes
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1 [t ~

E(ry, z,t) = 2—/ E(ry,z,w)e ™ dw, (2.12a)
™ —00
1 [t <

D(ry,z,t) = 7 D(ry,z w)e “dw, (2.12b)
™ — 0o

em que sao relacionados no dominio da frequéncia pela seguinte equagao

D(ry,z,w) =coe(w)&(ry, z,w). (2.13)

Introduzindo a transformada (2.12a) na equagao (2.11), obtemos a equagao da onda

no dominio da frequéncia

V2E(ry, z,w) + K*E(r,, 2,w) =0, (2.14)

onde k£ é uma funcao de w, de modo que

B (w) =e(w)=. (2.15)

Pretendemos derivar a equagao generalizada nao-linear de Schrodinger, que pode ser
considerada a equagao da onda para uma funcao A(r,,z,t) que varia lentamente. Para
isso, é til isolarmos as modulagoes relativamente lentas de F, Fig. (2.1), se comparadas
ao comprimento de onda ou ao periodo, das rapidas oscilacoes delimitadas pelo pacote
de onda na frequéncia wy, separando o campo em um envelope e uma onda plana que se

propaga na direcao z

E(ry,zt) = A(ry, z,t) eFoz=wd) 4 e (2.16)

na qual wy é a frequéncia central no espectro do pulso, kg = /(wp)wo/c é a parte linear do
vetor de onda nessa frequéncia, e c.c. significa o complexo conjugado do termo a esquerda.
A constante ky também pode ser escrita como kg = nowp/c = 2mng/A, onde ngy é o indice

de refragao linear, A é o comprimento de onda da luz, e A(r, z,t) é a amplitude da onda.
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——— A(r,z,t) _
——— Re[ A(r,z,t) e "]

Figura 2.1: Representagao gréfica do campo elétrico £ em z = 0, onde A(r,, z,t) é uma
funcao que varia lentamente.

Representamos essa amplitude em termos de seu contetido espectral como

1 [t 4
A(ry,z,t) = — Alry, z,w) e ™ dw, (2.17)

2m J_o

e a transformada de Fourier de A(r |, z,t) é dada por

+o0
A(ry, z,w) = / A(ry, z,t)e ™t dt. (2.18)

—00

Obtemos a relacao entre £(r ,z,w) e A(r,, z,w) (funcdo que varia lentamente no

dominio da frequéncia) tomando a transformada de Fourier da Eq.(2.16)

—+00
E(r,z,w) = / (A(rL, z,t) gilkoz—wot) 4 A*(ry, z,t) e’i(kozf“’ot)) et dt
+o0 +o0
— ¢thoz / A(ry, z,t) etlw=wo) gy 4 o~ ikoz / A*(ry, z,t) eltlwtwo) gp

[e.e] —00

(2.19)
= A(ry, z,w — wp) %% + A*(r 1, z,w + wy) e oz

~ A(ry, z,w — wy) €7,

Essa forma aproximada é obtida notando-se que A(r, z,t) que varia lentamente no tempo
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nao pode possuir componentes de Fourier de alta frequéncia. Agora, escreveremos a

equacao da onda (2.14) em termos da transformada de Fourier de A(r, z,t)
V2 (Ae™?) + k? (Ae™?) =0. (2.20)

O primeiro termo do lado esquerdo desta equacao é calculado aplicando a regra da cadeia

quando derivamos em z
2 ikoz ikoz ikoz Y72 62 ikoz
VZ (Ae™?) = 92 T a2 T (Ae™?) = VLA—F@(Ae ), (2.21)

na qual V3 = §?/92% + 9% /0y* é o Laplaciano transverso; e

2 2
% (A eikoz) — % (eikoz % + iko@ikoz A) — eikoz (% -+ QZkO% — ]{Zg A) . (222)

Substituindo as equagoes (2.21) e (2.22) em (2.20) obtemos

0? 0
ViA+ % - Qikoa;: + (K = ki) A=0. (2.23)

Para simplicarmos esta equacao, é usual assumirmos a aproximacao da variagao lenta do

envelope, as vezes chamada de aproximacao paraxial

04
022

oA (2.24)

2k .
< 219z

Com ela podemos desprezar o termo contendo 9°.4/0z°. Esta aproximagao significa
que o envelope nao muda muito rapidamente em z, de modo que a derivada deste envelope
é suave numa escala se comparada ao comprimento de onda. Porém, esta aproximacao

falha para nao-linearidades muito grandes ou pulsos muito curtos. Entao, obtemos

ViA+ Qiko% + (K — ki) A=0. (2.25)
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Na pratica, k e kg sao muito proximos. Para uma boa aproximagao, podemos substituir

k? — kg =2 2ko (k — ko) (2.26)
de modo a obtermos
0

Relembrando que a constante de propagagao k depende tanto da frequéncia quanto
da intensidade da onda éptica (através da dependéncia de ¢ na intensidade |E|?), é ade-
quado descrevermos essa dependéncia aproximando k(w) como uma série de poténcias na

diferencga de frequéncias w — wy como
1
k= /{70 + 5kNL + (w — wo)k1 + 5(&] — w0)2k2, valido se 5kNL < /{70, (228)

onde a introduzimos, nessa expressao, a contribuicao nao-linear dkyy da constante de

propagacao que sera dada a posteriori; e

N un Wo 8n0 N 1 wWo 85[, o 1
B ( c T Ow) e <€L+ c 8w> — vg(wo)’ (229)

na qual v, é a velocidade de grupo do pulso no meio material e k; ¢ definida como o

_ Ok
 Ow

ki

wo

inverso dessa velocidade; e

2 92
- (—i%) ! <5L+2w0@+“03“), (2.30)

vZ Ow WoNgC Ow 2 Ow?

0*k

by — 2%
27 Ow?

wo

na qual ks ¢ a medida da dispersao da velocidade de grupo. Formas alternativas de
expansao podem ser feitas utilizando-se a constante dielétrica efetiva ¢ com o termo li-
near expandido até segunda ordem na frequéncia, e com o termo nao-linear expandido
implicitamente até segunda ordem no campo elétrico

% i 1 2 828L
Ow 2

Wo

g = EL(W)+5€NL(E) = €L+(W—WQ)

+denz(|E)?), (2.31)
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ou o indice de refragdo n = /¢ expandido até primeira ordem como

1 86[, 1 9
n—n0+2—no(w—w0) 8—ww0+4—n0(w_wo)

825L
Ow?

+ on(|E|?), (2.32)

Wo

onde o indice de refracao linear ng = /. Termos dispersivos de mais alta ordem podem
ser incluidos se adicionarmos os termos lineares seguintes nas expansoes de Taylor. Vamos
substituir a expansao (2.28) na Eq.(2.27) e entao, apds dividirmos a equagao por 2k,

obtemos

.0A 1 1

Para voltarmos ao dominio do tempo devemos multiplicar a equagdo (2.33) acima
por e~ {w=wo)t ¢ integrar sobre todos os valores de w — wy. As integrais resultantes séo

calculadas a seguir

)t d(w — wo)

= A(ry, z1), (2.34a)
2w

o0 .
/ A(ry, z,w — wy) e i@
—00

| o) Az - g et e~ )
— ™

o 2.34b
_ 2/ At 2w — wp) efi(wfwo)tw _ z’gA(rl ) ( )
(—i) Ot J_ o 27 ot Y
e} ) d _ 62
/ (w—wo)? A(ry, z,w — wy) e~ W@t % = —ﬁA(rl, 2, t). (2.34c)
Entao, a equagao (2.33) torna-se
_0A 1, . 0A  ky 0?A
—+—ViA —_— - = = A. 2.
] 92 + 2k0Vl —|—Zl€1 ot 2 2 (SI{ZNL ( 35)

Essa equacao pode ser simplificada fazendo-se uma transformacao de coordenadas para

um sistema de referéncia que se move na velocidade do pulso

T:t_i:t_klz, (236)

Vg
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e descrevemos o pulso 6ptico pela fungdo As(r,, z,t), a qual é relacionada com a funcao
A(ry, z,t) por
Ag(ry,z,7) = A(ry, z,1). (2.37)

Em seguida, utilizamos a regra da cadeia da diferenciacao para mostrar que

0A  0A, 0A,0r  0A i 0A;

99 T aro: 9. Mar (2.382)
9A  0A 0=  0A,0r  OA,
9t oz ot or ot or (2.38D)

e analogamente que 0°A/0t> = 0*A,/07?. Estas expressoes sao agora introduzidas na

Eq.(2.35) e, cancelando os termos opostos ik;0As /0T, obtemos

Como
s, = “2on(|B?) = %M(IEIQ) e |BP=|A] = A, (240)
obtemos )

Essa equacao pode ser considerada como uma generalizacao da equacao nao-linear de
Schrodinger e possui uma histéria extremamente rica em éptica nao-linear. Geralmente
ela nao é integravel e em muitos casos s6 pode ser resolvida numericamente. Reescrevendo

essa equacgao na forma

8As(rLyT) v2 . k28—2+Z@5n

02 2ko or? (14.F) (242)

somos levados a interpretacao de que a amplitude A, do campo varia com a distancia de
propagacao z (lado esquerdo da equacao) por causa de trés efeitos fisicos (os trés termos
do lado direito da equacao). O termo envolvendo o Laplaciano transverso descreve o es-
palhamento do feixe devido a difragao, o termo envolvendo a derivada temporal segunda
descreve o espalhamento do pulso no tempo devido a dispersao da velocidade de grupo,

e o terceiro termo descreve a aquisicao nao-linear de fase e é livre de dispersao visto que
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nao possui dependéncia em w. A nao-linearidade pode neutralizar os efeitos de espalha-
mento dispersivo e difrativo e, dependendo de como os termos se balangam, podera haver

formacao de sélitons espaciais ou temporais.

No modelo mais simples de nao-linearidade, a propagacao de um pulso 6ptico ou de
uma onda éptica continua em um meio cuja nao-linearidade é do tipo Kerr (ou de terceiro
grau), provoca instantaneamente uma mudanga no indice de refragdo nao-linear de modo
que

on(|B[*) = no| EI, (2.43)

onde ny é o coeficiente do efeito Kerr 6ptico de um meio material. Se no > 0, a nao-
linearidade provoca a autofocalizagao do feixe; se ny < 0, ocorre uma autodefocalizacao.

Este modelo descreve muito bem a propagacao de feixes em fibras opticas.

Segundo Kivshar e Luther-Davies [42], todos os tipos de nao-linearidades que nao sao
do tipo Kerr discutidos em relagao a existéncia de sélitons em éptica nao-linear, podem ser
divididos, de maneira geral, em trés classes principais: (i) nao-linearidades concorrentes,
ou seja, nao-linearidades de terceiro grau focalizadora (defocalizadora) e de quinto grau
defocalizadora (focalizadora), ou ainda sua generalizacao em série de poténcias; (ii) nao-

linearidades saturéveis; e, (iii) nao-linearidades na forma de degrau.

Geralmente, o indice de refracao nao-linear de meios 6pticos satura quando um feixe
de luz muito intenso é aplicado e nesses casos o modelo de nao-linearidade do tipo Kerr
passa a falhar. Em alguns materiais, esta variacao do indice de refracao nao-linear pode

ser modelada por uma nao-linearidade concorrente de terceiro e quinto graus,

Sn(|E|?) = no| B> 4+ ns| E|*. (2.44)

Esse modelo descreve a competigao entre autofocalizacao (ns > 0), para baixas inten-
sidades, e autodefocalizagdo (n3 < 0), para intensidades mais altas. Modelos similares
sao geralmente aplicados na descricao da estabilizacao do colapso de onda na equacao
NLS (2+1)-dimensional. Em casos mais gerais, os modelos de nao-linearidades concor-

rentes podem ser descritos por uma dependéncia da intensidade do feixe numa série de



2. Feixes luminosos em cristais fotorrefrativos 20

potencias,

Sn(|E?) = ny| B[P + ngp| B2, (2.45)
onde p ¢ uma constante positiva e geralmente n,n., < 0.

Modelos com nao-linearidades saturaveis sao muito aplicados em 6ptica nao-linear.
Em poténcias mais altas, a saturacao da nao-linearidade tem sido medida em muitos
materiais e consequentemente a maxima mudanca do indice de refracao tem sido tabelada.
Nao vamos nos estender sobre os mecanismos fisicos que estao por tras da saturacao,
mas apenas notar que ela existe em muitos meios nao-lineares, geralmente sendo descrita
por modelos fenomenolégicos introduzidos ha mais de trinta anos. Algumas vezes, esses
modelos encontram uma justificativa rigorosa como no caso de sélitons fotovoltaicos [43,

44].

De um ponto de vista mais geral, a nao-linearidade saturavel deve ser caracterizada

2

S, @ maxima mudanca

por trés parametros independentes: a intensidade de saturagao, |E|
no indice de refracao, ns, € o coeficiente ny do efeito Kerr éptico, o qual aparece para

pequenas intensidades de luz. Em particular, o modelo fenomenoldgico

1
L+ [EP/IEZ)"

sat

n(|E*) = neo |1 — (2.46)

2

satisfaz esses critérios, onde o coeficiente Kerr aparece como ny = noop/|E|%,;-

Existem sélitons que geralmente requerem um tipo especial de indice de refracao nao-
linear o qual é descrito por uma nao-linearidade do tipo Kerr, para feixes de luz pouco
intensos, e para feixes mais intensos também é descrito por uma nao-linearidade do tipo
Kerr, porém, com um diferente coeficiente ny. Essa nao-linearidade na forma de degrau,
tendo como limiar uma intensidade critica, pode ser escrita como
m B se | <|BJ2

(2.47)

Sn(|E[?) =
nD B se |EP? > |E]%.

Alias, sélitons formados com este tipo especial de indice de refracao possuem propriedades

atrativas uteis para possiveis aplicagoes tecnolégicas como, por exemplo, o desenvolvi-
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mento de portas logicas e de dispositivos de chaveamento.

Como estamos interessados na propagacao de ondas continuas (CW) em meios fo-
torrefrativos, estudaremos feixes estacionarios. No caso da luz CW, a amplitude A, é
independetente de 7 [37] e, consequentemente, o termo que envolve a derivada segunda

no tempo 9?A,/97? = 0. Com isso, podemos simplificar a equacio (2.41) escrevendo
Ari,z,m) =9(r,2) e [B*= [ (2.48)

e assim obtemos a GNLS em sua forma mais conhecida

.8?/} 1 2 ko 2 _
i, +gp Viv+ o) v =o. (2.49)

Assumiremos como modelo de nao-linearidade a saturdvel (2.46) com p = 1, a qual des-
creve muito bem os recentes experimentos feitos com cristais fotorrefrativos, em especial,

o cristal SBN:75 (Strontium Barium Niobate). Com isso, temos que

sn(|]?) = on = ng—L— 2.50

onde p = [¢|? é a intensidade e pyr = [1]%,, é 0 parametro de saturagao.

A partir do modelo de Kukhtarev com uma dimensao transversa, pode-se mostrar que
em um meio fotorrefrativo com um campo elétrico externo orientado ao longo do eixo x e
um feixe éptico propagando-se ao longo do eixo z , a mudanca do indice de refracao é

L s
Moo = —§nOT33Ep, (2.51)
onde 733 é o indice eletro-éptico e E, = V/L é o campo elétrico aplicado, sendo V' a

voltagem externa e L o comprimento do cristal. Assumiremos que esta relagao também é

vélida para o caso de existirem duas dimensoes transversas [45].
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2.2 Deducao das equacoes principais

Sélitons em meios 6pticos fotorrefrativos foram observados pela primeira vez no expe-
rimento descrito em Duree et al. [46], e nos experimentos descritos em Couton et al. [15]
e Wan et al. [17] a formagao de ondas de choque dispersivas foram observadas na evolugao
espacial de feixes de luz propagando-se através de cristais fotorrefrativos autodefocaliza-
dores. Conforme a deducao da secao anterior, a propagacgao desses feixes estacionarios é

descrita pela equagao

0 1 k
G+ VA + 220 () 6+ V)b =0, (252)

onde 1 é o envelope da onda eletromagnética com nimero de onda kg = 27ng/A, z é
a coordenada ao longo do feixe, z,y sao coordenadas transversas, r; = (z,y), V2 =
02 /0x* + 02 /0y? é o Laplaciano transverso, ng ¢ o indice de refracio linear, o termo V (r, )
adicionado representa um “potencial” de um obstéculo (por exemplo, de um fio refletor)

no qual ocorre difracao, e em um meio fotorrefrativo nés temos

1 p
on = —=nirsg B, —— 2.53
2 0 Pp + Psat ( )
onde E, é o campo elétrico aplicado, 733 é o indice eletro-ptico, p = Y%, € psar € 0O
parametro de saturacao.
Por conveniéncia matematica, introduzimos as variaveis adimensionais
.1 Pc ~ 1 Pec - 1 Pe
= —kn’ryF (—) z, T =kngy/=ry3k (—)x, y = kngy| =r3zkE (— Y,
270 pa 27\ pa 27"\ pa
v = e,
(2.54)

onde p. é um valor caracteristico da intensidade éptica (sua concreta definicao depende

do problema em consideracao; por exemplo, pode ser a intensidade de fundo), de modo
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que a Eq. (2.52) toma a forma da equagao GNLS

o 1,
ZE+§VL¢_

Kl

TooE?d TV ey =0, (2.55)

onde v = p./psat, V(r1) é representado em unidades adimensionais, e os tils sao omitidos
por conveniéncia da notacao. Na verdade, nossa abordagem pode ser aplicada a outras
formas do termo nao-linear desde que corresponda a feixes de luz autodefocalizadores.
Portanto, vamos usar também a forma geral da equacao,

o0

1
IS0 SR = (WP + V()Y =0, (256)

onde f([¢|?) > 0. Em particular, para o meio fotorrefrativo,

flo) = —L—. (2.57)

Se o efeito de saturagao é desprezivel (y[1)|? < 1), entdo a equacao (2.55) reduz-se a

equagao padrao NLS de terceiro grau

0 1
0 4 S~ [P+ V)Y =0 (2.58)

Se a fase de 1 for uma funcao de um tunico valor, entao é conveniente representarmos
as equacgoes NLS apresentadas acima, na forma hidrodinamica. Para isso, aplicamos a

transformacao de Madelung, ou seja, assumimos que V x u = 0 e fazemos a substituicao

Y(ry,z) =+/pexplig(ry,z)], (2.59)

onde a fase

o(ry,z) = / . u(r', z) - dr', (2.60)
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de modo a obtermos o sistema

0 1
S04 SV - f()+ Vi)Y =0 (GNLS),
(2.61)
or 1
IV f) VDS =0 (ce).
Se multiplicarmos a primeira equagao por ¥* e a segunda por v, obtemos
0
0 T LUV — O o)+ gV ey =0,
(2.62)
S+ SOV — () UV LY =0,

de modo que se subtrairmos e somarmos estas equacoes, obtemos respectivamente,

p:+Vi-(pu) =0,
(2.63)

w4 (W V) ut Vo f(p) = VV(r) = V. [V:Lpp - <V8;§>2] 0.

A intensidade de luz, p, na interpretacao hidrodinamica representa a densidade de um
“fluido” e a Eq. (2.57) pode ser vista como uma “equagao de estado” para esse fluido. A
funcao u(r,,z) = V, ¢(ry, z) é um valor local da componente transversa do vetor de
onda na direcao do feixe de luz; na representacao hidrodinamica ela tem o significado
de “velocidade do fluxo”. A varidvel z desempenha o papel de tempo, entao é natural
descrevermos as deformacoes do feixe de luz em termos evolucionérios. Obviamente,
se a distribuigdo inicial ndo depender de uma das coordenadas transversas (digamos,
y), entdo os operadores diferenciais vetoriais transversos reduzem-se as usuais derivadas
(V. — 0/0x, V% — 0?/0x?) e as Egs. (2.63) tornam-se uma representagao hidrodinamica

equivalente da Eq. (2.58) unidimensional.

Conforme o sistema (2.63), com V(r;) = 0, a evolugdo de uma distribuigao inicial
especificada em z = 0 tipicamente conduz a quebra de onda e formacao de ondas de
choque dispersivas. Podemos distinguir os seguintes casos tipicos: (i) caso unidimensional

com geracao de choques dispersivos na evolucao de uma strip hump brilhante sobre uma
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distribui¢do uniforme de intensidade (de fundo), (ii) caso unidimensional com geracao
de sequéncias de sélitons a partir de um strip hole na intensidade da luz, e (iii) caso
bidimensional com geracao de choques dispersivos na evolugao de um hump brilhante

cilindricamente simétrico sobre uma distribuicao uniforme de intensidade.

Na geometria unidimensional tais humps podem ser modelados qualitativamente por
pulsos na forma de degrau , e esses modelos sao convenientes para fazermos consideracoes
analiticas. Como foi mostrado em [10] para o caso da equagao NLS, com v = 0, esse
modelo concorda muito bem com as simulacoes numéricas de dinamicas bidimensionais.

Entao, utilizaremos esses modelos idealizados.

2.3 Ondas de choque dispersivas

Nesta secao, o método das caracteristicas, a teoria da onda simples e a teoria das mo-

dulagées de Whitham ([47, 7, 19, 48]) sao aplicadas para obtermos uma solucao analitica.

2.3.1 Teoria analitica de choques dispersivos unidimensionais
gerados no decaimento de uma distribuicao inicial na

forma de degrau

Comecemos com o tratamento analitico de choques descritos pela equagao unidimen-

sional

i+ e — (W0 =0 (264)

ou, na forma hidrodinamica, pelo sistema

Pz + (pu)e =0,
df (p$)2 pxx (265)
z o - Pz - = 07
U, + uu +dpp +<8p2 1 ).

onde a funcao nao-linear f(p) é dada pela Eq. (2.57). Sistemas do tipo (2.65) sao frequen-

temente referidos como sistemas hidrodinamicos dispersivos.
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Vamos considerar distribuicoes iniciais de intensidade e vetores de onda transversos na

forma

P20 para x <0,

p(z,0) = u(z,0) =0, (2.66)

1 para x > 0;

isto é, assumimos que a velocidade inicial u(z,0) é igual a zero em todo o espago o que
significa que o feixe inicial entra no meio fotorrefrativo em z = 0 sem nenhuma focalizacao.

Assumiremos também que py > 1.

No estégio inicial da evolucao, ondas lineares sao geradas, as quais se propagam con-
forme a lei de dispersao obtida por meio da linearizagdo das Eqs. (2.65) em torno do
estado uniforme p = py, u = uy (mantivemos aqui o valor de uq diferente de zero por
conveniéncia futura); isto é, p = po + p1 expli(kx —wz)], u = ug + uy expli(kx —wz)], onde

p1, up < 1. Entao, obtemos a relagdo de dispersao [2]

Po k?

w = wo(po, ug, k) = kug £ k\/
Observe que w”(k) > 0, o que implica no aparecimento de sélitons escuros nas solugoes
nao-lineares completas. Mas antes de considerarmos tais solucoes, vamos examinar um
estdgio da evolucao nao-linear na aproximacao de nao haver dispersao onde podemos

desprezar os termos de mais alta ordem no sistema (2.65).

Aproximagao sem dispersao

Na aproximacao de nao haver dispersao, o sistema (2.65) reduz-se as equagoes que

descrevem a dinamica de fluidos compressiveis

p- + (pu)z = 0, (268)

Uy + Uy + f/<p)pm =0.

Por causa da natureza bidirecional desse sistema, geralmente um degrau inicial (2.66)
determina-se na combinagao de duas ondas que se propagam em direcoes opostas. Uma
destas ondas representa uma onda de rarefacao com claro significado fisico, mas a ou-

tra conduz a dependéncia de multiplos valores de intensidade p(z,z) e nimero de onda
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transverso (velocidade associada do fluxo) u(x, z) sobre a coordenada x. Apesar disso,
esta solucao geral formal nos traz alguma luz sobre a estrutura da atual solucao fisica e
alguns destes elementos serao utilizados depois, portanto, vamos considera-las aqui. Para
este fim, apresentamos o sistema (2.68) diagonalizado [7, 19] pela introducao de novas

variaveis, invariantes de Riemann

2
ry = u + —= arctan/yp, 2.69
+ 7 V (2.69)
de modo a tomar a forma
87’:|: 87’:|:
—+Vi——=0 2.70

onde as velocidades caracteristicas V. sao expressas em termos das variaveis hidrodina-
micas p e u pela relagao

Vi=uz+ VP (2.71)
L+p

Quando v — 0 temos r+ = u £2,/p, Vo = u £ /p, ou seja, as usuais expressoes para o
limite da equacao NLS defocalizadora sem dispersao (o sistema de ondas de superficie na

agua [22]).

No caso das condigoes iniciais da distribuicao na forma de degrau as variaveis r.
devem depender somente da varidvel auto-similar ( = x/z, entdao a Eq. (2.70) reduz-se a

(Ve —¢)(dry/d¢) = 0 e chegamos nas conhecidas solugoes de onda simples

VP z 2 0
U+ —— = —, u — — arctan/yp = r_ = const, (2.72)
L+vp =z Val
ou
VP z 2 0
u— = —, u + —=arctan y/yp = r, = const. (2.73)
L+yp =2 V7 *

Aqui, as constantes sao escolhidas a partir das condi¢oes de continuidade nos pontos em
que as ondas simples entram nas regioes de intensidades constantes. Desde que a onda de

rarefagao, que se propaga para a esquerda descrita por (2.73), coincida com o fluxo externo
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0 _ 2

p = po, u=0 [veja a Fig. 2.2(a)] temos 1 = i

arctan ,/7vpg e, correspondentemente,

2
u= 7 (arctan \/ypy — arctan \/vp) . (2.74)
Y

Agora, substitutindo essa equacao na primeira das Eqs. (2.73) temos

N 2 x
+ — (arctan /yp — arctan \/ypg) = ——, 2.75
[ et 7 Vi) = - (275)

o que determina implicitamente a intensidade p como uma fungao de x/z na onda de
rarefacao. Para x < x] temos p = py = const, entao x = x; € o ponto de descontinuidade

fraca que deve propagar-se com a velocidade do som [49] que em nosso caso é

VP (2.76)

De fato, substituindo p = py na Eq. (2.75) temos

-

)] (2.77)
Na realidade, as velocidades de propagacgao das descontinuidades fracas no sistema fo-

torrefrativo concordam com as velocidades de grupo determinadas pelo limite de longo

comprimento de onda k& — 0 na relacao de dispersao linear (2.67).

Em seguida, para x > z; temos p = 1, u = 0 [veja a Fig. (2.2a)] e isso nao esta
de acordo com a relagdo (2.74) na solu¢ao da onda de rarefagdo que se propaga para a

esquerda. Por isso, temos que introduzir alguma distribuicao intermediaria

p(x/z) = p~ =const, wu(z/z) =u" = const (2.78)

a qual coincida com a onda de rarefacio em algum x = x]. Agora, para conectar a

distribui¢do intermedidria (2.78) com p = 1, e u = 0 , temos que usar a solugdo de

. .. 0o _ 2
onda simples que se propaga para a direita (2.72), onde a constante r{ = NGl arctan /7.
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Consequentemente, temos

2
u = —— (arctan /vp — arctan /7y 2.79
7 ( Vv V) (2.79)
e
N 2 x
+ —— (arctan /v — arctan /vp) = —. 2.80
[ (artan Vip) = (2.80)

As equagoes (2.74) e (2.79) em p = p~ devem dar u = u~. Por isso, fornecem a equagao

1
arctan \/vyp~ = 5 (arctan \/ypo + arctan /) (2.81)

a qual determina o parametro p~

_:[ Vitypo -1+ /po(v1i+y—-1) ]2 (2.82)
|- .

Wi~ Tt - DTy — 1

Quando p~ é conhecido, o parametro u~ é encontrado pela Eq. (2.79),

2
u = 7 (arctan \/yp~ — arctan ﬁ) . (2.83)
Y

Os pontos finais “internos” 7" e x, sdao encontrados substituindo os valores intermedidrios
p~ e u” nas solugoes (2.72) e (2.73),
T VP ry VT

— , =y + — 2.84
z 1+~vp~ z 1+vp~ ( )

Esses pontos correspondem as descontinuidades fracas que se propagam com velocidades
do som ¢4(p~) em diregoes opostas no sistema de referéncia associado com o fluxo uniforme
u”. A estrutura inteira da distribuigdo de intensidade é mostrada na Fig. (2.2a). Ela
possui a regido z, < x < x5 com trés valores de intensidade, correspondendo & solugao
formal (2.72), a qual obviamente nao possui significado fisico e seu surgimento serve como
um indicativo de que uma onda oscilatéria dispersiva de choque é gerada na regiao de
transicaio de p = p~,u =u~ a pt =1, u" = 0. A estrutura fisica que surge é mostrada

esquematicamente na Fig. (2.2b). E importante notar que os contornos xéﬁ da regiao de
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p=1

I
| \ \
\ \ \
\ \ \ \
‘ \ \ \
X} Xt X5 X%

Figura 2.2: Decaimento de uma descontinuidade inicial da intensidade da luz em um feixe
propagando-se através de um cristal fotorrefrativo. (a) Aproximagao sem dispersao com
uma regiao sem significado fisico de multiplos valores de intensidade. (b) Representacao
grafica da formagao de um choque dispersivo devido ao balango entre os efeitos dispersivo
e nao-linear . Os valores de 7] e x] sao os mesmos para (a) e (b) enquanto que os valores
de x5 e z3 sdo diferentes.

oscilagao nao coincidem de forma alguma com aqueles da solucao formal sem dispersao de
trées valores. Porém, é notavel que apesar da mudanca radical qualitativa e quantitativa do
fluxo, por si s6 os valores de p~ e u~ ainda podem ser determinados pelas prévias equagoes
(2.82) e (2.83). Isso é uma consequéncia da condi¢do de que o choque dispersivo forma
um salto que requer que os valores da invariante de Riemann r_ = u —(2/,/7) arctan \/7p

nos pontos finais da onda de choque dispersiva sejam iguais um ao outro
rler = r-lut s (2.85)

o que implica imediatamente a Eq. (2.83). Visto que a onda de rarefacdo, mesmo na
presenca de dispersao, é ainda descrita com boa precisao pela aproximacao de nao ha-
ver dispersao , deduzimos que a Eq. (2.82) obtida na representagao hidrodinamica sem
dispersao também é valida. Devemos enfatizar que, apesar de todas as relacoes obtidas,
rigorosamente falando, somente se mantém assintoticamente para “tempos” z suficiente-
mente grandes, como poderemos ver através das solucoes numéricas diretas da equacao
NLS, elas se mantém com boa precisao até para valores mais moderados de z. A condicao
de salto dispersivo do tipo (2.85) foi proposta pela primeira vez em [50], em que se baseou
no raciocinio fisico intuitivo e nos resultados de simulagoes numéricas do fluxo sem colisao

de plasmas. Uma derivacao matematica consistente dessa condi¢ao, junto com algumas
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importantes restrigoes para a sua aplicabilidade, foi fornecida na teoria de Whitham em

31, 33].

Como foi mencionado, os pontos extremos da regiao oscilatoria do choque dispersivo
na Fig. (2.2b) nao coincidem com os pontos finais da regido de trés valores na Fig. (2.2a).
De fato, essa regiao oscilatéria surge devido ao balanco entre os efeitos de dispersao e
nao-linearidade e tem uma estrutura similar aquelas observadas no caso integravel inten-
samente estudado da equagao NLS defocalizadora [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30]. A
saber, préxima ao extremo zj a onda se transforma em um pacote de onda linear cuja
amplitude vai desaparecendo, e no extremo z, ela se converte em um séliton escuro. Con-
sequentemente, o ponto final da regido oscilatéria x5 deve mover-se com a velocidade de
grupo das ondas lineares, ¢, = dwy/0k, calculada para algum valor de k = k™ diferente
de zero em contraste com a aproximagao de nao haver dispersao correspondendo a k — 0
(além da diminui¢do da amplitude das oscilagoes a — 0). O ponto extremo x, se move
com a velocidade do séliton correspondente o que também nao tem nada em comum com
o limite de nao haver dispersao (note que no limite do séliton k& — 0 mas a amplitude
a = a~ permanece finita). Entao, nossa tarefa é determinar quantitativamente as caracte-
risticas principais da regiao oscilatoria do choque dispersivo através de calculo numeérico,

e comparar esses resultados com a teoria desenvolvida em [2].

Podemos observar que a estrutura oscilatoria da onda de choque dispersiva é carac-
terizada por duas diferentes escalas espaciais: dentro do choque a intensidade oscila ra-
pidamente mas os parametros dessas oscilacoes mudam pouco em um comprimento de
onda na direcdo r e em um periodo através do feixe na direcao z. Isso sugere que o
choque dispersivo oscilatério pode ser representado com uma onda periddica nao-linear
lentamente modulada e, consequentemente, que podemos aplicar a teoria das modulagoes
de Whitham [7] para essa descri¢ao. Na aproximacao de Whitham, calcula-se a média
da equagao original contendo as derivadas de x de mais alta ordem sobre a familia de
solucoes periddicas nao-lineares de ondas viajantes. Como resultado, obtemos um sistema
de equacoes diferenciais parciais nao-lineares de primeira-ordem na forma hidrodinamica
(ou seja, linear com respeito as derivadas primeiras) que descrevem a evolucao das lentas

modulagoes. A modulacao do sistema nao contém nenhum parametro na dimensao de
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comprimento, entdo ela permite a introducao dos extremos z3 (2) da onda de choque dis-
persiva em um modo matematicamente consistente, como caracteristicas nas quais ocorre
o acordo entre as solugdes “interna” (modulagao) e “externa” (dindmicas de fluido sem
dispersao). E claro que, rigorosamente falando, a descricao da média somente é valida
quando a razao do tipico comprimento de onda em relacao a largura da regiao oscilatoria
é pequena. Para o nosso caso, o decaimento de uma descontinuidade inicial corresponde
a um comportamento assintético de “longa duragao”, z > 1. Porém, como veremos a
partir da comparacao de simulacoes numéricas diretas, os resultados na aproximagao das

modulagoes sao validos mesmo para valores mais moderados de z.

A aproximacao da modulagdao para a descricao de ondas de choque dispersivas foi
realizada pela primeira vez por Gurevich and Pitaevskii [51] no estudo da equagao de
Korteweg— de Vries (KdV). Para colocarmos esta aproximacao em préatica no estudo das
deformagoes dos feixes de luz em meios fotorrefrativos, temos que estudar numericamente

as solugoes das Egs. (2.65).

2.4 Fio imerso no meio fotorrefrativo

Uma analogia entre a propagacao de feixes de luz em meios nao-lineares e o fluxo de
um superfluido é bem conhecida e bastante sugestiva. Formalmente, ela é baseada na
semelhanca matematica entre as equacoes que descrevem a evolucao dos campos eletro-
magnéticos de feixes de luz na aproximacao paraxial, e as equagoes de Gross-Pitaevskii
que descrevem a dinamica de condensados de Bose-Einstein de gases diluidos. Conse-
quentemente, estruturas nao-lineares como sélitons brilhantes ou escuros e vértices tém
sido minuciosamente estudadas em 6ptica e em dinamica de superfluidos [5, 52]. Essas
estruturas surgem como resultado do balanco entre as propriedades nao-linear e dispersiva
do meio em consideragao. Um exemplo a mais dessa estrutura é proporcionado pelos cho-
ques dispersivos que substituem a nocao de choques dissipativos na dinamica de fluidos
compressiveis no caso da dissipacao poder ser desprezada quando comparada aos efeitos
da dispersao. Como resultado, uma fina camada com forte dissipacao em seu interior

desdobra-se numa regiao de rapidas oscilagoes, a qual pode ser representada como uma
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onda modulada periédica nao-linear (uma “rede de sélitons”). A nocao de choques dis-
persivos apareceu primeiro no estudo de ondas de agua (teoria de undular bores em rios)
[8] e plasma (ondas de choque nao-colisionais) [53], entao a generalizagdo desse fenémeno
foi realizada (baseada na teoria de Whitham [54] de modulagdes de ondas nao-lineares) e

métodos matemdticos para sua descrigao foram desenvolvidos [55, 51, 56, 57, 58, 59, 31].

A realizagao de condensados de Bose-Einstein de gases frios diluidos [60, 61, 62] e o
estudo de sua dinamica tém, naturalmente, levado a estudos tedricos e experimentais de
choques dispersivos nesse novo meio [63, 64, 65]. Estudos correspondentes de choques dis-
persivos em éptica, sugeridos pela analogia mencionada anteriormente entre feixes épticos
e dinamica de superfluidos, foram realizados experimentalmente em [17, 66, 67, 68], e a

teoria dos choques dispersivos obtidos opticamente foram desenvolvidos em [2].

Na dinamica de fluidos dissipativos com dispersao desprezivel, os choques também
podem ser gerados pelo fluxo supersonico de um fluido que passa sobre um obstéaculo.
Esses choques tem a forma de um salto estacionario dos parametros do fluido através
de certas linhas inclinadas em relacao a diregao do fluxo. Para choques de pequena
intensidade, essas linhas repousam ao longo dos conhecidos “cones de Mach” [49]. Na
dinamica de fluidos dispersivos, esses choques obliquos desdobram-se em fans de sélitons
espaciais, que se espalham apds o obstéculo na diregao de propagagao [69]. A teoria de tais
choques dispersivos obliquos foi desenvolvida em [70, 71] para o caso de meios fracamente
dispersivos quando o fluxo que passa por um pequeno corpo é assintoticamente descrito

pela equagao de Korteweg-de Vries ao longo das linhas de Mach.

A dinamica de um condensado de Bose-Einstein é descrita pela equacao de Gross-
Pitaevskii, e a teoria foi extendida para esse caso em [72, 73]. Se o obstéculo é suficiente-
mente pequeno, entao o choque consiste de um tnico soliton escuro obliquo. A teoria de
sélitons escuros obliquos foi desevolvida em [74, 75]. E importante notar que estes sélitons
obliquos localizam-se dentro do cone de Mach com o niimero de Mach definido pela razao
entre a velocidade do fluxo e a velocidade do som calculada em um comprimento de onda
infinito. As conhecidas “ondas de navio”, localizadas fora do cone de Mach, surgem como

pacotes de onda estacionarios dispersivos das excitacoes de Bogoliubov. Aparentemente,
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elas foram observadas no experimento [76] e sua teoria foi desenvolvida em [77, 78]. A
analogia entre feixes Opticos e a dinamica de superfluidos sugere que efeitos similares de-
vem existir no contexto 6ptico onde elas tomam a forma de padroes da difracao de ondas
em feixes de luz que se propagam através de um meio nao-linear. Embora estas estrutu-
ras tenham sido observadas em alguns experimentos [79], elas ainda nao foram estudadas

sistematicamente.

Consideraremos uma simples e tipica situacao de difracao nao-linear da luz, a qual
pode ser considerada como uma analogia da geracao de choques dispersivos espaciais e
“ondas de navio” no fluxo de um condensado de Bose-Einstein que passa por um obstéaculo.
Para sermos mais precisos, consideraremos um feixe de luz propagando-se em um meio
material refrativo nao-linear autodefocalizador com um fio fino (uma “agulha”) inserido
nele; veja a Fig. (2.3). A direcao do feixe de luz é inclinada em relagao ao fio, isto é, existe
um “fluxo” de luz que “passa por um obstaculo”. Como resultado, no plano de saida do
meio, um padrao de difracao é formado, o qual consiste em soélitons obliquos escuros, em
vértices, e em “ondas de navio”. Nés daremos um tratamento numérico desse fenéomeno,
comparando os resultados com as previsoes tedricas [3], de modo a obtermos as principais

caracteristicas do padrao de difracao.

Consideraremos a propagacao de um feixe de luz com intensidade uniforme inclinado

em relacao a um fio, isto é, em z = 0 ele tem uma forma inicial

(ry,0) = exp(iUx), (2.86)

ou seja, supomos que a intensidade de fundo é igual a um; U representa a componente x
do vetor de onda devido a inclinacao do feixe de luz. O problema é descrevermos o padrao

de onda no valor de saida z.

Para gerarmos uma figura de todo o padrao de difragao, resolveremos numericamente
a Eq. (2.55) para a fungao de onda de valor inicial ¢» dado pela Eq. (2.86) com U = 2 na
condi¢ao de contorno de que v tende a zero na superficie r = 1 do obstéaculo localizado
em r = 0,y = 0. Como poderemos ver, o padrao de difragao consiste em duas partes

diferentes separadas pelo cone de Mach (ou Cherenkov), o qual é definido como sendo
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Figura 2.3: Representacao grafica da formacao do padrao de difracao nao-linear na pro-
pagacao de um feixe de luz através de um meio fotorrefrativo com um fio refletor inserido
neste meio.

linhas desenhadas no angulo 6 com respeito a dire¢ao do fluxo (eixo x) com

1 U
— 2.
- (2.87)

1 0:— M:
sin iR

onde a velocidade do som corresponde ao limite de ndo haver dispersao das Egs. (2.63),

ou seja, (Vp/p =V [(p))

dp -
=4 —| = 2.88
%= \ap J'(po)po (2.88)
)
a qual no caso fotorrefrativo com py = 1 fornece
1
cs=—— and M =U(1+7). (2.89)

147~

Do lado de fora do cone de Mach, ha um padrao de onda estacionario criado pela inter-
feréncia de ondas lineares (longe o suficiente do obstaculo). Dentro do cone de Mach,
existem dois sélitons obliquos situados simetricamente em relagao a dire¢ao do “fluxo”.
Esses solitons obliquos decaem nos pontos extremos em vértices. Mas, proximo ao obsta-

culo, eles sao descritos por um fluxo potencial com um salto de fase entre esses solitons,
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como sera demonstrado no capitulo (5).

Nossa tarefa, agora, serd desenvolver numericamente o padrao de difracao dessas duas

regioes e compara-los com as previsoes teoricas.

2.4.1 Teoria da difracao nao-linear em cristais fotorrefrativos

Se o tamanho do obstaculo for muito menor do que o comprimento de onda do padrao
de difragao, entao podemos considerd-lo como puntual e, com isso, podemos escrever o

potencial do obstaculo na forma

Vir,) = Vod(r.). (2.90)

Suficientemente distante do obstéculo, a amplitude do padrao de onda é pequena se
for comparada com a intensidade de fundo do feixe de luz, a vorticidade é nula, e o
“fluxo” da luz pode ser considerado como um fluido “potencial”. Dessa forma, podemos
usar a representacao hidrodinamica das equagoes de evolucao do feixe de luz. Aqui, o
potencial do obstaculo pode ser desprezado (no caso de um fio refletor, ele desaparece
do lado de fora da superficie do fio, ou seja, o obstaculo é representado por uma infinita
barreira cilindrica), e para um valor de z suficientemente grande, o séliton se aproxima
do seu estado estacionario. O perfil de intensidade p e as “velocidades” u e v podem ser

encontradas analiticamente como uma solugao das equacoes estacionarias

(pu)s + (pv)y =0, (2.91)

P 4 pi+p§_pmm+pyy —0
. o),

uux+vuy+<
2 2
l‘+ rxr
uvx+vvy—|—( ) —l—(p 2py_p +pyy) =0,
L+9p/, 8p 4p y

(2.92)
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com condiges de contorno (nesta se¢do, assumiremos pg = 1)

p=1 u=U wv=0 em |z]— 0. (2.93)

Para simplificarmos os cdlculos, é conveniente notarmos que uma das Egs. (2.92) pode

ser modificada se utilizarmos a condicao de vorticidade nula
Uy — vy =0, (2.94)

a qual é realizada para o fluxo potencial na solucao solitonica.

Procuramos pela solucao na forma

p=p0), u=u(d), v=v(d), onde 6O=uz—ay. (2.95)

O parametro a determina uma inclinacao do séliton obliquo no plano z,y. Entao, as
Egs. (2.91) e (2.94) com as condigoes (2.93), fornecem as expressoes para as componentes

da “velocidade do fluxo” em termos da intensidade da luz

U(1+ ap) :_aU(l—p)
(1+a*)p " (1+a)p

(2.96)

Ao substituirmos essas expressoes em qualquer uma das Eqgs. (2.92), e ao integrarmos

a equacao resultante, obtemos

1 2 p3 U2 1+a2 U2
—(1+a®>)%(p*" — 2pp" 1+ a? — = 24+ — =0 2.97
S+ a2 — 20+ (1 ) (2+1H peLo0 o

onde uma constante de integragdo é escolhida em acordo com as condigdes (2.93). Essa

equacao pode ser integrada mais uma vez, e assim, obtemos

(1+a2)? (dp\* (1+a®)p 1+ a? U\ ,
RSl VAR (e I S ) S | T =
8 db v? al+0) + I+ 2

1+ a? 1+ a? U?
U2+ In(1 + 7 _7) _
( ) Y1) "

(2.98)
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Figura 2.4: Coordenadas definindo um “raio vetor” r e um vetor de onda k normal a
frente de onda mostrada esquematicamente por uma linha curvelinea. Esta linha de fase
constante ® = kr cos 4 pode ser encontrada na forma paramétrica.

onde as condigoes (2.93) também sao levadas em conta. Para um dado nimero de Mach
M = (1+ ~)U, a solugao solitonica depende apenas do parametro a. Essa equagao pode
ser facilmente resolvida numericamente de modo a encontrarmos solitons obliquos escuros

dentro do cone de Mach.

Em [3], o padrao de difragao externo ao cone de Mach foi determinado analiticamente,
e “ondas de navio” foram localizadas. O perfil de intensidade préximo ao obstéculo, para

x < 0ey=0, é escrito na forma

2 _ 1)1/2 —9J/ M2 —
op = 21/0,00\/7TEM D Cos (M — E) : (2.99)

oM+ 1)|z] 1+ 1

e as linhas de fase constante ® = kr cos i1, mostradas esquematicamente na Figura (2.4),
foram encontradas na forma paramétrica. Introduzindo coordenadas polares, as compo-

nentes dos vetores r (“raio vetor”) e k (vetor de onda normal a frente de onda), sdo da
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forma
4(1 )
T=Tcosy = (1+7) cosn(1 — M? cos 2n),
(2¢4/M?cos?n —1)3
4(1 P
y=rsiny = (1+7) sinn(2M?cos®n — 1),
(24/M?cos?n —1)3 (2.100)
k, = —kcosn,
ky, = ksinn,
onde
! <n< L (2.101)
— arccos — arccos — :
M= = e
e
& = —2c a0V M2 —1, (2.102)

ou seja, para um valor fixo de zy (valor de x quando y = 0), ao variarmos 7 na sua regiao

de validade, obtemos a linha (x,y) de fase constante.



Capitulo 3

Condensados de Bose-Einstein

A condensagao de Bose-Einstein (CBE) acontece quando um sistema de bosons é sufi-
cientemente resfriado e ocorre uma ocupacao macroscopica de um mesmo estado de uma
particula. Um critério geral para a ocorréncia da CBE, proposto por Penrose e Onsager
[80], diz que se um dos autovalores da matriz densidade de um um corpo é da ordem do
namero N de particulas do sistema, ha condensacao. Nesse caso, o correspondente auto-
vetor é o estado de ocupacao macroscopica. Se mais do que um autovalor é da ordem de
N, o condensado ¢é fragmentado; por outro lado, se nenhum autovalor da matriz densidade

de um corpo é dessa ordem, nao ha condensacao.

Evidéncias tipicas de tal fenomeno sao a superfluidez e a formacao de voértices. Ex-
perimentos com o *He liquido nos anos 30 demonstraram superfluidez e vértices [81].
Recentemente, experimentos no *He liquido tém buscado determinar a distruibuicao dos
momentos na fase Hell com espalhamento de néutrons [82]. Mas esses resultados ainda
nao sao conclusivos de que esteja ocorrendo CBE no Hell. Teorias para gases diluidos
homogéneos foram desenvolvidas no passado com intuito de descrever a superfluidez no

“He liquido (fase Hell).

A partir de 1995, vem sendo relizada experimentalmente a condensagao Bose-Einstein
em armadilhas atomicas, usando gases diluidos de 8"Rb [60], 2*Na [61], "Li [83, 62], 'H
[84]; e mais recentemente com **Rb [85, 86, 87] e “He metaestdvel [88, 89]. Esses expe-
rimentos permitiram uma verificacao direta da condensacao pela observacao de um pico

na distribui¢ao espacial ndo-homogénea em armadilhas atomicas [90]. Além disso, incor-
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porando momento angular ao condensado, verificou-se a formagao de vértices, fenomeno
intimamente ligado & superfluidez [91]. Essas e outras observagdes tem mostrado bom
acordo com a descrigao pela Eq. de Gross-Pitaevskii em temperatura nula (7' = 0) na

aproximacao de campo médio na forma

e - 2

h— =|——V "+ 1V, 1

ih—, 5 + Vewt + 9017 | ¢ (3.1)
onde ¥ = ¥(r,t), m é a massa do atomo, V,,; é um potencial externo de armadilha

e o termo de interacao de dois corpos foi aproximado por uma interacao de contato,

g = 4mh*a/m, e a é o comprimento de espalhamento &tomo-4tomo.

Para a > 0 (interagao efetivamente repulsiva), as solu¢oes para o estado fundamental
sao sempre estaveis. Com a < 0 (interagdo efetivamente atrativa), as solugdes serao
(meta-) estdveis até atingirem um nimero critico maximo, a partir do qual ndo hd mais

estabilidade [92, 93].

Um novo interessante aspecto da dinamica com interacoes atrativas foi a realizacao
experimental de s6litons brilhantes que se propagam no meio condensado [94, 95] . Sélitons
sao tipicamente objetos em que hé equilibrio entre dispersao e nao linearidade [96], e que
nao se deformam. Eles podem ser encontrados praticamente em todos os ramos da fisica,
como propagacao de ondas na agua, ondas luminosas em fibras 6ticas, ondas em plasma

e outros.

A formacao dos sélitons brilhantes foi tecnicamente relizada com &tomos de “Li,
iniciando-se com um condensado que possui a > 0. Em seguida, por meio de ressonancia
Feschbach, o comprimento de espalhamento foi tornado negativo, gerando um trem de soli-
tons. Esse processo ocorre muito rapidamente. Estudos analiticos e numéricos mostraram
que, em estagios iniciais, o soliton é formado devido a uma instabilidade modulacional

(97, 98, 99].

O estudo da formacao dos solitons sera feito através de simulagdes numéricas da equa-
¢ao de Gross-Pitaesvkii, na qual o potencial externo reunird as contribuicoes de um po-

tencial harmonico de confinamento e do potencial de um obstdaculo moével. A equacao de
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Gross-Pitaevskii sera derivada a seguir com base em Cohen-Tannoudji e Robilliard [100]

e nas notas de aula [101, 102].

3.1 Equacao de Gross-Pitaevskii independente do
tempo

Se considerarmos quanticamente uma unica particula no espaco tridimensional como
uma combinagao linear de dois estados ¢1(r) e ¢(r), ou seja, ¢(r) = c1¢1(r) + cada(r), en-
tao a probabilidade |¢(r)|* de encontra-la em r contém os termos cruzados c;ciéy (r)ds(r)+
c.c. 0s quais causam efeitos de interferéncia. Para um sistema com N particulas, esta si-
tuacao é mais complicada visto que, geralmente, a fun¢ao de onda ¢(ry,- - ,ry) definida
no espaco tridimensional desse sistema nao é fatorizavel. Porém, considerando o caso
particular dos condensados de Bose-Einstein, a descricao pode ser simplificada pela intro-
ducao da “onda de matéria macroscopica”’ no espaco tridimensional, com a qual a questao
da fase relativa e da interferéncia entre dois condensados pode ser investigada. Na usual
aproximacao de quebra de simetria, a onda de matéria “macroscépica” é simplesmente o

valor médio ¢(r) = (¢(r)) do operador de campo quéntico.

Para um sistema de atomos bosonicos, todos os observaveis possuem um nimero igual
de operadores de criagao e aniquilagao, o que significa que eles nao mudam o nimero total
N de bosons. De forma diferente dos fotons, atomos bosonicos nao podem ser criados ou

destruidos em um processo de interagao.

Para derivarmos a equagao de Gross-Pitaevskii (GP), vamos considerar que N bosons
idénticos estao confinados por uma armadilha descrita pelo potencial externo V,,;. Para
temperaturas proximas ao zero absoluto, dependendo desse potencial externo, eles se

condensam no estado fundamental do Hamiltoniano

=y [fgﬁv;ﬂ(fi)} R SN (3.2

i=1 i=1 j#i

onde o termo cinético é p = —ihV, U(|r; — rj|) é o potencial de interacdo de contato
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entre pares de bosons onde r; e r; sao as posicoes de cada par de particulas, e, como
nao devemos contar duas vezes a interagao entre cada par, explicamos a razao do fator
1/2. Em temperaturas muito baixas, isto é, quando o comprimento de onda de de Broglie
torna-se muito maior que o alcance do potencial de interacao, somente o espalhamento da
onda s entre pares de bosons permanece significativo, e podemos aproximar o potencial

de interacao por
47 h?

U(lr; —r;]) = gd(r; —r;) com g= a, (3.3)

onde a é o comprimento de espalhamento.

Para encontrarmos uma funcao de onda aproximada para o condensado na presenca
de interacoes entre as particulas, utilizamos o produto de Hartree como um ansatz para
a fungao de onda e variacionalmente otimizamos a funcao de onda ¢(r) para uma unica
particula. Trata-se da conhecida aproximagao do campo médio e é andloga a aproximacao

de Hartree-Fock para fermions.

A funcao de onda para um sistema de N particulas que estao em um mesmo estado
quantico é dada pelo produto da funcao de onda de cada particula neste estado, ou seja,

assumimos o ansatz

(W) = [o(1)) -+ [¢(2)) - - - [(N)) (3.4)

entao, para o caso de N particulas idénticas (um condensado de N bosons que interagem

fracamente entre si), ela é aproximadamente o produto de Hartree

\I/(I'l,rg,...,I'N) :Hgb(r,), (35)
onde a funcdo de onda, ¢(r), para uma tnica particula é normalizada,

(8l¢) = / ()P dr = 1. (3.6)

Na verdade, as interacoes provocam correlacoes e, mesmo em 7' = 0, podem haver confi-
guracoes onde atomos ocupam estados excitados, mas para gases diluidos a aproximacao

assumida é suficiente para uma boa descricao do condensado.
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Geralmente, o estado fundamental de H nao pode ser determinado com exatidao.
Porém, na auséncia de interacoes, todos os bosons estao no estado fundamental do Ha-
miltoniano de uma unica particula h= P?/2m+ Vo (t). Na presenca de interagoes fracas,
ainda podemos aproximar o estado fundamental de H pelo produto (3.5) onde todos os

bosons estdao no mesmo estado |¢).

A seguir, vamos derivar a GP com base no método variacional. Ao contrario do caso
de nao interagdo, |¢) ndo é mais o estado fundamental de h, e o estado que melhor se

aproxima do estado fundamental de H é obtido através do |¢) que minimiza o funcional

(V|H|Y)
El¢] = : (3.7)
(V)W)
onde a cada ¢, o funcional assume um valor.
Vamos calcular primeiro (¥|H|¥), o que resulta em
A h2
(O1E10) =N [ @) |- v )
2m (3.8)

S B2 [ e 6010 )0 (e = ¥ Doteotm)

Agora, procuramos pelo minimo de (U|H|¥) com a restricio (¥U|¥). Como ¢ a priori
¢ um numero complexo, podemos considerar as variacoes d¢ e d¢* de ¢ e ¢*, respecti-
vamente, como independentes. Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, o

estado fundamental aproximado |¥) deve satisfazer
5 [(\If|f]|\1/>] — (| =0, (3.9)

onde A é o multiplicador de Lagrange associado com a restrigao (V|¥) = 1.

Inserindo a expressao (3.8) na equagao (3.9) e cancelando os coeficientes de d¢*, en-

contramos

_%VQ + %mt(r)] <b(r) + (N — 1) [/ d3r/ U(|I‘ . r’\)\¢(r/)\2 <Z5(I') _ )\(b(l') <310)
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Essa ¢é a equacao de Gross-Pitaevskii independente do tempo, a qual descreve a evo-
lucao de cada boson em um potencial externo V,,; e em um potencial de campo médio

produzido pelos outros N — 1 bosons.

Para encontrarmos a interpretacao fisica do parametro A, o qual foi formalmente in-
troduzido como o multiplicador de Lagrange, multiplicamos a equacao (3.10) por ¢* e

integramos sobre r. Feito isso, obtemos

a= [ o [_%w V)| 00
+ (=) [[ @ 6w U - oo,

(3.11)
. d - (U|H|¥) d¢
A—(V|H|V) = —(V|H|V) — ——— ——.
o (w0 = o) - LU 26
=0
Entao, A = %(Wﬁ |W), representa o potencial quimico, o qual daqui por diante serd

denotado por pu.

Podemos simplificar a equagao (3.10) se substituirmos o potencial de interagao (3.3)
descrito anteriormente. Também podemos supor que N > 1, o que nos permite fazer a
substituicao de N — 1 por N. Com isso, obtemos a equacao GP na forma

4 Vo) | 0(2) + N g 0(") P 6(06) = o). (312)

Geralmente o fator N é removido se mudarmos a normalizacao de ¢ usando ¥(r) =

VRG().

3.2 Equacao GP dependente do tempo

Derivamos, na secao anterior, a equacao GP estacionaria, a qual fornece a funcao de
onda do estado fundamental e a energia. Agora, investigaremos a dinamica de condensados
sob a agao de potenciais externos e, para esse fim, derivaremos a equacao GP dependente

do tempo com base na minimizacao da a¢ao. Podemos escrever o funcional da agao, S[¥],



3. Condensados de Bose-Einstein 46

da func¢ao de onda de N bosons como

S| :/dt/ dry - -dry U <m%—ﬁ) 0. (3.13)

Para uma tunica particula, podemos escrever a acao como
t2 . .
Ste)= [ dt [ ar£(0,6%,6,6 Vo, V), (3.14)
t1

onde qb = 0¢/0t. Assumindo que ¢ desaparece nos limites espaciais de integragdo e que
as variagoes satisfazem d¢(t1,7) = d¢(to, r) para todos os pontos r, deriva-se as equacoes

de Lagrange para o Lagrangiano,

0 oL 8£—V-< oL ):0’ (3.15)

“9tog 0o IV o

onde o tltimo termo do lado esquerdo da equagao é > iy 0; ( 8(325*) ) Para uma tnica
17 J

particula sob a agao de um potencial externo,
£=i5 (6°6=6"0) = 5=V Vo = 6" Vaulr, )0, (3.16)

Com este Lagrangiano, podemos calcular os termos

oL h

= — il 3.17a
=~ —igo (3.172)
oL h .
= i—¢ — 1
o~ g®  Vemt, (3.17h)
oL h?
=——Vo. 3.17
Vo~ am Y (3.17c)
Substituindo os termos (3.17) na equagao de Lagrange (3.15), obtemos a equacao de
Schrodinger
'hggb— h—2V2¢+V o) (3.18)
oY T Tom et '

No caso de muitas particulas, a acao e o Lagrangiano podem ser generalizados para N
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particulas que dependem de V. ¢, onde r; é a posicao da i-ésima particula e a integracao
dentro da acao que ¢ calculada sobre todas as posi¢oes das particulas [ dry---ry. Entao,

para NN particulas, a equagao de Lagrange é

0oL  IL oL
- — V,, - =0, 3.19
o a5 (ov.5) @19
com a funcdo de onda de muitos corpos ¢(ry,...,ry,t). E, para N particulas sob a acado

de um potencial externo,

£=ig(vo- w)——ZVnww z¢* S D D W CEIT
i=1 j#i
(3.20)

Aplicando o Lagrangiano (3.20) em (3.19), obtemos a equagao de Schrodinger para

muitos corpos, a qual esperavamos
m =——ZV ¢+varz, )6 + 5 ZZU (ri—1j)6.  (3.21)
1=1 j#i

Para derivarmos a equagao GP dependente do tempo, devemos tomar o mesmo ansatz

que escolhemos no caso independente do tempo, ou seja,

(b(rlu ro,...,In, t) = (,0(1'1, t) QO(I'Q, t) e @(rN7 t) (322)
de modo que
N
; 0 iut
derrs, et = 3 gten ) 28y (3.23)

Queremos uma equagao somente sobre ¢(r,t). Para obté-la, multiplicamos os termos

do lado esquerdo e direito da equagao por [ vazl dr;¢*(r;,t) e usamos a restricdo de

que [dr;lp(r;,t)]* = 1. Com esse procedimento e com a aproximacao do potencial de
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interagao na forma (3.3), obtemos a agao total

o= [ o5 (o

6 D¢ B2
T - 5V ) Veln)

(3.24)

Vel )l( O = SN = Dglo(r, o)

A acao de um sistema de muitos corpos com N particulas reduziu a N vezes a acdo de um
sistema com apenas uma particula, ou seja, trata-se da teoria do campo médio. Usando
a agao (3.24) e as equagoes de Lagrange (3.20), e novamente considerando que N > 1,

obtemos a equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo,

8¢ h?

iy = =5 =V, ) + Vear(x,0) (1) + N g[o(x, 1) o (x, 1), (3.25)

Com a substituicao

o) = otr)exp (20 (3.26)

obtemos novamente a equagao GP estacionaria. Vamos, porém, reescrever a equagao

(3.25), fazendo a substituicao ¥(r,t) = vV N¢(r,t). Com ela obtemos

i = | =—V? 4 Vou + g [¥)?

o (3.27)

o |

Sem o potencial externo, podemos facilmente adimensionalizar a equagao (3.27) com

a seguinte mudanca de varidveis

h
v=210y, y=vyly, 2=721, = \/51//18/2 com ly=1/—, (3.28)
m
assim a GP adimensional, omitindo os primos, toma a nova forma

s

2 2 _
i5ts V b — |2 = 0. (3.29)
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3.3 Semelhanca entre GNLS e GP

Antes de analisarmos a semelhanca entre as equagoes GNLS (2.55) e GP (3.27), con-
sideremos o caso de nao haver um potencial externo. Assim, a GNLS adimensional pode

ser escrita na forma
oy 1
! 0z + 2 ¥

Kl
1+ 7|92

Vamos escrever a equacao GP (3.29) em duas dimensoes,

¥ =0. (3.30)

1

g+ V24 — |2 = 0. (3.31)

Dessa forma, fica evidente que se v — 0 na equagao (3.30), ela se torna a equagao NLS
e fica igual a equagao GP (3.31). Entao, podemos fazer uma analogia entre um sistema

éptico nao-linear e um sistema com atomos frios de acordo com a tabela (3.1).

Sistema 6ptico nao-linear Sistema de Atomos frios

Equacao nao-linear de Schrédinger Equacao de Gross-Pitaevskii
|4]? = intensidade da luz |4)|? = densidade de probabilidade

propagacao no espago evolugao no tempo

difracao espalhamento da energia cinética

termo de interacao nao-linear termo de interacao nao-linear

autodefocalizador efetivamente repulsiva
do tipo Kerr do campo médio

Tabela 3.1: Analogia entre meios 6pticos e condensados de Bose-Einstein.

Enquanto que no sistema éptico podemos interpretar |¢|? como a intensidade da luz, no
sistema de atomos frios esse termo € a densidade de probabilidade. E importante notarmos
que no sistema 6ptico temos o caso estacionario com a propagacao na coordenada espacial

z, enquanto que no sistema de atomos, temos a evolucao temporal no espaco bidimensional.
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3.4 Condensados dipolares

Recentemente, também foi realizada a condensagao de Bose-Einstein do 52Cr [103], que
foi alvo de intensa pesquisa, ja que as interagoes dipolares geram mudancas significativas
tanto na forma do condensado como nas suas propriedades fisicas. A funcao de onda das
particulas desse condensado também é descrita pela equacao de Gross-Pitaevskii, porém,

com a adi¢ao de um termo de interacao dipolar

ih

8 ’ h2 / / /
wg; 0 _ —%VQ+%mt<r)+g|¢(r,t)|2+/dr Vaa(r — )| (x', )2 ¥(r,t) (3.32)

onde o potencial Vy, de interacao dipolar tem a forma

1 —3cos?6

Vdd(r) = d2 3

: (3.33)

na qual, d é o momento de dipolo, r é a distancia entre os dipolos e 6 é o angulo entre o

vetor r e o eixo do dipolo, o qual escolhemos alinhado ao longo do eixo z da armadilha.

3.5 Condensados confinados na presenca de um obs-
taculo movel

O potencial externo V., = Vipap+Vops retine as contribuicoes do potencial do obstéculo,

Vs, € do potencial harmonico
1 2.2 2.2 2.2
Virap(r) = §m(wm T+ w, Yt w2, (3.34)

onde m é a massa do dtomo e w,, w, e w, sao as frequéncias de confinamento. Esse

potencial harmonico modela a armadilha magnética que confina o condensado.

O obstéculo é modelado com a adi¢ao nas equagoes (3.27) e (3.32) do potencial do

obstaculo,

(3.35)

_ t2 2
Vops(2,y) = £Aexp [—(x i)ty }

205
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que experimentalmente corresponde a aplicacao de um feixe de laser que atravessa o
condensado com uma velocidade v constante ao longo da coordenada x, onde A é a
amplitude da Gaussiana e py é sua largura. Quando A > 0, ou seja, o obstaculo é
repulsivo, esse feixe afasta os dtomos para criar uma condicao de movimento semelhante
a de um objeto macroscopico massivo. Quando A < 0, o obstaculo é atrativo, porém, esse

nao sera estudado nesta tese.

Estamos interessados no caso de condensados estaveis puramente dipolares, ou seja,
condensados em que podemos desprezar o termo de interacao de contato pois o compri-
mento de espalhamento é reduzido a zero. Pfau et al. [104] constataram que, para isso

acontencer, devemos ter uma armadilha na forma de “pizza” onde w, = w, e w,/w, > 5.2.

3.6 Equacoes de conservacao e teorema virial

A equacao que corresponde a conservagao da massa é a seguinte

onde

2h (U* 0,0 — WO, ), (3.37)

?

p=mU*Vv e J

sao a densidade de massa e a corrente. A velocidade é definida como

v =

h
Ji_ Mo, (3.38)
pm

onde ¢ é a fase do campo V.

O funcional de energia, considerando o termo de interacao dipolar, tem a seguinte

forma:
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E[\I/] = Ekln + Etrap + Eint + Edip + Eobs
n? 2 2 g 4
= % |V\I/| dr + ‘/trap |\II| dr + 5 |\II| dr (339)

1
+ 5/Vdip |W|* dr + /ngs |W|? dr.

Note que as integrais acima sao respectivas a cada tipo de energia. O potencial quimico

1 é calculado da mesma forma que a energia, porém, com um fator 2 no termo Ej,;.

O teorema virial tridimensional independente do tempo para condensados confinados
com interagao de contato e interagdo de dipolo-dipolo foi deduzido em [105]. Podemos
mostrar que esse teorema dependente do tempo, na presenca de um obstaculo movel, é

escrito como:
o<r-p>

81‘; = 2Ek2n — 2Etrap —|— 3Elmg —|— 3Edip - Eébs y (340)
onde o operador p = —ihV, r = (z,y, 2), e
B, - / T (r- Vi) U dr. (3.41)

3.7 Forca de arrasto

Considerando o condensado em repouso e um obstaculo que passa por ele com veloci-
dade v, uma forca de arrasto leva a transferéncia de energia para o condensado. A taxa

dessa transferéncia de energia é dada por

dE

E = Far?"astO - V. (342)

A forga de arrasto F, na direcao da coordenada z, instantanea por unidade de com-
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primento, pode ser calculada de trés formas diferentes:

Fm(t):+/QdeW+% {/QdQJm(t)}

_ /dea(Vobs/m) (3.43)
Q ox

_ 148

Cwdt’

onde €2 define uma regiao do fluido que cerca o obstaculo.



Capitulo 4

Métodos numeéricos

A maioria das equacoes diferenciais presentes nesta tese estao na forma da equacao
NLS, a qual pode ser resolvida numericamente através de uma série de métodos diferentes.
Dependendo do sistema fisico envolvido e das condicoes iniciais do problema, opta-se por
um ou por outro método. De qualquer forma, ao estudarmos a dinamica do sistema,
utilizaremos apenas métodos em que haja conservacao da norma, ou seja, nas quais o

nimero de particulas do sistema seja conservado.

Muitas vezes, quando lidamos com apenas uma dimensao, o fator tempo de execucao
nao costuma servir de base para a escolha do método ou ser um fator restritivo. Porém, ao
estudarmos a evolucao de um sistema em duas ou mais dimensoes, o tempo de execucao

pode limitar bastante as possibilidades de sucesso em um célculo.

Os métodos que costumam ser mais rapidos, geralmente envolvem o uso da transfor-
mada rapida de Fourier, a FFT (fast Fourier transform) [106], em uma, duas ou trés
dimensoes, ou as vezes, a transformada de Hankel [107], que reduz duas dimensoes a uma

dimensao quando h& simetria cilindrica.

Estudos com métodos de diferencas finitas (Crank-Nicolson) jéd vém largamente sendo
empregados pelo nosso grupo. Entretanto, para a geracao de solitons em uma dimensao,
métodos espectrais se mostraram mais confiaveis devido aos altos valores das derivadas,
fato percebido ao longo da investigagao em [30]. O método de Crank-Nicolson serd utili-

zado apenas em alguns cédlculos bidimensionais e para a comparacao de resultados. Uma
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descri¢ao detalhada do método pode ser encontrada em Barros [108].

Resolveremos a equacgao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo em trés dimensoes,
e sem simetrias, pois no sistema havera a presenca de um obstaculo que passara por
um condensado de Bose-Einstein confinado. Esse tipo de calculo pode levar semanas
de processamento nos computadores atuais. Por esse motivo, escolhemos um método
espectral que utiliza FFT para obtermos resultados confidveis mais rapidamente. Esse
método chama-se split-step FF'T, e, em meios Opticos, também é chamado de método da

propagagao do feixe (beam propagation method), o qual serd descrito a seguir.

Para estudarmos a evolucao temporal de um condensado, partimos do seu estado
fundamental. E para calcularmos esse estado, utilizaremos o método da evolucao no
tempo imaginario ou o método dos gradientes conjugados, os quais também serao descritos

a seguir.

A evolucao no tempo imaginario sera feita com métodos espectrais, e como o estado
fundamental no problema tridimensional possui simetria cilindrica, temos entao apenas as
coordenadas radial, p, e axial, z. O termo de dispersao correspondente a coordenada axial
serd resolvido com FFT . O termo radial serd executado com a transformada de Hankel e
os termos harmonicos e nao-lineares serao adicionados com split-step. Os resultados serao

comparados com aqueles obtidos apenas com FFTs.

4.1 Split-step FFT
Em uma dimensao, a equagao de Schrodinger é

Lop(x,t)  h? 0%Y(t)

= (T + V)w(l‘a t),

na qual m ¢é a massa da particula, T é o termo de energia cinética e V é o potencial. Em

mecanica quantica, T e V sao operadores.
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Essa definicao ¢é valida para operadores em geral, inclusive os nossos operadores T e

V. Com ela, uma solugao formal da equagao (4.1) é escrita como

W(x,t) = e_i(TJFV)(t_t“)/ﬁ@Z)(x, to)- (4.2)

Por conveniéncia, definimos §; = t — ¢y, de modo que a evolugao temporal da fungao

de onda é dada por

Y(x,t) = e TV o)1 1,). (4.3)

Portanto, podemos obter a func¢ao de onda ¢ (x,t) em qualquer tempo ¢ a partir de um

valor conhecido de ¥(z,ty) em um ¢, inicial.

Dada a definicao da exponencial de um operador

1 1
eA:1+A+§AA+§AAA-.-, (4.4)

podemos mostrar que o produto de duas exponenciais

eheB = eC, (4.5)
é valido se, e somente se, o operador
1 1

no qual, o comutador dos operadores A e B é definido como

[A,B] = AB — BA. (4.7)

Essa afirmacao é conhecida como o teorema de Baker-Campbell-Hausdorff, e é muito

A B _ A+B

util quando os operadores A e B comutam pois obteriamos exatamente e

Porém, trataremos de situacoes em que A e B nao comutam; e, para isso, subtraimos a
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exponencial
A2 A3
ANATE) — 1+A(A+B)+§(A+B)2+§(A+B)3+--- (4.8)
pelo produto das exponenciais
[ A\ A [AN? A2
MEABAZ I N (T )+ () + 1+A(B)+ = (B’ +
2 20\ 2 2!
m - (4.9)
LA (A) 1A 2 -
2 20\ 2 ’
nas quais A é um parametro, de modo a obtermos
e)\(AJrB) — e)\A/Qe)\Be)\A/2 + O()\3) (410)
Utilizando essa relacao, podemos escrever
I THVION y o=iVOe/20 =it/ =iV Gt/2N (4.11)

a qual produz um erro da ordem de &7. E, utilizando a aproximagao (4.11) na equagao

(4.3), obtemos

w(l,’ t) ~ e—z‘V(St/2ﬁ€—iT6t/he—iV6t/27i w(l,’ tO)- (4.12)
Definimos, agora, uma quantidade intermediaria, ¢(z), como
¢(x) = eV Y (x, 1), (4.13)

na qual, por enquanto vamos supor que V. = V() e, em seguida, determinamos o resultado

da exponencial da energia cinética operando em ¢,

e~ o/l (). (4.14)

No espago das coordenadas, este ¢ um termo perturbador. Ele contém o operador §%/0x?,

exponenciado. Mas, no espaco das transformadas, poderemos calcular a derivada mais
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facilmente. Para isso, precisamos de ®(k), a transformada de Fourier de ¢(z), a qual é

convenientemente definida como

1 > —ikx
B(k) = Fp(o)] = 7= | otarea, (4.15)
e a transformada inversa
o(z) = F L[@(k)] = \/% / Z d(k)et™ dk, (4.16)

entao,

eszét/h ) = eszét/h / O(k €+zk:v dk
e =/ o

1 o —iTé  (—1)*TTé? Vike
- \/%/OO O (k) <1 + 3 + 72 +---)e dk (4.17)

1 00 1212 1 / —ih2k2? 2 _
ST HL’“M_(M) +]d,€
V2T J—o0o

2mh 2! 2mh
e ao introduzirmos o termo de energia cinética na forma

h?k?
T(k) = 4.1
(="", (118)
obtemos
» 1> —iT(k)o, 1 [(—iT(k)6,\” 4
iTo:/h _ ) 1 t - t . +ikx
e o(x) Nz /_OO (k) |1+ — T3 <7h + e dk
L[ irtsm k (4.19)
= — e G (K) et dk
V2T /_oo
—F [e—z’T(k)ét/h @(k)]
Reorganizando os termos, obtemos a func¢ao de onda, ¥ (z,t), na forma [106]
w(l,’ t) ~ e—iV(m)ét/Zﬁf{e—iT(k)(St/ﬁ J,—_~—1 [e—iV(m)ét/Qh w(l,’ to)]} + 0(5?) (420)

Na pratica, o método transforma a exponencial do operador cinético em uma simples

multiplicacao escalar por exp(—iT(k)d;/h), e pode ser usado na seguinte forma em trés
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dimensoes,
77/)(1', t) ~ e—iV(r)(St/Zﬁ -F3D {e—iT(k)(St/h fg_[; [e—i\/(r)ét/% 77/)(1', to)]} + 0(5?)’ (4.21)

na qual, os simbolos F3p e fg_[} representam as transformadas de Fourier direta e in-
versa, respectivamente, nas trés coordenadas. A evolugdao converge para um valor de &;

suficientemente pequeno.

Na discretizacao do problema, é de grande ajuda a relacao entre 6, e Jy,

2

5k:N—5x’

(4.22)

na qual, N é o numero de pontos da grade, e d, e d; sao os espacamentos constantes entre

os pontos nos continuos x e k.

No caso da equacao nao-linear de Schrodinger, podemos resolvé-la numericamente se
utilizarmos V = |¢(x,)|* e, analogamente, podemos resolver vérias outras equacoes
diferenciais parciais. Por exemplo, para resolvermos a Gross-Pitaevskii com o termo de

interacao dipolar, interacao de dois corpos e um potencial externo, utilizaremos

V = V(1) + gltp(r, to)|* + /dr’Vdd(r —1)|w(r', t)|?, (4.23)

na qual, o potencial externo, V,,;, € um potencial harmonico que confina o condensado,
e o calculo do termo de interacao dipolar pode ser simplificado usando o teorema da

convolugao.

Para o célculo do termo de interagao dipolar, seguindo [109], vamos considerar que em

um dado tempo t, a densidade por particula em r é

n(r) = [ (r)f*, (4.24)

e o potencial dipolar (3.33), adimensional, é

322 /r* — 1
r3 )

Vaalr) = (4.25)
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Vamos considerar que (k) e Vyy(k) sdo, respectivamente, suas tranformadas de Fourier

(k) = / dr e T n(r), (4.26)

e [109]

) 1 4
Via(k) = g(gkg/kz 1) = ?”(3 cos?a — 1), (4.27)

na qual, a é o angulo entre k e a coordenada z. Note que essa tultima expressao foi
calculada analiticamente e, para isso, foi feita uma expansao de exp(ik - r) em séries de
harmonicos esféricos e funcoes de Bessel. Nessa expansao, apenas o termo Y o contribui.

Com essas expressoes, e utilizando o teorema da convolucao, obtemos

/ dr'Vyg(x — 1) ih(x')|* = / dr'Vya(r — v')n(r') = F5p [Via(k) n(K)]. (4.28)

Como vantagens desse cédlculo, temos um termo calculado analiticamente e o uso da

FFT, a qual é mais rdpida que uma multiplicacao matricial em trés dimensoes.

4.2 Estado fundamental: métodos da evolugao no
tempo imaginario e dos gradientes conjugados

Analiticamente, o estado fundamendal de um condensado de Bose-Einstein pode ser
obtido na aproximacao de Thomas-Fermi, a qual descarta por completo o termo cinético.
Embora produza um resultado razoavel, ao compararmos a dinamica de um condensado
partindo dessa aproximacgao com a que parte de um estado fundamental calculado de forma
mais precisa, obtemos na maioria das vezes, resultados muito diferentes, principalmente
quando o tempo de evolucao temporal é longo. Para evitarmos esse tipo de problema,
utilizaremos dois métodos diferentes, preferencialmente o método dos gradientes conjuga-
dos, por ser extremamente mais rapido que o método da evolucao no tempo imaginario,

e por ser, em geral, mais preciso.
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4.2.1 Propagacao no tempo imaginario

De acordo com Susuki [110], dado um sistema governado por uma equacao de Schro-

dinger dependente do tempo

Oy

iy = Hq, (4.29)

na qual A = 1, a funcao ¥ pode ser expandida em termos dos autoestados na forma
=Y aid, (4.30)
=0

sendo ¢q o estado fundamental. Quando o tempo ¢ é substituido por um tempo imaginario

a, na forma t — —ia, temos

()
S0 —Hi(a), (4.31)
cuja solucao formal é
Y(a) = e 0), (4.32)

desde que a Hamiltoniana seja independente do tempo.

A evolucao no tempo imaginario permite calcular o estado fundamental notando-se

que

= — o, (4.33)
0

ou seja, € possivel chegar ao estado fundamental fazendo uma evolucao no tempo imagi-
nario com o — oo. Isso pode ser provado se assumirmos que, ao escrevermos ¥ (0) em
termos da equagao (4.30), teremos ag # 0, ou seja, haverd uma componente nao nula do
estado fundamental na funcao de onda inicial. Assumindo esta condicao, escreveremos a

energia média na forma

E(a) = (Y(a)|H|p(a))
(W(a)[y(a))
~ Eo+ 32 Bie BB g /gl
1 eralBiEa; /ag|?
>y (Bi — Eg)e > FimFo)|q; [ay|?
L+ 3702, e 2elEi=Eoa; [ag|?

(4.34)

= Ep+

Z E07

de modo que E(«) tende a Fy quando a — oo.
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4.2.2 Gradientes conjugados

Uma forma de utilizagdo do método dos gradientes conjugados para a obtencao do
estado fundamental é a minimizacao do funcional da energia, por exemplo, o funcional da
energia (3.7), através de sucessivas minimizagoes de linhas ao longo de diregoes otimamente
escolhidas [111]. Uma descrigao detalhada dos gradientes conjugados pode ser encontrada

em [112).

Intimeras variacoes do método foram desenvolvidas, porém, utilizaremos a desenvol-
vida por Yang [113], a qual utiliza também o método de Newton. O método de Yang
provavelmente se tornara padrao para a obtencao do estado fundamental, visto que é
muito rapido se comparado aos demais; é muito robusto, é confidvel; e, produz resultados
muito precisos. No trabalho de Yang, encontramos tanto o algoritimo quanto o cédigo
computacional que resolve a equagao NLS bidimensional com potenciais peridédicos. Com

isso, modificamos o cédigo de modo a obtermos o estado fundamental de condensados.



Capitulo 5

Resultados numéricos

Apresentaremos, neste capitulo, a discussao dos principais resultados obtidos no estudo

da formacao de solitons em meios épticos e em condensados.

5.1 Em meios 6pticos

Os principais resultados obtidos em meios 6pticos sao a formagao de sélitons, vortices,

o surgimento de ondas de choque e “ondas de navio”.

5.1.1 Caso unidimensional com um “degrau” em fundo uniforme

Podemos comecar pelo tratamento das ondas de choques descritas pela equagao GNLS,
em uma dimensao, com distribuicao inicial de intensidade e vetor de onda transverso na

forma

> 1 ara x <0,
pz,0)=4 7 P w(z,0) = 0, (5.1)
1 para x > 0;

Na Figura (5.1), mostramos o decaimento da descontinuidade inicial da intensidade da
luz num feixe propagando-se através de um cristal fotorrefrativo, com a formacao de um

choque dispersivo causado pelo balanco entre os efeitos dispersivos e nao-lineares.
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Figura 5.1: Evolugdo de um pulso inicial na forma de degrau, Eq. (5.1), com py =
5ep =1, para o caso de 7 = 0.1. A estrutura geral confirma a formacao de uma
onda de rarefacao, um choque dispersivo, e um estado intermediario constante no meio.
A intensidade p~ = 2.466, calculada de acordo com a equagao (2.82), coincide com o
resultado numérico para a intensidade do estado intermediario. As coordenadas das bordas

da onda de rarefacao em ¢ = 32, calculadas analiticamente, sao iguais a z; = —47.7,

r{ = —9.02 para a onda de rarefagdo, e x, = 42.57, z; = 99.52. Podemos ver que

concordam muito bem com o os resultados numéricos. Ondas de pequena amplitude em
torno de x = —50 correspondem a “resolugao” linear dispersiva da descontinuidade fraca
ocorrendo na borda direita da onda de rarefacao.

Na Figura (5.2), construimos a dependéncia de p~ e u~ sobre o parametro de saturacao
7 e obtivemos um 6timo acordo numérico com as equagoes (2.82) e (2.83), baseadas na
condicao de salto da “onda simples”, a qual é aplicavel para valores nao muito grandes de

p~ (S 4), de modo que a formagao de um ponto de vicuo nao ocorra.

Como p~ aumenta com o crescimento de pg, tornando-se maior que a intensidade critica
P =~ 4, a Eq. (2.83) ndo fornece mais os valores de u~ compativeis com o valor deter-
minado de p~, de modo que é gerado apenas um unico choque dispersivo que se propaga
para a direita; isso é ilustrado pela Figura (5.3), onde uma nova regiao “intermediaria”
de fluxo constante parece estar se formando, a qual se iguala com o choque dispersivo
propagando-se para a direita. Enquanto isso, outro choque dispersivo estda aparentemente

se formando para a esquerda deste novo constante estado, que se igualara com py.
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Figura 5.2: Dependéncia dos valores intermediérios (linhas sélidas) da intensidade (a) e
do vetor de onda transverso (b) sobre o parametro de saturagao -y para valores fixos dos
parametros iniciais de descontinuidade: py = 5, ug = 0 paraxz < 0e pt =1, ut = 0 para
x> 0em z = 0. Os valores calculados numericamente sao representados por pontos.
Surpreendentemente, nesse caso da formagao da onda de choque dispersiva a partir
de um pulso com grande amplitude, encontrou-se em [2] que a transi¢cdo entre o novo
estado intermedidrio constante e p = 1, agora satisfazem uma condicao cldssica de salto
do choque, a qual segue de um equilibrio da “massa” e do “momento” através do choque,
da mesma forma que ocorre nos choques dissipativos classicos. Usando as equagoes (2.68)

sem dispersao representadas numa forma conservativa encontrou-se em [2] que as condigoes

formais de salto do choque produzem a dependéncia

u = V2p — 1) (5.2)

Vi + DA +) 1 +7)

Checamos que a dependéncia (5.2) é de fato muito bem satisfeita para p~ > 4. O
mecanismo fisico que sustenta o aparecimento das condigoes de choque classicas em um
sistema sem dissipacao tal como o (2.65) ndo é bem claro no momento. Notamos que
um efeito similar do aparecimento da condicao classica de salto do choque através de um
choque dispersivo em expansao foi observado recentemente em [114] para ondas superficiais
de dgua com grande amplitude (undular bores), modeladas pelo sistema Green-Naghdi,
que também nao é integravel pelo método IST. Ao mesmo tempo, sabe-se que para choques
dispersivos descritos pela equacao NLS integravel, a condi¢gao de salto da onda simples

é satisfeita exatamente para todos os valores do salto inicial da intensidade. Isso segue
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Figura 5.3: Choque dispersivo evoluido a partir de um pulso na forma de degrau, com
p~ e u~ relacionados pela condicao de salto da “onda simples”, para valores grandes de
p~ = 10, muito maior que p~ = 4. A ocorréncia de um ponto de vacuo entre x = 100
e x = 150 é encontrada. Um novo estado intermedidrio constante é formado na regiao
detras do choque dispersivo, mostrando que a condi¢ao de salto da onda simples (2.83)
nao previne mais a formacao da segunda onda para valores grandes de p~.

da solugao de modulagdo completa ([23, 29, 10]), e também é confirmada por nossas
simulagoes numéricas. Entao, é possivel que o fendomeno descrito pelo aparecimento de
condigoes de choque classicas constitui uma manifestacao especifica da nao-integrabilidade

em sistemas dispersivos sem dissipacao, o que ainda esta para ser explorado.

A seguir, estudaremos a formacao de sélitons escuros gerados por uma perturbacao na

forma de um “buraco”.

5.1.2 Caso unidimensional com um “buraco” em fundo uniforme

Consideremos uma evolugao assintotica do decaimento em larga escala

p(x,0) = po(x) <1, wu(z,0) = up(x); po(x) = 1, wuo(z) -0 para |z]— oo,
(5.3)
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Figura 5.4: Perfil de intensidade em z = 100 evoluido de um pulso inicial, Eq. (5.4)
(linha pontilhada), com perfil inicial de u(z) calculado de acordo com (5.5), com v = 0.2.
Apoés a quebra da onda e formacgao de um choque dispersivo, o pulso evolui para um certo
numero de sélitons escuros. A propagacao de alguns solitons para a esquerda é causada
pela formacao de um ponto de vacuo em um estégio intermediario da evolugao.

de uma distribuicao inicial

e a distribuicao inicial do nimero de onda transverso calculada de acordo com a equacao

uo(z) = %(arctan Ypo(x) — arctan \/v), (5.5)

ou seja, consideramos a formacao de uma onda de choque dispersiva que se propaga para

a direita, a partir do perfil (5.3), satisfazendo uma restrigdo adicional da onda simples

(2.83).

A evolugao desse pulso de acordo com a equacao (2.55), com v = 0.2, é ilustrada pela
Figura (5.4) onde o perfil de intensidade é mostrado em z = 100. Como vemos, apds uma
quebra na onda e a formacao de um choque dispersivo, este pulso eventualmente evolui
para um certo nimero de sélitons escuros. O aparecimento de sélitons que se propagam

para o lado esquerdo nao contradiz a restricao unidirecional garantida pelas condicoes
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iniciais da onda simples (5.4) e (5.5). Ele ocorre devido a relativamente alta amplitude
da perturbagcao inicial (5.4), a qual provoca o aparecimento de um ponto de vicuo em um

estdgio intermediario da onda de choque dispersiva, e assim os solitons se formam.

As simulagoes numéricas da equagao GNLS mostraram o decaimento de (5.3) em dois
grupos de sélitons escuros propagando-se em diregoes opostas, o que é consistente com
a natureza dessa equacao na descricao de tal propagacao. Para v = 0, a dinamica é
descrita pela equacao NLS integravel, e os parametros do soliton sao encontrados a partir
da regra generalizada de Bohr-Sommerfeld [27]. No presente caso da equacao GNLS
(2.65) nao-integravel, esses parametros podem ser obtidos através de uma extensao do
método de modulacao, o qual é utilizado na obtencao dos parametros da onda de choque
dispersiva para casos quando a distribuicao inicial corresponde a solucao da onda simples
das equagoes sem dispersao; isto é, uma das invariantes de Riemann (2.69) é supostamente

constante.

Essa extensao foi desenvolvida em [115], no contexto das ondas nao-lineares super-
ficiais de dgua, e foi utilizada em [2] na derivacao da férmula para o numero total de
sélitons que resultam de uma perturbagao inicial (5.3). Nessa derivacao, foi assumido que
a perturbacgao inicial inteira eventualmente se transforma em sélitons (fato conhecido no
caso da equacao NLS integravel, e agora também confirmado pelas simulagoes numéricas
da equagao GNLS). Em seguida, foi aplicada a teoria geral da modulagao na descri¢ao
da formacao de uma onda de choque dispersiva em um estagio intermediario, e entao, foi

encontrado um eventual estagio de trem de sélitons quando z — oo.

5.1.3 Caso bidimensional com um “obstaculo” em fundo uni-

forme

Nas Refs. [10, 17], a teoria de choques dispersivos que evoluem a partir de um pulso
inicial na forma de degrau, de acordo com a equagao NLS (2.58) (y = 0), foi usada para a
explicacao qualitativa de choques dispersivos com outras geometrias em situacoes fisicas

concretas (veja também [30] onde a teoria NLS da quebra da onda também foi usada para
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Figura 5.5: (a) Perfil de densidade do padrao de intensidade evoluido a partir de uma
distribuicao inicial na forma de faixa, Eq. (5.6), com v = 0.1 e z = 10, (b) Corte do perfil
em y = 0.

a descrigao de choques dispersivos em condensados de Bose-Einstein). De forma seme-
lhante, a teoria desenvolvida em [2] de choques dispersivos em meios fotorrefrativos pode
ser usada para a descricao de experimentos na geracao de choques obtidos opticamente.
Tais experimentos foram descritos em [15, 17] e aqui apresentamos alguns resultados ba-
seados nas solugoes numéricas da equagao para meios fotorrefrativos (2.55) com condigoes
iniciais semelhantes as distribuigoes iniciais de luz dos trabalhos experimentais menciona-

dos (resultados semelhantes de simulagoes numéricas foram apresentados em [17]).

Em [17] a distribuigao das intensidades de saida sdo apresentadas para distribuigoes
iniciais na forma de faixa, de um circulo, e dois circulos separados. Fizemos simulagoes
numéricas com condigoes iniciais semelhantes. Na Figura (5.5) apresentamos um grafico
de densidade do padrao de intensidade evoluido de acordo com a equagao (2.55), com

v = 0.1, a partir de uma distribuicao na forma de faixa dada pela férmula

1+4+5(1—2%/25)%%  para |z| <5,
ple) = (5.6)
1 para x| > 5,

que aproxima com boa precisao os valores constantes de intensidade dentro e fora da
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Figura 5.6: (a) Perfil de densidade do padrao de intensidade evoluido a partir de uma
distribuicao inicial circular, com v = 0.1 e z = 10, (b) Corte do perfil em y = 0.

faixa. Um grafico similar de densidade para uma distribuicao inicial circular é mostrada
na Figura (5.6). Como vemos, em ambos os casos o hump inicial quebra com a formagcao
de choques dispersivos: na geometria em forma de faixa temos dois choques propagando-se
em direcoes opostas e na geometria circular temos um choque dispersivo na forma de anel

expandindo-se na direcao radial.

Na Figura (5.7), uma interagao entre duas ondas de choque circulares é mostrada. E
notavel que, mesmo no caso nao-integravel da propagacao em um meio fotorrefrativo bidi-
mensional, o choque dispersivo nao-linear de ondas é bastante robusto e nao produz ondas
intensas na regiao de sobreposi¢ao, ao menos para v = 0.1. Na regiao de intensidade nao-
uniforme, sélitons circulares refratam mas nao decaem em outras ondas. Esse é um tipo
de cenario que é esperado em um sistema com v = 0 descrito pela equacao NLS integravel
onde a interagao de dois choques dispersivos geram a formacao da regiao de uma onda
modulada com duas fases descrita pelo sistema correspondente [28]. Enquanto nao estiver
disponivel a descrigao analitica das ondas nao-lineares com muitas fases na equacao fotor-
refrativa (2.65), podemos considerar que a semelhanga qualitativa entre o comportamento

da solucao para a equagao nao-integravel que descreve meios fotorrefrativos e para a equa-
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Figura 5.7: (a) Interacao entre dois choques dispersivos circulares, com v = 0.1 e z = 15,
(b) Corte do perfil em y = 0. E marcante que o choque dispersivo nao-linear de ondas é
bastante robusto e nao produz ondas intensas na regiao de sobreposi¢ao, ao menos para
v =0.1.

¢ao NLS com valores moderados da amplitude inicial, é uma confirmacao de que o ansatz
da onda modulada viajante é robusto na descricao das ondas de choque dispersivas em

sistemas nao-integraveis, pelo menos para algum intervalo razoavel de amplitudes iniciais.

5.1.4 Difracao nao-linear

A forma geral do padrao de difracao obtido através da propagacao de um feixe intenso
de luz que passa sobre um fio refletor resume-se a padroes que contém solitons, vortices
e ondas de navio, como na Figura (5.8). Como vemos, o padrao de difracao consiste em
duas partes diferentes separadas pelo cone de Mach. Na regiao externa ao cone de Mach,
h& um padrao de onda estacionario criado pela interferéncia de ondas lineares que estao
suficientemente longes do obstaculo, sao geradas as conhecidas “ondas de navio”. Dentro
do cone de Mach, ha dois sélitons obliquos escuros localizados simetricamente em relacao
a diregao do fluxo (eixo z). Esses sélitons obliquos decaem, nos seus pontos finais, em
vortices. Mas, proximo ao obstaculo, eles sao descritos por um fluxo potencial com um
salto de fase entre esses sélitons, como é demonstrado na Figura (5.9). Com o aumento

do raio do obstaculo notamos a formacao de outros pares de sélitons dentro do cone de
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Figura 5.8: Padrao de difragao no plano de saida no comprimento z = 60 do meio fo-
torrefrativo. O padréo foi obtido pela simula¢do numérica da Eq. (2.55) com V(r,)
correspondendo a um fio refletor ideal com raio unitario, para v = 0.2 e U = 2. O re-
sultado dessa simulagao numérica é apresentado em unidades adimensionais definidas em
(2.54).

Mach, porém, nos limitaremos a formacao de apenas um par de sélitons.

Conforme a teoria desenvolvida em [3], as predi¢oes analiticas sdo comparadas com o
padrao de onda calculado numericamente na Figura (5.10), e encontramos um excelente
acordo. Na regiao em frente ao obstaculo, onde y = 0 e x < 0, as perturbagoes na
intensidade da luz tomam a forma mais simples. Em [3], esse perfil de intensidade é
calculado analiticamente pela Eq. (2.99). Como vemos na Figura (5.11), ao compararmos
esse calculo com a simulagdo numérica, obtemos uma precisao suficiente para quase toda

a regiao, exceto nas proximidades do obstaculo.

O perfil de intensidade da luz através dos sélitons obliquos pode ser obtido pela in-
tegracao numérica da Eq. (2.98), e para isso, utilizamos o método de euler. Na Figura
(5.12), comparamos o perfil teérico com o perfil do padrao de difragao obtido diretamente
pela simulagao numérica das Eqs. (2.56) e (2.57) originais. Um bom acordo entre esses
dois perfis, bem como o comportamento caracteristico da fase da funcao de onda mostra-
dos no painel inferior da Fig. (5.12), confirmam que o padrao na Fig. (5.8) dentro do cone

de Mach de fato consiste em sélitons obliquos escuros gerados pela difragao nao-linear do
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Figura 5.9: Distribuicao de fase do padrao de difracao no plano de saida do meio fotorre-
frativo. O padrao corresponde a v = 0.2, U = 2 e z = 60. Os solitons obliquos decaem
nos seus pontos finais em vortices; mas, préximo ao obstaculo, sao descritos por um “fluxo
potencial” com um salto de fase entre eles.

feixe de luz sobre o obstaculo.

Esses perfis de solitons investigados acima sao alcancados assintoticamente quando
z — oo. Porém, os padroes calculados para valores finitos de z, como o mostrado na
Fig. (5.8), indicam que algumas oscilagdes da intensidade acontecem ao longo dos sélitons
obliquos. A amplitude dessas oscilagoes aumentam com a distancia ao obstaculo, o que
causa a formacao de vortices nos pontos finais dos sélitons. De fato, é bem conhecido que
a instabilidade de sélitons escuros bidimensionais em relagao a perturbagoes transversas
resulta nesse estdgio nao-linear com formagao de vértices [5]. Na realidade, apenas essa
instabilidade previne a formacao de sdlitons escuros no caso da velocidade subsonica do
fluxo. Essa situacao é ilustrada Figura (5.13), na qual o padrao de onda no plano de saida
é calculado numericamente para o numero de Mach M = 0.9. Como podemos ver, apenas
vortices sao gerados porque os solitons escuros sao absolutamente instaveis e nao podem

ser criados como estruturas estacionarias do padrao de difracao.

A seguir, estudaremos a formacgao de sélitons e vortices em condensados de Bose-

Einstein.
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Figura 5.10: Padrao de onda calculado numericamente, que corresponde a difracao de um
feixe de luz sobre o obstaculo incorporado a um meio fotorrefrativo. O célculo foi feito com
v=02eU =2 até z =120, com V(r ) correspondendo a um fio refletor ideal com raio
unitario. A linha tracejada corresponde a teoria analitica linear, Eq. (2.100), para a linha
de fase constante; ela foi deslocada para a esquerda em duas unidades de comprimento a

partir do centro do obstaculo por causa do seu tamanho finito nas simulacoes numéricas
e melhor ajuste com esse calculo.

2.5 T T T T

0 n n n n n
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0

Figura 5.11: Perfil de intensidade em frente ao obstaculo para x < 0, y = 0, e com a

escolha dos parametros v = 0.2, U = 2 e Vj = 2.6. A linha sélida corresponde a Eq.
(2.99), e a linha tracejada a solucdo numérica das Eqgs. (2.56) e (2.57).
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Figura 5.12: Painel superior: Perfis das distribuigbes de intensidade para = = 100 (linha
tracejada), = 400 (linha continua) e y > 0 obtidas a partir da solu¢do numérica da Eq.
(2.56) com o termo nao-linear dado pela Eq. (2.57), para U = 5, v = 0.2 e z = 120.
Esses perfis sao comparados com os perfis dos sélitons obtidos pelas solucoes da Eq.
(2.98), com a inclina¢do a = 10.58, mostrados como fungoes de y nos mesmos valores de
x (z = 100 corresponde as “cruzes” e x = 400 aos “circulos”). Painel inferior: Perfis da
variagao da fase ao longo dos mesmos “cortes” da funcao de onda do condensado calculada
numericamente. Os saltos de fase correspondem ao comportamento bem conhecido da
fase através dos sélitons escuros.

z=120
50 T T — 1.4

4 0.8

0.6

-90 0 50 100

Figura 5.13: Padrao de difracao no plano de saida no comprimento z = 120 e nimero de
Mach M = 0.9. Os padroes sao obtidos pela solu¢do numérica da Eq. (2.55) com V (r,)
correspondendo a um fio refletor ideal com raio unitario e v = 0.2.
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5.2 Em condensados de Bose-Einstein

Um critério para a superfluidez foi proposto por Landau [116], e diz que se a velocidade
do fluxo de um fluido for menor que um valor critico v. = min{E(q)/q}, onde E(q) é a

energia de uma excitacao elementar com momento ¢, nao ocorre dissipacao.

Experimentos feitos com Hélio II liquido para testar essa idéia, mostraram que existe
uma velocidade critica, porém, muito abaixo da esperada. Feynman, entao, sugeriu que
vortices quantizados sejam os responséaveis por essa diminui¢ao [117]. Experimentos em
condensados de Bose-Einstein mostraram que a velocidade critica é menor que a esperada

por Landau [118, 119], e que isso esta relacionado com a formagao de vértices [120].

Em fluidos quanticos, espera-se que exista uma velocidade critica v. para o inicio de
uma forca de arrasto, ou seja, o fluido passaria a oferecer resisténcia ao movimento de um
objeto sobre ele. Em um estudo numérico anterior, Winiecki et al. [121] mostraram que,
quando a velocidade v do fluxo continuo de um condensado sobre um obstaculo fixo for

v > 1., a forca de arrasto aumenta quadraticamente com v.

Antes de tudo, percebemos que para termos um sistema de atomos frios com o mesmo
padrao obtido na segdo anterior, como na Fig. (5.8), tivemos que observar a expansao
de um condensado, apds a retirada da armadilha magnética, sobre um obstaculo fixo e
impenetravel (na regiao do obstéculo a fungao de onda se anula). Um padrao semelhante
acontece apenas em tempos longos de evolugao, o que torna o condensado muito diluido

de modo a tornar essa comparacao inviavel.

Com isso, fizemos uma grande mudanca na forma da abordagem do problema. Inicial-
mente, mantinhamos um obstaculo fixo e expandiamos o condensado sobre ele. Daqui em
diante faremos o inverso, manteremos o condensado confinado e passaremos o obstaculo

(feixe de laser) por ele com uma velocidade constante.

Sao duas grandes vantagens nesta mudanca, uma fisica e outra computacional. Fisi-
camente, manteriamos a caracteristica do condensado de possuir apenas a interacao de
contato, ou de ser puramente dipolar em certas frequéncias de confinamento. Nao teria-

mos esta garantia se “desligassemos” a armadilha radialmente e deixassemos o condensado
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expandir-se sobre o obstaculo. Computacionalmente, a vantagem seria a maior liberdade
de escolha no tamanho da grade na qual o condensado ¢é discretizado. Isso faz uma enorme

diferenga no tempo gasto do calculo numérico.

Como nao temos resultados analiticos para comparar com nossos resultados numéricos
no caso de condensados confinados, desenvolvemos uma metodologia para a checagem dos
resultados que se baseia na verificagao do teorema virial, calculos de energia e leis de
conservacao, convergencia da solucao, cdlculo de velocidades e fase da funcao de onda, e

calculo da forga de arrasto que o condensado exerce no obstaculo na sua passagem.

Um resultado serd confiavel se, por exemplo, quando um vértice é criado, a forca de
arrasto “oscila” e os vetores de velocidade “giram” em torno dos vortices assim como a fase
da um salto de 27n no seu valor, com n > 0 inteiro. Outra verificacao importante se da
quando o valor de entrada do potencial quimico “bate” com o obtido apds a determinacao
do estado fundamental. Além disso, verificamos se ha contato do condensado com as

“bordas” da grade, etc.

Feita a mudanca, primeiramente checamos os resultados em condensados armadilha-
dos onde ha apenas o termo de interacao de dois corpos. Comegamos pelo condensado
bidimensional, com interacao de contato, preso a uma armadilha e atravessado por um
obstaculo em baixa velocidade. O primeiro passo nesta simulagao foi a obtencao do estado
fundamental do condensado. Alids, daqui para frente este serd um procedimento padrao
em todas as simulagoes. Encontramos o estado fundamental e, ao acionarmos o obstaculo

moével na simulagdo, obtivemos formagao de vortices [veja a Fig. (5.14)].

Checamos os resultados em todos os passos da evolucao numérica e tivemos excelente
acordo numérico. Além da conservacao da massa estar em perfeito acordo, o teorema
virial, Eq. (3.40), também foi satisfeito [veja a Fig. (5.15a)]. De forma coerente, a forca
de arrasto calculada de trés formas diferentes também forneceu um excelente resultado

[veja a Fig. (5.15b)].

Aumentamos a velocidade do obstaculo, no caso bidimensional, e obtivemos a formagao
de sélitons obliquos escuros, além dos vértices. Uma animacao foi feita em cada caso e

podem ser encontradas nos sitios [122] e [123].
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Figura 5.14: Evolucao temporal do condensado bidimensional com interagao de contato.
Nessa evolucao, um feixe de laser passa com velocidade subsonica constante (maior que a
velocidade critica v.) por um condensado de 8°Rb confinado, em forma de “pizza”, a partir
do estado inicial fundamental. De acordo com os perfis de densidade e de fase, observamos
a formacgao de vortices. Em estdgios posteriores a passagem do obstaculo, eventualmente
dois vértices podem se aniquilar e formar um séliton.

Estudamos o que acontece quando um feixe de laser passa sobre um condensado com
apenas interacao de contato, no caso tridimensional. Podemos ver na Fig. (5.16) que os
sélitons obliquos escuros aparecem, como os obtidos no estudo anterior [3]. Porém, nesse
estudo nao havia armadilha. Para obtermos resultados semelhantes aos observados em
duas dimensoes, a armadilha teve que ser configurada de modo a deixar o condensado em

forma de “pizza”.

Na Fig. (5.17), fizemos o mesmo estudo em trés dimensées com o obstaculo passando
com uma velocidade subsonica, e também obtivemos uma 6tima verificagao dos resultados
numéricos. Note que pudemos observar, ao redor dos vértices, padroes tipicos de fase e

velocidade.

Um efeito notavel na dinamica dos vortices acontece quando dois deles se aniquilam
formando um séliton! Esse resultado numérico ainda nao foi observado experimental-

mente.
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Figura 5.15: Checagem dos resultados numéricos pelo teorema virial e caculo da forga
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de arrasto da evolugdo do condensado com um potencial mével mostrada na Fig. (5.14).

A forca de arrasto “oscila” com a formacgao de pares de voértices. Um par de vértices
(nesse caso, um voértice e um antivértice) é gerado quando a velocidade do condensado

nos arredores do obstaculo excede a velocidade critica. Essa for¢a pode se tornar negativa

dependendo do tamanho do obstaculo em relacao as dimensoes do condensado.

10

(&)

0.012

0.008
0.006
0.004
0.002

0

-5 0 5 10
X

(a) Perfil de densidade,

10
5
y O
5
00 5 0
X

(b) Perfil de fase,

5

10

Figura 5.16: Evolucao temporal do condensado tridimensional com interagao de contato.
As figuras sao projegoes da densidade/fase do condensado no plano zy, com z = 0. Nessa
evolugao, um feixe de laser passa com velocidade supersonica constante por um condensado
De
acordo com os perfis de densidade e de fase, observamos a formacao de sélitons obliquos
escuros e seus decaimentos em vortices. Em estagios posteriores a passagem do obstéaculo,
eventualmente dois vortices podem se aniquilar e formar um séliton.

de ®Rb confinado, em forma de “pizza”’, a partir do estado inicial fundamental.
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Figura 5.17: Evolugao temporal do condensado tridimensional com interacao de contato.
Nessa evolugao, um feixe de laser passa com velocidade subsonica constante (maior que
a velocidade critica v.) por um condensado de ®*Rb confinado, em forma de “pizza”, a
partir do estado inicial fundamental. De acordo com os padroes de fase e velocidades na
isodensidade, observamos a formacao de vértices. Em estdgios posteriores a passagem do
obstaculo, eventualmente dois vértices podem se aniquilar e formar um séliton.
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5.3 Em condensados dipolares

Podemos simplificar o calculo numérico se introduzirmos um parametro adimensional
D = md? / h2ap,, onde an, = \/h /muw, é o comprimento transverso do oscilador harménico.

A energia do dipolo Ep é calculada com

Ep = %//drdr’\/dd(r—r’)|\If(r’)|2|\If(r)|2. (5.7)

O estado fundamental é calculado evoluindo a equagao nao-linear (2.80) através do
tempo imaginario com frequéncias da armadilha escolhidas de modo a deixar o condensado
puramente dipolar, e com isso, o termo de interacdo de contato pode ser desprezado (o

comprimento de espalhamento se reduz a zero).

O primeiro teste feito na tentativa de obtermos a evolugao temporal do condensado
dipolar foi a checagem da energia do dipolo para sabermos se o teorema da convolucao foi

aplicado corretamente. Segundo [111] o resultado teve bom acordo numérico.

Em seguida, conseguimos comparar o estado fundamental calculado numericamente

com o da literatura. Para isso, adicionamos na equacao (3.32) mais um potencial
2
U'(r) = Aexp(~2-). (5.8)
205

que experimentalmente corresponde a aplicacao de um feixe de laser ao longo do eixo
da armadilha, onde A é a amplitude da Gaussiana e py é sua largura. Podemos notar na
figura (5.18) que obtivemos os mesmos resultados utilizando métodos numeéricos diferentes.
Neste estudo, utilizamos A = hw, e py = 0.2ay,, frequéncias 100 Hz nas diregoes = e v,
e 1700 Hz na direcao z [124], em um condensado com aproximadamente 104000 atomos,
D =100.0, D = 181.2 e obtivemos condensados estaveis puramente dipolares em excelente

concordancia com os resultados publicados em [124].

Testes exaustivos ao variarmos as frequéncias da armadilha e D também mostraram
excelente acordo com os resultados publicados em [125]. Passamos a estudar a dinamica

desses condensados, e obtivemos o resultado mostrado na figura (5.19), onde vemos a
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Figura 5.18: Estados fundamentais de condensados puramente dipolares de 52Cr, com a
adigao do potencial U'(r).

evolugao temporal do condensado tridimensional ao “desligarmos” sua armadilha, levando-
se em conta o potencial puramente dipolar (consideramos também o comprimento de
espalhamento atomo-atomo igual a 7 vezes o raio de Bohr). Note que a figura é uma
projecao da densidade do condensado no plano xy com z = 0. Utilizamos o teorema
virial independente do tempo para checarmos os estados fundamentais, e o teorema virial

dependente do tempo para checarmos a dinamica dos condensados.

Por causa da diminuicao do passo de tempo na evolucao temporal do célculo em
condensados dipolares, o tempo de execugao de cada “trabalho” tornou-se proibitivo (em
média de duas semanas a um més). Com isso, procuramos testar outros métodos para

melhorar o desempenho, inclusive programagao em paralelo.

Ao checarmos os resultados com a nossa metodologia, percebemos que houve falta de
precisao na obtencao do estado fundamental, o que passou a inviabilizar a evolucao tem-
poral. Por esse motivo, mudamos o método de obtencao do estado fundamental baseados
no trabalho de Yang [113], no qual é utilizado um método modificado dos gradientes con-
jugados. Além de ser muito preciso, é extremamente rapido se comparado aos métodos

tradicionais.
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Figura 5.19: Evolucao temporal do condensado tridimensional puramente dipolar. A
figura é uma projecao da densidade do condensado no plano xy, com z = 0. Inicialmente,
um condensado de *?Cr estd no estado fundamental sob a acdo de um potencial hamonico
que o deixa em forma de “pizza”. Com a retirada da armadilha, o condensado se expande
e passa por um obstaculo impenetravel. Na evolucao, observamos a formagao de sélitons
obliquos escuros.

Passamos, entao, a estudar o que acontece quando um feixe de laser passa sobre um
condensado confinado puramente dipolar. Podemos ver nas Figs. (5.20a) e (5.20b), que
a passagem do obstaculo pelo condensado forma estruturas desconhecidas. Entretanto,
durante a evolucao temporal numérica, os resultados ainda nao puderam ser totalmente

checados. Mesmo assim, tudo indica que descobrimos novas estruturas nestes condensados.
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Figura 5.20: Evolucao temporal do condensado tridimensional puramente dipolar. Nessa
evolucao, um feixe de laser passa com velocidade supersonica constante por um conden-
sado de *2Cr confinado, em forma de “pizza’, a partir do estado inicial fundamental.
Observamos a formacao de novas estruturas, provalmente geradas por colapsos locais.



Capitulo 6

Conclusao

Nesta tese, verificamos a teoria da formacao de choques dispersivos na propagacao de
feixes de luz intensos em sistemas Opticos fotorrefrativos por meio de calculo numérico.
Essa teoria é baseada nas modulagoes de Whitham na qual um choque dispersivo ¢é descrito
como uma onda modulada nao-linear e periédica, e a lenta evolugao ao longo do eixo de

propagacao ¢ governada pela equagao de modulagao média.

Apesar da auséncia da completa integrabilidade da equagao que descreve a propaga-
cao de feixes de luz em meios fotorrefrativos, os principais parametros caracteristicos de
choques foram determinados por meio da aproximacao desenvolvida em [31, 32, 33], e
baseada no estudo de reducoes das equacoes de Whitham para os regimes da onda reali-
zados nas fronteiras do choque dispersivo. Em particular, as “velocidades” das bordas do
choque dispersivo, assim como a amplitude do séliton na borda detras do choque, foram
encontradas recentemente como funcoes do salto da intensidade através do choque. Entao,
comparamos estes resultados com simulacoes numéricas. O nimero de solitons produzidos
a partir de uma perturbacao inicial finita foi determinado numericamente e comparado
com o resultado analitico, também obtido recentemente, para distribuigoes iniciais que

satisfazem a condicao de onda simples.

A teoria analitica concordou muito bem com as nossas simulacoes numéricas enquanto
nao houve um ponto de vacuo no choque, ou seja, um ponto com densidade muito préoxima

a zero. O aparecimento de um ponto de vacuo gera a formacao de uma singularidade na
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distribuicao do vetor de onda “transverso”, e essa drastica mudanc¢a no comportamento da
onda nao pode ser tratada pela aproximacao desenvolvida. Porém, essa situacao ocorre
quando h& entradas muito altas da intensidade de um feixe de luz em um meio de modo
que, para propositos praticos, a teoria desenvolvida fornece uma aproximacao suficien-
temente precisa. Embora a teoria seja essencialmente unidimensional (isto é, com uma
coordenada espacial transversa) ela pode dar uma explicagdo qualitativa de experimentos

com outras geometrias, a qual é ilustrada pelos resultados de nossas simulagoes numéricas.

Nosso céalculo numérico também permitiu a verificacao da teoria que descreve a for-
macao de um padrao de difracao da onda na propagacao da luz em um meio nao-linear
fotorrefrativo com um fio refletor incorporado nesse meio. O feixe de luz esta supostamente
inclinado em relacao ao fio, o qual cria um “fluxo de luz que passa por um obstaculo”, ana-
logo aos experimentos realizados com condensados de Bose-Einstein, nos quais estudam o
fluxo de superfluidos que passam por um obstaculo. Uma analogia entre a propagacao de
feixes de luz e a dinamica de superfluidos sugere que o padrao de difracao que calculamos
numericamente, e verificamos analiticamente, podera ser encontrado nos experimentos em

meios 6pticos.

Mostramos que o padrao de difragao consiste em duas regioes separadas pelo “cone de
Mach”. Na regiao externa ao cone de Mach, sao geradas as conhecidas “ondas de navio”,
enquanto que, dentro do cone de Mach, sao localizados os choques dispersivos nao-lineares,

os quais se transformam em trens de sélitons obliquos.

O caso mais simples, quando apenas um tnico soliton ¢é gerado, foi estudado detalhada-
mente. Os parametros principais do séliton éptico obliquo foram determinados numerica-
mente e comparados com a recente teoria desenvolvida. Como a execucao de experimentos
em éptica aparentemente sao mais simples do que a execucao de experimentos com gases
ultra frios, esperamos que nossas predigoes possam ser verificadas experimentalmente em

meios Opticos fotorrefrativos.

Ao estudarmos a expansao de um condensado de Bose-Einstein, que nao esta preso em

uma armadilha, verificamos que ao passar por um obstaculo fixo, ha formagcao de sélitons.
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Porém, para que essa formacao seja visivel, o condensado teve que expandir-se por um

longo tempo, tornado-se muito diluido, e isso inviabilizou esse método de estudo.

Passamos, entao, a estudar condensados confinados e, ao invés de criarmos um fluxo
do superfluido sobre um obstaculo, fizemos o contrario. Mantivemos o condensado parado
sob a acao de uma armadilha, de modo a deixa-lo em forma de “pizza”, e passamos um
obstéculo (feixe de laser) por ele a uma velocidade constante. Se o niimero de particulas
do condensado fosse infinito, ou seja, se a regiao que o condensado ocupa fosse muito
maior que o tamanho do obstdculo, teriamos o comportamento analogo a um fluxo de
condensado sobre um obstaculo. Porém, nos atuais experimentos com condensados, o
nimero de particulas é limitado a poucos milhoes e as particulas sao delimitadas por
uma regiao com cerca de algumas dezenas de micrometros, insuficientes para uma perfeita

analogia entre um obstaculo fixo e um mével.

A passagem de um obstaculo mével sobre um condensado confinado também promo-
veu a geracao de sélitons e vértices, assim como foi previsto nos meios épticos. Pudemos
calcular a forca de arrasto de modo a entendermos melhor a dinamica do sistema. Sur-
preendentemente, no fim deste trabalho constatamos que parte dessas previsoes foram
verificadas em um experimento com condensados de Bose-Einstein [126]! Previsdes numé-

ricas semelhantes também foram recentemente publicadas em [127] e [128].

No caso particular de condensados puramente dipolares, também em forma de “pizza”,
nao ha nesta tese uma analogia com os meios épticos por causa da adicao do termo de
interacao dipolar, e da auséncia do termo de interacao de dois corpos. Ao procurarmos
a formagao de sélitons com a passagem de um obstdculo moével, encontramos novas es-
truturas e nao pudemos ter certeza, até o momento, se ha ou nao a formacao de sélitons
e vortices nesse tipo de condensado confinado. Porém, se “desligarmos” a armadilha, o
condensado dipolar se expande; e, ao colidir-se com um obstaculo fixo, ha formacao de

sélitons obliquos escuros.

6.1 Perspectivas e planos futuros

Como perspectivas e planos futuros contamos:
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e Antes de tudo, buscaremos investigar quais sao as novas estruturas encontradas
em condensados puramente dipolares. Para nos certificarmos de que essas novas
estruturas nao sao artefatos numéricos, precisamos modificar a grade e/ou o passo de
tempo no calculo. Isso sé serd possivel se paralelizarmos o cédigo atual. Poderemos
nos beneficiar também de técnicas recentes de utilizacao de placas desenvolvidas para
a computacao de alto desempenho, as quais sao conhecidas como placas NVIDIA.
Com o advento da arquitetura CUDA de computacao paralela, poderemos ter ganhos

significativos na performance da computacao;

e Pretendemos realizar o experimento da difracao nao-linear de feixes de luz que se

propagam em meios fotorrefrativos com um fio refletor incorporado nesse meio;

e E pretendemos estudar a passagem do obstaculo mével ou “balistico” sobre um
condensado com diferentes geometrias, variando a velocidade do obstdculo ao mesmo

tempo que passa pelo condensado.
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