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Resumo

Até poucos anos atras, as ferramentas observacionais tradicionalmente utilizadas para
restringir pardmetros cosmoldgicos se restringiam a fun¢do de correlacdo no espagco 3D
ou, equivalentemente, o espectro no espaco de Fourier. Um grande esforco feito nos
ultimos anos permitiu que pudéssemos extrair uma grande quantidade de informagdes
cosmoldgicas utilizando essas estatisticas, porém uma das razdes por tras desse sucesso
se deve ao fato de que os levantamentos de galdxias compreendiam dreas do céu relativa-
mente pequenas e/ou volumes limitados. Com o advento de levantamentos cada vez mais
profundos e volumosos, essa aproximacao deixa de ser ideal, pois ndo observamos os ob-
jetos astrofisicos num volume em um instante fixo, mas sim no nosso cone de luz passado.
Isso significa que devemos progressivamente adotar um novo maquindrio para andlise dos
dados de levantamentos de galdxias. A maneira mais direta de decompor um campo
de natureza esférica, como as estruturas observadas no céu, se da através dos esféricos
harmonicos. Juntamente com eles surge o desafio de contabilizar outros efeitos que a luz
sofre até chegar até nds, sendo que os mais importantes deles em largas escalas sdo as
distorcoes do espaco de redshifts. Entretanto, se em levantamentos em dreas pequenas
tinhamos a férmula de Kaiser para contabilizar essas distor¢des, esta deixa de ser vélida
para levantamentos que compreendem dreas grandes do céu, nos quais ndo podemos fazer
a aproximacgdo de céu plano. Este projeto tem como objetivo mostrar como vamos do
tratamento Euclidiano 3D, junto com o espectro de poténcia da matéria P(/;), para um
tratamento 3D esférico através do Espectro de Poténcia Angular Cy(r, '), aproveitando
boa parte do maquindrio desenvolvido no contexto do espectro de Fourier, mas permi-
tindo uma descri¢do completa das distor¢des de redshifts que seja valida no céu inteiro.
Ainda mostramos como € possivel implementar as relacdes encontradas em simulagdes
simplificadas (mocks) do céu inteiro, através do formalismo de feoria de perturbacdo
Lagrangiana.

Palavras-chave: Estrutura em Larga Escala; Coordenadas Esféricas; Cone de Luz;
Distor¢oes do Espaco de Redshift; Simulacdes Mock.



Abstract

Until a few years ago, the observational tools traditionally used to constrain cosmo-
logical parameters have been restricted to the correlation function in 3D space or, equi-
valently, the power spectrum in Fourier Space. A significant effort was made in order to
allow us to extract lots of information using these tools, but one of the reasons of their
success was the small areas/limited volumes of the galaxy surveys. With the advent of
increasingly deep and voluminous surveys, this treatment is no longer ideal, as we do not
see objects in a volume at any given constant time, but over the past light-cone. This
means that we need to progressively adopt a new data analysis machinery. The simplest
way to decompose a field of spherical nature such as the structures we observe in ga-
laxy surveys is provided by the spherical harmonics. Along with this treatment comes
the challenge of accounting for other effects that influence the signals from the tracers of
large-scale structure as we observe them, the most relevant of them on large scales being
the redshift space distortions. Although for small survey areas we are able to employ the
approximation known as the Kaiser Formula, this is no longer valid for a large-area or a
full-sky survey. This project aims at showing how to make the transition from a 3D Eucli-
dean treatment, which is more naturally described in term of the matter power spectrum
P (E), to a 3D spherical treatment that employs the angular power spectrum Cy(r, ). We
will take advantage of much of the machinery developed in the context of the Fourier
power spectrum, but still retaining the ability to describe redshift-space distortions in a
full-sky prescription. We also show how to implement the obtained relations in simplified
simulations (mocks) of the full-sky, through the formalism of Lagrangian Perturbation
Theory.

Keywords: Large-Scale Structure; Spherical Coordinates; Light-Cone; Redshift Space
Distortions; Mock Simulations.
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1 Introducao

O Universo, desde os tempos primordiais, € alvo de curiosidade e admiracdo pelos
seres humanos. Desde o século passado, esta curiosidade tornou-se um estudo detalhado
e um grande esforco foi feito para descrever o Universo por meios matematicos. Com
a descoberta da Radiagdo Césmica de Fundo (RCF) por Penzias & Wilson em 1964, os
cosmoélogos vém coletando uma série de pecas do quebra-cabeca a fim de compreender
toda a histéria cosmica. A primeira peca pode ser considerada a prépria RCEF, que é
basicamente uma ‘foto’ do Universo de aproximadamente 4 x 10° anos apés o inicio do
que chamamos de histéria csmica. A confirmacdo definitiva da importancia dessa peca
s6 veio muito tempo apds sua descoberta, por meio dos satélites COBE [1]] e depois pelo
WMAP [2] - veja a figura[l]

Figura 1: Mapa em projecio Mollweide de 5 anos de coleta de dados pelo Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe (WMAP). Créditos: NASA / WMAP Science Team [3]]

Se a primeira peca na escala de tempo césmica vem da RCF, podemos dizer que a
segunda peca do quebra-cabeca se deve a Hubble [4, 5], que descobriu um curioso padrio
de movimento presente em galdxias (que até entdo acreditava serem nebulosas presentes
em nossa galdxia): juntando-se a Teoria de Relatividade de Einstein com as implicagdes
mostradas por de Sitter [6], juntamente com as ideias ja presentes de um Universo em
expansdo de Lemaitre [[7], Hubble mostrou que as galdxias apresentavam uma expansao
radial com velocidade v, proporcional a sua distancia radial D, dada pela famosa Lei de
Hubble:

v=HyD (1.1)

A terceira peca essencial do quebra-cabeca foi descoberta no fim do século passado.
Medidas de Supernovas lideradas por Riess [8], Perlmutter ¢ Schmidt [9, [10] nos reve-
laram uma caracteristica ainda mais peculiar da dindmica do Universo: este se expande

de forma acelerada. Para juntar todas estas pecas em uma prescricdo consistente para



a evolugdo do Universo, se fez necessdria a criagdo de um novo modelo cosmolégico,
realizando-se uma modificacdo na teoria da Relatividade de Einstein. Este popular mo-

delo € a base da cosmologia moderna, e € denominado de modelo ACDM.

1.1 O Modelo ACDM

Um modelo que visa explicar simultaneamente a RCF e o comportamento de ex-
pansao acelerada do Universo pode ser obtida através da combinag¢do de (além de matéria
baridnica, radiacdo e neutrinos) duas componentes que até entdo nao observamos direta-
mente: a matéria escura e energia escura. De forma esquematizada, podemos chegar ao

mapa de temperatura dos fotons apresentada na figura|l|através dos seguintes passos:

Primeiro, precisamos definir a métrica do nosso Universo: supondo um Universo em
expansdo, podemos utilizar a métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),

na qual temos nossos eventos expandidos ao longo do tempo por um fator de escala a(T):
ds® = a*(1)[—d 7 + dx' du; ] (1.2)

Esta métrica, entretanto, € valida para a média, ou background do Universo. Se quiser-
mos entender a origem das anisotropias presentes na figura[I] precisamos adicionar a esta
métrica perturbagoes, que nada mais sdo do que consequéncias da flutuagdo de matéria
no Universo, que curva o espago-tempo. Varios gauges (calibres) podem ser escolhidos
para representar nossas perturbacdes, mas historicamente um dos mais escolhidos para
algoritmos é o gauge sincrono (veja Lifshitz 1946 [11]), no qual ndo temos perturbacdes

nos elementos de tempo conforme (d7):

ds® = a*(1) [—d 7 + (6 + hij) da’ da’ ] (1.3)

Com a métrica (em outras palavras, o tensor da métrica g, que rege a distor¢cdo no
espago-tempo |7, z']) em maos, temos que entender como estas distor¢des h; ; variam ao
longo do tempo. E nesta hora que as Equacdes de Einstein sio cruciais. Juntando-se o
tensor de Einstein G, (que consiste essencialmente de uma combinag@o de contracoes

do tensor g,,,) € o tensor energia-momento 1, estas equacdes sdo sintetizadas por
G +ANgu =8rGT,, (1.4)

onde, para explicarmos a expansao acelerada do Universo, colocamos a mdo um termo

constante A, onde consideramos que o menor estado energético da Lagrangiana do poten-



cial gravitacional € ndo nulo. Isso geralmente € referido como uma energia de vdcuo ou
constante cosmologica, que € a forma mais elementar de energia escura (veja Zel’ Dovich
1968 [[12]], por exemplo).

De forma sumarizada, as equacdes de Einstein fornecem solugdes para a evolucao do

fundo do Universo, dadas pelas equacoes de Friedmann:

(g)zz 87rGa2,5_K

d . 43 G (1)
a TG 5, =

— (=) === 3P

dr <a) 3 ¢ (p+3F)

onde [ ] = 0] ]/87 e 5 é o contelido energético do Universo. De maneira esquematizada,

podemos reescrever a primeira expressdo da Eq. (I.3)) (para um Universo ‘plano’, com

curvatura K = () como:

H(a) == Hy/Qna3+ Quaga™+ Q| (1.6)

onde H(a), denominado Pardmetro de Hubble, é a taxa com que o Universo se expande
através do tempo (aqui representado pelo fator de expansdo a(t) da métrica FLRW),
e sintetiza a ideia do modelo ACDM. As constantes €2 sdo as fracdes de contribui¢do
energética de cada tipo de particula no Universo atual, também denominadas de densidade
de reliquia. A figura 2] mostra as estimativas atuais para cada densidade de reliquia, de
forma a explicar a expansao acelerada observada por Riess, Perlmutter e Schmidt.

Curvatura
=0%

Matéria
Bariénica

4.9%

Radiacéo
0.001%

Figura 2: Modelo ACDM: a figura mostra uma estimativa atual para a densidade de
reliquia de cada tipo de particula do modelo. Comparando-se com a expressao da Eq.
(1.6), temos que Matéria Escura + Matéria Barionica = (2,,,, Radiagdo = 2,4 e Energia
Escura = Q4.



Com o problema da expansdo acelerada resolvido, precisamos nos certificar de que
esta descri¢do para a composi¢ao energética do Universo € consistente com as anisotropias
observadas da RCF. Para isso, precisamos também resolver a evolug¢do das perturbacoes
da métrica. Este calculo é grandemente simplificado se trabalharmos as perturbagdes h;;
no espago de Fourier (o que € possivel pois estamos trabalhando em uma métrica plana;

veja [13] por exemplo): decompondo h;; em termos de dois novos campos h(l;, T) e
n(k,7),

R OU . 1 .
hij(%,7) = / dgkem'x{kz’kj h(k,7) + (kik; — gézj)ﬁn(k‘ﬁ)} (1.7)

As equacdes de Einstein fornecerao

la:;
K2 — ~%h = 4rGa?5T?,
2a
k*n = 4rGa®ik? 5T° ;
.G . (1.8)
2 2 %
h+2—h —2k*n = —8nGa“dT";
a
. 1. ~ A 1 )
b+ 6ij + 2% (h + 6n) — 2k = 247 Ga® (kike; — S0
a
Na qual as flutuacdes no tensor energia-momento (em outras palavras, as flutuacdes na
densidade de matéria escura e matéria baridnica) sdo dadas pelas equacées de fluido, que

nada mais sdo do que a imposicdo da conservacao do tensor energia-momento:

90T} =0 (1.9)

Finalmente, as expressoes das Eqs. (1.5)-(1.9) sdo utilizadas nas equacdes de Boltz-
mann para determinarmos a evolugdo da distribui¢do do espaco de fase f dos fétons e

neutrinos,

(1.10)

Df_of drof dgdf dnof _(0f
dr 0t  dr 0x'  dr dq dr On; \OT ).’

onde o termo a direita é denominado termo de colisdo, e contabiliza todas as diferentes
colisdes dos fotons/neutrinos com diferentes particulas (veja Wayne Hu [[14], por exem-
plo). As varidveis q e n; sdo respectivamente a magnitude do momento das particulas e

sua diregao.

Resolver a equacdo ((1.10) no espago de Fourier pode nos fornecer a distribui¢do de

flutuagdes de temperatura dos f6tons, que é de certa forma o que observamos na figurall}



A explicacdo qualitativa para a RCF € a de que nesta época, a temperatura do Uni-
verso decaiu para aproximadamente 3000 K. Isto permitiu com que elétrons e prétons
formassem atomos de hidrogénio neutro. Com o rdpido decaimento de elétrons livres no
meio cosmico, os fotons foram capazes de mover-se livremente pelo Universo. Devido
a expansao, a temperatura destes fotons caiu para 3 K, pois seus comprimentos de onda
mudaram do visivel para o micro-ondas (o tempo césmico em que a RCF ocorreu equivale
a um redshift z ~ 1000, portanto a ‘temperatura’ foi de 3000 — 3000/z = 3 K). Uma
descricao detalhada da implementacgao destas equacdes foi realizada por Ma & Bertschin-
ger (1995) [15].

As mesmas equagdes também fornecem as evolucodes para as flutuagdes de matéria,
seja ela bariOnica ou matéria escura. A maneira exata de como analisamos nossas observacoes
(e mais importante, o que observamos) de forma a realizar um paralelo com estas teorias

€ o assunto da secao a seguir.

1.2 Formacao de Estruturas em Larga Escala

Do ponto de vista do modelo ACDM, as equagdes obtidas nos fornecem expressoes
para a evolugdo de flutuacoes dp na densidade de matéria (e radiagdo) média do Uni-
verso. Ja do ponto de vista observacional, ndo observamos no céu um campo continuo
de matéria. Ainda mais, ndo existe uma maneira de medir com precisdo a massa de cada
objeto astrondmico separadamente. O que podemos fazer, entretanto, é simplesmente
contar o numero destes objetos no céu, e separd-los em diferentes classes que possuem
caracteristicas em comum. Cada conjunto distinto de objetos é chamado de tracador da
matéria, e a partir destes conjuntos criamos um campo discreto V;(7) de contagem de

tracadores em subdivisdes de nossa observagado (veja a figura |3).

A partir do campo N,(7), podemos criar um campo de contraste de densidade ¢°(7),
que é como a porcentagem em que certa regido do céu desvia da densidade média da
observagao:

GRS
() = — : (1.11)
onde N* é a contagem média de tracadores por subdivisdo (ou célula) da observacdo. Do

ponto de vista da teoria, temos que a densidade de matéria p(7) é dada por

p(7) = 5 (L+3p() | (1.12)



Teoria:
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continuo
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|

X

Q mmto : Q9 Contando o niimero de tragadores

possivel comparar com a teoria. em subdivisdes da observagao

Figura 3: Diagrama para o procedimento de comparacao entre teoria e observagao.
de forma que temos também a contraparte teérica de 0*(7), dada por

5 = LD =P (1.13)

P

Numa aproximagao linear (& < 1), a evolugdo temporal do contraste de densidade da

matéria € dada por
D(t)
D(to)

onde a fungdo de crescimento D(t) é uma fun¢@o do fator de escala a(t) (¢ aqui € o tempo

5(7,t) = 8(F, to) (1.14)

fisico). Por exemplo, num Universo dominado por matéria,
D(t) o a(t) o< t¥? (1.15)

onde a dltima rela¢do pode ser facilmente deduzida através da Eq. (1.6).

Apesar de ¢ e §* ndo serem exatamente a mesma coisa, € claro que os tragadores pos-
suem uma relagdo enviesada com a matéria: € de se esperar que onde haja mais tracadores,

haja mais matéria. Dai vem o nome tracador da matéria - estes objetos possuem, indivi-



dualmente, campos §'(7) que fracam o campo 6(7) da matéria. De certa forma, podemos

esperar que a relagdo entre ¢° e ¢ se dé através de uma expansio polinomial:

) = b 0(7) + 22 (0 + 20+ (116

Na aproximagao linear (0 < 1), fica claro entdo que podemos considerar
§'(7) ~ by 0(7) (1.17)

onde b, € o viés (ou bias) do tracador, funcdo que faz a ponte entre o campo de contraste
da matéria e do tragcador. O bias pode ser uma fun¢ao de varias caracteristicas do tragador
(como massa, spin, idade, etc.), e por si s6 € um objeto de grande estudo por parte dos

cosmoélogos.

Quando compararmos os campos tedrico e observado, é claro que ndao observaremos
um campo de contraste de densidade de tracador idéntico ao contraste tedrico da matéria,
e vice-versa. O que esperamos encontrar, entretanto, sdo flutuacdes na densidade de am-
plitude e escalas similares. A forma com que quantificamos a distribuicao de matéria se
d4, entre outras, por dois objetos: a funcdo de correlacdo de dois pontos (2PCF) e seu

correspondente no espaco de Fourier, o qual veremos em detalhe em se¢des adiante.

A fungio de correlac@o de dois pontos £(r) €, de forma simples, a contagem média de
tracadores afastados por uma distancia . No limite de campo continuo de matéria, essa

func¢do pode ser definida através de

§(riy) = (0(73) 6(75)) ) (1.18)

onde r;; = |r; — 7| representa a distdncia entre os dois tragadores ¢ e j. Do ponto de
vista pratico, entretanto, esta expressao ndao € muito confidvel. Especialmente em largas
escalas, onde naturalmente fica cada vez mais dificil de encontrar pares de tracadores

separados por grandes distancias - problema este denominado de ‘varidncia cosmica’.

Uma primeira tentativa em realizar uma estimativa para esta fungao foi feita por Davis

& Peebles (1983) [16]:
nr DD(r)

‘n DR(r) ’

onde np € a densidade numérica de tragadores, se os tivéssemos aleatoriamente dis-

14+&(r) =

(1.19)

tribuidos pelo volume da observacdo, enquanto que n € a densidade numérica propria-
mente medida destes tracadores. DD(r) € a contagem de pares de tragadores (observados

+ observados), enquanto que DR(r) € a contagem de pares (aleatdrios + observados).



Ja Hamilton [[17]] mostrou que a Eq. subestima a variancia césmica desta funcgéo

em grandes escalas, de forma que um estimador mais apropriado seria

_ DD(r) RR(r)

§(r)+1= DRI (1.20)

Landy & Szalay (1993) [18] aperfeicoaram este estimador, adicionando-se corregdes
de borda - quando as distancias entre os tragadores se tornam compardveis a escala da

observacao (veja [[19]], por exemplo):

n

RR(Y 2 n RR() 1 (12D

() = (nR)2 DD(r)  nr DR(r)

As coisas ficam mais interessantes quando consideramos mais de um tipo de tracador
em nosso volume. Através de um método de previsao de poder de restricao conhecido por
Matriz de Informagdo de Fisher (White et al. 2009 [20], Abramo 2012 [21], Abramo &
Leonard (2013) [22]) mostram que em um levantamento de galdxias com mais de um tipo
de tragador, a taxa entre duas (ou mais) fungdes de correlacdo de tragadores no espago
de Fourier fornece um objeto que reduz significativamente as incertezas geradas pela

variancia cosmica, a medida em que se aumenta a densidade de tragadores observados.

Por outro lado, podemos trabalhar com a transformada de Fourier do campo de con-
traste de densidade, St(E, z). Assim, ao invés de tratamos a estatistica no espago real
(através da funcdo de correlagdo de 0), tratamos-a no espago de Fourier através da funcao
de correlacdo dos modos de Fourier 5. No limite de um campo continuo da matéria, esta

-

correlagdo é dada pelo espectro de poténcia da matéria P(k):

(0(k,2)0* (K, 2)) = 2m)? 6p(k — k) P(k, 2) | (1.22)

onde dp representa uma fungdo delta de Dirac. Aqui, mostramos explicitamente que
existe uma dependéncia no redshift medido do objeto. A relagdo entre funcao de correlagao

e espectro de poténcia da matéria € dada por

Bk o
f(w)z/(%)gP(k, z) etk T (1.23)

Como visto na secdo anterior, a maior parte das equagdes essenciais sao resolvidas
no espaco de Fourier. De certa forma, podemos dizer que a informacao sobre o modelo
cosmoldgico estd sintetizada no espectro de poténcia da matéria, e € com respeito a esta

funcdo que geralmente comparamos nossos resultados (veja a figura ).
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Figura 4: Apanhado de medidas iniciais para o espectro de poténcia da matéria: o
grafico (adaptado de [23]]) mostra um fit do modelo ACDM para dados iniciais da radiagao
cosmica de fundo (Efstathiou et al. 2002 [24]), SDSS e 2dFGRS (veja a sec¢do (1.3)).
Créditos: Tegmark, Hamilton & Xu 2002 [25].

Até entdo, deixamos implicito em nossas anélises que a partir de uma observagao do
céu, somos capazes de determinar a posicao 3D de cada objeto. No minimo, a posi¢ao
angular parece ser razoavelmente facil de ser determinada, enquanto que a distancia radial
€ um pouco obscura (até entdo, nao existe uma régua do tamanho do Universo). A verdade
€ que ambas as medidas (angular+radial) se limitam a estimativas dadas pela luz que o

objeto emitiu e chegou até nds.

Do ponto de vista da distancia radial, o que medimos essencialmente € o redshift do
tracador, o fator com o qual o comprimento de onda original do tracador foi aumentado
devido a expansdo do Universo. Em termos do fator de escala a(t), o redshift pode ser
expresso através de

2(t) = oL (1.24)

entdo poderiamos imaginar que para uma particula de luz viajando diretamente até nds, a
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distancia r percorrida por ela seria uma contabilizacao da luz percorrendo um espaco em

r_/thoje C_Cit
te a(t)
_/1 cda

 Ja. @*H(a)

onde realizamos uma integracao no fator de escala desde o seu valor no tempo da emissao

constante expansio a(t):

(1.25)

da luz (a.) até o valor hoje, normalizado a 1.

A verdade € que a estimativa para a posi¢ao do objeto ndo € tdo simples assim. Assim
como a matéria, a luz também esta sobre constante influéncia de efeitos dindmicos. Além
da expansao cosmica, devemos levar em conta outros efeitos: distorcoes no redshift (e
portanto, na estimativa da distancia radial) devido a velocidades peculiares dos tracadores
(veja Kaiser 1987 [26]), o efeito de lenteamento (ou lensing, em inglés), que € a distor¢ao
na trajetéria da luz (portanto, na estimativa da posi¢ao angular) devido a curvatura do
espaco tempo ao longo de sua trajetdria, assim como efeitos ‘relativisticos’ (Yoo 2010
[27], Bonvin & Durrer 2011 [28]) devido aos potenciais gravitacionais ao longo da tra-

jetoria da luz, que também distorcem o redshift (veja a figura[5).

\ \ \ Velocidades

Peculiares

Luz
; Expansdo Radial / . N
@ @ do Universo
Observador

Figura 5: Diagrama com as distor¢des que a luz sofre ao longo de sua trajetdria (em
escalas exageradas). Além da expansdo radial do Universo, devemos levar em conta a
distor¢do no redshift devido as velocidades peculiares dos objetos, assim como efeitos
relativisticos gerados por seus potenciais gravitacionais.

Apesar destas distor¢des ‘prejudicarem’ a nossa estimativa para a posi¢do dos obje-
tos, elas também sdo grandes fontes de informacgdo a respeito da dindmica das galaxias.
Cada escala possui informagao relevante a respeito de modelos cosmolégicos (veja a fi-

gura E[), e em alguns casos podemos até analisar parametros separadamente. E por isso
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que € de nosso interesse mapear o Universo em vdrias escalas, tanto angulares quanto ra-
diais. Um compilado com alguns esforcos feitos até agora, como tratamos estas e futuras

observacdes € o assunto da proxima secao.

Distor¢Bes de Redshift

Correlacdo de Lentes,
Efeitos Relativisticos

Dindmica de Aglomerados

Lenteamento Forte
entre Aglomerados

Lenteamento Galaxia-Galaxia

Satélites de Galaxias

Dindmica Estelar

Lenteamento Forte
Entre Estrelas

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
Mpe

Figura 6: Diagrama com as escalas de distancia de interesse em levantamentos de
galdxias, a fim de testarmos modelos gravitacionais - cada escala possui um efeito fisico
dominante especifico, ou a combinagao de vérios efeitos (em vermelho, efeitos do po-
tencial gravitacional; em azul, efeitos dinamicos). A fim de restringirmos parametros de
forma consistente e cada vez mais precisa, E de nosso interesse a investigacio de todas
estas escalas. Figura adaptada de A. Johnson et al. (2014) [29]].

1.3 Levantamentos de Galaxias - Investigando as Pegadas da Historia

Cosmica

Nas se¢des anteriores, mostramos o passo-a-passo de como podemos idealmente, le-
vando em conta alguns desafios observacionais, relacionar teoria e observacao através do
campo de contraste de densidade 0(7). Experimentos na RCF como o0 WMAP [2] e o
Planck [30] mostram uma grande concordancia com o modelo ACDM, e entdo queremos
estender esta andlise a objetos astronOmicos antigos, como galdxias e quasares. Dife-

rentemente da RCF, onde toda a luz estd contida em um tnico raio, aproximadamente
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(z ~ 1100), as estruturas de matéria atuais estao distribuidas em varias distancias.

Vimos que a realizacao do mapeamento dos tracadores no céu depende principalmente
da estimativa de seu redshift, e portanto a chave para um bom levantamento de galdxias é,

e sempre serd, a estimativa cada vez mais precisa do redshift.

Os esforgos iniciais para realizar um mapeamento do Universo comegaram em meados
dos anos 70, com o Center for Astrophysics Redshift Survey (CfA). Este consistiu de um
levantamento espectroscdpico, no qual analisamos as linhas de emissdo de cada objeto.
Comparando com as linhas de emissao dos componentes deste objeto em repouso, pode-
mos estimar por quanto os comprimentos de onda foram deslocados - em outras palavras,

seu redshift.

Até o fim de seu experimento com a fase 2 (CfA2 [31]), aproximadamente 18.000
objetos (~2400 durante o CfA, ~15.000 durante o CfA2) foram mapeados (veja a figura

7).

CfAZ Redshift Survey

i1 AT

Copyright SA0 ZE61

Figura 7: Primeira tentativa de mapear a Larga Estrutura do Universo: o mapa acima
apresenta os resultados do experimento CfA2, que ocorreu entre 1985 e 1995. Em ver-
melho, objetos a z < 0.01 ; em azul, 0.01 < z < 0.02 ; em magenta, 0.02 < z < 0.03 ;
em ciano, 0.03 < z < 0.04 ; em verde, z > 0.04.

Desde o CfA, muitos avancos foram realizados com respeito a tomada de dados. Em
especial, desenvolvimentos na area de dispositivos de carga acoplada, ou CCD (charge
coupled device) permitiram com que implementassemos também outro tipo de estimativa
para o redshift de objetos, através de levantamentos fotométricos. Estes consistem em
analisar o objeto através de alguns filtros de banda, e entdo estimar o ‘redshift’ (neste

caso, denominado de photo-z) com base na intensidade de luz em cada uma delas. Isto
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¢ possivel através da comparacdo com amostras de galdxias pré-calibradas através da

andlise espectrografica.

Cada um dos métodos (fotométrico ou espectroscOpico) possui suas vantagens e des-
vantagens. Enquanto levantamentos espectrograficos sdo mais precisos na determinacao
de z, cada objeto demanda certo tempo para ser contabilizado, pois € preciso que o es-
pectroscopio capte luz o suficiente para analisar todo o espectro. Dessa forma, nem todos
os objetos observados podem ser analisados através da espectroscopia, e entdo faz-se ne-
cessaria a sele¢ao de objetos especificos, que possuam caracteristicas em comum, acres-
centando um bias de selecdo e diminuindo significativamente a densidade de objetos ob-

servados.

Por outro lado, levantamentos fotométricos atuais possuem uma estimativa para o
photo-z com incertezas de aproximadamente 4%, com a vantagem de realizar esta estima-
tiva muito mais rapidamente. Apesar deste método apresentar ser mais suscetivel a erros
sistemadticos, ele proporciona uma maior densidade de objetos observados, uma maior

profundidade de redshift e a auséncia de efeitos de selecao.

redshift

1z
0.05

©

{3l
©

Mapa Fotométrico

Figura 8: Comparativo entre as estimativas espectrogréficas e fotométricas: a figura
faz parte de uma simulacdo semi-analitica para a distribuicao de galdxias emissoras de
Lyman-alpha, denominada GALFORM [32], realizada nesta regido especialmente para
mostrar o poder de mapeamento de um proximo levantamento denominado ATLAS [33]].
O erro esperado para a determinagio do redshift espectrografico é o, = 107 (1 + 2),
enquanto que o erro associado as medidas fotométricas €, num cendrio otimista, o, =
1072 (1 + z). Podemos ver que, apesar da rapida determinagéo do redshift proporcionado
pelo método fotométrico, ele ndo exibe as estruturas de matéria com precisao suficiente.
Figuras adaptadas de [34].

A precisdo do método espectrografico € essencial para a investigacdo de consequéncias
do modelo ACDM a evolugao da Larga Estrutura do Universo. Além do efeito de distor¢oes
do espacgo de redshift, ou RSDs (redshift-space distortions) - que é um efeito intrinseca-

mente radial e mapeia a historia da taxa de crescimento de estruturas da matéria - temos



14

também um outro efeito radial que necessita desta precisdo: as oscilagOes acusticas de
barions, ou BAO (baryon acoustic oscillation), efeito presente na funcdo de correlacio e
que mapeia a taxa de expansao do Universo, e portanto € um efeito essencial para restrin-

gir parametros a energia escura.

Ao mesmo tempo, gostariamos da alta densidade de objetos possibilitada pelo método
fotométrico, que acarreta na diminui¢ao do ruido (ou shot-noise, como veremos na se¢ao
nos nossos observaveis. E por isso que parte de levantamentos passados, atuais e
futuros conciliam os dois métodos, de modo a aproveitar o melhor dos dois mundos (veja a
figura . Como veremos adiante, o recente desenvolvimento em fotometria nos permitira
estimativas cada vez mais proximas das estimativas espectrograficas, como no caso do
experimento J-PAS. Desde o CfA, a evolugdo tecnoldgica na tomada de dados fez com que
levantamentos muito maiores surgissem: alguns exemplos sdo o Las Campanas Redshift
Survey (1996) [35], o 2dF Galaxy Redshift Survey (2dFGRS, 2001) [36], o 6dF Galaxy
Survey (6dFGS, 2009) [377], o Galaxy And Mass Assembly Survey (GAMA, 2010) [38],
etc.

No ambito da investigacdo da Larga Estrutura do Universo, o maior e mais ambicioso
em andamento durante as ultimas duas décadas é o Sloan Digital Sky Survey (SDSS).
Baseado no Telescopio Sloan [39], as duas primeiras fases do SDSS (SDSS I e 1I) [40]
coletaram dados de 1998 a 2008, realizando o imageamento de 11.663 deg? e aplicando
o método fotométrico de cinco bandas a 357 milhoes de objetos. O mapeamento espec-
trografico foi realizado em uma drea de 9380 deg?, analisando 930.000 galdxias proximas
(0 < 2 < 0.7), 120.000 quasares distantes (2.3 < z < 3) e 460.000 estrelas.

Durante sua terceira fase (SDSS-III), o experimento que deu continuidade ao mapea-
mento tanto de galdxias proximas (¢ < 0.7) quanto de quasares distantes (2.15 < z < 3.95)
foi o Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS, 2008-2014) [41]. Ao total, este
experimento mapeou 9376 deg?, tomando o espectro de aproximadamente 1.350.000
galédxias, 294.500 quasares e 247.200 estrelas.

A fase quatro do SDSS (SDSS-1V) deu continuidade ao BOSS, com a criagdo do
Extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (eBOSS, 2014-2020) [42]], tomando o
espectro de mais de 1.4 milhées de objetos. Dentre esses estdo aproximadamente 475.000
galdxias (0.6 < z < 1.1) numa drea de 7000 deg?, e 500.000 quasares (0.8 < z < 3.5)
numa drea de 6000 deg?.

Ao longo de toda a sua durag@o, o SDSS ja mapeou o espectro de aproximadamente
1/4 do céu, e permitiu com que determindssemos com precisdo de 1 — 2% as Oscilagdes

Acitsticas de Bérions na fungdo de correlagio (veja a figura[9).
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13.8 « Lookback time [Gyrs]

Figura 9: Sloan Digital Sky Survey [43]. A figura mostra um ‘snapshot’ da cole¢do de
levantamentos sob supervisdo do SDSS desde 1998. Cada cor denota um tipo diferente
de objeto astrondmico (ou tracador). A direita, vemos que cada tragador individualmente
reproduz um conhecido efeito denominado por Oscilacdo Actistica de Bdrions (ou BAO,
em inglés), que por sua vez € explicado pelo modelo ACDM.

Com a obtencdo de dados cada vez mais precisos para a Larga Estrutura do Uni-
verso, nos deparamos com algumas inconsisténcias ainda ndo solucionadas (em especial,
a Tensdo de Hubble - discrepancia entre a constante de Hubble H, inferida por levan-
tamentos da Radiacdo Césmica de Fundo e levantamentos de supernovas do Universo

recente - veja a figura [10).

Atualmente, existem diversas teorias [44] acerca da natureza da Energia Escura que
visam solucionar problemas como a Tensao de Hubble, porém as barras de erro atuais dos
levantamentos dao margem para varios possiveis candidatos a modelos corretos. Desde
entdo, os cosmologos estdo em uma corrida para melhor restringir parametros a estes
componentes misteriosos. Para que isto ocorra e avancemos com a sele¢ao de candidatos
a teorias adequadas, a receita permanece a mesma: maior densidade (e variedade) de

objetos mapeados, maior volume, maior precisio na estimativa do redshift.

E com estes valores em mente que muitos experimentos atuais e futuros estdao sendo
realizados. A figura [[T|mostra um cronograma com alguns dos experimentos mais rele-
vantes que estdo em desenvolvimento e anélise atualmente, enquanto a figura[I2compara

a densidade e drea mapeada de alguns dos levantamentos passados, atuais e futuros.
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Medidas de Alta Precisdo de Hg

CMB with Planck

Balkenhol et al. {2021), Planck 2018+5PT+ACT : 67.49 2053
Aghanim et al. (2020), Planck 2018: 67.27 £ 0.60

Aghanim et al. (2020), Planck 2018+CMB lensing: 67,36 = 0.54

CMB without Planck

Dutcher et al. (2021), SPT: 688+ 1.5

Aicla et al. (2020), ACT: 67.9% 1.5

Aiola et al, (2020), WMAPS+ACT: 67,6+ 1.1
Zhang, Huang (2019), WMAPS+BAD: 68362011

No CMB, with BBN

Colas et al, (2020), BOSS DR1Z+BBN: 68,7+ 1.5
Philcox et al, (2020), P+BAQ+BEN: 68.6 = 1.1
Ivanov et al. (2020), BOSS+BBN: 67.9x 1.1

Alam et al. (2020), BOSS+eBOSS+BBN: 67.35 +0.97
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Cepheids — SNila

Riess et al. {2020), R20: 73.2+ 1.3

Breuval et al. (2020): 72.8+ 2.7

Riess et al. (2019), R1%: 74.0+ 1.4
Camarena, Marra (2019):

Burns et al. {2018):

Fallin, Knox (2017):

Feeney, Martlock, Dalmasso (2017):
Riess et al. (2016), R16:
Cardona, Kunz, Pettorine (2016): 73.
Freedman et al. {(2012): 74.

TRGB — SNia
Soltis, Casertano, Riess (2020): 72.1 £ 2.0
Freedman et al. {2020): 69.6 = 1.9

Reid, Pesce, Riess (2019), SHOES: 71.1+1.9
Freedman et al. (2019): 69819

Yuan et al. (2019): 724+ 2.0

Jang, Lee (2017): 71.2+25
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Masers
Pesce et al. (2020): 73.9+£3.0

Tully - Fisher Relation (TFR)
Kourkchi et al. {2020): 76.0 £ 2.6
Schombert, McGaugh, Lelli (2020): 75.1 £ 2.8

Surface Brightness Fluctuations
Blakeslee et al. {2021} IR-5BF w/ H5T: 73.3+ 2.5

Lensing related, mass model —dependent
Yang, Birrer, Hu (2020): Hy = 73.652}%;

Millon et al. (2020), TDCOSMO: 74.2+ 116

Qietal (2020): 73.6%

Liao et al. (2020): 72.81

Liao et al. {2019): 72.2£2.1

Shajib et al. (2019), STRIDES: ?a.zzg_g

Wong et al, (2019), HOLICOW 2019: 73,3755

Birrer et al. (2018), HOLICOW 2018: ?2.515}

Bonvin et al. (2016), HOLICOW 2016: 71933

Optimistic average

Di Walentino (2021): 72.94 £0.75

Ultra — conservative, no Cepheids, no lensing
Di Walenting (2021): 72.7 £ 1.1
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Figura 10: Tabela com medidas para a constante de Hubble com nivel de confianga de
68%: a banda em ciano representa a medida realizada pelo experimento SHOES (medida
direta através de Cefeidas), com um valor Hy = 73.2+1.3 km s~' Mpc~'. A bandaem
rosa-claro representa a medida realizada pelo experimento Planck (2018) (medida
indireta através do espectro da RCF), assumindo um modelo ACDM. O valor obtido pelo
Planck foi Hy = 67.4+£0.5 km s~! Mpc~!. As medidas realizadas tanto na RCF quanto
no Universo recente, portanto, apresentam uma discrepancia (ou tensdo) de 4 — 6 sigma
com relacdo as estimativas da RCF. Figura adaptada de [44]].

Além de levantamentos espectrogrificos, a fotometria nos préximos anos voltard a ter
grande relevancia com dois ambiciosos projetos: O Javalambre-Physics of the Accelera-
ted Universe Astrophysical Survey (J-PAS, 2020-2025) [46] e o Large Synoptic Survey
Telescope (LSST, 2021-2031) [47].

Baseado em um telescopio de 2.5 m no Observatorio Astrofisico de Javalambre (OAJ),

0 J-PAS possui um campo de visdo efetivo de 7 deg?, e pretende mapear 14 milhdes de
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BOSS 2008-2014 10000 Opt-S 0.3-0.7 (Galaxias) BAO/RSD
2-3.5 (Floresta Lyman-alpha)
DES 2013-2018 5000 Opt-I 0.2-1.5 WL/CL/BAQ/SN
eBOSS 2014-2020 7500 Opt-S 0.6-2.0 (Galaxias/Quasares) BAO/RSD
2-3.5 (Floresta Lyman-alpha)
SuMIRE 2014-2024 1500 Opt-I 0.2-1.5 wL/CL/
Opt-NIR-S  0.8-2.4 (Galaxias) BAO/RSD
HETDEX 2014-2019 300 Opt-S 1.9-3.5 (Galaxias) BAO/RSD
DESI 2019-2024 14000 Opt-S 0-2 (Galaxias) BAO/RSD
2-3.5 (Quasares/Lyman-alpha)
LSST 2020-2030 20000 Opt-I 0.2-2 WL/CL/BAQ/SN
Euclid 2020-2026 15000 Opt-I 0.2-2 WL/CL/BAO/RSD
NIR-S 0.7-2.2 (Galaxias)
WFIRST 2024-2030 2200 NIR-I 1.0-3.0 (Galaxias) WL/CL/SN/BAO/RSD
NIR-S ( PDG 2016)

Figura 11: Tabela com o cronograma e caracteristicas técnicas de alguns levantamentos
atuais e futuros. Legendas: WL= Lenteamento Fraco (Weak Lensing); CL=Lenteamento
de Aglomerados (Cluster Lensing); SN= Supernovas. Tabela adaptada de [45]].

galdxias através de fotometria num intervalo 0.1 < z < 1.2, numa area de 8.000 deg®. A
grande novidade, entretanto, se d4 no método fotométrico utilizado por este experimento:
o método consiste em um sistema Optico de 56 bandas finas, dispostas ao longo do es-
pectro visivel e cada uma com um overlap de 145 A sobre as outras, providenciando um
espectro suave (veja a figura[I3). A expectativa é que a precisdo dos photo-z estimados
sejam o, ~ 0.003 (1 + z), uma precisdo fotométrica jamais vista.

J4 o LSST acredita na forca bruta: baseado em um telescopio de 8.4 m em Cerro
Pachoén, Chile, sua camera terd um campo de visao efetivo de 9.6 degz, cobrindo uma
drea de 20.000 deg? e analisando o lenteamento de 4 bilhdes de galdxias no intervalo

0.2 < z < 2, ao longo de seus 10 anos de experimento.
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Figura 12: Comparacdo entre levantamentos passados, presentes e futuros. A medida
em que avangamos tecnologicamente, nos aproximamos no canto superior direito. Figura

adaptada de [34].
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Figura 13: Filtros de Banda do J-PAS. Adaptado de [48]

Com o advento de levantamentos cada vez mais ricos e complexos, nos deparamos

com um problema na interpretacao destes dados:

Até 25 anos atrds, as ferramentas observacionais tradicionalmente utilizadas para a

investigacdo da Larga Estrutura do Universo se baseavam (e ainda baseiam-se na maior

parte) na fung@o de correlagdo no espago Euclideano 3D (£(|7;—77|)) e, equivalentemente,

o espectro no espaco de Fourier 3D (P (E) - que possui, por natureza, uma geometria Eu-



19

clideana). Mesmo com nossos observaveis sob efeito do cone de luz, a razdo por tras do
sucesso dessas ferramentas se deve ao fato de que os levantamentos compreendiam areas
do céu muito pequenas e/ou volumes limitados. Dessa forma, era comum considerar que
os observaveis residiam em um volume cubico de tempo constante (numa aproximagao
denominada de céu plano), a partir de onde retiravam-se as decomposicdes no espagco
de Fourier (veja a figura [I4). Mesmo quando o levantamento possuia uma grande pro-
fundidade, ainda era possivel subdividir a observagdo em vérias caixas cubicas de tempo
constante e uni-las através do que chamamos de fungdo de transferéncia: de maneira ge-
ral, o espectro de poténcia matéria é obtido através da correlagdo dos entre dois modos
de Fourier & (g, z). Se cada um destes modos estd em um raio (e portanto, um redshift)

diferente, podemos levar ambos a um mesmo redshift z; e entdo obtermos P(k, zp):

(1.26)

Em outras palavras, na aproximagao de céu plano é possivel analisar varias caixas
(ou ‘bins’) de redshift ~ constante, e uni-los posteriormente assumindo um modelo cos-

moldgico (esse modelo ird fornecer o comportamento de 7 (k, z)).

'Céu Plano'

- N s
G @ Observagio - pequeno volume
em tempo t ~ constante

Observador - linha de visada ~ fixa

Figura 14: Aproximacdo de céu plano: mesmo com a nossa observacdo sob efeitos do
cone de luz, podemos considerar a caixa como um plano de redshift z ~ constante. No
‘pior’ dos casos, podemos subdividir z em pequenos ‘bins’ z; de largura Az, e uni-los

através da Eq. (3.11).

Esta prescricdo para a andalise dos dados deixa de ser ideal a medida em que aumenta-
mos o angulo de observagdo, de forma que nossa linha de visada deixa de ser aproximada-
mente constante. A medida em que nosso mapa torna-se esférico, as caixas no espaco de

Fourier deixam de representar a evolucao dada pela pelo cone de luz de forma consistente.
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Para os levantamentos atuais e futuros, precisamos transicionar da analise de Fourier
para uma decomposi¢cdo para o campo de contraste de densidade que leve em conta a

dependéncia intrinseca das nossas estruturas com o raio (ou o redshift) de observagao.

Com esta transi¢do, surgem alguns desafios com respeito a descri¢do de alguns efeitos
que a luz dos objetos sofre até chegar aqui. Estas distor¢des refletirdo em nosso redshift
observado, e a maior contribuicdo desses efeitos em Larga Escala se deve as distorcéoes
do espaco de redshift, que possui uma descricao bem consolidada na aproximacao de céu

plano, mas que ainda tem seu tratamento em levantamentos esféricos um pouco obscuro.

1.4 Organizacao do projeto

Levando em conta os problemas mencionados na secdo anterior, gostariamos que nos-
sos observaveis fisicos fundamentais fossem baseados em superficies esféricas de simul-
taneidade (2D), além do redshift (1D). E a partir destes parametros que temos de desen-

volver nosso maquindrio de andlise de dados e extracdao de parametros cosmologicos.

Para realizarmos esta transi¢ao (3D Cartesiano — Esférico), este projeto tem como

objetivos:

e Avaliar se € possivel aproveitar todo o maquindrio desenvolvido no Espaco de
Fourier até entdo, a fim de descrever com precisdo nossos observaveis numa prescri¢ao

esférica;

e Mostrar como € possivel implementar as expressdes encontradas para valores tedricos

dos observdveis em ‘mocks’ (aproximacgoes analiticas de simulagdes) do céu inteiro.

Para investigarmos estes dois objetivos, o projeto estd organizado da seguinte forma:

Na secdo |2, discutiremos acerca das distor¢des de redshift e quais sdo as suas con-

sequéncias nos observaveis cartesianos, num contexto linear.

Na secdo |3, vamos mostrar como transformarmos a prescri¢do dos observaveis do
espaco 3D Cartesiano ao espaco esférico (ou harmodnico), agora levando em conta os
efeitos do cone de luz e da distorcoes do espaco de redshift. Também mostraremos a
relacdo entre os observaveis nestes dois espacos (Espectro de Poténcia da Matéria <

Espectro de Poténcia Angular).

Na se¢do |4, vamos mostrar como € possivel realizar um grande volume de simulacdes

do Universo - seja um volume a tempo constante ou no cone de luz, seja no espago real
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ou no espago de redshift.

Para cheque de consisténcia das expressdes encontradas nas segdes 2-3, na sec¢do 5] ire-
mos produzir um grande volume de caixas do Universo a tempo constante (‘snapshots’),
e comparar as expressoes para a fungdo de correlacao harmonica (observavel do espago
harmonico) tedricas e observadas nas simulacdes. Isto sera feito tanto para uma caixa
seguindo um Espectro de Poténcia analitico (que por sua vez, fornece um Espectro de
Poténcia Angular Analitico) quanto para um Espectro de Poténcia mais realista, seguindo

um modelo ACDM (através de um algoritmo disponivel na literatura).

Concluimos na secdo [0 onde destacamos quais serdo os préximos passos e futuras

aplicacoes deste formalismo.
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2 Distorcoes do Espaco de Redshifts

Quando realizamos uma observagao de tracadores em larga-escala, podemos perceber

que existe uma anisotropia na dire¢do radial (veja a figura[I5]).

\8 2dF Galaxy Redshift Survey ®

12h

13"
40

0
>

Figura 15: Distribuicdo de galdxias observadas pelo experimento 2dFGRS [49], em
funcdo do angulo e redshift estimados. Desconsiderando-se efeitos naturais que espe-
rariamos ver (como a diminui¢do da abundancia em largas distancias, e estruturas mais
aglomeradas em pequenas distancias), podemos ver ‘paredes’ concéntricas, € em alguns
lugares estruturas parecidas com ‘espinhos’ apontando para o centro da observacado, dando
a impressdo de uma alta anisotropia.

Neste sentido, podemos nos perguntar se 0o que estamos observando € a real posi¢cao
do objeto. Primeiro, vamos nos lembrar de que o método utilizado para estimar a posi¢cao
de um tracador baseia-se em seu redshift z, uma medida intrinsecamente radial. A partir
deste redshift e com um modelo cosmolégico em maos, calculamos a distincia radial
do objeto (r) levando em conta seu movimento através do fluxo de Hubble H(z): para

velocidades sub-relativisticas, podemos considerar

cz=H(2)r (2.1)

Entretanto, devemos levar em conta também que o observavel pode estar se movimen-
tando devido a atragdo gravitacional de outros objetos. Ou seja, ele pode ter uma certa
velocidade peculiar em adi¢cdo ao movimento devido ao fluxo de Hubble. Se esta veloci-
dade peculiar for comparavel ao fluxo de Hubble, a estimativa dada pela Eq. (2.1) pode

levar a resultados muito discrepantes para a ‘real’ posi¢ao do objeto.

Suponha entdo que tenhamos um objeto a uma distancia (fisica) ‘real’ 7. Suponha
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: L . Redshift
Redshift real z \ Aparente 7,,.
Objeto movendo-se
? com o fluxo de Hubble
obs H(z)
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Figura 16: Um objeto astrondmico dificilmente se move apenas com o fluxo de Hubble.
Provavelmente, ele também se moverd devido a atracio gravitacional de outros objetos
proximos.

também que sua velocidade peculiar radial seja vy.. = U(7, z) - . A Figura|l16|ilustra a

situacdo: o redshift observado sera aproximadamente

s = 7+ P 2.2)
C

Em outras palavras, a velocidade observada v,,s do objeto sera

Vobs = H(2) 7+ Vpec (2.3)

Portanto, a distancia fisica observada r,,, serd

Upec
obs = — 2.4
Tobs = T + i) (2.4)
Ou, em coordenadas comoéveis x:
vpec
obs = 8 = _ 2.5
ZTob s=x+ () H(?) (2.5)

No6s chamamos s de uma coordenada (comoével) no espago de redshift, enquanto que
x é uma coordenada (comével) no espago real . A figura[T7]nos mostra o que observamos
num mapa no espaco de redshift versus o que deveriamos observar para a posicao real dos
objetos, descontando-se a contribuicdo da velocidade peculiar em (4). E neste sentido que
definimos este termo adicional como uma distor¢do no espago de redshift, com relagdo
ao espaco real. Na proxima se¢do, mostraremos de que forma exatamente a distribui¢ao

¢é distorcida.
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Distribui¢do no espago real  Distribuicdo no espaco de redshift

" e 1T SR

Figura 17: Comparacdo entre uma distribui¢cdo de galdxias no espaco real versus sua
contraparte no espaco de redshift, de forma semelhante a figura[[3]

A partir destes fatos, surgem dois desafios do ponto de vista da comparagdo entre teo-
ria e observacdo. O primeiro encontra-se na raiz da derivacao para a distor¢ao de redshift:
de que forma podemos descobrir a velocidade peculiar de um objeto tendo como unicas
informacdes seu redshift medido e seu campo de contraste de densidade? E possivel

realizar uma estimativa?

O segundo diz respeito aos nossos observaveis, pois nao possuimos um campo ‘infini-
tesimal’ de objetos, e nem estamos particularmente interessados na posicao individual de
um objeto. Queremos obter essencialmente um campo discreto de contagem de tracadores

N(7), ou de forma adimensional, um campo de contraste de densidade dos tragadores:

N'(7) — Nt

= (2.6)

5() =

onde N' é o nimero médio de objetos por célula.

A pergunta é: como podemos relacionar o efeito das distor¢des do espaco de redshift
discutidos até entdao, no contexto de uma observa¢ao de um mapa de contraste de den-
sidade? Em outras palavras, como podemos relacionar o campo de contraste de den-
sidade no espaco de redshift (que € essencialmente o que observamos) com o seu res-
pectivo campo no espago real (que € o que teriamos se a luz ndo sofresse nenhum tipo
de distor¢do)? A resposta para estas duas perguntas sdo obtidas nas proximas sec¢oes.
Primeiramente, vamos obter uma forma de estimar a velocidade peculiar de um objeto

individual.
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2.1 Estimando velocidades peculiares

Dentro do contexto de teoria de perturbacdo linear, podemos estimar a velocidade
peculiar (¢) de um objeto em termos do contraste de densidade real naquele ponto. Para
derivar esta expressao, partimos da equacdo da continuidade no espaco real comoével:

d’ - .
p:—vx(Tpv> , 2.7)

onde definimos a densidade de matéria no espaco real como "p, de forma que seu respec-

tivo campo de contraste de densidade serd dado por

Utilizando-se de que 4 = a(z)H (z)-L, obtemos
dp =
—a(2)H(z) 1= V. - (V) (2.9)

Agora, escrevendo

d'p _ "6(%,20) dIn D(z) _ "8(7,20)
da  a(z) dlna(z) ~  a2) f(z) (2.10)

onde D(z) é denominada por funcdo de crescimento, e f(z) é a taxa de crescimento da

matéria, obtemos

—

—H(2)f(2)"0(Z, z0) = V- U(Z, 2) . (2.11)
Realizando uma transformada de Fourier desta equagdo, obtemos uma equacao da forma

~ —

—H(2)f(2)"8(k, z) = ik -

—

(K, 2) (2.12)

e

Mas entdo podemos utilizar o fato de que ¥(k, z) = o(k, ) k/k (em teoria linear,
o rotacional da velocidade peculiar é nulo, como veremos na se¢ao . Dessa forma, a

velocidade peculiar radial no espago de Fourier serd dada por

~ 7 jafy g N 7 A 2)H(2)"6 k‘,z
Upee(k, 2) = U(k,2) - =i(k - T) /) (k:)2 (k. 20) (2.13)
Agora podemos retornar ao espaco real, notando-se que ¢ (l; 2)Jk? = —%6;2. Portanto,
a velocidade peculiar no espaco real serd dada por
— d = _ 9 [T —
’Upec(xv Z) = —f(Z)H(Z)—V |: 5([E, ZO):| (214)
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A equacdo nos dd uma estimativa para a velocidade peculiar de um objeto,
dado o contraste de densidade real naquele ponto. Com isto podemos passar ao problema
de relacionar o contraste de densidade observado no espago de redshift (*(7, z)) com o

contraste de densidade no espaco real.

2.2 Efeito das Distorcoes de Redshift no Contraste de Densidade

Vamos agora tentar encontrar uma maneira de relacionar o campo de contraste de

densidade nos dois espagos. Aqui, vale lembrar que a massa deve ser conservada nos dois

referenciais:
“0(5,2)d*s = "p(F, 2)d>x (2.15)
sS( 3 d*x TS
= (1+ %(5,2)) = %(1 + "0(%, 2)) (2.16)

Para encontrarmos a relag@o para o contraste de densidade de ambos os referenciais, resta
encontrar uma expressao para o Jacobiano da transformacgdo entre as coordenadas 7' e
S, d*z/d®s = J. Esta € obtida ao utilizar-se da relagdo da Eq. (2.4), de forma que o

Jacobiano é escrito como

J—(1+ ! dvpec(f’z))—l(ur Upec )_2 (2.17
B H(z) dx H(z)x A7)

Aqui podemos desprezar o termo quadratico, se considerarmos que a velocidade pe-
culiar é muito menor se comparada ao fluxo de Hubble (H (z) ). Este regime geralmente
¢ vdlido em grandes escalas, onde o raio de um aglomerado é muito maior se comparado
com as velocidades peculiares de cada objeto. Entretanto, esta aproximacao falha em
pequenas escalas, onde tanto os velocidades peculiares tendem a ser maiores, quanto 0s
raios dos aglomerados sao menores. Nestas escalas, o termo quadratico pode dar origem
a curiosos efeitos conhecidos como ’‘fingers-of-god’ (ou ’dedos de deus’). Este efeito é
tipico de regides em pequena escala e alta densidade, e ja foi registrado em alguns levan-
tamentos de galdxias, como no aglomerado de Coma (de Lapparent, V., Geller, M. J., &
Huchra, J. P., 1986) [50]], por exemplo. A figura I8 mostra um diagrama com diferentes

situagdes e suas consequéncias para as distor¢des do espaco de redshift.

Em escalas lineares, portanto, podemos assumir

1 dvpec(Z, 2)
~1-— peel
1= (-7

(2.18)
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Distorgoes do Espacgo de Redshift

Espago Real ‘—¢—p . .

Ndao-Linear

Regime Linear Inversdo
Espago de Redshift . ——

~ ~
I I
] ]
I I
] ]

Observador I g\ ) g\ d Q‘

Figura 18: Diferentes distor¢cdes do espago de redshift. No regime linear (6 < 1, aglo-
merado grande se comparado com a distor¢ao), temos o cendrio tipico de estruturas em
Larga Escala em grandes redshifts: a distor¢do faz com que as estruturas aparentem ‘es-
magadas’ (efeito ‘squashing’). No regime de Inversdo (6 ~ 1, aglomerado com tamanho
da ordem da distor¢@o), o ‘squashing’ pode achatar completamente as estruturas. Em
situagdes extremas (regime ndo-linear, 0 > 1, distor¢des muito maiores do que o tama-
nho da estrutura), temos o efeito de 'fingers-of-god’, onde ha uma inversao da posi¢ao dos
objetos do aglomerado: objetos proximos aparentam estar muito distantes, € os objetos
originalmente distantes aparentam estar muito proximos.

Finalmente obtemos todos ingredientes para uma relacdo ’semi-analitica’ entre % e 9:

aplicando as Egs. (2.18)) e (2.14) em (2.16), obtemos

(5, 2) = [1 + f(z)d—Qﬁﬂ (T 2) . (2.19)

dx?
A equagdo (2.19) finalmente expressa a relagdo entre o contraste de densidade nos espagos
real e de redshift, e serd uma expressao de suma importancia para as relacdes encontradas
na secdo [3.2 Podemos também expressar a equagdo (2.19) em termos da fungdo de

-,

correlagdo ( (k) 0% (k)):

2

(B(k) (K)) = <[1+ f(z)d—ﬁZ] "§(k) [H f(z)d—QﬁZ] r5(/2')> (2.20)

dxz? dz?
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Apesar dessa relagdo parecer pouco palpavel, em aproximacao de observador distante
o operador Laplaciano inverso assume uma forma muito mais amigédvel, ainda que nao
represente a distor¢do de redshift no céu inteiro. Na se¢do ela serd especialmente util
quando a estendermos para o espectro de poténcia angular da matéria, que serviri como

interface entre a teoria cosmoldgica e as observagoes.
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3 Cosmologia em Coordenadas Esféricas

Como dito anteriormente, uma das possiveis fontes de informacdo provenientes de
levantamentos do céu consiste em contar a quantidade de tragadores (estrelas, galédxias,
quasares, etc.) presentes em uma porcao de volume. Suponha entdo que fomos capazes
de obter um campo da densidade de tracadores p(7) em uma regido do céu. Como li-
dar com a informacdo presente neste campo de maneira consistente com o cone de luz?
Primeiramente, € mais simples se trabalharmos com um objeto sem dimensodes fisicas.
Tipicamente, transformamos o campo de densidade em um campo de contraste de densi-
dade:

5(F) = % 3.1)

onde pg € a densidade média no volume. A partir daqui, poderiamos tomar a transformada
de Fourier deste campo, §(7) — 0(k), e analisarmos sua estatistica. Idealmente, uma
medida da funcao de correlagdo deve ser realizada entre dois modos no mesmo redshift
(ou seja, numa mesma hiper-superficie de tempo constante). Entretanto, sabemos que nao
observamos objetos em distincias radiais diferentes em um mesmo instante de tempo. De
fato, realizamos as nossas observacdes em um cone de luz do passado, onde cada objeto

estd em sua propria ’casca esférica’ de redshift (ou tempo) constante.

Apesar de ser possivel ’fixar’ as transformadas de Fourier a um tempo constante
(como mostrado na se¢do|1.3)), gostariamos de decompor o campo de contraste de densi-
dade de uma maneira um pouco mais condizente com o que € de fato observado: objetos

em cascas esféricas de tempo constante.

3.1 Nocoes gerais

A maneira mais natural de decompor tal objeto se da através da decomposi¢ao em

esféricos harmonicos Y,,:

0o 4
0 2) =D > bum(r, 2) Yo (7) (3.2)

{=0 m=—¢

Aqui, r = |7], 7 = (0, ¢) (das coordenadas esféricas usuais). Deixamos explicito o fato de
que a distancia radial depende do redshift medido. Dessa forma, os modos agora contém

de forma sintetizada a informagdo a respeito do tempo em que a medida € realizada. Estes
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modos harmonicos podem ser obtidos de uma observacgdo através da relagao

dem(r, 2) = /er 7, 2) Yo (), (3.3)

onde dS2,. = sen(0)dfd¢. Os modos ¢ e m sdo encarregados pelas variagdes angulares no

campo:
e ( determina o “comprimento de onda” do modo:

2rr
~N — .4
A 7 (3.4)

e m determina o “formato” do modo (isto €, o nimero de “gomos” ao longo do equa-
dor):

A, R

(IR | (“...',)
e e i
=4 "\‘.'.'," A Ll

Figura 19: Exemplo de Esféricos Harmonicos de modo ¢ = 4

Agora, de maneira similar ao que € feito no espaco de Fourier, podemos definir um
Espectro de Poténcia Angular para as flutuacdes da densidade, &,, como sendo a variancia
dos coeficientes harmonicos dy,,. &, nos dard uma amplitude como fungdo de ¢ (que
por sua vez ¢ uma quantidade relacionada ao “‘comprimento de onda” ou a escala da
flutuacdo) e também dos raios em que tomamos a variancia dos modos (digamos, r e ).

Se considerarmos que nossa observagado € isotropica, entdo podemos escrever
<6£m<7") 6Z’m’(r/)> = 5%’5mm/£€(r; T/) ) (35)

onde deixamos implicito que r = r(z), r’ = r'(2’), etc. Se a observagdo ndo respeitar a
isotropia estatistica, entdo pode ocorrer de haver uma “mistura” nos modos de ¢, ¢’ [51]].

Aqui, vamos nos ater a observagdes no céu inteiro, supondo tal isotropia.

Este tipo de decomposicdo ja € utilizado ha muito tempo para a RCF (veja a figura
20), e em geral o que é analisado nas observagdes é de fato {,. A maneira como este se

relaciona com o espectro de poténcia da matéria P(k) serd discutida mais adiante.

Na equacdo (3.5) fica implicito que temos mais de uma amostra de d;,, (7). Na vida
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Figura 20: Representacdo da Radiacdo Césmica de Fundo através da decomposi¢do em
esféricos harmonicos, até o modo ¢ = 100. Quanto maior o nimero de modos, maior a
resolucao do mapa de contraste de temperatura.

real, s6 temos uma amostra: o proprio céu! Nao existem varias amostras do Universo,
entdo o que medimos de fato € um estimador do espectro de poténcia angular, fg. Entre-
tanto, no contexto de simulacdes, podemos sim ter varias amostras do céu. Neste sentido,
o “verdadeiro” espectro de poténcia angular se da através da média de égl supondo a

isotropia estatistica,
(Sfm(r) 5Z’m’ (T/) = (Sgg/dmm/ég(r, TI> s (36)

o que implica

~

§o= (&) (3.7)

Para cada multipolo ¢, temos (2 ¢ + 1) modos-m independentes. Para obtermos &, deve-

mos entao realizar uma média sobre m:

. 1
Sop Eo(r, 1) = D > Stm(r) 6 (1) (3.8)
m=—/
entao ,
1
e Eo(r,7") = @+ Z (Oem (1) Ogun (7)) - (3.9
m=—~

Como s6 temos uma amostra do céu na vida real, é de se esperar que haja uma incerteza
inerente em suas medidas. A tal incerteza é dado genericamente o nome de varidncia
cosmica. No contexto de medidas do espectro de poténcia angular, podemos calcular a
(co)variancia c6smica Cov[{y(r1,12), & (r3,14))] em um ambiente isotrépico (assumindo

que g, Sejam varidveis aleatérias gaussianas) com a ajuda do Teorema de Wick Apéndice
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A, de forma que escrevemos

Cov[&(h, r2)7 S (1“3, T4)] =
(Ee(r1,m2)€0 (r3,ma)) — (Eelre,m2)) (o (rs,ma)) = (3.10)
deer
(20+1)

Eo(r1,ma)0 (12, 73) + &o(r1,74)E0 (2, 73)

No aspecto de previsdes tedricas de uma observacao, ainda podemos utilizar o espec-
tro de poténcia da matéria (que ja possui uma derivacao tedrica bem desenvolvida) a fim
de obter os espectros angulares tedricos. Vimos anteriormente que o espectro de poténcia

da matéria ¢ obtido através da correlacdo dos modos de Fourier & (E, 2):

(3.11)

onde P(l;7 zp) € dado, por exemplo, por algoritmos como CAMB [52, 53], CMBFAST
[54,55]], CLASS [56], etc. T (k,z) = T'(k) D(z) é um fator encarregado de contabilizar
a evolugdo das flutuacdes de densidade ao longo de diferentes escalas de distancia & (com
a “funcdo de transferéncia T'(k)”) e tempo z (com a “fungdo de crescimento” D(z)). Estas
sdo fung¢des bem conhecidas, sendo D(z) facilmente obtida através de equagdes diferen-
ciais e 7'(k) possuindo valores bem aproximados por fits, como a fungdo de transferéncia

BBKS [57] para a cosmologia ACDM, por exemplo.

Agora, gostariamos de obter uma relagéo entre &,(r, r") e P(k, z). Tal relagdo é obtida
através de um pouco de dlgebra (apéndice B.I)), e no espaco real é dada simplesmente
por

E(r,r') = %/dl{: 2T (k,2) T(k,2") jo(kr) jo(kr') P(k, z) . (3.12)

Novamente, fica implicito r = r(z), v’ = r'(2'). j, sdo as fungdes esféricas de Bessel.
Por simplicidade, vamos inserir os fatores 7 dentro da definicao de P(k) (assim como
omitir a dependéncia em z, 2’ € 2o, que fica implicita por r, " ), de forma a simplificar as

expressoes:
2
lrr) =2 / Ak R Gk r) ok ') P(E) . (3.13)
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3.2 Distorcoes de Redshift no Contexto Harmonico

Vimos, através das Eqs. (2.19) e (2.20) que € possivel (ainda que o significado seja
um pouco obscuro) relacionar o campo de contraste de densidade nos espagos real e de
redshift. Essas equacdes podem ter expressdes palpaveis se considerarmos observagdes

de céu plano, onde podemos utilizar a férmula de Kaiser [26]:
Bk, z) = [1+ f(2) 3] "8(k, 2) (3.14)

onde u = k-7, 7 sendo a orientagdo da linha de visada, considerada fixa. Apesar
desta aproximac¢do dar resultados muito bons em levantamentos pequenos, ela deixa de
ser o ideal quando vamos a um levantamento que mapeia o céu inteiro, de forma que
nio podemos considerar apenas uma linha de visada. Diante deste problema, podemos
investigar se o tratamento harmonico pode ser mais util e nos providenciar uma relagao

entre os dois espacos de forma mais consistente.

De fato, no apéndice mostraremos que € possivel encontrar uma relacdo seme-
lhante a da Eq. (3.13) para a correlacdo dos modos harmdnicos no espaco de redshift,

(De(r) B7(r")) = &(r,r"):

*Eo(ryr') = % / dk k? |:jg(l€7") — f(z)je”(k:r)} |:jg(l€7”,) — f(2)3 (kr")| P(k) (3.15)

Outra propriedade interessante € o fato de podermos relacionar os espectros de poténcias

angulares (real e no espaco de redshift) através de uma integral dupla de um ‘Kernel’ K:

(') = / dp p? / dp' p” Ko(p,r) Ko(p',7') "&e(p, ') (3.16)

onde "¢, é dada simplesmente pela equacgdo (3.13). No apéndice [C}, mostraremos que o
Kernel K,(p, ) é uma contribui¢do f(z), acrescida de uma perturbagio em torno do delta
de Dirac 6p(p — r):

ser =p

f(2) {2(2%1)%(@1)}
2(20+1) )

1+ f(z 2 f(e— , ¢
Ko(p,r) = T()5D(P —r)— J;(Tz) 2z((265+11)) (;) ; ser <p  (3.17)

¢
£(2) 4(2041)+6(0—1)
[ (5) [ 2(20+1) } ser > p
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Do ponto de vista experimental, o ideal seria se tivéssemos o contrario: Uma ex-
pressao para "§, dado um °¢,, que € o que podemos medir essencialmente. Entretanto,
¢ de nosso interesse estimar o quanto as distor¢des desviam *€,(r, ') de um valor ideal
"&(r,r'). As figuras abaixo mostram o que podemos esperar dos termos p* K, (sem o
termo delta de Dirac), assim como os termos p? p'2 Ky(p,7(2)) Ko (p',7'(2")), que sdo
essencialmente os fatores que desviam *&,(r, ") de "&y(r,r'). Para um z = 0.7 (r =
2500 h~' Mpc)t e 2’ = 1.1 (' ~ 3600 h~' Mpc), temos a figura[21] para ¢ = 10, 50, 100.
Podemos perceber que a ‘perturbacdo’ em torno do delta de Dirac provém termos cada
vez mais nao-despreziveis a medida em que se aumenta ¢ (escalas cada vez menores),

adicionando termos "&,(p, p’) por fatores ~ 0.1% em ¢ = 10 até ~ 1% em ¢ = 100.

0.008 Kernels Ky(p, r(z)) £ =10 Kernels Ky(p, r(z)) £=50 Kernels Ky(p, r(z)) =100
— P Kilp, z=0.7) — p*Kilp.z=0.7) — P*Kilp,z=07)

0.007 0 Ki(p, z=1.10) 0% Kilp. z=1.10) 0 Ki(p,z=1.10)
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Figura 21: Kernels da equacdo (3.16) para z = 0.7, 27 = 1.1. Os painéis
superiores mostram os fatores Ky(p,r(z) e Ky(p,r'(z') sem seus respectivos ter-
mos de delta de Dirac. Embaixo de cada painel, seus respectivos termos cruzados

p? 0" Ki(p,r(2)) Ko/, 7' (21)).

Podemos ver o que acontece quando tomamos o espectro angular de dois objetos mais
proximos. A ﬁgura mostra 0 mesmo caso anterior para z = 1.0 (r ~ 3357 h~! Mpc)

e 2/ = 1.01 (r =~ 3383 h~! Mpc). A maior mudanga para o caso anterior € a maior

Raios estimados com um modelo ACDM plano!
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‘contaminag¢@o’ nos termos misturados p* p'? Ky(p,r(2)) K¢(p',r'(2')) sem o delta de Di-
rac. Porém, estes continuam sendo muito pequenos (~ 0.0001%) em comparag¢do com os

termos separados Ky(p, r(z) (~ 1%).

0.008 Kernels Ky(p, r(z)) £ = 10 Kernels Ky(p, r(z)) =50 Kernels Ky(p, r(z)) £ =100 0.008
— P Kilp, z=1.0) — P*Kilp,z=1.0) — P*Kilp,z=1.0)
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Figura 22: Kernels da equagdo (3.16) para z = 1.0, 27 = 1.01. Os painéis
superiores mostram os fatores Ky(p,r(z) e Ky(p,r'(z') sem seus respectivos ter-
mos de delta de Dirac. Embaixo de cada painel, seus respectivos termos cruzados

p* 0" Ko(p,7(2)) Ko(p', 7' (2)).

Obtidas estas expressdes que relacionam espectro de poténcia da matéria e espectro
angular, gostariamos de verificar a validade destas em uma simulagdo. Uma aproximagao

simplista para este problema serd discutida na préxima secao.
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4 A Teoria de Perturbacao Lagrangiana

Estamos interessados em investigar as escalas nas quais equa¢es como e
sao vdlidas, e quais fatores de um levantamento de galdxias realistico (no qual nosso
campo de contraste de densidade € discreto) pode ou ndo interferir nessas relacdes. Para
18s0, sd0 necessdrias simulacdes de centenas, ou até milhares de ‘volumes’ do Universo.
S6 assim obtemos médias consistentes dos estimadores ég, que podem ser comparadas as

expressoes tedricas.

A opcdo mais fiel a teoria que poderiamos fazer consiste em realizar simulacdes
de N-corpos, que € exatamente simular o movimento de N particulas individualmente.
Para realizarmos este tipo de simulacdo e obtermos resultados satisfatorios (pouco ruido-
s0s), € necessario contabilizar o movimento de milhdes de particulas, com células para a
avaliacdo da densidade preferencialmente cada vez menores. A técnica utilizada para es-
sas simulagdes € denominada de Paricle-Mesh (PM), e € utilizada desde o fim da década
de 70 para fins cosmoldgicos. Apesar de possuir um algoritmo otimizado, no qual o tempo
de computacdo escalona com o< O(N,,) + O(N,In N,) (N, é o nimero de particulas, N,
€ o nimero de células no volume simulado), este tipo de simulacdo demanda um elevado
tempo computacional, principalmente quando se trata de uma simulacdo do céu inteiro.
A situagdo agrava-se ainda mais quando precisamos de muitas simulagdes do mesmo vo-

lume, COmMo no nOSSO Caso.

4.1 Nocoes Gerais

A solucgao para este problema reside na produgdo de ‘mocks’, aproximagdes analiticas
para o movimento das particulas dentro do volume simulado. Um dos métodos mais em-
pregados é denominado de Teoria de Perturbacao Lagrangiana, e consiste na aproximagao

do movimento de vdrias particulas dentro de certo volume e densidade de contraste (7).

Nesta aproximacdo, dada a posi¢ao inicial (ou coordenadas Lagrangianas) ¢ de uma
por¢do de particulas, podemos representar sua posic¢o final 7(¢) através de um campo de

deslocamento (¢, t), unicamente dependente de sua posi¢ao inicial:

7=q+ (g1t
¢ = posicao inicial da particula (4.1)

U(,t) = campo de deslocamento
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Cada particula, por sua vez, move-se de acordo com a equagdo de movimento

d*r dr S
— +H—=-V0o 4.2
dt? + dt Ve, (4.2)

onde H € a velocidade devido ao fluxo de Hubble e ® € o potencial gravitacional. Tomando-

se o divergente desta expressao, obtemos
- [d37 dr -
v l—r + H—T} -V, (4.3)

onde agora podemos tomar vantagem da equacdo de Poisson para o potencial gravitacio-
nal:
V2 = —ngHQ 8(7) (4.4)
Nosso interesse agora € obter uma expressio dependente de ¢} para isto, podemos uti-
lizar o Jacobiano da transformacao entre as coordenadas 7°e ¢ juntamente com a defini¢ao
dada pela Eq. @.1)):
1+6(7) =J"
J = det(dy + Vi) (4.5)
ov;
Jq;

Assim, utilizando as Eqs. (#.5)) e (4.4) em (.3)), obtemos a expressio

Wiy =

. [d?F  __dF] 3
IOV | g 20 H(J -1 4,
J(G, )V [dt2+ dt} 5 2mH*(J — 1) (4.6)

Finalmente, podemos re-escrever os operadores V em termos das derivadas em coor-
denadas Lagrangianas:
-1
Vi - (52] + \Ili,j) qu (47)

Denotando ﬁq = a%’ podemos encontrar solugdes perturbativas para a Eq.
utilizando (4.1)), (4.5) e (4.7).

Expansao em torno da solucao linear (Aproximacgao de Zel’Dovich, 1970 [58]]):

A solucao mais conhecida € a de primeira ordem, de forma que a equacdo torna-
se simplesmente
Vo 00 = —Dy(1)d(q) 4.8)
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onde §(§) serd um campo de contraste de densidade imposto por condigdes iniciais, e
Dy (t) é a mesma fungdo de crescimento da matéria presente em 7 (k, z), apenas em
aproximacao linear. Numa métrica FLRW e num Universo dominado por matéria, esta

func¢do de crescimento é dada por

Di(t) = (1)2/3 (4.9)

onde ¢ € o tempo cédsmico atual.

Expansao em segunda ordem (2LPT): Podemos ir além, e encontrar a solugdo em
segunda ordem [59, 60, |61, 62]. Esta é muito mais precisa em relacdo a aproximagao de
Zel’dovich, no que diz respeito a evolucdo da densidade de matéria (Jenkins 2010 [62]).

O termo de segunda ordem v@ para o vetor de deslocamento U serd dado pela equagdo

—, =g 1 (1 (1 (1 1
V, 0@ = §D2(t)z {wiﬁ-m}} —g gl (4.10)

J5?
i#]

Uma das vantagens desta expressio é que a funcao de crescimento D(t) possui valores
muito precisos para a cosmologia ACDM: para 0.01 < €2,,, < 1 (veja Bouchet et al. 1995,

Eq. 34 [63]),

DQ(t) _gDQ( )Q 1/143

Do mesmo modo que na aproximag¢do de Zel’dovich utilizamos que as solu¢des Lagran-

3 2
~=Di(1) (4.11)

gianas sdo livres de rotacional (até segunda ordem), podemos re-escrever os termos do
lado direito das Eqs. (4.8) e (4.10) em funcdo de Laplacianos de potenciais ¢(") e ¢

Dessa forma, escrevemos o vetor posi¢cao das particulas diretamente através de
7(q) = §— D1V + DoV 0@ | (4.12)
onde os potenciais ¢(!) e ¢(?) obedecem as equagdes de Poisson

Ve (q) = 6(q)

4.13)
2q) = {o\e') — 6012}

1>7

as quais podem ser calculadas numericamente através de rotinas de FFT. Por ultimo, po-
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demos calcular o campo de velocidade das particulas: sendo ¢ o tempo cOsmico, temos

o d?T_ le d 2
dD dD
— —Had—lvq¢ + Had—Qquﬁ
d hl(Dl) d lIl(DQ)
—D) —— 2 HV W 4+ Dy ——22 H
' (a) Vo + D2 In(a) Vo
——
f1 f2
— T=—Dy fiHV Y + Dy fo HV 0@ . (4.14)

Novamente, os termos f; e f> sdo bem aproximados por

fr (4.15)
fo 2000

O método 2LPT permite o cédlculo rapido do movimento de ‘pedacos’ de matéria, e
pode ser utilizado em conjunto com outros métodos a fim de se criar simulagdes *mock’
mais precisas em escalas ndo-lineares. Um exemplo € o algoritmo PTHalos (Scoccimaro,
Sheth 2002 [64]), que simula o0 movimento de halos de matéria escura através de 2LPT,
e entdo distribui matéria dentro desses halos através de uma funcdo de distribuicao de
matéria (por exemplo, a NFW [63], utilizada no artigo). Nosso foco, entretanto, sdo as
simulacdes em larga escala e como podemos levar o formalismo de 2LPT ao espaco de

redshift e aos cones de luz.

4.2 2LPT e Cones de Luz no Espaco de Redshift

A grande vantagem do formalismo de 2LPT no contexto de simulagdes do cone de luz
¢ a simplicidade em obté-los: em uma simulagcdo de N-corpos, por exemplo, o que geral-
mente € feito consiste em armazenar diversos volumes do Universo em tempo constante
(ou ‘snapshots’), e entdao recorti-los em vérias ’cascas’ esféricas. Este procedimento toma
tempo computacional e espaco de armazenamento, e € longe de eficiente para simulagdes
em Larga-Escala. Com o 2LPT, entretanto, a posi¢cdo de cada por¢do de matéria ao longo
do tempo € determinada unicamente por sua posi¢ao inicial e pelos termos temporais
Dy (t) e Dy(t). Para realizarmos o processo de transformar uma simulagio de snapshots
para um cone de luz, basta evoluirmos cada por¢do de matéria em um raio r de acordo

com os termos temporais D 1) (ty — 7/c) e D(9)(tg — 7/c).
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O préximo passo seria transformar o cone de luz do espaco real para o espago de
redshifts. Isto também pode ser obtido facilmente através do 2LPT, ja que este fornece
o campo de velocidade da matéria. Entdo, basta tomar o termo de velocidade peculiar
da matéria v,.. = U - 7 e aplicar ao conceito de distor¢do da Eq. . E claro que o
formalismo de 2LPT simplifica muito os célculos, mas isto também implica que devemos
ter uma grande resolu¢do (ou um grande nimero de células) para sermos capazes de

perceber o efeito das distor¢des de redshift.

Como exemplo, criamos uma caixa com varias particulas distribuidas uniformemente,

obtendo as caixas evoluidas para um snapshot do Universo atual e um cone de luz da

figura

Queremos também ser capazes de construir uma simulagdo em 2LPT através de um
d(g) que siga certo espectro de poténcia da matéria P(k), pois é deste que geralmente
retiramos as teorias cosmoldgicas. Na proxima se¢do, daremos uma prescri¢ao de como
realizar tal §(q) e verificar a validade de relagdes como a Eq. €m um cendrio um

pouco mais realista.
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Figura 23: Nos paineis superiores, a evolu¢do de uma caixa no espaco real com
1283 particulas, através do formalismo 2LPT. No painel a esquerda, colocamos 128°
particulas uniformemente dispostas em uma caixa de lados 2000 h~! Mpc. A partir
desta, evoluimos por¢des de matéria (c€lulas ctibicas de lado A, = 50 h~'Mpc) através
do formalismo 2LPT, até um tempo de t, = 4.7 x 10° anos (painel central). O modelo
cosmoldgico utilizado foi o flat-ACDM, com densidade de reliquia da matéria €2,,, = 0.7,
de forma que os valores para D(z) e f(z) sdo dados respectivamente pelas Eqs. (4.9)
e @.15). Alternativamente, podemos evoluir cada particula proporcionalmente a sua
distancia radial do centro, de forma a criarmos um cone de luz (painel direito). Vemos
que a medida em que nos aproximamos do centro da caixa, temos por¢des cada vez mais
evoluidas. Paineis inferiores: evolugio da mesma caixa no espaco de redshift com 1283
particulas, através do formalismo 2LPT. No painel a esquerda, a versdao no espaco de
redshift de 1283 particulas uniformemente dispostas no espago real, em uma caixa de
lados 2000 h~! Mpc. Nos paineis central e direito, evoluimos por¢des de matéria da
mesma maneira das figuras superiores, e entdo trazemos estas particulas para o espago de
redshift aplicando-se a Eq. [4.14] para a velocidade peculiar na Eq. 2.5

00
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S Simulacoes ‘mock’ em grande escala

Como discutido anteriormente, precisamos de um grande nimero de simulacdes de
um mesmo volume a fim de compararmos teoria (como as equagoes e com
observagdes (Eq. [3.8). Como neste caso podemos recorrer ao 2LPT para fazer tais
simulagdes, ndo € preciso simular o movimento de particula a particula, como feito na
figura Basta que simulemos diretamente o campo de contraste de densidade, pois € a
partir deste que realizamos o movimento de todas as particulas. Nesta se¢do, vamos discu-
tir uma prescri¢do de como realizar simulacdes de campos de contraste de densidade com
oscilagdes regidas por um espectro de poténcia da matéria especifico. O fato de estarmos
simulando uma caixa discretizada do Universo ird acarretar em algumas consequéncias

na comparagdo entre observacao e teoria, como veremos adiante.

5.1 Principios Basicos em um Toy Model

A maneira mais clara de enxergar as propriedades de uma caixa discretizada do Uni-
verso pode ser obtida se criarmos um campo de contraste de densidade que segue um
espectro de poténcia da matéria analitico. Como bonus, seria ideal que este espectro de
poténcia gerasse um espectro angular também analitico. Vamos entdo criar um modelo
de brinquedo (ou 7oy Model), onde possamos criar tal campo de contraste de densidade,
e a partir dele estudar sua estatistica em um snapshot (volume inteiro a tempo constante)
e no espacgo (comovel) real. As propriedades para um volume tanto no cone de luz como

no espaco de redshift irdo seguir deste, como discutido na secdo anterior.

Um dos espectros de poténcia mais simples que podemos criar consiste em um for-
mato de chapéu (ou top-hat), onde permitimos que hajam flutua¢des no campo de con-

traste de densidade apenas em algumas escalas especificas: este espectro serd dado por

P(k) = e (0(k — k) — 0k — k»)) . (5.1)

Onde 6 € a fungdo passo de Heaviside, k; € a escala maxima de flutua¢des de densidade,
e ko € a escala minima. ¢ é uma constante arbitrdria, em unidades de [Mpc/h]?, e nos dard

a amplitude destas flutuacdes.

Antes de definirmos quem serdo estas constantes, € critico que saibamos quais as
dimensodes da caixa que iremos simular. Isto porque ndo queremos que as oscilagdes

sejam menores que a resolugcdo da caixa, nem que sejam muito maiores do que a caixa.
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Vamos entdo definir uma caixa na qual faremos nossas simulagdes:

L =500 Mpc Rt [Tamanho Lateral da Caixa]

(5.2)
AL =5 Mpch™t [Tamanho Lateral das Células]

Ou seja, temos uma caixa de volume 500 x 500 x 500 [Mpc/h]® subdividida em 100?

células, nas quais poderemos inferir um valor de 6(7), por exemplo.

Se agora tomarmos a frequéncia da amostragem das posi¢des no espaco de Fou-
rier, vemos que o nosso valor minimo de %k (ou escala maxima do espaco real) serd
Emin = 2% 7/L ~ 1.25 x 1072 h Mpc~'. Da mesma forma, o valor mdximo de k
(ou resolugdo méaxima da caixa) serd ko, = 7/AL ~ 6.15 X 10~ h Mpc~*. Portanto,
buscamos um valor de k; que ndo seja menor que k,,;,, € um valor de k; que nao ultra-
passe k... Além disso, para que o formato do chapéu seja fielmente representado na
nossa caixa, é preciso que a largura deste chapéu seja no minimo maior que 2 k,,,;,, de
forma que tenhamos uma boa amostragem de frequéncias no espaco de Fourier. A figura
mostra dois casos diferentes de k; e ky, com € = 10, onde podemos observar que a
escolha de constantes erradas podem levar a uma pobre amostragem de P(k) em nossa
caixa discretizada, resultando em medidas com grande flutuacdo estatistica. Alternativa-
mente, isto também nos diz o 6bvio a respeito do que queremos medir: se quisermos obter
medigdes precisas dos espectros de poténcia linear P(k) e angular Cy(r, ") em regides
especificas do espectro, precisamos verificar se nossa divisdo do volume observado nos

fornece células com resolucao suficiente.

Motivados pela discussao anterior, vamos definir as seguintes constantes:

ki =2x10"" h Mpc™?
ky =3x10"" h Mpc™! (5.3)
e =10 [Mpc/h)?

Com um espectro de poténcia da matéria em maos, o que queremos agora ¢ realizar
uma amostra Gaussiana do campo de contraste de densidade no espaco de Fourier, 5 (E)
Ou seja, queremos uma realizagdo de um campo S(E) que obedeca a seguinte funcdo
densidade de probabilidade:

1 o]’

P(|5~D = TP(k) exp {TP(/{:)} 5.4

A partir deste campo || criado, podemos obter os modos (k) de fato ao adicionarmos
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Figura 24: Comparagdo entre escolhas diferentes de k; e ko: 0 grafico a esquerda mostra
o valor teérico de P(k) para k; = 9 x 1072, ky = 1 x 107%, versus a curva representada
pelas amostras de frequéncia da nossa caixa. Apesar das flutuacdes de matéria estarem
dentro dos limites de escala da caixa, a escolha de k; e ko deixa de ser ideal, pois possui
uma largura Ak = ky — k; = 1 x 107° < 2kpin. O P (k) definido compreende uma édrea
‘amostrada’ por apenas um modo de frequéncia, de forma que no momento de calcular
a média da correla¢ao dos coeficientes de Fourier, (0(k)d*(k')), obteremos um resultado
pobre. O ideal seria algo como o grifico a direita, onde o P (k) definido por k; e ks com-
preende uma regido povoada por varios modos de frequéncia da caixa. Como veremos,
esta definicdo de k; e ko nos fornecera uma representagao fiel do espectro P(k).

L2

a cada ponto uma fase e , onde « € um valor uniformemente aleatorio entre O e 1.

Com o campo no espago de Fourier em maos, poderiamos facilmente tomar um FFT

inverso a fim de obter o campo de contraste de densidade da matéria, 6(7).

Até agora, consideramos que nosso observavel era um campo aleatério Gaussiano da
matéria, d(7), que no espago de Fourier e no limite do continuo obedece a equagao .
Como discutido na introdugao, temos algumas limitacdes do ponto de vista observacional:
nossa observagao nao € a matéria em si, mas tracadores de matéria, que formam um
campo discreto, e ndo continuo. Portanto, vamos dar um passo adiante e levar nossa

andlise a um contexto de tragadores, § — §':

(5.5
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onde n,(7) é a densidade de contagem de tracadores no ponto 7, e 77; é o valor médio em
todo o volume da observacao. b; é o viés (ou bias) do tracador, que consideraremos como

sendo um valor constante para cada tipo, sem que haja grandes alteracdes na teoria.

No nosso caso, queremos simular a contagem de tracadores numa grade de células

cartesianas de volume AL?, de forma que podemos escrever

M) =Ny s (5.6)
N,

Portanto, vemos que podemos simular um campo de contagem de tracadores através de

Ny(7) = Ni[1 + b3 (7)] (5.7)

Existem duas observagdes a serem feitas a respeito desta expressao.

Primeiramente, existem lugares no Universo em que a densidade é muito maior do
que 1, a0 mesmo tempo em que ha lugares em que 6 < —1. Isto, somado ao fato de que
tracadores podem ter um bias b* > 1, nos leva a concluir que podemos acabar simulando

locais com N;(7) < 0!

A equacdo (5.7 somente € valida em aproximacdo linear, onde a varidncia esférica
(isto é, a variancia do contraste de densidade da matéria dentro de uma esfera de raio R)

¢ muito menor do que 1, de forma que a aproximacao de amostragem Gaussiana € valida.

Em regides ndo-lineares (onde a variancia esférica se torna comparével a 1), a forma
exata como o contraste do tracador e da matéria se relacionam € um pouco mais complexa.

de forma geral, podemos escrever

Ni(7) = N, [1 + AS(F) + BO(F)? + C (7> + ... (5.8)

de forma que o polindmio € restringido por N; > 0.

Portanto, a equagao (5.7) é uma expressao aproximada, que devemos utilizar dentro do

limite de aproximacao linear (em outras palavras, no regime de perturbacdes Gaussianas).

Além disso, ndo observamos fragoes de tragadores (ou detectamos ele, ou ndo!). Dessa
forma, discretizamos V;(7) utilizando-se de uma distribuicao de Poisson. Este passo tem
como consequéncia a inclusdo de um termo de ruido (denominado também por ’shot-

noise’) na funcao de correlacdo dos modos de Fourier do tragador, que veremos a seguir.

Tomando-se a transformada de Fourier de (), denotada agora por 6 *(k), gostarfamos
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de verificar que

e o o 68
(6U(R) 5 (k) = (27)® 6% (K — F') [# +b;b; Pm(k)} . (5.9)
O primeiro termo dentro dos colchetes, %—], € 0 ‘shot-noise’ devido a distribui¢do de Pois-

son, enquanto que o segundo termo € definido pelo processo de amostragem Gaussiana.

A derivagdo para o termo de shot-noise é realizada no apéndice D}

Desde que discretizamos nosso campo em células, o delta de Dirac na Eq. (5.9) torna-
se 0z (L/27)® ; analogamente, 7; agora ¢ N;/AL3. Dessa forma, o que realmente
esperamos medir destes modos de Fourier ndo é exatamente o espectro de poténcia P(k),
mas sim N

(6U(k) 0 (K)) = L? 6, “NL +b; b Py (k) (5.10)

i

Ainda resta saber como faremos a medi¢do do lado esquerdo da expressdao. Como
estamos assumindo isotropia, podemos estender o vetor k a todas as posicoes da caixa em
que |E | = k. Como ndo temos posi¢des infinitesimais, ainda realizamos uma ‘binagem’,
ou seja, definimos os pontos k; como todas as células do campo de contraste de densidade
no espacgo de Fourier que estejam dentro da ‘casca’ esférica [ k;— Ak /2, k;+Ak/2]. Ak é
uma largura arbitrdria, mas deve preferencialmente ser maior do que k,,;,, que determina
o tamanho das células no espaco de Fourier. Por simplicidade, vamos escolher um valor
ligeiramente maior que k,,;,, Ak = 1.34 x 1072 h Mpc~'. A Figura 25| mostra uma

esquematizacio do célculo desta funcdo de correlacao em ‘bins’.

Como exemplo, vamos tomar b; = b; = 1, N, = Nj = 1000 tragadores/bin: isto

implica em
o 3
W@ = | S+ P | i

o que se verifica na figura [26]
Antes de prosseguirmos, vamos verificar se os campos de contraste de densidade pro-

venientes de 4’ (k) respeitam o regime linear: para isto, vamos calcular a variancia esférica

oy destes tracadores, e compararmos com a expressao tedrica
of = —|W — :
& o (2m)? : e 7
onde |Wg(k)| é uma fungdo janela esférica:

(5.13)

Wik = |



47

CAMPO|DE (JONTRAST
DENSIDADE NO ESPA(
FOPURIER

SK®)

min ‘

Figura 25: Célculo da correlagdo dos modos de Fourier em bins: contabilizamos o con-
traste de densidade de todas as células dentro de uma ‘casca’ esférica de raios centrais k;
e k;, com espessura Ak = 1.34 x 1072, Entdo, realizamos a média de cada §*(k;) 6/ (k;)
contabilizado.

Por conter fungdes esféricas de Bessel, a integral presente na Eq. (5.12) pode se
tornar computacionalmente dificil. Para este tipo de integral, utilizamos um método de
somatoria de Coeficientes de Clebshaw-Curtis, que facilita os calculos. Em programacao

Python, por exemplo, este método estd embutido em bibliotecas como a scipy.integrate

[66]].

No contexto do célculo do espectro de poténcia da matéria, um algoritmo que explica
detalhadamente o processo de integracdo através de coeficientes de Clebshaw-Curtis €

realizado por J.-E. Campagne, J. Neveu ¢ S. Plaszczynski no software Angpow [67].

A figura 27 mostra um comparativo direto entre o célculo analitico da Eq. (3.12)) e o
calculo numérico, simplesmente avaliando-se a variancia das células de 1 onde vemos
que a variancia permanece num regime pequeno se comparado a 1, mesmo em pequenas

escalas.

Finalmente, temos a justificativa para escolher ¢ = 10: além deste produzir um
campo de contraste de densidade onde as flutuagdes sdo muito menores do que a or-
dem 1, também a varidncia em suas amostras Gaussianas é pequena, de modo que é muito
improvavel que possamos produzir uma caixa onde uma célula apresente |§| ~ 1 e assim
aborrega a nossa aproximagdo dada pela Eq. (5.7). Esta escolha arbitraria de ¢ pode ser
feita sem maiores preocupagdes, pois apenas altera a amplitude dos nossos observaveis, e

nao o seu formato, que € essencialmente nosso objeto de interesse.
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Espectro Top-Hat: Amostras (Gaussianas+Poissonianas) Aleatdrias 6 Espectro top-hat: <&Kk) 6 k) >

—— Media+Variancia de N=100 Amostras

1010 1010 Valer Tearico

k|
]

10°

5

<&5UK)E 1K) > [Mpc3h=3]

10°

10 10
ki [Mpc=1h] ki [Mpc=1h]

Figura 26: Espectro de poténcia ‘Top hat’: no painel esquerdo, 100 amostras (Gaussi-
anas+Poissonianas) de |5 1|2, onde cada 'k’ é na verdade um ’bin’, ou casca esférica de
espessura 1.34 x 10°2 h Mpc~'. No painel 2 direita, a média (|0"|?) comparada com
a expressdo analitica da Eq. (5.11). Aqui fica claro o motivo por trds da escolha de k;
e ko tal como fizemos: toda caixa possui uma resolu¢do méaxima; escolhemos k; e ko
num intervalo onde hd um grande nimero de ’amostras’ de frequéncia. Em outras pa-
lavras, a escolha deste intervalo de escalas criard estruturas nem muito pequenas (cuja
resolucdo da caixa ndo conseguiria distinguir) nem muito grandes (que ndo cabem em
nossa caixa). Para criarmos estruturas menores, precisariamos aumentar a resolucao da
nossa caixa, diminuindo o tamanho das células. Entretanto, o preco que se paga € o tempo
de computacdo, ja que o nimero de células a serem processadas cresce com AL ™3,

O préximo passo é computar os modos harménicos ¢}, do tragador:
Str) = [ 490877 (5.14

Aqui, novamente o fato de termos um campo discretizado nos leva a realizar uma
somatoéria em bins. Neste caso, a integral no angulo sélido se torna uma soma sobre todas
as células dentro de [T — W/2,7 + W/2],normalizada por [_dQ),/4w. W é uma espessura
de bin arbitréria, em Mpch™!.

Com N amostras de ¢!, podemos computar a fungdo de correlacdo dos modos harménicos

tm>

entre dois tracadores « e [3:

L
Crlon(7) = (Cl) = Gy +1 Z% (7)) (5.15)
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Variancia Esférica o}

—— Variancia Amostral
0.08 Variancia Tedrica
0.06
Hbu:

0.04

0.02

0.00 —

101 102
R [h=Mpc]

Figura 27: Variancia do contraste de densidade Gaussiano dentro de uma esfera de volume
R. O grifico tedrico é calculado através da equagdo (5.12). A varidncia amostral é uma
estimativa realizada através de uma mesma caixa, realizando-se o calculo numérico da
varidncia em N = 100 volumes de raio R e centros aleatdrios, e entdo tomando-se a
média. A regido hachurada em azul representa o erro desta estimativa em cada raio. Uma
descricdo detalhada deste calculo € apresentada no apéndice

onde a média € realizada sobre as N amostras de 0j,, € 5fm.

Nosso interesse agora € comparar a simulacao CZ gbs (7,7) com a fung@o de correlagdo
tedrica, a qual denotaremos por Cy 4. Aplicando a Eq. (5.1) em (3.13), obtemos uma
expressao tedrica que se aproxima dos valores medidos:

2 ™ 5 7 (5 AL?’
thlfh(ﬁ?/) =—( ;= of

’ 2 N,r2AL

T
B = =
Termo de Shot-Noise g0 ()

+ bo bg € [ K ge(kyr, kyr') — k3 ge(kor, kot >

(5.16)

Assim como na fung¢do de correlacdo dos modos de Fourier, aqui também nao medire-
mos exatamente o espectro de poténcia angular g;’ﬁ (7,7") ; vemos que de fato medimos
ff’ﬁ (7,7') adicionado de um termo de ruido devido ao shot-noise, que decai com a densi-
dade de tracadores. A medida em que aumentamos esta densidade (ou alternativamente,
o numero de tragadores observados em um levantamento), nos aproximamos de uma me-
dida de 0 (7, 7).

Na equagdo (5.16), precisamos introduzir os colchetes ( ); 7, que denotam uma inte-

gral sobre os bins radiais:

<(...)>/Eﬁ/dr7’2 // dr' v (...) (5.17)

)
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Isto é feito para compensar pela somatdria em bins realizada na Eq. (5.14), que possui

consequéncias na correlagdo medida Cy ,,s, como veremos adiante.

Por sua vez, g, é definida por

2 Je1(2)Je(y) — Y Je-1(y)je()

gé(xay) = 2 — yz
io(x —y) — (=1) jo(x + 1 e , ,

(5.18)
onde a segunda igualdade mostra explicitamente que esta € uma expressao bem-comportada
em r — y. Vemos também que esta expressao ¢ simétrica sobre a troca de x e y. Vale
ressaltar que esta expressao, apesar de ser em parte analitica, pode ndo reproduzir fiel-
mente as correlacdes medidas Cy .5 - especialmente em valores radiais baixos. Isto se
deve ao fato dos efeitos da discretizacao (tanto angular quanto radial) serem mais pro-
nunciados nas proximidades do ponto de observacdo. Além disso, nossa teoria € baseada
unicamente de varidveis infinitesimais, de forma que a discretizacdo afeta as derivagdes
feitas no apéndice B, e pode causar grande flutuacio estatistica. Novamente, este pro-
blema pode ser corrigido progressivamente com a diminuicdo das células da caixa, ao
custo de tempo computacional. Ao mesmo tempo, geralmente estamos interessados em
observacdes distantes do ponto de observagdo, entdo podemos desprezar os dados em

raios menores.

Vamos tomar, por exemplo, ¢ = 10, e um tracador denotado por 1 tal que b; = 1.
Dada as dimensdes da nossa caixa, devemos escolher um bin radial de espessura pelo
menos maior que 5 Mpc/h, que é o tamanho de uma célula. A fim de tomarmos dados
de mais células, e assim termos um resultado menos ruidoso, escolhemos um bin radial

de espessura 10 Mpc/h. O efeito desta escolha arbitraria de W é mostrado no grafico da
figura [28}

De forma a nao misturar o dominio de cada bin (o que causaria certa inconsisténcia na
defini¢do das Eqs. [5.15]e[5.16] no que tange ao conceito de delta), podemos analisar os
raios de 7 = 5 Mpch™! até 7 = 245 Mpch™!, de 10 em 10 Mpc/h. Realizando 1000
caixas seguindo a prescri¢do das Eqgs. (5.2)-(5.18) nos leva aos resultados da figura[29] a
qual possui algumas observacgdes a serem feitas:

A primeira observagao reside no gréfico da se¢do diagonal da func¢do de correlacdo.: é
interessante que mesmo contabilizando a somatdria em bins radiais na contraparte tedrica
(Eq. [5.16), ainda exista uma discrepancia significativa em raios maiores entre teoria e

observacao.



51

Ci;t(r.7) para diferentes espessuras de bin W
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Figura 28: Comparagdo entre a versdo infinitesimal da Eq. (5.16), sem a integragéo re-
presentada pelos colchetes (linha azulada), e versdes ‘binadas’: a medida em que aumen-
tamos a espessura do bin, suavizamos a curva da funcio de correlagio. A medida em
que diminuimos este valor, nos aproximamos cada vez mais rapidamente do real valor
esperado para um () infinitesimal. Vemos que para a nossa simulacdo, ha uma diferenca
considerdvel entre os valores infinitesimais e ‘binados’. Um computador capaz de puxar a
resolucdo das célulasa 1 Mpc/h (de forma que escolheriamos W = 2 Mpe/h) ja produ-
ziria resultados suficientemente satisfatorios com a versao infinitesimal, com diferencas
da ordem de 1.4%. Para efeitos de comparacgdo, tomar todos as correlagdes de 1000 caixas
de 100? células, para ¢ = 10 leva em torno de 4 horas em um processador de 12 threads.

Uma maneira possivel de corrigir essa discrepancia € a de renormalizar a fungdo de
correlagdo utilizando um fator constante. No nosso caso, renormalizando por um fator
\/7/2 resolve o problema da amplitude para todos os valores de ¢ investigados (veja
o Apéndice de Figuras - pagina - onde mostramos a mesma renormalizacao para
¢ = 20 e ¢ = 40). Isso nos leva a concluir que houve uma diferenca de normalizacdo
tedrica e implementada pelo algoritmo que calcula os esféricos harmonicos, e portanto é

a maneira correta de se corrigir a discrepancia observada.

A segunda observacao reside no gréfico de residuo: o plot acima nos mostra o que ja
poderfamos esperar através de um argumento andlogo ao da Fig. 26} a baixa amostragem

em raios menores torna dificil a comparacdo entre as correlacdes cruzadas medidas e
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Cl¢ ops (7, 7') com espessura de bin W =10 Mpch™! Clg 4 (7, F') com espessura de bin W =10 Mpch~!
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Figura 29: Fungdo de Correlagdo dos modos harmonicos para um espectro de poténcia da
matéria ‘top-hat’: o painel esquerdo superior mostra nossa funcao de correlacdo medida,

1,1 _ . . s ey L 1,1 /= —y
ClO,obs(T7 7). O painel superior direito € a sua contraparte teérica, C'; (7, 7'), calculada
1,1

. e . 1,1 :
a partir da Eq. No painel inferior esquerdo, plotamos o residuo entre C'y ,, € C' -
Para fins de visualizagdo, uma comparacao direta entre ambos os calculos € mostrada no
painel inferior direito, onde tomamos um grafico em escala logaritmica da se¢do diagonal
da fun¢do de correlacao.

esperadas. Esta comparacao fica melhor a medida em que analisamos raios maiores, onde
a amostragem ¢é simplesmente maior. Novamente, o Espectro de Poténcia Angular se
torna mais acurado a medida que aumentamos o nimero de células da caixa (a fim de

diminuir-se a largura dos bins), ao custo de tempo computacional.

A dltima observacdo reside nos painéis superiores da figura29} Como a maior ampli-
tude corresponde ao ruido préximo a ¥ = ( (e portanto ofusca outros pontos que contém
informacao relevante), a andlise destes gréficos fica um pouco comprometida. A solucio

para este problema reside na constru¢cdo da matriz de correlacdo de Cy, denotada por
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Figura 30: Calculo da funcdo de correlacdo Tedrica: realizamos uma renormaliza¢do no
espectro tedrico obtido através da Eq. (5.16) por um fator /7 /2. Nos paineis inferiores,
mostramos a consequéncia desta renormalizagdo no grafico de residuos de Cy(7, 7).

Corre[r,7']: G, 7
e\, T

- V(7 7) Co(F',T7)

Utilizando esta defini¢do, podemos re-fazer os plots superiores da figura29] Utilizando a

(5.19)

Corr |7, 7]

funcdo de correlagéo tedrica renormalizada da figura 30| obtemos os plots da figura [31]

que nos mostram com mais clareza todas as estruturas de C'; em nossa caixa.

A tltima observacdo a respeito das figs. (29)-(31) reside na estimativa de erros. Com
o auxilio da Eq. (e utilizando o mesmo procedimento do Apéndice [A)), podemos
estender a estimativa para a matriz de covariancia do espectro angular a um contexto de
multi-tracadores:

id it 1 i v iil ~ili
Cov]| l[]]) AE]]] = 5 ci' o 4 OEJ} 7 (5.20)

-1.00
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Figura 31: Matriz de correlacdo de Cy: Os painéis superiores mostram uma comparagao
entre as matrizes de correlagdo dos modos harmodnicos, definidas como sendo as fungdes
de correlagdo normalizadas pela diagonal. Aqui podemos ver com clareza que todas as
estruturas provenientes do cdlculo tedrico refletem-se no espectro de poténcia angular
observado.

onde evitamos a contagem dupla de espectros ao definirmos um espectro angular ndo-
degenerado:
£ i<

fia] _
: 0 i>j

(5.21)
Também simplificamos a equacgao (5.20]) ao notar-se que os tragadores sempre acom-
panham seus respectivos raios:
R
Jer;
’ (5.22)
TR Ty

jl p=— Ty
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Portanto, as barras de erro que vemos em laranja nas figuras acima foram criadas a
partir da equag@o (5.20)), identificando-se 1 = j = = 7' = 1.

Apesar de ficar aparente pelas figs. (29)-(31)) que ambas as médias e variancias do
espectro angular simulado concordam com nossas férmulas analiticas, ainda € 1til realizar
a comparacao direta da matriz de covaridncia amostral com a covariancia analitica dada
pela Eq. (com o auxilio de[5.16).

Para efeitos de visualizacdo, podemos tomar a matriz [N, X N,| x [N, x N,]| inteira,
onde N, € o numero de bins radiais das nossas simulagdes. Isto €, ao invés de uma
matriz N, x N, (onde N, = N, (N, + 1)/2 é o nimero de possiveis pares (7, 7’) ndo-
degenerados) dada por Cov| lﬁ”’ L IEM ’}] , vamos tomar a matriz completa Cov|[¢}/ | Z},j 7 (que
¢ essencialmente dada pela mesma equagio (5.20)).

Por simplicidade, denotaremos a matriz de covariancia por Cov [ £,(X), &(Y) ], onde
X eY denotam {(7,7)} = (71,71), (F1,72), ... (T1,7n), (T2, 71) ... (T, 7). Omitimos

o indice de tragcador por estarmos tratando de apenas um tipo especifico.

Além disso, como foi feito na analise de (Y, iremos mostrar ndo a matriz de co-

variancia, mas sim a matriz de correlagdao da covariancia,

Corr[&(X), &(Y)] = Cov[£(X), &(Y)]/+/Cov[&(X), &(X)]Cov[&(Y), &(Y)]
(5.23)

a fim de facilitar a visualizacao.

Como em nossas simulagdes temos 25 bins radiais, nossa matriz de correlagao (dege-

nerada) terd um tamanho (252) x (25?) = 625 x 625, como mostrado nos dois painéis da
Figura 32

Podemos ver que todas as principais estruturas da matriz de correlacao tedrica (painel
direito) sdo refletidas na matriz de correlagdo amostral (painel esquerdo), construida a

partir de 1000 simula¢gdes Gaussianas.

Todos estes exercicios analiticos realizados nesta se¢do ddo sustentagdo para levar-
mos as simulacdes adiante, de forma a considerarmos situacdes cada vez mais realisticas.
Um notebook em python completo, com todas as funcdes apresentadas nesta secdo, estd
disponivel no GitHub [68]].

O préximo passo € utilizar um espectro de poténcia cosmolégico como base para as

simulagdes.
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Corr[&;(X), &(Y)] Amostral, £ =10 Corr[&;(X), &(Y)] Tebrico, L =10
600 : 7 600 )
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X X
Figura 32: Matriz de correlacdo da covariancia para ¢ = 10. A coordenada ra-

dial é dividida em 25 bins de espessura W = 10h~'Mpc de 7; = 5h~!Mpc até
o5 = 245 h~ Mpc, resultando em uma matriz de covariancia 625 x 625. O painel direito
mostra a matriz de correlac@o tedrica calculada com a ajuda da Eq. (5.20). O painel es-
querdo mostra a matriz de correlacdo amostral obtida através de 1000 simula¢des Gaus-
sianas. Os insets mostram um zoom nas mesmas regioes das duas matrizes, para uma
melhor visualizacdo das estruturas.

5.2 Snapshots Cosmolégicos

A fim de criar uma simulag@o mock no cone de luz e no espaco de redshift, precisamos
primeiramente de um snapshot inicial. A partir deste, iremos evoluir todas as por¢oes de
matéria utilizando o formalismo de 2LPT discutido na se¢do 4.2 Em geral, estamos
interessados em redshifts z < 6 (regides em que podemos observar linhas de 21cm do
Hidrogénio — quasares — galdxias — estrelas, etc.). Vamos entdo criar snapshots de

amostras Gaussianas de um espectro de poténcia da matéria cosmologico em z = 6.

Para isso, precisamos de uma forma de obter um espectro P(k) tedrico. Vamos uti-
lizar o CAMB [52, 53]], que realiza o cdlculo deste espectro a partir das constantes do
modelo fornecidas. Vamos considerar um modelo ACDM plano, de forma que as princi-

pais constantes serdo

Hy =675 Kms ' Mpc!
0, h? = 0.022 Densidade Barionica (5.24)
Qeam h? = 0.122 Densidade de Matéria Escura Fria .

ns = 0.965 Indice Espectral
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Mesmo em um redshift relativamente distante como z = 6, o campo de contraste
de densidade observado ja apresenta valores maiores do que a ordem de 1. Portanto, de
forma a manter a nossa aproximacao linear, vamos simplesmente renormalizar o espectro
de poténcia da matéria obtido por um fator 1/100. Como discutido anteriormente, essa
normalizacdo arbitrdria de P(k) apenas assegura que nos mantenhamos no regime linear,

e ndo altera o formato das correlacdes observadas dentro das nossas escalas de interesse.

Utilizando-se as mesmas dimensdes da caixa do 7oy Model, e novamente um tracador
de bias b; = 1, N; = 1000, obtemos os seguintes plots para a funcio de correlagdo dos

modos de Fourier e para a variincia esférica mostrados na figura

Mesmo que nossas caixas respeitem o limite de regime linear, precisamos nos lembrar
que a medida em que evoluimos no tempo (utilizando o 2LPT, por exemplo), nosso campo
de contraste de densidade possuird células com valores cada vez maiores em médulo. E
preciso estar atento passo-a-passo, pois as escalas em que o limite de amostras Gaussianas
permanece vélido passam a ser cada vez maiores. Caso a variancia fique comparavel a
ordem de 1, precisamos modelar N*(7) de forma diferente, geralmente tornando-se uma

expansdo polinomial como a expressa pela Eq. (5.8).

Antes de seguirmos com o cdlculo de Cjg;,, das nossas amostras, precisamos en-
contrar uma nova maneira de calcular a funcdo de correlacdo tedrica C’Z ?h, pois nao
obteremos para esta uma expressdo analitica como no caso do 7oy Model. Partindo da
Eq. (3.13), adicionando-se o fatores de bias, o shot-noise e levando em conta a média de

integracdo dentro dos volumes dos bins radiais, temos

aB (= — 2 [ Topp 0opg AL 2
O&fh(r’r/) = — < _#

Z + — dk k? jo(kr) jo(kr") [ b, bs Pk .
2 N.r2AL /0 je( T)JZ(T)[ 8 ()]>m/
(5.25)

T

O termo de shot-noise, por ser uma constante (a0 menos no contexto de snapshots),
permanece o mesmo da Eq. (5.16]). O termo do espectro de poténcia angular propriamente
dito, deve ser calculado numericamente. A integral em dk torna-se entdo uma somatdria
de k = 107* até k& = 10°, intervalo este uniformemente log-espagado em 2000 valores.
Para os nossos propositos, este método tem uma precisao boa o suficiente, e é bastante

rapida.

Por este ultimo termo se tornar uma longa somatoéria ao invés de um valor analitico,
tomar ( )77 como uma longa integral de coeficientes de Clebshaw-Curtis, como feito na

Eq. (5.17), torna-se imprético do ponto de vista computacional.

O que fazemos entdo consiste em realizar uma média dupla, ();r = %57 >, s
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. Espectro de Poténcias ACDM - CAMB Amostra Gaussiana de 61
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Figura 33: Propriedades das caixas criadas através do espectro de poténcia de matéria
do CAMB: o painel superior direito mostra o espectro de poténcia da matéria, fornecido
diretamente com o CAMB. Logo abaixo, a consequéncia deste espectro na medi¢do da
funcao de correlacdo dos modos de Fourier. Como indicado, s6 conseguimos medir esta
fungdo em escalas que compreendem a nossa caixa [k,,in, kmaz]- Para visualizagdo, plo-
tamos uma fatia de 4! (7') no plano XY, no centro do eixo Z. A barra de cores mostra que
aparentemente nosso campo ndo ultrapassa o limite imposto |4 < 1, mas para assegu-
rarmos que esse limite serd mantido para todas as nossas amostras Gaussianas, plotamos
abaixo um gréfico da variancia esférica tedrica e amostral, para checagem de consisténcia.
Nossas caixas, portanto, parecem seguras.

de forma que avaliamos os valores da integral da Eq. (5.25) para N valores de r equi-
espagados dentro do intervalo do bin 7, e equivalentemente para N’ valores de /. Por fim,

tomamos a média destes valores.
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Tomando-se novamente W = 10 h~! Mpc, um valor para N e N’ que converge
satisfatoriamente para um resultado é N = N’ = 2WW/AL + 1 = 5 subdivisdes para cada

bin radial.

Seguindo as prescricdes para o célculo tedrico citadas acima e para o célculo das
simulagdes descritas na se¢do anterior, obtemos a figura34] que mostra a comparagao en-
tre teoria e simulacdo para a Matriz de correlacdo de Cy para £ = 10, W = 10 h~! Mpc.
Temos novamente um comportamento similar ao do 7oy Model, onde a discretizagao
da caixa ndo permite uma avaliagdo consistente em pequenas escalas, mas a partir de
7 ~ 50 h=t Mpc, os graficos para a funcio de correlacio C, apresentam grande con-

cordancia.

E preciso notar, entretanto, que este raio aparente onde teoria e simula¢do parecem
concordarem entre si varia de { em (. Isto porque, como vimos anteriormente, 0 modo
( estd intrinsecamente ligado a escala angular das nossas flutuagdes de densidade. Dessa
forma, quanto maior o /, menor a escala angular tratada, e entdo o efeito da discretizacdo
angular faz-se cada vez mais presente, de forma que raios cada vez maiores sao afetados.

Este efeito pode ser visto em todos os plots presentes no Apéndice de Figuras (pagina
101)), para £ = 20 e ¢ = 40.

Por fim, comparamos as matrizes de correlacdo da covariancia simulada e tedrica
(dado pela Eq. [5.23). Podemos ver que os resultados obtidos para o Toy Model continuam
vélidos, mesmo para um espectro de poténcia da matéria mais complexo, que excede os

limites de escala da nossa caixa.
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Corrg,n(r,r') ,£=10
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Figura 34: Matriz de correlagdo para C,. Nos painéis superiores, temos uma comparagao
entre trés matrizes de correlacdo diferentes: a primeira a esquerda € uma matriz de alta
resolugdo feita através do célculo tedrico da Eq. (5.16), com raios indo de 1 h~! Mpc
em 1 h~! Mpc. Como discutido anteriormente, Nesta escala a binagem dos raios ndo
‘esconde’ mais informagdo, entdo ndo é preciso realizar o cédlculo da Eq. (5.16) com os
colchetes ( )77 . As outras duas matrizes fazem uma comparagao direta entre a simulagao
(painel direito, calculado com 500 caixas de bin W = 10 h~! Mpc) e sua contraparte
tedrica (painel intermedidrio, calculado através da Eq. (5.16) com a média em bins des-
crita nesta se¢ao).
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Corr[&(X), &(Y)] Amostral, £=10 Corr[&(X), &(Y)] Tedrico, £ =10
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Figura 35: Matriz de correlagdo da covariancia para ¢ = 10. A coordenada ra-
dial é dividida em 25 bins de espessura W = 10h~'Mpc de Z; = 5h~ ! Mpc até
Tos = 245h~ ! Mpc, resultando em uma matriz de covaridncia 625 x 625. O painel
direito mostra a matriz de correlag@o tedrica calculada com a ajuda da Eq. (5.20). O
painel esquerdo mostra a matriz de correlagcdo amostral obtida através de 500 simulagdes
Gaussianas. Os insets mostram um zoom nas mesmas regioes das duas matrizes, para
uma melhor visualizag¢do das estruturas.
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6 Proximos Passos e Conclusoes

Com a checagem de consisténcia realizado na sec@o anterior, estamos em passo de
levarmos nossa andlise a situagdes mais realistas, levando-se em conta as distor¢des do
espaco de redshift e o cone de luz. Os proximos passos para que isto ocorra consistem
em implementar o formalismo 2LPT aos mocks dos snapshots realizados anteriormente.
Para isso, podemos criar uma caixa com a posi¢cdo de vdrias particulas que, ao invés de
serem dispostas uniformemente como no caso da se¢ao[d.2] seguem o campo de contagem
de tracadores Ny(7) (que por sua vez, segue um espectro de poténcia da matéria P(l;)
especifico). A partir deste, evoluimos a posi¢cdo de cada particula através do formalismo
2LPT, e criamos entdo o campo de contagem de tragadores no cone de luz Ny(7, z) (em

outras palavras, o campo de contraste de densidade 0*(7)).

A partir de um campo no cone de luz e no espaco de redshift, seremos capazes de
verificar equac¢des como (3.13) e (3.16). E claro, a andlise ficard cada vez mais complexa,
uma vez que devemos introduzir os fatores f(z) de taxa de crescimento da matéria, assim
como fungdes de transferéncia 7'(k) e fungdes de crescimento D(z). Outras complicacdes
serdo levadas em conta, como a densidade média n; em cada bin radial, que deixard de
ser constante, uma vez que a abundancia de objetos observados diminui progressivamente
a medida em que vamos a redshifts maiores. Portanto 7, — 7;(z). Gostarfamos também
de levar em conta mascaras (através da inclusdo de fungdes janela na derivagdo de 6'(7),
por exemplo) no céu, pois num cendrio realista de um levantamento de galdxias ndo ob-

servamos o céu inteiro.

Entretanto, estes proximos passos serdo essenciais para levar a nossa andlise da Larga
Estrutura do Universo adiante, principalmente no que tange a restri¢do dos parametros
f(z) inferidos pelas distor¢des de redshift. A criagdo de mocks no cone de luz e espago
de redshift também possibilitardo a realizacdo de previsdes para o poder restritivo de
parametros em levantamentos futuros, através do formalismo das matrizes de informacao
de Fisher.

Neste projeto, demos os passos iniciais em direcao a este novo formalismo esférico
para a Larga Estrutura do Universo, em especial no que diz respeito as distor¢des do
espaco de redshift. Mostramos em teoria linear que é possivel estimar a velocidade pe-
culiar de por¢des de matéria sob um campo de contraste de densidade 6(7), e mostramos
o efeito desta velocidade peculiar no campo de contraste de densidade mapeado num le-
vantamento de galdxias. Em seguida, mostramos como analisar estes campos (seja no
espaco real, seja no espaco de redshift) sob uma prescricdo esférica, realizando uma

decomposicao em esféricos harmonicos. Em especial, mostramos que € possivel reali-
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zar uma estatistica completamente andloga a que € feita no espago de Fourier 3D (com
o espectro de poténcia da matéria, uma das principais pontes entre teoria € observacao),
com o espectro de poténcia angular. Ainda mais, mostramos que este novo espectro, do
ponto de vista tedrico, € facilmente relacionado com o espectro de poténcia da matéria
através de integrais de fungdes esféricas de Bessel, de forma que nossos cdlculos tedricos
permanecem fundamentalmente baseados sobre o espectro da matéria. Para verificar a
relacdo das expressoes obtidas com um mapa discretizado (assim como as escalas onde
ha informacdo significante a respeito das distor¢cdes de redshift), precisamos encontrar
dois métodos: um para criar um campo de contraste de densidade que siga qualquer es-
pectro de poténcia da matéria desejado, e outro para evolui-lo a um cone de luz no espaco
de redshift. Este ultimo tem como solu¢do simples a criagdo de simulagdes ‘mocks’,
aproximacoes semi-analiticas para o movimento de um grande niimero de particulas. Um
dos métodos possiveis € através da Teoria de Perturbacdo Lagrangiana, que fornece a
posicao e velocidade de qualquer particula, em qualquer tempo, ao simplesmente forne-
cer o campo de contraste de densidade inicial sob o qual estas particulas estdo. Na dltima
secdo, mostramos 0 passo-a-passo de como criar um campo de contraste de densidade ini-
cial, as consequéncias de sua discretizac¢do e de tomar-se uma amostra Poissoniana deste
- nossos observaveis (espectro de poténcia da matéria e angular) serdo adicionados de
um fator de Ruido, denominado ’shot-noise’. Finalmente, mostramos que as expressoes
tedricas que relacionam espectro de poténcia da matéria e espectro de poténcia angular
sdo consistentes - tanto para um espectro de poténcia analitico (neste caso o ‘top-hat’),
quanto para um espectro mais realistico, como o espectro para um modelo ACDM obtido
através do CAMB [352]. Por fim, também verificamos a validade da expressdo para a ma-
triz de covariéncia dada pelo teorema de Wick (apéndice [A), mostrando que as matrizes

de correlag@o do espectro de poténcia angular, dadas pela Eq.(5.23).
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APENDICES

A Variancia Cosmica

Queremos encontrar uma expressao analitica para a (co)variancia do espectro de poténcia

angular:
Cov[Cy(r1,12), Cpr(r3,14)] =
<CA'£(7’1,T’2)C£'(7”3,7"4)> - <CA'£(7’177”2)><O€’(7”377’4>> -

= @i %, ZZ (G (1) 5 (12)Sprmnt (13) 0o (14)) — Ci(r1, 72) Cr (s, 7).
(A.1)

Vamos entdo computar separadamente o seguinte termo dentro da somatoria:
(0em (11) 05 (72) 00 (73) O (74)) (A2)

Como estamos assumindo que dy,,, sdo varidveis aleatdrias Gaussianas, podemos uti-

lizar o Teorema de Wick para decompor este termo em outros trés:

(Oem (1) 03y, (r2) Ot (13) gy (r4)) =
(Oem (1) 80 (12)) (00 (7'3) Oy (714))
(Oem (1) (13)) (07 (72) Opriyr (1))
(Om (11)071ms (r4)) (Ot (13) 8, (2))

+
(A.3)
_|_

Agora, utilizamos a propriedade por definicao do espectro de poténcia angular:

07— (1) = (=1)" 0 (r) (A4)

o que nos da
(Oem (1) 03y, (r2) Ot (13) gy (r4)) =
Co(r1,19) Cp(rs,re) +
800 Om—mr Co(r1,73) Colryg, m2)+
300 O Co(11,74) Co(13,72)

(A.5)

Utilizando este resultado dentro da somatdria, finalmente obtemos a equagdo (3.10)
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para a (co)variancia do espectro de poténcia angular:

Oopr
Cov [Cz(rbrz), Cg/(rg,mﬂ = ﬁ Co(r1,14)Cy(r3,12) + Ce(rhr:ﬂ)Ce(m,rz)}
(A.6)
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B Relacionando P(k) e C,

B.1 No espaco real

A correlagdo entre dois coeficientes harmonicos 6y, (1) € dp (1) N0 espago real pode
ser escrita através da definicao dada pela Eq. (3.3):

(Oom () 8 (1)) = / 0 ALY 1 (7)Yirwy () (6(7) 6 (7)) B.1)

tal que podemos tomar a transformada de Fourier de 6(7) e 0*(7):

(Oem (1) Oy (1)) =

1 e T P (B.2)
40, dQ &k B Yy (7)Y (7)) (%7 5(8) ) (e 5 (k)
(2m)°

O préximo passo € re-expressar os termos exponenciais através da Formula de Ray-
leigh:
ik Ay - > A
e = 4m Z ? 1]@1 (]{77’) Yﬂjml (k>yflm1 (T)

£1,m1

e~HF T — 4g Z Z'JQJ'ZQ(]{;/T/) Yoyms (]%/)Yfzmz ()

L2,ma

(B.3)

de forma que obtemos a expressao

(m (1) G (1)) =
1 1 —Lo 2 2
4_7.(4 Z Z /Z erer’koko/ k“dk k/ dk’/ X
£1,mq La,mso (B4)
X Y5 )Yty () Yo (F) Yo () Y () Yy, (K) X

) k') x (5057
Desta expressdo, podemos identificar diretamente o espectro de poténcia da matéria:

< 5(k) 5*(E')> = (2n)* 6 (k — k') P(k) (B.5)
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de forma que obtemos

(Oem (1) Oprr (17)) =
2 Z Z / i 40, dQ, dQd K2dk K2dE %
T

l1,mq l2,m2
X Yy (P Yoy (7) Yo (1) Yy (8) Yoy (B) Yegng (B)
X e (hr) jes(K'') 0155 = B P(F) ®6)

9
z Z Z i1 Q. dQ,.dQ, k2dk x
T

l1,mq l2,m2
X Yo (1) Yoy (7) Yo (7)) Yy (1) Y () Yy (B) %
X jo, (k1) joy (k') P(k) .

Finalmente, estamos em posi¢cao de realizar algumas integrais:
e Aintegral em [ dS2, Y5, (7)Y m, (7) nos fornece 0y, O, ;
o Aintegral em [ dQ Yy (7)Y, (') nos fornece 0y ¢, 0,

Com estes dois resultados, a somatoria em £y, {5, my1, my desaparece. A expressao é

entdo grandemente simplificada:

(Ot (1) gy (1)) =
2 / A KRk Y (k) Yo (k) e(kr) jo (k') P(k)

™

(B.7)

~ ~

Por dltimo, a integral em [ dQy, Y} (k)Y (k) nos fornece dpp 8y, de forma que
obtemos o resultado final para a relagdo entre P(k) e Cy(r, ') no espago real:
2 : .
Culr:1") = {Gom() 5y = 2 [ 2k juhr) i) PUR) (B.8)

B.2 No espaco de Redshift

Para obtermos a relagdo dada pela Eq. (3.15) entre *Cy(s, ) - 0 espectro de poténcia
angular no espaco de redshift - e P(k), podemos comegar de maneira andloga a feita na

secdo B.1: através da definicdo de uma decomposi¢do em coeficientes harmonicos. Entdo,
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escrevemos a correlac@o entre dois coeficientes *0y,,(S) € Dprp(8') como
(Bem(s) B (s)) = / A€ dQUY 5, (8) Yo (8)(6(5) 67(57)) (B.9)

Aqui, finalmente temos a utilizagdo da equacgdo (2.19), de forma que podemos relaci-
onar os modos %y, com o campo de contraste de densidade no espaco real, 9:

(Bon(5) B () =
— [ 09007 0o |1+ 1) 5557 90 |1+ 102 )

(B.10)

Novamente, vale ressaltar que estd implicito que as varidveis , s € z sdo relacionadas

entre si através da equagdo (2.5), onde x — r. O mesmo vale parar’, s’ e 2’

Aplicando os operadores entre colchetes, obteremos quatro termos distintos dentro
das integrais. Vamos nos ater ao termo que aparenta ser o mais problemadtico, que contém
ambos os operadores Laplacianos inversos. Veremos que o resultado obtido através deste
termo pode ser facilmente estendido aos demais. Vamos entdo denotar este termo por £

d? d?

F = FE) [ a0 6o () 597 9062 o1

V;Q rd*(F/, Z/)
(B.11)

Podemos agora tomar as Transformadas de Fourier de "§() e "0*(7'), de forma que

obtemos

r= 1) / dQ,dQy &k K Ye;z(é)Yefmf(é’)<ﬁV: ? (6“3”7 ”5(7*)) x
" (B.12)

(2m)6
d2 = ~ =g
% e VT_/Q (e—zk: T ra*(k/)) >

Agora podemos com seguranga aplicar o Laplaciano inverso dentro das exponenciais,

de forma que cada um ird nos fornecer um fator ;—21:

f(2)f(Z)
(27)¢

d? o
F= / AQdy dQydy K2dk K2dK Y (3) Yo (3) {ek] x

X (lji,>2 {ekK (k) TS*(E')>.

Novamente, utilizamos a Formula de Rayleigh (B.3)) para re-expressarmos os termos

(B.13)
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exponenciais:

_ f(Z)f(Z/) 01 —4Lo 2 /2 /
F==mmn 0 ) [ d0dQudud e K dk KPdE

l1,m1 l2,m2
X Y (8)Yermy (8) Yo ()Y, (8) Y7 s () Yigmy (K)
X je;/(kr) jz,/(klrl) X

2

><< 5 (k) TS*(E’)>

(B.14)

onde ja utilizamos de antemao um fato das distor¢des de redshift: elas distorcem apenas

a posi¢ao no eixo radial. Portanto, pudemos identificar

=3

(B.15)

Al Al
=3

Também definimos a derivada dupla nas fungdes esféricas de Bessel como sendo com

respeito a kr (ou k' r/, respectivamente):

S [je(m] (B.16)

De fato, a tinica diferenga do termo dado pela Eq. (B.14) para os demais termos em (B.10)
¢ a derivada na funcdo esférica de Bessel. Se, por exemplo, ndo tivéssemos o operador

Laplaciano inverso agindo em "0(k), terfamos simplesmente um termo f(z) j,”(kr) —
Jex (kT) :

Procedendo de forma andloga ao que foi feito nas Eqgs. (B.5))-(B.8)), obtemos a seguinte

expressao final para o termo F’:

2f(2)f (<)

™

F = / k*dk 3,"(kr) 5, (k") P(k) SOy (B.17)

Contabilizando todos os termos da Eq. (B.10), obtemos a relagdo final entre *Cy(r,7’) e
P(k):
*Cols,s) = ( Bom(s) Gpu(s)) =

[ aw fatwn) = i) i - son)rw

3
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C Relacionando °C, e "C,

Interessantemente, podemos tomar outro rumo a partir da derivagdao do termo F' na
Eq. (B.14), a fim de mostrar que *Cy(s, s’) e "C, podem relacionar-se através da integral
dupla de um ‘Kernel’ K, analitico.

Primeiramente, vamos ja realizar as integrais em df2 e d€2., de forma que a equagdo

(B.14]) torna-se

474

p={BIE) / i A K2k K2R Y, (B) Yo ()
o (C.1)
< (k) G (') < B(F) T5*<k’>>

Ao invés de utilizarmos agora a defini¢do do espectro de poténcia da matéria P(k) em
( "6(k) "6*(K")), nada nos impede de expandir os modos de Fourier ' e "6* em esféricos

harmoOnicos: . 5 .
B(k) =D Oty (k) Y, ()

£1,m1

(C.2)
D) =Y 0y (K) Vi (K)
l2,ma

de forma que obtemos

!
F= —ﬂzzfﬁz)i”/ > 2. / Ay K2k K2R Y, (k) Yo () %
l1,mq l2,m2 (C3)

Y (B () % 3 k) G (K < B () ’“S;Q,m2<k'>>

e A integral [ dS Y (k)Y m, (k) nos fornece 8o, G, ;

e A integral [ dS Yo (K'Y}

om, (k") nos fornece dpg, /iy

Dessa forma, ficamos com

p= L&) (Z)f (&) jo-e / K2dk K2k 5, (kr) 5 (K'7') %
" (C.4)

() B ) )
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Aqui, podemos tomar vantagem da propriedade

Fom(k) = A7 / §dp je(kp) Som(p)

(C.5)
S ) =4 [ 574 e K) 5300
de forma que obtemos
9\ 2
F=(2) 511e)| [ doran s/ ) i) |
T (C.6)

| [t e o) < (o) Bl
Agora podemos identificar diretamente a defini¢ao do espectro angular no espaco real:

< Bom(0) ’6zm,<p'>> = "Cyp. )ous )

Entao nossa expressao final para F' torna-se
F (%)Qﬂz)f(z’) { [ v dekj/’(kaf)je(kT)] ><
X |:/7",2d7", K2dk' 5, (K'x") jg/(k’/’l“/):| X (C.8)
X "Cy(r, 21", 2")0ger

Assim como foi feito no apéndice B.2, podemos facilmente estender o resultado de F
para os outros termos da Eq. (B.10). Por exemplo, se quisermos calcular o termo que nao

possui o termo Laplaciano inverso agindo em "§(k), teriamos simplesmente

f(2)3" (kx) — jo(k)
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Portanto, contabilizando todos os termos da Eq. (B.10), temos

( Bonls) Bl =

{{/P%P k2dka(kT)Je(kP)} X [/Padp, K2dE jo (K'r") jo (K p')

~ 1| [ pdpran iy iin)| x| [ i ioen ot | +

= 1| [ daoran i ihn)| < | [t aw i wr st | +

ene { [ o k?dkj/’(kr)ﬂ(lfp)} x { [ o i e gt

P

(C.9)

X "Cy(p, p')dee

De forma que escrito de forma compacta, o espectro de poténcia angular no espaco de

redshift pode ser expresso em termos do mesmo em seu espago real através de

5.5) = [dod® [ A o Kilpor) Kl Calp) . (€100

com

Kpr) =2 [ ki jolko) ilhr) = £2) 37 (), .11

os quais denominamos ‘Kernels de Kaiser’. A integral na equagdo (C.T1)) possui forma

analitica, sendo a integral do primeiro termo dada por uma funcao delta de Dirac:

2 ) —
- / dkk%(kp)ﬂ(kr)z% (C.12)

O segundo termo é um pouco mais complexo. Vamos denota-lo por By(p, r):
2 . .
Bilp.r) === £(2) [ Ak jup) i (k) (C.13)

Vamos reescrever j; (k) em termos de func¢des esféricas de Bessel. Para isso, precisamos

recordar a equagao diferencial a qual estas fungdes obedecem:

225/ () + 225y (z) + [27 = L+ 1)] je(z) =0 (C.14)



73

Além disso, elas também possuem a funcdo de recursao

¢
Jo(z) = —Je(z) = Jera (2) (C.15)

Portanto, por estas duas relagdes temos que

1
il(z) = ?{ (62 — 0= 2] jo(2) + 22 jg+1(z)} , (C.16)

de forma que aplicando a relacdo (C.16) na defini¢do da equacdo (C.13)), obtemos

Bu(p.r) =~ / = ]zkfiikp) { (65 = €= K5r°] o) + 2kr j’“’“(kr)}
_ﬁﬂ%g;ﬁ/%ﬂwm4)+—()/%WMWW@”+ (C.17)
h B:gq) a E:ég) l
_ 47{ <7'f’) / dkk jo(kp)jesa (kr)

(3)
Bé

Portanto B, é decomposto por trés subtermos, B(l), Bf) e Bég). Vamos calcula-los

individualmente.
s (1),
Calculode B, ":
Para Bél), utilizamos o seguinte resultado presente em Watson, A treatise on the theory

of Bessel functions [69]:

s J—
220+ 1)r° ser=p

[k aiboiithr) = g () ser < c.18)

¢
__ T (P
L 2020+ 1)r (r) , SeTr>p
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Substituindo esta relacdo dentro da defini¢do de B M obtemos

(

L ser =p
) _ fue-1) e
B, (p,r) = RS % (;) . ser<p (C.19)

1 (f)z, ser > p

\ "

Calculo de Béz): Utilizando a mesma relacao de ortogonalidade mostrada na Eq. (C.12),

obtemos 1)
z
B (p,r) = =37 dp(p 1) (C.20)
Calculo de Bg3):
Utilizando-se de j,(2) = /5> Jey1/2(2), temos
1
Jz+1/2(kP)Je+3/2(k7") (C.21)

/ ARk je(kp)jens (k) = N o

Novamente, utilizamos o resultado presente em Watson [69]:

>, Ser=p
/dk Ju(kr)J,—1(kp) = <0, ser < p (C.22)
\ ”:;1 , SET > p
Identificamos p = ¢ + 3/2, de forma que
(
<, ser =p
m 2f(z
B (p,r) = 5 \/(p_z x {0, ser < p (C.23)
plH1/2
L 372 ser > 1%

Finalmente, com os termos dados pelas Egs. (C.12)), (C.19)), (C.20) e (C.23)) obtemos
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a expressdo analitica para K,(p, r):

.
£(2) [2(2“1)%(@—1)} ’ ser=p

73 2(20+1)

1+ f(2) ) e(— , ‘
Ke(P, T’) = T%(P —r)— J;(rz) 2((2“11)) raE ser<p (C24)

L
f(2) 4(2041)+L(6—1)
,,_3(§> [W}’ ser>p
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D Estatistica Poissoniana

Vamos tomar uma amostra discreta aleatéria do campo de contagem de tragadores
(Eq. [5.7), de forma que se tomarmos vdrias destas amostras (de um termo (") gerado

previamente de uma amostra Gaussiana), teremos

<Nt(F)>(amostras) = N (1 + bt(s(F&» . (Dl)

O processo mais simples de se obter tal amostra € através de uma distribui¢ao Poisso-

niana, que terd uma fun¢do densidade de probabilidade

(Ng) Ve em (V0

PN (V) = =

N, inteiro. (D.2)
Esta fungdo possui as seguintes propriedades:
Z N, P(Ny, (N)) = (N,)
Z N2ZP(N,, (N)) = (N,) ((N) +1) (D.3)
= (N2) = (N)? = (Ny)

onde fica implicito que estas sdo médias realizadas sobre as amostras Poissonianas.

Além disso, a soma de duas varidveis aleatorias Poissonianas também € uma varidvel
aleatdria Poissoniana, de forma que N; 4+ IV;, por exemplo, ird obedecer a fungdo P(N; +
Ny, (Ni) + (N;)).

Com estas propriedades em maos, vamos calcular a funcao de correlacio do contraste
de densidade no espago real, entre dois tracadores i e j, devido ao processo Poissoniano.
Isto €, vamos realizar a média dos contrastes sobre tanto o volume da observacao quanto
sobre as amostras Poissonianas, de forma a ver o efeito deste processo sobre nossos cam-

pos criados:

(7= 7) = (8') ) stmesmn = 575~ (IN(7) = N[N () = )
= o ) = N () = Ry + R,

(D4)

Vemos que se i # j (onde i < 7, j < ), entdo £3.... = 0. Por outro lado, se i = j
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entao

. 1 _ 1
L . = = NZ = — D.S
Poisson NzNz [ :| Nz ( )
de forma que podemos escrever
iy Ois
Pjoisson = ﬁz : (D6)
Alternativamente, temos, no limite do continuo:
05 (R)d:;

g;isson(F_ F’) =&y (R) -

(D.7)

— SPoisson ﬁi
onde 7, € a densidade de contagem do tracador <.

Para obtermos a consequéncia deste processo dentro da fun¢do de correlagdo no espago

de Fourier, P]@];isson(l;), basta lembrarmos da defini¢do deste através de fjﬁ;isson(ﬁ):
ii (T 8 AF-F i 5y _ Oij
PPOisson (k> - d R € é.POZ‘SSOTL (R) - T (DS)

Portanto, com a adi¢do dos dois processos (Gaussiano+Poissoniano), obtemos o re-
sultado final para a funcdo de correlagdo dos nossos modos de Fourier simulados:
S5 T\ g (T 3:3) 7 i | %
(F(R)5I () = (27)%80 (K — ) | 24 4 b,b, P(k) (D.9)

)
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E Snapshots Campo de Densidade em Python

import numpy as np # Biblioteca NumPy, utilizada para a maior parte

das operacgdes matemdticas;

import matplotlib.pyplot as plt # Biblioteca Matplotlib.Pyplot,
encarregada de plotar os grdaficos;
from matplotlib import rc # Sub-pacote do matplotlib, necessario para a

formatacao em LateX;

from scipy.interpolate import make_interp_spline # Funcédo
make_interp_spline, que interpola fungdes obtidas e suaviza os
plots;

from scipy.special import spherical_ jn # fungdo spherical_jn, calcula
os esféricos de Bessel e suas derivadas;

from scipy.special import sph_harm # fungdo sph_harm, que calcula os

esféricos harmdénicos

from scipy import integrate # Sub-pacote Integrate do Scipy, utilizado
para realizar integracdes simples e duplas através de Coeficientes
de Clebshaw-Curtis;

import time as time # Pacote Time, utilizado para manter um registro do

tempo computacional de cada operacéao.

Célula 1: Bibliotecas Utilizadas.

# Nesta célula de programa, iremos definir as propriedades das caixas

que iremos produzir.

linear_distance = 500 # Tamanho lateral da caixa, em Mpc/h;

N_bins = 100 #Numero de células por eixo cartesiano;

Delta_L = linear_distance/N_bins # Tamanho lateral das células, em Mpc/
h;

xyz_edges = np.arange (0, linear_distance + 0.5, Delta_L) # Posicdo do

canto das células, em Mpc/h;

xyz_centr = 0.5 % (xyz_edges[l:] + xyz_edges[:-1]) # Posicdo central

das células, em Mpc/h;

# Definindo as respectivas ' frequéncias’ da caixa no espaco de Fourier
definido pelo NumPy: a definicdo do NumPy para a frequéncia € o

nosso k usual dividido por 2*pi/Delta_L.
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k_xyz = np.fft.fftfreq(N_bins) # Vetor de Frequéncias do NumPy;

# Criando um grid 3D que nos diz a distdncia radial k de cada célula no

espaco de Fourier: grid_k

ident = np.ones_like (k_xyz)

KX2 = np.einsum(’i, j,k’, k_xyz*x2, ident, ident)
KY2 = np.einsum(’i, j,k’, ident, k_xyz**x2, ident)
KZ2 = np.einsum(’i, j,k’, ident, ident, k_xyzxx%2)

grid_k = np.sqgrt (KX2 + KY2 + KZ2) # grid dos valores radiais de k em

cada célula no espago de Fourier (definigdo normalizada do NumPy)

k_max = 2+np.pi*np.max(k_xyz)/Delta L # Escala maxima da nossa caixa,
k_max
k_min = 2xnp.pi/linear_distance # Escala minima da caixa, k_min

# Avaliacdo da funcédo de Correlacao no Espaco de Fourier: Subdividimos
a nossa caixa no espago de Fourier em ’'nbinsk’ bins ’radiais’, de
forma que realizamos a média das correlagdes encontradas dentro

desses volumes.

nbinsk = int (9*%N_bins/10) # nbinsk, numero de bins que subdividimos
nossa caixa
k_bins = np.arange (k_min, k_max, (k_max - k_min) / nbinsk) # posicdo do
canto de cada bin k_1i
k_ctrs = 0.5 * (k_bins[1l:] + k_bins[:-1]) # posigdo central de cada bin
k_1i

n_k = len(k_bins) - 1 # numero de bins k_i

# Propriedades das células no espago real:

x=np.arange (N_bins) # Posicdo de cada célula, em unidade de células (1
célula = 5 Mpc/h);

x=x-N_bins/2 # Reposicionando a origem para o centro da caixa;

# Criando um grid 3D que nos diz a distdncia radial r de cada célula no

espago real: r_grid

3 Xx_ones=np.ones_like (x)

x_grid = np.einsum(’1i, j,k’, x, x_ones, x_ones)
y_grid = np.einsum(’i, j,k’, x_ones, x, x_ones)

z_grid = np.einsum(’1i, j,k’, x_ones, x_ones, X)
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r_grid = np.sqgrt(x_grid**2 + y_grid+**2 + z_gridx*2 + 0.000001) # versao
de r_grid adicionado por um valor infinitesimal, a fim de evitar

divisdes por zero no cdlculo de angulos das coordenadas esféricas.

r grid2 = np.sqgrt(x_grid+*2 + y_gridxx2 + z_grid**2) # r grid2: versao

pura da distédncia radial de cada célula, em unidade de células.

phi_grid=np.arctan2 (y_grid,x_grid) # valor do adngulo phi para cada cé

lula;

theta_grid=np.arccos(z_grid/r_grid) # valor do angulo theta para cada c

élula;
cos_theta_grid=z_grid/r_grid # valor de cos (theta) para cada célula;

rho_grid=np.sqrt (x_gridx*2+y_grid+«x2+0.000001) # valor do raio polar

rho para cada célula;
sin_theta_grid=rho_grid/r_grid # valor de sen (theta) para cada célula;
sin_phi_grid=x_grid/rho_grid # valor de sen(phi) para cada célula;
cos_phi_grid=y_grid/rho_grid # valor de cos (phi) para cada célula
# Cdlculo do elemento diferencial do édngulo sdélido, d_Omega, para cada
célula: Cada célula é tratada como se tivesse trés faces quadradas,
uma para cada eixo cartesiano. Dessa forma, o valor do adngulo sé

lido é grandemente simplificado:

d_Omega_grid=np.abs ((sin_theta_gridxcos_phi_grid+sin_theta_gridx
sin_phi_grid+cos_theta_grid)/ (r_gridx*2))

Célula 2: Propriedades da Caixa.

# Algumas fungdes essenciais:

# Funcado delta de kronecker para dois indices a,b:
def kronecker(a,b) :
if a==b:

return 1
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else:

return 0

# Funcao ’Top-Hat’ para o Espectro de Poténcia da matéria, dado um

valor de epsilon (eps), k_1 e k_2. Em funcdo do numero de onda k

cosmoldégico (h/Mpc) .

def tophat (eps,kl,k2,k):

res=eps*np.heaviside (k-k1,0.5)-eps*np.heaviside (k-k2,0.5) # np.

heaviside é a funcdo Passo de Heaviside.

return res

# funcdo que fornece uma amostra aleatdria (Gaussiana+Poissoniana) do

campo de contraste de densidade seguindo o Top-Hat, dado um (ou
mais) bias do tracador (bl), e suas respectivas densidades (N1, em

[Delta_L"(-3)]). Irda retornar um campo para cada Tracador fornecido

def random_delta_tracers (bl,N1):

# criando amostras gaussianas do médulo dos modos de Fourier (np.

random.normal), e atribuindo uma fase complexa aleatdria (np.exp)

delta_gaussian = np.random.normal (0.0, np.sgrt ((linear_distance)
*x3*xtophat (epsilon,k_1,k_2, (2xnp.pi/Delta_L)xgrid_k))) * np.exp(lj

* 2*np.pl * np.random.uniform(0, 1, grid_k.shape))

# Condigdo de modos no espago real puramente reais.

delta_fourier = delta_gaussian[:,:, :N_bins//2+1]

# Tomando a transformada de Fourier inversa para obtermos o campo
de contraste de densidade da matéria. (obs: o fator (1/Delta_ L) x*3
é adicionado pois a transformada inversa & composta de uma integral
em dk”3, que ndo possui dimensdao na definicdo do NumPy. Portanto,
sé estamos contabilizando a dimensionalidade das nossas frequéncias

)

delta_real = (1/Delta_L)**3*np.fft.irfftn(delta_fourier)
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43 delta_tracers=np.zeros (shape=(len(bl),N_bins,N_bins,N_bins))

44

45 for i in range(len(bl)):

46

47 # versdo discretizada do campo de contraste de densidade do tra

cador, tomando-se uma amostra Poissoniana (np.random.poisson) da
expressdo tedrica.

48

49 delta_tracers[i,:,:, :]=(np.random.poisson (N1 [i]* (1+b1[i]*
delta_real))-N1[i])/N1[i]

50

51 return delta_tracers

s3 # fungdo que calcula os modos harménicos delta_lm do contraste de
densidade, dado um campo de contraste (delta),

s« # um valor para 1 (13), o campo de elementos diferenciais do &dngulo so
lido (d_omega), e o bin radial em que se quer

ss # calcular este médulo, dado por uma mascara (mask) que sé considerarad
como nao-nulo as células dentro deste bin. Por fim,

so # tudo € normalizado pelo fator norm, que nada mais é que a somatdria
de d_omega neste bin radial.

57

ss #A funcdo retornard todos os valores de delta_lm, 1 fixo, m indo de -1

até +1 (21+1 modos no total).

o0 def delta_1m(1l3,delta,d_omega,norm, harm,mask) :

62 res=np.zeros (int (2x13)+1,dtype='complex’)

64 for i in range (int (2x13)+1):

65

66 harm_m=harm(i, :, :, :]

67 res[i]= np.sum (d_omega * harm m[mask] x delta)
68

69 return norm * res

70

-

# funcdo que calcula o campo de Esféricos Harmdénicos para cada posicgdo
da célula, dado um 1 fixo.

72 # retorna (21+1) campos, um para cada modo m.

73

74 def compute_Harmonics (12) :

75

76 res=np.zeros (shape=(int (2«12)+1,N_bins,N_bins,N_bins),dtype="’

complex’)

77 m=np.linspace (-12,12,int (2x12)+1)



78

80

81

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

©
r

95

96

97

98

929

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

83

for i in range (len(m)) :

res[i,:, :,:]=np.conj(sph_harm(int (m[i]),int (12),phi_grid,
theta_grid))

return res

Fungdo que calcula a fungdo de correlagdo dos modos harmdénicos <
delta_lm(rl),delta_Im(r2)>, dado o numero de caixas

aleatdrias a serem produzidas (N_sims), um vetor de 1’s a serem
avaliados (11), um vetor de bias de tracador a ser analisado

(bl), e suas respectivas densidades (N1), um vetor de raios (rl) e (
r2) a serem analisados. Por fim, a espessura (W)

de cada bin radial a ser considerado na hora de calcular os modos

harménicos delta_lm.

Ird retornar os estimadores da funcdo de correlacdo obtida para cada
caixa, para cada valor de 1,rl,r2,bl, de forma que
podemos tomar a média sobre estes estimadores a fim de obtermos o

valor final para a funcédo de correlacdao propriamente dita.

def Angular_PS_tracers(N_sims,11,bl1,N1,rl,r2,W):

res=np.zeros (shape=(N_sims, len(1l1l),len(bl),len(bl),len(rl), len(xr2))
, dtype='"complex’)

for i in range(len(1ll)):

Harmonics=compute_Harmonics (11[i]) # Pré-Calcula os Esféricos

Harmdénicos Y_1m, 1 fixo (11[i]), -1 <=m <=1

for a in range(N_sims) :

delta_tracers=random_delta_tracers(bl,N1) # campo aleatdrio

Gaussiano é criado

for u in range(len(bl)):

delta_l=delta_tracers[u] # Campo aleatdério do tracador
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bl [u]

for v in range(len(bl)) :

delta_2=delta_tracers[v] # Campo aleatdrio do trag
ador bl ([v]

for j in range(len(rl)):

# mascara do bin rl[j]

mask_rl=np.where ((r_grid2>=(rl[]j]/Delta_L-W/ (2*
Delta_L))) & (r_grid2<=(rl[j]/Delta_L+W/ (2+«Delta_L))))

# normalizacdo do angulo sdélido

norm_rl=4xnp.pi/np.sum(d_Omega_grid[mask_rl])

# Campo do Angulo Sélido mascarado pelo bin

d_omega_rl=d_Omega_grid[mask_rl]

# Campo do contraste de densidade mascarado
pelo bin

delta rl=delta_1[mask_rl]

for k in range(len(r2)):

# mdscara do bin r2[k]

mask_r2=np.where ((r_grid2>=(r2[k]/Delta_L-W
/(2«Delta_L))) & (r_grid2<=(r2[k]/Delta_L+W/ (2+Delta_L))))

# normalizagdo do angulo sdélido

norm_r2=4xnp.pi/np.sum(d_Omega_grid[mask_xr2

# Campo do Angulo Sélido mascarado pelo bin

d_omega_r2=d_Omega_grid[mask_r2]

# Campo do contraste de densidade mascarado
pelo bin

delta_r2=delta_2[mask_r2]

# Calculo dos modos Harmdénicos delta_lm(rl][
31), delta_lmx (r2[k]), para cada modo m degenerado.

deltas_1lm l=delta_1m(11[i],delta_rl1,
d_omega_rl,norm_rl,Harmonics,mask_rl)

deltas_lm_ 2=np.conj(delta_lm(1l1[i],delta_r2
,d_omega_r2,norm_r2,Harmonics,mask_xr2))

# por fim, média sobre os modos m para
obtencdo dos estimadores da funcao de correlacao

resla,i,u,v,j,k]= np.mean(deltas_1m_1x
deltas_1m_2)
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146 return res

147

48 # Funcdo g_1 definida pela equacédo (67)
149

150 def g2 (11l,a,b):

152 a2=a+le-10

153 res= (b*spherical_jn(l1-1,b) xspherical_jn(l1l,a2)-a2+spherical_jn (11l
-1,a2)*spherical_jn(l1l,b))/ (a2+*2-b**2)

154

155 return np.nan_to_num(res)

156

157 # Expressédo tedrica para a funcao de correlacdo dos modos harmdénicos:

versao de bin infinitesimal

159 def Angular_ PS_theory2(ls,bl,nl,rl,r2):

161 res=np.zeros (shape=(len(ls), len(bl),len(bl),len(rl), len(xr2)),dtype=

"complex’)

163 for 1 in range(len(ls)):
164 for j in range(len(rl)):
165 for k in range(len(r2)):

166 for u in range(len(bl)):

167 for v in range(len(bl)):

168

169 res[i,u,v,J, k] = kronecker (bl[u],bl[v])x*
kronecker (rl1[]J],r2[k])*Delta_L**3/ (nl[u]*r2[k]*x2+«Delta_L) - (2/np.

pi) *bl[ul+bl[v]*epsilonx (k_1x+x3xg2(ls[i],k_1xrl[]J],k_1xr2[k])-k_2
**x3xg2 (1s[1],k_2+rl1[J],k_2*r2[k]))

170

171 return res

172

173 # Expressdo tedrica para a fungdo de correlacdao dos modos harmdnicos:
versao ’'binada’, com integral sobre o volume dos bins

174

175 def Angular_ PS_theory_avg2(ls,bl,nl,rl,r2,W):

176

177 res=np.zeros (shape=(len(ls),len(bl),len(bl),len(rl),len(r2)))
178

179 for i in range(len(ls)):

180 for j in range(len(rl)):

181 for k in range(len(r2)):

182 for u in range(len(bl)):

183 for v in range(len(bl)):
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# funcdo a ser integrada
func = lambda R1l, R2: R2x#2#*R1x*2x* (kronecker (bl
[u] ,bl[v]) *kronecker (r1[j]l,r2[k])*«Delta_L**3/(nl[u]*R2x+x2+«Delta_L)
- (2/np.pi)*bl[ul*bl[v]*epsilon* (k_1x*3xg2(1ls[i],k_1xR1,k_1%R2)-
k_2%x%3xg2(ls[i],k_2*R1,k_2%xR2)))
# termo volumétrico com o qual normalizaremos a
integral
volume_term= ( (r2 [kK]+W/2) **x3— (r2 [k]-W/2) x*3) % ( (
r1[31+W/2) »*x3=(r1[J1-W/2) **3) /9
# realizacdo da integral sobre o intervalo dos
bins + normalizacao
res([i,u,v, j,k]l=integrate.dblquad (func, r2[k]-W
/2, r2[k]+W/2, lambda Rl: rl[]Jj]-W/2, lambda R1l: rl[jl+W/2)[0]/

volume_term

return res

# Funcdo que calcula as matrizes de covaridncia do espectro de poténcia

angular, isto é, Cov([xi_1"(bl,b2) (X),xi_1"(b3,b4d) (Y)]1,

# tanto amostral quanto tedrica,

# dados 1 (11), (bl,b2) e (b3,b4) fixos, provenientes de uma simulacdo

(siml) e teoria (simthl) pré-computadas.

200 def complete_cov_rlr2r3r4 (siml, simthl,11,bl,b2,b3,b4,W):

207

208

209

210

# indice do vetor 1_1 da simulacdo que corresponde a 1_1=11
1_index=int (np.where (l_l==np.double(11)) [0])

# indices no vetor biass da simulagdo que correspondem a bl,b2,b3 e
b4

bl_index=int .where (biass==np.double (bl

(np ( )) [0])
b2_index=int (np.where (biass==np.double (b2)) [0])
b3_index=int (np.where (biass==np.double (b3)) [0])
b4_index=int (np.where (biass==np.double (b4)) [0])

# numero de bins radiais
rllen=len(siml1{0,0,0,0,:,01)

# numero de caixas produzidas pela simulacao
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219 simsampleslen=len(siml[:,0,0,0,0,0])
220
221 # matrizes rl x r2 para (o estimador da) funcdo de correlacdo dos

tragadores bl e b2, para cada caixa simulada.

223 cllsim=np.real (siml[:,1_index,bl_index,b2_index, :, :])

225 # matrizes rl x r2 para (o estimador da) funcdo de correlacdo dos

tragadores b3 e b4, para cada caixa simulada.

227 cl2sim=np.real (siml[:,1_index,b3_index,bd_index, :, :])

228

229 # Tamanho de entradas laterais da matriz

230

231 Xlen=rllenx*%*2

233 CLX_vec_samples=np.zeros (shape=(simsampleslen, Xlen))

234 CLY_vec_samples=np.zeros (shape=(simsampleslen, Xlen))

235

236 # versdes tedricas de C_1, para diferentes combinagdes de trag

adores (utilizado na expressado tedrica da

237 # matriz de covaridncia)

238

239 CL1_vec_theory=np.real (simthl[1l_index,bl_index,b3_index, :,:1])

240 CL2_vec_theory=np.real (simthl[l_index,b2_index,b4_index, :,:1])

241 CL3_vec_theory=np.real (simthl[l_index,bl_index,b4_index, :,:1)

242 CL4_vec_theory=np.real (simthl[l_index,b3_index,b2_index, :,:1])

243

244 # criando 1 vetores ’'flat’ das fungdes de correlagcdo (np.matrix.
flatten),

245 # de forma que de matrizes rl x r2 teremos vetores de tamanho Xlen=
rlxr2.

246

247 for i in range (simsampleslen) :

248

249 # vetor flat da funcdo de correlagédo cllsim, para cada caixa
simulada

250

251 CLX_vec_samples[i] [:]=np.matrix.flatten(cllsim[i,:, :])

252

253 # vetor flat da funcdo de correlagdo cl2sim, para cada caixa
simulada

255 CLY_vec_samples[i] [:]=np.matrix.flatten(cl2sim[i,:, :])
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257 covmatrix=np.zeros (shape=(Xlen,Xlen))

258 covmatrix_theory=np.zeros (shape=(Xlen,Xlen))

259

260

261 for i in range (Xlen) :

262 for j in range (Xlen) :

263

264 if j<=i: # evita o cdlculo duplo, Jj& que esta matriz é simé
trica.

265

266 # indices tedricos de rl,r2,r3 e r4 em cada entrada da

matriz de covariancia

268 rl_index=np.unravel_index([i], (rllen,rllen)) [0]

269 r2_index=np.unravel_index([i], (rllen,rllen)) [1]

270 r3_index=np.unravel_index([j], (rllen,rllen)) [0]

271 r4_index=np.unravel_index([J], (rllen,rllen)) [1]

272

273 # matriz de covaridncia: para cada valor de (rl,r2) [i]
e (r3,r4) [j], tomamos a covaridncia amostral

274 # das varias caixas simuladas. ([0,1] abaixo serve
simplesmente para tomarmos a covaridncia cruzada, que é

275 # o gue queremos)

276

277 covmatrix[i, jl=np.cov (CLX_vec_samples[:,1],
CLY_vec_samples[:,J]) [0,1]

278

279 # Expressdo tedrica para a matriz de covaridncia, dados
os indices corretos para os bins radiais.

280 covmatrix_theory[i, j]1=(CL1_vec_theory[rl_index,r3_index

]*CL2_vec_theory[r2_index,r4_index]+CL3_vec_theory[rl_index,
r4_index]*CL4_vec_theory[r3_index, r2_index])/ (2«11+1)

282 for i in range (Xlen) :

283 for j in range (Xlen) :

284

285 if j>i: # o tridngulo inferior é igual ao superior, por
simetria.

286

287 covmatrix[i, jl=covmatrix[j,i]

288 covmatrix_theory[i, jl=covmatrix_theory[]j, 1]

289

290 # funcdo retorna as matrizes de covaridncia amostral e tedrica.
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291 return covmatrix,covmatrix_theory

Célula 3: Algumas fungdes essenciais.

Vamos agora realizar alguns cédlculos relacionados as simulagdes: primeiramente, va-
mos calcular a varidncia esférica das nossas caixas. Abaixo, as fun¢des necessdrias para

realizarmos este calculo:

I # Expressdo tedrica para a varidncia esférica de um tragador bl, com
respectiva densidade de contagem de tracadores N1, raio r:

3 def sigma_tracer_theory (bl,N1,r):

4

5 resl=np.sqgrt (np.sum(dkl * (kh[1l:]*%2 (Delta_Lx*3/N1l+blx+x2*tophat (
epsilon,k_1,k_2,kh[1:]))/ (2xnp.pi**2))* (3*xspherical_Jjn(l,kh[1l:]~*r)
/(kh[1l:]*r))**2))

7 return resl

9 # Funcdo que calcula a variadncia esférica amostral e plota diretamente
a comparacdo com a expressao tedrica, dado um numero

10 # Ns de pontos aleatdrios sobre os quais avaliaremos a varidncia esfé

rica amostral, e entdo realizaremos uma média.

2 def plot_sigma_tracer (bl,N1,Ns):

14 respartial=np.zeros (shape=(int (N_bins/2),Ns))
15

16 biasl=[bl]

17 N_barl=[N1]

19 for i in range (Ns) :
20 # para cada ponto i aleatdrio, criamos um campo de contraste de

densidade aleatdério também.

2 deltal=random_delta_tracers(biasl,N_barl) [0, :, :, :]

23

24 # tomando um ponto aleatdrio dentro da caixa recém-criada
25

26 rand_x=int (np.random.uniform(0,N_bins-1))

27 rand_y=int (np.random.uniform(0,N_bins-1))

28 rand_z=int (np.random.uniform(0,N_bins-1))

29

30 # criando um grid de valor radial no qual a origem estad

centrada no ponto aleatdrio
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x2=np.arange (N_bins)-rand_x
y2=np.arange (N_bins)-rand_y

z2=np.arange (N_bins)-rand_z

x2_grid = np.einsum(’i, j,k’, x2, x_ones, x_ones)

y2_grid np.einsum(’i, j,k’, x_ones, y2, x_ones)

z2_grid np.einsum(’i, j,k’, x_ones, Xx_ones, z2)

r_grid2 = np.sqgrt(x2_grid**2 + y2_grid+*2 + z2_gridxx2) # grid

radial do ponto aleatdrio

for j in range (int (N_bins/2)):

# mascara que sé levard em conta células dentro da esfera

de raio (j*(N_bins/2)) centrada no ponto aleatdério gerado

center_sphere=np.where (r_grid2<=3j)

# valor da varidncia esférica para uma caixa aleatdria de

ponto aleatdério i, raio (Jx(N_bins/2)).

respartial[j,i]l=np.sqgrt (np.mean (np.real (deltall

center_ sphere]) ) *x*2)

# cdlculo da variadncia da estimativa para a varidncia esférica em

cada raio:

res_var=np.zeros (int (N_bins/2))

for i in range (int (N_bins/2)) :

res_var[i]=np.sqgrt (np.var (respartialli, :]))

# Cdlculo da variancia esférica amostral propriamente dita,
realizando-se uma média sobre os Ns pontos aleatdrios,

# juntamente com o cdlculo tedrico dada pela funcdo anterior.

res=np.zeros (int (N_bins/2))

resth=np.zeros (int (N_bins/2))

for i in range (int (N_bins/2)) :

res[i]=np.mean (respartialli,:]) # varidncia esférica amostral
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resth[i]=sigma_tracer_theory(bl,N1,Delta_L*i+le-5) # varidncia
esférica tedrica (obs: valor infinitesimal adicionado

# ao valor do raio, para evitar divisdo por zero)

#### interpolando os resultados para uma visualizagdo suavizada

FH#HHH
r_interp=np.linspace (0,Delta_Lx*int (N_bins/2),125)

res_interp=make_interp_spline (Delta_L*np.arange (int (N_bins/2)), res)
resvar_interp=make_interp_spline (Delta_L*np.arange (int (N_bins/2)),
res_var)

resth_interp=make_interp_spline (Delta_L+*np.arange (int (N_bins/2)),
resth)

###4###### Plot da varidncia esférica versus raio #######FHFH#4EH4H

plt.figure(figsize=(15,7))

plt.semilogx (r_interp, res_interp (r_interp), label=r"Varidncia
Amostral™)

plt.semilogx (r_interp,resth_interp(r_interp), label=r"Varidncia Ted
rica")

plt.fill between (r_interp,res_interp(r_interp)-resvar_interp (
r_interp),res_interp(r_interp)+resvar_interp(r_interp),alpha=0.2,
color="blue’)

plt.xlim(right=1inear_distance/2)

plt.xlabel (r"SR\,\,\, [\, h " {-1}\,Mpc\, ]1$", fontsize=20)

plt.ylabel (r"$\sigma_R"{%$1i}$"%bl, fontsize=20)
plt.title(r"Variédncia Esférica $\sigma”{%i}_RS$"%bl, fontsize=20)
plt.tick_params (labelsize=20)

plt.legend(fontsize=20)

plt.grid()

plt.show()

Célula 4: Funcdes para o cdlculo da variancia esférica.

Com as func¢des acima, podemos finalmente mostrar o plot da variancia esférica das

caixas criadas seguindo o espectro de poténcia ‘top-hat’:
# Definindo as constantes do modelo Top-Hat:
epsilon=10

k_1=2e-1
k_2=3e-1
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7 # Definindo o intervalo de frequéncias sobre o qual integraremos a

expressao tedrica para a varidncia esférica

9 kh=np.logspace (np.logl0(k_1),np.logl0(k_2),1000,10)
10 dkl=np.abs(kh[1l:]-kh[:-1])

2 # Plot da variédncia esférica amostral versus tedrica, para um tracador
de bias 1, densidade de contagem 1000 [Delta_ L~ (-3)]

3 # e média sobre 20 pontos aleatdrios:

5 plot_sigma_tracer (1,1000,20)

Célula 5: Plotando a variancia esférica.

Variancia Esférica o}

—— Variancia Amostral

0.10 A .
Variancia Tedrica

0.08
0.06
0.04 >~

0.02 \

0.00

10! 102
R [h~1Mpc]

Em seguida, vamos calcular a funcao de correlacao dos modos de Fourier gerados através
das amostras aleatorias (Gaussianas+Poissonianas). Para isso, € util definir a seguinte
funcao:

I # Fungcdo que gera um campo de contraste de densidade no espacgo de
Fourier, para um dado bias bl de densidade de contagem

> # de tracadores N1 [Delta_L" (-3)]. em seguida, a funcdo toma a auto-
correlacdo dos modos de Fourier dentro dos bins k_ctrs,

3 # definidos logo no inicio do programa.

4

5 def random_ps_tracers (bl,N1):

6

7 # criando amostras gaussianas do médulo dos modos de Fourier (np.
random.normal) ,

8 # e atribuindo uma fase complexa aleatdria (np.exp)

10 delta_gaussian = np.random.normal (0.0, np.sqgrt ((linear_distance)
**3xtophat (epsilon,k_1,k_2, (2+xnp.pi/Delta_L)*grid_k))) * np.exp(l]

* 2xnp.pi * np.random.uniform (0, 1, grid_k.shape))
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# Condicdo de modos no espag¢o real puramente reais.

delta_fourier = delta_gaussian[:,:,:N_bins//2+1]

# Tomando a transformada de Fourier inversa para obtermos o campo
de contraste de densidade da matéria.

# (obs: o fator (1/Delta_L)x*x3 €& adicionado pois a transformada
inversa é composta de uma integral em dk , que nao possui

# dimensdo na definicdo do NumPy. Portanto, sé estamos

contabilizando a dimensionalidade das nossas frequéncias)

delta_real = (1/Delta_L)*+3*np.fft.irfftn(delta_fourier)

delta_tracers=np.zeros (shape=(N_bins,N_bins,N_bins))
delta_fourier_tracers=np.zeros (shape=(N_bins,N_bins,N_bins))
# versdo discretizada do campo de contraste de densidade do trac
ador, tomando-se uma amostra Poissoniana
# (np.random.poisson) da expressdo tedrica.
delta_tracers= (np.random.poisson (N1 (l1+bl+rdelta_real))-N1) /N1
# Modos de Fourier do contraste de densidade dos tracadores,
tomando-se a transformada de Fourier destes.
# (obs: a inclusdo do termo (Delta_L)#**3 é realizada pelo mesmo
argumento da obtencdo de delta_real, sé que agora
# devido a uma integral em dx~3)
delta_fourier_tracers=np.fft.fftn(delta_tracers)(Delta_L) %3
amp_disc=np.zeros (shape=(n_k))
# Tomando a funcgcdo de correlacdo dentro dos i1 bins em k:
for i in range (n_k):

amp_disc[i] = np.mean (np.abs(delta_fourier_ tracers|[ ((2+«np.pi/
Delta_L)*grid_k > k_bins[i]) & ((2*np.pi/Delta_L)*grid_k <= k_bins]|

i+1]) ])*%x2.)

return amp_disc

Célula 6: Calculando a fun¢ao de correlacdo dos modos de Fourier.
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Criada a funcdo que calcula a fun¢do de correlagdo (para apenas uma caixa), vamos
realizar um plot comparando a média desta funcao para ’N_amostras’ amostras dos modos
de Fourier (que é, de fato, a funcdo de correlagdo) versus o valor tedrico esperado para

esses modos, dado pela equagdo ():

# Constantes do modelo top-hat a serem consideradas:
epsilon=10

k_1=2e-1

k_2=3e-1

# tracador a ser considerado:

biasl=1 # bias
Nbarl=1000 # densidade de contagem do tracador [Delta_L~ (-3)]

N_amostras=5 # Numero de amostras do campo dos modos de Fourier

ps_samples=np.zeros (shape=(N_amostras,n_Xk))

ps_mean=np.zeros (n_k)

ps_var=np.zeros (n_k)

# correlacdo para cada bin, para cada caixa:

for i in range (N_amostras) :
ps_samples[i, :]=random_ps_tracers (biasl,Nbarl)

# média das correlacgdes de cada caixa, a fim de obter a expressdao final
para a funcao de correlagao amostral.

# Jjuntamente, calculamos a varidncia desta estimativa.

for i in range(n_k):

ps_mean[i] = np.mean (ps_samples[:,1])

ps_var[i]l=np.sqgrt (np.cov (ps_samples([:,1]))
###4# Plot da funcdo obtida #####
fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2)

fig.set_figheight (7)
fig.set_figwidth (15)
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# Expressdo tedrica esperada:

ps_theory=(linear_distance) *x3 (Delta_L**3/Nbarl+biasl+biasl*tophat (
epsilon,k_1,k_2,k_ctrs))

ax2.loglog(k_ctrs,ps_mean, label=r"Médiat+Variéncia de N=%i Amostras" %
N_amostras)

ax2.loglog(k_ctrs,ps_theory,label=r"Valor Tedrico")

ax2.fill_between (k_ctrs,ps_mean-ps_var,ps_meantps_var,alpha=0.2)

ax2.set_xlabel (r"S$k_1i\,\, [\,Mpc”{-1}\,h\,1$", fontsize=14)

ax2.set_title(r"Espectro top-hat: $<\tilde{\delta} " {\,1} (\vec{k}_1)\,\
tilde{\delta} " {*\,1} (\vec{k}_1)>s")

ax2.set_xlim(left=k_ctrs[0],right=k_ctrs[-11])

ax2.legend ()

ax2.set_ylim(top=2el0)

for i in range (N_amostras) :

axl.loglog(k_ctrs,ps_samples[i, :])

axl.set_xlabel (r"Sk_1i\,\, [\,Mpc”{-1}\,h\,1$", fontsize=14)

axl.set_title(r"Espectro Top-Hat: Amostras (GaussianastPoissonianas)
Aleatdrias $\tilde{\delta}"1s ")

axl.set_ylabel (r"$<\tilde{\delta} " {\,1} (\vec{k}_1i)\,\tilde{\delta
Fo{x\, 1} (\vec{k}_i)>\,\,\,\, [\,Mpc”3\,h"{-3}\,]S$", fontsize=14)

axl.set_xlim(left=k_ctrs[0],right=k_ctrs[-11])

axl.set_ylim(top=2el0)

axl.grid()
ax2.grid()
plt.show ()

Célula 7: Plot da funcdo de correlagdo obtida.

Com todas as expressdes em concordancia, podemos partir para o célculo das funcdes de

correlacdo dos modos harmonicos:

# Simulacéo:

# Constantes do modelo Top-Hat:

epsilon=10
k_1=2e-1
k_2=3e-1
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# tracador (es)

biass=[1]

N_bars=[1000]

# valor (es) de 1:
1 _1=[10]

# valores de rl e r2:

r_l=np.linspace (5,245,25)
r_2=np.linspace (5,245,25)

# espessura dos bins radiais

W=10 # h” (-1) Mpc

# numero de caixas a serem tomadas:

N_simulations=100

# Inicio do cdlculo:

inicio=time.time ()

-
k;[Mpc~1h]

simulation_l=Angular_PS_tracers (N_simulations,l_1,biass,N_bars,r_1,r_ 2,

W)

# Fim do cdlculo:

fim=time.time ()
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# Salvando a simulacdo

3 np.save (r"simulacao_apendice",simulation_1)

s # Print do tempo tomado para a simulagéo

print ((fim-inicio) /60, ’‘minutos’)

31.686371274789174 minutos

Célula 8: Criando nossa simulagdo de caixas.

Terminada a simulag@o, podemos carregé-la a partir do arquivo salvo no computador,
sem a necessidade de refazer a simulagdo toda vez que abrirmos o programa. Vamos entao

carregar a simulacao realizada e também calcular sua contraparte tedrica:
epsilon=10

k_1=2e-1

k_2=3e-1

# Constantes do modelo Top-Hat:

epsilon=10

k_1=2e-1

k_2=3e-1

# tracador (es)

biass=[1]
N_bars=[1000]

# valor (es) de 1:
1 _1=[10]

# valores de rl e r2:

r_l=np.linspace (5,245,25)
r_2=np.linspace (5,245,25)

# espessura dos bins radiais
W=10 # h” (-1) Mpc

# vetor de r para um cdlculo em alta resolucdo da fungdo de correlacédo

harménica, através da fungdo Angular_PS_theory2.



29

30 r_inf=np.linspace (5,245,241)

31

» # Célculo da contraparte tedrica da simulacgéo

33

35

3 simulation_1_theory=Angular_PS_theory_avg2(l_1,biass,N_bars,r_1,r_2,W)

36 # Calculo da versdo em alta definicdo da funcdo de correlacéo
37

33 simth_inf=Angular PS_theory2(l_1,biass,N_bars,r_inf,r_inf)
39

40 # Carregando a simulacdo armazenada
41

# simlload=np.load(r"C:\Users\Sony Vaio\simulacao_apendice.NPY")

Célula 9: Carregando a simulacdo e calculando a contraparte tedrica.

Com todas as fungdes calculadas (amostrais e tedricas), resta agora realizarmos os
plots para fins de comparagao.

I plot_Cl_vs_W(10,1,1,np.linspace(2,10,3))

Célula 10: Plot do C, tedrico para diferentes espessuras de bin W.

Ci3* (7, 7) para diferentes espessuras de bin W

— bin infinitesimal
£ W=2.00 Mpch~t
i) = W=6.00 Mpch™"
W\ == W=10.00 Mpch~?
\ 2N

& 100 120

F[Mpcg:;’l]
I plot_Cl_rlr2(simlload,l.25«simulation_1_theory,10,1,1,W)
Célula 11: Plot das fun¢des de correlacdo harmonicas.

I plot_Corr_Cl_rlr2(simlload,l.25+«simulation_1_theory,simth_inf,10,1,1,W)

Célula 12: Plot das matrizes de correlagdo dos modos harmonicos.

I plot_complete_tracer_cov_XY_norm(simlload,l.25+«simulation_1_theory
,10,1,1,1,1,10)

Célula 13: Plot das matrizes de correlacdo do espectro de poténcia angular.
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O c6digo completo, com todas as fungdes de plot, esta disponivel no GitHub [68]].



101

Apéndice de Figuras

Funcao de Correlacao dos modos harmonicos para um espectro de poténcia ‘top-
hat’, / = 20:
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Figura 36: Fun¢do de Correlacao dos modos harmoénicos para um espectro de poténcia da
matéria ‘top-hat’: o painel esquerdo superior mostra nossa funcao de correlacdo medida,

1.1 . . e , 4 . 1.1 _
Cop.o0s(T5 7'). O painel superior direito € a sua contraparte tedrica, Cyg (7, 7), calculada

a partir da Eq. No painel inferior esquerdo, plotamos o residuo entre C’20 th © 020 obs-
Para fins de visualizagdo, uma comparacdo direta entre ambos os calculos é mostrada no
painel inferior direito, onde tomamos um grafico em escala logaritmica da se¢ao diagonal
da fun¢do de correlacao.
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Matriz de correlacao do espectro de poténcia angular para um espectro de poténcia

da matéria ‘top-hat’, / = 20:
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Figura 37: Matriz de correlagdo da covariancia do espectro de poténcia angular para
¢ = 20. A coordenada radial é dividida em 25 bins de espessura W = 10h~! Mpc
de 7, = 5h~'Mpc até To5 = 245 h~! Mpc, resultando em uma matriz de covariincia
625 x 625. O painel direito mostra a matriz de correlagdo tedrica calculada com a ajuda
da Eq. (5.20). O painel esquerdo mostra a matriz de correlagdo amostral obtida através de
1000 simulacdes Gaussianas. Os insets mostram um zoom nas mesmas regioes das duas
matrizes, para uma melhor visualizagc@o das estruturas.
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Funciao de Correlagiao dos modos harmonicos para um espectro de poténcia ‘top-
hat’, / = 40
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Figura 38: Fung¢ao de Correlagdo dos modos harmonicos para um espectro de poténcia da
matéria ‘top-hat’: o painel esquerdo superior mostra nossa funcdo de correlacdo medida,
040 " s (7, ™). O painel superior direito € a sua contraparte tedrica, C,;,, (7, ) calculada
a partir da Eq - No painel inferior esquerdo, plotamos o residuo entre oS 10.th © Cpt 40,0bs
Para fins de visualiza¢do, uma comparacdo direta entre ambos os calculos é mostrada no
painel inferior direito, onde tomamos um grafico em escala logaritmica da secao diagonal
da fun¢ao de correlacao.
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Matriz de correlacao do espectro de poténcia angular para um espectro de poténcia

da matéria ‘top-hat’, / = 40:
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Figura 39: Matriz de correlagdo da covariancia do espectro de poténcia angular para
¢ = 40. A coordenada radial é dividida em 25 bins de espessura W = 10h~! Mpc
de 7, = 5h~'Mpc até To5 = 245 h~! Mpc, resultando em uma matriz de covariincia
625 x 625. O painel direito mostra a matriz de correlagdo tedrica calculada com a ajuda
da Eq. (5.20). O painel esquerdo mostra a matriz de correlagdo amostral obtida através de
1000 simulacdes Gaussianas. Os insets mostram um zoom nas mesmas regioes das duas

matrizes, para uma melhor visualizagc@o das estruturas.
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