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INSTITUTO DE F́ISICA

Ordem topológica com simetrias Zn e campos de matéria
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Aliás, já que eu falei desta “abertura de braços”, uma outra pessoa que eu preciso agradecer
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conversas bastante agradáveis que tivemos sobre Topologia Algébrica;
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continuam sendo) sempre regadas com muito café, cookies e sorvetes, não necessariamente
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nos seus bastidores para que esse evento desse certo ao longo dos últimos seis anos, entre os

quais destaco Ademir Rodrigues, Agostinho Dias Bicalho, Alessandro Aparecido Brugnoli, Amelia

Ferrari Genova, Cecilia Cristina Blanco, Luiz Cezar Galizio, Mauricio da Silva, Mônica Pacheco,
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• à turma do café do IFUSP, Adilson José da Silva, Alvimar Floriano de Sousa, Ana Beatriz Beg-

giato, Arnaldo Gomes de Oliveira, Dmitry Maximovitch Gitman, Élcio Brandani Mondadori,
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Resumo

Neste trabalho, constrúımos duas generalizações de uma classe de modelos discretos bidimensi-

onais, assim chamados “Quantum Double Models”, definidos em variedades orientáveis, compactas

e sem fronteiras. Na primeira generalização, introduzimos campos de matéria aos vértices e, na

segunda, às faces. Além das propriedades básicas dos modelos, estudamos como se comporta a

sua ordem topológica sob a hipótese de que os estados de base são indexados por grupos Abelia-

nos. Na primeira generalização, surge um novo fenômeno de confinamento. Como consequência,

a degenerescência do estado fundamental se torna independente do grupo fundamental sobre o

qual o modelo está definido, dependendo da ação do grupo de calibre e do segundo grupo de

homologia. A segunda generalização pode ser vista como o dual algébrico da primeira. Nela, as

mesmas propriedades de confinamento de quasipart́ıculas está presente, mas a degenerescência do

estado fundamental continua dependendo do grupo fundamental. Além disso, degenerescências

adicionais aparecem, relacionadas ao homomorfismo de coação entre os grupos de matéria e de

calibre.
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Abstract

In this work, we constructed two generalizations of a class of discrete bidimensional models,

the so called Quantum Double Models, defined in orientable, compact and boundaryless mani-

folds. In the first generalization we introduced matter fields to the vertices and, in the second

one, to the faces. Beside the basic model properties, we studied its topological order behaviour

under the hypothesis that the basic states be indexed by Abelian groups. In the first generalization,

appears a new phenomenon of quasiparticle confinement. As a consequence, the ground state de-

generacy becomes independent of the fundamental group of the manifold on which the model is

defined, depending on the action of the gauge group and on the second group of homology. The

second generalization can be seen as the algebraic dual of the first one. In it, the same quasipar-

ticle confinement properties are present, but the ground state degeneracy stay dependent on the

fundamental group. Besides, additional degeneracies appear, related to a coaction homomorphism

between matter and gauge groups.
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10.1 Um último prelúdio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

10.2 Teorias de calibre com ordem alta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Comentários iniciais

Embora a sociedade esteja bem acostumada a dividir a F́ısica entre “aquilo que é teórico” e

“aquilo que é experimental”, todos aqueles que participam ativamente da construção desta Ciência

sabem muito bem que toda esta divisão é totalmente fict́ıcia. Afinal, o fato de alguém possuir des-

trezas e/ou afinidades que, por exemplo, permitem caracterizá-lo mais como um teórico do que

como um experimental não implica necessariamente que estes dois setores da F́ısica sejam incomu-

nicantes: muito pelo contrário! E isso fica ainda mais claro quando lembramos que, independente

das diversas teorias que existem para explicar qualquer coisa do nosso Universo, os verdadeiros

alicérces da F́ısica são experimentais.

Aliás, para deixar ainda mais claro o porquê disso, é mais do que conveniente lembrar de algo

que é muito importante à definição da própria F́ısica: uma teoria é uma edificação lógica, constrúıda

sobre um conjunto de axiomas que permitem explicar algo que desejamos entender1 [1], sem

possuir qualquer compromisso para com a realidade que nos cerca. Basta ver que é exatamente isso

o que acontece, por exemplo, na Matemática: pois, enquanto um f́ısico, que modela os seus sistemas

usando um conjunto de equações que dependem de um parâmetro temporal, costuma ignorar

as soluções que estejam exclusivamente relacionadas aos valores negativos deste parâmetro, um

matemático “puro” está pouco se importando com isso; para esse matemático, que geralmente

resolve esse mesmo conjunto de equações apenas para conhecer quais são as propriedades das suas

funções (sem necessariamente pensar nas posśıveis conexões de tudo isso para com a realidade que

o cerca), todas as soluções são igualmente relevantes.

1Seja por meio dos diversos teoremas, corolários ou demais desdobramentos que estabelecem a validade desta teoria.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Desta maneira, e diante de todo este “descompromisso” que teorias possuem por definição,

fica muito claro que uma (e apenas uma) das preocupações fundamentais que devemos ter, ao

construirmos uma teoria que realmente possa ser chamada de f́ısica, diz respeito ao necessário

estabelecimento de uma correspondência entre (i) as previsões obtidas dos modelos que definem

a nossa teoria e (ii) aquilo que for pasśıvel de verificações experimentais, dentro do domı́nio de

investigação onde essa nossa teoria se propõe a resolver [2]. Se assim não for, mesmo que toda

a nossa “engenhosidade” possa realmente definir uma teoria magńıfica, esta jamais poderá ser

interpretada como f́ısica, independente dela possuir uma inquestionável validade cient́ıfica.

Já a segunda das preocupações, não menos fundamental à construção de uma teoria f́ısica,

surge diante da existência de uma outra teoria que, independente de estar definida num outro

domı́nio de investigação experimental, também consegue descrever um mesmo sistema f́ısico.

Neste caso, a nova teoria não pode contradizer os resultados da primeira, que já está bem esta-

belecida [2], e é exatamente isso que passou a ser chamado de pŕıncipio da correspondência: ou

seja, sempre que existirem duas teorias para descrever um mesmo sistema f́ısico, uma delas deve

se “aproximar” da outra dando resultados que, entre certos limites, coincidem [3].

É claro que diversas discussões mais fundamentais podem, e devem, ser feitas a respeito desse

prinćıpio, uma vez que descrever sistemas numa zona de transição entre o que é quântico ou

clássico, por exemplo, não é uma tarefa nada trivial. Entretanto, é exatamente em respeito a

esse prinćıpio da correspondência que, apesar de todo o potencial imaginativo que é intŕınseco à

espécie humana, a grande maioria das teorias que se propõem a serem chamadas de f́ısicas acabam

tomando os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano como moldes.

Aliás, um dos bons exemplos de modelos Hamiltonianos que vem ganhando destaque nas

últimas décadas, e que iremos citar propositalmente aqui, é o “Toric Code” (TC) [4]: um modelo

quântico que, apesar de não ser muito conhecido entre os f́ısicos, vem permeando a F́ısica den-

tro de um espectro bem diversificado, que vai desde a f́ısica da matéria condensada até algumas

teorias que apresentam algum tipo de envolvimento para com a f́ısica das part́ıculas elementares

[5]. À primeira vista, isso pode até parecer meio espantoso: afinal, aparentemente o TC nasceu

para ser uma espécie de “toy model”, cujo objetivo “único” era o de fornecer as primeiras ideias

que poderiam levar à construção de uma computação quântica resiliente a erros [4]. Todavia, se

lembrarmos que, por trás de toda a mensurabilidade da Computação, existe o fato desta área do

conhecimento estar definida em subespaços que são comuns à F́ısica, todo esse espanto começa
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a se esvair um pouco, ainda mais se também lembrarmos que qualquer realização computacional

nova sempre depende do conhecimento e do desenvolvimento de novos materiais.

Uma das caracteŕısticas fundamentais que são inerentes ao TC, e que também aparece em boa

parte das suas generalizações, é o seu comportamento como um modelo que possui uma ordem

topológica [6]. Apesar de ainda não existir uma definição muito bem posta para este conceito na

literatura, o seu próprio nome já sinaliza para uma provável conclusão: pois, como fica subenten-

dido desse predicado que é tão espećıfico, dizer que um modelo possui uma “ordem topológica”

certamente deve significar que, de alguma maneira, o sistema a ele associado apresenta alguma

dependência da topologia de onde ele está definido. Porém, para que essa interpretação se torne

inteĺıgivel, é interessante voltarmos brevemente as nossas atenções para um outro termo, que é

bem mais simples, bem mais conhecido do público em geral e que está associado a quase tudo que

nos cerca: esse termo é matéria.

1.2 Sobre o conceito de ordem topológica

Em linhas bem gerais, podemos afirmar que esse termo “matéria” resume tudo aquilo que pode

ser interpretado como uma “mera” combinação de átomos e moléculas [7], cujos ingredientes

básicos são sempre os mesmos: elétrons, prótons e nêutrons. Entretanto, como é percept́ıvel de

todas as nossas experiências diárias, apesar deste termo ser único, ele se refere a algo que é bem

genérico: afinal de contas, basta ver que, além de existirem diversos tipos de matéria ao nosso

redor, também são diversas as formas e fases pelas quais ela se apresenta na Natureza.

Neste sentido, é interessante notar que, quando consideramos um único tipo de matéria, a

explicação que é melhor aceita para justificar a sua apresentação em diferentes formas preconiza

que, para cada uma delas, existe um critério bem espećıfico de organização (ou de ordenamento)

das moléculas que as compõem [8]. E a explicação padrão para as transições de fase numa matéria

arbitrária é dada pela teoria de quebra expontânea de simetria proposta por V. L. Ginzburg e L.

D. Landau [9, 10, 11]. Entretanto, apesar de toda a conveniência e adequação que essa teoria

tem junto ao entendimento das transições de fase, algo diferente aconteceu em 1982 quando, por

exemplo, A. Gossard, H. Stormer e D. Tsui realizaram um experimento para a avaliar o trans-

porte de gases eletrônicos que não apenas estavam submissos à baix́ıssimas temperaturas2, mas

que também estavam restritos a uma região aproximadamente bidimensional pela ação de fortes

2No caso espećıfico desse experimento, o termo “baix́ıssimas temperaturas” deve ser traduzido como temperaturas
entre 1/100 e 1/10 graus Kelvin aproximadamente.
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campos magnéticos [12]. Além desses pesquisadores terem evidenciado a presença de um efeito

Hall fracionário [12] (que foi assim chamado devido à razão

ν =
nhc
eB

,

observada entre as densidades de elétrons e do fluxo magnético, ser compat́ıvel com um número

racional3), também foi notado que, além desses gases “bidimensionais” se apresentarem em fases

que fugiam do enredo “sólido-ĺıquido-gasoso” tradicional [13], por exemplo, as transições entre

elas aconteciam sem que houvesse qualquer uma das “quebras” de simetria apontadas pela teoria

de Ginzburg e Landau. Logo, a partir disso, e principalmente de toda uma exaustiva reprodução

de experimentos análogos a esse, acabou ficando bem claro que, apesar da teoria de quebra es-

pontânea de simetria ser bastante razoável nas situações mais “usuais” 4, ele deve ser interpretado

apenas como uma teoria efetiva e, portanto, não completa.

Diante da necessidade de justificar o comportamento dessas novas transições de fase através

de um novo paradigma, uma terceira diferença, também evidente nesse experimento de 1982,

acabou tendo um papel preponderante. Afinal, ao contrário das part́ıculas que são livres para

transitar em ambientes tridimensionais, as excitações que compõem esses gases não se identificam

necessariamente nem como bósons nem como férmions: quando duas delas trocam de lugar uma

com a outra, a função de onda que modela esses gases “bidimensionais” adquire uma fase eiϕ que

pode assumir qualquer valor compreendido entre −1 (que está associado à caracterização de um

férmion) e 1 (que está associado à caracterização de um bóson). Aliás, é exatamente por causa

deste aspecto que essas excitações acabaram sendo denotadas como “anyons”5 [14].

Nestes termos, como a análise do comportamento estat́ıstico de quaisquer part́ıculas sob per-

mutação deve independer dos caminhos que elas tomam para que essa troca de posições ocorra,

quando somamos todo este aspecto “anyônico” aos fracionários (que já estão relacionados a ν

e que, de alguma maneira, também refletem essa restrição bidimensional) fica muito claro que,

se realmente existe algum fator que seja capaz de moderar estas novas transições de fase, ele

3Nos experimentos que são realizados usando esses mesmos gases eletrônicos bidimensionais, porém usando baixas
temperaturas que não são tão baixas como as que foram usadas no experimento de Gossard, Stormer e Tsui, ν assume
apenas valores inteiros.

4Ou seja, naquelas situações que, por exemplo, não se envolvem com esse “combo”, de baix́ıssimas temperaturas e
restrições dimensionais, utilizado por Gossard, Stormer e Tsui.

5Embora bósons e férmions sejam denotados como tal em homenagem aos f́ısicos S. N. Bose e E. Fermi respecti-
vamente (já que esses dois pesquisadores foram os primeiros a desenvolver trabalhos relacionados ao comportamento
dessas part́ıculas), a lógica por trás da nomenclatura “anyon” é inteiramente análoga a que deu origem ao nome das
primeiras: ou seja, any+on, uma vez que “any”, do inglês, significa qualquer.
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pode perfeitamente estar associado ao fato dos elementos que definem o sistema f́ısico estarem

organizados (ou, melhor dizendo, ordenados) em função da topologia de onde eles se encontram.

E é exatamente diante desta última conclusão que surge o fundamento mais forte que justifica o

termo “ordem topológica”.

Por se dizer, algo que reforça ainda mais esta última conclusão são os resultados que surgem

de alguns modelos teóricos que são definidos sobre variedades topológicas bidimensionais. Afinal,

é posśıvel demonstrar que, em boa parte desses modelos, o grau de degenerescência dos seus

estados fundamentais é parametrizado pelo gênero6 g dessas variedades, indo em pleno acordo

com as observações experimentais relacionadas aos gases eletrônicos que são postos nas mesmas

condições do experimento de 1982. Aliás, de acordo com alguns estudos que foram realizados por

R. Laughlin [15], usando gases onde a razão ν se mostra compat́ıvel com o inverso de um número

natural q, esse grau de degenerescência é dado por qg, fato que só sublinha ainda mais toda essa

interpretação topológica.

E é justamente aqui, diante de todas essas informações, que convém responder algo que cer-

tamente o leitor deve estar se perguntando: afinal, já que o modelo de quebra de simetria de

Ginzburg-Landau não consegue descrever as transições de fase que ocorrem em baix́ıssimas tem-

peraturas, como é que toda essa interpretação topológica consegue? E uma boa resposta a esse

questionamento pode ser dada de maneira bem simples, desde que observemos que o estado fun-

damental de qualquer modelo deve descrevê-lo na sua situação de menor energia; ou seja, numa

situação onde é perfeitamente posśıvel admitir que o sistema pode estar num regime de baix́ıssimas

temperaturas. Considerando que este é exatamente o caso, e principalmente lembrando que toda

essa degenerescência significa que o estado de vácuo deste modelo não é único, a existência de todos

esses vácuos nada mais é do que a grande evidência de que fases distintas existem num tal regime

de temperatura. Desta maneira, passa a ser completamente válido dizer que a transição entre to-

das essas fases não ocorre por efeito de qualquer tipo de “quebra” no padrão das simetrias que um

sistema pode apresentar: cada uma dessas fases existem e podem ser acessadas, tão somente, por

efeito da topologia de onde esse sistema está definido.

6A grosso modo, o gênero de uma variedade deve ser interpretado como a quantidade de “buracos” que esta pos-
sui. No entanto, como este termo “buraco” pode não soar e nem ser o mais adequado para explicar o significado de
“gênero” (ainda mais se notarmos que isso pode levar àlguma confusão, devido a uma posśıvel identificação com algum
tipo de singularidade), cabe aqui uma ressalva: olhando para o caso de um toro que, por exemplo, é topologicamente
identificável como uma esfera maciça que possui uma única alça, o “buraco” a que nos referimos nada mais é do que a
região vazada entre a bola e a sua alça.
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1.3 A proposta deste trabalho

Obviamente diversos experimentos adicionais foram (e continuam sendo) realizados para in-

vestigar outras propriedades destes gases, entre as quais podem figurar algumas que ainda são

completamente desconhecidas, ao mesmo tempo que outros modelos teóricos também foram (e

continuam sendo) propostos para melhor caracterizar sistemas com ordem topológica. Todavia,

devido aos trabalhos teóricos que foram desenvolvidos não apenas por G. Castagnoli e M. Rasetti

[16], mas principalmente por A. Yu. Kitaev [4], a busca por sistemas reais que são capazes de

suportar a presença de “anyons” acabou ganhando uma atenção redobrada nos últimos anos. Afi-

nal de contas, de acordo com os trabalhos destes pesquisadores ficou bem claro que tais sistemas

topológicos são capazes de atender às causas de uma computação quântica.

Aliás, um dos modelos topológicos mais simples que existe, e que fora concebido pelo próprio

Kitaev com este propósito em mente, é justamente o TC: um modelo quântico que é definido (i)

atribuindo elementos de um espaço de Hilbert a cada uma das arestas de uma rede (geralmente

quadrada) que é capaz de discretizar um toro7, e (ii) pela consequente definição de operadores

que são capazes de atuar sobre o espaço de Hilbert total que acaba se formando por decorrência

de toda essa atribuição. E, no caso desses elementos, cabem duas observações bem interessantes,

onde a primeira delas está justamente relacionada para com todo esse aspecto quântico que bem

fundamenta o TC: todos esses elementos, que são atribúıdos às arestas, devem ser interpretados

como as generalizações quânticas dos chamados bits clássicos, dado que eles são modelados por

vetores que pertencem a um espaço de Hilbert bidimensional cuja base é indexada pelo grupo Z2.

Já a segunda observação retrata bem um (mas apenas um) dos porquês que aproximam esse

modelo de algumas teorias que se envolvem para com a f́ısica das part́ıculas: esses mesmos ele-

mentos “de Hilbert” se comportam como campos de calibre discretos. Ou seja, eles se comportam

como elementos que são diretamente responsáveis pela caracterização local da variedade onde o

sistema f́ısico está definido (segundo a resolução que a rede permite), dado que eles se sujeitam à

transformações lineares que são incapazes de mexer com a covariância das equações de movimento

[17, 18, 19].

É claro que, conforme já dissemos acima, a caracterização do TC como um modelo de cali-

bre discreto não é a única razão que o aproxima das demais teorias envoltas para com a f́ısica de

part́ıculas elementares. Uma das outras razões que podemos apontar aqui (e que, talvez, soe como

7Ou seja, uma variedade bidimensional com gênero unitário.
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uma curiosidade) se refere, por exemplo, ao comportamento das part́ıculas que podem ser criadas

no TC: essas part́ıculas (que, na verdade, são quasipart́ıculas, por serem excitações elementares

não compostas por matéria) se comportam como as suas próprias antipart́ıculas. E, segundo a

perspectiva que é oferecida por algumas extensões do Modelo Padrão das part́ıculas elementares,

as únicas part́ıculas que podem (apenas podem) ser as suas próprias antipart́ıculas são os neutri-

nos, haja vista que isso fornece uma boa base para justificar a massividade dessas part́ıculas, já

“comprovada” diante da adequação da ideia de oscilação de sabores8 (proposta originalmente por

B. Pontecorvo [20]) aos dados obtidos em diversos experimentos [21, 22] após a inserção de efeitos

de matéria nos modelos teóricos de oscilação [23, 24, 25].

Apesar destas três observações estarem relacionadas ao TC, é deveras importante ressaltar

que, em respeito ao mesmo prinćıpio da correspondência que já mencionamos acima, “todas” elas

também devem se fazer presentes nas suas generalizações. E uma das generalizações do TC que

estão mais bem postas na literatura é conhecida como “Quantum Double Model” (QDM) [5], cuja

lógica de construção é exatamente a mesma: ou seja, (i) atribuindo elementos de um espaço de

Hilbert às arestas de uma rede que é usualmente quadrada, e (ii) definindo operadores capazes de

mensurá-los. A única diferença estrutural que existe entre esses dois modelos é que os elementos

que definem um QDM não se restringem necessariamente a uma indexação feita por Z2: esses

elementos devem ser interpretados como vetores de um espaço de Hilbert que, por poder ser di-

mensionalmente maior que o do TC, possui uma base que é indexada por um grupo G1 que não

é necessariamente Abeliano. Diga-se de passagem, é exatamente por causa dessa maior liberdade

dimensional, que faz com que G1 não se identifique necessariamente com Z2, que presença das

aspas ao redor do termo “todas” se justifica: afinal de contas, apenas em casos bem particulares as

quasipart́ıculas de um QDM se identificarão como as suas próprias anti-quasipart́ıculas.

Generalizações à parte, é importante destacar que tanto o TC como o QDM têm uma carac-

teŕıstica que faz do último uma generalização que ainda é bastante incompleta: ambos não asso-

ciam qualquer elemento de um espaço de Hilbert nem aos vértices nem às faces das redes que os

suportam. Nestes termos, com o propósito de bem entender quais as consequências que surgem

da adição de novos elementos de um espaço de Hilbert aos vértices e às faces de uma rede bidi-

8De um modo bem geral, o sabor de um neutrino deve ser interpretado como uma espécie de “rótulo”, como uma
espécie de “assinatura” que caracteriza a sua capacidade de interação para com um lepton carregado. Ou seja, se pen-
sarmos num decaimento beta, por exemplo, onde um antineutrino é produzido junto com um elétron como subproduto
da conversão de um nêutron num próton, o sabor desse antineutrino é eletrônico, uma vez que ele só será capaz de
interagir com um elétron (como é o que acontece num decaimento beta inverso) ou com a sua antipart́ıcula (ou seja,
com um neutrino também eletrônico).
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mensional, dedicamos este trabalho à construção de modelos Hamiltonianos discretos que tomam

um QDM (e, portanto, o TC) como um caso particular. A ideia fundamental que está por trás de

toda essa construção é a de não apenas avaliar quais são as posśıveis propriedades f́ısicas que esses

modelos podem apresentar (uma vez que isso pode ser muito útil à identificação de novos materi-

ais que possam atender às causas de alguma computação quântica, por exemplo), mas a de avaliar

como funciona a degenerescência dos seus estados fundamentais e, por consequência, como fun-

ciona o conceito de ordem topológica diante da presença desses novos ingredientes. É claro que,

apesar de interpretarmos esses novos elementos como campos de matéria, é sempre bom lembrar

que nada garante que os nossos modelos correspondam, de fato, a alguma coisa que possa ser

chamada de f́ısica e, tão pouco, que esses novos campos possam ser interpretados como matéria:

afinal de contas, como tudo o que apresentamos nestas notas não se envolve com nada que é expe-

rimental, todos esses nossos modelos devem ser vistos apenas “toy models”, do mesmo jeito que os

modelos que foram propostos por Kitaev (como o TC e o QDM) também o são.

1.3.1 Sobre a estruturação do trabalho

Devido à grande quantidade de informações que resolvemos apresentar neste trabalho em prol

daquele leitor que, por não ser necessariamente um especialista nos temas que serão aqui apre-

sentados, precisa de um texto inteliǵıvel e autossuficiente, preferimos subdivid́ı-lo em cinco par-

tes. E, na primeira delas, que é composta pelos dois próximos caṕıtulos, apresentaremos algumas

considerações importantes à contextualização das teorias de calibre discretas, uma vez que tudo o

que diremos nestas notas se referirá a tais teorias.

No caso do próximo caṕıtulo, por exemplo, ele serve para apresentarmos o leitor à definição

do conceito “de calibre” pela perspectiva de um formalismo Hamiltoniano de sistemas que estão

vinculados a uma rede que discretiza uma variedade: o objetivo é dar ênfase ao papel que a holono-

mia tem junto a caracterização dessas teorias, o que acaba resumindo dois trabalhos desenvolvidos

pela autora destas notas [19, 26]. E já que falar de uma rede que discretiza uma variedade pode

perfeitamente instigar o leitor a entender como se dá o processo de discretização de variedades,

o terceiro e último caṕıtulo dessa primeira parte é dedicado exatamente a isso, especialmente aos

processos de discretização que se envolvem para com as variedades tridimensionais. Em verdade,

num primeiro momento não apenas esse terceiro caṕıtulo (que nada mais é do que uma resenha

de algumas coisas que constam em [27]), como toda essa primeira parte, pode ser perfeitamente
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“pulada” por aquele leitor que deseja apenas entender qual é a ideia geral deste trabalho. Porém,

como toda a autossuficiência e inteligibilidade que queremos dar a estas notas já nos permite apro-

veitar esse terceiro caṕıtulo para, por exemplo, apresentar alguns ingredientes que facilitarão o

bom entendimento de outras partes (com as partes que constam no Caṕıtulo 7), aconselhamos

fortemente que esse mesmo leitor leia esse terceiro caṕıtulo em algum momento, especialmente

as considerações que se envolvem para com o método de discretização de Heegard que consta na

Subseção 3.2.2.

Já em relação à segunda parte deste nosso trabalho, ela se abre com o Caṕıtulo 4 que é de-

dicado ao TC. Afinal de contas, como é exatamente esse o modelo que serve como uma espécie

de “semente” para todas as generalizações que apresentaremos nestas notas, é essencial que to-

das as suas principais propriedades fiquem bem claras, por mais longo e desgastante que esse

caṕıtulo possa parecer. Por se dizer, é com algumas das generalizações, que parecem ser as mais

simples de serem feitas sobre o TC, que essa segunda parte se fecha logo no Caṕıtulo 5: tratam-

se de generalizações que, apesar de manterem a mesma lógica de construção do TC, se valem

de redes que podem ser identificadas como discretizações de subvariedades tridimensionais que

têm condições periódicas de contorno e, uma delas, é explicitamente um toro. E, no caso destas

generalizações, algo que conseguimos demonstrar é que, apesar da liberdade tridimensional que

esses modelos oferecem às suas quasipart́ıculas, uma ordem topológica ainda se faz presente, não

mais sob a dependência do grupo fundamental da variedade sobre a qual eles estão definidos,

mas que depende do segundo grupo de homologia. E a razão disso acontecer é que as excitações

magnéticas que definem os diferentes vácuos deste modelo não mais descrevem caminhos fecha-

dos como acontece no TC, mas descrevem superf́ıcies fechadas [28]. Aliás, uma coisa que devemos

frisar aqui é que, ao longo não apenas das considerações que se envolvem para com o TC e suas

generalizações, mas em tudo mais que apresentaremos nestas notas, iremos considerar implicita-

mente apenas aquelas variedades que são consideradas orientáveis, compactas e sem fronteiras.

Sobre a terceira parte destas notas, ela é a mais longa de todas e consiste de quatro caṕıtulos.

No Caṕıtulo 6, por exemplo, apresentaremos as principais considerações que se envolvem para

com um QDM, uma vez que é exatamente esse o modelo mais geral que tomaremos como base

para atribuir os campos de matéria que mencionamos acima. Aliás, como a primeira generalização

que faremos sobre um QDM se valerá da atribuição de campos de matéria aos vértices de uma rede

bidimensional (QDMv), achamos mais prudente dedicar o Caṕıtulo 7 à apresentação dos trâmites

algébricos que se envolvem para com essa generalização, e só no Caṕıtulo 8 a apresentaremos
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explicitamente. Por se dizer, toda essa apresentação do Caṕıtulo 8 será feita com o aux́ılio de

quatro exemplos que visam ilustrar as principais propriedades dessa generalização, entre as quais

podemos listar (i) as propriedades de confinamento das quasipart́ıculas magnéticas, (ii) a presença

de regras de fusão não Abelianas em algumas situações particulares e (iii) a dependência que o

QDMv possui em relação ao segundo grupo de homologia da variedade sobre a qual ele se apoia

[29].

Já sobre o Caṕıtulo 9, que também compõe esta terceira parte, ele é dedicado à segunda

generalização de um QDM onde atribúımos campos de matéria às faces de uma rede bidimensi-

onal (QDMf). E, neste caso, devido a correspondência que existe entre os vértices e os centróides

das faces que definem a rede que consideraremos, a construção deste novo modelo se dará em

termos da dualização da primeira: ou seja, considerando que os centróides de uma face são, na

verdade, os vértices de uma rede dual. Como resultado desse processo, muitas das propriedades

do QDMv ainda se fazem presentes; porém, a degenerescência do estado fundamental passa a ser

regulada em termos não apenas da topologia do sistema, mas em termos de um homomorfismo

de coação entre os grupos de calibre e de matéria. Em todo caso, uma coisa também interessante

que surge desses modelos é que eles mantém uma correspondência expĺıcita com modelos que se

apoiam sobre módulos cruzados e sobre a teoria das categorias com ordem alta [30]. E é exata-

mente com essa correspondência, que será apresentada ao longo do Caṕıtulo 10, que se abre a

penúltima parte deste trabalho, a qual já se encerra no Caṕıtulo 11, onde sintetizamos todos os

resultados obtidos nestas notas e também fazemos alguns comentários adicionais sobre alguns dos

desenvolvimentos futuros.

Em relação a última parte destas notas, ela foi criada apenas pela questão estética de reu-

nir os três Apêndices que redigimos para esclarecer algumas questões que fugiram ao enredo do

texto principal, seja por eventuais desvios de assunto ou mesmo por uma simples sobrecarga de

informações, mas que indubitavelmente o complementam em aspectos bastante fundamentais.



Parte I

Teorias de calibre discretas
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Caṕıtulo 2

Teorias de calibre como sistemas vinculados

2.1 Um prelúdio

Como bem dissemos no caṕıtulo anterior, a principal caracteŕıstica dos modelos que apresen-

tamos nestas notas é que todos eles podem ser interpretados a luz das teorias de calibre discretas.

Mas, apesar de ser muito bem conhecido, dos diversos exemplos eletrodinâmicos [31], que uma

teoria de calibre é aquela onde podemos realizar transformações entre algumas funções que des-

crevem um sistema e, ainda sim, mantermos a covariância das suas equações de movimento, um

questionamento que persiste na cabeça de muitas pessoas é: por que essas teorias são rotuladas

como “de calibre”? Qual é a razão deste termo? Aliás, dentro do contexto que responde a tudo

isso, como é que uma teoria de calibre que é posta em termos discretos pode ser caracterizada?

E uma das principais caracteŕısticas relacionadas aos sistemas clássicos que são classificados

como “de calibre”, e que nos ajuda a responder todos esses questionamentos, é: todos esses siste-

mas “de calibre” são vinculados a uma subvariedade; ou seja, a dinâmica de todos eles se restringe

apenas a uma variedade Mn−m que está mergulhada dentro de uma outra Mn que é dimensio-

nalmente maior [26, 32]. E certamente uma das melhores maneiras que existe para entendermos

o porquê desta vinculação é notando que, apesar de sempre tentarmos associar as funções dife-

renciáveis que melhor se ajustam às trajetórias de um sistema no espaço em que ele está contido,

nem sempre somos realmente capazes de enxergar qual é a melhor parametrização que nos leva

a um melhor ajuste de funções. Se pensarmos numa situação onde temos um sistema f́ısico que

está definido sobre uma esfera maciça de raio R mergulhada no R3, por exemplo, enxergar qual

é a melhor parametrização até que parece bem fácil: para isso, basta, ao invés de usarmos uma

aplicação x (t) = (x1(t) , x2(t) , x3(t)) que se apoia sobre uma perspectiva Euclideana, tomarmos uma

13
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outra q (t) = (φ (t) , θ (t) ,R) que, por se apoiar sobre uma parametrização esférica, consegue reduzir

o número funções não constantes que dão conta de descrever o sistema f́ısico. Porém, as situações

f́ısicas reais nem sempre são tão simples como a de um sistema definido sobre uma esfera: pois,

enquanto, por um lado, os experimentos nem sempre nos permitem identificar qual é a subvari-

edade Mn−m onde um sistema f́ısico está definido (uma vez que eles nem sempre nos permitem

identificar quais são as eventuais simetrias que levariam a uma descrição mais simples), por outro,

mesmo que essa identificação aconteça, os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano geralmente

nos levam à equações de movimento que possuem soluções bem mais complicadas quando nos

guiamos pela perspectiva das parametrizações intŕınsecas deMn−m.

2.2 Teorias de calibre

Aliás, quando olhamos para a situação de um sistema clássico “de calibre” que é descrito em

termos de um formalismo Hamiltoniano, a função que o modela é dada por [17]

HT (z) = H (z) + λ j Φ j (z) , (2.1)

onde
{
Φ j : T∗Mn → R

}
é o conjunto de v́ınculos que restringe o sistema f́ısico a uma subvari-

edade T∗Mn−m que é definida por Φ j (z) = 0, a qual está contida num fibrado cotangente T∗Mn

decompońıvel como [33]

T∗Mn = T∗Mn−m ⊕ (
T∗Mn−m

)⊥ . (2.2)

Pelo ponto de vista geométrico, como estes v́ınculos são responsáveis pela definição do sistema

f́ısico apenas sobre uma subvariedade Mn−m, a principal consequência deste mergulho que está

associado a decomposição (2.2) [32] é que todas as funções que têm alguma importância f́ısica

dependem apenas dos parâmetros intŕınsecos aMn−m [2].

Contudo, a restrição de um sistema f́ısico a uma subvariedade não é o único ingrediente

necessário para definir uma teoria de calibre como um sistema vinculado. Além deste ingre-

diente nitidamente geométrico, também é necessário que uma parte do conjunto de v́ınculos
{
Φ j : T∗Mn → R

}
seja composta por funções de primeira classe; ou seja, é necessário que parte

desse conjunto de v́ınculos seja composta por funções que podem ser interpretadas como uma

F : T∗Mn → R que, na subvariedade T∗Mn−m ⊂ T∗Mn, são tais que
{
F , Φ j

}
= 0 para qualquer

ı́ndice j [34]. E a grande razão deste segundo ingrediente está diretamente associada ao fato das
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equações de consistência

Φ̇ B = { Φ B , HT } = { Φ B , HF } + { Φ B , Φ A } λ A = 0 , (2.3)

que estão relacionadas a esses v́ınculos de primeira classe, nos mostrarem que os multiplicadores de

Lagrange λ A que os implementam a (2.1) não podem ser resolvidos univocamente [35].

Desta maneira, é quando juntamos esses dois ingredientes que começa a ficar claro qual é

o fundamento que nos permite chamar todas as teorias de calibre como tal. E, para entendê-

lo, devemos notar que, como estamos lidando com variedades e que, portanto, z não é a única

parametrização de T∗Mn, podemos tranquilamente tomar um outro conjunto de parâmetros κ que

nos permite descrever o mesmo sistema f́ısico através de novas equações

κ̇ =
{
κ , H ′

T (κ)
}
Φ ′=0

, (2.4)

que se valem não apenas de novos v́ınculos Φ ′j (κ) = 0, mas de uma nova Hamiltoniana total

H ′
T : T∗Mn → R adaptada a esta nova parametrização. A grande importância por trás dessa

simples observação é que, como T∗Mn−m é uma subvariedade onde (2.2) vale, a parametrização

mais interessante que podemos tomar para essa T∗Mn é, por exemplo, uma κ = (ω,Ω) onde

ω =
(
q,p

)
é um conjunto de parâmetros intŕınsecos a T∗Mn−m, enquanto Ω = (Q,P) parame-

triza apenas
(
T∗Mn−m

)⊥. E o aspecto que nos revela o porquê desta parametrização ser a “mais

interessante” está relacionado ao fato de que, independente de quaisquer preocupações geométri-

cas, já foi demonstrado que existe uma parametrização κ′ =
(
ω′,Ω′

)
onde o Hamiltoniano total do

sistema pode ser expresso através de [35]

HT
(
κ′

)
= HF

(
ω′

)
+ λP′P ′ + O (Ṗ ′,P ′2) (2.5)

pelo uso de

(a) um par com variáveis canonicamente conjugadas ω′ =
(
q′,p′

) 1 que é capaz de parametrizar

apenas o sistema f́ısico, e

(b) um outro par Ω′ =
(Q ′,P ′), que também contém variáveis canonicamente conjugadas, as

quais mantém uma relação “um-pra-um” entre as componentes de P ′ =
(
P ′I,P ′II

)
e as de

1Ou seja, um par tal que
{
q′µ ,p′ν

}
= δ

µ
ν vale, para todos os valores µ, ν = 1, . . . ,n − m.
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primeira (I) e de segunda classe (II) que compõem Φ = (Φ1, . . . ,Φm ).

Nestes termos, comparando essas duas parametrizações κ e κ′, uma coisa que podemos concluir

é que, na verdade, elas são as mesmas. E um aspecto interessante que segue desta conclusão,

principalmente de (2.4), é que as equações de movimento deste sistema se reduzem a [17]

ω̇ = { ω , HF } , Q̇ I = λP I , Q̇ II = A (ω , Q) e P = 0 , (2.6)

onde HF : T∗Mn−m → R é o que podemos chamar de Hamiltoniana f́ısica e λP I são os novos

multiplicadores de Lagrange que implementam os novos v́ınculos de primeira classe à nova Ha-

miltoniana (2.5). E este, sim, é o aspecto mais importante que está relacionado à caracterização

de uma teoria de calibre: pois, como a não univocidade dos novos multiplicadores de “primeira

classe” nos permite fazer infinitas escolhas para solucionar

Q̇ I = λP I e Q̇ II = A (ω,Q) , (2.7)

acaba ficando muito claro que, devido a todo esse aspecto “desmontado” das equações (2.6), qual-

quer que seja o calibre λP I que fixemos para solucionar (2.7), essa escolha jamais interferirá na

solução das equações f́ısicas

ω̇ = { ω , HF } .

Logo, como todas as parametrizações que podemos escolher para uma variedade se relacionam

(uma com a outra) através de difeomorfismos [36], podemos afirmar que uma teoria de calibre é

muito mais do que aquela que descreve um sistema f́ısico

• que está vinculado a uma subvariedadeMn−m ⊂ Mn,

• onde o conjunto de v́ınculos (que define essa subvariedade e, portanto, o espaço de fase

T∗Mn−m ⊂ T∗Mn) é necessariamente composto pelos de primeira classe.

Como a existência de um difeomorfismo entre as parametrizações z e κ nos garante que fixar um

multiplicador λPI em (2.6) significa fixar um dos multiplicadores λj em

ż = { z , HT (z) }Φ=0 , (2.8)
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fica muito claro que é essa última fixação que acaba definindo uma expressão

λ A = f A (z) , (2.9)

para todos aqueles multiplicadores de Lagrange que não puderam ser determinados em (2.3), a

qual é perfeitamente mutável. Ou seja, como são infinitas as escolhas que podemos tomar para

solucionar (2.6), também são infinitas as escolhas que temos para definir (2.9) sem nunca alterar

a covariância das equações (2.8), e é exatamente isso que justifica a caraterização usual de uma

teoria de calibre.

2.2.1 Teorias de calibre discretas

Apesar de tudo o que dissemos até agora se referir, tão somente, às teorias de calibre que são

vistas como cont́ınuas, devemos destacar que todas essas considerações também podem ser per-

feitamente adaptadas para descrever uma teoria de calibre pura que é posta em termos discretos:

ou seja, uma teoria cujos campos de calibre estão associados às arestas de uma rede que é defi-

nida sobre M. Aliás, uma coisa que já está bem clara na literatura [37] é que, diante de toda

essa realização discreta que nos permite enxergar M localmente como uma espécie de “colcha

de retalhos” composta por poliedros não necessariamente regulares, se torna válido descrever tal

sistema por meio de uma função de partição [38]

Z =
∑

{φj}

∏

f

σ f ( φ1 , . . . , φk ) , (2.10)

que é estruturada por meio de uma aplicação σ f : Gk → R que associa pesos estat́ısticos a cada

face f dessa “colcha”, mediante a atribuição prévia de um elemento φj, que pertence a um grupo

G, à j-ésima aresta da rede. Aqui, a presença do śımbolo
{
φj

}
em (2.10) significa que todas as

posśıveis configurações estão sendo computadas em Z.

É claro que existe uma diversidade de coisas que podem ser ditas sobre a expressão dessa

função de partição, e será exatamente isso o que faremos ao longo desta Seção. Entretanto, antes

de fazermos isso, a primeira coisa que iremos fazer é responder a uma questão que o leitor pode

estar se fazendo: por que G precisa ser um grupo?
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f1
f2 f1 ∪ f2

Figura 2.1: Recorte de uma rede bidimensional ilustrando como a união de duas faces f1 e f2 (à esquerda)
pode ser interpretada como uma partição; ou seja, como uma nova face f1 ∪ f2 (à direita) onde a aresta
unindo f1 e f2 pode ser ignorada.

A necessidade de um grupo

A primeira coisa que precisamos fazer, para entender porquê G precisa ser um grupo, é notar

que, como estamos lidando com uma rede onde todas as faces são disjuntas por definição, Z precisa

descrever uma situação onde, por exemplo, a união de duas faces f1 e f2 que partilham uma mesma

aresta também deve ser vista como uma partição. Assim, se tomarmos uma partição f = f1 ∪ f2

ao invés de f1 e f2 separadamente, o sistema que estamos considerando precisa ser modelado

de modo que a sua descrição ocorra sem apresentar qualquer dependência do elemento que é

partilhado nesta união, tal como a Figura 2.1 bem sugere. Portanto, como isso implica que

σL
f1

(
φ1 , . . . , φj

) · σL
f2

(
φj , . . . , φm

)
= σL

f1∪ f2
(
φ1 , . . . , φj-1 , φj+1 , . . . , φm

)
(2.11)

é o peso estat́ıstico dessa “nova” partição f1 ∪ f2, que é obtida pela união que é feita através da

j-ésima, se torna claro que parece existir uma espécie de “comportamento homomórfico” embebido

na definição desses pesos.

Já a segunda coisa que precisamos notar aqui é que, se φj é um elemento de um grupo, sempre

seremos capazes de associar um único elemento de G à duas arestas consecutivas dessa rede: afinal

de contas, como a aplicação [39]

( φ1 , φ2 ) 7→ ϕ ( φ1 , φ2 ) = φ3 ,

que já dá uma estrutura de grupo a G, sempre associa um único elemento φ3 ao par ordenado

(φ1, φ2), essa associação de um único elemento à duas arestas (sejam elas consecutivas ou não)
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Figura 2.2: Recorte com as mesmas faces que já foram apresentadas na figura anterior, as quais agora
usamos para enfatizar o fato de que as faces e as arestas podem ser orientadas independentemente. Note
que, ao orientarmos duas faces vizinhas f1 e f2 (à esquerda) da mesma maneira, isso automaticamente dá a
mesma orientação à partição f1 ∪ f2 (à direita).

sempre pode ser feita. Em todo caso, já que

ϕ ( φ1 , φ2 ) = ϕ ( φ2 , φ1 )

é uma verdade apenas quando G é Abeliano, também acaba ficando bem claro que a associação

de um único elemento à duas arestas, que são originalmente indexadas por φ1 e φ2, pode não ser

uńıvoca. Desta maneira, ao notarmos que as faces e as arestas de uma rede podem ser orientadas

independentemente, para que (2.10) realmente reflita a condição (2.11) precisamos dar não ape-

nas a mesma orientação para todas as faces, como bem ilustra a Figura 2.2: se estivermos sobre

a face que contém a j-ésima aresta como parte do seu bordo, também se faz necessário ler um

elemento φj como [37]

• o próprio φj, se a orientação da j-ésima aresta coincidir com a da face que a contém, ou

• φ−1
j , na situação contrária a essa.

A importância da holonomia

É claro que existe um bom motivo para tal esquema de orientação e, para bem entendê-lo, é

essencial notar uma coisa: uma rede que consta sobre uma variedade sempre pode ser interpre-

tada como uma discretização local dessa variedade se ambas tiverem a mesma dimensão. Assim,

lembrando que qualquer caminho sobre essa variedade pode ser discretizado em termos de uma

colagem de arestas através dos vértices que as compreendem, associar um único elemento a duas

arestas consecutivas numa rede significa associar um único elemento à discretização de um cami-

nho como um todo.
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φ1

φ2

φ3

φ2

φ4

φ5

Figura 2.3: Associação dos elementos do grupo G às arestas das faces f1 (à esquerda) e f2 (à direita), os
quais são lidos de acordo com o critério estabelecido na página 19.

Diga-se de passagem, se analisarmos, por exemplo, a associação do elemento que já é feita para

uma única aresta por essa perspectiva, assegurar um único elemento à discretização de um caminho

passa a não ser tão estranho, uma vez que uma aresta sozinha pode discretizar qualquer caminho

independente de qualquer precisão. Portanto, ao estendermos essa mesma linha de racioćınio a

todas as arestas que completam uma única face f , se torna perfeitamente posśıvel assegurar um

único elemento φ f ao bordo desta face: isso é feito através de uma aplicação Uf : Gk → G, dada

por

Uf ( φ1 , . . . , φk ) = ϕ ( . . . ϕ ( ϕ ( φ1 , φ2 ) , φ3 ) , . . . , φk ) = φ f , (2.12)

onde os elementos indexados por 1, . . . ,k correspondem àlguma sequência de arestas que com-

pletam o bordo de f , a qual cresce (com módulo k) na mesma direção que a orientação que foi

escolhida para essa face. Aliás, no caso das faces f1 e f2 que já tomamos como um exemplo, um

jeito de fazermos isso é através de

Uf1 ( φ1 , φ2 , φ3 ) = φ1 · φ−1
2 · φ3 = φ f1 e Uf2 ( φ2, φ4 , φ5 ) = φ2 · φ4 · φ5 = φ f2

respectivamente, conforme consta na Figura 2.3.

Diante de tudo isso, apesar do leitor já estar ciente da possibilidade de associar um único

elemento ao bordo de uma face, certamente ele deve estar se perguntando: por que essa associação

é importante? E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que se faz essa pergunta é pedir para

ele analisar Uf considerando um caso bem particular, onde φ f é o elemento identidade e de G.

Afinal de contas, se pensarmos, por exemplo, que o elemento que está sobre a j-ésima aresta é

responsável por transportar uma “informação f́ısica” de um vértice para o outro, o resultado que

surge de (2.12) com φ f = e pode ser associado com uma “informação f́ısica” que, ao partir de
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φ1

φ3

φ4

φ5

Figura 2.4: União das faces f1 e f2 que já foram apresentadas nas figuras anteriores, de onde é posśıvel
observar que Uf1 ·Uf2 = Uf1∪ f2 .

qualquer um dos vértices de f , sempre retorna intacta para ele. E a grande consequência disso é que

todo esse processo de multiplicar os elementos φ j (na mesma sequência que eles aparecem ao longo

do bordo de f ) pode ser identificado como um transporte paralelo, que nos permite interpretar Uf

como a holonomia local deste sistema [40].

Diante dessa conclusão, passa a ser perfeitamente válido admitir que

Uf1 ( φ1 , φ2 , φ3 ) = φ1 · φ−1
2 · φ3 = φ−1

2 · φ3 · φ1 = φ3 · φ1 · φ−1
2 = φ f1 e

Uf2 ( φ2 , φ4 , φ5 ) = φ2 · φ4 · φ5 = φ4 · φ5 · φ2 = φ5 · φ2 · φ4 = φ f2 ,

desde que o resultado dessa holonomia deve independer da aresta que escolhemos como ponto de

partida. E, como consequência dessas duas expressões, podemos concluir que

Uf1 ( φ1 , φ2 , φ3 ) · Uf2 ( φ2 , φ3 , φ4 ) = Uf1∪ f2 ( φ1 , φ3 , φ4 , φ5 ) . (2.13)

Ou seja, quando consideramos uma partição f1 ∪ f2 ao invés das partições f1 e f2 separadamente,

a holonomia de f1 ∪ f2 é completamente independente do elemento que é partilhado nessa união,

tal como a Figura 2.4 mostra. E certamente esse mesmo cálculo pode ser naturalmente estendido

à uma união mais geral de partições, cujo bordo não necessariamente se identifica com o bordo de

uma única face: e quando esse é o caso, esse bordo pode ser reconhecido como uma alça de Wilson

[41].

Aliás, diante de (2.13) é importante destacar duas coisas. A primeira delas (que é a mais

simples) é que esse comportamento da holonomia realmente faz sentido: pois, como Ln pode ser

vista como uma aproximação grosseira de Mn, quando perdemos parte da resolução dessa rede,

ao considerar f1 ∪ f2 ao invés de f1 e f2 separadamente, Uf1∪ f2 precisa caracterizarMn da melhor
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maneira posśıvel no mesmo lugar onde f1 e f2 discretizava separadamente. E um bom meio de

entender isso é tomando, por exemplo, o caso particular onde φ f1 = φ f2 = e: afinal de contas, se

f1 e f2 são duas faces que caracterizamMn como uma variedade locamente plana, a união f1 ∪ f2

também precisa caracterizarMn como locamente plana.

Já a segunda coisa que precisamos mencionar aqui diz respeito a uma coisa que o leitor já pode

ter notado, a qual iremos mencionar apenas por uma questão de completeza em relação ao que já

dissemos no ińıcio desta Seção: a similaridade entre (2.11) e (2.13). E, de acordo com os pesos

estat́ısticos

σL
f
= e−β [ U ( f ) + U−1( f ) ] (2.14)

que foram apresentados em [37], a razão desta similaridade pode ser bem entendida observando

que o peso estat́ıstico que está associado à união f1 ∪ f2 é dado por

σL
f1∪ f2 = e−2β [ Umean( f1∪ f2) + U−1

mean( f1∪ f2) ] ,

onde β é um coeficiente que é inversamente proporcional à temperatura do sistema e U−1 ( f ) é o

inverso da holonomia que está associada à f -ésima face. Afinal de contas, desde que Umean ( f1 ∪ f2)

é a holonomia média que caracteriza essa união f1 ∪ f2, isso está de pleno acordo com o que dis-

semos no último parágrafo, já que (2.13) também é uma média (geométrica) entre as holonomias

que caracterizam f1 e f2 individualmente. Deste modo, apesar do peso estat́ıstico (2.14) servir

para caracterizar uma teoria de calibre pura sobre uma rede como um sistema Hamiltoniano com

v́ınculos, tudo isso mostra que podemos trabalhar com um peso

σL
f

( φ1 , . . . , φk ) = σ f ( φ1 , . . . , φk ) · δ ( Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)

(2.15)

mais geral, onde σ f corresponde ao peso estat́ıstico que está associado a uma face que não neces-

sariamente discretiza a variedade sobre a qual o sistema está definido.

Sobre as transformações de calibre

Todavia, antes de explicarmos porquê é melhor trabalhar com (2.15) para fazer tal carac-

terização, ainda precisamos analisar porque esse sistema pode ser interpretado como uma teo-

ria de calibre. E, de acordo com tudo o que dissemos anteriormente, como a caracterização de

“calibre” de um sistema clássico está relacionada à liberdade que temos para transformar alguns
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parâmetros que descrevem a sistema sem mudar a sua f́ısica, é muito claro que a caracterização de

“calibre” do nosso sistema discreto deve estar relacionada às transformações que podem ser feitas

sobre os elementos φj que o modelam.

Para entender como tudo isso funciona, precisamos ter em mente que, como φ f pertence ao

grupo G, ele não poderá ser expresso univocamente como um produto

φ f = φ1 · . . . · φk (2.16)

de k elementos quando G não é um grupo trivial. Assim, assumindo que k é o número de arestas

que definem o bordo de uma face f , fica bem claro que o mesmo valor φ f da holonomia de f

pode ser obtido associando outras combinações de elementos às arestas da rede. Nestes termos,

desde que essas arestas podem não pertencer ao bordo de uma única face, se soubermos como os

elementos estão distribúıdos numa única das posśıveis configurações que caracterizam uma rede,

todas as outras que caracterizam a mesma rede poderão ser obtidas a partir da primeira através

por meio de uma transformação T (g)
v : Gne → Gne que troca um elemento φj (associado a j-ésima

aresta que compõe o v-ésimo vértice da rede) por um outro [5]

• gφj, se a orientação da j-ésima aresta coincidir com a da face que a contém e estiver apontando

para fora do v-ésimo vértice, ou

• φjg
−1, se uma situação contrária for válida para essa mesma aresta.

Aqui, ne é o número de arestas que definem o v-ésimo vértice.

Por se dizer, um bom exemplo desta transformação pode ser visto na Figura 2.5, cuja orientação

das faces é exatamente a mesma das figuras anteriores. E é exatamente com base nesta observação

que qualquer teoria que se enquadra nos moldes que foram apresentados nesta Seção será interpre-

tada como uma teoria de calibre pura sobre uma rede: ou seja, desde que a escolha dos elementos

associados às arestas não é única, esses elementos são interpretados como campos de calibre dis-

cretos e, portanto, T (g)
v acaba sendo reconhecida como uma transformação de calibre discreta já que

ela nunca muda as holonomias que caracterizam a rede sobre a qual o sistema f́ısico está definido.

Caracterização como um sistema Hamiltoniano com v́ınculos

Aliás, é devido justamente à definição que acabamos de dar para uma teoria de calibre pura

sobre uma rede, e especialmente sabendo de (2.14) que todas as holonomias e todos os pesos são
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φ1

φ2

φ3

φ4

φ5

φ6

φ7

φ8

T (g)
v

=⇒
φ1

φ2

φ3

φ4

φ5g
−1

gφ6

gφ7

φ8g
−1

Figura 2.5: Esquema relacionado a uma rede bidimensional, onde temos quatro faces (à esquerda) com-
partilhando um mesmo vértice v, cujas arestas contém elementos do grupo G que são transformados (à
direita) devido à ação de um mesmo elemento g de acordo com o critério estabelecido acima. Aqui, estamos
considerando que todas as faces estão orientadas no mesmo sentido horário das figuras anteriores.

invariantes por essas transformações de calibre discretas [37], que finalmente podemos justificar o

porquê de preferirmos tomar (2.14) ao invés de (2.15). E a primeira coisa que podemos fazer para

entender isso é pensar na configuração mais simples de todas: aquela onde todas as holonomias

são iguais ao elemento identidade de G e, portanto, descreve a situação onde Ln discretiza uma

variedade plana. Afinal, se essa for a única configuração posśıvel para o sistema, teremos [38]

Z0 =
∏

f

σ f ( φ1 , . . . , φk ) · δ ( Uf ( φ1 , . . . , φk ) , e
)

,

a qual nos permite caracterizar essa teoria como a de um sistema com v́ınculos, desde que a sua

Hamiltoniana será

H0 = ln Z0 =
∑

f

σ f ( φ1 , . . . , φk ) +
∑

f

ln δ
(

Uf
(
φ1 , . . . , φk

)
, e

)
.

Entretanto, essa não é a única configuração acesśıvel ao sistema quando lidamos com um G que

não é trivial. E quando pensamos na configuração mais geral posśıvel, onde temos m faces com

holonomias que não se identificam com o elemento identidade de G, como a função de partição
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que a descreve é dada por

Zm = Nm ·
∏

f ∈Fflat

σ f ( φ1 , . . . , φk ) · δ ( Uf ( φ1 , . . . , φk ) , e
)

·
∏

f ′∈Ln\Fflat

σ f ′ ( φ1 , . . . , φk ) · δ ( Uf ′ ( φ1 , . . . , φk ) , φ f ′
)

, (2.17)

é justamente esse resultado que nos mostra que (2.10) pode ser desenvolvida como

Z =
n f∑

m=0

Zm = *
,

n f∑

m=0

Nm
+
-

∏

f

σ f ( φ1 , . . . , φk ) · δ ( Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)

.

a qual nos leva à função Hamiltoniana

H = ln Z = ln Z̃ +
∑

f

ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)
+ O (

n f
)

(2.18)

que caracteriza um sistema com v́ınculos. Aqui: Nm é a multiplicidade da configuração que é

modelada por Zm; n f é o número de faces que compõe Ln;

O (
n f

)
= ln *

,

n f∑

m=0

Nm
+
-

; (2.19)

Fflat é o conjunto que é formado pelas faces cujas holonomias são iguais ao elemento identidade

de G; e Z̃ é uma função de partição que não tem qualquer compromisso para com a descrição

deste sistema discreto em qualquer das posśıveis discretizações de uma variedadeMn. Aliás, como

(2.19) se identifica como uma constante, é importante notar que tanto a Hamiltoniana (2.18) como

H ′ = H − O (
n f

)
= ln Z̃ +

∑

f

ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)

descrevem a mesma f́ısica.

Observações adicionais

Embora todas essas considerações já nos permitam enxergar esse sistema discreto, de pesos

estat́ısticos dados por (2.15), como um sistema Hamiltoniano com v́ınculos, já que as aplicações

Uf ( φ1 , . . . , φk ) 7→ Φ f = ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)

(2.20)
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dão conta de caracterizar a rede que suporta o sistema f́ısico apenas quando Φ f = 0, ainda existe

uma coisa que merece a nossa atenção. Afinal, apesar dos v́ınculos discretos (2.20) serem tão

identicamente nulos quanto o P = 0 que aparece em (2.6), neste ponto o leitor mais atento pode

estar se perguntando sobre os multiplicadores de Lagrange não uńıvocos que aparecem em (2.5) e

que, por analogia, deveriam estar implementando, ao menos, uma parte dos v́ınculos em (2.18).

E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que se faz essa pergunta é baseada na propriedade

logaŕıtmica

ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)
= 0

⇒ λ f ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)
= ln

[
δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)λ f

]
= 0 ,

onde λ f , 0. Ou seja, como essa propriedade nos diz que não importa se, ao invés de (2.15),

usarmos

σL
f

( φ1 , . . . , φk ) = σ ( φ1 , . . . , φk ) · δ ( Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)λ f

na função de partição (2.10), pois isso nos leva a uma nova

H ′′ = ln Z +
∑

f

λ f ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)

(2.21)

que contém exatamente os mesmos v́ınculos que (2.18), é justamente essa propriedade que nos diz

que ambas as funções Hamiltonianas H ′ e H ′′ descrevem a mesma f́ısica. Por se dizer, como esse

multiplicador não uńıvoco λ f nos permite reconhecer

Φ f = ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)

(2.22)

como uma espécie de função de “primeira classe”, é exatamente isso que nos permite completar

o reconhecimento das teorias de calibre puras sobre uma rede nos mesmos moldes relacionados

às teorias clássicas de sistemas com v́ınculos: afinal de contas, desde que as expressões (2.18) e

(2.21) nos dizem que

H ′ = H ′′ ��λ f =1 ,

fica mui claro que H ′ pode ser interpretada como a função Hamiltoniana que é obtida após a fixação

λ f = 1 desses parâmetros não f́ısicos numa teoria mais geral que é descrita por H ′′.

Em todo caso, é muito importante que o leitor esteja ciente de uma coisa: todo esse reconheci-
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mento de (2.22) como uma função de “primeira classe” é apenas uma analogia em relação a tudo

o que foi dito na primeira Seção (aliás, é exatamente por isso que estamos usando aspas aqui).

Além disso, também vale lembrar que esse multiplicador λ f não corresponde a qualquer campo de

calibre: apesar da sua não univocidade, ele serve apenas para implementar o v́ınculo

Φ f = ln δ
(

Uf ( φ1 , . . . , φk ) , φ f
)
= 0

à função Hamiltoniana (2.21). Embora seja perfeitamente posśıvel realizar uma transformações

independentes sobre λ f e φj (analogamente ao que acontece com os parâmetros ω e Ω na teoria

clássica), os verdadeiros campos de calibre da nossa teoria discreta são os elementos φj, que estão

associados às arestas de Ln e que podem ser transformados pela ação (de uma combinação) de

funções T (g)
v : Gne → Gne que foram definidas na página 23.
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Caṕıtulo 3

Discretização de variedades

3.1 Comentários iniciais

Antes de colocarmos um “ponto final” nesta nossa apresentação sobre as teorias de calibre,

especialmente sobre aquelas que são consideradas discretas e que são tão importantes ao contexto

destas notas, é fundamental esclarecermos algo que deixamos passar “batido”, tão somente, para

não “atropelar” as ideias que queŕıamos expor: como se dá o processo de discretização de uma

variedade.

Tudo bem que, na apresentação local que fizemos sobre as teorias de calibre discretas no

caṕıtulo anterior, até conseguimos mostrar como essas teorias podem ser vistas como sistemas

f́ısicos que estão vinculados a uma rede, sem precisar falar que essa rede poderia discretizar uma

variedade “como um todo”. Entretanto, como todos os modelos que apresentaremos a partir dos

próximos caṕıtulos se valem justamente de redes que fazem isso, passa a ser mais do que conve-

niente fazer uma apresentação um pouco mais robusta sobre como o processo de discretização de

uma variedade pode ser feito.

Figura 3.1: Exemplo de uma rede associada a uma variedade topológica bidimensional e localmente Eucli-
deana: neste caso, a discretização da variedade pode ser interpretada através da colagem de poĺıgonos não
necessariamente regulares, por meio das arestas que eles compartilham uns com os outros.

29
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3.2 O processo de discretização

Porém, antes de tecermos qualquer tipo de comentário mais envolto para com essa causa das

discretizações, precisamos dizer uma coisa muito importante: precisamos dizer que, quando nos

valemos apenas de uma perspectiva topológica que independe de quaisquer questões de diferenci-

abilidade, uma variedade M, que possui n dimensões, pode ser perfeitamente interpretada como

um espaço topológico de Hausdorff1 que é munido de uma base enumerável, onde cada um dos seus

pontos q sempre pertence a uma vizinhança que é homeomórfica

• a uma semi-bola, que tem n-1 dimensões e que está contida no Rn
+, caso q faça parte da

fronteira ∂M desta variedade, ou

• a uma bola, que possui necessariamente n dimensões e que está contida no Rn, caso contrário

[27].

Em verdade, devemos salientar que toda essa definição de variedade não deixa de ser compat́ıvel

com a que faŕıamos para uma que é pensada em termos diferenciáveis. Afinal, a famı́lia de

biuńıvocas φα : Uα ⊂ Rn → M, que forneceria uma estrutura a variedade, faria com que uma

topologia fosse naturalmente induzida sobre M, sob a consideração de que φα (Uα ) são os seus

abertos [2].

Embora a noção de pontos que pertencem à fronteira tenha sido mencionada na definição

que acabamos de dar para uma variedade, precisamos notar que variedades não necessariamente

possuem pontos em suas fronteiras: e, quando este é o caso, dizemos apenas que a variedade

em questão é fechada. Entretanto, conforme já fora bem observado em [27], são justamente as

variedades que possuem fronteiras não nulas que são extremamente valiosas junto à causa das

discretizações que iremos apresentar.

3.2.1 Sobre a colagem de variedades

E para entendermos o porquê de tanto valiosismo, precisamos notar que, de um modo geral,

a discretização de uma variedade pode ser pensada literalmente como uma colagem que envolve,

pelo menos, duas variedades abertas (ou seja, duas variedades que não podem ser consideradas

fechadas, uma vez que as suas fronteiras não se identificam como conjuntos vazios). No caso,

1Ou seja, para dois pontos quaisquer q e q ′ deM, existem as respectivas vizinhanças Vq e Vq ′ tais que Vq ∩Vq ′ = ∅.
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tomando M e N como essas duas variedades abertas, nas quais existem as respectivas regiões

homeomórficas A e B nas suas fronteiras, essa colagem é feita através de uma aplicação h : A ⊆
∂M → B ⊆ ∂N que é vista naturalmente como um homeomorfismo.

Na prática, todo este processo de colagem funciona como um verdadeiro “encaixe” dessas duas

variedades M e N , já que é por meio dessa identificação “um-pra-um” que h faz que um novo

espaço topológico M ∪hN acabe sendo estruturado, o qual está naturalmente condicionado às

mesmas condições que foram listadas no ińıcio desta Seção2. Nestes termos, é quando voltamos

as nossas atenções para uma variedade que já se identifica com alguma M ∪hN , e analisamos a

situação por uma perspectiva “reversa”, que acaba ficando bem clara toda a similaridade desta

colagem h com a discretização que foi idealizada no Caṕıtulo 2, onde vislumbramos o mesmo

processo por meio de uma colagem de poliedros. E, diga-se de passagem, é exatamente neste ponto

que vale a pena destacar que, de fato, existe uma estrutura topológica que não apenas permite

discretizar algumas variedades, mas que pode ser literalmente entendida nos moldes tradicionais

de um poliedro: essa estrutura é o simplexo.

Complexos topológicos

Em linhas gerais, um simplexo pode ser interpretado como a mais “simples” das estruturas

topológicas que podem ser encerradas por meio de um conjunto de pontos { q0 , . . . , qk }. Afinal,

de acordo com a visão “linear” que é oferecida pelo Rn, ao considerarmos tais pontos como os

vértices de um poliedro convexo que satisfaz a

0 6 a0 q0 + . . . + ak qk 6 1 ,

onde aj são constantes reais, um simplexo [ q0 , . . . , qk ] de ordem k fica bem definido como o

menor subespaço convexo com k dimensões que está contido neste espaço Euclideano [42]. Aliás,

por uma simples consequência disso tudo, se torna muito claro que a maior ordem que pode se

relacionar a um simplexo sempre se identifica com a dimensão do espaço Euclideano que o contém.

É claro que estamos falando de uma maneira extremamente simplificada sobre o conceito de um

simplexo. Mas é com base nesta nossa definição “extremamente simplificada” que, ao tentarmos

entender a figura de um simplexo de ordem k pela mesma perspectiva de uma variedade, já se torna

2Aliás, caso A e B se identifiquem com as próprias ∂M e ∂N respectivamente, a fronteira deM ∪hN será necessari-
amente vazia.
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q1

q2

q3

q4
h

q′1

q′2

q′3

q′4
≡ q4

q′1 = h (q1)

q′2 = h (q2)

q′3 = h (q3)

q′4

Figura 3.2: Exemplo de uma colagem entre dois simplexos de ordem 3 através de uma única face. Neste
caso, como todas as faces não foram coladas umas às outras, complexo assim formado terá uma fronteira
não vazia.

completamente plauśıvel pensar no conjunto dos simplexos de ordem k-1 que estão contidos no

primeiro simplexo como a sua fronteira. Desta maneira, ao tomarmos, por exemplo, dois simplexos

que têm a mesma ordem, e pensarmos no mesmo esquema de colagem que mencionamos acima,

se torna perfeitamente posśıvel construir uma estrutura discretizada através da colagem de, ao

menos, uma das fronteiras destes dois simplexos, já que eles são homeomórficos. Essa estrutura,

que obtemos por meio desta colagem de simplexos. é o que chamamos de complexo topológico;

e, por um simples efeito dos simplexos que definem a sua fronteira serem identificáveis como

triângulos
(
k-1

)
-dimensionais, a discretização que segue como resultado desse processo recebe o

nome de triangularização.

O caso tridimensional

Aliás, o fato dessa última colagem seguir propositalmente o mesmo padrão de colagem entre

variedades, nada mais é do que um simples reflexo de que toda variedade pode realmente ser

vista como um desses complexos, apesar da rećıproca não ser verdadeira. Ou seja, um complexo

topológico não necessariamente se identifica como uma variedade: isso só ocorre em situações muito

particulares, entre as quais podemos listar as tridimensionais.

No entanto, conforme consta em [43], existem dois resultados de grande valia dentro do con-

texto das discretizações, sendo, o primeiro deles, resumı́vel pelo seguinte enunciado [44]:

Teorema 1 Seja um complexo topológicoM tridimensional que é formado pela colagem de nS simple-

xos que totaliza nV vértices, nF faces e nA arestas. EntãoM será uma variedade fechada se, e somente

se,

(a) todas as suas faces estiverem coladas com alguma outra, e
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(b) o seu número de Euler, que é dado por

e = nV + nF − ( nA + nS ) ,

for igual a zero.

Já o segundo resultado é uma simples consequência de um teorema, demonstrado por E. E. Moise

[45], que garante que todas as variedades tridimensionais podem ser constrúıdas a partir de uma

colagem que se vale de um número finito de tetraedros. E, em termos do processo de triangulação

que acabamos de explicar, este resultado pode ser traduzido como [46]:

Teorema 2 Toda variedade topológica tridimensional é triangularizável.

3.2.2 O método de Heegaard

Apesar de tudo o que dissemos até agora ser realmente relevante à construção de qualquer

modelo que se valha de variedades tridimensionais, cabe destacar que existe um outro processo de

discretização que é um pouco mais geral do que essas triangularizações: trata-se daquele que se

apoia sobre as chamadas partições de Heegaard. E a caracteŕıstica mais marcante que está associada

a este novo método de discretização que explicaremos a partir de agora é que, ao contrário das

triangularizações, ele se vale de um tipo de estrutura que parece ser bem mais “maleável” para

particionar uma variedade: essa estrutura é o “handlebody”, cuja tradução ao “pé da letra” (do

inglês para o português) é “corpo com alças”.

Algumas definições

De um modo bem básico, e nos restringindo apenas ao caso tridimensional, é posśıvel afir-

mar que um “handlebody” nada mais é do que um espaço topológico que é composto pela co-

lagem de cilindros sólidos sobre bolas tridimensionais que também são sólidas [47], tal como

consta na Figura 3.3. Aliás, embora a ilustração que é feita nesta figura se refira, tão somente,

a uma situação que se envolve para com a formação de um “handlebody” de gênero 2 (ou seja,

um “handlebody” que possui dois “furos”), todo esse esquema de colagem entre cilindros e bolas

não possui qualquer tipo de restrição quantitativa: a única imposição natural que deve ser feita é

que a estrutura assim obtida seja orientável, uma vez que a variedade que intentamos discretizar
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h2 h4

h1 h3

Figura 3.3: Exemplo de formação de um “handlebody” de gênero 2, através da colagem de dois cilindros
sólidos a uma bola tridimensional. É posśıvel demonstrar que esta estrutura é homeomórfica a qualquer
variedade de mesmo gênero.

com esses “handlebodies” também deve ser. Nestes termos, diante de uma colagem de n cilindros

sólidos a uma bola tridimensional, por exemplo, um “handlebody” de gênero n será formado [48],

o qual será naturalmente homeomórfico a qualquer variedade que possua o mesmo gênero [47].

Aliás, uma das boas estratégias que existe para visualizar como esse processo de discretização

de uma variedade orientável M acontece em termos dos “handlebodies”, é tomando a sua trian-

gularização como apoio. E, para isso, basta considerar

• cada aresta dessa triangularização como o eixo de simetria de um cilindro sólido de raio

ε > 0 , e

Figura 3.4: Estrutura formada pela colagem das diversas Eq associadas aos vértices q que figuram no
complexo topológico tomado como apoio.
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Figura 3.5: Esquema de formação de uma estrutura topológica, composta pela colagem de cilindros sólidos
à bolas tridimensionais através das suas bases de bordos negros, tomando suas simetrias sobre os pontos e
as arestas de um complexo topológico que discretiza a variedade tridimensional.

• cada um dos vértices que liga as arestas dessa mesma triangulação como o centro de uma

bola tridimensional de raio ε′ > ε > 0.

Desta maneira, uma variedade que é inicialmente discretizada por meio de colagens entre tetrae-

dros3, pode ser realizada pela colagem de duas novas estruturas topológicas, onde a formação de

uma delas está bem exemplificada na Figura 3.5. Com isso, devido à definição que acabamos de

apresentar para um “handlebody”, fica bem claro que não apenas a estrutura “mais básica” que está

presente nesta figura, mas todas as suas generalizações (que são formadas pela colagem de várias

destas estruturas “mais básicas” através dos seus cilindros com bordos livres), são identificadas

como “handlebodies”4.

Aliás, uma maneira alternativa de entendermos essas estruturas, surge quando levamos em

conta que, em todas as posśıveis triangularizações relacionadas a M, cada um dos vértices do

seu complexo sempre pode ser encarado como uma junção de quatro arestas. E a principal con-

sequência disso é que, qualquer uma dessas estruturas (seja ela “generalizada” ou não) sempre

pode ser comodamente repensada como a colagem de um outro tipo de estrutura topológica Eq ,

3Ou seja, através de colagens de simplexos de ordem 4.
4É justamente neste ponto que convém mencionar o verdadeiro motivo de termos destacado, em vermelho, os bordos

livres da estrutura que consta na Figura 3.5: isso foi feito, tão somente, para deixar expĺıcito quais são as regiões onde
as colagens, entre todas as estruturas do mesmo tipo, precisam ser feitas para que uma estrutura topológica maior,
associada a essa rede triangularizada “como um todo”, possa ser concebida.
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que é composta por quatro cilindros e uma bola tridimensional (todos sólidos) e que adota um

ponto q do complexo como seu centro, conforme ilustra a Figura 3.4. Já a principal vantagem que

segue dessa “nova” concepção é que é através dela que fica mais fácil perceber toda a construtibi-

lidade de um homeomorfismo entre duas destas estruturas “generalizadas”, uma vez que são elas

que se tornam as responsáveis diretas pelo particionamento deM em termos dos “handlebodies”.

Partição de Heegaard

E, para entendermos como tudo isso funciona, precisamos continuar considerando a trian-

gularização de uma variedade tridimensional M sobre a qual podemos erguer uma estrutura E,

que é composta pela colagem das quatro estruturas “elementares” Eqj que se relacionam com um

dos seus tetraedros, tal como a que já consta na Figura 3.4. Afinal de contas, se, analogamente

ao que fizemos no procedimento anterior, tomarmos o centróide q′ de um dos tetraedros dessa

triangulação e o envolvermos numa estrutura Eq′ que é similar a essas “elementares”, fica bem

claro que essa nova estrutura Eq′, que está bem exemplificada pela Figura 3.6, é perfeitamente

alocável no interior de E, uma vez que q′ pode ser visto como o juntor de quatro arestas que

pertencem a rede dual5. Logo, por efeito da mesma estratégia que já nos levou a E, passa a ser per-

feitamente posśıvel construir um outro espaço topológico E ′, desde que tomemos como os novos

“trilhos” o conjunto de todos os centróides
{
q′1 , . . . , q

′
n

}
e o conjunto que é composto por todas

as arestas que os ligam: ou seja, E ′ nada mais é do que o simples fruto das colagens das diversas

estruturas Eq′k
através dos seus bordos livres.

E a grande vantagem de concebermos essas duas novas estruturas E e E ′ por meio de todos

esses “encaixes” é que, com eles, se torna muito natural entender como é que funciona todo esse

processo de discretização de variedades em termos dos “handlebodies”. Afinal de contas, como isso

pode ser feito através de uma colagem (ou seja, de um homeomorfismo h : ∂E ′ → ∂E entre as

fronteiras bidimensionais ∂E ′ e ∂E), uma, e apenas uma, das maneiras que temos para definir essa

discretização é tomando, por exemplo,

• uma “célula estrutural” com as partes de E e E ′ que estão associadas a um único tetraedro, e

5Aqui, a rede dual é aquela que se apoia sobre o conjunto dos centróides
{
q′1 , . . . , q

′
n

}
de modo que

(i) cada q′j pode ser interpretado como a junção de quatro arestas duais que interceptam individualmente uma, e
apenas uma, das faces do tetraedro que contém q′j , e

(ii) se q′j e q′k são os centróides de dois tetraedros que possuem uma face em comum, esses pontos devem ser vistos
como os vértices de uma única aresta dual.
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Figura 3.6: Alocação da estrutura elementar Eq′ dentro do tetraedro que dá suporte à estrutura exposta
na Figura 3.4. Aqui, o centróide do tetraedro está destacado em vermelho, cujas linhas tracejadas que dele
partem se referem às arestas da rede dual.

• a projeção de todos os bordos azuis que constam na estrutura dual E ′ sobre a superf́ıcie ∂E,

em conformidade ao que bem ilustra a Figura 3.7. Nestes moldes, como tal colagem pode ser

realizada, em cada uma dessas “células estruturais”, como a dilatação de E ′ sobre a parte da su-

perf́ıcie encerrada pelos bordos azuis que estão projetados sobre ∂E ′ [49], acaba ficando bem clara

a concepção de uma variedade discretizada quando olhamos para o resultado final de tudo isso. E é

exatamente o trio P = (E,E ′; h
)

que é assim formado que bem define o que chamamos de partição

de Heegaard. Ou seja, uma partição de Heegaard nada mais é do que a maneira de realizarmos

um espaço topológico orientável M como a união disjunta de dois espaços topológicos E e E ′

Figura 3.7: Visão lateral do processo de inserção das partes dos E e E ′ envolvidas com um único tetraedro,
com a projeção dos bordos azuis de ∂E ′ sobre ∂E ′. No caso, a colagem dos “handlebodies” E e E ′ segue
por meio de um homeomorfismo h : ∂E ′ → ∂E, que constroi uma relação “um-pra-um” entre os pontos dos
bordos azuis de ∂E ′ e suas projeções sobre ∂E.
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independentes, os quais são orientáveis e geralmente identificados como dois “handlebodies” que

possuem o mesmo gênero. No entanto, vale reforçar uma coisa: apesar da aparente univoci-

dade dessa colagem que acabamos de apresentar, todo esse particionamento em termos desses dois

“handlebodies” pode ser feito de diversas maneiras; em outras palavras, nada impede que outros

pares EA e E ′A , que também são coláveis por outros homeomorfismos hA : ∂E ′A → ∂EA , possam

estruturar a mesma variedadeM [27].

Algumas observações

Independente de quaisquer comentários adicionais que podemos fazer sobre todos esses home-

omorfismos, e de quaisquer particionamentos que sejam tomados para M, é mais do que conve-

niente fazer uma pequena observação sobre toda essa obtenção de E e E ′. Afinal de contas, além

de toda a comodidade em ver essas estruturas como frutos de colagens que se valem de outras

mais elementares, também existe um outro aspecto que merece ser explorado dentro deste mesmo

procedimento. E ele está diretamente relacionado ao simples fato de que podemos identificar cada

uma das regiões envoltas para com essas colagens como os discos ds que cortam os cilindros que

definem esses mesmos “handlebodies”. Ou seja, assumindo que as junções de bordos que pos-

suem uma mesma coloração pode ser identificada como uma curva fechada cs, passa a ser posśıvel

interpretar essa curva como a fronteira de um destes discos ds.

E uma das grandes vantagens de toda essa realização de curvas e discos num “handlebody” é

que, a partir dela, podemos descrever esta mesma estrutura topológica através de um diagrama de

Heegaard bastante simples. Aliás, um resultado bem interessante dentro dessa nova proposta de

descrição se resume pelo seguinte enunciado [27]:

Teorema 3 Consideremos que D =
{
cj ∈ ∂E

}
é um conjunto cujos elementos se identificam com as

curvas fechadas que figuram na superf́ıcie do “handlebody” E. Então, o diagrama que é estruturado

por D será uma decomposição sólida de E se:

(i) cada uma das curvas forem, “duas a duas”, disjuntas;

(ii) existirem discos dj ⊂ E para os quais vale cj = ∂dj ; e

(iii) o complemento das curvas em ∂E for uma coleção de regiões esféricas.

Diga-se de passagem, é justamente pela atribuição dos dois conjuntos D =
{
cj ∈ ∂E

}
e D′ =
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{
c′j ∈ ∂E ′

}
que podemos definir, por exemplo, o que chamamos de bipartição B = (E,E ′; D,D′; h

)
.

Logo, é pelo uso do homeomorfismo h : ∂E ′ → ∂E que o diagrama de Heegaard, que consegue

descrever toda esta colagem de “handlebodies”, fica naturalmente definido pelos conjuntos D e
{
h
(
c′j

)}
que se postam sobre a superf́ıcie ∂E [37].

Aliás, se analisarmos bem o que já foi exposto anteriormente, também acaba ficando bem claro

que um bom exemplo destes diagramas de Heegaard já foi dado na Figura 3.7, através do casa-

mento entre curvas vermelhas e projeções dos bordos azuis sobre uma mesma ∂E. E é diante deste

reconhecimento que fica claro o grande motivo de termos dado colorações distintas para todos os

bordos de Eqj e Eq′k
: afinal, distinguir esses bordos por cor nos permite bem entender como todo

esse particionamento de M funciona, além de trazer uma feliz contribuição às formulações que

podem ser feitas para as diversas teorias que descrevem sistemas discretos, sejam eles f́ısicos ou

não.

3.3 Sobre a estruturação das teorias discretas

E é diante de toda essa descritibilidade de M que é feita “via Heegaard”, que precisamos nos

atentar a tudo aquilo que já está bem posto na literatura sobre as triangulações de variedades.

Afinal de contas, se realmente quisermos modelar algum sistema f́ısico discreto nestes novos ter-

mos, é imprescind́ıvel avaliar como isso pode ser feito consistentemente, tendo sempre em mente

o mesmo prinćıpio da correspondência que já mencionamos no ińıcio destas notas6.

3.3.1 A perspectiva de Heegaard

Por se dizer, se compararmos brevemente os dois métodos de discretização que foram aqui

apresentados, tendo em mente justamente a criação de uma teoria para um sistema f́ısico em

termos discretos, é imediato perceber que, por exemplo, deve existir alguma diferença envolta para

com os pesos que compõem as funções de partição nestes dois casos. E a razão de dizermos isso

é que, enquanto a discretização de uma M, que é feita em termos dos complexos topológicos, se

vale de uma única rede, aquela que é feita em termos da colagem de dois “handlebodies” se vale

de duas redes: uma que é a tradicional, e outra que é a dual. Assim, como a coexistência dessas

6Embora o prinćıpio da correspondência seja conhecido, pelo público geral, apenas por todo o seu envolvimento nas
fundamentações das teorias quânticas e relativ́ısticas, por exemplo, ele é um pouco mais forte do que isso: basta ver a
sua definição dada na página 2.
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Figura 3.8: À esquerda, temos uma representação ingênua “via Heegaard” associada a descrição de uma
das faces da rede acima concebida, para a estruturação do “handlebody” E. Já à direita, segue o esquema
da descrição de uma face dual nos mesmos moldes.

duas redes nos diz que é perfeitamente plauśıvel admitir que outros campos duais7 φ∗j também

podem ser atribúıdos às arestas da rede dual, fica bem claro que, quando estamos diante de um

particionamento de M “via Heegaard”, devemos atribuir pesos às faces que compõem nas duas

redes: e, no caso, como a diagramatização de Heegaard acaba suprindo todas as necessidades de

uma descrição da variedadeM = E ∪hE ′ através dos conjuntos

D =
{

cj ∈ ∂E
}

e D̄ =
{

c̄k = h
(
c′k

) ∈ ∂E : c′k ∈ ∂E ′
}

de curvas, é imediato concluir que esses campos duais precisam ser associados a cada uma das

curvas que estão presentes em D̄.

Aliás, quando analisamos esta situação através da perspectiva que é oferecida pela diagra-

matização de Heegaard, como cada uma das curvas c′k fica associada à k-ésima aresta da rede

dual (que, por construção, intercepta apenas uma única face da rede “principal”), também é ime-

diato concluir que cada uma das curvas c̄k = h
(
c′k

)
irão interceptar todas as n curvas cj. Assim,

notando que essas n curvas estão associadas às n arestas que encerram a face que é interceptada

pela k-ésima aresta dual, se torna bem claro toda a viabilidade de interpretar todo esse esquema

de intersecção das curvas de um diagrama de Heegaard como uma espécie de “amarração” que

permite recuperar essaM “como um todo”.

Uma das boas consequências que segue de toda essa “amarração” é que, conforme mostra a

Figura 3.8, cada uma das faces da rede “principal” passa a ser representada pela intersecção de

uma única curva c̄k ∈ D̄ com as outras n curvas que pertencem a D e vice-versa. Logo, por efeito

7Ou seja, campos φ∗k que, por serem responsáveis por estruturar um conjunto linearmente independente, também são
vistos como os elementos de um espaço vetorial em acordo com o que está exposto no Apêndice B, mais especificamente
na página 235.
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M (k) ≡
µ

µ µ

Figura 3.9: Peso M (k) atribúıdo a k-ésima face presente no complexo topológico original, que é utilizado
para a estruturação do “handlebody” E. Note que ele deve ser encarado, em verdade, como a aplicação
associada ao diagrama exposto à esquerda na Figura 3.8.

desta estratégia, como a cada uma dessas curvas estará associado um único campo de calibre, é

imediato concluir que esta mesma intersecção de curvas também deve ser traduzida em termos

desses campos. E, no caso, a escolha tomada para isso se assenta na simples suposição de que

todos esses campos, em verdade, compõem uma biálgebra, que é munida

• não apenas das aplicações µ : V ⊗ V → V e η : K → V que definem respectivamente uma

multiplicação e a uma operação unital, mas

• das aplicações ∆ : V → V ⊗ V e ε : V → K que definem, também respectivamente, uma

comultiplicação e uma operação counital.

Desta forma, passa a ser perfeitamente posśıvel expressar o peso M (k) , que está associado a cada

uma das curvas c̄k , em termos dos diagramas de Kuperberg que consta na Figura 3.9, enquanto a

cada uma das curvas cj é atribúıdo o peso ∆(j) dado pela Figura 3.10.

Aliás, conforme talvez já tenha ficado bem claro da própria Figura 3.8, quando nos valemos

de todas as considerações que se relacionam para com a diagramatização de Kuperberg que, por

exemplo, consta no Apêndice A, para que toda essa “amarração” possa ser traduzida em termos

∆(j) ≡
∆

∆ ∆

Figura 3.10: Peso ∆(j) atribúıdo a j-ésima face dual, que surge pela estruturação de uma rede dual a
originalmente concebida para a estruturação do “handlebody” E. Aqui também devemos enxergar ∆(j) como
a aplicação associada ao diagrama exposto à direita na Figura 3.8.
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M (k) ∆(j) M (k) S ∆(j)

Figura 3.11: Esquema de contração envolto para com um par de curvas c e c̄ de um diagrama de Heegaard,
que se interceptam num único ponto: à direita, temos uma representação feita “via Kuperberg” para uma
interseção de curvas onde a base B é destrógira; à esquerda, temos a mesma situação, só que envolta para
com uma B levógira.

destes pesos ainda devemos levar em conta algo muito importante: as curvas de um diagrama

de Heegaard precisam ser orientadas. E a convenção que é adotada para fazer essa orientação

consiste em assumir que esses campos não se restringem a uma simples biálgebra: para fazer essa

orientação, assumimos que esses campos satisfazem uma álgebra de Hopf involutória, uma vez

que isso faz com que a sua ant́ıpoda S : V → V seja muito útil dentro de todo esse esquema de

“amarração”8. Nestes termos, se considerarmos que os vetores ~vc̄ e ~vc denotam as orientações

das respectivas curvas c̄k e cj, e nos apoiarmos sobre a base B = {
~vc̄ ,~vc ,~vc̄ ∧ ~vc }

que pode ser

constrúıda a partir deles, a intersecção destas duas curvas pode ser representada [37]

• pelo diagrama que consta à direita na Figura 3.11, caso a base B seja destrógira, ou

• pelo diagrama à esquerda da mesma figura, caso contrário.

Sobre a função de partição

Apenas para terminar esse caṕıtulo, vale notar que é por meio de toda esta perspectiva que,

agora, se torna posśıvel, por exemplo, construir uma nova função de partição para um modelo

f́ısico que é posto nestes termos, a qual será obrigatoriamente mais geral que a anterior (2.10). No

caso desta função, ela é dada por

Z =
∑

{
φjn

}

∏

j,c

∆(j)
(
φj1 , . . . , φjk

) · Sja
cb
· M (c) ( φc1 , . . . , φck

) · δ ( ~vja ∧ ~vcb , 1
)

, (3.1)

a qual se reduz àquela que se envolve para com as teorias de calibre quando [27, 37]

∆(j)
(
φj1 , . . . , φjk

)
= δ

(
j1 , j2

) · . . . · δ ( j1 , jk
)

,

8Vide o Apêndice B para a definição de todos estes conceitos, especialmente a Seção B.2.2.
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Sja
cb
= δ

( (
ja
)−1 , cb

)
e M (c) ( φc1 , . . . , φck

)
= σ

(
φj1 , . . . , φjk

)
,

uma vez que tal escolha permite extinguir o produtório que está presente em (3.1).

E entre todas as coisas que podem ser ditas sobre uma função de partição expressa nestes

novos moldes, independente dela se identificar com uma de calibre discreto ou não, talvez a mais

importante seja a que está relacionada ao seguinte teorema [27, 50]:

Teorema 4 Consideremos uma variedade M tridimensional para a qual existem os diagramas de

Heegaard D e D′. Se os campos relacionados a um modelo discreto em M compõem uma álgebra de

Hopf involutória, as funções de partição ZD e ZD′, que são respectivamente constrúıdas tomando D e

D′, serão iguais.

Os modelos discretos que atendem a este teorema são conhecidos como topológicos. E, apenas

a t́ıtulo de curiosiodade, se não for exigido dos campos discretos qualquer comportamento que

permita identificá-los como os elementos de uma álgebra de Hopf, mas que permita identificá-los

apenas como os elementos de uma biálgebra, é posśıvel demonstrar que essas funções de partição

ZD e ZD′ serão tais que

1
fD ( nA , nF , nS )

ZD =
1

fD′ ( nA , nF , nS )
ZD′ ,

onde fD e fD′ são duas funções modeladas em termos dos números de arestas, de faces e de

simplexos que figuram nas discretizações respectivamente relacionadas a D e D′: e, quando este é

o caso, dizemos apenas que tais modelos são quasetopológicos [51].
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Parte II

“Toric code” e algumas generalizações
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Caṕıtulo 4

Um breve panorama do “toric code”

4.1 Algumas preliminares

Apesar de já termos feito alguns comentários bem vagos sobre o “toric code” (TC) no pri-

meiro caṕıtulo, mencionando algumas das propriedades que o tornam protagonista em algumas

investigações, é agora que convém apresentá-lo de uma maneira um pouco mais formal, fazendo

com que o leitor ganhe uma boa base para entender todos os desenvolvimentos que virão mais

adiante. E, em linhas bem gerais, algo que já podemos afirmar sobre o TC é que ele se vale, pelo

menos, de duas coisas: (i) de uma rede R2 (usualmente quadrada) que é capaz de discretizar uma

subvariedade T2 que é isomórfica a um toro bidimensional; e (ii) dos vetores

�� ϕj
〉
= a(ϕ)

0 | 0 〉 + a(ϕ)
1 | 1 〉 (4.1)

de um espaço de Hilbert H2 que possui uma base indexada pelo grupo Z2, sendo j um número

natural.

Embora o nosso trabalho não tenha qualquer compromisso computacional, se tentarmos olhar

para essas duas coisas pelo ponto de vista de alguém que trabalha com computação, fica muito

claro os motivos delas estarem presentes. Afinal, como a proposta do TC é a de funcionar como

um protótipo para a codificação de informações quânticas, ao interpretarmos (4.1) como um bit

quântico1 (ou seja, como um qubit) a sua associação à cada aresta de R2 permite construir uma

espécie de “código toroidal”: e é exatamente isso que fundamenta o nome deste modelo como

“toric code”.

1Apesar de ser perfeitamente posśıvel expressar esse mesmo vetor (4.1) em termos de outra base, preferimos usar
{ | 0 〉 , | 1 〉 } apenas para reforçar a associação de �� ϕj

〉
como a generalização quântica dos bits clássicos “0” e “1”.

47
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4.2 Propriedades gerais

Aliás, uma das consequências imediatas que surgem justamente do fato de (4.1) ser um ele-

mento de H2 é que, ao assumirmos que R2 é uma rede formada por Na arestas, todo este mesmo

esquema de associação de qubits pode ser visto de uma maneira que é um pouco mais “global”,

dado que

HTC = H
Na

2 = H2 ⊗ . . . ⊗ H2︸                ︷︷                ︸
Na vezes

(4.2)

será o espaço de Hilbert associado a essa rede “como um todo”, desde que cada aresta de R2

realmente corresponda a um H2
2. E, diante disso, ao notarmos que a proposta computacional

por trás do TC permite interpretá-lo como um modelo que tem pretensões de ser f́ısico, uma das

suas principais caracteŕısticas se torna imediata: qualquer um dos seus operadores O : HTC → HTC,

que se poste como capaz de medir alguma propriedade f́ısica do TC, precisa ser obrigatoriamente

Hermiteano [52, 53].

Por se dizer, um dos principais operadores f́ısicos que este modelo possui é o Hamiltoniano [4]

HTC = −
∑

v

Av −
∑

p

Bp , (4.3)

que é dado pela superposição linear de operadores

Av =
∏

j∈Sv

σx
j e Bp =

∏

j∈Sp

σz
j (4.4)

que se valem de:

• dois subconjuntos Sv e Sp de arestas, os quais são responsáveis por dar uma estrutura ao

v-ésimo vértice e à p-ésima face de R2 respectivamente, conforme bem ilustra a Figura 4.1; e

• um operador Hermiteano [54]

σ
x,y,z

j = I2 ⊗ . . . ⊗ I2︸               ︷︷               ︸
(j- 1) vezes

⊗ σx,y,z ⊗ I2 ⊗ . . . ⊗ I2︸               ︷︷               ︸
(Na−j) vezes

(4.5)

que age não identicamente apenas sobre o subespaço que está relacionado à j-ésima aresta,

2Apesar deste não ser o caso do TC, nada impede que parte das arestas não comportem qualquer bit quântico. Nestes
casos, os espaços de Hilbert totais associados a estes novos modelos deverão ser interpretados como subespaços do HTC.
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Figura 4.1: Desenho esquemático com um trecho de R2, onde vemos (i) o setor azul está centrado pelo
v-ésimo vértice da rede, enquanto (ii) o setor vermelho se refere à p-ésima face, cujo centróide pode ser
interpretado como um dos vértices de uma rede dual R∗2 (pontilhada). No caso das arestas que estão desta-
cadas (em preto) em cada um destes setores, são elas quem definem os subconjuntos Sv e Sp.

dada toda a sua composição como um produto tensorial que envolve um único operador de

Pauli σx,y,z : H2 → H2 e outros Na − 1 operadores identidades I2 : H2 → H2.

4.2.1 Sobre os operadores f́ısicos

Uma das primeiras “coisas f́ısicas” que sempre vêm em nossas mentes quando realizamos um

operador como um Hamiltoniano, é que ele deve ser capaz de medir a energia total do sistema que

ele representa. E a melhor maneira de entendermos como isso ocorre no caso do operador (4.3)

é analisando o comportamento dos operadores (4.4) que o definem, mais especificamente quando

eles agem sobre um dos 2Na elementos

| ϕ1 〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉
(4.6)

de uma base do HTC. Afinal de contas, como todo espaço de Hilbert é um exemplo de espaço

vetorial, se bem entendermos esse comportamento, também estará muito bem entendido qual é o

resultado que surge da ação de qualquer um desses operadores sobre um elemento arbitrário do

HTC [52].

Por se dizer, como o elemento (4.6) nada mais é do que um mero produto tensorial entre

os elementos | 0 〉 e | 1 〉, os quais podem ser perfeitamente interpretados como os autovetores

dos operadores de Pauli, uma observação bastante natural surge quando nos valemos de uma
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representação matricial [55]

σx =
*..
,

0 1

1 0

+//
-

, σy =
*..
,

0 −i

i 0

+//
-

e σz =
*..
,

1 0

0 −1

+//
-

(4.7)

que se apoia sobre uma base onde

| 0 〉 = �� 1̄
〉
=

*..
,

1

0

+//
-

e | 1 〉 = �� 0̄
〉
=

*..
,

0

1

+//
-

.

Afinal de contas, como esta representação é capaz de nos mostrar que

σx
j

�� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕj-1

〉 ⊗ �� ϕj
〉 ⊗ �� ϕj+1

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉
(4.8)

= �� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕj-1

〉 ⊗ �� ϕ̄j
〉 ⊗ �� ϕj+1

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉
e

σz
j

�� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕj-1

〉 ⊗ �� ϕj
〉 ⊗ �� ϕj+1

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉
(4.9)

= (−1)ϕj �� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕj-1

〉 ⊗ �� ϕj
〉 ⊗ �� ϕj+1

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉
,

vemos que, numa situação onde

Sv ∩ Sp = { m , m+1 } , Sv \ Sp = { m+2 , m+3 } e Sp \ Sv = { m+4 , m+5 } ,

os dois operadores definidos em (4.4) comutam, uma vez que3

Av ◦ Bp �� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉

=
∏

j∈Sv

σx
j

∏

k∈Sp

σz
k

�� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕm

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕm+5
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉

= (−1)ϕm+ϕm+1+ϕm+4+ϕm+5
∏

j∈Sv

σx
j

�� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕm

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕm+5
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉

= (−1)ϕm+ϕm+1+ϕm+4+ϕm+5 �� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕ̄m

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕ̄m+3
〉

⊗ �� ϕm+4
〉 ⊗ �� ϕm+5

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉

3O caso onde Sv ∩ Sp é vazio é imediato, pois Av e Bp atuam necessariamente sobre setores disjuntos. Já a comutação
destes operadores para com eles mesmos pode ser analisada segundo a relação

[
σα ,σβ

]
= 2i εαβγσγ , (4.10)

onde εαβγ se refere ao śımbolo de Levi-Civita [56], uma vez que elas remetem a Av ◦ Av′ = δv,v′ ITC e Bp′ ◦ Bp = δp,p′ ITC.
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=
∏

k∈Sp

σz
k

�� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕ̄m

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕ̄m+3
〉 ⊗ �� ϕm+4

〉 ⊗ �� ϕm+5
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉

=
∏

k∈Sp

σz
k

∏

j∈Sv

σx
j

�� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕm

〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕm+5
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉

= Bp ◦ Av �� ϕ1
〉 ⊗ . . . ⊗ �� ϕNa

〉
.

A capacidade de contagem

Embora toda esta comutatividade ainda não revele muita coisa sobre o comportamento do

operador (4.3) como um medidor de energia, uma coisa que ela já revela é que estamos diante

de um modelo que é solúvel: ou seja, estamos diante de um modelo cuja dinâmica está muito

bem estabelecida. No entanto, é quando tentamos entender (4.3) como um medidor de energia

que todos os passos, que já nos levaram a essa comutação, são capazes de nos mostram uma coisa

muito importante: pois como

(Av)2 =
(
Bp

)2
= I2 ⊗ . . . ⊗ I2︸              ︷︷              ︸

Na vezes

= 1v,p ,

e isso nos diz que os autovalores de Av e Bp são apenas iguais a 1 e −1, fica muito claro que, se

(4.3) realmente é um medidor de energia, a menor energia associada a esse sistema é dada por

E0 = − (
Nv + Np

)
, (4.11)

haja vista que este resultado nada mais é do que o fruto da contagem dos Nv autovalores 1 do

operador de vértice e dos Np autovalores 1 do operador de face. Ou seja, essa é autoenergia que

está relacionada a um autoestado de vácuo que satisfaz a

Av �� ξ0
〉
= �� ξ0

〉
e Bp �� ξ0

〉
= �� ξ0

〉
(4.12)

para todos os Nv vértices e Na arestas que compõem R2. E o melhor exemplo de autoestado de

vácuo que podemos tomar para ilustrar toda essa capacidade de contagem é dado pelo vetor [57]

�� ξ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

( 1v + Av ) | 0 〉 ⊗ . . . ⊗ | 0 〉︸                     ︷︷                     ︸
Na vezes

; (4.13)
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pois, além de toda a comutatividade que é decorrente da exposição acima já deixar muito claro

que este é um dos autovetores de Bp, com autovalor igual a 1, esta mesma conclusão também se

estende a Av, uma vez que

Av′
∏

v

( 1v + Av ) = Av′ ( 1v′ + Av′ )
∏

v , v′
( 1v + Av )

= ( Av′ + 1v′ )
∏

v , v′
( 1v + Av ) =

∏

v

( 1v + Av ) .

4.2.2 Estados de vácuo

É claro que, neste ponto, o leitor pode estar perfeitamente se perguntando sobre o porquê de

termos tomado, como exemplo, um (4.13). E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que

se faz essa pergunta é justamente a segunda conclusão que surge de (4.11): como E0 é o menor

autovalor associado ao operador HTC, o autoestado �� ξ (1)
0

〉
é um dos estados de vácuo do TC. E,

diante deste quadro, já que sabemos qual é o Hamiltoniano que descreve o TC e, agora, também

sabemos qual é um dos seus autoestados de vácuo, fica bem claro que temos dispońıveis todos os

ingredientes não apenas para bem entender, mas principalmente bem definir, todo o espectro de

energia deste modelo.

Primeiras excitações

Aliás, uma das primeiras coisas que podemos fazer para entender como é esse espectro de

energia do TC, é considerarmos a situação onde um estado é inicialmente caracterizado por

�� ξ ′
〉
= σx

k
�� ξ (1)

0
〉

. (4.14)

Afinal, quando levamos em conta que as relações de Pauli (4.10) nos remetem a

σαj ◦ σβk =



− σβk ◦ σαj , se j = k , e

σ
β

k ◦ σαj , caso contrário .

(4.15)
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a junção de tudo isso à definição do operador de face (4.4) nos permite notar que

Bp′ �� ξ ′
〉
=

*.
,

∏

j∈Sp′
σz

j
+/
-
◦ σx

k | ξ0 〉 = − σx
k ◦ *.

,

∏

j∈Sp′
σz

j | ξ0 〉 +/
-
= − σx

k | ξ0 〉 = − �� ξ ′
〉

. (4.16)

Ou seja, se a k-ésima aresta de R2 pertencer a Sp ′, esse estado �� ξ ′
〉

irá ferir pelo menos uma das

condições listadas em (4.12) e, portanto, ele não poderá ser considerado como um estado de vácuo

do TC.

Por se dizer, e por efeito da caracterização de (4.14) como um estado de “não-vácuo”, é im-

portante destacar que o fato de R2 discretizar a superf́ıcie de um toro tem uma grande relevância

dentro desse contexto energético. Pois, como todas as arestas dessa R2 pertencem à intersecção

de duas faces distintas, e isso naturalmente implica que (4.16) também vale para uma p′′-ésima

face que é tal que k = Sp′ ∩ Sp′′, é imediato notar que a autoenergia que está relacionada ao “não-

vácuo” (4.14) é dada por

E1 = E0 + 4 > E0 ,

haja vista que, para os Nv vértices e as demais Np − 2 faces que completam R2, ainda valerá que

Av �� ξ ′
〉
= �� ξ ′

〉
e Bp �� ξ ′

〉
= �� ξ ′

〉
.

Uma observação inteiramente análoga também segue para uma outra situação, onde temos o

sistema em seu estado

�� ξ ′′
〉
= σz

k
�� ξ (1)

0
〉

(4.17)

com a k-ésima aresta de R2 pertencendo a Sv′ ∩ Sv′′. Neste novo caso, como as relações (4.15)

implicam não apenas em

Av′ �� ξ ′′
〉
= Av′′ �� ξ ′′

〉
= − �� ξ ′′

〉
,

mas também garantem que

Av �� ξ ′′
〉
= �� ξ ′′

〉
e Bp �� ξ ′′

〉
= �� ξ ′′

〉

ainda são relações válidas para os demais Nv − 2 vértices e Np faces que completam R2, também

é muito fácil perceber que a autoenergia que está associada a (4.17) será igual à mesma E1, uma

vez que o mesmo número de v́ınculos que definiriam o vácuo foram novamente violados.
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Figura 4.2: Recorte de R2 onde temos duas quasipart́ıculas do tipo e criadas, sobre dois vértices vizinhos
(setor azul, à direita), devido à ação do operador σz

k . Já, à esquerda (setor vermelho), temos duas quasi-
part́ıculas do tipo m, concebidas sobre os centróides de duas faces, pela ação do operador σx

j sobre uma
aresta distinta.

E é diante de todos os resultados que seguem desde (4.9) até aqui, que é imediato concluir

que os operadores de vértice e de face são completamente incapazes de alterar qualquer um dos

estados f́ısicos que são associáveis ao TC: a “única” coisa que esses operadores realmente fazem

é verificar se um estado pode ser identificado localmente como vácuo ou não, reforçando ainda

mais todo o esquema de contagem que é realizado pelo Hamiltoniano (4.3). Entretanto, é devido

à alta capacidade que esses operadores de vértice e de face têm para localizar excitações sobre os

vértices e as faces de R2, que é deveras conveniente aproveitarmos essa “deixa” para fazermos dois

comentários relacionados a isso. E, o primeiro deles, é que todas essas elevações locais de energia

podem ser realizadas como quasipart́ıculas:

• no caso que está relacionado ao autoestado (4.14), por exemplo, podemos associar esse “não

vácuo” (que é sinalizado apenas sobre duas faces vizinhas p′ e p′′) à presença de duas quasi-

part́ıculas (uma em cada uma dessas faces) com duas unidades de energia cada;

• já no caso do autoestado (4.17), essa mesma associação segue pela indicação local de “não

vácuo” apenas sobre dois vértices vizinhos v′ e v′′ (ou seja, uma excitação em cada vértice).

Já o segundo comentário que convém ser feito aqui segue por consequência desta mesma

realização “quasiparticular” que acabamos de mencionar. Afinal de contas, apesar das quasi-

part́ıculas que caracterizam os autoestados (4.14) e (4.17) terem a mesma energia, não existe

qualquer prova f́ısica de que elas sejam iguais, já que as suas detecções são feitas por operadores

que agem em setores distintos. É claro que, apesar deste argumento “pró-distinção” ser perfeita-
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mente correto, talvez ele seja um pouco fraco quando o comparamos com um outro que daremos

logo mais adiante. Porém, como a possibilidade dessas quasipart́ıculas serem distintas é não nula,

a partir de agora denotaremos as que são detectáveis pelos operadores de vértice como do tipo e,

enquanto aquelas, que podem ser detectadas pelos operadores de face, serão designadas como do

tipo m.

O transporte de quasipart́ıculas

De acordo com tudo que foi apresentado até aqui, é bem fácil perceber que HTC não possui

apenas (4.14) e (4.17) como autoestados de “não vácuo”. Aliás, algo que também não é dif́ıcil

perceber é que as autoenergias, que estão associadas a todos esses posśıveis “não vácuos”, podem

assumir apenas valores que estão compreendidos entre E0 + 4 e |E0 |4.

Todavia, para entendermos razoavelmente o comportamento das quasipart́ıculas que estão

associadas a todos os autoestados excitados que o sistema pode comportar, ao invés de “enlou-

quecermos” tentando listar todos eles, podemos fazer algumas análises mais simples e um pouco

mais gerais que tomam, por base, os autoestados de “não vácuo” do tipo

| ξ 〉 = σαk
�� ξ (1)

0
〉

,

onde α se refere a qualquer um dos posśıveis supeŕındices x, y e z. E, para fazermos isso, a relação

que certamente será mais útil é
(
σαj

)2
= 1j . (4.18)

Aliás, uma das coisas que já ficam claras de (4.18) é que, como a ação de um σαk sobre o

autoestado | ξ 〉 faz com que o sistema retorne ao mesmo vácuo (4.13), todas as quasipart́ıculas

que podem ser criadas por esse operador deverão ser necessariamente interpretadas como as suas

próprias anti-quasipart́ıculas. Diga-se de passagem, é exatamente por causa disso, que podemos

perceber que, se um operador

O α
jk = σαj ◦ σαk (4.19)

agir sobre esse | ξ 〉, ao mesmo tempo que ele conseguirá aniquilar o par de quasipart́ıculas que

4Apesar de certamente já ter ficado subentendido, é importante ressaltar que esse espectro de energia não é cont́ınuo:
além da menor energia que é associável ao sistema já ser um número inteiro, o fato da presença de uma única quasi-
part́ıcula elevar a energia do sistema em duas unidades já implica que a diferença entre todas as energias que são
acesśıveis pelo TC sempre será um número par. É claro que existem outras maneiras de modelar essas energias, a ponto
dessas diferenças não serem necessariamente pares, mas isso não será feito ao longo deste caṕıtulo.
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Figura 4.3: À esquerda, vemos a presença de duas quasipart́ıculas do tipo e (em vermelho) sobre dois
vértices de R2, devido à ação de um único operador σz

k onde, antes, era vácuo. Já, à direita, vemos exata-
mente a mesma região da rede num instante posterior, onde apenas uma das quasipart́ıculas foi aniquilada
pela ação de um σz

j , uma vez que as arestas j e k são vizinhas. Neste caso, como tal aniquilação foi necessa-
riamente acompanhada da criação de uma nova quasipart́ıcula sobre um terceiro vértice, podemos traduzir
este processo como um transporte de quasipart́ıculas sobre R2.

consta nos arredores da k-ésima aresta, ele criará um outro, com as mesmas propriedades, nas

adjacências da j-ésima aresta. Assim, uma das interpretações mais naturais que surgem para esse

(4.19) é que ele pode ser visto como uma espécie de “operador de teletransporte” de pares de

quasipart́ıculas: ou seja, um operador que faz com que um par de quasiparticulas, que, antes,

constava na vizinhança de uma k-ésima aresta, reapareça ao redor de uma j-ésima aresta que pode

ser completamente arbitrária.

Apesar do termo “teletransporte” sempre suscitar ideias bem interessantes, mais interessante

ainda é o fruto que surge da ação de um único O z
jk sobre um autoestado de “não vácuo” �� ξ (1)

0
〉
,

quando j e k indexam duas arestas que são distintas, mas que pertencem a um mesmo Sv. Afinal de

contas, como essas duas arestas partilham um vértice v em comum, e como a superposição de duas

quasipart́ıculas do tipo e sobre qualquer vértice se identifica como um vácuo local, é fácil perceber

que o número de quasipart́ıculas associadas ao sistema continuará intacto. E, nestes termos, se

olharmos para a ação desse operador O z
jk da maneira “desmontada” que consta na Figura 4.3,

passa a ser posśıvel interpretar o desaparecimento da quasipart́ıcula do tipo e (que, antes, figurava

sobre o v-ésimo vértice) como o seu transporte para um dos vértices vizinhos, os quais configuram

uma circunferência unitária segundo a Geometria do Taxista [58]. Aliás, como o mesmo racioćınio

que leva a O z
jk também nos leva a um operador mais geral

O z
γ =

∏

j∈γ
σz

j (4.20)
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de transporte, sendo γ um caminho que é composto por um número maior de arestas que são

vizinhas “duas a duas”, ao considerarmos γ como fechado um outro resultado bem interessante se

torna evidente: pois, como a esse γ não haverá qualquer quasipart́ıcula associada,

�� ξ (1)
0

〉′
= O z

γ
�� ξ (1)

0
〉

(4.21)

também será interpretado como um estado de vácuo do TC.

Obviamente essa mesma interpretação de transporte também se estende a um operador

O x
γ∗ =

∏

j∈γ∗
σx

j (4.22)

que se vale de um caminho γ∗ que é composto por arestas que são vizinhas (mais uma vez “duas

a duas”) segundo a rede dual R∗2, da mesma maneira que a interpretação de vácuo também se

estende, por exemplo, aos demais autoestados

�� ξ (1)
0

〉′′
= O x

γ∗
�� ξ (1)

0
〉

e �� ξ (1)
0

〉′′′
= O x

γ∗ ◦ O z
γ

�� ξ (1)
0

〉
(4.23)

se γ∗ também for fechado. Entretanto, é diante destes últimos resultados que precisamos fazer

uma observação muito importante, a qual está especificamente relacionada ao fato do TC ser um

modelo definido sobre um toro.

A degenerescência do vácuo

Quando tomamos uma discretização R2, algo que não é dif́ıcil de perceber é a grande quanti-

dade de caminhos γ e γ∗ fechados que podem ser definidos ao longo das suas arestas, desde que

R2 seja uma rede que discretiza um toro com uma boa resolução. Porém, como acabamos de di-

zer que a R2 que estamos considerando aqui se refere necessariamente à discretização de um toro

bidimensional, devemos notar que uma parte desses caminhos possui uma propriedade espećıfica:

um parte desses caminhos não são contráteis.

Embora o conceito de contração seja melhor entendido para curvas fechadas sobre uma vari-

edade M2, desde que existam aplicações cont́ınuas capazes de contráı-las a um único ponto, a

caracterização de um caminho contrátil sobre R2 segue por efeito da possibilidade de reduzirmos

qualquer um dos autoestados (4.21) e (4.23) ao primeiro vácuo (4.13). E, para entender como
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Figura 4.4: Situação de um toro T2 que é discretizado pela rede quadrada R2. Notem que, apesar de ser
posśıvel definir caminhos contráteis sobre R2, duas curvas merecem destaque: uma γ̄1 (em vermelho), que
contorna a alça de T2; e outra γ̄2 (em azul), que contorna o único “buraco” que caracteriza T2 como um toro
de gênero unitário. Essas duas curvas, assim como todas as suas posśıveis deformações, são exemplos de
caminhos não contráteis sobre R2, os quais devem ser interpretados como as discretizações das curvas que
geram o grupo fundamental de T2.

tudo isso funciona no TC, devemos notar que os próprios operadores Av e Bp também podem ser

perfeitamente interpretados como “operadores de transporte” que levam uma quasipart́ıcula ins-

tantaneamente ao mesmo lugar, haja vista que

(i) o conjunto Sp é formado por todas as arestas que descrevem o bordo fechado da p-ésima face

de R2, enquanto

(ii) cada uma das arestas de Sv intercepta uma única das arestas duais que completam o bordo,

também fechado, da v-ésima face dual que compõe R∗2.

Desta maneira, ao considerarmos que FA e FB são duas aplicações que são compostas por um

número finito de operadores de vértice e de aresta respectivamente, como

FA ◦ O x
γ∗ = FB ◦ O z

γ = 1TC (4.24)

será válida apenas se γ e γ∗ corresponderem à discretização de dois caminhos contráteis, a não

contratibilidade de outras composições de arestas, duais ou não, corresponderá a não verificação

de (4.24).

Aliás, o simples fato de R2 discretizar a superf́ıcie de um toro já implica na existência de cami-

nhos fechados que não são contráteis γ̄ e γ̄∗, conforme bem ilustra a Figura 4.4 a seguir. E a grande

consequência disso é que, ao contrário dos autoestados de vácuo (4.21) e (4.23) serem redut́ıveis
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ao primeiro (4.13), os autoestados

�� ξ (2)
0

〉
= O α

C̄1
�� ξ (1)

0
〉

, �� ξ (3)
0

〉
= O β

C̄2

�� ξ (1)
0

〉
e �� ξ (4)

0
〉
= O α

C̄1
◦ O β

C̄2

�� ξ (1)
0

〉
,

que nitidamente se apoiam sobre curvas que não são contráteis em direções distintas, parecem que

não são redut́ıveis nem a (4.13) e nem uns aos outros. Aqui, o śımbolo C̄ deve ser interpretado

como: o caminho não contrátil γ̄, caso os ı́ndices α e β sejam iguais a z; ou como o caminho não

contrátil γ̄∗, caso estes mesmos ı́ndices sejam iguais a x.

Embora essa observação de não redutibilidade faça pleno sentido, é diante deste quadro que

devemos destacar uma coisa que é muito importante antes darmos uma palavra final sobre os

autoestados de vácuo do TC: como o operador σz é completamente incapaz de realizar trocas do

tipo

�� 0
〉 ↔ �� 1

〉
, (4.25)

um operador O z
γ̄ , operando sobre qualquer autoestado de vácuo do TC, também é completamente

incapaz de alterar a codificação que já define esse autoestado. Ou seja, apesar de toda a não

contrabilidade que está envolta para com γ̄, um autoestado como

�� ξ (2)
0

〉
= O z

γ̄
�� ξ (1)

0
〉

,

não é capaz de caracterizar um novo autoestado que seja independente de (4.13): apenas os

autoestados

�� ξ (2)
0

〉
= O x

γ̄∗1
�� ξ (1)

0
〉

, �� ξ (3)
0

〉
= O x

γ̄∗2
�� ξ (1)

0
〉

e �� ξ (4)
0

〉
= O x

γ̄∗1
◦ O x

γ̄∗2
�� ξ (1)

0
〉

, (4.26)

correspondem a vácuos que são não apenas independentes entre si, mas em relação ao primeiro,

uma vez que as suas construções se apoiam sobre as trocas (4.25). E, por se dizer, é exatamente

essa tetra-degenerescência do estado fundamental do TC que acaba deixando bem claro todo o

aspecto topológico que está por trás do TC. Afinal de contas, quando analisamos esses novos vácuos

(4.26) pelo ponto de vista f́ısico, toda essa não contração dos caminhos que os definem pode ser

associada à presença de quatro quantidades f́ısicas que são conservadas, uma vez que elas não

podem ser exterminadas pela ação dos operadores de vértice e de face. E, no caso, como essas

quatro quantidades que são conservadas correspondem a quatro setores topológicas diferentes,



60 CAPÍTULO 4. UM BREVE PANORAMA DO “TORIC CODE”

cuja existência só pode ser detectada pela ação dos operadores

O z
γ̄1

e O z
γ̄2

,

cada um desses setores acaba se vinculando a um dos autoestados (4.13) e (4.26), dando um

aspecto f́ısico para essa degenerescência [59] que pode ser associada, numa situação de baix́ıssimas

temperaturas, por exemplo, à existência de fases distintas que só existem por consequência da

topologia da variedade sobre a qual o sistema está definido.

4.2.3 Uma nova quasipart́ıcula

Apenas para terminar todos os comentários que podem ser relacionados à criação e ao trans-

porte de quasipart́ıculas, vale destacar que, apesar de já termos apresentado os dois operadores

σx
j e σz

j como agentes ativos em todos esses processos de criação e de transporte, nada foi dito

ainda sobre o papel de σy

j , apesar da sua definição já constar em (4.5). E, para tentar nos redimir

e justificar de toda essa aparente omissão, é essencial começarmos logo observando que, se um

terceiro exemplo de “não vácuo” for introduzido através de

�� ξ ′′′
〉
= σ

y
a

�� ξ (1)
0

〉
, (4.27)

como as relações (4.15) nos levarão a

Av �� ξ ′′′
〉
= − �� ξ ′′′

〉
, Av′ �� ξ ′′′

〉
= − �� ξ ′′′

〉
,

Bp �� ξ ′′′
〉
= − �� ξ ′′′

〉
e Bp′ �� ξ ′′′

〉
= − �� ξ ′′′

〉
,

onde a = Sv ∩ Sv′ ∩ Sp ∩ Sp′ indexa a única aresta sobre a qual σy
a atua, fica bem claro que este

operador, sozinho, cria quatro excitações: uma sobre cada um dos vértices que encerram esta aresta,

e uma sobre cada uma das face que a partilham, o que naturalmente acaba elevando a energia do

sistema para E2 = E0 + 8. Porém, apesar de toda essa inteligibilidade operacional, existe, pelo

menos, duas peculiaridades que estão relacionadas a essa excitação conjunta que merece a nossa

total atenção. E, a primeira delas, se refere ao transporte dessas excitações.
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Primeira peculiaridade

Na tentativa de estendermos a mesma lógica de transporte para este novo caso, é bastante

natural começarmos a pensar nisso através de um operador

O y

ba = σ
y

b ◦ σ
y
a . (4.28)

Afinal, como a atuação deste operador sobre o autoestado (4.27) aniquilaria essa excitação quá-

drupla das adjacências da a-ésima aresta e criaria uma outra, com as mesmas propriedades, ao

redor da b-ésima aresta, tudo já seria muito confortável se o único objetivo fosse manter a energia

do sistema. No entanto, se lembrarmos que a possibilidade de transportar essas mesmas excitações,

por meio de operadores que fogem aos padrões desse “teletransporte” (4.28), é real, também não

deixa de ser natural pensarmos em transportá-las usando operadores como

O y
γ =

∏

j∈γ
σ

y

j e/ou O y
γ∗ =

∏

j∈γ∗
σ

y

j . (4.29)

E pensando nesta última possibilidade, é perfeitamente razoável considerar O y
γ como o mais

simples dos operadores de transporte, o qual se vale de um caminho γ que é formado apenas pela

b-ésima aresta tal que
{
a,b

} ∈ Sv. Apesar de não ser nada dif́ıcil notar que o número de excitações

que são detectáveis pelos operadores de vértice será conservado ao longo deste transporte, também

não é nada dif́ıcil notar que o mesmo não poderá ser dito necessariamente sobre as excitações que

são detectáveis pelos operadores de face. Pois, conforme bem ilustra a Figura 4.5, no caso destas

duas arestas serem tais que

a ∈ Sp ∩ Sp′ e
(

b < Sp
)
∨

(
b < Sp′

)
,

o número das excitações que são detectáveis pelos operadores de face aumentará: esse acréscimo

de energia só não acontece quando, e somente quando,

a ∈ Sp ∩ Sp′ e b ∈ Sp ∪ Sp′ ∪ Sv ∪ Sv′ . (4.30)

Nestes termos, fica bem claro que, no caso mais geral, onde γ é um caminho estruturado por uma

quantidade maior de arestas que são “duas a duas” adjacentes, um transporte dessas excitações
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Figura 4.5: À esquerda, vemos a presença de uma única excitação composta, gerada pela ação de um único
σz

a . Já, à direita, vemos exatamente a mesma região da rede onde, após a ação do operador σz
b sobre

uma das arestas vizinhas à primeira, uma única das excitações detectáveis por um operador de vértice foi
transportada. Notem que, no caso desse transporte, a energia total do sistema não é conservada.

sem qualquer acréscimo de energia só é posśıvel se, e somente se, a condição (4.30) for satisfeita

para cada par de arestas que compõe γ.

Segunda peculiaridade

Embora uma conclusão inteiramente análoga também siga por efeito da ação de um O y
γ∗ sobre

o autoestado (4.27), é interessante explorar a segunda peculiaridade que já sugerimos existir. E,

para entender do que se trata essa segunda peculiaridade, precisamos voltar as nossas atenções

para os dois autoestados de “não vácuo”

�� ξ ′′′′
〉
= σx

j ◦ σy

j
�� ξ (1)

0
〉

e �� ξ ′′′′′
〉
= σz

j ◦ σ
y

j
�� ξ (1)

0
〉

. (4.31)

Afinal de contas, como as relações (4.15) também implicam que

Av �� ξ ′′′′
〉
= − �� ξ ′′′′

〉
e Bp �� ξ ′′′′

〉
= �� ξ ′′′′

〉
,

fica claro que, no caso desta j-ésima aresta pertencer a Sv ∩ Sp, o operador σx
j ◦ σy

j pode ser

interpretado efetivamente como o mesmo σz
j que já é capaz de criar apenas quasipart́ıculas do tipo

e.

De modo inteiramente análogo, dado que o segundo autoestado de “não vácuo” em (4.31)
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também permite observar que

Av �� ξ ′′′′′
〉
= �� ξ ′′′′′

〉
e Bp �� ξ ′′′′′

〉
= − �� ξ ′′′′′

〉
,

o operador σz
j ◦ σ

y

j também poderá ser visto efetivamente como σx
j , haja vista que ambos são

capazes de criar apenas quasipart́ıculas que possuem propriedades similares as do tipo m. Desta

maneira, diante

(i) não apenas da conclusão de que esse “novo” operador σy

j é capaz de conceber um par de

excitações independentes das anteriores, mas

(ii) do desejo de construir o TC como um modelo com excitações transportáveis sem qualquer

custo energético,

toda essa “efetividade” nos leva a definição de um operador

“ σy

j ” = σx
j ◦ σz

j = σz
j ◦ σx

j , (4.32)

que “não tem” nada de muito novo. A única coisa que podemos interpretar como realmente

“nova” aqui é que, como 1j e “ σy

j ” são os dois elementos que acabam estruturando

{
1j , σ

x
j , “ σy

j ” , σz
j

}
(4.33)

como um grupo, quando atribúımos a “ σ
y

j ” a tarefa de criar uma nova excitação, essa nova

excitação deverá ser necessariamente definida como a comunhão de uma quasipart́ıcula do tipo e

com outra do tipo m nas adjacências de uma única aresta. E, no caso dessa “nova” quasipart́ıcula,

que rotularemos como do tipo ε , ela é popularmente conhecida como um “dyon”.

Um pequeno parênteses

Em todo caso, é muito importante aproveitarmos a “deixa” que a definição deste operador

(4.32) nos dá para nos atentarmos a uma coisa que pode ser vista como a terceira peculiaridade que

está relacionada a esta excitação conjunta que acabamos de definir como um “dyon”: a sua criação

ocorre pelas “mãos” dos mesmos operadores que definem o Hamiltoniano (4.3). E, nestes termos,

como todas as quasipart́ıculas dos tipos e e m são criadas por efeito destes mesmos operadores, a

conclusão imediata a que chegamos é a seguinte: assim como ocorre na TQC, onde Hamiltonianos
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Figura 4.6: Desenho esquemático com a caracterização de um “dyon”, através da sua definição como um
par de quasipart́ıculas nas vizinhanças de uma única aresta, onde uma das quasipart́ıculas é do tipo e e a
outra é do tipo m.

podem ser expressos na representação de Fock apenas em termos dos operadores de criação a† e de

aniquilação a [60], todo o espectro de energia do TC também pode ser bem entendido a partir (i)

do conhecimento do estado fundamental do sistema e (ii) pelas excitações que são criadas sobre

esse estado por efeito da ação dos operadores que compõem o seu Hamiltoniano (4.3).

Diga-se de passagem, se lembrarmos que esses dois operadores a† e a satisfazem à relação

a a† + a† a = 1 , (4.34)

fica bem claro que, como no TC eles são tais que

a† | 0 〉 = | 1 〉 , a | 1 〉 = | 0 〉 e a† | 1 〉 = a | 0 〉 = 0 · | 0 〉 + 0 · | 1 〉 , (4.35)

todos os operadores que estruturam o Hamiltoniano (4.3) também podem ser expressos em termos

de a† e a. Afinal de contas, como a expressão destes dois operadores (em termos da mesma base

que foi escolhida na página 50) é

a† =
*..
,

0 0

1 0

+//
-

e a =
*..
,

0 1

0 0

+//
-
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e isso implica, por exemplo, em

n = a†a =
*..
,

0 0

0 1

+//
-

e h = aa† =
*..
,

1 0

0 0

+//
-

,

vemos que

σx = a† + a e σz = aa† − a†a , (4.36)

o que só reforça ainda mais a capacidade de contagem dos operadores de vértice Av e de face Bp

do TC, haja vista que a própria TQC considera n como um operador de contagem (ou seja, como

um operador que conta quantas part́ıculas se fazem presentes num dado estado f́ısico).

Regras de fusão

Aliás, olhando a situação do operador identidade 1j pela mesma perspectiva da composição

(4.32), como

1j = σx
j ◦ σx

j = “ σy

j ” ◦ “ σy

j ” = σz
j ◦ σz

j , (4.37)

é bem fácil perceber que todo esse esquema de criação de pares de quasipart́ıculas também se

estende a ele. A única diferença aqui é que, devido a propriedade (4.18), o par de excitações que

está a ele associado deve ser composto por duas “quasipart́ıculas de vácuo”, as quais, sempre que

houver necessidade, serão denotadas como do tipo 1. E uma dessas necessidades já surge quando,

por exemplo, precisamos listar as chamadas regras de fusão

Qα × Qβ = Qγ

das quasipart́ıculas nos arredores de uma única aresta, sendo Qα uma das quasipart́ıculas que

caracterizam o par concebido por σαj . Por se dizer, diante de tudo o que já foi apresentado até

agora, não é dif́ıcil perceber que as regras de fusão, que estão relacionadas às quasipart́ıculas

elementares do TC, são dadas pelas relações

1 × 1 = e × e = m × m = ε × ε = 1 ,

1 × e = e × 1 = m × ε = ε × m = e ,

1 × m = m × 1 = e × ε = ε × e = m e

1 × ε = ε × 1 = e × m = m × e = ε ,

(4.38)
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que bem caracterizam o comportamento Abeliano que foi imposto ao grupo (4.33).

Descrição estat́ıstica

Por efeito de todas essas quasipart́ıculas serem transportáveis sem aumentar a energia do sis-

tema, antes de finalmente encerrarmos este caṕıtulo é fundamental avaliar como se dá o compor-

tamento estat́ıstico dessas quasipart́ıculas. E, para isso, a maneira mais eficaz de fazermos isso é

analisando a informação que surge quando, por exemplo, fazemos uma das quasipart́ıculas girar

ao redor de uma outra. E uma das primeiras coisas que podemos usar em favor dessa avaliação é o

fato de
[

O x
γ∗1
, O x

γ∗2

]
=

[
O z
γ1
, O z

γ2

]
= 0 (4.39)

ser uma propriedade válida, sejam quais forem os caminhos que se envolvem para com estas igual-

dades. Afinal, se considerarmos um estado inicial onde um par de quasipart́ıculas do tipo e surge

pela ação de um O x
γ∗1

sobre um dos estados de vácuo, ao fazermos com que qualquer uma delas

gire ao redor da outra através de algum caminho contrátil γ̄∗2, fica claro que estas quasipart́ıculas se

comportam como bósons entre elas, uma vez que (4.39) implica que o estado obtido ao final deste

processo é exatamente igual ao inicial.

Naturalmente esta mesma observação bosônica também se estende à situação onde figuram

apenas duas quasipart́ıculas do tipo m. E, para bem entendermos toda essa bosonicidade, basta

considerarmos a situação onde apenas uma das quasipart́ıculas, criadas por O z
γ1

sobre o vácuo,

contorna a outra por meio de um caminho contrátil γ̄2. Todavia, como a situação em que temos

um caminho γ3 interceptando um outro γ∗3, num único ponto, nos remete a

O x
γ∗3
◦ O z

γ3
= − O z

γ3
◦ O x

γ∗3
, (4.40)

é imediato perceber que uma interpretação não bosônica surge quando uma quasipart́ıcula do tipo

e gira em torno de uma outra do tipo m através do menor caminho posśıvel, e vice-versa. E para

ver como esse último comportamento não bosônico se torna evidente, basta tomar

| ξ inicial 〉 = O x
γ∗3
◦ O z

γ3
| ξ0 〉 (4.41)

como um estado f́ısico inicial, onde temos apenas dois pares de quasipart́ıculas devido à ação de

dois operadores O x
γ∗3

e O z
γ3

sobre qualquer um dos autoestados de vácuo. Pois, neste caso, ao
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fazermos com que, por exemplo, uma única das quasipart́ıculas do tipo e, por exemplo, gire ao

redor de uma única do tipo m através de um caminho contrátil γ̄4, é fácil perceber que

| ξ final 〉 = O z
γ̄4
| ξ inicial 〉

= O z
γ̄4
◦ (

O x
γ∗3
◦ O z

γ3

) | ξ0 〉 = (
O z
γ̄4
◦ O x

γ∗3

) ◦ O z
γ3
| ξ0 〉

= − O x
γ∗3
◦ (

O z
γ̄4
◦ O z

γ3

) | ξ0 〉 = − O x
γ∗3
◦ O z

γ3
◦

(
O z
γ̄4
| ξ0 〉

)
.

Assim, como a contratibilidade de γ̄4 permite expressar o operador de transporte que está a ele

associado como

O z
γ̄4
=

∏

p ∈ P4

Bp ,

sendo P4 o conjunto maximal de faces que são encerradas por γ̄4, se torna evidente que, por efeito

do v́ınculo (4.12), temos

| ξ final 〉 = − O x
γ∗3
◦ O z

γ3
◦

(
O z
γ4
| ξ0 〉

)
= − O x

γ∗3
◦ O z

γ3
| ξ0 〉 = − | ξ inicial 〉 , (4.42)

deixando claro que o comportamento de uma quasipart́ıcula do tipo e, ao girar ao redor de outra

do tipo m e vice-versa, não pode ser realmente interpretado como bosônico.

Aliás, diante do sinal negativo que aparece na última passagem em (4.42), cabem dois co-

mentários extremamente importantes. E, o primeiro deles, segue quando tomamos uma situação

bem particular, onde essas duas quasipart́ıculas formam um único “dyon”. Afinal de contas, como,

neste caso, γ̄4 pode ser visto como o bordo de uma única face, o giro dessas duas quasipart́ıculas

ao redor uma da outra pode ser reinterpretado como o giro deste “dyon” em torno de si mesmo.

Assim, a presença deste sinal negativo em (4.42) implica que um “dyon” deve ser interpretado

necessariamente como um férmion [5].

Já o segundo comentário segue por efeito da simples observação de que o giro de uma quasi-

part́ıcula ao redor de outra equivale a uma operação de “dupla troca”: ou seja, a uma operação

onde essas quasipart́ıculas trocam de lugar uma com a outra e, depois, voltam às suas posições

originais devido a uma nova troca. Desta maneira, como no caso mais geral, em que estas duas

quasipart́ıculas não definem um “dyon”, esse sinal negativo em (4.42) associa a estat́ıstica destas

quasipart́ıculas a uma fase eiπ/2 que não se identifica nem com 0 nem com 1, isso nos permite

concluir que quasipart́ıculas dos tipos e e m se comportam como “anyons” em relação à outra.
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Um comentário adicional

Diga-se de passagem, diante de toda essa possibilidade de transportar e de fazer girar quasi-

part́ıculas ao redor umas das outras, uma coisa é certa: uma quasipart́ıcula do tipo e jamais colidirá

com uma outra do tipo m. E é exatamente com base nesta observação que surge o argumento que

talvez reforce ainda mais a necessidade de tratarmos esses dois tipos de quasipart́ıculas como não

necessariamente iguais. Contudo, como a distância mı́nima que pode existir entre elas ocorre

quando ambas definem um único “dyon”, é justamente neste ponto que convém esclarecer os moti-

vos que levaram às suas nomenclaturas: afinal, como o conceito de “anyon” surgiu por advento do

Efeito de Aharonov-Bohm [61] (que está associado ao comportamento estat́ıstico de sistemas onde

elétrons giram ao redor de um campo magnético que está confinado a uma região ciĺındrica), diante

do resultado (4.42) se tornou viável batizar as quasipart́ıculas que são detectáveis sobre os vértices

como do tipo e (elétrico), enquanto aquelas, que são detectáveis sobre as faces, acabaram sendo

denotadas como do tipo m (magnético).



Caṕıtulo 5

Primeiras generalizações

5.1 Considerações tridimensionais

Embora já existam algumas generalizações do TC muito bem postas na literatura1, toda a

apresentação que fizemos até agora já nos permite construir outras, bem simples, que nitidamente

trazem o TC como um dos seus casos particulares. E uma delas segue, por exemplo, quando

atribúımos a mesma codificação do TC a um modelo que se vale de uma rede tridimensional R3: ou

seja,

• associando um único qubit (4.1) a cada uma das arestas de R3, e

• definindo operadores f́ısicos capazes de medir as propriedades desse novo modelo.

É claro que é muito confortável pensar que essa rede pode discretizar uma variedadeM3 que,

por exemplo, pode ser um toro tridimensional; e, aliás, esta será exatamente uma das coisas que

faremos ao longo deste caṕıtulo, uma vez que, por comodidade, todas as discretizações que ado-

taremos aqui serão cúbicas. Porém, antes de tentarmos entender qualquer nuance de um modelo

que está definido sobre a discretização de um toro, ou de qualquer outra variedade tridimensional,

é essencial entendermos quais são as caracteŕısticas comuns a todos esses modelos.

5.1.1 Semelhanças e diferenças

Independente das diversas possibilidades que existem para a definição deste novo modelo sobre

R3, uma coisa é certa: se usarmos exatamente a mesma lógica que é usada para a estruturação

do TC, se torna muito natural assumir (em respeito ao mesmo prinćıpio da correspondência que

1Como é o caso do “Quantum Double Model” (QDM) sobre os qual falaremos no próximo caṕıtulo.

69
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mencionamos no ińıcio destas notas) que o operador Hamiltoniano deste novo “three-dimensional

code” (3-DC) é dado por

H3−DC = −
∑

v

Av −
∑

p

Bp , (5.1)

onde

Av =
∏

j∈Sv

σx
j e Bp =

∏

j∈Sp

σz
j . (5.2)

E, apesar da inquestionável semelhança entre esse H3−DC e o Hamiltoniano (4.3), é importante des-

tacar que existe uma diferença entre eles que, apesar de bastante sutil, tem uma grande influência

sobre o comportamento das excitações que são mensuráveis no 3-DC. Afinal de contas, enquanto os

operadores que compõem (4.3) sempre atuam (efetivamente) sobre quatro arestas de R2, no 3-DC

isso não necessariamente acontece. E a razão disso acontecer é que, independente das condições

de contorno relacionadas a R3, cada face e cada vértice que compõem o interior desta rede são

estruturados por quatro e por seis arestas respectivamente.

As excitações de vértice

Por se dizer, antes de explorarmos as consequências desta última observação, é importante

salientar que, quando nos restringimos a um 3-DC onde

dim Sp = 4 e dim Sv = 6 , (5.3)

algumas das principais carateŕısticas do TC continuam preservadas2, entre as quais podemos des-

tacar:

(i) a comutatividade dos seus operadores de vértice e de face (5.2), assim como as suas proprie-

dades de contagem;

(ii) a expressão da energia fundamental do sistema como

E0 = −
(

Nv + Np

)
,

sendo Nv e Np as respectivas quantidades de vértices e de faces que, agora, estruturam R3; e

2Um 3-DC que atende a tais condições é o “Toric Code” tridimensional, cujas propriedades serão discutidas mais
adiante.
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(iii) o fato de que um dos seus estados fundamentais possui exatamente a mesma expressão

�� ξ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

( 1v + Av ) | 0 〉 ⊗ . . . ⊗ | 0 〉︸                     ︷︷                     ︸
Na vezes

, (5.4)

que já está relacionada ao TC, onde Na ainda se refere ao número de arestas que, agora,

estruturam R3.

Outra coisa deste 3-DC que também é bastante similar ao TC se relaciona às excitações mais

elementares que podem ser associadas aos seus vértices. Afinal, como um autoestado de “não

vácuo”

�� ξ ′′
〉
= σz

k
�� ξ (1)

0
〉

(5.5)

não satisfaz apenas dois dos v́ınculos

Av �� ξ0
〉
= �� ξ0

〉
e Bp �� ξ0

〉
= �� ξ0

〉
(5.6)

que precisam ser satisfeitos por um estado vácuo �� ξ0
〉
, fica claro que a autoenergia de (5.5) também

será igual a E1 = E0 + 4, tal como já acontece em (4.17). E, diante disso, quando notamos que

• um σz
k continua sendo capaz de criar excitações que são detectáveis apenas sobre os dois

vértices que encerram a k-ésima aresta de R3 e que, portanto,

• essas excitações são transportáveis apenas pelos mesmos operadores que já foram definidos

em (4.20),

é imediato concluir não apenas que essas excitações são bósons: podemos concluir que essas

excitações são exatamente as mesmas quasipart́ıculas do tipo e já relacionadas ao TC.

As excitações de face

Já quando olhamos para um outro autoestado de “não vácuo”

�� ξ ′
〉
= σx

k
�� ξ (1)

0
〉

, (5.7)

fica bem claro que algo um pouco diferente acontece, haja vista que o fato de estarmos restritos

a uma região onde (5.3) vale já implica que todas as arestas que figuram em R3 pertencem à



72 CAPÍTULO 5. PRIMEIRAS GENERALIZAÇÕES

Figura 5.1: Recorte da rede cúbica que dá suporte ao 3-DC, ilustrando a presença de quatro excitações de
face (setores vermelhos) ao redor de uma única aresta, devido à ação de um único operador σx

k sobre um
autoestado de vácuo.

intersecção de quatro faces. Assim, como o número de “v́ınculos de vácuo” que são violados por

(5.7) passa a ser igual a quatro, podemos concluir que, ao contrário do que acontece no TC, a ação

de um único σx
k sobre o autoestado de vácuo (5.4) cria quatro excitações simultâneas ao redor da

k-ésima aresta, conforme bem ilustra a Figura 5.1.

Aliás, exatamente por causa dessa criação simultânea de quatro excitações ao redor de uma

única aresta, é importante destacar que, além do autoestado (5.7) possuir uma autoenergia E2 =

E0 +8 que é nitidamente maior que E1, tanto o transporte como a aniquilação dessas excitações no

3-DC precisam ser feitos de uma maneira “ligeiramente” diferente da anterior. É claro que, como

σx
k é exatamente o mesmo operador que já foi definido em (4.5), é sempre bom lembrar que essas

quatro excitações ainda podem ser perfeitamente aniquiladas de uma só vez: e, para isso aconteça,

basta fazer com que este mesmo operador atue sobre �� ξ ′
〉
, uma vez que

σx
k

�� ξ ′
〉
= σx

k ◦
(
σx

k
�� ξ (1)

0
〉 )
=

(
σx

k ◦ σx
k

) �� ξ (1)
0

〉
= �� ξ (1)

0
〉

.

Porém, se quisermos transportar as excitações que estão associadas ao autoestado (5.7), por

meio de um operador que não se identifica com um de “teletransporte”

Ox
jk = σx

j ◦ σx
k

arbitrário, isso deverá ser feito de uma maneira que não é mais tão simples como no caso do

TC. E, para deixar bem claro o porquê desta não simplicidade, devemos notar que, quando a j-

ésima aresta de R3 pertence a qualquer uma das faces que já contém a aresta k, apenas uma
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Figura 5.2: Considerando que a situação exposta na Figura 5.1 está associada a um instante t0, a atuação
de um único operador σx

j sobre uma das arestas da rede, num instante t > t0, não é capaz de transportar
qualquer excitação de face do mesmo jeito que ocorre no TC. Afinal, além de apenas uma única das excitações
de face serem transportadas por σx

j , outras duas surgem, o que aumenta a energia associada ao sistema.

única das quatro excitações que são criadas por um σx
j será capaz de aniquilar uma única das que

foram previamente criadas pelo operador σx
k . E, neste caso, conforme bem ilustra a Figura 5.2,

essa aniquilação ocorrerá precisamente sobre a face que é composta por ambas as arestas. Desta

maneira, como, em geral, a ação de um

Ox
Υ =

∏

j∈Υ
σx

j (5.8)

sobre o autoestado (5.7) não é capaz de preservar o número de excitações associadas ao conjunto Υ

(que é composto por arestas que, “duas a duas”, pertencem a uma única face), se ainda quisermos

transportar essas excitações pela rede, sem causarmos qualquer custo energético ao sistema, isso

deverá ser feito de uma maneira que precisa ser um pouco mais sagaz.

Um transporte conjunto

Embora um operador arbitrário do tipo (5.8) não seja o ideal para realizar o transporte que

queremos, uma observação muito interessante já pode ser feita a partir dele, desde que, ao invés

de um S, tomemos um conjunto Sv contendo apenas quatro das arestas que definem um v-ésimo

vértice. E, para entendermos, de fato, qual é essa observação, basta considerarmos uma situação

bem espećıfica, onde a k-ésima aresta excitada em (5.7) pertence a Sv \ Sv. Afinal, como, neste

caso,

Ox
Sv

�� ξ ′
〉
= Ox

Sv
◦ σx

k
�� ξ (1)

0
〉

(5.9)
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Figura 5.3: Considerando que a situação exposta na Figura 5.1 ainda está associada a um instante t0, onde
temos a presença de quatro excitações nas faces comuns a uma k-ésima aresta, a atuação de um único
operador Ox

Sv
num instante t > t0, sobre quatro arestas complementares à primeira, é capaz de transportar

todas as excitações para a aresta j = Sv \ (
k ∪ Sv

)
.

não violará mais os mesmos quatro “v́ınculos de vácuo” que (5.7), mas ainda violará os outros

quatro “novos v́ınculos de vácuo” que estão, agora, relacionados às quatro faces que partilham a

aresta j = Sv \ (
k ∪ Sv

)
, é imediato concluir de

Ox
Sv
◦ σx

k = σx
j ◦ Av

que todas as quatro excitações de face anteriores foram transportadas por Ox
Sv

para as adjacências

da j-ésima aresta.

Nestes termos, diante da viabilidade de transportar essas quatro excitações de faces por meio

de um operador Ox
Sv

sem causar qualquer tipo de custo energético, se torna perfeitamente viável in-

terpretar esse conjunto de excitações “como um todo” como a generalização tridimensional de uma

quasipart́ıcula do tipo m [28]. Aliás, devido à não puntualidade que esse conjunto de excitações

apresenta neste 3-DC, se torna bastante natural idealizá-lo como uma espécie de placa, tal como

ilustra a Figura 5.4: pois, como R3 é uma rede cúbica, todas as excitações que compõem essas

“quasiplacas” pertencem a um mesmo plano. E, conforme veremos a seguir, além dessa idealização

em termos de “quasiplacas” ser bem útil para o bom entendimento dos processos de criação e de

transporte, é com ela que também podemos entender, de uma maneira muito mais cômoda, como

é posśıvel conceber um “dyon” dentro do 3-DC.
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Figura 5.4: À esquerda temos a situação usual das ilustrações anteriores onde, ao redor de uma única
aresta, foram criadas quatro excitações simultâneas pela ação de um único σx

j . Já, à direita, temos uma
nova idealização, onde uma placa (que é “furada” pela j-ésima aresta) passa a representar esse mesmo
conjunto de excitações.

5.1.2 “Dyons” tridimensionais

Porém, antes analisarmos os pormenores desta posśıvel concepção, é essencial fazermos um

breve parênteses aqui para voltarmos as nossas atenções para algo que tem grande valia junto a

este fim: para as expressões dos operadores

O z
γ =

∏

j∈γ
σz

j e O x
γ′ =

∏

v∈γ′
O x
Sv

, (5.10)

que são capazes de transportar respectivamente as quasipart́ıculas do tipo e e as “quasiplacas”,

onde γ e γ′ são os dois caminhos que, também respectivamente, são formados por arestas e por

pontos de R3 que são vizinhos “dois a dois”.

Em verdade, por efeito de todas as observações que já foram feitas no caṕıtulo anterior, não

precisamos dar quaisquer detalhes sobre os autoestados de vácuo

�� ξ ′0
〉
= O z

γ
�� ξ (1)

0
〉

que, por exemplo, surgem quando um operador Oz
γ age sobre um caminho γ que é fechado e

contrátil em R3. O único destaque que certamente precisamos dar aqui se relaciona apenas ao

autoestado

�� ξ ′′0
〉
= O x

γ′
�� ξ (1)

0
〉

(5.11)

que, devido à ação do operador Ox
γ′ sobre um caminho fechado γ′, comporta “estruturas de
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Figura 5.5: Exemplo de um tubo fechado que pode ser formado por “quasiplacas”, desde que operadores
O x
γ′ atuem sobre as arestas que definem todos os vértices um caminho fechado γ′.

vácuo” que são identificáveis como discretizações de tubos fechados, conforme bem ilustra a Fi-

gura 5.5. Todavia, como por trás dessa contratibilidade, também está o fato da relação

Ox
γ′ =

∏

v∈γ′
Ox
Sv
=

∏

v∈γ′

∏

j∈Sv

σx
j =

∏

v∈γ′
Av

ser sempre válida, vemos que não há nada de muito novo por aqui: afinal de contas, a ação

do operador Av continua sendo interpretável como uma mera transformação de calibre que, por

conectar (5.4) a (5.11) e vice-versa, deixa muito claro que estes dois autoestados modelam um

mesmo vácuo [28].

É claro que o 3-DC que estamos considerando até agora é muito simplista, uma vez que, por

exemplo, ele não comporta autoestados de vácuo que são distintos de (5.4), os quais estão re-

lacionados à ação dos operadores (5.10) sobre redes tridimensionais que possuem condições de

contorno mais diversas; voltaremos a esse ponto mais adiante. Porém, são exatamente as ex-

pressões que estão contidas em (5.10) que nos mostram como é posśıvel analisar a realização de

um “dyon” dentro do 3-DC; pois, algo que elas deixam bem claro é que é perfeitamente posśıvel

conceber operadores compostos

O z
γ ◦ O x

γ e O x
γ ◦ O z

γ

que, por se valerem de um mesmo caminho γ que não necessariamente é fechado, são bastante

úteis nesta concepção.



5.1. CONSIDERAÇÕES TRIDIMENSIONAIS 77

Aliás, se lembrarmos que uma (e apenas uma) das maneiras pelas quais podemos criar um par

de dyons no TC é justamente pela ação de um único

O x
γ∗1
◦ O z

γ1
(5.12)

sobre o autoestado de vácuo (4.13), por exemplo, sendo γ∗1 e γ1 dois caminhos não fechados sobre

R2 cujos extremos coincidem3, se torna quase que imediato associar a concepção de um par de

dyons no 3-DC à ação de um único

O x
γ ◦ O z

γ (5.13)

sobre o seu autoestado de vácuo. Entretanto, apesar desse último operador criar duas excitações

que denotaremos por ε′ (as quais são compostas por pares contendo uma quasipart́ıcula do tipo

e e uma “quasiplaca” que, além de estarem dispostas à menor distância posśıvel uma da outra,

são transportáveis sem causar qualquer custo energético ao sistema), ainda precisamos ter uma

certa cautela antes de afirmarmos que esse par de excitações realmente corresponde a um par de

dyons neste modelo tridimensional. Afinal, basta ver que, apesar de (5.12) realmente indicar que

a maneira mais simples de conceber um par de dyons no TC é por meio de um único operador

σx
j ◦ σz

j (5.14)

que age sobre uma mesma aresta de (4.13), se assumirmos que a dupla resumida num único ε′

deve ser interpretada como um único “dyon”, é imediato perceber que este mesmo (5.14) não é

capaz de criar um par de dyons no 3-DC: o que ele faz apenas é criar um único “dyon” acrescido

de uma quasipart́ıcula do tipo e nas suas adjacências.

Embora isso, por si só, já pareça estragar qualquer chance do 3-DC corresponder ao TC por

redução dimensional, quando voltamos as nossas atenções para um operador

σz
j ◦ O x

S̄v
, (5.15)

cuja j-ésima aresta pertence ao conjunto Sv, mas não pertence a um conjunto S̄v que é composto

por quatro arestas que são coplanares, um resultado interessante aparece. Afinal de contas, como a

3Ou seja, as arestas que pertencem aos extremos de γ∗1 devem ser duais às arestas que extremizam γ1.
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relação

Ox

S̄v
◦ Av = σx

j ◦ σx
k

nos mostra que

Ox

S̄v

�� ξ (1)
0

〉
= Ox

S̄v
◦ Av �� ξ (1)

0
〉
= σx

j ◦ σx
k

�� ξ (1)
0

〉

é uma igualdade válida onde j e k indexam duas arestas que são opostas, é exatamente esse resul-

tado que nos diz que Ox

S̄v
é um operador capaz de criar um par de “quasiplacas” e que, portanto, o

operador (5.15) é capaz de criar um par de duplas ε′.

Descrição estat́ıstica

Apesar desta última conclusão indicar que um prinćıpio da correspondência entre ambos os

modelos se completa caso ε′ seja realmente interpretado como um “dyon”, ainda precisamos no-

tar duas coisas importantes. E, a primeira delas, diz respeito a uma aparente “ambiguidade es-

tat́ıstica” que parece estar relacionada a essa mesma combinação: afinal, girar uma quasipart́ıcula

do tipo e ao redor de qualquer “quasiplaca” parece implicar que ambas podem ser consideradas

como

• “anyons” em relação à outra, caso o caminho fechado escolhido para isso contenha a aresta

que “fura” a “quasiplaca” em questão, e como

• bósons, numa situação contrária a essa.

É claro que, como o giro ou transporte deste suposto “dyon” ε′ deve mantê-lo ı́ntegro ao longo do

trajeto escolhido para isso, toda essa aparente “ambiguidade” não tem a menor importância para

a sua definição, dado que a quasipart́ıcula do tipo e que compõe ε′ sempre precisa “furar” uma

“quasiplaca” para completar esse trajeto. Ou seja, tal como acontece com os “dyons” que estão

relacionados ao TC, ε′ também se comporta como um férmion em relação a si mesmo, deixando

muito claro que, se ε′ realmente puder ser identificado como um “dyon”, a fermionicidade é uma

propriedade intŕınseca apenas a essas quasipart́ıculas e não às demais que podem figurar no 3-DC

[28].

Porém, é exatamente quando nos lembramos das excitações do TC que a segunda coisa que

devemos observar vem à tona sob a forma de um questionamento: afinal, se as quasipart́ıculas dos

tipos e e m nunca conseguem atravessar uma à outra no TC, por que é razoável admtir que isso
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acontece no 3-DC em relação às quasipart́ıculas do tipo e e “quasiplacas”?

Pelo ponto de vista de quem enxerga este 3-DC apenas como um “toy model” que, a priori, não

tem necessariamente qualquer compromisso para com a realidade que nos cerca, a razoabilidade

desta admissão segue por uma simples consequência desta “quasiplaca” sempre estar fincada sobre

a aresta que faz parte do caminho por onde uma quasipart́ıcula e precisa passar; ou seja, trata-se

de uma propriedade que surge pela maneira como o modelo foi definido. Porém, pelo ponto de

vista de quem enxerga estas quasipart́ıculas como algo que deve ser permutado, esta pergunta até

que pode fazer algum sentido, haja vista que, se esquecêssemos toda a liberdade tridimensional

que as part́ıculas têm para transitar (e, portanto, toda a liberdade que elas têm para trocarem de

lugar umas com as outras), a possibilidade de tais “furos” poderia implicar numa estat́ıstica entre

estas quasipart́ıculas e estas “quasiplacas” que parece ser amb́ıgua.

Independente de quaisquer pontos de vista, uma das maneiras de respondermos a este questi-

onamento é pensando no que aconteceria se, por exemplo, impuséssemos ao 3-DC que as quasi-

part́ıculas do tipo e não podem “furar” quaisquer “quasiplacas”. Afinal, num primeiro momento,

isso parece resolver a “ambiguidade estat́ıstica” que poderia estar relacionada às excitações que

elas representam, uma vez que tal imposição extingue qualquer chance das quasipart́ıculas do tipo

e e “quasiplacas” serem “anyons” em relação à outras: todas elas passam a se comportar apenas

como bósons, o que vai em pleno acordo para com o que sabemos sobre as part́ıculas que têm uma

liberdade tridimensional para serem permutadas.

No entanto, existe um sério problema nesta imposição de “não furo”. Pois, já que uma quasi-

part́ıcula do tipo e não pode mais “furar” uma “quasiplaca”, como uma estat́ıstica para ε′ pode ser

definida? Afinal de contas, lembrando que esse candidato a “dyon” é, por definição, a conjunção de

uma única quasipart́ıcula e com uma única “quasiplaca”, essa regra do “não furo” acaba deixando

bem claro que é imposśıvel transportá-lo integramente ao longo de R3. E, como é exatamente a

impossibilidade de realizarmos um transporte ı́ntegro deste ε′ que nos impede de bem definir uma

estat́ıstica para ele, também acaba ficando bem claro que, se quisermos realmente defińı-lo como o

“dyon” neste 3-DC, esta regra do “não furo” não pode ser imposta ao modelo.

Uma observação interessante

Aliás, se olharmos bem para o que acontece no TC, essa imposição de que uma quasipart́ıcula do

tipo e não pode “furar” uma “quasiplaca” é completamente obsoleta. Pois, por mais que não pareça,



80 CAPÍTULO 5. PRIMEIRAS GENERALIZAÇÕES

Figura 5.6: Esquema de justaposição de “quasiplacas” que nos permite ilustrar a lei do peŕımetro. Afinal,
enquanto na figura acima temos uma única “quasiplaca” com uma energia igual a 4, na figura abaixo temos
duas “quasiplacas” justapostas com uma energia igual a 6: ou seja, a energia total nos dois casos, assim
como em todos os demais casos, é exatamente igual ao peŕımetro (visto em termos do número de arestas)
que encerra o conjunto de “quasiplacas”.

todos esses “furos” já são bem comuns no TC. E, para entender o porquê disso, basta analisar a

situação que se envolve, por exemplo, com uma quasipart́ıcula do tipo e que precisa ser transpor-

tada através de uma aresta j que, por já ter sido previamente operada por um σx
j , já abriga duas

quasipart́ıculas do tipo m nas duas faces que as cercam. Afinal, apesar da bidimensionalidade de

R2 nos impedir de realizar as excitações criadas por um σx
j como a “quasiplaca” que está presente

na Figura 5.4, passa a não ser nada absurdo pensar no transporte desta quasipart́ıcula do tipo e em

termos do “furo” que ela deve fazer na “quasiplaca” unidimensional previamente criada por σx
j .

Por se dizer, é exatamente diante desta última realização em termos de “quasiplacas” que fica

bem claro o porquê das quasipart́ıculas do tipo m serem livres no TC, mas serem confinadas no

3-DC. Pois,

• enquanto a situação ilustrada na Figura 5.6 deixa bem claro que o transporte das quasi-

part́ıculas do tipo m, ao longo de um caminho dual γ∗ de R3 (que está destacado em azul
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Figura 5.7: À esquerda, temos a mesma ilustração que já foi usada na Figura 5.4 para apresentar uma
quasiplaca, porém dando destaque à intersecção que existe entre esta quasiplaca, que foi criada a partir da
ação de um operador σx

j sobre a j-ésima aresta de R3, e um dos planos que suporta esta mesma aresta. Já a
esquerda, vemos apenas o recorte deste mesmo plano onde constam as duas únicas excitações que existem
neste ambiente bidimensional. Note que todas as excitações que são criadas por um único σx

j num modelo
bidimensional, que é obtido seja por um corte ou por uma contração de todos os planos paralelos a um único
plano que é discretizável por uma R2 ⊂ R3, são totalmente equivalente as quasipart́ıculas tipo m do TC, as
quais são transportáveis sem qualquer custo energético.

pontilhado), mostra uma lei do peŕımetro para as suas energias (ou seja, a energia das qua-

sipart́ıculas que estão envolvidas para com este transporte se identifica com a quantidade de

arestas duais que encerram a união de “quasiplacas” que surgem ao longo de γ∗),

• essa mesma lei não vale para um transporte que se restringe a um caminho dual γ∗ de R2

(que pode ser visto como a projeção do caminho dual γ∗ de R3 sobre R2), uma vez que esta

rede não comporta faces perperdiculares à variedade bidimensional que R2 discretiza.

E essa não validade da lei do peŕımetro pode ser entendida de uma forma até que muito sim-

ples, desde que notemos que R2 ⊂ R3. Afinal, se pensarmos na situação deste transporte de

quasipart́ıculas do tipo m pela perspectiva de R3, esse mesmo transporte quando restrito a rede

bidimensional R2 pode ser realizado em termos do “corte” (ou da projeção) que está a mostra na

Figura 5.7: ou seja, toda a situação do transporte das quasipart́ıculas do tipo m que, por exemplo,

se associam a um modelo como o TC, pode ser perfeitamente obtida através de uma restrição a

R2 ⊂ R3.

5.2 A importância das condições de contorno

Diante de todos estes aspectos positivos, e principalmente lembrando que a definição de um

“dyon” já foi, de certa forma, feita “à mão” no TC (para que fosse posśıvel estruturar um mo-
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delo onde todas as suas quasipart́ıculas pudessem ser transportadas sem causar qualquer custo

energético ao sistema), é mais do que conveniente declarar que faremos exatamente igual em

relação ao 3-DC: ou seja, definiremos, também “à mão”, que ε′ realmente corresponde a um

“dyon” ε, uma vez que a quasipart́ıcula do tipo e e a “quasiplaca” que o definem também podem

ser transportadas sem causar qualquer custo energético ao sistema [28].

Entretanto, uma coisa que é muito importante de ser destacada aqui é que, além das regras

de fusão que estão relacionadas a todas essas quasipart́ıculas do tipo e e “quasiplacas” serem exa-

tamente as mesmas que as do TC (já que elas são criadas pelos mesmos operadores), todos os

resultados que apresentamos até agora se referem ao caso bem particular de um 3-DC que satisfaz

a (5.3). E uma boa maneira de pensarmos nesta situação é, por exemplo, interpretando o 3-DC

como um modelo que está definido sobre uma rede cúbica que (i) pode ser infinita ou que (ii)

possui condições periódicas de contorno em todas as suas direções. E, se este for realmente o caso,

a única coisa que precisamos ter em mente é que,

• enquanto um 3-DC que é constrúıdo sobre a primeira rede (que é infinita) possui um autoes-

tado de vácuo que é único e dado por (5.4),

• para a segunda (que é periódica) a degenerescência do estado fundamental provavelmente

será maior, uma vez que esta situação é muito parecida com a do TC, já que qualquer rede

cúbica com condições periódicas de contorno em todas as suas direções pode ser perfeita-

mente identificada, por construção, como a discretização cúbica de um toro tridimensional

T3.

5.2.1 O “Toric Code” tridimensional

Aliás, lembrando que degenerescência do estado fundamental do TC está diretamente vinculada

à existência de curvas não contráteis sobre T2, se realmente quisermos entender como é que a

degenerescência do estado fundamental deste novo “Toric Code” tridimensional (3-TC) funciona,

precisamos entender como é que funciona todo esse esquema de não contratibilidade que está

relacionado ao T3. E certamente uma das coisas que podeŕıamos usar em favor desse entendimento

é o simples fato de que o número de curvas que compõem o grupo fundamental de T3 é igual

a três: afinal de contas, assim como ocorre no TC, a não contratibilidade destas curvas poderia

perfeitamente nos remeter a novos autoestados de vácuo que são independentes de (5.4).
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A

A
B

B

C

C

Figura 5.8: Da mesma maneira que um toro bidimensional pode ser constrúıdo colando as arestas opostas
de quadrado, é perfeitamente posśıvel conceber um toro tridimensional através de um procedimento análogo
de colagem. Apesar da impossibilidade prática de visualizar o resultado desta construção, basta tomarmos
um cubo tridimensional e colarmos as suas faces opostas [43]. Note que, aqui (e apenas aqui), as letras
presentes na figura não se referem a qualquer um dos operadores mencionados nestas notas: essas letras
servem apenas como ı́ndices que dão destaque às faces que, duas-a-duas, precisam ser coladas.

Só que, conforme bem enfatizamos nesta última afirmação, poderia. E a razão de termos dado

toda essa ênfase ao “futuro do pretérito” é bem simples: pois, como o transporte das excitações

do tipo m não mais corresponde ao vácuo quando feito ao longo de qualquer caminho fechado γ̄∗,

os elementos do grupo fundamental π1 (T3) não podem moderar qualquer autoestado de vácuo no

3-TC. Todavia, como estamos lidando com um toro que é tridimensional, ainda existe um aspecto

topológico que pode ser explorado para avaliar a degenerescência do estado fundamental deste

3-TC: esse aspecto é a ordem dos grupos de homologia H k (T3), uma vez que cada um deles mede

a quantidade de k-ciclos de T3 que não podem ser considerados como k-bordos, sendo 0 6 k 6 3

[62]. Afinal de contas, do mesmo jeito que é fácil demonstrar que existe n curvas fechadas não

contráteis dando estrutura ao grupo fundamental de um toro n-dimensional Tn, também não é

dif́ıcil ver que existe uma quantidade não nula de toros Tk não contráteis que estão mergulhados

em Tn e, portanto, que são tais que k 6 n.

Embora tudo isso pareça ter um aspecto bem diferente do que está envolto para com os toros

bidimensionais, se olharmos bem para as curvas fechadas não contráteis que podem ser definidas

sobre T2, toda essa “má impressão” começa a se desfazer rapidamente: pois, como todas essas cur-

vas têm condições periódicas de contorno, são elas quem devem ser vistas como os 1-ciclos que não

são bordos deste toro bidimensional e que, portanto, podem ser vistas como os toros unidimensio-

nais T1 que estão nele imersos. Desta maneira, podemos afirmar que todas essas “novas” superf́ıcies

Tk nada mais são do que meras generalizações dos caminhos γ̄ = T1 que estão contidas emM2 (ou

seja, elas são os k-ciclos que dissemos acima, os quais estão contidos em Tn e que não podem ser

vistos como k-bordos), dado que agora existe uma maior liberdade para defińı-las que sequer de-
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pende do fato de n ser um número maior que 2: basta ver que o próprio toro T2 também pode ser

visto, por exemplo, como uma superf́ıcie toroidal não contrátil que está mergulhada nele mesmo.

E é por efeito deste quadro que um segundo, um terceiro e um quarto autoestado de vácuo

finalmente já se tornam bastante evidentes no 3-TC:

�� ξ (1+d)
0

〉
= O x

Td
�� ξ (1)

0
〉

, (5.16)

onde d = 1,2,3 e

O x
Td =

∏

j⊥Td
σx

j (5.17)

é tal que cada operador σx
j age sobre a j-ésima aresta que é perpendicular à discretização de um toro

bidimensional Td que está contida em R3, discretização essa que ocorre pela fixação das faces que

são normais a uma única das três posśıveis direções d. É claro que, da mesma maneira que acontece

com (4.26), estes não são os únicos autoestados de vácuo adicionais que estão relacionados ao 3-

TC: como existem mais quatro combinações

O x
T1 ◦ O x

T2 , O x
T1 ◦ O x

T3 , O x
T2 ◦ O x

T3 e O x
T1 ◦ O x

T2 ◦ O x
T3 (5.18)

que podem ser feitas entre os operadores (5.17), também existem mais quatro novos autoestados

de vácuo surgindo delas, o que deixa muito bem claro que estamos diante de um modelo com um

estado fundamental que é octodegenerado. E, por se dizer, essa octodegenerescência vai em pleno

acordo com o fato do segundo grupo de homologia de um T3 com gênero unitário ser [28]

H 2 (T3) = Z ⊕ Z ⊕ Z .

Afinal de contas, como o primeiro H 1 (T3) e o segundo grupo de homologia de um toro tridi-

mensional são iguais, ao notarmos que o Teorema de Hurewicz nos mostra que H 1 (T3) pode ser

obtido através de uma Abelianização de um π1 (T3) [49] que é composto por oito elementos, pode-

mos tomar emprestada a visão que H 1 (T3) nos oferece para afirmar o seguinte: do mesmo jeito

que H 1 (T3) acaba servindo para identificar o número de geradores que levam às oito distintas

classes de homotopia de caminhos fechados que definem π1 (T3), podemos associar a contagem

que H 2 (T3) faz ao cômputo das oito distintas classes de homotopia de superf́ıcies fechadas que

acabaram se associando a esses oito autoestados de vácuo do 3-TC.
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85





Caṕıtulo 6

Noções gerais sobre os “Quantum Double Models”

6.1 Comentários iniciais

Diante de tudo o que foi apresentado até agora sobre o “Toric Code” (TC) e sobre algumas das

suas generalizações que foram expostas no caṕıtulo anterior, é ńıtido que ainda existe um leque

bem grande de possibilidades para que outras sejam constrúıdas. No entanto, se pensarmos apenas

naquelas que não dependem de qualquer tipo de extensão dimensional, uma das primeiras linhas

de generalizações que surge é aquela que se apoia na atribuição de um vetor

�� ϕj
〉
= a(ϕ)

0 | 0 〉 + . . . + a(ϕ)
n−1 | n − 1 〉 , (6.1)

que é um pouco mais geral, às arestas de R2. Ou seja, um vetor que nada mais é do que um

elemento de um espaço de Hilbert Hn que possui n dimensões, cuja base é dada pelo conjunto

B j =
{ | g 〉 : g ∈ G1

}
que contém todos os vetores que são indexados pelos elementos de um grupo

G1 que não é necessariamente Abeliano.

É claro que outras linhas de generalizações também surgem de uma maneira que é tão natural

quanto essa. Todavia, dar vazão a uma primeira generalização que se vale de um vetor (6.1) e de

uma R2 tal que

dim Sp = dim Sv = 4 (6.2)

é tão mais simples, que um dos modelos que podem ser criados desta maneira já é muito bem

conhecido: trata-se do “Quantum Double Model” (QDM) [4, 63], cujo nome segue por efeito deste

modelo se apoiar sobre a chamada álgebra do “Quantum Double” de V. G. Drinfeld [64].
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6.1.1 Caracteŕısticas gerais

Independente de qualquer coisa mais espećıfica que podemos falar sobre os QDMs, algo que já

fica bem claro da associação de (6.1) a cada aresta de R2 é que, como este elemento não pertence

necessariamente a um espaço de Hilbert bidimensional, os operadores de um sistema assim conce-

bido não podem ser expressos necessariamente como produtórios de (4.5). E este é exatamente o

caso do operador Hamiltoniano

HG1 = −
∑

v

A(G1)
v −

∑

p

B(G1)
p (6.3)

que, apesar de se apresentar com a mesma “roupagem” do Hamiltoniano relacionado ao TC, pre-

cisa ser composto por operadores de vértice A(G1)
v e de face B(G1)

p que são um pouco mais gerais

que (4.4). Contudo, antes de fazermos uma apresentação mais expĺıcita sobre as suas expressões

(e, até mesmo, para que todas elas façam sentido), é imprescind́ıvel atentar a uma caracteŕıstica

importante destes modelos, a qual, inclusive, já chegou a ser mencionada bem no ińıcio destas

notas: os QDMs são bons exemplos de teorias de calibre discretas.

Sobre a definição dos operadores

Conforme já ficou muito claro do segundo caṕıtulo, a definição de uma teoria de calibre (seja

ela cont́ınua ou discreta) se fundamenta sobre, pelo menos, duas coisas:

(i) o sistema f́ısico que ela representa está definido apenas sobre uma subvariedadeMn−m ⊂ Mn

e, exatamente por isso, pode ser parametrizado apenas em termos de um subconjunto que

contém elementos que o descreve intrinsicamente; e

(ii) sejam quais forem as escolhas (que são infinitas) que tomemos para os parâmetros extŕınsecos

aMn−m, eles não destroem a covariância das equações de movimento [17].

No entanto, quando lidamos com uma teoria de calibre considerada discreta, existe uma coisa “a

mais” que caracteriza essa teoria: quando o sistema se encontra num estado f́ısico qualquer, a

holonomia de cada uma das faces de Rn, neste estado, deve ser preservada [19].

Embora tudo isso talvez tenha passado desapercebido nos dois últimos caṕıtulos, tanto o TC

como um 3-DC são bons exemplos de teorias de calibre discretas. Afinal de contas, basta ver que,

apesar dos seus operadores de aresta Av sempre trocarem todos os elementos (4.1) associados a
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um Sv por outros, que são complementares segundo a álgebra de Z2, essa troca sempre é feita

sem nunca alterar os autovalores de Bp. Desta maneira, como os elementos do grupo de calibre

G1 podem ser interpretados, em verdade, como os parâmetros intŕınsecos que são necessários para

descrever o sistema sobre uma rede R2 [19], se torna completamente viável interpretar Av como

um operador que realiza as transformações locais de calibre sobre o sistema, ao mesmo tempo que

Bp deve ser interpretado como o medidor da holonomia de cada uma das faces que compõem R2

[4].

Diante dessa conclusão, para que um QDM possa ser realmente interpretado como uma ge-

neralização do TC, é imprescind́ıvel que os seus operadores de vértice e de face apresentem essas

mesmas propriedades: ou seja, o operador A(G1)
v precisa realizar transformações locais de calibre,

enquanto B(G1)
p precisa medir as holonomias do sistema. E, de acordo com a concepção que foi

dada por Kitaev para o operador de aresta

A(G1)
v =

∏

j∈Sv

*.
,

1
| G1 |

∑

g∈G1

L(g)
j

+/
-

(6.4)

de um QDM [4], este operador cumpre perfeitamente tal propósito, já que ele se vale de uma

superposição de operadores lineares L(g)
j : HNa → HNa que trocam o elemento �� hj

〉
, que está

originalmente associado à j-ésima aresta de R2, por um outro1

• �� ghj
〉

, se a orientação que é atribúıda a essa aresta apontar “para fora” do v-ésimo vértice,

ou

• �� hjg
−1 〉

, numa situação contrária a essa,

de modo a preservar as holonomias do sistema. Note que, nessa definição do operador L(g)
j , a

noção de uma rede orientada se faz presente, assim como deve ser para qualquer modelo que se

proponha a ser “de calibre discreto”.

Por se dizer, embora a definição desse último operador pareça distoar daquela que está relaci-

onada ao operador de vértice (4.4), devemos notar que essa sensação de distoamento não passa

de uma falsa impressão. Pois, uma vez que { | 0 〉 , | 1 〉 } é a base escolhida para descrever os

1Para efeitos práticos, estamos utilizando uma notação simplificada que deve ser traduzida como

gh = µ
(
g,h

)
,

onde µ : G1 × G1 → G1 é a aplicação que dá uma estrutura de grupo ao conjunto G1 cuja cardinalidade é | G1 |. Para
maiores detalhes sobre isso, vide o Apêndice B.
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campos discretos que estão associados às arestas no TC, é da expressão (4.8) que fica bem clara a

identificação

L(g)
j = σx

j (6.5)

quando tomamos um G1 = Z2, desde que, é claro, g seja um elemento distinto da identidade.

Entretanto, é exatamente por causa desta mesma identificação que também fica bastante clara

a existência de uma diferença, bastante sutil, entre os operadores (4.4) e (6.4) que merece ser

discutida: a diferença é que o último deles conta com uma componente L(e)
j a mais, que nada mais

é do que um operador identidade 1j. E, para entendermos o porquê disso acontecer, podemos nos

valer deste mesmo caso que já está relacionado a G1 = Z2, dado que ele nos permite escrever

A(Z2)
v =

1
2

( 1v + Av ) . (6.6)

Afinal, apesar de, num primeiro momento, este resultado eventualmente dar a entender que o

TC não pode ser identificado como um QDM que adota G1 = Z2, toda esta falsa impressão pode

começar a ser desconstrúıda desde que notemos que, salvo a presença do fator 1/2 encabeçando

(6.6), esse operador A(Z2)
v não é nada estranho ao TC: basta ver, por exemplo, que é exatamente

ele quem já aparece na expressão do autoestado de vácuo (4.13).

Em linhas gerais, e como provavelmente já deve ter ficado claro das explicações dadas no

Caṕıtulo 4, esse autoestado (4.13) fora constrúıdo propositalmente como tal pela simples con-

sequência do operador 1v+ Av “trabalhar”, de alguma maneira, como um projetor. Logo, como essa

mesma observação projetiva também se estende naturalmente a 1p + Bp
2, se torna perfeitamente

posśıvel lidar com um Hamiltoniano

H ′ = − 1
2

( 1v + Av ) − 1
2

(
1p + Bp

)
(6.7)

alternativo para o TC, haja vista que, em relação ao operador Hamiltoniano (4.3) original, ele

apenas altera a diferença entre os ńıveis de energia do sistema.

Todavia, para que essa falsa impressão se desfaça de uma vez por todas, ainda precisamos olhar

para o operador de face que figura em (6.3), cuja definição se faz por meio de uma superposição

2Apesar de não ser posśıvel utilizar este último operador para definir qualquer estado de vácuo análogo a (4.13), por
exemplo.
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[5]

B(G1)
p =

∑

?

*.
,

∏

j∈Sp

T (gj)
j

+/
-

, (6.8)

que é um pouco diferente da anterior. Pois, embora ela seja definida por meio de operadores

T (gj)
j : HNa

n → HNa
n que também devem ser lineares, e embora ela também troque o elemento �� hj

〉

originalmente associado à j-ésima aresta de R2 por um outro

• δ
(
gj,hj

) �� hj
〉
, se a orientação dessa aresta coincidir com a deM2, ou

• δ
(
g−1

j ,hj
) �� hj

〉
, caso contrário,

ela se apoia sobre um somatório que, apesar de também se envolver exclusivamente com os ele-

mentos de G1, foi propositalmente indexado com “?” por se restringir apenas aos elementos de

um


gj ∈ G1 :

∏

j∈Sp

gj = Up




. (6.9)

Ou seja, temos um operador que, conforme já dissemos anteriormente, mede a holonomia que está

associada à p-ésima face [65]. E, desta maneira, como a definição dos operadores T (gj)
j já deixa

muito bem claro que, para o grupo G1 = Z2, temos

T (e)
j = 1j e T (g)

j = σz
j , (6.10)

onde g é, mais uma vez, qualquer elemento de G1 distinto da identidade, é imediato perceber

que o prinćıpio da correspondência é realmente respeitado por um QDM em relação ao TC: afinal

de contas, a menos de um fator 1/2, o operador B(Z2)
p também se reduz ao operador de face que

aparece em (6.7).

6.2 Um exemplo Abeliano

Diante de tudo isso, já que conhecemos qual é a expressão do operador Hamiltoniano (6.3)

de um QDM arbitrário, é interessante apresentarmos ao menos um desses modelos para que fique

claro quais são as suas principais propriedades. E, diante dos interesses declaradamente Abelianos

destas notas, tomaremos um QDM que se apoia sobre um G1 = Zn como exemplo, sendo n um

número inteiro qualquer.
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|ϕ1〉

|ϕ2〉
|ϕ3〉

|ϕ4〉

|ϕ5〉

|ϕ6〉

|ϕ7〉

|ϕ8〉

Figura 6.1: Recorte da rede quadrada e orientada que dá suporte ao QDM, onde os setores vermelho e azul
estão associados às mesmas regiões que definem um vértice e uma face do TC, enquanto o setor amarelo se
refere à menor região (śıtio) ao qual podemos associar um par s =

(
v,p

)
.

6.2.1 Propriedades gerais

E a primeira coisa que deve ficar clara sobre este modelo é que, de acordo com tudo o que já

dissemos na última Seção, todos os campos de calibre que foram distribúıdos entre as arestas de

R2 devem se submeter às transformações que são efetuadas por A(Zn)
v . E, tendo ciência disso, ao

lembrarmos que esse operador deve ser interpretado como a generalização do mesmo (6.6) que

já está relacionado ao TC, fica bem claro que a melhor maneira de expressá-lo é através de uma

superposição

A(Zn)
v =

1
n

∑

g∈Zn

A(g)
v ,

cujas componentes são, no caso da rede quadrada R2 que consta na Figura 6.1, dadas por

A(g)
v =

(
X†1

)g ◦ (
X†2

)g ◦ (
X3

)g ◦ (
X4

)g .

Aqui

X =
∑

h∈Zn

�� ( h + 1 ) mod n
〉 〈 h | , (6.11)
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nada mais é do que a generalização do operador σx ao grupo Zn. Aliás, analogamente a tudo isso,

a expressão do operador de face desse mesmo modelo pode ser expressa como

B(Zn)
p =

∑

g∈Zn

B(g)
p ,

cujas componentes

B(g)
p =

(
Z†5

)g ◦ (
Z6

)g ◦ (
Z7

)g ◦ (
Z†8

)g

também se valem de uma generalização do operador σz , que é dada por

Z =
∑

h∈Zn

ωh | h 〉 〈 h | , (6.12)

onde ω = e
2πi

n é o gerador do grupo Zn
3.

6.2.2 Excitações elementares

Já a segunda coisa que deve ficar clara aqui é que, diante das expressões (6.11) e (6.12),

precisamos ter em mente que

Z X = ωX Z . (6.13)

E, por mais simples que esta relação possa parecer, é a partir dela que podemos analisar aspectos

bem importantes desse QDM. E o primeiro deles é, por exemplo, aquele que surge como uma

simples consequência das propriedades de comutação entre as componentes A(g)
v e B(g)

p : afinal de

contas, como essas componentes são tais que [5]

A(g)
v A(g′)

v = A(gg′)
v ,

(
A(g)

v
)†
= A(g−1)

v , B(h)
p B(h′)

p = δh,h′B
(h)
p ,

(
B(h)

p
)†
= B(h)

p e A(g)
v B(h)

p = B(ghg−1)
p A(g)

v , (6.14)

elas deixam claro que
[

A(Zn)
v , B(Zn)

p

]
= 0 , (6.15)

o que só vem a comprovar que esse QDM é, de fato, um modelo solúvel. Por se dizer, devido não

apenas a todas as propriedades projetivas que são inerentes aos operadores A(Zn)
v e B(Zn)

p , mas ao

3Para maiores detalhes sobre isso, vide o Apêndice B.
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simples fato de que autoestado de vácuo | ξ0 〉 deste QDM precisa satisfazer a

A(Zn)
v

�� ξ0
〉
= �� ξ0

〉
e B(Zn)

p
�� ξ0

〉
= �� ξ0

〉
, (6.16)

também acaba ficando bem claro que, no caso de R2 ser uma rede capaz de discretizar um plano

infinito (ou qualquer outra subvariedade com gênero nulo), o estado de vácuo deste modelo será

único e dado por

�� ξ (1)
0

〉
=

∏

v

A(Zn)
v | 0 〉 ⊗ . . . ⊗ | 0 〉︸                     ︷︷                     ︸

Na vezes

, (6.17)

onde Na é o número de arestas que compõem R2.

Já o segundo aspecto importante que segue de (6.13) é que, devido à sua generalização

ZgXh = ω(gh) mod n XhZg (6.18)

certamente figurar no desenvolvimento das relações que avaliam os posśıveis estados de “não

vácuo” deste QDM, a quantidade de quasipart́ıculas que podem ser criadas sobre um autoestado de

vácuo é igual a n2: pois,

(i) como cada um dos operadores
(

Zj
)g e

(
Xk

)g consegue criar n - 1 generalizações para as

respectivas quasipart́ıculas do tipo e e m,

(ii) enquanto um operador composto
(

Xj
)g ◦ (

Zj
)h é capaz de criar (n - 1)2 novos tipos de

“dyons” ε num śıtio s arbitrário4,

a soma de todas essas possibilidades traz

( n - 1 )2 + 2 ( n - 1 ) + 1 = [ ( n - 1 ) + 1 ]2 = n2 , (6.19)

uma vez que a ausência de qualquer uma dessas quasipart́ıculas sobre a rede também pode ser

vista, e portanto computada, como uma quasipart́ıcula de vácuo.

Transporte, regras de fusão e descrição estat́ıstica

Diga-se de passagem, é justamente por causa dessa generalização (6.18) que todas as regras

de fusão que estão relacionadas para com as quasipart́ıculas que surgem da ação dos operadores
4Vide a Figura 6.1 para maiores detalhes sobre a definição deste conceito.
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apontados nestes itens (i) e (ii), as quais serão aqui denotadas como eg , mh e ε(g,h) 5, são dadas

por

eg × eh = e(g+h) mod n , mg × mh = m(g+h) mod n e eg × mh = ε(g,h) . (6.20)

No entanto, é aqui que cabe uma pequena ressalva sobre essas quasipart́ıculas, mais especifica-

mente sobre as suas concepções. Afinal, ao contrário do que acontece no TC, os pares de quasi-

part́ıculas aqui concebidos não comportam necessariamente aquelas que são tidas como as suas

próprias anti-quasipart́ıculas, uma vez que

• os pares criados pelos operadores
(

Zj
)g são compostos por quasipart́ıculas eg e e−g que

são complementares segundo a álgebra de Zn, as quais são alocadas sobre os vértices que

extremizam a j-ésima aresta,

• enquanto
(

Xj
)h também produz um par com quasipart́ıculas complementares mg e m−g , e

as aloca sobre os centróides das faces que partilham a j-ésima aresta.

Neste nosso caso abeliano, os únicos operadores que,por exemplo, são capazes de conceber pares

com quasipart́ıculas que se comportam como as suas próprias anti-quasipart́ıculas são

(
Zj

) (n/2) mod n ,
(

Xj
) (n/2) mod n e , portanto ,

(
Xj

) (n/2) mod n ◦ (
Zj

) (n/2) mod n ;

mas isso só ocorre nas situações onde n é um número natural par, haja vista que, pelas mesmas

regras de fusão (6.20), temos

e(n/2) mod n × e(n/2) mod n = m(n/2) mod n × m(n/2) mod n = 1 .

É claro que é muito importante observar que todas essas quasipart́ıculas podem ser perfeita-

mente transportadas ao longo de R2, desde que isso seja feito, por exemplo, pela ação do mesmo

operador que criou um par de quasipart́ıculas ao longo de um caminho cont́ınuo de arestas. No

entanto, antes de terminarmos este caṕıtulo, é interessante destacar algo que é um pouco mais

importante: é interessante destacar aquilo que faz do QDM um modelo um pouco melhore que o

TC quando o objetivo é usá-lo para fins computacionais.

5Ou seja, as quasipart́ıculas que são conceb́ıveis pelos respectivos operadores
(

Zj
)g ,

(
Xj

)h e
(

Xj
)g ◦ (

Zj
)h .
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6.3 Um exemplo não Abeliano

Apesar de já ter ficado subentendido ao leitor que este algo que é “um pouco mais impor-

tante” deve decorrer do fato das quasipart́ıculas de um QDM apresentar uma estat́ıstica que, por

exemplo, pode ser distinta da que está relacionada aos “dyons” do TC, para ilustrarmos ainda mais

toda a generalidade que está por trás de um QDM, finalizaremos este caṕıtulo apresentando um

outro dos seus exemplos mais simples: um QDM que se apoia sobre o grupo

S3 =
〈

a , b : a3 = b2 = e , bab = a2
〉

, (6.21)

cujos elementos descrevem todas as posśıveis permutações que podem ser feitas entre três obje-

tos. Ou seja, um grupo não Abeliano, onde o seu gerador a deve ser pensado como uma espécie

de “agente” que, sozinho, é capaz de realizar permutações ćıclicas entre três objetos numa certa

“direção preferencial”, enquanto o seu outro gerador b deve ser interpretado como aquele que

apenas troca dois desses objetos de lugar.

6.3.1 Principais propriedades

E a primeira coisa que precisamos destacar aqui diz respeito aos operadores de vértice e de face

que, de acordo com as expressões mais gerais (6.4) e (6.8), são dados por

A(S3)
v =

1
6

∑

g∈S3

A(g)
v e B(S3)

p = B(e)
p , (6.22)

haja vista que a definição de vácuo de um QDM se apoia sobre o fato das holonomias, que estão

relacionadas às faces de R2, serem todas iguais à identidade e. É claro que comentários adicionais

sobre o autoestado de vácuo | ξ0 〉 desse QDM não Abeliano também cabem: e, já que este | ξ0 〉
também precisa satisfazer aos v́ınculos

A(S3)
v

�� ξ0
〉
= �� ξ0

〉
e B(S3)

p
�� ξ0

〉
= �� ξ0

〉
(6.23)
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que são análogos a (6.16), um desses comentários é que, quando consideramos exatamente a

mesma R2 que já está a mostra na Figura 6.1, esse autoestado também será único e dado por

�� ξ (1)
0

〉
=

∏

v

A(S3)
v | 0 〉 ⊗ . . . ⊗ | 0 〉︸                     ︷︷                     ︸

Na vezes

.

Todavia, devido as propriedades projetivas que estão associadas não apenas aos operadores (6.22),

mas a todos os operadores de vértice (6.4) e de face (6.8) que podem definir um QDM, o melhor

comentário que devemos fazer aqui é: todas essas propriedades projetivas decorrem do simples

fato de que todos esses operadores são apenas dois dos elementos que figuram nos dois conjuntos

Av =
{

A(G1)
v,1 , . . . , A(G1)

v,R

}
e Bv =

{
B(G1)

v,1 , . . . , B(G1)
p,R

}
(6.24)

de projetores, cuja cardinalidade R corresponde ao número de representações irredut́ıveis de G1.

Sobre as excitações elementares

E a grande vantagem de sermos cientes sobre a existência desses dois conjuntos de projetores

Av e Bp é que, como eles são compostos por outros operadores que também atuam sobre os vértices

e sobre as faces de R2, todas as relações projetivas

A(G1)
v,J ◦ A(G1)

v,K = δ (J,K ) A(G1)
v,K e B(G1)

p,J ◦ B(G1)
p,K = δ (J,K ) B(G1)

p,K (6.25)

e de fechamento
R∑

J=1

A(G1)
v,J = 1v e

R∑

J=1

B(G1)
p,J = 1p (6.26)

permitem caracterizar, de forma mais consistente, todas as excitações de vértice e de face relacio-

nadas a qualquer QDM, as quais são produzidas pelos operadores W (J,K )
s . Afinal, como todos esses

operadores devem ser tais que

A(G1)
v,J ◦ W (J,K )

s = W (J,K )
s ◦ A(G1)

v,1 e B(G1)
p,K ◦ W (J,K )

s = W (J,K )
s ◦ B(G1)

p,1 , (6.27)

e como todas essas propriedades indicam que, para um estado

�� ξ
〉
= W (J,K )

s
�� ξ (1)

0
〉

,
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vale

A(G1)
v,J

�� ξ
〉
= �� ξ

〉
e B(G1)

p,K
�� ξ

〉
= �� ξ

〉
, (6.28)

fica muito claro que, ao associarmos a ausência de qualquer quasipart́ıcula à presença de uma

quasipart́ıcula de vácuo indexável por (1,1), existirão R2 possibilidades para a definição das qua-

sipart́ıculas vistas como “elementares” dentro de qualquer QDM, haja vista que cada uma delas

ocupará um estado bem espećıfico, que será rotulado pelo par ordenado (J,K ). Por se dizer, esse

resultado é perfeitamente compat́ıvel com aquele que, por exemplo, já fora obtido, por outros

meios, em (6.19), uma vez que (i) o número de representações irredut́ıveis do grupo Zn é igual

a sua ordem e (ii) essa rotulação justifica, por exemplo, o porquê das quasipart́ıculas ε(g,h) serem

indexadas como tal.

Regras de fusão não Abelianas

Diante de tudo isso, certamente a coisa mais importante que precisamos mencionar agora,

até mesmo para justificar como funciona toda essa associação dos elementos de Av e Bp às re-

presentações irredut́ıveis de G1 (e consequentemente obtermos todas as expressões que, por exem-

plo, definem os operadores desse nosso QDM que se vale de S3) é que eles são dados por [66]

A(G1)
v,J =

dJ

| G1 |
∑

g∈G1

χJ
(
g−1) A(g)

v e B(G1)
p,K =

∑

g∈CK

B(g)
p . (6.29)

Aqui, além de

A(g)
v =

∏

j∈Sv

L(g)
j e B(g)

p =
∑

∗

*.
,

∏

j∈Sp

T (gj)
j

+/
-

, (6.30)

também temos que dJ é a dimensão da J-ésima representação irredut́ıvel ρJ : G1 → GLn (C),

enquanto χJ (g) = tr [ρJ (g)] é o seu caractere, e CK é a K-ésima classe de conjugação do grupo

G1 sob consideração.

Aliás, por efeito de todas essas expressões, uma das primeiras coisas que ficam bem claras é que,

como os coeficientes dJ χJ (g) em (6.4) e (6.8) são todos iguais a 1, todos operadores de vértice e

de face que compõem o Hamiltoniano (6.3) são expressos em termos da representação trivial ρ1.

E, nestes termos, quando analisamos a situação deste QDM que se vale de um G1 = S3 que possui

apenas três representações irredut́ıveis [116], também fica claro que os operadores que completam
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Av junto com o operador de vértice (6.22) são dados por

A(S3)
v,2 =

1
6

[
A(e)

v + A(a)
v + A(a2)

v − A(b)
v − A(ba)

v − A(ba2)
v

]
e

A(S3)
v,3 =

1
6

[
2A(e)

v − A(a)
v − A(a2)

v

]
. (6.31)

Como bem dissemos anteriormente, a grande consequência que segue, de toda essa ortogonali-

dade que está embutida no conjunto de operadores

A
(S3)
v =

{
A(S3)

v,1 , A(S3)
v,2 , A(S3)

v,3

}
,

é que, a partir das suas expressões, já podemos reconhecer, por exemplo, quais são as quasi-

part́ıculas Q(J,1) que estão associadas aos autoestados indexáveis por (J,1). E, no caso, esse re-

conhecimento segue por efeito dos operadores W (J,1)
s que as criam (em pares) serem tais que

A(S3)
v,J ◦ W (J,1)

s = W (J,1)
s ◦ A(S3)

v,1 .

Desta maneira, como os operadores de criação que atendem essa regra de comutação são dados

especificamente por [66]

W (J,1)
s =

∑

g∈G1

χJ (g) T (g)
j ,

é muito fácil ver, das regras de fusão

Q(1,1) × Q(1,1) = Q(2,1) × Q(2,1) = Q(1,1) ,

Q(1,1) × Q(2,1) = Q(2,1) × Q(1,1) = Q(2,1) ,

Q(1,1) × Q(3,1) = Q(3,1) × Q(1,1) = Q(3,1) ,

Q(2,1) × Q(3,1) = Q(3,1) × Q(2,1) = Q(3,1) e

Q(3,1) × Q(3,1) = Q(1,1) + Q(2,1) + Q(3,1)

(6.32)

às quais eles levam, que toda a não Abelianicidade que está relacionada ao modelo se estende

para além do contexto exclusivo do grupo S3: ela também bem caracteriza o comportamento dos

“anyons” Q(3,1).
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Caṕıtulo 7

Segundas generalizações

7.1 Comentários iniciais

Por efeito de todo o poderio que a junção dos diagramas Heegaard com os de Kuperberg

nos oferece quando precisamos representar sistemas f́ısicos discretos1, convém fazer uma pe-

quena “pausa” antes de fazermos qualquer comentário mais espećıfico sobre os “Quantum Dou-

ble Models” (QDM) aos quais serão acrescidos dos novos elementos que chamaremos de campos

de matéria. E a razão desta pequena “pausa” é bem simples: afinal, além do próximo caṕıtulo

(que será voltado justamente para toda essa causa da inserção de matéria a um QDM) já ser bas-

tante longo, é justamente sobre a lógica da junção de tais diagramas que se assentam alguns dos

principais resultados que levam à definição desses novos modelos com matéria.

Em verdade, tudo o que apresentaremos ao longo da primeira metade deste caṕıtulo nada

mais é do que um breve resumo do que consta num dos trabalhos que foram publicados por M.

J. B. Ferreira, P. Padmanabhan e P. Teotonio Sobrinho [67], onde um QDM foi bem entendido

em termos da discretização cúbica de uma variedade M2 × [ 0,1 ] tridimensional sem fronteira:

ou seja, numa situação bastante particular onde um sistema, que é desprovido de matéria e que

está disposto sobre a rede quadrada R2 que discretizaM2, evolui ao longo de um intervalo [ 0,1 ]

temporal. E, no caso dessa evolução, ela se dá segundo a matriz de transferência [69]

U = exp ( −Hδt ) , (7.1)

onde H : HNa
n → H

Na
n é o operador Hamiltoniano que está relacionado apenas ao sistema bidi-

1Conforme ficou claro do Caṕıtulo 3 e das considerações que se envolvem para com ele, as quais foram expostas nos
dois primeiros apêndices que compõem estas notas.

101
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Z = = U =

Figura 7.1: À esquerda, temos uma colagem realizada tomando a situação particular δt = [ 0,1 ] , que já
permite interpretar Z como o traço da matriz de transferência U que está representada à direita. No caso,
cada uma das flechas que entram ou saem das extremidades de U deve ser associada ao vetor que indexa
uma das arestas que compõem a discretização deM.

mensional, cujo espaço de Hilbert Hn pode ser visto como o mesmo que comporta os elementos

(6.1), enquanto δt é um subintervalo [ 0,1/N ] que se vale de um número natural não nulo N.

Nestes termos, como essa discretização tridimensional de M2 × [ 0,1 ] respauda a descrição de

um sistema f́ısico sobre M2, uma vez que as triangulações que conectam M2 |t=0 = M2 × {0} à

M2 |t=1 = M2 × {1} mostram que estas duas variedades são topologicamente equivalentes [70], a

função de partição que descreve o sistema poderá ser escrita como

Z = tr
(

U N )
, (7.2)

haja vista a sua realização em termos de uma colagem, tal como consta na Figura 7.1.

7.1.1 A obtenção dos operadores

De acordo com todos os comentários que foram feitos ao fim do Caṕıtulo 3, discretizar M2 ×
[ 0,1 ] em termos cúbicos através de n(T)

A arestas, por exemplo, nos remete a uma diagramatização

Figura 7.2: À esquerda, temos uma representação “via Heegaard” das faces relacionadas à discretização
cúbica acima mencionada enquanto, à direita, segue a descrição do que, a priori, pode ser interpretado
como a face dual nos mesmos moldes.
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Figura 7.3: À esquerda temos uma única estrutura básica, associada ao que definirá um dos
“handlebodies” que estão envolvidos no processo de discretização de M2 × [ 0,1 ]; no caso, o objetivo
dos eixos que constam ao lado dessa estrutura é, tão somente, indicar que a discretização relacionada ao
plano xy se refere à da variedade M2, enquanto a do eixo t faz menção a discretização de [ 0,1 ]. Já a
figura que consta à direita corresponde à interpretação dessa mesma estrutura como sendo parte da matriz
de transferência U: ou seja, toda a evolução deste sistema discretizado deve ser interpretada pela colagem
de estruturas similares a esta segundo a lógica já exposta na Figura 7.1, guiada pela colagem de pontos azuis
aos vermelhos.

de Heegaard que pode ser resumida segundo os diagramas da Figura 7.2, os quais estão direta-

mente relacionados a cada uma das faces e arestas que compõem essa rede cúbica. Entretanto,

de acordo com essa mesma figura, é posśıvel perceber que existe uma “sutil” diferença entre esses

novos diagramas e aqueles que constam na Figura 3.8; afinal, ao contrário do que acontece com os

anteriores, esses novos diagramas apresentam alguns “orif́ıcios” em suas curvas.

Desta maneira, a pergunta mais natural que surge é: o que quer dizer a presença desses

“orif́ıcios”? E a resposta dessa pergunta é: a presença desses “orif́ıcios” foi a maneira que encon-

tramos para dizer que outros elementos z e z∗ (que pertencem aos centros das respectivas álgebra

(V ; µ,η) e coálgebra (V ;∆, ε) que estão aqui relacionadas) podem compor cada um dos pesos es-

tat́ısticos M (k) e ∆(j) . Assim, olhando para a diagramatização que já foi apresentada na Figura

3.8, passa a ser muito fácil perceber que ela nada mais é do que um caso particular desta nova da

Figura 7.2, dado que todos os pesos estat́ısticos que foram mencionados anteriormente se valem da

identificação de z e z∗ como elementos identidades.

Aliás, diante deste quadro, diante de toda esta possibilidade, somos automaticamente leva-

dos aos diagramas de Kuperberg que estão dispostos nas Figuras 7.4 e 7.5 e, portanto, às suas

realizações algébricas como [67, 68]

M (k) ( z , φ1 , φ2 , φ3 , φ4 ) = tr ( z, φ1 , φ2 , φ3 , φ4 ) e

∆(j)
(

z∗ , φ1 , φ2 , φ3 , φ4 )
= cotr

(
z∗ , φ1 , φ2 , φ3 , φ4 )

.



104 CAPÍTULO 7. SEGUNDAS GENERALIZAÇÕES

M (k)

z

≡

µ

µ

µ

µ

µ

z

Figura 7.4: Peso M (k) atribúıdo a k-ésima aresta da discretização, associado ao diagrama de Heegaard
exposto à direita na Figura 7.2. Note que, nesta diagramatização “via Kuperberg”, um elemento z do centro
da álgebra (V ; µ,η) se faz presente.

∆(j)

z∗

≡
∆

∆

∆

∆

∆

z∗

Figura 7.5: Peso ∆(v) atribúıdo a j-ésima face da rede cúbica, associado ao diagrama de Heegaard presente
à esquerda na Figura 7.2. Analogamente a figura anterior, também vale notar que temos um elemento z∗ do
centro da álgebra

(
V ∗;∆, ε

)
nesta diagramatização.

E a grande consequência que surge disso tudo é que, ao tomarmos uma discretização cúbica e a

considerarmos como o “esqueleto” de um “handlebody” E, tal como bem ilustra a Figura 7.3, onde

consta uma única célula da superf́ıcie ∂E que contém os diagramas de Heegaard, teremos

Z =
∑

{
φjn

}

∏

j,c

∆(j)
(

z∗M , z∗t , φj1 , φj2 , φj4 , φj4
) · Sja

cb

· M (c) ( zM , zt , φc1 , φc2 , φc3 , φc4

) · δ ( ~vja ∧ ~vcb , 1
)

,

como a função de partição deste sistema discreto, sendo zM e z∗M os respectivos elementos dos

centros das álgebra e coálgebra que estão relacionados à discretização de M2, enquanto zt e z∗t

cumprem o mesmo papel junto à discretização de [ 0,1 ].

Sobre as regras de comutação

Uma das grandes virtudes da diagramatização de Heegaard, quando ela é empregada para

representar a discretização deM2×[ 0,1 ], é que é através dela que podemos realizar os operadores

de vértice Av, de face Bp e os novos de aresta Cj em termos dos diagramas que compõem a Figura
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∆(v)

µ

µ

S

µ

S µ

z∗

M (p)

∆

∆

S

∆

S ∆

z

M (p) S ∆(v)

Figura 7.6: Diagramas de Kuperberg que representam consecutivamente os operadores de aresta Av, de face
Bp e de aresta Cj, os quais estão relacionados aos operadores que levam o mesmo nome e que compõem o
operador Hamiltoniano.

7.6. Por se dizer, é exatamente por causa dos diagramas que estão expostos na Figura 7.3 e 7.6

que é bem fácil perceber que os operadores Av, Bp e Cj, que estão explicitamente associados a esses

diagramas, satisfazem a

[
Av1 , Av2

]
=

[
Bp1

, Bp2

]
=

[
Cj1 , Cj2

]
= 0 ,

uma vez que eles atuam em setores disjuntos. Mas o aspecto mais interessante que segue destas

expressões não se restringe apenas a essas regras de comutação em espećıfico: o aspecto mais

interessante é que, como todos esses operadores Av, Bp e Cj comutam uns com os outros [67],

a partir das expressões (7.1) e (7.2) podemos exprimir a matriz de transferência aqui associada

através de

U =
∏

v

Av

∏

p

Bp

∏

j

Cj (7.3)

e, portanto, conceber o operador Hamiltoniano deste modelo como

H = − *.
,

∑

v

ln Av +
∑

p

ln Bp +
∑

j

ln Cj
+/
-

, (7.4)

cuja expressão é análoga àquela, já relacionada aos “Quantum Double Models”. É claro que, se

compararmos as expressão desse Hamiltoniano para com (6.3), fica muito claro que existe uma

diferença entre eles, a qual se resume na presença de um somatório adicional em (7.4), que está

envolto para com os novos operadores de aresta Cj. No entanto, como um dos corolários que

seguem da Proposição 7 (que está presente no Apêndice B) nos diz que Cj é proporcional a uma
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aplicação identidade2, acaba ficando muito claro que a presença do último produtório em (7.3)

nada mais faz do que acrescer um mesmo valor constante a todas as autoenergias do Hamiltoniano

(7.4). Ou seja, como
∏

j

Cj =
(

dimHn
)n(T)

A · In(T)
A

,

o Hamiltoniano em questão pode ser reduzido a

H = −


∑

v

ln Av +
∑

p

ln Bp +
(

n(T)
A

ln n
)
· In(T)

A


, (7.5)

sendo n a dimensão do espaço de Hilbert Hn relacionado a uma única aresta da rede e In(T)
A

o

operador identidade que age sobre todas as arestas da rede que discretizaM2 × [ 0,1 ].

7.2 Introdução de campos de matéria

Diante de todos estes fatos, e principalmente diante da constatação que são as escolhas

zM =
1
n

[
2

(
1 − δp

)
η + δp λ

]
e zt = η , e

z∗M = ε e z∗t =
1
n

[ 2 (1 − δv) ε + δv Λ ] ,

que realmente nos remetem ao mesmo QDM que já foi apresentado no último caṕıtulo, desde que

expansões sejam realizadas sobre os logaritmos dos operadores que compõem os somatórios em

7.5 e [67]

• λ e Λ sejam as respectivas cointegral e a integral3 aqui relacionadas, enquanto

• δp e δv sejam variáveis que assumem valores no intervalo [ 0,1 ],

se torna bastante natural estender todas essas considerações “Heegaardianas”, que se mostraram

tão bem sucedidas, a modelos que são similares a este, mas que se valem da atribuição de novos

elementos aos vértices de uma rede, como é, por exemplo, o caso dos modelos que apresentaremos

no próximo caṕıtulo.
2Embora não estamos nos atendo aos pormenores das relações de comutatividade acima mencionadas (uma vez que,

além delas poderem ser bem entendidas a partir da própria Ref. [67], elas também seguem como uma mera consequência
de alguns diagramas bem enfadonhos que apresentaremos ao final deste caṕıtulo), é exatamente este o fato que garante,
por exemplo, toda a comutatividade desses operadores de aresta em relação aos demais operadores.

3Para a definição dos conceitos de cointegral e de integral que estão relacionados a uma álgebra e a uma coálgebra
respectivamente, vide o Apêndice B, especialmente as páginas 241 e 242.



7.2. INTRODUÇÃO DE CAMPOS DE MATÉRIA 107

Apesar, de como dissemos, o próximo caṕıtulo já ser dedicado exclusivamente à causa desses

novos modelos com matéria, é interessante aproveitarmos a “deixa” que é dada por toda essa

apresentação para munir o leitor com algumas informações fundamentais. Afinal de contas, além

disso ajudar o próximo caṕıtulo a ser bem menos longo do que ele já é, trazendo uma maior

consistência a tudo o que será nele apresentado, é aqui que surge uma ótima oportunidade para

apresentarmos (nesta segunda metade do presente caṕıtulo) algumas observações que foram feitas

por M. F. Araujo de Resende, J. Lorca Espiro e P. Teotonio Sobrinho [29] dentro deste mesmo

contexto de matéria. E, se notarmos que a definição desses novos modelos se vale da acresção de

novos vetores

| χv 〉 = a(χ)
0 | 0 〉 + . . . + a(χ)

m−1 | m − 1 〉 (7.6)

aos vértices das redes que abrigam o QDM, a primeira coisa que precisamos fazer aqui, para enten-

dermos todas essas observações, é notarmos que é bastante natural interpretar o espaço de Hilbert

Hm ao qual esses vetores pertencem como um módulo4: pois, como cada campo de calibre �� ϕj
〉

de

um modelo assim constrúıdo deve ser capaz de agir sobre um de matéria �� χα
〉
, quando lembra-

mos que esses campos de calibre são moderados por elementos de um grupo G1, uma das melhores

maneiras que existe para modelar toda essa interação entre campos é através de uma ação5

( g , α ) 7→ β = θ ( g , α ) ; (7.7)

ou seja, através de uma aplicação que se identifica como uma permutação entre os elementos de

Bv =
{ | α 〉 : α ∈ G2

}
e que satisfaz a

α = θ ( e , α ) , θ † ( g , α ) = θ
(
g−1 , α

)
e θ ( g2 , θ ( g1 , α ) ) = θ ( g1g2 , α ) .

Nestes termos, fica bem claro que, num primeiro momento, G2 deve ser interpretado como um

conjunto de ı́ndices. Mais adiante (mais especificamente, nos dois próximos caṕıtulos) voltaremos

a este ponto para esclarecer o porquê de G2 precisar ser um grupo, o que, portanto, garante a

realização de Hm como um módulo.

4Vide novamente o Apêndice B para maiores detalhes sobre isso, em especial a Subseção B.1.2.
5Apesar da escolha desta ação eventualmente nos remeter a uma classe lateral à esquerda, convém ressaltar que

também é perfeitamente posśıvel trabalhar com as classes laterais à direita. Mais uma vez recomendamos a leitura do
Apêndice B para uma pequena revisão sobre todos estes conceitos.



108 CAPÍTULO 7. SEGUNDAS GENERALIZAÇÕES

Figura 7.7: Corte lateral da “amarração” via Heegaard que está relacionada à discretização cúbica de umaM
tridimensional sem fronteira, onde a rede que é composta pelos contornos pontilhados modelam a presença
de campos de matéria sobre os vértices da rede cúbica.

7.2.1 Um novo diagrama de Heegaard

E, de acordo com toda a lógica que nos levou a todos os diagramas de Heegaard que foram

apresentados até agora, uma coisa já está muito clara: todos eles nos permitem entender todo

o processo de discretização de uma variedade tridimensional em termos de uma estrutura “amar-

rada”, uma vez que cada um dos seus “amarramentos” (em termos de curvas azuis e vermelhas) nos

permite bem entender como se dá a colagem dos dois “handlebodies” que se envolvem para com

essa discretização. Nestes termos, algo que também fica muito claro é que, se quisermos estender

toda essa diagramatização para aquela que nos leva às expressões dos operadores de aresta Av, de

face Bp e de aresta Cj que descrevem esse novo sistema com matéria, certamente a melhor maneira

de fazermos isso é a completando com novas curvas que também sejam “amarradas”. Afinal de

contas, se esses novos elementos (que estão associados aos pontos dessa rede) devem ser capa-

zes de interagir uns com os outros, é essencial que este novo diagrama de Heegaard mostre uma

ligação entre eles. E como qualquer um desses pontos estão naturalmente “amarrados” por meio

das arestas que compõem tal rede, a melhor maneria de expressarmos este diagrama é através do

esquema que está presente na Figura 7.7, onde os seus contornos pontilhados cumprem um papel

análogo aos das curvas cont́ınuas: no caso, do mesmo modo que a curva cont́ınua (em vermelho)

numa aresta corresponde à existência de um campo de calibre, a superf́ıcie de contorno pontilhado,
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Figura 7.8: Da esquerda para a direita temos as representações “via Heegaard” das faces, das arestas e dos
vértices que compõem a discretização cúbica de uma variedadeM, onde consta um sistema com campos de
calibre e de matéria.

que está (também em vermelho) ao redor de um vértice, indica que um campo de matéria se faz

presente.

Sobre a definição dos operadores

Aliás, conforme é notável desta mesma Figura 7.7, toda a “amarração” que está relacionada

à presença dos campos de matéria se completa por efeito das curvas pontilhadas (em azul), que

conectam os vértices dessa rede tridimensional, “dois a dois”. Entretanto, ao contrário do caso

cont́ınuo, onde uma ant́ıpoda eventualmente se faz necessária para que toda uma “amarração” o-

corra, a priori não faremos qualquer imposição inicial sobre a aplicação G : Hm ⊗ Hm → K que

cumpre este serviço em relação aos contornos pontilhados.

Diante de tudo isso, a principal consequência que surge deste novo esquema de “amarração” é

que, ao relermos a Figura 7.7 em termos da maneira “desmontada” que consta na Figura 7.8, é

posśıvel identificar quais são os diagramas de Heegaard que estão individualmente associados aos

vértices, às faces e às arestas da rede e, portanto, chegar aos respectivos diagramas de Kuperberg

que estão a eles associados. No entanto, quando compararmos estes novos diagramas com os

velhos da Figura 7.2, fica bem claro que ainda existe uma coisa em comum entre eles: o diagrama

de Heegaard que está relacionado às faces da rede é exatamente o mesmo nos dois casos, já que,

em ambos, não há qualquer relação direta das faces para com qualquer campo de matéria. Desta

maneira, como os únicos pesos estat́ısticos que são distintos da situação anterior são apenas os

que estão dispostos nas Figuras 7.9 e 7.10, podemos traduzir toda a situação algébrica desses
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∆(k)

z∗

≡
∆

∆

∆

∆

∆

∆

z∗

Figura 7.9: Diagrama de Kuperberg relacionado ao de Heegaard que consta à extrema esquerda na Figura
7.8. Note que, como ele deve se referir ao que ocorre numa aresta qualquer, ele deve necessariamente
retratar a interação de um campo de calibre (flecha cont́ınua) com os de matéria (flecha pontilhada).

operadores como

∆(j)
(

z∗ , φ1 , φ2 , φ3 , φ4 , φ5
)
= cotr

(
z∗ , φ1 , φ2 , φ3 , φ4

)
,

M (k) ( z , φ1 , φ2 , φ3 , φ4 ) = tr ( z , φ1 , φ2 , φ3 , φ4 ) , e

T̄ (r) ( χ1 , χ2 , χ3 , χ4 , χ5 , χ6 ) = tr ( χ1 , χ2 , χ3 , χ4 , χ5 , χ6 )

sendo T : Hm → Hm ⊗ Hm uma aplicação associativa que também é capaz de estruturar uma

coálgebra unital.

Propriedades de comutação

Seguindo a mesma linha de apresentação utilizada até agora, é deveras conveniente anunciar

que os diagramas de Kuperberg que descrevem os operadores de vértice Av, de face Bp e de aresta

Cj deste modelo com matéria são aqueles que estão dispostos na Figura 7.11. E uma outra coisa que

também é deveras conveniente de ser anunciada aqui diz respeito às propriedades de comutação

T̄ (c) ≡

T
T

T
T

T

T

Figura 7.10: Diagrama relacionado ao que fora exposto, à extrema direita, na Figura 7.8. Note a semelhança
estrutural relacionada aos diagramas anteriores, haja vista a composição de T̄ (c) em termos de aplicações
associativas T : Hm ⊗ Hm → Hm.
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∆(v)

µ

µ

θ S

µ

S µ

z∗

M (p)

∆

∆

S

∆

S ∆

z

T θ

∆

G T

Figura 7.11: Diagramas de Kuperberg que representam consecutivamente os operadores de aresta Av, de
face Bp e de aresta Cj que estão relacionados ao modelo que se vale de campos de matéria.

entre todos esses operadores: afinal, se eles comutarem uns com os outros, ficará muito claro que

estamos novamente diante de um modelo solúvel e que, portanto, as expressões da sua matriz de

transferência e do seu Hamiltoniano são completamente similares a (7.3) e (7.4) respectivamente.

Nestes termos, passa a ser essencial avaliar quais são as regras de comutação que estão relacionadas

a esses operadores, ainda mais porque são elas que podem nos mostrar se existe algum tipo de

restrição que precisa ser imposta a G para que ela nos remeta à solubilidade do modelo assim

concebido.

Aliás, se nos lembrarmos de que, pelo ponto de vista efetivo, todos os operadores que estão

presentes na Figura 7.11 atuam localmente sobre a rede, uma das maneiras mais eficazes de retra-

tarmos as suas atuações pode ser resumida segundo a representação pictórica que consta na Figura

7.12. Pois, além de toda a informação encerrada por qualquer um dos seus “kets” se relacionar, tão

somente, à região onde tais operadores atuam efetivamente, toda essa eficácia também pode ser

muito bem entendida à luz das Figuras 7.13, 7.14 e 7.15, uma vez que deixam muito bem claro

não apenas que
[
Av , Bp

]
=

[
Bp , Cj

]
= 0, mas que

1
NA

∑

k,α

z∗k G
(
θ
(
k,α

)
, γ

)
=

1
N2
A

∑

r,s, β,γ

z∗r z∗s G
(
θ
(
r,α

)
, β

) G (
θ
(
s, β

)
, γ

)
,

1
NB

∑

l

zk tr
(
kab−1c−1d

)
=

1
N2
B

∑

r,s

zr tr
(
rab−1c−1d

)
tr

(
sab−1c−1d

)
e (7.8)

1
NC
G (
θ
(
a,α

))
=

1
N2
C

G (
θ
(
a,α

)) G (
θ
(
a,α

))

são as três relações que precisam ser satisfeitas para que os operadores Av, Bp e Cj realmente
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Av

a

b

c

d α =
1

NA

∑
k,γ

z∗
k
G (θ (k,α) , γ)

ka

kb

ck−1

dk−1 γ

Bp

a

b

c

d =
1

NB

∑
k

zk tr
(
kab−1c−1d

)
a

b

c

d

Cj a
α β =

1
NC
G (θ (a,α) , β)

a
α β

Figura 7.12: Relações obtidas pela atuação dos operadores Av, Bp e Cj sobre os campos dispostos na rede,
onde NA, NB e NC são constantes reais a serem determinadas. Aqui, e nas demais figuras relacionadas com
esta nova notação, cada uma das variáveis j, por exemplo, deve ser interpretada como o campo φj de calibre,
enquanto uma α deve ser vista como um campo χα de matéria.

Av Bp d c

a

g

f

b
α

=
1
NB

∑
r

zr tr
(

rb f −1g−1c
)

Av d c

a

g

f

b
α

=
1

NANB

∑
r,s,γ

zr z∗s tr
(

rb f −1g−1c
) G (θ (s,α) , γ)

ds−1
cs−1

sa

g

f

sb
α

Bp Av d c

a

g

f

b
α

=
1
NA

∑
s,γ

z∗s G (θ (s,α) , γ) Bp ds−1
cs−1

sa

g

f

sb
α

=
1

NANB

∑
r,s,γ

zr z∗s tr
(

rb f −1g−1c
) G (θ (s,α) , γ)

ds−1
cs−1

sa

g

f

sb
α

Figura 7.13: Resultado da atuação das duas posśıveis combinações entre os operadores Av e Bp sobre os
campos que estão dispostos na rede, de onde fica clara toda a comutatividade entre estes operadores, haja
vista que os campos que são indexados por r e s pertencem aos centros das álgebra e coálgebra que estão
aqui relacionadas.

possam ser vistos como três projetores. E uma coisa que ficam bem clara destas três relações é que

as constantes NA, NB e NC não podem ser arbitrárias: elas precisam ser dadas especificamente por

NA = NB = |G1 | e NC = 1.
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Bp Cj

a

b

c

d
α β

=
1

NC

G (θ (a,α) , β) Bp

a

b

c

d
α β

=
1

NBNC

G (θ (a,α) , β)
∑
k

zk tr
(

kab−1c−1d
)

a

b

c

d
α β

Cj Bp

a

b

c

d
α β

=
1

NB

∑
k

zk tr
(

kab−1c−1d
)

Cj

a

b

c

d
α β

=
1

NBNC

G (θ (a,α) , β)
∑
k

zk tr
(

kab−1c−1d
)

a

b

c

d
α β

Figura 7.14: Resultado que segue da atuação das duas combinações, que podem ser feitas entre os dois
operadores Bp e Cj, sobre os campos que estão distrubúıdos pela rede, de onde também é imediato ver toda
a comutatividade entre estes operadores.

A 2
v

a

b

c

d α =
1

N2
A

∑
r,s, β,γ

z∗s z∗s G (θ (r,α) , β) G (θ (s, β) , γ)
(rs) a

(rs) b

c
(
rs

)−1

d
(
rs

)−1 γ

B 2
p

a

b

c

d =
1

N2
B

∑
r,s

zr zs tr
(

rab−1c−1d
)

tr
(

sab−1c−1d
)

a

b

c

d

C 2
j a

α β =
1

N2
C

G (θ (a,α) , β) G (θ (a,α) , β)
a

α β

Figura 7.15: Resultados que seguem dos operadores Av, Bp e Cj quando cada um deles age duas vezes
consecutivas sobre os campos que estão dispostos sobre a rede.

Por se dizer, já que as relações de comutação que constam nas três figuras acima se referem ape-

nas a uma parte das propriedades que estão relacionadas a estes três operadores, convém analisar

a que ainda falta: a propriedade de comutação entre os operadores Av e Cj. E, assim como acontece

para com as propriedades de comutação que nos levaram às condições (7.8), as combinações entre

esses dois operadores é mais reveladora do que a trivialidade
[
Av , Bp

]
=

[
Bp , Cj

]
= 0. Afinal de

contas, apesar delas apontarem para uma não necessária comutatividade entre Av e Cj, são elas que
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Av Cj

a
b

c

d α β =
1

NC

G (θ (b,α) , β) Av

a
b

c

d α β

=
1

NANC

G (θ (b,α) , β)
∑
k,γ

z∗
k
G (θ (k,α) , γ)

ka
kb

ck−1

dk−1 γ β

Cj Av

a
b

c

d α β =
1

NA

∑
k,γ

z∗
k
G (θ (k,α) , γ) Cj

ka
kb

ck−1

dk−1 γ β

=
1

NANC

∑
k,γ

z∗
k
G (θ (k,α) , γ) G (θ (kb, γ) , β)

ka
kb

ck−1

dk−1 γ β

Figura 7.16: Resultado da atuação de Av e Bp sobre os campos dispostos na rede, de onde fica clara a
comutatividade entre estes operadores.

nos mostram uma outra condição essencial para que essa comutatividade ocorra: como é notável

da Figura 7.16, esses dois operadores Av e Cj comutarão se, e somente se, G puder ser interpretada

essencialmente como uma aplicação bilinear tal que

G (
θ
(
b,α

)
, β

) ∑

k,γ

z∗k G
(
θ
(
k, χα

)
, γ

)
=

∑

k,γ

z∗k G
(
θ
(
k,α

)
, γ

) G (
θ
(
kb, γ

)
, β

)
. (7.9)

E como não apenas esta relação, mas todas as demais em (7.8) são satisfeitas quando tomamos

G (
θ
(
k,α

)
, β

)
= δ

(
θ
(
k,α

)
, β

)
, (7.10)

esta será exatamente a escolha que faremos diante de tudo o que precisa ser feito ao longo do

próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 8

Modelos com campos de matéria

8.1 Comentários iniciais

De acordo com tudo o que dissemos na segunda metade do último caṕıtulo, a concepção de

um modelo, que pode ser visto como uma generalização dos “Quantum Double Models” (QDMs),

devido ao acréscimo de

| χv 〉 = a(χ)
0 | 0 〉 + . . . + a(χ)

m−1 | m − 1 〉

aos Nv vértices de uma rede bidimensional (QDMv), se concretiza através de um operador Hamil-

toniano

HQDMv = −
∑

v

A(G1,G2)
v −

∑

p

B(G1,G2)
p −

∑

j

C (G1,G2)
j , (8.1)

que é composto por operadores de vértice, de face e de aresta que são dados respectivamente por

A(G1,G2)
v =

1
|G1 |

∑

g∈G1

Āg
v , B(G1,G2)

p = Be
p e C (G1,G2)

j = Cj , (8.2)

cujas componentes são expressas em conformidade ao que consta na Figura 8.1. Afinal de contas,

essas componentes nada mais são do que casos particulares daquelas, que já constam na Figura

7.12 quando tomamos não apenas a escolha (7.10), mas zj e z∗j como os elementos identida-

des das álgebra e coálgebra que estão aqui envolvidas. Aliás, vale notar que, aqui, continuare-

mos considerando que G1 é o grupo que modera os campos de calibre, enquanto que G2 conti-

nuará sendo considerado, a priori, apenas como um conjunto cujos elementos indexam a base de

“matéria” Bv =
{ | α 〉 : α ∈ G2

}
.
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Āg
v α

a

b

c

d =
∑
γ

δ (θ (g,α) , γ) γ

ga

gb

cg−1

dg−1

Bh
p

a

b

c

d = δ
(

ab−1c−1d,h
)

a

b

c

d

Cj a
α β = δ (θ (a,α) , β)

a
α β

Figura 8.1: Definição das componentes Āg
v , Bh

p e Cj dos respectivos operadores de vértice, de face e de aresta
do QDMv. Da mesma maneira que o śımbolo a denota um elemento φa , o śımbolo α deve ser interpretado
como um elemento χα .

8.2 Propriedades gerais

No caso, como já conhecemos qual é a expressão do operador Hamiltoniano (8.1), e também

já sabemos como cada operador que o compõem age sobre os elementos “de Hilbert” que estão

dispostos sobre os vértices e arestas de uma rede bidimensional R2, todas as propriedades que

estão relacionadas a ese QDMv já podem ser muito bem entendidas. E, uma das três coisas que já

estão bem claras neste modelo, que, agora, se apoia sobre um espaço de Hilbert

HQDMv = H
Na

n ⊗ Hm ⊗ . . . ⊗ Hm︸                  ︷︷                  ︸
Nv vezes

= HQDM ⊗ H
Nv

m (8.3)

que é nitidamente um “pouco maior”, é a presença de um operador de aresta Cj : HQDMv → HQDMv

que, ao contrário do de aresta do modelo discutido na Seção 7.1, não se identifica mais como

proporcional a um operador identidade: como os seus autovalores, agora, são todos iguais essa

escolha

G (
θ
(
a,α

)
, β

)
= δ

(
θ
(
a,α

)
, β

)

que se vale da ação que é definida em (7.7), vemos que o papel de Cj é o de atuar como uma

espécie de “comparador” neste QDMv; ou seja, Cj é um operador que é capaz de comparar dois

campos de matéria, que estão alocados em vértices adjacente, após a interação de um deles com

um de calibre, conforme bem sugere a Figura 8.2.

Já a segunda coisa que também é muito clara aqui é que, devido à definição dada para o
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γ

a

b

c

d

r

s

t

u

α β
l

Figura 8.2: Recorte da rede R2 que dá suporte ao QDMv, onde os setores azul e verde são exatamente
os mesmos que já foram definidos na Figura 6.1, e o novo setor laranja está associado à j-ésima aresta
compreendida entre dois vértices adjacentes que, agora, comportam campos de matéria que podem ser
comparados entre si por meio de um operador de vértice.

operador Hamiltoniano (8.1), todo o espectro de energia deste modelo pode ser obtido a partir do

conhecimento dos seus autoestados de vácuo | ξ0 〉, os quais possuem uma autoenergia igual a

E0 = − (
Nv + Np + Na

)
(8.4)

já que eles satisfazem todas as relações locais de vácuo

A(G1,G2)
v | ξ0 〉 = | ξ0 〉 , B(G1,G2)

p | ξ0 〉 = | ξ0 〉 e C (G1,G2)
j | ξ0 〉 = | ξ0 〉 . (8.5)

Afinal, como | ξ0 〉 pertence a um subespaço H(0)
QDMv ⊂ HQDMv que é naturalmente invariante pela

ação do projetor

PQDMv =
∏

v

A(G1,G2)
v

∏

p

B(G1,G2)
p

∏

j

C (G1,G2)
j , (8.6)

qualquer autoestado de “não vácuo” de um QDMv pode ser obtido através de um operador O :

HQDMv → HQDMv que anticomuta com PQDMv.

Já terceira coisa que é simples de ser verificada aqui é a presença de um prinćıpio da corres-
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pondência entre um QDMv e um QDM a qual, por exemplo, permite recuperar o último modelo

como um caso particular do primeiro. E, para vermos como isso ocorre, basta considerarmos a

situação onde Hm é um espaço de Hilbert unidimensional. Pois, como a única escolha que resta

para a ação, neste caso, é ser tal que

1 = θ ( g , 1 ) , (8.7)

isso acaba equivalendo à mesma não escolha que fazemos no QDM devido à não atribuição de

quaisquer elementos aos vértices de R2. Assim, a única diferença substancial que passa a existir

entre o QDM que é assim obtido e o que já foi originalmente apresentado no Caṕıtulo 6, por

exemplo, decorre da presença dos operadores de aresta que não mais comparam coisa alguma,

haja vista que todos os seus autovalores são iguais a 1. Ou seja, essa “não escolha” (8.7) faz com

que essa diferença se reduza ao simples acréscimo de uma mesma constante a todos os ńıveis de

energia desse novo QDM, tal como já acontece no modelo que foi discutido na Seção 7.1.

8.2.1 Alguns exemplos

Frente à enormidade de exemplos que se enquadram como um QDMv, é mais do que conveni-

ente apresentarmos quais são as principais propriedades de alguns deles antes discorrermos sobre

as propriedades que são comum a todos. E, devido aos interesses explicitamente Abelianos que já

são bem claros desde o t́ıtulo destas notas, o primeiro exemplo será o mais simples de todos: será

o de um QDMv que, além de se valer de um grupo de calibre G1 = Z2, atribui, aos vértices, os

elementos de um espaço de Hilbert que é indexado pelo grupo G2 = Z2.

É claro que, devido a essa nossa primeira escolha de G2, o leitor pode estar perfeitamente se

perguntando: já que G2 deve ser interpretado, a priori, apenas como um conjunto de ı́ndices, por

quê G2 está sendo escolhido especificamente como um grupo? Existe alguma razão para fazermos

isso? E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que se faz essa pergunta é: sim, existe uma

boa razão para tomarmos G2 como um grupo, e será exatamente isso o que faremos ao longo deste

caṕıtulo. No entanto, apesar do que iremos dizer agora parecer bastante banal, a única coisa que

já podemos adiantar sobre o porquê desta escolha é que o fato de escolhermos G2 como um grupo

não fere, de modo algum, a sua interpretação como um conjunto de ı́ndices.

Todavia, como, em todos os modelos que apresentamos até agora, todos os operadores de

vértice e de face foram bem expressos em termos de alguma representação matricial, algo que
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certamente também podemos adiantar aqui é que as representações matriciais desses operadores,

no QDMv, são dadas respectivamente por

A(G1,G2)
v =

1
|G1 |

∑

g∈G1

Θv (g) ◦ (
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g e

B(G1,G2)
p =

1
|G1 |

∑

g∈G1

(
Z†r

)g ◦ (
Zs

)g ◦ (
Zt

)g ◦ (
Z†u

)g , (8.8)

onde Θ : G1 → GLm (C) é a representação que consegue expressar matricialmente a ação (7.7)

como

( g , α ) 7→ β = Θ (g) . α ; (8.9)

ou seja, Θ é a aplicação que representa a ação como uma matriz Θ (g) que, ao agir sobre a

representação matricial de um vetor que é indexado por α e que pertence a base Bv , devolve

um outro vetor que é indexado por β e que também pertence à mesma base.

Já sobre o operador de aresta, a única coisa que podemos adiantar sobre a sua representação

matricial é que ela deve ser tal que

C (G1,G2)
j

��� χα , φj , χβ
〉
= 〈 χα |

[
Θ

(
φj

) ]−1 ��� χβ
〉 ��� χα , φj , χβ

〉
(8.10)

haja vista a expressão que já demos para as suas componentes na Figura 8.1. Todavia, como é

justamente essa expressão (8.10) que acaba deixando bem clara toda a diagonalidade de C (G1,G2)
j

em termos das bases B j e Bv , é essa expressão que, além reforçar ainda mais todo o aspecto

“comparatorial” deste operador, acaba nos dizendo um pouco mais do que isso: afinal, é ela quem

acaba deixando bem claro que esse esquema de comparação realizado por C (G1,G2)
j é bastante

similar ao que, por exemplo, bem define o Modelo de Potts [71].

Exemplo 1: G1 = Z2 e G2 = Z2

Uma das razões mais elementares de já termos dito que o nosso primeiro exemplo é um dos

mais simples é que, de certa forma, ele pode ser interpretado como uma das outras “primeiras

generalizações” diretas que já poderiam ter sido apresentadas, lá no Caṕıtulo 5, sobre o “Toric

Code” (TC) [72]. Afinal de contas, apesar de não estarmos nos atendo a quaisquer condições

de contorno que divirjam de (6.2), ou mesmo que pareça priorizar algum tipo de variedade em

especial, este exemplo de QDMv já poderia ser sido obtido a partir do TC pela atribuição novos
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campos (4.1) aos vértices de R2. Aliás, como, no caso deste nosso primeiro exemplo, a ação (7.7)

nos remete a um QDMv que não se identifica trivialmente com o TC apenas quando

Θ (1) . α = α e Θ (−1) . α = α−1 , (8.11)

fica bem claro que os seus operadores de vértice, de face e de aresta são dados respectivamente

por1

Av =
1
2

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + σx

v ◦ σx
a ◦ σx

b ◦ σx
c ◦ σx

d

)
,

Bp =
1
2

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
e (8.12)

Cj =
1
2

(
1v1 ◦ 1j ◦ 1v2 + σz

v1
◦ σz

j ◦ σz
v2

)
,

onde todas as matrizes de Pauli indexadas por v e v(1,2) agem não identicamente apenas sobre

os campos de matéria que estão atribúıdos aos vértices, enquanto as demais fazem o mesmo em

relação aos campos de calibre que estão dispostos sobre as arestas. Note que, no caso dessa última

indexação, ela é exatamente a mesma indexação que já usamos na Figura 8.2.

Excitações elementares

Diga-se de passagem, uma coisa que também é bem fácil de se observar aqui é que o único

estado fundamental deste modelo é

�� ξ0
〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 0 〉+
-
, (8.13)

dado que ele é o único que satisfaz às relações de vácuo (8.5). E, uma vez que estamos diante de um

operador Hamiltoniano e de um estado fundamental que estão bem definidos, podemos dizer que

já temos todos os ingredientes necessários para bem entender quais são as principais propriedades

que estão associadas às suas excitações mais elementares. E, como a estrutura de calibre sobre a

qual este exemplo de QDMv se apoia é exatamente a mesma do TC, uma coisa já é certa: todas

as quasipart́ıculas que já caracterizam o TC, e que são produzidas aos pares através da ação dos

1Ao longo destes exemplos, omitiremos os supeŕındices (G1,G2) associados aos operadores (8.8) e (8.10) apenas por
uma questão de “leveza notacional”, a qual se mostrará muito útil nas expressões que seguem adiante.
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Figura 8.3: Recortes de um mesmo setor de R2 em instantes distintos. No primeiro, que está à esquerda,
temos duas quasipart́ıculas do tipo m que foram criadas pela ação de um único σx

j , onde o único ponto
laranja destaca a única violação de vácuo que está associada aos operadores de aresta. Já no recorte à
direita, temos a situação destas mesmas quasipart́ıculas após elas terem sido transportadas por um operador
(4.22). Note que, neste último caso, temos cinco pontos laranja: um para cada aresta envolvida nesse
transporte, deixando claro toda a linearidade envolta para com o aumento de energia do sistema.

operadores

σx
j , σz

j e “ σy

j ” (8.14)

sobre as arestas de R2, também se fazem presentes aqui.

É claro que, apesar de ainda ser posśıvel afirmar que todas as regras de fusão entre as quasi-

part́ıculas que são criadas pelos últimos operadores neste QDMv são as mesmas (4.38), o simples

fato dos operadores (8.12) não serem exatamente os mesmos que os do TC já sinaliza que essas

quasipart́ıculas podem apresentar algumas propriedades distintas. E, embora esse não seja propri-

amente o caso das quasipart́ıculas do tipo e quanto aos seus transportes (já que elas continuam

sendo mov́ıveis pela rede sem, por exemplo, aumentar a energia do sistema), o mesmo não pode

ser dito nem relação às do tipo m e, por consequência, nem em relação às do tipo ε. Afinal, basta

ver que, apesar de σx
j ser o único operador que cria excitações que são detectáveis pelos operado-

res de face, a sua ação sobre (8.13) deixa um rastro que é perfeitamente detectável pelo operador

Cj. Ou seja, apesar de ser perfeitamente posśıvel transportar as quasipart́ıculas do tipo m através

de um operador como (4.20), transportá-las sempre faz com que a energia do sistema cresça li-

nearmente em função do número de arestas que estão envolvidas nesse transporte, conforme bem

ilustra a Figura 8.3. Logo, se o sistema em questão possuir algum mecanismo cuja tendência seja

a de sempre mantê-lo com a menor energia posśıvel, todas as quasipart́ıculas do tipo m e ε serão
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confinadas.

Em linhas bem gerais, e fazendo uma leitura dessa situação de confinamento pela perspectiva

da f́ısica das part́ıculas elementares, podemos dizer que esse confinamento é bastante similar ao

que surge, por exemplo, do mecanismo que mantém quarks confinados à uma estrutura hadrônica

pela ação de uma força forte. Afinal, se associarmos a ideia de transportar essas quasipart́ıculas

m à tentativa de “esticar” um hádron (deslocando um dos quarks que o compõem para longe dos

outros), fica bem claro que, como a Natureza prefere deixar um jato (com novos hádrons que estão

alinhados na mesma direção do caminho que estaria associado ao transporte desse quark [73])

como rastro, se realmente existir algum mecanismo análogo a esse, neste nosso exemplo de QDMv,

jatos também poderão ser identificados a partir da detecção de novos pares (compostos exclusi-

vamente por quasipart́ıculas dos tipos m ou ε) que estarão alinhados ao longo de um caminho γ∗

composto por arestas de R∗2.

Aliás, por falar nos rastros que estão associados a esse nosso exemplo, é interessante destacar

que a presença deles independe da presença de quaisquer quasipart́ıculas. Pois, apesar de um

operador tal como

Ox
γ∗ =

∏

j∈γ∗
σx

j (8.15)

não ser capaz de criar pares de quasipart́ıculas m ao agir sobre um caminho fechado γ∗, ele con-

segue deixar um rastro que é perfeitamente mensurável pelos operadores de aresta. E uma das

grandes consequências disso é que, como

(i)
[

Cj , σ
x
v ◦ σx

j
]
= 0 é uma igualdade válida, quando σx

v age sobre um dos vértices que

encerram a j-ésima aresta, e

(ii) os dois operadores Av e Ox
γ∗ , além de comutarem entre si, sempre atuam apenas sobre duas

arestas de cada face,

um estado de vácuo pode perfeitamente ser recuperado pela ação de um σx
v sobre cada um dos

vértices interiores à área delimitada por γ∗, uma vez que, para o menor desses caminhos (ou seja,

para o caminho fechado cujo interior se identifica com a área ocupada por uma única face dual),

temos

σx
v ◦ Ox

γ∗ = σx
v

∏

j∈Sv

σx
j = 2Av − 1v

∏

j∈Sv

1j .
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Figura 8.4: Recorte da rede R2 onde quasipart́ıculas (pontos destacados em violeta) foram produzidas por
um operador σx

v sobre todos os vértices que são interiores ao caminho fechado γ∗ (em pontilhado). Neste
caso, como a ação de (8.15) nos remete ao mesmo estado de vácuo (8.13), vemos que Ox

γ∗ se comporta como
uma espécie de “isolante” para esse conjunto de quasipart́ıculas.

Entendendo as regras de fusão

Por se dizer, já que esse último resultado indica ser válido afirmar que Ox
γ∗ funciona como um

“isolante” para o conjunto de quasipart́ıculas que são criadas pela ação de um operador σx
v sobre

todos os vértices que pertencem à área contida por γ∗, é mais do que interessante aproveitarmos

essa “deixa” para explorarmos como é que outras excitações surgem sobre os vértices de R2 por

efeito da ação de algum W (J,K )
v : Hv → Hv. E, para este fim, é fundamental termos em mente que,

se esses operadores realmente existem, eles devem satisfazer uma relação, análoga a (6.27), para

um autoestado

�� ξ ′
〉
= W (J,K )

v
�� ξ0

〉
;

ou seja, eles devem ser tais que

Av,J ◦ W (J,K )
v = W (J,K )

v ◦ Av,1 e Cj,K ◦ W (J,K )
v = W (J,K )

v ◦ Cj,1 , (8.16)

sendo Av,J e Cj,K os elementos que definem os respectivos conjuntos de projetores Av e Cj. E, por

se dizer, no caso deste nosso exemplo em espećıfico, esses dois conjuntos são dados por

Av =
{

Av,1 , Av,2
}

e Cj =
{

Cj,1 , Cj,2

}
,
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(J,K ) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,2) (1,2) (1,1) (2,2) (2,1)
(2,1) (2,1) (2,2) (1,1) (1,2)
(2,2) (2,2) (2,1) (1,2) (1,1)

Tabela 8.1: Regras de fusão que estão associadas às quasipart́ıculas Q(J,K ), criadas por operadores W (J,K )
v

que agem exclusivamente sobre os vértices de R2, neste QDMv que se vale de um grupo de calibre G1 = Z2
e de um conjunto de ı́ndices G2 = Z2. No caso, cada uma das entradas (J,K ) corresponde a uma dessas
quasipart́ıculas, que é fruto da fusão entre as duas quasipart́ıculas que indexam as linhas e colunas dessa
tabela.

onde Av,1 = Av e Cj,1 = Cj, enquanto

Av,2 =
1
2

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − σx

v ◦ σx
a ◦ σx

b ◦ σx
c ◦ σx

d

)
e

Cv,2 =
1
2

(
1v1 ◦ 1j ◦ 1v2 − σz

v1
◦ σz

j ◦ σz
v2

)
. (8.17)

E, de acordo com todas essas relações, não é dif́ıcil perceber que a única solução que satisfaz à

(8.16) é dada por

W (1,1)
v = 1v , W (1,2)

v = σx
v , W (2,1)

v = σz
v e W (2,2)

v = “ σy
v ” , (8.18)

onde, aqui, optamos por um

“ σy
v ” = σx

v ◦ σz
v = σz

v ◦ σx
v

análogo ao (4.32), ao invés de um σ
y
v literal, por uma razão muito simples: fazer com que W (2,2)

v

seja expresso em termos dos mesmos operadores que já definem o Hamiltoniano deste modelo.

Aliás, diante dessas expressões, outra coisa que também não é dif́ıcil perceber é que, ao deno-

tarmos as quatro excitações que surgem pela ação dos quatro operadores que constam em (8.18)

respectivamente por Q(1,1), Q(1,2), Q(2,1) e Q(2,2), as suas regras de fusão são exatamente aquelas

que constam na Tabela 8.1, as quais deixam bem claro que estamos diante de um modelo que é

Abeliano.

Propriedades adicionais

No entanto, antes de encerrarmos a apresentação deste nosso primeiro exemplo, é muito im-

portante destacarmos, pelo menos, três coisas. E, a primeira delas, segue, por exemplo, notando
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que
[

Av , σ
z
v ◦ σz

j
]
= 0

é uma relação válida quando v indexa um dos vértices que encerram a j-ésima aresta. Afinal de

contas, como, neste caso, os autoestados

�� ξ ′′
〉
= σz

j
�� ξ0

〉
e �� ξ ′′′

〉
= σz

v1
◦ σz

v2
�� ξ0

〉

satisfazem exatamente às mesmas relações

Av1,2
�� ξ

〉
= Av2,2

�� ξ
〉
= �� ξ

〉
, Bp,1 �� ξ

〉
= �� ξ

〉
e Cj,1 �� ξ

〉
= �� ξ

〉
(8.19)

desde que Sj = {v1,v2} corresponda ao conjunto de vértices que extremizam a j-ésima, esses dois

autoestados �� ξ ′′
〉

e �� ξ ′′′
〉

podem ser considerados efetivamente como os mesmos: ou seja, a

excitação, que é criada individualmente por um W (2,1)
v , se comporta efetivamente como uma qua-

sipart́ıcula do tipo e, nos indicando que todas essas Q(J,K ) também podem ser interpretadas como

quasipart́ıculas.

Já o segundo e terceiro destaques que precisamos dar aqui é energético. Porém, como para

entendê-lo é interessante ir “por partes”, começaremos fazendo isso observando que, apesar do

autoestado

�� ξ ′′′′
〉
= σx

v | ξ0 〉

nos mostrar que a energia de uma quasipart́ıcula Q(1,2), sozinha, é exatamente igual a 4, a ener-

gia de um sistema que é composto por apenas duas delas não é necessariamente igual a 8. E

a razão disso acontecer é muito simples, e está diretamente relacionada ao fato de que, se duas

quasipart́ıculas Q(1,2) forem concebidas sobre o conjunto de vértices Sj, teremos

[
Cj , σ

x
v1
◦ σx

v2

]
= 0 . (8.20)

E, nestes termos, ao notarmos que, quando essas duas quasipart́ıculas não estão em Sj, o sistema

realmente possui uma energia igual a 8, é imediato concluir que existe uma espécie de potencial

entre elas, que é bastante similar a um eletrostático: afinal, se o sistema possuir algum mecanismo

f́ısico que faça com que ele sempre fique no estado de menor energia posśıvel, esse potencial

favoreceria que essas duas quasipart́ıculas se aglomerassem, uma ao lado da outra remontando a
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Figura 8.5: Esquema relacionado ao campo eletrostático que está associado às quasipart́ıculas Q(1,2). No
caso da quasipart́ıcula à direita, as arestas destacadas (em violeta) representam o setor onde o seu campo
eletrostático é não nulo. Já na situação presente à esquerda, onde duas quasipart́ıculas constam sobre dois
vértices adjacentes, temos uma situação onde o potencial eletrostático reduz a energia do sistema: pela
perspectiva da primeira situação, por exemplo, a interação que leva a essa redução de energia pode ser
explicada pela intersecção não nula dos campos eletrostáticos.

uma situação onde a energia é igual a 6, caso elas pudessem ser transportadas.

Aliás, de acordo com o ponto de vista discreto que permeia estas notas, essa nossa interpretação

eletrostática se reforça ainda mais, já que um sistema que é assim concebido possui as mesmas

caracteŕısticas daquele que está associado à modelagem discreta de um gás de elétrons [74]. Tudo

bem que, aqui, esses elétrons estão presos aos vértices da rede, dado que as excitações criadas por

um W (J,K )
v não podem ser transportadas, exceto por um operador de “teletransporte”

W (J,K )
v′ ◦ W (J,K )

v

que é capaz de transportar uma quasipart́ıcula Q(J,K ) (que está inicialmente sobre um vértice v)

para um outro vértice v′ que pode ser completamente arbitrário. No entanto, a única diferença que
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talvez exista aqui é que, devido ao fato de também valer que

[
Cj , σ

x
v1
◦ “ σy

v2
”

]
=

[
Cj , “ σy

v1
” ◦ “ σy

v2
”

]
= 0 , (8.21)

esse mesmo comportamento eletrostático também se estende aos demais aglomerados que são

compostos não exclusivamente por um único tipo de quasipart́ıcula: e esse é justamente o terceiro

destaque que precisamos fazer aqui. Entretanto, é sempre bom reforçar que, embora as quasi-

part́ıculas Q(2,2) também sejam perfeitamente capazes de interagir eletrostaticamente para com

as Q(1,2) e vice-versa, esse poder de interação não permite identificá-las como iguais: muito pelo

contrário. Basta ver que, apesar das relações (8.20) e (8.21) deixarem claro que os operadores

de aresta são completamente incapazes de detectar qualquer uma dessas quasipart́ıculas quando

elas se encontram na situação que está exposta na Figura 8.4, nenhum operador Ox
γ∗ é capaz de

“blindar” a existência de uma Q(2,2): essa quasipart́ıcula permanece completamente viśıvel para

um operador de vértice, o que até justifica o fato dela, quando isolada, ter uma unidade a mais de

energia que uma outra Q(1,2).

Exemplo 2: G1 = Z2 e G2 = Z3

Um outro exemplo bem interessante de ser discutido aqui é o de um QDMv que, apesar de

continuar se valendo do mesmo G1 = Z2 para moderar os seus campos de calibre, atribui os

elementos de um espaço de Hilbert que é indexado por G2 = Z3 aos vértices de R2. E um dos

aspectos que já merecem ser apontados neste modelo é que, como a sua ação precisa ser tal que

θ 2 (g,α) = I (g,α)

em respeito as propriedades projetivas dos operadores que completam Av, a priori existem três

ações que podem defińı-lo distintamente do TC, uma vez que as suas representações matriciais

devem realizar permutações entre os elementos

�� 0
〉
=

*.....
,

1

0

0

+/////
-

, �� 1
〉
=

*.....
,

0

1

0

+/////
-

e �� 2
〉
=

*.....
,

0

0

1

+/////
-

(8.22)
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que compõem Bv . E, no caso, as três representações matriciais que fazem isso são dadas explicita-

mente por

Θ1 (−1) =
*.....
,

0 1 0

1 0 0

0 0 1

+/////
-

, Θ2 (−1) =
*.....
,

0 0 1

0 1 0

1 0 0

+/////
-

e Θ3 (−1) =
*.....
,

1 0 0

0 0 1

0 1 0

+/////
-

.

Todavia, como a ação de qualquer uma dessas matrizes sempre mantém um elemento de Bv

fixo enquanto troca os outros dois, vemos que, independente da nossa escolha, sempre estaremos

diante da mesma situação “f́ısica”. E, como essa observação implica que essas três posśıves ações

não levam a três modelos distintos, mas, sim, ao mesmo modelo, isso significa que podemos lidar

tranquilamente com as expressões

Av =
1
2

[
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + Θ1 (−1)v ◦ σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

]
e

Bp =
1
2

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
(8.23)

para os respectivos operadores de vértice e de face deste QDMv, sem ficar com qualquer peso na

consciência.

Sobre os estados fundamentais

É claro que ainda precisamos encontrar uma representação para o operador de aresta deste

modelo, uma vez que isso é fundamental para entendermos e classificarmos todas as excitações

elementares neste QDMv. Entretanto, diante da expressão desses últimos operadores, já existe uma

coisa que vale a pena destacar: o estado fundamental deste modelo é degenerado. E, uma das

melhores maneiras de vermos o porquê dessa degenerescência, é olhando justamente para a sua

ação. Afinal de contas, apesar de existir uma transformação

O =
∏

v

Θ1 (−1)v =
∏

v

Av

que consegue levar um dos autoestados de vácuo

�� ξ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 0 〉+
-

(8.24)
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a um outro

�� ξ ′0
〉
= O �� ξ (1)

0
〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 1 〉+
-

de vácuo e vice-versa, não existe qualquer outra transformação O ′ que pode ser expressa como um

produtório dos operadores (8.23) e que consiga levar o autoestado (8.49) ao outro

�� ξ (2)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 2 〉+
-

, (8.25)

que também é de vácuo, e vice-versa.

Embora, num primeiro momento, o leitor possa achar um pouco estranho apontar alguma

independência entre todos esses autoestados sem o respaudo de qualquer não-contratibilidade de

caminhos sobre R2 (tal como fizemos em relação ao TC, por exemplo), toda essa estranheza se

desfaz desde que lembremos de algo que já foi dito no Caṕıtulo 4: a degenerescência do estado

fundamental de qualquer modelo não está necessariamente “amarrada” a um aspecto topológico,

mas, sim, à existência de operadores que, apesar de conectarem um estado de vácuo a outro, não

podem ser expressos em termos de um produtório dos operadores que definem o Hamiltoniano

do modelo em questão. Nestes moldes, como é exatamente isso o que acontece entre os dois

autoestados (8.24) e (8.25), se torna perfeitamente posśıvel afirmar que eles modelam dois vácuos

independentes, uma vez que o operador Cj é completamente incapaz de fazer qualquer tipo de

permutação entre os elementos de Bv . Aliás, como ao longo dos exemplos que apresentaremos

neste caṕıtulo não nos importaremos com quaisquer propriedades topológicas que possam estar

associadas a R2, algo que essa bidigenerescência acaba fazendo é deixando muito bem claro que

estamos diante de uma situação onde as duas fases, que podem caracterizar esses dois estados de

vácuo, parecem possuir apenas uma espécie de ordem algébrica e não mais topológica. Voltaremos

a falar sobre isso mais adiante, mais especificamente no final deste caṕıtulo.

A obtenção dos operadores de aresta

E já que falamos dessa incapacidade de permutação do operador de aresta, é bom aproveitarmos

a “deixa” de termos mencionado o nome deste operador para apresentarmos as representações dos

operadores que, por exemplo, compõem o conjunto

Cj =
{

Cj,1 , Cj,2 , Cj,3

}
,
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cujos elementos, além de apresentarem propriedades projetivas, devem ser ortonormais entre si e

entre aqueles que também figuram em

Av =
{

Av,1 , Av,2
}

e Bp =
{

Bp,1 , Bp,2
}

.

E, uma coisa muito importante que precisamos lembrar para este fim, é que essa “incapacidade de

permutação” não deve ser uma propriedade restrita apenas ao operador de aresta que compõe o

Hamiltoniano deste QDMv. No caso, todos os operadores que constam em Cj não podem realizar

qualquer tipo de permutação entre os elementos (8.22): ou seja, todos esses operadores devem

apenas comparar os campos de matéria que são atribúıdos a dois vértices adjacentes, segundo a

ação do campo de calibre que está presente na aresta que conecta esses dois vértices.

E, perante a necessidade de encontrarmos expressões para projetores que devem agir sobre

elementos do tipo

| α 〉 ⊗ | g 〉 ⊗ | β 〉 ,

algo que também tem grande valia junto a essa tarefa é o fato de já existir um conjunto de três

projetores para os elementos (8.22): de acordo com o Apêndice C, por exemplo, eles são dados

especificamente por

C (0)
v =

1
3

(
1v + Zv + Z2

v

)
, C (1)

v =
1
3

(
1v + ω2 Zv + ω Z2

v

)
e

(8.26)

C (2)
v =

1
3

( 1v + ω Zv + ω2 Z2
v

)
,

onde, em termos matriciais, temos

Z =
*.....
,

1 0 0

0 ω 0

0 0 ω2

+/////
-

,

já que ω = e
2πi

3 é o gerador do grupo Z3. No caso, os supeŕındices que rotulam todos esses

projetores (8.26) apontam para os únicos elementos que possuem autovalor não nulo; ou seja,

C (α)
v | β 〉 = δ ( α , β ) | β 〉 .
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Por efeito não apenas dessas observações, mas também da constatação que os dois projetores

que atuam sobre os elementos da j-ésima aresta são expressos por

s(0)
j =

1
2

(
1j + σz

j
)

e s(1)
j =

1
2

(
1j − σz

j
)

(8.27)

e tais que

s(h)
j | g 〉 = δ ( g , h ) | g 〉 ,

não é dif́ıcil perceber de (8.10) que a expressão matricial do operador de aresta que completa o

Hamiltoniano deste modelo é dada por

Cj,1 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2

. (8.28)

Já em relação aos demais operadores que completam Cj, eles podem ser perfeitamente obtidos

através dessas mesmas considerações, desde que notemos que a necessidade de ortonormalidade

dos seus elementos nos leva a

Cj,n
��� χα , φj , χβ

〉
= 〈 χα |

[
Θ

(
φj

) ]−1 · Xn ��� χβ
〉
· ��� χα , φj , χβ

〉
, (8.29)

sendo

X =
*.....
,

0 0 1

1 0 0

0 1 0

+/////
-

a representação matricial do mesmo operador (6.11), só que para o caso onde n = 3. Desta

maneira, usando o mesmo racioćınio que já nos levou a (8.28), não é dif́ıcil concluir que esse

conjunto Cj se completa com

Cj,2 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
⊗ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2

e

Cj,3 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
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Operadores de vértice e de face

Diante das expressões de todos os operadores que foram obtidos até aqui, finalmente somos

capazes não apenas de encontrar, mas de classificar, todas as excitações elementares que podem

figurar neste modelo. Talvez a única coisa que parece faltar para que isso seja feito é explicitar

quais são as expressões dos operadores que, junto com os que aparecem em (8.23), completam os

conjuntos Av e Bp. Todavia, como tal completamento é trivial, é bem provável que tais expressões

já estejam bem claras para leitor. Afinal, como

Av,1 + Av,2 = 1v (8.30)

é uma propriedade que precisa ser válida entre os dois elementos de compõem Uv, a única opção

que temos para expressar o operador de aresta “faltante” é

Av,2 =
1
2

[
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − Θ1 (−1)v ◦ σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

]
. (8.31)

Já para encontrar o operador de face que falta, um argumento inteiramente análoga também

se aplica aqui, o que nos leva a

Bp,2 =
1
2

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
.

Note que a expressão desse último operador é exatamente a mesma que já está relacionada ao

exemplo anterior, onde temos os mesmos campos de calibre, porém campos de matéria que per-

tencem a um espaço de Hilbert com um grau de liberdade a menos do que agora. E a razão de

toda essa identificação acontecer é bem simples: ela se deve ao simples fato do operador de face

em (8.2) ser completamente incapaz de aferir qualquer propriedade que decorre da presença de

matéria sobre os vértices de R2; no caso, os únicos operadores que são senśıveis a tal presença são

os de vértice e os de aresta.

Aliás, olhando bem para as expressões dos operadores de aresta que constam em (8.23) e

(8.31), algo que também podemos ver é que elas não diferem muito das expressões dos operadores

de aresta em (8.12) e (8.17). Afinal de contas, como os campos de calibre dos dois exemplos

que apresentamos aqui são exatamente os mesmos, a única diferença que existe entre os seus

operadores de aresta se resume ao fato de termos duas ações bem distintas. Note que o mesmo
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comentário também vale para os operadores de vértice.

Relações não Abelianas

Uma das coisas que continuam claras aqui é que, devido a todas as “similaridades” que fo-

ram mencionadas nos últimos dois parágrafos, os mesmos operadores (8.14) continuam sendo

responsáveis por criar pares de quasipart́ıculas que não apenas se identificam como os mesmos

pares do TC, mas que apresentam exatamente as mesmas propriedades relacionadas ao exemplo

anterior: pois, como

σz
j ◦ s(h)

j = s(h)
j ◦ σz

j e σx
j ◦ s(h)

j = − s(h)
j ◦ σx

j ,

vemos que

• enquanto as quasipart́ıculas do tipo e podem transitar livremente ao longo de R2, sem elevar

a energia do sistema,

• as dos tipos m e ε também apresentam o mesmo padrão, com as mesmas tendências de

confinamento já foi discutida entre as páginas 121 e 122, caso o presente modelo também

possua algum mecanismo que obrigue o sistema a ficar no estado de menor energia posśıvel.

É claro que, assim como no caso anterior, essas não são as únicas quasipart́ıculas que figuram

no presente modelo, dado que aqui também existem operadores W (J,K )
v que agem apenas sobre os

vértices da rede e que satisfazem a (8.16). E, no caso desses operadores, independente de quais

sejam as representações espećıficas de cada um deles, uma coisa já é certa: devido à primeira

igualdade (à esquerda) em (8.16), por exemplo, as suas expressões mais gerais devem ser tais que

W (1,K )
v =

*.....
,

a1K b1K c1K

b1K a1K c1K

d1K d1K r1K

+/////
-

e W (2,K )
v =

*.....
,

a2K b2K c2K

−b2K −a2K −c2K

d2K −d2K 0

+/////
-

, (8.32)

cujas entradas, a priori, devem ser interpretadas como números complexos.

Aliás, é justamente por efeito dessas últimas expressões que, pelo menos, dois operadores es-
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pećıficos já podem ser apontados: o primeiro deles é o

W (1,1)
v =

*.....
,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

+/////
-

(8.33)

que, por não realizar nenhuma troca entre os elementos dispostos em (8.22), cria uma quasi-

part́ıcula que é interpretavél como de vácuo Q(1,1); já o segundo operador é

W (1,2)
v =

*.....
,

0 1 0

1 0 0

0 0 1

+/////
-

, (8.34)

que é exatamente o mesmo operador que já representa a ação Θ1 (−1) deste QDMv e que, portanto,

consegue criar uma excitação Q(1,2) como consequência de uma simples permutação

| 0 〉v ↔ | 1 〉v .

Apesar de parecer bastante “ingênuo” o que iremos dizer agora, é justamente neste momento

que precisamos destacar duas coisas. E, a primeira delas, é que as excitações que são criadas

por esses dois últimos operadores satisfazem um dos requisitos fundamentais que precisam ser

satisfeitos por quaisquer excitações que tenham pretensões de serem vistas como quasipart́ıculas:

elas são tais que

Q(1,1) × Q(1,2) = Q(1,2) × Q(1,1) ; (8.35)

ou seja, independente da ordem em que elas aparecem num processo de fusão, elas levam exa-

tamente aos mesmos produtos que, neste caso em espećıfico, é Q(1,2). Já a segunda (que, tal-

vez, pareça ser bem mais “ingênua” do que afirmar que a regra de fusão entre qualquer quasi-

part́ıcula com uma de vácuo é comutativa) é que essas mesmas excitações Q(1,1) e Q(1,2) foram

criadas através de permutações que não “mexeram” com o elemento | 2 〉. E, apesar da aparente

“ingenuidade” desta afirmação (uma vez que é perfeitamente posśıvel definir permutações entre

alguns elementos enquanto outros são mantidos fixos), é justamente por trás dela que reside um

aspecto fundamental que está relacionado aos operadores W (J,K )
v : nenhum dos que se identificam

como permutações “mexem” com o elemento | 2 〉; o único operador que consegue fazer isso, e
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ainda completa um quadro de fusão comutativo para com as quasipart́ıculas Q(1,1) e Q(1,2), é

W (1,3)
v =

*.....
,

0 0 1

0 0 1

1 1 1

+/////
-

. (8.36)

E é exatamente diante da última constatação de que

W (1,3)
v

�� 0
〉
= W (1,3)

v
�� 1

〉
= �� 2

〉
e W (1,3)

v
�� 2

〉
= �� 0

〉
+ �� 1

〉
+ �� 2

〉
(8.37)

que surge a propriedade mais importante deste modelo que adota G1 = Z2 e G2 = Z3: como a

composição

W (1,3)
v ◦ W (1,3)

v =

*.....
,

1 1 1

1 1 1

1 1 3

+/////
-

=

*.....
,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

+/////
-

+

*.....
,

0 1 0

1 0 0

0 0 1

+/////
-

+

*.....
,

0 0 1

0 0 1

1 1 1

+/////
-

deve ser associada à regra de fusão entre as duas quasipart́ıculas Q(1,3) que são criadas pela ação

consecutiva do operador W (1,3)
v sobre um mesmo vértice, fica muito claro que estamos diante de

um modelo que, apesar de ser fundamentado sobre dois grupos Abelianos, é perfeitamente capaz

de abrigar regras de fusão nitidamente não Abelianas.

Sobre a inexistência de quasipart́ıculas adicionais

Diante disso, e uma vez que já temos plena ciência de quais são os operadores W (1,K )
v que

realmente são capazes de criar quasipart́ıculas neste QDMv, cabe agora fazer a mesma avaliação

em relação aos posśıveis W (2,K )
v . E um dos primeiros operadores que podemos pensar é naquele

que, por exemplo, é expresso como

W (2,1)
v =

*.....
,

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

+/////
-

. (8.38)

Pois, como

W (2,1) �� 0
〉
= �� 0

〉
e W (2,1) �� 1

〉
= − �� 1

〉
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nos diz que ele é o único operador capaz de criar uma excitação sobre um vértice que não pode

ser detectada por um operador de aresta, vemos que a excitação Q(2,1) que ele cria, ao agir sobre o

primeiro autoestado de vácuo (8.24), se identifica exatamente como uma quasipart́ıcula do tipo e.

Aliás, algo que só reforça ainda mais toda essa identificação é o fato de que

W (2,1)
v ◦ W (2,1)

v
�� ξ (1)

0
〉
= �� ξ (1)

0
〉

.

Ou seja, mais uma vez, parece que estamos diante de um modelo onde quasipart́ıculas do tipo e

podem ser perfeitamente criadas sem ser aos pares, ao menos sobre um dos estados de vácuo. E a

razão de termos dado toda essa ênfase a este “ao menos sobre um dos estados de vácuo” é muito

simples: afinal

W (2,1) �� 2
〉
= 0 ⇒ W (2,1) �� 2

〉
= 0 �� 0

〉
+ 0 �� 1

〉
+ 0 �� 2

〉
. (8.39)

Outro “ou seja”: apesar do que acabamos de dizer sobre Q(2,1) estar perfeitamente correto (já que

W (2,1)
v realmente nos dá um excelente argumento para identificarmos essa excitação como uma

quasipart́ıcula do tipo e), se nos basearmos apenas em (8.39) ainda não podemos afirmar se Q(2,1)

corresponde, ou não, a uma quasipart́ıcula.

Todavia, embora esse resultado (8.39) já consiga suscitar, sozinho, essa dúvida sobre a “qua-

siparticularidade” de Q(2,1), existe um outro resultado (que é muito mais simples, porém muito

mais forte) que acaba retirando qualquer dúvida que possa realmente existir sobre isso, ao mesmo

tempo que revela uma outra coisa muito importante: afinal, como

W (2,1)
v ◦ W (1,3)

v =

*.....
,

0 0 1

0 0 1

0 0 0

+/////
-

,

*.....
,

0 0 0

0 0 0

1 1 0

+/////
-

= W (1,3)
v ◦ W (2,1)

v (8.40)

nos mostra que

Q(2,1) × Q(1,3) , Q(1,3) × Q(2,1) ,

esse resultado acaba deixando bem claro que Q(2,1) não pode ser interpretada como uma quasi-

part́ıcula dentro de um modelo que considera Q(1,3) como uma quasipart́ıcula. E como ao estender-

mos essa mesma linha de racioćınio aos demais operadores W (2,K )
v chegamos à mesma conclusão, é

imediato concluir que as únicas excitações Q(J,K ) que podem ser traduzidas como quasipart́ıculas,
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(J,K ) (1,1) (1,2) (1,3)
(1,1) (1,1) (1,2) (1,3)
(1,2) (1,2) (1,1) (1,3)
(1,3) (1,3) (1,3) (1,1) + (1,2) + (1,3)

Tabela 8.2: Regras de fusão associadas às quasipart́ıculas Q(J,K ) que estão presentes neste QDMv, o qual se
vale de um grupo de calibre G1 = Z2, de um conjunto de ı́ndices G2 = Z3 e da consideração que Q(1,3) é
uma quasipart́ıcula.

nesta situação que adota Q(1,3) como uma quasipart́ıcula, são aquelas cujas regras de fusão constam

na Tabela 8.2.

É claro que, depois de ler este último parágrafo, e de notar toda a ênfase que foi dada, por

exemplo, à passagem “Q(2,1) não pode ser interpretada como uma quasipart́ıcula dentro de um

modelo que considera Q(1,3) como uma quasipart́ıcula”, o leitor deve estar se perguntando sobre

o porquê dessa ênfase. E, ao leitor que se faz essa pergunta, devemos apresentar um fato que

vai ajudá-lo a entender qual é a coisa “muito importante” que também mencionamos no mesmo

parágrafo. Afinal de contas, apesar da relação (8.40) nos mostrar que a excitação que é criada

por um operador W (2,1)
v realmente não completa um quadro de fusão comutativo para com as

três quasipart́ıculas que constam na Tabela 8.2, quando deixamos de lado a quasipart́ıcula Q(1,3) é

posśıvel notar que um outro quadro de fusão se completa, entre as quasipart́ıculas Q(1,2), Q(2,1) e

as demais Q(1,1)′ e Q(2,2) que são criadas pelos operadores

W (1,1)
v =

*.....
,

1 0 0

0 1 0

0 0 0

+/////
-

e W (2,2)
v =

*.....
,

0 1 0

−1 0 0

0 0 0

+/////
-

respectivamente. Ou seja, o que esse último quadro de fusão nos mostra é que, apesar deste QDMv

possuir dois autoestados de vácuo (8.24) e (8.25), esse modelo abriga duas situações bem distin-

tas: uma, onde podemos excitar esses dois autoestados de vácuo mediante a concepção de uma

quasipart́ıcula Q(1,3) que apresenta uma regra de fusão não Abeliana; e outra, onde o autoestado

de vácuo (8.25) nunca pode ser excitado, cujas regras de fusão Abelianas das suas quasipart́ıculas

constam na Tabela 8.3.
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(J,K ) (1,1)′ (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1)′ (1,1)′ (1,2) (2,1) (2,2)
(1,2) (1,2) (1,1)′ (2,2) (2,1)
(2,1) (2,1) (2,2) (1,1)′ (1,2)
(2,2) (2,2) (2,1) (1,2) (1,1)′

Tabela 8.3: Regras de fusão associadas às quasipart́ıculas Q(J,K ) que estão presentes neste QDMv, o qual se
vale de um grupo de calibre G1 = Z2, de um conjunto de ı́ndices G2 = Z3 e que não considera que Q(1,3)

é uma quasipart́ıcula. Aqui, o supeŕındice (1,1)′ rotula a quasipart́ıcula de vácuo que é restrita apenas ao
autoestado de vácuo (8.24).

Sobre a transição entre os autoestados de vácuo

E, diante de tudo o que dissemos até agora, e principalmente da propriedade não Abeliana

Q(1,3) × Q(1,3) = Q(1,1) + Q(1,2) + Q(1,2) (8.41)

que é evidente da dupla ação do operador (8.36) sobre um mesmo vértice de R2, é importante

reforçar algo que já está subentendido não apenas deste operador, mas da definição de W (1,2)
v :

esses dois operadores agem de maneira bem diferente sobre os dois autoestados de vácuo deste

exemplo de QDMv. E, no caso do o operador W (1,3)
v , é justamente essa diferença que nos permite

“mexer” com o elemento �� 2
〉

segundo a regra (8.37) e, portanto, retirar o sistema do seu segundo

autoestado de vácuo (8.25) através de um operador que age exclusivamente sobre os vértices.

Aliás, é exatamente esta capacidade que acaba justificando plenamente a presença de W (1,3)
v entre

os demais operadores que definem todo o espectro de energia deste QDMv, mesmo diante da sua

não aparição entre os operadores que definem o Hamiltoniano deste modelo.

No entanto, duas outras coisas interessantes também merecem destaque aqui. E, uma delas,

segue justamente diante de uma interpretação f́ısico-computacional que parece existir por trás

desta fusão (8.41). Afinal de contas, como cada um dos termos da soma que a define nos diz

que a fusão entre duas quaśıpart́ıculas Q(1,3) pode resultar numa quasipart́ıcula de vácuo Q(1,1)

ou numa quasipart́ıcula Q(1,2) ou numa nova quasipart́ıcula Q(1,3) com igual probabilidade (já que

os coeficientes desta soma são todos iguais), quando fazemos uma analogia para com as regras

de fusão do modelo dos “Fibonacci anyons” [5] , fica a sugestão de que este exemplo de QDMv

possa atender aos propósitos de uma computação quântica [75]. Voltaremos a discutir brevemente

este ponto mais adiante, no final deste caṕıtulo. Todavia, a segunda coisa que merece destaque

aqui é que, se notarmos que é fisicamente razoável assumir que, assim como acontece com os
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“Fibonacci anyons” [76], superposições entre “anyons” acabam decoerendo com o tempo em apenas

um deles, ao assumirmos que este nosso “toy model” deve ser encarado como um sistema f́ısico,

o que a relação (8.37) faz é muito mais do que deixar claro que esse sistema pode ser retirado

do seu segundo autoestado de vácuo (8.25): o que esta relação faz é mostrar que é perfeitamente

posśıvel ir do vácuo, na sua fase (8.24), para a sua outra fase (8.25) e vice-versa, através de um

mecanismo de condensação de quasipart́ıculas; ou seja, completando todos os vértices da rede com

quasipart́ıculas Q(1,3)

• por efeito de uma única troca

W (1,3)
v

�� 0
〉
= �� 2

〉

sobre todos os vértices, caso o desejo da migração seja o de ir da fase (8.24) para a (8.25),

ou

• através de trocas, que precisam ser efetuadas usando diferentes combinações entre os opera-

dores W (1,2)
v e W (1,3)

v , quando o desejo é ir de (8.25) para (8.24).

Uma analogia interessante

Diga-se de passagem, todo esse processo, de preencher os vértices de uma rede, que pode ser

infinita, com quasipart́ıculas, nos mostra que um vácuo assim concebido se parece muito com a

proposta, que foi feita por P. A. M. Dirac em 1929 [77], de que o vácuo poderia ser interpretado

como um mar infinito de part́ıculas.

É claro que essa proposta de Dirac foi uma tentativa, bastante rudimentar, de resolver o pro-

blema que está relacionado aos estados que têm energias negativas, na equação que acabou le-

vando o seu nome [78], antes da concepção do que ficou conhecido como Eletrodinâmica Quântica.

Porém, trata-se de uma proposta que, apesar de ser bem extravagante (por imaginar uma quan-

tidade infinita de cargas permeando todo o espaço) e de não permitir calcular qualquer coisa,

sobrevive até hoje por ilustrar intuitivamente como se dá a criação de pares de part́ıculas e an-

tipart́ıculas no vácuo, apesar de carregar consigo um certo “preconceito” por considerar que um

elétron é uma part́ıcula real enquanto trata um pósitron (que é a antipart́ıcula do elétron) como

um simples buraco [79].

Tudo bem que, na época que Dirac apresentou essa sua ideia de vácuo à sociedade cient́ıfica,

uma diversidade de part́ıculas ainda não era conhecida, entre as quais podemos listar o nêutron,
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que só foi descoberto por J. Chadwick em 1932 [80, 81]. Aliás, foi exatamente esse desconheci-

mento que o levou a acreditar, por exemplo, que um buraco neste mar poderia ser um próton e não

um pósitron, que também era desconhecido e que só foi descoberto oficialmente por C. D. Anderson

em 1932 [82] 2. No entanto, se pensarmos neste nosso QDMv, e lembrarmos mais especificamente

do seu primeiro autoestado de vácuo (8.24), vemos que é completamente indiferente pensar na

criação da sua quasipart́ıcula Q(1,2) (que possui uma regra de fusão que permite identificá-la como

a sua própria anti-quasipart́ıcula)

• como algo real, numa situação onde o operador W (1,2)
v age sobre o v-ésimo vértice de uma

rede que possui todos os vértices previamente forrados por quasipart́ıculas Q(1,1), ou

• como um buraco, na situação onde esse mesmo W (1,2)
v age sobre uma rede cujos vértices

foram previamente preenchidos por quasipart́ıculas Q(1,2).

Ou seja, estamos diante de um “toy model” que pode modelar uma realidade f́ısica que é tão

rudimentar quanto aquela idealizada por Dirac e pelos demais pesquisadores no ińıcio do Século

XX.

Outras propriedades

Antes de encerrarmos a apresentação deste exemplo, é deveras fundamental notarmos que

todas aquelas propriedades de confinamento eletrostático, que já foram apontadas no exemplo

anterior, também se fazem presentes aqui. Afinal de contas, enquanto as trocas unidimensionais

| 0 〉v ↔ | 1 〉v , | 0 〉v → | 2 〉v e | 1 〉v → | 2 〉v

de um único dos elementos que estão associados aos vértices dos estados fundamentais por um

outro, que é distinto, conseguem elevar a energia do sistema para um valor E ′, ao realizarmos este

mesmo procedimento de troca apenas sobre dois vértices adjacentes, pareando dois elementos que

são iguais, a energia do sistema não sobe para 2E ′: ela sobe apenas para 2E ′ − 2.

Entretanto, como a ação do atual modelo é um pouco mais “seletiva” que a anterior, a ponto

2Em verdade, apesar dessa descoberta oficial só ter sido reconhecida em 1932, os pósitrons foram observados pela
primeira vez em 1929, por D. Skobeltsyn [83].
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dos operadores de aresta Cj nunca serem tais que

Cj
��� n , φj , 2

〉
=

��� n , φj , 2
〉

e Cj
��� 2 , φj , n

〉
=

��� 2 , φj , n
〉

para n = 0,1, é aqui que surge uma importante observação. E, para entendê-la, precisamos con-

siderar uma situação que é análoga àquela que consta na Figura 8.4, porém criando apenas qua-

sipart́ıculas Q(1,3) sobre o primeiro autoestado (8.25). Afinal, quando consideramos essa situação

bem espećıfica, e um operador tal como um

Ox
γ∗ =

∏

j∈γ∗
σx

j

que se vale do menor caminho dual γ∗ para cercar esse aglomerado de quasipart́ıculas, fica muito

claro (da expressão de Θ1 (−1)v) que ele não consegue isolar a presença dessas quasipart́ıculas

sobre a rede: o que ele faz é só isolar um aglomerado que é composto exclusivamente por Q(1,2).

Assim, como a presença de um aglomerado de quasipart́ıculas Q(1,3) continua sendo perfeitamente

detectável pelas suas bordas, isso parece nos levar automaticamente a identificação de uma espécie

de “parede de domı́nio”: ou seja, uma situação bastante peculiar onde o nosso sistema, apesar

de não estar no seu estado fundamental, é capaz de abrigar dois nichos distintos de vácuo, os

quais estão separados por uma parede de “não vácuo” que passa a funcionar como uma espécie de

“fronteira” entre essas duas realidades.

Exemplo 3: G1 = Z2 e G2 = Z4

Já um outro exemplo que também merece a nossa atenção é aquele que, apesar de ainda se

valer de um grupo G1 = Z2, atribui elementos de um espaço de Hilbert quadridimensional, que é

indexado por G2 = Z4, aos vértices de R2. E, embora pareça uma insistência da nossa parte apre-

sentar um novo modelo que continua se valendo do mesmo grupo de calibre que já está relacionado

aos dois últimos exemplos, o aspecto interessante é que, desta vez, essa configuração nos leva a

um modelo onde existem duas opções fisicamente distintas para a sua definição. Tudo bem que,

no caso do exemplo que acabamos de apresentar, também temos duas opções para a sua definição,

as quais se resumem basicamente em “excitar” ou “não excitar” um dos seus dois autoestados de

vácuo. No entanto, aqui, as duas opções são outras: elas se relacionam para com as duas esco-

lhas distintas que temos para definir a ação do grupo de calibre sobre os campos de matéria. E, a
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primeira que escolha que iremos apresentar aqui, é a aquela cuja ação, sobre as representações

�� 0
〉
=

*.........
,

1

0

0

0

+/////////
-

, �� 1
〉
=

*.........
,

0

1

0

0

+/////////
-

, �� 2
〉
=

*.........
,

0

0

1

0

+/////////
-

e �� 3
〉
=

*.........
,

0

0

0

1

+/////////
-

(8.42)

dos elementos que compõem B4, é definida por

Θ1 (1) . ω g = ω g e Θ1 (−1) . ωg =




ω g+1 (mod 4) , se g for par , e

ω g−1 (mod 4) , caso contrário ,
(8.43)

onde ω = i é o elemento que gera o grupo ćıclico Z4. Ou seja, uma ação que pode ser representada

matricialmente como

Θ1 (−1) =

*.........
,

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

+/////////
-

. (8.44)

Primeira escolha

Aliás, uma das coisas que já ficam bem claras por decorrência da definição desta ação (8.43),

assim como da definição dos operadores de vértice, de face e de aresta que foi feita em (8.8) e

(8.10), os dois primeiros desses operadores ficam expressos respectivamente como

Av =
1
2

[
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + Θ1 (−1)v ◦ σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

]
e

Bp =
1
2

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
, (8.45)

enquanto que, com base no fato de que os operadores

C (0)
v =

1
4

(
1v + Zv + Z2

v + Z3
v

)
, C (1)

v =
1
4

(
1v − i Zv − Z2

v + i Z3
v

)
,

C (2)
v =

1
4

(
1v − Zv + Z2

v − Z3
v

)
e C (3)

v =
1
4

(
1v + i Zv − Z2

v − i Z3
v

)
(8.46)
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funcionam como verdadeiros projetores para os elementos (8.42) 3, o operador de aresta fica ex-

presso como

Cj = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2

, (8.47)

em total analogia a tudo o que já foi feito em (8.28). Aqui,

X =
∑

h∈Z4

�� ( h + 1 ) mod 4
〉 〈 h | e Z =

∑

h∈Z4

ωh | h 〉 〈 h | . (8.48)

E uma das principais observações que já podem ser feitas a partir de todas essas expressões

é que, mais uma vez, estamos diante de um modelo que possui um estado fundamental que é,

no mı́nimo, bidegenerado. No caso do primeiro autoestado de vácuo que está relacionado a este

modelo, ele é dado explicitamente por

�� ξ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 0 〉+
-

. (8.49)

Já o segundo autoestado de vácuo é obtido por efeito do operador

O =
∏

v

X2
v (8.50)

que, por agir sobre todos os vértices de (8.49), nos leva a

�� ξ (2)
0

〉
= O �� ξ (1)

0
〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 2 〉+
-

. (8.51)

Note que, como (8.50) não pode ser expresso em termos de qualquer combinação que se valha

de um produtório entre quaisquer operadores (8.45), a bidegenerescência deste modelo acaba

justificada exatamente nos mesmos moldes que a bidegenerescência do exemplo anterior.

3Ou seja, C (α)
v | β 〉 = δ (

α, β
) | β 〉 .
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Completando os conjuntos ortogonais

Aliás, dado que o estado fundamental deste exemplo de QDMv acabou de ser devidamente apre-

sentado, é interessante iniciarmos as buscas pelas excitações deste modelo. E, uma das principais

coisas que devemos fazer diante dessa tarefa, é, por exemplo, declarar quais são as expressões dos

operadores que completam os conjuntos Av, Bp e Cj onde já constam os operadores que já estão re-

sumidos em (8.45) e (8.47). E, no caso, devido a toda ortogonalidade que é inerente às definições

desses conjuntos, não é dif́ıcil perceber que os operadores que completam os dois primeiros deles

são

Av,2 =
1
2

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − Θ1 (−1)v ◦ σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
e

Bp,2 =
1
2

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
,

enquanto o segundo conjunto se completa com os operadores

Cj,2 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2

,

Cj,3 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2

e

Cj,4 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2

que nitidamente possuem expressões um pouco mais “complicadas”, uma vez que, analogamente

ao que diz (8.29), eles devem ser tais que

Cj,n
��� χα , φj , χβ

〉
= 〈 χα |

[
Θ

(
φj

) ]−1 · Xn ��� χβ
〉
· ��� χα , φj , χβ

〉
. (8.52)
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Aliás, por efeito das expressões que compõem os conjuntos Av e Bp, por exemplo, umas das

coisas que já não são dif́ıceis de serem percebidas é que as mesmas quasipart́ıculas que estão

relacionadas ao TC continuam presentes aqui. Ou seja, uma coisa que já era de se esperar: afinal

de contas, por mais que a ação deste modelo seja diferente, toda a estrutura de calibre dos modelos

anteriores continua preservada, o que nos mostra que, mais uma vez estamos diante de um modelo

onde

• quasipart́ıculas do tipo e continuam sendo perfeitamente produzidas e transportadas pela

ação do operador (4.20) sobre qualquer um dos autoestados de vácuo (8.49) e (8.51), sem

causar qualquer custo energético ao sistema, e

• quasipart́ıculas dos tipos m e ε se submetem a um confinamento que é bastante similar ao

“cromodinâmico” já detalhado no Exemplo 1.

Entretanto, devido à expressão dos operadores que completam Av e Cj, também é bastante claro

que outras quasipart́ıculas Q(J,K ) também são criáveis por meio de operadores W (J,K )
v que agem

exclusivamente sobre os vértices de R2, as quais podem ser completamente distintas das do TC. E,

como os operadores que criam estas quasipart́ıculas precisam satisfazer a

Av,J ◦ W (J,K )
v = W (J,K )

v ◦ Av,1 e Cj,K ◦ W (J,K )
v = W (J,K )

v ◦ Cj,1 , (8.53)

já vale notar que, apesar de termos oito possibilidades para as suas definições, apenas seis delas

levarão à quasipart́ıculas que não se identificam com nenhuma das do TC. Afinal, enquanto W (1,1)
v

é identificável como o criador de uma quasipart́ıcula de vácuo Q(1,1) por satisfazer as relações

(8.53) quando J = K = 1, o operador W (2,1)
v está associado à criação de uma quasipart́ıcula Q(2,1)

que satisfaz exatamente as mesmas relações, com J = 2 e K = 1, que uma única do tipo e.

Excitações elementares e regras de fusão

Embora o último comentário que fizemos seja verdadeiro, antes de apresentarmos as repre-

sentações de todos os operadores W (J,K )
v que seguem de (8.53), precisamos lembrar de uma coisa

que é muito importante: sempre que procuramos entender o que é uma excitação ou uma quasi-

part́ıcula em qualquer um dos nossos modelos, sempre fazemos isso analisando como elas podem

ser criadas sobre um dos autoestados de vácuo. E, aqui, neste exemplo espećıfico, temos dois deles:
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ou seja, temos dois autoestados de vácuo que, por serem independentes um do outro, podem reagir

de maneira bastante distinta quando operados por qualquer um desses operadores W (J,K )
v . Basta

ver que é exatamente isso o que acontece com os autoestados de vácuo (8.24) e (8.25) do exemplo

anterior quando operados por (8.34) ou (8.36). E uma das coisas que só reforçam ainda mais a

possibilidade disso também acontecer aqui é o simples fato de que, como a ação do presente mo-

delo é dada por (8.44), quaisquer que sejam as matrizes que representem esses operadores W (J,K )
v ,

as suas expressões mais gerais são tais que

W (1,K )
v =

*.........
,

a1K b1K c1K d1K

b1K a1K d1K c1K

p1K q1K r1K s1K

q1K p1K s1K r1K

+/////////
-

e W (2,K )
v =

*.........
,

a2K b2K c2K d2K

−b2K −a2K −d2K −c2K

p2K q2K r2K s2K

−q2K −p2K −s2K −r2K

+/////////
-

, (8.54)

cujas entradas correspondem a números complexos.

Todavia, ao notarmos que a representação dada para a ação Θ1 (−1)v pode ser perfeitamente

identificada como uma das matrizes de Dirac [55], uma das maneiras mais cômodas que temos

para reconhecer quais são as quasipart́ıculas Q(J,K ) deste modelo é justamente tomando outras

matrizes de Dirac para representar os operadores W (J,K )
v que as criam. E, como isso nos leva às

representações

W (1,1)
v =

*..
,

1 0

0 1

+//
-

, W (2,1)
v =

*..
,

σz 0

0 σz

+//
-

,

W (1,2)
v =

*..
,

0 σx

σx 0

+//
-

, W (2,2)
v =

*..
,

0 “ σy ”

“ σy ” 0

+//
-

,

(8.55)

W (1,3)
v =

*..
,

0 1

1 0

+//
-

, W (2,3)
v =

*..
,

0 σz

σz 0

+//
-

,

W (1,4)
v =

*..
,

σx 0

0 σx

+//
-

e W (2,4)
v =

*..
,

“ σy ” 0

0 “ σy ”

+//
-

,

acaba ficando bem claro que estamos diante de um conjunto de operadores que agem do mesmo

jeito sobre qualquer um dos autoestados de vácuo (8.49) e (8.51), onde as representações que
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(J,K ) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
(1,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (1,7) (1,8)
(1,2) (1,2) (1,1) (1,4) (1,3) (2,2) (2,1) (2,4) (1,3)
(1,3) (1,3) (1,4) (1,1) (1,2) (2,3) (2,4) (2,1) (2,2)
(1,4) (1,4) (1,3) (1,2) (1,1) (2,4) (2,3) (2,2) (2,1)
(2,1) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
(2,2) (2,2) (2,1) (2,4) (2,3) (1,2) (1,1) (1,4) (1,3)
(2,3) (2,3) (2,4) (2,1) (2,2) (1,3) (1,4) (1,1) (1,2)
(2,4) (2,4) (2,3) (2,2) (2,1) (1,4) (1,3) (1,2) (1,1)

Tabela 8.4: Regras de fusão associadas às quasipart́ıculas que são criadas por operadores que agem exclusi-
vamente sobre os vértices da rede num QDMv, que se vale do grupo de calibre G1 = Z2, da sua ação (8.44)
sobre um espaço de Hilbert quadridimensional indexado por G2 = Z4, assim como da escolha (8.55) para os
operadores W (J,K ).

compõem a primeira linha correspondem aos operadores que criam respectivamente uma quasi-

part́ıcula de vácuo e uma outra, que satisfaz exatamente as mesmas relações que uma única do tipo

e. Aliás, devido ao fato de estarmos lidando com representações que se identificam como matrizes

de Dirac, também acaba ficando bem claro que elas nos levam a um conjunto com regras de fusão

Abelianas, as quais constam na Tabela 8.4.

Propriedades eletrostáticas

Apenas para finalizarmos a apresentação das principais propriedades das quasipart́ıculas ele-

mentares deste modelo que se apoia sobre (8.44), é fundamental destacarmos duas coisas. A

primeira delas é que parte destas quasipart́ıculas também é senśıvel à mesma espécie de poten-

cial eletrostático que já foi mencionado no Exemplo 1. E, no caso dessa “sensibilidade”, ela está

associada apenas às quasipart́ıculas Q(J,K ), dado que, para um Sj = {v1,v2},

[
Cj , W (J,K )

v1
◦ W (J,K )

v2

]
= 0

é uma relação válida.

Já segunda coisa que merece destaque aqui é que, como a ação (8.43) não faz a mesma troca

que os operadores W (1,2)
v e W (1,3)

v fazem, também podemos construir situações análogas àquelas,

que levam à identificação das supostas paredes de domı́nios que já mencionamos no exemplo an-

terior. E, para que isso seja feito, basta nos apoiarmos sobre a mesma lógica que permeia a Figura

8.4, alocando quasipart́ıculas de um mesmo tipo Q(1,1) ou Q(1,2), lado a lado, numa região que
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pode ser a que está destacada em azul, por exemplo, enquanto a outra é preenchida usando um

único tipo Q(1,3) ou Q(1,4).

Segunda escolha

Conforme bem dissemos no ińıcio deste terceiro exemplo que estamos apresentando, estamos

diante de um modelo cuja definição pode ser feita de duas maneiras diferentes. A primeira, que

acabamos de apresentar, se apoia inteiramente sobre uma ação (8.44) que é capaz de trocar todos

os elementos (8.42), que estão dispostos sobre os vértices, da rede por algum outro. Já a segunda

maneira, que apresentaremos a partir de agora, pode ser definida através de uma ação que é

representável por

Θ2 (−1) =

*.........
,

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

+/////////
-

. (8.56)

Ou seja, lembrando que Θ2 (−1) também deve agir sobre os mesmos elementos (8.42), fica bem

claro que essa nova possibilidade se fundamenta sobre a troca de apenas dois desses elementos

entre si, mantendo os outros dois fixos.

E a primeira consequência que surge dessa nova ação é que, apesar dela não causar qualquer

tipo de alteração nas expressões dos operadores que compõem o conjunto Bp, ela altera, sim, as

expressões dos operadores que compõem os conjuntos Av e Cj deste novo modelo. E, no caso do

primeiro desses conjuntos, essas novas expressões são dadas especificamente por

Av =
1
2

[
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + Θ2 (−1)v ◦ σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

]
e

Av,2 =
1
2

[
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − Θ2 (−1)v ◦ σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

]
.

No caso do segundo, temos

Cj = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2

,
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Cj,2 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2

,

Cj,3 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2

e

Cj,4 = C (0)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (1)
v2
+ C (0)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (2)
v2
+ C (1)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (2)
v2

+ C (1)
v1
◦ s(1)

j ◦ C (1)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(0)

j ◦ C (3)
v2
+ C (2)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (3)
v2

+ C (3)
v1
◦ s(0)

j ◦ C (0)
v2
+ C (3)

v1
◦ s(1)

j ◦ C (0)
v2

,

haja vista a definição (8.52).

Já a segunda consequência que decorre desta nova ação (8.56) tem uma relação bastante direta

para com o estado fundamental. Afinal, enquanto o primeiro autoestado de vácuo já é muito bem

conhecido e dado por

�� ξ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 0 〉+
-

(8.57)

um segundo e um terceiro agora se fazem presentes: eles são

�� ξ (2)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 2 〉+
-

e

�� ξ (3)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 3 〉+
-

. (8.58)

E, apesar da aparente similaridade que existe entre as expressões desse �� ξ (2)
0

〉
e do autoestado de

vácuo (8.51), convém notar que eles não são os mesmos. E a razão para essa identificação não

ocorrer é muito simples: a ação Θ2 (−1) não é capaz de realizar quaisquer transições do tipo

| 2 〉 ↔ | 3 〉
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entre os elementos que estão associados aos vértices, tal como Θ1 (−1) fazia. Assim, como não

existe um operador (que seja expresso como um produtório que se valha de, pelo menos, algum

dos operadores que definem o Hamiltoniano deste modelo) que seja capaz de realizar qualquer

transformação sobre (8.57) a ponto de obter as demais configurações de vácuo que estão resumidas

pelos autoestados em (8.58), a tridegenerescência do estado fundamental do atual modelo fica

completamente justificada.

Criando as excitações

É claro que, sobre todos esses novos autoestados, também podemos criar as mesmas quasi-

part́ıculas do TC que mencionamos anteriormente, cujas propriedades já foram exaustivamente

apresentadas. Todavia, o que é mais importante de ser destacado a partir de agora concerne,

tão somente, às expressões dos novos operadores W (J,K )
v que são capazes de agir apenas sobre os

vértices de R2, as quais precisam satisfazer a

Av,J ◦ W (J,K )
v = W (J,K )

v ◦ Av,1 e Cj,K ◦ W (J,K )
v = W (J,K )

v ◦ Cj,1

para os novos operadores que completam os novos conjuntos Av e Cj. E, uma das coisas mais

convenientes que podemos mencionar para este fim, diz respeito às expressões mais gerais das

matrizes que representam esses operadores W (J,K )
v que, no caso, são dadas por

W (1,K )
v =

*.........
,

a1K b1K c1K d1K

b1K a1K c1K d1K

p1K p1K r1K s1K

q1K q1K u1K v1K

+/////////
-

e W (2,K )
v =

*.........
,

a2K b2K c2K d2K

−b2K −a2K −c2K −d2K

p2K −p2K 0 0

q2K −q2K 0 0

+/////////
-

. (8.59)

Afinal de contas, quando comparamos essas matrizes com as que constam em (8.54) fica muito

claro que, para cada ação que o modelo nos permite escolher, o conjunto de operadores que criam

excitações pode conter elementos que são bastante distintos em cada caso.

Aliás, notando que toda a bloco-diagonalidade da ação (8.44) nos permite reescrevê-la como

Θ1 (−1) =
*..
,

σx 0

0 1

+//
-

, (8.60)
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essas mesmas expressões (8.59), quando analisadas sob a luz das relações de Pauli (4.10), acabam

nos mostrando que, além da identidade W (1,1)
v que figura em (8.55),

W (1;2,1)
v =

*..
,

σx 0

0 1

+//
-

, W (1;2,2)
v =

*..
,

σx 0

0 σx

+//
-

e W (1;1,2)
v =

*..
,

1 0

0 σx

+//
-

(8.61)

são três escolhas que nos remetem às respectivas quasipart́ıculas elementares Q(1;2,1), Q(1;2,2) e

Q(1;1,2) que não podem ser detectadas por qualquer um dos operadores de vértice. E é justamente

diante destas expressões que fica bem claro algo que já dissemos anteriormente: afinal, como

essa bloco-diagonalidade de (8.60) toma forma através de matrizes distintas (uma, no primeiro

quadrante, que é a σx ; e outra, no terceiro quadrante, que é a 1), mais uma vez ficamos diante de

um modelo onde existem operadores W (J,K )
v que podem agir diferentemente sobre os autoestados

de vácuo. Basta ver que é exatamente isso o que ocorre, por exemplo, com os operadores W (1;2,1)
v e

W (1;1,2)
v , já que

• o primeiro deles consegue excitar apenas o autoestado de vácuo �� ξ (1)
0

〉
, por efeito da troca

| 0 〉v ↔ | 1 〉v ,

e não faz nada com os demais,

• enquanto o segundo faz justamente o contrário, excitando os dois autoestados de vácuo �� ξ (2)
0

〉

e �� ξ (3)
0

〉
através de

| 2 〉v ↔ | 3 〉v ,

mas não fazendo nada com �� ξ (1)
0

〉
.

Por se dizer, é exatamente isso que bem justifica o fato de termos adotado uma indexação ligei-

ramente diferente para as quasipart́ıculas que surgem pela ação dos operadores (8.61): como a

lógica por trás da indexação anterior (J,K ) nos permite representar

• o vácuo, quando J = K = 1, e

• o não vácuo, em qualquer caso contrário a esse,

quando nos valemos dos novos supeŕındices (J; K1,K2) se torna perfeitamente posśıvel representar

um vácuo que persiste apenas numa situação, mas não na outra; pois, devido à ação dos opera-
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dores (8.61) sobre os autoestados de vácuo, fica muito claro que Q(J ;K1,K2) se comporta com uma

quasipart́ıcula de vácuo apenas

• no autoestado �� ξ (1)
0

〉
, quando J = K1 = 1, e

• nos autoestados �� ξ (2)
0

〉
e/ou �� ξ (3)

0
〉
, quando J = K2 = 1.

Apenas para completar esses nossos comentários, vale notar que, apesar dessas três possibi-

lidades em (8.61) serem relevantes ao modelo, nenhuma delas consegue, por exemplo, retirar o

sistema da sua condição de vácuo (8.57) e levá-los para um dos outros vácuos (8.58) e vice-versa,

através de um processo condensação análogo ao que foi explicado no começo da página 139. No

entanto, devido não apenas às representações que constam em (8.59), mas às relações de Pauli

(4.7), não é dif́ıcil notar que o operador

W (1;3)
v =

*..
,

0 1 + σx

1 + σx 0

+//
-

, (8.62)

que é responsável pela produção de uma quasipart́ıcula W (1;3) que completa um quadro comutativo

de fusão para com as quasipart́ıculas associáveis aos operadores (8.61), consegue fazer isso. E,

desta maneira, como ao contrário do que acontece com o subconjunto fechado que é composto

apenas por uma quasipart́ıcula de vácuo e por aquelas que surgem de (8.61), esse último operador

nos leva à uma regra de fusão

Q(1;3) × Q(1;3) = 2 Q(1;1) + 2 Q(1;2,2)

que é não Abeliana, reforçando ainda mais toda a similaridade desta nova situação para com aquela

que já foi apresentada no Exemplo 2. Aliás, note que, se (apenas por uma questão de distinção)

denotarmos por A a matriz que representa a ação desse Exemplo 2, podemos reescrever a ação

(8.56) atual como

Θ1 (−1) =
*..
,

A 0

0T 1

+//
-

, (8.63)

reforçando que existe uma relação entre ações que mantém elementos fixos sobre os vértices e a

realização de transições entre todos os estados de vácuo de um sistema sob a imposição de regras

de fusão não Abelianas.
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Exemplo 4: G1 = Z4 e G2 = Z2

Dado que os três últimos exemplos sempre se valeram de um G1 = Z2 para modelar os seus

campos de calibre, neste quarto exemplo finalmente iremos proceder de uma maneira que é um

pouco diferente, considerando um QDMv onde G1 = Z4 e G2 = Z2. E, neste caso, como todas as

posśıveis escolhas que nos levam a um modelo distinto de um QDM equivalem a uma única que

adota

Θ (1) . ωk = Θ (−1) . ωk = ωk e Θ (i) . ωk = Θ (−i) . ωk = ωk+1 (8.64)

como a ação, onde ω = −1 é o gerador do grupo Z2, vemos que os operadores de vértice, de face e

de aresta que estão aqui relacionados se reduzem a

Av =
1
4

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + σx

v ◦ Xa ◦ Xb ◦ X3
c ◦ X3

d

)

+
1
4

(
1v ◦ X2

a ◦ X2
b ◦ X2

c ◦ X2
d + σx

v ◦ X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
,

Bp =
1
4

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + Z3

r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3
u

)
(8.65)

+
1
4

(
Z2
r ◦ Z2

s ◦ Z2
t ◦ Z2

u + Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
e

Cj =
1
2

(
1v1 ◦ 1j ◦ 1v2 + σz

v1
◦ Z2

j ◦ σz
v2

)

respectivamente, sendo X e Z os mesmos operadores que já foram mencionados em (8.48).

Aliás, é justamente por efeito destas expressões que, mais uma vez, fica bem claro que estamos

diante de um QDMv que possui um estado fundamental que é bidegenerado e que, “curiosamente”,

tem uma certa semelhança para com a primeira escolha que foi feita no exemplo anterior. Afinal,

se notarmos que um dos seus autoestados de vácuo é o já bem conhecido

�� ξ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 0 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 0 〉+
-

, (8.66)
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o segundo deles pode ser perfeitamente expresso como

�� ξ (2)
0

〉
= O �� ξ (1)

0
〉
=

1√
2

∏

v

Av
*.
,

⊗

j

| 1 〉+/
-
⊗ *

,

⊗

v

| 0 〉+
-

, (8.67)

através de um operador

O =
∏

j

Xj (8.68)

que é bastante similar a (8.50), uma vez que ele: (i) age sobre todas as arestas de uma só vez; e

(ii) deixa bem clara a existência de uma simetria global neste modelo, que independe da topologia

da subvariedade que R2 discretiza.

Conjuntos ortogonais e algumas “coincidências”

Fazendo uso da mesma “receita” que já usamos nos exemplos anteriores, a coisa mais impor-

tante que devemos fazer agora é declarar quais são as expressões dos demais operadores que

também completam os conjuntos Av, Bp e Cj nos quais (8.65) já estão contidos. Explicitamente

esses operadores são:

Av,2 =
1
4

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + i σx

v ◦ Xa ◦ Xb ◦ X3
c ◦ X3

d

)

− 1
4

(
1v ◦ X2

a ◦ X2
b ◦ X2

c ◦ X2
d + i σx

v ◦ X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
,

Av,3 =
1
4

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − σx

v ◦ Xa ◦ Xb ◦ X3
c ◦ X3

d

)

+
1
4

(
1v ◦ X2

a ◦ X2
b ◦ X2

c ◦ X2
d − σx

v ◦ X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
e

Av,4 =
1
4

(
1v ◦ 1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − i σx

v ◦ Xa ◦ Xb ◦ X3
c ◦ X3

d

)

− 1
4

(
1v ◦ X2

a ◦ X2
b ◦ X2

c ◦ X2
d − i σx

v ◦ X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
;

Bp,2 =
1
4

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + i Z3

r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3
u

)

− 1
4

(
Z2
r ◦ Z2

s ◦ Z2
t ◦ Z2

u + i Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
,
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Bp,3 =
1
4

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − Z3

r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3
u

)

+
1
4

(
Z2
r ◦ Z2

s ◦ Z2
t ◦ Z2

u − Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
e

Bp,4 =
1
4

(
1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − i Z3

r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3
u

)

− 1
4

(
Z2
r ◦ Z2

s ◦ Z2
t ◦ Z2

u − i Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
; e

Cj,2 =
1
2

(
1v1 ◦ 1j ◦ 1v2 − σz

v1
◦ Z2

j ◦ σz
v2

)
.

Por se dizer, é fazendo uma simples comparação entre essas expressões e aquelas que definem

tanto o QDM como o modelo que foi apresentado no Exemplo 1, que fica bem fácil entender

algumas coisas no presente modelo. E, a primeira delas, por exemplo, é que, devido a estrutura

de calibre que resolvemos adotar aqui, uma parte das quasipart́ıculas que podem ser criadas neste

QDMv são exatamente as mesmas que já figuram no QDM que se vale de um G1 = Z4, cujas regras

de fusão são dadas por

eg × eh = e(g+h) mod 4 , mg × mh = m(g+h) mod 4 e eg × mh = ε(g,h) . (8.69)

A única diferença que existe agora é que, por efeito de (6.18) nos mostrar que

ZgXh = i(gh) mod 4 XhZg ⇒




Z2X = i 2 mod 4 X Z2 = − X Z2 ,

Z2X2 = i 4 mod 4 X2Z2 = X2Z2 e

Z2X3 = i 6 mod 4 X3Z2 = − X3Z2 ,

parte dessas quasipart́ıculas serão confináveis segundo a mesma leitura do Exemplo 1, caso o

sistema realmente possua algum mecanismo que sempre o mantenha numa situação de menor

energia. E, quando esse é o caso, as quasipart́ıculas que serão pasśıveis de confinamento neste

exemplo de QDMv não serão as eg , haja vista que os operadores Zg

j que as produzem são tais que

[
Zg

j , Cj
]
= 0 ;

as quasipart́ıculas que serão pasśıveis de confinamento serão apenas aquelas cujo processo de
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criação envolve os operadores Xg

j com g = 1,3, uma vez que, nesta situação, temos

Cj ◦ Xg

j
�� ξ (1,2)

0
〉
= Xg

j ◦ Cj,2 �� ξ (1,2)
0

〉
.

Já sobre as demais quasipart́ıculas que são conceb́ıveis neste modelo, elas surgem por efeito dos

mesmos operadores

W (1,1)
v = 1v , W (1,2)

v = σx
v , W (3,1)

v = σz
v e W (3,2)

v = “ σy
v ” (8.70)

que já foram listados (com outros supeŕındices) em (8.18), o que nos leva à conclusão de que

novamente estamos diante das mesmas regras de fusão Abelianas resumidas em (8.1).

Propriedades adicionais

Por fim, duas coisas merecem destaque neste modelo. E, a primeira delas, é que, como

Av ◦ (
σz

v ◦ Z2
j

�� ξ (1,2)
0

〉 )
= σz

v ◦ Av,2 ◦ Z2
j

�� ξ (1,2)
0

〉

=
(
σz

v ◦ Z2
j

) ◦ Av �� ξ (1,2)
0

〉
= σz

v ◦ Z2
j

�� ξ (1,2)
0

〉
,

as quasipart́ıculas Q(2,1) e e2, que são criadas respectivamente pelos operadores σz
v e Z2

j , podem

ser consideradas (ao menos efetivamente) como as mesmas.

Já a segunda coisa que merece destaque aqui diz respeito a todo esse comportamento ele-

trostático que sempre insistimos mencionar ao final de cada exemplo. E, no caso deste nosso exem-

plo de agora, como as quasipart́ıculas Q(J,K ) conceb́ıveis pelos operadores (8.70) são exatamente

as mesmas do Exemplo 1, as mesmas propriedades eletrostáticas também se fazem presentes aqui.

Contudo, existe uma pequena ressalva que precisamos fazer: afinal de contas, como

[
Cj , σ

x
v ◦ Xj

]
=

[
Cj , σ

x
v ◦ X3

j
]
= 0

é uma propriedade válida quando v indexa um dos vértices que encerram a j-ésima aresta e, por-

tanto,

Cj ◦ (
OX

v ◦ σx
v

�� ξ (1,2)
0

〉 )
= OX

v ◦ C (−1)
j ◦ σx

v
�� ξ (1,2)

0
〉

=
(

OX
v ◦ σx

v
) ◦ Cj �� ξ (1,2)

0
〉
= OX

v ◦ σx
v

�� ξ (1,2)
0

〉
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vale para um operador

OX
v = XM

a ◦ XM
b ◦ XN

c ◦ XN
d (8.71)

que adota (M,N ) = (1,3) ou (M,N ) = (3,1), é imediato concluir que OX
v funciona como uma

espécie de “isolante” para as quasipart́ıculas Q(1,2), uma vez que nenhum dos operadores (8.65),

que agem sobre o autoestado

�� ξ ′0
〉
= OX

v ◦ σx
v

�� ξ (1,2)
0

〉
,

conseguem detectá-la.

8.2.2 Uma análise mais geral

Apesar de toda a “repetitividade estrutural” que, de alguma maneira, sempre se fez presente

nos exemplos deste caṕıtulo (e que, talvez, até tenha cansado leitor), uma coisa é certa: todos eles

deixam bem claro que um QDMv é um modelo que

(i) suporta exatamente as mesmas quasipart́ıculas de um QDM entre as suas excitações, e

(ii) também admite a realização de quasipart́ıculas como excitações exclusivamente relacionadas

aos seus campos de matéria.

E, no caso dessas quasipart́ıculas que foram herdadas do QDM, devemos fazer um importante

destaque. Afinal de contas, enquanto as que são reconhećıveis como eg continuam as mesmas

propriedades do QDM, o mesmo não acontece em relação às quasipart́ıculas dos tipos mh e ε(g,h):

transportar essas últimas sempre deixa um rastro que pode ser traduzido em termos energéticos,

uma vez que, quanto maior é esse rastro, maior é a elevação da energia do sistema, mesmo que

esse sistema continue comportando o mesmo número de quasipart́ıculas. E, a grande razão disso

acontecer, é o fato do Hamiltoniano (8.1) ser composto por operadores de face e de aresta que leem

os campos de calibre do modelo da mesma maneira. E é neste sentido que podemos afirmar que,

se todos esses “toys models” corresponderem a sistemas f́ısicos de verdade, que possuam algum

tipo de mecanismo os protejam de situações de aumento de energia ao longo desses transportes

e, portanto, os mantenham nas situações de menor energia posśıvel, as quasipart́ıculas mh e ε(g,h)

serão confinadas.
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Diga-se de passagem, é diante dessa caracteŕıstica de confinamento que convém esclarecer uma

coisa que sugerimos na página 138: afinal, embora alguns dos exemplos que apresentamos neste

caṕıtulo apresentem regras de fusão não Abelianas que são bastante similares às dos modelos dos

“Fibonacci anyons” [5], tudo leva a crer que esses exemplos não podem ser utilizados para realizar

qualquer tipo computação quântica, ao menos do jeito que eles foram propostos. Pois, como a

realização de uma computação quântica em modelos como o QDM está vinculada a possibilidade

de avaliar os “braids” [84, 85], que são formados sobre uma variedadeM2×[ 0,1 ] por decorrência

do transporte de quasipart́ıculas sobre M2, é exatamente essa possibilidade que não temos aqui,

já que: de um lado, as quasipart́ıculas dos tipos mh e e ε(g,h) apresentam propriedades de confi-

namento (ou seja, elas não podem ser transportadas mantendo a energia do sistema constante);

e, por outro, as quasipart́ıculas Q(J,K ) não podem ser transportadas por um operador que não se

identifica com um de “teletransporte”, embora elas sejam perfeitamente capazes de interagir umas

com as outras.

A estaticidade das quasipart́ıculas

Aliás, já que falamos das quasipart́ıculas Q(J,K ), que surgem por decorrência dos operado-

res W (J,K )
v que agem exclusivamente sobre os vetores que foram previamente atribúıdos sobre os

vértices de R2, convém fazer dois comentários. E, o primeiro deles, se refere à capacidade ele-

trostática que algumas delas apresentam: ou seja, uma capacidade de interação que, quando alo-

camos duas delas sobre os vértices que pertencem a Sj, consegue reduzir a energia do sistema que

é assim formado. E no caso dessa capacidade, ela surge, tão somente, por decorrência do operador

de aresta C (G1,G2)
j não ser capaz de reconhecer que existem duas quasipart́ıculas alocadas em Sj.

Já o segundo comentário que cabe fazer se refere à completa incapacidade de distinção que

os operadores de vértice de um QDMv possuem diante de algumas quasipart́ıculas eg e de outras

Q(J,K ). Ou seja, apesar de nós termos plena ciência de que essas quasipart́ıculas são produzidas

por operadores distintos e que, portanto, elas podem ser perfeitamente diferentes, aos olhos de

um detector elas são as mesmas. E, uma das boas maneiras de entendermos como isso acontece,

pode ser pensando numa situação bastante hipotética e que está relacionada à F́ısica das part́ıculas

elementares: afinal, se os operadores de vértice A(G1,G2)
v fossem operadores capazes de medir

a carga elétrica de uma part́ıcula, por exemplo, seria exatamente essa a indistinção que existiria

entre um elétron, um múon e um tau, caso os demais operadores que definem o modelo não fossem
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capazes de medir as outras propriedades destas três part́ıculas.

Em todo caso, apesar desse “baixo poder de distinção” que um QDMv pode apresentar em

relação às suas quasipart́ıculas, existem duas coisas que podemos fazer em prol desta distingui-

bilidade. E, a primeira delas (que é a mais fraca), é observar se existe um número ı́mpar de

quasipart́ıculas sobre os vértices de R2: afinal de contas, como as quasipart́ıculas eg são sempre

produzidas aos pares numa rede que satisfaz a (6.2), a detecção de um número ı́mpar delas implica

automaticamente que ao menos uma Q(J,K ) se faz presente. Já a segunda coisa (que é a mais forte)

é que, conforme já bem dissemos acima, ao contrário do que acontece com as quasipart́ıculas que

foram herdadas do QDM, as Q(J,K ) não podem ser transportadas ao longo da rede por meio de um

operador que não se identifique com um de “teletransporte”.

Uma interpretação diamagnética

Além de todas essas caracteŕısticas, também existe uma outra, que é bem marcante e que

também está relacionada às quasipart́ıculas Q(J,K ): uma parte delas pode ser “blindada” devido

à ação de uma combinação bem espećıfica de operadores Xg

j sobre as arestas de um caminho dual

fechado que as “cercam”. No caso, devido à expressão do operador de vértice que foi dada em

(8.8), todas as quasipart́ıculas que podem ser criadas, sobre os vértices de R2, por um operador

que se identifique com um Θv (g), serão “blindadas” por um operador

(
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g . (8.72)

E, se vermos a situação pelo ponto de vista que a f́ısica clássica nos oferece, por exemplo, toda

essa blindagem se parece muito com aquela que conseguimos ao inserir uma part́ıcula puntual,

com carga elétrica Q, bem no centro de uma casca esférica que se comporta como um condutor do

lado “de dentro” e como um isolante do lado “de fora”. Pois, conforme já sabemos da teoria do

eletromagnetismo [86], apesar desta casca ser completamente incapaz de aniquilar esta part́ıcula

de carga Q, se tentarmos medir o campo elétrico de um sistema que é assim composto (seja exa-

tamente no centro da casca ou em qualquer um dos pontos exteriores a ela) sempre obteremos um

valor nulo: ou seja, efetivamente tudo se passa como se esta part́ıcula de carga Q não existisse no

sistema, embora ela exista.

Embora essa interpretação seja bastante razoável, é diante do fato que a sintetização desses
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dois operadores nos leva a um

Āv = Θv (g) ◦ (
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g (8.73)

que surge uma diversidade de interpretações. E, uma das “mais bem comportadas”, surge pela ótica

que o próprio eletromagnetismo nos oferece, desde que notemos que o material que está relacio-

nado a esses modelos pode ser considerado, no mı́nimo e por definição, como um diamagneto: ou

seja, como um material que, quando é submetido a um campo magnético externo, induz a criação

de um outro campo na direção oposta, de modo que o campo total (que é formado pela soma do

campo externo com o que foi induzido) diminua no seu interior. E, neste nosso caso discreto, a

razoabilidade desta interpretação diamagnética pode ser bem entendida desde que olhemos para

os operadores

Θv (g) e
(

X†a
)g ◦ (

X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g

que compõem (8.73) individualmente. Afinal de contas, se lembrarmos que a leitura que o QDM

faz sobre as quasipart́ıculas do tipo mh é a de que elas são interpretáveis como magnéticas (o que,

portanto, nos permite realizar o operador à direita como o criador de um campo magnético local

externo), quando vários desses operadores atuam sobre um conjunto de vértices que são vizinhos,

tal como mostra a Figura 8.6, podemos ver duas coisas: (i) que o campo total no interior desse

material (que é bidimensional) se anula; e (ii) que as excitações que surgem dessa atuação só

podem ser detectadas pelos operadores de aresta. E é devido não apenas a esse fato do campo total

no interior do material se anular, mas ao fato de (8.73) nos mostrar que

(
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g �� ξ0
〉
= Θv (g) ◦ Āv �� ξ0

〉
= Θv (g) �� ξ0

〉
, (8.74)

que uma interpretação, que parece ser “um pouco mais do que diamagnética”, acaba transpa-

recendo. Pois, como (8.74) nos mostra que o resultado que surge da ação desses operadores

magnéticos equivale ao que segue da produção de monopólos que se identificam como elétricos, é

exatamente isso que acaba nos sugerindo que esse material não é simplesmente um diamagneto:

como, ao submetermos esse material a um campo magnético externo, isso equivalhe a uma reação

que pode ser interpretada como uma espécie de “esboço” de corrente elétrica (que é capaz de fazer

com que o campo total se anule no interior da região encerrada pelo operador magnético), tudo

parece indicar para a posśıvel interpretação desse material como um supercondutor.
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Figura 8.6: À esquerda, temos o resultado que segue da ação de quatro operadores (8.72) ao redor de quatro
vértices vizinhos da rede, mostrando que as únicas excitações (em laranja) criadas por esses operadores são
aquelas detectáveis pelos operadores de aresta ao longo do contorno que separa o que é o lado de fora
(região em branco) do que é o lado de dentro (região em azul). Já à direita, temos exatamente a mesma
situação, só que vista pela ótica que (8.74) nos oferece, o que deixa claro o comportamento do material
como um diamagneto perfeito, uma vez que o campo que é detectável à direita é exatamente o mesmo que
está sendo expelido do interior desse material que é bidimensional.

A presença de um efeito Meissner

No entanto, a priori só parece, uma vez que não temos elementos suficientes para afirmar que

esse material é, de fato, um supercondutor. Afinal, se ele é um supercondutor, como é que a teoria

BCS (que foi proposta por J. Bardeen, L. N. Cooper e J. R. Schrieffer para explicar o fenômeno

da supercondutividade [87, 88, 89]) se ajusta aos nossos modelos? Ou seja, devido a todas as

propriedades que temos em “mãos”, a única coisa que podemos afirmar é que esse material é um

diamagneto perfeito, já que todo supercondutor é um diamagneto perfeito [90] embora não pareça

ser claro que a rećıproca seja verdadeira.

Em todo caso, um resultado que parece reforçar essa posśıvel interpretação supercondutiva é

um, que está bem posto na literatura e que foi obtido por H. B. Nielsen e por P. Olesen em 1973,

que afirma que: qualquer supercondutor (relativ́ıstico) pode ser interpretado como um sistema de

monopólos magnéticos permanentemente confinados [91]. Nestes termos, se notarmos

• que um dos principais fenômenos que um supercondutor apresenta, quando imerso num

campo magnético externo pequeno, é o efeito Meissner [92] (ou seja, um fenômeno onde esse

supercondutor expele todo o campo magnético que é a ele aplicado), e
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• que é justamente esse mesmo efeito Meissner que, por exemplo, consegue justificar todo o

confinamento, desses pares de monopólos magnéticos que foram estudados por Nielsen e

Olesen, através de tubos de fluxos magnéticos [93],

é que toda a caracterização supercondutiva do nosso QDMv parece ser reforçada; pois

• além das quasipart́ıculas eg (que são interpretáveis como elétricas à luz do QDM) serem

transportáveis pela rede sem qualquer custo energético, enquanto são justamente as quasi-

part́ıculas mh (que, além de serem interpretáveis como magnéticas à luz do mesmo QDM, são

sempre produzidas aos pares) que apresentam propriedades de confinamento,

• conforme já bem ilustra a própria Figura 8.6, toda essa equivalência entre a submissão do

material a um campo magnético e a aparição desse “esboço” de corrente elétrica acaba nos

mostrando que todo o campo que foi induzido no interior do material é completamente ex-

pelido.

De qualquer forma, sempre é bom reforçar, mais uma vez, o que já dissemos anteriormente: todo

supercondutor pode ser interpretado como um diamagneto perfeito, embora não parece ser claro

que a rećıproca seja verdadeira. E a razão de reforçarmos isso é bem simples: pois, apesar do efeito

Meissner ser um fenômeno presente em supercondutores, a sua existência se fundamenta apenas

sobre o fato de todo supercondutor ser um diamagneto perfeito [90], o que só vem a reforçar toda

a nossa cautela e predileção por afirmar apenas que o nosso material é um diamagneto perfeito.

A degenerescência do estado fundamental

E já que estamos falando sobre uma diversidade de coisas ao longo desta Subseção, talvez a

única coisa realmente importante que ainda falta mencionar diz respeito à degenerescência do

estado fundamental de um QDMv que, de acordo com todos os exemplos que apresentamos ao

longo deste caṕıtulo, parece não depender da topologia da variedade onde o sistema está definido.

Essa degenerescência parece depender apenas de uma espécie de “ordem algébrica”, uma vez que,

• por um lado, quando ignoramos “todas” as propriedades topológicas que podem estar asso-

ciadas a R2, o número de autoestados de vácuo distintos que um QDMv admite se identifica

com o número de ciclos que a sua ação (8.9) permite definir, e

• por outro, como o transporte de quasipart́ıculas mh sempre deixa “rastros” detectáveis pelos

operadores de aresta do QDMv, todos os caminhos fechados, que se identificam como os
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duais não contráteis γ∗ que podem ser formados nestes transportes em alguma topologia

mais espećıfica, não podem mais caracterizar qualquer autoestado de vácuo neste modelo.

Desta maneira, tendo em mente o fato de que a degenerescência do estado fundamental de

um QDM está vinculado a ordem do grupo fundamental π1 que está associado à variedade que R2

discretiza, fica bem claro que a presença do somatório

∑

j

C (G1,G2)
j (8.75)

em (8.1) põe fim a essa vinculação no QDMv, haja vista que um Hamiltoniano como

H ′QDMv = −
∑

v

A(G1,G2)
v −

∑

p

B(G1,G2)
p

seria perfeitamente capaz de remontar a uma situação onde todos esses caminhos duais não con-

tráteis γ∗ que geram π1 ainda corresponderiam ao vácuo. Ou seja, fazendo uma leitura de que

todos os posśıveis estados de vácuo do sistema caracterizam as diferentes fases que um QDMv

pode possuir num regime de baixas energias, podemos afirmar que todas essas fases passam a não

ser mais caracterizadas em função dos elementos de π1: todas essas fases parecem ser modeladas

simplesmente pela maneira como os seus campos de matéria interagem uns com os outros (por

efeito da ação dos campos de calibre) e não mais por qualquer tipo de ordenamento topológico.

Entretanto, existe um bom motivo para termos não apenas citado, mas dado ênfase ao termo

“parecem” na última afirmação. E esse bom motivo pode ser perfeitamente entendido quando

reparamos que o efeito prático da ação do operador

(
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g

é o de criar o mesmo conjunto de excitações que, no caso do modelo tridimensional (3-DC) que

apresentamos no Caṕıtulo 5, interpretamos como uma “quasiplaca”. Ou seja, apesar do 3-DC ser

um modelo muito básico (já que ele foi constrúıdo através da atribuição dos mesmos vetores (4.1)

do TC às arestas de uma rede tridimensional R3), é bastante claro que existe uma correspondência

entre as suas “quasiplacas” e as excitações criáveis por um operador (8.72) no QDMv: afinal de

contas, essas duas excitações possuem exatamente a mesma energia e seguem a mesma lei do

peŕımetro em suas composições, conforme bem ilustra a Figura 8.7.
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Figura 8.7: À esquerda, temos um recorte da rede bidimensional que abriga um QDMv onde dois conjuntos
de excitações foram criados pela ação de dois operadores (8.72) que agem ao redor de dois vértices vizinhos.
Já à direita, vemos uma projeção, que está relacionada à situação de duas “quasiplacas” do 3-DC que são
alocadas uma ao lado da outra. Note que, ambas as excitações (quando subjacentes) seguem a mesma lei
do peŕımetro.

Diga-se de passagem, se notarmos que cada uma dessas “quasiplacas” aparecem no 3-DC por

efeito de um operador σx
j que age sobre uma única aresta de R3, toda essa correspondência se

completa ainda mais desde que notemos que a excitação, que é criada pelo operador (8.72) que

age sobre quatro arestas distintas, também pode ser criada por um operador que age sobre um

único vértice: afinal, basta ver que tanto (8.74) como

Θv (g) ◦ (
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g
= |G1 | · Av − 1v

∏

j∈Sv

1j

deixam muito claro que as excitações que são produzidas pelo operador (8.72) e por um outro, que

se identifica com a ação Θv (g), se comportam efetivamente como a antipart́ıcula uma da outra.

Desta maneira, lembrando que os diferentes vácuos do 3-TC e do QDMv são obtidos pela alocação

de “quasiplacas” e de quasipart́ıculas Q(J,K ), uma ao lado da outra respectivamente, é exatamente

isso que permite completar tal correspondência conforme ilustra a Figura 8.9, através de uma

relação “um-pra-um” entre

• as arestas que furam as “quasiplacas” que, juntas, acabam formando as superf́ıcies bidimen-

sionais que, se não contráteis, caracterizam os diferentes vácuos no 3-DC, e

• os vértices que comportam as quasipart́ıculas Q(J,K ) que se condensam para formar os dife-

rentes vácuos no QDMv.

Afinal de contas, basta ver que, do mesmo jeito que as arestas da rede tridimensional do Caṕıtulo

5 funcionam como os juntores de quatro faces, os vértices da rede bidimensional que dá suporte ao
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Figura 8.8: Acima, temos a situação relacionada às duas excitações que foram criadas, uma ao lado da outra,
por efeito da ação dos operadores Θv (g) (em violeta) e

(
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g (em laranja).
Abaixo constam as duas situações, relacionadas às duas posśıveis transformações de calibre que podem ser
feitas sobre a configuração acima, as quais deixam claro que estas duas excitações podem ser interpretadas
efetivamente como a antipart́ıcula uma da outra.

QDMv também funcionam como os juntores de quatro arestas.

É claro que, no caso das “quasiplacas” que figuram no 3-DC, todo esse aspecto da não contrati-

bilidade de superf́ıcies poder definir novos vácuos é uma consequência direta do fato de estarmos

lidando com uma rede que discretiza uma variedade tridimensional (ou seja, uma variedade na

qual podem estar mergulhadas superf́ıcies bidimensionais não contráteis, tal como acontece com o

toro tridimensional). Portanto, num primeiro momento, esse parece não ser o caso do QDMv, ainda

mais quando olhamos para o seguinte teorema, cuja demostração consta em [94]:

Teorema 5 Seja M2 uma superf́ıcie conexa, compacta e sem fronteira. Se M2 é orientável, então

H 2 (M2) ' Z. SeM2 não é orientável, então H 2 (M2) ' 0.

No entanto, só parece. Pois, apesar de tudo o que apresentamos no presente caṕıtulo se relacionar

a redes bidimensionais onde (6.2) vale, é quando pensamos em outras situações que se envolvem
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Figura 8.9: Na parte superior desta figura, temos um recorte da rede bidimensional R2 que abriga um QDMv
exemplificando a situação onde um vácuo é obtido alocando quasipart́ıculas (pontos em violeta) sobre todos
os seus vértices. Já na parte inferior, vemos a situação análoga que ocorre no 3-DC em que um vácuo é
obtido através da justaposição de “quasiplacas” (em amarelo) ao longo da rede tridimensional R3 que define
tal modelo, as quais acabam completando a discretização de uma superf́ıcie que está mergulhada em R3.

com essas mesmas redes (que podemos supor que discretizam uma variedade bidimensional que

é conexa, compacta e sem fronteira) que fica bem claro que o estado fundamental de um QDMv

ainda possui, sim, uma ordem topológica: no caso, uma ordem topológica que, do mesmo jeito que

acontece no 3-DC, se relaciona para com o segundo grupo de homologia H 2 (M2). E, uma dessas

outras situações que podemos pensar, é aquela que pode ser bem entendida a partir do teorema

abaixo [94]:

Teorema 6 Sejam K e L dois complexos tais que K ∩ L , ∅ e X = K ∪ L. Então, para todo k,

H k (X ) = H k (K ) ⊕ H k (L) .

Ou seja, se pensarmos nestes dois complexos K e L como os que discretizam duas variedades

bidimensionais disjuntas, fica bem claro que, se tivermos um QDMv que é definido sobre duas

redes bidimensionais que não se comunicam, como o segundo grupo de homologia relacionado a
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esta situação será igual a

H 2 (X ) = Z ⊕ Z ,

a degenerescência dQDMv do seu estado fundamental será igual a

dQDMv = d2
alg , (8.76)

onde dalg é a degerescência algébrica (ou seja, o número de ciclos) que segue da escolha que

fazemos para a ação do QDMv.

Tudo bem que, no caso dessa união disjunta entre K e L, ela pode não levar a um QDMv

que é muito interessante, haja vista que as duas realidades que ficam encerradas por estes dois

complexos não são capazes de interagir uma com a outra. Porém, é ela quem deixa claro por

meio deste teorema que, no caso de termos um QDMv definido sobre uma união disjunta entre

n complexos, dQDMv será uma função de n: afinal de contas, como teremos n redes independentes

sobre as quais um mesmo QDMv será definido, a degenerescência do estado fundamental deste

modelo “como um todo” será igual a

dQDMv = dalg · . . . · dalg︸               ︷︷               ︸
n vezes

= dnalg ; (8.77)

ou seja, dQDMv será uma função da quantidade de conjuntos Z que configuram a soma direta que

define o segundo grupo fundamental dessa união disjunta de variedades.

Entretanto, quando pensamos numa outra situação, onde duas variedades bidimensionais se

“tocam” num único ponto q, é o seguinte teorema que se mostra bastante útil [94]:

Teorema 7 Sejam K e L dois complexos tais que K ∩ L = {q} e X = K ∪ L. Então, X é um complexo

para o qual vale

H 0 (X ) = 0 e H k (X ) = H k (K ) ⊕ H k (L) , sendo k > 0 .

Pois, já que toda variedade bidimensional compacta, conexa e orientável é homeomórfica a uma

esfera ou a uma soma conexa de toros bidimensionais [94], quando tomamos as duas redes R (1)
2 e

R (2)
2 que, por exemplo, discretizam respectivamente os dois toros bidimensionaisM (1)

2 eM (2)
2 que

estão a mostra na Figura 8.10, é justamente este teorema quem nos mostra que a degenerescência
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Figura 8.10: Situação de dois toros M (1)
2 e M (2)

2 que estão unidos por um único ponto q, os quais são
discretizados respectivamente por duas redes R (1)

2 e R (2)
2 que partilham um único vértice vq. Ou seja, R ′2 =

R (1)
2 ∪ R (2)

2 é a discretização deM (1)
2 ∪M (2)

2 tal que vq é o vértice que representa o ponto que une estes dois
toros.

do estado fundamental de um QDMv, que é definido sobre uma R ′2 = R (1)
2 ∪ R (2)

2 , pode depender

de H 2
(M (1)

2 ∪ M (2)
2

)
. E a razão de darmos ênfase a este termo “pode” é que essa dependência

só acontece quando o vértice vq, que representa o ponto q que une esses dois toros, é exclúıdo:

ou seja, os operadores que compõem o Hamiltoniano (8.1) agem sobre todos os vértices de R ′2,

exceto sobre aquele vértice que pertence a R (1)
2 ∩ R (2)

2 . Desta maneira, assumindo não apenas que

esse é realmente o caso, mas tendo em mente que a união de dois complexos por um único vértice

define um outro complexo, acaba ficando claro que este último teorema permite demonstrar que

a degenescência do estado fundamental de um QDMv, que é constrúıdo sobre uma rede R ′′2 =
R (1)

2 ∪ . . . ∪ R (n)
2 que discretiza a união de n toros bidimensionais unidos “dois a dois”, respeitam o

mesmo esquema da Figura 8.10, é novamente dada por

dQDMv = dnalg .

E como R ′′2 pode ser identificada como uma rede bidimensional que possui as mesmas condições

de contorno (6.2) quando n = 1 (já que, como não haverá um vértice partilhado, não haverá

um vértice exclúıdo), é imediato concluir que o ordenamento topólogico de todos os modelos que

apresentamos ao longo deste caṕıtulo não foi destrúıdo pela inserção de campos de matéria: esse

ordenamento só passou a ser dependente do segundo grupo de homologia, o que só transparece

quando lidamos com um sistema que é definido sobre uma união de variedades bidimensionais

orientáveis que nos remetem a situações que transcendem ao Teorema 5, por exemplo.
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Sobre a existência das paredes de domı́nio

É claro que, por uma questão de completeza, vale notar que um QDMv pode ser perfeitamente

definido numa situação onde os operadores que compõem o Hamiltoniano (8.1) agem sobre todos

os vértices de R ′2. E, neste caso, uma das diferenças que existem entre esta nova situação e a

última, onde vértices são exclúıdos, é que a degenerescência do estado fundamental deste novo

QDMv continua sendo exatamente a mesma dalg que já está relacionada ao caso do sistema que é

definido sobre uma única variedade, o que não chega a denegrir o comentário que acabamos de

fazer sobre o fato do QDMv depender do segundo grupo de homologia. Afinal, mesmo que essa

dependência não seja mais transparente pela degenerescência do estado fundamental, é ela quem

permite que paredes de domı́nio possam ser criadas nas adjacências dos vértices que unem estas

variedades.

Para entender como tudo isso funciona, basta pensar na situação mais simples de todas, onde

temos um QDMv com dalg = 2 que é definido sobre uma união de duas variedades bidimensionais,

tal como a que aparece na Figura 8.10, e caracterizarmos cada uma dessas variedades com uma

configuração de vácuo distinta. Como esta nova situação não mais poderá ser vista como um

vácuo, já que o vértice que é comum a essas duas variedades vai ter de pertencer a uma única das

configurações, uma linha excitada passa a existir ao redor deste vértice caracterizando uma parede

de domı́nio: ou seja, uma parede que consegue caracterizar uma transição de fase, já que, ir de

uma fase para outra, custa energia.
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Caṕıtulo 9

Dualidade em modelos com matéria

9.1 Campos de matéria associados às faces

Uma das vantagens de já termos constrúıdo as generalizações do caṕıtulo anterior, associando os

vetores (7.6) aos vértices da mesma rede que já suportava um “Quantum Mouble Model” (QDMv),

é que, a partir da mesma lógica que nos levou a elas, podemos construir outras generalizações

associando novos vetores apenas às faces dessa mesma rede (QDMf). E uma das coisas que podem

ser levadas em consideração para a execução desta nova proposta, é o fato de podermos inter-

pretar o centroide de qualquer face de uma rede bidimensional como o vértice de uma rede dual.

Afinal, pensar que esses novos vetores estão associados, em verdade, aos vértices de uma rede

dual, é perfeitamente compat́ıvel em admitir que a construção de um QDMf segue por efeito da

“dualização” de um QDMv.

Pensando desta maneira, e nos valendo exatamente da mesma rede R2 que deu suporte ao

QDM, a primeira coisa que deve ficar clara aqui é que, com a atribuição de um vetor

| χα̃ 〉 = ã(χ)
0 | 0 〉 + . . . + ã(χ)

k−1 | k − 1 〉 (9.1)

aos vértices da rede dual R∗2, o espaço de Hilbert total deste novo modelo pode ser perfeitamente

identificado como

HQDMf = H Na
n ⊗ Hk ⊗ . . . ⊗ Hk︸                 ︷︷                 ︸

Np vezes

= HQDM ⊗ H
Np

k
, (9.2)

onde Hk é o subespaço que está associado à p-ésima face da rede, cuja base ortonormal pode ser

expressa como Bp =
{ | α̃ 〉 : α̃ ∈ G̃2

}
, e onde G̃2 deve ser pensado, a priori, apenas um conjunto

171
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Figura 9.1: Recorte da rede R2 que dá suporte ao QDMf, esboçada em concomitância à sua rede dual R∗2
(pontilhada). Aqui, os setores azul e verde ainda se referem aos mesmos já definidos na Figura 6.1. No
entanto, o novo setor verde está associado à j-ésima aresta compreendida entre duas faces adjacentes que,
agora, comporta campos de matéria.

de ı́ndices. Já a segunda coisa que deve ficar clara aqui, e que é bem mais importante ao contexto

da dualização, segue por efeito da correspondência que deve existir entre as faces em R2 (em

R∗2) e os vértices em R∗2 (em R2). Pois, conforme bem ilustra a Figura 9.1, ao admitirmos que a

dinâmica de um QDMf é modelada por um operador Hamiltoniano que é expresso em termos de

uma superposição

HQDMf = −
∑

v

A
(
G1,G̃2

)

v −
∑

p

B
(
G1,G̃2

)

p −
∑

j

D
(
G1,G̃2

)

j (9.3)

entre novos operadores de vértice A
(
G1,G̃2

)

v , de face B
(
G1,G̃2

)

p e de aresta D
(
G1,G̃2

)

j adaptados a esta

nova situação, é imediato entender que a existência dessa correspondência nos indica a existência

de uma outra, entre

(i) um operador A
(
G1,G̃2

)

v e um operador de face KB(G1,G2)
p dualizado,

(ii) um operador B
(
G1,G̃2

)

p e a dualização KA(G1,G2)
v do operador de vértice que foi definido em

(8.2), e

(iii) um operador D
(
G1,G̃2

)

j e o operador KC (G1,G2)
j , que é obtido pela dualização do operador de
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∆(j)

µ

µ

S

µ

S µ M (k)

∆

∆

F S

∆

S ∆ T̃ G̃

µ

F T̃

Figura 9.2: Diagramas de Kuperberg que representam consecutivamente os operadores de aresta Av, de face
Bp e de aresta Dj que estão relacionados a este novo modelo que se vale de campos de matéria inseridos
sobre as faces de R2. Aqui, F é uma coação, T̃ é uma aplicação capaz de estruturar uma álgebra unital e G̃
é a aplicação que é responsável por “amarrar” toda essa estrutura que define o operador de aresta.

aresta que está relacionado ao QDMv.

Porém, para que esta última correspondência realmente se complete, ainda precisamos exigir

um pouco mais de ambos os modelos. E essa exigência é que esses dois modelos devem ser tais

que os seus dois conjuntos de ı́ndices G2 e G̃2 sejam, em verdade, dois grupos. Aliás, a grande

razão por trás dessa exigência é facilmente entend́ıvel desde que notemos que, como um QDMf

será constrúıdo através dessa dualização de um QDMv, as interações desses novos �� χα̃
〉

com os

de calibre �� φj
〉

não podem ser modeladas por meio de uma ação tal como (7.7): elas passam a ser

modeladas por meio de uma coação α̃ 7→ F (α̃) = α̃ ⊗ f (α̃) que, por se valer de uma f : G̃2 → G1

que satisfaz a

f
(
1
)
= 1 ,

(
f
(
α̃
))†
= f

(
α̃−1) = f −1 (

α̃
)

e f
(
α̃1

) · f
(
α̃2

)
= f

(
α̃1 ∗ α̃2

)
, (9.4)

sendo α̃−1 o elemento inverso de α̃, acaba deixando bem clara a necessidade de G̃2 se comportar

como um grupo [30].

9.2 Propriedades gerais

Diga-se de passagem, diante do fato de que as interações entre os campos de calibre e os de

matéria deste QDMf são modeladas por meio dessa coação F , uma das primeiras coisas que já

podem ser ditas sobre este modelo é que os operadores de vértice, de face e de aresta que definem
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Ag
v

a

b

c

d =

ga

gb

cg−1

dg−1

B̄h
s

a

b

c

d γ̃ = δ
(

f (γ̃) ab−1c−1d,h
)

a

b

c

d γ̃

Dλ̃
l

a
α̃ β̃ =

a′
α̃′ β̃′

Figura 9.3: Definição das componentes Ag
v , B̄h

p e Dλ̃
j relacionadas aos operadores de vértice, de face e de

aresta de um QDMf. Assim como no caso anterior, o śımbolo α̃ deve ser interpretado como o elemento χα̃
do subespaço de Hilbert Hk . Porém, na definição das componentes de aresta, temos a′ = f

(
λ̃
) · a, α̃′ = α̃ ∗ λ̃

e β̃′ = λ̃−1 ∗ β̃.

o seu operador Hamiltoniano HQDMf são dados por

A
(
G1,G̃2

)

v =
1
|G1 |

∑

g∈G1

Āg
v , B

(
G1,G̃2

)

p = B̄e
s e D

(
G1,G̃2

)

j =
1

|G̃2 |
∑

λ̃∈G̃2

Dλ̃
l , (9.5)

cujas componentes estão definidas na Figura 9.3. E é justamente diante destas expressões que a

propriedade (9.4) pode ser demostrada em termos, por exemplo, de um esquema pictórico bastante

análogo ao do que já foi apresentado na Seção 7.2, o qual se envolve especificamente para com

as condições que o operador D
(
G1,G̃2

)

j precisa satisfazer para ser considerado um projetor. E no

caso desta demostração, apesar dela ser bem simples, resolvemos apresentá-la no Apêndice C, mais

especificamente na sua Seção C.2, apenas para dar uma melhor corrência ao presente caṕıtulo.

Já uma das “outras primeiras coisas” que obviamente já podem ser ditas aqui diz respeito à so-

lubilidade deste modelo. Afinal de contas, algo que também conseguimos demonstrar nesta mesma

Seção C.2 é que todos os operadores que foram definidos em (9.5) comutam uns com os outros sob

uma condição bem espećıfica. Ou seja, mais uma vez estamos diante de um modelo que pode ser

solúvel e que, portanto, nos permite bem caracterizar não apenas o seu estado fundamental �� ξ̃0
〉

através das relações

A
(
G1,G̃2

)

v
�� ξ̃0

〉
= �� ξ̃0

〉
, B

(
G1,G̃2

)

p
�� ξ̃0

〉
= �� ξ̃0

〉
e D

(
G1,G̃2

)

j
�� ξ̃0

〉
= �� ξ̃0

〉
, (9.6)

mas todo o seu espectro de energia: basta ver que, neste caso de solubilidade, como o subespaço
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H
(0)
QDMv ⊂ HQDMv de vácuo ao qual esse �� ξ̃0

〉
pertence é invariante pela ação do projetor

PQDMf =
∏

v

A
(
G1,G̃2

)

v

∏

p

B
(
G1,G̃2

)

p

∏

j

D
(
G1,G̃2

)

j , (9.7)

qualquer um dos seus estados excitados podem ser perfeitamente obtidos através de operadores

Õ : HQDMf → HQDMf que anticomutam com este PQDMf.

No entanto, como por trás da ideia de encarar o QDMf como a dualização de um QDMv (e

vice-versa) também existe a necessidade de comparar esses dois modelos, uma das coisas que

precisamos declarar aqui é justamente qual é esta “condição bem espećıfica” que nos remete a

comutatividade dos operadores (9.5) e, portanto, torna este modelo solúvel: f (α̃) precisa pertencer

ao centro do grupo G1 [30]. Pois, como é justamente ela quem nos mostra que, para dois elementos

α̃1 e α̃2, temos

f (α̃1) · f (α̃2) = f (α̃2) · f (α̃1) ,

a propriedade (9.4) acaba deixando muito claro que, além de G̃2 ser um grupo, ele é Abeliano e é

exatamente isso o que, por exemplo, justifica o fato de termos apresentado apenas exemplos que

se valeram de G2 como grupos Abelianos no caṕıtulo anterior.

9.2.1 Mais exemplos

Aliás, já que acabamos de mencionar esse termo “exemplos” assim como “a necessidade de

comparar esses dois modelos”, algo que devemos destacar aqui é que todos os exemplos que apre-

sentaremos ao longo deste caṕıtulo manterão uma correspondência direta para com os que já

foram apresentados no caṕıtulo anterior. E, para que toda essa apresentação possa realmente se-

guir os mesmos moldes da anterior, uma das coisas que convém adiantar são as expressões das

representações matriciais dos operadores que constam em (9.5): elas são dadas por

A
(
G1,G̃2

)

v =
1
|G1 |

∑

g∈G1

(
X†a

)g ◦ (
X†
b

)g ◦ (
Xc

)g ◦ (
Xd

)g ,

B
(
G1,G̃2

)

p =
1
|G1 |

∑

g∈G1

Fp (α̃ : g) ◦ (
Z†r

)g ◦ (
Zs

)g ◦ (
Zt

)g ◦ (
Z†u

)g e (9.8)

D
(
G1,G̃2

)

j =
1

|G̃2 |
∑

γ̃∈G̃2

(
X̃p1

)γ̃ ◦ Fj (α̃ : g) ◦ (
X̃†p2

)γ̃ ,
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onde Fp (α̃ : g) e Fj (α̃ : g) são as matrizes que decorrem da coação que define o modelo. E uma

coisa que já é autoevidente da expressão do operador de aresta que consta em (9.8) é que, ao

contrário do que acontece com o conjunto Cj do caṕıtulo anterior, agora estamos diante de uma

situação que muito mais “feliz”, uma vez que completar o conjunto ortonormal Dj, ao qual esse

D
(
G1,G̃2

)

j pertence, passa a não ser mais uma tarefa tão enfadonha.

É claro que podeŕıamos aproveitar este momento para já discorrermos sobre outras carac-

teŕısticas deste QDMf. No entanto, já que o principal objetivo de toda a exposição de exemplos

que sempre insistimos em fazer é justamente o de obter um melhor entendimento das proprie-

dades gerais dos nossos modelos, não há nada mais natural do que iniciarmos toda essa nossa

exemplificação “dual” antes falarmos alguma coisa a mais sobre elas.

Exemplo 1: G1 = Z2 e G̃2 = Z2

Sendo assim, e fazendo um bom uso da mesma “receita” que seguimos no caṕıtulo anterior,

o primeiro exemplo que será apresentado aqui é aquele que mantém uma correspondência direta

para com o primeiro que demos de QDMv: ou seja, um QDMf que se apoia sobre um grupo de

calibre G1 = Z2 e sobre um outro de matéria G̃2 = Z2. E, neste caso, a “única escolha” de

f : Z2 → Z2 que nos leva a um QDMf “razoavelmente distinto” de um QDM, é aquela onde os

operadores de vértice, de face e de aresta são dados respectivamente como

Av =
1
2

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
,

Bp =
1
2

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + σz

p ◦ σz
r ◦ σz

s ◦ σz
t ◦ σz

u

)
e (9.9)

Dj =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

+ σx
p1
◦ σx

j ◦ σx
p2

)
.

Mais adiante explicaremos o motivo de termos usado os termos “única escolha” e “razoavel-

mente distinto” nesta nossa última sentença. Entretanto, já que o principal objetivo da apresentação

desses novos exemplos é usá-los para fazer uma comparação entre eles e aqueles que já foram apre-

sentados no último caṕıtulo, uma coisa que já convém destacar aqui é que, analogamente ao que

acontece com o QDMv que adota G1 = G2 = Z2, o estado fundamental deste nosso primeiro

exemplo “dual” também é único e dado por

�� ξ̃0
〉
=

∏

v

Av

∏

j

Dj
*.
,

⊗

j

| 0 〉 +/
-
⊗ *.

,

⊗

p

| 0 〉 +/
-

. (9.10)
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Excitações elementares e regras de fusão

Aliás, diante da expressão dos operadores que estão resumidos em (9.9), e principalmente

diante das expressões dos operadores

Av,2 =
1
2

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
,

Bp,2 =
1
2

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − σz

p ◦ σz
r ◦ σz

s ◦ σz
t ◦ σz

u

)
e

Dj,2 =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

− σx
p1
◦ σx

j ◦ σx
p2

)

que completam os conjuntos ortonormais Av, Bp e Dj, o primeiro comentário que certamente já

podemos fazer aqui se relaciona para com as quasipart́ıculas que surgem pela ação dos mesmos

operadores

σx
j , σz

j e σx
j ◦ σz

j

já mencionados em (8.14): elas são exatamente as mesmas do TC, já que elas surgem pelas

“mãos” dos mesmos operadores (4.5) e, portanto, satisfazem as mesmas regras de fusão (4.38).

Todavia, existe uma “pequena” diferença aqui. Pois, ao contrário do que acontece no QDMv que

parece manter uma correspondência dual para com esse exemplo, agora são as quasipart́ıculas do

tipo m que podem ser movidas ao longo de R2 sem causar qualquer custo energético ao sistema:

as únicas quasipart́ıculas que serão confinadas neste exemplo (caso exista algum mecanismo que

faça com que o sistema permaneça no estado de menor energia posśıvel) serão as do tipo e e, por

consequência, aquelas do tipo ε.

No entanto, é importante destacar que a produção de quasipart́ıculas deste modelo não se

resume apenas a ação dos operadores (4.5): outras quasipart́ıculas Q̃(J,K ) também são criáveis pela

ação de operadores W̃ (J,K )
p , que agem efetivamente apenas sobre os elementos que estão dispostos

sobre as faces e que satisfazem a

Bp,J ◦ W̃ (J,K )
p = W̃ (J,K )

p ◦ Bp,1 e Dj,K ◦ W̃ (J,K )
p = W̃ (J,K )

p ◦ Dj,1 . (9.11)

E, no caso, são quatro os operadores que atendem a essas últimas relações: explicitamente

W̃ (1,1)
p = 1p , W̃ (1,2)

p = σz
p , W̃ (2,1)

p = σx
p e W̃ (2,2)

p = “ σy
p ” , (9.12)
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(J,K ) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,2) (1,2) (1,1) (2,2) (2,1)
(2,1) (2,1) (2,2) (1,1) (1,2)
(2,2) (2,2) (2,1) (1,2) (1,1)

Tabela 9.1: Regras de fusão que estão associadas às quasipart́ıculas Q̃(J,K ), criadas por operadores Q̃(J,K )
p

que agem exclusivamente sobre as faces de R2, neste QDMf que se vale de um grupo de calibre G1 = Z2 e
de outro de matéria G̃2 = Z2. Note a similaridade destas regras para com as que constam na Tabela 8.1.

os quais criam respectivamente as quasipart́ıculas que serão aqui denotadas por Q̃(1,1), Q̃(1,2), Q̃(2,1)

e Q̃(2,2), cujas regras de fusão, que configuram a Tabela 9.1, por exemplo, deixam bem claro que

estamos diante de um modelo Abeliano.

Propriedades adicionais

Por se dizer, é diante dessa produção de quasipart́ıculas que uma coisa já pode ser dita: pois

como

Bp ◦
(
σx

p ◦ σx
j

) �� ξ̃0
〉
=

(
σx

p ◦ σx
j

)
◦ Bp �� ξ̃0

〉
= σx

p ◦ σx
j

�� ξ̃0
〉

é uma relação válida quando p indexa uma das faces que partilham a j-ésima aresta, podemos

afirmar que a quasipart́ıcula Q̃(2,1), que é produzida por σx
p sobre a face em questão, se comporta

efetivamente como uma do tipo m, porém como uma do tipo m que não pode ser transportada.

Aliás, é exatamente por causa desse comportamento efetivo que, analogamente ao que fizemos no

caṕıtulo anterior, interpretamos todas as excitações Q̃(J,K ) como quasipart́ıculas.

Já em relação às quasipart́ıculas de não vácuo Q̃(1,2) e Q̃(2,2) que podem ser produzidas pelos

outros operadores em (9.12), apesar de não ser posśıvel reconhecê-las como aquelas do TC, é

posśıvel afirmar que elas possuem duas propriedades bem interessantes e bem familiares. E a

primeira delas é que essas quasipart́ıculas são capazes de interagir entre si por meio de algum

potencial que é bastante similar a um eletrostático. Afinal, embora o autoestado relacionado à

presença de uma única Q̃(1,2) ou Q̃(2,2) tenha uma energia igual a 4 ou 5 respectivamente, um

sistema que contém apenas duas delas pode não ter uma energia necessariamente igual à soma de

duas energias “elementares”. E, para que toda essa situação eletrostática realmente transpareça,

basta apenas que essas quasipart́ıculas sejam alocadas sobre o conjunto de vértices duais S̃j =
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{
p1,p2

}
a uma aresta j, desde que

[
Dj , “ σy

p1
” ◦ “ σy

p2
”
]
=

[
Dj , “ σy

p1
” ◦ σz

p2

]
=

[
Dj , σ

z
p1
◦ σz

p2

]
= 0 . (9.13)

Já sobre a segunda propriedade que está relacionada para com essas quasipart́ıculas Q̃(1,2) e

Q̃(2,2), ela segue do operador

O z
γ =

∏

j∈γ
σz

j (9.14)

que é capaz de agir sobre o estado fundamental (9.10), onde γ é um caminho fechado que é

composto por arestas de R2. Pois, apesar deste operador não ser composto por qualquer um dos

operadores (9.12), é devido

(i) à propriedade de comutação

[
Dj , “ σy

p1
” ◦ “ σy

p2
”
]
=

[
Dj , “ σy

p1
” ◦ σz

p2

]
=

[
Dj , σ

z
p1
◦ σz

p2

]
= 0 , e

(ii) ao fato de O z
γ não apenas comutar com Bp, mas de agir sobre arestas que, “duas a duas”,

partilham um mesmo vértice,

que é imediato perceber que o mesmo estado fundamental (9.10) pode ser reobtido, desde que

aloquemos uma quasipart́ıcula Q̃(1,2) em cada face que consta na área que é limitada por γ. Ou

seja, tal como já aconteceu nos exemplos apresentados no último caṕıtulo, mais uma vez nos

deparamos com a presença de um operador O z
γ que, por ser capaz de “blindar” as quasipart́ıculas

Q̃(1,2) de qualquer um dos operadores que compõem o Hamiltoniano (9.9), pode ser interpretado

como uma espécie de “isolante”.

Exemplo 2: G1 = Z2 e G̃2 = Z3

Talvez seja exatamente neste ponto, onde acabamos de findar a apresentação deste exemplo

onde G1 = G̃2 = Z2, que o leitor esteja se perguntando sobre o porquê de ainda não termos dito

nada sobre os termos “única escolha” e “razoavelmente distinto” que foram usados há algumas

páginas. E a razão para termos esperado chegar até aqui para falar sobre esses termos, neste

ponto onde o leitor espera pela apresentação do exemplo de um QDMf que parece manter uma
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correspondência direta para com o QDMv que adota G1 = Z2 e G2 = Z3, é muito simples: afinal,

não existe um QDMf, que seja constrúıdo por meio deste esquema de “dualização”, que adote um

grupo de calibre G1 = Z2, um de matéria G̃2 = Z3 e que ainda se valha de um homomorfismo

f : Z3 → Z2 que não se identifique com o trivial; no caso, o único QDMf que é construt́ıvel nestes

moldes é aquele cujos conjuntos Av, Bp e Dj se completam com os respectivos operadores

Av =
1
2

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
,

Av,2 =
1
2

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
,

Bp =
1
2

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + 1p ◦ σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
,

Bp,2 =
1
2

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − 1p ◦ σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

)
, (9.15)

Dj =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

+ Xp1
◦ 1j ◦ X2

p2
+ X2

p1
◦ 1j ◦ Xp2

)
,

Dj,2 =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

+ i Xp1
◦ 1j ◦ X2

p2
− i X2

p1
◦ 1j ◦ Xp2

)
e

Dj,3 =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

− i Xp1
◦ 1j ◦ X2

p2
+ i X2

p1
◦ 1j ◦ Xp2

)
.

Embora todos esses operadores possam, de fato, configurar um QDMf onde um estado funda-

mental e excitações podem ser muito bem definidos, o resultado disso tudo não é nada interessante

se o propósito é interpretar este modelo como um que comporte campos de matéria que sejam

capazes de interagir uns com os outros através de campos de calibre. Afinal de contas, devido às

expressões de todos esses operadores, todos esses campos de calibre e de matéria são completa-

mente “cegos” uns para os outros: ou seja, quaisquer excitações que sejam detectáveis pelos opera-

dores de vértice ou de face não são detectáveis por um operador de aresta, e vice-versa. E esse é o

grande motivo que está por trás do uso dos termos “única escolha” e “razoavelmente distinto” no

exemplo anterior: lá, a outra escolha que também podeŕıamos ter feito para o homomorfismo f é

a trivial; só que, assim como acontece aqui, essa escolha trivial não nos remete a um QDMf que é

tão interessante quanto o que apresentamos anteriormente.

Se bem que, conforme discutiremos melhor mais adiante, mais especificamente no final deste

caṕıtulo, existe um aspecto interessante que está relacionado a este modelo: pois, devido ao fato
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do homomorfismo que define este modelo ser tal que

f
(
α̃
)
= e

para todos os três elementos que pertencem a G̃2, é imediato perceber que os três autoestados

�� ξ̃ (α̃)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av

∏

j

Dj
*.
,

⊗

j

| 0 〉 +/
-
⊗ *.

,

⊗

p,p′
| 0 〉 +/

-
⊗ | α̃ 〉p′

corresponderão ao vácuo, haja vista que não existe nenhuma transformação, que seja composta por

um produtório entre os operadores (9.15), que leve de um autoestado de vácuo a outro. Ou seja,

estamos diante de um modelo que, apesar de não ser muito interessante, deixa muito bem claro

que o seu estado fundamental possui uma degenerescência que é igual a ordem do núcleo de f .

Exemplo 3: G1 = Z2 e G̃2 = Z4

Dando sequência à construção desse paralelismo entre os exemplos deste caṕıtulo para com

os do anterior, o terceiro exemplo que precisamos apresentar agora é aquele que se vale de um

G1 = Z2 e de um G̃2 = Z4. E o primeiro destaque que já podemos fazer aqui sobre este QDMf é

que, como a sua coação F (α̃) = α̃ ⊗ f (α̃) deve ser tal que

f (1) = f (−1) = 1 e f (i) = f (−i) = −1 (9.16)

para que este modelo seja fisicamente mais interessante que o que foi apresentado no exemplo

anterior, os operadores de vértice, de face e de aresta que compõem o seu Hamiltoniano são dados

respectivamente por

Av =
1
2

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
,

Bp =
1
2

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + Z2

p ◦ σz
r ◦ σz

s ◦ σz
t ◦ σz

u

)
e (9.17)

Dj =
1
4

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

+ Xp1
◦ σx

j ◦ X3
p2
+ X2

p1
◦ 1j ◦ X2

p2
+ X3

p1
◦ σx

j ◦ Xp2

)
,

sendo X e Z os mesmos operadores que já foram definidos em (8.48). Pois, como estes operadores

(9.17) são essenciais à boa definição deste modelo, é através deles que podemos observar que o
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autoestado de vácuo

�� ξ̃ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av

∏

j

Dj
*.
,

⊗

j

| 0 〉 +/
-
⊗ *.

,

⊗

p

| 0 〉 +/
-

(9.18)

não é único: afinal de contas, um autoestado

�� ξ̃ (2)
0

〉
= Õ �� ξ (1)

0
〉
=

1√
2

∏

v

Av

∏

j

Dj
*.
,

⊗

j

| 0 〉 +/
-
⊗ *.

,

⊗

p,p′
| 0 〉 +/

-
⊗ | 2 〉p′ , (9.19)

que é obtido pela simples troca de um único | 0 〉, que está associado a uma única face, por ou-

tro | 2 〉, nos leva a uma situação que é completamente independente de (9.18). Ou seja, assim

como já aconteceu no exemplo anterior, estamos novamente diante de uma situação onde a dege-

nerescência do estado fundamental deste modelo passa a não ser mais vista pela ótica das trocas

globais que definem os estados de vácuo do QDMv, que tão pouco depende qualquer aspecto to-

pológico que possa estar associado ao modelo, mas que pode ser bem explicada em termos das

escolhas algébricas que se envolvem para com a definição da sua coação. Nestes termos, como to-

dos os demais autoestados de vácuo que podem ser aqui obtidos se relacionam com (9.18) e (9.19)

através de algum produtório que se vale dos operadores (9.17), fica bem claro que estamos diante

de um sistema cujo estado fundamental é bidegenerado, e essa bidegenerescência é novamente

compat́ıvel com o fato do núcleo de f ser composto apenas por dois elementos.

Excitações elementares e regras de fusão

Já o segundo destaque que pode ser feito aqui diz respeito às quasipart́ıculas que podem ser

criadas neste modelo. E é claro que, devido toda a estrutura de calibre deste QDMf ser exatamente

a mesma dos dois últimos exemplos, todas as quasipart́ıculas originalmente relacionadas ao TC

continuam se fazendo presentes aqui, as quais, devido às expressões dos operadores

Av,2 =
1
2

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − σx

a ◦ σx
b ◦ σx

c ◦ σx
d

)
,

Bp,2 =
1
2

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − Z2

p ◦ σz
r ◦ σz

s ◦ σz
t ◦ σz

u

)
,

Dj,2 =
1
4

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

+ i Xp1
◦ σx

j ◦ X3
p2
− X2

p1
◦ 1j ◦ X2

p2
− i X3

p1
◦ σx

j ◦ Xp2

)

Dj,3 =
1
4

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

− Xp1
◦ σx

j ◦ X3
p2
+ X2

p1
◦ 1j ◦ X2

p2
− X3

p1
◦ σx

j ◦ Xp2

)
e
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Dj,4 =
1
4

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

− i Xp1
◦ σx

j ◦ X3
p2
− X2

p1
◦ 1j ◦ X2

p2
+ i X3

p1
◦ σx

j ◦ Xp2

)
,

que completam os conjuntos Av, Bp e Dj, continuam apresentando as mesmas propriedades de

transporte e de confinamento do primeiro exemplo (uma vez que ele é o único exemplo que

apresentamos que não se vale de um homomorfismo trivial): ou seja, quasipart́ıculas do tipo m

continuam sendo transportáveis livremente pela rede, enquanto as dos tipos e e ε continuam apre-

sentando os mesmos traços de confinamento que já foram apontados anteriormente, uma vez que

Dj ◦ σx
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉
= σx

j ◦ Dj �� ξ̃ (1,2)
0

〉
e Dj ◦ σz

j
�� ξ̃ (1,2)

0
〉
= σz

j ◦ Dj,3 �� ξ̃ (1,2)
0

〉
.

Todavia, devido as expressões desses mesmos operadores, também é muito claro que outros

operadores W̃ (J,K )
p , que agem exclusivamente sobre os elementos associados às faces de R2, são

capazes de criar outras quasipart́ıculas. E, como as expressões mais gerais que satisfazem a (9.11),

neste caso, são dadas por

W̃ (1,1)
p = a11 1p + b11 X2

p , W̃ (1,2)
p = a12 Z3

p + b12 X2
p ◦ Z3

p

W̃ (1,3)
p = a13 Z2

p + b13 X2
p ◦ Z2

p , W̃ (1,4)
p = a14 Zp + b14 X2

p ◦ Zp , (9.20)

W̃ (2,1)
p = a21 X3

p + b21 Xp , W̃ (2,2)
p = a22 X3

p ◦ Z3
p + b22 Xp ◦ Z3

p ,

W̃ (2,3)
p = a23 X3

p ◦ Z2
p + b23 Xp ◦ Z2

p e W̃ (2,4)
p = a24 X3

p ◦ Zp + b24 Xp ◦ Zp ,

fica claro, das relações de comutação (6.18) que existem entre os operadores X e Z que já foram

definidos em (8.48), que todos estes operadores estão relacionados à criação de quasipart́ıculas

que completam um quadro cujas regras de fusão Abelianas estão presentes na Tabela 9.2. Aliás,

para entender isso, basta tomar (aJK ,bJK ) = (1,0) ou (aJK ,bJK ) = (0,1), por exemplo.

Propriedades adicionais

É claro que, além deste quadro Abeliano, também vale frisar que todas essas quasipart́ıculas

apresentam caracteŕısticas que são bem familiares. Afinal, quando olhamos para a quasipart́ıcula

Q(2,1) que é produzida pelo operador W̃ (2,1)
p , é imediato perceber que ela também se comporta
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(J,K ) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
(1,1) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (1,7) (1,8)
(1,2) (1,2) (1,1) (1,4) (1,3) (2,2) (2,1) (2,4) (1,3)
(1,3) (1,3) (1,4) (1,1) (1,2) (2,3) (2,4) (2,1) (2,2)
(1,4) (1,4) (1,3) (1,2) (1,1) (2,4) (2,3) (2,2) (2,1)
(2,1) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
(2,2) (2,2) (2,1) (2,4) (2,3) (1,2) (1,1) (1,4) (1,3)
(2,3) (2,3) (2,4) (2,1) (2,2) (1,3) (1,4) (1,1) (1,2)
(2,4) (2,4) (2,3) (2,2) (2,1) (1,4) (1,3) (1,2) (1,1)

Tabela 9.2: Regras de fusão associadas às quasipart́ıculas que são criadas pelos operadores W̃ (J,K )
p definidos

em (9.21), agindo exclusivamente sobre os vértices da rede num QDMf que se vale do grupo de calibre
G1 = Z2 e de um de matéria G̃2 = Z4.

(efetivamente) como uma do tipo m, haja vista que

Bp ◦ (
X2a+1

p ◦ σx
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉 )
= X2a+1

p ◦ Bp,2 ◦ σx
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉

=
(

X2a+1
p ◦ σx

j

)
◦ Bp �� ξ̃ (1,2)

0
〉
= X2a+1

p ◦ σx
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉

é uma relação válida quando a = 0 ou a = 1.

Já em relação ao comportamento eletrostático que está presente nos outros exemplos, ele

também se faz presente aqui: pois, quando duas quasipart́ıculas idênticas Q(J,K ) são produzi-

das sobre os vértices do conjunto S̃j =
{
p1,p2

}
, por operadores W̃ (J,K )

p que apresentam alguma

dependência dos operadores Xg , temos

Dj ◦ (
W̃ (J,K )

p1
◦ W̃ (J,K )

p2

) �� ξ̃ (1,2)
0

〉
= Dj �� ξ̃ (1,2)

0
〉

.

No entanto, o que é importante de mencionar sobre toda essa eletrostaticidade é que parte dela

também pode ser blindada pelo operador (9.14). E, devido a presença do termo

Z2
p ◦ σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u

no operador de face, fica muito claro que a única quasipart́ıcula que é completamente blindável é

Q(1,3), uma vez que a identificação

O z
γ = σz

r ◦ σz
s ◦ σz

t ◦ σz
u
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vale para o menor caminho γ que cerca o vértice sobre o qual esta quasipart́ıcula é produzida e,

portanto,
[

Av , O z
γ ◦ Z2

p
]
=

[
Bp , O z

γ ◦ Z2
p

]
=

[
Dj , O z

γ ◦ Z2
p

]
= 0 .

Exemplo 4: G1 = Z4 e G̃2 = Z2

Apenas para completar essa leva de exemplos, cabe apresentar um QDMf onde G1 = Z4 e

G̃2 = Z2. E, apesar deste ser exemplo estar numa situação oposta a do anterior, tudo aqui é

bastante similar ao QDMv que se apoia sobre um G1 = Z4 e um G2 = Z2. E a razão de toda essa

similaridade é que todas as coações que podem ser definidas aqui (e que são distintas da trivial)

equivalem àquela que adota f : Z2 → Z2 ⊂ Z4 como uma identidade, o que leva aos respectivos

operadores de vértice, de face e de aresta

Av =
1
4

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + Xa ◦ Xb ◦ X3

c ◦ X3
d

)

+
1
4

(
X2
a ◦ X2

b ◦ X2
c ◦ X2

d + X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)

Bp =
1
4

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + σz

p ◦ Z3
r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3

u

)
(9.21)

+
1
4

(
1p ◦ Z2

r ◦ Z2
s ◦ Z2

t ◦ Z2
u + σz

p ◦ Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
e

Dj =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

+ σx
p1
◦ X2

j ◦ σx
p2

)
.

Entretanto, apesar da flagrante opositividade que este exemplo apresenta em relação ao último,

vale notar que estamos novamente diante de um modelo que é bidegenerado, já que

�� ξ̃ (1)
0

〉
=

1√
2

∏

v

Av

∏

j

Dj
*.
,

⊗

j

| 0 〉 +/
-
⊗ *.

,

⊗

p

| 0 〉 +/
-

e (9.22)

�� ξ̃ (2)
0

〉
= Õ �� ξ̃ (1)

0
〉
=

1√
2

∏

v

Av

∏

j

Dj
*.
,

⊗

j

| 1 〉 +/
-
⊗ *.

,

⊗

p

| 0 〉 +/
-

são os únicos autoestados independentes um do outro que satisfazem a relação de vácuo (9.6),

onde

Õ =
∏

v

Zj . (9.23)
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Excitações elementares e regras de fusão

Aliás, é justamente por causa desta opositividade, que agora trás Z4 como o grupo indexador

dos elementos de matéria, que fica claro que as quasipart́ıculas, que aparecem como excitações dos

campos de calibre, não mais correspondem às do TC: agora estas quasipart́ıculas se identificam

com as mesmas de um QDM moderado por um G1 = Z4, cujas regras de fusão já estão resumidas

em (8.69).

É claro que algumas coisas aqui são um pouco diferentes das que estão associadas ao QDMv

onde estas mesmas quasipart́ıculas também se fazem presentes. E uma das diferenças que são bem

claras, das expressões dos operadores (9.21) e dos demais

Av,2 =
1
4

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d + i Xa ◦ Xb ◦ X3

c ◦ X3
d

)

− 1
4

(
X2
a ◦ X2

b ◦ X2
c ◦ X2

d + i X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
,

Av,3 =
1
4

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − Xa ◦ Xb ◦ X3

c ◦ X3
d

)

+
1
4

(
X2
a ◦ X2

b ◦ X2
c ◦ X2

d − X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
,

Av,4 =
1
4

(
1a ◦ 1b ◦ 1c ◦ 1d − i Xa ◦ Xb ◦ X3

c ◦ X3
d

)

− 1
4

(
X2
a ◦ X2

b ◦ X2
c ◦ X2

d − i X3
a ◦ X3

b ◦ Xc ◦ Xd

)
,

Bp,2 =
1
4

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u + i σz

p ◦ Z3
r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3

u

)

− 1
4

(
1p ◦ Z2

r ◦ Z2
s ◦ Z2

t ◦ Z2
u + i σz

p ◦ Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
,

Bp,3 =
1
4

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − σz

p ◦ Z3
r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3

u

)

+
1
4

(
1p ◦ Z2

r ◦ Z2
s ◦ Z2

t ◦ Z2
u − σz

p ◦ Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
,

Bp,4 =
1
4

(
1p ◦ 1r ◦ 1s ◦ 1t ◦ 1u − i σz

p ◦ Z3
r ◦ Zs ◦ Zt ◦ Z3

u

)

− 1
4

(
1p ◦ Z2

r ◦ Z2
s ◦ Z2

t ◦ Z2
u − i σz

p ◦ Zr ◦ Z3
s ◦ Z3

t ◦ Zu

)
e



9.2. PROPRIEDADES GERAIS 187

Dj,2 =
1
2

(
1p1
◦ 1j ◦ 1p2

− σx
p1
◦ X2

j ◦ σx
p2

)

que completam os conjuntos Av, Bp e Dj, por exemplo, é que agora são as quasipart́ıculas mh que

podem ser transportadas livremente pela rede. Já em relação às eg e ε(g,h), apesar delas serem

realmente confináveis segundo a mesma leitura “Cromodinâmica” que já fizemos outrora, é devido

ao fato de que

ZgXh = i(gh) mod 4 XhZg ⇒




Z X2 = i 2 mod 4 X Z2 = − X2Z ,

Z2X2 = i 4 mod 4 X2Z2 = X2Z2 e

Z3X2 = i 6 mod 4 X3Z2 = − X2Z3 ,

que fica bastante ńıtido que nem todas elas serão suscept́ıveis a tal confinamento: este é, por

exemplo, o caso das quasipart́ıculas e2 e ε(2,h) que, por serem produzidas aos pares pela ação de

um Z2
j , serão tais que1

Dj ◦ Z2
j

�� ξ (1,2)
0

〉
= Z2

j ◦ Dj �� ξ (1,2)
0

〉
= Z2

j
�� ξ (1,2)

0
〉

.

No entanto, uma coisa que não é diferente aqui é que outras quasipart́ıculas Q̃(J,K ) também se

fazem presentes, uma vez que elas surgem por efeito de operadores W̃ (J,K )
p que agem exclusiva-

mente sobre os elementos que estão dispostos sobre as faces, os quais devem satisfazer a mesma

relação (9.11). E, no caso, como a “estrutura de matéria” deste exemplo é exatamente a mesma

do Exemplo 1 (deste mesmo caṕıtulo), é imediato concluir que essas quasipart́ıculas surgem pelos

mesmos operadores

W̃ (1,1)
p = 1v , W̃ (1,2)

p = σz
p , W̃ (3,1)

p = σx
p e W̃ (3,2)

p = “ σy
p ”

que já foram listados em (9.12). Ou seja, estamos novamente diante de um modelo cujas quasi-

part́ıculas Q̃(J,K ) apresentam as mesmas regras de fusão Abelianas que estão resumidas na Tabela

9.1.
1Embora a quasipart́ıcula ε(2,h) não seja propriamente produzida por um Z2

j , mas sim por um Xh
j ◦ Z2

j , é o fato de

Xh
j comutar com Dj que completa este racioćınio e que, portanto, implica que ε(2,h) não é confinável.
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Propriedades adicionais

Antes de finalmente encerrarmos a apresentação deste, que será o nosso último exemplo, é

fundamental fazermos dois destaques. E o primeiro deles segue de

Bp ◦ (
σx

p ◦ X2
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉 )
= σx

p ◦ Bv,3 ◦ X2
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉

=
(
σx

p ◦ X2
j

) ◦ Bp �� ξ̃ (1,2)
0

〉
= σx

p ◦ X2
j

�� ξ̃ (1,2)
0

〉
;

afinal, como esses operadores σx
p e X2

j são os que criam as quasipart́ıculas Q̃(3,1) e m2, fica bem

claro que essas duas quasipart́ıculas podem ser consideradas, ao menos efetivamente, como iguais.

Já o segundo destaque que precisamos fazer aqui está relacionado ao comportamento ele-

trostático de parte destas quasipart́ıculas. E, apesar de bem sabermos que as quasipart́ıculas Q̃(J,K )

são exatamente as mesmas do Exemplo 1 e que, portanto, as mesmas propriedades eletrostáticas

de lá são exatamente as mesmas daqui, a única ressalva que precisamos fazer sobre este aspecto

eletrostático se envolve para com a relação

[
Dj , σ

z
p ◦ Zj

]
=

[
Dj , σ

z
p ◦ Z3

j
]
= 0 .

Afinal, como ela é uma relação válida quando p indexa uma das faces que são vizinhas à j-ésima

aresta, e isso implica que

Dj ◦
(

OZ
p ◦ σz

p
�� ξ̃ (1,2)

0
〉 )
= OZ

p ◦ Dj,2 ◦ σz
p

�� ξ̃ (1,2)
0

〉

=
(

OZ
p ◦ σz

p

)
◦ Dj �� ξ̃ (1,2)

0
〉
= OZ

p ◦ σz
p

�� ξ̃ (1,2)
0

〉
,

onde temos

OZ
p = ZM

r ◦ ZN
s ◦ ZN

t ◦ ZM
u (9.24)

com (M,N ) assumindo valores que podem ser apenas iguais a (1,3) ou (3,1), é imediato concluir

que este OZ
p cancela os efeitos de uma única excitação criada por σz

p. Ou seja, do mesmo jeito que

um operador OX
v consegue “blindar” uma quasipart́ıcula Q(1,2) no QDMv que parece ser correspon-

dente a este, o operador OZ
p também se comporta como uma espécie de “isolante” da quasipart́ıcula

Q̃(1,2).
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9.2.2 Uma comparação entre os modelos com matéria

Apesar de termos seguido a mesma “repetitividade estrutural” completamente enfadonha do

caṕıtulo anterior, uma coisa ficou muito clara desses últimos quatro exemplos que acabamos de

apresentar: ao menos pelo aspecto comportamental das suas excitações, um QDMf realmente pode

ser visto como o modelo dual de um QDMv. Pois, enquanto num QDMv

(a.1) as quasipart́ıculas eg se movimentam sem qualquer custo energético,

(b.1) duas quasipart́ıculas Q(J,K ) se submetem a algum potencial que é bastante similar a um ele-

trostático, e

(c.1) as quasipart́ıculas do mh podem ser confinadas pela ação de um campo de força que parece

ser análogo ao que define um hádron, no caso do sistema possuir algum mecanismo que

tenda a mantê-lo com a menor energia possivel,

num QDMf nós temos

(a.2) quasipart́ıculas do mh movimentáveis sem qualquer custo energético,

(b.2) quasipart́ıculas Q̃(J,K ) que se submetem a algum potencial que também é similar ao ele-

trostático, e

(c.2) quasipart́ıculas eg que podem ser confinadas pela ação de algum campo de força “forte” se-

melhante ao supracitado.

É claro que outras propriedades também podem ser apontadas aqui, reforçando ainda mais

todo esse quadro dual, tais como: (i) a estaticidade de quasipart́ıculas que são produzidas sobre

os vértices duais, as quais se comportam efetivamente como as mesmas do QDM; e (ii) o fato

da degenerescência do seu estado fundamental também seguir uma espécie de ordem algébrica.

No entanto, apesar de também ser perfeitamente válido pensar na situação do confinamento das

quasipart́ıculas do tipo eg em termos de um efeito Meissner dual, é quando notamos que essas

mesmas quasipart́ıculas são interpretáveis à luz do QDM como “elétricas” que é imediato perceber

que dizer que essas quasipart́ıculas estão confinadas dentro de um sistema é o mesmo que dizer este

material funciona literalmente como um isolante: ou seja, assumindo que o sistema que é descrito

por um QDMf corresponde a um sistema f́ısico onde eg , por exemplo, cumpre um papel análogo
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ao de um elétron, podemos dizer que este sistema pode ser reconhecido como um isolante elétrico

(uma vez que tal material não favorece o movimento destas part́ıculas), o que só vem a reforçar

uma posśıvel caracterização do material que o QDMv representa como um supercondutor (já que o

QDMf nada mais é do que a dualização desse primeiro modelo).

O papel do operador de aresta

Entretanto, existe pelo menos dois pontos que parecem ruir qualquer chance de termos uma

dualidade plena entre um QDMv e um QDMf. E o primeiro deles é o simples fato de que, como

f é um homomorfismo, não somos capazes de construir um QDMf com G1 = Z2 e G̃2 = Z3 que

seja diferente de um “trivial”, conforme já bem observamos entre as páginas 179 e 181. Falaremos

mais sobre isso daqui a pouco, já que as coisas que se envolvem com esses homomorfismos também

merecem um destaque no que tange a degenerescência dos estados fundamentais de um QDMf.

Já o segundo ponto que podemos apontar nesta aparente “rúına” está diretamente relacionado

para com a definição dos operadores de aresta de ambos os modelos: afinal de contas, enquanto

o operador de aresta C (G1,G2)
j de um QDMv se comporta como um comparador (ou seja, como um

operador que é capaz de verificar o quão alinhados estão dois campos de matéria adjacentes), o

operador de aresta D
(
G1,G̃2

)

j de um QDMf parece fazer alguma coisa que está bem longe de ser uma

comparação, e que mais se assemelha com uma espécie de transformação de calibre.

Embora não seja nada incorreto pensar que este operador D
(
G1,G̃2

)

j possa estar associado a

algum tipo de transformação de calibre, uma das melhores maneiras de entendermos o que ele

realmente faz é verificando como ele age sobre uma base diagonal. E, para isso, além de termos

em mente que

Dj �� α̃ , g , β̃
〉
=

1
��G̃2��

∑

κ̃∈G̃2

�� α̃ ∗ κ̃ , f ( κ̃) · g , κ̃−1 ∗ β̃ 〉
, (9.25)

precisamos lembrar que essa base diagonal só pode ser obtida através de transformações unitárias

��� α̃ j

〉
= U (p)

j
�� α∗

〉
=

1
��G̃2��

∑

α̃∈G̃2

χ̄ j (α̃) | α̃ 〉 e (9.26)

| gk 〉 = U (j)
k
| g 〉 = 1

|G1 |
∑

g∈G1

ωk
(
g−1) | g 〉 ,

onde ωk (g) e χ j (α̃) são os respectivos caracteres que estão relacionados às representações dos

grupos G1 e G̃2. Afinal, como a substituição das expressões (9.26) em (9.25) já consegue nos
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mostrar que

Dj �� α̃ j ,gk , β̃l
〉
=

1
��G̃2��

∑

κ̃∈G̃2

χ j ( κ̃) ωk ( f ( κ̃)) χ̄l ( κ̃) �� α̃ j ,gk , β̃l
〉

(9.27)

=
1

��G̃2��2
∑

κ∈G2

G[ ωk ◦ f ] ( κ̃)
∑

κ̃∈G̃2

χ j ( κ̃) χ̄l ( κ̃) χ̄κ ( κ̃) �� κ̃ j ,gk , β̃l
〉

,

onde Fωk ◦ f é a transformada de Fourier de ωk ◦ f [95], é o fato dos caracteres do último somatório

serem tais que

χ j ( κ̃) χ̄l ( κ̃) = χ { j,l } ( κ̃)

que nos mostra que

Dj �� α̃ j ,gk , β̃l
〉
=

1
��G̃2��

∑

κ∈G2

G[ ωk ◦ f ] ( κ̃) *.
,

1
��G̃2��

∑

κ̃∈G̃2

χ { j,l } ( κ̃) χ̄κ ( κ̃)+/
-

�� α̃ j ,gk , β̃l
〉

=
1

��G̃2��

∑

κ∈G2

G[ ωk ◦ f ] ( κ̃) δ
(
χ { j,l } , χκ

) �� α̃ j ,gk , β̃l
〉
= G[ ωk ◦ f ] ({ j, l}) �� α̃ j ,gk , β̃l

〉
.

Nestes termos, apesar da forma exata do ı́ndice { j, l} depender da natureza do grupo G̃2 (nos casos

mais gerais), é posśıvel concluir que o operador de aresta também pode ser visto como um operador

que compara os campos de matéria, mas que faz isso de um jeito diferente que só transparece

quando ele atua sobre uma base diagonal: e esse jeito diferente se apoia sobre a dualidade de

Pontryagin, que garante que existe uma correspondência “um-pra-um” entre os caracteres χ j e os

elementos de G̃2 [96].

Sobre a degenerescência do estado fundamental

Todavia, antes de finalmente encerrarmos este caṕıtulo, é imprescind́ıvel fazermos um último

destaque que também parece botar em cheque a dualidade plena deste modelo em relação ao

QDMv: a degenerescência do seu estado fundamental. E, de acordo com o que foi discutido ao

final do caṕıtulo anterior, um QDMv é um modelo cuja degenerescência do seu estado fundamental

parece não mais depender da topologia onde o seu sistema está definido. Afinal de contas,

• a inserção de novos vetores aos vértices de uma R2 que já abriga um QDM

• mais a presença do somatório (8.75) no seu Hamiltoniano (8.1), com operadores que conse-

guem medir o quão alinhados esses novos campos estão,
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faz com que uma ordem topológica (que, no QDM, é moderada pelos elementos do grupo funda-

mental π1 (M2) que está associado à variedade M2 que R2 discretiza) dê lugar a uma espécie de

ordem algébrica no que se refere às distintas fases que o sistema assim definido pode apresentar

num regime de baixas energias. E, no caso, a quantidade dQDMv destas fases (ou seja, o grau de

degenerescência do estado fundamental) nada mais é do que o número de ciclos algébricos que a

ação (8.9), que conecta os campos de calibre aos novos de matéria, permite definir.

Tudo bem que a razão de toda a ênfase que demos ao termo “parece” no último parágrafo

já está bem clara desde o final do caṕıtulo anterior. Pois, apesar de dQDMv não estar mais em

função do grupo π1 (M2), a ordem topológica deste modelo se justifica em termos do segundo

grupo de homologia H2 (M2), o que só transparece quando consideramos situações mais gerais

que transcendem, por exemplo, ao que afirma o Teorema 5 que foi enunciado na página 165.

Contudo, diante de tudo o que foi observado para o QDMf que acabamos de apresentar, algo que

não é dif́ıcil de se perceber é que o grau de degenerescência dos estados fundamentais dQDMf deste

modelo depende de coisas bem distintas quando comparado com dQDMv. Afinal, se, de um lado,

vemos que as quasipart́ıculas mh que foram herdadas do QDM continuam sendo transportáveis

sem causar qualquer custo energético ao sistema e, do outro, temos autoestados de vácuo sendo

moderados por elementos que pertencem ao núcleo do homomorfismo f , é imediato concluir que

dQDMf precisa se identificar como algo que dependa de dois fatores:

• de uma degenerescência que decorre da topologia e que, assim como acontece no QDM, está

associada às curvas fechadas e não contráteis da variedade bidimensionalM2 sobre a qual o

sistema está definido; e

• de um outro, que segue da degenerescência algébrica que o núcleo de f mostra existir.

Aliás, em relação a essa degenerescência algébrica, algo que já podemos afirmar é que ela é

dada por

dalg = | Ker f | ,

já que todos os elementos que pertencem ao núcleo de f fazem com que a “falsa holonomia”

h′ = f
(
γ̃
)
ab−1c−1d = f

(
γ̃
)
h ,

que é medida pelo operador de face que foi definido pela Figura 9.3, realmente corresponda à ver-

dadeira h. E, diante disso, cabe fazer uma observação muito importante que se baseia na seguinte
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proposição, cuja prova consta em [97]:

Proposição 1 Todo homomorfismo f : Zm → Zn é completamente determinado por

f
( [

x
] )
=

[
k x

]
, (9.28)

onde k é um número natural que assume valores distintos de zero se, e somente se, n for um número

natural diviśıvel pelos distintos km não nulos.

E a importância desta observação se desdobra em duas partes onde, a primeira delas, já está muito

bem clara desde o Exemplo 2: qualquer QDMf que se valha destes dois grupos Abelianos Zm e

Zn onde m e n são dois primos entre si, sempre corresponderá a um modelo cuja degenerescência

algébrica é máxima, já que todos os seus elementos pertencem ao núcleo de f . Por se dizer, ao

notarmos que a única coisa que difere estes modelos (que são constrúıdos através de um homo-

morfismo onde k = 0) de um QDM decorre das transformações que o operador D
(
G1,G̃2

)

j é capaz de

fazer, é justamente este resultado que nos mostra como um prinćıpio de correspondência se com-

pleta entre os modelos que apresentamos neste caṕıtulo e os que foram apresentados no Caṕıtulo

6: afinal de contas, um QDM pode ser perfeitamente identificado como um QDMf que adota um

G̃2 que contém apenas o elemento identidade, já que, nesta situação, temos

HQDMf = −
∑

v

A(G1,e)
v −

∑

p

B(G1,e)
p −

∑

j

D(G1,e)
j

= −
∑

v

A(G1)
v −

∑

p

B(G1)
p −

∑

j

1 j = HQDM + cte .

Já o segundo desdobramento que segue desta expressão geral (9.28) está relacionado às situa-

ções onde m e n não são dois primos entre si. Pois, como o número zero não será o único divisor

de m e n nestas situações, teremos mais opções para definir esse homomorfismo entre Zm e Zn

do que só aquela põe todos os elementos de Zm no núcleo de f . E como a quantidade desses

homomorfismos é exatamente igual a quantidade de modelos que podem ser definidos, isso acaba

nos dizendo duas coisas:

• que um QDMf que se vale dos grupos Abelianos G1 = Zm e G̃1 = Zn pode ser classificado em

termos de uma tripla ordenada (m,n, k), e

• que a degenerescência algébrica de um QDMf vai diminuindo a medida que os diferentes
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números k, que fazem com que km seja um divisor de n, vai aumentando.

No caso desta classificação, todos os modelos indexados por (m,n,0), por exemplo, são aqueles

cujas quasipart́ıculas que foram herdadas do QDM não apresentam quaisquer caracteŕısticas de

confinamento.

É claro que, neste ponto o leitor deve estar notando que, quando ignoramos todas as conside-

rações topológicas que podem estar associadas à variedade sobre a qual este QDMf está definido,

essa degenerescência algébrica é compat́ıvel com o número de autoestados de vácuo dos exemplos

que apresentamos, exceto num deles: no QDMf que adota G1 = Z4 e G̃2 = Z2. Logo, diante

dessa constatação, certamente o leitor deve estar se perguntando: por que isso acontece? E a

resposta desta questão é simples: isso acontece porque, a medida que a ordem do grupo de calibre

Zn cresce, a liberdade que temos para definir novos autoestados de vácuo também cresce com

um fator | Zn / Im f |. E porquê esse fator tem que se identificar com a cardinalidade de um Zn

quocientado pela imagem de f ? Porque, nos casos onde o núcleo de f não se indentifica com Zm, as

quasipart́ıculas Q̃(J,K ) se comportam efetivamente como os mesmos monopólos que são criados aos

pares, os quais identificamos como quasipart́ıculas mh; ou seja, a influência de Q̃(J,K ) no cômputo

dos diferentes autoestados de vácuo que são produzidos apenas pela estrutura de calibre precisa ser

descartada. Nestes termos, a degenerescência total de um QDMf de classe (m,n, k), que é definido

sobre umaM2 que é isomórfica a uma bola ou a um plano infinito, por exemplo, fica dada por [30]

d
(m,n,k )
QDMf = �� ker fk �� · | Zn / Im fk | ,

onde fk : Zm → Zn é o k-ésimo homomorfismo já definido em (9.28).
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Caṕıtulo 10

Um comentário de categoria

10.1 Um último prelúdio

Embora os modelos do caṕıtulo anterior tenham sido constrúıdos seguindo um processo de

“dualização”, tudo leva a crer que, já que todas essas construções se fundamentam pela simples

inserção de novos elementos aos “Quantum Double Models” (QDMf), parece não existir qualquer

tipo de impedimento para que todas elas pudessem ser feitas sem esse art́ıficio da “dualização”.

Contudo, é justamente diante desta constatação, que parece ser bem simples, que surgem alguns

questionamentos bastante relevantes. Afinal de contas, será que alguma das outras maneiras que

podeŕıamos ter usado para construir um QDMf traria os mesmos resultados? Será que ela seria

mais completa em algum sentido? Ou melhor: será que existe alguma maneira de concebermos os

mesmos modelos do Caṕıtulo 9 usando um ponto de vista diferente?

Apesar de parecer bastante “ingênuo” o que iremos falar agora, uma das boas pistas que te-

mos para começar a responder a esses questionamentos surge a partir da constatação de que esta

“dualização” se completa com o uso de um homomorfismo f que

• relaciona os elementos de um grupo G̃2, que modela os vetores que estão dispostos sobre as

faces de uma rede bidimensional R2,

• aos elementos de um grupo G1, que indexa os vetores que estão associados às arestas da

mesma rede.

E o que caracteriza explicitamente esta suposta “ingenuidade” é o simples fato de que existe a

possibilidade de vermos este homomorfismo como aquele que, por exemplo, define um módulo

cruzado: ou seja, um homorfismo que, junto com uma ação . : G1 × G̃2 → G̃2, respeita duas

197
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condições

f ( g . α̃ ) = g f ( α̃ ) g−1 e f ( α̃ ) . β̃ = α̃ β̃ α̃−1 , (10.1)

onde a segunda delas é conhecida como a condição de Peiffer [98, 99].

É claro que os homomorfismos que definem os modelos “duais” que foram apresentados no

caṕıtulo anterior, por exemplo, satisfazem estas duas condições quando esta ação é trivial, haja

vista que toda a Abelianicidade dos seus grupos G1 e G̃2 implica em

f ( g . α̃ ) = f ( α̃ ) e f ( α̃ ) . β̃ = β̃ . (10.2)

E como é exatamente esta a observação que parece ser bastante “ingênua”, a pergunta que não

quer calar é: qual a vantagem que surge se realmente realizarmos f como o homomorfismo que

completa um módulo cruzado?

Certamente o leitor mais atento a tudo que fizemos ao longo destas notas pode perfeitamente

responder que realizar f como tal homomorfismo nos leva a uma nova generalização, onde um

QDMf pode ser recuperado como um caso particular de um modelo mais geral, em respeito ao

mesmo prinćıpio da correspondência que permite recuperar um QDM como um caso particular

tanto de um QDMf como de um QDMv. E certamente o leitor que responde a este questionamento,

usando esta linha de racioćınio, não está errado. Entretanto, conforme ficará bem claro do que

diremos nas próximas linhas, existe um “algo a mais” que está por trás desta realização; e esse

“algo a mais” pode ser muito bem entendido à luz das chamadas teorias de calibre discretas com

ordem alta (HLGT)1 [100].

10.2 Teorias de calibre com ordem alta

Aliás, a melhor maneira de entendermos o que são essas teorias de calibre discretas com “ordem

alta” é desmontando o termo: ou seja, analisando por partes o que significa dizer (i) que uma

teoria discreta é “de calibre” e (ii) que ela possui uma “ordem alta”. E, como a primeira parte

deste entendimento parece já ter sido bem feita ao longo do Caṕıtulo 2, a única coisa que parece

realmente faltar é entender o porquê do predicado “ordem alta”.

Embora, para alguns, não pareça ser muito esperado realizar conexões entre a F́ısica (que é

1Aqui, daremos predileção para a sigla “HLGT” pois, em inglês, todas essas teorias de calibre com ordem alta são
conhecidas como “higher lattice gauge theories”.
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uma Ciência que, apesar das suas diversas teorias, possui uma base que é completamente expe-

rimental) e aquilo que define uma das partes mais abstratas da Matemática (a qual, conforme já

bem dissemos, não possui qualquer compromisso para com a realidade que nos cerca), o grande

motivo que fundamenta o uso do predicado “ordem alta” nestas teorias de calibre discretas é um

só: essas teorias se valem de toda uma estrutura que é oferecida pela teoria das categorias [101],

mais especificamente por aquelas categorias que são consideradas como de “ordem alta”. E, para

entender como tudo isso funciona, é muito importante termos em mente o que é uma categoria.

10.2.1 O que é uma categoria?

Em linhas bem gerais, podemos dizer que uma categoria nada mais é do que uma espécie de

abstração do conceito de conjunto: ou seja, nela os grandes protagonistas não são vistos sim-

plesmente como conjuntos, mas como objetos que se relacionam uns com os outros através de

morfismos. Só que, apesar de ser perfeitamente posśıvel fazer um paralelismo entre

• esses objetos e todos os seus morfismos e

• conjuntos e todas as funções que podem ser estabelecidas entre eles,

uma vez que conjuntos realmente se enquadram como os objetos de uma categoria, o ńıvel de

abstração por trás da definição de uma categoria é tão maior que, por exemplo, os próprios morfis-

mos que definem uma categoria também podem ser perfeitamente interpretados como os objetos

de uma outra categoria: no caso, como os objetos de uma 2-categoria, os quais se relacionam, uns

com os outros, por meio de novos morfismos. E como é todo esse processo recursivo que acaba

permitindo definir uma n-categoria (ou seja, uma categoria com ordem n, onde os seus objetos

podem ser interpretados como os morfismos de uma categoria com ordem n − 1) de uma forma

bastante natural, é exatamente ele que nos leva à definição de uma categoria com ordem alta: em

outras palavras, à definição de uma categoria que entre os seus objetos estão os morfismos de uma

outra categoria, que entre os seus objetos estão os morfismos de uma outra categoria, e assim por

diante.

É claro que o nosso objetivo aqui não é o de passar ao leitor todos os pormenores que se

envolvem para com a teoria das categorias, tenham elas uma ordem alta ou não. Contudo, é

quando olhamos para uma 2-categoria, mais especificamente para a teoria de calibre discreta com

ordem 2 (2-LGTs) que essa 2-categoria permite definir, é que começa a ficar bem clara a conexão
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Figura 10.1: Diagramas relacionados à definição de uma categoria, onde os pontos que o compõem corres-
pondem aos objetos desta categoria, enquanto as flechas que existem entre eles se referem aos seus posśıveis
morfismos. No caso do diagrama à esquerda, ele representa uma composição: ou seja, uma situação onde
o objeto que funciona como alvo (ponto central) para o morfismo g1 serve como fonte para o morfismo g2.
Assim, como a composição g1 · g2 entre morfismos equivale a um novo morfismo g3, vemos que o diagrama
à direita equivale ao primeiro.

disso tudo para com o nosso QDMf. Pois, como a melhor maneira de entendermos o que é uma

categoria é através do ponto de vista diagramático que consta na Figura 10.1, onde

• cada um dos seus pontos corresponde a um objeto, e

• cada uma das suas setas representa um morfismo que existe entre dois objetos,

uma 2-categoria pode ser perfeitamente entendida através dos diagramas que constam na Figura

10.2, os quais contam com um ingrediente a mais:

• com as setas duplas, que correspondem aos morfismos que são responsáveis por relacionar

dois dos morfismos anteriores, que são representados pelas primeiras setas e que, numa 2-

categoria, devem ser tratados como objetos.

E são exatamente esses diagramas que começam a apontar para uma realidade que é bastante

familiar. Afinal, como

• entre todos esses morfismos (tanto os relacionados às setas simples como às setas duplas)

existem aqueles que são vistos como identidades, e

• todos os morfismos que definem uma 2-categoria seguem as regras de composição da Figura

10.3, as quais são expressas algebricamente como

(
α̃1 ◦v α̃′1

) ◦h
(
α̃2 ◦v α̃′2

)
=

(
α̃1 ◦h α̃2

) ◦v
(
α̃′1 ◦h α̃′2

)
,

onde ◦h e ◦v são os dois funtores que são responsáveis pelas composições horizontais e verti-

cais respectivamente,
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é diante do fato da Figura 10.1 nos mostrar que esses morfismos identidades também podem ser

vistos como uma composição entre outros morfismos que fica bem clara toda a similaridade entre

a composição que define uma 2-categoria e a da que, por exemplo, se envolve para com os campos

das teorias de calibre discretas apresentadas no Caṕıtulo 2. Mas, para que isso se torne evidente,

precisamos considerar uma situação bem particular, onde todos esses morfismos são elementos

de um grupo: ou seja, uma situação onde todos os morfismos, que são representados pelas setas

simples, são elementos de um grupo G1, enquanto todos os que são representados por setas duplas

pertencem a um grupo G̃2; afinal de contas, vale notar que grupos e todos os seus homomorfismos

realmente configuram um bom exemplo de categoria [102].

10.2.2 Teorias de calibre com ordem dois

Aliás, é justamente neste ponto, onde o leitor talvez esteja se perguntando sobre o porquê de

darmos exatamente os mesmos rótulos (que já são usados nos grupos que definem o QDMf) aos

grupos que reúnem os morfismos desta nossa 2-categoria, que vale dizer uma coisa: esta rotulação

é proposital. Afinal de contas, além dela realçar ainda mais toda essa similaridade que existe entre

as duas composições que acabamos de mencionar, é ela quem completa a definição de uma 2-LGT

• através da concatenação dos diagramas que descrevem uma 2-categoria à discretização de

Figura 10.2: Diagramas que estão relacionados à definição de uma 2-categoria. No caso do que está dis-
posto acima, ele se refere à composição vertical α̃′′1 = α̃1 ◦v α̃

′
1 de dois morfismos α̃1 e α̃′1 que adotam os

morfismos que são representados pelas setas simples como objetos. Já no caso do diagrama inferior, temos
uma composição inteiramente análoga α̃3 = α̃1 ◦h α̃2, só que horizontal. Note que neste, e em todos os
diagramas que virão adiante, todas as flechas e as suas composições seguem uma mesma orientação que
fazem com elas tenham fonte e alvo em comuns: esta é uma condição essencial à definição diagramática de
uma categoria, seja qual for a sua ordem.
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Figura 10.3: Esquema de composição dos diagramas de uma 2-categoria que já foram apresentados na
Figura 10.2. Embora a mesma indexação dos diagramas anteriores possa ser necessária, preferimos dispensá-
la para priorizar uma maior inteligibilidade.

uma variedade tridimensional feita em termos de simplexos, conforme bem ilustra a Figura

10.5,

• considerando que os morfismos que definem G1 correspondem aos campos de calibre que

indexam as arestas deste simplexo, enquanto os que definem G̃2, e que também devem ser

vistos como novos campos de calibre, indexam as suas faces.

Ou seja, uma 2-LGT pode ser interpretada como aquela que comporta dois tipos de transformações

de calibre: uma, que pode ser feita sobre os elementos de G1 que foram acomodados sobre as

arestas; e outra, que se envolve apenas para com os elementos de G̃2 que estão dispostos sobre as

faces.

No entanto, é importante lembrar que, à luz de tudo o que já foi dito no Caṕıtulo 2, um dos

ingredientes que são essenciais à descrição de uma teoria de calibre diz respeito às holonomias,

uma vez que são elas quem caracterizam a variedade sobre a qual o sistema está definido. Só

que, no caso destas 2-LGTs, nós temos dois tipos de holonomia que permitem fazer toda essa

Figura 10.4: Convenção relacionada à indexação das flechas simples e duplas que estão presentes nos
diagramas que descrevem uma 2-categoria.
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caracterização; e uma delas, por exemplo, é a 1-holonomia que, no caso da mesma face da Figura

10.5, por ser definida como um produto [103]

h1 = f (α̃) g1g
−1
2 (10.3)

que se envolve com os elementos de G1 que foram atribúıdos às arestas, se parece muito com

a definição de holonomia (2.12) que já foi dada no ińıcio destas notas. Diga-se de passagem, o

produto

h = g1g
−1
2

que define (10.3) é realmente a mesma holonomia (2.12) que já definimos no Caṕıtulo 2. E é

justamente com base nesta constatação que precisamos destacar a coisa que certamente é a mais

importante dentro do contexto que nos sugere enxergar f como o homomorfismo que completa um

módulo cruzado: h1 é exatamente a mesma “falsa holonomia” que, além de já ter sido apresentada

na página 192, aparece na definição dos operadores de face do QDMf, cujas componentes foram

apresentadas na Figura 9.3.

Tudo bem que, no caso do QDMf, a interpretação que fazemos sobre os elementos que foram

adicionados às faces de um QDM é a de que eles devem ser vistos como campos de “matéria”,

enquanto que, no caso de uma 2-LGT, esses mesmos elementos devem ser considerados como

novos campos de calibre. Todavia, apesar desses dois tipos elementos se referirem a duas coisas

que parecem ser bastante distintas nestes dois modelos, é quando olhamos para a definição dos

operadores de aresta D
(
G1,G̃2

)

j do QDMf que uma segunda coisa, que também é muito importante

à contextualização do que nos trouxe até aqui, precisa ser mencionada: estes operadores D
(
G1,G̃2

)

j

são justamente os operadores que nos permitem definir uma das transformações de calibre que

Figura 10.5: À esquerda temos a face de um tetraedro que está relacionado à discretização de uma variedade
tridimensional, cujas arestas são indexadas por elementos do grupo G1, enquanto a sua face é indexada por
um elemento α̃012 do grupo G̃2. Já a direita, temos o diagrama que representa essa mesma face, onde
g1 = g01 · g12, g2 = g02 e α̃ = α̃012.
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caracterizam uma 2-LGT, transformação essa que se envolve para com os elementos de G̃2 que

indexam as faces do complexo simplicial.

O que é a 2-holonomia?

Aliás, já que uma transformação de calibre é, por definição, aquela que não altera o valor

de uma holonomia, a melhor maneira de entendermos como todas as transformações de calibre

que estão relacionadas às 2-LGTs funcionam é entendendo todas as suas holonomias. E como a

1-holonomia já foi definida em (10.3), só nos resta definir e bem entender a sua 2-holonomia.

E a melhor maneira de fazermos isso é apelando para a mesma perspectiva geométrica com que

já vemos a primeira: afinal, da mesma maneira que uma 1-holonomia pode ser vista à luz do

transporte paralelo de uma estrutura puntual ao longo de uma curva fechada, uma 2-holonomia,

que também é definida em termos de um produto entre elementos de G̃2, também pode ser vista

assim, só que [104]

• como o transporte paralelo de uma estrutura que agora se identifica como uma curva,

• ao longo de uma superf́ıcie que agora deve ser fechada nos extremos que caracterizam o

retorno dessa última curva à sua posição inicial.

Ou seja, apesar de ser perfeitamente válido afirmar que essa 2-holonomia consegue caracterizar

o quão plana uma superf́ıcie é pela perspectiva da curva que está sendo transportada sobre ela,

é importante notar que a sua definição só pode ser feita para uma situação que se envolve para

com alguma superf́ıcie bidimensional fechada, como é o caso da superf́ıcie de um tetraedro que

discretiza uma variedade tridimensional.

Diga-se de passagem, se notarmos que uma união de arestas que possui vértices em comum

pode ser vista como a discretização de uma curva, uma das boas maneiras de pensarmos neste

transporte é realmente tomando a situação particular de um tetraedro, onde a união de algumas das

arestas que o definem pode ser considerada como a discretização de uma curva. Afinal de contas,

do mesmo jeito que o transporte de uma estrutura puntual ao longo do bordo de uma das suas

faces consegue bem definir uma 1-holonomia, é o transporte de uma destas curvas discretizadas ao

longo da sua superf́ıcie fechada que permite bem definir a sua 2-holonomia.

Considerando que esta é realmente a 2-holonomia que queremos avaliar, a melhor maneira

de fazermos isso é voltando as nossas atenções para o tetraedro aberto que aparece na Figura
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Figura 10.6: À esquerda temos um tetraedro aberto: ou seja, uma figura bidimensional que, quando colada
pelos lados que estão destacados em azul e vermelho (unindo os pontos indexados com o mesmo número),
estrutura um tetraedro. A vantagem de lidar com este tetraedro aberto está relacionada à possibilidade de
entender, passo a passo, como se dá o transporte de uma corda (em vermelho), que está presa entre as
extremidades indexadas por “0” e “3”, até ela chegar à sua posição final (em azul).

10.6, assumindo que a curva que será transportada é aquela que está posicionada sobre o caminho

destacado em vermelho. Aliás, de acordo com esta figura, transportar esta curva a ponto dela

retornar à sua posição inicial (ou seja, a ponto dela se sobrepor novamente ao mesmo caminho de

onde ela saiu e que está destacado em vermelho) significa realizar deformações consecutivas que,

de alguma maneira, vão depender dos elementos que indexam as faces deste tetraedro por onde

esta curva passou. E se pensarmos nesta situação de uma maneira bem lúdica, dando a esta mesma

curva (que está sob transporte) propriedades “elásticas”, como todas essas deformações podem ser

vistas como reencaixes sucessivos (como o primeiro que aparece à direita na mesma figura), acaba

ficando bem claro que todas essas deformações podem ser interpretadas à luz de uma homotopia

[49]: no caso, à luz de um processo que é capaz de nos mostrar, por exemplo, que a curva que se

encaixa sobre o caminho que está destacado em vermelho é homotopicamente equivalente àquela

que se encaixa sobre um outro caminho que está destacado em azul. Nestes termos, devido à

concatenação de diagramas que já foi mencionada na Figura 10.5, fica claro que a 2-holonomia

deste mesmo tetraedro, que pode ser representado pelo diagrama
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é dada por

h2 = ( g01 . α̃123 ) ∗ α̃013 ∗ α̃−1
023 ∗ α̃−1

012 , (10.4)

a qual é preservada sob as transformações de calibre que são realizadas pelo operador

AD
v =

∏

j∈Sv

D
(
G1,G̃2

)

j (10.5)

cuja existência já hav́ıamos adiantado.

10.3 Algumas observações

Aliás, é diante deste último resultado que o nosso comentário, sobre o fato dos operadores

D
(
G1,G̃2

)

j definirem uma transformação de calibre, realmente se completa: ou seja, aquilo que já

hav́ıamos dito ao final do Caṕıtulo 9, mais especificamente na sua página 190, sobre o fato de

D
(
G1,G̃2

)

j fazer alguma coisa que mais parecia uma transformação de calibre, não estava realmente

incorreto. E é exatamente isso que, juntamente com a constatação de que a 1-holomonia (10.3)

é a mesma “falsa holonomia” que aparece nos operadores de face B
(
G1,G̃2

)

p do QDMf, nos permite

afirmar uma das principais consequências do trabalho que acabamos de apresentar nestas notas:

enxergar uma nova linha de investigação que adota toda a estrutura que é oferecida pela teoria

das categorias como uma possibilidade real para construir novas generalizações do QDM. E é exa-

tamente isso o que o nosso grupo de pesquisa vem começando a fazer, através de estudos iniciais

que se valem de um Hamiltoniano como o

H2-LGT = −
∑

v

A
(
G1,G̃2

)

v

∏

j∈Sv

D
(
G1,G̃2

)

j −
∑

p

B
(
G1,G̃2

)

p , (10.6)

onde o primeiro somatório corresponde à transformação de calibre total a qual o sistema está

submisso.

Por se dizer, três coisas que já podemos afirmar sobre todos estes modelos é que:

(i) se quisermos lidar com um modelo que, ao invés de uma variedade triangularizada, se vale de

uma discretização cúbica ou quadrada, isso deve ser feito segundo o esquema que está bem

ilustrado na Figura 10.7, onde todas as arestas paralelas envolvidas nestas discretizações

devem ser orientadas no mesmo sentido;

(ii) o resultado que segue da 1-holonomia que foi definida em (10.3) deve ser obrigatoriamente
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Figura 10.7: Devido ao esquema de composição que está presente na Figura 10.5, a única maneira das faces
de uma rede quadrada (com qualquer dimensão) ser associável aos diagramas que definem uma 2-categoria
é se as suas arestas paralelas forem orientadas na mesma direção.

identificado como um elemento que pertence ao núcleo da ação . : G1 × G̃2 → G̃2, quaisquer

sejam os grupos G1 e G̃2 envolvidos; e

(iii) assim como ocorre com o QDMf, todos esses modelos também podem ser classificados em

termos de uma tripla ordenada (m,n, k), quando G1 = Zm, G̃1 = Zn e a ação é trivial, já que a

degenerescência algébrica do seu estado fundamental também vai diminuindo a medida que

os diferentes números k (que fazem com que km seja um divisor de n) vai aumentando, o

que só reforça toda a conectividade que existe entre estes modelos para com o QDMf.

No entanto, como todos esses três resultados constarão, de alguma maneira, na dissertação de

mestrado e na tese de doutorado que estão sendo desenvolvidas respectivamente por R. C. de

Almeida [105] e H. K. T. Mendonça [106], preferimos não apresentar todos os seus pormenores

para não haver uma superposição entre os trabalhos do nosso grupo de pesquisa.
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Caṕıtulo 11

Conclusões e comentários

O objetivo central deste trabalho foi o de avaliar como a ordem topológica de dois modelos, que

foram constrúıdos como generalizações dos “Quantum Double Models” (QDMv), se comporta sob

a hipótese de que os seus estados de base são indexados por grupos Abelianos. No caso da primeira

generalização, que foi apresentada ao longo dos Caṕıtulos 7 e 8, e que pode ser identificada como

um QDM ao qual acrescentamos campos de matéria aos vértices da rede bidimensional que o

comporta (QDMv), mostramos que essa ordem topológica decorre da dependência que o modelo

apresenta em relação ao segundo grupo de homologia da variedade bidimensional sobre a qual ele

está definido. Trata-se de uma dependência que transparece

(i) através da expressão do grau de degenerescência do estado fundamental dQDMv, quando o

modelo é definido sobre uma união de variedades bidimensionais ∪jM (j)
2 disjuntas, ou

(ii) pela presença de paredes de domı́nio, quando o mesmo modelo é definido sobre uma ∪jM (j)
2 ,

“duas a duas”, através de um único ponto.

É claro que não é só isso que pode ser dito a respeito desta primeira generalização. Afinal de

contas, além de ter sido posśıvel mostrar, por exemplo, que dQDMv é uma função do número de

ciclos que a ação define, também ficou muito claro que, entre as principais propriedades de um

QDMv, temos:

• a interpretação do sistema como um diamagneto perfeito, devido à presença de um efeito

Meissner que é capaz de justificar o confinamento das suas quasipart́ıculas magnéticas;

• a existência de uma propriedade eletrostática entre as suas quasipart́ıculas elétricas que é

bastante similar à das part́ıculas que compõem o modelo discreto de um gás de elétrons; e
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• a presença de quasipart́ıculas que apresentam regras de fusão não Abelianas em algumas

situações bem espećıficas, que estão diretamente relacionadas à escolha de como os campos

de calibre do QDMv agem sobre os de matéria.

Aliás, sobre essas regras de fusão não Abelianas, não podemos afirmar que elas, de fato, implicam

na possibilidade de fazer do QDMv um modelo útil a uma computação quântica, ao menos nos

moldes que ele foi definido: pois, além de estarmos diante de um modelo onde uma parte das

quasipart́ıculas, ao serem transportadas, elevam a energia do sistema (ou seja, quasipart́ıculas que,

ao serem permutadas sob o pretexto de avaliar as suas estat́ısticas, não definem um autoestado com

a mesma energia do inicial), uma outra parte das quasipart́ıculas (justamente as que se envolvem

para com essa não Abelianicidade) não são transportáveis.

Entretanto, já que estamos falando sobre essas regras de fusão não Abelianas, passa a ser inte-

ressante fazer uma observação que não fizemos ao longo Caṕıtulo 8. E essa observação se baseia

no fato de que essas regras surgem apenas

(i) quando a ação de um QDMv é representada por uma matriz bloco-diagonal, onde alguma das

submatrizes que a compõem é uma matriz identidade, e, por consequência,

(ii) da necessidade de fazermos com que seja posśıvel ir de um autoestado de vácuo para outros.

Diga-se de passagem, é exatamente isso o que acontece com o Exemplo 2, que foi apresentado

entre as páginas 127 e 141: afinal de contas, se o operador W (1,3), que cria a única quasipart́ıcula

que apresenta uma regra de fusão não Abeliana, não fosse inserido no modelo, seria imposśıvel ir

de um dos seus autoestados de vácuo para o outro. Só que, apesar do leitor, talvez, ter pensado por

um momento que essas duas condições poderiam estar vinculadas a casos muito particulares (tal

como o deste Exemplo 2), a observação que iremos fazer aqui é a seguinte: em todos os exemplos

de QDMv, onde G1 = Z2 e G2 = Zm é tal que m > 2, sempre poderemos escolher uma ação

que comporta essas duas condições. E a razão para afirmarmos isso é bem simples: pois, como a

representação matricial da ação que define esse QDMv é uma matriz de permutação cujo quadrado

é igual a identidade, todos os ciclos algébricos que ela descreve terão tamanhos iguais a 1 ou 2. Ou

seja, a matriz que representa a ação do QDMv sempre poderá ser expressa bloco-diagonalmente,

e os blocos que a compõem possuem tamanho 2 (e se identificam com a matriz de Pauli σx) e

tamanho 1 (se identificando simplesmente com o número 1).
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Já em relação à segunda generalização, que apresentamos no Caṕıtulo 9 e que foi constrúıda a

partir da dualização da primeira, alocando campos de matéria aos centroides das faces de uma rede

bidimensional (QDMf), a maior parte das propriedades “f́ısicas” que apontamos na página anterior

também se faz presente em termos duais, exceto no que diz respeito à presença das regras de fusão

não Abelianas. E, no caso desta ausência de regras não Abelianas, ela se justifica em termos

• da coação entre os grupos de matéria e de calibre, já que a sua definição se vale obrigatoria-

mente de um homomorfismo f cuja imagem pertence ao núcleo de G1, e

• do operador de aresta que, por funcionar como uma espécie de transformação de calibre

entre os elementos de um G̃2 que é Abeliano, possui uma expressão bem definida em termos

dos operadores (6.11).

Colocando tudo em outras palavras, toda a Abelianicidade das regras de fusão do QDMf pode ser

justificada nos mesmos termos daquela que está relacionada a um QDM que se apoia sobre um

grupo de calibre Abeliano.

Em todo caso, além de toda essa Abelianicidade que bem caracteriza as regras de fusão do

QDMf, vale destacar outras duas diferenças entre este modelo e um QDMv. E a primeira delas,

por exemplo, diz respeito à interpretação que a presença de um efeito Meissner dual no QDMf nos

permite fazer. Afinal, já que o confinamento de quasipart́ıculas magnéticas no QDMv nos leva à

interpretação de que o seu sistema funciona como um material que é, no mı́nimo, um diamagneto

perfeito, o fato das quasipart́ıculas confinadas no QDMf serem as elétricas nos faz entender que

o seu sistema se comporta como um isolante elétrico: ou seja, como um material cujas cargas

elétricas não conseguem se mover livremente, o que deixa “no ar” a sugestão de que o material

que o QDMv caracteriza pode (apenas pode) ser um supercondutor, embora o próprio QDMv não

nos dá elementos suficientes para demostrarmos isso. Já a segunda diferença que vale destacar é

que, como são as quasipart́ıculas magnéticas que podem ser transportadas livremente no QDMf,

este modelo apresenta a mesma dependência que o QDM no que diz respeito à degenerescência

dos seus estados fundamentais: ou seja, ao contrário do que acontece com o QDMv, como essas

quasipart́ıculas magnéticas completam caminhos fechados que descrevem as classes de homotopia

do grupo fundamental da variedade sobre a qual o QDMf está definido, a ordem topológica de um

QDMf não é caracterizada pelo segundo grupo de homologia da variedade.

No entanto, devido a essa segunda diferença que acabamos de mencionar, vale notar que

também foi posśıvel demonstrar que a cardinalidade do núcleo do homomorfismo f de coação
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entre os grupos de calibre Zn e de matéria Zm também tem um papel preponderante no cômputo

de dQDMf: afinal de contas, devido à expressão dos operadores de face, assim como à expressão

(9.28) de todos os homomorfismos f : Zm → Zn que podem ser definidos entre esses grupos,

mostramos

(i) que os diferentes autoestados de vácuo são indexados pelos diferentes elementos que perten-

cem ao núcleo de f , e

(ii) que é perfeitamente posśıvel classificar todos os modelos que se enquadram como um QDMf

em função de uma tripla ordenada (m,n, k) ∈ N3, onde k é um número vai desde zero até a

todos os demais que fazem de n um número diviśıvel por km.

Aliás, nos casos onde, por exemplo, k = 0, f é um homomorfismo trivial que, além de fazer com

que a degenerescência algébrica do QDMf seja máxima, não faz deste modelo uma coisa mais

interessante que o QDM, uma vez que os seus campos de calibre e de matéria são completamente

“cegos” uns para os outros.

É claro que diversas outras coisas ainda podem ser feitas no que se refere às posśıveis genera-

lizações destes modelos. E uma delas, por exemplo, já foi muito bem discutida ao longo do caṕıtulo

anterior, de ficou clara toda uma conexão que existe entre o QDMf e modelos que podem ser de-

finidos seja em termos de módulos cruzados ou com base no aparato que a teoria das categorias

com ordem alta nos oferece. Por se dizer, é exatamente toda esta conexão que, por exemplo, nos

propulsiona a tentar já entender os novos modelos, que designamos por 2-LGT e que se valem das

categorias com ordem dois. E por quê ordem dois? Porquê, além dos operadores de aresta que

definem um QDMf serem exatamente os mesmos operadores que definem uma transformação de

calibre com ordem dois neste 2-LGT, as categorias com ordem dois ainda nos permitem encontrar

uma razoabilidade f́ısica nestes novos modelos. Afinal de contas, já que estamos tão ambientados a

olhar para as coisas que nos cercam por uma perspectiva quadridimensional (três dimensões espa-

ciais e uma temporal), qual será o significado f́ısico de uma generalização que pode ser constrúıda

com o uso de uma categoria com ordem alta, e qual será a sua conexão com tudo aquilo que é

fisicamente experimentável?

É claro também que não podemos afirmar que os modelos que apresentamos nesta tese são

f́ısicos: assim como acontece com o QDM, até “segunda ordem” esses modelos devem ser vistos

apenas como “toy models” que se prontificam àlguma causa futura. E dentro deste contexto, vale
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mencionar que outras três extensões naturais dos modelos que acabamos de apresentar estão sendo

desenvolvidas pela autora destas notas. Elas são:

(a) a generalização tridimensional do QDMv, concomitantemente com a generalização de matéria

do 3-DC, para avaliar o que mais pode surgir quando variedades com condições mais diversas

são consideradas [28];

(b) a caracterização do QDM quadridimensional em correspondência para com o QDMv tridi-

mensional que acabou de ser mencionado no item anterior, haja vista toda a correspondência

que já está bem clara entre o QDM tridimensional e o QDMv que apresentamos nestas notas;

e

(c) a construção de um modelo discreto autodual com matéria que, além de estar distribúıda

sobre os vértices e sobre as faces de uma rede bidimensional, interage apenas eletrostatica-

mente [107].

Aliás, em relação ao modelo que foi mencionado neste último item, por exemplo, os resultados que

se envolvem para com os grupos G1 = G2 = G̃2 = Z2 já deixam claro que todo espectro de energia

pode ser bem entendido em termos de agregados de quasipart́ıculas: ou seja, se considerarmos

que cada um dos ńıveis de energia deste modelo corresponde a uma situação onde um conjunto de

quasipart́ıculas apresenta a menor energia posśıvel, essas quasipart́ıculas se apresentam em forma

de combinações que se assemelham com moléculas [107].

Já uma outra linha de generalização que é posśıvel (e que foge um pouco do contexto destas

notas, mas não completamente) é aquela que surge da constatação de que a Figura 8.8 (que aparece

na página 165) nos ajuda a realizar que um monopólo elétrico possui exatamente a mesma energia

que uma excitação que é composta pela combinação de quasipart́ıculas magnéticas, as quais são

confinadas. Afinal de contas, se fizermos um paralelismo desta situação com a constatação de que

(i) monopólos elétricos existem na Natureza sob a forma de elétrons e

(ii) quarks são part́ıculas confinadas que, por exemplo, definem prótons,

caso seja posśıvel encontrar uma maneira de transportar os monopólos elétricos de um QDMv

através de um mecanismo que não se identifique com um de “teletransporte”, se abre a possibi-

lidade de modelar um processo de decaimento beta nos mesmos moldes de um QDMv [108]. E,
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por mais diferente que esta linha de investigação possa parecer, é bom frisar que algumas pesqui-

sas já começaram a ser feitas no que tange a conexão de modelos topológicos para com a f́ısica

de part́ıculas, em especial para com a f́ısica de neutrinos [109]: ou seja, mais uma possibilidade,

diante de tantas outras que certamente surgirão conectando F́ısica à Topologia, ainda mais agora,

depois do Prêmio Nobel que foi dado J. M. Kosterlitz, D. Haldane e D. Thouless no final em 2016

justamente por esta causa.
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Apêndice A

Diagramatização de Kuperberg

A.1 Considerações iniciais

Conforme é bem conhecido da literatura [39], uma das melhores maneiras de indicar como

algumas aplicações f atuam sobre conjuntos arbitrários é através de um diagrama. E um bom

exemplo de diagrama é aquele que relaciona dois conjuntos A e B através de uma simples seta,

como é o caso de

A
f // B ,

deixando bem claro que existe uma certa correspondência f entre eles. Por se dizer, esse é exa-

tamente um dos nomes que se dá para f : correspondência. E no caso dos dois conjuntos A e B

envolvidos neste simples exemplo, o primeiro deles é conhecido como domı́nio enquanto o segundo

iremos chamar propositalmente como codomı́nio. Afinal de contas, apesar do termo original dado,

em português, para este último conjunto ser contradomı́nio, alguns fins didáticos (que só se tor-

narão claros mais adiante, mais especificamente no Apêndice B, Seção B.2) nos obriga a usar esta

espécie de “licença poética” que a ĺıngua inglesa nos dá, uma vez que, nela, este mesmo conjunto

B é denotado por “codomain”.

É claro que nem sempre é muito conveniente ficar desenhando diagramas, ainda mais quando

ficamos diante de uma situação bastante restrita, onde temos que expressar tudo ao longo das

linhas que compreendem um texto. E quando isso acontece, a solução usual é representar esse

mesmo diagrama através de f : A→ B, já que isso dá conta de dizer por quem esses dois conjuntos

A e B estão relacionados. Todavia, é sempre bom destacar que, devido a toda imaginatividade

da especie humana, diagramas existem e são propostos para os mais diversos fins, ainda mais se

lembrarmos que a ideia primitiva de um conjunto é capaz de modelar diversas coisas. E um dos
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ν̄e

e−

W−

e−

ν̄e

Figura A.1: Diagrama de Feynman que está associado a parte do processo de espalhamento eletrofraco que
envolve um elétron e− e um antineutrino eletrônico ν̄e , o qual é intermediado por um único bóson massivo
W− [110].

diagramas que são mais conhecidos entre os f́ısicos são os chamados diagramas de Feynman [111]:

um conjunto de regras bem espećıficas que, pelo uso de flechas e curvas, ajudam a representar

diagramaticamente “todos” os processos de interação1. que estão relacionados às part́ıculas não

necessariamente elementares. Aliás, é por consequência de toda essa representação que esses

diagramas de Feynman acabam sendo extremamente úteis na identificação dos termos que, por

exemplo, aparecem em cálculos extremamente laborosos, os quais estão associados às estimativas

das seções de choque relacionadas a esses processos de interação [73]. E um desses processos

que podemos ilustrar aqui é o que se envolve para com um espalhamento entre um elétron e um

antineutrino também eletrônico: neste caso, se nos atermos apenas a uma descrição de primeira

ordem de parte desse espalhamento, especificamente daquele que é intermediado por um único

bóson massivo W−, por exemplo, o diagrama de Feynman deste processo é aquele que consta na

Figura A.1.

Entretanto, como o principal foco do nosso trabalho não tem uma relação direta para com

a F́ısica das part́ıculas elementares, mas tem uma relação direta para com diversas coisas bem

algébricas, é muito mais conveniente falarmos a respeito de um outro tipo de diagrama que é

muito mais importante ao que figura nestas notas: os diagramas de Kuperberg [50].

A.1.1 Noções preliminares

De um modo bem geral, podemos perfeitamente repetir todas as palavras que já usamos para

nos referir aos diagramas de Feynman para descrever os de Kuperberg: afinal de contas, estes

últimos também se referem a um conjunto de regras bem espećıficas que se valem de flechas e

curvas. Só que, ao contrário do que acontece nos diagramas de Feynman, todas essas flechas e

1“Todos” ao menos dentro do domı́nio onde, hoje, as teorias locais que estão envoltas para com a f́ısica de altas
energias estão definidas, especialmente o Modelo Padrão [110]
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curvas agora indicam como uma aplicação arbitrária “trabalha” sobre os elementos do seu domı́nio,

o qual, em geral, deve ser visto como um espaço vetorial V que está definido sobre um corpo

K arbitrário2. Aliás, colocando as coisas em termos um pouco mais espećıficos, a presença de

flechas num diagrama de Kuperberg nada mais faz do que indicar que grandezas não escalares

definem uma determinada operação entre espaços vetoriais, as quais devem ser obrigatoriamente

identificadas como vetores ou como covetores.

Apenas para começar a ilustrar como toda essa diagramatização funciona, podemos tomar o

caso de um endomorfismo f : V → V : ou seja, uma aplicação linear que toma como domı́nio

e codomı́nio um mesmo espaço vetorial V . E nesta situação, o diagrama de Kuperberg que a

representa se escreve como

f

onde cada flecha representa um dos vetores envolvidos na operação.

Por se dizer, uma coisa que é bastante percept́ıvel deste ultimo diagrama é que ele pode ser

interpretado, em verdade, como uma espécie de fluxograma: no caso, como um fluxograma que

deve ser lido da “esquerda para a direita”, dado que a presença da flecha à esquerda do śımbolo

“ f ” deve ser vista como o vetor arbitrário que precisa ser fornecido à aplicação f , para que ela

“trabalhe” sobre esse vetor e devolva um outro como resposta. E, no caso deste vetor “resposta”,

ele deve ser identificado como a flecha que sai à direita do śımbolo “ f ”. É claro que vale frisar

aqui que todo este fluxo de informações que vai da “esquerda para a direita” não deve ser visto

como algo padrão, mas sim como um caso particular. Todavia, o que deve ficar subentendido

deste diagrama é que f deve ser interpretada como uma espécie de “máquina” que, ao receber o

elemento de um conjunto de “informações”, deve ser capaz produzir um outro elemento que vai

pertencer a um outro conjunto de “informações” não necesariamente distinto.

Generalizações deste mesmo quadro podem ser feitas naturalmente através de uma simples

substituição destas flechas por outras. Aliás, se quisermos descrever como aplicações um pouco

mais abrangentes agem sobre os seus domı́nios e codomı́nios, como é o caso de uma f : A1 ⊗ . . . ⊗
AM → B1 ⊗ . . . ⊗ BN que, por exemplo, constroi uma correspondência entre dois espaços vetoriais

um pouco mais gerais, isso deve ser feito através do diagrama que define a Figura A.2. E no caso

2Em verdade, essas mesmas considerações sobre o domı́nio também se estendem a um espaço dual de V , cuja
denotação se faz por V∗. No entanto, como veremos melhor no próximo Apêndice, mais especificamente na sua Seção
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aN

a1

bM

b1

f...
...

Figura A.2: Diagrama de Kuperberg que esta associado a aplicação f : A1 ⊗ . . . ⊗ AM → B1 ⊗ . . . ⊗ BN, onde
A1 ⊗ . . . ⊗ AM e B1 ⊗ . . . ⊗ BN são dois espaços vetoriais.

deste diagrama3, apesar da presença de ı́ndices em qualquer diagrama de Kuperberg ser totalmente

dispensável, aqui ela serve apenas para dar um efeito “didático-desambiguador”, haja vista que os

seus ı́ndices aj e bk devem ser vistos como os elementos que pertencem aos respectivos espaços

vetoriais Aj e Bk e que são tais que

f (a1, . . . ,aM) = (b1, . . . ,bN) .

Ou seja, essa “didática de desambiguação” se relaciona ao simples fato de que, ao fazermos uma

leitura de “cima para baixo” neste diagrama, a j-ésima flecha que esta à esquerda de “ f ” passa

a representar um único vetor aj que, apesar de arbitrário, se identifica com o j-ésimo elemento

da M-upla (a1, . . . ,aM) que deve ser fornecida a f para que ela devolva a outra (b1, . . . ,bN) como

resposta. E esta mesma observação também vale para o relação que existe entre as flechas, que

constam à direita na Figura A.2, e os elementos que compõem a imagem de f : afinal, a k-ésima

delas também está associada ao k-ésimo elemento que dá estrutura à N-upla suprarreferida.

A.1.2 Um exemplo pertinente

Com o propósito de exemplificar a importância de todo este esquema de organização, vale a

pena mencionar o caso que se envolve para com uma aplicação que é definida por

(x, y) 7→ f (x, y) = z , (A.1)

onde x, y e z são os elementos que compõem um espaço vetorial V arbitrário. Pois, já que existem

infinitas aplicações que podem ser expressas neste formato, ao admitirmos uma situação onde

B.1, V∗ também pode ser naturalmente interpretado como um espaço vetorial sobre o mesmo corpo K.
3Aqui, apesar de estarmos utilizando uma rotulação um pouco diferente para os espaços vetoriais que compõem

domı́nio e codomı́nio de f , devemos frisar que, para todos os ı́ndices j e k, vale que Aj = Bk = V em pleno acordo com a
penúltima nota: no caso, trata-se de uma rotulação utilizada, tão somente, para os fins que ficarão bem mais claros com
o apoio de um exemplo a seguir.
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os elementos do domı́nio de f também pertencem aos codomı́nios de outras aplicações, se torna

perfeitamente posśıvel pensar numa situação que é vista como composta: ou seja, numa situação

onde, por exemplo, outras duas aplicações g e h, que também são definidas segundo (A.1), se

“juntam” a f para definir uma outra aplicação através de

f (g (x1, x2) ,h (y1, y2)) = z .

E já que neste caso, que parece ser tão espećıfico, o diagrama de Kuperberg é expresso como

f
g

h

é através dele que fica bem clara toda a importância da organização que dissemos acima: pois,

como o primeiro elemento do par ordenado (x, y) sobre o qual f “trabalha” tem a sua origem

relacionada a

g (x1, x2) = x , (A.2)

a flecha que está associada ao primeiro elemento deste diagrama deve figurar na primeira posição

de entrada em “ f ”, por exemplo. Diga-se de passagem, um comentário inteiramente análogo a

esse também se aplica em relação ao segundo elemento de (x, y), haja vista que ele é fruto de

h (y1, y2) = y.

Aliás, apenas por uma questão de completeza de informações que se apoia sobre esta mesma li-

nha de racioćınio, também é muito interessante ilustrar a situação que se envolve para com aquelas

aplicações que são definidas através de um produto tensorial: ou seja, para com as aplicações

f ≡ f1 ⊗ . . . ⊗ fN (A.3)

que são compostas por outras f j : A→ B entre espaços vetoriais A e B, onde j = 1, . . . ,N. E no caso

dessas f : AN → BN, os seus diagramas de Kuperberg se reduzem a

f1
...
fN
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de onde fica bem ńıtido que a única diferença que realmente existe entre essa nova situação

e a anterior é que, ao contrário do que aparece na Figura A.2, por exemplo, uma espécie de

“segmentação” agora se faz presente diante da identificação de f como um produto tensorial.

A.1.3 Algumas generalizações

Embora todos os comentários que foram feitos até agora se envolvam para com aplicações

entre espaços vetoriais, todos eles se aplicam perfeitamente àquelas que tomam espaços duais

como domı́nio e/ou codomı́nio. Diga-se de passagem, essa é uma observação que não é nem

um pouco inovadora, uma vez que esses últimos também podem ser perfeitamente interpretados

como espaços vetoriais [52].

No entanto, mesmo sem qualquer inovação essencial, existe ao menos uma ligeira distinção

entre os diagramas anteriores e aqueles que se valem de covetores: o sentido das flechas re-

lacionadas aos covetores é contrário ao dos vetores. Desta maneira, seja qual for a aplicação

f : B∗1 ⊗ . . . ⊗ B∗N → A∗1 ⊗ . . . ⊗ A∗M entre espaços que se valem de produtos diretos apenas en-

tre espaços duais, ao assumirmos que o seu diagrama de Kuperberg deve seguir o mesmo padrão

de leitura anterior (ou seja, como um fluxograma cujo sentido vai da “esquerda para a direita”),

ele será dado por

b1

bM

a1

aN

f...
...

Vale notar que, apesar de toda a dispensabilidade dos ı́ndices, eles ainda se fazem presentes ao

lado das flechas deste último diagrama tão somente para indicar a outra diferença fundamental

que existe entre ele e todos os que já apresentamos anteriormente. Afinal de contas, se, analoga-

mente ao que já fizemos na Figura A.2, realizarmos uma leitura de “cima para baixo” na relação

dos covetores que dão estrutura ao domı́nio e ao codomı́nio dessa nova f , será posśıvel notar que

não apenas que as flechas, mas que o ordenamento de covetores também adota um sentido que é

completamente contrário ao do primeiro.

Diagramatização dos coeficientes de estrutura

E para começarmos a desvendar o grande motivo que está por trás de toda essa inversão de

sentidos, é interessante nos apoiarmos sobre a observação de que, se Aj puder ser interpretado
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como um espaço vetorial para todos os ı́ndices j, o produto tensorial A1 ⊗ . . . ⊗ AR também poderá

[52]. Pois, se pensarmos que cada um dos vetores, que pertencem a uma das posśıveis bases
{
uaj : 1 6 aj 6 dim Aj

}
do espaço vetorial Aj, também dão estrutura aos vetores de uma base de

A1 ⊗ . . . ⊗ AR, qualquer vetor que pertença a esse último espaço poderá ser comodamente expresso

como

u = aa1 ... aR ua1 ⊗ . . . ⊗ uaR . (A.4)

Aqui,
{
ua1 ⊗ . . . ⊗ uaR : 1 6 aj 6 dim Aj

}
é uma dessas bases de A1 ⊗ . . . ⊗ AR, enquanto aa1 ...aR

são os elementos do corpo K sobre o qual cada Aj se define individualmente. E, por se dizer,

são justamente esses elementos, que denotaremos propositalmente como constantes de estrutura

por “estruturarem” u sob a forma (A.4), que retém a “chave” de todo o bom entendimento dos

diagramas de Kuperberg.

Para tornar claro o porquê disso, iremos nos apoiar estrategicamente sobre uma aplicação f :

A1 ⊗ . . . ⊗ AM → B1 ⊗ . . . ⊗ BN para a qual, por uma simples consequência das observações que

foram feitas no último parágrafo, vale

ua1 ⊗ . . . ⊗ uaM 7→ v = f b1 ... bN
a1 ... aM

vb1 ⊗ . . . ⊗ vbN (A.5)

desde que identifiquemos
{
vb1 ⊗ . . . ⊗ vbR : 1 6 bj 6 dim Bj

}
como uma das bases do codomı́nio

de f . E a grande razão desta “estratégia” reside no simples fato desta ser exatamente a mesma

aplicação que já mencionamos na Subseção A.2.1 e que é representada pelo diagrama da Figura

A.2. Afinal, como da comparação de (A.5) com o seu diagrama vemos que existe uma corres-

pondência “um-pra-um” entre cada um dos ı́ndices de f b1 ... bN
a1 ... aM

e cada uma das componentes que

definem ua1 ⊗ . . . ⊗ uaM e vb1 ⊗ . . . ⊗ vbN , fica bem claro que podemos transferir para essas constantes

de estrutura toda a associação das flechas do diagrama em questão. Ou seja, um diagrama de

Kuperberg, como o que consta na Figura A.2, nada mais é do que a realização diagramática das

constantes de estrutura f b1 ... bN
a1 ... aM

que definem uma aplicação f : A1 ⊗ . . . ⊗ AM → B1 ⊗ . . . ⊗ BN.

Por se dizer, ao tomarmos a aplicação f : B∗1 ⊗ . . . ⊗ B∗N → A∗1 ⊗ . . . ⊗ A∗M que também já foi

mencionada anteriormente, cujos domı́nio e codomı́nio, que se valem de produtos diretos apenas

entre espaços duais, podem ser definidos sobre as respectivas bases

{
va1 ⊗ . . . ⊗ vaR : 1 6 aj 6 dim Aj

}
e

{
ua1 ⊗ . . . ⊗ uaR : 1 6 aj 6 dim Aj

}
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covetoriais, as mesmas considerações acima também são capazes de nos indicar que

vb1 ⊗ . . . ⊗ vbM 7→ u = f b1 ... bN
a1 ... aM

ua1 ⊗ . . . ⊗ uaN . (A.6)

E é exatamente diante desta constatação que, em concomitância com a proposital rotulação que

fizemos de f b1 ... bN
a1 ... aM

como as constantes de estrutura destes dois casos, acaba ficando bem claro

qual é o real motivo de toda a inversão de sentidos das flechas numa situação covetorial: tornar

posśıvel a obtenção de um dos casos a partir da completa dualização do outro.

Em verdade, devemos enfatizar que toda essa estratégia que utilizamos até aqui pode ser

perfeitamente estendida para avaliar situações que são um pouco mais gerais, como as que se

envolvem para com as dualizações que são interpretáveis como parciais: ou seja, para com as

dualizações que se restringem àpenas alguns dos espaços vetoriais Aj e/ou Bk que compõem os

seus domı́nios e codomı́nios. E apenas para ilustrar como tudo isso funciona, tomaremos uma

aplicação f : A1 ⊗ . . . ⊗ AM ⊗ B∗1 → B2 ⊗ . . . ⊗ BN que identificaremos propositalmente em termos

das suas constantes de estrutura f b1 ... bN
a1 ... aM

como

ua1 ⊗ . . . ⊗ uaM ⊗ vb1 7→ v = f b1 ... bN
a1 ... aM

vb2 ⊗ . . . ⊗ vbN . (A.7)

No caso deste novo exemplo, se preferência ainda for por uma leitura fluxogramática que vai

“esquerda para a direita”, o diagrama de Kuperberg a ele associado será dado por

b1

aN

a1

bM

b2

f...

...

de onde fica clara toda a similaridade deste para com os diagramas anteriores.

Algumas regras de composição

Diga-se de passagem, dando sequência a esse processo de dualização parcial, é quando lem-

bramos que todas as bases que se envolvem para com (A.5), (A.6) e (A.7) não são definidas uni-

vocamente [52] que passa a ser perfeitamente posśıvel reinterpretar cada uma das constantes de

estrutura f b1 ... bN
a1 ... aM

de uma outra maneira. Afinal, como todas essas constantes podem ser natu-

ralmente vistas como os elementos de A1 ⊗ . . . ⊗ AM ⊗ B∗1 ⊗ . . . ⊗ B∗N, cada uma delas pode ser
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interpretada, em verdade, como as componentes de um tensor.

E por efeito desta nova interpretação tensorial, uma das primeiras indagações que surgem diz

respeito às diagramatizações de Kuperberg que se envolvem, por exemplo, com alguma situação

onde os ı́ndices de um único elemento f b1 ... bN
a1 ... aM

estão contráıdos. Afinal de contas, se essa in-

terpretação tensorial é correta, qual é o diagrama que, por exemplo, descreve um tensor cujas

componentes são f a2
a1 a2

? A resposta a esta indagação é bem simples: este diagrama é

f

pois, se pensarmos na situação que está relacionada à aplicação f definida em (A.1), por exemplo,

cujo diagrama de Kuperberg aparece na extrema direita na composição apresentada na página

221, fica bem claro que a contração de ı́ndices deste nosso diagrama contráıdo (ou seja, deste

nosso diagrama onde uma seta que sai de f retorna para a própria f ) pode ser bem entendida à

luz de

f (x1, x2) = x2 .
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Apêndice B

Alguns comentários algébricos

B.1 Considerações preliminares

Apesar do termo “grupo” ser popularmente usado para designar um conjunto arbitrário de

“coisas”, quando ele é usado dentro de um contexto matemático ele se refere a algo que é um

pouco mais espećıfico do que isso. E no caso desse contexto, ele realmente deve ser interpretado

como um conjunto não-vazio G, mas como um conjunto que é estruturado por uma aplicação

ϕ : G × G → G que:

(i) para três elementos g1, g2 e g3 desse conjunto, preserva a igualdade

ϕ ( ϕ ( g1 , g2 ) , g3 ) = ϕ ( g1 , ϕ ( g2 , g3 ) ) ; (B.1)

(ii) sempre adota um elemento e como a identidade de G, haja vista que, para qualquer um dos

elementos g deste conjunto,

ϕ
(

e , g
)
= g ; e (B.2)

(iii) para um elemento arbitrário g desse mesmo conjunto, sempre associa um único dos seus

elementos g-1, de modo a satisfazer

ϕ
(
g-1 , g

)
= e . (B.3)

Aliás, por efeito da caracterização fundamental de G como um conjunto, se torna perfeitamente

posśıvel, e até mesmo muito natural, atribuir o conceito de um subgrupo a um conjunto H que,

além se portar necessariamente como um subconjunto não-vazio de G, acaba sendo estruturado

227



228 APÊNDICE B. ALGUNS COMENTÁRIOS ALGÉBRICOS

pela restrição desta mesma aplicação a H [112].

Entre os diversos exemplos de grupo que podemos citar aqui, talvez o mais conveniente junto

ao propósito destas notas seja o daquele que é popularmente denotado como circunferência unitária

S1, uma vez que ele contém todos os elementos z que pertencem ao corpo dos complexos C que

satisfazem a |z |2 = zz̄ = e. E, no caso dessa interpretação de S1 como um grupo, ela segue por

efeito da identificação de µ com o mesmo produto que é usualmente atribúıdo aos elementos de C.

Uma das grandes conveniências que estão envoltas para com esse S1 é que, apesar dele figurar

como um grupo de ordem nitidamente infinita (ou seja, um grupo que possui infinitos elemen-

tos), é nele que está contido um subgrupo CN finito muito especial, cujos elementos podem ser

perfeitamente identificados como as N ráızes da equação1

zN = e . (B.4)

Aliás, é devido exatamente a essa caracterização (B.4) que se torna bem claro, por exemplo, o

comportamento de CN como um grupo ćıclico de ordem N: ou seja, como um conjunto

CN =
{

e , a , a2 , . . . , aN-1
}

(B.5)

que é composto por N elementos que estão relacionados por

ϕ
(

aj , ak )
= a( j+k ) mod N . (B.6)

E apesar deste exemplo talvez soar como uma mera particularidade, é importante frisar que é

justamente por trás da lógica de formação desses subgrupos ćıclicos que fica claro como outros

podem ser concebidos. Afinal de contas, como esses subgrupos ćıclicos nada mais são do que casos

particulares de um

〈 g 〉 =
{
gj : j ∈ Z

}
(B.7)

que é gerado por um dos elementos g que pertencem a G, isso nos dá uma boa “deixa” para

entender como outros subgrupos, um pouco mais gerais, podem ser concebidos. E, no caso, toda

essa concepção pode ser feita considerando, ao invés de um único elemento, subconjuntos não-

vazios de G como geradores. Diga-se de passagem, talvez o melhor exemplo que podemos dar

1Aqui, estamos utilizando o śımbolo “e” ao invés do tradicional “1”, tão somente, para enfatizar o aspecto grupal
envolto com C.
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desses subgrupos segue ao tomarmos um único S como um desses geradores, uma vez que é ele

quem nos leva a um

〈 S 〉 =
⋂
{ H : H ≤ G e S ⊆ H } (B.8)

que não é um subgrupo qualquer de G: ele nos leva ao menor subgrupo que contêm S [112].

Apenas por uma questão de completeza ao bom entendimento do que acabamos de dizer, vale

notar que H ≤ G simboliza o fato de que H é um subgrupo de G que eventualmente pode ser

identificado com o próprio.

B.1.1 Classes laterais e grupos quocientes

É claro que todas essas aplicações ϕ que dão estrutura a um grupo não são, nem de longe, as

únicas que podem ser definidas entre os elementos desse grupo. E uma dessas outras aplicações

que podem ser definidas é uma θj : G × H → X ⊆ G, cuja expressão já deixa bem claro que ela

realmente pode realmente ser mais geral do que essas ϕ, haja vista que H é um subgrupo que não

se identifica necessariamente com o G que o contêm.

Aliás, quando consideramos uma situação onde não ocorre necessariamente qualquer tipo de

identificação entre os grupos que figuram no domı́nio dessa θj, se torna perfeitamente posśıvel

obter um novo subconjunto X que também não será necessariamente identificado com G, cujos

elementos são dados por

θj
(
g , hj

)
= xj . (B.9)

E diante da fixação de um único g à esquerda de hj nesta relação, o subconjunto X que é assim

obtido fica especialmente denotado como uma classe lateral à esquerda, o qual é engenhosamente

simbolizado como

gH = { gh : h ∈ H } , (B.10)

onde cada um dos seus elementos ghj deve ser identificado como cada um dos xj que foram acima

definidos: ou seja, gH nada mais é do que o conjunto que é formado por cada um dos posśıveis

elementos ghj que foram definidos em (B.9).

Por se dizer, é através desta mesma estratégia que acabamos de usar para definir as classes

laterais à esquerda que também podemos obter as chamadas classes laterais à direita

Hg = { hg : h ∈ H } , (B.11)
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desde que tomemos ϑk : H × G → X como as aplicações que trazem

ϑk ( hk , g ) = xk (B.12)

como os elementos dessa Hg. No entanto, apesar dessas duas classes laterais representarem

duas coisas que devem ser pensadas fundamentalmente como duas coisas distintas, quando a

identificação mais geral

θj
(
g , hj

)
= ϑk ( hk , g ) (B.13)

ocorre, se torna completamente desnecessário fazer qualquer tipo de distinção entre essas classes

laterais à “esquerda” e à “direita”, haja vista que, diante da identificação de j com k, toda a co-

mutatividade entre os elementos de H transparece. E quando este é o caso, dizemos que H é um

subgrupo normal de G e simbolizamos este fato com H / G.

Considerações adicionais

De um modo bem geral, o verdadeiro objetivo que está por trás de toda essa estruturação de

classes laterais, sejam elas “esquerdas” ou “direitas”, é particionar [113, 114] o conjunto G em

termos de subconjuntos que possuem a mesma cardinalidade: no caso que se envolve com as

classes laterais à esquerda, por exemplo, tais subconjuntos se identificam como as distintas gH que

podem ser assim obtidas2. Logo, pensando no conjunto G/H que pode ser formado considerando

todas essas classes laterais como os seus elementos, é posśıvel demonstrar que, para um grupo G

especificamente finito, sempre temos [115]

| G | = | H | · | G : H | ,

onde |G | e |H | se referem à cardinalidade dos grupos em questão, enquanto |G : H | faz menção

à quantidade de classes laterais distintas. Esse resultado é conhecido como Teorema de Lagrange

[116].

Uma das particularidades bem interessantes que está relacionada a G/H é que, quando não

é posśıvel fazer qualquer distinção entre o particionamento obtido para G pelas classes laterais à

“esquerda” e à “direita”, toda a normalidade que está resumida em (B.13) permite afirmar que o

2Em verdade, cada uma das classes laterais pode ser interpretada como uma classe de equivalência: basta notar que,
para as classes laterais à direita, por exemplo, quaisquer elementos g1 e g2 do grupo G serão considerados equivalentes
se, e somente se, g-1

2 g1 também pertencer ao subgrupo H, como é o caso.
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próprio G/H pode ser interpretado como um grupo, uma vez que o relacionamento

( Hg1 , Hg2 ) 7→ H ( g1g2 )

entre quaisquer dos seus elementos Hg1 e Hg2 se torna perfeitamente construt́ıvel perante a

indução que é feita por g1g2 = ϕ (g1,g2).

B.1.2 Um panorama sobre a teoria das representações

Embora todas as considerações apresentadas até o momento tenham uma indubitável valia,

nem sempre a lida com essa caracterização mais “abstrata” dos grupos é conveniente: afinal de

contas, basta ver toda a arbitrariedade que já se embute, por exemplo e definição, na expressão

“elemento de um conjunto”.

Uma das alternativas que permitem “driblar” esta inconveniência, se respauda no fato de ser

perfeitamente posśıvel “traduzir” todas essas considerações para uma linguagem mais limpa e ele-

gante, capaz de expressar os mesmos conceitos de uma forma mais “concreta” que a original.

E, no caso, toda essa “tradução” pode ser perfeitamente interpretada segundo um esquema de

representações, onde os elementos que pertencem a um grupo G passam a ser representados por

outros “objetos” que, além de se submeterem aos mesmos axiomas (B.1), (B.2) e (B.3), também

são capazes de estruturar outro grupo com as mesmas propriedades que G.

Devido ao bom entendimento, e principalmente à boa manuseabilidade, que a lida com espaços

vetoriais costuma oferecer, essas representações sempre acabam se valendo das transformações

lineares para as suas definições. E nestes termos, ao notarmos que o conjunto GLN (K), que é

composto por todas as matrizes invert́ıveis que possuem ordem N e entradas num corpo K, é

um bom exemplo de grupo3, uma representação para G se ergue naturalmente através de um

homomorfismo de grupos ρ : G → GLN (K) que, por ser caracterizado como

ρ ( g1 · g2 ) = ρ ( g1 ) ∗ ρ ( g2 ) , (B.14)

acaba induzindo em G algumas propriedades que permitem interpretá-lo como uma espécie de

espaço vetorial sobre K 4.

3No caso, a estruturação de GLN (K) como um grupo ocorre por uma simples consequência da identificação de
ϕ : GLN (K) × GLN (K) → GLN (K) com a multiplicação usual de matrizes.

4Embora fosse perfeitamente cab́ıvel apresentar alguns exemplos de representações aqui, preferimos fazer tal
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Aliás, por efeito desta interpretação matricial que é feita pelas representações, fica perfeita-

mente viável definir uma operação entre os elementos gj, que pertence a um grupo que possui

uma representação matricial, e os vk, que pertencem a algum dos subespaços vetoriais V que estão

contidos no KN. Assim, se denotarmos por gjvk os novos elementos que surgem por efeito desta

operação, é quando observamos que toda a natureza vetorial presente nos conjuntos GLN (K) eKN

nos leva a

(a) ev = v ,

(b) g ( λv ) = λ ( gv ) ,

(c) ( g1g2 ) v = g1 ( g2v ) , e

(d) g ( v1 + v2 ) = gv1 + gv2 ,

onde λ é um elemento arbitrário do corpo K, que um novo conjunto

M =
{
gjvk : gj ∈ G e vk ∈ V ⊆ KN

}
(B.15)

fica completamente definido: e é justamente este conjunto, que é conhecido como módulo, que

deve ser interpretado como um espaço vetorial [116].

Diga-se de passagem, algo bem simples que merece ser destacado aqui é que, justamente por

efeito de toda essa interpretação de M como um espaço vetorial, se torna viável associá-lo a uma

base Bm: no caso, uma base que pode ser perfeitamente indexada pelos elementos do grupo G e

que faz com que todos os elementos que pertençam a M sejam expressos por

u = λ0g0 + . . . + λNgN . (B.16)

E é justamente desta última expressão que fica bem clara uma das grandes “vantagens” que os

módulos apresentam em relação aos espaços que simplesmente se identificam como vetoriais: afinal

de contas, além de todas as combinações lineares usuais que podemos definir entre dois elementos

(B.16), o simples fato de existir uma ϕ : G × G → G que define G como um grupo já permite

com que um outro tipo de combinação se erga entre esses mesmos elementos, a qual consegue

transcender às considerações que são simplesmente vetoriais, sem deixar de se apoiar sobre o que

apresentação no Apêndice C.
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chamamos por álgebra.

B.2 Noções gerais de álgebra

De um modo bem geral, o conceito de uma álgebra está diretamente relacionado à maneira

pela qual é posśıvel realizar operações entre os elementos de um espaço vetorial V e obter, como

resultado, um outro elemento que ainda pertence a V . Em termos um pouco mais precisos, é

posśıvel afirmar que uma álgebra (V ; µ) se estrutura através de uma aplicação µ : V ⊗ V → V

necessariamente bilinear que é definida por

(
vj , vk

) 7→ µa
jkva , (B.17)

onde µa
jk figura como uma das constantes que pertencem ao corpo K sobre o qual V se apoia (as

quais são responsáveis por estruturar a álgebra em questão), enquanto vj rotula qualquer um dos

posśıveis elementos de V .

Aliás, conforme é bem notável da expressão (B.17), é posśıvel afirmar que não existe qualquer

ideia muito original aqui: basta ver que a própria aplicação ϕ : G × G → G que dá estrutura de

grupo a G pode ser interpretada nestes mesmos moldes, uma vez que ela sempre relaciona dois

elementos de um grupo G a outro elemento que pertence ao mesmo G. No entanto, a diferença

sutil que está associada à noção de uma álgebra é que, ao contrário do que acontece com os espaços

vetoriais, os conjuntos que se identificam simplesmente como grupos não permitem com que ele-

mentos análogos a (B.16) sejam definidos: apenas um módulo M permite tal “extravagância”.

Pois, ao considerarmos vj e vk como os elementos de um módulo, uma álgebra de grupo pode ser

perfeitamente definida através de

µ
(
vj , vj

)
= λb

j λ
c
k ϕ ( gb , gc ) = µa

jkga ,

haja vista que o resultado claramente se identifica com um vetor moldado segundo (B.16).

Embora exista uma enormidade de álgebras sobre as quais podeŕıamos tecer diversos comen-

tários bem interessantes, em decorrência dos própositos do nosso trabalho voltaremos as nossas

atenções apenas para aquelas que, além de serem associativas, também são unitais: ou seja, para

as álgebras (V ; µ,η) que são caracterizadas por duas aplicações µ : V ⊗ V → V e η : K → V que
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completam o quadro comutativo

V ⊗ V ⊗ V
µ⊗id //

id⊗µ
��

V ⊗ V

µ

��
V ⊗ V µ

// V

V ⊗ K id⊗η //

'
((

V ⊗ V

µ

��

K ⊗ V
η⊗idoo

'
vvV

hh 66

algebricamente traduzido como

µ ◦ ( µ ⊗ id ) = µ ◦ ( id ⊗ µ ) e µ ◦ ( η ⊗ id ) = µ ◦ ( id ⊗ η ) = id . (B.18)

Aqui, id : V → V é a operação identidade, enquanto η : K→ V é a operação unital que é definida,

analogamente a (B.17), como

1 7→ ηava , (B.19)

sendo ηa as constantes em K que estruturam um vetor unitário em V. Diga-se de passagem, vale

notar que todas as relações que definem este quadro comutativo se completam perante o seguinte

resultado:

Proposição 2 Seja V um espaço vetorial definido sobre um corpo K. Então K ⊗ V ' V ' V ⊗ K.

Demonstração. Consideremos uma aplicação bilinear f : K ⊗ V → V sobre a qual uma segunda

f : V → U, que é apenas linear e possui um codomı́nio U que também se identifica como um

espaço vetorial sobre K, pode ser definida através de

f̄ ( v ) = f ( 1 , v ) .

Diante desta definição, ao tomarmos uma aplicação ϕ : K ⊗ V → V que, além de ser bilinear, é tal

que

( λ , v ) 7→ λv ,

acaba ficando bem claro que f̄ ◦ ϕ = f pois, para todo elemento que pertence a K ⊗ V , temos

f̄ ( ϕ ( λ , v ) ) = f̄ ( λv ) = f ( 1 , λv ) = f ( λ , v ) .

Por outro lado, se admitirmos a existência de uma outra aplicação linear g : V → U satisfazendo
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a g ◦ ϕ = f , será imediato que

g ( ϕ ( 1 , v ) ) = f ( 1 , λv ) ⇒ g ( v ) = f̄ ( v ) .

Ou seja, K ⊗ V é isomórfico a V , e a demostração que V ' V ⊗ K segue por analogia.

Com efeito das expressões (B.18) que estão relacionadas para com as aplicações µ e η acima

definidas, é posśıvel observar que uma álgebra que deve ser associativa e unital deve obrigatoria-

mente se submeter ao relacionamento

µd
ab µ

e
dc = µd

bc µ
e
ad e ηaµc

ab = ηaµc
ba = δc

b

entre as suas constantes de estrutura5. Por se dizer, essa é uma maneira extremamente útil de

enxergar todo esse quadro comutativo caso seja necessário, por exemplo, representá-lo através do

formalismo de Kuperberg: aliás, de acordo com o Apêndice A, toda essa comutatividade pode ser

representada como

µ ≡µ µ eµ η ≡µ η ≡µ

E, apesar de serem diversos os exemplos que podem ser apresentados de álgebras que são

associativas e unitais, um dos mais convenientes junto aos propósitos dessas notas é aquele que se

associa ao conjunto V ∗ = L (V,K), que é composto pelos funcionais lineares ϕ : V → K e que é

denotado como espaço vetorial dual de V . Neste caso, como uma base
{
v1, . . . ,vn

}
pode ser definida

para V ∗ através de [117]

vj = ϕj ( vk ) = δ
j
k ,

onde {v1, . . . ,vn} é uma das bases que descrevem o espaço vetorial V , uma álgebra associativa e

unital para V ∗ se ergue, por exemplo, através das aplicações ∆′ : V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗ e ε′ : K → V ∗, que

são expressas respectivamente por6

(
vj , vk ) 7→ ∆

′ jk
a va e 1 7→ ε′av

a . (B.20)

Aliás, de acordo com os comentários que foram feitos no Apêndice A, o quadro comutativo espe-
5Para ver isso, basta substituir as expressões (B.17) e (B.19) nas relações comutativas (B.18).
6Os motivos que nos levam a indexar ambas as aplicações com “ ′ ” ficarão bem claros logo na sequência.
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cificamente associado a essa álgebra é dado, em termos da diagramatização de Kuperberg, como

∆′ ≡∆′ ∆′ e∆′ ε′ ≡∆′ ε′ ≡∆′

B.2.1 Sobre o conceito de coálgebra

Antes de quaisquer comentários adicionais, e até mesmo para que todos eles possam fazer

sentido posteriormente, devemos frisar que todo o conteúdo que foi exposto até agora pode, em

verdade, ser interpretado como uma, e apenas uma, das posśıveis maneiras que existem para cons-

truir relações entre os dois espaços vetoriais V ⊗ V e K e um único V , por meio de aplicações que

tomam os dois primeiros como domı́nios e o último como codomı́nio.

Pensando nesse sentido, não deixa de ser interessante, e tão pouco figura como absurda, por

exemplo, a ideia de lidarmos com uma outra estrutura que também se valha de relacionamentos

inteiramente análogos a todos esses, mas contrário: ou seja, relacionamentos que adotam V ⊗ V

e K como codomı́nios e V como domı́nio. Assim, por efeito de toda essa razoabilidade, se torna

perfeitamente leǵıtimo munir esse mesmo espaço vetorial V com duas outras aplicações lineares

∆ : V → V ⊗ V e ε : V → K, que se responsabilizam por completar o quadro comutativo

V ⊗ V ⊗ V V ⊗ V∆⊗idoo

V ⊗ V

id⊗∆
OO

V

∆

OO

∆
oo

V ⊗ K
'

((

V ⊗ Vid⊗εoo ε⊗id // K ⊗ V

'
vvV

hh

∆

OO 66

que é algebricamente traduzido como

( ∆ ⊗ id ) ◦ ∆ = ( id ⊗ ∆ ) ◦ ∆ e ( ε ⊗ id ) ◦ ∆ = ( id ⊗ η ) ◦ ∆ = id . (B.21)

A essa nova estrutura damos propositalmente o nome de coálgebra (V ;∆, ε), e é exatamente neste

ponto que fica expĺıcito o verdadeiro motivo de termos adotado propositalmente o termo “co-

domı́nio” ao longo destas notas: uma coálgebra toma como domı́nio o conjunto que, para a álgebra

que está a ela associada por meio de um processo de dualização, é considerado como codomı́nio.

Por se dizer, algo extremamente útil que segue como uma mera consequência dessa última

diagramatização é que, quando a comparamos com a que consta na página 235, fica claro que a



B.2. NOÇÕES GERAIS DE ÁLGEBRA 237

definição que é dada para uma coálgebra pode ser, em verdade, interpretada como uma simples

dualização daquela que já existe para uma álgebra (V ; µ,η). Por se dizer, é justamente com base

nesta observação que fica ńıtida toda a conveniência do exemplo que está associado aos espaços

duais: afinal, basta ver que a diagramatização de Kuperberg

∆ ≡∆ ∆ e∆ ε ≡∆ ε ≡∆

da coálgebra é completamente similar a do exemplo em questão. Em verdade, por consequência de

tudo o que dissemos ao longo da Subseção A.1.3, é posśıvel demostrar que existe um isomorfismo

entre essas duas situações.

B.2.2 Biálgebras e álgebras de Hopf

Antes de fazermos quaisquer comentários que sejam pertinentes à causa desta Seção, é mais do

que conveniente demonstrar o seguinte resultado [118]:

Proposição 3 Considere um espaço vetorial V sobre um corpo K para o qual estão definidas uma

álgebra (V ; µ,η) e uma coálgebra (V ;∆, ε). Então as afirmações

(1) ∆ : V → V ⊗ V e ε : V → K são morfismos de álgebras, e

(2) µ : V ⊗ V → V e η : K→ V são morfismos de coálgebras,

são completamente equivalentes.

Demonstração. Admitindo que uma álgebra (V ; µ,η) e uma coálgebra (V ;∆, ε) estarem bem defini-

das sobre V , podemos partir de (2) e nos valer da existência do morfismo µ : V ⊗ V → V que, por

exemplo, nos permite esboçar não apenas o quadro comutativo

V ⊗ V
µ //

∆⊗∆
��

V ∆ // V ⊗ V

V ⊗ V ⊗ V ⊗ V τ23
// V ⊗ V ⊗ V ⊗ V

µ⊗µ
OO V ⊗ V

µ //

εV⊗V
��

V

ε
ww

K

que está relacionado à coálgebra devido à existência do isomorfismo7

τ23 ( v1 , v2 , v3 , v4 ) 7→ ( v1 , v3 , v2 , v4 ) ,

7Este é apenas um exemplo das chamadas aplicações de transposição: ou seja, isomorfismos que são responsáveis por
trocar parcelas num produto tensorial.
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mas o quadro

K
η //

∆K
��

V

∆
��

K ⊗ K
η⊗η

// V ⊗ V

K
η //

id
��

V

ε
xx

K

que também é comutativo dada a caracterização de η : K→ V como um morfismo.

Desta maneira, como

∆V ⊗V = τ23 ( ∆ ⊗ ∆ ) e µV ⊗V = ( µ ⊗ µ ) τ23 ,

devido à comutatividade dos primeiros diagramas que ∆ pode ser interpretada como um morfismo

entre álgebras. E como um comentário inteiramente análogo também se aplica para os últimos

diagramas e a aplicação ε, indicando que esta também se comporta como um morfismo entre

álgebras, temos (1) como uma realidade.

Logo, a proposição toda fica demonstrada pois, ao assumirmos inversamente que ∆ : V → V ⊗V

e ε : V → K são morfismos entre álgebras como (1) diz, a construção de um quadro comutativo

relacionado a (V ; µ,η) também implica em (2) nos mesmos moldes que foram acima esboçados.

E a grande importância deste simples resultado está diretamente associada ao fato de que é jus-

tamente a essa estrutura algébrica, que se resume através dos diagramas apresentados nesta de-

mostração, e que agora rotularemos como (V ; µ,η ;∆, ε), que se dá o nome de biálgebra.

Diga-se de passagem, por uma mera consequência do resultado acima, também é fácil ver que,

para quaisquer vetores a e b que pertençam a uma biálgebra, vale que

(i) ∆ ( ab ) = ( ∆ ◦ µ ) ( a ⊗ b ) = ( ∆V ⊗V ◦ ( µ ⊗ µ ) ) ( a ⊗ b ) = ∆ ( a ) ∆ ( b ) ,

(ii) ε ( ab ) = ( ε ◦ µ ) ( a ⊗ b ) = ( µK ◦ ( ε ⊗ ε ) ) ( a ⊗ b ) = ε ( a ) ε ( b ) ,

para os quais, em particular, também teremos

(iii) ∆ ( 1 ) = ( ∆ ◦ η ) ( 1 ) = ( ( η ⊗ η ) ◦ ∆K ) ( 1 )

= ( η ⊗ η ) ( 1 ⊗ 1 ) = η ( 1 ) ⊗ η ( 1 ) = 1 ⊗ 1 ,

(iv) ε ( 1 ) = ( ε ◦ η ) ( 1 ) = εK ( 1 ) = 1 .

Assim, uma condição necessária e suficiente para que (V ; µ,η ;∆, ε) possa ser considerada uma

biálgebra é que as aplicações ∆ e ε devem se comportar, em verdade, como dois homomorfismos.
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E, no caso destes quatro últimos itens, vale a pena notar que, em termos de diagramatização de

Kuperberg, eles podem ser respectivamente expressos como

µ ∆ ≡
∆

∆

µ

µ
e µ ε ≡

ε

ε

η ∆ ≡
η

η
e η ε ≡

de onde fica bem clara uma das outras virtudes destes diagramas: deixar muito mais inteliǵıvel

como cada uma das suas aplicações estão definidas.

Talvez, o exemplo mais interessante que exista de uma biálgebra8, é aquele rotulado como

álgebra de Hopf : uma biálgebra (V ; µ,η ;∆, ε; S) para a qual está definida uma aplicação linear

S : V → V que e conhecida como ant́ıpoda e que é responsável por estruturar a comutatividade do

diagrama

V ⊗ V

id⊗S
��

V∆oo ∆ //

η◦ε
��

V ⊗ V

S⊗id
��

V ⊗ V µ
// V V ⊗ V

µoo

que também pode ser expresso “via Kuperberg” por

∆
S

µ ≡ ∆

S
µ ≡ ε η

devido a sua tradução algébrica ser dada por

µ ◦ ( id ⊗ S ) ◦ ∆ = η ◦ ε = µ ◦ ( S ⊗ id ) ◦ ∆ .

Algumas propriedades

De um modo geral, podemos dizer que as álgebras de Hopf se dividem entre aquelas cujas

ant́ıpodas satisfazem a relação

S2 = S ◦ S = Iv (B.22)

8Ao menos para os propósitos que se encerram nestas notas.
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e aquelas que não satisfazem: quando (B.22) é uma realidade, dizemos que álgebra de Hopf é in-

volutória e, para essas, existem algumas propriedades interessantes, as quais podem ser resumidas

pelas proposições que seguem abaixo.

Proposição 4 Seja uma biálgebra (V ; µ,η ;∆, ε) onde µ : V ⊗ V → V e ∆ : V → V ⊗ V . Então,

tomando uma representação regular, o traço de um elemento vj da álgebra é igual a µ
j
aj, enquanto o

cotraço de um elemento va que pertence à álgebra dual é dado por ∆j
aj.

Demonstração. Tomando uma representação ρ : V → GLN (K) para os elementos que configuram

uma álgebra (V ; µ,η), sendo K um corpo arbitrário, se torna bem claro que o traço de va será

expresso por

trρ ( va ) = Ajj , (B.23)

onde A é uma matriz quadrada de ordem N.

Nestes termos, como o módulo constrúıdo pela ação de um elemento vb qualquer da álgebra

sobre ela mesma pode ser expresso em termos desta mesma matriz como

vb · va = Aba va ,

é devido ao fato de vb · va ser identificável como o resultado de uma multiplicação definida por

(B.17) que se torna posśıvel reexpressar (B.23) como

trρ ( va ) = µ
j
aj ,

que é justamente um dos resultados que queŕıamos demonstrar. Já em relação ao caso do cotraço

de um elemento va da álgebra dual
(
V ∗;∆, ε

)
, ele segue analogamente desde que lembremos que

um módulo também pode ser estruturado pela ação de outro elemento dual vb através de uma

comultiplicação através de ∆ : V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗.

Proposição 5 Considere uma álgebra de Hopf (V ; µ,η ;∆, ε; S) para a qual estão definidos os diagra-

mas de Kuperberg que estão expostos abaixo. Então cada um deles é inverśıvel, e os seus diagramas

inversos podem obtidos mediante a troca de cada uma das suas flechas verticais pela ant́ıpoda.

Demonstração. Se o diagrama de Kuperberg K , que está associado a uma aplicação f : VM → VN,

é inverśıvel, então isso quer dizer que existe um outro diagrama K −1 tal que K ◦ K −1 = IVM
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µ

∆

µ

∆

µ

∆

µ

∆

e K −1 ◦ K = IVN . Nestes termos, ao tomarmos a composição do diagrama que está presente à

extrema esquerda com aquele que é obtido pela troca da sua flecha vertical pela ant́ıpoda, teremos

apenas as duas possibilidades abaixo.

µ

∆

µ

∆

S

µ

∆

S

µ

∆

Considerando a primeira possibilidade à esquerda, e nos valendo da associatividade de µ :

V ⊗ V → V e da coassociatividade de ∆ : V → V ⊗ V respectivamente, obtemos

µ

∆

µ

S
∆

≡
∆

µ

µ

∆

S ≡
µ

∆

µ ∆
S

Assim, se usarmos a propriedade que define uma álgebra de Hopf, a qual está resumida pelo último

diagrama de Kuperberg que aparece na página 239, notamos que o diagrama aqui obtido se reduz

à identidade IV 2 , uma vez que

µ

∆

µ

S
∆

≡
µ

∆

η ε ≡

No caso, a prova de que esse diagrama, que é obtido pela troca da flecha vertical pela ant́ıpoda,

se comporta realmente como um inverso, se completa através dos mesmos trâmites que foram

tomados até agora. Aliás, desenvolvimentos inteiramente análogos a esses também se aplicam às

demonstrações que se relacionam aos demais diagramas que estão presentes no enunciado.

Sobre integrais e cointegrais

Antes de encerrarmos este apêndice, ainda precisamos apresentar brevemente dois conceitos

bem simples, que estão diretamente relacionados às álgebras de Hopf: o de cointegral e o de
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integral. E de um modo bem geral, podemos pensar numa cointegral como sendo o elemento λ de

uma álgebra de Hopf que, segundo (B.17), satisfaz as propriedades

( λ , vk ) 7→ µ ( λ , vk ) = η ( vk ) λ ou
(
vj , λ

) 7→ µ
(
vj , λ

)
= η

(
vj

)
λ ,

que podem ser respectivamente traduzidas em termos dos diagramas de Kuperberg

λ
µ ≡

λ

η λ

µ ≡
λ

η

onde, apenas por uma questão de distinguibilidade entre essas duas propriedades, diremos que,

se λ satisfazer a primeira relação, ele será uma cointegral à direita, enquanto no segundo caso ele

será visto como uma cointegral à esquerda.

Já o conceito de uma integral pode ser associado ao elemento Λ de uma álgebra de Hopf que,

analogamente à definição dada para uma cointegral, satisfizer a

(
Λ , vk ) 7→ ∆

(
Λ , vk )

= ε
(
vk )

Λ ou
(
vj , Λ

) 7→ ∆
(
vj , Λ

)
= ε

(
vj )

Λ ,

as quais também são traduźıveis “via Kuperberg” pelos respectivos diagramas

Λ
∆ ≡

ε

Λ

Λ
∆ ≡

ε

Λ

para os quais também vale um comentário inteiramente análogo aos que foram feitos para uma

cointegral: ou seja, estes dois diagramas se referem às integrais à esquerda e à direita respectiva-

mente.

Diga-se de passagem, três resultados bem interessantes associados às integrais e cointegrais, os

quais tomam por base a existência e a não nulidade destes dois elementos para uma álgebra de

Hopf, estão resumidos nas três proposições que seguem abaixo.

Proposição 6 Se (V ; µ,η;∆, ε; S) é uma álgebra de Hopf, então o tensor

µ

S2

se identifica com uma integral à direita.
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Demonstração. De acordo com as propriedades que definem uma biálgebra, especialmente aquelas

resumidas pelos seus diagramas Kuperberg que foram apresentados na página 239, ao tomarmos

uma integral Λ à direita e uma cointegral λ à esquerda, teremos

λ

Λ

∆

µ

∆

µ
≡

λ
µ ∆

Λ

≡
λ

Λ

η

ε

Assim, uma vez que a Proposição 4 nos mostra não apenas que

λ

Λ

∆

µ
≡

λ

Λ

η

ε

µ

∆

S ≡
λ

Λ

S

mas também que
λ

Λ

≡
λ

Λ

S
∆

µ
S

fica claro que, pelo uso da counidade ε : V → K, valerá

Λ ≡
λ Λ

( λ ε )−1

µ

S2

conforme queŕıamos demonstrar.

Proposição 7 Considerando (V ; µ,η;∆, ε; S) é como uma álgebra de Hopf, a contração tensorial abaixo

se identifica com a dimensão de V .

∆ µ

Demonstração. Com o efeito de uma integral Λ também ser interpretada como o elemento de uma

álgebra dual
(
V ∗;∆′, ε′

)
e, portanto, admitir uma decomposição

Λ = Λk vk
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em termos dos vetores de uma base dual a V , com os seus coeficientes dados por

Λk = tr ( vk ) = µ
j
kj ,

é imediato perceber que, pelos diagramas que definem uma integral, temos

∆ µ ≡ η µ ≡

o que vem a provar nossa tese, dado a identificação do último diagrama com o traço de IV.

Proposição 8 Se (V ; µ,η;∆, ε; S) é uma álgebra de Hopf, então a sua ant́ıpoda S : V → V satifaz o

diagrama

S ≡ µ µ ∆ ∆

Demonstração. Observando que, assim como uma integral, uma cointegral λ também pode ser

expressa como

λ = λj vj ,

onde vj são os vetores de alguma base de V , com os seus coeficientes sendo tais que

λj = cotr
(
vj )

= ∆
jk
k ,

é posśıvel obter, diante de uma das passagens que foram usadas para demonstrar a Proposição 5,

que

∆

µ

∆

µ
≡ S

Nestes termos, a nossa demonstração se completa facilmente, haja vista que µ : V ⊗ V → V e

∆ : V → V ⊗ V são aplicações associativa e coassociativa respectivamente.



Apêndice C

Algumas considerações levemente enfadonhas

Como o próprio nome já dá a entender, o objetivo deste Apêndice é o de apresentar duas

considerações que, por serem um pouco enfadonhas, foram propositalmente suprimidas do corpo

do texto principal para não atrapalhar a corrência da sua leitura. No entanto, como elas são

essenciais à boa compreensão de alguns dos principais resultados que foram lá apresentados, se faz

necessário apresentá-las agora ao leitor por uma simples questão de completeza e não de tortura.

E a primeira que iremos apresentar aqui diz respeito ao que nos permitiu definir todos aqueles

operadores de aresta C (G1,G2)
j relacionados aos Exemplos 2 e 3 do QDMv.

C.1 Sobre os operadores de aresta do QDMv

Como tudo o que fizemos nestas notas foi apresentar modelos que só se valeram dos grupos

Abelianos

Zn =
{
ωk : k ∈ Z e ωn = ω0 = e

}

para a suas definições, uma das primeiras coisas que devemos fazer aqui é notar que, como esses

grupos são bons exemplos de módulos, a soma

S = ω0 + ω1 + . . . + ωn-2 + ωn-1

entre os seus elementos acaba nos mostrando que

ωS = ω1 + ω2 + . . . + ωn-1 + ωn = ω1 + ω2 + . . . + ωn-1 + ω0 .

245
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e que, portanto,

S − ωS = ω0 − ω0 = 0 .

Afinal de contas, apesar deste último resultado parecer bastante ingênuo, é ele quem nos ajuda a

entender as principais propriedades de alguns operadores, como os

C (0) =
1
3

(
1 + Z + Z2

)
, C (1) =

1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

)
e

C (2) =
1
3

( 1 + ω Z + ω2 Z2
)

, (C.1)

que se apoiam sobre um Z3 e que se valem dos mesmos operadores Z que já foram definidos em

(6.12), os quais atuam sobre uma base

�� 0
〉
=

*.....
,

1

0

0

+/////
-

, �� 1
〉
=

*.....
,

0

1

0

+/////
-

e �� 2
〉
=

*.....
,

0

0

1

+/////
-

. (C.2)

Aqui, 1 é o operador que atua como uma identidade sobre esta mesma base. Pois como

C (0) · C (0) =

[
1
3

(
1 + Z + Z2

) ] [
1
3

(
1 + Z + Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + Z + Z2

)
+

(
Z + Z2 + 1

)
+

(
Z2 + 1 + Z

) ]

=
1
3

(
1 + Z + Z2

)
= C (0) ,

C (0) · C (1) =

[
1
3

(
1 + Z + Z2

) ] [
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + ω2 Z + ω Z2

)
+

(
Z + ω2 Z2 + ω 1

)
+

(
Z2 + ω2 1 + ω Z

) ]

=
1
9

[ (
e + ω + ω2

)
1 +

(
ω2 + e + ω

)
Z +

(
ω + ω2 + e

)
Z2

]
= 0 ,

C (0) · C (2) =

[
1
3

(
1 + Z + Z2

) ] [
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + ω Z + ω2 Z2

)
+

(
Z + ω Z2 + ω2 1

)
+

(
Z2 + ω 1 + ω2 Z

) ]

=
1
9

[ (
e + ω2 + ω

)
1 +

(
ω + e + ω2

)
Z +

(
ω2 + ω + e

)
Z2

]
= 0 ,
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C (1) · C (0) =

[
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

) ] [
1
3

(
1 + Z + Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + Z + Z2

)
+

(
ω2 Z + ω2 Z2 + ω2 1

)
+

(
ω Z2 + ω 1 + ω Z

) ]

=
1
9

[ (
e + ω2 + ω

)
1 +

(
e + ω2 + ω

)
Z +

(
e + ω2 + ω

)
Z2

]
= 0 ,

C (1) · C (1) =

[
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

) ] [
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + ω2 Z + ω Z2

)
+

(
ω2 Z + ω Z2 + 1

)
+

(
ω Z2 + 1 + ω2 Z

) ]

=
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

)
= C (1) ,

C (1) · C (2) =

[
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

) ] [
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + ω Z + ω2 Z2

)
+

(
ω2 Z + Z2 + ω 1

)
+

(
ω Z2 + ω2 1 + Z

) ]

=
1
9

[ (
e + ω + ω2

)
1 +

(
ω + ω2 + e

)
Z +

(
ω2 + e + ω

)
Z2

]
= 0 ,

C (2) · C (0) =

[
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

) ] [
1
3

(
1 + Z + Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + Z + Z2

)
+

(
ω Z + ω Z2 + ω 1

)
+

(
ω2 Z2 + ω2 1 + ω2 Z

) ]

=
1
9

[ (
e + ω + ω2

)
1 +

(
e + ω + ω2

)
Z +

(
e + ω + ω2

)
Z2

]
= 0 ,

C (2) · C (1) =

[
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

) ] [
1
3

(
1 + ω2 Z + ω Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + ω2 Z + ω Z2

)
+

(
ω Z + Z2 + ω2 1

)
+

(
ω2 Z2 + ω 1 + Z

) ]

=
1
9

[ (
e + ω2 + ω

)
1 +

(
ω2 + ω + e

)
Z +

(
ω + e + ω2

)
Z2

]
= 0 e

C (2) · C (2) =

[
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

) ] [
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

) ]

=
1
9

[ (
1 + ω Z + ω2 Z2

)
+

(
ω Z + ω2 Z2 + 1

)
+

(
ω2 Z2 + 1 + ω Z

) ]

=
1
3

(
1 + ω Z + ω2 Z2

)
= C (2) ,
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acaba ficando bem claro que todos esses operadores, definidos em (C.1), são projetores. No caso,

projetores tais que

C (α) | β 〉 = δ ( α , β ) | β 〉 ,

o que acaba justificando, por exemplo, não apenas todas as expressões dos operadores (8.26), mas

de todos os operadores de aresta que foram apresentados na página 131, os quais completam o

conjunto Cj que está relacionado ao QDMv que adota G1 = Z2 e G2 = Z3.

C.2 Regras de comutação dos operadores do QDMf

Embora seja perfeitamente posśıvel apresentar um desenvolvimento inteiramente análogo a

este, para justificar as expressões dos operadores que completam o conjunto Cj do QDMv que se

vale dos grupos G1 = Z2 e G2 = Z4 como os indexadores do campos de calibre e de matéria

respectivamente, não iremos fazer isso aqui. Afinal, além da última Seção já ter deixado claro

como toda esta justificativa pode ser obtida, existe uma outra coisa que é muito importante e

que devemos apresentar aqui: as regras de comutação entre os operadores de vértice A
(
G1,G̃2

)

v , de

face B
(
G1,G̃2

)

p e de aresta D
(
G1,G̃2

)

j que definem o QDMf, as quais acabam nos mostrando todas as

condições que precisam ser impostas ao modelo para que ele seja solúvel.

Aliás, de acordo com os diagramas de Kuperberg que foram apresentados na Figura 9.2, não

é nada dif́ıcil constatar que os operadores A
(
G1,G̃2

)

v e B
(
G1,G̃2

)

p são mesmo dois projetores. Pois,

além do operador de vértice deste QDMf ser exatamente o mesmo operador de vértice do QDM,

é o simples fato da coação F (α̃) fornecer um elemento f (α̃) ao operador M (k) (que é composto

puramente em termos de uma combinação que envolve uma álgebra tal como (B.17)) que nos

permite definir a componente B̄h
s tal como fizemos na Figura 9.3 e, portanto, mostrar não apenas

que

δ
(

f −1 (α̃) ab−1c−1d , h
) · δ ( f −1 (α̃) ab−1c−1d , h

)
= δ

(
f −1 (α̃) ab−1c−1d , h

)

⇒ B̄h
s ◦ B̄h

s = B̄h
s ,

mas que
[
Av , Bp

]
= 0 em decorrência dos resultados que estão resumidos na Figura C.1, uma vez
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Av Bp d
c

a

s

g

b

α̃
= δ

(
f −1 (α̃) bg−1s−1c,h

)
Av d

c

a

s

g

b

α̃

=
∑
r
δ
(

f −1 (α̃) bg−1s−1c,h
) dr−1

cr−1

ra

s

g

rb

α̃

Bp Av
d

c

a

s

g

b

α̃
=
∑
r

Bp dr−1

cr−1

ra

s

g

rb

α̃

=
∑
r
δ
(

f −1 (α̃) bg−1s−1c,h
) dr−1

cr−1

ra

s

g

rb

α̃

Figura C.1: Resultado da atuação das duas posśıveis combinações entre os operadores Av e Bp sobre os
campos que definem o QDMf, de onde é bastante clara toda a comutatividade que existe entre estes dois
operadores diante da propriedade (C.3).

que

δ
(

f −1 (α̃) ab−1 (
rc

)−1 (
rd

)
, h

)
(C.3)

= δ
(

f −1 (α̃) ab−1c−1 (
r−1r

)
d , h

)
= δ

(
f −1 (α̃) ab−1c−1d , h

)
.

Todavia, é quando olhamos para o resultado que segue da dupla ação do operador de aresta

D
(
G1,G̃2

)

j (sobre um mesmo setor da rede bidimensional que abriga um QDMf) que a primeira

condição, que este modelo tem de respeitar para que ele seja solúvel, acaba ficando bem clara: G2

tem que ser um grupo Abeliano. Pois, como as componentes que definem o operador D
(
G1,G̃2

)

j (e

que foram apresentadas ao leitor através da Figura 9.3) são tais que

a′ = f
(
λ̃
) · a , α̃′ = α̃ ∗ λ̃ e β̃′ = λ̃−1 ∗ β̃ , (C.4)

ao notarmos que isso também precisa se estender ao resultado que está resumido pela Figura C.2,
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Dj
a

α̃ β̃ =
∑
λ̃ a′
α̃′ β̃′ ⇒ D 2

j
a

α̃ β̃ =
∑
λ̃, λ̃′ a′′

α̃′′ β̃′′

Figura C.2: Resultado da dupla ação do operador Dj que nos mostra, diante da rotulação (C.4), toda a
necessidade de G̃2 ser um grupo Abeliano.

é exatamente esta propriedade que nos garante que

a′′ = f
(
λ̃ ′

) · a′ = f
(
λ̃ ′

) · f
(
λ̃
) · a = f

(
λ̃ ′ ∗ λ̃) · a = f

(
λ̃ ∗ λ̃ ′) · a ,

α̃′′ = α̃′ ∗ λ̃ ′ = α̃′ ∗ (
λ̃ ∗ λ̃ ′) e β̃′′ =

(
λ̃ ′

)−1 ∗ β̃′ = (
λ̃ ′

)−1 ∗ λ̃−1 ∗ β̃ = (
λ̃ ∗ λ̃ ′)−1 ∗ β̃

uma vez que f é um homomorfismo.

Em todo caso, é por decorrência da Abelianicidade de G̃2 implicar em

α̃ ∗ β̃ = β̃ ∗ α̃ ⇒ f
(
α̃ ∗ β̃

)
= f

(
β̃ ∗ α̃ ) ⇒ f

(
α̃
) · f

(
β̃
)
= f

(
β̃
) · f

(
α̃
)

que surge o indicativo de uma segunda propriedade que este QDMf precisa satisfazer para ser

considerado solúvel: o conjunto Z, que é formado por todos os elementos f
(
γ̃
)

tais que γ̃ ∈
G̃2, também precisa ser um grupo Abeliano. Porém, é apenas quando analisamos as outras duas

propriedades de comutação
[
Av , Cj

]
e

[
Bp , Dj

]
que surge uma constatação muito mais forte

sobre este conjunto. Afinal de contas, segundo o que resume as Figuras C.3 e C.4 que constam na

próxima página, podemos concluir que a única maneira de fazer com que estes dois comutadores

seja realmente nulo é com f
(
γ̃
)

sendo tal que

f
(
γ̃
) · g = g · f

(
γ̃
)

(C.5)

para qualquer g ∈ G1. Ou seja, Z precisa ser muito mais do que um simples grupo Abeliano: Z
precisa ser o centro do grupo G1.
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Av Dj d
c

a
b

β̃

α̃
=

∑
λ̃

Av d
c

a
f
(
λ̃
)
b

β̃′

α̃′

=
∑
k, λ̃

dk−1

ck−1

ka
k f

(
λ̃
)
b

β̃′

α̃′

Dj Av d
c

a
b

β̃

α̃
=
∑
k

Dj dk−1

ck−1

ka
kb

β̃

α̃

=
∑
k, λ̃

dk−1

ck−1

ka
f
(
λ̃
)
kb

β̃′

α̃′

Figura C.3: Resultados que seguem da atuações das duas posśıveis combinações entre os operadores Av e Dj
sobre os campos que definem o QDMf, os quais deixam claro que, para que esses dois operadores comutem
um com o outro, f

(
λ̃
)

precisa pertencer ao centro de G1.

Bs Dj

a

b

c

d α̃ β̃ =
∑
λ̃

Bs

a

f
(
λ̃
)
b

c

d α̃ β̃

=
∑
λ̃

δ
(

f
(
α̃ ∗ λ̃)ab−1 f −1 (

λ̃
)
c−1d,h

)
a

f
(
λ̃
)
b

c

d α̃′ β̃′

Dj Bs

a

b

c

d α̃ β̃ =
∑
λ̃
δ
(

f
(
α̃
)
ab−1c−1d,h

)
Dj

a

b

c

d α̃ β̃

=
∑
λ̃

δ
(

f
(
α̃
)
ab−1c−1d,h

)
a

f
(
λ̃
)
b

c

d α̃′ β̃′

Figura C.4: Situação inteiramente análoga à da figura anterior, onde vemos não apenas os resultados das
atuações das duas posśıveis combinações entre os operadores Bp e Dj sobre os campos que definem o QDMf,
mas toda a necessidade de que f

(
λ̃
)

seja um elemento do centro de G1 para que estes dois operadores
comutem.
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[98] H. Pfeiffer: Annals of Physics 308, 447 (2003).

[99] S. Mantovani, G. Metere: Theory and Applications of Categories, Vol. 23, No. 6, 113 (2010).

[100] J. Baez, U. Schreiber: Higher Gauge Theory, em Categories in algebra, geometry and mathe-

matical physics: a conference in honor of Ross Street’s 60th birthday, July 11-16, 2006, editado

por A. Davydov, M. Batanin, M. Johnson, S. Lack, A. Neeman (Contemporary mathematics

431, American Mathematical Society 2007).

[101] I. Bucur, A. Deleanu: Introduction to the Theory of Categories and Functors (John Wiley &

Sons Ltd, London 1970).

[102] S. Awodey: Category Theory (Oxford University Press, New York 2006).
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[118] P. R. Boff: Elementos de Álgebras de Hopf (Trabalho de Conclusão de Curso UFSC, Flo-
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