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Resumo

Neste trabalho, construimos duas generalizacdes de uma classe de modelos discretos bidimensi-
onais, assim chamados “Quantum Double Models”, definidos em variedades orientaveis, compactas
e sem fronteiras. Na primeira generalizacdo, introduzimos campos de matéria aos vértices e, na
segunda, as faces. Além das propriedades basicas dos modelos, estudamos como se comporta a
sua ordem topoldgica sob a hipdtese de que os estados de base sdo indexados por grupos Abelia-
nos. Na primeira generalizacdo, surge um novo fenomeno de confinamento. Como consequéncia,
a degenerescéncia do estado fundamental se torna independente do grupo fundamental sobre o
qual o modelo esta definido, dependendo da acdo do grupo de calibre e do segundo grupo de
homologia. A segunda generalizacdo pode ser vista como o dual algébrico da primeira. Nela, as
mesmas propriedades de confinamento de quasiparticulas esta presente, mas a degenerescéncia do
estado fundamental continua dependendo do grupo fundamental. Além disso, degenerescéncias
adicionais aparecem, relacionadas ao homomorfismo de coacdo entre os grupos de matéria e de

calibre.
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Abstract

In this work, we constructed two generalizations of a class of discrete bidimensional models,
the so called Quantum Double Models, defined in orientable, compact and boundaryless mani-
folds. In the first generalization we introduced matter fields to the vertices and, in the second
one, to the faces. Beside the basic model properties, we studied its topological order behaviour
under the hypothesis that the basic states be indexed by Abelian groups. In the first generalization,
appears a new phenomenon of quasiparticle confinement. As a consequence, the ground state de-
generacy becomes independent of the fundamental group of the manifold on which the model is
defined, depending on the action of the gauge group and on the second group of homology. The
second generalization can be seen as the algebraic dual of the first one. In it, the same quasipar-
ticle confinement properties are present, but the ground state degeneracy stay dependent on the
fundamental group. Besides, additional degeneracies appear, related to a coaction homomorphism

between matter and gauge groups.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Comentarios iniciais

Embora a sociedade esteja bem acostumada a dividir a Fisica entre “aquilo que é tedrico” e
“aquilo que é experimental”, todos aqueles que participam ativamente da construcdo desta Ciéncia
sabem muito bem que toda esta divisao € totalmente ficticia. Afinal, o fato de alguém possuir des-
trezas e/ou afinidades que, por exemplo, permitem caracteriza-lo mais como um teérico do que
como um experimental ndo implica necessariamente que estes dois setores da Fisica sejam incomu-
nicantes: muito pelo contrario! E isso fica ainda mais claro quando lembramos que, independente
das diversas teorias que existem para explicar qualquer coisa do nosso Universo, os verdadeiros

alicérces da Fisica sdo experimentais.

Alias, para deixar ainda mais claro o porqué disso, é mais do que conveniente lembrar de algo
que é muito importante a definicao da propria Fisica: uma teoria é uma edificacdo ldgica, construida
sobre um conjunto de axiomas que permitem explicar algo que desejamos entender' [1], sem
possuir qualquer compromisso para com a realidade que nos cerca. Basta ver que é exatamente isso
0 que acontece, por exemplo, na Matemadtica: pois, enquanto um fisico, que modela os seus sistemas
usando um conjunto de equacdes que dependem de um pardmetro temporal, costuma ignorar
as solucoes que estejam exclusivamente relacionadas aos valores negativos deste parametro, um
matematico “puro” esta pouco se importando com isso; para esse matematico, que geralmente
resolve esse mesmo conjunto de equacdes apenas para conhecer quais sdo as propriedades das suas
funcoes (sem necessariamente pensar nas possiveis conexoes de tudo isso para com a realidade que

o cerca), todas as solugdes sdo igualmente relevantes.

1Seja por meio dos diversos teoremas, coroldrios ou demais desdobramentos que estabelecem a validade desta teoria.
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Desta maneira, e diante de todo este “descompromisso” que teorias possuem por definicdo,
fica muito claro que uma (e apenas uma) das preocupag¢oes fundamentais que devemos ter, ao
construirmos uma teoria que realmente possa ser chamada de fisica, diz respeito ao necessario
estabelecimento de uma correspondéncia entre (i) as previsdes obtidas dos modelos que definem
a nossa teoria e (ii) aquilo que for passivel de verificagdes experimentais, dentro do dominio de
investigacdo onde essa nossa teoria se propde a resolver [2]. Se assim ndo for, mesmo que toda
a nossa “engenhosidade” possa realmente definir uma teoria magnifica, esta jamais podera ser

interpretada como fisica, independente dela possuir uma inquestiondvel validade cientifica.

Ja a segunda das preocupacoes, ndo menos fundamental a construcdo de uma teoria fisica,
surge diante da existéncia de uma outra teoria que, independente de estar definida num outro
dominio de investigacdo experimental, também consegue descrever um mesmo sistema fisico.
Neste caso, a nova teoria ndo pode contradizer os resultados da primeira, que ja esta bem esta-
belecida [2], e é exatamente isso que passou a ser chamado de principio da correspondéncia: ou
seja, sempre que existirem duas teorias para descrever um mesmo sistema fisico, uma delas deve

se “aproximar” da outra dando resultados que, entre certos limites, coincidem [3].

E claro que diversas discussbes mais fundamentais podem, e devem, ser feitas a respeito desse
principio, uma vez que descrever sistemas numa zona de transicdo entre o que é quantico ou
classico, por exemplo, ndo é uma tarefa nada trivial. Entretanto, é exatamente em respeito a
esse principio da correspondéncia que, apesar de todo o potencial imaginativo que € intrinseco a
espécie humana, a grande maioria das teorias que se propoem a serem chamadas de fisicas acabam

tomando os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano como moldes.

Alias, um dos bons exemplos de modelos Hamiltonianos que vem ganhando destaque nas
ultimas décadas, e que iremos citar propositalmente aqui, é o “Toric Code” (TC) [4]: um modelo
quantico que, apesar de ndo ser muito conhecido entre os fisicos, vem permeando a Fisica den-
tro de um espectro bem diversificado, que vai desde a fisica da matéria condensada até algumas
teorias que apresentam algum tipo de envolvimento para com a fisica das particulas elementares
[5]. A primeira vista, isso pode até parecer meio espantoso: afinal, aparentemente o TC nasceu
para ser uma espécie de “toy model”, cujo objetivo “nico” era o de fornecer as primeiras ideias
que poderiam levar a construcao de uma computacdo qudntica resiliente a erros [4]. Todavia, se
lembrarmos que, por tras de toda a mensurabilidade da Computacao, existe o fato desta area do

conhecimento estar definida em subespagos que sdao comuns a Fisica, todo esse espanto comeca
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a se esvair um pouco, ainda mais se também lembrarmos que qualquer realizacdo computacional

nova sempre depende do conhecimento e do desenvolvimento de novos materiais.

Uma das caracteristicas fundamentais que sao inerentes ao TC, e que também aparece em boa
parte das suas generalizacOes, é o seu comportamento como um modelo que possui uma ordem
topoldgica [6]. Apesar de ainda nao existir uma definicdo muito bem posta para este conceito na
literatura, o seu proprio nome ja sinaliza para uma provavel conclusdo: pois, como fica subenten-
dido desse predicado que é tao especifico, dizer que um modelo possui uma “ordem topoldgica”
certamente deve significar que, de alguma maneira, o sistema a ele associado apresenta alguma
dependéncia da topologia de onde ele esta definido. Porém, para que essa interpretacdo se torne
inteligivel, é interessante voltarmos brevemente as nossas atengdes para um outro termo, que é
bem mais simples, bem mais conhecido do publico em geral e que esta associado a quase tudo que

Nnos cerca: esse termo é matéria.
1.2 Sobre o conceito de ordem topoldgica

Em linhas bem gerais, podemos afirmar que esse termo “matéria” resume tudo aquilo que pode
ser interpretado como uma “mera” combinacdo de dtomos e moléculas [7], cujos ingredientes
bésicos sdo sempre os mesmos: elétrons, prétons e néutrons. Entretanto, como é perceptivel de
todas as nossas experiéncias didrias, apesar deste termo ser Unico, ele se refere a algo que € bem
genérico: afinal de contas, basta ver que, além de existirem diversos tipos de matéria ao nosso

redor, também sdo diversas as formas e fases pelas quais ela se apresenta na Natureza.

Neste sentido, é interessante notar que, quando consideramos um unico tipo de matéria, a
explicacdo que é melhor aceita para justificar a sua apresentacdo em diferentes formas preconiza
que, para cada uma delas, existe um critério bem especifico de organizacao (ou de ordenamento)
das moléculas que as compdem [8]. E a explicacdo padrao para as transicdes de fase numa matéria
arbitraria é dada pela teoria de quebra expontdnea de simetria proposta por V. L. Ginzburg e L.
D. Landau [9, 10, 11]. Entretanto, apesar de toda a conveniéncia e adequacdo que essa teoria
tem junto ao entendimento das transicoes de fase, algo diferente aconteceu em 1982 quando, por
exemplo, A. Gossard, H. Stormer e D. Tsui realizaram um experimento para a avaliar o trans-
porte de gases eletrénicos que nio apenas estavam submissos a baixissimas temperaturas?, mas

que também estavam restritos a uma regiao aproximadamente bidimensional pela acdo de fortes

2No caso especifico desse experimento, o termo “baixissimas temperaturas” deve ser traduzido como temperaturas
entre 1/100 e 1/10 graus Kelvin aproximadamente.
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campos magnéticos [12]. Além desses pesquisadores terem evidenciado a presenca de um efeito

Hall fraciondrio [12] (que foi assim chamado devido a razao

nhc
v = E ,
observada entre as densidades de elétrons e do fluxo magnético, ser compativel com um nimero
racional®), também foi notado que, além desses gases “bidimensionais” se apresentarem em fases
que fugiam do enredo “sélido-liquido-gasoso” tradicional [13], por exemplo, as transicOes entre
elas aconteciam sem que houvesse qualquer uma das “quebras” de simetria apontadas pela teoria
de Ginzburg e Landau. Logo, a partir disso, e principalmente de toda uma exaustiva reproducdo
de experimentos andlogos a esse, acabou ficando bem claro que, apesar da teoria de quebra es-
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pontédnea de simetria ser bastante razoavel nas situacdes mais “usuais” *, ele deve ser interpretado

apenas como uma teoria efetiva e, portanto, ndo completa.

Diante da necessidade de justificar o comportamento dessas novas transicoes de fase através
de um novo paradigma, uma terceira diferenca, também evidente nesse experimento de 1982,
acabou tendo um papel preponderante. Afinal, ao contrario das particulas que sédo livres para
transitar em ambientes tridimensionais, as excitacbes que compoem esses gases nao se identificam
necessariamente nem como bdsons nem como férmions: quando duas delas trocam de lugar uma
com a outra, a funcio de onda que modela esses gases “bidimensionais” adquire uma fase ¢'¢ que
pode assumir qualquer valor compreendido entre —1 (que esta associado a caracterizacdo de um
férmion) e 1 (que esta associado a caracterizacdo de um bdson). Alids, é exatamente por causa

deste aspecto que essas excitacdes acabaram sendo denotadas como “anyons™ [14].

Nestes termos, como a andlise do comportamento estatistico de quaisquer particulas sob per-
mutacao deve independer dos caminhos que elas tomam para que essa troca de posi¢oes ocorra,
quando somamos todo este aspecto “anydnico” aos fraciondrios (que ja estdo relacionados a v
e que, de alguma maneira, também refletem essa restricdo bidimensional) fica muito claro que,

se realmente existe algum fator que seja capaz de moderar estas novas transicoes de fase, ele

3Nos experimentos que sio realizados usando esses mesmos gases eletrnicos bidimensionais, porém usando baixas
temperaturas que nio sdo tdo baixas como as que foram usadas no experimento de Gossard, Stormer e Tsui, v assume
apenas valores inteiros.

40u seja, naquelas situacdes que, por exemplo, néo se envolvem com esse “combo”, de baixissimas temperaturas e
restricOes dimensionais, utilizado por Gossard, Stormer e Tsui.

>Embora bésons e férmions sejam denotados como tal em homenagem aos fisicos S. N. Bose e E. Fermi respecti-
vamente (ja que esses dois pesquisadores foram os primeiros a desenvolver trabalhos relacionados ao comportamento
dessas particulas), a lgica por tras da nomenclatura “anyon” é inteiramente andloga a que deu origem ao nome das
primeiras: ou seja, any+on, uma vez que “any”, do inglés, significa qualquer-.
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pode perfeitamente estar associado ao fato dos elementos que definem o sistema fisico estarem
organizados (ou, melhor dizendo, ordenados) em funcdo da topologia de onde eles se encontram.
E é exatamente diante desta ultima conclusdo que surge o fundamento mais forte que justifica o

termo “ordem topoldgica”.

Por se dizer, algo que reforca ainda mais esta ultima conclusdo sdo os resultados que surgem
de alguns modelos tedricos que sdo definidos sobre variedades topoldgicas bidimensionais. Afinal,
¢ possivel demonstrar que, em boa parte desses modelos, o grau de degenerescéncia dos seus
estados fundamentais é parametrizado pelo género® g dessas variedades, indo em pleno acordo
com as observacOes experimentais relacionadas aos gases eletronicos que sdo postos nas mesmas
condicoes do experimento de 1982. Alids, de acordo com alguns estudos que foram realizados por
R. Laughlin [15], usando gases onde a razdo v se mostra compativel com o inverso de um nimero
natural g, esse grau de degenerescéncia é dado por ¢°, fato que s6 sublinha ainda mais toda essa
interpretacdo topoldgica.

E é justamente aqui, diante de todas essas informacoes, que convém responder algo que cer-
tamente o leitor deve estar se perguntando: afinal, j4 que o modelo de quebra de simetria de
Ginzburg-Landau ndo consegue descrever as transicoes de fase que ocorrem em baixissimas tem-
peraturas, como € que toda essa interpretacdo topoldgica consegue? E uma boa resposta a esse
questionamento pode ser dada de maneira bem simples, desde que observemos que o estado fun-
damental de qualquer modelo deve descreve-lo na sua situacdo de menor energia; ou seja, numa
situacao onde é perfeitamente possivel admitir que o sistema pode estar num regime de baixissimas
temperaturas. Considerando que este é exatamente o caso, e principalmente lembrando que toda
essa degenerescéncia significa que o estado de vdcuo deste modelo ndo ¢ tinico, a existéncia de todos
esses vacuos nada mais € do que a grande evidéncia de que fases distintas existem num tal regime
de temperatura. Desta maneira, passa a ser completamente valido dizer que a transicdo entre to-
das essas fases nao ocorre por efeito de qualquer tipo de “quebra” no padrao das simetrias que um
sistema pode apresentar: cada uma dessas fases existem e podem ser acessadas, tdo somente, por

efeito da topologia de onde esse sistema esta definido.

A grosso modo, o género de uma variedade deve ser interpretado como a quantidade de “buracos” que esta pos-
sui. No entanto, como este termo “buraco” pode ndo soar e nem ser o mais adequado para explicar o significado de
“género” (ainda mais se notarmos que isso pode levar alguma confusdo, devido a uma possivel identificacdo com algum
tipo de singularidade), cabe aqui uma ressalva: olhando para o caso de um toro que, por exemplo, é topologicamente
identificdvel como uma esfera macica que possui uma unica algca, o “buraco” a que nos referimos nada mais é do que a
regido vazada entre a bola e a sua alga.
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1.3 A proposta deste trabalho

Obviamente diversos experimentos adicionais foram (e continuam sendo) realizados para in-
vestigar outras propriedades destes gases, entre as quais podem figurar algumas que ainda sdo
completamente desconhecidas, ao mesmo tempo que outros modelos tedricos também foram (e
continuam sendo) propostos para melhor caracterizar sistemas com ordem topolégica. Todavia,
devido aos trabalhos tedricos que foram desenvolvidos ndo apenas por G. Castagnoli e M. Rasetti
[16], mas principalmente por A. Yu. Kitaev [4], a busca por sistemas reais que sdo capazes de
suportar a presenca de “anyons” acabou ganhando uma atencéo redobrada nos ultimos anos. Afi-
nal de contas, de acordo com os trabalhos destes pesquisadores ficou bem claro que tais sistemas

topoldgicos sao capazes de atender as causas de uma computagdo quantica.

Alids, um dos modelos topolégicos mais simples que existe, e que fora concebido pelo préprio
Kitaev com este propdsito em mente, € justamente o TC: um modelo qudntico que ¢ definido (i)
atribuindo elementos de um espaco de Hilbert a cada uma das arestas de uma rede (geralmente
quadrada) que é capaz de discretizar um toro’, e (ii) pela consequente definicio de operadores
que sdo capazes de atuar sobre o espaco de Hilbert total que acaba se formando por decorréncia
de toda essa atribuicdo. E, no caso desses elementos, cabem duas observacdes bem interessantes,
onde a primeira delas estd justamente relacionada para com todo esse aspecto quantico que bem
fundamenta o TC: todos esses elementos, que sdo atribuidos as arestas, devem ser interpretados
como as generalizagdes quanticas dos chamados bits classicos, dado que eles sdo modelados por

vetores que pertencem a um espago de Hilbert bidimensional cuja base é indexada pelo grupo Z.

Ja a segunda observacao retrata bem um (mas apenas um) dos porqués que aproximam esse
modelo de algumas teorias que se envolvem para com a fisica das particulas: esses mesmos ele-
mentos “de Hilbert” se comportam como campos de calibre discretos. Ou seja, eles se comportam
como elementos que sdo diretamente responsdveis pela caracterizacdo local da variedade onde o
sistema fisico estd definido (segundo a resolucdo que a rede permite), dado que eles se sujeitam a
transformacoes lineares que sdo incapazes de mexer com a covaridncia das equacoes de movimento

[17, 18, 19].

E claro que, conforme ja dissemos acima, a caracterizacdo do TC como um modelo de cali-
bre discreto ndo ¢ a tnica razdo que o aproxima das demais teorias envoltas para com a fisica de

particulas elementares. Uma das outras razdes que podemos apontar aqui (e que, talvez, soe como

70Ou seja, uma variedade bidimensional com género unitdrio.
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uma curiosidade) se refere, por exemplo, ao comportamento das particulas que podem ser criadas
no TC: essas particulas (que, na verdade, sdo quasiparticulas, por serem excitacdes elementares
ndo compostas por matéria) se comportam como as suas préprias antiparticulas. E, segundo a
perspectiva que € oferecida por algumas extensdoes do Modelo Padrao das particulas elementares,
as unicas particulas que podem (apenas podem) ser as suas proprias antiparticulas sdo os neutri-
nos, haja vista que isso fornece uma boa base para justificar a massividade dessas particulas, ja
“comprovada” diante da adequacio da ideia de oscilacdo de sabores® (proposta originalmente por
B. Pontecorvo [20]) aos dados obtidos em diversos experimentos [21, 22] apds a insercdo de efeitos

de matéria nos modelos tedricos de oscilacdo [23, 24, 25].

Apesar destas trés observagoes estarem relacionadas ao TC, é deveras importante ressaltar
que, em respeito ao mesmo principio da correspondéncia que ja mencionamos acima, “todas” elas
também devem se fazer presentes nas suas generalizacoes. E uma das generaliza¢des do TC que
estdo mais bem postas na literatura é conhecida como “Quantum Double Model” (QDM) [5], cuja
l6gica de construcdo é exatamente a mesma: ou seja, (i) atribuindo elementos de um espaco de
Hilbert as arestas de uma rede que é usualmente quadrada, e (ii) definindo operadores capazes de
mensurd-los. A tnica diferenca estrutural que existe entre esses dois modelos é que os elementos
que definem um QDM ndo se restringem necessariamente a uma indexacdo feita por Zj: esses
elementos devem ser interpretados como vetores de um espaco de Hilbert que, por poder ser di-
mensionalmente maior que o do TC, possui uma base que ¢ indexada por um grupo G; que néo
¢ necessariamente Abeliano. Diga-se de passagem, é exatamente por causa dessa maior liberdade
dimensional, que faz com que G; nao se identifique necessariamente com Z,, que presenca das
aspas ao redor do termo “todas” se justifica: afinal de contas, apenas em casos bem particulares as

quasiparticulas de um QDM se identificardo como as suas proprias anti-quasiparticulas.

Generalizacbes a parte, é importante destacar que tanto o TC como o QDM tém uma carac-
teristica que faz do dltimo uma generalizacdo que ainda é bastante incompleta: ambos ndo asso-
ciam qualquer elemento de um espaco de Hilbert nem aos vértices nem as faces das redes que os
suportam. Nestes termos, com o proposito de bem entender quais as consequéncias que surgem

da adicao de novos elementos de um espaco de Hilbert aos vértices e as faces de uma rede bidi-

8De um modo bem geral, o sabor de um neutrino deve ser interpretado como uma espécie de “rétulo”, como uma
espécie de “assinatura” que caracteriza a sua capacidade de interacdo para com um lepton carregado. Ou seja, se pen-
sarmos num decaimento beta, por exemplo, onde um antineutrino é produzido junto com um elétron como subproduto
da conversdo de um néutron num proton, o sabor desse antineutrino é eletronico, uma vez que ele s6 sera capaz de
interagir com um elétron (como é o que acontece num decaimento beta inverso) ou com a sua antiparticula (ou seja,
com um neutrino também eletrénico).
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mensional, dedicamos este trabalho a construcdo de modelos Hamiltonianos discretos que tomam
um QDM (e, portanto, o TC) como um caso particular. A ideia fundamental que esta por tras de
toda essa construcdo € a de nao apenas avaliar quais sdo as possiveis propriedades fisicas que esses
modelos podem apresentar (uma vez que isso pode ser muito util a identificacdo de novos materi-
ais que possam atender as causas de alguma computacdo quantica, por exemplo), mas a de avaliar
como funciona a degenerescéncia dos seus estados fundamentais e, por consequéncia, como fun-
ciona o conceito de ordem topoldgica diante da presenca desses novos ingredientes. E claro que,
apesar de interpretarmos esses novos elementos como campos de matéria, é sempre bom lembrar
que nada garante que os nossos modelos correspondam, de fato, a alguma coisa que possa ser
chamada de fisica e, tdo pouco, que esses novos campos possam ser interpretados como matéria:
afinal de contas, como tudo o que apresentamos nestas notas nao se envolve com nada que € expe-
rimental, todos esses nossos modelos devem ser vistos apenas “toy models”, do mesmo jeito que os

modelos que foram propostos por Kitaev (como o TC e o QDM) também o séo.
1.3.1 Sobre a estruturacao do trabalho

Devido a grande quantidade de informacGes que resolvemos apresentar neste trabalho em prol
daquele leitor que, por ndo ser necessariamente um especialista nos temas que serdo aqui apre-
sentados, precisa de um texto inteligivel e autossuficiente, preferimos subdividi-lo em cinco par-
tes. E, na primeira delas, que é composta pelos dois préximos capitulos, apresentaremos algumas
consideracOes importantes a contextualizacdo das teorias de calibre discretas, uma vez que tudo o

que diremos nestas notas se referira a tais teorias.

No caso do préximo capitulo, por exemplo, ele serve para apresentarmos o leitor a definicao
do conceito “de calibre” pela perspectiva de um formalismo Hamiltoniano de sistemas que estdo
vinculados a uma rede que discretiza uma variedade: o objetivo é dar énfase ao papel que a holono-
mia tem junto a caracterizacio dessas teorias, o que acaba resumindo dois trabalhos desenvolvidos
pela autora destas notas [19, 26]. E ja que falar de uma rede que discretiza uma variedade pode
perfeitamente instigar o leitor a entender como se d4 o processo de discretizacdo de variedades,
o terceiro e ultimo capitulo dessa primeira parte é dedicado exatamente a isso, especialmente aos
processos de discretizacao que se envolvem para com as variedades tridimensionais. Em verdade,
num primeiro momento nao apenas esse terceiro capitulo (que nada mais é do que uma resenha

de algumas coisas que constam em [27]), como toda essa primeira parte, pode ser perfeitamente
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“pulada” por aquele leitor que deseja apenas entender qual € a ideia geral deste trabalho. Porém,
como toda a autossuficiéncia e inteligibilidade que queremos dar a estas notas ja nos permite apro-
veitar esse terceiro capitulo para, por exemplo, apresentar alguns ingredientes que facilitardo o
bom entendimento de outras partes (com as partes que constam no Capitulo 7), aconselhamos
fortemente que esse mesmo leitor leia esse terceiro capitulo em algum momento, especialmente
as consideracOes que se envolvem para com o método de discretizacdo de Heegard que consta na

Subsecdo 3.2.2.

Ja em relacdo a segunda parte deste nosso trabalho, ela se abre com o Capitulo 4 que € de-
dicado ao TC. Afinal de contas, como é exatamente esse o modelo que serve como uma espécie
de “semente” para todas as generalizacbes que apresentaremos nestas notas, € essencial que to-
das as suas principais propriedades fiquem bem claras, por mais longo e desgastante que esse
capitulo possa parecer. Por se dizer, é com algumas das generalizacoes, que parecem ser as mais
simples de serem feitas sobre o TC, que essa segunda parte se fecha logo no Capitulo 5: tratam-
se de generalizacdes que, apesar de manterem a mesma légica de construcdo do TC, se valem
de redes que podem ser identificadas como discretizacdes de subvariedades tridimensionais que
tém condicOes periddicas de contorno e, uma delas, é explicitamente um toro. E, no caso destas
generalizacoes, algo que conseguimos demonstrar é que, apesar da liberdade tridimensional que
esses modelos oferecem as suas quasiparticulas, uma ordem topolédgica ainda se faz presente, nao
mais sob a dependéncia do grupo fundamental da variedade sobre a qual eles estdo definidos,
mas que depende do segundo grupo de homologia. E a razdo disso acontecer é que as excitagoes
magnéticas que definem os diferentes vacuos deste modelo ndo mais descrevem caminhos fecha-
dos como acontece no TC, mas descrevem superficies fechadas [28]. Alids, uma coisa que devemos
frisar aqui é que, ao longo ndo apenas das consideragdes que se envolvem para com o TC e suas
generalizacOes, mas em tudo mais que apresentaremos nestas notas, iremos considerar implicita-

mente apenas aquelas variedades que sao consideradas orientdveis, compactas e sem fronteiras.

Sobre a terceira parte destas notas, ela é a mais longa de todas e consiste de quatro capitulos.
No Capitulo 6, por exemplo, apresentaremos as principais consideracdes que se envolvem para
com um QDM, uma vez que é exatamente esse o modelo mais geral que tomaremos como base
para atribuir os campos de matéria que mencionamos acima. Alids, como a primeira generalizacdo
que faremos sobre um QDM se valera da atribuicao de campos de matéria aos vértices de uma rede
bidimensional (QDMv), achamos mais prudente dedicar o Capitulo 7 a apresentacao dos tramites

algébricos que se envolvem para com essa generalizacdo, e s6 no Capitulo 8 a apresentaremos
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explicitamente. Por se dizer, toda essa apresentacdo do Capitulo 8 serd feita com o auxilio de
quatro exemplos que visam ilustrar as principais propriedades dessa generaliza¢do, entre as quais
podemos listar (i) as propriedades de confinamento das quasiparticulas magnéticas, (ii) a presenca
de regras de fusdo ndo Abelianas em algumas situacdes particulares e (iii) a dependéncia que o
QDMyv possui em relacdo ao segundo grupo de homologia da variedade sobre a qual ele se apoia
[29].

Ja sobre o Capitulo 9, que também compde esta terceira parte, ele é dedicado a segunda
generalizacdo de um QDM onde atribuimos campos de matéria as faces de uma rede bidimensi-
onal (QDMIf). E, neste caso, devido a correspondéncia que existe entre os vértices e os centroides
das faces que definem a rede que consideraremos, a construcdo deste novo modelo se dard em
termos da dualizacdo da primeira: ou seja, considerando que os centréides de uma face sdo, na
verdade, os vértices de uma rede dual. Como resultado desse processo, muitas das propriedades
do QDMyv ainda se fazem presentes; porém, a degenerescéncia do estado fundamental passa a ser
regulada em termos ndo apenas da topologia do sistema, mas em termos de um homomorfismo
de coagdo entre os grupos de calibre e de matéria. Em todo caso, uma coisa também interessante
que surge desses modelos é que eles mantém uma correspondéncia explicita com modelos que se
apoiam sobre modulos cruzados e sobre a teoria das categorias com ordem alta [30]. E é exata-
mente com essa correspondéncia, que sera apresentada ao longo do Capitulo 10, que se abre a
penultima parte deste trabalho, a qual ja se encerra no Capitulo 11, onde sintetizamos todos os
resultados obtidos nestas notas e também fazemos alguns comentdrios adicionais sobre alguns dos

desenvolvimentos futuros.

Em relacdo a ultima parte destas notas, ela foi criada apenas pela questdo estética de reu-
nir os trés Apéndices que redigimos para esclarecer algumas questdes que fugiram ao enredo do
texto principal, seja por eventuais desvios de assunto ou mesmo por uma simples sobrecarga de

informacdes, mas que indubitavelmente o complementam em aspectos bastante fundamentais.
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Teorias de calibre discretas
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Capitulo 2

Teorias de calibre como sistemas vinculados

2.1 Um preludio

Como bem dissemos no capitulo anterior, a principal caracteristica dos modelos que apresen-
tamos nestas notas € que todos eles podem ser interpretados a luz das teorias de calibre discretas.
Mas, apesar de ser muito bem conhecido, dos diversos exemplos eletrodinamicos [31], que uma
teoria de calibre é aquela onde podemos realizar transformacoes entre algumas funcées que des-
crevem um sistema e, ainda sim, mantermos a covariancia das suas equacdes de movimento, um
questionamento que persiste na cabeca de muitas pessoas é: por que essas teorias sdo rotuladas
como “de calibre”? Qual € a razdo deste termo? Alids, dentro do contexto que responde a tudo

isso, como é que uma teoria de calibre que é posta em termos discretos pode ser caracterizada?

E uma das principais caracteristicas relacionadas aos sistemas classicos que sdo classificados
como “de calibre”, e que nos ajuda a responder todos esses questionamentos, é: todos esses siste-
mas “de calibre” sdo vinculados a uma subvariedade; ou seja, a dindmica de todos eles se restringe
apenas a uma variedade M, _,, que estd mergulhada dentro de uma outra M, que é dimensio-
nalmente maior [26, 32]. E certamente uma das melhores maneiras que existe para entendermos
o porqué desta vinculacdo é notando que, apesar de sempre tentarmos associar as funcoes dife-
renciaveis que melhor se ajustam as trajetérias de um sistema no espago em que ele esta contido,
nem sempre somos realmente capazes de enxergar qual é a melhor parametrizacdo que nos leva
a um melhor ajuste de funcdes. Se pensarmos numa situacdo onde temos um sistema fisico que
esta definido sobre uma esfera macica de raio R mergulhada no R3, por exemplo, enxergar qual
¢ a melhor parametrizacdo até que parece bem facil: para isso, basta, ao invés de usarmos uma

aplicacao x (t) = (x1(¢),x2(t) ,x3(t)) que se apoia sobre uma perspectiva Euclideana, tomarmos uma

13
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outra g (t) = (¢ (¢),0 (1) ,R) que, por se apoiar sobre uma parametrizacao esférica, consegue reduzir
o numero fun¢des ndo constantes que dio conta de descrever o sistema fisico. Porém, as situacoes
fisicas reais nem sempre sdo tao simples como a de um sistema definido sobre uma esfera: pois,
enquanto, por um lado, os experimentos nem sempre nos permitem identificar qual é a subvari-
edade M, _,, onde um sistema fisico estd definido (uma vez que eles nem sempre nos permitem
identificar quais sdo as eventuais simetrias que levariam a uma descricdo mais simples), por outro,
mesmo que essa identificacdo aconteca, os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano geralmente
nos levam a equagdes de movimento que possuem solucdes bem mais complicadas quando nos

guiamos pela perspectiva das parametrizacOes intrinsecas de M,,_,.
2.2 Teorias de calibre

Alias, quando olhamos para a situacao de um sistema classico “de calibre” que € descrito em

termos de um formalismo Hamiltoniano, a funcdo que o modela é dada por [17]
Hr(z) = H(z) + 170() 2.1)

onde {®; : T'M,, — R} ¢ o conjunto de vinculos que restringe o sistema fisico a uma subvari-
edade T°M,,_,, que ¢ definida por ®;(z) = 0, a qual estd contida num fibrado cotangente T°M,,
decomponivel como [33]

T'’M, = T'’My_m & (TMu_m)™ . (2.2)

Pelo ponto de vista geométrico, como estes vinculos sdo responsaveis pela definicdo do sistema
fisico apenas sobre uma subvariedade M,_,,, a principal consequéncia deste mergulho que esta
associado a decomposicao (2.2) [32] é que todas as fun¢des que tém alguma importancia fisica

dependem apenas dos parametros intrinsecos a M,,_,,, [2].

Contudo, a restricdo de um sistema fisico a uma subvariedade ndo é o unico ingrediente
necessdrio para definir uma teoria de calibre como um sistema vinculado. Além deste ingre-
diente nitidamente geométrico, também € necessario que uma parte do conjunto de vinculos
{®; : T'M,, — R} seja composta por fun¢des de primeira classe; ou seja, € necessdrio que parte
desse conjunto de vinculos seja composta por fungdes que podem ser interpretadas como uma
¥ : T°M,, — R que, na subvariedade T°M,,_,, C T*M,,, sdo tais que { F,D; } = 0 para qualquer

indice j [34]. E a grande razdo deste segundo ingrediente estd diretamente associada ao fato das
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equacoes de consisténcia
bp = {Op, Hr) = (®p, He ) + {Pp,Pa) 2% =0, (2.3)

que estdo relacionadas a esses vinculos de primeira classe, nos mostrarem que os multiplicadores de

Lagrange A * que os implementam a (2.1) néio podem ser resolvidos univocamente [35].

Desta maneira, ¢ quando juntamos esses dois ingredientes que comeca a ficar claro qual €é
o fundamento que nos permite chamar todas as teorias de calibre como tal. E, para entendé-
lo, devemos notar que, como estamos lidando com variedades e que, portanto, z ndo é a Unica
parametrizacdo de 7°M,,, podemos tranquilamente tomar um outro conjunto de parametros « que

nos permite descrever o mesmo sistema fisico através de novas equagoes
. ’
K = { K, Hy (k) }(D,:O , 2.4)

que se valem ndo apenas de novos vinculos d>3 (k) = 0, mas de uma nova Hamiltoniana total
H{ : T’M, — R adaptada a esta nova parametrizacdo. A grande importancia por trds dessa
simples observacdo é que, como 7°M,_,, é uma subvariedade onde (2.2) vale, a parametrizacao
mais interessante que podemos tomar para essa T°M, €é, por exemplo, uma « = (w,Q) onde
w = (g,p) é um conjunto de parametros intrinsecos a T°M,,_,,, enquanto Q = (Q,P) parame-
triza apenas (T*M,,_,)". E o aspecto que nos revela o porqué desta parametrizacfio ser a “mais
interessante” estd relacionado ao fato de que, independente de quaisquer preocupacdes geométri-
cas, ja foi demonstrado que existe uma parametrizacao «’ = (w’,Q") onde o Hamiltoniano total do

sistema pode ser expresso através de [35]
Hr(«') = Hp(w') + 1pP' + O(P",P7?) (2.5)

pelo uso de

(a) um par com varidveis canonicamente conjugadas w’ = (¢’,p’) * que é capaz de parametrizar

apenas o sistema fisico, e

(b) um outro par Q' = (Q',P’), que também contém varidveis canonicamente conjugadas, as

quais mantém uma relacdo “um-pra-um” entre as componentes de P’ = (P;,P{I) e as de

10u seja, um par tal que {q"",p,} = 6 vale, para todos os valores u,v = 1,...,n —m.
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primeira (I) e de segunda classe (II) que compoem @ = (®1,...,D,,).

Nestes termos, comparando essas duas parametrizacoes « e «’, uma coisa que podemos concluir
€ que, na verdade, elas sdo as mesmas. E um aspecto interessante que segue desta conclusao,

principalmente de (2.4), é que as equacdes de movimento deste sistema se reduzem a [17]
o={w,H}) , Q=2p , Qu=AWwW.Q e P=0 , (2.6)

onde Hr : T"M,,_,, — R é o que podemos chamar de Hamiltoniana fisica e 1p, sS40 0s NoOvos
multiplicadores de Lagrange que implementam os novos vinculos de primeira classe a nova Ha-
miltoniana (2.5). E este, sim, é o aspecto mais importante que esta relacionado a caracterizacdo
de uma teoria de calibre: pois, como a ndo univocidade dos novos multiplicadores de “primeira

classe” nos permite fazer infinitas escolhas para solucionar
Q =4dp e Qu=AWQ (2.7)

acaba ficando muito claro que, devido a todo esse aspecto “desmontado” das equacdes (2.6), qual-
quer que seja o calibre 1p, que fixemos para solucionar (2.7), essa escolha jamais interferird na
solucdo das equacoes fisicas

w = {O.),HF}

Logo, como todas as parametrizacoes que podemos escolher para uma variedade se relacionam
(uma com a outra) através de difeomorfismos [36], podemos afirmar que uma teoria de calibre é

muito mais do que aquela que descreve um sistema fisico

* que estd vinculado a uma subvariedade M,,_,, ¢ M,,

* onde o conjunto de vinculos (que define essa subvariedade e, portanto, o espaco de fase

T"M, - C T"M,,) é necessariamente composto pelos de primeira classe.

Como a existéncia de um difeomorfismo entre as parametrizacdes z € k nos garante que fixar um

multiplicador 1p, em (2.6) significa fixar um dos multiplicadores A) em

z ={z,Hr (2) }o=0 (2.8)
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fica muito claro que é essa ultima fixacdo que acaba definindo uma expressao

A% = fa (2.9)

para todos aqueles multiplicadores de Lagrange que ndo puderam ser determinados em (2.3), a
qual é perfeitamente mutavel. Ou seja, como sdo infinitas as escolhas que podemos tomar para
solucionar (2.6), também sdo infinitas as escolhas que temos para definir (2.9) sem nunca alterar
a covariancia das equacoes (2.8), e é exatamente isso que justifica a caraterizacdo usual de uma

teoria de calibre.
2.2.1 Teorias de calibre discretas

Apesar de tudo o que dissemos até agora se referir, tdo somente, as teorias de calibre que sao
vistas como continuas, devemos destacar que todas essas consideracoes também podem ser per-
feitamente adaptadas para descrever uma teoria de calibre pura que é posta em termos discretos:
ou seja, uma teoria cujos campos de calibre estao associados as arestas de uma rede que € defi-
nida sobre M. Alids, uma coisa que ja estd bem clara na literatura [37] é que, diante de toda
essa realizacdo discreta que nos permite enxergar M localmente como uma espécie de “colcha
de retalhos” composta por poliedros ndo necessariamente regulares, se torna valido descrever tal

sistema por meio de uma fungdo de partigdo [38]

Z:Z]—[af(¢1,...,¢k) , (2.10)

e} f
que ¢ estruturada por meio de uma aplicagdo o : G* — R que associa pesos estatisticos a cada
face f dessa “colcha”, mediante a atribuicdo prévia de um elemento ¢;, que pertence a um grupo
G, a j-ésima aresta da rede. Aqui, a presenca do simbolo {¢j} em (2.10) significa que todas as

possiveis configuracoes estdo sendo computadas em Z.

E claro que existe uma diversidade de coisas que podem ser ditas sobre a expressao dessa
funcdo de particdo, e serd exatamente isso o que faremos ao longo desta Secdo. Entretanto, antes
de fazermos isso, a primeira coisa que iremos fazer é responder a uma questdo que o leitor pode

estar se fazendo: por que G precisa ser um grupo?
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Figura 2.1: Recorte de uma rede bidimensional ilustrando como a unido de duas faces f; e f2 (a esquerda)
pode ser interpretada como uma particdo; ou seja, como uma nova face f; U f, (a direita) onde a aresta
unindo f7 e f2 pode ser ignorada.

A necessidade de um grupo

A primeira coisa que precisamos fazer, para entender porqué G precisa ser um grupo, é notar
que, como estamos lidando com uma rede onde todas as faces sdo disjuntas por definicdo, Z precisa
descrever uma situacdo onde, por exemplo, a unido de duas faces f1 e f5 que partilham uma mesma
aresta também deve ser vista como uma particdo. Assim, se tomarmos uma particdo f = f1 U fa
ao invés de f1 e fy separadamente, o sistema que estamos considerando precisa ser modelado
de modo que a sua descricdo ocorra sem apresentar qualquer dependéncia do elemento que é

partilhado nesta unido, tal como a Figura 2.1 bem sugere. Portanto, como isso implica que

crﬁ(m,... b)) - crj;’;(¢j,... , bm) = J{;’Ufz(m,...,¢j_1,¢j+1,... , ém) (2.11)

€ o peso estatistico dessa “nova” particdo fi; U f2, que é obtida pela unido que é feita através da
j-ésima, se torna claro que parece existir uma espécie de “comportamento homomorfico” embebido

na definicdo desses pesos.

J4 a segunda coisa que precisamos notar aqui € que, se ¢; ¢ um elemento de um grupo, sempre
seremos capazes de associar um tnico elemento de G a duas arestas consecutivas dessa rede: afinal

de contas, como a aplicacao [39]

(d1.02) P ¢(d1,P2) = ¢3 ,

que ja da uma estrutura de grupo a G, sempre associa um unico elemento ¢3 ao par ordenado

(¢1,¢2), essa associacdo de um unico elemento a duas arestas (sejam elas consecutivas ou nao)
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Figura 2.2: Recorte com as mesmas faces que ja foram apresentadas na figura anterior, as quais agora
usamos para enfatizar o fato de que as faces e as arestas podem ser orientadas independentemente. Note
que, ao orientarmos duas faces vizinhas f1 e f> (& esquerda) da mesma maneira, isso automaticamente da a
mesma orientagdo a particdo f1 U fo (a direita).

sempre pode ser feita. Em todo caso, ja que

(1, ¢2) = ¢( P2, ¢1)

¢ uma verdade apenas quando G é Abeliano, também acaba ficando bem claro que a associacao
de um unico elemento a duas arestas, que sdo originalmente indexadas por ¢; e ¢2, pode néo ser
univoca. Desta maneira, ao notarmos que as faces e as arestas de uma rede podem ser orientadas
independentemente, para que (2.10) realmente reflita a condicdo (2.11) precisamos dar ndo ape-
nas a mesma orientacdo para todas as faces, como bem ilustra a Figura 2.2: se estivermos sobre
a face que contém a j-ésima aresta como parte do seu bordo, também se faz necessario ler um

elemento ¢; como [37]
* o proprio ¢;, se a orienta¢do da j-ésima aresta coincidir com a da face que a contém, ou

* ¢ ! na situacfio contraria a essa.

A importancia da holonomia

E claro que existe um bom motivo para tal esquema de orientaciio e, para bem entendé-lo, é
essencial notar uma coisa: uma rede que consta sobre uma variedade sempre pode ser interpre-
tada como uma discretizacdo local dessa variedade se ambas tiverem a mesma dimensdo. Assim,
lembrando que qualquer caminho sobre essa variedade pode ser discretizado em termos de uma
colagem de arestas através dos vértices que as compreendem, associar um unico elemento a duas
arestas consecutivas numa rede significa associar um tnico elemento a discretiza¢do de um cami-

nho como um todo.
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b4

®1
®2 D2

3

Figura 2.3: Associacdo dos elementos do grupo G as arestas das faces f1 (a esquerda) e f5 (a direita), os
quais séo lidos de acordo com o critério estabelecido na pagina 19.

Diga-se de passagem, se analisarmos, por exemplo, a associacdo do elemento que ja é feita para
uma Unica aresta por essa perspectiva, assegurar um unico elemento a discretiza¢do de um caminho
passa a nao ser tdo estranho, uma vez que uma aresta sozinha pode discretizar qualquer caminho
independente de qualquer precisdo. Portanto, ao estendermos essa mesma linha de raciocinio a
todas as arestas que completam uma tunica face f, se torna perfeitamente possivel assegurar um
tinico elemento ¢ ao bordo desta face: isso é feito através de uma aplicagdo Uy : G* — G, dada
por

Up(dr1, ... k) = ¢(C... o(@(1,02) ,¢3) , ..., ¢) = ¢ (2.12)

onde os elementos indexados por 1,...,k correspondem alguma sequéncia de arestas que com-
pletam o bordo de f, a qual cresce (com mddulo k) na mesma direcdo que a orientagcdo que foi
escolhida para essa face. Alias, no caso das faces f1 e f2 que ja tomamos como um exemplo, um

jeito de fazermos isso € através de

Un (¢1, 02, ¢3) = ¢1 - ¢5° - ¢3 = ¢, € Up, (2, da, ¢5) = ¢2 - ¢a - ¢5 = ¢,

respectivamente, conforme consta na Figura 2.3.

Diante de tudo isso, apesar do leitor ja estar ciente da possibilidade de associar um tnico
elemento ao bordo de uma face, certamente ele deve estar se perguntando: por que essa associacdo
¢ importante? E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que se faz essa pergunta ¢ pedir para
ele analisar Uy considerando um caso bem particular, onde ¢; ¢ o elemento identidade e de G.
Afinal de contas, se pensarmos, por exemplo, que o elemento que esta sobre a j-ésima aresta é
responsdavel por transportar uma “informacéo fisica” de um vértice para o outro, o resultado que

surge de (2.12) com ¢y = e pode ser associado com uma “informacéo fisica” que, ao partir de
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Figura 2.4: Unido das faces f; e f2 que ja foram apresentadas nas figuras anteriores, de onde é possivel
observar que Uy, - Uy, = Upuf, -

qualquer um dos vértices de f, sempre retorna intacta para ele. E a grande consequéncia disso € que
todo esse processo de multiplicar os elementos ¢; (na mesma sequéncia que eles aparecem ao longo
do bordo de f) pode ser identificado como um transporte paralelo, que nos permite interpretar Uy

como a holonomia local deste sistema [40].

Diante dessa conclusao, passa a ser perfeitamente valido admitir que

Up (1, ¢2,¢3) = 61 - ¢5" - d3 = ¢3° - 3 - ¢1 = b3 - ¢1 - ¢3' = bp, e
Ur, (p2, ¢4, ¢5) $2 - P4 - 95 = Pa - P5 - P2 = @5 - P2 - P4 = Pp,

desde que o resultado dessa holonomia deve independer da aresta que escolhemos como ponto de

partida. E, como consequéncia dessas duas expressoes, podemos concluir que

U, (¢1, ¢2, ¢3) - Up, (P2, @3, ¢a) = Upnup, (d1, 3, b4, ¢5) . (2.13)

Ou seja, quando consideramos uma particdo f; U f2 ao invés das particoes f1 e fo separadamente,
a holonomia de f; U f3 é completamente independente do elemento que é partilhado nessa unido,
tal como a Figura 2.4 mostra. E certamente esse mesmo cdlculo pode ser naturalmente estendido
a uma unido mais geral de parti¢oes, cujo bordo ndo necessariamente se identifica com o bordo de
uma unica face: e quando esse € o caso, esse bordo pode ser reconhecido como uma al¢ca de Wilson
[41].

Alias, diante de (2.13) é importante destacar duas coisas. A primeira delas (que é a mais
simples) é que esse comportamento da holonomia realmente faz sentido: pois, como £,, pode ser
vista como uma aproximacdo grosseira de M,,, quando perdemos parte da resolucdo dessa rede,

ao considerar f1 U f> ao invés de f1 e fo separadamente, Uy, s, precisa caracterizar M,, da melhor



22 CAPITULO 2. TEORIAS DE CALIBRE COMO SISTEMAS VINCULADOS

maneira possivel no mesmo lugar onde f; e f» discretizava separadamente. E um bom meio de
entender isso ¢ tomando, por exemplo, o caso particular onde ¢, = ¢y, = e: afinal de contas, se
f1 € f2 sdo duas faces que caracterizam M, como uma variedade locamente plana, a unido f; U f>

também precisa caracterizar M,, como locamente plana.

Ja a segunda coisa que precisamos mencionar aqui diz respeito a uma coisa que o leitor ja pode
ter notado, a qual iremos mencionar apenas por uma questao de completeza em relacdo ao que ja
dissemos no inicio desta Se¢do: a similaridade entre (2.11) e (2.13). E, de acordo com os pesos

estatisticos
ok =t RUGERU N (2.14)

que foram apresentados em [37], a razdo desta similaridade pode ser bem entendida observando

que o peso estatistico que esta associado a unido f; U f5 é dado por

oL = 728 [ Unean(f1Uf2) + Untan (A1Uf2) ]

SiVfa

onde f é um coeficiente que é inversamente proporcional & temperatura do sistema e U™ (f) é o
inverso da holonomia que estd associada a f-ésima face. Afinal de contas, desde que Unean (f1 U f2)
¢ a holonomia média que caracteriza essa unido f7 U f», isso estd de pleno acordo com o que dis-
semos no ultimo paragrafo, ja que (2.13) também é uma média (geométrica) entre as holonomias
que caracterizam f1 e f> individualmente. Deste modo, apesar do peso estatistico (2.14) servir
para caracterizar uma teoria de calibre pura sobre uma rede como um sistema Hamiltoniano com

vinculos, tudo isso mostra que podemos trabalhar com um peso

TF(P1s s t) = 0p(P1s s b)) - S(Up($1, e b)) 5 6y) (2.15)

mais geral, onde o corresponde ao peso estatistico que estd associado a uma face que néo neces-

sariamente discretiza a variedade sobre a qual o sistema esta definido.
Sobre as transformacoes de calibre

Todavia, antes de explicarmos porqué é melhor trabalhar com (2.15) para fazer tal carac-
terizacdo, ainda precisamos analisar porque esse sistema pode ser interpretado como uma teo-
ria de calibre. E, de acordo com tudo o que dissemos anteriormente, como a caracterizacdo de

“calibre” de um sistema classico estd relacionada a liberdade que temos para transformar alguns
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parametros que descrevem a sistema sem mudar a sua fisica, € muito claro que a caracterizacdo de
“calibre” do nosso sistema discreto deve estar relacionada as transformacdes que podem ser feitas

sobre os elementos ¢; que o0 modelam.

Para entender como tudo isso funciona, precisamos ter em mente que, como ¢, pertence ao

grupo G, ele ndo podera ser expresso univocamente como um produto

b = ¢1 - ... - Pk (2.16)

de k elementos quando G ndo ¢ um grupo trivial. Assim, assumindo que k é o numero de arestas
que definem o bordo de uma face f, fica bem claro que o mesmo valor ¢ da holonomia de f
pode ser obtido associando outras combinacoes de elementos as arestas da rede. Nestes termos,
desde que essas arestas podem ndo pertencer ao bordo de uma unica face, se soubermos como 0s
elementos estdo distribuidos numa tnica das possiveis configuracbes que caracterizam uma rede,
todas as outras que caracterizam a mesma rede poderao ser obtidas a partir da primeira através
por meio de uma transformacéo 7;%’ : G"¢ — G"¢ que troca um elemento ¢; (associado a j-ésima

aresta que compoOe o v-ésimo vértice da rede) por um outro [5]

* g¢j, se a orientacdo da j-ésima aresta coincidir com a da face que a contém e estiver apontando

para fora do v-ésimo vértice, ou
* ¢ g1, se uma situacfo contraria for valida para essa mesma aresta.

Aqui, n, é o numero de arestas que definem o v-ésimo vértice.

Por se dizer, um bom exemplo desta transformacao pode ser visto na Figura 2.5, cuja orientacao
das faces é exatamente a mesma das figuras anteriores. E é exatamente com base nesta observacdo
que qualquer teoria que se enquadra nos moldes que foram apresentados nesta Secao serd interpre-
tada como uma teoria de calibre pura sobre uma rede: ou seja, desde que a escolha dos elementos
associados as arestas nao € Unica, esses elementos sdo interpretados como campos de calibre dis-
cretos e, portanto, 7;(g ) acaba sendo reconhecida como uma transformagdo de calibre discreta ja que

ela nunca muda as holonomias que caracterizam a rede sobre a qual o sistema fisico esta definido.
Caracterizacao como um sistema Hamiltoniano com vinculos

Alias, é devido justamente a definicio que acabamos de dar para uma teoria de calibre pura

sobre uma rede, e especialmente sabendo de (2.14) que todas as holonomias e todos os pesos sao
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Figura 2.5: Esquema relacionado a uma rede bidimensional, onde temos quatro faces (a esquerda) com-
partilhando um mesmo vértice v, cujas arestas contém elementos do grupo G que sdo transformados (a
direita) devido a agcdo de um mesmo elemento g de acordo com o critério estabelecido acima. Aqui, estamos
considerando que todas as faces estdo orientadas no mesmo sentido horario das figuras anteriores.

invariantes por essas transformacoes de calibre discretas [37], que finalmente podemos justificar o
porqué de preferirmos tomar (2.14) ao invés de (2.15). E a primeira coisa que podemos fazer para
entender isso é pensar na configuracdo mais simples de todas: aquela onde todas as holonomias
sdo iguais ao elemento identidade de G e, portanto, descreve a situacdo onde £,, discretiza uma

variedade plana. Afinal, se essa for a tinica configuracdo possivel para o sistema, teremos [38]
Zo = |]or(ers i) - 0(Ur (g1, i) s e)
f

a qual nos permite caracterizar essa teoria como a de um sistema com vinculos, desde que a sua

Hamiltoniana sera

Ho =InZo = ) op(¢1,....¢) + » Im6(Ur (1, ..., ). ¢€)
f f

Entretanto, essa ndo € a Unica configuracao acessivel ao sistema quando lidamos com um G que

ndo é trivial. E quando pensamos na configuracdo mais geral possivel, onde temos m faces com

holonomias que nédo se identificam com o elemento identidade de G, como a funcao de particdo
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que a descreve é dada por

Zm = N - ]_l o (1, s d) - 6(Ur(d1, .., k), e)

f€Ffat

[1 orCer. o) - 6(UpCor, ..ot o) (217
f,GLn\Fﬂat

€ justamente esse resultado que nos mostra que (2.10) pode ser desenvolvida como

nf nf'
Z = Z Zn = (Z Nm)]_lo'f(¢1’---a¢k)'5(Uf(¢1,---’¢k)’¢f)

m=0 m=0 f

a qual nos leva a funcao Hamiltoniana
H=1ImZ=1IWZ+ ) (U (dr,.... ), ) + O(ns) (2.18)
f

que caracteriza um sistema com vinculos. Aqui: N, é a multiplicidade da configuracao que é

modelada por Z,,; ny € o numero de faces que compoe L,;

nf
O(ns) = ln( > Nm) ; (2.19)

m=0

Fhat € 0 conjunto que é formado pelas faces cujas holonomias sdo iguais ao elemento identidade
de G; e Z é uma funciio de particio que ndo tem qualquer compromisso para com a descricio
deste sistema discreto em qualquer das possiveis discretizacoes de uma variedade M,,. Alias, como

(2.19) se identifica como uma constante, é importante notar que tanto a Hamiltoniana (2.18) como
H =H - 0(nys) = InZ + Z Ino(Ur (1, ..., ), ¢r)
S

descrevem a mesma fisica.
Observacoes adicionais

Embora todas essas consideracdes ja nos permitam enxergar esse sistema discreto, de pesos

estatisticos dados por (2.15), como um sistema Hamiltoniano com vinculos, ja que as aplicacoes

U (1, ....,¢0k) = @ =Ins(Us (1, ..., k), &r) (2.20)
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ddo conta de caracterizar a rede que suporta o sistema fisico apenas quando @ = 0, ainda existe
uma coisa que merece a nossa atencdo. Afinal, apesar dos vinculos discretos (2.20) serem tdo
identicamente nulos quanto o P = 0 que aparece em (2.6), neste ponto o leitor mais atento pode
estar se perguntando sobre os multiplicadores de Lagrange ndo univocos que aparecem em (2.5) e
que, por analogia, deveriam estar implementando, ao menos, uma parte dos vinculos em (2.18).

E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que se faz essa pergunta é baseada na propriedade

logaritmica
Ino(Ur(p1,... . ¢x) . ¢r) =0
= A In6(Ur (1, ... ¢x) . ¢7) =In[6(Up(dr,....0) . 0p)" ] =0 ,

onde Ay # 0. Ou seja, como essa propriedade nos diz que ndo importa se, ao invés de (2.15),

usarmos

TF(P1 ) = (1 i) - 6(Up(f1, s b)) L 6p)Y

na funcao de particao (2.10), pois isso nos leva a uma nova

H":1nZ+Z,tflna(Uf(¢1,...,¢k),¢f) (2.21)

f
que contém exatamente os mesmos vinculos que (2.18), é justamente essa propriedade que nos diz
que ambas as fun¢des Hamiltonianas H’ e H'' descrevem a mesma fisica. Por se dizer, como esse

multiplicador ndo univoco Ay nos permite reconhecer

O = In6(Us (f1. ... . dk) . br) (2.22)

como uma espécie de funcdo de “primeira classe”, é exatamente isso que nos permite completar
o reconhecimento das teorias de calibre puras sobre uma rede nos mesmos moldes relacionados
as teorias cldssicas de sistemas com vinculos: afinal de contas, desde que as expressoes (2.18) e
(2.21) nos dizem que

r _ ”
H = H |/lf:1 >

fica mui claro que H' pode ser interpretada como a funcdo Hamiltoniana que é obtida apds a fixagéo

Ar =1 desses parametros ndo fisicos numa teoria mais geral que é descrita por H”.

Em todo caso, é muito importante que o leitor esteja ciente de uma coisa: todo esse reconheci-
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7

mento de (2.22) como uma funcdo de “primeira classe” é apenas uma analogia em relacdo a tudo
o que foi dito na primeira Secdo (alids, é exatamente por isso que estamos usando aspas aqui).
Além disso, também vale lembrar que esse multiplicador A, ndo corresponde a qualquer campo de

calibre: apesar da sua nado univocidade, ele serve apenas para implementar o vinculo

O = In6(Ur(¢1,....¢k),¢r) =0

a funcao Hamiltoniana (2.21). Embora seja perfeitamente possivel realizar uma transformacdes
independentes sobre Ay e ¢; (analogamente ao que acontece com 0s parametros w e { na teoria
classica), os verdadeiros campos de calibre da nossa teoria discreta sdo os elementos ¢;, que estéo
associados as arestas de L, e que podem ser transformados pela acdo (de uma combinacdo) de

funcées 7,¢’ : G — G"¢ que foram definidas na pagina 23.
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Capitulo 3

Discretizacao de variedades

3.1 Comentarios iniciais

Antes de colocarmos um “ponto final” nesta nossa apresentacdo sobre as teorias de calibre,
especialmente sobre aquelas que sao consideradas discretas e que sdo tdo importantes ao contexto
destas notas, é fundamental esclarecermos algo que deixamos passar “batido”, tdo somente, para
ndo “atropelar” as ideias que queriamos expor: como se da o processo de discretizacdo de uma

variedade.

Tudo bem que, na apresentacdo local que fizemos sobre as teorias de calibre discretas no
capitulo anterior, até conseguimos mostrar como essas teorias podem ser vistas como sistemas
fisicos que estdo vinculados a uma rede, sem precisar falar que essa rede poderia discretizar uma
variedade “como um todo”. Entretanto, como todos os modelos que apresentaremos a partir dos
proximos capitulos se valem justamente de redes que fazem isso, passa a ser mais do que conve-
niente fazer uma apresentacdo um pouco mais robusta sobre como o processo de discretizacdo de

uma variedade pode ser feito.

Figura 3.1: Exemplo de uma rede associada a uma variedade topoldgica bidimensional e localmente Eucli-
deana: neste caso, a discretizacdo da variedade pode ser interpretada através da colagem de poligonos néo
necessariamente regulares, por meio das arestas que eles compartilham uns com os outros.

29
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3.2 O processo de discretizacao

Porém, antes de tecermos qualquer tipo de comentdrio mais envolto para com essa causa das
discretizacOes, precisamos dizer uma coisa muito importante: precisamos dizer que, quando nos
valemos apenas de uma perspectiva topoldgica que independe de quaisquer questdes de diferenci-
abilidade, uma variedade M, que possui n dimensdes, pode ser perfeitamente interpretada como
um espago topolégico de Hausdorff! que é munido de uma base enumeravel, onde cada um dos seus

pontos q sempre pertence a uma vizinhanca que é homeomorfica

* a uma semi-bola, que tem n-1 dimensdes e que estd contida no R, caso q faca parte da

fronteira d M desta variedade, ou

* auma bola, que possui necessariamente n dimensdes e que estd contida no R", caso contrario

[27].

Em verdade, devemos salientar que toda essa definicdo de variedade ndo deixa de ser compativel
com a que fariamos para uma que ¢ pensada em termos diferencidveis. Afinal, a familia de
biunivocas ¢, : U, ¢ R™ — M, que forneceria uma estrutura a variedade, faria com que uma
topologia fosse naturalmente induzida sobre M, sob a consideracdo de que ¢, (U,) sdo os seus

abertos [2].

Embora a nocdo de pontos que pertencem a fronteira tenha sido mencionada na definicao
que acabamos de dar para uma variedade, precisamos notar que variedades ndo necessariamente
possuem pontos em suas fronteiras: e, quando este é o caso, dizemos apenas que a variedade
em questdo é fechada. Entretanto, conforme ja fora bem observado em [27], sdo justamente as
variedades que possuem fronteiras ndo nulas que sdo extremamente valiosas junto a causa das

discretizacOes que iremos apresentar.
3.2.1 Sobre a colagem de variedades

E para entendermos o porqué de tanto valiosismo, precisamos notar que, de um modo geral,
a discretizacdo de uma variedade pode ser pensada literalmente como uma colagem que envolve,
pelo menos, duas variedades abertas (ou seja, duas variedades que nao podem ser consideradas

fechadas, uma vez que as suas fronteiras nao se identificam como conjuntos vazios). No caso,

lou seja, para dois pontos quaisquer q e q” de M, existem as respectivas vizinhangas Vq e Vg tais que Vq NV = @.
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tomando M e N como essas duas variedades abertas, nas quais existem as respectivas regioes
homeomdrficas A e B nas suas fronteiras, essa colagem ¢ feita através de uma aplicacdo s : A C

OM — B C N que é vista naturalmente como um homeomorfismo.

Na pratica, todo este processo de colagem funciona como um verdadeiro “encaixe” dessas duas
variedades M e N, ja que é por meio dessa identificacdo “um-pra-um” que h faz que um novo
espaco topolégico M UuN acabe sendo estruturado, o qual estd naturalmente condicionado as
mesmas condicdes que foram listadas no inicio desta Secio®. Nestes termos, é quando voltamos
as nossas atencOes para uma variedade que ja se identifica com alguma M UpN, e analisamos a
situacdo por uma perspectiva “reversa”’, que acaba ficando bem clara toda a similaridade desta
colagem & com a discretizacdo que foi idealizada no Capitulo 2, onde vislumbramos o mesmo
processo por meio de uma colagem de poliedros. E, diga-se de passagem, € exatamente neste ponto
que vale a pena destacar que, de fato, existe uma estrutura topoldgica que ndo apenas permite
discretizar algumas variedades, mas que pode ser literalmente entendida nos moldes tradicionais

de um poliedro: essa estrutura é o simplexo.
Complexos topologicos

Em linhas gerais, um simplexo pode ser interpretado como a mais “simples” das estruturas
topoldgicas que podem ser encerradas por meio de um conjunto de pontos { qo , ... , qix }. Afinal,
de acordo com a visdo “linear” que é oferecida pelo R", ao considerarmos tais pontos como os

vértices de um poliedro convexo que satisfaz a
0 <apqgo + ... +axqgx <1 ,

onde a; sdo constantes reais, um simplexo [ qo, ... , qx ] de ordem k fica bem definido como o
menor subespaco convexo com k dimensoes que esta contido neste espaco Euclideano [42]. Alias,
por uma simples consequéncia disso tudo, se torna muito claro que a maior ordem que pode se

relacionar a um simplexo sempre se identifica com a dimensdo do espacgo Euclideano que o contém.

E claro que estamos falando de uma maneira extremamente simplificada sobre o conceito de um
simplexo. Mas é com base nesta nossa definicdo “extremamente simplificada” que, ao tentarmos

entender a figura de um simplexo de ordem k pela mesma perspectiva de uma variedade, ja se torna

2Alias, caso A e B se identifiquem com as préprias M e N respectivamente, a fronteira de M U, N serd necessari-
amente vazia.
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as = h(g3)

q; =h(q1)

Figura 3.2: Exemplo de uma colagem entre dois simplexos de ordem 3 através de uma tnica face. Neste
caso, como todas as faces ndo foram coladas umas as outras, complexo assim formado tera uma fronteira
nao vazia.

completamente plausivel pensar no conjunto dos simplexos de ordem k-1 que estdo contidos no
primeiro simplexo como a sua fronteira. Desta maneira, ao tomarmos, por exemplo, dois simplexos
que tém a mesma ordem, e pensarmos no mesmo esquema de colagem que mencionamos acima,
se torna perfeitamente possivel construir uma estrutura discretizada através da colagem de, ao
menos, uma das fronteiras destes dois simplexos, ja que eles sio homeomorficos. Essa estrutura,
que obtemos por meio desta colagem de simplexos. é o que chamamos de complexo topoldgico;
e, por um simples efeito dos simplexos que definem a sua fronteira serem identificaveis como
triangulos (k-1)-dimensionais, a discretizacdo que segue como resultado desse processo recebe o

nome de triangularizacdo.

O caso tridimensional

Alids, o fato dessa tltima colagem seguir propositalmente o mesmo padrao de colagem entre
variedades, nada mais é do que um simples reflexo de que toda variedade pode realmente ser
vista como um desses complexos, apesar da reciproca nao ser verdadeira. Ou seja, um complexo
topoldgico ndo necessariamente se identifica como uma variedade: isso sé ocorre em situagcdes muito

particulares, entre as quais podemos listar as tridimensionais.

No entanto, conforme consta em [43], existem dois resultados de grande valia dentro do con-

texto das discretizagoes, sendo, o primeiro deles, resumivel pelo seguinte enunciado [44]:

Teorema 1 Seja um complexo topoldgico M tridimensional que é formado pela colagem de ng simple-
xos que totaliza ny vértices, ng faces e na arestas. Entdo M serd uma variedade fechada se, e somente

se,

(a) todas as suas faces estiverem coladas com alguma outra, e
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(b) o seu numero de Euler, que é dado por
e =ny +ng — (Npy +nNg) ,
for igual a zero.

Ja o segundo resultado é uma simples consequéncia de um teorema, demonstrado por E. E. Moise
[45], que garante que todas as variedades tridimensionais podem ser construidas a partir de uma
colagem que se vale de um numero finito de tetraedros. E, em termos do processo de triangulacdo

que acabamos de explicar, este resultado pode ser traduzido como [46]:

Teorema 2 Toda variedade topoldgica tridimensional é triangularizdvel.

3.2.2 O método de Heegaard

Apesar de tudo o que dissemos até agora ser realmente relevante a construcdo de qualquer
modelo que se valha de variedades tridimensionais, cabe destacar que existe um outro processo de
discretizacdo que é um pouco mais geral do que essas triangularizacOes: trata-se daquele que se
apoia sobre as chamadas particbes de Heegaard. E a caracteristica mais marcante que esta associada
a este novo método de discretizacdo que explicaremos a partir de agora é que, ao contrario das
triangularizacoes, ele se vale de um tipo de estrutura que parece ser bem mais “maledvel” para
particionar uma variedade: essa estrutura é o “handlebody”, cuja traducdo ao “pé da letra” (do

inglés para o portugués) é “corpo com alcas”.
Algumas definicoes

De um modo bem basico, e nos restringindo apenas ao caso tridimensional, é possivel afir-
mar que um “handlebody” nada mais é do que um espaco topoldgico que é composto pela co-
lagem de cilindros sélidos sobre bolas tridimensionais que também sao sélidas [47], tal como
consta na Figura 3.3. Alids, embora a ilustracdo que é feita nesta figura se refira, tio somente,
a uma situacdo que se envolve para com a formacao de um “handlebody” de género 2 (ou seja,
um “handlebody” que possui dois “furos”), todo esse esquema de colagem entre cilindros e bolas
ndo possui qualquer tipo de restricdo quantitativa: a inica imposicdo natural que deve ser feita é

que a estrutura assim obtida seja orientdvel, uma vez que a variedade que intentamos discretizar
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hy hs
- e

Figura 3.3: Exemplo de formacédo de um “handlebody” de género 2, através da colagem de dois cilindros
solidos a uma bola tridimensional. E possivel demonstrar que esta estrutura é homeomorfica a qualquer
variedade de mesmo género.

com esses “handlebodies” também deve ser. Nestes termos, diante de uma colagem de n cilindros

solidos a uma bola tridimensional, por exemplo, um “handlebody” de género n sera formado [48],

o qual sera naturalmente homeomorfico a qualquer variedade que possua o mesmo género [47].
Alids, uma das boas estratégias que existe para visualizar como esse processo de discretizacio

de uma variedade orientavel M acontece em termos dos “handlebodies”, é tomando a sua trian-

gularizacao como apoio. E, para isso, basta considerar

* cada aresta dessa triangularizacdo como o eixo de simetria de um cilindro sélido de raio

e>0,e

Figura 3.4: Estrutura formada pela colagem das diversas &, associadas aos vértices q que figuram no
complexo topolédgico tomado como apoio.
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Figura 3.5: Esquema de formacédo de uma estrutura topoldgica, composta pela colagem de cilindros sélidos
a bolas tridimensionais através das suas bases de bordos negros, tomando suas simetrias sobre os pontos e
as arestas de um complexo topoldgico que discretiza a variedade tridimensional.

* cada um dos vértices que liga as arestas dessa mesma triangulacdo como o centro de uma

bola tridimensional de raio &’ > ¢ > 0.

Desta maneira, uma variedade que € inicialmente discretizada por meio de colagens entre tetrae-
dros®, pode ser realizada pela colagem de duas novas estruturas topolégicas, onde a formacio de
uma delas esta bem exemplificada na Figura 3.5. Com isso, devido a definicdo que acabamos de
apresentar para um “handlebody”, fica bem claro que nao apenas a estrutura “mais basica” que esta
presente nesta figura, mas todas as suas generaliza¢des (que sdo formadas pela colagem de varias
destas estruturas “mais basicas” através dos seus cilindros com bordos livres), sdo identificadas

como “handlebodies”.

Alids, uma maneira alternativa de entendermos essas estruturas, surge quando levamos em
conta que, em todas as possiveis triangularizacdes relacionadas a M, cada um dos vértices do
seu complexo sempre pode ser encarado como uma juncdo de quatro arestas. E a principal con-
sequéncia disso € que, qualquer uma dessas estruturas (seja ela “generalizada” ou ndo) sempre

pode ser comodamente repensada como a colagem de um outro tipo de estrutura topolégica & ,

30u seja, através de colagens de simplexos de ordem 4.

4E justamente neste ponto que convém mencionar o verdadeiro motivo de termos destacado, em vermelho, os bordos
livres da estrutura que consta na Figura 3.5: isso foi feito, tdo somente, para deixar explicito quais sdo as regides onde
as colagens, entre todas as estruturas do mesmo tipo, precisam ser feitas para que uma estrutura topoldgica maior,
associada a essa rede triangularizada “como um todo”, possa ser concebida.
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que é composta por quatro cilindros e uma bola tridimensional (todos sélidos) e que adota um
ponto q do complexo como seu centro, conforme ilustra a Figura 3.4. Ja a principal vantagem que
segue dessa “nova” concepcdo é que é através dela que fica mais facil perceber toda a construtibi-
lidade de um homeomorfismo entre duas destas estruturas “generalizadas”, uma vez que sdo elas

que se tornam as responsaveis diretas pelo particionamento de M em termos dos “handlebodies”.
Particao de Heegaard

E, para entendermos como tudo isso funciona, precisamos continuar considerando a trian-
gularizacdo de uma variedade tridimensional M sobre a qual podemos erguer uma estrutura &,
que € composta pela colagem das quatro estruturas “elementares” Eq; que se relacionam com um
dos seus tetraedros, tal como a que ja consta na Figura 3.4. Afinal de contas, se, analogamente
ao que fizemos no procedimento anterior, tomarmos o centrdide q' de um dos tetraedros dessa
triangulacdo e o envolvermos numa estrutura &; que ¢ similar a essas “elementares”, fica bem
claro que essa nova estrutura &y, que estd bem exemplificada pela Figura 3.6, é perfeitamente
alocavel no interior de &, uma vez que q' pode ser visto como o juntor de quatro arestas que
pertencem a rede dual®. Logo, por efeito da mesma estratégia que ja nos levou a &, passa a ser per-
feitamente possivel construir um outro espaco topoldgico £, desde que tomemos como 0s nNovos
“trilhos” o conjunto de todos os centrdides { ai, .- an } e 0 conjunto que é composto por todas
as arestas que os ligam: ou seja, & nada mais é do que o simples fruto das colagens das diversas

estruturas 8% através dos seus bordos livres.

E a grande vantagem de concebermos essas duas novas estruturas & e &’ por meio de todos
esses “encaixes” é que, com eles, se torna muito natural entender como é que funciona todo esse
processo de discretizacdo de variedades em termos dos “handlebodies”. Afinal de contas, como isso
pode ser feito através de uma colagem (ou seja, de um homeomorfismo % : & — AE entre as
fronteiras bidimensionais d&’ e &), uma, e apenas uma, das maneiras que temos para definir essa

discretizacdo é tomando, por exemplo,

* uma “célula estrutural” com as partes de & e & que estao associadas a um unico tetraedro, e

°Aqui, a rede dual é aquela que se apoia sobre o conjunto dos centréides { 9y, --- > dn } de modo que
(i) cadaq j' pode ser interpretado como a jung¢do de quatro arestas duais que interceptam individualmente uma, e
apenas uma, das faces do tetraedro que contém q J’ ,e

(i) se qj’ e ql’( sdo os centrdides de dois tetraedros que possuem uma face em comum, esses pontos devem ser vistos
como os vértices de uma Unica aresta dual.
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Figura 3.6: Alocacdo da estrutura elementar &, dentro do tetraedro que da suporte a estrutura exposta
na Figura 3.4. Aqui, o centrdide do tetraedro esta destacado em vermelho, cujas linhas tracejadas que dele
partem se referem as arestas da rede dual.

* a projecdo de todos os bordos azuis que constam na estrutura dual &’ sobre a superficie &,

em conformidade ao que bem ilustra a Figura 3.7. Nestes moldes, como tal colagem pode ser
realizada, em cada uma dessas “células estruturais”, como a dilatacdo de &’ sobre a parte da su-
perficie encerrada pelos bordos azuis que estiao projetados sobre &’ [49], acaba ficando bem clara
a concepcao de uma variedade discretizada quando olhamos para o resultado final de tudo isso. E é
exatamente o trio P = (&,&’; h) que é assim formado que bem define o que chamamos de particdo
de Heegaard. Ou seja, uma particdo de Heegaard nada mais é do que a maneira de realizarmos

um espaco topoldgico orientavel M como a unido disjunta de dois espagos topolégicos & e &’

Figura 3.7: Visdo lateral do processo de insercdo das partes dos & e & envolvidas com um tnico tetraedro,
com a projecdo dos bordos azuis de &’ sobre dE’. No caso, a colagem dos “handlebodies” & e &’ segue
por meio de um homeomorfismo 4 : & — JE, que constroi uma relacdo “um-pra-um” entre os pontos dos
bordos azuis de d&’ e suas projecdes sobre 9&.
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independentes, os quais sdo orientdveis e geralmente identificados como dois “handlebodies” que
possuem o mesmo género. No entanto, vale reforcar uma coisa: apesar da aparente univoci-
dade dessa colagem que acabamos de apresentar, todo esse particionamento em termos desses dois
“handlebodies” pode ser feito de diversas maneiras; em outras palavras, nada impede que outros
pares Ep e &, , que também sdo coldveis por outros homeomorfismos &p : 08, — dEx , possam

estruturar a mesma variedade M [27].
Algumas observacoes

Independente de quaisquer comentéarios adicionais que podemos fazer sobre todos esses home-
omorfismos, e de quaisquer particionamentos que sejam tomados para M, é mais do que conve-
niente fazer uma pequena observacao sobre toda essa obtencdo de & e &’. Afinal de contas, além
de toda a comodidade em ver essas estruturas como frutos de colagens que se valem de outras
mais elementares, também existe um outro aspecto que merece ser explorado dentro deste mesmo
procedimento. E ele esta diretamente relacionado ao simples fato de que podemos identificar cada
uma das regioes envoltas para com essas colagens como os discos ds que cortam os cilindros que
definem esses mesmos “handlebodies”. Ou seja, assumindo que as jun¢des de bordos que pos-
suem uma mesma coloragdo pode ser identificada como uma curva fechada ¢, passa a ser possivel

interpretar essa curva como a fronteira de um destes discos ds.

7

E uma das grandes vantagens de toda essa realizacdo de curvas e discos num “handlebody” é
que, a partir dela, podemos descrever esta mesma estrutura topolodgica através de um diagrama de
Heegaard bastante simples. Alids, um resultado bem interessante dentro dessa nova proposta de

descricao se resume pelo seguinte enunciado [27]:

Teorema 3 Consideremos que D = {cj € 88} ¢ um conjunto cujos elementos se identificam com as
curvas fechadas que figuram na superficie do “handlebody” &. Entdo, o diagrama que é estruturado

por D serd uma decomposi¢do solida de & se:
(i) cada uma das curvas forem, “duas a duas”, disjuntas;
(1) existirem discos d; C & para os quais vale ¢; = dd; ; e

(iii) o complemento das curvas em d& for uma colecdo de regides esféricas.

Diga-se de passagem, é justamente pela atribuicdo dos dois conjuntos D = {cj € 88} e D =
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{cj’ € 68'} que podemos definir, por exemplo, o que chamamos de biparticio B = (8,E’; D,D’; h).
Logo, ¢é pelo uso do homeomorfismo % : 08" — A& que o diagrama de Heegaard, que consegue
descrever toda esta colagem de “handlebodies”, fica naturalmente definido pelos conjuntos D e

{h(cj’)} que se postam sobre a superficie 0& [37].

Alias, se analisarmos bem o que ja foi exposto anteriormente, também acaba ficando bem claro
que um bom exemplo destes diagramas de Heegaard ja foi dado na Figura 3.7, através do casa-
mento entre curvas vermelhas e projecoes dos bordos azuis sobre uma mesma dE. E é diante deste
reconhecimento que fica claro o grande motivo de termos dado coloracoes distintas para todos os
bordos de &g e Eq - afinal, distinguir esses bordos por cor nos permite bem entender como todo
esse particionamento de M funciona, além de trazer uma feliz contribuicdo as formulacoes que
podem ser feitas para as diversas teorias que descrevem sistemas discretos, sejam eles fisicos ou

nao.
3.3 Sobre a estruturacao das teorias discretas

E é diante de toda essa descritibilidade de M que é feita “via Heegaard”, que precisamos nos
atentar a tudo aquilo que ja estd bem posto na literatura sobre as triangulacées de variedades.
Afinal de contas, se realmente quisermos modelar algum sistema fisico discreto nestes novos ter-
mos, é imprescindivel avaliar como isso pode ser feito consistentemente, tendo sempre em mente

o mesmo principio da correspondéncia que ja mencionamos no inicio destas notas®.
3.3.1 A perspectiva de Heegaard

Por se dizer, se compararmos brevemente os dois métodos de discretizacdo que foram aqui
apresentados, tendo em mente justamente a criacdo de uma teoria para um sistema fisico em
termos discretos, é imediato perceber que, por exemplo, deve existir alguma diferenca envolta para
com os pesos que compdem as fun¢des de particdo nestes dois casos. E a razdo de dizermos isso
é que, enquanto a discretizacdo de uma M, que é feita em termos dos complexos topolégicos, se
vale de uma Uunica rede, aquela que é feita em termos da colagem de dois “handlebodies” se vale

de duas redes: uma que é a tradicional, e outra que é a dual. Assim, como a coexisténcia dessas

SEmbora o principio da correspondéncia seja conhecido, pelo ptiblico geral, apenas por todo o seu envolvimento nas
fundamentacoes das teorias quanticas e relativisticas, por exemplo, ele € um pouco mais forte do que isso: basta ver a
sua definicdo dada na pagina 2.
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Figura 3.8: A esquerda, temos uma representacdo ingénua “via Heegaard” associada a descricdo de uma
das faces da rede acima concebida, para a estruturacdo do “handlebody” &£. Ja a direita, segue o esquema
da descricao de uma face dual nos mesmos moldes.

duas redes nos diz que é perfeitamente plausivel admitir que outros campos duais’ ¢>Jf‘ também
podem ser atribuidos as arestas da rede dual, fica bem claro que, quando estamos diante de um
particionamento de M “via Heegaard”, devemos atribuir pesos as faces que compdem nas duas
redes: e, no caso, como a diagramatizacdo de Heegaard acaba suprindo todas as necessidades de

uma descricdo da variedade M = & U,E’ através dos conjuntos
D={geds| e D={a=h(c)eds : cecds}

de curvas, é imediato concluir que esses campos duais precisam ser associados a cada uma das

curvas que estdo presentes em D.

7

Alids, quando analisamos esta situacdo através da perspectiva que € oferecida pela diagra-
matizacdo de Heegaard, como cada uma das curvas ¢, fica associada a k-ésima aresta da rede
dual (que, por construcdo, intercepta apenas uma tnica face da rede “principal”), também é ime-
diato concluir que cada uma das curvas ¢, = h(cy) irdo interceptar todas as n curvas ¢j. Assim,
notando que essas n curvas estdo associadas as n arestas que encerram a face que ¢é interceptada
pela k-ésima aresta dual, se torna bem claro toda a viabilidade de interpretar todo esse esquema
de interseccdo das curvas de um diagrama de Heegaard como uma espécie de “amarragdo” que

permite recuperar essa M “como um todo”.

Uma das boas consequéncias que segue de toda essa “amarracdo” é que, conforme mostra a
Figura 3.8, cada uma das faces da rede “principal” passa a ser representada pela interseccdo de

uma Unica curva ¢, € D com as outras n curvas que pertencem a D e vice-versa. Logo, por efeito

70Ou seja, campos ¢y, que, por serem responséveis por estruturar um conjunto linearmente independente, também séo
vistos como os elementos de um espaco vetorial em acordo com o que estd exposto no Apéndice B, mais especificamente
na pagina 235.
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Figura 3.9: Peso M (®) atribuido a k-ésima face presente no complexo topoldgico original, que é utilizado
para a estruturacdo do “handlebody” £&. Note que ele deve ser encarado, em verdade, como a aplicacéo
associada ao diagrama exposto a esquerda na Figura 3.8.

desta estratégia, como a cada uma dessas curvas estara associado um unico campo de calibre, é
imediato concluir que esta mesma intersec¢do de curvas também deve ser traduzida em termos
desses campos. E, no caso, a escolha tomada para isso se assenta na simples suposicdo de que

todos esses campos, em verdade, compOem uma bidlgebra, que é munida

* ndo apenas das aplicacbes u : V®V — V en : K — V que definem respectivamente uma

multiplicacdo e a uma operacao unital, mas

* das aplicacbes A : V - V@V ee : V —» K que definem, também respectivamente, uma

comultiplica¢do e uma operacao counital.

Desta forma, passa a ser perfeitamente possivel expressar o peso M (k), que esta associado a cada
uma das curvas ¢, , em termos dos diagramas de Kuperberg que consta na Figura 3.9, enquanto a
cada uma das curvas c; ¢ atribuido o peso é(j) dado pela Figura 3.10.

Alias, conforme talvez ja tenha ficado bem claro da prépria Figura 3.8, quando nos valemos
de todas as consideracOes que se relacionam para com a diagramatizacdo de Kuperberg que, por

exemplo, consta no Apéndice A, para que toda essa “amarracao” possa ser traduzida em termos

T T

A
A) \

NG A A

Figura 3.10: Peso é(j) atribuido a j-ésima face dual, que surge pela estruturacdo de uma rede dual a
originalmente concebida para a estruturacdo do “handlebody” &. Aqui também devemos enxergar é(j) como
a aplicacdo associada ao diagrama exposto a direita na Figura 3.8.
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7 ~, 7
/M(k)ﬂé(j)\ /,M(k)—>S—>é(j)\

Figura 3.11: Esquema de contracdo envolto para com um par de curvas c e ¢ de um diagrama de Heegaard,
que se interceptam num tunico ponto: a direita, temos uma representacio feita “via Kuperberg” para uma
intersecdo de curvas onde a base B é destrdgira; a esquerda, temos a mesma situacdo, s6 que envolta para
com uma B levdgira.

destes pesos ainda devemos levar em conta algo muito importante: as curvas de um diagrama
de Heegaard precisam ser orientadas. E a convencdo que é adotada para fazer essa orientacao
consiste em assumir que esses campos nao se restringem a uma simples bidlgebra: para fazer essa
orientacdo, assumimos que esses campos satisfazem uma dlgebra de Hopf involutdria, uma vez
que isso faz com que a sua antipoda S : V — V seja muito util dentro de todo esse esquema de

8

“amarracdo”™. Nestes termos, se considerarmos que os vetores v e V. denotam as orientagoes

das respectivas curvas ¢ e ¢j, € nos apoiarmos sobre a base 8 = { vz ,V. ,Ve A V. } que pode ser

construida a partir deles, a interseccdo destas duas curvas pode ser representada [37]

* pelo diagrama que consta a direita na Figura 3.11, caso a base 8B seja destrdgira, ou

* pelo diagrama a esquerda da mesma figura, caso contrario.

Sobre a funcao de particio

Apenas para terminar esse capitulo, vale notar que é por meio de toda esta perspectiva que,
agora, se torna possivel, por exemplo, construir uma nova funcao de particdo para um modelo
fisico que é posto nestes termos, a qual sera obrigatoriamente mais geral que a anterior (2.10). No

caso desta funcao, ela é dada por

z=> [120(¢n- ) Se - MO(e, ..o be) - 6(F, AT, 1) . (3D
{9} ¢

a qual se reduz aquela que se envolve para com as teorias de calibre quando [27, 37]

Aoy (¢, s 85 = 600 d2) - o 60 ) s

8Vide o Apéndice B para a definiciio de todos estes conceitos, especialmente a Secdo B.2.2.
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S =0(G)" o) e MO(de, .. dq) = (g, h )

uma vez que tal escolha permite extinguir o produtdrio que esta presente em (3.1).

E entre todas as coisas que podem ser ditas sobre uma funcdo de particdo expressa nestes
novos moldes, independente dela se identificar com uma de calibre discreto ou nao, talvez a mais

importante seja a que estd relacionada ao seguinte teorema [27, 50]:

Teorema 4 Consideremos uma variedade M tridimensional para a qual existem os diagramas de
Heegaard D e D’. Se os campos relacionados a um modelo discreto em M compbéem uma dlgebra de
Hopf involutdria, as fungbes de particdo Zp e Zp, que sdo respectivamente construidas tomando D e

D’, serdo iguais.

Os modelos discretos que atendem a este teorema sdo conhecidos como topoldgicos. E, apenas
a titulo de curiosiodade, se nédo for exigido dos campos discretos qualquer comportamento que
permita identificd-los como os elementos de uma algebra de Hopf, mas que permita identifica-los
apenas como os elementos de uma bidlgebra, é possivel demonstrar que essas funcdes de particdo

Zp e Zp serdo tais que

1 1

Zp = Zp
fp(na, np, ng) fpr(na, ng, ng )

onde fp e fpr sdo duas funcdes modeladas em termos dos numeros de arestas, de faces e de
simplexos que figuram nas discretizacOes respectivamente relacionadas a D e D’: e, quando este é

o caso, dizemos apenas que tais modelos sdo quasetopoldgicos [51].
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“Toric code” e algumas generalizacoes
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Capitulo 4

Um breve panorama do “toric code”

4.1 Algumas preliminares

Apesar de ja termos feito alguns comentdrios bem vagos sobre o “toric code” (TC) no pri-
meiro capitulo, mencionando algumas das propriedades que o tornam protagonista em algumas
investigacOes, é agora que convém apresentd-lo de uma maneira um pouco mais formal, fazendo
com que o leitor ganhe uma boa base para entender todos os desenvolvimentos que virdao mais
adiante. E, em linhas bem gerais, algo que ja podemos afirmar sobre o TC é que ele se vale, pelo
menos, de duas coisas: (i) de uma rede R, (usualmente quadrada) que é capaz de discretizar uma

subvariedade 72 que € isomérfica a um toro bidimensional; e (ii) dos vetores
lgi) = a$ 10) +a¥ 1) 4.1)

de um espaco de Hilbert 9, que possui uma base indexada pelo grupo Z-, sendo j um nimero

natural.

Embora o nosso trabalho nao tenha qualquer compromisso computacional, se tentarmos olhar
para essas duas coisas pelo ponto de vista de alguém que trabalha com computacgéo, fica muito
claro os motivos delas estarem presentes. Afinal, como a proposta do TC é a de funcionar como
um prototipo para a codificacdo de informacdes quanticas, ao interpretarmos (4.1) como um bit
qudntico® (ou seja, como um qubit) a sua associacdo a cada aresta de R, permite construir uma
espécie de “cdédigo toroidal”: e é exatamente isso que fundamenta o nome deste modelo como

“toric code”.

! Apesar de ser perfeitamente possivel expressar esse mesmo vetor (4.1) em termos de outra base, preferimos usar
{10),11)} apenas para reforcar a associagéo de | ¢; ) como a generalizacfio quantica dos bits cldssicos “0” e “1”.

47
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4.2 Propriedades gerais

Alids, uma das consequéncias imediatas que surgem justamente do fato de (4.1) ser um ele-
mento de $; € que, ao assumirmos que R, é uma rede formada por N, arestas, todo este mesmo
esquema de associacdo de qubits pode ser visto de uma maneira que é um pouco mais “global”,

dado que
Hrc = 92 = 9 ® ... ® Hy (4.2)

N, vezes

serd o espaco de Hilbert associado a essa rede “como um todo”, desde que cada aresta de R2
realmente corresponda a um $, 2. E, diante disso, ao notarmos que a proposta computacional
por tras do TC permite interpreta-lo como um modelo que tem pretensoes de ser fisico, uma das
suas principais caracteristicas se torna imediata: qualquer um dos seus operadores O : $1c — 9Hrc,
que se poste como capaz de medir alguma propriedade fisica do TC, precisa ser obrigatoriamente

Hermiteano [52, 53].

Por se dizer, um dos principais operadores fisicos que este modelo possui é o Hamiltoniano [4]

Hic = = ) Ay - ). By (4.3)
v P

que € dado pela superposicao linear de operadores

Av=]]of e By =[] of (4.4)

jESy j€Sp
que se valem de:

* dois subconjuntos Sy e S, de arestas, os quais sdo responsdveis por dar uma estrutura ao

v-ésimo vértice e a p-ésima face de R, respectivamente, conforme bem ilustra a Figura 4.1; e

* um operador Hermiteano [54]

o7 = L ® ... L 5" ® L ®...Q I (4.5)
— —

(j- 1) vezes (Na-j) vezes

que age nao identicamente apenas sobre o subespaco que esta relacionado a j-ésima aresta,

2 Apesar deste néo ser o caso do TC, nada impede que parte das arestas nio comportem qualquer bit quantico. Nestes
casos, os espacos de Hilbert totais associados a estes novos modelos deveréo ser interpretados como subespacos do Hrc.
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Figura 4.1: Desenho esquematico com um trecho de R, onde vemos (i) o setor azul esta centrado pelo
v-ésimo vértice da rede, enquanto (ii) o setor vermelho se refere a p-ésima face, cujo centréide pode ser
interpretado como um dos vértices de uma rede dual R (pontilhada). No caso das arestas que estdo desta-
cadas (em preto) em cada um destes setores, sdo elas quem definem os subconjuntos Sy e .

dada toda a sua composicdo como um produto tensorial que envolve um iinico operador de

Pauli 0% : §7 — 9y e outros N, — 1 operadores identidades I5 : $3 — Ho.

4.2.1 Sobre os operadores fisicos

Uma das primeiras “coisas fisicas” que sempre vém em nossas mentes quando realizamos um
operador como um Hamiltoniano, é que ele deve ser capaz de medir a energia total do sistema que
ele representa. E a melhor maneira de entendermos como isso ocorre no caso do operador (4.3)
é analisando o comportamento dos operadores (4.4) que o definem, mais especificamente quando

eles agem sobre um dos 2V« elementos

le1) @ ... ® |on, ) (4.6)

de uma base do Hyc. Afinal de contas, como todo espaco de Hilbert é um exemplo de espaco
vetorial, se bem entendermos esse comportamento, também estard muito bem entendido qual é o
resultado que surge da acdo de qualquer um desses operadores sobre um elemento arbitrario do

Hrc [52].

Por se dizer, como o elemento (4.6) nada mais é do que um mero produto tensorial entre
os elementos |0 ) e | 1), os quais podem ser perfeitamente interpretados como os autovetores

dos operadores de Pauli, uma observacao bastante natural surge quando nos valemos de uma
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representacdo matricial [55]
o¥ = , oY = e ot = “4.7)
que se apoia sobre uma base onde
- 1 _
10) =1[1) = e |[1)=10) =
0
Afinal de contas, como esta representa¢do é capaz de nos mostrar que

o le1)® ... ®|ga1) @ |g) ®|g1) ®...® |on, ) (4.8)

=|le1)® ...® |p1)®[¢g) ®|¢j+1)® ... ® |on, ) €

oiler)® .. @fga) @) @lg1)® ... ® N, ) (4.9)

= D% 1)@ ... ®|g1)®|¢) ®|e+1) ® ... ® |¢n, ) :
vemos que, numa situacdo onde
Sy NS ={m,m+l} , S\S, = {m+2, m+3} e S\ = {m+4, m+5}
os dois operadores definidos em (4.4) comutam, uma vez que3

AVOBP|901>®"'®|<IDN11>

[l []oiler)e.. . @lom)® ... @ ¢gmis) ® ... & |on,)
j€Sy keS,

(_1)90m+99m+1+90m+4+90m+5no-;|901> ® ...® |om) ® ... ® |gmis) ® ... ® |on, )
jeSy
(_1)‘/’m+90m+1+90m+4+‘)0m+5 |(’01> ® ... ® |¢m> R ... ® |¢m+3>

@l ¢m+a) ® |¢mis) ® ... ® |en, )

30 caso onde Sy N Sp € vazio é imediato, pois Ay e Bp atuam necessariamente sobre setores disjuntos. J4 a comutacio
destes operadores para com eles mesmos pode ser analisada segundo a relacdo

[a'”,O"B] = 2 Py | (4.10)

onde £¥P7 se refere ao simbolo de Levi-Civita [56], uma vez que elas remetem a Ay o Ay = 6,y I1c € By o Bp = 6p,pITC.
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[Teiler) @ .. @ ém) @ ... ® [Gmis) ® [¢mea) ® |¢mes) @ ...® |on, )

keS,
= []ei[]eflerye .. @lem)® ... @ l¢gmis) ® ... ® |on, )
keS, jeSy

lgp o /4V| @1 > ® ... ® | PN, >

A capacidade de contagem

Embora toda esta comutatividade ainda ndo revele muita coisa sobre o comportamento do
operador (4.3) como um medidor de energia, uma coisa que ela ji revela é que estamos diante
de um modelo que ¢ soluvel: ou seja, estamos diante de um modelo cuja dindmica esta muito
bem estabelecida. No entanto, é quando tentamos entender (4.3) como um medidor de energia
que todos os passos, que ja nos levaram a essa comutacdo, sdo capazes de nos mostram uma coisa

muito importante: pois como

A = (Bp)? = h® .8 I =1y, ,

N, vezes

e isso nos diz que os autovalores de Ay e B}, sdo apenas iguais a 1 e —1, fica muito claro que, se

(4.3) realmente é um medidor de energia, a menor energia associada a esse sistema ¢ dada por
Eo=-(N, + N,) (4.11)

haja vista que este resultado nada mais é do que o fruto da contagem dos N, autovalores 1 do
operador de vértice e dos N, autovalores 1 do operador de face. Ou seja, essa € autoenergia que

estd relacionada a um autoestado de vdcuo que satisfaz a

Av|éo) = &) e Bpléo) = &) (4.12)

para todos os N, vértices e N, arestas que compoem R,. E o melhor exemplo de autoestado de

vacuo que podemos tomar para ilustrar toda essa capacidade de contagem é dado pelo vetor [57]

1
|§él>):ﬁU(1V+AV) 10) ® ... ® |0) ; (4.13)

N, vezes



52 CAPITULO 4. UM BREVE PANORAMA DO “TORIC CODE”

pois, além de toda a comutatividade que é decorrente da exposicdo acima ja deixar muito claro
que este ¢ um dos autovetores de By, com autovalor igual a 1, esta mesma conclusdo também se

estende a Ay, uma vez que

av [ v+ A = Av (v + 4v) ] (1y + A
v

v#EV

= (Av + 1v) [] (v +a) =[] (1 + 4

v#EV v
4.2.2 Estados de vacuo

E claro que, neste ponto, o leitor pode estar perfeitamente se perguntando sobre o porqué de
termos tomado, como exemplo, um (4.13). E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que
se faz essa pergunta € justamente a segunda conclusdo que surge de (4.11): como Ey é o menor
autovalor associado ao operador Hrc, o autoestado | §(()1) Y € um dos estados de vdcuo do TC. E,
diante deste quadro, ja que sabemos qual é o Hamiltoniano que descreve o TC e, agora, também
sabemos qual é um dos seus autoestados de vacuo, fica bem claro que temos disponiveis todos os
ingredientes ndo apenas para bem entender, mas principalmente bem definir, todo o espectro de

energia deste modelo.
Primeiras excitacoes

Alids, uma das primeiras coisas que podemos fazer para entender como € esse espectro de

energia do TC, é considerarmos a situacdo onde um estado € inicialmente caracterizado por
1
&) = op &) (4.14)

Afinal, quando levamos em conta que as relacdes de Pauli (4.10) nos remetem a

8 - O'f ) O'j" , se j=k , e
O'Jf’ ooy = (4.15)
o-f ) o-j“ , caso contrario
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a juncdo de tudo isso a definicdo do operador de face (4.4) nos permite notar que

By [€)=|[]of|eootléo)=—ofo| []of 1) |=-0of1&)==-1¢&) . 416
jESp/ jESP/

Ou seja, se a k-ésima aresta de R pertencer a Sy, esse estado | £’ ) ird ferir pelo menos uma das

condicoes listadas em (4.12) e, portanto, ele ndo poderd ser considerado como um estado de vacuo

do TC.

Por se dizer, e por efeito da caracterizacao de (4.14) como um estado de “ndo-vacuo”, é im-
portante destacar que o fato de Rz discretizar a superficie de um toro tem uma grande relevancia
dentro desse contexto energético. Pois, como todas as arestas dessa Rz pertencem a intersec¢do
de duas faces distintas, e isso naturalmente implica que (4.16) também vale para uma p”’-ésima
face que ¢ tal que k = Sy N S/, € imediato notar que a autoenergia que estd relacionada ao “néo-
vacuo” (4.14) é dada por

Ei = Ey + 4 > Ey ,

haja vista que, para os N, vértices e as demais N, — 2 faces que completam Ry, ainda valerd que
Av &) =18") e By &) =1¢")

Uma observacdo inteiramente analoga também segue para uma outra situacdo, onde temos o
sistema em seu estado

|7y = ot |&V) (4.17)

com a k-ésima aresta de R, pertencendo a Sy N Sy». Neste novo caso, como as relacoes (4.15)

implicam nao apenas em

Ay [&7) = Av [ &) = - |€7)
mas também garantem que
Av [€7) = 1&7) e By [&") =1&")

ainda sdo relacdes vdlidas para os demais N, — 2 vértices e N, faces que completam R, também
¢ muito facil perceber que a autoenergia que esta associada a (4.17) sera igual a mesma E;, uma

vez que o mesmo numero de vinculos que definiriam o vacuo foram novamente violados.
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) I ) ) )
O O

) ) A e A

O ) O )

Figura 4.2: Recorte de R, onde temos duas quasiparticulas do tipo e criadas, sobre dois vértices vizinhos
(setor azul, a direita), devido a acdo do operador a-ﬁ. Ja, a esquerda (setor vermelho), temos duas quasi-
particulas do tipo m, concebidas sobre os centrdides de duas faces, pela acdo do operador o-jx sobre uma
aresta distinta.

E é diante de todos os resultados que seguem desde (4.9) até aqui, que é imediato concluir
que os operadores de vértice e de face sdo completamente incapazes de alterar qualquer um dos
estados fisicos que sdo associdveis ao TC: a “Unica” coisa que esses operadores realmente fazem
¢ verificar se um estado pode ser identificado localmente como vacuo ou ndo, reforcando ainda
mais todo o esquema de contagem que € realizado pelo Hamiltoniano (4.3). Entretanto, é devido
a alta capacidade que esses operadores de vértice e de face tém para localizar excitacOes sobre os
vértices e as faces de Rz, que ¢é deveras conveniente aproveitarmos essa “deixa” para fazermos dois
comentdrios relacionados a isso. E, o primeiro deles, é que todas essas elevacoes locais de energia

podem ser realizadas como quasiparticulas:

* no caso que estd relacionado ao autoestado (4.14), por exemplo, podemos associar esse “nédo
vacuo” (que € sinalizado apenas sobre duas faces vizinhas p’ e p’’) a presenca de duas quasi-

particulas (uma em cada uma dessas faces) com duas unidades de energia cada;

* ja no caso do autoestado (4.17), essa mesma associacdo segue pela indicacdo local de “ndo

vacuo” apenas sobre dois vértices vizinhos v’ e v’ (ou seja, uma excitagdo em cada vértice).

Ja o segundo comentario que convém ser feito aqui segue por consequéncia desta mesma
realizacao “quasiparticular” que acabamos de mencionar. Afinal de contas, apesar das quasi-
particulas que caracterizam os autoestados (4.14) e (4.17) terem a mesma energia, ndo existe
qualquer prova fisica de que elas sejam iguais, ja que as suas deteccOes sdo feitas por operadores

que agem em setores distintos. E claro que, apesar deste argumento “pro-distincao” ser perfeita-
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mente correto, talvez ele seja um pouco fraco quando o comparamos com um outro que daremos
logo mais adiante. Porém, como a possibilidade dessas quasiparticulas serem distintas é ndo nula,
a partir de agora denotaremos as que sdo detectaveis pelos operadores de vértice como do tipo e,
enquanto aquelas, que podem ser detectadas pelos operadores de face, serdo designadas como do

tipo m.
O transporte de quasiparticulas

De acordo com tudo que foi apresentado até aqui, é bem facil perceber que Hrc ndo possui
apenas (4.14) e (4.17) como autoestados de “ndo vacuo”. Alids, algo que também néao € dificil
perceber é que as autoenergias, que estdo associadas a todos esses possiveis “ndo vacuos”, podem

assumir apenas valores que estdo compreendidos entre Ey + 4 e |Eo|*.

Todavia, para entendermos razoavelmente o comportamento das quasiparticulas que estao
associadas a todos os autoestados excitados que o sistema pode comportar, ao invés de “enlou-
quecermos” tentando listar todos eles, podemos fazer algumas andlises mais simples e um pouco

mais gerais que tomam, por base, os autoestados de “nao vacuo” do tipo

€)Y = o |P)

onde « se refere a qualquer um dos possiveis superindices x, y e z. E, para fazermos isso, a relacdo
que certamente sera mais util é

M? =15 . (4.18)

Alids, uma das coisas que ja ficam claras de (4.18) é que, como a acdo de um o} sobre o
autoestado | ¢ ) faz com que o sistema retorne ao mesmo vdacuo (4.13), todas as quasiparticulas
que podem ser criadas por esse operador deverdo ser necessariamente interpretadas como as suas
préprias anti-quasiparticulas. Diga-se de passagem, é exatamente por causa disso, que podemos
perceber que, se um operador

0'1? =0% o o-l‘(’ (4.19)

agir sobre esse | ¢ ), ao mesmo tempo que ele conseguird aniquilar o par de quasiparticulas que

4Apesar de certamente j4 ter ficado subentendido, é importante ressaltar que esse espectro de energia ndo é continuo:
além da menor energia que é associavel ao sistema ja ser um numero inteiro, o fato da presenca de uma unica quasi-
particula elevar a energia do sistema em duas unidades ja implica que a diferenca entre todas as energias que sdo
acessiveis pelo TC sempre serd um ntimero par. E claro que existem outras maneiras de modelar essas energias, a ponto
dessas diferencas ndo serem necessariamente pares, mas isso nao sera feito ao longo deste capitulo.
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Figura 4.3: A esquerda, vemos a presenca de duas quasiparticulas do tipo e (em vermelho) sobre dois

vértices de Rz, devido a a¢éo de um tnico operador o onde, antes, era vacuo. J4, a direita, vemos exata-

mente a mesma regido da rede num instante posterior, onde apenas uma das quasiparticulas foi aniquilada
pela acdo de um o-jz, uma vez que as arestas j e k sdo vizinhas. Neste caso, como tal aniquilacdo foi necessa-

riamente acompanhada da criacdo de uma nova quasiparticula sobre um terceiro vértice, podemos traduzir
este processo como um transporte de quasiparticulas sobre Ry.

consta nos arredores da k-ésima aresta, ele criarda um outro, com as mesmas propriedades, nas
adjacéncias da j-ésima aresta. Assim, uma das interpreta¢dOes mais naturais que surgem para esse
(4.19) € que ele pode ser visto como uma espécie de “operador de teletransporte” de pares de
quasiparticulas: ou seja, um operador que faz com que um par de quasiparticulas, que, antes,
constava na vizinhanca de uma k-ésima aresta, reapareca ao redor de uma j-ésima aresta que pode

ser completamente arbitraria.

Apesar do termo “teletransporte” sempre suscitar ideias bem interessantes, mais interessante
ainda é o fruto que surge da acdo de um tnico Ojlf sobre um autoestado de “ndo vacuo” | f(()l) )
quando j e k indexam duas arestas que sao distintas, mas que pertencem a um mesmo S,. Afinal de
contas, como essas duas arestas partilham um vértice vem comum, e como a superposicdo de duas
quasiparticulas do tipo e sobre qualquer vértice se identifica como um vacuo local, é facil perceber
que o numero de quasiparticulas associadas ao sistema continuara intacto. E, nestes termos, se
olharmos para a acdo desse operador Ojlf da maneira “desmontada” que consta na Figura 4.3,
passa a ser possivel interpretar o desaparecimento da quasiparticula do tipo e (que, antes, figurava
sobre o v-ésimo vértice) como o seu transporte para um dos vértices vizinhos, os quais configuram
uma circunferéncia unitaria segundo a Geometria do Taxista [58]. Alids, como o mesmo raciocinio

que leva a Oﬂf também nos leva a um operador mais geral

07 =[] ef (4.20)

jey
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de transporte, sendo ¥ um caminho que é composto por um numero maior de arestas que sdo
vizinhas “duas a duas”, ao considerarmos y como fechado um outro resultado bem interessante se

torna evidente: pois, como a esse y nao haverd qualquer quasiparticula associada,
1 1
1) = 07 14) 4.21)

também sera interpretado como um estado de vacuo do TC.
Obviamente essa mesma interpretacdo de transporte também se estende a um operador
X _ X
o5 =[] (4.22)
jerr

que se vale de um caminho y* que é composto por arestas que sdo vizinhas (mais uma vez “duas
a duas”) segundo a rede dual R,, da mesma maneira que a interpretacdo de vdcuo também se

estende, por exemplo, aos demais autoestados

60y = 0 1E0) e [6))" = 0 o 07 [6V) @.23)

se y* também for fechado. Entretanto, é diante destes ultimos resultados que precisamos fazer
uma observacdo muito importante, a qual estd especificamente relacionada ao fato do TC ser um

modelo definido sobre um toro.

A degenerescéncia do vacuo

Quando tomamos uma discretizacdo Rz, algo que nao é dificil de perceber é a grande quanti-
dade de caminhos y e y* fechados que podem ser definidos ao longo das suas arestas, desde que
Rz seja uma rede que discretiza um toro com uma boa resolu¢do. Porém, como acabamos de di-
zer que a R, que estamos considerando aqui se refere necessariamente a discretizacdo de um toro
bidimensional, devemos notar que uma parte desses caminhos possui uma propriedade especifica:

um parte desses caminhos nao sao contrdteis.

Embora o conceito de contragdo seja melhor entendido para curvas fechadas sobre uma vari-
edade My, desde que existam aplicacdes continuas capazes de contrai-las a um unico ponto, a
caracterizacdo de um caminho contratil sobre R, segue por efeito da possibilidade de reduzirmos

qualquer um dos autoestados (4.21) e (4.23) ao primeiro vacuo (4.13). E, para entender como
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Figura 4.4: Situacido de um toro 7z que € discretizado pela rede quadrada R;. Notem que, apesar de ser
possivel definir caminhos contrateis sobre Rz, duas curvas merecem destaque: uma 7, (em vermelho), que
contorna a al¢a de 72; e outra ¥, (em azul), que contorna o Unico “buraco” que caracteriza 72 como um toro
de género unitario. Essas duas curvas, assim como todas as suas possiveis deformacdes, sdo exemplos de
caminhos ndo contrateis sobre Ry, os quais devem ser interpretados como as discretizacOes das curvas que
geram o grupo fundamental de 7>.

tudo isso funciona no TC, devemos notar que os proprios operadores Ay e Bp também podem ser
perfeitamente interpretados como “operadores de transporte” que levam uma quasiparticula ins-

tantaneamente ao mesmo lugar, haja vista que

(i) o conjunto S, é formado por todas as arestas que descrevem o bordo fechado da p-ésima face

de R2, enquanto

(ii) cada uma das arestas de Sy intercepta uma tnica das arestas duais que completam o bordo,

também fechado, da v-ésima face dual que compde R;,.

Desta maneira, ao considerarmos que F4 e Fp sdo duas aplicagdes que sdo compostas por um

numero finito de operadores de vértice e de aresta respectivamente, como
FA o 07)55 = FB o OYZ = ]lTC (424)

serd valida apenas se y e y* corresponderem a discretizacdo de dois caminhos contrateis, a ndo
contratibilidade de outras composi¢des de arestas, duais ou ndo, corresponderad a nao verificacdo
de (4.24).

Alids, o simples fato de R discretizar a superficie de um toro ja implica na existéncia de cami-
nhos fechados que nao sdo contrateis ¥ e ¥*, conforme bem ilustra a Figura 4.4 a seguir. E a grande

consequéncia disso € que, ao contrario dos autoestados de vacuo (4.21) e (4.23) serem redutiveis
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ao primeiro (4.13), os autoestados
1670 = 05 1&") 167 = 0514 ) e 1&") = 05 0 0L 1&")

que nitidamente se apoiam sobre curvas que nédo sdo contrateis em direcOes distintas, parecem que
néo sdo redutiveis nem a (4.13) e nem uns aos outros. Aqui, o simbolo C deve ser interpretado
como: o caminho ndo contratil ¥, caso os indices @ e § sejam iguais a z; ou como o caminho nao

contratil ¥, caso estes mesmos indices sejam iguais a x.

Embora essa observacdo de ndo redutibilidade faca pleno sentido, é diante deste quadro que
devemos destacar uma coisa que é muito importante antes darmos uma palavra final sobre os
autoestados de vacuo do TC: como o operador o-* é completamente incapaz de realizar trocas do
tipo

[0) & |1) , (4.25)

um operador 0;, operando sobre qualquer autoestado de vacuo do TC, também é completamente
incapaz de alterar a codificacdo que ja define esse autoestado. Ou seja, apesar de toda a nao

contrabilidade que estd envolta para com y, um autoestado como

167) = 02 1&")

ndo é capaz de caracterizar um novo autoestado que seja independente de (4.13): apenas os

autoestados

&) . (4.26)

2)\ _ x
62) = 0

&) . 1&)) =05

(D @y _ x X
&) e |& >—05,;°05,§

correspondem a vacuos que sao ndo apenas independentes entre si, mas em relacdo ao primeiro,
uma vez que as suas construgdes se apoiam sobre as trocas (4.25). E, por se dizer, é exatamente
essa tetra-degenerescéncia do estado fundamental do TC que acaba deixando bem claro todo o
aspecto topoldgico que esta por tras do TC. Afinal de contas, quando analisamos esses novos vacuos
(4.26) pelo ponto de vista fisico, toda essa ndo contracdo dos caminhos que os definem pode ser
associada a presenca de quatro quantidades fisicas que sdo conservadas, uma vez que elas ndo
podem ser exterminadas pela acdo dos operadores de vértice e de face. E, no caso, como essas

quatro quantidades que sdo conservadas correspondem a quatro setores topologicas diferentes,
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cuja existéncia s6 pode ser detectada pela acdo dos operadores
0° e 0 ,
71 72

cada um desses setores acaba se vinculando a um dos autoestados (4.13) e (4.26), dando um
aspecto fisico para essa degenerescéncia [59] que pode ser associada, numa situacdo de baixissimas
temperaturas, por exemplo, a existéncia de fases distintas que so existem por consequéncia da

topologia da variedade sobre a qual o sistema esta definido.
4.2.3 Uma nova quasiparticula

Apenas para terminar todos os comentdrios que podem ser relacionados a criacdo e ao trans-
porte de quasiparticulas, vale destacar que, apesar de ja termos apresentado os dois operadores
ajx e o-jZ como agentes ativos em todos esses processos de criacdo e de transporte, nada foi dito
ainda sobre o papel de a-jy , apesar da sua definicdo ja constar em (4.5). E, para tentar nos redimir
e justificar de toda essa aparente omissao, € essencial comecarmos logo observando que, se um

terceiro exemplo de “nédo vacuo” for introduzido através de
1
17y = o |&Y) . (4.27)
como as relacoes (4.15) nos levarao a

_ |§III> ,
_ |é|_-lll> ,

_ |é:”,> , AV’ |§///>
_ |§///> e Bp’ |§///>

AV |§//l>

Bp |§///>

onde a = Sy, N Sy N S, N Sy indexa a tnica aresta sobre a qual o, atua, fica bem claro que este
operador, sozinho, cria quatro excitacdes: uma sobre cada um dos vértices que encerram esta aresta,
e uma sobre cada uma das face que a partilham, o que naturalmente acaba elevando a energia do
sistema para E; = Ep + 8. Porém, apesar de toda essa inteligibilidade operacional, existe, pelo
menos, duas peculiaridades que estdo relacionadas a essa excitacdo conjunta que merece a nossa

total atencdo. E, a primeira delas, se refere ao transporte dessas excitacoes.



4.2. PROPRIEDADES GERAIS 61
Primeira peculiaridade

Na tentativa de estendermos a mesma légica de transporte para este novo caso, € bastante
natural comecarmos a pensar nisso através de um operador

Ob); = O—I); ooy . (4.28)

Afinal, como a atuacdo deste operador sobre o autoestado (4.27) aniquilaria essa excitacao qua-
drupla das adjacéncias da a-ésima aresta e criaria uma outra, com as mesmas propriedades, ao
redor da b-ésima aresta, tudo ja seria muito confortavel se o tinico objetivo fosse manter a energia
do sistema. No entanto, se lembrarmos que a possibilidade de transportar essas mesmas excitagoes,
por meio de operadores que fogem aos padroes desse “teletransporte” (4.28), é real, também néo

deixa de ser natural pensarmos em transporta-las usando operadores como

o) = ]_[ ol e/ou 0) = ]—[ ol (4.29)
jey jey*

E pensando nesta ultima possibilidade, é perfeitamente razoével considerar O," como o mais
simples dos operadores de transporte, o qual se vale de um caminho y que é formado apenas pela
b-ésima aresta tal que {a,b} € S,. Apesar de ndo ser nada dificil notar que o nimero de excitacoes
que sao detectdveis pelos operadores de vértice sera conservado ao longo deste transporte, também
ndo é nada dificil notar que o mesmo nao poderd ser dito necessariamente sobre as excitacoes que
sdo detectaveis pelos operadores de face. Pois, conforme bem ilustra a Figura 4.5, no caso destas

duas arestas serem tais que

o numero das excitacoes que sdo detectaveis pelos operadores de face aumentard: esse acréscimo

de energia s6 nao acontece quando, e somente quando,

Nestes termos, fica bem claro que, no caso mais geral, onde ¥ é um caminho estruturado por uma

quantidade maior de arestas que sdo “duas a duas” adjacentes, um transporte dessas excitagoes
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Figura 4.5: A esquerda, vemos a presenca de uma unica excitacdo composta, gerada pela acdo de um unico

os. Jé4, a direita, vemos exatamente a mesma regido da rede onde, ap6s a ag¢do do operador o sobre

uma das arestas vizinhas a primeira, uma tnica das excitacdes detectaveis por um operador de vértice foi
transportada. Notem que, no caso desse transporte, a energia total do sistema nao é conservada.

sem qualquer acréscimo de energia s6 é possivel se, e somente se, a condicao (4.30) for satisfeita

para cada par de arestas que compoe y.
Segunda peculiaridade

Embora uma conclusdo inteiramente andloga também siga por efeito da a¢do de um 0},3 sobre
o autoestado (4.27), é interessante explorar a segunda peculiaridade que ja sugerimos existir. E,
para entender do que se trata essa segunda peculiaridade, precisamos voltar as nossas atengoes
para os dois autoestados de “ndo vacuo”

|§_-////> — O_Jx o O_Jy |§(()1) > e |§/////> — O_JZ o O-Jy |§:(()1) > X (431)

Afinal de contas, como as relacdes (4.15) também implicam que

AV |€:IIN> - _ |§NII> e BP |§NN> — |é:””> ,

fica claro que, no caso desta j-ésima aresta pertencer a Sy N Sp, o operador o-jx o a-jy pode ser
interpretado efetivamente como 0 mesmo o-jZ que ja é capaz de criar apenas quasiparticulas do tipo

e.

De modo inteiramente andlogo, dado que o segundo autoestado de “ndo vacuo” em (4.31)
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também permite observar que

AV |§Ill/l> — |é|://///> e Bp |§I///I> - _ |§/III/> ,

o operador (sz o (ij também podera ser visto efetivamente como (zj , haja vista que ambos séo
capazes de criar apenas quasiparticulas que possuem propriedades similares as do tipo m. Desta

maneira, diante

(i) nao apenas da conclusdao de que esse “novo” operador a-jy ¢ capaz de conceber um par de

excitacoes independentes das anteriores, mas

(i) do desejo de construir o TC como um modelo com excita¢gdes transportaveis sem qualquer

custo energético,

toda essa “efetividade” nos leva a definicdo de um operador
“o?” = oF o of = O'jZ oo (4.32)

que “nao tem” nada de muito novo. A unica coisa que podemos interpretar como realmente
“nova” aqui € que, como 1; e “ ij ” sdo os dois elementos que acabam estruturando

{ 1;, O'jx , O'jy”, o'jZ } (4.33)

como um grupo, quando atribuimos a “ ajy 7

a tarefa de criar uma nova excitagdo, essa nova
excitacao deverd ser necessariamente definida como a comunhdo de uma quasiparticula do tipo e
com outra do tipo m nas adjacéncias de uma unica aresta. E, no caso dessa “nova” quasiparticula,

que rotularemos como do tipo €, ela é popularmente conhecida como um “dyon”.
Um pequeno parénteses

Em todo caso, é muito importante aproveitarmos a “deixa” que a definicdo deste operador
(4.32) nos da para nos atentarmos a uma coisa que pode ser vista como a terceira peculiaridade que
esta relacionada a esta excitacao conjunta que acabamos de definir como um “dyon”: a sua criacdo
ocorre pelas “maos” dos mesmos operadores que definem o Hamiltoniano (4.3). E, nestes termos,
como todas as quasiparticulas dos tipos ¢ e m sdo criadas por efeito destes mesmos operadores, a

conclusdo imediata a que chegamos é a seguinte: assim como ocorre na TQC, onde Hamiltonianos
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Figura 4.6: Desenho esquematico com a caracteriza¢do de um “dyon”, através da sua definicdo como um
par de quasiparticulas nas vizinhancas de uma unica aresta, onde uma das quasiparticulas é do tipo ¢ e a
outra é do tipo m.

podem ser expressos na representacdo de Fock apenas em termos dos operadores de criacio a' e de
aniquilacao a [60], todo o espectro de energia do TC também pode ser bem entendido a partir (i)
do conhecimento do estado fundamental do sistema e (ii) pelas excitacbes que sdo criadas sobre

esse estado por efeito da acdo dos operadores que compdem o seu Hamiltoniano (4.3).

Diga-se de passagem, se lembrarmos que esses dois operadores a' e a satisfazem a relacio
ad" +ada=1, (4.34)
fica bem claro que, como no TC eles séo tais que
a" 10y =11y , a|ly=10) e a" |[1Y)=a|0)=0-]0)+0-]1) , (4.35)

todos os operadores que estruturam o Hamiltoniano (4.3) também podem ser expressos em termos
de a' e a. Afinal de contas, como a expressio destes dois operadores (em termos da mesma base

que foi escolhida na pagina 50) é



4.2. PROPRIEDADES GERAIS 65

e isso implica, por exemplo, em

+ 00 ; 10
n =aa = e h =aa" = s
01 0 0
vemos que
c* =d" " +a e 0% =ad' -da'a , (4.36)

o que s6 reforca ainda mais a capacidade de contagem dos operadores de vértice Ay e de face B,
do TC, haja vista que a prépria TQC considera n como um operador de contagem (ou seja, como

um operador que conta quantas particulas se fazem presentes num dado estado fisico).
Regras de fusao

Alias, olhando a situacdo do operador identidade 1; pela mesma perspectiva da composicdo
(4.32), como

]lj = o o g = o o o = O'jZ o O'jZ , (4.37)

¢ bem facil perceber que todo esse esquema de criacdo de pares de quasiparticulas também se
estende a ele. A tunica diferenca aqui é que, devido a propriedade (4.18), o par de excitacoes que
esta a ele associado deve ser composto por duas “quasiparticulas de vdcuo”, as quais, sempre que
houver necessidade, serdo denotadas como do tipo 1. E uma dessas necessidades ja surge quando,

por exemplo, precisamos listar as chamadas regras de fusdo

anQﬁzQy

das quasiparticulas nos arredores de uma unica aresta, sendo Q, uma das quasiparticulas que
caracterizam o par concebido por o-j“. Por se dizer, diante de tudo o que ja foi apresentado até
agora, nao ¢ dificil perceber que as regras de fusdo, que estdo relacionadas as quasiparticulas

elementares do TC, sdo dadas pelas relacoes

1xXx1 = exe = mxm = e€xe& = 1 ,
l1Xe = ex1 = mXe = exXm = e |,

(4.38)
1xm = mX1 = eXe = &€Xe = m e

l1xe = ex1 = exm = mXe = & |,
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que bem caracterizam o comportamento Abeliano que foi imposto ao grupo (4.33).
Descricao estatistica

Por efeito de todas essas quasiparticulas serem transportdveis sem aumentar a energia do sis-
tema, antes de finalmente encerrarmos este capitulo é fundamental avaliar como se da o compor-
tamento estatistico dessas quasiparticulas. E, para isso, a maneira mais eficaz de fazermos isso é
analisando a informagdo que surge quando, por exemplo, fazemos uma das quasiparticulas girar
ao redor de uma outra. E uma das primeiras coisas que podemos usar em favor dessa avaliacdo é o
fato de

[0,5,02] = 107,071 =0 (4.39)

ser uma propriedade valida, sejam quais forem os caminhos que se envolvem para com estas igual-

dades. Afinal, se considerarmos um estado inicial onde um par de quasiparticulas do tipo e surge

pela acdo de um O, sobre um dos estados de vacuo, ao fazermos com que qualquer uma delas
1

gire ao redor da outra através de algum caminho contrdtil ¥, fica claro que estas quasiparticulas se

comportam como bdsons entre elas, uma vez que (4.39) implica que o estado obtido ao final deste

processo é exatamente igual ao inicial.

Naturalmente esta mesma observacdo bosonica também se estende a situacdo onde figuram
apenas duas quasiparticulas do tipo m. E, para bem entendermos toda essa bosonicidade, basta
considerarmos a situacdo onde apenas uma das quasiparticulas, criadas por 0),11 sobre o vacuo,
contorna a outra por meio de um caminho contratil y,. Todavia, como a situagdo em que temos
um caminho y, interceptando um outro 3, num tinico ponto, nos remete a

0% o Of = —0,,23 o 07’% , (4.40)

¢ imediato perceber que uma interpretacao nao bosénica surge quando uma quasiparticula do tipo
e gira em torno de uma outra do tipo m através do menor caminho possivel, e vice-versa. E para

ver como esse ultimo comportamento ndo bosonico se torna evidente, basta tomar
| Einicial ) = 0, © 0)° | &o) (4.41)
3 3

como um estado fisico inicial, onde temos apenas dois pares de quasiparticulas devido a acao de

dois operadores O’ e 0),13 sobre qualquer um dos autoestados de vdcuo. Pois, neste caso, ao
3
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fazermos com que, por exemplo, uma tnica das quasiparticulas do tipo e, por exemplo, gire ao

redor de uma tnica do tipo m através de um caminho contratil y,, € facil perceber que

|§fmal> = ();'l fiMCbl>
4
= 0,—,Z4 ° (0,,2 ° 0y ) lé0) = (0,—,Z4 00,,2) ° 0y |&0)
= -0 0 (0 0 075) &) = -0} 007 o (0F 14))

Assim, como a contratibilidade de y, permite expressar o operador de transporte que estd a ele
associado como
05, = r[ Bp
p €Py
sendo P4 o conjunto maximal de faces que sdo encerradas por y 4, se torna evidente que, por efeito
do vinculo (4.12), temos

[ £final ) = = 0yr 0 O o (O'yi | $o )) = =0, 0 0y [&0) = = | §inicial ) > (4.42)

3

deixando claro que o comportamento de uma quasiparticula do tipo e, ao girar ao redor de outra

do tipo m e vice-versa, ndo pode ser realmente interpretado como bosonico.

Alias, diante do sinal negativo que aparece na tultima passagem em (4.42), cabem dois co-
mentdrios extremamente importantes. E, o primeiro deles, segue quando tomamos uma situagéo
bem particular, onde essas duas quasiparticulas formam um tnico “dyon”. Afinal de contas, como,
neste caso, ¥, pode ser visto como o bordo de uma tinica face, o giro dessas duas quasiparticulas
ao redor uma da outra pode ser reinterpretado como o giro deste “dyon” em torno de si mesmo.
Assim, a presenca deste sinal negativo em (4.42) implica que um “dyon” deve ser interpretado

necessariamente como um férmion [5].

Ja o segundo comentdrio segue por efeito da simples observacdo de que o giro de uma quasi-
particula ao redor de outra equivale a uma operacdo de “dupla troca”: ou seja, a uma operacdo
onde essas quasiparticulas trocam de lugar uma com a outra e, depois, voltam as suas posi¢oes
originais devido a uma nova troca. Desta maneira, como no caso mais geral, em que estas duas
quasiparticulas ndo definem um “dyon”, esse sinal negativo em (4.42) associa a estatistica destas

in/2

quasiparticulas a uma fase e que ndo se identifica nem com 0 nem com 1, isso nos permite

concluir que quasiparticulas dos tipos ¢ e m se comportam como “anyons” em relacdo a outra.
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Um comentario adicional

Diga-se de passagem, diante de toda essa possibilidade de transportar e de fazer girar quasi-
particulas ao redor umas das outras, uma coisa é certa: uma quasiparticula do tipo e jamais colidira
com uma outra do tipo m. E é exatamente com base nesta observacdo que surge o argumento que
talvez reforce ainda mais a necessidade de tratarmos esses dois tipos de quasiparticulas como néo
necessariamente iguais. Contudo, como a distancia minima que pode existir entre elas ocorre
quando ambas definem um unico “dyon”, é justamente neste ponto que convém esclarecer os moti-
vos que levaram as suas nomenclaturas: afinal, como o conceito de “anyon” surgiu por advento do
Efeito de Aharonov-Bohm [61] (que estd associado ao comportamento estatistico de sistemas onde
elétrons giram ao redor de um campo magnético que esta confinado a uma regiao cilindrica), diante
do resultado (4.42) se tornou vidvel batizar as quasiparticulas que sdo detectaveis sobre os vértices
como do tipo e (elétrico), enquanto aquelas, que sdo detectdveis sobre as faces, acabaram sendo

denotadas como do tipo m (magnético).



Capitulo 5

Primeiras generalizacoes

5.1 Consideracoes tridimensionais

1 toda a

Embora ja existam algumas generalizacoes do TC muito bem postas na literatura
apresentacdo que fizemos até agora ja nos permite construir outras, bem simples, que nitidamente
trazem o TC como um dos seus casos particulares. E uma delas segue, por exemplo, quando
atribuimos a mesma codifica¢do do TC a um modelo que se vale de uma rede tridimensional Rs3: ou

seja,
* associando um tinico qubit (4.1) a cada uma das arestas de R3, e

* definindo operadores fisicos capazes de medir as propriedades desse novo modelo.

E claro que é muito confortavel pensar que essa rede pode discretizar uma variedade M3 que,
por exemplo, pode ser um toro tridimensional; e, alids, esta serd exatamente uma das coisas que
faremos ao longo deste capitulo, uma vez que, por comodidade, todas as discretizacoes que ado-
taremos aqui serdo ctibicas. Porém, antes de tentarmos entender qualquer nuance de um modelo
que esta definido sobre a discretizacao de um toro, ou de qualquer outra variedade tridimensional,

¢ essencial entendermos quais sdo as caracteristicas comuns a todos esses modelos.
5.1.1 Semelhancas e diferencas

Independente das diversas possibilidades que existem para a definicdo deste novo modelo sobre
R3, uma coisa é certa: se usarmos exatamente a mesma ldgica que é usada para a estruturagio

do TC, se torna muito natural assumir (em respeito ao mesmo principio da correspondéncia que

LComo é o caso do “Quantum Double Model” (QDM) sobre os qual falaremos no préximo capitulo.

69
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mencionamos no inicio destas notas) que o operador Hamiltoniano deste novo “three-dimensional

code” (3-DC) é dado por
Hypc = - ) Ay = > By (5.1)
v P

onde

Av=|]of e By =|]oF . (5.2)

JESy j€Sp
E, apesar da inquestionavel semelhanca entre esse H3_pc € o Hamiltoniano (4.3), € importante des-
tacar que existe uma diferenca entre eles que, apesar de bastante sutil, tem uma grande influéncia
sobre o comportamento das excitagdoes que sdo mensuraveis no 3-DC. Afinal de contas, enquanto os
operadores que compdem (4.3) sempre atuam (efetivamente) sobre quatro arestas de Rz, no 3-DC
isso ndo necessariamente acontece. E a razdo disso acontecer é que, independente das condigoes
de contorno relacionadas a Rs, cada face e cada vértice que compdem o interior desta rede sdo

estruturados por quatro e por seis arestas respectivamente.
As excitacoes de vértice

Por se dizer, antes de explorarmos as consequéncias desta ultima observacdo, é importante

salientar que, quando nos restringimos a um 3-DC onde
dimS, =4 e dimS,=6 , (5.3)

algumas das principais carateristicas do TC continuam preservadas?, entre as quais podemos des-

tacar:

(i) a comutatividade dos seus operadores de vértice e de face (5.2), assim como as suas proprie-

dades de contagem;

(i) a expressdo da energia fundamental do sistema como
EO = - ( Nv + Np ) s

sendo N, e N, as respectivas quantidades de vértices e de faces que, agora, estruturam R3; e

2Um 3-DC que atende a tais condicdes é o “Toric Code” tridimensional, cujas propriedades serfio discutidas mais
adiante.



5.1. CONSIDERACOES TRIDIMENSIONAIS 71

(iii) o fato de que um dos seus estados fundamentais possui exatamente a mesma expressao

my _ 1
| & )—EU(]IV+AV) 10)® ...® |0) (5.4)

N, vezes

que ja esta relacionada ao TC, onde N, ainda se refere ao numero de arestas que, agora,

estruturam Rs.

Outra coisa deste 3-DC que também ¢ bastante similar ao TC se relaciona as excitacoes mais
elementares que podem ser associadas aos seus vértices. Afinal, como um autoestado de “ndo

vacuo”

|7y = ot | &) (5.5)

ndo satisfaz apenas dois dos vinculos

Av|éo) = 1é0) e Bpléo) = &) (5.6)
que precisam ser satisfeitos por um estado vacuo | & ), fica claro que a autoenergia de (5.5) também
serd igual a Eq = Ey + 4, tal como ja acontece em (4.17). E, diante disso, quando notamos que

Z

* um Oy

continua sendo capaz de criar excitagoes que sdo detectdaveis apenas sobre os dois

vértices que encerram a k-ésima aresta de Rs e que, portanto,

* essas excitacoes sdo transportaveis apenas pelos mesmos operadores que ja foram definidos

em (4.20),

¢ imediato concluir ndo apenas que essas excitacoes sdo bdsons: podemos concluir que essas

excitacOes sdo exatamente as mesmas quasiparticulas do tipo e ja relacionadas ao TC.
As excitacoes de face

Ja quando olhamos para um outro autoestado de “nédo vacuo”

1€y = oF | V), (5.7)

fica bem claro que algo um pouco diferente acontece, haja vista que o fato de estarmos restritos

a uma regido onde (5.3) vale ja implica que todas as arestas que figuram em Rs pertencem a
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Figura 5.1: Recorte da rede cubica que da suporte ao 3-DC, ilustrando a presenca de quatro excitaces de
face (setores vermelhos) ao redor de uma unica aresta, devido a acdo de um unico operador o sobre um
autoestado de vécuo.

interseccdo de quatro faces. Assim, como o numero de “vinculos de vdcuo” que sdo violados por
(5.7) passa a ser igual a quatro, podemos concluir que, ao contrdrio do que acontece no TC, a agéo
de um tnico o sobre o autoestado de vacuo (5.4) cria quatro excitagdes simultdneas ao redor da

k-ésima aresta, conforme bem ilustra a Figura 5.1.

Alids, exatamente por causa dessa criacdo simultanea de quatro excitacoes ao redor de uma
Unica aresta, é importante destacar que, além do autoestado (5.7) possuir uma autoenergia Ey =
Eo + 8 que é nitidamente maior que E1, tanto o transporte como a aniquilacido dessas excitacdes no
3-DC precisam ser feitos de uma maneira “ligeiramente” diferente da anterior. E claro que, como
o € exatamente o mesmo operador que ja foi definido em (4.5), é sempre bom lembrar que essas
quatro excitacoes ainda podem ser perfeitamente aniquiladas de uma sé vez: e, para isso aconteca,

basta fazer com que este mesmo operador atue sobre | ¢’ ), uma vez que
1 1 1
i 1€y = oo (oxl&”)) = (ko o) 147D = 1&7)

Porém, se quisermos transportar as excitacoes que estao associadas ao autoestado (5.7), por

meio de um operador que nao se identifica com um de “teletransporte”

X X X

ik = 95 ° %k
arbitrario, isso devera ser feito de uma maneira que ndo é mais tdo simples como no caso do
TC. E, para deixar bem claro o porqué desta ndo simplicidade, devemos notar que, quando a j-

ésima aresta de Rs pertence a qualquer uma das faces que jid contém a aresta k, apenas uma
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Figura 5.2: Considerando que a situacdo exposta na Figura 5.1 esta associada a um instante ¢y, a atuacéo
de um tnico operador o-jx sobre uma das arestas da rede, num instante r > ry, ndo é capaz de transportar

qualquer excitacao de face do mesmo jeito que ocorre no TC. Afinal, além de apenas uma tnica das excitagdes
de face serem transportadas por erx , outras duas surgem, o que aumenta a energia associada ao sistema.

Unica das quatro excitacoes que sdo criadas por um o-jx serd capaz de aniquilar uma unica das que
foram previamente criadas pelo operador o . E, neste caso, conforme bem ilustra a Figura 5.2,
essa aniquilacdo ocorrerd precisamente sobre a face que é composta por ambas as arestas. Desta

maneira, como, em geral, a acdo de um

o5 = |] e} (5.8)

jer
sobre o autoestado (5.7) ndo é capaz de preservar o niumero de excitacdes associadas ao conjunto T
(que é composto por arestas que, “duas a duas”, pertencem a uma unica face), se ainda quisermos
transportar essas excitacoes pela rede, sem causarmos qualquer custo energético ao sistema, isso

devera ser feito de uma maneira que precisa ser um pouco mais sagaz.
Um transporte conjunto

Embora um operador arbitrario do tipo (5.8) néo seja o ideal para realizar o transporte que
queremos, uma observacao muito interessante ja pode ser feita a partir dele, desde que, ao invés
de um S, tomemos um conjunto S, contendo apenas quatro das arestas que definem um v-ésimo
vértice. E, para entendermos, de fato, qual € essa observacdo, basta considerarmos uma situacao
bem especifica, onde a k-ésima aresta excitada em (5.7) pertence a Sy \ Sy. Afinal, como, neste
caso,

0% 1€) = 0% ooy |[€Y) (5.9)
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Figura 5.3: Considerando que a situacdo exposta na Figura 5.1 ainda esta associada a um instante ¢o, onde
temos a presenca de quatro excitacbes nas faces comuns a uma k-ésima aresta, a atuacdo de um unico
operador O num instante ¢ > to, sobre quatro arestas complementares a primeira, € capaz de transportar
todas as excitacdes para a arestaj = S, \ (kU Sy).

nao violara mais os mesmos quatro “vinculos de vacuo” que (5.7), mas ainda violara os outros
quatro “novos vinculos de vacuo” que estdo, agora, relacionados as quatro faces que partilham a
aresta j = Sy \ (kU Sy), é imediato concluir de
X X _ X
OSVOO'k —O'j OAV

que todas as quatro excitacoes de face anteriores foram transportadas por Oy, para as adjacéncias

da j-ésima aresta.

Nestes termos, diante da viabilidade de transportar essas quatro excitacdes de faces por meio
de um operador Og sem causar qualquer tipo de custo energético, se torna perfeitamente vidvel in-
terpretar esse conjunto de excitacoes “como um todo” como a generalizagao tridimensional de uma
quasiparticula do tipo m [28]. Alids, devido a ndo puntualidade que esse conjunto de excitagoes
apresenta neste 3-DC, se torna bastante natural idealizd-lo como uma espécie de placa, tal como
ilustra a Figura 5.4: pois, como R3 é uma rede cubica, todas as excitagdes que compdem essas
“quasiplacas” pertencem a um mesmo plano. E, conforme veremos a seguir, além dessa idealizacdo
em termos de “quasiplacas” ser bem {til para o bom entendimento dos processos de criacédo e de
transporte, é com ela que também podemos entender, de uma maneira muito mais cémoda, como

¢ possivel conceber um “dyon” dentro do 3-DC.
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Figura 5.4: A esquerda temos a situacdo usual das ilustracbes anteriores onde, ao redor de uma udnica

aresta, foram criadas quatro excitacOes simultdneas pela acdo de um tnico oy Ja, a direita, temos uma
nova idealizacdo, onde uma placa (que é “furada” pela j-ésima aresta) passa a representar esse mesmo

conjunto de excitacgbes.

5.1.2 “Dyons” tridimensionais

Porém, antes analisarmos os pormenores desta possivel concepc¢do, é essencial fazermos um
breve parénteses aqui para voltarmos as nossas atengdes para algo que tem grande valia junto a

este fim: para as expressoes dos operadores

o =[]|ei e oy =[]0 . (5.10)

jey vey’

que sdo capazes de transportar respectivamente as quasiparticulas do tipo e e as “quasiplacas”,
onde y e y’ sdo os dois caminhos que, também respectivamente, sdo formados por arestas e por
pontos de Rs que sdo vizinhos “dois a dois”.

Em verdade, por efeito de todas as observacoes que ja foram feitas no capitulo anterior, nao

precisamos dar quaisquer detalhes sobre os autoestados de vacuo
1
1) = 0, 1&5")

. . .
que, por exemplo, surgem quando um operador O} age sobre um caminho y que é fechado e
contrdtil em R3. O uUnico destaque que certamente precisamos dar aqui se relaciona apenas ao

autoestado

1£5) = 03[ (5.11)

que, devido a acao do operador 0,, sobre um caminho fechado y’, comporta “estruturas de
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AV A

Figura 5.5: Exemplo de um tubo fechado que pode ser formado por “quasiplacas”, desde que operadores
O, atuem sobre as arestas que definem todos os vértices um caminho fechado y’.

vacuo” que sdo identificaveis como discretizacoes de tubos fechados, conforme bem ilustra a Fi-

gura 5.5. Todavia, como por tras dessa contratibilidade, também esta o fato da relacédo

x X _ X _
oy = [los =[] ]]e =]
vey’ vey’ jeSy vey’
ser sempre valida, vemos que ndo ha nada de muito novo por aqui: afinal de contas, a acao
do operador Ay continua sendo interpretavel como uma mera transformacdo de calibre que, por
conectar (5.4) a (5.11) e vice-versa, deixa muito claro que estes dois autoestados modelam um

mesmo vacuo [28].

E claro que o 3-DC que estamos considerando até agora é muito simplista, uma vez que, por
exemplo, ele ndo comporta autoestados de vacuo que sado distintos de (5.4), os quais estao re-
lacionados a acdo dos operadores (5.10) sobre redes tridimensionais que possuem condicoes de
contorno mais diversas; voltaremos a esse ponto mais adiante. Porém, sdo exatamente as ex-
pressoes que estao contidas em (5.10) que nos mostram como € possivel analisar a realizacdo de
um “dyon” dentro do 3-DC; pois, algo que elas deixam bem claro é que é perfeitamente possivel

conceber operadores compostos

que, por se valerem de um mesmo caminho y que nao necessariamente é fechado, sdo bastante

Uteis nesta concepcao.
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Alids, se lembrarmos que uma (e apenas uma) das maneiras pelas quais podemos criar um par
de dyons no TC ¢é justamente pela acdo de um tnico

0% o 07 (5.12)

71

sobre o autoestado de vacuo (4.13), por exemplo, sendo y] e v, dois caminhos nédo fechados sobre
R, cujos extremos coincidem?, se torna quase que imediato associar a concep¢do de um par de
dyons no 3-DC a a¢do de um tnico

0,5 © 0) (5.13)

sobre o seu autoestado de vacuo. Entretanto, apesar desse ultimo operador criar duas excitagoes
que denotaremos por &’ (as quais sdo compostas por pares contendo uma quasiparticula do tipo
e e uma “quasiplaca” que, além de estarem dispostas a menor distdncia possivel uma da outra,
sdo transportaveis sem causar qualquer custo energético ao sistema), ainda precisamos ter uma
certa cautela antes de afirmarmos que esse par de excitacoes realmente corresponde a um par de
dyons neste modelo tridimensional. Afinal, basta ver que, apesar de (5.12) realmente indicar que

a maneira mais simples de conceber um par de dyons no TC é por meio de um tnico operador
o o ot (5.14)

que age sobre uma mesma aresta de (4.13), se assumirmos que a dupla resumida num unico &’
deve ser interpretada como um tnico “dyon”, é imediato perceber que este mesmo (5.14) ndo é
capaz de criar um par de dyons no 3-DC: o que ele faz apenas é criar um unico “dyon” acrescido

de uma quasiparticula do tipo e nas suas adjacéncias.

Embora isso, por si sé, ja pareca estragar qualquer chance do 3-DC corresponder ao TC por

reducdo dimensional, quando voltamos as nossas atencdes para um operador
ol o0 | (5.15)

cuja j-ésima aresta pertence ao conjunto Sy, mas ndo pertence a um conjunto S, que é composto

por quatro arestas que sdo coplanares, um resultado interessante aparece. Afinal de contas, como a

30u seja, as arestas que pertencem aos extremos de ¥] devem ser duais as arestas que extremizam .
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relacdo

X — =X X
OSVOAV—O'j o oy

nos mostra que

1 1 1
0% 1657) = 0% o AVIEY) = of o oy 1&7)

¢ uma igualdade valida onde j e k indexam duas arestas que sdo opostas, € exatamente esse resul-
tado que nos diz que O é um operador capaz de criar um par de “quasiplacas” e que, portanto, o
v

operador (5.15) é capaz de criar um par de duplas &’.
Descricao estatistica

Apesar desta ultima conclusdo indicar que um principio da correspondéncia entre ambos os
modelos se completa caso ¢’ seja realmente interpretado como um “dyon”, ainda precisamos no-
tar duas coisas importantes. E, a primeira delas, diz respeito a uma aparente “ambiguidade es-
tatistica” que parece estar relacionada a essa mesma combinacdo: afinal, girar uma quasiparticula
do tipo e ao redor de qualquer “quasiplaca” parece implicar que ambas podem ser consideradas

como

* “anyons” em relacdo a outra, caso o caminho fechado escolhido para isso contenha a aresta

que “fura” a “quasiplaca” em questdo, e como

* bdsons, numa situagdo contraria a essa.

E claro que, como o giro ou transporte deste suposto “dyon” &’ deve manté-lo fntegro ao longo do
trajeto escolhido para isso, toda essa aparente “ambiguidade” ndo tem a menor importancia para
a sua definicdo, dado que a quasiparticula do tipo ¢ que compde &’ sempre precisa “furar” uma
“quasiplaca” para completar esse trajeto. Ou seja, tal como acontece com os “dyons” que estao
relacionados ao TC, &’ também se comporta como um férmion em relagdo a si mesmo, deixando
muito claro que, se &’ realmente puder ser identificado como um “dyon”, a fermionicidade é uma
propriedade intrinseca apenas a essas quasiparticulas e ndo as demais que podem figurar no 3-DC

[28].

Porém, é exatamente quando nos lembramos das excitacées do TC que a segunda coisa que
devemos observar vem a tona sob a forma de um questionamento: afinal, se as quasiparticulas dos

tipos e e m nunca conseguem atravessar uma a outra no TC, por que é razoadvel admtir que isso
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acontece no 3-DC em relacdo as quasiparticulas do tipo e e “quasiplacas”?

Pelo ponto de vista de quem enxerga este 3-DC apenas como um “toy model” que, a priori, ndo
tem necessariamente qualquer compromisso para com a realidade que nos cerca, a razoabilidade
desta admissao segue por uma simples consequéncia desta “quasiplaca” sempre estar fincada sobre
a aresta que faz parte do caminho por onde uma quasiparticula e precisa passar; ou seja, trata-se
de uma propriedade que surge pela maneira como o modelo foi definido. Porém, pelo ponto de
vista de quem enxerga estas quasiparticulas como algo que deve ser permutado, esta pergunta até
que pode fazer algum sentido, haja vista que, se esquecéssemos toda a liberdade tridimensional
que as particulas tém para transitar (e, portanto, toda a liberdade que elas tém para trocarem de
lugar umas com as outras), a possibilidade de tais “furos” poderia implicar numa estatistica entre

estas quasiparticulas e estas “quasiplacas” que parece ser ambigua.

Independente de quaisquer pontos de vista, uma das maneiras de respondermos a este questi-
onamento é pensando no que aconteceria se, por exemplo, impuséssemos ao 3-DC que as quasi-
particulas do tipo ¢ ndo podem “furar” quaisquer “quasiplacas”. Afinal, num primeiro momento,
isso parece resolver a “ambiguidade estatistica” que poderia estar relacionada as excitacoes que
elas representam, uma vez que tal imposicao extingue qualquer chance das quasiparticulas do tipo
e e “quasiplacas” serem “anyons” em relacao a outras: todas elas passam a se comportar apenas
como bdsons, o que vai em pleno acordo para com o que sabemos sobre as particulas que tém uma

liberdade tridimensional para serem permutadas.

No entanto, existe um sério problema nesta imposicdo de “ndo furo”. Pois, j& que uma quasi-
particula do tipo e ndo pode mais “furar” uma “quasiplaca”, como uma estatistica para &’ pode ser
definida? Afinal de contas, lembrando que esse candidato a “dyon” é, por definicdo, a conjuncao de
uma Unica quasiparticula e com uma tnica “quasiplaca”, essa regra do “ndo furo” acaba deixando
bem claro que é impossivel transporté-lo integramente ao longo de Rs. E, como é exatamente a
impossibilidade de realizarmos um transporte integro deste £’ que nos impede de bem definir uma
estatistica para ele, também acaba ficando bem claro que, se quisermos realmente defini-lo como o

“dyon” neste 3-DC, esta regra do “ndo furo” ndo pode ser imposta ao modelo.
Uma observacao interessante

Alias, se olharmos bem para o que acontece no TC, essa imposicao de que uma quasiparticula do

tipo e ndo pode “furar” uma “quasiplaca” é completamente obsoleta. Pois, por mais que nao pareca,
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Figura 5.6: Esquema de justaposicdo de “quasiplacas” que nos permite ilustrar a lei do perimetro. Afinal,
enquanto na figura acima temos uma nica “quasiplaca” com uma energia igual a 4, na figura abaixo temos
duas “quasiplacas” justapostas com uma energia igual a 6: ou seja, a energia total nos dois casos, assim
como em todos os demais casos, é exatamente igual ao perimetro (visto em termos do nimero de arestas)
que encerra o conjunto de “quasiplacas”.

todos esses “furos” ja sao bem comuns no TC. E, para entender o porqué disso, basta analisar a
situacao que se envolve, por exemplo, com uma quasiparticula do tipo e que precisa ser transpor-
tada através de uma aresta j que, por ja ter sido previamente operada por um o-j" , ja abriga duas
quasiparticulas do tipo m nas duas faces que as cercam. Afinal, apesar da bidimensionalidade de
R2 nos impedir de realizar as excitacdes criadas por um (TJ?‘ como a “quasiplaca” que estd presente
na Figura 5.4, passa a ndo ser nada absurdo pensar no transporte desta quasiparticula do tipo ¢ em

termos do “furo” que ela deve fazer na “quasiplaca” unidimensional previamente criada por (rj" .

Por se dizer, é exatamente diante desta dltima realizacdo em termos de “quasiplacas” que fica
bem claro o porqué das quasiparticulas do tipo m serem livres no TC, mas serem confinadas no

3-DC. Pois,

* enquanto a situacdo ilustrada na Figura 5.6 deixa bem claro que o transporte das quasi-

particulas do tipo m, ao longo de um caminho dual ¥* de R3 (que esta destacado em azul
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Figura 5.7: A esquerda, temos a mesma ilustraciio que ja foi usada na Figura 5.4 para apresentar uma
quasiplaca, porém dando destaque a interseccdo que existe entre esta quasiplaca, que foi criada a partir da
acdo de um operador a-jx sobre a j-ésima aresta de R3, e um dos planos que suporta esta mesma aresta. Ja a
esquerda, vemos apenas o recorte deste mesmo plano onde constam as duas Uinicas excitacdes que existem
neste ambiente bidimensional. Note que todas as excita¢des que sdo criadas por um dnico o-jx num modelo
bidimensional, que é obtido seja por um corte ou por uma contracdo de todos os planos paralelos a um tnico
plano que é discretizavel por uma R, C R3, sdo totalmente equivalente as quasiparticulas tipo m do TC, as
quais sdo transportaveis sem qualquer custo energético.

pontilhado), mostra uma lei do perimetro para as suas energias (ou seja, a energia das qua-
siparticulas que estdo envolvidas para com este transporte se identifica com a quantidade de

arestas duais que encerram a uniao de “quasiplacas” que surgem ao longo de y*),

* essa mesma lei ndo vale para um transporte que se restringe a um caminho dual y* de R>
(que pode ser visto como a proje¢do do caminho dual y* de R3 sobre R2), uma vez que esta

rede ndo comporta faces perperdiculares a variedade bidimensional que R, discretiza.

E essa nao validade da lei do perimetro pode ser entendida de uma forma até que muito sim-
ples, desde que notemos que R, c Rs. Afinal, se pensarmos na situacdo deste transporte de
quasiparticulas do tipo m pela perspectiva de R3, esse mesmo transporte quando restrito a rede
bidimensional R, pode ser realizado em termos do “corte” (ou da projecdo) que esta a mostra na
Figura 5.7: ou seja, toda a situacdo do transporte das quasiparticulas do tipo m que, por exemplo,
se associam a um modelo como o TC, pode ser perfeitamente obtida através de uma restricdo a

Ry C Rg.
5.2 A importancia das condi¢cOes de contorno

Diante de todos estes aspectos positivos, e principalmente lembrando que a definicdo de um

“dyon” ja foi, de certa forma, feita “a mao” no TC (para que fosse possivel estruturar um mo-
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delo onde todas as suas quasiparticulas pudessem ser transportadas sem causar qualquer custo
energético ao sistema), € mais do que conveniente declarar que faremos exatamente igual em
relacdo ao 3-DC: ou seja, definiremos, também “a mao”, que &’ realmente corresponde a um
“dyon” &, uma vez que a quasiparticula do tipo e e a “quasiplaca” que o definem também podem

ser transportadas sem causar qualquer custo energético ao sistema [28].

Entretanto, uma coisa que é muito importante de ser destacada aqui é que, além das regras
de fusdo que estdo relacionadas a todas essas quasiparticulas do tipo e e “quasiplacas” serem exa-
tamente as mesmas que as do TC (ja que elas sdo criadas pelos mesmos operadores), todos os
resultados que apresentamos até agora se referem ao caso bem particular de um 3-DC que satisfaz
a (5.3). E uma boa maneira de pensarmos nesta situacdo €, por exemplo, interpretando o 3-DC
como um modelo que esta definido sobre uma rede cuibica que (i) pode ser infinita ou que (ii)
possui condicOes periddicas de contorno em todas as suas direcoes. E, se este for realmente o caso,

a Unica coisa que precisamos ter em mente € que,

* enquanto um 3-DC que é construido sobre a primeira rede (que € infinita) possui um autoes-

tado de vacuo que € unico e dado por (5.4),

* para a segunda (que € periodica) a degenerescéncia do estado fundamental provavelmente
serd maior, uma vez que esta situacdo é muito parecida com a do TC, ja que qualquer rede
cubica com condicOes periddicas de contorno em todas as suas direcdes pode ser perfeita-
mente identificada, por construcdo, como a discretizacdo ctibica de um toro tridimensional

T3.

5.2.1 O “Toric Code” tridimensional

Alias, lembrando que degenerescéncia do estado fundamental do TC estd diretamente vinculada
a existéncia de curvas ndo contrateis sobre 7z, se realmente quisermos entender como € que a
degenerescéncia do estado fundamental deste novo “Toric Code” tridimensional (3-TC) funciona,
precisamos entender como é que funciona todo esse esquema de nao contratibilidade que esta
relacionado ao 73. E certamente uma das coisas que poderiamos usar em favor desse entendimento
€ o simples fato de que o nimero de curvas que compoem o grupo fundamental de 73 € igual
a trés: afinal de contas, assim como ocorre no TC, a ndo contratibilidade destas curvas poderia

perfeitamente nos remeter a novos autoestados de vacuo que sdo independentes de (5.4).
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Figura 5.8: Da mesma maneira que um toro bidimensional pode ser construido colando as arestas opostas
de quadrado, é perfeitamente possivel conceber um toro tridimensional através de um procedimento anédlogo
de colagem. Apesar da impossibilidade prética de visualizar o resultado desta construgédo, basta tomarmos
um cubo tridimensional e colarmos as suas faces opostas [43]. Note que, aqui (e apenas aqui), as letras
presentes na figura nao se referem a qualquer um dos operadores mencionados nestas notas: essas letras
servem apenas como indices que dio destaque as faces que, duas-a-duas, precisam ser coladas.

Sé que, conforme bem enfatizamos nesta dltima afirmacéo, poderia. E a razdo de termos dado
toda essa énfase ao “futuro do pretérito” é bem simples: pois, como o transporte das excitagoes
do tipo m nao mais corresponde ao vacuo quando feito ao longo de qualquer caminho fechado ¥,
os elementos do grupo fundamental 77 (73) ndo podem moderar qualquer autoestado de vacuo no
3-TC. Todavia, como estamos lidando com um toro que é tridimensional, ainda existe um aspecto
topoldgico que pode ser explorado para avaliar a degenerescéncia do estado fundamental deste
3-TC: esse aspecto é a ordem dos grupos de homologia H i (73), uma vez que cada um deles mede
a quantidade de k-ciclos de 73 que nao podem ser considerados como k-bordos, sendo 0 < k < 3
[62]. Afinal de contas, do mesmo jeito que €é facil demonstrar que existe n curvas fechadas nao
contrdteis dando estrutura ao grupo fundamental de um toro n-dimensional 7;, também nao é
dificil ver que existe uma quantidade ndo nula de toros 7, ndo contrateis que estdo mergulhados

em 7, e, portanto, que sao tais que k < n.

Embora tudo isso pareca ter um aspecto bem diferente do que esté envolto para com os toros
bidimensionais, se olharmos bem para as curvas fechadas ndo contrateis que podem ser definidas
sobre 73, toda essa “md impressao” comeca a se desfazer rapidamente: pois, como todas essas cur-
vas tém condicOes periddicas de contorno, sdo elas quem devem ser vistas como os 1-ciclos que nao
sdo bordos deste toro bidimensional e que, portanto, podem ser vistas como os toros unidimensio-
nais 77 que estio nele imersos. Desta maneira, podemos afirmar que todas essas “novas” superficies
7 nada mais sdo do que meras generalizacoes dos caminhos ¥ = 77 que estdo contidas em M; (ou
seja, elas sdo os k-ciclos que dissemos acima, os quais estdo contidos em 7; e que ndo podem ser

vistos como k-bordos), dado que agora existe uma maior liberdade para defini-las que sequer de-
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pende do fato de n ser um niimero maior que 2: basta ver que o proprio toro 7> também pode ser

visto, por exemplo, como uma superficie toroidal ndo contratil que esta mergulhada nele mesmo.

E é por efeito deste quadro que um segundo, um terceiro e um quarto autoestado de vacuo

finalmente ja se tornam bastante evidentes no 3-TC:

|§(()l+d) ) = 07){1 |§(()1) y (5.16)
onded=1,2,3e
jL7a

é tal que cada operador o-j’C age sobre a j-ésima aresta que € perpendicular a discretizacdo de um toro
bidimensional 7; que estd contida em R3, discretizacdo essa que ocorre pela fixacdo das faces que
s30 normais a uma tnica das trés possiveis direcdes d. E claro que, da mesma maneira que acontece
com (4.26), estes ndo sdo os unicos autoestados de vacuo adicionais que estdo relacionados ao 3-

TC: como existem mais quatro combinacoes
X X X X R X X X X
Oz 00z , Oz 00z , Of 00z e Of o Of o Of (5.18)

que podem ser feitas entre os operadores (5.17), também existem mais quatro novos autoestados
de vacuo surgindo delas, o que deixa muito bem claro que estamos diante de um modelo com um
estado fundamental que € octodegenerado. E, por se dizer, essa octodegenerescéncia vai em pleno

acordo com o fato do segundo grupo de homologia de um 73 com género unitario ser [28]
Ho(T3) =72Z @7 & 7Z

Afinal de contas, como o primeiro H ; (73) e o segundo grupo de homologia de um toro tridi-
mensional sdo iguais, ao notarmos que o Teorema de Hurewicz nos mostra que H 1 (73) pode ser
obtido através de uma Abelianizacdo de um 1 (73) [49] que é composto por oito elementos, pode-
mos tomar emprestada a visdo que H 1 (73) nos oferece para afirmar o seguinte: do mesmo jeito
que H 1 (73) acaba servindo para identificar o numero de geradores que levam as oito distintas
classes de homotopia de caminhos fechados que definem 77 (73), podemos associar a contagem
que H 5 (73) faz ao computo das oito distintas classes de homotopia de superficies fechadas que

acabaram se associando a esses oito autoestados de vacuo do 3-TC.
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Capitulo 6

Nocoes gerais sobre os “Quantum Double Models”

6.1 Comentarios iniciais

Diante de tudo o que foi apresentado até agora sobre o “Toric Code” (TC) e sobre algumas das
suas generalizacoes que foram expostas no capitulo anterior, é nitido que ainda existe um leque
bem grande de possibilidades para que outras sejam construidas. No entanto, se pensarmos apenas
naquelas que nao dependem de qualquer tipo de extensdo dimensional, uma das primeiras linhas
de generalizacOes que surge é aquela que se apoia na atribuicdo de um vetor

lgi) = d@ 10y + ...+ a9 In-1) | (6.1)

que é um pouco mais geral, as arestas de R2. Ou seja, um vetor que nada mais é do que um
elemento de um espago de Hilbert %, que possui n dimensbes, cuja base é dada pelo conjunto
B; ={l g ) : g € G1} que contém todos os vetores que sdo indexados pelos elementos de um grupo

G1 que nao é necessariamente Abeliano.

E claro que outras linhas de generalizacdes também surgem de uma maneira que é tdo natural
quanto essa. Todavia, dar vazdo a uma primeira generalizacdo que se vale de um vetor (6.1) e de
uma Ry tal que

dimsS, = dim$, = 4 (6.2)

¢ tdo mais simples, que um dos modelos que podem ser criados desta maneira ja é muito bem
conhecido: trata-se do “Quantum Double Model” (QDM) [4, 63], cujo nome segue por efeito deste

modelo se apoiar sobre a chamada algebra do “Quantum Double” de V. G. Drinfeld [64].

87
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6.1.1 Caracteristicas gerais

Independente de qualquer coisa mais especifica que podemos falar sobre os QDMs, algo que ja
fica bem claro da associacdo de (6.1) a cada aresta de R, é que, como este elemento ndo pertence
necessariamente a um espaco de Hilbert bidimensional, os operadores de um sistema assim conce-
bido ndo podem ser expressos necessariamente como produtorios de (4.5). E este é exatamente o

caso do operador Hamiltoniano
Hg, = - Yy AV = % pgv (6.3)
v p

que, apesar de se apresentar com a mesma “roupagem” do Hamiltoniano relacionado ao TC, pre-
cisa ser composto por operadores de vértice A(\(,; Ve de face B(I? v que sdo um pouco mais gerais
que (4.4). Contudo, antes de fazermos uma apresentacdo mais explicita sobre as suas expressoes
(e, até mesmo, para que todas elas facam sentido), é imprescindivel atentar a uma caracteristica
importante destes modelos, a qual, inclusive, ja chegou a ser mencionada bem no inicio destas

notas: os QDMs sdo bons exemplos de teorias de calibre discretas.
Sobre a definicao dos operadores

Conforme ja ficou muito claro do segundo capitulo, a definicdo de uma teoria de calibre (seja

ela continua ou discreta) se fundamenta sobre, pelo menos, duas coisas:

(i) o sistema fisico que ela representa esta definido apenas sobre uma subvariedade M-, ¢ M,
e, exatamente por isso, pode ser parametrizado apenas em termos de um subconjunto que

contém elementos que o descreve intrinsicamente; e

(i) sejam quais forem as escolhas (que sdo infinitas) que tomemos para os parametros extrinsecos

a Mu—m, eles ndo destroem a covaridncia das equagoes de movimento [17].

No entanto, quando lidamos com uma teoria de calibre considerada discreta, existe uma coisa “a
mais” que caracteriza essa teoria: quando o sistema se encontra num estado fisico qualquer, a

holonomia de cada uma das faces de R;, neste estado, deve ser preservada [19].

Embora tudo isso talvez tenha passado desapercebido nos dois tltimos capitulos, tanto o TC
como um 3-DC sao bons exemplos de teorias de calibre discretas. Afinal de contas, basta ver que,

apesar dos seus operadores de aresta A, sempre trocarem todos os elementos (4.1) associados a
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um S, por outros, que sdo complementares segundo a algebra de Z,, essa troca sempre é feita
sem nunca alterar os autovalores de B,. Desta maneira, como os elementos do grupo de calibre
G1 podem ser interpretados, em verdade, como os pardmetros intrinsecos que sdo necessarios para
descrever o sistema sobre uma rede R, [19], se torna completamente vidvel interpretar A, como
um operador que realiza as transformacoes locais de calibre sobre o sistema, ao mesmo tempo que
B, deve ser interpretado como o medidor da holonomia de cada uma das faces que compdem R>
[4].

Diante dessa conclusdo, para que um QDM possa ser realmente interpretado como uma ge-
neralizacdo do TC, é imprescindivel que os seus operadores de vértice e de face apresentem essas
mesmas propriedades: ou seja, o operador A'C? precisa realizar transformacdes locais de calibre,
enquanto B(pG 1 precisa medir as holonomias do sistema. E, de acordo com a concepcido que foi

dada por Kitaev para o operador de aresta

1
G _ ®)
AGY = || X § LY (6.4)

jeSy 1 | geGy

de um QDM [4], este operador cumpre perfeitamente tal propdsito, jd que ele se vale de uma
superposicdo de operadores lineares L(jg) : 9Ne = gNa que trocam o elemento | h; ), que estd

originalmente associado 2 j-ésima aresta de R, por um outro?

* | ghj ), se a orientacdo que ¢é atribuida a essa aresta apontar “para fora” do v-ésimo vértice,

ou

° | hjg_l ) , numa situacdo contraria a essa,

de modo a preservar as holonomias do sistema. Note que, nessa definicio do operador L(jg), a
nocao de uma rede orientada se faz presente, assim como deve ser para qualquer modelo que se

proponha a ser “de calibre discreto”.

Por se dizer, embora a definicdo desse ultimo operador pareca distoar daquela que esta relaci-
onada ao operador de vértice (4.4), devemos notar que essa sensacdo de distoamento nio passa

de uma falsa impressao. Pois, uma vez que {|0), | 1)} é a base escolhida para descrever os

Lpara efeitos préticos, estamos utilizando uma notacéio simplificada que deve ser traduzida como

gh=u(gh) ,

onde u : G; X G1 — G; é a aplicacdo que da uma estrutura de grupo ao conjunto G; cuja cardinalidade é | G; |. Para
maiores detalhes sobre isso, vide o Apéndice B.
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campos discretos que estdo associados as arestas no TC, é da expressdo (4.8) que fica bem clara a
identificacdo

L(jg) = o (6.5)

quando tomamos um G1 = Zsy, desde que, é claro, g seja um elemento distinto da identidade.
Entretanto, é exatamente por causa desta mesma identificacdo que também fica bastante clara
a existéncia de uma diferenca, bastante sutil, entre os operadores (4.4) e (6.4) que merece ser
discutida: a diferenca é que o ultimo deles conta com uma componente L(je) a mais, que nada mais
¢ do que um operador identidade 1;. E, para entendermos o porqué disso acontecer, podemos nos

valer deste mesmo caso que ja estd relacionado a G; = Zo, dado que ele nos permite escrever
2y _ 1
A% = E (Iy + Ay) . (6.6)

Afinal, apesar de, num primeiro momento, este resultado eventualmente dar a entender que o
TC nao pode ser identificado como um QDM que adota G; = Z, toda esta falsa impressdo pode
comecar a ser desconstruida desde que notemos que, salvo a presenca do fator 1/2 encabecando
(6.6), esse operador A2 nio é nada estranho ao TC: basta ver, por exemplo, que é exatamente

ele quem jd aparece na expressdo do autoestado de vacuo (4.13).

Em linhas gerais, e como provavelmente ja deve ter ficado claro das explicacoes dadas no
Capitulo 4, esse autoestado (4.13) fora construido propositalmente como tal pela simples con-
sequéncia do operador 1 + Ay “trabalhar”, de alguma maneira, como um projetor. Logo, como essa
mesma observacdo projetiva também se estende naturalmente a 1, + sz, se torna perfeitamente

possivel lidar com um Hamiltoniano
) 1 1
H =—§(1V+AV)—§(11P+BP) (6.7)

alternativo para o TC, haja vista que, em relacdo ao operador Hamiltoniano (4.3) original, ele
apenas altera a diferenca entre os niveis de energia do sistema.

Todavia, para que essa falsa impressdo se desfaca de uma vez por todas, ainda precisamos olhar

para o operador de face que figura em (6.3), cuja definicdo se faz por meio de uma superposicdo

2 Apesar de ndo ser possivel utilizar este tiltimo operador para definir qualquer estado de vacuo anélogo a (4.13), por
exemplo.
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[5]

B(;?l) — Z 1_[ ngj) , (6.8)

* \jeSp
que é um pouco diferente da anterior. Pois, embora ela seja definida por meio de operadores
ngj) : 9 — HNe que também devem ser lineares, e embora ela também troque o elemento | h; )

originalmente associado a j-ésima aresta de Rz por um outro

* 6(g.h) | hy ), se a orientacdo dessa aresta coincidir com a de My, ou
* 9 (gj_l,hj) | hj ), caso contrdrio,

ela se apoia sobre um somatorio que, apesar de também se envolver exclusivamente com os ele-
mentos de Gi, foi propositalmente indexado com “x” por se restringir apenas aos elementos de

um

gj€G1:1_[gj=Up : (6.9)
j€Sp

Ou seja, temos um operador que, conforme ja dissemos anteriormente, mede a holonomia que esta

i)

associada a p-ésima face [65]. E, desta maneira, como a definicdo dos operadores T Eg ja deixa
muito bem claro que, para o grupo G; = Zj, temos
79 =1 e T® =07 | (6.10)
j ] j j

onde g é, mais uma vez, qualquer elemento de G; distinto da identidade, é imediato perceber
que o principio da correspondéncia é realmente respeitado por um QDM em relacdo ao TC: afinal
de contas, a menos de um fator 1/2, o operador B(pZZ) também se reduz ao operador de face que

aparece em (6.7).
6.2 Um exemplo Abeliano

Diante de tudo isso, ja que conhecemos qual é a expressao do operador Hamiltoniano (6.3)
de um QDM arbitrario, é interessante apresentarmos ao menos um desses modelos para que fique
claro quais séo as suas principais propriedades. E, diante dos interesses declaradamente Abelianos
destas notas, tomaremos um QDM que se apoia sobre um G; = Z;, como exemplo, sendo n um

numero inteiro qualquer.
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lps)
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Figura 6.1: Recorte da rede quadrada e orientada que d4 suporte ao QDM, onde os setores vermelho e azul
estdo associados as mesmas regides que definem um vértice e uma face do TC, enquanto o setor amarelo se
refere & menor regido (sitio) ao qual podemos associar um par s = (v,p).

6.2.1 Propriedades gerais

E a primeira coisa que deve ficar clara sobre este modelo é que, de acordo com tudo o que ja
dissemos na tltima Secdo, todos os campos de calibre que foram distribuidos entre as arestas de
Rz devem se submeter as transformacdes que sdo efetuadas por A", E, tendo ciéncia disso, ao
lembrarmos que esse operador deve ser interpretado como a generalizacdo do mesmo (6.6) que
jé estd relacionado ao TC, fica bem claro que a melhor maneira de expressa-lo é através de uma

superposicao

Z) _ 1 )
AV = = 3 AT
8€Zn

cujas componentes sdo, no caso da rede quadrada Rz que consta na Figura 6.1, dadas por
AP = (X)) o (X)) o (X3)® o (Xa)F
Aqui

X = > |(h+1)modn)(h| (6.11)
heZn
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nada mais é do que a generalizacdo do operador o* ao grupo Z,. Alids, analogamente a tudo isso,

a expressao do operador de face desse mesmo modelo pode ser expressa como
(Zn) _ (€]
By = Z By
cujas componentes
BY = ()% o (Z)* o (Z7)* o (2§)*

também se valem de uma generalizacdo do operador o*, que é dada por

Z:‘ZaMthl, (6.12)

heZn
2ri
onde w = e é o gerador do grupo Z, 3.
6.2.2 ExcitacOes elementares

Ja a segunda coisa que deve ficar clara aqui é que, diante das expressoes (6.11) e (6.12),
precisamos ter em mente que

ZX = wXZ . (6.13)

E, por mais simples que esta relacdo possa parecer, € a partir dela que podemos analisar aspectos
bem importantes desse QDM. E o primeiro deles é, por exemplo, aquele que surge como uma
simples consequéncia das propriedades de comutacdo entre as componentes AS e B(f;’ ): afinal de

contas, como essas componentes sdo tais que [5]

’ ’ " -1 h/
A(§)A(Vg) _ A(Vgg) , Ay = A(Vg ) B%)B(p) _ 6h,th(§) ,
-1
B = B® e AWRD - B(pghg a® 6.14)
elas deixam claro que
[ AT, BG ] =0, (6.15)

0 que s6 vem a comprovar que esse QDM é, de fato, um modelo soluivel. Por se dizer, devido ndo

apenas a todas as propriedades projetivas que sdo inerentes aos operadores A(gn) e B(pZ“), mas ao

3para maiores detalhes sobre isso, vide o Apéndice B.
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simples fato de que autoestado de vacuo | & ) deste QDM precisa satisfazer a

AT gy = &) e BEV &) = &) . (6.16)

também acaba ficando bem claro que, no caso de R, ser uma rede capaz de discretizar um plano
infinito (ou qualquer outra subvariedade com género nulo), o estado de vacuo deste modelo sera

tinico e dado por

|§(§1>>=]_[A<VZH> 10)® ... ®|0) , (6.17)

N, vezes

onde N, é o numero de arestas que compdem Ry.

Ja o segundo aspecto importante que segue de (6.13) é que, devido a sua generalizacdo
z8xh — (gh)ymodn yhg (6.18)

certamente figurar no desenvolvimento das relacbes que avaliam os possiveis estados de “nédo
vacuo” deste QDM, a quantidade de quasiparticulas que podem ser criadas sobre um autoestado de

vacuo é igual a n?: pois,

(i) como cada um dos operadores ( Z; )® e ( Xx )® consegue criar n - 1 generalizacGes para as

respectivas quasiparticulas do tipo e e m,

(i) enquanto um operador composto ( Xj )* o ( Z; )h é capaz de criar (n - 1)® novos tipos de

“dyons” & num sitio s arbitrario*,

a soma de todas essas possibilidades traz
(n-1¥ +2(n-1)+1=1[(n-1)+1]1%> =n? , (6.19)

uma vez que a auséncia de qualquer uma dessas quasiparticulas sobre a rede também pode ser

vista, e portanto computada, como uma quasiparticula de vacuo.
Transporte, regras de fusdo e descricao estatistica

Diga-se de passagem, é justamente por causa dessa generalizacdo (6.18) que todas as regras

de fusdo que estao relacionadas para com as quasiparticulas que surgem da acdo dos operadores

4Vide a Figura 6.1 para maiores detalhes sobre a definicio deste conceito.
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apontados nestes itens (i) e (ii), as quais serdo aqui denotadas como %, m" e £®M > sio dadas

por

h e(g+h) mod n

e8 X " = mé x mh = mermmodn o pg oy gl (6.20)

No entanto, é aqui que cabe uma pequena ressalva sobre essas quasiparticulas, mais especifica-
mente sobre as suas concepg¢oes. Afinal, ao contrario do que acontece no TC, os pares de quasi-
particulas aqui concebidos ndo comportam necessariamente aquelas que sdo tidas como as suas

proprias anti-quasiparticulas, uma vez que

* os pares criados pelos operadores ( Z; )® sdo compostos por quasiparticulas ¢ e ¢™8 que
sao complementares segundo a algebra de Z,, as quais sdo alocadas sobre os vértices que

extremizam a j-ésima aresta,

* enquanto ( X; )" também produz um par com quasiparticulas complementares m& e m™%, e

as aloca sobre os centréides das faces que partilham a j-ésima aresta.

Neste nosso caso abeliano, os tinicos operadores que,por exemplo, sdo capazes de conceber pares

com quasiparticulas que se comportam como as suas proprias anti-quasiparticulas sdo

’

2 d 2 d 2 d 2 d
(Zj)(n/)mon (Xj)(n/)mon (Xj)(n/)mono(zj)(n/)mon

e, portanto,

J

mas isso sO ocorre nas situagoes onde n é um numero natural par, haja vista que, pelas mesmas

regras de fusao (6.20), temos

e(n/Z) mod n (n/2) mod n — m(n/Z) mod n % m(n/Z) mod n =1

X e

E claro que é muito importante observar que todas essas quasiparticulas podem ser perfeita-
mente transportadas ao longo de R, desde que isso seja feito, por exemplo, pela acdo do mesmo
operador que criou um par de quasiparticulas ao longo de um caminho continuo de arestas. No
entanto, antes de terminarmos este capitulo, é interessante destacar algo que é um pouco mais
importante: é interessante destacar aquilo que faz do QDM um modelo um pouco melhore que o

TC quando o objetivo é usa-lo para fins computacionais.

>0u seja, as quasiparticulas que sdo concebiveis pelos respectivos operadores ( Z)%, (X )t e (X;)8 o (Z )
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6.3 Um exemplo nao Abeliano

Apesar de ja ter ficado subentendido ao leitor que este algo que é “um pouco mais impor-
tante” deve decorrer do fato das quasiparticulas de um QDM apresentar uma estatistica que, por
exemplo, pode ser distinta da que esta relacionada aos “dyons” do TC, para ilustrarmos ainda mais
toda a generalidade que esta por trds de um QDM, finalizaremos este capitulo apresentando um

outro dos seus exemplos mais simples: um QDM que se apoia sobre o grupo
S3 =(a.b:a =b* =e, bab=ad") |, (6.21)

cujos elementos descrevem todas as possiveis permutagdes que podem ser feitas entre trés obje-
tos. Ou seja, um grupo ndo Abeliano, onde o seu gerador a deve ser pensado como uma espécie
de “agente” que, sozinho, é capaz de realizar permutacoes ciclicas entre trés objetos numa certa
“direcdo preferencial”, enquanto o seu outro gerador b deve ser interpretado como aquele que

apenas troca dois desses objetos de lugar.
6.3.1 Principais propriedades

E a primeira coisa que precisamos destacar aqui diz respeito aos operadores de vértice e de face

que, de acordo com as expressOes mais gerais (6.4) e (6.8), sdo dados por

1

(S3) (8) (S

A = 2 > AT e BYY = BY (6.22)
gESs3

haja vista que a definicdo de vacuo de um QDM se apoia sobre o fato das holonomias, que estdo

relacionadas as faces de Rz, serem todas iguais a identidade e. E claro que comentarios adicionais

sobre o autoestado de vacuo | & ) desse QDM nao Abeliano também cabem: e, ja que este | & )

também precisa satisfazer aos vinculos

AV gy = |&0) e BYY &) = | &) (6.23)
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que sdo andlogos a (6.16), um desses comentdrios é que, quando consideramos exatamente a

mesma R, que ja esta a mostra na Figura 6.1, esse autoestado também sera tinico e dado por

&y =[] 4% 100 e ... 8 10)

v

N, vezes

Todavia, devido as propriedades projetivas que estdao associadas nao apenas aos operadores (6.22),
mas a todos os operadores de vértice (6.4) e de face (6.8) que podem definir um QDM, o melhor
comentario que devemos fazer aqui é: todas essas propriedades projetivas decorrem do simples

fato de que todos esses operadores sao apenas dois dos elementos que figuram nos dois conjuntos

W = (A, AT e 8 = BT, BYR Y (6.24)

v,1
de projetores, cuja cardinalidade R corresponde ao ntimero de representagoes irredutiveis de G1.
Sobre as excitacoes elementares

E a grande vantagem de sermos cientes sobre a existéncia desses dois conjuntos de projetores
Ay e B, é que, como eles sdo compostos por outros operadores que também atuam sobre os vértices

e sobre as faces de R>, todas as relagdes projetivas
ATY 0 ATY = 6(LK) ATY e BYY o BYY = 5(LK) BYY (6.25)

e de fechamento

R R
YA =1, e Y BYY =1, (6.26)
J=1 J=1

permitem caracterizar, de forma mais consistente, todas as excitacoes de vértice e de face relacio-
nadas a qualquer QDM, as quais sao produzidas pelos operadores W(SJ ) Afinal, como todos esses

operadores devem ser tais que
(G1) J,K) _ (J,K) (G1) (G1) J.K) _ (J,K) (G1)
A o W = Wy o AU e Bg o Wy = W5 OBp,l , (6.27)
e como todas essas propriedades indicam que, para um estado

J,K 1
1)y = wB ey
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vale

ATV E) = &) e BURIE)Y = 1€) (6.28)

fica muito claro que, ao associarmos a auséncia de qualquer quasiparticula a presenca de uma
quasiparticula de vacuo indexavel por (1,1), existirio R? possibilidades para a definicio das qua-
siparticulas vistas como “elementares” dentro de qualquer QDM, haja vista que cada uma delas
ocupard um estado bem especifico, que serd rotulado pelo par ordenado (J,K). Por se dizer, esse
resultado é perfeitamente compativel com aquele que, por exemplo, ja fora obtido, por outros
meios, em (6.19), uma vez que (i) o numero de representagdes irredutiveis do grupo Z, é igual
a sua ordem e (ii) essa rotulacio justifica, por exemplo, o porqué das quasiparticulas £¢" serem

indexadas como tal.
Regras de fusdo nado Abelianas

Diante de tudo isso, certamente a coisa mais importante que precisamos mencionar agora,
até mesmo para justificar como funciona toda essa associacdo dos elementos de A, e B, as re-
presentacoes irredutiveis de G; (e consequentemente obtermos todas as expressoes que, por exem-

plo, definem os operadores desse nosso QDM que se vale de S3) é que eles sdo dados por [66]

d
(G1) _ J -1 (€:9] (G1) _ (&)
AV,J - |G1| ZXJ(g )AV € Bp,K - Z Bp . (6.29)
g€G geCk
Aqui, além de
(@ _ (2) (&) _ (&)
A9 =[] e B9 =) []]7] , (6.30)
jESy * jeSp

também temos que d; é a dimensao da J-ésima representacdo irredutivel p; : G — GLy (C),
enquanto y; (g) = tr[ps (g)] é o seu caractere, e Cx é a K-ésima classe de conjugacdo do grupo

G1 sob consideracao.

Alias, por efeito de todas essas expressdes, uma das primeiras coisas que ficam bem claras é que,
como os coeficientes d; y; (g) em (6.4) e (6.8) sdo todos iguais a 1, todos operadores de vértice e
de face que compoem o Hamiltoniano (6.3) sdo expressos em termos da representacao trivial p;.
E, nestes termos, quando analisamos a situacdo deste QDM que se vale de um G; = S3 que possui

apenas trés representacdes irredutiveis [116], também fica claro que os operadores que completam
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9, junto com o operador de vértice (6.22) sdo dados por

S 2 b b ba®
A = [A(i) +A@ AW g g g ]

(S3) _
AV,3 -

A~ O\

[2A$>-fﬁ? Al ] (6.31)

Como bem dissemos anteriormente, a grande consequéncia que segue, de toda essa ortogonali-
dade que esta embutida no conjunto de operadores

(S3) _ (S3) (S3) (S3)
AP = [ A, ATy, ACY ),

v,1° v,2

€ que, a partir das suas expressoes, ja podemos reconhecer, por exemplo, quais sdo as quasi-

.1

particulas Q que estdo associadas aos autoestados indexaveis por (J/,1). E, no caso, esse re-

conhecimento segue por efeito dos operadores W(SJ D que as criam (em pares) serem tais que
AS3) o WD = WD o ASY

Desta maneira, como os operadores de criacdo que atendem essa regra de comutacdo sdo dados

especificamente por [66]

WP = @1

€ muito fécil ver, das regras de fusdo

Q
=
Ao

X

Q
=
e
|

Q
N
e

X

Q
S
Ao
|

Q
=
e

(6.32)

=)
=
z
X
Q
=
=
=)
©
=
X
Q
=
=
=)
=
=

Q<
=
=
X
QS
=
=
©Q
B
=
+
Q
I~
=
+
Q
=
=

as quais eles levam, que toda a ndo Abelianicidade que esta relacionada ao modelo se estende
para além do contexto exclusivo do grupo S3: ela também bem caracteriza o comportamento dos

“anyons” Q>V,
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Capitulo 7

Segundas generalizacoes

7.1 Comentarios iniciais

Por efeito de todo o poderio que a juncdo dos diagramas Heegaard com os de Kuperberg
nos oferece quando precisamos representar sistemas fisicos discretos®, convém fazer uma pe-
quena “pausa” antes de fazermos qualquer comentdrio mais especifico sobre os “Quantum Dou-
ble Models” (QDM) aos quais serdo acrescidos dos novos elementos que chamaremos de campos
de matéria. E a razdo desta pequena “pausa” é bem simples: afinal, além do préximo capitulo
(que sera voltado justamente para toda essa causa da insercdo de matéria a um QDM) ja ser bas-
tante longo, € justamente sobre a ldgica da juncédo de tais diagramas que se assentam alguns dos

principais resultados que levam a definicdo desses novos modelos com matéria.

Em verdade, tudo o que apresentaremos ao longo da primeira metade deste capitulo nada
mais € do que um breve resumo do que consta num dos trabalhos que foram publicados por M.
J. B. Ferreira, P. Padmanabhan e P. Teotonio Sobrinho [67], onde um QDM foi bem entendido
em termos da discretizacdo cubica de uma variedade M, x [ 0,1 ] tridimensional sem fronteira:
ou seja, numa situacdo bastante particular onde um sistema, que é desprovido de matéria e que
estd disposto sobre a rede quadrada Rz que discretiza My, evolui ao longo de um intervalo [ 0,1 ]

temporal. E, no caso dessa evolucao, ela se da segundo a matriz de transferéncia [69]
U =exp(-Hét) |, (7.1)

onde H : $Y+ — $Ne é o operador Hamiltoniano que esta relacionado apenas ao sistema bidi-

LConforme ficou claro do Capitulo 3 e das consideracdes que se envolvem para com ele, as quais foram expostas nos
dois primeiros apéndices que compdem estas notas.

101
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Figura 7.1: A esquerda, temos uma colagem realizada tomando a situacdo particular 6z = [ 0,1 ], que ja
permite interpretar Z como o traco da matriz de transferéncia U que estd representada a direita. No caso,
cada uma das flechas que entram ou saem das extremidades de U deve ser associada ao vetor que indexa
uma das arestas que compoem a discretizagdo de M.

mensional, cujo espaco de Hilbert $, pode ser visto como o mesmo que comporta os elementos
(6.1), enquanto 6t é um subintervalo [ 0,1/N ] que se vale de um numero natural ndo nulo N.
Nestes termos, como essa discretizacdo tridimensional de My x [ 0,1 ] respauda a descricdo de
um sistema fisico sobre M, uma vez que as triangulacdes que conectam Mpy|,-g = Mz X {0} a
Mzl,-.1 = Mz x {1} mostram que estas duas variedades sdo topologicamente equivalentes [70], a

funcdo de particdo que descreve o sistema podera ser escrita como
Z=tu(UN) , (7.2)
haja vista a sua realizacdo em termos de uma colagem, tal como consta na Figura 7.1.

7.1.1 A obtencao dos operadores

De acordo com todos os comentdrios que foram feitos ao fim do Capitulo 3, discretizar Mz x

0,1 ] em termos ctbicos através de n'" arestas, por exemplo, nos remete a uma diagramatizacio
A J J

Figura 7.2: A esquerda, temos uma representacdo “via Heegaard” das faces relacionadas a discretizacéo
cuibica acima mencionada enquanto, a direita, segue a descricdo do que, a priori, pode ser interpretado
como a face dual nos mesmos moldes.
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Figura 7.3: A esquerda temos uma Unica estrutura bésica, associada ao que definira um dos
“handlebodies” que estdo envolvidos no processo de discretizacdo de M, x [ 0,1 ]; no caso, o objetivo
dos eixos que constam ao lado dessa estrutura €, tdo somente, indicar que a discretizacio relacionada ao
plano xy se refere a da variedade M, enquanto a do eixo 7 faz mencéo a discretizacdo de [0,1]. Jd a
figura que consta a direita corresponde a interpretacdo dessa mesma estrutura como sendo parte da matriz
de transferéncia U: ou seja, toda a evolugdo deste sistema discretizado deve ser interpretada pela colagem
de estruturas similares a esta segundo a légica ja exposta na Figura 7.1, guiada pela colagem de pontos azuis
aos vermelhos.

de Heegaard que pode ser resumida segundo os diagramas da Figura 7.2, os quais estdo direta-
mente relacionados a cada uma das faces e arestas que compoem essa rede ctibica. Entretanto,
de acordo com essa mesma figura, é possivel perceber que existe uma “sutil” diferenca entre esses
novos diagramas e aqueles que constam na Figura 3.8; afinal, ao contrario do que acontece com os

anteriores, esses novos diagramas apresentam alguns “orificios” em suas curvas.

Desta maneira, a pergunta mais natural que surge é: o que quer dizer a presenca desses
“orificios”? E a resposta dessa pergunta é: a presenca desses “orificios” foi a maneira que encon-
tramos para dizer que outros elementos z e z* (que pertencem aos centros das respectivas dlgebra
(V; u,n) e coalgebra (V; A,&) que estdo aqui relacionadas) podem compor cada um dos pesos es-

7 . (k) . lh d d . ~ .7 f . d :
tatisticos M\ e A;). Assim, olhando para a diagramatizagdo que jé foi apresentada na Figura
3.8, passa a ser muito facil perceber que ela nada mais é do que um caso particular desta nova da
Figura 7.2, dado que todos os pesos estatisticos que foram mencionados anteriormente se valem da

identificacdo de z e z* como elementos identidades.

Alias, diante deste quadro, diante de toda esta possibilidade, somos automaticamente leva-
dos aos diagramas de Kuperberg que estao dispostos nas Figuras 7.4 e 7.5 e, portanto, as suas

realizacOes algébricas como [67, 68]

M(k)(Z,¢1,¢2,¢3,¢4) = tr(z ¢1,P2,¢3,d4) €
é(j)(z*,¢1,¢2,¢3,¢4) cotr(z*, ¢, #*, ¢°, ¢*)
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| /L#\/

x N
i

Figura 7.4: Peso M (&) atribuido a k-ésima aresta da discretizacdo, associado ao diagrama de Heegaard
exposto a direita na Figura 7.2. Note que, nesta diagramatizacdo “via Kuperberg”, um elemento z do centro
da algebra (V; u,n) se faz presente.

z* T Z
\/v
L N

| N
!

Figura 7.5: Peso A, atribuido a j-ésima face da rede ctibica, associado ao diagrama de Heegaard presente
a esquerda na Figura 7.2. Analogamente a figura anterior, também vale notar que temos um elemento z* do
centro da dlgebra (V*; A, &) nesta diagramatizacao.

E a grande consequéncia que surge disso tudo é que, ao tomarmos uma discretizacdo cubica e a
considerarmos como o “esqueleto” de um “handlebody” &, tal como bem ilustra a Figura 7.3, onde

consta uma unica célula da superficie & que contém os diagramas de Heegaard, teremos

_ * * ja
z= ) Hé(j)(ZM’Zt’¢J1’¢J2’¢j4’¢j4) © S,
{¢jn} e
'M(C)(ZM,Z17¢C1’¢C2’¢C3’¢C4)'5(‘733/\‘—;(:1)91) )

como a funcéo de parti¢do deste sistema discreto, sendo z € z), 0s respectivos elementos dos
centros das dlgebra e codlgebra que estdo relacionados a discretizacdo de Moz, enquanto z; e z;

cumprem o mesmo papel junto a discretizacdo de [ 0,1 ].
Sobre as regras de comutacao

Uma das grandes virtudes da diagramatizacdo de Heegaard, quando ela é empregada para
representar a discretizacdo de M>x[ 0,1 ], é que é através dela que podemos realizar os operadores

de vértice Ay, de face B, e os novos de aresta C; em termos dos diagramas que compdem a Figura
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— U <—
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Figura 7.6: Diagramas de Kuperberg que representam consecutivamente os operadores de aresta Ay, de face
B, e de aresta Cj, os quais estdo relacionados aos operadores que levam o mesmo nome e que compdem o
operador Hamiltoniano.

7.6. Por se dizer, é exatamente por causa dos diagramas que estdo expostos na Figura 7.3 e 7.6
que é bem facil perceber que os operadores Ay, B, e Cj, que estdo explicitamente associados a esses

diagramas, satisfazem a
[Avl,sz]:[Bpl’sz]:[le’Cjz]:O ’

uma vez que eles atuam em setores disjuntos. Mas o aspecto mais interessante que segue destas
expressdes ndo se restringe apenas a essas regras de comutacdo em especifico: o aspecto mais
interessante ¢ que, como todos esses operadores Ay, B, e C; comutam uns com os outros [67],
a partir das expressoes (7.1) e (7.2) podemos exprimir a matriz de transferéncia aqui associada

através de
v=[]a]]l&]]a (7.3)
v p j

e, portanto, conceber o operador Hamiltoniano deste modelo como

H = — ZV: InA, + ; InB, + Z InG; , (7.4)
j

cuja expressdo é analoga aquela, ja relacionada aos “Quantum Double Models”. E claro que, se
compararmos as expressdo desse Hamiltoniano para com (6.3), fica muito claro que existe uma
diferenca entre eles, a qual se resume na presenca de um somatdrio adicional em (7.4), que esta
envolto para com os novos operadores de aresta Cj. No entanto, como um dos corolarios que

seguem da Proposicdo 7 (que estd presente no Apéndice B) nos diz que C; é proporcional a uma
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aplicacdo identidade?, acaba ficando muito claro que a presenca do tltimo produtério em (7.3)
nada mais faz do que acrescer um mesmo valor constante a todas as autoenergias do Hamiltoniano

(7.4). Ou seja, como

i 2@
HC] = (dim$, )™ - [ »
j A

o Hamiltoniano em questao pode ser reduzido a
— (T)
H = - Z InAy + Z InB, + (nA lnn) “hao | (7.5)
v p

sendo n a dimenséo do espago de Hilbert $, relacionado a uma unica aresta da rede e I m o
A

operador identidade que age sobre todas as arestas da rede que discretiza M2 x [ 0,1 1.
7.2 Introducdo de campos de matéria

Diante de todos estes fatos, e principalmente diante da constatacao que sdo as escolhas

zMzi[z(l—ap)n+5pz] e zz=n , e

1
=& e 1?25[2(1—6‘,)8+6VA] ,

que realmente nos remetem ao mesmo QDM que ja foi apresentado no ultimo capitulo, desde que
expansdes sejam realizadas sobre os logaritmos dos operadores que compdem os somatdrios em

7.5 e [67]
* 1 e A sejam as respectivas cointegral e a integral® aqui relacionadas, enquanto
* §p e Oy sejam varidveis que assumem valores no intervalo [ 0,1 ],

se torna bastante natural estender todas essas consideracoes “Heegaardianas”, que se mostraram
tdo bem sucedidas, a modelos que sdo similares a este, mas que se valem da atribuicdo de novos
elementos aos vértices de uma rede, como €, por exemplo, o caso dos modelos que apresentaremos

no proximo capitulo.

2Embora néo estamos nos atendo aos pormenores das relacdes de comutatividade acima mencionadas (uma vez que,
além delas poderem ser bem entendidas a partir da prépria Ref. [67], elas também seguem como uma mera consequéncia
de alguns diagramas bem enfadonhos que apresentaremos ao final deste capitulo), é exatamente este o fato que garante,
por exemplo, toda a comutatividade desses operadores de aresta em relacdo aos demais operadores.

3para a definicio dos conceitos de cointegral e de integral que estio relacionados a uma 4lgebra e a uma codlgebra
respectivamente, vide o Apéndice B, especialmente as paginas 241 e 242.
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Apesar, de como dissemos, o proximo capitulo ja ser dedicado exclusivamente a causa desses
novos modelos com matéria, é interessante aproveitarmos a “deixa” que é dada por toda essa
apresentacdo para munir o leitor com algumas informacoes fundamentais. Afinal de contas, além
disso ajudar o préximo capitulo a ser bem menos longo do que ele ja é, trazendo uma maior
consisténcia a tudo o que sera nele apresentado, é aqui que surge uma oOtima oportunidade para
apresentarmos (nesta segunda metade do presente capitulo) algumas observaces que foram feitas
por M. F. Araujo de Resende, J. Lorca Espiro e P. Teotonio Sobrinho [29] dentro deste mesmo
contexto de matéria. E, se notarmos que a definicdo desses novos modelos se vale da acrescao de

novos vetores

)
a m-1

lxv) = a¥ 10y + ..+ lm—-1) (7.6)

aos vértices das redes que abrigam o QDM, a primeira coisa que precisamos fazer aqui, para enten-
dermos todas essas observacoes, é notarmos que ¢ bastante natural interpretar o espaco de Hilbert
$m ao qual esses vetores pertencem como um médulo*: pois, como cada campo de calibre | ¢j ) de
um modelo assim construido deve ser capaz de agir sobre um de matéria | y, ), quando lembra-
mos que esses campos de calibre sdo moderados por elementos de um grupo G1, uma das melhores

maneiras que existe para modelar toda essa interacdio entre campos é através de uma acdo®

(g,a) P pB=0(g,a) ; (7.7)

ou seja, através de uma aplicacdo que se identifica como uma permutagdo entre os elementos de

B,={|a):aeGy}equesatisfaz a

a=0(e,a) , 0'(g,a)=0(g', a) e 6(g.,0(s1,a)) =10(g8,a)

Nestes termos, fica bem claro que, num primeiro momento, G, deve ser interpretado como um
conjunto de indices. Mais adiante (mais especificamente, nos dois préximos capitulos) voltaremos
a este ponto para esclarecer o porqué de G, precisar ser um grupo, o que, portanto, garante a

realizacao de %,, como um maédulo.

4Vide novamente o Apéndice B para maiores detalhes sobre isso, em especial a Subsecdo B.1.2.

>Apesar da escolha desta acdo eventualmente nos remeter a uma classe lateral d esquerda, convém ressaltar que
também ¢é perfeitamente possivel trabalhar com as classes laterais a direita. Mais uma vez recomendamos a leitura do
Apéndice B para uma pequena revisdo sobre todos estes conceitos.
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Figura 7.7: Corte lateral da “amarracdo” via Heegaard que estd relacionada a discretizacdo cibica de uma M
tridimensional sem fronteira, onde a rede que é composta pelos contornos pontilhados modelam a presenca
de campos de matéria sobre os vértices da rede ctbica.

7.2.1 Um novo diagrama de Heegaard

E, de acordo com toda a légica que nos levou a todos os diagramas de Heegaard que foram
apresentados até agora, uma coisa ja estd muito clara: todos eles nos permitem entender todo
o processo de discretizacdo de uma variedade tridimensional em termos de uma estrutura “amar-
rada”, uma vez que cada um dos seus “amarramentos” (em termos de curvas azuis e vermelhas) nos
permite bem entender como se d4 a colagem dos dois “handlebodies” que se envolvem para com
essa discretizacdo. Nestes termos, algo que também fica muito claro é que, se quisermos estender
toda essa diagramatizagdo para aquela que nos leva as expressdes dos operadores de aresta Ay, de
face By, e de aresta Cj que descrevem esse novo sistema com matéria, certamente a melhor maneira
de fazermos isso é a completando com novas curvas que também sejam “amarradas”. Afinal de
contas, se esses novos elementos (que estdo associados aos pontos dessa rede) devem ser capa-
zes de interagir uns com os outros, é essencial que este novo diagrama de Heegaard mostre uma
ligacdo entre eles. E como qualquer um desses pontos estdo naturalmente “amarrados” por meio
das arestas que compoem tal rede, a melhor maneria de expressarmos este diagrama é através do
esquema que estd presente na Figura 7.7, onde os seus contornos pontilhados cumprem um papel
analogo aos das curvas continuas: no caso, do mesmo modo que a curva continua (em vermelho)

numa aresta corresponde a existéncia de um campo de calibre, a superficie de contorno pontilhado,
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Figura 7.8: Da esquerda para a direita temos as representacoes “via Heegaard” das faces, das arestas e dos
vértices que compdem a discretizacdo ctbica de uma variedade M, onde consta um sistema com campos de
calibre e de matéria.

que estd (também em vermelho) ao redor de um vértice, indica que um campo de matéria se faz

presente.
Sobre a definicao dos operadores

Alias, conforme é notdvel desta mesma Figura 7.7, toda a “amarracdo” que esta relacionada
a presenca dos campos de matéria se completa por efeito das curvas pontilhadas (em azul), que
conectam os vértices dessa rede tridimensional, “dois a dois”. Entretanto, ao contrario do caso
continuo, onde uma antipoda eventualmente se faz necessaria para que toda uma “amarracio” o-
corra, a priori ndo faremos qualquer imposicédo inicial sobre a aplica¢do G : Hm ® Hm — K que
cumpre este servico em relacdo aos contornos pontilhados.

”»” 4

Diante de tudo isso, a principal consequéncia que surge deste novo esquema de “amarracao” é
que, ao relermos a Figura 7.7 em termos da maneira “desmontada” que consta na Figura 7.8, é
possivel identificar quais sdo os diagramas de Heegaard que estdo individualmente associados aos
vértices, as faces e as arestas da rede e, portanto, chegar aos respectivos diagramas de Kuperberg
que estdo a eles associados. No entanto, quando compararmos estes novos diagramas com o0s
velhos da Figura 7.2, fica bem claro que ainda existe uma coisa em comum entre eles: o diagrama
de Heegaard que esta relacionado as faces da rede é exatamente o mesmo nos dois casos, ja que,
em ambos, ndo ha qualquer relacdo direta das faces para com qualquer campo de matéria. Desta
maneira, como 0s Unicos pesos estatisticos que sdo distintos da situacdo anterior sdo apenas 0s

que estdo dispostos nas Figuras 7.9 e 7.10, podemos traduzir toda a situacdo algébrica desses
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T z T ) /Z*
g -

«— é(k) — = —A A—

| “”A“T/

Figura 7.9: Diagrama de Kuperberg relacionado ao de Heegaard que consta a extrema esquerda na Figura
7.8. Note que, como ele deve se referir ao que ocorre numa aresta qualquer, ele deve necessariamente
retratar a interacdo de um campo de calibre (flecha continua) com os de matéria (flecha pontilhada).

operadores como

Ag (200", 9%, 6%, 0%, ¢°) = cotr (27, 0, 6%, 6, ¢*) |
M® (2,61, ¢2.03.04) = (2. ¢1.02.03.¢4) . €

tr( x1, X2, X35 X45 X5. X6)

T Cx1, X2 X35 X4 X5 X6)

sendo T : H$n — 9Hm ® H, uma aplicacdo associativa que também é capaz de estruturar uma

coalgebra unital.
Propriedades de comutacao

Seguindo a mesma linha de apresentacao utilizada até agora, é deveras conveniente anunciar
que os diagramas de Kuperberg que descrevem os operadores de vértice Ay, de face B, e de aresta
C; deste modelo com matéria sdo aqueles que estdo dispostos na Figura 7.11. E uma outra coisa que

também ¢é deveras conveniente de ser anunciada aqui diz respeito as propriedades de comutagdo

A
|
A I
: K\ k/T‘\ /”
K\\ //)V \T T"/
— I
C = |
T v )
K// \\‘ //T\ T\\
| « ~>T - NN
I
|
v |
A

Figura 7.10: Diagrama relacionado ao que fora exposto, a extrema direita, na Figura 7.8. Note a semelhanca
estrutural relacionada aos diagramas anteriores, haja vista a composicio de 7© em termos de aplicacdes
associativas T : Hm ® Hm — Dm.
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«— A <—

M /Z T : $_>A—) A

| ™, _,SJ | <o :
2w H A— MP) —g5—A T-->0->G<-T

0" s 5

Do i

Figura 7.11: Diagramas de Kuperberg que representam consecutivamente os operadores de aresta Ay, de
face B, e de aresta C; que estdo relacionados ao modelo que se vale de campos de matéria.

entre todos esses operadores: afinal, se eles comutarem uns com os outros, ficara muito claro que
estamos novamente diante de um modelo soltvel e que, portanto, as expressdes da sua matriz de
transferéncia e do seu Hamiltoniano sdo completamente similares a (7.3) e (7.4) respectivamente.
Nestes termos, passa a ser essencial avaliar quais sdo as regras de comutagdo que estdo relacionadas
a esses operadores, ainda mais porque sdo elas que podem nos mostrar se existe algum tipo de
restricdo que precisa ser imposta a G para que ela nos remeta a solubilidade do modelo assim

concebido.

Alids, se nos lembrarmos de que, pelo ponto de vista efetivo, todos os operadores que estao
presentes na Figura 7.11 atuam localmente sobre a rede, uma das maneiras mais eficazes de retra-
tarmos as suas atuacoes pode ser resumida segundo a representacdo pictorica que consta na Figura
7.12. Pois, além de toda a informacdo encerrada por qualquer um dos seus “kets” se relacionar, tdo
somente, a regido onde tais operadores atuam efetivamente, toda essa eficacia também pode ser
muito bem entendida a luz das Figuras 7.13, 7.14 e 7.15, uma vez que deixam muito bem claro

ndo apenas que [Ay, Bp| = [By, G| =0, mas que

1 1
~ Z 7 GO(ka)y) = — Z 7, 2y G0(r,@),B) G(O(s,B),y)
4 ra Ni 15By
1 k 11, L r 1 -1 -1 -1
s Zl: 25 tr (kab™c™'d) = Né FZS: 7" tr (rab™ "¢ 'd) tr (sab™ "¢ "d) e (7.8)
L G(0(wa) = — G(0(a.a) G
N 9@ = 15 60 G0aa)

sdo as tres relacdes que precisam ser satisfeitas para que os operadores Ay, By, e Cj realmente
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a ka
A |d P = LY G0k, | gt kb
Na ky
¢ ck™1
a a
By | d p ) = NLB % Ftr(kab™lc7ld) | 4 b
C C

: - e G0 >

Figura 7.12: Relacdes obtidas pela atuagéo dos operadores Ay, By e Cj sobre os campos dispostos na rede,
onde N4, Np e Nc sdo constantes reais a serem determinadas. Aqui, e nas demais figuras relacionadas com
esta nova notacéo, cada uma das varidveis j, por exemplo, deve ser interpretada como o campo ¢; de calibre,
enquanto uma « deve ser vista como um campo y, de matéria.

-1 2 tr(rbflg7lc ) Ay
N r

AR
sa 5
1 ro % b -1_-1 0 0% 5
= Yz u(rbf g c) GO0,y | T ]
NaNp r.sYy s cS~ f
g
- LY sgwesa s sa%”b
= FA & 2 s,a),y) Bp ds_l\fcs‘l 7
g
sSa b
1 o b -1_-1 9 o i)
= 27z, a(rbfg7c) GO (s,a),y) de1 :
NaNp %7 S fes™ 4f
\
8

Figura 7.13: Resultado da atuagdo das duas possiveis combinag¢bes entre os operadores Ay e B, sobre o0s
campos que estdo dispostos na rede, de onde fica clara toda a comutatividade entre estes operadores, haja
vista que os campos que sdo indexados por r e s pertencem aos centros das algebra e codlgebra que estdo
aqui relacionadas.

possam ser vistos como trés projetores. E uma coisa que ficam bem clara destas trés relacdes é que
as constantes N4, Ng e Nc ndo podem ser arbitrdrias: elas precisam ser dadas especificamente por

NA=NB=|G1|eNc=1.
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a a
B, G - L gvwn.pn >
P C

= 1 G@(aa).B) Xk w(kabcld) | d
NpNc k

a a
G By = NL YFtw(kablcld) G >
B k
c c

_ 1 G@@a).p L t(kab e d) | d
NpNc k

Figura 7.14: Resultado que segue da atuacdo das duas combinacdes, que podem ser feitas entre os dois
operadores B, e Cj, sobre os campos que estéo distrubuidos pela rede, de onde também ¢ imediato ver toda
a comutatividade entre estes operadores.

a (rs)a
A2 d»@*b = ]\%rszﬁyzz 23 GO (r,a),B) GO(s,8),7) d(rs)_1»@+(rs)b
o s,
¢ C(rs)_1
a a
B2 d b ) = L oSy tr( rab'c'd ) tr( sablc7ld )| 4 b
p Ng r,s
c c

Cjz - ]\%g(e(a,a),ﬁ)Q(Q(a’“)’ﬁ) >

Figura 7.15: Resultados que seguem dos operadores Ay, B, e C; quando cada um deles age duas vezes
consecutivas sobre os campos que estdao dispostos sobre a rede.

Por se dizer, ja que as relacdes de comutacdo que constam nas trés figuras acima se referem ape-
nas a uma parte das propriedades que estdo relacionadas a estes trés operadores, convém analisar
a que ainda falta: a propriedade de comutagéo entre os operadores Ay e C;. E, assim como acontece
para com as propriedades de comutacao que nos levaram as condic¢oes (7.8), as combinacdes entre
esses dois operadores é mais reveladora do que a trivialidade [Ay , By] = [B, , Cj | = 0. Afinal de

contas, apesar delas apontarem para uma néo necessaria comutatividade entre Ay e Cj, sdo elas que
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a

a
Ay G d = 3= GO0 .p) A d
C

C

ka

1 N _ kb
s §eb.p L 5 GO ka)y) |dk 1

ck™t
a ka
G Ay d - NLA L3560k G dk-l
¢ ck™1
ka
_ 1 Z * -1 kb
= 7, G0 (k,@),y) G(0(kb,y),p) |dk 0 @
NgNc kv
ck™1

Figura 7.16: Resultado da atuacdo de Ay e B, sobre os campos dispostos na rede, de onde fica clara a
comutatividade entre estes operadores.

nos mostram uma outra condicdo essencial para que essa comutatividade ocorra: como € notavel
da Figura 7.16, esses dois operadores Ay e Cj comutardo se, e somente se, G puder ser interpretada

essencialmente como uma aplicacdo bilinear tal que
GOb.).B) ), 7 GOk xa).y) = ), 7 G(0(ka)y) GO(kDY).B) - (7.9)
k,y kyy
E como nao apenas esta relacao, mas todas as demais em (7.8) sdo satisfeitas quando tomamos

G(O(k.a),B) = 6(6(k.@).B) . (7.10)

esta sera exatamente a escolha que faremos diante de tudo o que precisa ser feito ao longo do

proximo capitulo.



Capitulo 8

Modelos com campos de matéria

8.1 Comentarios iniciais

De acordo com tudo o que dissemos na segunda metade do tultimo capitulo, a concepcao de
um modelo, que pode ser visto como uma generalizacdo dos “Quantum Double Models” (QDMs),

devido ao acréscimo de
lxv) =aP 10y + ... +a¥ Im-1)

aos N, vértices de uma rede bidimensional (QDMv), se concretiza através de um operador Hamil-

toniano

HQDMV - _ Z A(VGLGZ) _ Z B(pGl,Gz) _ Z C(le’GZ) , (8.1)
v P i

que é composto por operadores de vértice, de face e de aresta que sdo dados respectivamente por

1 _
(G1,G2) _ g (G1,G2) _ pe (G1,G2) _
A = _|G1| E Ay, Bp = Bp e Cj = CJ R (8.2)

geGy

cujas componentes sdo expressas em conformidade ao que consta na Figura 8.1. Afinal de contas,
essas componentes nada mais sdo do que casos particulares daquelas, que ja constam na Figura
7.12 quando tomamos ndo apenas a escolha (7.10), mas z; e zjf“ como os elementos identida-
des das algebra e codlgebra que estdo aqui envolvidas. Alias, vale notar que, aqui, continuare-
mos considerando que G; € o grupo que modera os campos de calibre, enquanto que G, conti-
nuarda sendo considerado, a priori, apenas como um conjunto cujos elementos indexam a base de

“matéria” B, ={ |a):a € Gy }.

115
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a 8a
A8 | d »@kb> = 2 0(0(g@),y) |dg! ﬁ—@i)* gb>
Y
c cg_1

a a

B} |d b) =d(abcld.h) |d b

¢ = 6(0(aa),p)

Figura 8.1: Definicfio das componentes A%, Br})l e C; dos respectivos operadores de vértice, de face e de aresta
do QDMv. Da mesma maneira que o simbolo a denota um elemento ¢,, o simbolo @ deve ser interpretado
como um elemento y,.

8.2 Propriedades gerais

No caso, como ja conhecemos qual é a expressdao do operador Hamiltoniano (8.1), e também
ja sabemos como cada operador que o compdem age sobre os elementos “de Hilbert” que estdo
dispostos sobre os vértices e arestas de uma rede bidimensional R, todas as propriedades que
estdo relacionadas a ese QDMyv ja podem ser muito bem entendidas. E, uma das trés coisas que ja

estdo bem claras neste modelo, que, agora, se apoia sobre um espaco de Hilbert

SoDMy = 9 * ® Hm ® ... ® Hn = Sopm ® 9 (8.3)

N,, vezes

que ¢ nitidamente um “pouco maior”, é a presenca de um operador de aresta C; : Hopmv — Hopmy
que, ao contrario do de aresta do modelo discutido na Secdo 7.1, ndo se identifica mais como
proporcional a um operador identidade: como os seus autovalores, agora, sdo todos iguais essa

escolha

G(0(a.@).B) = 6(6(a.@).p)

que se vale da acdo que € definida em (7.7), vemos que o papel de C; é o de atuar como uma
espécie de “comparador” neste QDMv; ou seja, C; ¢ um operador que é capaz de comparar dois
campos de matéria, que estdo alocados em vértices adjacente, apds a interacdo de um deles com

um de calibre, conforme bem sugere a Figura 8.2.

Ja a segunda coisa que também é muito clara aqui é que, devido a definicdo dada para o
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Figura 8.2: Recorte da rede R, que da suporte ao QDMyv, onde os setores azul e verde sdo exatamente
os mesmos que ja foram definidos na Figura 6.1, e o novo setor laranja esta associado a j-ésima aresta
compreendida entre dois vértices adjacentes que, agora, comportam campos de matéria que podem ser
comparados entre si por meio de um operador de vértice.

operador Hamiltoniano (8.1), todo o espectro de energia deste modelo pode ser obtido a partir do

conhecimento dos seus autoestados de vacuo | & ), os quais possuem uma autoenergia igual a
Eo = -(N, + N, + Ny) (8.4)
ja que eles satisfazem todas as relagoes locais de vacuo

AT g0y = 180) L BT 180) = 18) e CO k) = &) . 85)

)

Afinal, como | &y ) pertence a um subespaco DopMmy

C Hopmv que € naturalmente invariante pela
acao do projetor

G1,G G1,G G1,G
Popmy = l_[ A(Vl 2) l_[ B(pl 2) l_l C(j 1.G2) ’ (8.6)
v P J

qualquer autoestado de “ndo vacuo” de um QDMv pode ser obtido através de um operador O :
Hopmy — HDopmy que anticomuta com Popuy.

Ja terceira coisa que é simples de ser verificada aqui é a presenca de um principio da corres-
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pondéncia entre um QDMv e um QDM a qual, por exemplo, permite recuperar o ultimo modelo
como um caso particular do primeiro. E, para vermos como isso ocorre, basta considerarmos a
situacdo onde $,, é um espaco de Hilbert unidimensional. Pois, como a tnica escolha que resta

para a acdo, neste caso, ¢ ser tal que
1=060(g.1) , (8.7)

isso acaba equivalendo a mesma ndo escolha que fazemos no QDM devido a nao atribuicao de
quaisquer elementos aos vértices de R,. Assim, a tnica diferenca substancial que passa a existir
entre o QDM que ¢ assim obtido e o que ja foi originalmente apresentado no Capitulo 6, por
exemplo, decorre da presenca dos operadores de aresta que ndo mais comparam coisa alguma,
haja vista que todos os seus autovalores sdo iguais a 1. Ou seja, essa “ndo escolha” (8.7) faz com
que essa diferenca se reduza ao simples acréscimo de uma mesma constante a todos os niveis de

energia desse novo QDM, tal como ja acontece no modelo que foi discutido na Secao 7.1.
8.2.1 Alguns exemplos

Frente a enormidade de exemplos que se enquadram como um QDMy, é mais do que conveni-
ente apresentarmos quais sao as principais propriedades de alguns deles antes discorrermos sobre
as propriedades que sdo comum a todos. E, devido aos interesses explicitamente Abelianos que ja
sdo bem claros desde o titulo destas notas, o primeiro exemplo serd o mais simples de todos: serd
o de um QDMv que, além de se valer de um grupo de calibre G; = Z,, atribui, aos vértices, os

elementos de um espaco de Hilbert que é indexado pelo grupo G2 = Z.

E claro que, devido a essa nossa primeira escolha de G, o leitor pode estar perfeitamente se
perguntando: ja que Gy deve ser interpretado, a priori, apenas como um conjunto de indices, por
qué G, estd sendo escolhido especificamente como um grupo? Existe alguma razdo para fazermos
isso? E a melhor resposta que podemos dar ao leitor que se faz essa pergunta é: sim, existe uma
boa razdo para tomarmos Gy como um grupo, e serd exatamente isso o que faremos ao longo deste
capitulo. No entanto, apesar do que iremos dizer agora parecer bastante banal, a inica coisa que
ja podemos adiantar sobre o porqué desta escolha é que o fato de escolhermos G, como um grupo

nao fere, de modo algum, a sua interpretacdo como um conjunto de indices.

Todavia, como, em todos os modelos que apresentamos até agora, todos os operadores de

vértice e de face foram bem expressos em termos de alguma representacdo matricial, algo que
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certamente também podemos adiantar aqui é que as representagdes matriciais desses operadores,

no QDMy, sdo dadas respectivamente por

1
AG1G2) Ton D 0v(g) o (X[ 0 (X))% o (X)) o (Xa)¥ e
geGy
1
BGvO) < T ZG (Z1)8 o (Zs)% 0 (Z)% o (Z1)E (8.8)
8€01

onde O : G; — GLy, (C) é a representacdo que consegue expressar matricialmente a acédo (7.7)

como

(g, ) > B =0 >a ; (8.9

ou seja, ® é a aplicacdo que representa a agdo como uma matriz ® (g) que, ao agir sobre a
representacdo matricial de um vetor que é indexado por @ e que pertence a base 8B,, devolve

um outro vetor que € indexado por B8 e que também pertence a mesma base.

Ja sobre o operador de aresta, a Unica coisa que podemos adiantar sobre a sua representacdo

matricial é que ela deve ser tal que

COD |y by xp ) = Cxal[OC8) ] | xs ) | xa - 652 x5 ) (8.10)

haja vista a expressdo que ja demos para as suas componentes na Figura 8.1. Todavia, como é
justamente essa expressao (8.10) que acaba deixando bem clara toda a diagonalidade de C(le’GZ)
em termos das bases B; e B,, ¢ essa expressdo que, além reforcar ainda mais todo o aspecto
“comparatorial” deste operador, acaba nos dizendo um pouco mais do que isso: afinal, é ela quem

C(.Gl,Gz)
J

acaba deixando bem claro que esse esquema de comparacgdo realizado por ¢é bastante

similar ao que, por exemplo, bem define o Modelo de Potts [71].

Exemplo 1: G = Zz e Gy = Zz

Uma das razoes mais elementares de ja termos dito que o nosso primeiro exemplo é um dos
mais simples é que, de certa forma, ele pode ser interpretado como uma das outras “primeiras
generalizacOes” diretas que ja poderiam ter sido apresentadas, 14 no Capitulo 5, sobre o “Toric
Code” (TC) [72]. Afinal de contas, apesar de ndo estarmos nos atendo a quaisquer condigoes
de contorno que divirjam de (6.2), ou mesmo que parega priorizar algum tipo de variedade em

especial, este exemplo de QDMv ja poderia ser sido obtido a partir do TC pela atribuicado novos
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campos (4.1) aos vértices de R,. Alids, como, no caso deste nosso primeiro exemplo, a acao (7.7)

nos remete a um QDMv que néo se identifica trivialmente com o TC apenas quando

Ol)ra=a e O(-1)>a = a! | (8.11)

fica bem claro que os seus operadores de vértice, de face e de aresta sdo dados respectivamente
1

por
1 x x x x *
Av:z(]lvo]lao]lbo]lco]ld+o'voa‘aoaboo'cOO'd) )
1
Bp:E(]lro]lso]lto]lu-po-foa'foo'tzoo'ﬁ) e (8.12)
1
Cj_E(]lVlo]ljo]lvz"'O_\Zﬁoo_jzoo-\z/z) ’

onde todas as matrizes de Pauli indexadas por v e v(1,2) agem ndo identicamente apenas sobre
os campos de matéria que estdo atribuidos aos vértices, enquanto as demais fazem o mesmo em
relacdo aos campos de calibre que estao dispostos sobre as arestas. Note que, no caso dessa tltima

indexacdo, ela é exatamente a mesma indexacdo que ja usamos na Figura 8.2.
ExcitagOes elementares

Diga-se de passagem, uma coisa que também é bem f4cil de se observar aqui é que o unico

estado fundamental deste modelo é

|§0>:%UAV (JX)lO) ®(®|0>), (8.13)

dado que ele é o tinico que satisfaz as relacdes de vacuo (8.5). E, uma vez que estamos diante de um
operador Hamiltoniano e de um estado fundamental que estdo bem definidos, podemos dizer que
ja temos todos os ingredientes necessarios para bem entender quais sdo as principais propriedades
que estdo associadas as suas excitacoes mais elementares. E, como a estrutura de calibre sobre a
qual este exemplo de QDMv se apoia é exatamente a mesma do TC, uma coisa ja é certa: todas

as quasiparticulas que ja caracterizam o TC, e que sdo produzidas aos pares através da acdo dos

1Ao longo destes exemplos, omitiremos os superindices (G1,G2) associados aos operadores (8.8) e (8.10) apenas por
uma questdo de “leveza notacional”, a qual se mostrara muito util nas expressdes que seguem adiante.
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Figura 8.3: Recortes de um mesmo setor de R, em instantes distintos. No primeiro, que esta a esquerda,
temos duas quasiparticulas do tipo m que foram criadas pela acdo de um unico o, onde o tinico ponto

laranja destaca a tnica violacdo de vacuo que esta associada aos operadores de aresta. J4 no recorte a
direita, temos a situacdo destas mesmas quasiparticulas apos elas terem sido transportadas por um operador
(4.22). Note que, neste ultimo caso, temos cinco pontos laranja: um para cada aresta envolvida nesse
transporte, deixando claro toda a linearidade envolta para com o aumento de energia do sistema.

operadores

of , ot e “og)” (8.14)

sobre as arestas de Rz, também se fazem presentes aqui.

E claro que, apesar de ainda ser possivel afirmar que todas as regras de fusdo entre as quasi-
particulas que sdo criadas pelos ultimos operadores neste QDMv sdao as mesmas (4.38), o simples
fato dos operadores (8.12) ndo serem exatamente os mesmos que os do TC ja sinaliza que essas
quasiparticulas podem apresentar algumas propriedades distintas. E, embora esse nédo seja propri-
amente o caso das quasiparticulas do tipo e quanto aos seus transportes (ja que elas continuam
sendo moviveis pela rede sem, por exemplo, aumentar a energia do sistema), o0 mesmo ndo pode
ser dito nem relacdo as do tipo m e, por consequéncia, nem em relacdo as do tipo . Afinal, basta
ver que, apesar de a-jx ser o Unico operador que cria excitacoes que sdo detectaveis pelos operado-
res de face, a sua acdo sobre (8.13) deixa um rastro que é perfeitamente detectdvel pelo operador
C;. Ou seja, apesar de ser perfeitamente possivel transportar as quasiparticulas do tipo m através
de um operador como (4.20), transporta-las sempre faz com que a energia do sistema cresca li-
nearmente em funcdo do numero de arestas que estdo envolvidas nesse transporte, conforme bem
ilustra a Figura 8.3. Logo, se o sistema em questdo possuir algum mecanismo cuja tendéncia seja

a de sempre manté-lo com a menor energia possivel, todas as quasiparticulas do tipo m e ¢ serao
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confinadas.

Em linhas bem gerais, e fazendo uma leitura dessa situacdo de confinamento pela perspectiva
da fisica das particulas elementares, podemos dizer que esse confinamento é bastante similar ao
que surge, por exemplo, do mecanismo que mantém quarks confinados a uma estrutura hadrénica
pela acdo de uma forca forte. Afinal, se associarmos a ideia de transportar essas quasiparticulas
m a tentativa de “esticar” um hddron (deslocando um dos quarks que o compdem para longe dos
outros), fica bem claro que, como a Natureza prefere deixar um jato (com novos hadrons que estdo
alinhados na mesma direcdo do caminho que estaria associado ao transporte desse quark [73])
como rastro, se realmente existir algum mecanismo andlogo a esse, neste nosso exemplo de QDMy,
jatos também poderdo ser identificados a partir da deteccdo de novos pares (compostos exclusi-
vamente por quasiparticulas dos tipos m ou &) que estardo alinhados ao longo de um caminho y*

composto por arestas de R5.

Alias, por falar nos rastros que estdo associados a esse nosso exemplo, é interessante destacar
que a presenca deles independe da presenca de quaisquer quasiparticulas. Pois, apesar de um
operador tal como

o3. = [} (8.15)

jev®
ndo ser capaz de criar pares de quasiparticulas m ao agir sobre um caminho fechado y*, ele con-
segue deixar um rastro que é perfeitamente mensuravel pelos operadores de aresta. E uma das

grandes consequéncias disso é que, como

@D [G, oyo o-jx | = 0 ¢é uma igualdade valida, quando o age sobre um dos vértices que

encerram a j-ésima aresta, e

(i) os dois operadores Ay e 0;*, além de comutarem entre si, sempre atuam apenas sobre duas

arestas de cada face,

um estado de vacuo pode perfeitamente ser recuperado pela acdo de um o; sobre cada um dos
vértices interiores a area delimitada por y*, uma vez que, para o menor desses caminhos (ou seja,
para o caminho fechado cujo interior se identifica com a drea ocupada por uma tnica face dual),

temos

oy ° 0, = oy HO'J" = 24y - 1y n]lj
jESV jeSv
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Figura 8.4: Recorte da rede R, onde quasiparticulas (pontos destacados em violeta) foram produzidas por
um operador o sobre todos os vértices que sdo interiores ao caminho fechado y* (em pontilhado). Neste
caso, como a agdo de (8.15) nos remete ao mesmo estado de vacuo (8.13), vemos que O;‘* se comporta como
uma espécie de “isolante” para esse conjunto de quasiparticulas.

Entendendo as regras de fusdo

Por se dizer, jd que esse ultimo resultado indica ser valido afirmar que O,,.. funciona como um

«s ” : : e 3 : 3 X
isolante” para o conjunto de quasiparticulas que sdo criadas pela acdo de um operador o sobre
todos os vértices que pertencem a area contida por y*, € mais do que interessante aproveitarmos
essa “deixa” para explorarmos como € que outras excitacdes surgem sobre os vértices de R, por
efeito da acdo de algum W(VJ K e, — $y. E, para este fim, é fundamental termos em mente que,
se esses operadores realmente existem, eles devem satisfazer uma relag¢do, andloga a (6.27), para

um autoestado

&y = w1 &)

ou seja, eles devem ser tais que

Avg o W = w0 Ay1 e Cx o WP = W oy (8.16)

il

sendo Ay, ; e Cj x os elementos que definem os respectivos conjuntos de projetores 2y e ;. E, por

se dizer, no caso deste nosso exemplo em especifico, esses dois conjuntos sdo dados por

AU = {A1, A2} e G ={G1,Ga}
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(LK) | (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1) | (1,1 (1,2) (2,1) (2,2)
(1,2) | (1,2) (1,1) (2,2) (2,1)
2,1 | 2,1 22 (1,1 (1,2
2,2) | (2,2) (2,1) (1,2) (1,1)

Tabela 8.1: Regras de fusdo que estfio associadas as quasiparticulas Q%) criadas por operadores W¢/-X)
que agem exclusivamente sobre os vértices de Rz, neste QDMv que se vale de um grupo de calibre G; = Z
e de um conjunto de indices G, = Z;. No caso, cada uma das entradas (J,K) corresponde a uma dessas
quasiparticulas, que é fruto da fusdo entre as duas quasiparticulas que indexam as linhas e colunas dessa
tabela.

onde Ay; = Ay e G = Cj, enquanto

Ay = (]lvo]lao]lbo]lco]ld—(rf,‘oa';‘ocrzoo')foo-fl)e

Cv,2 =

N~ DN

(]lVl o 1j o 1y, - (J'\Z,1 o O'J.Z o 0'5,2) . (8.17)

E, de acordo com todas essas relacoes, ndo ¢ dificil perceber que a tnica solugdo que satisfaz a

(8.16) é dada por
wob =1, , wl? =, WD =02 e W3 =) (8.18)

onde, aqui, optamos por um

anélogo ao (4.32), ao invés de um o literal, por uma razdo muito simples: fazer com que W(Vz,z)
seja expresso em termos dos mesmos operadores que ja definem o Hamiltoniano deste modelo.
Aliads, diante dessas expressOes, outra coisa que também nao ¢é dificil perceber é que, ao deno-
tarmos as quatro excitagoes que surgem pela acdo dos quatro operadores que constam em (8.18)
respectivamente por Q11 912 921 e 922 a5 suas regras de fusdo sdo exatamente aquelas
que constam na Tabela 8.1, as quais deixam bem claro que estamos diante de um modelo que é

Abeliano.
Propriedades adicionais

No entanto, antes de encerrarmos a apresentacdo deste nosso primeiro exemplo, é muito im-

portante destacarmos, pelo menos, trés coisas. E, a primeira delas, segue, por exemplo, notando
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que

[Av,af,oajz] =0

¢ uma relacdo valida quando v indexa um dos vértices que encerram a j-ésima aresta. Afinal de

contas, como, neste caso, 0s autoestados

1€7) = o lé0) e |&7) = oy ooy, |é0)

satisfazem exatamente as mesmas relacoes

Avi2|&) = A2l &) =16) . Bualé&) =1&) e Galé) =1¢) (8.19)

desde que S; = {v1,v2} corresponda ao conjunto de vértices que extremizam a j-ésima, esses dois
autoestados | £ ) e | £ ) podem ser considerados efetivamente como 0s mesmos: ou seja, a
excitacéo, que é criada individualmente por um W% se comporta efetivamente como uma qua-
siparticula do tipo e, nos indicando que todas essas Q/*K) também podem ser interpretadas como

quasiparticulas.

Ja o segundo e terceiro destaques que precisamos dar aqui é energético. Porém, como para
entendé-lo € interessante ir “por partes”, comecaremos fazendo isso observando que, apesar do

autoestado

|§NN> — O_‘)/C |§O>

nos mostrar que a energia de uma quasiparticula Q*?, sozinha, é exatamente igual a 4, a ener-
gia de um sistema que é composto por apenas duas delas ndo é necessariamente igual a 8. E
a razdo disso acontecer é muito simples, e estd diretamente relacionada ao fato de que, se duas
quasiparticulas Q"% forem concebidas sobre o conjunto de vértices S;, teremos
X X _

[G.os ooy, =0 . (8.20)
E, nestes termos, ao notarmos que, quando essas duas quasiparticulas ndo estdo em Sj, o sistema
realmente possui uma energia igual a 8, é imediato concluir que existe uma espécie de potencial
entre elas, que é bastante similar a um eletrostatico: afinal, se o sistema possuir algum mecanismo
fisico que faca com que ele sempre fique no estado de menor energia possivel, esse potencial

favoreceria que essas duas quasiparticulas se aglomerassem, uma ao lado da outra remontando a
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Figura 8.5: Esquema relacionado ao campo eletrostatico que esta associado as quasiparticulas Q2. No
caso da quasiparticula a direita, as arestas destacadas (em violeta) representam o setor onde o seu campo
eletrostético é ndo nulo. Ja na situacdo presente a esquerda, onde duas quasiparticulas constam sobre dois
vértices adjacentes, temos uma situacdo onde o potencial eletrostatico reduz a energia do sistema: pela
perspectiva da primeira situacdo, por exemplo, a interacdo que leva a essa reducdo de energia pode ser
explicada pela interseccdo ndo nula dos campos eletrostaticos.

uma situacdo onde a energia € igual a 6, caso elas pudessem ser transportadas.

Alias, de acordo com o ponto de vista discreto que permeia estas notas, essa nossa interpretacao
eletrostatica se reforca ainda mais, j4 que um sistema que é assim concebido possui as mesmas
caracteristicas daquele que esta associado a modelagem discreta de um gés de elétrons [74]. Tudo
bem que, aqui, esses elétrons estdo presos aos vértices da rede, dado que as excita¢des criadas por

um W(VJ’K ) ndo podem ser transportadas, exceto por um operador de “teletransporte”
(J,K) (J.K)
W, o WY

que é capaz de transportar uma quasiparticula Q-%X) (que estd inicialmente sobre um vértice v)

para um outro vértice v’ que pode ser completamente arbitrario. No entanto, a Uinica diferenca que
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talvez exista aqui é que, devido ao fato de também valer que
[ij’o_‘)lclouo_‘);zn]=[ij’“o_‘);1nouo_‘)/’2n:|=0 , (821)

esse mesmo comportamento eletrostatico também se estende aos demais aglomerados que sdo
compostos ndo exclusivamente por um unico tipo de quasiparticula: e esse é justamente o terceiro
destaque que precisamos fazer aqui. Entretanto, é sempre bom reforcar que, embora as quasi-
particulas 0»? também sejam perfeitamente capazes de interagir eletrostaticamente para com
as 02 e vice-versa, esse poder de interacio nio permite identifica-las como iguais: muito pelo
contrdrio. Basta ver que, apesar das relacoes (8.20) e (8.21) deixarem claro que os operadores
de aresta sdo completamente incapazes de detectar qualquer uma dessas quasiparticulas quando
elas se encontram na situagéo que estd exposta na Figura 8.4, nenhum operador O,,. é capaz de
“blindar” a existéncia de uma Q‘*?: essa quasiparticula permanece completamente visivel para
um operador de vértice, o que até justifica o fato dela, quando isolada, ter uma unidade a mais de

energia que uma outra Q%2,

Exemplo 2: Gy =7, e Gy =73

Um outro exemplo bem interessante de ser discutido aqui é o de um QDMv que, apesar de
continuar se valendo do mesmo G; = Z, para moderar os seus campos de calibre, atribui os
elementos de um espaco de Hilbert que é indexado por Ga = Zs3 aos vértices de Rz. E um dos

aspectos que ja merecem ser apontados neste modelo é que, como a sua a¢ao precisa ser tal que

02 (g,a) = I(g,a)

em respeito as propriedades projetivas dos operadores que completam 2y, a priori existem trés
acoes que podem defini-lo distintamente do TC, uma vez que as suas representacoes matriciais

devem realizar permutacgoes entre os elementos

|0) = 1y =111 e |2) = (8.22)

o O B
= o O
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que compdem B,. E, no caso, as trés representacdes matriciais que fazem isso sdo dadas explicita-

mente por
010 0 01 1 00
Oi1-) =11 00| , G2-1) =10 1 0| e O3(-1) =0 0 1
0 01 1 00 010

Todavia, como a acdo de qualquer uma dessas matrizes sempre mantém um elemento de B,
fixo enquanto troca os outros dois, vemos que, independente da nossa escolha, sempre estaremos
diante da mesma situacdo “fisica”. E, como essa observacdo implica que essas trés possives agcoes
ndo levam a trés modelos distintos, mas, sim, ao mesmo modelo, isso significa que podemos lidar
tranquilamente com as expressoes

A, =

[]lvo]lao]lbo]lco]ld+®1(—1)voa'jfoagoa'§oa§] e

N RN

By, = (]lro]lso]lto]lu+o'focrfoa'fooft) (8.23)
para os respectivos operadores de vértice e de face deste QDMy, sem ficar com qualquer peso na

consciéncia.
Sobre os estados fundamentais

E claro que ainda precisamos encontrar uma representacio para o operador de aresta deste
modelo, uma vez que isso é fundamental para entendermos e classificarmos todas as excitacoes
elementares neste QDMv. Entretanto, diante da expressao desses ultimos operadores, ja existe uma
coisa que vale a pena destacar: o estado fundamental deste modelo é degenerado. E, uma das
melhores maneiras de vermos o porqué dessa degenerescéncia, é olhando justamente para a sua

acdo. Afinal de contas, apesar de existir uma transformacao

o=[leacn=]]A

que consegue levar um dos autoestados de vacuo

1
|§3”>=E]:[AV (§j§>|0> ®(®|0>) (8.24)

\%
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a um outro
1
&)y =01y = —=T]a X110 ®(®|1>)
\/E v _] \

de vacuo e vice-versa, ndo existe qualquer outra transformacdo O’ que pode ser expressa como um

produtorio dos operadores (8.23) e que consiga levar o autoestado (8.49) ao outro

1
167 ) = E]:[Av (§j§>|0> ®(@|2>) : (8.25)

que também ¢é de vacuo, e vice-versa.

Embora, num primeiro momento, o leitor possa achar um pouco estranho apontar alguma
independéncia entre todos esses autoestados sem o respaudo de qualquer nado-contratibilidade de
caminhos sobre R, (tal como fizemos em relacdo ao TC, por exemplo), toda essa estranheza se
desfaz desde que lembremos de algo que ja foi dito no Capitulo 4: a degenerescéncia do estado
fundamental de qualquer modelo nédo esta necessariamente “amarrada” a um aspecto topoldgico,
mas, sim, a existéncia de operadores que, apesar de conectarem um estado de vacuo a outro, ndo
podem ser expressos em termos de um produtério dos operadores que definem o Hamiltoniano
do modelo em questdo. Nestes moldes, como é exatamente isso o que acontece entre os dois
autoestados (8.24) e (8.25), se torna perfeitamente possivel afirmar que eles modelam dois vacuos
independentes, uma vez que o operador Cj é completamente incapaz de fazer qualquer tipo de
permutacdo entre os elementos de 8,. Alids, como ao longo dos exemplos que apresentaremos
neste capitulo ndo nos importaremos com quaisquer propriedades topoldgicas que possam estar
associadas a R2, algo que essa bidigenerescéncia acaba fazendo é deixando muito bem claro que
estamos diante de uma situacdo onde as duas fases, que podem caracterizar esses dois estados de
vacuo, parecem possuir apenas uma espécie de ordem algébrica e ndo mais topoldgica. Voltaremos

a falar sobre isso mais adiante, mais especificamente no final deste capitulo.
A obtengdo dos operadores de aresta

E ja que falamos dessa incapacidade de permutacdo do operador de aresta, ¢ bom aproveitarmos
a “deixa” de termos mencionado o nome deste operador para apresentarmos as representacoes dos

operadores que, por exemplo, compdem o conjunto

G ={G1.Ga.Cs} .
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cujos elementos, além de apresentarem propriedades projetivas, devem ser ortonormais entre si e

entre aqueles que também figuram em
Ay = { Av,l s AV,Z } € QSp = { Bp,l s Bp,2 }

E, uma coisa muito importante que precisamos lembrar para este fim, é que essa “incapacidade de
permutacdo” nao deve ser uma propriedade restrita apenas ao operador de aresta que compoe o
Hamiltoniano deste QDMv. No caso, todos os operadores que constam em C; ndo podem realizar
qualquer tipo de permutacdo entre os elementos (8.22): ou seja, todos esses operadores devem
apenas comparar os campos de matéria que sdo atribuidos a dois vértices adjacentes, segundo a

acdo do campo de calibre que esta presente na aresta que conecta esses dois vértices.

E, perante a necessidade de encontrarmos expressdes para projetores que devem agir sobre
elementos do tipo

la) ®g)e [B) .

algo que também tem grande valia junto a essa tarefa é o fato de ja existir um conjunto de trés
projetores para os elementos (8.22): de acordo com o Apéndice C, por exemplo, eles sdo dados

especificamente por

(]lv+wZZV+wZ3) e

W[

Y =z(h+z+2),c¥=

W

(8.26)

1
C(g) = §(]lV + cuZV+a)2Z$) ,

onde, em termos matriciais, temos

10 0
Z=10 w 0] ,
0 0 w?

2n

.7 l 7 7 .
ja que w = e3 ¢ o gerador do grupo Zs. No caso, os superindices que rotulam todos esses

projetores (8.26) apontam para os Uinicos elementos que possuem autovalor ndo nulo; ou seja,

C@ 1By =6(a,B)|B)
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Por efeito ndo apenas dessas observacoes, mas também da constatacdo que os dois projetores

que atuam sobre os elementos da j-ésima aresta sdo expressos por

1 1
o _ = . z 1 _ 2 Lz
;7 = 5 (1 + o ) e ;7 = 3 (1 o ) (8.27)

e tais que

s 08y =06(g. ) lg)

ndo é dificil perceber de (8.10) que a expressdao matricial do operador de aresta que completa o

Hamiltoniano deste modelo é dada por

Vi

= ¢ 0 0) 0 1)) 1 1 0 &)
G = cO 5 s(j) o C(V2 + C(Vl) ° S(j ° C(vz) + C(Vl) o s(j) o Y

1 1 0 2 0 2 2 1 2
+ C(Vl) o s(j) o C(VZ) + C(Vl) o s(j) o C(Vz) + C(Vl) o s(j) o C(VZ) . (8.28)

Jd em relacdo aos demais operadores que completam G, eles podem ser perfeitamente obtidos
através dessas mesmas consideracoes, desde que notemos que a necessidade de ortonormalidade

dos seus elementos nos leva a

Cin | Xa» 05> xp ) = <Xa|[®(¢j)]_l'xn | xs) | o i x8) (8.29)

sendo

>

I
o = O
= o O
o o =

a representacdo matricial do mesmo operador (6.11), sé que para o caso onde n = 3. Desta
maneira, usando o mesmo raciocinio que ja nos levou a (8.28), ndo € dificil concluir que esse

conjunto ¢; se completa com

0 0 2 0 1 0 1 0 0

G2 = C(Vl) ° S(j) ° C(Vz) + C(V1) ° s(j) °© C(vz) + C(vl) o S(j) o C(vz)
+ Q) o5 o Q)+ ¥ @ s o ) + P o s o ) e

J 2 1 ] 2 1 j 2

0 0 1 0 1 2 1 _ (© 2

CJB - C(Vl) ° (J) ° C(VZ) + C(Vl) ° S(j) ° C(V2) + CV1 ° s(j) °© C(V2)

+
P!
~
[
=
(o)
5
—
[
=
(o)

1 2 0 0 2 1 0
CY + 2 0 s® 0 Q1+ o5 oY
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Operadores de vértice e de face

Diante das expressoes de todos os operadores que foram obtidos até aqui, finalmente somos
capazes ndo apenas de encontrar, mas de classificar, todas as excitacoes elementares que podem
figurar neste modelo. Talvez a tnica coisa que parece faltar para que isso seja feito é explicitar
quais sdo as expressoes dos operadores que, junto com os que aparecem em (8.23), completam os
conjuntos Ay e B,. Todavia, como tal completamento ¢€ trivial, ¢ bem provavel que tais expressoes

ja estejam bem claras para leitor. Afinal, como
Av,l + AV,2 =1 (830)

¢ uma propriedade que precisa ser vdlida entre os dois elementos de compdem I, a tiinica op¢ao

que temos para expressar o operador de aresta “faltante” é

> c

1
Ayo = 3 []lvo 1,01, 0o 1e 01y — O1(-1)y0 0y 0 0}, © T 00'2] . (8.31)

Ja para encontrar o operador de face que falta, um argumento inteiramente analoga também

se aplica aqui, o que nos leva a

1
Bp,zz5(]1roILso]ltollu—afocrfochocr,i)
Note que a expressdo desse ultimo operador é exatamente a mesma que ja estd relacionada ao
exemplo anterior, onde temos os mesmos campos de calibre, porém campos de matéria que per-
tencem a um espago de Hilbert com um grau de liberdade a menos do que agora. E a razdo de
toda essa identificacdo acontecer é bem simples: ela se deve ao simples fato do operador de face
em (8.2) ser completamente incapaz de aferir qualquer propriedade que decorre da presenca de
matéria sobre os vértices de Rz; no caso, os Unicos operadores que sdo sensiveis a tal presenca sdo

os de vértice e os de aresta.

Alids, olhando bem para as expressdes dos operadores de aresta que constam em (8.23) e
(8.31), algo que também podemos ver é que elas ndo diferem muito das expressées dos operadores
de aresta em (8.12) e (8.17). Afinal de contas, como os campos de calibre dos dois exemplos
que apresentamos aqui sdo exatamente os mesmos, a Unica diferenca que existe entre os seus

operadores de aresta se resume ao fato de termos duas acoes bem distintas. Note que o mesmo
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comentdrio também vale para os operadores de vértice.

Relagbes ndo Abelianas

Uma das coisas que continuam claras aqui é que, devido a todas as “similaridades” que fo-
ram mencionadas nos ultimos dois paragrafos, os mesmos operadores (8.14) continuam sendo
responsaveis por criar pares de quasiparticulas que ndo apenas se identificam como os mesmos
pares do TC, mas que apresentam exatamente as mesmas propriedades relacionadas ao exemplo

anterior: pois, como

oZo s = s ogt e oFos™ = 5o x|
J J J J J J J J

vemos que

* enquanto as quasiparticulas do tipo ¢ podem transitar livremente ao longo de R, sem elevar

a energia do sistema,

* as dos tipos m e ¢ também apresentam o mesmo padrdo, com as mesmas tendéncias de
confinamento ja foi discutida entre as paginas 121 e 122, caso o presente modelo também

possua algum mecanismo que obrigue o sistema a ficar no estado de menor energia possivel.

E claro que, assim como no caso anterior, essas nio sio as Unicas quasiparticulas que figuram
no presente modelo, dado que aqui também existem operadores W(VJ -K) que agem apenas sobre os
vértices da rede e que satisfazem a (8.16). E, no caso desses operadores, independente de quais
sejam as representacOes especificas de cada um deles, uma coisa ja é certa: devido a primeira

igualdade (a esquerda) em (8.16), por exemplo, as suas expressoes mais gerais devem ser tais que

aixk bixk <k azxk bk ok
LK 2K
Wk = bk a1k <k e WOF = —box —axx —Cok , (8.32)
dik dik Trik dok  —dak O

cujas entradas, a priori, devem ser interpretadas como nimeros complexos.

Alias, é justamente por efeito dessas ultimas expressdes que, pelo menos, dois operadores es-
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pecificos ja podem ser apontados: o primeiro deles é o

100
wib Z o 1 o (8.33)
00 1

que, por ndo realizar nenhuma troca entre os elementos dispostos em (8.22), cria uma quasi-

particula que é interpretavél como de vacuo Q'; ja o segundo operador é

010
wi? =110 0] . (8.34)
001

que é exatamente o mesmo operador que ja representa a acao 01 (—1) deste QDMv e que, portanto,

consegue criar uma excitacio 0'*?) como consequéncia de uma simples permutacio
[0)y & [1)y

Apesar de parecer bastante “ingénuo” o que iremos dizer agora, € justamente neste momento
que precisamos destacar duas coisas. E, a primeira delas, é que as excitacoes que sdo criadas
por esses dois ultimos operadores satisfazem um dos requisitos fundamentais que precisam ser
satisfeitos por quaisquer excitacoes que tenham pretensoes de serem vistas como quasiparticulas:
elas sdo tais que

Q(l,l) x Q(1,2) — Q(LZ) x Q(l,l) : (8.35)

ou seja, independente da ordem em que elas aparecem num processo de fusdo, elas levam exa-
tamente aos mesmos produtos que, neste caso em especifico, é 0%, J4 a segunda (que, tal-
vez, pareca ser bem mais “ingénua” do que afirmar que a regra de fusdo entre qualquer quasi-
particula com uma de vacuo é comutativa) é que essas mesmas excitacdes Q"1 e 02 foram
criadas através de permutagdes que ndo “mexeram” com o elemento | 2 ). E, apesar da aparente
“ingenuidade” desta afirmacdo (uma vez que é perfeitamente possivel definir permutacdes entre
alguns elementos enquanto outros sao mantidos fixos), é justamente por tras dela que reside um
aspecto fundamental que esta relacionado aos operadores W¢"X): nenhum dos que se identificam

como permutacoes “mexem” com o elemento | 2 ); o Unico operador que consegue fazer isso, e
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ainda completa um quadro de fusio comutativo para com as quasiparticulas Q1 e 912 ¢

00 1
wh =100 1] . (8.36)
111

E é exatamente diante da dltima constatacao de que
w0y = w1y = [2) e Wl [2) = [0) + [1) +|2) (8.37)

que surge a propriedade mais importante deste modelo que adota G; = Zy e Gy = Z3: como a

composicao
111 1 00 010 0 01
weP o we®? =111 1|=l0o10|+[100]|+[001
11 3 0 01 0 01 111

deve ser associada a regra de fusdo entre as duas quasiparticulas Q> que so criadas pela acfio
consecutiva do operador W*® sobre um mesmo vértice, fica muito claro que estamos diante de
um modelo que, apesar de ser fundamentado sobre dois grupos Abelianos, é perfeitamente capaz

de abrigar regras de fusdo nitidamente ndo Abelianas.

Sobre a inexisténcia de quasiparticulas adicionais

Diante disso, e uma vez que j4 temos plena ciéncia de quais sdo os operadores W'"X) que
realmente sdo capazes de criar quasiparticulas neste QDMyv, cabe agora fazer a mesma avaliacdo
em relacdo aos possiveis W**). E um dos primeiros operadores que podemos pensar ¢ naquele

que, por exemplo, é expresso como

1 0 O
wEb =lo -1 0] - (8.38)
0O 0 O
Pois, como
WED0) = 0) e WEV[1) = - 1)
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nos diz que ele é o tnico operador capaz de criar uma excitacdo sobre um vértice que ndo pode
. ~ (2’1) 1 . . b

ser detectada por um operador de aresta, vemos que a excitagdo Q que ele cria, ao agir sobre o

primeiro autoestado de vacuo (8.24), se identifica exatamente como uma quasiparticula do tipo e.

Alias, algo que sé reforca ainda mais toda essa identificacdo € o fato de que
2,1 2,1 1 1
WP o WPy = 1&)

Ou seja, mais uma vez, parece que estamos diante de um modelo onde quasiparticulas do tipo e
podem ser perfeitamente criadas sem ser aos pares, ao menos sobre um dos estados de vdcuo. E a
razdo de termos dado toda essa énfase a este “ao menos sobre um dos estados de vdcuo” é muito

simples: afinal
webi 2y =0 = wZD|2)=0]0)+0]1)+0]2) . (8.39)

Outro “ou seja”: apesar do que acabamos de dizer sobre Q1 estar perfeitamente correto (ja que
WY realmente nos d4 um excelente argumento para identificarmos essa excitacio como uma
quasiparticula do tipo e), se nos basearmos apenas em (8.39) ainda nio podemos afirmar se 9>V

corresponde, ou ndo, a uma quasiparticula.

Todavia, embora esse resultado (8.39) ja consiga suscitar, sozinho, essa duvida sobre a “qua-
siparticularidade” de Q‘*?), existe um outro resultado (que é muito mais simples, porém muito
mais forte) que acaba retirando qualquer duivida que possa realmente existir sobre isso, a0 mesmo

tempo que revela uma outra coisa muito importante: afinal, como

00 1 00 0
WD o wl® =10 0 1|20 0 0f=wlow?b (8.40)
00 0 110

nos mostra que

Q(Z,l) x Q(1,3) + Q(1,3) % Q(Z,l)

esse resultado acaba deixando bem claro que Q@Y ndo pode ser interpretada como uma quasi-
particula dentro de um modelo que considera Q'*®) como uma quasiparticula. E como ao estender-
mos essa mesma linha de raciocinio aos demais operadores WX’ chegamos & mesma conclusio, é

imediato concluir que as tinicas excitacdes Q"/*X) que podem ser traduzidas como quasiparticulas,
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(J,K) (1,1) (1,2) (1,3)
(1,1) (1,1) (1,2) (1,3)
(1,2) (1,2) (1,1) (1,3)
(1,3) (1,3) (1,3) (1,1) + (1,2) +(1,3)

Tabela 8.2: Regras de fusio associadas as quasiparticulas Q"/*X) que estfio presentes neste QDMv, o qual se
vale de um grupo de calibre G; = Z,, de um conjunto de indices G, = Z3 e da consideracio que Q> ¢
uma quasiparticula.

nesta situagdo que adota Q*® como uma quasiparticula, sao aquelas cujas regras de fusio constam

na Tabela 8.2.

E claro que, depois de ler este tltimo paragrafo, e de notar toda a énfase que foi dada, por
exemplo, a passagem “Q>Y nio pode ser interpretada como uma quasiparticula dentro de um
modelo que considera Q*** como uma quasiparticula”, o leitor deve estar se perguntando sobre
o porqué dessa énfase. E, ao leitor que se faz essa pergunta, devemos apresentar um fato que
vai ajuda-lo a entender qual é a coisa “muito importante” que também mencionamos no mesmo
pardgrafo. Afinal de contas, apesar da relacdo (8.40) nos mostrar que a excitacdo que é criada

(V2,1) realmente nao completa um quadro de fusdo comutativo para com as

por um operador W
trés quasiparticulas que constam na Tabela 8.2, quando deixamos de lado a quasiparticula Q% é
possivel notar que um outro quadro de fusio se completa, entre as quasiparticulas Q%2 021 e

as demais Q1" e 02 que sdo criadas pelos operadores

100 0 10
wil =10 10| e w? =[-10 0
00 0 0 00

respectivamente. Ou seja, o que esse ultimo quadro de fusdo nos mostra é que, apesar deste QDMv
possuir dois autoestados de vacuo (8.24) e (8.25), esse modelo abriga duas situacdes bem distin-
tas: uma, onde podemos excitar esses dois autoestados de vacuo mediante a concepciao de uma
quasiparticula Q¥ que apresenta uma regra de fusio nio Abeliana; e outra, onde o autoestado
de vacuo (8.25) nunca pode ser excitado, cujas regras de fusdo Abelianas das suas quasiparticulas

constam na Tabela 8.3.
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(LK) | (1, (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1 | (1, (1,2) 2,1 (2,2
(1,2) | (1,2) (L,1) (2,2) (2,1
2,1) | (2,1) (2,20 ((1,1) (1,2
(2,2) | (2,2) (2,1) (1,20 1,1y

Tabela 8.3: Regras de fusdo associadas as quasiparticulas Q"/-X) que estdo presentes neste QDMv, o qual se
vale de um grupo de calibre G; = Z,, de um conjunto de indices Go = Z3 e que ndo considera que Q%>
¢ uma quasiparticula. Aqui, o superindice (1,1)’ rotula a quasiparticula de vacuo que € restrita apenas ao
autoestado de vacuo (8.24).

Sobre a transigdo entre os autoestados de vdcuo

E, diante de tudo o que dissemos até agora, e principalmente da propriedade ndo Abeliana
Q(1,3) % Q(1’3) — Q(l,l) + Q(1,2) + Q(LZ) (8.41)

que ¢é evidente da dupla acdo do operador (8.36) sobre um mesmo vértice de R, é importante
reforcar algo que j4 estd subentendido ndo apenas deste operador, mas da definicio de W?:
esses dois operadores agem de maneira bem diferente sobre os dois autoestados de vacuo deste
exemplo de QDMv. E, no caso do o operador W*®, ¢ justamente essa diferenca que nos permite
“mexer” com o elemento | 2 ) segundo a regra (8.37) e, portanto, retirar o sistema do seu segundo
autoestado de vacuo (8.25) através de um operador que age exclusivamente sobre os vértices.
Alids, é exatamente esta capacidade que acaba justificando plenamente a presenca de W'** entre
os demais operadores que definem todo o espectro de energia deste QDMv, mesmo diante da sua

ndo aparicdo entre os operadores que definem o Hamiltoniano deste modelo.

No entanto, duas outras coisas interessantes também merecem destaque aqui. E, uma delas,
segue justamente diante de uma interpretacdo fisico-computacional que parece existir por trds
desta fusdo (8.41). Afinal de contas, como cada um dos termos da soma que a define nos diz
que a fusdo entre duas quasiparticulas Q"3 pode resultar numa quasiparticula de vacuo 9V
ou numa quasiparticula Q*? ou numa nova quasiparticula Q'*® com igual probabilidade (ja que
os coeficientes desta soma sdo todos iguais), quando fazemos uma analogia para com as regras
de fusdao do modelo dos “Fibonacci anyons” [5] , fica a sugestdo de que este exemplo de QDMv
possa atender aos propdsitos de uma computagdo qudntica [75]. Voltaremos a discutir brevemente
este ponto mais adiante, no final deste capitulo. Todavia, a segunda coisa que merece destaque

aqui é que, se notarmos que ¢é fisicamente razoavel assumir que, assim como acontece com 0s
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“Fibonacci anyons” [76], superposicoes entre “anyons” acabam decoerendo com o tempo em apenas
um deles, ao assumirmos que este nosso “toy model” deve ser encarado como um sistema fisico,
o que a relacao (8.37) faz é muito mais do que deixar claro que esse sistema pode ser retirado
do seu segundo autoestado de vacuo (8.25): o que esta relacdo faz é mostrar que é perfeitamente
possivel ir do vacuo, na sua fase (8.24), para a sua outra fase (8.25) e vice-versa, através de um
mecanismo de condensagdo de quasiparticulas; ou seja, completando todos os vértices da rede com

quasiparticulas Q%%

* por efeito de uma tnica troca

w0y = |2)

sobre todos os vértices, caso o desejo da migracdo seja o de ir da fase (8.24) para a (8.25),

ou

* através de trocas, que precisam ser efetuadas usando diferentes combinacdes entre os opera-

dores W(* e W®, quando o desejo é ir de (8.25) para (8.24).

Uma analogia interessante

Diga-se de passagem, todo esse processo, de preencher os vértices de uma rede, que pode ser
infinita, com quasiparticulas, nos mostra que um vacuo assim concebido se parece muito com a
proposta, que foi feita por P. A. M. Dirac em 1929 [77], de que o vacuo poderia ser interpretado

como um mar infinito de particulas.

E claro que essa proposta de Dirac foi uma tentativa, bastante rudimentar, de resolver o pro-
blema que esta relacionado aos estados que tém energias negativas, na equagdo que acabou le-
vando o seu nome [78], antes da concepcao do que ficou conhecido como Eletrodinamica Quantica.
Porém, trata-se de uma proposta que, apesar de ser bem extravagante (por imaginar uma quan-
tidade infinita de cargas permeando todo o espago) e de ndo permitir calcular qualquer coisa,
sobrevive até hoje por ilustrar intuitivamente como se da a criacdo de pares de particulas e an-
tiparticulas no vacuo, apesar de carregar consigo um certo “preconceito” por considerar que um
elétron é uma particula real enquanto trata um pdsitron (que € a antiparticula do elétron) como

um simples buraco [79].

Tudo bem que, na época que Dirac apresentou essa sua ideia de vacuo a sociedade cientifica,

uma diversidade de particulas ainda nao era conhecida, entre as quais podemos listar o néutron,
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que sé6 foi descoberto por J. Chadwick em 1932 [80, 81]. Alids, foi exatamente esse desconheci-
mento que o levou a acreditar, por exemplo, que um buraco neste mar poderia ser um proton e ndo
um pésitron, que também era desconhecido e que s6 foi descoberto oficialmente por C. D. Anderson
em 1932 [82] 2. No entanto, se pensarmos neste nosso QDMy, e lembrarmos mais especificamente
do seu primeiro autoestado de vacuo (8.24), vemos que é completamente indiferente pensar na
criacdo da sua quasiparticula Q*? (que possui uma regra de fusdo que permite identifica-la como

a sua propria anti-quasiparticula)

* como algo real, numa situacio onde o operador W**) age sobre o v-ésimo vértice de uma

rede que possui todos os vértices previamente forrados por quasiparticulas Q" ou

* como um buraco, na situacdo onde esse mesmo W(Vl’z) age sobre uma rede cujos vértices

foram previamente preenchidos por quasiparticulas Q2.

Ou seja, estamos diante de um “toy model” que pode modelar uma realidade fisica que é tao
rudimentar quanto aquela idealizada por Dirac e pelos demais pesquisadores no inicio do Século

XX.

Outras propriedades

Antes de encerrarmos a apresentacdo deste exemplo, é deveras fundamental notarmos que
todas aquelas propriedades de confinamento eletrostatico, que ja foram apontadas no exemplo

anterior, também se fazem presentes aqui. Afinal de contas, enquanto as trocas unidimensionais
10)y o 1) , 10 - [2) e [l - [2)

de um tunico dos elementos que estdo associados aos vértices dos estados fundamentais por um
outro, que é distinto, conseguem elevar a energia do sistema para um valor E’, ao realizarmos este
mesmo procedimento de troca apenas sobre dois vértices adjacentes, pareando dois elementos que

sdo iguais, a energia do sistema ndo sobe para 2E’: ela sobe apenas para 2E’ — 2.

Entretanto, como a acdo do atual modelo é um pouco mais “seletiva” que a anterior, a ponto

2Em verdade, apesar dessa descoberta oficial sé ter sido reconhecida em 1932, os pédsitrons foram observados pela
primeira vez em 1929, por D. Skobeltsyn [83].
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dos operadores de aresta Cj nunca serem tais que
Cj|n,¢5j,2>=|n,¢j,2> e Cj|2,¢j,n>=|2,¢j,n>

para n = 0,1, é aqui que surge uma importante observacdo. E, para entendé-la, precisamos con-
siderar uma situacdo que é andloga aquela que consta na Figura 8.4, porém criando apenas qua-
siparticulas Q'%® sobre o primeiro autoestado (8.25). Afinal, quando consideramos essa situacfio

bem especifica, e um operador tal como um

X _ X
Oy = 1—[ ]
jey*

que se vale do menor caminho dual y* para cercar esse aglomerado de quasiparticulas, fica muito
claro (da expressao de ®; (-1),) que ele ndo consegue isolar a presenca dessas quasiparticulas
b de: le faz € sé isol 1 d 5 lusi (1,2)
sobre a rede: o que ele faz é s6 isolar um aglomerado que é composto exclusivamente por Q' "<
Assim, como a presenca de um aglomerado de quasiparticulas Q'1*® continua sendo perfeitamente
detectavel pelas suas bordas, isso parece nos levar automaticamente a identificagdo de uma espécie
de “parede de dominio”: ou seja, uma situacdo bastante peculiar onde o nosso sistema, apesar
de ndo estar no seu estado fundamental, é capaz de abrigar dois nichos distintos de vacuo, os

quais estao separados por uma parede de “ndo vacuo” que passa a funcionar como uma espécie de

“fronteira” entre essas duas realidades.

Exemplo 3: G1 =73 e Gy =74

Ja um outro exemplo que também merece a nossa atencao € aquele que, apesar de ainda se
valer de um grupo G = Zy, atribui elementos de um espago de Hilbert quadridimensional, que é
indexado por G2 = Z4, aos vértices de R». E, embora pareca uma insisténcia da nossa parte apre-
sentar um novo modelo que continua se valendo do mesmo grupo de calibre que ja esta relacionado
aos dois ultimos exemplos, o aspecto interessante é que, desta vez, essa configuracdo nos leva a
um modelo onde existem duas opcoes fisicamente distintas para a sua definicdo. Tudo bem que,
no caso do exemplo que acabamos de apresentar, também temos duas op¢oes para a sua definicao,
as quais se resumem basicamente em “excitar” ou “ndo excitar” um dos seus dois autoestados de
vacuo. No entanto, aqui, as duas opcbes sdo outras: elas se relacionam para com as duas esco-

lhas distintas que temos para definir a acdo do grupo de calibre sobre os campos de matéria. E, a
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primeira que escolha que iremos apresentar aqui, é a aquela cuja ac¢do, sobre as representacoes

10) = .11y = . 12) = e |3) = (8.42)

o O O =
o O ~ O
o = O O
= O O O

dos elementos que compdem By, é definida por

w &t (m°d4), se g forpar, e
O D> w?® =ws e 01(-1)v» wd = (8.43)

w &1 (mod4) * caso contrério

onde w =i é o0 elemento que gera o grupo ciclico Z4. Ou seja, uma acdo que pode ser representada

matricialmente como

01 0O
00
0:1(-1) = (8.44)
0 01
0010

Primeira escolha

Alids, uma das coisas que ja ficam bem claras por decorréncia da defini¢do desta acdo (8.43),
assim como da definicdo dos operadores de vértice, de face e de aresta que foi feita em (8.8) e

(8.10), os dois primeiros desses operadores ficam expressos respectivamente como

[]lvo]lao]lbo]lCo]ld+®1(—1)vooﬁorfgoo-§ooﬁ] e

N~ DN -

(]l,o]lso]lto]lu+0'foa'§oozoa'z) , (8.45)

t u

enquanto que, com base no fato de que os operadores

1 1 ) .
C(g)_Z(ILV+ZV+Z$+Z3) , C(\})—Z(]lv—lzv—zxg"‘lzs’) ;

1 1 . .
c® Z(]lv Z,+ 7 - Z3) e C(V3>_Z(]lv+zZv—ZV2—123) (8.46)
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funcionam como verdadeiros projetores para os elementos (8.42) 3, o operador de aresta fica ex-

presso como

0 0 0 0 1 1 1 0 1

G = C(Vl) ° s(j) o (I(VZ) + C(Vl) ° s(j) ° C(Vz) + C(Vl) ° s(j) ° C(VZ)
(1) (1) (0) 2) (0) (2) (2) (1) (3)
+C‘,losj OCV2+CV10sj OCV2+CV10sj o C%,

3 0 3 3 1 2
+ Q) o 5P o ) + €T o5V 0 CF) (8.47)

em total analogia a tudo o que ja foi feito em (8.28). Aqui,

X = Y [(h+1)mod4)(h| e Z= Y o"Ih)(h| . (8.48)

heZs heZs

E uma das principais observacoes que ja podem ser feitas a partir de todas essas expressoes
€ que, mais uma vez, estamos diante de um modelo que possui um estado fundamental que é,
no minimo, bidegenerado. No caso do primeiro autoestado de vacuo que estd relacionado a este

modelo, ele é dado explicitamente por

1
&y = —=[]a[&10) ®(®|0>) . (8.49)
VE v _] v
Ja o segundo autoestado de vacuo é obtido por efeito do operador
0=1]x (8.50)

que, por agir sobre todos os vértices de (8.49), nos leva a

|532>>=0|63”>=iﬂAv(®|0>)®(®|2>) : (8.51)
VE \' _] \

Note que, como (8.50) ndo pode ser expresso em termos de qualquer combinacdo que se valha
de um produtdrio entre quaisquer operadores (8.45), a bidegenerescéncia deste modelo acaba

justificada exatamente nos mesmos moldes que a bidegenerescéncia do exemplo anterior.

S0ouseja, C'& 1 B)=05(a.B)|B).
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Completando os conjuntos ortogonais

Alids, dado que o estado fundamental deste exemplo de QDMv acabou de ser devidamente apre-

sentado, é interessante iniciarmos as buscas pelas excitacdes deste modelo. E, uma das principais

coisas que devemos fazer diante dessa tarefa, €, por exemplo, declarar quais sdo as expressoes dos

operadores que completam os conjuntos Ay, B, e ¢; onde ja constam os operadores que ja estdo re-

sumidos em (8.45) e (8.47). E, no caso, devido a toda ortogonalidade que ¢é inerente as defini¢oes

desses conjuntos, nao ¢ dificil perceber que os operadores que completam os dois primeiros deles

sao

AV,2 =

Bp,2 =

NN

(Ly 0 1y 0 1 0 Le 0 Iy = O1(=1)y 0 o © 0

a

z z Z z
(]er]1SO]l,O]lu—0'r00's00'too'u) ,

enquanto o segundo conjunto se completa com os operadores

5O

G .
i2 i

|
Q
IC
o

1) (D 3) (2)
+ Cy, o sy © cy, + C3

+ C(\?l) o s o C(\%z) + C(fl)

Cs = C9 0 5@ 6 c?@ 4 O

V1 j Vo Vi
£ 00 o s o 0?4 R

+ C(g’l) o s o C(‘}z) + C(‘:,?

Ca = C9 0 59 6 c?® 4 c©

+ C({?l) o s o C(‘}z) + C(‘:,?

que nitidamente possuem expressdoes um pouco

ao que diz (8.29), eles devem ser tais que

<D
J

o sQ
J

<D
J

)
§©

¢Y)

C(‘(,)z) + C(\}f oS

©)

1)

0)

e

(0)

[¢]

[¢]

o

o

o

o

mais “complicadas”, uma vez que, analogamente

Gon | Xas 052 x8) = (xal[©C6) ] X" | xg) - | Xa- 6. x5)

(8.52)
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Alids, por efeito das expressdes que compdem os conjuntos Ay e B, por exemplo, umas das
coisas que ja ndo sdo dificeis de serem percebidas é que as mesmas quasiparticulas que estao
relacionadas ao TC continuam presentes aqui. Ou seja, uma coisa que ja era de se esperar: afinal
de contas, por mais que a acao deste modelo seja diferente, toda a estrutura de calibre dos modelos
anteriores continua preservada, o que nos mostra que, mais uma vez estamos diante de um modelo

onde

* quasiparticulas do tipo e continuam sendo perfeitamente produzidas e transportadas pela
acdo do operador (4.20) sobre qualquer um dos autoestados de vacuo (8.49) e (8.51), sem

causar qualquer custo energético ao sistema, e

* quasiparticulas dos tipos m e & se submetem a um confinamento que é bastante similar ao

“cromodindmico” ja detalhado no Exemplo 1.

Entretanto, devido a expressdo dos operadores que completam 2, e €;, também é bastante claro
que outras quasiparticulas QV/>X) também séo cridveis por meio de operadores W¢"*) que agem
exclusivamente sobre os vértices de R», as quais podem ser completamente distintas das do TC. E,

como os operadores que criam estas quasiparticulas precisam satisfazer a
Ay o WE = WU 0 A e Gr o WY =Wl oy . (853)

ja vale notar que, apesar de termos oito possibilidades para as suas definicOes, apenas seis delas
levardo A quasiparticulas que néo se identificam com nenhuma das do TC. Afinal, enquanto W%
é identificavel como o criador de uma quasiparticula de vacuo QY por satisfazer as relacdes
(8.53) quando J = K =1, o operador W(Vz’l) estd associado a criacdo de uma quasiparticula 9V

que satisfaz exatamente as mesmas relacdes, com J = 2 e K = 1, que uma udnica do tipo e.
Excitagbes elementares e regras de fusdo

Embora o tltimo comentdrio que fizemos seja verdadeiro, antes de apresentarmos as repre-
sentacbes de todos os operadores W{"*) que seguem de (8.53), precisamos lembrar de uma coisa
que é muito importante: sempre que procuramos entender o que € uma excitacdo ou uma quasi-
particula em qualquer um dos nossos modelos, sempre fazemos isso analisando como elas podem

ser criadas sobre um dos autoestados de vacuo. E, aqui, neste exemplo especifico, temos dois deles:
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ou seja, temos dois autoestados de vacuo que, por serem independentes um do outro, podem reagir
de maneira bastante distinta quando operados por qualquer um desses operadores W(VJ’K ). Basta
ver que € exatamente isso 0 que acontece com os autoestados de vacuo (8.24) e (8.25) do exemplo
anterior quando operados por (8.34) ou (8.36). E uma das coisas que s6 reforcam ainda mais a
possibilidade disso também acontecer aqui é o simples fato de que, como a acdo do presente mo-
delo é dada por (8.44), quaisquer que sejam as matrizes que representem esses operadores WX ),

as suas expressoes mais gerais sdo tais que

ak bk ax dix ask  bax  cax  dok

bik aix dixk cik -box —axx —dk —Cak
1,K 2,K)

P11k 41Kk T1K S1K P2K 92K ra2K S2K

91k Pik S1Kk T1K —q2Kk —P2K —S2Kk TI2K

cujas entradas correspondem a nimeros complexos.

Todavia, ao notarmos que a representacdo dada para a acdo ®; (—1), pode ser perfeitamente
identificada como uma das matrizes de Dirac [55], uma das maneiras mais comodas que temos
para reconhecer quais sdo as quasiparticulas QV°X) deste modelo é justamente tomando outras
matrizes de Dirac para representar os operadores W< % ) que as criam. E, como isso nos leva as

representacoes

1 0 ot 0
1,1 2.1
WD - R ’
01 0 o*°
O O_)C O [13 O_y 7
1,2 2.2
w2 — L w2 ’
O_.X 0 [14 a_y 2 0
(8.55)
0 1 0 o*
1,3 2,3
wd - L w2y o ,
1 O ot 0
X 0 [13 O_y 2 0
14 o 2.4
W(V ) = e W(V ) = s
O O_.x O [13 O_y 7

acaba ficando bem claro que estamos diante de um conjunto de operadores que agem do mesmo

jeito sobre qualquer um dos autoestados de vacuo (8.49) e (8.51), onde as representacdes que
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¢, | 1,H (€2 (1,3 1,49 2,1 (2,2 (2,3 (2,9
(1,1 | (1,1) (1,2) (1,3) (1,49 (1,5 (@1,6) (1,79 (1,8
1,2) | (1,2) (1,1) (1,49 (1,3) (2 2,1) 24 (1,3
1,3) | (1,3 1,49 (@11 (1,20 3 249 (2,1 (2,2
1,4 | 1,49 (1,3) (1,2) (1,1 &4 2,3 (2,2 (2,1
210 | 2,1 22 @3 249 (11) (1,2 (1,3) (1,49
2,2 | 2,20 1) 249 3 (2 1O, a4 4,3
2,3) ] 2,3 4 @1 22 (€3 149 1,1 (1,2
24 | 249 23 22 <1 149 (1,3 (1,2 1,1

Tabela 8.4: Regras de fusdo associadas as quasiparticulas que so criadas por operadores que agem exclusi-
vamente sobre os vértices da rede num QDMy, que se vale do grupo de calibre G; = Z3, da sua acdo (8.44)
sobre um espaco de Hilbert quadridimensional indexado por G, = Z4, assim como da escolha (8.55) para os
operadores W),

compbem a primeira linha correspondem aos operadores que criam respectivamente uma quasi-
particula de vacuo e uma outra, que satisfaz exatamente as mesmas relacoes que uma tinica do tipo
e. Alids, devido ao fato de estarmos lidando com representagdes que se identificam como matrizes
de Dirac, também acaba ficando bem claro que elas nos levam a um conjunto com regras de fusao

Abelianas, as quais constam na Tabela 8.4.
Propriedades eletrostdticas

Apenas para finalizarmos a apresentagdo das principais propriedades das quasiparticulas ele-
mentares deste modelo que se apoia sobre (8.44), é fundamental destacarmos duas coisas. A
primeira delas é que parte destas quasiparticulas também é sensivel a mesma espécie de poten-
cial eletrostatico que ja foi mencionado no Exemplo 1. E, no caso dessa “sensibilidade”, ela esta

associada apenas as quasiparticulas 0"-*), dado que, para um S = {v1,v2},
1K I.K
6w Wi ] = o

€ uma relacdo valida.

Ja segunda coisa que merece destaque aqui é que, como a acdo (8.43) nao faz a mesma troca
que os operadores W(\}’Z) e W(\}’S) fazem, também podemos construir situacoes andlogas aquelas,
que levam a identificacdo das supostas paredes de dominios que ja mencionamos no exemplo an-
terior. E, para que isso seja feito, basta nos apoiarmos sobre a mesma ldégica que permeia a Figura

8.4, alocando quasiparticulas de um mesmo tipo Q'Y ou 912, lado a lado, numa regido que
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pode ser a que estd destacada em azul, por exemplo, enquanto a outra é preenchida usando um

tnico tipo 02 ou Q.

Segunda escolha

Conforme bem dissemos no inicio deste terceiro exemplo que estamos apresentando, estamos
diante de um modelo cuja definicdo pode ser feita de duas maneiras diferentes. A primeira, que
acabamos de apresentar, se apoia inteiramente sobre uma acdo (8.44) que é capaz de trocar todos
os elementos (8.42), que estdo dispostos sobre os vértices, da rede por algum outro. Ja a segunda
maneira, que apresentaremos a partir de agora, pode ser definida através de uma acdo que é

representavel por

2 (-1) =

0

0
(8.56)

1

0

— O O O

1
0
0
0

o O VO

Ou seja, lembrando que ®; (-1) também deve agir sobre os mesmos elementos (8.42), fica bem
claro que essa nova possibilidade se fundamenta sobre a troca de apenas dois desses elementos

entre si, mantendo os outros dois fixos.

E a primeira consequéncia que surge dessa nova acao ¢ que, apesar dela ndo causar qualquer
tipo de alteracdo nas expressoes dos operadores que compdem o conjunto B, ela altera, sim, as
expressoes dos operadores que compdem os conjuntos 2, e ¢; deste novo modelo. E, no caso do

primeiro desses conjuntos, essas novas expressoes sdo dadas especificamente por

1
AV:E[]lvo]laoILbo]lco]ld+®2(—1)voofjoagocrfoaz] e

1
Av,zzE[]lvoﬂaO]lbO]lcO]Id—®2(—1)v°0'2°0'1§°0'§°0'(§]

No caso do segundo, temos

(¢]

0 0 0 0 1 1 1 0 1
G = %o s O 4 c® oo 4 D o s(j) o CV

o

4 O o s 6 0O L 0P 6 O 6 0@ 4 @ o 1 o @)
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0 0 3 0 1 0 1 0 0
G = C(Vl) o s(j) o C(VZ) + C(Vl) o s(j) o C(Vz) + C(Vl) o s(j) o C(VZ)
(1) 1) (3) (2) (0) 1) 2) ey} (1)
+Cv1°Sj va2+Cvlon OCV2+CV1osj o Cy,
(3) 0 (2) (3) (1) )
+Cv1°Sj °Cv2+Cv1°Sj o Cy, ,
— 0) 0 (2) (0) D 3 1 (© 3
Gs = C(Vl o s(j) o Cy, + Cy] o sy © C(Vz) + C(Vl) o sj) o Cy,
(1) 1) (2) (2) (0) 0) 2 (1) (0)
+Cv1°Sj OCV2+CV10sJ. OCVZ+CV1OSj o CY,
3 0 (€Y 3 (€Y 1)
+CV1osj OCVZ—i-CVlosj o Cy, e
0 0 1 0 1 2 1 0 2
Ca = CO o s o) + €0 o s 0 Q) + CF) o s o )
(1) 1) (1) (2) (0) (3) 2) 1 (3)
+Cv1°Sj va2+Cvlon OCV2+CV1osj o CY,

+ C(‘:,? o s o C(\(/)z) + C(gl) o sV o C(\(,)z) ,

haja vista a definicao (8.52).

Ja a segunda consequéncia que decorre desta nova acao (8.56) tem uma relacao bastante direta
para com o estado fundamental. Afinal, enquanto o primeiro autoestado de vacuo ja é muito bem

conhecido e dado por

1
|fé”>=ﬁ]:[Av <}j§>|0> ®(®'0>> (8.57)

um segundo e um terceiro agora se fazem presentes: eles sdo

@y _ 1

15 ) = \/Elvl Ay (Ej{)|o> ®(®|2>> e

@y _ 1

1687 = \/ilvl Ay (§j§)|0> ®(@|3>) . (8.58)

(()2) ) e do autoestado de

E, apesar da aparente similaridade que existe entre as expressoes desse | £
vacuo (8.51), convém notar que eles ndo sdo os mesmos. E a razdo para essa identificacdo ndo

ocorrer é muito simples: a acdo ®, (—1) nao € capaz de realizar quaisquer transicoes do tipo

12) o [|3)
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entre os elementos que estdo associados aos vértices, tal como ®; (—1) fazia. Assim, como néo
existe um operador (que seja expresso como um produtdrio que se valha de, pelo menos, algum
dos operadores que definem o Hamiltoniano deste modelo) que seja capaz de realizar qualquer
transformacdo sobre (8.57) a ponto de obter as demais configuracdes de vicuo que estdo resumidas
pelos autoestados em (8.58), a tridegenerescéncia do estado fundamental do atual modelo fica

completamente justificada.
Criando as excitagoes

E claro que, sobre todos esses novos autoestados, também podemos criar as mesmas quasi-
particulas do TC que mencionamos anteriormente, cujas propriedades ja foram exaustivamente
apresentadas. Todavia, o que é mais importante de ser destacado a partir de agora concerne,
tdo somente, as expressdes dos novos operadores W¢*X) que sio capazes de agir apenas sobre os
vértices de Ry, as quais precisam satisfazer a

Avg o WE = Wi o Ay e Gk o W = w6 ¢,

>

para os novos operadores que completam os novos conjuntos Uy, e €. E, uma das coisas mais
convenientes que podemos mencionar para este fim, diz respeito as expressdes mais gerais das

matrizes que representam esses operadores W"X) que, no caso, sio dadas por

aik bk akx dik azk  bax ok dok
bk aix <k dik -bax —axx —cax —dak
wE = e WEK - . (8.59)
P1K P1Kk Tk S1K p2k —p2k O 0
QK 1K U1K VK Q2K  —42K 0 0

Afinal de contas, quando comparamos essas matrizes com as que constam em (8.54) fica muito
claro que, para cada acdo que o modelo nos permite escolher, o conjunto de operadores que criam

excitacoes pode conter elementos que sdo bastante distintos em cada caso.

Alias, notando que toda a bloco-diagonalidade da acdo (8.44) nos permite reescrevé-la como

0
O (-1) = ‘; , (8.60)
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essas mesmas expressoes (8.59), quando analisadas sob a luz das relacdes de Pauli (4.10), acabam

nos mostrando que, além da identidade W(Vl’l) que figura em (8.55),

o . 1 O
= e w2 = (8.61)
0O 1 0 o* 0 o*

W(Vl;Z,l) —

sdo trés escolhas que nos remetem s respectivas quasiparticulas elementares Q12D 0122 ¢
0112 que ndo podem ser detectadas por qualquer um dos operadores de vértice. E é justamente
diante destas expressdes que fica bem claro algo que ja dissemos anteriormente: afinal, como
essa bloco-diagonalidade de (8.60) toma forma através de matrizes distintas (uma, no primeiro
quadrante, que é a o*; e outra, no terceiro quadrante, que é a 1), mais uma vez ficamos diante de
um modelo onde existem operadores W(VJ’K ) que podem agir diferentemente sobre os autoestados
de vécuo. Basta ver que é exatamente isso 0 que ocorre, por exemplo, com os operadores W) e

w2 4 que

* o primeiro deles consegue excitar apenas o autoestado de vacuo | f(()l) ), por efeito da troca
10 < 1)

e ndo faz nada com os demais,

* enquanto o segundo faz justamente o contrdrio, excitando os dois autoestados de vacuo | 5(()2) )
e 533) ) através de

12 © 13N .
mas nao fazendo nada com | f(()l) ).

Por se dizer, é exatamente isso que bem justifica o fato de termos adotado uma indexacédo ligei-
ramente diferente para as quasiparticulas que surgem pela acdo dos operadores (8.61): como a

l6gica por tras da indexac¢éo anterior (J, K) nos permite representar
* ovacuo,quando J =K =1, e
* 0 nao vacuo, em qualquer caso contrario a esse,

quando nos valemos dos novos superindices (J; K1, K2) se torna perfeitamente possivel representar

um vacuo que persiste apenas numa situacdo, mas ndo na outra; pois, devido a acao dos opera-
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dores (8.61) sobre os autoestados de vacuo, fica muito claro que QV/;X1:X2) se comporta com uma

quasiparticula de vacuo apenas

* no autoestado | §(()1) ), quando J =K1 =1, e

* nos autoestados | f(()z) Y e/ou | 563) ), quando J = K = 1.

Apenas para completar esses nossos comentdarios, vale notar que, apesar dessas trés possibi-
lidades em (8.61) serem relevantes ao modelo, nenhuma delas consegue, por exemplo, retirar o
sistema da sua condicao de vacuo (8.57) e leva-los para um dos outros vacuos (8.58) e vice-versa,
através de um processo condensac¢do analogo ao que foi explicado no comeco da pagina 139. No
entanto, devido ndo apenas as representacdes que constam em (8.59), mas as relacoes de Pauli

(4.7), ndo é dificil notar que o operador

. 0 1+0"
W<V1,3) _ , (8.62)
1+0* 0

que é responsavel pela producio de uma quasiparticula W4

que completa um quadro comutativo
de fusdo para com as quasiparticulas associaveis aos operadores (8.61), consegue fazer isso. E,
desta maneira, como ao contrario do que acontece com o subconjunto fechado que é composto
apenas por uma quasiparticula de vacuo e por aquelas que surgem de (8.61), esse ultimo operador

nos leva a uma regra de fusdo
Q(1;3) x Q(1;3) =2 Q(1;1) + 2 Q(1;2,2)

que é nao Abeliana, reforcando ainda mais toda a similaridade desta nova situacédo para com aquela
que ja foi apresentada no Exemplo 2. Alids, note que, se (apenas por uma questao de distin¢ao)
denotarmos por A a matriz que representa a acdo desse Exemplo 2, podemos reescrever a acao

(8.56) atual como
A 0
0:(-1) = , (8.63)
o' 1
reforcando que existe uma relacdo entre acoes que mantém elementos fixos sobre os vértices e a

realizacao de transicOes entre todos os estados de vacuo de um sistema sob a imposicao de regras

de fusdo ndo Abelianas.
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Exemplo 4: G1 =74 e Gy =7

Dado que os trés ultimos exemplos sempre se valeram de um G; = Zy para modelar os seus
campos de calibre, neste quarto exemplo finalmente iremos proceder de uma maneira que é um
pouco diferente, considerando um QDMv onde G1 = Z4 e G5 = Z3. E, neste caso, como todas as
possiveis escolhas que nos levam a um modelo distinto de um QDM equivalem a uma unica que

adota
O » o = 0(-1) » f = e O®U) » o = O(-i) » W = ! (8.64)

como a agdo, onde w = —1 é o gerador do grupo Z,, vemos que os operadores de vértice, de face e

de aresta que estdo aqui relacionados se reduzem a

1
AV:Z(]lVo]lao]lbo]lCo]ld+o"’,‘o aoXbng’on’l)
1
+Z(]lvoXazngoXczonz+0'\)fng’oXZ’oXcon) ,
1
Bp=Z(]er]lSO]l,O]lu+ZEOZSOZ,OZS) (8.65)
1
+Z(zfozfoz,zozg+zrozfjozf’ozu) e
C~:1(]l oljol +0'ZOZ.200'Z)
] 2 Vi J V2 V1 j Va2

respectivamente, sendo X e Z os mesmos operadores que ja foram mencionados em (8.48).

Alias, é justamente por efeito destas expressdes que, mais uma vez, fica bem claro que estamos
diante de um QDMv que possui um estado fundamental que é bidegenerado e que, “curiosamente”,
tem uma certa semelhanca para com a primeira escolha que foi feita no exemplo anterior. Afinal,

se notarmos que um dos seus autoestados de vacuo é o ja bem conhecido

1
|§:(()1)>:E1:[AV(®|O>)®(®|O>) , (8.66)

j v
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o segundo deles pode ser perfeitamente expresso como

|532>>=0|§é”>=iﬂAv(®|1>)®(®|0>) : (8.67)
ﬁ \' ] \

através de um operador
o=[]x (8.68)
j
que ¢é bastante similar a (8.50), uma vez que ele: (i) age sobre todas as arestas de uma sé vez; e
(ii) deixa bem clara a existéncia de uma simetria global neste modelo, que independe da topologia

da subvariedade que R discretiza.
Conjuntos ortogonais e algumas “coincidéncias”

Fazendo uso da mesma “receita” que ja usamos nos exemplos anteriores, a coisa mais impor-
tante que devemos fazer agora é declarar quais sdo as expressdes dos demais operadores que
também completam os conjuntos Ay, By, e ¢; nos quais (8.65) ja estdo contidos. Explicitamente

esses operadores sdo:

1
Av,zzZ(nvoﬂaonbonco]ld+icr;foxaoxboxfox§;)
1
—Z(1VoX§oX§oX§oX§+ia§oXﬁoX,foXcon) ,
1
AV,3:Z(]lvo]lao]lbo]lco]ld—o-i,‘oXaoXbonng)
1
+Z(]lVngngoXczoX?l—og’,‘oX;’ng’oXcon) e
1
AV,4:Z(1Vonao]lbo]lco]ld—iagoxaoxboxgoxj)
1
—Z(nvoxgox,foxfoxg—ia;foxf;oxg’oxcoxd) ;
Bpo = (]lro]lso]lto]lu+iZf’onoZtto:’)

S u

D, PN

(Z2o0z2o0 2z ozl +iZ 02207 0Z,) .
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1
Bp,gzz(ﬂrO]lSO]IIORM—ZE’o s 0 Z o ZY)
1
+Z(Zfozszozfozg—zrozfozf’ozu) e
1
Bp,4_Z(]1,o]1so]1,o]lu—izfozsoz,ozg)
1
—Z(zfozfozfozg—izrozfjozf’ozu) ;e
1 2
Ga = 5 (Lw oo ly, = of 0 22 0 0y, )

Por se dizer, é fazendo uma simples comparacao entre essas expressoes e aquelas que definem
tanto o QDM como o modelo que foi apresentado no Exemplo 1, que fica bem facil entender
algumas coisas no presente modelo. E, a primeira delas, por exemplo, é que, devido a estrutura
de calibre que resolvemos adotar aqui, uma parte das quasiparticulas que podem ser criadas neste
QDMv sao exatamente as mesmas que ja figuram no QDM que se vale de um G, = Zy4, cujas regras

de fusdo sao dadas por

€8 x el = gt mod4 e gy — gty mod 4 gl g8 ) (8.69)

A tnica diferenca que existe agora é que, por efeito de (6.18) nos mostrar que

zexh — j(ghymod 4 yhzg _ 72x2 = j4mod4 y252 _ w272 4

parte dessas quasiparticulas serdo confinaveis segundo a mesma leitura do Exemplo 1, caso o
sistema realmente possua algum mecanismo que sempre o mantenha numa situacdo de menor
energia. E, quando esse é o caso, as quasiparticulas que serdo passiveis de confinamento neste

exemplo de QDMv néo serdo as e®, haja vista que os operadores ng que as produzem sio tais que

as quasiparticulas que serdo passiveis de confinamento serdo apenas aquelas cujo processo de
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criacdo envolve os operadores ng com g = 1,3, uma vez que, nesta situacio, temos
81 +12)y _ y8 (1,2)
Cj OXJ' |§0 > = Xj OCj,2|§0 >

Ja sobre as demais quasiparticulas que sdo concebiveis neste modelo, elas surgem por efeito dos

mesmos operadores
wil =1, wi? =, WY = e WP =« (8.70)

\%

que ja foram listados (com outros superindices) em (8.18), o que nos leva a conclusdo de que

novamente estamos diante das mesmas regras de fusdo Abelianas resumidas em (8.1).
Propriedades adicionais
Por fim, duas coisas merecem destaque neste modelo. E, a primeira delas, é que, como

2 1,2 , 2 1,2
Av o (05 0 Z2|&52)) = oF 0 Ava o Z2 |57

1,2 4 1,2
(050 22) 0 A€M ) = af 0 Z21&87)

as quasiparticulas Q1 e ¢2, que sdo criadas respectivamente pelos operadores o2 e ZJ.Z, podem

ser consideradas (ao menos efetivamente) como as mesmas.

Ja a segunda coisa que merece destaque aqui diz respeito a todo esse comportamento ele-
trostatico que sempre insistimos mencionar ao final de cada exemplo. E, no caso deste nosso exem-
plo de agora, como as quasiparticulas Q%% concebiveis pelos operadores (8.70) sio exatamente
as mesmas do Exemplo 1, as mesmas propriedades eletrostaticas também se fazem presentes aqui.

Contudo, existe uma pequena ressalva que precisamos fazer: afinal de contas, como
x _ X 31 —
[q’O-VOXj]_[Cj’O-VOXj]_O

¢ uma propriedade valida quando v indexa um dos vértices que encerram a j-ésima aresta e, por-

tanto,

1,2 -1 1,2
G o (0F ooy |£5?)) = 0F o ¢V o oy 6577

1,2 1,2
= (0F o af) o Gl&P?y = 0F o o | €M)
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vale para um operador

0F = xM o xM o XY o XV (8.71)
que adota (M,N) = (1,3) ou (M,N) = (3,1), é imediato concluir que O funciona como uma
espécie de “isolante” para as quasiparticulas 92, uma vez que nenhum dos operadores (8.65),

que agem sobre o autoestado

’ 1,2
1£0) = OF o o | &),

conseguem detecta-la.
8.2.2 Uma analise mais geral

Apesar de toda a “repetitividade estrutural” que, de alguma maneira, sempre se fez presente
nos exemplos deste capitulo (e que, talvez, até tenha cansado leitor), uma coisa é certa: todos eles

deixam bem claro que um QDMv é um modelo que

(i) suporta exatamente as mesmas quasiparticulas de um QDM entre as suas excitacoes, e

(ii) também admite a realizacdo de quasiparticulas como excitagdes exclusivamente relacionadas

aos seus campos de matéria.

E, no caso dessas quasiparticulas que foram herdadas do QDM, devemos fazer um importante
destaque. Afinal de contas, enquanto as que sdo reconheciveis como e continuam as mesmas
propriedades do QDM, o mesmo nio acontece em relacfio as quasiparticulas dos tipos m” e £(&":
transportar essas ultimas sempre deixa um rastro que pode ser traduzido em termos energéticos,
uma vez que, quanto maior € esse rastro, maior € a elevacao da energia do sistema, mesmo que
esse sistema continue comportando o mesmo numero de quasiparticulas. E, a grande razao disso
acontecer, € o fato do Hamiltoniano (8.1) ser composto por operadores de face e de aresta que leem
os campos de calibre do modelo da mesma maneira. E é neste sentido que podemos afirmar que,
se todos esses “toys models” corresponderem a sistemas fisicos de verdade, que possuam algum
tipo de mecanismo os protejam de situacdes de aumento de energia ao longo desses transportes

e, portanto, os mantenham nas situacées de menor energia possivel, as quasiparticulas m" e &&-"

serdo confinadas.
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Diga-se de passagem, ¢ diante dessa caracteristica de confinamento que convém esclarecer uma
coisa que sugerimos na pdgina 138: afinal, embora alguns dos exemplos que apresentamos neste
capitulo apresentem regras de fusdo ndo Abelianas que sdo bastante similares as dos modelos dos
“Fibonacci anyons” [5], tudo leva a crer que esses exemplos ndo podem ser utilizados para realizar
qualquer tipo computag¢do quantica, ao menos do jeito que eles foram propostos. Pois, como a
realizacdo de uma computacdo quantica em modelos como o QDM estd vinculada a possibilidade
de avaliar os “braids” [84, 85], que sdo formados sobre uma variedade Mz X[ 0,1 ] por decorréncia
do transporte de quasiparticulas sobre My, é exatamente essa possibilidade que ndo temos aqui,

" e e &M apresentam propriedades de confi-

ja que: de um lado, as quasiparticulas dos tipos m
namento (ou seja, elas ndo podem ser transportadas mantendo a energia do sistema constante);
e, por outro, as quasiparticulas Q"*X) nio podem ser transportadas por um operador que nio se
identifica com um de “teletransporte”, embora elas sejam perfeitamente capazes de interagir umas

com as outras.
A estaticidade das quasiparticulas

Alids, ja que falamos das quasiparticulas Q*K), que surgem por decorréncia dos operado-
J,K) . . s

res W,,'"’ que agem exclusivamente sobre os vetores que foram previamente atribuidos sobre os

vértices de R, convém fazer dois comentdrios. E, o primeiro deles, se refere a capacidade ele-

trostatica que algumas delas apresentam: ou seja, uma capacidade de interacdo que, quando alo-

camos duas delas sobre os vértices que pertencem a S;, consegue reduzir a energia do sistema que

¢ assim formado. E no caso dessa capacidade, ela surge, tdo somente, por decorréncia do operador

C(_Gl,Gz)
]

de aresta ndo ser capaz de reconhecer que existem duas quasiparticulas alocadas em ;.

Ja o segundo comentario que cabe fazer se refere a completa incapacidade de distincao que
os operadores de vértice de um QDMv possuem diante de algumas quasiparticulas ¢ e de outras
0Y-K) Ou seja, apesar de nds termos plena ciéncia de que essas quasiparticulas sdo produzidas
por operadores distintos e que, portanto, elas podem ser perfeitamente diferentes, aos olhos de
um detector elas sdo as mesmas. E, uma das boas maneiras de entendermos como isso acontece,
pode ser pensando numa situacao bastante hipotética e que esta relacionada a Fisica das particulas
elementares: afinal, se os operadores de vértice AC1"9?) fossem operadores capazes de medir
a carga elétrica de uma particula, por exemplo, seria exatamente essa a indistincdo que existiria

entre um elétron, um muon e um tau, caso os demais operadores que definem o modelo nédo fossem
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capazes de medir as outras propriedades destas trés particulas.

Em todo caso, apesar desse “baixo poder de distincdo” que um QDMv pode apresentar em
relacdo as suas quasiparticulas, existem duas coisas que podemos fazer em prol desta distingui-
bilidade. E, a primeira delas (que é a mais fraca), é observar se existe um numero impar de
quasiparticulas sobre os vértices de R,: afinal de contas, como as quasiparticulas ¢® sdo sempre
produzidas aos pares numa rede que satisfaz a (6.2), a deteccdo de um numero impar delas implica
automaticamente que ao menos uma Q*X) se faz presente. J4 a segunda coisa (que é a mais forte)
é que, conforme ja bem dissemos acima, ao contrario do que acontece com as quasiparticulas que
foram herdadas do QDM, as Q"*X) ndo podem ser transportadas ao longo da rede por meio de um

operador que nao se identifique com um de “teletransporte”.
Uma interpretacao diamagnética

Além de todas essas caracteristicas, também existe uma outra, que ¢ bem marcante e que
também estd relacionada as quasiparticulas Q/*X): uma parte delas pode ser “blindada” devido
a acdo de uma combinag¢do bem especifica de operadores ng sobre as arestas de um caminho dual
fechado que as “cercam”. No caso, devido a expressdo do operador de vértice que foi dada em
(8.8), todas as quasiparticulas que podem ser criadas, sobre os vértices de Rz, por um operador

que se identifique com um @y (g), serdo “blindadas” por um operador
(X5)% o (X))% o (Xc)® o (X4)8 . (8.72)

E, se vermos a situacao pelo ponto de vista que a fisica classica nos oferece, por exemplo, toda
essa blindagem se parece muito com aquela que conseguimos ao inserir uma particula puntual,
com carga elétrica Q, bem no centro de uma casca esférica que se comporta como um condutor do
lado “de dentro” e como um isolante do lado “de fora”. Pois, conforme ja sabemos da teoria do
eletromagnetismo [86], apesar desta casca ser completamente incapaz de aniquilar esta particula
de carga Q, se tentarmos medir o campo elétrico de um sistema que € assim composto (seja exa-
tamente no centro da casca ou em qualquer um dos pontos exteriores a ela) sempre obteremos um
valor nulo: ou seja, efetivamente tudo se passa como se esta particula de carga Q nao existisse no

sistema, embora ela exista.

Embora essa interpretacdo seja bastante razodvel, é diante do fato que a sintetizacdo desses
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dois operadores nos leva a um
Ay = Oy(g) o (X)F o (X)) o (Xe)f o (Xq)F (8.73)

que surge uma diversidade de interpretacoes. E, uma das “mais bem comportadas”, surge pela ética
que o proprio eletromagnetismo nos oferece, desde que notemos que o material que estd relacio-
nado a esses modelos pode ser considerado, no minimo e por defini¢cdo, como um diamagneto: ou
seja, como um material que, quando é submetido a um campo magnético externo, induz a criacao
de um outro campo na direcdo oposta, de modo que o campo total (que é formado pela soma do
campo externo com o que foi induzido) diminua no seu interior. E, neste nosso caso discreto, a
razoabilidade desta interpretacdo diamagnética pode ser bem entendida desde que olhemos para
os operadores

Ov(g) e (X1)® o (X))o (X:)% o (Xa)®

que compoem (8.73) individualmente. Afinal de contas, se lembrarmos que a leitura que o QDM
faz sobre as quasiparticulas do tipo m" é a de que elas sdo interpretaveis como magnéticas (o que,
portanto, nos permite realizar o operador a direita como o criador de um campo magnético local
externo), quando varios desses operadores atuam sobre um conjunto de vértices que sdo vizinhos,
tal como mostra a Figura 8.6, podemos ver duas coisas: (i) que o campo total no interior desse
material (que é bidimensional) se anula; e (ii) que as excitacOes que surgem dessa atuacdo s
podem ser detectadas pelos operadores de aresta. E é devido ndo apenas a esse fato do campo total

no interior do material se anular, mas ao fato de (8.73) nos mostrar que
(X5)% 0 (X)) 0 (Xc)® o (Xa)¥|é0) =0y(9) o Avléo) = Oy(9) [&0) . (8.74)

que uma interpretacdo, que parece ser “um pouco mais do que diamagnética”, acaba transpa-
recendo. Pois, como (8.74) nos mostra que o resultado que surge da acdo desses operadores
magnéticos equivale ao que segue da producdo de monopdlos que se identificam como elétricos, é
exatamente isso que acaba nos sugerindo que esse material ndo é simplesmente um diamagneto:
como, ao submetermos esse material a um campo magnético externo, isso equivalhe a uma reacdo
que pode ser interpretada como uma espécie de “esboco” de corrente elétrica (que é capaz de fazer
com que o campo total se anule no interior da regido encerrada pelo operador magnético), tudo

parece indicar para a possivel interpretacao desse material como um supercondutor.
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Figura 8.6: A esquerda, temos o resultado que segue da aciio de quatro operadores (8.72) ao redor de quatro
vértices vizinhos da rede, mostrando que as Unicas excitacdes (em laranja) criadas por esses operadores sdo
aquelas detectaveis pelos operadores de aresta ao longo do contorno que separa o que é o lado de fora
(regido em branco) do que é o lado de dentro (regido em azul). Ja a direita, temos exatamente a mesma
situacdo, sé que vista pela dtica que (8.74) nos oferece, o que deixa claro o comportamento do material
como um diamagneto perfeito, uma vez que o campo que ¢ detectavel a direita é exatamente o mesmo que
estd sendo expelido do interior desse material que é bidimensional.

A presenca de um efeito Meissner

No entanto, a priori s6 parece, uma vez que nio temos elementos suficientes para afirmar que
esse material é, de fato, um supercondutor. Afinal, se ele € um supercondutor, como € que a teoria
BCS (que foi proposta por J. Bardeen, L. N. Cooper e J. R. Schrieffer para explicar o fendmeno
da supercondutividade [87, 88, 89]) se ajusta aos nossos modelos? Ou seja, devido a todas as
propriedades que temos em “maos”, a Unica coisa que podemos afirmar é que esse material € um
diamagneto perfeito, ja que todo supercondutor € um diamagneto perfeito [90] embora nédo pareca

ser claro que a reciproca seja verdadeira.

Em todo caso, um resultado que parece reforcar essa possivel interpretacdo supercondutiva €
um, que estd bem posto na literatura e que foi obtido por H. B. Nielsen e por P. Olesen em 1973,
que afirma que: qualquer supercondutor (relativistico) pode ser interpretado como um sistema de

monopdlos magnéticos permanentemente confinados [91]. Nestes termos, se notarmos

* que um dos principais fendmenos que um supercondutor apresenta, quando imerso num
campo magnético externo pequeno, ¢ o efeito Meissner [92] (ou seja, um fenomeno onde esse

supercondutor expele todo o campo magnético que € a ele aplicado), e
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* que é justamente esse mesmo efeito Meissner que, por exemplo, consegue justificar todo o
confinamento, desses pares de monopodlos magnéticos que foram estudados por Nielsen e

Olesen, através de tubos de fluxos magnéticos [93],
é que toda a caracterizacao supercondutiva do nosso QDMv parece ser reforcada; pois

* além das quasiparticulas ¢® (que sdo interpretaveis como elétricas a luz do QDM) serem
transportaveis pela rede sem qualquer custo energético, enquanto sao justamente as quasi-
particulas m" (que, além de serem interpretaveis como magnéticas a luz do mesmo QDM, sio

sempre produzidas aos pares) que apresentam propriedades de confinamento,

* conforme ja bem ilustra a prépria Figura 8.6, toda essa equivaléncia entre a submissao do
material a um campo magnético e a aparicdo desse “esboco” de corrente elétrica acaba nos
mostrando que todo o campo que foi induzido no interior do material é completamente ex-

pelido.

De qualquer forma, sempre é bom reforcar, mais uma vez, o que ja dissemos anteriormente: todo
supercondutor pode ser interpretado como um diamagneto perfeito, embora nao parece ser claro
que a reciproca seja verdadeira. E a razdo de reforcarmos isso é bem simples: pois, apesar do efeito
Meissner ser um fendmeno presente em supercondutores, a sua existéncia se fundamenta apenas
sobre o fato de todo supercondutor ser um diamagneto perfeito [90], o que sé vem a reforcar toda

a nossa cautela e predilecdo por afirmar apenas que o nosso material é um diamagneto perfeito.
A degenerescéncia do estado fundamental

E jA que estamos falando sobre uma diversidade de coisas ao longo desta Subsecdo, talvez a
Unica coisa realmente importante que ainda falta mencionar diz respeito a degenerescéncia do
estado fundamental de um QDMv que, de acordo com todos os exemplos que apresentamos ao
longo deste capitulo, parece nao depender da topologia da variedade onde o sistema esta definido.

Essa degenerescéncia parece depender apenas de uma espécie de “ordem algébrica”, uma vez que,

* por um lado, quando ignoramos “todas” as propriedades topoldgicas que podem estar asso-
ciadas a Rz, o numero de autoestados de vacuo distintos que um QDMv admite se identifica

com o numero de ciclos que a sua acao (8.9) permite definir, e

* por outro, como o transporte de quasiparticulas m" sempre deixa “rastros” detectdveis pelos

operadores de aresta do QDMy, todos os caminhos fechados, que se identificam como os
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duais nao contrateis y* que podem ser formados nestes transportes em alguma topologia

mais especifica, nao podem mais caracterizar qualquer autoestado de vacuo neste modelo.

Desta maneira, tendo em mente o fato de que a degenerescéncia do estado fundamental de
um QDM estd vinculado a ordem do grupo fundamental 7; que esta associado a variedade que R2

discretiza, fica bem claro que a presenca do somatdrio
>, cloney (8.75)
j

em (8.1) poe fim a essa vinculacdo no QDMy, haja vista que um Hamiltoniano como

’ _ (G1,G2) (G1,G2)
QDMv — E i Ay - E Bp
v P

seria perfeitamente capaz de remontar a uma situacao onde todos esses caminhos duais ndo con-
trateis y* que geram m; ainda corresponderiam ao vacuo. Ou seja, fazendo uma leitura de que
todos os possiveis estados de vacuo do sistema caracterizam as diferentes fases que um QDMv
pode possuir num regime de baixas energias, podemos afirmar que todas essas fases passam a ndo
ser mais caracterizadas em funcao dos elementos de 7;: todas essas fases parecem ser modeladas
simplesmente pela maneira como os seus campos de matéria interagem uns com os outros (por

efeito da acdo dos campos de calibre) e ndo mais por qualquer tipo de ordenamento topoldgico.

Entretanto, existe um bom motivo para termos nao apenas citado, mas dado énfase ao termo
“parecem” na ultima afirmacdo. E esse bom motivo pode ser perfeitamente entendido quando

reparamos que o efeito pratico da acdo do operador
(X5)¥ o (X[)¥ o (Xe)f o (Xa)*

é o de criar o mesmo conjunto de excitacGes que, no caso do modelo tridimensional (3-DC) que
apresentamos no Capitulo 5, interpretamos como uma “quasiplaca”. Ou seja, apesar do 3-DC ser
um modelo muito basico (ja que ele foi construido através da atribuicdo dos mesmos vetores (4.1)
do TC as arestas de uma rede tridimensional R3), é bastante claro que existe uma correspondéncia
entre as suas “quasiplacas” e as excitagOes cridveis por um operador (8.72) no QDMyv: afinal de
contas, essas duas excitacOes possuem exatamente a mesma energia e seguem a mesma lei do

perimetro em suas composicdes, conforme bem ilustra a Figura 8.7.
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Figura 8.7: A esquerda, temos um recorte da rede bidimensional que abriga um QDMv onde dois conjuntos
de excitacoes foram criados pela acdo de dois operadores (8.72) que agem ao redor de dois vértices vizinhos.
Ja a direita, vemos uma projecdo, que esta relacionada a situacido de duas “quasiplacas” do 3-DC que sdo
alocadas uma ao lado da outra. Note que, ambas as excitacbes (quando subjacentes) seguem a mesma lei
do perimetro.

Diga-se de passagem, se notarmos que cada uma dessas “quasiplacas” aparecem no 3-DC por
efeito de um operador o-jx que age sobre uma tunica aresta de R3, toda essa correspondéncia se
completa ainda mais desde que notemos que a excitacdo, que € criada pelo operador (8.72) que
age sobre quatro arestas distintas, também pode ser criada por um operador que age sobre um

Unico vértice: afinal, basta ver que tanto (8.74) como

Oy (g) o (X[)¥ o (X))% o (Xe)¥ o (Xa)® = 1Gal - A - 1y [ |14
jeSy
deixam muito claro que as excitacdes que sdo produzidas pelo operador (8.72) e por um outro, que
se identifica com a acdo ©y (g), se comportam efetivamente como a antiparticula uma da outra.
Desta maneira, lembrando que os diferentes vacuos do 3-TC e do QDMv sao obtidos pela alocacédo
de “quasiplacas” e de quasiparticulas Q“/*X), uma ao lado da outra respectivamente, é exatamente
isso que permite completar tal correspondéncia conforme ilustra a Figura 8.9, através de uma

relacdo “um-pra-um” entre

* as arestas que furam as “quasiplacas” que, juntas, acabam formando as superficies bidimen-

sionais que, se ndo contrateis, caracterizam os diferentes vacuos no 3-DC, e

* os vértices que comportam as quasiparticulas Q/*X) que se condensam para formar os dife-

rentes vacuos no QDMv.

Afinal de contas, basta ver que, do mesmo jeito que as arestas da rede tridimensional do Capitulo

5 funcionam como os juntores de quatro faces, os vértices da rede bidimensional que da suporte ao
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Figura 8.8: Acima, temos a situacdo relacionada as duas excitacoes que foram criadas, uma ao lado da outra,
por efeito da acdo dos operadores @, (g) (em violeta) e ( X, )% o ( XZ )8 o (X.)®o(Xy)® (em laranja).
Abaixo constam as duas situacdes, relacionadas as duas possiveis transformacgoes de calibre que podem ser
feitas sobre a configuracdo acima, as quais deixam claro que estas duas excitacbes podem ser interpretadas
efetivamente como a antiparticula uma da outra.

QDMv também funcionam como os juntores de quatro arestas.

E claro que, no caso das “quasiplacas” que figuram no 3-DC, todo esse aspecto da nio contrati-
bilidade de superficies poder definir novos vacuos ¢ uma consequéncia direta do fato de estarmos
lidando com uma rede que discretiza uma variedade tridimensional (ou seja, uma variedade na
qual podem estar mergulhadas superficies bidimensionais nao contrateis, tal como acontece com o
toro tridimensional). Portanto, num primeiro momento, esse parece ndo ser o caso do QDMy, ainda

mais quando olhamos para o seguinte teorema, cuja demostracdo consta em [94]:

Teorema 5 Seja My uma superficie conexa, compacta e sem fronteira. Se My é orientdvel, entdo

H 5 (My) = 7. Se My ndo ¢ orientdvel, entdo H o (M) ~ 0.

No entanto, sé parece. Pois, apesar de tudo o que apresentamos no presente capitulo se relacionar

a redes bidimensionais onde (6.2) vale, é quando pensamos em outras situagoes que se envolvem
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Figura 8.9: Na parte superior desta figura, temos um recorte da rede bidimensional R, que abriga um QDMv
exemplificando a situagdo onde um vacuo é obtido alocando quasiparticulas (pontos em violeta) sobre todos
os seus vértices. Ja na parte inferior, vemos a situacdo analoga que ocorre no 3-DC em que um vacuo €
obtido através da justaposicdo de “quasiplacas” (em amarelo) ao longo da rede tridimensional Rs que define
tal modelo, as quais acabam completando a discretizacdo de uma superficie que estd mergulhada em Rs.

com essas mesmas redes (que podemos supor que discretizam uma variedade bidimensional que
€ conexa, compacta e sem fronteira) que fica bem claro que o estado fundamental de um QDMv
ainda possui, sim, uma ordem topolégica: no caso, uma ordem topolédgica que, do mesmo jeito que
acontece no 3-DC, se relaciona para com o segundo grupo de homologia H 2 (Ms). E, uma dessas
outras situa¢des que podemos pensar, é aquela que pode ser bem entendida a partir do teorema

abaixo [94]:

Teorema 6 Sejam K e L dois complexos tais que K N L # @ e X = K U L. Entdo, para todo k,

Hy(X) = Hy(K) ® Hy (L)

Ou seja, se pensarmos nestes dois complexos K e L como os que discretizam duas variedades
bidimensionais disjuntas, fica bem claro que, se tivermos um QDMv que é definido sobre duas

redes bidimensionais que nao se comunicam, como o segundo grupo de homologia relacionado a
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esta situacao sera igual a

WQ(X):ZGBZ s

a degenerescéncia dbopmy do seu estado fundamental serd igual a
dopmy = bazlg ; (8.76)

onde d,, € a degerescéncia algébrica (ou seja, o numero de ciclos) que segue da escolha que

fazemos para a acdo do QDMv.

Tudo bem que, no caso dessa unido disjunta entre K e L, ela pode ndo levar a um QDMv
que é muito interessante, haja vista que as duas realidades que ficam encerradas por estes dois
complexos ndo sao capazes de interagir uma com a outra. Porém, é ela quem deixa claro por
meio deste teorema que, no caso de termos um QDMv definido sobre uma unido disjunta entre
n complexos, dopmy Serd uma funcéo de n: afinal de contas, como teremos n redes independentes
sobre as quais um mesmo QDMyv sera definido, a degenerescéncia do estado fundamental deste

modelo “como um todo” serd igual a

DQDMV = balg et balg = b:lg 5 (877)
—————
n vezes
ou seja, dopmy serd uma funcdo da quantidade de conjuntos Z que configuram a soma direta que

define o segundo grupo fundamental dessa unido disjunta de variedades.

Entretanto, quando pensamos numa outra situacdo, onde duas variedades bidimensionais se

“tocam” num Unico ponto g, é o seguinte teorema que se mostra bastante util [94]:

Teorema 7 Sejam K e L dois complexos tais que K N L = {q} e X = K U L. Entdo, X é um complexo

para o qual vale

Ho(X) =0 e Hiy(X) = H(K) ® Hy(L) , sendok > 0

Pois, ja que toda variedade bidimensional compacta, conexa e orientdvel é homeomérfica a uma
esfera ou a uma soma conexa de toros bidimensionais [94], quando tomamos as duas redes 72;1) e
R;z) que, por exemplo, discretizam respectivamente os dois toros bidimensionais M;l) e Méz) que

estdo a mostra na Figura 8.10, é justamente este teorema quem nos mostra que a degenerescéncia
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Figura 8.10: Situacdo de dois toros M;l) e M;z) que estdo unidos por um unico ponto g, os quais sdo
discretizados respectivamente por duas redes R;l) e Rf) que partilham um unico vértice v,. Ou seja, R; =

R;l) U Réz) é a discretizacdo de Mél) U Méz) tal que v4 € o vértice que representa o ponto que une estes dois
toros.

do estado fundamental de um QDMy, que é definido sobre uma R, = R;l) U R;z), pode depender
de H Z(Mél) U Mf) ). E a razdo de darmos énfase a este termo “pode” é que essa dependeéncia
s6 acontece quando o vértice v, que representa o ponto q que une esses dois toros, é excluido:
ou seja, os operadores que compdem o Hamiltoniano (8.1) agem sobre todos os vértices de R,
exceto sobre aquele vértice que pertence a R;l) N R;z). Desta maneira, assumindo ndo apenas que
esse € realmente o caso, mas tendo em mente que a uniao de dois complexos por um tnico vértice
define um outro complexo, acaba ficando claro que este ultimo teorema permite demonstrar que
a degenescéncia do estado fundamental de um QDMy, que é construido sobre uma rede R =
R;l) U...uU R;") que discretiza a uniao de n toros bidimensionais unidos “dois a dois”, respeitam o

mesmo esquema da Figura 8.10, é novamente dada por
dopmy = Dy,

E como R; pode ser identificada como uma rede bidimensional que possui as mesmas condicdes
de contorno (6.2) quando n = 1 (ja que, como nao havera um vértice partilhado, ndo havera
um vértice excluido), é imediato concluir que o ordenamento topdlogico de todos os modelos que
apresentamos ao longo deste capitulo nao foi destruido pela insercdo de campos de matéria: esse
ordenamento s6 passou a ser dependente do segundo grupo de homologia, o que sé transparece
quando lidamos com um sistema que é definido sobre uma unido de variedades bidimensionais

orientdveis que nos remetem a situacoes que transcendem ao Teorema 5, por exemplo.
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Sobre a existéncia das paredes de dominio

E claro que, por uma questiio de completeza, vale notar que um QDMv pode ser perfeitamente
definido numa situacdo onde os operadores que compdem o Hamiltoniano (8.1) agem sobre todos
os vértices de R;. E, neste caso, uma das diferencas que existem entre esta nova situacéo e a
ultima, onde vértices sdo excluidos, € que a degenerescéncia do estado fundamental deste novo
QDMv continua sendo exatamente a mesma d,j; que ja estd relacionada ao caso do sistema que é
definido sobre uma unica variedade, o que ndo chega a denegrir o comentario que acabamos de
fazer sobre o fato do QDMv depender do segundo grupo de homologia. Afinal, mesmo que essa
dependéncia ndo seja mais transparente pela degenerescéncia do estado fundamental, é ela quem
permite que paredes de dominio possam ser criadas nas adjacéncias dos vértices que unem estas

variedades.

Para entender como tudo isso funciona, basta pensar na situacdo mais simples de todas, onde
temos um QDMv com b, = 2 que € definido sobre uma uniéo de duas variedades bidimensionais,
tal como a que aparece na Figura 8.10, e caracterizarmos cada uma dessas variedades com uma
configuracdo de vacuo distinta. Como esta nova situagdo nido mais poderd ser vista como um
vacuo, ja que o vértice que € comum a essas duas variedades vai ter de pertencer a uma unica das
configuracdes, uma linha excitada passa a existir ao redor deste vértice caracterizando uma parede
de dominio: ou seja, uma parede que consegue caracterizar uma transicao de fase, ja que, ir de

uma fase para outra, custa energia.



170 CAPITULO 8. MODELOS COM CAMPOS DE MATERIA



Capitulo 9

Dualidade em modelos com matéria

9.1 Campos de matéria associados as faces

Uma das vantagens de ja termos construido as generalizacoes do capitulo anterior, associando os
vetores (7.6) aos vértices da mesma rede que ja suportava um “Quantum Mouble Model” (QDMv),
é que, a partir da mesma ldgica que nos levou a elas, podemos construir outras generalizacoes
associando novos vetores apenas as faces dessa mesma rede (QDMf). E uma das coisas que podem
ser levadas em consideracdo para a execucdo desta nova proposta, é o fato de podermos inter-
pretar o centroide de qualquer face de uma rede bidimensional como o vértice de uma rede dual.
Afinal, pensar que esses novos vetores estao associados, em verdade, aos vértices de uma rede
dual, é perfeitamente compativel em admitir que a construcdo de um QDMTf segue por efeito da

“dualizacdo” de um QDMv.

Pensando desta maneira, e nos valendo exatamente da mesma rede Rz que deu suporte ao

QDM, a primeira coisa que deve ficar clara aqui é que, com a atribuicdo de um vetor

lxa)=aP 10y + ... +a¥, 1k-1) (9.1)

aos vértices da rede dual R’, o espaco de Hilbert total deste novo modelo pode ser perfeitamente

identificado como

Sopmt = 9,0 ® H ® ... ® H = Hoom ® SBkNp ; 9.2)

Np vezes

onde $; € o subespago que estd associado a p-ésima face da rede, cuja base ortonormal pode ser

expressa como B, = { | @) : & € Go }, e onde G, deve ser pensado, a priori, apenas um conjunto

171



172 CAPITULO 9. DUALIDADE EM MODELOS COM MATERIA

Y
Y

A A A AN A A
¢ w

Figura 9.1: Recorte da rede R» que da suporte ao QDMS, esbocada em concomitancia a sua rede dual R
(pontilhada). Aqui, os setores azul e verde ainda se referem aos mesmos ja definidos na Figura 6.1. No
entanto, o novo setor verde esta associado a j-ésima aresta compreendida entre duas faces adjacentes que,
agora, comporta campos de matéria.

de indices. Ja a segunda coisa que deve ficar clara aqui, e que é bem mais importante ao contexto
da dualizacdo, segue por efeito da correspondéncia que deve existir entre as faces em R, (em
R3) e os vértices em R, (em R2). Pois, conforme bem ilustra a Figura 9.1, ao admitirmos que a
dindmica de um QDMTf é modelada por um operador Hamiltoniano que é expresso em termos de

uma superposicao

Hopme = —ZA(fl’Gz) - ZB(;;LGZ) —ZD(J.GLGZ) (9.3)
p

v j

(G1.Ga)

o G1.G G1,G
entre novos operadores de vértice A", , de face B(P 1.62) e de aresta D(J. .62 adaptados a esta

nova situacao, é imediato entender que a existéncia dessa correspondéncia nos indica a existéncia

de uma outra, entre

G1,.G GGy .
(i) um operador A(V .62) e um operador de face B(pG 1:G2) qualizado,

(G1.G2)

(i) um operador B}, e a dualizacdo AC9?) do operador de vértice que foi definido em

(8.2), e
(G1.62)

i

(iii) um operador D e o operador C(le’GZ) , que é obtido pela dualizacdo do operador de
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Figura 9.2: Diagramas de Kuperberg que representam consecutivamente os operadores de aresta Ay, de face
By, e de aresta D; que estdo relacionados a este novo modelo que se vale de campos de matéria inseridos

sobre as faces de R,. Aqui, ¥ ¢ uma coacdo, 7 é uma aplicaciio capaz de estruturar uma 4lgebra unital e G
¢ a aplicacdo que é responsavel por “amarrar” toda essa estrutura que define o operador de aresta.

aresta que esta relacionado ao QDMv.

Porém, para que esta ultima correspondéncia realmente se complete, ainda precisamos exigir
um pouco mais de ambos os modelos. E essa exigéncia é que esses dois modelos devem ser tais
que os seus dois conjuntos de indices G, e G2 sejam, em verdade, dois grupos. Alids, a grande
razdo por tras dessa exigéncia é facilmente entendivel desde que notemos que, como um QDMf
sera construido através dessa dualizacdo de um QDMy, as interacdes desses novos | ys ) com oS
de calibre | ¢; ) ndo podem ser modeladas por meio de uma acéo tal como (7.7): elas passam a ser
modeladas por meio de uma coagdo @ — F (&) = & ® f (&) que, por se valer de uma f : Gy — G

que satisfaz a

fQ) =1, (f@)' = @) = i@ e f(@) - f(@) = fla = a) , (9.4

sendo &' o elemento inverso de &, acaba deixando bem clara a necessidade de G5 se comportar

como um grupo [30].
9.2 Propriedades gerais

Diga-se de passagem, diante do fato de que as interacOes entre os campos de calibre e os de
matéria deste QDMf sdo modeladas por meio dessa coag¢do ¥, uma das primeiras coisas que ja

podem ser ditas sobre este modelo é que os operadores de vértice, de face e de aresta que definem
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a ga
c cg_1

a a
Bi | dt(I)b) = 6(f @ ab e dh) [dr(F)4b
C C

10190} 9)

Figura 9.3: Defini¢do das componentes AY, ég e Dj/l relacionadas aos operadores de vértice, de face e de
aresta de um QDMIf. Assim como no caso anterior, o simbolo @ deve ser interpretado como o elemento yg
do subespaco de Hilbert $;. Porém, na definicdo das componentes de aresta, temos a’ = f(A) -a, @ = & * A
e =114

o seu operador Hamiltoniano Hgpyy sdo dados por

©.6) _ 1 N ze  pl0n6s) _ g p(6uG) _ 1 p
A = — A, , B =B, e D = — D , (9.5)
! Gl geZGl ’ P s j 2. Di

cujas componentes estdo definidas na Figura 9.3. E € justamente diante destas expressoes que a
propriedade (9.4) pode ser demostrada em termos, por exemplo, de um esquema pictdrico bastante

analogo ao do que ja foi apresentado na Secdo 7.2, o qual se envolve especificamente para com
(61.G2)
j

caso desta demostracdo, apesar dela ser bem simples, resolvemos apresentd-la no Apéndice C, mais

as condicoes que o operador D precisa satisfazer para ser considerado um projetor. E no

especificamente na sua Secdo C.2, apenas para dar uma melhor corréncia ao presente capitulo.

Ja uma das “outras primeiras coisas” que obviamente ja podem ser ditas aqui diz respeito a so-
lubilidade deste modelo. Afinal de contas, algo que também conseguimos demonstrar nesta mesma
Secao C.2 é que todos os operadores que foram definidos em (9.5) comutam uns com os outros sob
uma condicdo bem especifica. Ou seja, mais uma vez estamos diante de um modelo que pode ser
soltivel e que, portanto, nos permite bem caracterizar ndo apenas o seu estado fundamental | &, )

através das relacoes

APy <1y L BNy <18y e DO PhE) < 1&) . o6

mas todo o seu espectro de energia: basta ver que, neste caso de solubilidade, como o subespaco
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Sj(QO]%MV C $Hopmv de vacuo ao qual esse | & ) pertence é invariante pela acdo do projetor

G1.G2 G1.G2 G1.Go

Poowr = | | A1) [ B(p ) [] D(j ) (9.7)
A p j

qualquer um dos seus estados excitados podem ser perfeitamente obtidos através de operadores

0: Hopmr — Dopwmr que anticomutam com este Popw.

No entanto, como por tras da ideia de encarar o QDMf como a dualizacdo de um QDMv (e
vice-versa) também existe a necessidade de comparar esses dois modelos, uma das coisas que
precisamos declarar aqui é justamente qual é esta “condicdo bem especifica” que nos remete a
comutatividade dos operadores (9.5) e, portanto, torna este modelo soltivel: f (&) precisa pertencer
ao centro do grupo G; [30]. Pois, como é justamente ela quem nos mostra que, para dois elementos
a1 € @y, temos

fay) - f(az) = f(az) - f(a1)

a propriedade (9.4) acaba deixando muito claro que, além de G5 ser um grupo, ele é Abeliano e é
exatamente isso o que, por exemplo, justifica o fato de termos apresentado apenas exemplos que

se valeram de G, como grupos Abelianos no capitulo anterior.
9.2.1 Mais exemplos

Alids, ja que acabamos de mencionar esse termo “exemplos” assim como “a necessidade de
comparar esses dois modelos”, algo que devemos destacar aqui € que todos os exemplos que apre-
sentaremos ao longo deste capitulo manterdo uma correspondéncia direta para com os que ja
foram apresentados no capitulo anterior. E, para que toda essa apresentacdo possa realmente se-
guir os mesmos moldes da anterior, uma das coisas que convém adiantar sdo as expressoes das

representacoes matriciais dos operadores que constam em (9.5): elas sdo dadas por

A(SI’GZ) — L Z (X; )g o (XZ )8 o (X )g o ( Xy )g ,
1G1l &2,
(Gl,GZ) — L S o T\8 o g 5 g 5 g
By 7 = 'G1|gezal Fo(@:8) o (Z1)f 0 (Z)* 0 (Z) o (Z)F e  (9.8)
(Gl,éz) 1 ~ . . ot 5
S0 o LS o nse e (8
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onde F, (@ : g) e Fj(a : g) sdo as matrizes que decorrem da coacdo que define o modelo. E uma
coisa que ja é autoevidente da expressdo do operador de aresta que consta em (9.8) é que, ao
contrdrio do que acontece com o conjunto ; do capitulo anterior, agora estamos diante de uma

situacdo que muito mais “feliz”, uma vez que completar o conjunto ortonormal D;, ao qual esse

D(J.Gl’éz) pertence, passa a ndo ser mais uma tarefa tdo enfadonha.

E claro que poderfamos aproveitar este momento para ja discorrermos sobre outras carac-
teristicas deste QDMf. No entanto, ja que o principal objetivo de toda a exposicdo de exemplos
que sempre insistimos em fazer é justamente o de obter um melhor entendimento das proprie-
dades gerais dos nossos modelos, ndo ha nada mais natural do que iniciarmos toda essa nossa

exemplificacdo “dual” antes falarmos alguma coisa a mais sobre elas.

Exemplo 1: G1 =7, e Gy =175

Sendo assim, e fazendo um bom uso da mesma “receita” que seguimos no capitulo anterior,
o primeiro exemplo que serd apresentado aqui é aquele que mantém uma correspondéncia direta
para com o primeiro que demos de QDMv: ou seja, um QDMf que se apoia sobre um grupo de
calibre G; = Z, e sobre um outro de matéria Go = Z,. E, neste caso, a “Unica escolha” de
f + Zy — Zy que nos leva a um QDMf “razoavelmente distinto” de um QDM, é aquela onde os

operadores de vértice, de face e de aresta sdo dados respectivamente como

1

Av:E(]laO]lbO]ICO]ld+0'200'1’§OO'§OO'§) ,
1

Bp:E(]lpollro]l‘\,o]lto]1u+0'1§00'f00'§00'fooﬁ)e 9.9)
1

Dj:E(]lplolljo]lp2+0'gloajx00'g2)

Mais adiante explicaremos o motivo de termos usado os termos “tnica escolha” e “razoavel-
mente distinto” nesta nossa ultima sentenca. Entretanto, ja que o principal objetivo da apresentacdo
desses novos exemplos é usa-los para fazer uma comparacéo entre eles e aqueles que ja foram apre-
sentados no ultimo capitulo, uma coisa que ja convém destacar aqui é que, analogamente ao que
acontece com o QDMv que adota G; = Gy = Z3, o estado fundamental deste nosso primeiro

exemplo “dual” também é iinico e dado por

Gy=]a]o|&Xi0r|e K10y . (9.10)
v j i P
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Excitagbes elementares e regras de fusdo

Alids, diante da expressdao dos operadores que estdo resumidos em (9.9), e principalmente

diante das expressées dos operadores

1
Av’zzE(]1ao]lbo]lco]ld—ofl‘oazoaifoaz) ,
1
B’Z:5(]lpo]lro]lso]l,o]lu—a'lioofoa'ﬁoo-focr,i) e
1
Dj’zz§(1P1o]ljo]lpz_o-gloo—jxoo-gz)

que completam os conjuntos ortonormais Ay, B, e D}, 0 primeiro comentario que certamente ja
podemos fazer aqui se relaciona para com as quasiparticulas que surgem pela acdo dos mesmos
operadores

o, o e of oot
j j j

ja mencionados em (8.14): elas sdo exatamente as mesmas do TC, ja que elas surgem pelas
“maos” dos mesmos operadores (4.5) e, portanto, satisfazem as mesmas regras de fusdao (4.38).
Todavia, existe uma “pequena” diferenca aqui. Pois, ao contrario do que acontece no QDMv que
parece manter uma correspondéncia dual para com esse exemplo, agora sdo as quasiparticulas do
tipo m que podem ser movidas ao longo de R, sem causar qualquer custo energético ao sistema:
as unicas quasiparticulas que serdo confinadas neste exemplo (caso exista algum mecanismo que
faca com que o sistema permaneca no estado de menor energia possivel) serdo as do tipo e e, por

consequéncia, aquelas do tipo &.

No entanto, é importante destacar que a producdo de quasiparticulas deste modelo ndo se

resume apenas a acio dos operadores (4.5): outras quasiparticulas 0% também sio cridveis pela
~ 7(J,K) . ~ .

agéo de operadores W3,"’, que agem efetivamente apenas sobre os elementos que estéo dispostos

sobre as faces e que satisfazem a
% (J,K % (J,K % (J,K % (J,K
Bpy o WY = WU o By e Dy o WY = WUE o Dy (9.11)
E, no caso, sdo quatro os operadores que atendem a essas ultimas relacoes: explicitamente

77(1,1) _ 77(1,2) _ 77(2,1) _ 77(2,2) _ o« Yy »
Wyt =1, , WY = 0'I§ . Wy = a'l’; e W7 = “op , (9.12)
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(LK) | (1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1) | (1,1 (1,2) (2,1) (2,2)
(1,2) | (1,2) (1,1) (2,2) (2,1)
2,1 | 2,1 22 (1,1 (1,2
2,2) | (2,2) (2,1) (1,2) (1,1)

Tabela 9.1: Regras de fusdo que estfio associadas as quasiparticulas 0*X), criadas por operadores QN(IJ)’K )
que agem exclusivamente sobre as faces de R, neste QDMf que se vale de um grupo de calibre G; = Zs e
de outro de matéria Gy = Z,. Note a similaridade destas regras para com as que constam na Tabela 8.1.

os quais criam respectivamente as quasiparticulas que serdo aqui denotadas por 01, 942 52D
e 02 cujas regras de fusdo, que configuram a Tabela 9.1, por exemplo, deixam bem claro que

estamos diante de um modelo Abeliano.
Propriedades adicionais

Por se dizer, é diante dessa producdo de quasiparticulas que uma coisa ja pode ser dita: pois

como

Byo(opoai)l&)=(0opoc)oeBylé)=0500lé)

¢ uma relacdo vdlida quando p indexa uma das faces que partilham a j-ésima aresta, podemos
afirmar que a quasiparticula 0>V, que é produzida por o sobre a face em questéo, se comporta
efetivamente como uma do tipo m, porém como uma do tipo m que ndo pode ser transportada.
Aliés, é exatamente por causa desse comportamento efetivo que, analogamente ao que fizemos no

capitulo anterior, interpretamos todas as excitacdes O>X) como quasiparticulas.

Ja em relacfio as quasiparticulas de nio vicuo 02 e 0?2 que podem ser produzidas pelos
outros operadores em (9.12), apesar de ndo ser possivel reconhecé-las como aquelas do TC, é
possivel afirmar que elas possuem duas propriedades bem interessantes e bem familiares. E a
primeira delas é que essas quasiparticulas sdo capazes de interagir entre si por meio de algum
potencial que é bastante similar a um eletrostatico. Afinal, embora o autoestado relacionado a
presenca de uma tnica 0% ou 0?2 tenha uma energia igual a 4 ou 5 respectivamente, um
sistema que contém apenas duas delas pode ndo ter uma energia necessariamente igual a soma de
duas energias “elementares”. E, para que toda essa situacdo eletrostdtica realmente transpareca,

basta apenas que essas quasiparticulas sejam alocadas sobre o conjunto de vértices duais S‘J =
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{P1,Py} @ uma aresta j, desde que
[Di,“0) 7 0“0y "] =[Di,“0) 7003 ] =[Dj,0% ocdi ] =0 . (9.13)

Ja sobre a segunda propriedade que estd relacionada para com essas quasiparticulas 0*? e

0>2) ela segue do operador

07 = []es (9.14)

jery
que é capaz de agir sobre o estado fundamental (9.10), onde ¥ é um caminho fechado que é
composto por arestas de R,. Pois, apesar deste operador ndo ser composto por qualquer um dos

operadores (9.12), é devido

(i) a propriedade de comutacao

[D',“O’y”O“O'y”]=[D',“O'y”00'z]=[D',O'ZOO'Z]:O, e

(ii) ao fato de O0,° ndo apenas comutar com Bp, mas de agir sobre arestas que, “duas a duas”,

partilham um mesmo vértice,

que é imediato perceber que o mesmo estado fundamental (9.10) pode ser reobtido, desde que
aloquemos uma quasiparticula 02 em cada face que consta na area que é limitada por y. Ou
seja, tal como ja aconteceu nos exemplos apresentados no udltimo capitulo, mais uma vez nos
deparamos com a presenga de um operador O,° que, por ser capaz de “blindar” as quasiparticulas
02 de qualquer um dos operadores que compdem o Hamiltoniano (9.9), pode ser interpretado

como uma espécie de “isolante”.

Exemplo 2: G1 =75 e Gy =73

Talvez seja exatamente neste ponto, onde acabamos de findar a apresentacao deste exemplo
onde G1 = Gy = Zs, que o leitor esteja se perguntando sobre o porqué de ainda néo termos dito
nada sobre os termos “Unica escolha” e “razoavelmente distinto” que foram usados ha algumas
paginas. E a razdo para termos esperado chegar até aqui para falar sobre esses termos, neste

ponto onde o leitor espera pela apresentacdo do exemplo de um QDMf que parece manter uma
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correspondéncia direta para com o QDMv que adota G; = Zy e Gy = Zs3, é muito simples: afinal,
ndo existe um QDMIf, que seja construido por meio deste esquema de “dualizacdo”, que adote um
grupo de calibre G; = Z,, um de matéria G, = Z3 e que ainda se valha de um homomorfismo
f 1 Zs3 — Z3 que nao se identifique com o trivial; no caso, o tinico QDMf que é construtivel nestes

moldes ¢ aquele cujos conjuntos Uy, B, e Dj se completam com os respectivos operadores

1
Av:E(]laO]lbO]ICO]ld+0';foo-1’§00'§00'§) ,
1
AV,Z:E(]lao]lboﬂco]ld—agoa'goaifoa'j) ,
1
Bp:E(]1po]1,o]1so]l,o]lu+]lpoo-fooﬁoo-fooﬁ) ,
1
Bpo = 5 (lpolrolyolyol, ~lpoofooioofooy) . (915
1 2 2
Dj:E(]lplO]IJOHP2+XP1O]ljoXPz+XP10]leXp2) ’
1
1 . .
Dis = 5 (Lp oLy o Ly, ~iXp o ljoXp +iX] oljoXp)

Embora todos esses operadores possam, de fato, configurar um QDMf onde um estado funda-
mental e excitacdes podem ser muito bem definidos, o resultado disso tudo nao é nada interessante
se o proposito é interpretar este modelo como um que comporte campos de matéria que sejam
capazes de interagir uns com os outros através de campos de calibre. Afinal de contas, devido as
expressoes de todos esses operadores, todos esses campos de calibre e de matéria sdo completa-
mente “cegos” uns para os outros: ou seja, quaisquer excitacoes que sejam detectdveis pelos opera-
dores de vértice ou de face ndo sado detectaveis por um operador de aresta, e vice-versa. E esse é o
grande motivo que esta por tras do uso dos termos “Unica escolha” e “razoavelmente distinto” no
exemplo anterior: 14, a outra escolha que também poderiamos ter feito para o homomorfismo f é
a trivial; s6 que, assim como acontece aqui, essa escolha trivial ndo nos remete a um QDMf que é

tdo interessante quanto 0 que apresentamos anteriormente.

Se bem que, conforme discutiremos melhor mais adiante, mais especificamente no final deste

capitulo, existe um aspecto interessante que estd relacionado a este modelo: pois, devido ao fato
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do homomorfismo que define este modelo ser tal que
f@) =e

para todos os trés elementos que pertencem a G, é imediato perceber que os trés autoestados

(G 1 ~
157) = &5 [Ta]]lo|@10)]e|@I0)]|ela)y
v j j p#p’
corresponderdo ao vacuo, haja vista que nao existe nenhuma transformacao, que seja composta por
um produtorio entre os operadores (9.15), que leve de um autoestado de vacuo a outro. Ou seja,
estamos diante de um modelo que, apesar de ndo ser muito interessante, deixa muito bem claro

que o seu estado fundamental possui uma degenerescéncia que ¢ igual a ordem do nucleo de f.

Exemplo 3: G1 =7y e Gy =74

Dando sequéncia a construcdo desse paralelismo entre os exemplos deste capitulo para com
os do anterior, o terceiro exemplo que precisamos apresentar agora é aquele que se vale de um
G1 = Zy e de um Gy = Z4. E o primeiro destaque que ja podemos fazer aqui sobre este QDMF é

que, como a sua coacdo F (@) = a ® f (&) deve ser tal que

Ay =fE=H =1 e f6) = f(=) =-1 9.16)

para que este modelo seja fisicamente mais interessante que o que foi apresentado no exemplo
anterior, os operadores de vértice, de face e de aresta que compoem o seu Hamiltoniano sdo dados

respectivamente por

1
AV:E(]laollbo]lcOﬂd+0§°“z°”f°0’f1) )
1
szE(]lpo]lro]lso]lto]lu+Z§o(rfoa'§00'tzoa'i) e 9.17)
1 3 2 2 3
Dj:Z(]lplo]ljo]lp2+xploo-jonp2+Xplo]ljoXp2+Xploa'jonpz) >

sendo X e Z os mesmos operadores que ja foram definidos em (8.48). Pois, como estes operadores

(9.17) sado essenciais a boa definicdo deste modelo, é através deles que podemos observar que o
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autoestado de vacuo

= 1
&) = 2]:[AV1?[DJ- X 10y |e (X 10) (9.18)

j p

el

ndo € unico: afinal de contas, um autoestado

J p#p’

- ~ 1
|532)>=0|§5”>=E]—[AVHDJ- R 1oy|e|X10)|el12)y . (919
v j

que ¢é obtido pela simples troca de um tunico | 0 ), que esta associado a uma unica face, por ou-
tro | 2 ), nos leva a uma situacdo que é completamente independente de (9.18). Ou seja, assim
como ja aconteceu no exemplo anterior, estamos novamente diante de uma situacao onde a dege-
nerescéncia do estado fundamental deste modelo passa a ndo ser mais vista pela Otica das trocas
globais que definem os estados de vacuo do QDMyv, que tdo pouco depende qualquer aspecto to-
poldgico que possa estar associado ao modelo, mas que pode ser bem explicada em termos das
escolhas algébricas que se envolvem para com a definicdo da sua coacdo. Nestes termos, como to-
dos os demais autoestados de vacuo que podem ser aqui obtidos se relacionam com (9.18) e (9.19)
através de algum produtério que se vale dos operadores (9.17), fica bem claro que estamos diante
de um sistema cujo estado fundamental é bidegenerado, e essa bidegenerescéncia é novamente

compativel com o fato do ntucleo de f ser composto apenas por dois elementos.
ExcitacOes elementares e regras de fus@o

Ja o segundo destaque que pode ser feito aqui diz respeito as quasiparticulas que podem ser
criadas neste modelo. E é claro que, devido toda a estrutura de calibre deste QDMf ser exatamente
a mesma dos dois ultimos exemplos, todas as quasiparticulas originalmente relacionadas ao TC

continuam se fazendo presentes aqui, as quais, devido as expressdes dos operadores

1
AV,Z:E(]lao]lbo]lco]ld—o';‘oagoofooﬁ) ,
B _ 1 1, 0 1, o 1y 0 1, o 1 7?2 z z z z
p,Z_E(POrOSOt°u_poo'r°0'soa'toa'u) ’
1 . 3 2 2 . 3
Dj,z = Z (]lpl °© ]lj °© ]1132 + lXPl °© O—jx OXPz - XPl © ]lj © XPz - lXPl © O-jx © XPZ)
1 3 2 2 3
Dj,3:Z(ﬂplO]ljoﬂpz—xpl°0'jx°Xp2+Xp1°EJ’°sz_Xp1oo'jxoxpz) €
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1 : 3 2 2 :y3
Dj4 = I (]lp1 oljoly —iXp oof oXy — Xp o ljo Xy +iX; oo0f o sz) ,

que completam os conjuntos Ay, B, e Dj, continuam apresentando as mesmas propriedades de
transporte e de confinamento do primeiro exemplo (uma vez que ele é o tnico exemplo que
apresentamos que nao se vale de um homomorfismo trivial): ou seja, quasiparticulas do tipo m
continuam sendo transportdveis livremente pela rede, enquanto as dos tipos ¢ e £ continuam apre-
sentando os mesmos tracos de confinamento que ja foram apontados anteriormente, uma vez que
. x| £1.2)y _ _x .| £(1,2) . 2z 1,2y _ =z . £(1,2)
DJO(TJ.|§0 )-(TjoDJ|§O )y e DJOO'jlch >—O'j0 i3 €y )
Todavia, devido as expressoes desses mesmos operadores, também € muito claro que outros
operadores W(If %) que agem exclusivamente sobre os elementos associados as faces de Ry, sdo

capazes de criar outras quasiparticulas. E, como as expressoes mais gerais que satisfazem a (9.11),

neste caso, sao dadas por

(1,1 = (1,2
W(p ) = a1 1p + by XS ; W(p ) = aiz ZS’ + bio Xg o ZS’
W(I}ﬁ) = ai3 ZS + D13 Xg o ZS , W(pl,4) = a14 Zp + bia Xg °Z , (9.20)
(2,1 ~ (2.2
W(p’ ' = ay XS’ + ba1 Xp W(P’ ) = amp XS’ o ZS + by Xp © ZS’ ,

W(g,g) = as3s XS o ZS + bog Xp o ZP% e W(§’4) = a4 XS o Zp + bog Xp o Zp ,

fica claro, das relacdes de comutagdo (6.18) que existem entre os operadores X e Z que ja foram
definidos em (8.48), que todos estes operadores estdo relacionados a criacdo de quasiparticulas
que completam um quadro cujas regras de fusdo Abelianas estao presentes na Tabela 9.2. Alias,

para entender isso, basta tomar (a;g,bsx) = (1,0) ou (ayk,bsk) = (0,1), por exemplo.
Propriedades adicionais
E claro que, além deste quadro Abeliano, também vale frisar que todas essas quasiparticulas

apresentam caracteristicas que sdo bem familiares. Afinal, quando olhamos para a quasiparticula

0%V que é produzida pelo operador W(g’l), ¢ imediato perceber que ela também se comporta
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¢, | 1,H (€2 (1,3 1,49 2,1 (2,2 (2,3 (2,9
(1,1 | (1,1) (1,2) (1,3) (1,49 (1,5 (@1,6) (1,79 (1,8
1,2) | (1,2) (1,1) (1,49 (1,3) (2 2,1) 24 (1,3
1,3) | (1,3 1,49 (@11 (1,20 3 249 (2,1 (2,2
1,4 | 1,49 (1,3) (1,2) (1,1 &4 2,3 (2,2 (2,1
210 | 2,1 22 @3 249 (11) (1,2 (1,3) (1,49
2,2 | 2,20 1) 249 3 (2 1O, a4 4,3
2,3) ] 2,3 4 @1 22 (€3 149 1,1 (1,2
24 | 249 23 22 <1 149 (1,3 (1,2 1,1

Tabela 9.2: Regras de fusio associadas as quasiparticulas que so criadas pelos operadores W(g "K) definidos
em (9.21), agindo exclusivamente sobre os vértices da rede num QDMTf que se vale do grupo de calibre
G1 = 75 e de um de matéria Gy = Zg4.

(efetivamente) como uma do tipo m, haja vista que

2a+1 =(1,2 2a+1 =(1,2
By o (X% o of £ )) = X3 o Bha o o | £

2a+1 (1,2 2a+1 =(1,2
(Xpa+ og-jx)on|§(() )>:Xpa+ Oo'jxlf(() )>

¢ uma relacéo valida quando a =0 ou a = 1.

Ja em relacdo ao comportamento eletrostdtico que estd presente nos outros exemplos, ele
também se faz presente aqui: pois, quando duas quasiparticulas idénticas Q>K) sdo produzi-
das sobre os vértices do conjunto S = {p;,p,}, por operadores W(pl k) que apresentam alguma

dependéncia dos operadores X&, temos
% (J,K #(J, K (1,2 (1,2
Dy o (W5 o W) 1 857) = D1 &)

No entanto, o que é importante de mencionar sobre toda essa eletrostaticidade é que parte dela
também pode ser blindada pelo operador (9.14). E, devido a presenca do termo

Z

u

2 z z Z
Zy o0y 0050000

no operador de face, fica muito claro que a Unica quasiparticula que é completamente blindavel é

0¥ uma vez que a identificacfio

0 = 0% o0 oo ooy

Y r
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vale para o menor caminho y que cerca o vértice sobre o qual esta quasiparticula é produzida e,
portanto,

[Av.0F 0 Z3] = [By. 0 o Z5] = [Dj. 07 0 Z/] =0

Exemplo 4. G = Z4 e Gz = Zz

Apenas para completar essa leva de exemplos, cabe apresentar um QDMf onde G; = Z4 e
Gy = Z,. E, apesar deste ser exemplo estar numa situacio oposta a do anterior, tudo aqui é
bastante similar ao QDMv que se apoia sobre um G = Z4 e um Gy = Zs. E a razao de toda essa
similaridade é que todas as coacdes que podem ser definidas aqui (e que sdo distintas da trivial)
equivalem aquela que adota f : Zy — Zy C Z4 como uma identidade, o que leva aos respectivos

operadores de vértice, de face e de aresta

AV:%(llao]lboﬂco]ld+XaoXhoX§oX3)
+%(Xgoxgoxfoxﬁ+xgoxgo ¢ o Xq)

Bp:%(]lpollroILSo]lto]lu+o'§oZ§’oZSoZtoZ,f) (9.21)
+%(]lpoZrzoZSZOZzzoZl%-FO';oZroZ?oZtsoZu) e

Dj:%(ﬂplo]ljollp2+0';10Xj200'g2)

Entretanto, apesar da flagrante opositividade que este exemplo apresenta em rela¢éo ao tltimo,

vale notar que estamos novamente diante de um modelo que é bidegenerado, ja que

|5

%UAVUDJ((JX)|0>)®(®|0>) e (922

p

wllvTlo(@m)e (@)

187) = O1&")

sdo os Unicos autoestados independentes um do outro que satisfazem a relacdo de vacuo (9.6),

onde

o=z . (9.23)
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Excitagbes elementares e regras de fusdo

Alids, é justamente por causa desta opositividade, que agora tras Z4 como o grupo indexador
dos elementos de matéria, que fica claro que as quasiparticulas, que aparecem como excitacoes dos
campos de calibre, ndo mais correspondem as do TC: agora estas quasiparticulas se identificam
com as mesmas de um QDM moderado por um G; = Za, cujas regras de fusdo ja estdo resumidas

em (8.69).

E claro que algumas coisas aqui sdo um pouco diferentes das que estdo associadas ao QDMv
onde estas mesmas quasiparticulas também se fazem presentes. E uma das diferencas que sdo bem

claras, das expressoes dos operadores (9.21) e dos demais

1
Av’gzZ(]lao]lbo]lco]ld+iXaoXbonng)
1
—Z(Xﬁoxgoxfoxgﬂxjoxg’oxcon) ,
1
AV,3=Z(nao]lboﬂcond—XaoXboxfon,)
1
+Z(Xazoxgoxfoxg—xgoxgoxcon) :
1
AV,4=Z(]lao]lbo]lco]ld—iXaoXboXcgon’l)
1
—Z(Xgoxgoxfoxg—ixﬁoxgoxcon) :
1
Bp,2=Z(]lPO]er]lSO]l,O]lu—i-iaf,'OZE’OZSOZ,OZ,E)
1
—Z(lptooZA?othoZ3+i(r§o ron’oZtBoZu),
1
Bp3=Z(]lpo]l,ongon,onu—agozfozsoztozﬁ)
1
+Z(npozfozfozfozg—agozrozfozfozu),
Bpg = 4 (Ipol,0oly 0l 00, —iocoZoZ oZ oZ)

Nk

(]lpoZrzoZzothoZz—iO'Z

b poZroZS’oZ?oZu)e
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1 2
Dj,z = 5 (]lpl o]lj0]1p2 _o-l))cl oXj OO‘I))CZ)

que completam os conjuntos Ay, By, e D, por exemplo, é que agora sdo as quasiparticulas m”" que
podem ser transportadas livremente pela rede. J4 em relacdo as e e £&") apesar delas serem
realmente confinaveis segundo a mesma leitura “Cromodindmica” que ja fizemos outrora, é devido

ao fato de que

z8xh = j(gh)mod 4 yhzyg _, 72x2 = j4mod4 y252 _ w272 4

ZBXZ — i6m0d4x322 — _XZZB

que fica bastante nitido que nem todas elas serdo susceptiveis a tal confinamento: este é, por

(2,h)

exemplo, o caso das quasiparticulas ¢ e & que, por serem produzidas aos pares pela acao de

um ij, serdo tais que’
2| #(1,2 2 1,2 21 (1,2
Djo ZP| &) = 7 o Dyl &™) = 72 16")

No entanto, uma coisa que ndo é diferente aqui é que outras quasiparticulas O/*X) também se
fazem presentes, uma vez que elas surgem por efeito de operadores W(r{ %) que agem exclusiva-
mente sobre os elementos que estdo dispostos sobre as faces, os quais devem satisfazer a mesma
relacdo (9.11). E, no caso, como a “estrutura de matéria” deste exemplo é exatamente a mesma
do Exemplo 1 (deste mesmo capitulo), é imediato concluir que essas quasiparticulas surgem pelos

mesmos operadores
WD Z 1, WD 2ot WED 2 o e WO = <)

que ja foram listados em (9.12). Ou seja, estamos novamente diante de um modelo cujas quasi-
particulas OV°X) apresentam as mesmas regras de fusio Abelianas que estdo resumidas na Tabela

9.1.

IEmbora a quasiparticula >/ n3o seja propriamente produzida por um ij, mas sim por um th o ij, é o fato de

th comutar com Dj que completa este raciocinio e que, portanto, implica que &%M ndo é confindvel.
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Propriedades adicionais

Antes de finalmente encerrarmos a apresentacdo deste, que serd o nosso ultimo exemplo, é

fundamental fazermos dois destaques. E o primeiro deles segue de

X
9p

2 =(1,2 2 2(1,2 .
(op o X7) o By|&P) = ap o X2EMY)

=(1,2 =(1,2
Bpo(o-goszlf(()’)>) OBV,BOijlé:(()’)>

afinal, como esses operadores o e ij sd0 os que criam as quasiparticulas 0> e m?2, fica bem

claro que essas duas quasiparticulas podem ser consideradas, ao menos efetivamente, como iguais.

Ja o segundo destaque que precisamos fazer aqui estd relacionado ao comportamento ele-
trostatico de parte destas quasiparticulas. E, apesar de bem sabermos que as quasiparticulas 9%
sdo exatamente as mesmas do Exemplo 1 e que, portanto, as mesmas propriedades eletrostaticas
de 1a sdo exatamente as mesmas daqui, a tinica ressalva que precisamos fazer sobre este aspecto

eletrostatico se envolve para com a relacdo
3
[ Dy, 0f 0 Z] = [Dj,op o Z ] =0

Afinal, como ela é uma relagdo valida quando p indexa uma das faces que sdo vizinhas a j-ésima

aresta, e isso implica que

(1,2 (1,2
Djo(0500§|§(() )>) =O§o j,200§|§(() )>

i Ve 1,2 i z 1,2

0f =zM oz oz o Z) (9.24)

com (M,N) assumindo valores que podem ser apenas iguais a (1,3) ou (3,1), é imediato concluir
VA 1 fei d I . ~ iad 2 0 ad o s

que este Oy cancela os efeitos de uma unica excitagéo criada por o§. Ou seja, do mesmo jeito que

um operador OX consegue “blindar” uma quasiparticula Q2 no QDMv que parece ser correspon-

dente a este, o operador 05 também se comporta como uma espécie de “isolante” da quasiparticula

52,
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9.2.2 Uma comparacao entre os modelos com matéria

Apesar de termos seguido a mesma “repetitividade estrutural” completamente enfadonha do
capitulo anterior, uma coisa ficou muito clara desses ultimos quatro exemplos que acabamos de
apresentar: ao menos pelo aspecto comportamental das suas excitacdes, um QDMf realmente pode

ser visto como o modelo dual de um QDMuv. Pois, enquanto num QDMv

(a.1) as quasiparticulas ¢® se movimentam sem qualquer custo energético,

(b.1) duas quasiparticulas Q“/*X) se submetem a algum potencial que é bastante similar a um ele-

trostatico, e

(c.1) as quasiparticulas do m" podem ser confinadas pela acio de um campo de forca que parece
ser analogo ao que define um hadron, no caso do sistema possuir algum mecanismo que

tenda a manté-lo com a menor energia possivel,
num QDMIS nds temos

(a.2) quasiparticulas do m" movimentaveis sem qualquer custo energético,

(b.2) quasiparticulas 0-%X) que se submetem a algum potencial que também é similar ao ele-

trostatico, e

(c.2) quasiparticulas e que podem ser confinadas pela acdo de algum campo de forca “forte” se-

melhante ao supracitado.

E claro que outras propriedades também podem ser apontadas aqui, reforcando ainda mais
todo esse quadro dual, tais como: (i) a estaticidade de quasiparticulas que sao produzidas sobre
os vértices duais, as quais se comportam efetivamente como as mesmas do QDM; e (ii) o fato
da degenerescéncia do seu estado fundamental também seguir uma espécie de ordem algébrica.
No entanto, apesar de também ser perfeitamente valido pensar na situacdo do confinamento das
quasiparticulas do tipo ¢® em termos de um efeito Meissner dual, é quando notamos que essas
mesmas quasiparticulas sao interpretaveis a luz do QDM como “elétricas” que é imediato perceber
que dizer que essas quasiparticulas estao confinadas dentro de um sistema é o mesmo que dizer este
material funciona literalmente como um isolante: ou seja, assumindo que o sistema que é descrito

por um QDMf corresponde a um sistema fisico onde ¢#, por exemplo, cumpre um papel andlogo
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ao de um elétron, podemos dizer que este sistema pode ser reconhecido como um isolante elétrico
(uma vez que tal material ndo favorece o movimento destas particulas), o que s6 vem a reforcar
uma possivel caracterizacdo do material que o QDMv representa como um supercondutor (ja que o

QDMf nada mais é do que a dualizacdo desse primeiro modelo).
O papel do operador de aresta

Entretanto, existe pelo menos dois pontos que parecem ruir qualquer chance de termos uma
dualidade plena entre um QDMv e um QDMf. E o primeiro deles é o simples fato de que, como
f é um homomorfismo, nio somos capazes de construir um QDMf com G1 = Zs e Gy = Z3 que
seja diferente de um “trivial”, conforme ja bem observamos entre as paginas 179 e 181. Falaremos
mais sobre isso daqui a pouco, ja que as coisas que se envolvem com esses homomorfismos também

merecem um destaque no que tange a degenerescéncia dos estados fundamentais de um QDMTf.

Ja o segundo ponto que podemos apontar nesta aparente “ruina” esta diretamente relacionado

para com a definicdo dos operadores de aresta de ambos os modelos: afinal de contas, enquanto
(G,
j
operador que é capaz de verificar o qudo alinhados estdo dois campos de matéria adjacentes), o
(61.G2)
j
comparacdo, e que mais se assemelha com uma espécie de transformacao de calibre.
(G1:62)
j
algum tipo de transformacdo de calibre, uma das melhores maneiras de entendermos o que ele

o operador de aresta C'“"¢? de um QDMv se comporta como um comparador (ou seja, como um

operador de aresta D de um QDM( parece fazer alguma coisa que esta bem longe de ser uma

Embora néo seja nada incorreto pensar que este operador D possa estar associado a

realmente faz é verificando como ele age sobre uma base diagonal. E, para isso, além de termos

emmenteque
Dila, g, fy=—= Y |ask, [(®) g, & f) | 9.25)

|G2| I?€G~2

precisamos lembrar que essa base diagonal s6 pode ser obtida através de transformacdes unitarias

1
|a;) = v® |a) = WZ Xi@ 1a)y e (9.26)
Z&EGZ
_ M _ 1 -1
) = U Ng) = lGllgEZlek(g ) lg) .

onde wy (g) e x; (@) sdo os respectivos caracteres que estdo relacionados as representacoes dos

grupos G1 e Gy. Afinal, como a substituicdo das expressdes (9.26) em (9.25) ja consegue nos
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mostrar que

1

D |a;.gc.f1) = N DT i B wi (f ®) 1 (B | &5 .ge B ) (9.27)
2 ReGy
1 _— ~
= = D Moo FI® ), xi® u® v ® 178, Br)
|G2| k€Gy el

onde wy o f é a transformada de Fourier de wy o f [95], € o fato dos caracteres do ultimo somatdrio

serem tais que

X (K) x1 (k) = xy (k)

que nos mostra que

~ 1 — 1 ~
Djlaj g By = = > Loxo FI@|—== >, xiu ® e ®| & 8.5

|Gz| keGy |Gz| ieGy
1 _— . - ~ —_— . - ~
= G D lwx o FI1® 6 (xun s xe) 1@ .88y = [ax o FIWLN [ &8 .51)
2

Nestes termos, apesar da forma exata do indice {j,/} depender da natureza do grupo G, (nos casos
mais gerais), é possivel concluir que o operador de aresta também pode ser visto como um operador
que compara os campos de matéria, mas que faz isso de um jeito diferente que s6 transparece
quando ele atua sobre uma base diagonal: e esse jeito diferente se apoia sobre a dualidade de
Pontryagin, que garante que existe uma correspondéncia “um-pra-um” entre os caracteres y; € 0s

elementos de G5 [96].
Sobre a degenerescéncia do estado fundamental

Todavia, antes de finalmente encerrarmos este capitulo, é imprescindivel fazermos um ultimo
destaque que também parece botar em cheque a dualidade plena deste modelo em relacdo ao
QDMv: a degenerescéncia do seu estado fundamental. E, de acordo com o que foi discutido ao
final do capitulo anterior, um QDMv ¢ um modelo cuja degenerescéncia do seu estado fundamental

parece ndo mais depender da topologia onde o seu sistema esta definido. Afinal de contas,

* ainsercdo de novos vetores aos vértices de uma Rz que ja abriga um QDM

* mais a presenca do somatdério (8.75) no seu Hamiltoniano (8.1), com operadores que conse-

guem medir o quao alinhados esses novos campos estéo,



192 CAPITULO 9. DUALIDADE EM MODELOS COM MATERIA

faz com que uma ordem topolégica (que, no QDM, é moderada pelos elementos do grupo funda-
mental 71 (M2) que estd associado a variedade M que R discretiza) dé lugar a uma espécie de
ordem algébrica no que se refere as distintas fases que o sistema assim definido pode apresentar
num regime de baixas energias. E, no caso, a quantidade dopymy destas fases (ou seja, o grau de
degenerescéncia do estado fundamental) nada mais é do que o numero de ciclos algébricos que a

acdo (8.9), que conecta os campos de calibre aos novos de matéria, permite definir.

Tudo bem que a razdo de toda a énfase que demos ao termo “parece” no ultimo pardgrafo
ja estd bem clara desde o final do capitulo anterior. Pois, apesar de dopmy Ndo estar mais em
funcdo do grupo m; (Mz), a ordem topoldgica deste modelo se justifica em termos do segundo
grupo de homologia H, (Mz), o que sé transparece quando consideramos situacoes mais gerais
que transcendem, por exemplo, ao que afirma o Teorema 5 que foi enunciado na pagina 165.
Contudo, diante de tudo o que foi observado para o QDMf que acabamos de apresentar, algo que
ndo ¢ dificil de se perceber é que o grau de degenerescencia dos estados fundamentais dopye deste
modelo depende de coisas bem distintas quando comparado com dopmy. Afinal, se, de um lado,
vemos que as quasiparticulas m" que foram herdadas do QDM continuam sendo transportdveis
sem causar qualquer custo energético ao sistema e, do outro, temos autoestados de vacuo sendo
moderados por elementos que pertencem ao nucleo do homomorfismo f, é imediato concluir que

dopmr precisa se identificar como algo que dependa de dois fatores:

* de uma degenerescéncia que decorre da topologia e que, assim como acontece no QDM, esta
associada as curvas fechadas e nao contrateis da variedade bidimensional M; sobre a qual o

sistema esta definido; e
* de um outro, que segue da degenerescéncia algébrica que o nticleo de f mostra existir.

Alids, em relacdo a essa degenerescéncia algébrica, algo que j4 podemos afirmar é que ela é
dada por
Daig = | Ker f|

ja que todos os elementos que pertencem ao nticleo de f fazem com que a “falsa holonomia”
W= f(Hab et = fHh

que é medida pelo operador de face que foi definido pela Figura 9.3, realmente corresponda a ver-

dadeira k. E, diante disso, cabe fazer uma observagdo muito importante que se baseia na seguinte
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proposicdo, cuja prova consta em [97]:

Proposicao 1 Todo homomorfismo f : Zy — Zy é completamente determinado por

f(x]) = [kx] (9.28)

onde k é um numero natural que assume valores distintos de zero se, e somente se, n for um ntimero

natural divisivel pelos distintos km ndo nulos.

E a importancia desta observacao se desdobra em duas partes onde, a primeira delas, ja esta muito
bem clara desde o Exemplo 2: qualquer QDMf que se valha destes dois grupos Abelianos Z, e
Z,, onde m e n sdo dois primos entre si, sempre corresponderd a um modelo cuja degenerescéncia
algébrica é mdxima, ja que todos os seus elementos pertencem ao nucleo de f. Por se dizer, ao

notarmos que a Unica coisa que difere estes modelos (que sdo construidos através de um homo-
(61.62)
j

fazer, é justamente este resultado que nos mostra como um principio de correspondéncia se com-

morfismo onde k = 0) de um QDM decorre das transformagoes que o operador D é capaz de
pleta entre os modelos que apresentamos neste capitulo e os que foram apresentados no Capitulo
6: afinal de contas, um QDM pode ser perfeitamente identificado como um QDMf que adota um

G4 que contém apenas o elemento identidade, j4 que, nesta situacio, temos

G, G, G,
HQDMf - _ Z A(Vle) _ Z B(ple) _ Z D(J 1,€)
v p i

J
:—ZA(gl)—ZB(pGl)—Z]ljZHQDM+Cte
v P i

Ja o segundo desdobramento que segue desta expressao geral (9.28) esta relacionado as situa-
coes onde m e n nao sdo dois primos entre si. Pois, como o niimero zero nao sera o Unico divisor
de m e n nestas situacoes, teremos mais opgoes para definir esse homomorfismo entre Zy, e Zy
do que sé aquela poe todos os elementos de Z;, no nucleo de f. E como a quantidade desses
homomorfismos é exatamente igual a quantidade de modelos que podem ser definidos, isso acaba

nos dizendo duas coisas:

* que um QDMf que se vale dos grupos Abelianos G1 = Zp, e Gy =17, pode ser classificado em

termos de uma tripla ordenada (m,n, k), e

* que a degenerescéncia algébrica de um QDMf vai diminuindo a medida que os diferentes
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numeros k, que fazem com que km seja um divisor de n, vai aumentando.

No caso desta classificacdo, todos os modelos indexados por (m,n,0), por exemplo, sdo aqueles
cujas quasiparticulas que foram herdadas do QDM nao apresentam quaisquer caracteristicas de

confinamento.

E claro que, neste ponto o leitor deve estar notando que, quando ignoramos todas as conside-
ragoes topologicas que podem estar associadas a variedade sobre a qual este QDM( estd definido,
essa degenerescéncia algébrica é compativel com o nimero de autoestados de vacuo dos exemplos
que apresentamos, exceto num deles: no QDMf que adota G; = Z4 e Gy = Zj. Logo, diante
dessa constatacdo, certamente o leitor deve estar se perguntando: por que isso acontece? E a
resposta desta questdo é simples: isso acontece porque, a medida que a ordem do grupo de calibre
7, cresce, a liberdade que temos para definir novos autoestados de vacuo também cresce com
um fator | Z, / Im f |. E porqué esse fator tem que se identificar com a cardinalidade de um Z,
quocientado pela imagem de f? Porque, nos casos onde o nucleo de f nao se indentifica com Zy,, as
quasiparticulas O"*X) se comportam efetivamente como os mesmos monopélos que sio criados aos
pares, os quais identificamos como quasiparticulas m"; ou seja, a influéncia de 0*X) no computo
dos diferentes autoestados de vacuo que sao produzidos apenas pela estrutura de calibre precisa ser
descartada. Nestes termos, a degenerescéncia total de um QDMf de classe (m,n, k), que ¢é definido
sobre uma M- que é isomérfica a uma bola ou a um plano infinito, por exemplo, fica dada por [30]

DB = | Ker fi | - | Zn /Im fi|

onde fy : Zm — Zn € 0 k-ésimo homomorfismo ja definido em (9.28).
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Capitulo 10

Um comentario de categoria

10.1 Um ultimo preludio

Embora os modelos do capitulo anterior tenham sido construidos seguindo um processo de
“dualizacdo”, tudo leva a crer que, ja que todas essas construcoes se fundamentam pela simples
insercdo de novos elementos aos “Quantum Double Models” (QDMTf), parece ndo existir qualquer
tipo de impedimento para que todas elas pudessem ser feitas sem esse artificio da “dualizacdo”.
Contudo, é justamente diante desta constatacdo, que parece ser bem simples, que surgem alguns
questionamentos bastante relevantes. Afinal de contas, serd que alguma das outras maneiras que
poderiamos ter usado para construir um QDMf traria os mesmos resultados? Serd que ela seria
mais completa em algum sentido? Ou melhor: serd que existe alguma maneira de concebermos os

mesmos modelos do Capitulo 9 usando um ponto de vista diferente?

Apesar de parecer bastante “ingénuo” o que iremos falar agora, uma das boas pistas que te-
mos para comecar a responder a esses questionamentos surge a partir da constatacdo de que esta

“dualizacdo” se completa com o uso de um homomorfismo f que

* relaciona os elementos de um grupo G, que modela os vetores que estdo dispostos sobre as

faces de uma rede bidimensional R,

* aos elementos de um grupo Gi, que indexa os vetores que estdo associados as arestas da

mesma rede.

E o que caracteriza explicitamente esta suposta “ingenuidade” é o simples fato de que existe a
possibilidade de vermos este homomorfismo como aquele que, por exemplo, define um mddulo

cruzado: ou seja, um homorfismo que, junto com uma acio » : G; x Go — Gy, respeita duas

197
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condicdes

f(gra)=gf(a)g' e f(a)»pf=apa’ , (10.1)

onde a segunda delas é conhecida como a condig¢do de Peiffer [98, 99].

E claro que os homomorfismos que definem os modelos “duais” que foram apresentados no
capitulo anterior, por exemplo, satisfazem estas duas condicdes quando esta acdo ¢é trivial, haja

vista que toda a Abelianicidade dos seus grupos G; e G, implica em

~

f(gra)=f(a) e f(a)>f =4 . (10.2)

E como é exatamente esta a observacdo que parece ser bastante “ingénua”, a pergunta que nao
quer calar é: qual a vantagem que surge se realmente realizarmos f como o homomorfismo que

completa um moédulo cruzado?

Certamente o leitor mais atento a tudo que fizemos ao longo destas notas pode perfeitamente
responder que realizar f como tal homomorfismo nos leva a uma nova generalizacdo, onde um
QDMf pode ser recuperado como um caso particular de um modelo mais geral, em respeito ao
mesmo principio da correspondéncia que permite recuperar um QDM como um caso particular
tanto de um QDMf como de um QDMuv. E certamente o leitor que responde a este questionamento,
usando esta linha de raciocinio, ndo esta errado. Entretanto, conforme ficara bem claro do que
diremos nas proximas linhas, existe um “algo a mais” que estd por trds desta realizacdo; e esse
“algo a mais” pode ser muito bem entendido a luz das chamadas teorias de calibre discretas com

ordem alta (HLGT)! [100].
10.2 Teorias de calibre com ordem alta

Alids, a melhor maneira de entendermos o que sao essas teorias de calibre discretas com “ordem
alta” é desmontando o termo: ou seja, analisando por partes o que significa dizer (i) que uma
teoria discreta é “de calibre” e (ii) que ela possui uma “ordem alta”. E, como a primeira parte
deste entendimento parece ja ter sido bem feita ao longo do Capitulo 2, a tinica coisa que parece

realmente faltar é entender o porqué do predicado “ordem alta”.

Embora, para alguns, ndo pareca ser muito esperado realizar conexdes entre a Fisica (que é

LAqui, daremos predilecdo para a sigla “HLGT” pois, em inglés, todas essas teorias de calibre com ordem alta sdo
conhecidas como “higher lattice gauge theories”.
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uma Ciéncia que, apesar das suas diversas teorias, possui uma base que é completamente expe-
rimental) e aquilo que define uma das partes mais abstratas da Matematica (a qual, conforme ja
bem dissemos, ndo possui qualquer compromisso para com a realidade que nos cerca), o grande
motivo que fundamenta o uso do predicado “ordem alta” nestas teorias de calibre discretas é um
sO: essas teorias se valem de toda uma estrutura que € oferecida pela teoria das categorias [101],
mais especificamente por aquelas categorias que sdo consideradas como de “ordem alta”. E, para

entender como tudo isso funciona, € muito importante termos em mente o que é uma categoria.
10.2.1 O que é uma categoria?

Em linhas bem gerais, podemos dizer que uma categoria nada mais é do que uma espécie de
abstracdo do conceito de conjunto: ou seja, nela os grandes protagonistas ndo sdo vistos sim-
plesmente como conjuntos, mas como objetos que se relacionam uns com os outros através de

morfismos. SO que, apesar de ser perfeitamente possivel fazer um paralelismo entre

* esses objetos e todos os seus morfismos e

* conjuntos e todas as funcdes que podem ser estabelecidas entre eles,

uma vez que conjuntos realmente se enquadram como os objetos de uma categoria, o nivel de
abstracao por tras da definicdo de uma categoria é tdo maior que, por exemplo, os proprios morfis-
mos que definem uma categoria também podem ser perfeitamente interpretados como os objetos
de uma outra categoria: no caso, como os objetos de uma 2-categoria, os quais se relacionam, uns
com os outros, por meio de novos morfismos. E como é todo esse processo recursivo que acaba
permitindo definir uma n-categoria (ou seja, uma categoria com ordem n, onde os seus objetos
podem ser interpretados como os morfismos de uma categoria com ordem n — 1) de uma forma
bastante natural, é exatamente ele que nos leva a defini¢do de uma categoria com ordem alta: em
outras palavras, a definicdo de uma categoria que entre os seus objetos estdo os morfismos de uma
outra categoria, que entre os seus objetos estdo os morfismos de uma outra categoria, e assim por

diante.

E claro que o nosso objetivo aqui ndo é o de passar ao leitor todos os pormenores que se
envolvem para com a teoria das categorias, tenham elas uma ordem alta ou ndo. Contudo, é
quando olhamos para uma 2-categoria, mais especificamente para a teoria de calibre discreta com

ordem 2 (2-LGTs) que essa 2-categoria permite definir, € que comeca a ficar bem clara a conexéo
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91 g2 g3

Figura 10.1: Diagramas relacionados a definicdo de uma categoria, onde os pontos que o compdem corres-
pondem aos objetos desta categoria, enquanto as flechas que existem entre eles se referem aos seus possiveis
morfismos. No caso do diagrama a esquerda, ele representa uma composicdo: ou seja, uma situacdo onde
o objeto que funciona como alvo (ponto central) para o morfismo g; serve como fonte para o morfismo gs.
Assim, como a composicdo g; - g2 entre morfismos equivale a um novo morfismo g3, vemos que o diagrama
a direita equivale ao primeiro.

disso tudo para com o nosso QDMf. Pois, como a melhor maneira de entendermos o que é uma

categoria € através do ponto de vista diagramdtico que consta na Figura 10.1, onde

* cada um dos seus pontos corresponde a um objeto, e

* cada uma das suas setas representa um morfismo que existe entre dois objetos,

uma 2-categoria pode ser perfeitamente entendida através dos diagramas que constam na Figura

10.2, os quais contam com um ingrediente a mais:

* com as setas duplas, que correspondem aos morfismos que sdo responsaveis por relacionar
dois dos morfismos anteriores, que sdo representados pelas primeiras setas e que, numa 2-

categoria, devem ser tratados como objetos.

E sdo exatamente esses diagramas que comecam a apontar para uma realidade que é bastante

familiar. Afinal, como

* entre todos esses morfismos (tanto os relacionados as setas simples como as setas duplas)

existem aqueles que sdo vistos como identidades, e

* todos os morfismos que definem uma 2-categoria seguem as regras de composicao da Figura

10.3, as quais sao expressas algebricamente como

(@1 oy @) on (@2 oy @) = (@1 o @2) oy (@) op @5)

onde oy, e oy sd0 os dois funtores que sdo responsaveis pelas composicoes horizontais e verti-

cais respectivamente,
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¢ diante do fato da Figura 10.1 nos mostrar que esses morfismos identidades também podem ser
vistos como uma composi¢do entre outros morfismos que fica bem clara toda a similaridade entre
a composicao que define uma 2-categoria e a da que, por exemplo, se envolve para com os campos
das teorias de calibre discretas apresentadas no Capitulo 2. Mas, para que isso se torne evidente,
precisamos considerar uma situacdo bem particular, onde todos esses morfismos sdo elementos
de um grupo: ou seja, uma situacao onde todos os morfismos, que sao representados pelas setas
simples, sdo elementos de um grupo G1, enquanto todos os que sdo representados por setas duplas
pertencem a um grupo Go; afinal de contas, vale notar que grupos e todos os seus homomorfismos

realmente configuram um bom exemplo de categoria [102].
10.2.2 Teorias de calibre com ordem dois

Alias, é justamente neste ponto, onde o leitor talvez esteja se perguntando sobre o porqué de
darmos exatamente os mesmos rétulos (que ja sdo usados nos grupos que definem o QDMf) aos
grupos que retinem os morfismos desta nossa 2-categoria, que vale dizer uma coisa: esta rotulacdo
é proposital. Afinal de contas, além dela realcar ainda mais toda essa similaridade que existe entre

as duas composicoes que acabamos de mencionar, € ela quem completa a definicdo de uma 2-LGT

* através da concatenacdo dos diagramas que descrevem uma 2-categoria a discretizacdo de

Figura 10.2: Diagramas que estdo relacionados a definicdo de uma 2-categoria. No caso do que esta dis-
posto acima, ele se refere & composicdo vertical @' = @; oy @] de dois morfismos @; e @] que adotam os
morfismos que sdo representados pelas setas simples como objetos. Ja no caso do diagrama inferior, temos
uma composicdo inteiramente analoga &3 = @i oy @2, SO que horizontal. Note que neste, e em todos os
diagramas que virdo adiante, todas as flechas e as suas composi¢des seguem uma mesma orientacdo que
fazem com elas tenham fonte e alvo em comuns: esta é uma condic¢do essencial a definicdo diagramadtica de
uma categoria, seja qual for a sua ordem.
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Figura 10.3: Esquema de composicdo dos diagramas de uma 2-categoria que ja foram apresentados na
Figura 10.2. Embora a mesma indexacdo dos diagramas anteriores possa ser necessaria, preferimos dispensa-
la para priorizar uma maior inteligibilidade.

uma variedade tridimensional feita em termos de simplexos, conforme bem ilustra a Figura

10.5,

* considerando que os morfismos que definem G; correspondem aos campos de calibre que
indexam as arestas deste simplexo, enquanto os que definem G-, e que também devem ser

vistos como novos campos de calibre, indexam as suas faces.

Ou seja, uma 2-LGT pode ser interpretada como aquela que comporta dois tipos de transformagoes
de calibre: uma, que pode ser feita sobre os elementos de G; que foram acomodados sobre as
arestas; e outra, que se envolve apenas para com os elementos de G, que estdo dispostos sobre as

faces.

No entanto, é importante lembrar que, a luz de tudo o que ja foi dito no Capitulo 2, um dos
ingredientes que sdo essenciais a descricdo de uma teoria de calibre diz respeito as holonomias,
uma vez que sdo elas quem caracterizam a variedade sobre a qual o sistema estd definido. S6

que, no caso destas 2-LGTs, nds temos dois tipos de holonomia que permitem fazer toda essa

Figura 10.4: Convencéo relacionada a indexacdo das flechas simples e duplas que estdo presentes nos
diagramas que descrevem uma 2-categoria.
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caracterizacdo; e uma delas, por exemplo, é a 1-holonomia que, no caso da mesma face da Figura

10.5, por ser definida como um produto [103]

h = f(@)g1g," (10.3)

que se envolve com os elementos de G; que foram atribuidos as arestas, se parece muito com
a definicdo de holonomia (2.12) que ja foi dada no inicio destas notas. Diga-se de passagem, o

produto

h = g1g5"

que define (10.3) é realmente a mesma holonomia (2.12) que ja definimos no Capitulo 2. E é
justamente com base nesta constatacdo que precisamos destacar a coisa que certamente é a mais
importante dentro do contexto que nos sugere enxergar f como o homomorfismo que completa um
modulo cruzado: hy € exatamente a mesma “falsa holonomia” que, além de ja ter sido apresentada
na pdgina 192, aparece na definicdo dos operadores de face do QDMf, cujas componentes foram

apresentadas na Figura 9.3.

Tudo bem que, no caso do QDMf, a interpretacdo que fazemos sobre os elementos que foram
adicionados as faces de um QDM ¢ a de que eles devem ser vistos como campos de “matéria”,
enquanto que, no caso de uma 2-LGT, esses mesmos elementos devem ser considerados como
novos campos de calibre. Todavia, apesar desses dois tipos elementos se referirem a duas coisas

que parecem ser bastante distintas nestes dois modelos, é quando olhamos para a definicdo dos
(le’GZ) do QDMf que uma segunda coisa, que também é muito importante
(61.G2)
j

sdo justamente os operadores que nos permitem definir uma das transformacoes de calibre que

operadores de aresta D

a contextualizacdo do que nos trouxe até aqui, precisa ser mencionada: estes operadores D

g1
1
g12
go1
\Yy do12 0 2
0 - 2
go2 go

Figura 10.5: A esquerda temos a face de um tetraedro que est relacionado a discretizacio de uma variedade
tridimensional, cujas arestas sdo indexadas por elementos do grupo G1, enquanto a sua face é indexada por
um elemento @12 do grupo Go. Ja a direita, temos o diagrama que representa essa mesma face, onde
81 = go1 - 812, &2 = 802 € & = Qo12.
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caracterizam uma 2-LGT, transformacdo essa que se envolve para com os elementos de G, que

indexam as faces do complexo simplicial.
O que é a 2-holonomia?

Alids, ja que uma transformacdo de calibre é, por definicdo, aquela que nao altera o valor
de uma holonomia, a melhor maneira de entendermos como todas as transformacoes de calibre
que estao relacionadas as 2-LGTs funcionam é entendendo todas as suas holonomias. E como a
1-holonomia ja foi definida em (10.3), sé nos resta definir e bem entender a sua 2-holonomia.
E a melhor maneira de fazermos isso é apelando para a mesma perspectiva geométrica com que
ja vemos a primeira: afinal, da mesma maneira que uma 1-holonomia pode ser vista a luz do
transporte paralelo de uma estrutura puntual ao longo de uma curva fechada, uma 2-holonomia,
que também ¢ definida em termos de um produto entre elementos de G, também pode ser vista

assim, s6 que [104]

* como o transporte paralelo de uma estrutura que agora se identifica como uma curva,

* ao longo de uma superficie que agora deve ser fechada nos extremos que caracterizam o

retorno dessa tltima curva a sua posi¢ao inicial.

Ou seja, apesar de ser perfeitamente valido afirmar que essa 2-holonomia consegue caracterizar
o qudo plana uma superficie é pela perspectiva da curva que esta sendo transportada sobre ela,
¢ importante notar que a sua definicdo s6 pode ser feita para uma situacdo que se envolve para
com alguma superficie bidimensional fechada, como é o caso da superficie de um tetraedro que

discretiza uma variedade tridimensional.

Diga-se de passagem, se notarmos que uma unido de arestas que possui vértices em comum
pode ser vista como a discretizacdo de uma curva, uma das boas maneiras de pensarmos neste
transporte € realmente tomando a situacao particular de um tetraedro, onde a unido de algumas das
arestas que o definem pode ser considerada como a discretizacdo de uma curva. Afinal de contas,
do mesmo jeito que o transporte de uma estrutura puntual ao longo do bordo de uma das suas
faces consegue bem definir uma 1-holonomia, é o transporte de uma destas curvas discretizadas ao

longo da sua superficie fechada que permite bem definir a sua 2-holonomia.

Considerando que esta é realmente a 2-holonomia que queremos avaliar, a melhor maneira

de fazermos isso é voltando as nossas atencOes para o tetraedro aberto que aparece na Figura
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1 2 1 2

Figura 10.6: A esquerda temos um tetraedro aberto: ou seja, uma figura bidimensional que, quando colada
pelos lados que estdo destacados em azul e vermelho (unindo os pontos indexados com o mesmo nuimero),
estrutura um tetraedro. A vantagem de lidar com este tetraedro aberto estd relacionada a possibilidade de
entender, passo a passo, como se da o transporte de uma corda (em vermelho), que estd presa entre as
extremidades indexadas por “0” e “3”, até ela chegar a sua posic¢éo final (em azul).

10.6, assumindo que a curva que sera transportada é aquela que esta posicionada sobre o caminho
destacado em vermelho. Alids, de acordo com esta figura, transportar esta curva a ponto dela
retornar a sua posicao inicial (ou seja, a ponto dela se sobrepor novamente ao mesmo caminho de
onde ela saiu e que estd destacado em vermelho) significa realizar deformacgdes consecutivas que,
de alguma maneira, vao depender dos elementos que indexam as faces deste tetraedro por onde
esta curva passou. E se pensarmos nesta situacdo de uma maneira bem ludica, dando a esta mesma
curva (que estd sob transporte) propriedades “eldsticas”, como todas essas deformacoes podem ser
vistas como reencaixes sucessivos (como o primeiro que aparece a direita na mesma figura), acaba
ficando bem claro que todas essas deformacgdes podem ser interpretadas a luz de uma homotopia
[49]: no caso, a luz de um processo que é capaz de nos mostrar, por exemplo, que a curva que se
encaixa sobre o caminho que estd destacado em vermelho é homotopicamente equivalente aquela
que se encaixa sobre um outro caminho que esta destacado em azul. Nestes termos, devido a
concatenacdo de diagramas que ja foi mencionada na Figura 10.5, fica claro que a 2-holonomia

deste mesmo tetraedro, que pode ser representado pelo diagrama

1 go1 > @123

U s
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¢ dada por

hy = (go1 » @&123) * G013 * Goyz * Ggiy (10.4)

a qual é preservada sob as transformacodes de calibre que sdo realizadas pelo operador

A2 = T D(le’Gz) (10.5)
jes.

cuja existéncia ja haviamos adiantado.
10.3 Algumas observacoes

Alias, é diante deste ultimo resultado que o nosso comentario, sobre o fato dos operadores

G1.G - < . . . iy
D(j 162) definirem uma transformacao de calibre, realmente se completa: ou seja, aquilo que ja
haviamos dito ao final do Capitulo 9, mais especificamente na sua pdgina 190, sobre o fato de
plo6)
j

incorreto. E é exatamente isso que, juntamente com a constatacao de que a 1-holomonia (10.3)

(G1.62)
P

fazer alguma coisa que mais parecia uma transformacéo de calibre, ndo estava realmente
¢ a mesma “falsa holonomia” que aparece nos operadores de face B do QDM{, nos permite
afirmar uma das principais consequéncias do trabalho que acabamos de apresentar nestas notas:
enxergar uma nova linha de investigacdo que adota toda a estrutura que é oferecida pela teoria
das categorias como uma possibilidade real para construir novas generalizacoes do QDM. E é exa-
tamente isso o que o nosso grupo de pesquisa vem comec¢ando a fazer, através de estudos iniciais

que se valem de um Hamiltoniano como o

Hoigr = — ZA(\?LGZ) ﬂ D(le,GZ) _ ZB(pGl,GZ) , (106)
v P

jESy
onde o primeiro somatdrio corresponde a transformacdo de calibre total a qual o sistema esta
submisso.
Por se dizer, trés coisas que ja podemos afirmar sobre todos estes modelos é que:
(i) se quisermos lidar com um modelo que, ao invés de uma variedade triangularizada, se vale de
uma discretizacdo cubica ou quadrada, isso deve ser feito segundo o esquema que estd bem

ilustrado na Figura 10.7, onde todas as arestas paralelas envolvidas nestas discretizagoes

devem ser orientadas no mesmo sentido;

(i) o resultado que segue da 1-holonomia que foi definida em (10.3) deve ser obrigatoriamente
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Y

>
>

>

Y

Figura 10.7: Devido ao esquema de composicdo que esta presente na Figura 10.5, a tinica maneira das faces
de uma rede quadrada (com qualquer dimensao) ser associdvel aos diagramas que definem uma 2-categoria
¢ se as suas arestas paralelas forem orientadas na mesma direcéo.

identificado como um elemento que pertence ao nticleo da acéo » : G1 x Go — G, quaisquer

sejam os grupos G e G envolvidos; e

(iii) assim como ocorre com o QDMTf, todos esses modelos também podem ser classificados em
termos de uma tripla ordenada (m,n, k), quando G1 = Zn, G1 = Z, e a aco é trivial, j4 que a
degenerescéncia algébrica do seu estado fundamental também vai diminuindo a medida que
os diferentes numeros k (que fazem com que km seja um divisor de n) vai aumentando, o

que so6 reforca toda a conectividade que existe entre estes modelos para com o QDMf.

No entanto, como todos esses trés resultados constardo, de alguma maneira, na dissertacdo de
mestrado e na tese de doutorado que estdo sendo desenvolvidas respectivamente por R. C. de
Almeida [105] e H. K. T. Mendonca [106], preferimos ndo apresentar todos 0os seus pormenores

para nao haver uma superposicdo entre os trabalhos do nosso grupo de pesquisa.
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Capitulo 11

Conclusoes e comentarios

O objetivo central deste trabalho foi o de avaliar como a ordem topolégica de dois modelos, que
foram construidos como generalizacoes dos “Quantum Double Models” (QDMv), se comporta sob
a hipétese de que os seus estados de base sao indexados por grupos Abelianos. No caso da primeira
generalizacdo, que foi apresentada ao longo dos Capitulos 7 e 8, e que pode ser identificada como
um QDM ao qual acrescentamos campos de matéria aos vértices da rede bidimensional que o
comporta (QDMv), mostramos que essa ordem topoldgica decorre da dependéncia que o modelo
apresenta em relacdo ao segundo grupo de homologia da variedade bidimensional sobre a qual ele

esta definido. Trata-se de uma dependéncia que transparece

(i) através da expressdo do grau de degenerescéncia do estado fundamental dopmy, quando o

modelo é definido sobre uma unido de variedades bidimensionais UjMS) disjuntas, ou

(ii) pela presenca de paredes de dominio, quando o mesmo modelo é definido sobre uma Uj/\/((j ),

“duas a duas”, através de um unico ponto.

E claro que ndo é s6 isso que pode ser dito a respeito desta primeira generalizacdo. Afinal de
contas, além de ter sido possivel mostrar, por exemplo, que dopmy € uma funcdo do numero de
ciclos que a acao define, também ficou muito claro que, entre as principais propriedades de um

QDMy, temos:

* a interpretacdo do sistema como um diamagneto perfeito, devido a presenca de um efeito

Meissner que é capaz de justificar o confinamento das suas quasiparticulas magnéticas;

* a existéncia de uma propriedade eletrostdtica entre as suas quasiparticulas elétricas que €

bastante similar a das particulas que compdem o modelo discreto de um gés de elétrons; e

209
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* a presenca de quasiparticulas que apresentam regras de fusdo ndo Abelianas em algumas
situacOes bem especificas, que estdo diretamente relacionadas a escolha de como os campos

de calibre do QDMv agem sobre os de matéria.

Alias, sobre essas regras de fusdo nao Abelianas, ndo podemos afirmar que elas, de fato, implicam
na possibilidade de fazer do QDMv um modelo util a uma computag¢do quantica, a0 menos nos
moldes que ele foi definido: pois, além de estarmos diante de um modelo onde uma parte das
quasiparticulas, ao serem transportadas, elevam a energia do sistema (ou seja, quasiparticulas que,
ao serem permutadas sob o pretexto de avaliar as suas estatisticas, ndo definem um autoestado com
a mesma energia do inicial), uma outra parte das quasiparticulas (justamente as que se envolvem

para com essa nao Abelianicidade) nédo sdo transportaveis.

Entretanto, ja que estamos falando sobre essas regras de fusdo ndo Abelianas, passa a ser inte-
ressante fazer uma observacdo que ndo fizemos ao longo Capitulo 8. E essa observacédo se baseia

no fato de que essas regras surgem apenas

(i) quando a acdo de um QDMyv é representada por uma matriz bloco-diagonal, onde alguma das

submatrizes que a compdem é uma matriz identidade, e, por consequéncia,

(ii) da necessidade de fazermos com que seja possivel ir de um autoestado de vacuo para outros.

Diga-se de passagem, é exatamente isso o que acontece com o Exemplo 2, que foi apresentado

entre as paginas 127 e 141: afinal de contas, se o operador W%

, que cria a tnica quasiparticula
que apresenta uma regra de fusdo ndo Abeliana, nao fosse inserido no modelo, seria impossivel ir
de um dos seus autoestados de vacuo para o outro. S6 que, apesar do leitor, talvez, ter pensado por
um momento que essas duas condi¢des poderiam estar vinculadas a casos muito particulares (tal
como o deste Exemplo 2), a observacdo que iremos fazer aqui € a seguinte: em todos os exemplos
de QDMyv, onde G = Zjy e Gy = Z,, ¢é tal que m > 2, sempre poderemos escolher uma acdo
que comporta essas duas condicoes. E a razdo para afirmarmos isso é bem simples: pois, como a
representacdo matricial da acdo que define esse QDMv é uma matriz de permutagdo cujo quadrado
¢ igual a identidade, todos os ciclos algébricos que ela descreve terdo tamanhos iguais a 1 ou 2. Ou
seja, a matriz que representa a acdo do QDMv sempre poderd ser expressa bloco-diagonalmente,

e os blocos que a compoem possuem tamanho 2 (e se identificam com a matriz de Pauli o) e

tamanho 1 (se identificando simplesmente com o nimero 1).
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Ja em relacdo a segunda generalizacdo, que apresentamos no Capitulo 9 e que foi construida a
partir da dualiza¢do da primeira, alocando campos de matéria aos centroides das faces de uma rede
bidimensional (QDMf), a maior parte das propriedades “fisicas” que apontamos na pagina anterior
também se faz presente em termos duais, exceto no que diz respeito a presenca das regras de fusdo

nao Abelianas. E, no caso desta auséncia de regras ndo Abelianas, ela se justifica em termos

* da coacdo entre os grupos de matéria e de calibre, ja que a sua definicdo se vale obrigatoria-

mente de um homomorfismo f cuja imagem pertence ao nucleo de G, e

* do operador de aresta que, por funcionar como uma espécie de transformacao de calibre
entre os elementos de um G, que é Abeliano, possui uma expressio bem definida em termos

dos operadores (6.11).

Colocando tudo em outras palavras, toda a Abelianicidade das regras de fusdo do QDMf pode ser
justificada nos mesmos termos daquela que esta relacionada a um QDM que se apoia sobre um

grupo de calibre Abeliano.

Em todo caso, além de toda essa Abelianicidade que bem caracteriza as regras de fusdo do
QDMf, vale destacar outras duas diferencas entre este modelo e um QDMv. E a primeira delas,
por exemplo, diz respeito a interpretacdo que a presenca de um efeito Meissner dual no QDMf nos
permite fazer. Afinal, j4 que o confinamento de quasiparticulas magnéticas no QDMv nos leva a
interpretacdo de que o seu sistema funciona como um material que é, no minimo, um diamagneto
perfeito, o fato das quasiparticulas confinadas no QDMf serem as elétricas nos faz entender que
0 seu sistema se comporta como um isolante elétrico: ou seja, como um material cujas cargas
elétricas ndo conseguem se mover livremente, o que deixa “no ar” a sugestdo de que o material
que o QDMv caracteriza pode (apenas pode) ser um supercondutor, embora o préprio QDMv nao
nos dd elementos suficientes para demostrarmos isso. J& a segunda diferenca que vale destacar é
que, como sdo as quasiparticulas magnéticas que podem ser transportadas livremente no QDM,
este modelo apresenta a mesma dependéncia que o QDM no que diz respeito a degenerescéncia
dos seus estados fundamentais: ou seja, ao contrario do que acontece com o QDMy, como essas
quasiparticulas magnéticas completam caminhos fechados que descrevem as classes de homotopia
do grupo fundamental da variedade sobre a qual o QDMf esta definido, a ordem topolégica de um

QDM ndo é caracterizada pelo segundo grupo de homologia da variedade.

No entanto, devido a essa segunda diferenca que acabamos de mencionar, vale notar que

também foi possivel demonstrar que a cardinalidade do ntcleo do homomorfismo f de coacédo
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entre os grupos de calibre Z, e de matéria Z,, também tem um papel preponderante no cémputo
de dopmy: afinal de contas, devido a expressdo dos operadores de face, assim como a expressdo
(9.28) de todos os homomorfismos f : Zn — Z, que podem ser definidos entre esses grupos,

mostramos

(i) que os diferentes autoestados de vacuo sdo indexados pelos diferentes elementos que perten-

cem ao ntcleo de f, e

(i) que é perfeitamente possivel classificar todos os modelos que se enquadram como um QDMf
em funcio de uma tripla ordenada (m,n, k) € IN?, onde k é um nimero vai desde zero até a

todos os demais que fazem de n um ntimero divisivel por km.

Alias, nos casos onde, por exemplo, k = 0, f é um homomorfismo trivial que, além de fazer com
que a degenerescéncia algébrica do QDMf seja maxima, ndo faz deste modelo uma coisa mais
interessante que o QDM, uma vez que os seus campos de calibre e de matéria sdo completamente

“cegos” uns para 0s outros.

E claro que diversas outras coisas ainda podem ser feitas no que se refere as possiveis genera-
lizagoes destes modelos. E uma delas, por exemplo, ja foi muito bem discutida ao longo do capitulo
anterior, de ficou clara toda uma conexao que existe entre o QDMf e modelos que podem ser de-
finidos seja em termos de mddulos cruzados ou com base no aparato que a teoria das categorias
com ordem alta nos oferece. Por se dizer, é exatamente toda esta conexao que, por exemplo, nos
propulsiona a tentar ja entender os novos modelos, que designamos por 2-LGT e que se valem das
categorias com ordem dois. E por qué ordem dois? Porqué, além dos operadores de aresta que
definem um QDMf serem exatamente os mesmos operadores que definem uma transformacao de
calibre com ordem dois neste 2-LGT, as categorias com ordem dois ainda nos permitem encontrar
uma razoabilidade fisica nestes novos modelos. Afinal de contas, ja que estamos tdo ambientados a
olhar para as coisas que nos cercam por uma perspectiva quadridimensional (trés dimensoes espa-
ciais e uma temporal), qual serd o significado fisico de uma generalizacdo que pode ser construida
com o uso de uma categoria com ordem alta, e qual serd a sua conexdo com tudo aquilo que é

fisicamente experimentavel?

E claro também que ndo podemos afirmar que os modelos que apresentamos nesta tese sdo
fisicos: assim como acontece com o QDM, até “segunda ordem” esses modelos devem ser vistos

apenas como “toy models” que se prontificam alguma causa futura. E dentro deste contexto, vale
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mencionar que outras trés extensoes naturais dos modelos que acabamos de apresentar estdao sendo

desenvolvidas pela autora destas notas. Elas sao:

(a) ageneralizacao tridimensional do QDMy, concomitantemente com a generalizacao de matéria
do 3-DC, para avaliar o que mais pode surgir quando variedades com condicdes mais diversas

sdo consideradas [28];

(b) a caracterizacdo do QDM quadridimensional em correspondéncia para com o QDMyv tridi-
mensional que acabou de ser mencionado no item anterior, haja vista toda a correspondéncia
que ja esta bem clara entre o QDM tridimensional e 0 QDMv que apresentamos nestas notas;

e

(c) a construg¢do de um modelo discreto autodual com matéria que, além de estar distribuida
sobre os vértices e sobre as faces de uma rede bidimensional, interage apenas eletrostatica-

mente [107].

Alias, em relacdo ao modelo que foi mencionado neste tltimo item, por exemplo, os resultados que
se envolvem para com os grupos G1 = Gy = Go = Z, j4 deixam claro que todo espectro de energia
pode ser bem entendido em termos de agregados de quasiparticulas: ou seja, se considerarmos
que cada um dos niveis de energia deste modelo corresponde a uma situacdo onde um conjunto de
quasiparticulas apresenta a menor energia possivel, essas quasiparticulas se apresentam em forma

de combinacdes que se assemelham com moléculas [107].

Ja uma outra linha de generalizacdo que é possivel (e que foge um pouco do contexto destas
notas, mas ndo completamente) é aquela que surge da constatacao de que a Figura 8.8 (que aparece
na pagina 165) nos ajuda a realizar que um monopdlo elétrico possui exatamente a mesma energia
que uma excitacdo que é composta pela combinacdo de quasiparticulas magnéticas, as quais sao

confinadas. Afinal de contas, se fizermos um paralelismo desta situacdo com a constatacao de que
(i) monopdlos elétricos existem na Natureza sob a forma de elétrons e
(i) quarks sdo particulas confinadas que, por exemplo, definem prétons,

caso seja possivel encontrar uma maneira de transportar os monopolos elétricos de um QDMv
através de um mecanismo que nao se identifique com um de “teletransporte”, se abre a possibi-

lidade de modelar um processo de decaimento beta nos mesmos moldes de um QDMv [108]. E,
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por mais diferente que esta linha de investigacdo possa parecer, € bom frisar que algumas pesqui-
sas ja comecaram a ser feitas no que tange a conexdo de modelos topoldgicos para com a fisica
de particulas, em especial para com a fisica de neutrinos [109]: ou seja, mais uma possibilidade,
diante de tantas outras que certamente surgirdo conectando Fisica a Topologia, ainda mais agora,
depois do Prémio Nobel que foi dado J. M. Kosterlitz, D. Haldane e D. Thouless no final em 2016

justamente por esta causa.
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Apéndice A

Diagramatizacao de Kuperberg

A.1 Consideracoes iniciais

Conforme é bem conhecido da literatura [39], uma das melhores maneiras de indicar como
algumas aplicagcdes f atuam sobre conjuntos arbitrarios é através de um diagrama. E um bom
exemplo de diagrama € aquele que relaciona dois conjuntos A e B através de uma simples seta,
como € o caso de

A——B

deixando bem claro que existe uma certa correspondéncia f entre eles. Por se dizer, esse é exa-
tamente um dos nomes que se da para f: correspondéncia. E no caso dos dois conjuntos A e B
envolvidos neste simples exemplo, o primeiro deles é conhecido como dominio enquanto o segundo
iremos chamar propositalmente como codominio. Afinal de contas, apesar do termo original dado,
em portugués, para este ultimo conjunto ser contradominio, alguns fins didaticos (que so se tor-
nardo claros mais adiante, mais especificamente no Apéndice B, Secdo B.2) nos obriga a usar esta
espécie de “licenca poética” que a lingua inglesa nos da, uma vez que, nela, este mesmo conjunto

B é denotado por “codomain”.

E claro que nem sempre é muito conveniente ficar desenhando diagramas, ainda mais quando
ficamos diante de uma situacdo bastante restrita, onde temos que expressar tudo ao longo das
linhas que compreendem um texto. E quando isso acontece, a solucdo usual é representar esse
mesmo diagrama através de f : A — B, ja que isso da conta de dizer por quem esses dois conjuntos
A e B estao relacionados. Todavia, é sempre bom destacar que, devido a toda imaginatividade
da especie humana, diagramas existem e sdo propostos para os mais diversos fins, ainda mais se

lembrarmos que a ideia primitiva de um conjunto é capaz de modelar diversas coisas. E um dos
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Figura A.1: Diagrama de Feynman que esta associado a parte do processo de espalhamento eletrofraco que
envolve um elétron ¢~ e um antineutrino eletrénico v, o qual é intermediado por um tnico béson massivo
W~ [110].

diagramas que sdo mais conhecidos entre os fisicos sdo os chamados diagramas de Feynman [111]:
um conjunto de regras bem especificas que, pelo uso de flechas e curvas, ajudam a representar

1. que estdo relacionados as particulas nio

diagramaticamente “todos” os processos de interacao
necessariamente elementares. Alids, é por consequéncia de toda essa representacdo que esses
diagramas de Feynman acabam sendo extremamente uteis na identificacdo dos termos que, por
exemplo, aparecem em célculos extremamente laborosos, os quais estdo associados as estimativas
das secdes de choque relacionadas a esses processos de interacdo [73]. E um desses processos
que podemos ilustrar aqui € o que se envolve para com um espalhamento entre um elétron e um
antineutrino também eletronico: neste caso, se nos atermos apenas a uma descricdo de primeira
ordem de parte desse espalhamento, especificamente daquele que é intermediado por um unico

bdson massivo W™, por exemplo, o diagrama de Feynman deste processo € aquele que consta na

Figura A.1.

Entretanto, como o principal foco do nosso trabalho ndo tem uma relacdo direta para com
a Fisica das particulas elementares, mas tem uma relacdo direta para com diversas coisas bem
algébricas, é muito mais conveniente falarmos a respeito de um outro tipo de diagrama que é

muito mais importante ao que figura nestas notas: os diagramas de Kuperberg [50].
A.1.1 Nocoes preliminares

De um modo bem geral, podemos perfeitamente repetir todas as palavras que ja usamos para
nos referir aos diagramas de Feynman para descrever os de Kuperberg: afinal de contas, estes
ultimos também se referem a um conjunto de regras bem especificas que se valem de flechas e

curvas. So6 que, ao contrario do que acontece nos diagramas de Feynman, todas essas flechas e

L“Todos” ao menos dentro do dominio onde, hoje, as teorias locais que estdo envoltas para com a fisica de altas
energias estdo definidas, especialmente o Modelo Padrdo [110]
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curvas agora indicam como uma aplicacao arbitraria “trabalha” sobre os elementos do seu dominio,
o qual, em geral, deve ser visto como um espago vetorial V que estd definido sobre um corpo

KK arbitrario?

. Alias, colocando as coisas em termos um pouco mais especificos, a presenca de
flechas num diagrama de Kuperberg nada mais faz do que indicar que grandezas nado escalares
definem uma determinada operacdo entre espacos vetoriais, as quais devem ser obrigatoriamente

identificadas como vetores ou como covetores.

Apenas para comecar a ilustrar como toda essa diagramatizacao funciona, podemos tomar o
caso de um endomorfismo f : V — V: ou seja, uma aplicacdo linear que toma como dominio
e codominio um mesmo espaco vetorial V. E nesta situacdo, o diagrama de Kuperberg que a

representa se escreve como

onde cada flecha representa um dos vetores envolvidos na operacao.

Por se dizer, uma coisa que é bastante perceptivel deste ultimo diagrama é que ele pode ser
interpretado, em verdade, como uma espécie de fluxograma: no caso, como um fluxograma que
deve ser lido da “esquerda para a direita”, dado que a presenca da flecha a esquerda do simbolo
“f” deve ser vista como o vetor arbitrdrio que precisa ser fornecido a aplicacdo f, para que ela
“trabalhe” sobre esse vetor e devolva um outro como resposta. E, no caso deste vetor “resposta”,
ele deve ser identificado como a flecha que sai a direita do simbolo “f”. E claro que vale frisar
aqui que todo este fluxo de informagdes que vai da “esquerda para a direita” ndo deve ser visto
como algo padrdo, mas sim como um caso particular. Todavia, o que deve ficar subentendido
deste diagrama é que f deve ser interpretada como uma espécie de “maquina” que, ao receber o
elemento de um conjunto de “informacdes”, deve ser capaz produzir um outro elemento que vai

pertencer a um outro conjunto de “informacoes” nado necesariamente distinto.

Generalizacoes deste mesmo quadro podem ser feitas naturalmente através de uma simples
substituicao destas flechas por outras. Alids, se quisermos descrever como aplicacdes um pouco
mais abrangentes agem sobre os seus dominios e codominios, como é o casodeuma f : A1 ®...Q®
Am — B1 ® ... ® By que, por exemplo, constroi uma correspondéncia entre dois espacos vetoriais

um pouco mais gerais, isso deve ser feito através do diagrama que define a Figura A.2. E no caso

2Em verdade, essas mesmas consideracées sobre o dominio também se estendem a um espaco dual de V, cuja
denotacéo se faz por V*. No entanto, como veremos melhor no préximo Apéndice, mais especificamente na sua Se¢éo
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ai \f/ by
aN / \ /)]\/[

Figura A.2: Diagrama de Kuperberg que esta associado a aplicacdo f : A1 ®...® Ay — B1 ® ... ® By, onde
A1 ®...® Ay e By ®...Q By sao dois espacos vetoriais.

deste diagrama®, apesar da presenca de indices em qualquer diagrama de Kuperberg ser totalmente
dispensavel, aqui ela serve apenas para dar um efeito “didatico-desambiguador”, haja vista que os
seus indices a; e by devem ser vistos como os elementos que pertencem aos respectivos espacos

vetoriais A;j e By e que sdo tais que
f(ay,....am) = (b1,...,bN)

Ou seja, essa “didatica de desambiguacdo” se relaciona ao simples fato de que, ao fazermos uma
leitura de “cima para baixo” neste diagrama, a j-ésima flecha que esta a esquerda de “f” passa
a representar um unico vetor a; que, apesar de arbitrario, se identifica com o j-ésimo elemento
da M-upla (as,...,am) que deve ser fornecida a f para que ela devolva a outra (b1,...,by) cOmO
resposta. E esta mesma observacdo também vale para o relagdo que existe entre as flechas, que
constam a direita na Figura A.2, e os elementos que compoem a imagem de f: afinal, a k-ésima

delas também esta associada ao k-ésimo elemento que da estrutura a N-upla suprarreferida.
A.1.2 Um exemplo pertinente

Com o propésito de exemplificar a importancia de todo este esquema de organizacdo, vale a

pena mencionar o caso que se envolve para com uma aplicacdo que é definida por

x,y) = fxy) =z , (A.1)

onde x, y e z s@o os elementos que compdem um espaco vetorial V arbitrdrio. Pois, j4 que existem

infinitas aplicagdes que podem ser expressas neste formato, ao admitirmos uma situacdo onde

B.1, V* também pode ser naturalmente interpretado como um espaco vetorial sobre o mesmo corpo K.

3Aqui, apesar de estarmos utilizando uma rotulacio um pouco diferente para os espacos vetoriais que compdem
dominio e codominio de f, devemos frisar que, para todos os indices j e k, vale que A; = By = V em pleno acordo com a
pentltima nota: no caso, trata-se de uma rotulagdo utilizada, tdo somente, para os fins que ficardo bem mais claros com
o apoio de um exemplo a seguir.
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os elementos do dominio de f também pertencem aos codominios de outras aplica¢des, se torna
perfeitamente possivel pensar numa situacdo que é vista como composta: ou seja, numa situacdo
onde, por exemplo, outras duas aplicacdes g e h, que também sdo definidas segundo (A.1), se

“juntam” a f para definir uma outra aplicagdo através de

f(g(x1,x2),h(y1,y2)) = 2

E ja que neste caso, que parece ser tao especifico, o diagrama de Kuperberg é expresso como

¢ através dele que fica bem clara toda a importancia da organizacdo que dissemos acima: pois,
como o primeiro elemento do par ordenado (x,y) sobre o qual f “trabalha” tem a sua origem

relacionada a

g(x1,x2) = x , (A.2)

a flecha que estd associada ao primeiro elemento deste diagrama deve figurar na primeira posi¢do
de entrada em “f”, por exemplo. Diga-se de passagem, um comentdrio inteiramente analogo a
esse também se aplica em relacdo ao segundo elemento de (x,y), haja vista que ele é fruto de
h(y1,y2) = y.

Alids, apenas por uma questao de completeza de informac¢des que se apoia sobre esta mesma li-
nha de raciocinio, também € muito interessante ilustrar a situacdo que se envolve para com aquelas

aplicacdes que sdo definidas através de um produto tensorial: ou seja, para com as aplicacoes

f=fi®...® fn (A.3)

que sdo compostas por outras f; : A — B entre espacos vetoriais A e B, onde j = 1,...,N. E no caso

dessas f : AN — BN, os seus diagramas de Kuperberg se reduzem a

f1

I
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de onde fica bem nitido que a tnica diferenca que realmente existe entre essa nova situacdo
e a anterior é que, ao contrario do que aparece na Figura A.2, por exemplo, uma espécie de

“segmentacdo” agora se faz presente diante da identificacdo de f como um produto tensorial.

A.1.3 Algumas generalizacoes

Embora todos os comentarios que foram feitos até agora se envolvam para com aplicacoes
entre espacos vetoriais, todos eles se aplicam perfeitamente aquelas que tomam espacos duais
como dominio e/ou codominio. Diga-se de passagem, essa € uma observacdo que nao é nem
um pouco inovadora, uma vez que esses ultimos também podem ser perfeitamente interpretados

como espacos vetoriais [52].

No entanto, mesmo sem qualquer inovacdo essencial, existe ao menos uma ligeira distin¢ao
entre os diagramas anteriores e aqueles que se valem de covetores: o sentido das flechas re-
lacionadas aos covetores é contrdrio ao dos vetores. Desta maneira, seja qual for a aplicacdo
f 1B ®...® By - A] ® ... ® Ay entre espacos que se valem de produtos diretos apenas en-
tre espacos duais, ao assumirmos que o seu diagrama de Kuperberg deve seguir o mesmo padrdo
de leitura anterior (ou seja, como um fluxograma cujo sentido vai da “esquerda para a direita”),

ele serd dado por

/)M\f/(lN
l)l/ ™~ ay

Vale notar que, apesar de toda a dispensabilidade dos indices, eles ainda se fazem presentes ao
lado das flechas deste ultimo diagrama tdo somente para indicar a outra diferenca fundamental
que existe entre ele e todos os que ja apresentamos anteriormente. Afinal de contas, se, analoga-
mente ao que ja fizemos na Figura A.2, realizarmos uma leitura de “cima para baixo” na relacdo
dos covetores que déo estrutura ao dominio e ao codominio dessa nova f, sera possivel notar que
ndo apenas que as flechas, mas que o ordenamento de covetores também adota um sentido que é

completamente contrdrio ao do primeiro.
Diagramatizacao dos coeficientes de estrutura

E para comecarmos a desvendar o grande motivo que esta por tras de toda essa inversao de

sentidos, € interessante nos apoiarmos sobre a observacdo de que, se A; puder ser interpretado
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como um espaco vetorial para todos os indices j, o produto tensorial A; ® ... ® Ar também podera
[52]. Pois, se pensarmos que cada um dos vetores, que pertencem a uma das possiveis bases
{uaj :1<a; <dim Aj} do espaco vetorial A;, também d&o estrutura aos vetores de uma base de
A1 ®...® AR, qualquer vetor que pertenca a esse ultimo espaco podera ser comodamente expresso
como

u=a" "Ry, ... Quay - (A.4)

Aqui, {ua1 ®...QuUy : 1 <aj <dim Aj} é uma dessas bases de A] ® ... ® Ar, enquanto q* R
sdo os elementos do corpo K sobre o qual cada A; se define individualmente. E, por se dizer,
sdo justamente esses elementos, que denotaremos propositalmente como constantes de estrutura
por “estruturarem” u sob a forma (A.4), que retém a “chave” de todo o bom entendimento dos

diagramas de Kuperberg.

Para tornar claro o porqueé disso, iremos nos apoiar estrategicamente sobre uma aplicacéo f :
A1 ®...® Ay —» B; ® ... ® By para a qual, por uma simples consequéncia das observaces que

foram feitas no ultimo paragrafo, vale

Uay ® ... ® Uy H V = :11 :]CI‘ Vb ® ... ® Vpy (A.5)
desde que identifiquemos {vb1 ®...®Vp, : 1 <bj<dim Bj} como uma das bases do codominio
de f. E a grande razdo desta “estratégia” reside no simples fato desta ser exatamente a mesma
aplicacdo que ja mencionamos na Subsecdo A.2.1 e que é representada pelo diagrama da Figura
A.2. Afinal, como da comparacdo de (A.5) com o seu diagrama vemos que existe uma corres-
pondéncia “um-pra-um” entre cada um dos indices de f;]fll f&“ e cada uma das componentes que
definem u,, ® ... Quay, € vp, ® ... ® vy, fica bem claro que podemos transferir para essas constantes
de estrutura toda a associacdo das flechas do diagrama em questdo. Ou seja, um diagrama de
Kuperberg, como o que consta na Figura A.2, nada mais é do que a realizacao diagramatica das

constantes de estrutura f!fll :;/f que definem uma aplicacdo f : 41 ®...® Ay > B1 ® ... ® By.

: : ~ . * * * * 7 L .
Por se dizer, ao tomarmos a aplicagdo f : B} ® ... ® By — A] ® ... ® Ay que também ja foi
mencionada anteriormente, cujos dominio e codominio, que se valem de produtos diretos apenas

entre espacos duais, podem ser definidos sobre as respectivas bases

pre.. ev®:l<a<dima) e {u" ... ®u™:1<a <dimAj]
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covetoriais, as mesmas consideracOes acima também sdo capazes de nos indicar que

by ... by
aj ... am

Wi oM 5 = ... @uN . (A.6)

E é exatamente diante desta constatacdo que, em concomitdncia com a proposital rotulacdo que

.. bn

“ay Como as constantes de estrutura destes dois casos, acaba ficando bem claro

. by .
fizemos de fy,'
qual é o real motivo de toda a inversdo de sentidos das flechas numa situacdo covetorial: tornar

possivel a obtencao de um dos casos a partir da completa dualizacdo do outro.

Em verdade, devemos enfatizar que toda essa estratégia que utilizamos até aqui pode ser
perfeitamente estendida para avaliar situacdes que sdo um pouco mais gerais, como as que se
envolvem para com as dualizacOes que sdo interpretdveis como parciais: ou seja, para com as
dualiza¢oes que se restringem apenas alguns dos espagos vetoriais A; e/ou By que compdem 0s
seus dominios e codominios. E apenas para ilustrar como tudo isso funciona, tomaremos uma
aplicacdo f : A1 ®...® Ay ® B] — B2 ® ... ® By que identificaremos propositalmente em termos

das suas constantes de estrutura f:ll :g como

b by ... b
Uay ® ... @ llay ® VL > v =fol vy, @@V . (A.7)
No caso deste novo exemplo, se preferéncia ainda for por uma leitura fluxogramatica que vai

“esquerda para a direita”, o diagrama de Kuperberg a ele associado sera dado por

de onde fica clara toda a similaridade deste para com os diagramas anteriores.
Algumas regras de composicao

Diga-se de passagem, dando sequéncia a esse processo de dualizacdo parcial, é quando lem-
bramos que todas as bases que se envolvem para com (A.5), (A.6) e (A.7) ndo sao definidas uni-
vocamente [52] que passa a ser perfeitamente possivel reinterpretar cada uma das constantes de
estrutura f:ll fg de uma outra maneira. Afinal, como todas essas constantes podem ser natu-

ralmente vistas como os elementos de A; ® ... ® Ay ® B ® ... ® By, cada uma delas pode ser
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interpretada, em verdade, como as componentes de um tensor.

E por efeito desta nova interpretacdo tensorial, uma das primeiras indagacoes que surgem diz

respeito as diagramatizagoes de Kuperberg que se envolvem, por exemplo, com alguma situacdo

... bx

ay estdo contraidos. Afinal de contas, se essa in-

onde os indices de um unico elemento ffll
terpretacdo tensorial € correta, qual é o diagrama que, por exemplo, descreve um tensor cujas

componentes sdo fz2, ? A resposta a esta indagacéo é bem simples: este diagrama ¢

—>f;>

pois, se pensarmos na situacao que esta relacionada a aplicacdo f definida em (A.1), por exemplo,
cujo diagrama de Kuperberg aparece na extrema direita na composicdo apresentada na pagina
221, fica bem claro que a contracao de indices deste nosso diagrama contraido (ou seja, deste
nosso diagrama onde uma seta que sai de f retorna para a propria f) pode ser bem entendida a
luz de

f(x1,x2) = x2
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Apéndice B

Alguns comentarios algébricos

B.1 Consideracoes preliminares

Apesar do termo “grupo” ser popularmente usado para designar um conjunto arbitrario de
« . ” 4 o) ,
coisas”, quando ele é usado dentro de um contexto matemadtico ele se refere a algo que é um
pouco mais especifico do que isso. E no caso desse contexto, ele realmente deve ser interpretado
como um conjunto ndo-vazio G, mas como um conjunto que € estruturado por uma aplicacdo

¢ :GxG— Gque:

(i) para trés elementos g1, g2 € g3 desse conjunto, preserva a igualdade
e(p(g1,8),8) = ¢(8,¢(82,8)) ; (B.1)

(ii) sempre adota um elemento e como a identidade de G, haja vista que, para qualquer um dos
elementos g deste conjunto,

ple,g) =g ; e (B.2)

(iii) para um elemento arbitrdrio g desse mesmo conjunto, sempre associa um tnico dos seus

elementos ¢!, de modo a satisfazer
p(gl,g) =e . (B.3)

Aliés, por efeito da caracterizacdo fundamental de G como um conjunto, se torna perfeitamente
possivel, e até mesmo muito natural, atribuir o conceito de um subgrupo a um conjunto H que,

além se portar necessariamente como um subconjunto ndo-vazio de G, acaba sendo estruturado

227
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pela restricdo desta mesma aplicacdo a H [112].

Entre os diversos exemplos de grupo que podemos citar aqui, talvez o mais conveniente junto
ao propdsito destas notas seja o daquele que é popularmente denotado como circunferéncia unitdria
S, uma vez que ele contém todos os elementos z que pertencem ao corpo dos complexos C que
satisfazem a |z|2 = zZ = e. E, no caso dessa interpretaciio de S* como um grupo, ela segue por

efeito da identificacdo de u com o mesmo produto que é usualmente atribuido aos elementos de C.

Uma das grandes conveniéncias que estdio envoltas para com esse S' é que, apesar dele figurar
como um grupo de ordem nitidamente infinita (ou seja, um grupo que possui infinitos elemen-
tos), é nele que estd contido um subgrupo Cy finito muito especial, cujos elementos podem ser

perfeitamente identificados como as N raizes da equacéo’
N=ec . (B.4)

Alids, é devido exatamente a essa caracterizacdo (B.4) que se torna bem claro, por exemplo, o

comportamento de Cy como um grupo ciclico de ordem N: ou seja, como um conjunto
CNz{e,a,az,...,aN'l} (B.5)
que é composto por N elementos que estdo relacionados por
o( a ak) = g(itk)modN (B.6)

E apesar deste exemplo talvez soar como uma mera particularidade, é importante frisar que é
justamente por tras da légica de formacdo desses subgrupos ciclicos que fica claro como outros
podem ser concebidos. Afinal de contas, como esses subgrupos ciclicos nada mais sdo do que casos

particulares de um

(¢)={¢ :jez| (B.7)

que é gerado por um dos elementos g que pertencem a G, isso nos dd uma boa “deixa” para
entender como outros subgrupos, um pouco mais gerais, podem ser concebidos. E, no caso, toda
essa concepcdo pode ser feita considerando, ao invés de um unico elemento, subconjuntos nao-

vazios de G como geradores. Diga-se de passagem, talvez o melhor exemplo que podemos dar

LAqui, estamos utilizando o simbolo “¢” ao invés do tradicional “1”, tdo somente, para enfatizar o aspecto grupal
envolto com C.
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desses subgrupos segue ao tomarmos um tnico S como um desses geradores, uma vez que é ele
quem nos leva a um

<S>=ﬁ{H:H3GeSgH} (B.8)

que ndo é um subgrupo qualquer de G: ele nos leva ao menor subgrupo que contém S [112].
Apenas por uma questdo de completeza ao bom entendimento do que acabamos de dizer, vale
notar que H < G simboliza o fato de que H é um subgrupo de G que eventualmente pode ser

identificado com o préprio.
B.1.1 Classes laterais e grupos quocientes

E claro que todas essas aplicacbes ¢ que ddo estrutura a um grupo nio sio, nem de longe, as
Unicas que podem ser definidas entre os elementos desse grupo. E uma dessas outras aplicacoes
que podem ser definidas ¢ uma 6; : G x H — X C G, cuja expressdo ja deixa bem claro que ela
realmente pode realmente ser mais geral do que essas ¢, haja vista que H é um subgrupo que nédo

se identifica necessariamente com o G que o contém.

Alids, quando consideramos uma situacdo onde ndo ocorre necessariamente qualquer tipo de
identificacdo entre os grupos que figuram no dominio dessa 6;, se torna perfeitamente possivel
obter um novo subconjunto X que também ndo serd necessariamente identificado com G, cujos
elementos sao dados por

Gj(g, hj) = X . (B9)

E diante da fixacdo de um tnico g a esquerda de h;j nesta relacdo, o subconjunto X que € assim
obtido fica especialmente denotado como uma classe lateral a esquerda, o qual é engenhosamente
simbolizado como

¢H = {gh: heH} |, (B.10)

onde cada um dos seus elementos gh; deve ser identificado como cada um dos x; que foram acima
definidos: ou seja, gH nada mais é do que o conjunto que é formado por cada um dos possiveis

elementos gh; que foram definidos em (B.9).

Por se dizer, é através desta mesma estratégia que acabamos de usar para definir as classes

laterais a esquerda que também podemos obter as chamadas classes laterais a direita

Hg = {hg : heH} (B.11)
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desde que tomemos ¥ : H X G — X como as aplicacdes que trazem
Ok Ch, 8) = xx (B.12)

como os elementos dessa Hg. No entanto, apesar dessas duas classes laterais representarem
duas coisas que devem ser pensadas fundamentalmente como duas coisas distintas, quando a
identificacdo mais geral

0i(g.h) = h(he,g) (B.13)

ocorre, se torna completamente desnecessario fazer qualquer tipo de distincao entre essas classes
laterais a “esquerda” e a “direita”, haja vista que, diante da identificacdo de j com k, toda a co-
mutatividade entre os elementos de H transparece. E quando este é o caso, dizemos que H é um

subgrupo normal de G e simbolizamos este fato com H < G.
Consideracoes adicionais

De um modo bem geral, o verdadeiro objetivo que estd por trds de toda essa estruturacdo de
classes laterais, sejam elas “esquerdas” ou “direitas”, é particionar [113, 114] o conjunto G em
termos de subconjuntos que possuem a mesma cardinalidade: no caso que se envolve com as
classes laterais a esquerda, por exemplo, tais subconjuntos se identificam como as distintas gH que
podem ser assim obtidas?. Logo, pensando no conjunto G/H que pode ser formado considerando
todas essas classes laterais como os seus elementos, é possivel demonstrar que, para um grupo G

especificamente finito, sempre temos [115]
|G| =|H|-|G:H| ,

onde |G| e |H| se referem a cardinalidade dos grupos em questdo, enquanto |G : H| faz mencao
a quantidade de classes laterais distintas. Esse resultado é conhecido como Teorema de Lagrange
[116].

Uma das particularidades bem interessantes que estd relacionada a G/H é que, quando ndo
¢ possivel fazer qualquer distincdo entre o particionamento obtido para G pelas classes laterais a

\

“esquerda” e a “direita”, toda a normalidade que esta resumida em (B.13) permite afirmar que o

2Em verdade, cada uma das classes laterais pode ser interpretada como uma classe de equivaléncia: basta notar que,
para as classes laterais a direita, por exemplo, quaisquer elementos g1 e gy do grupo G serdo considerados equivalentes
se, e somente se, gél g1 também pertencer ao subgrupo H, como é o caso.
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préprio G/H pode ser interpretado como um grupo, uma vez que o relacionamento

(Hg1,Hgx) » H (g182)

entre quaisquer dos seus elementos Hg; e Hgy se torna perfeitamente construtivel perante a

inducao que € feita por g1g2 = ¢ (g1,82)-
B.1.2 Um panorama sobre a teoria das representacoes

Embora todas as consideracOes apresentadas até o momento tenham uma indubitavel valia,
nem sempre a lida com essa caracterizacdo mais “abstrata” dos grupos é conveniente: afinal de
contas, basta ver toda a arbitrariedade que ja se embute, por exemplo e definicdo, na expressdo

“elemento de um conjunto”.

Uma das alternativas que permitem “driblar” esta inconveniéncia, se respauda no fato de ser
perfeitamente possivel “traduzir” todas essas consideraces para uma linguagem mais limpa e ele-
gante, capaz de expressar os mesmos conceitos de uma forma mais “concreta” que a original.
E, no caso, toda essa “traducdo” pode ser perfeitamente interpretada segundo um esquema de
representacoes, onde os elementos que pertencem a um grupo G passam a ser representados por
outros “objetos” que, além de se submeterem aos mesmos axiomas (B.1), (B.2) e (B.3), também

sdo capazes de estruturar outro grupo com as mesmas propriedades que G.

Devido ao bom entendimento, e principalmente a boa manuseabilidade, que a lida com espacgos
vetoriais costuma oferecer, essas representacoes sempre acabam se valendo das transformacoes
lineares para as suas definicdes. E nestes termos, ao notarmos que o conjunto GLy (K), que é
composto por todas as matrizes invertiveis que possuem ordem N e entradas num corpo K, é
um bom exemplo de grupo®, uma representacio para G se ergue naturalmente através de um

homomorfismo de grupos p : G — GLy (IK) que, por ser caracterizado como

p(g - g) =p(g1) = p(g) , (B.14)

acaba induzindo em G algumas propriedades que permitem interpretd-lo como uma espécie de

espaco vetorial sobre KK 4.

3No caso, a estruturacio de GLy () como um grupo ocorre por uma simples consequéncia da identificacio de
¢ : GLy (K) x GLy (K) — GLy (K) com a multiplicacdo usual de matrizes.
4Embora fosse perfeitamente cabivel apresentar alguns exemplos de representacdes aqui, preferimos fazer tal
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Alids, por efeito desta interpretacdo matricial que é feita pelas representacoes, fica perfeita-
mente vidvel definir uma operacdo entre os elementos gj, que pertence a um grupo que possui
uma representacao matricial, e os vy, que pertencem a algum dos subespacos vetoriais V que estdo
contidos no KN. Assim, se denotarmos por gjvk 0s novos elementos que surgem por efeito desta
operacio, é quando observamos que toda a natureza vetorial presente nos conjuntos G Ly (IK) e KN

nos leva a

@ ev =v,

() g(Av) = A(gv) ,

(€ (g182) v = g1(g2v) , e
(d g(vi +v2) = gv1i + g2,

onde A é um elemento arbitrario do corpo IK, que um novo conjunto
M:{gjvk:gjeGevkeVglKN} (B.15)

fica completamente definido: e é justamente este conjunto, que é conhecido como mddulo, que

deve ser interpretado como um espaco vetorial [116].

Diga-se de passagem, algo bem simples que merece ser destacado aqui é que, justamente por
efeito de toda essa interpretacdo de M como um espaco vetorial, se torna viavel associd-lo a uma
base Bn: no caso, uma base que pode ser perfeitamente indexada pelos elementos do grupo G e

que faz com que todos os elementos que pertengam a M sejam expressos por
u = + ...+ ANgy . (B.16)

E é justamente desta tultima expressdao que fica bem clara uma das grandes “vantagens” que os
modulos apresentam em relacdo aos espagos que simplesmente se identificam como vetoriais: afinal
de contas, além de todas as combinacoes lineares usuais que podemos definir entre dois elementos
(B.16), o simples fato de existir uma ¢ : G Xx G — G que define G como um grupo ja permite
com que um outro tipo de combinacdo se erga entre esses mesmos elementos, a qual consegue

transcender as consideracoes que sdo simplesmente vetoriais, sem deixar de se apoiar sobre o que

apresentacgdo no Apéndice C.
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chamamos por dlgebra.
B.2 Nocoes gerais de algebra

De um modo bem geral, o conceito de uma dlgebra esta diretamente relacionado a maneira
pela qual é possivel realizar operacdes entre os elementos de um espaco vetorial V e obter, como
resultado, um outro elemento que ainda pertence a V. Em termos um pouco mais precisos, €
possivel afirmar que uma algebra (V; u) se estrutura através de uma aplicacdo u : V@V — V

necessariamente bilinear que é definida por
(Vj s Vk) = ﬂ?kva s (B.17)

onde ,uj?‘k figura como uma das constantes que pertencem ao corpo IK sobre o qual V se apoia (as
quais sdo responsaveis por estruturar a algebra em questio), enquanto v; rotula qualquer um dos

possiveis elementos de V.

Alids, conforme é bem notédvel da expressdo (B.17), é possivel afirmar que ndo existe qualquer
ideia muito original aqui: basta ver que a prépria aplicacdo ¢ : G X G — G que da estrutura de
grupo a G pode ser interpretada nestes mesmos moldes, uma vez que ela sempre relaciona dois
elementos de um grupo G a outro elemento que pertence ao mesmo G. No entanto, a diferenca
sutil que esta associada a no¢do de uma algebra é que, ao contrario do que acontece com 0s espacos
vetoriais, os conjuntos que se identificam simplesmente como grupos ndo permitem com que ele-
mentos andlogos a (B.16) sejam definidos: apenas um modulo M permite tal “extravagancia”.
Pois, ao considerarmos vj e vy como os elementos de um médulo, uma digebra de grupo pode ser

perfeitamente definida através de
b
(v vi) = A 008, 8) = Hy8a -

haja vista que o resultado claramente se identifica com um vetor moldado segundo (B.16).

Embora exista uma enormidade de algebras sobre as quais poderiamos tecer diversos comen-
tarios bem interessantes, em decorréncia dos prépositos do nosso trabalho voltaremos as nossas
atencOes apenas para aquelas que, além de serem associativas, também sao unitais: ou seja, para

as algebras (V; u,n) que sdo caracterizadas por duas aplicagoes u: VoV —» Ven : K — V que
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completam o quadro comutativo

vevev Y _yev VoK —2% _ygy"% ggy
id@#l l# \ﬂl/
VeV m % |%
algebricamente traduzido como
puo(u®id) =puo(id® u) e po(n®id) = puo (id®n) =id . (B.18)

Aqui, id : V — V é a operacdo identidade, enquanto n : IK — V é a operacdo unital que é definida,
analogamente a (B.17), como

1= v, (B.19)

sendo n? as constantes em KK que estruturam um vetor unitdrio em V. Diga-se de passagem, vale
notar que todas as relagdes que definem este quadro comutativo se completam perante o seguinte

resultado:
Proposicao 2 Seja V um espago vetorial definido sobre um corpo K. Entdio K@V =V =~V @ K.

Demonstragdo. Consideremos uma aplicacao bilinear f : K ® V — V sobre a qual uma segunda
f 'V — U, que é apenas linear e possui um codominio U que também se identifica como um

espaco vetorial sobre IK, pode ser definida através de

f(v)=f(1,v)

Diante desta definicdo, ao tomarmos uma aplicacdo ¢ : K® V — V que, além de ser bilinear, é tal
que

(A,v) > v

acaba ficando bem claro que f o ¢ = f pois, para todo elemento que pertence a I ® V, temos

Flo(a,v)) = f(av) = f(l,av) = f(A,v)

Por outro lado, se admitirmos a existéncia de uma outra aplicacdo linear g : V — U satisfazendo
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a go g = f, serd imediato que
gle(l,v)) = f(1,v) = g(v) = f(v)

Ou seja, K ® V é isomérfico a V, e a demostracdo que V ~ V ® IK segue por analogia.
]

Com efeito das expressoes (B.18) que estao relacionadas para com as aplicagcdes u e  acima
definidas, é possivel observar que uma algebra que deve ser associativa e unital deve obrigatoria-

mente se submeter ao relacionamento

d e _ ,.d e a . c _ .a,c _ cC
Hab Hae = Hpec Had € T Hgp = T Hyy = 0
entre as suas constantes de estrutura®. Por se dizer, essa é uma maneira extremamente util de
enxergar todo esse quadro comutativo caso seja necessario, por exemplo, representa-lo através do
formalismo de Kuperberg: alids, de acordo com o Apéndice A, toda essa comutatividade pode ser
representada como
= u u

/,U//J € 77/,:“ =7 M

E, apesar de serem diversos os exemplos que podem ser apresentados de algebras que sao
associativas e unitais, um dos mais convenientes junto aos propositos dessas notas é aquele que se
associa ao conjunto V* = £ (V,KK), que é composto pelos funcionais lineares ¢ : V — K e que é
denotado como espago vetorial dual de V. Neste caso, como uma base {vl,. .. ,v“} pode ser definida

para V* através de [117]

Vo=@ (w) = 5{( ,

onde {v1,...,vn} € uma das bases que descrevem o espaco vetorial V, uma algebra associativa e
unital para V* se ergue, por exemplo, através das aplicacoes A" : V' @ V' - V' e¢&’ : K - V¥, que

sdo expressas respectivamente por6
i ok rjk _a /. a
(V,v) B Agvt e 1 - gp® . (B.20)

Alias, de acordo com os comentdrios que foram feitos no Apéndice A, o quadro comutativo espe-

SPara ver isso, basta substituir as expressoes (B.17) e (B.19) nas relagdes comutativas (B.18).
60s motivos que nos levam a indexar ambas as aplicacdes com “ ’ ” ficardo bem claros logo na sequéncia.



236 APENDICE B. ALGUNS COMENTARIOS ALGEBRICOS

cificamente associado a essa dlgebra é dado, em termos da diagramatizacdo de Kuperberg, como

7 ’ \ \ 7’ ’ = /\ 7
/,A /A P> /A = ¢ A

i
>
>
(@]

B.2.1 Sobre o conceito de coalgebra

Antes de quaisquer comentdrios adicionais, e até mesmo para que todos eles possam fazer
sentido posteriormente, devemos frisar que todo o contetdo que foi exposto até agora pode, em
verdade, ser interpretado como uma, e apenas uma, das possiveis maneiras que existem para cons-
truir relacdes entre os dois espacos vetoriais V ® V e K e um tnico V, por meio de aplicacbes que

tomam os dois primeiros como dominios e o ultimo como codominio.

Pensando nesse sentido, ndo deixa de ser interessante, e tdo pouco figura como absurda, por
exemplo, a ideia de lidarmos com uma outra estrutura que também se valha de relacionamentos
inteiramente andlogos a todos esses, mas contrario: ou seja, relacionamentos que adotam V ® V
e IK como codominios e V como dominio. Assim, por efeito de toda essa razoabilidade, se torna
perfeitamente legitimo munir esse mesmo espaco vetorial V com duas outras aplicacoes lineares

A:V->VeVee:V > K, que se responsabilizam por completar o quadro comutativo

veveV <281 ygy VoK% yey 224 . Kgv
id@AT TA \AT/
VeV n Vv \%
que ¢ algebricamente traduzido como
(A®id) o A=(id®A)oA e (e¢®id) o A=(id®n)oA=1id . (B.21)

A essa nova estrutura damos propositalmente o nome de codlgebra (V;A,¢), e é exatamente neste
ponto que fica explicito o verdadeiro motivo de termos adotado propositalmente o termo “co-
dominio” ao longo destas notas: uma codlgebra toma como dominio o conjunto que, para a algebra

que estd a ela associada por meio de um processo de dualiza¢do, é considerado como codominio.

Por se dizer, algo extremamente util que segue como uma mera consequéncia dessa ultima

diagramatizacdo é que, quando a comparamos com a que consta na pagina 235, fica claro que a
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definicdo que é dada para uma codlgebra pode ser, em verdade, interpretada como uma simples
dualizacdo daquela que ja existe para uma algebra (V; u,n). Por se dizer, é justamente com base
nesta observacao que fica nitida toda a conveniéncia do exemplo que esta associado aos espacos

duais: afinal, basta ver que a diagramatizacdo de Kuperberg

/A/A E\A\A o 8/A Eg\A

da codlgebra é completamente similar a do exemplo em questao. Em verdade, por consequéncia de

tudo o que dissemos ao longo da Subsecdo A.1.3, é possivel demostrar que existe um isomorfismo

entre essas duas situacoes.

B.2.2 Bialgebras e algebras de Hopf

Antes de fazermos quaisquer comentarios que sejam pertinentes a causa desta Secdo, é mais do

que conveniente demonstrar o seguinte resultado [118]:
Proposicao 3 Considere um espago vetorial V sobre um corpo K para o qual estdo definidas uma
dlgebra (V; u,n) e uma codlgebra (V; A,&). Entdo as afirmagées

(1) A:V->VeV e e:V — K sdo morfismos de dlgebras, e

2) u:veV -V e n:K - Vsdo morfismos de codlgebras,

sdo completamente equivalentes.

Demonstrag¢do. Admitindo que uma algebra (V; u,n) e uma codlgebra (V; A, &) estarem bem defini-
das sobre V, podemos partir de (2) e nos valer da existéncia do morfismo u : V® V — V que, por

exemplo, nos permite esbocar ndo apenas o quadro comutativo

Vev - 1% A Vev vev—X vy
2 o ]
Vevevev VeveveV K

T23

que esta relacionado a coalgebra devido a existéncia do isomorfismo’

To3(Vvi,Vv2,Vv3,v4) B (vi,v3,v2,vs)

7Este é apenas um exemplo das chamadas aplicacées de transposicfio: ou seja, isomorfismos que sio responsaveis por
trocar parcelas num produto tensorial.
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mas o quadro
n

K % K %
A]KL LA idt/
KoK VeV K

nen

que também é comutativo dada a caracterizacdo de  : IK — V como um morfismo.

Desta maneira, como

Avgy = 723(A® A) e uygy = (4 ® pu) 123 ,

devido a comutatividade dos primeiros diagramas que A pode ser interpretada como um morfismo
entre algebras. E como um comentdrio inteiramente andlogo também se aplica para os ultimos
diagramas e a aplicacdo ¢, indicando que esta também se comporta como um morfismo entre

algebras, temos (1) como uma realidade.

Logo, a proposicao toda fica demonstrada pois, ao assumirmos inversamente que A : V —» V@V
e ¢ : V — K sdo morfismos entre dlgebras como (1) diz, a construcdo de um quadro comutativo

relacionado a (V; u,n) também implica em (2) nos mesmos moldes que foram acima esboc¢ados.
]

E a grande importancia deste simples resultado estd diretamente associada ao fato de que € jus-
tamente a essa estrutura algébrica, que se resume através dos diagramas apresentados nesta de-

mostracdo, e que agora rotularemos como (V; u,n ; A, &), que se da o nome de bidlgebra.

Diga-se de passagem, por uma mera consequéncia do resultado acima, também é facil ver que,

para quaisquer vetores a e b que pertencam a uma bidlgebra, vale que

(D) ACab) = (Ao pu)(a®b) = (Avgy o (p® pu))(a®b) =A(a)A(b) ,
(i) e(ab) = (g op)(a®b) =(ugo(e6®e))(a®b)=c¢c(a)e(b) ,

para os quais, em particular, também teremos

(i) A(1) = (Aon)(l) =((n&®n)oAk)(l)
=(nen)(lel)=n(l)en(l)y=1e1 ,
(iv) e(1) = (eon)(1l) =ex(l) =1

Assim, uma condicdo necessaria e suficiente para que (V; u,n ;A,&) possa ser considerada uma

bidlgebra é que as aplicacdes A e & devem se comportar, em verdade, como dois homomorfismos.
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E, no caso destes quatro ultimos itens, vale a pena notar que, em termos de diagramatizacao de

Kuperberg, eles podem ser respectivamente expressos como

ﬂ*»A =

~_ 7 A M ~_, ~ —>&
7 ~. A><,u 7 — &

de onde fica bem clara uma das outras virtudes destes diagramas: deixar muito mais inteligivel

como cada uma das suas aplicactes estao definidas.
Talvez, o exemplo mais interessante que exista de uma bidlgebra®, é aquele rotulado como
dlgebra de Hopf: uma bidlgebra (V; u,n ;A,e;S) para a qual estd definida uma aplicacdo linear

S : V — V que e conhecida como antipoda e que é responsavel por estruturar a comutatividade do

diagrama
Vev—2 1% 8 .vevV
id®Sl L nee L S®id
VeV — 1% L vev

que também pode ser expresso “via Kuperberg” por

S~
2T T = AT

~_ \S/

—

1l
™
=

devido a sua traducao algébrica ser dada por

po(id® S)oA=noe=puo(S®id) oA

Algumas propriedades

De um modo geral, podemos dizer que as algebras de Hopf se dividem entre aquelas cujas
antipodas satisfazem a relacao

2 =8508=1I (B.22)

8 A0 menos para os propdsitos que se encerram nestas notas.
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e aquelas que nao satisfazem: quando (B.22) é uma realidade, dizemos que dlgebra de Hopf é in-
volutdria e, para essas, existem algumas propriedades interessantes, as quais podem ser resumidas
pelas proposicoes que seguem abaixo.

Proposicao 4 Seja uma bidlgebra (V;u,n ;A,e)onde u: VeV - VeA:V — VQYV. Entdo,

tomando uma representagdo regular, o traco de um elemento v; da dlgebra é igual a /J'Iaj, enquanto o

cotrago de um elemento v que pertence a dlgebra dual é dado por A
aj

Demonstracdo. Tomando uma representacao p : V — GLy (IK) para os elementos que configuram
uma algebra (V; u,n), sendo KX um corpo arbitrdrio, se torna bem claro que o traco de v, serd
eXpresso por

tr, (va) = Ajj , (B.23)

onde A é uma matriz quadrada de ordem N.

Nestes termos, como o mddulo construido pela acdo de um elemento v, qualquer da algebra

sobre ela mesma pode ser expresso em termos desta mesma matriz como
Vb * Va = Apava

é devido ao fato de v, - v, ser identificdvel como o resultado de uma multiplicacdo definida por

(B.17) que se torna possivel reexpressar (B.23) como

W (va) = fy

que € justamente um dos resultados que queriamos demonstrar. Ja em relacao ao caso do cotraco
de um elemento v?* da dlgebra dual (V*; A, ¢), ele segue analogamente desde que lembremos que
um médulo também pode ser estruturado pela acdo de outro elemento dual v através de uma
comultiplicacdo através de A : V* ® V* — V*, .
Proposicao 5 Considere uma dlgebra de Hopf (V; u,n ; A,&; S) para a qual estdo definidos os diagra-
mas de Kuperberg que estdo expostos abaixo. Entdo cada um deles é inversivel, e os seus diagramas

inversos podem obtidos mediante a troca de cada uma das suas flechas verticais pela antipoda.

Demonstracdo. Se o diagrama de Kuperberg K, que estd associado a uma aplicacio f : VM — VN,

é inversivel, entfio isso quer dizer que existe um outro diagrama X! tal que K o K~ ! = Iu
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PA—

A A ~— A A
e Ko%K = I,n. Nestes termos, ao tomarmos a composicdo do diagrama que estd presente a

extrema esquerda com aquele que é obtido pela troca da sua flecha vertical pela antipoda, teremos

apenas as duas possibilidades abaixo.

S S
A 2

A A

|
2 A

Considerando a primeira possibilidade a esquerda, e nos valendo da associatividade de u :

V ®V — V e da coassociatividade de A : V — V ® V respectivamente, obtemos

— U —>

M M — U—>
C = /:_ — (/)S&
15 = dmsy s W

A —A—

Assim, se usarmos a propriedade que define uma dlgebra de Hopf, a qual esta resumida pelo tltimo
diagrama de Kuperberg que aparece na pagina 239, notamos que o diagrama aqui obtido se reduz
a identidade Iz, uma vez que

u — U —

5 =

£

u
[ C
A

é
|

No caso, a prova de que esse diagrama, que € obtido pela troca da flecha vertical pela antipoda,
se comporta realmente como um inverso, se completa através dos mesmos tramites que foram
tomados até agora. Alids, desenvolvimentos inteiramente analogos a esses também se aplicam as

demonstracoes que se relacionam aos demais diagramas que estdo presentes no enunciado.

Sobre integrais e cointegrais

Antes de encerrarmos este apéndice, ainda precisamos apresentar brevemente dois conceitos

bem simples, que estdo diretamente relacionados as algebras de Hopf: o de cointegral e o de
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integral. E de um modo bem geral, podemos pensar numa cointegral como sendo o elemento A de

uma algebra de Hopf que, segundo (B.17), satisfaz as propriedades
(A,w) = pu(Ad,ve) =n(v) a2 ou (vj,d) = u(vi, 1) =n(vy)a ,
que podem ser respectivamente traduzidas em termos dos diagramas de Kuperberg
A ~. A—> ~_ —1

H— —

1

onde, apenas por uma questdo de distinguibilidade entre essas duas propriedades, diremos que,
se A satisfazer a primeira relacdo, ele serd uma cointegral a direita, enquanto no segundo caso ele

sera visto como uma cointegral a esquerda.

Ja o conceito de uma integral pode ser associado ao elemento A de uma algebra de Hopf que,

analogamente a definicdo dada para uma cointegral, satisfizer a
(A, V) > A(A,V) = (VYA ou (V,A) » A(W,A) =e(V)A ,
as quais também sao traduziveis “via Kuperberg” pelos respectivos diagramas

- e A —A

\A —A \ £—>

para os quais também vale um comentdrio inteiramente analogo aos que foram feitos para uma
cointegral: ou seja, estes dois diagramas se referem as integrais a esquerda e a direita respectiva-

mente.

Diga-se de passagem, trés resultados bem interessantes associados as integrais e cointegrais, os
quais tomam por base a existéncia e a ndo nulidade destes dois elementos para uma algebra de

Hopf, estdo resumidos nas trés proposicoes que seguem abaixo.

Proposicao 6 Se (V; u,n; A, ¢; S) é uma dlgebra de Hopf, entdo o tensor
— > u
-

se identifica com uma integral a direita.
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Demonstragdo. De acordo com as propriedades que definem uma bidlgebra, especialmente aquelas
resumidas pelos seus diagramas Kuperberg que foram apresentados na pagina 239, ao tomarmos

uma integral A a direita e uma cointegral A a esquerda, teremos

A pe—up — I Qe p—

Assim, uma vez que a Proposicao 4 nos mostra ndo apenas que

IR AT
> ~_
Ne—p—- A E<—A<— A
mas também que
A—> A A—
= | S< Ry
A ~— A pe

A= _—C’i‘ﬂ

conforme queriamos demonstrar.

Proposicao 7 Considerando (V; u,n; A, &; S) é como uma dlgebra de Hopf, a contragdo tensorial abaixo

se identifica com a dimensdo de V.

Co—yry

Demonstragcdo. Com o efeito de uma integral A também ser interpretada como o elemento de uma

algebra dual (V*; A’,&’) e, portanto, admitir uma decomposi¢édo

A = A VS
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em termos dos vetores de uma base dual a V, com os seus coeficientes dados por
Ak = tr (w) = Mjkj ,

¢ imediato perceber que, pelos diagramas que definem uma integral, temos

A s D - O

0 que vem a provar nossa tese, dado a identificacdo do ultimo diagrama com o traco de .

Proposicao 8 Se (V; u,n;A,e;S) é uma dlgebra de Hopf, entdo a sua antipoda S : V — V satifaz o

diagrama
T~ N
N S

Demonstragdo. Observando que, assim como uma integral, uma cointegral A também pode ser
expressa como

A=y,
onde v; sdo os vetores de alguma base de V, com os seus coeficientes sendo tais que
i = iy = Ak
A= cotr (V) = A

€ possivel obter, diante de uma das passagens que foram usadas para demonstrar a Proposicao 5,

que

«—
Il

O s

Nestes termos, a nossa demonstracdo se completa facilmente, haja vistaque u : V@V — Ve

A:V — V ®V sdo aplicagdes associativa e coassociativa respectivamente.



Apéndice C

Algumas consideracoes levemente enfadonhas

Como o préprio nome ja da a entender, o objetivo deste Apéndice é o de apresentar duas
consideracGes que, por serem um pouco enfadonhas, foram propositalmente suprimidas do corpo
do texto principal para ndo atrapalhar a corréncia da sua leitura. No entanto, como elas sdo
essenciais a boa compreensao de alguns dos principais resultados que foram 14 apresentados, se faz
necessdario apresenta-las agora ao leitor por uma simples questao de completeza e nao de tortura.
E a primeira que iremos apresentar aqui diz respeito ao que nos permitiu definir todos aqueles

G2)

operadores de aresta C(le’ relacionados aos Exemplos 2 e 3 do QDMw.

C.1 Sobre os operadores de aresta do QDMv

Como tudo o que fizemos nestas notas foi apresentar modelos que sé se valeram dos grupos
Abelianos

Zn:{wk:keZewn:woze}

para a suas definicbes, uma das primeiras coisas que devemos fazer aqui é notar que, como esses

grupos sdo bons exemplos de mddulos, a soma

entre os seus elementos acaba nos mostrando que

wS =o'+ + . "0 =0t + O+ WO

245
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e que, portanto,

S —wS = - =0

Afinal de contas, apesar deste ultimo resultado parecer bastante ingénuo, é ele quem nos ajuda a

entender as principais propriedades de alguns operadores, como os

cO = (]1+Z+Zz),C(l):%(]l+w22+a)22) e

1

3
1

C(Z):§(11+wZ+wZZZ) , (C.1)

que se apoiam sobre um Z3 e que se valem dos mesmos operadores Z que ja foram definidos em

(6.12), os quais atuam sobre uma base

0 0
, |11y =11 e [2)=1]0 . (C.2)
0 1

10) =

o O =

Aqui, 1 é o operador que atua como uma identidade sobre esta mesma base. Pois como

[%(]I+Z+Z2)]

[(]1+Z+Zz)+(Z+Zz+]1)+(22+]l+Z)]

cO . cO - [% (]1 +z+zz)

W[~ O+

(L+2z+2%)=c? ,

cO . ch = %(]I+Z+Zz)] [%(]l+w2z+w22)]

[(]l+a)2Z+wZ2) + (Z+w222+w]l) + (Zz+a)2]l+wz)]

O| =R QO =

[(e+a)+a)2)]l+(a)2+e+w)Z+(a)+w2+e)Zz]=O ,

cO . c?® = %(]1+Z+Zz)] [%(]1+w2+w2Z2)]

[(]1+wZ+w222) + (Z+a)Zz+a)2]l) + (Z2+a)]l+a)22)]

O| = Q| =

[(e+a)2+a))]l+(a)+e+a)2)Z+(w2+a)+e)Zz]:O ,
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C(l) X

c@

c?

cO -

. O

. C(2)

[%(1+w22+w22)] [%(]I+Z+Zz)]

%(]1 +sz+wZz)

(]l+Z+Zz) + (w22+w222+w2]1) + (wZz+w]l+wZ)]

(e

1 +w2Z+a)Zz)

+w2+a))]l+(e+a)2+w>Z+(e+w2+w)Z2]=O ,

|

(]1 +a)2Z+a)Z2)]

W[ =

(
(]l +a)2Z+a)Z2) + (a)2Z+wZZ+]l) + (a)Z2+]l +a)2Z)]
1

[% (1 +wZ+w222)]

(11 +wZ+w222) + (w2Z+22 +a)]l) + (w22+w2]l +Z)]

(e

+w+w2)]l+(a)+w2+e)Z+(w2+e+w)Zz]=O ,

%(1+wz+w222)] [%(]1+Z+Zz)]

%(]l +a)Z+a)2Z2)

(]l +Z+Zz) + (wZ+a)Z2 +w]1) + (a)ZZ2 + 0?1 +w22)]

(e

+w+w2)]l+(e+a)+w2)Z+(e+w+a)2)Zz]:0 ,

[% (1 +w22+w22)]

(]l+wZZ+wZZ) + (a)Z+Zz+w2]l) + (w222+w]1+Z)]

1 +wZ+w222)

+w2+a))]l+(w2+a)+e>Z+(w+e+w2)Z2]=O e

3

[1 (1 +wZ+szz)]

(
(]l +a)Z+a)2Z2) + (a)Z+wZZz+]l) + (w2Z2 + 1 +wZ)]
1

+a)Z+a)2Z2) =Cc?
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acaba ficando bem claro que todos esses operadores, definidos em (C.1), sdo projetores. No caso,
projetores tais que

CY1By=6(a,B)IB) .

o que acaba justificando, por exemplo, ndo apenas todas as expressoes dos operadores (8.26), mas
de todos os operadores de aresta que foram apresentados na pagina 131, os quais completam o

conjunto ¢; que esta relacionado ao QDMv que adota G1 = Zy e G2 = Zs.
C.2 Regras de comutacao dos operadores do QDMf

Embora seja perfeitamente possivel apresentar um desenvolvimento inteiramente andlogo a
este, para justificar as expressoes dos operadores que completam o conjunto €; do QDMv que se
vale dos grupos G; = Z3 e Gy = Z4 como os indexadores do campos de calibre e de matéria
respectivamente, ndo iremos fazer isso aqui. Afinal, além da ultima Secdo ja ter deixado claro

como toda esta justificativa pode ser obtida, existe uma outra coisa que é muito importante e
(G1.G2)

que devemos apresentar aqui: as regras de comutagdo entre os operadores de vértice A", , de
Gl,éz GlsGZ . .
face B(P ) e de aresta D(j ) que definem o QDMI, as quais acabam nos mostrando todas as

condicbes que precisam ser impostas ao modelo para que ele seja soluvel.

Alids, de acordo com os diagramas de Kuperberg que foram apresentados na Figura 9.2, ndo

. os s G1.G G1,G
¢ nada dificil constatar que os operadores A(V .62) e B(p 1.62)

sdo mesmo dois projetores. Pois,
além do operador de vértice deste QDMf ser exatamente o mesmo operador de vértice do QDM,
é o simples fato da coacdo ¥ (@) fornecer um elemento f (@) ao operador M () (que é composto
puramente em termos de uma combinacdo que envolve uma dlgebra tal como (B.17)) que nos
permite definir a componente I§Sh tal como fizemos na Figura 9.3 e, portanto, mostrar nao apenas

que

s(fr@abcld, h) - s(fH@abteld, h) = s( fH@abteid, h)

= B'oB'=B",

mas que [Ay , Bp] = 0 em decorréncia dos resultados que estdo resumidos na Figura C.1, uma vez
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d ‘ b -1 /x -1.-1 d X b
Ay By ) . )= §(f 1@ bgtsTlen) Ay . .
A S
ra I"b
~ 1 _ -1
= ; 6(f‘1 (@) bg's 1c,h) dr e ¢
S
a b ra b
d _ B. | ar™t
Bp Av c 8 zr: g cr! 8
S N

ra
-1 rb

cr! 8

N

= ; 6(f‘1 (&)bg‘ls_lc,h) dr

Figura C.1: Resultado da atuacdo das duas possiveis combinac¢bes entre os operadores Ay e Bj, sobre os
campos que definem o QDMf, de onde é bastante clara toda a comutatividade que existe entre estes dois
operadores diante da propriedade (C.3).

que

s(f Y @abt(re) 7 (rd) , h) (C.3)

= 6(f@ab e ir)d, h) = s(fH@ab e, h)

Todavia, é quando olhamos para o resultado que segue da dupla acdo do operador de aresta

G1.G - . . o
D(j 1.62) (sobre um mesmo setor da rede bidimensional que abriga um QDMf) que a primeira

condicdo, que este modelo tem de respeitar para que ele seja soluvel, acaba ficando bem clara: Go

(Gl’GZ) (e

tem que ser um grupo Abeliano. Pois, como as componentes que definem o operador D

que foram apresentadas ao leitor através da Figura 9.3) sao tais que
a = f(A)-a , & =axd e =11« , (C.4)

ao notarmos que isso também precisa se estender ao resultado que estd resumido pela Figura C.2,
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vy

D, GDiﬁ»%;G’i@> - Q2G}iﬁ»§1@hi€>

Figura C.2: Resultado da dupla acdo do operador D; que nos mostra, diante da rotulacdo (C.4), toda a
necessidade de G, ser um grupo Abeliano.

¢ exatamente esta propriedade que nos garante que

a” = f()-a" = fQ) - fD)-a=fA'*xD-a=fAxV)-a ,

G = @l =@ (k1) e Br=() = () Al e f= (1) B

uma vez que f é um homomorfismo.

Em todo caso, é por decorréncia da Abelianicidade de G implicar em
axf=pBxa > flaxp)=[f(Bxa) = [f@ - f(B) =B [l

que surge o indicativo de uma segunda propriedade que este QDMf precisa satisfazer para ser
considerado soltvel: o conjunto Z, que é formado por todos os elementos f(y) tais que y €
G, também precisa ser um grupo Abeliano. Porém, ¢ apenas quando analisamos as outras duas
propriedades de comutacdo [Ay , Cj] e [B, , Dj] que surge uma constata¢do muito mais forte
sobre este conjunto. Afinal de contas, segundo o que resume as Figuras C.3 e C.4 que constam na
proxima pagina, podemos concluir que a tinica maneira de fazer com que estes dois comutadores

seja realmente nulo é com f(¥) sendo tal que
f@) g =85 (C.5)

para qualquer g € G;. Ou seja, Z precisa ser muito mais do que um simples grupo Abeliano: Z

precisa ser o centro do grupo Gj.
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Q

= 2 d—’——’—f(/l)>
a c

ka
= 2 |dk! —>——>—kf(/l)b

ka
= XDy |dk!
k ck™1

ka
f(i)k>

= X |dk™
kA k-1 @

Figura C.3: Resultados que seguem da atuac¢des das duas possiveis combinacdes entre os operadores Ay e D;
sobre os campos que definem o QDMY(, os quais deixam claro que, para que esses dois operadores comutem
um com o outro, f(A) precisa pertencer ao centro de Gi.

a a
BsDj|d b (B) = L B|d (@)1 (b (B)
c c .
_ zj;(S(f(&*i)ab‘lf‘l(i)c‘ld,h) d F)b (B)
C
a a
Dstdb = ,i (f(a)ab cldh)D db
c ., ¢
= X o(f@arcdn) |d Fb (B)
C

Figura C.4: Situacdo inteiramente andloga a da figura anterior, onde vemos ndo apenas os resultados das
atuacoes das duas possiveis combinag¢des entre os operadores By, e Dj sobre os campos que definem o QDM(,
mas toda a necessidade de que f(1) seja um elemento do centro de G; para que estes dois operadores

comutem.
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