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Parte I

Aplicacoes de Mecdnica Estatistica a

Psicologia Moral



1 Introducdo



Em 1929, ap6s os avancos trazidos pelo comeco do século no campo da mecénica quantica,

P. A. M. Dirac escreveu

The underlying physical laws necessary for the mathematical theory of a large part
of physics and the whole of chemistry are thus completely known, and the difficulty
is only that the exact application of these laws leads to equations much too compli-

cated to be soluble (1).

Esta nocdo de que a teoria por trds da quimica e da fisica (e para alguns de toda a ciéncia)
estava acabada e restava aplicar a teoria a casos especificos ganhou bastante forca. Cabe a
cada um interpretar sua frase como correta ou ndo, mas ela apresenta uma questdo cada vez
mais presente na ciéncia, a do reducionismo no estudo de sistemas complexos. Em 1972, P.
W. Anderson expressou sua opinido no trabalho More is Different (2), argumentando que ao
considerarmos os aspectos de escala e complexidade em cole¢des de objetos simples, leis novas
surgem, exigindo novas idéias e uma nova compreensdo. Em suas palavras, se as entidades
elementares do campo de pesquisa A obedecem as leis do campo B, isso ndo implica que A é s6
B aplicado. Em 1972 esta discussao estava viva dentro do campo da fisica, suscitando discussoes
entre fisica fundamental e fisica aplicada. Nos quase 40 anos que se passaram desde entdo, o
reducionismo dos fisicos tem escolhido novos alvos, entre eles neurdnios, populacdes de seres
vivos, sociedades humanas, populagdes de espécies sujeitas a pressio evolutiva e muitos outros.
Mais que nunca o assunto parece atual, ao tentarmos apresentar a biélogos resultados de modelos
simples que procuram explicar aquisicdo de tragos morfolégicos, ou ao tentarmos apresentar a
socidlogos andlises baseadas em teoria de grafos para sustentar uma teoria de influéncia entre
vizinhos sociais. Apesar de repetidos sucessos de modelos quantitativos, é bastante comum

vermos resisténcia em diversas dreas. Mas, como Anderson diz ao abrir seu artigo,

The reductionist hypothesis may still be a topic for controversy among philoso-
phers, but among the great majority of active scientists I think it is accepted without

question.(2)

ou seja, a hipdtese reducionista ndo é questdo de controvérsia para quem a vé€ funcionando.
Talvez seja portanto mais produtivo aplicar um formalismo e produzir novo conhecimento, ao

invés de prolongar-se em discussdes acerca da validade do mesmo.



O assunto discutido neste trabalho é especialmente delicado por abordar um objeto consi-
derado inerentemente humano: o juizo moral. Mesmo abordagens quantitativas em psicologia
como a seguida por Haidt (3) s@o alvo de criticas veementes, entdo o que esperar de um trabalho
que se propde a produzir um modelo de agentes que reproduza o comportamento de uma so-
ciedade? Muito pode ser dito a favor ou contra a proposta de usarmos um modelo reducionista
ao estudarmos colegdes de seres humanos, mas nenhum argumento justifica nio tentarmos. Uma
vez que um modelo exista, capaz de explicar determinados dados a partir de hipéteses sobre o
comportamento humano, rejeiti-lo torna-se cada vez mais uma questdo ideoldgica e ndo cienti-

fica.

Este trabalho estuda um modelo de mecénica estatistica de agentes em uma sociedade
procurando consenso com seus vizinhos sociais a respeito de julgamentos morais. O modelo
foi proposto para reproduzir dados de questionarios cedidos por Jonathan Haidt (4) em um for-
malismo de mecanica estatistica. Aqui procuramos analisar o0 modelo mais a fundo, procurando
obter resultados para uma aproximacgdo de campo médio, e quantificando seu comportamento

em resposta a perturbagdes.

1.1 Estrutura

O restante desta tese serd estruturado como descrito em seguida. No capitulo seguinte, dis-
cutirei o objeto do modelo descrito, abordando a teoria de fundagdes morais e alguns dados sobre
diferencas cognitivas entre populacdes de afiliacdes politicas diferentes. Elucidarei também a
relacdo entre estes dados e as estratégias cognitivas representadas no nosso modelo. No capitulo
3 descreverei mais a fundo o modelo em cada um de seus paradigmas e mostrarei a derivacio
das equagdes de campo médio usadas no estudo do sistema. Neste capitulo serdo apresentados
também os métodos utilizados para estudar a resposta do sistema a perturbagdes. No capitulo
4 apresentarei os resultados de simulagdes nas diferentes versdes do modelo, enfatizando os
diagramas de fases resultantes e o comportamento do sistema em resposta a perturbacdes. No
capitulo 5 discutirei os resultados sintetizando os resultados obtidos. No capitulo 6 descreverei
brevemente projetos paralelos aos quais me dediquei no decorrer deste periodo. No capitulo 7

apresento consideracdes finais e agradecimentos.
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2 Psicologia Moral e Justificativa do Modelo

Zwei Dinge erfiillen das Gemiit mit
immer neuer und zunehmender
Bewunderung und Ehrfurcht, je dfter und
anhaltender sich das Nachdenken damit
beschdftigt: Der gestirnte Himmel iiber

mir und das moralische Gesetz in mir.®

a . R
Duas coisas me enchem a alma de crescente admiracio e res-
peito, quanto mais intensa e freqiientemente o pensamento delas se
ocupa: o céu estrelado sobre mim e a lei moral dentro de mim.

Immanuel Kant
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xNeste capitulo descreverei o objeto a ser modelado, a justificativa do modelo e finalmente
como ¢ feita a correspondéncia entre os parametros do modelo e comportamentos. Ao final do
capitulo apresentarei uma andlise quantitativa dos dados de questiondrios psicldgicos, visando
esclarecer a estrutura presente, que serd posteriormente comparada com resultados do modelo

estudado.

2.1 Natureza do Modelo

O debate sobre a influéncia da natureza e da criag@o na constru¢do do cardter e personali-
dade do individuo é bastante antigo, tendo havido grandes contribui¢des para ambos os lados.
Emile Durkheim foi um dos primeiros a atribuir autonomia aos fendmenos sociais desvincu-
lados de motivacdes individuais, ressaltando a importancia da criacdo. Os fendmenos sociais
seriam emergentes, advindos da sociedade como um todo, ndo dependendo da natureza de cada
individuo. O trabalho mais comentado em que Durkheim procurou aplicar estas idéias foi seu
trabalho sobre as taxas de suicidio em diferentes populagdes (5). Ao invés de entrar no mérito
de defender ou contestar o trabalho, vou mencionar somente o objetivo de Durkheim, qual seja,
formalizar a sociologia como uma disciplina cientifica rigorosa, capaz de explicar estatisticas
agregadas a partir de tragcos comportamentais. Claramente, descrever personalidades e pessoas
apenas como resultado de sua cria¢do e interacdo social € uma simplificagdo extrema no caso
geral, como argumenta Pinker (6). No entanto, isso ndo exclui a possibilidade de diversos feno-
menos sociais poderem ser explicados a partir do ponto de vista da criacdo. Ainda assim, para
estudar exclusivamente o efeito do aprendizado e das interagdes sociais, escolhemos tomar o
estado inicial dos individuos como varidvel aleatdria, recorrendo portanto a um paradigma de

tabula rasa.

Propriedades emergentes sdo propriedades que nao podem ser atribuidas a nenhuma parte
de um sistema, mas sdo caracteristicas do sistema como um todo. Poderiamos pensar que o
estudo de propriedades emergentes deveria ser por definicdo holistico, focando no sistema como
um todo. No entanto, apesar de ndo podermos atribuir propriedades emergentes a particulas
ou a individuos, muitas vezes podemos determinar quais as caracteristicas das particulas ou in-
teracdes que levam a emergéncia de certas propriedades. A mecanica estatistica oferece um

arcabouco privilegiado para o estudo de propriedades emergentes. No formalismo dos ensem-
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bles o individual e o coletivo se confundem, pois temos fendmenos claramente coletivos, como
a magnetizacao espontanea no modelo de Ising, podendo ser derivados da interagdo entre dois
spins em sitios vizinhos. Vale notar que a distingdo entre holismo e reducionismo ndo é clara
neste caso, uma vez que uma caracteristica como a intensidade de interacdo entre dois spins pode
ser vista como individual por caracterizar um par especifico, ou coletiva por ser a mesma em to-
dos os pares. Ao estudarmos sistemas desordenados, como vidros de spin, esta diferenciacio fica
cada vez mais dificil. Claramente, diversas hip6teses tem de ser feitas para que possamos descr-
ever um sistema neste formalismo, e em diversos sistemas esta hipdteses nao se sustentam. Vale
destacar a hipé6tese de que a energia de uma interacdo entre dois corpos (agentes, individuos)
seja simétrica com relagdo a troca dos agentes, o que muitas vezes € falso. Especificamente,
tentaremos abaixo modelar o processo de aprendizado moral, o que claramente implica em uma
assimetria nos papéis do professor e do aluno, impossibilitando um tratamento direto pelo for-
malismo da fisica estatistica. Veremos também como uma simplificacdo nos permite recuperar

o formalismo.

No caso particular do trabalho aqui descrito, nosso fendmeno emergente a ser descrito € o
aparecimento de consenso ou de discordancia a respeito de opinides sobre questdes discutidas,
e a variagdo da diversidade destas opinides em ambos os casos. A caracteristica dos blocos de
construcdo do nosso sistema (agentes) que vamos procurar analisar serd a estratégia de apren-
dizado ou a forma como este se comporta quando confrontado com consenso (corroboragdo) e

dissenso (contradicao).

2.1.1 Objetivos da Modelagem

Os modelos desenvolvidos no trabalho aqui descrito t€m como principal objetivo caracteri-
zar as conseqiiéncias na escala social de diferentes estratégias cognitivas no nivel individual.
Grande atenc¢do foi dada ao campo de dinamica de opinides, desde o modelo do votante ma-
joritario até modelos mais refinados, como o modelo Sznajd com confianga limitada (7). No
entanto, a forma extremamente simplificada como sdo descritas as interacdes sociais (no intuito
de obter resultados analiticos), parece dificultar a comparagdao com dados reais. No trabalho
de Vicente et al. (8), os autores tomam uma outra direcdo, procurando usar uma descri¢co
mais complexa dos agentes e de suas interagdes com o preco de obterem resultados analiticos

somente em alguns casos particulares e obtendo resultados numéricos para outros. Aqui foi
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estendido o trabalho de Vicente e Caticha (4) sobre o problema de aprendizado moral, o que
consistiu basicamente em uma andlise de um espaco de parametros diferentes, € uma andlise de
novas propriedades do sistema, além de uma semantica nova para o sistema. O sistema foi tam-
bém tratado numa descricdo de mecanica estatistica através de uma hamiltoniana que consiste
no custo de discordancia entre pares de agentes. Este modelo foi entdo estudado na tradicdo
de mecanica estatistica através de simulacdes de Monte-Carlo e através de uma aproximacéio de

campo médio.

O objetivo deste trabalho é obter uma caracterizac@o da influéncia de diferentes estratégias
cognitivas no comportamento do sistema como um todo. Entre os comportamentos de interesse
estdo as transicdes ordem-desordem, e a resposta do sistema a perturbacdes nos assuntos discu-
tidos. Para tal, serdo utilizadas simulagdes tanto no paradigma de modelos baseados em agentes,
quanto em mecanicas estatistica, tanto em simulagdes de Monte-Carlo, como na aproximacao

de campo médio.

2.2 Justificativa do Modelo

Nesta sec@o embasarei 0 modelo proposto com base nas idéias da teoria de fundagdes morais
de Jonathan Haidt (3) e dados de experimentos neurocognitivos, como os descritos em Amodio
et al. (9) e Oxley et al. (10). Justificarei a escolha da representagdo dos estados internos dos
agentes como vetores de fundagcées morais a partir do trabalho de psicologia moral de Haidt. Os
resultados descritos por Amodio et al. (9), além de outros resultados citados, inspiram a escolha
da regra de aprendizado e potencial de custo psicolégico dos nossos agentes. Partindo destes
resultados descreverei as diferentes estratégias cognitivas € como as associo com orientacdes

politicas.

2.2.1 Moral Foundation Theory

O debate entre intuicionistas e racionalistas sobre a moral humana é dos debates mais anti-
gos da filosofia. Apesar de grandes debates, dados recentes parecem estar empurrando para uma
teoria da primazia intuicionista (mas nio ditadura, como apontado por Haidt em (3)). Grande
parte do julgamento moral € afetivo e ndo racional, de forma que em nossa modelagem do jul-

gamento moral escolhemos tomar um viés do tipo caixa-preta em lugar de um viés de légica
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simbdlica. As justificativas apontadas por sujeitos questionados sobre seus julgamentos morais
sdo provavelmente geradas a posteriori na maioria destes julgamentos, apesar de haver casos
em que pode se observar uma revisdo do primeiro impulso afetivo que pode ser atribuido a um
raciocinio moral (moral reasoning)'. Alinhado com o paradigma do julgamento moral como
caixa-preta, modelamos o julgamento moral de um assunto de acordo com o paradigma de redes
neurais. Representamos a matriz moral > do agente como um vetor em um espago real (J;, para
o0 agente i), e 0 assunto a ser julgado (aborto tardio, pena de morte, etc.) como outro vetor em
um espaco real (S#, para o assunto ). O julgamento de um agente sobre um assunto é entdo

dado pelo produto escalar dos dois vetores (hf-L =J;-SH).

Um segundo ponto destacado na sintese da psicologia moral feita por Haidt € a existéncia
de novas fundacdes morais. Historicamente se t€m dado uma grande importancia aos fatores
associados a justica (fairness) e a integridade fisica (harm) na psicologia moral. No entanto, em
uma extensa andlise estatistica foi mostrado que hd pelo menos mais trés fundacdes conservadas
ao longo de diversas culturas e regides: lealdade ao grupo; respeito a autoridades; e respeito a
pureza e santidade. Surpreendentemente conservadores autodeclarados e liberais autodeclarados
demonstram utiliza¢io diferente das cinco fundagdes morais®. Como podemos ver na figura 2.1,
liberais ddo valor maior as fundacdes de justica e integridade fisica, enquanto conservadores
dao valor similar para as cinco fundagdes. A partir destes dados escolhemos a dimensdo das
matrizes morais de nossos agentes, isto €, na maioria de nossas simula¢des tomamos a dimensao

dos vetores representando opinides e assuntos discutidos como sendo igual a cinco.

Em um esforco para popularizar o conhecimento sobre as diversas funda¢des morais Haidt e
seus colaboradores desenvolveram um portal na rede chamado Yourmorals.org, no qual se pode
realizar uma série de testes para determinar a orientacdo moral de cada um. Anedoticamente,

pode-se ver na figura 2.2 a orientacdo moral de um sujeito do questionério.

10 exemplo citado por Haidt € o de pessoas que respondem afirmativamente 3 elaborada pergunta: Vocé sufo-
caria seu proprio bebé se fosso a unica forma de impedi-lo de revelar a posicdo de toda sua familia a um exército
determinado a matd-la?

20 itdlico é colocado para enfatizar que o termo matriz moral ¢ origindrio do campo de psicologia social, ndo
representando portanto uma matriz no sentido matemdtico mais comum, mas sim um conjunto de valores.

30s termos liberal e conservador sdo usados na conotacio americana, liberais 4 esquerda e conservadores 2 direita,
com respeito a questdes sociais (ndo necessariamente com respeito a questdes econdmicas). Doravante utilizaremos
os termos conservadores como sindnimo de conservadores autodeclarados e analogamente com liberais.
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Figura 2.1: Freqiiéncia com a qual cada uma das fundages é importante para um julgamento moral em fungio da
orientacéo politica. Figura de (3).
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Horal Foundation Results {Blue=58881 Liberals, Red=9993 Conservatives)
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Figura 2.2: Matriz moral obtida através do questiondrio online em 2.2 para um sujeito do questiondrio (verde) em
comparacgio com a média dos liberais (azul) e dos conservadores (vermelho).

2.2.2 Dados Neurocognitivos

Humanos sdo uma espécie social, dependendo do convivio para sobreviver, de forma que
individuos excluidos de seu meio social dificilmente sobreviveriam em isolamento (11). Deve
ter sido de suma importancia para a espécie humana o desenvolvimento de meios para detec-
tar e minimizar a exclusdo social, para evitar o isolamento. "(Natural Selection) works like
a tinkerer.", disse Francois Jacob (12), contrapondo a acdo da evolucdo a acdo de um engen-
heiro e comparando-a ao ato da bricolagem, em que se procura utilizar de quaisquer elementos
disponiveis para construir um resultado final. Desta forma, ndo surpreende que no curso da
evolugdo o cerébro humano tenha recrutado areas relacionadas a dor fisica para trabalhar os sen-
timentos de exclusdo e dor social (13, 14). Experimentos de imagens funcionais por ressondncia
magnética (fMRI) mostram um forte envolvimento do cértex cingulado anterior dorsal (AACC)
durante experimentos em que sujeitos sdo submetidos a reprovagdo e exclusio social (11, 15). O
cortex cingulado anterior dorsal é conhecidamente envolvido quando pacientes sdo submetidos
a dor fisica. Nossos agentes, simplificacdes do Homo sapiens, ndo procuram resolver conflitos
através de esquemas elaborados como nés, mas simplesmente procuram aproximar suas opinides
das de seus pares (ver se¢do 3.1) ou minimizar um custo social (ver secdes 3.2 e 3.3). Apesar de
estarmos simplificando este comportamento, os dados apresentados repetidamente nos mostram

que a dor social ndo é tao diferente da dor fisica quanto esperariamos, de forma que agentes que
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minimizam um custo psicoldgico parecem ser uma metédfora bastante razoével.

A ciéncia politica e a psicologia freqiientemente documentaram diferencas em estilos cogni-
tivos e motivacionais entre individuos de perfil conservador e liberal*. No entanto, recentemente
tém surgido evidéncias neurocientificas de que estes resultados nio sao s6 verdadeiros no dmbito
da psicologia ou sociologia, mas também no dmbito da neurociéncia. Em um trabalho de 2007,
Amodio e colaboradores determinaram através de técnicas de eletroencefalografia diferencas nos
padroes de ativdade cerebral com respeito a orientacao politica (9). A tarefa executada, chamada
de Go/No-go, é um simples jogo em que aos sujeitos sdo apresentados slides instruindo-os a
apertarem ou ndo um botdo. Apds uma grande maioria de estimulos positivos (Go), sdo dados
alguns estimulos negativos. Os dados do experimento s@o coletados quando o individuo erra em
resposta a um estimulo negativo (aperta o botdo em resposta a um No-go). Este evento tipica-
mente indica uma frustracdo por ndo estar em concordancia com as instrugcdes do jogo. Sujeitos
conservadores demonstram uma ativagdo menor das dreas recrutadas para monitoramento de
conflito nesta situacdo em comparacio com sujeitos liberais. Interessantemente, entre as dreas
ativadas durante experimentos de monitoramento de conflito estd o cértex cingulado anterior,
ativado durante situagdes associadas a dor social. Portanto, podemos deduzir que, dado que su-
jeitos conservadores tém uma ativacdo menor de dreas associadas a dor social em situacdes de
monitoramento de conflito, o comportamento destes com relagdo a novidades deve ser menos

controlado por minimizacao da dor social que o de liberais.

2.2.3 Diferentes Estratégias Cognitivas

H4 inimeras formas de escolher um modelo baseado na informagao descrita acima. NOs
nos concentramos em duas. Primeiramente podemos modelar uma estratégia de aprendizado
moral a partir do perfil cognitivo tracado acima. Outra forma é modelar um custo social de
dissenso e compreender como aprendizado social a minimiza¢do deste mesmo custo. Ao mo-
delarmos uma estratégia de aprendizado, tomamos em consideragdo que um tipo de agente, os
conservadores ideais, tratam toda informacdo da mesma forma, ndo diferenciando entre novi-
dades e informagdes ja conhecidas. O outro extremo seriam agentes ultra-liberais, que dariam

uma importancia infinitamente maior a novidades que a informagdes ja conhecidas.

4Noto novamente que os termos sdo usados no sentido americano, e determinados por declaragdo prépria de
orientacdo politica.
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Primeiramente, descrevemos como quantificaremos o comportamento de agentes no paradigma

de aprendizado on-line de agentes. O paradigma de aprendizado on-line em perceptrons pode

ser resumido em uma equagao (16):
Jn+1 :Jn+gW(]naSnatn)tnSna (2-1)

onde & € uma constante chamada de taxa de aprendizado e D € a dimenséo do espago vetorial de
Jn e Sy. Os vetores J, correspondem aos vetores de pesos do perceptron apds n passos de treina-
mento. A funcdo W € a funcdo de modulagdo que determina a regra de aprendizado em questao.
Os vetores S, sdo os vetores que representam os exemplos e os valores ¢, normalmente restritos
aos valores +1 sdo a classe associada ao exemplo n. Como dito, o agente conservador ideal
reagiria a qualquer tipo de informagdo da mesma forma. Esta é especificamente a prescri¢do
do aprendizado hebbiano em perceptrons, em que a representacdo interna € corrigida a cada
novo exemplo indiscriminadamente. A funcdo de modulagdo correspondente ao aprendizado
hebbiano € a fun¢io constante

Wi (J,8,1) = 1. 2.2)

O agente ultra-liberal em oposi¢do ao anterior sé se preocupa com exemplos novos, ou seja,
exemplos nos quais seu julgamento é diferente do julgamento do professor. Esta é especifica-

mente a regra do perceptron, dada por
W,(J,S,t) = O(—J - St). (2.3)

Na equagdo acima a fun¢do @(x) é a fungdo de Heaviside. Claramente, nem todos nds nos en-
caixamos nos rétulos de ultra-liberais ou ultra-conservadores, de forma que estudaremos com-

binagdes lineares destas duas regras de aprendizados. As regras estudadas serdo do tipo
Ws(J,S,t) =Wy +(1—-06)W, =86+ (1—-3)0(—J-5t) 2.4)

indexadas pelo pardmetro 8. Estudaremos os efeitos de diferentes valores de d sobre diversas

grandezas relacionadas a dinAmica do modelo de agentes.

A possibilidade seguinte seria ndo modelar o processo de aprendizado diretamente, mas
modelar o custo da interac@o entre dois agentes. Podemos entdo amostrar estados do sistema a
determinadas temperaturas, obtendo a termodindmica com técnicas de Monte-Carlo. Outra pos-

sibilidade seria usarmos métodos como o de Wang-Landau (17), onde estimamos diretamente



19

a densidade de estados, obtendo uma descri¢do a qualquer temperatura do sistema. No caso
de modelarmos a interacdo entre dois agentes, faremos a simplificagdo de assumir que ambos
agentes tém a mesma estratégia cognitiva. Apesar de ndo ser estritamente necessario, isso simpli-
fica bastante a construcao da energia de interacdo. No caso de dois agentes serem ultra-liberais,
a energia de interacdo entre os dois s6 seria ndo-nula no caso de ambos discordarem sobre um
dado assunto. No caso de serem ultra-conservadores, terfamos uma contribui¢do de energia in-
dependente da concordancia de ambos. Se tomarmos dois agentes com matrizes morais J e J' e
um assunto S°, podemos, no caso de agentes ultra-conservadores, escrever a energia de interacio

como

Veonservador = — (J : S) (J/ ' S) 2.5

Podemos ver que a contribui¢do é negativa sempre que a opinido de ambos € igual e positiva caso
contrdrio. Além disso podemos ver que a contribui¢do da interag@o para a energia total é tanto
maior quanto mais alinhados estiverem os dois agentes em relagdo ao eixo dado pelo assunto S.

No caso de agentes ultra-liberais podemos escrever
vliberal:_®(_(J'S)(J/'S))(J'S)(‘]/'S)' (26)

Assim como fizemos no pardgrafo anterior, definimos um agente intermedidrio, dependendo de

um pardmetro &, para o qual podemos escrever a energia de interagdo como

V5 - 5Vconservad0r +( 6)‘/llberal - _Shh/ ( 6)@(—}21’1/)}11’1’, (27)
onde passamos a usar a notagdo & = J - S. Usando a relagido ©(x) = %‘(X), obtemos
1 o 1-9
Vs = + ——hh' + T!hh’|. (2.8)

A tltima hipdtese que é necessdrio mencionar € a de que a energia do sistema € aditiva ndo
s6 sobre todos os pares de agentes, mas também sobre todos os assuntos possivelmente em
discussdo. A energia total do sistema, associada a uma dada configuragdo das matrizes morais

dos agentes, seria entdo dada por

H({J;}|{$"}) = ZZ( 1+6h“h“ 126|hf‘h§‘]>. (2.9)

SUsarei, doravante o termo assunto ou issue para me referir 2 representagio vetorial do assunto dado, assim como
matriz moral se refere a representacdio vetorial da mesma
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Acima, a primeira soma € sobre todos os pares de agentes interagentes e a segunda sobre todos

os assuntos em discussdo. Extendemos também a notagdo definida acima para dizer h? =J;-SH.

2.3 Analise Preliminar

Os dados fornecidos pela equipe de Jonathan Haidt sdo questiondrios voluntarios realizados
pela pagina yourmorals.org. Os dados consistem em identificadores de sexo e afiliagdo politica®,
respostas a 32 questdes acerca de julgamento moral, sendo 16 questdes do tipo Qudo importante
vocé considera isso para um julgamento moral? e 16 do tipo Quanto vocé concorda com a
frase abaixo?, além dos valores das funda¢des morais obtidos a partir dos questiondrios. Para
termos uma idéia da estrutura dos dados, podemos aplicar alguns métodos de visualizacdo de
dados e estatisticas cldssicas. O método Sorting Points into Neighborhoods (18) procura per-
mutar a ordem dos dados de forma a minimizar uma fun¢do da matriz de distancias entre os
pontos, ressaltando com isso caracteristicas da distribuicao geométrica dos dados. Desta forma,
aglomerados distintos, formas unidimensionais, formas esféricas e formas toroidais resultam em
assinaturas caracteristicas na matriz de distincia obtida ao final do método. Procuramos investi-

gar entdo nos dados se podemos inferir alguma coisa sobre a organizacdo geométrica deles.

Obtivemos de Jonathan Haidt dados a respeito de aproximadamente 14000 individuos, com
informagdes sobre as respostas dadas as perguntas nos questiondrios e as matrizes morais obti-
das destas. Primeiramente podemos, seguindo o que foi feito em (4), calcular histogramas da
projecdo de individuos de uma afiliacdo politica sobre o vetor Zeitgeist, definido como a média
dos vetores de conservadores. Vemos estes histogramas na figura 2.3 e podemos ver a clara
diferenciacdo da distribuicao de projecdes para os conservadores, moderados e liberais. Para a
comparagdo com o nosso modelo limitamo-nos as matrizes morais, e veremos aqui que estas de
fato dao-nos essencialmente a mesma informacgao que os vetores de respostas. Nas figura 2.4(a),
2.4(b) e 2.4(c) podemos ver a andlise estatistica feita a partir dos vetores de respostas. Como elu-
cidado no trabalho que introduz o método (18), a matriz obtida é caracteristica de distribui¢des
com uma dire¢do de variacao bastante pronunciada. Para verificar que esta variacdo estd de fato
associada a afiliacdo politica declarada no questiondrio, temos logo abaixo a afiliacdo politica

plotada como func¢do do indice da permutagao obtida através do método.

6A afiliag@o politica vai de 1 (muito liberal) até 7 (muito conservador).
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Figura 2.3: Vemos aqui histogramas de projegdo de cada uma das afiliagdes politicas sobre sobre o vetor Zeitgeist
obtido como a média das matrizes morais conservadoras (ver (4)). Vemos que a afiliag@o politica mais conservadora
tem uma distribui¢do mais estreita em torno do maximo enquanto os liberais tem uma distribuicdo mais larga.
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(a) Matriz de distancias entre vetores de respostas. (b) Matriz de distancias apés aplicagdo do método SPIN.
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(C) Afiliagdo politica como fungdo da ordem de permutagdo do SPIN.

Figura 2.4: Temos aqui uma andlise dos dados a partir dos vetores de respostas obtidos no
questiondrio. Podemos ver uma clara correlagéo entre a ordenac@o obtida no SPIN e a afiliacdo
politica, permitindo-nos inferir que esta € um eixo de variacdo na populagdo descrita.
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(a) Matriz de distancias entre matrizes morais.
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(C) Afiliagdo politica como fung¢do da ordem de permutacdo do SPIN.

Figura 2.5: Acima temos a mesma anélise aplicada aos mesmos dados, mas desta vez somente as
matrizes morais. Os resultados obtidos sdo qualitativamente equivalentes, permitindo também
inferir uma forte correlacio entre a ordenacdo geométrica obtida e a afiliagdo politica, confir-
mando que esta € importante para o estudo que pretendemos fazer.
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Vemos claramente que a dire¢do associada a variacdo principal deixa-se identificar com a
afiliacdo politica. Nas figuras seguintes (figuras 2.5(a), 2.5(b) e 2.5(c)) vemos a mesma andlise
aplicada ao caso das matrizes morais. Desta forma justificamos o uso das matrizes morais como
representacdo do estado de cada individuo preferindo o uso de vetores de cinco dimensdes do-
ravante. A andlise acima justifica também a associac¢do da afiliagdo politica com a dimensao

principal de variacdo de comportamento no nosso modelo.
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Neste capitulo entrarei mais a fundo na definicdo de cada uma das versdes do modelo.
Primeiramente, detalharei o modelo baseado em agentes, ¢ métodos de simulacido usados para
ele. Em seguida explicarei mais a fundo o modelo hamiltoniano, enunciando técnicas de simu-
lacdo utilizadas durante o trabalho. Por udltimo, apresentarei a aproximacao de campo médio e

deduzirei as equagdes autoconsistentes para o modelo.

3.1 Modelo de Agentes

O modelo de agentes, como dito acima, tira sua inspiracio principalmente do estudo do
aprendizado on-line de perceptrons. O objeto de estudo desta drea, no entanto, é quase sempre
a capacidade de generalizacdo de um perceptron em um dado cendrio, sob diversas regras de
aprendizado, ou a otimizacdo da capacidade de generalizacdo do mesmo em alguns cendrios
(16). No nosso caso estamos, interessados no que acontece com uma sociedade de perceptrons,
ligados por um grafo social, aprendendo uns dos outros. E interessante notar que, ao contrario
do que acontece normalmente no estudo de perceptrons, ndo temos uma resposta correta para o
problema de aprendizado, ndo hd como nenhum perceptron obter a regra de classificacio correta
para o problema. Nosso interesse ndo estd portanto em como os perceptrons se alinham a uma
dada resposta correta, mas sim como eles se alinham uns com os outros. Para tal, estudaremos

estatisticas como a projecdo média entre agentes.

A dindmica do modelo de agentes é dado por uma atualizagdo assincrona através da regra
de update de aprendizado on-line usual introduzida acima. Teremos entdo a regra de atualizacio

dada por

s
D

O agente i é o agente atualizado no instante dado, o agente j € um dos vizinhos do agente i

J7 = Ji4 § 2 (84 (1—8)O(—J;-$*J;- S*))®(J; - S*) S, G.D

sorteado uniformemente entre estes e o assunto S* € um assunto escolhido uniformemente entre
os assuntos discutidos. Cada passo da dindmica consiste portanto no sorteio de um agente a
ser atualizado (o aluno), de um de seus vizinhos (o professor) e de um assunto a ser discutido.
Comecamos as simulac¢des inicializando cada agente com uma matriz moral aleatéria de médulo
1 e correndo a dindmica por um tempo pré-determinado para atingir um estado descorrelacio-
nado das condig¢des iniciais. No caso ideal queremos encontrar o comportamento de equilibrio

deste sistema, mas nao temos nenhum modo de dizer se o sistema dado de fato relaxa para al-
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gum equilibrio ou se ele entra em algum tipo de 6rbita cadtica, periddica ou estocdstica. Este é
um dos motivos pelos quais nossa andlise baseia-se principalmente na versao hamiltoniana do
modelo, a ser descrita abaixo. A varidvel { é uma varidvel aleatéria de Bernoulli com proba-
bilidades P({ = 1) =1 —n,P({ = —1) = 1. Desta forma podemos adicionar um elemento de
aleatoriedade ao modelo de agentes. Podemos entdo estudar a dependéncia da dinamica deste

valor de 11 em analogia com o pardmetro 8 do modelo hamiltoniano.

Outro assunto de grande interesse na literatura de sociofisica sdo as chamadas redes com-
plexas. Uma grande diversidade de sistemas demonstra uma organizacdo em redes chamadas
complexas, que apresentam caracteristicas que ndo se manifestam em redes regulares nem em
redes aleatérias geradas da forma mais simples (sorteando pares de nés e conectando-0s, como
no modelo G(n, p) de Erdos-Rényi). Dois tipos de redes sdo de especial interesse, redes scale-
free, nas quais a distribui¢do de probabilidade dos graus de um né sao leis de poténcia, e redes
small-world, modelos nos quais o caminho minimo médio de uma rede com n nds cresce no
maximo com log(n). O caminho minimo médio de uma rede é a média sobre todos os pares de
nés do cumprimento do menor caminho levando de um né ao outro. Muito esfor¢o tem sido feito
para detectar a influéncia da estrutura da rede sobre a dindmica de um sistema, e isso também
foi estudado brevemente, embora nio tenhamos encontrado fortes indicios de que a rede social
defina a dindmica do sistema. Para tal interesse comparamos redes quadradas, redes quadradas
com rewiring aleatdério segundo o modelo de Watts-Strogatz (19) e redes geradas a partir do

modelo de Barabasi-Alberts (20).

3.2 Modelo Hamiltoniano

O nosso modelo hamiltoniano é definido pela funcao hamiltoniana mencionada acima

146 1-6

H({JH{s}) = 22— WA =2 R (32)

A forma funcional desta hamiltoniana ressalta o fato de que esta funcéo nos da um valor para
a energia da configuragdo associada as matrizes morais {J/;} dados os assuntos em discussdo
{S*}!. Em estudos de sistemas estatisticos desordenados, como vidros de spin, freqiientemente

¢ de interesse realizar um média sobre a desordem do sistema, no caso de vidros de spin a

! A notacdo é usada em analogia com a notacio de probabilidades condicionais P(A|B).
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desordem estd nas energias de interagdo (21). Poderfamos procurar médias, como no caso do

modelo de Sherrington-Kirkpatrick, do tipo quenched

<< log(z) >>= [ du(s*)iog( [ du(iexp(~BH({I}{S"})). (3.3)

No entanto, pode ocorrer de perdermos informacao sobre transicdes fazendo esta média, poderia
ocorrer de a transi¢do ser descontinua para cada configuracdo especifica de {S*} mas continua
quando tomamos a média sobre todos os conjuntos {S*}. Além disso, ndo estamos interessa-
dos em tomar o limite termodindmico no nimero de assuntos discutidos, pois este ndo € o caso
de interesse para o nosso modelo. Desta forma concentramo-nos em estudar casos especificos
de conjuntos de assuntos, como por exemplo, assuntos ortogonais, assuntos aleatorios, assuntos
aleatérios em um dado dominio, etc. Uma vez especificado o conjunto de assuntos em discussio,
usamos as estratégias cldssicas de Monte-Carlo para obter aproximacdes de valores médios ter-

modindmicos como
1
<H>= [du(UDH{IIS" De P, (34

onde Z é a fun¢do de parti¢do definida como

Z(BI{s*}) = [ du({sp)e PN, (335)

Podemos escrever a densidade de probabilidade de equilibrio como

o—BH{I}I{5})

P({Ji}{S"}) = — (3.6)

e considerar as médias dadas como médias sobre esta distribuicdo. Vamos abaixo discutir duas
formas de obter estas médias, a primeira baseada na implementacdo de cadeias de Markov cuja
distribuicdo de equilibrio € a distribuicdo de Gibbs-Boltzmann do sistema e a segunda baseada
em obter histogramas que aproximem a densidade de estados do sistema em funcio da energia

e entdo calcular as médias a partir destes histogramas.

3.2.1 Hipoéteses Implicitas no Modelo

Mencionarei rapidamente as hipéteses implicitas na utilizagdao de um modelo hamiltoniano
de mecanica estatistica para o nosso sistema. Primeiramente discutirei o fato de estarmos uti-

lizando mecanica estatistica de equilibrio para modelar um sistema. Em seguida mencionarei
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o aparecimento do pardmetro 3 como conseqiiéncia de uma maximizagao de entropia com um
vinculo na energia média do sistema, e discutirei sua interpretacdo para o nosso modelo. Por
ultimo, discutirei a utilizacao de sociedades homogéneas em relagdo as estratégias cognitivas de

seus agentes.

No trabalho que precedeu a esse (4), o tratamento dado ao sistema que estudamos foi o
de perceptrons aprendendendo on-line, focando na dindmica do sistema, sem preocupacdes com
estados de equilibrio. No entanto, neste trabalho concentramos grande parte do esfor¢co em obter
resultados de mecénica estatistica de equilibrio. Justificamos a utiliza¢do de mecanica estatistica
de equilibrio através da hipétese de que o valor médio do custo psicoldgico de discordancia deve
caracterizar o estado macroscépico do sistema. Uma vez que a informagao disponivel sobre o
nosso sistema € incompleta, a ferramenta apropriada para tratar o sistema é o formalismo de
probabilidades. Dados certos vinculos, podemos determinar a distribui¢do menos informativa
que satisfaga estes vinculos. Vamos abaixo utilizar este método para encontrar a distribuicio
de estados, pois o processo da aproximacdo variacional que utilizaremos mais a frente se vale
de métodos similares. Utilizando esta deducéo, encontramos o pardmetro f3, que surge como
multiplicador de Lagrange na maximizagao da entropia, para forgar o vinculo de que < H >g=
E.

A distribuicao de equilibrio pode ser obtida através da maximizacdo do funcional de en-
tropia dados alguns vinculos, como é canonicamente feito em textos de mecénica estatistica. A

entropia de uma distribui¢do segundo Shannon é dada por

SIPl == [ du({DPUIIHS" Diog (IS )

onde {J;} é o conjunto de vetores de opinido dos agentes, e di({/;}) é a medida de integracdo
sobre o espago de conjuntos. Assumindo que o valor médio do hamiltoniano sobre a dada
distribui¢do é conhecido < H >= E, podemos entdo maximizar a entropia dado este vinculo
e obter uma distribuicdo de probabilidades que usa o minimo de hipéteses, ou seja, a menos

informativa. Teremos entdo o funcional lagrangiano a ser maximizado

s'=stPl—u ([ dut@nP ) ~1) B [auUDHUHES PN -E )
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Tomando variagdes P + 6 P, obtemos expandindo em primeira ordem

oS
SP({Jit|{S"})

Impondo entdo que a distribui¢do deva ser de maxima entropia, teremos Wﬁ’{sn}) =0 e por-

= —1—log(P({/:}|{8"})) —u — BH({Ji}|{s"}).

tanto
PU{U{SH}) o< e PHUWIBIS'Y,

com uma constante de normalizagdo adicional, que é precisamente a func¢do de particdo Z(f3).
O valor do multiplicador de Lagrange 8 é determinado implicitamente através do requerimento
que
e BH{J{S"})

[dupas S =E. 67)
Em sistemas fisicos podemos prontamente identificar o pardmetro  com o inverso da tempe-
ratura, no entanto, nao sabemos o que seria uma temperatura numa sociedade de agentes. Em
termos da mecanica estatistica, a temperatura nos d4 uma escala para determinar a importancia
de mudancas de energia no sistema. Podemos, no entanto, ler a equacdo 3.7 como uma equacio
que nos da E como fungdo de . Entdo B nos diz quéo alta vai ser a energia média do sistema.
Especificamente, valores altos de B correspondem a energias médias baixas e valores baixos de
B a energias médias altas. No caso do modelo idealizado aqui, a energia corresponde ao custo
de discordancia entre pares de agentes, de forma que podemos associar o pardmetro  com uma
pressdo por conformidade, ou no jargdo da psicologia peer pressure. Um valor de 8 alto cor-
responde a uma forte pressiao por conformidade, ou seja, um ambiente em que discordincia ndao

¢ tolerada, levando a uma minimizac¢do mais exigente do custo de discordincia. No caso de f3

baixo, terfamos um ambiente mais tolerante, no qual certa quantidade de discordancia € aceita.

Talvez a hip6tese mais delicada deste modelo € a de tratarmos sociedades homogéneas com
respeito a estratégias cognitivas. As redes sociais observadas em experimentos de sociologia sdo
notdrias por terem altos coeficientes de aglomeragdo e podemos, portanto, supor a existéncia de
grupos entre os quais hd pouco contato em nossa sociedade (como qualquer um pode atestar).
No entanto, teriamos de justificar que esta divisdo tem algo a ver com 0s tragos cognitivos

modelados em nosso sistema.

Poderiamos entdo estudar sociedades em que ndo temos uma distribui¢do uniforme de J,

mas ao menos alguma diversidade; no entanto, isto complica um pouco o tratamento do modelo.



31

Estudando o modelo com aprendizado on-line, poderiamos substituir a regra de aprendizado
por uma regra em que 8 € substituido pela versdo individualizada §;, sem maiores problemas.

Teriamos em analogia a equacao 3.1 a seguinte regra de aprendizado
a
Jl{wvo =J;+ 5(61 + (1 — 61')®(—J,' . SHJJ' . Su))®(fj . S“)SN. (3.8)

Ainda que o estudo deste sistema ndo apresente nenhum desafio adicional, terfamos de determi-
nar uma forma sistemética de estudar estas distribui¢des sobre Js, 0 que é bastante trabalhoso.
No caso do modelo hamiltoniano, as intera¢6es sdo simétricas, de forma que acrescentar s het-
erogéneos levaria a um J;; ;) para cada elo do grafo social. Para ver isso basta reescrevermos a
contribuicdo de cada aresta do grafo social como

1<_l+3i 1 14 6;

2

Vij—2

-5
hihj+— “\hihj| —

1—6;
5 ; hih; + 21|h,-hjy>. (3.9)

No caso de &; = §;, claramente recuperamos o caso homogéneo. No entanto, considerando o
caso acima teremos simplesmente a interagdo original com um novo 6;; = %(& +6j).

1+6,“ 1*6,"
— > Jhihj-‘r 5 J‘h,‘hj’.

Vij=

Entdo ao invés de obter agentes com diferentes ds, obtemos agentes que julgam diferentemente
informagdes provenientes de diferentes agentes. Claramente isso ndo é o que queriamos estudar
quando procuramos estudar sociedades heterogéneas. Desta forma, escolhemos estudar o caso

de agentes com estratégias cognitivas homogeneamente distribuidas.

3.2.2 Métodos de Monte Carlo e Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo estocdstico a tempo discreto sem memoria, isto €, um
processo tal que a probabilidade de um evento ocorrer num instante 7+ 1 s6 depende do estado
do sistema no instante n. Escrevendo em linguagem de probabilidades condicionais, podemos
escrever

P(Sust = X|Sp,Su_1,Sn-2,...) = P(Sps1 = X|S). (3.10)

Pode-se demonstrar que uma cadeia de Markov cuja probabilidade de transicao satisfaz a condi¢do
de balanceamento detalhado para uma dada distribuicao tem como probabilidade de equilibrio

esta mesma distribui¢do. Uma demonstracdo particularmente simples estd no texto didatico de
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Binney (22). Uma cadeia de Markov é definida por uma densidade de probabilidade de transicao
(para sistemas cujos estados podem ser descritos por varidveis discretas seria uma probabilidade

de transi¢cd@o) entre estados do sistema

w({Ji} = {Ji}) = P(Sps1 = {JiHSw = {Ji})-

A densidade de probabilidade de transi¢do deve satisfazer a condi¢do de normalizag¢do

[an@mn = i =1, (3.11)
ou seja o sistema tem de ir para algum lugar ao sair do estado {J;}.

A condicao de balanceamento detalhado ou microreversibilidade é dada por

wllJid > 5D _PATY g -a) 3.12)
w({/i = A/  P{J,}) ’ '

onde a distribui¢do dada € a distribui¢do de equilibrio descrita acima. Ou seja, escolhendo

uma probabilidade de transi¢cdo que satisfaca esta condi¢do, podemos simular uma cadeia de
Markov e a distribuicao de equilibrio desta cadeia serd a distribuicdo de equilibrio do nosso
sistema. Desta forma, podemos ap6s um tempo longo, chamado de termalizagdo, assumir que
amostrando os estados da cadeia de Markov estamos amostrando de uma distribui¢do muito

préxima da distribui¢@o de equilibrio do nosso sistema.

A escolha canonica para simulagdes de Monte Carlo € o algoritmo de Metropolis (23). Este
consiste em aceitar um novo estado sempre que este diminuir o valor de H({J;}), e aceitd-lo
com probabilidade e BHWH-H{i}) caso o novo valor de H({J;}) seja maior que o original.
Verificamos rapidamente que a condi¢édo de microreversibilidade ¢ satisfeita. Caso H({J!}) >

H({J;}), temos

w{Ij} = (1)) e B

w7 = 107D i

No caso de H({J!}) < H({J;}), temos

— o BH{TH-H{})

. !
w({Jjy = {3} ! _ o BHWD-HD).
w7} > [Uj)) e PHWD-HE

O algoritmo de Metropolis apresenta portanto uma possivel cadeia de Markov para amostrarmos
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a distribui¢do de Gibbs-Boltzmann de um dado sistema.

3.2.3 Wang-Landau Methods

Uma classe de métodos estatisticos que permite estudar regides extensas do diagrama de
fase a partir de uma tinica simulacao ¢ o método de Wang-Landau (17). A ideia inicial do método
é reescrever a integral (no caso de varidveis discretas uma somatéria) do valor médio das var-
idveis como uma integral sobre os valores da energia do sistema ponderado pela degenerescéncia
de cada nivel de energia. Este método ja havia sido proposto anteriormente, no entanto o tra-
balho de Wang e Landau(17) propde um método de Monte Carlo para obter a degenerescéncia

dos estados numericamente. A equacio 3.4 ficaria entdo

e PE

Z

<H>= [au(DPUIDHIY) = [ dEQE)S-E. (3.13)

onde a integral seria sobre todos os valores possiveis da energia, sendo agora uma integral em

apenas uma dimensao. A probabilidade do valor do hamiltoniano de um estado ser E € dada por

onde Z é a fun¢do de parti¢do dada por

Z:/d,u({],'})e’ﬁH({]i}).

Podemos reescrever também Z usando Q(E), obtendo
Z= /dEQ(E)e’BE.

Claramente, todas as grandezas da equacd@o 3.13 sdo conhecidas, exceto a degenerescéncia de
cada nivel de energia Q(E). Se conhecéssemos esta degenerescéncia, poderiamos calcular todas
as grandezas termodinamicas do sistema. Vale notar que neste caso s6 temos acesso a dependén-
cia da energia das grandezas. No caso do modelo de Ising, se quiséssemos considerar um campo
ndo-nulo, teriamos também a dependéncia da magnetizagdo, terfamos entdo que escrever a inte-
gral como

<H>= /dEde(E,m)P(E,m)E, (3.14)
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ou para obter a magnetizacdo média
<m>= /dEde(E,m)P(E,m)m, (3.15)

no entanto, isso ndo altera em nada o resto do argumento. O método de Wang-Landau consiste
em uma técnica para calcular a degenerescéncia ou densidade de estados para um sistema dado.
A ideia é que se escolhéssemos estados ao acaso com uma probabilidade Py ({/;}) o m
o histograma das energias dos estados sorteados deveria ser uniforme, uma vez que

1 1
ZwiQE)  Zwr

Ru(H =E) = [ du(Un)SHWY) ~ EPuu({4}) = Q(E)

No entanto, ainda ndo temos a degenerescéncia de nossos niveis de energia para poder sortear
estados e aceitd-los de forma a gerar a distribuicdo dada. O método consiste portanto em um
processo conjunto de elaborar histogramas e verificar se estes sdo uniformes, e a0 mesmo tempo

melhorar cada vez mais nossa aproximagéo de Q(E).

Apesar de ter havido avancos em demonstrar a validade do algoritmo de Wang-Landau
(WL) para aproximar a densidade de estados de um sistema (24), estas demonstracdes estdo
fora do escopo deste trabalho. Vamos meramente mencionar o funcionamento do algoritmo. O

algoritmo consiste em sortear estados e aceitd-los de acordo com a probabilidade de transi¢cao

P({Jnew}HJold}) = egOIdfgnew’

onde g({J/}) é uma aproximagdo para log(Q), inicalmente igual a 0. Estados sdo sorteados e
cada vez que um nivel de energia € visitado incrementamos g(E) por um fator /og(f), onde
f = e inicialmente. Vale notar que a probabilidade de transi¢do procura sempre visitar energias
com uma densidade de estados mais baixa, contrapondo-se ao efeito entrépico que empurra o
sistema para energias com alta degenerescéncia. Depois de um nimero dado de passos, verifica-
se o histograma dos niveis de energia visitados. Caso este satisfaga um critério de uniformidade,
tomamos fy., = v/f € comegamos a registrar um novo histograma de visitagdo dos niveis de
energia. Este processo se repete até que log(f) < €. Ao final do processo, e® é usado como

aproximacao da densidade de estados Q.

Modifica¢des deste método surgem recorrentemente na literatura, adaptando o método a
tarefas especificas. No caso do modelo estudado aqui, empregamos o algoritmo de Wang-

Landau com janelas adaptativas (25). Basicamente, o método consiste em procurar o dominio
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de energias acessiveis ao sistema, e amostrar os estados por etapas em janelas deste dominio

para obter uma precisdo maior.

3.3 Aproximac¢ao de Campo Médio

Aproximagdes de campo médio sdo uma classe geral de métodos que podem ser usados para
aproximar distribuicdes de probabilidade em uma grande variedade de situagdes. No contexto
mais geral podemos definir uma aproximagdo de campo médio como uma proje¢do em um
subespaco de distribuicdes tratdveis de um problema estatistico ndo-tratdvel (26). No caso geral,

gostariamos de calcular médias sobre uma distribui¢do ndo-tratavel P(o),

<f>= [au(@)f(e)P(o), (3.16)

onde a integral ndo tem solucdo analitica. Normalmente isso se deve a termos de interacdo
entre as varidveis, como no caso do modelo de Ising em duas dimensdes. A ideia dos méto-
dos de campo médio é tomar uma familia de distribuicdes tratdveis, e dentre elas escolher a
distribuicdo que melhor aproxima a distribui¢do ndo-tratdvel P. Isto pode ser feito de diversas
maneiras, mas vamos nos ater ao método baseado na teoria de geometria da informacdo, no
qual minimizamos a divergéncia de Kullback-Leibler (ou maximizamos a entropia relativa). A

divergéncia de Kullback-Leibler entre duas distribuicdes de probabilidade P, e P, € dada por

Dk (Pi||P) = /du(O')Pl(G)log <22g;> ) 3.17)

Dada uma familia de distribui¢des parametrizada por uma série de pardmetros o, podemos en-
tdo escrever a divergéncia de Kullback-Leibler entre uma distribui¢do da familia tratdvel e a

distribuicdo-alvo como uma média sobre a familia de distribui¢des trataveis

E(@) = i (Pel|P) = [ dua(0)Pulo)log (f;‘((;)) . (3.18)

A fungédo E (o) pode agora ser minimizada normalmente de forma a obtermos uma distribui¢do
sob a qual as integrais se tornam tratdveis. A sutileza e complexidade do método dependem da
escolha da familia de distribui¢des. No que se segue abaixo, no entanto, vamos usar argumentos
variacionais para evitar a especificacdo do formato da familia de distribuicdes a ser usada, que

serd deduzido da minimizagdo da divergéncia KL.
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3.3.1 Exemplo: Modelo de Ising

Como exemplo, podemos considerar o modelo de Ising. Temos a distribuicdo sobre var-

idveis de spin interagindo em uma rede quadrada bidimensional

eﬁJZGiGj

h({oi}) = —7F— (3.19)

As médias sobre a distribui¢do envolvem somas tediosas para redes finitas, e para redes infinitas
tém de ser realizadas através de técnicas matematicas mais refinadas, como o método de matrizes

de transferéncia. No entanto, se a distribui¢do fosse da forma
P'({oi}) HP 0;), (3.20)

as médias poderiam facilmente ser efetuadas, pois as varidveis estariam desacopladas. Vamos
abaixo utilizar um argumento variacional para determinar a forma 6tima da distribuicdo sobre
sitios P; para aproximar a distribui¢do Py. Temos
Dir(P'||R) =) HP oc;)log (g (o )> = (3.21)
{o;} i 0({6 } )
=Y Y P(0)Pi(0)BIoio;+10g(Z)+Y Y P(0;)log(Pi(ay)). (3.22)

(l _]) O-Ivaj i O

Tomando uma derivada funcional com relacdo ao valor da probabilidade do sitio i para o valor

o;, teremos
(;}ﬁ’;)) =— .Z' Y Pi(cj)BJIcio;+ 1+ log(P(0;)). (3.23)
JEN(i) 9
Na equacdo acima, a expressdo j € N(i) se refere a todos os sitios j que estdo na vizinhanca
do sitio i. Claramente, s6 estes sitios tem uma contribui¢do nao-nula para a derivada funcional.

Igualando a expressdo a zero teremos entdo, a menos de uma constante de normaliza¢do

Pi(0;) o< exp (ﬁ]oi Z < 0 >’> ) (3.24)

JEN()
A médiamj =< o; >’ é feita sob a distribui¢io P’, 0 que nos dd uma série de equagdes autocon-

sistentes do tipo
eﬁ]o‘, Ymj

=Y o []Pi(o)) Zol : (3.25)

{o} J
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Z! é a constante de normalizac@o da distribuig@o sobre o sitio 7, e a soma & sobre os vizinhos de .
Podemos resolver esta equacdo de duas formas, a primeira é considerar que a rede ¢ homogénea
e invariante por translagdes, de forma que todos os m; devem ser iguais, teremos entdo uma tnica
equacao, que nos da

eﬁ-’o-izm
m= Zdi? = tanh(BJNm), (3.26)

O; i
que é a conhecida equacio de campo médio para o modelo de Ising, onde N é o nimero de
coordenacdo da rede. Podemos obter um pouco mais de informacdo se ndo fizermos esta su-
posigdo e procurarmos encontrar um conjunto de m; que satisfaca o conjunto de equagdes 3.25.

Reescrevendo-as, teriamos

m; =tanh(BJ Y mj), (3.27)
N(i)

que poderiamos agora resolver usando técnicas de ponto fixo. Isto nos permite também utilizar a
técnica de campo médio para redes ndo-homogéneas, permitindo ampliar o espectro de possibil-
idades do método. Vale notar que diferentemente de métodos similares, ndo fizemos nenhuma
hipétese a priori sobre a forma da distribuicdo de probabilidade, afora o fato desta ser fatorizavel
sobre os sitios da rede. Métodos similares deduzem a mesma solucdo de campo médio para o
modelo de Ising usando hipéteses sobre a forma exata da hamiltoniana, ou mesmo assumindo
uma forma sobre a distribuicdo de probabilidade. No caso de spins a diferenga ndo é muito
grande, pois a probabilidade é especificada por apenas um parimetro (P(c) = 1 — P(—0)), mas
para sistemas mais complexos, como a versdo hamiltoniana do nosso modelo, € crucial poder
fazer o minimo de hipéteses sobre o formato da distribui¢c@o. Vale notar também que o processo
que foi realizado acima equivale a encontrar um ponto em um subespago que minimiza a dis-
tancia para um ponto fora deste subespaco, como no caso de um plano e um ponto fora deste
plano. O que permite realizar este processo para uma distribui¢do ndo-tratavel é a assimetria da

divergéncia KL que pode ser calculada usando-se médias apenas sobre as distribui¢des tratdveis.

Vale notar que no tratamento acima, diferentemente do tratamento dado ao modelo de
Curie-Weiss, obtivemos uma aproximagdo para a distribuicdo de Gibbs (e consequentemente
da termodinamica) a partir de uma hipdtese sobre o formato da distribui¢do de probabilidade
do sistema. Apesar de obtermos essencialmente o mesmo resultado, podemos refinar nossa
aproximacao usando outras distribui¢cdes, como pares de sitios, triplas e por af adiante. Além

disso, a equagdo 3.25 nos permite analisar o modelo de Ising desprezando flutuacdes, pois os
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spins interagem com o valor esperado dos spins vizinhos, mas ndo carece da hipdtese de uma
rede completamente conexa ou ainda invariante por translacdo. Desta forma podemos estudar o

comportamento do modelo em redes afins sem usar métodos de Monte-Carlo.

3.3.2 Aproximacido de Campo Médio para o Modelo de Fundacoes Morais

Vamos agora repetir o processo acima para o caso do nosso modelo da se¢do 3.2. Tomamos
agora uma distribuicao que seja fatorizdvel nos assuntos discutidos, além dos sitios. No entanto,
isto ndo é uma hipétese adicional, uma vez que a probabilidade definida pelo hamiltoniano

original ja era fatorizavel sobre os assuntos. A distribuicdo correta € dada por

1-§
h#hﬂ Z\h,‘.’uhj‘\) . (3.28)

Po({Ji}{8"},B) = *exp (—Z Y -
Em analogia aos pardgrafos anteriores, vamos definir a distribuicdo fatorizdvel sobre sitios
P'({J:}) HP (3.29)

Procedemos calculando a divergéncia de Kullback-Leibler, da qual omitimos o logaritmo da

fungdo de parti¢do, que é irrelevante para a maximizagdo, por ndo depender de P;(J;),

DKL(P,HPO):/d“({Ji})HPi (Zlog )+5 ZZ (

h#h# |hl~l||h#>>

(3.30)
A integral € feita sobre a casca hiperesférica de dimensio 5, a medida du({J;}) se refere a isto.

Reescrevendo, temos entao

Dxr = Z/du Ji)log(P:(J;))

) / annau()raeo) (= 2nn )
2y

(3.31)
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Tomando entdo a derivada funcional em relac@o ao valor de P;(J;), temos

m = 1+10g(P,(J,))
b vy (L g L0
* P;je%i)/dﬂ(fj)l’](h)( S+ —— IR ), (332)

onde N(i) é o conjunto de nés vizinhos ao né i. Aqui vemos que a expressao sé depende de um
conjunto de médias sobre a probabilidade P;(J;), e esta distribuicdo é completamente definida
por este conjunto de valores. Dizemos entdo que o estado deste sistema é completamente deter-
minado por estes valores, que chamamos de parametros de ordem, por nos dizerem em que fase

o sistema se encontra (ordenada ou desordenada). Podemos entdo definir estas grandezas como

H—
j

destas grandezas

m; =<Jj-S* >'e rﬁ.L =< |J;-S#| >’ e encontramos a expressdo da distribui¢cdo como fungao

—-1-6 1-6
1+log(P(J;)) = _gz < 5 hy'm’ + 2yh§‘yr’;‘> : (3.33)
K jeN(i)
O que nos da
1 B 146 1-6
P(J;) = —exp (—Z ) (—hfm“ + \h?!r“)) . (3.34)
Zi P JEN(I) 2 / 2 !

Note que o método determina os parametros de ordem automaticamente, sem que tenhamos de
intuir quais as grandezas importantes no modelo. Este procedimento é especialmente interes-

sante em sistemas nos quais os parametros de ordem nao podem ser prontamente determinados.

A partir destas probabilidades podemos escrever as equagdes andlogas as equagdes 3.25

para o modelo de Ising. Teremos neste caso
il = [ g exp (=B Ljeng) (—S2HE + 2R )) (3.39)
= [au i $# 15 exp (=B By ey (— 500 mt + 5214)) (336)

Assim como no caso do modelo de Ising, aqui podemos tomar duas maneiras alternativas de

resolver o conjunto de equacdes 3.35 e 3.36. Se escolhermos usar argumentos de homogeneidade
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e invaridncia por translacio, obtemos as equagdes autoconsistentes para o campo médio

i = [dp() -S4 exp (~ BN T, (— L5t 4 158 k) ) (3.37)

M= [dp()T -S| L exp <—§NZM (f%hﬂmﬂ+%]h“|rﬁ‘)). (3.38)

Diferentemente do caso do modelo de Ising, aqui temos ndo apenas uma equagdo e um parametro
de ordem, mas sim 2M equacdes, onde M € o nimero de assuntos sendo discutidos na nossa so-
ciedade, e 2M pardmetros de ordem. Além disso, como temos uma integral e ndo uma soma
sobre um spin somente, ndo podemos escrever uma forma analitica para as equacdes autocon-
sistentes, que terdo de ser resolvidas através de integracdo numérica. No caso de termos uma
sociedade numa rede com N nds, teriamos 2MN equagdes e parametros, o que dificulta a andlise
do problema para tamanhos de rede maiores, uma vez que a iteragdo das equagdes envolve uma

integral numérica em quatro dimensdes.

Podemos prontamente identificar uma interpretacdo para os pardmetros de ordem no nosso
modelo. O produto escalar da matriz moral (J;) de um agente com um assunto em discussao
foi anteriormente interpretada como o julgamento moral de um agente sobre o dado assunto.
Mantendo os vetores normalizados podemos manter este valor entre 1 (aprovacdo, aceitagdo)
e -1 (desaprovacio, rejeicdo), passando pela indiferenca, quando o produto € igual a 0. Os
parametros de ordem seriam entdo o julgamento moral médio de um agente sobre um assunto
w (m*) e o valor absoluto médio deste julgamento (*). Podemos dizer entdo que o pardmetro
m* indica se hd ou ndo alguma polarizagdo e o parAmetro r* indica com quanta certeza um

julgamento moral é tomado sempre que ele é tomado.
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Investigaremos o comportamento do sistema obtendo diagramas de fase com os diferentes
tratamentos desenvolvidos. Em seguida analisaremos o comportamento do sistema em relacio
a perturbacdes nos assuntos em discussdo. Para o modelo de campo médio, serd obtida uma
expressdo exata para a divergéncia de Kullback-Leibler entre dois estados diferentes. No modelo
hamiltoniano, usaremos a distancia euclidiana entre histogramas do pardmetro de ordem para

medir a distancia entre estados.

Comecamos a secao discutindo como obtivemos os histogramas para cada um dos paradig-
mas considerados e os métodos que utilizamos para determinar transicdes de fase em cada um
dos paradigmas. Discutimos alguns exemplos de histogramas para ilustar cada um dos casos e
as fases encontradas nos estudos. Em seguida discutimos os diagramas de fases em cada um dos
paradigmas para uma variedade de pardmetros, para uma variedade de conjuntos de assuntos.
Particular interesse é dedicado ao caso mais simples de apenas um vetor, por este nos dar uma
posicao privilegiada para discutir o efeito dos diversos pardmetros do sistema. Por dltimo procu-
ramos estudar como o sistema responde a perturbacdes nos assuntos apds alcangar um estado
de equilibrio. Desenvolvemos um tratamento especifico para estudar o caso da aproximacgao de
campo médio, o que possibilita um tratamento mais rigoroso usando a distribui¢do de probabi-
lidade completa dos vetores de opinifo, ao invés da distribui¢do de probabilidade da projecao

sobre os assuntos.

4.1 Histogramas e Caracterizacao das Fases

A determinacdo da fase em que se encontra um determinado sistema normalmente se baseia
em grandezas estatisticas, cujos valores caracterizam uma fase ou outra. O exemplo candnico
é como sempre o modelo de Ising, em que as fases ferromagnética e paramagnética sao deter-
minadas pelo valor da magnetiza¢do a campo nulo (nulo na fase paramagnética e ndo-nulo na
fase ferromagnética). Muitas outras grandezas e critérios podem ser considerados, como uma
quebra de analiticidade no calor especifico ou algum potencial termodindmico, mas o método

usado especificamente em cada caso depende do problema em questdo.

Temos trés paradigmas nos quais gostariamos de estabelecer diagramas de fase e possivel-
mente linhas de transi¢cdo de fase, no entanto, os trés paradigmas pedem abordagens diferentes.

O paradigma no qual possuimos a maior informacdo sobre o sistema é certamente o de campo
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médio, em que podemos calcular explicitamente a distribuicdo de probabilidade dos vetores de
opinido a partir das equagdes auto-consistentes para os pardmetros de ordem. Analisaremos
entdo o caso do campo-médio primeiramente. No caso do modelo hamiltoniano, a obtencdo
da forma analitica da distribuicdo ndo é possivel, pois envolve a integracdo sobre um niimero
muito grande de varidveis. No entanto, podemos utilizar o método de Wang-Landau descrito
acima para obter um retrato fiel da termodindmica do sistema, a partir da densidade de estados
da energia. A partir desta, podemos calcular grandezas como o calor especifico, e a partir de mé-
dias confidveis destas podemos determinar temperaturas de transicao de fase e, por conseguinte,
determinar um diagrama de fases. O paradigma que coloca o maior desafio no sentido da deter-
minagdo das fases € o modelo baseado em agentes, pois sequer podemos certeza da existéncia
de um regime estaciondrio neste caso. Vamos investigar a existéncia de uma fase estaciondria
e verificar que, para uma variedade de parametros, o sistema ndo relaxa para uma distribuicio

estavel.

4.1.1 Aproximacio de Campo Médio

Na aproximacdo de campo médio, usamos as equagdes autoconsistentes 3.35 e 3.36 para
calcular os parametros de ordem. Especificamente, consideramos as equacdes como relagdes de

recorréncia,

mt = fdu(J)J-S“Ziiexp (—%NZ# <—%h“m“+%]h“|r“)> = A {m",r'})
= [dp)I-SH g exp (~ BN, (~ S htmi + 52k ) ) = g ({m" )

e consideramos que o valor dos parametros de ordem para um dado conjunto de pardmetros

5,B,{S*} é o ponto fixo destas equagdes:

mu<67ﬁ7 {Sv}) = f({m0(57B7 {Sv})7r6(5ﬂﬁ7 {Sv})}) 4.1
(8,8,{8"}) =g({m?(8,B,{8"}),r°(8,B,{S"H)})- 4.2)
Podemos entdo inicializar os parametros de ordem em um valor arbitrdrio e usar as equagdes

acima como relagdes de recorréncia, criando uma seqiiéncia de parametros de ordem até que

estes convirjam. Os valores de convergéncia serdo entdo os parametros de ordem corretos para
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os parametros dados. Fazemos entdo

my = f({my_y,rn_1}) 4.3)
iy =8({my_y1, a1 1) (4.4)

Podemos ver na figura abaixo 4.1 um exemplo do valor dos parimetros de ordem para um

conjunto de pardmetros (6 = 0.25,P = 1).

Parametros de Ordem para delta = 0.25 e 1 issue
0.8 T T

05 | E
0.4 E
03| / i
0.2 E

01} g

Figura 4.1: Vemos acima os pardmetros m € r para um sistema com apenas 1 assunto na aproxi-
macao de campo médio.

Como comparacdo mostramos abaixo também os pardmetros de ordem para um sistema

andlogo mas com dois assuntos ortogonais (4.2).

Em ambos os casos podemos ver uma mudanca de comportamento em ambos os pardmetros
m e r, os valores de m passam de valores nulos a valores positivos crescentes com a temperatura
e os valores de r tem um ponto de minimo. Para verificar que estas mudangas representam de
fato uma mudanca na fase do sistema, investigamos a distribuicao de probabilidades dos vetores
ao longo dos assuntos. Podemos verificar, ao investigar os histogramas, uma quebra de simetria
ao longo do eixo definido pelo vetor assunto no caso da figura 4.1. Vemos que para pressdes de
pares mais baixas (temperaturas altas) temos um histograma perfeitamente simétrico, enquanto

para pressdes mais altas (temperaturas mais baixas), temos um viés para o quadrante de projecao
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Delta =0.25, dois assuntos ortogonais
0.45 T T T T T

04 |

03 B

0.25 B

Order Parameters

01 f i

0.05 | / g

Figura 4.2: Vemos acima os parametros m e r para um sistema com 2 assuntos ortogonais na
aproximacdo de campo médio.

positiva no eixo dado.

Claramente, valores ndo-nulos dos parametros de ordem indicam uma projecdo média nao-
nula nos assuntos, e portanto uma ordenacdo do sistema. Seguindo este raciocinio, usamos
o valor dos parametros de ordem m como indicadores da fase em que o sistema se encontra.
Partindo deste raciocinio podemos simplesmente usar um método de bisseccio para determinar
a linha de transi¢do no plano 6 x . Vemos abaixo um exemplo de linhas de diagramas de fases

para um assunto (figura 4.4).

Implementacio Computacional da Integraciao

As integrais que precisamos calcular para obter os pardmetros de ordem sdo todas inte-

grais sobre a hiperesfera de raio 1 em cinco dimensdes. Usando o formalismo geral, podemos
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Hlstograma da projecao de vetores no issue
delta=0.25 um issue, beta = 1.0
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Projecao do vetor de opiniao no issue (normalizada)
H|stograma da projecao de vetores no issue
delta=0.25 um issue, beta = 2.5
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Figura 4.3: Podemos ver a quebra de simetria induzida pelo aumento da pressdo de pares no
sistema observando os histogramas da projecdo no assunto. O comportamento do sistema se

altera fundamentalmente.
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Diagrama de fase para um assunto
5 T T T

T
linha de transicao

4k mH1=0 7

Figura 4.4: Linhas de transi¢do para o modelo de campo médio com um assunto.

parametrizar a hiperesfera como

x| = cos(ay), (4.5)
Xy = sin(oy)cos(0), (4.6)
X3 = sin(ay)sin(o)cos(03), 4.7)
x4 = sin(ay)sin(on)sin(os)cos(), (4.8)
xs = sin(oy)sin(on)sin(az)sin(as), (4.9)

com ay,0p,03 € [0,7] e ou € [0,27]. Claramente todos estes pontos obedecem x-x = 1, e
podemos também verificar que todas as solugdes de x-x = 1 em R’ sdo deste tipo. O elemento
de integraciio se torna entdo sin(a)3sin(ap)?sin(az)doydopdozdoy. As integrais se tornam

entao

T T T 2n
/ dOCl/ dOCz/ dog d(X4Sin(OCl)3Sil’l(062)2sin(063)f(x(061,OC2,OC3,OC4)). (4.10)
0 0 0 0

Apés escrevermos a integral como uma integracéo sobre um dominio retangular, podemos facil-

mente discretizar a integral de acordo com a regra do trapézio, e aplicar o método de Romberg,
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como explicitado mais a frente na se¢do 6.1.2 em outro contexto.

4.1.2 Modelo Hamiltoniano

No caso do modelo hamiltoniano, ndo temos como calcular os pardmetros de ordem explici-
tamente; temos, portanto, de obter estimativas de grandezas a partir de métodos de amostragem.
O método mais cldssico para obter estados € o que se chama comumente de métodos de Monte-
Carlo, onde geramos uma cadeia de Markov a partir de uma regra de transi¢cdo entre estados e
amostramos estados desta cadeia de Markov. A partir de um conjunto de amostras desta cadeia,
tiramos uma média das grandezas de interesse e obtemos assim alguma informagao sobre o sis-
tema. Vamos descrever aqui outro método, baseado no método de amostragem de Wang-Landau
(17). Obtendo a densidade de estados em func¢@o da energia, podemos obter estimativas do
calor especifico do sistema a qualquer temperatura, utilizando a relacdo de flutuagao-dissipacao,
temos
C(B)—Blz(<H2>—<H>2), (4.11)

e as médias abaixo podem ser escritas como

<H(B)>= %[5 HQ(H)e PHdH (4.12)
<H(B) >= 7 [ HQ(H)e PPdH (4.13)
Z(B)=  [prQ(H)e PHdH (4.14)

Desta forma, podemos obter, a partir da densidade de estados, um retrato de toda a termod-
indmica do sistema a & fixo. Transi¢cdes de fase tipicamente se manifestam como quebras de
analiticidade em algum potencial termodinamico, sendo a ordem da transi¢do dada pela derivada
da energia livre mais baixa que apresenta uma descontinuidade na transi¢do. Portanto, transi¢des
de primeira ordem sdo associadas a descontinuidades nas primeiras derivadas da energia livre
(como a transic¢ao induzida por uma inversdo do campo magnético num modelo de Ising, sendo
a descontinuidade na magnetizacio). No caso de transicdes de segunda ordem, a descontinui-
dade € encontrada em derivadas segundas da energia livre, como a suscetibilidade magnética
ou o calor especifico. Para sistemas finitos, ndo hd quebra de analiticidade, e ndo ha transi¢des
fase no sentido rigoroso da palavra. No entanto, podemos observar mudancas bruscas de com-

portamento do sistema mesmo em sistemas finitos, e estes se manifestam como maximos na
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suscetibilidade ou no calor especifico. No nosso caso especificamente, determinaremos a tem-
peratura de transi¢do para o modelo através do méximo no valor do calor especifico. Podemos
simular o sistema para diversos valores de § através do algoritmo de Wang-Landau, e obter desta

forma um diagrama de fases para nosso modelo.

4.1.3 Modelo de Agentes

O modelo de agentes é o modelo que exige mais cuidado ao tentarmos determinar um dia-
grama de fases para o mesmo. Isto se deve ao fato de que, diferentemente dos outros dois
paradigmas, o modelo foi definido a partir de uma regra dindmica de atualizacdo dos estados
e ndo a partir de um funcional de energia ou uma distribui¢cdo. Devido a isso ndo podemos
ter certeza da existéncia de um regime estaciondrio, e por conseguinte de uma distribuicao de
probabilidades sobre os estados acessiveis. Neste tipo de sistema freqiientemente temos esta-
dos absorventes, dos quais outros estados ndo sdo mais acessiveis. Em um modelo de agentes
verificamos que a convergéncia para uma distribuicio estavel depende bastante dos valores dos
pardmetros da simulag¢do. Para um ruido muito baixo ou ausente (1) ~ 0), o sistema relaxa rapi-
damente para uma ou duas fac¢des, dependendo das condicdes iniciais. J4 para valores maiores
de n, temos flutuagdes muito grandes e, apesar de assemelharem-se aos histogramas obtidos
no caso de campo médio e do modelo de agentes, flutuacdes grandes tornam o modelo pouco
prético para este tipo de andlise. Concentramo-nos, portanto, no paradigma hamiltoniano e de

campo médio na secio seguinte.

4.2 Comparacao com dados de psicologia quantitativa

De posse de um modelo, podemos procurar compara-lo com os dados obtidos em ques-
tiondrios para investigar sua capacidade descritiva. Seguindo o que foi feito em Vicente et al.
(4), vamos analisar os histogramas da proje¢do das matrizes morais sobre a média dos vetores
de assuntos, que convencionamos chamar de Zeitgeist. No caso de nosso modelo, investigamos
o caso de campo médio para compard-lo com os dados e obter uma comparagdo com o que foi
feito em Vicente et al. (4) para o caso do modelo hamiltoniano (ver figura 4.6). Na figura 4.5,
podemos ver um paralelo entre os histogramas obtidos a partir dos questionarios cedidos por J.

Haidt e os histogramas obtidos através de uma busca de pardmetros no modelo de campo-médio.
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No caso de estudarmos o modelo de campo médio temos acesso explicito aos vetores e
podemos calcular a projecdo das matrizes morais no Zeitgeist diretamente. No entanto, quando
lidamos com os dados dos questiondrios, ndo temos acesso direto aos vetores que representam os
assuntos. Ainda assim podemos verificar que as matrizes morais sio todas concentradas ao redor
da matriz média, assim como no caso do nosso modelo as matrizes sdo concentradas em volta
dos vetores de assunto. Desta forma, tomamos como a média dos vetores de assunto a média
das matrizes morais dos agentes conservadores, pois este grupo apresenta a menor variabilidade,
obtendo com isso uma estimativa razodvel para a média dos assuntos. Assim, podemos calcular

a projecdo de todos os vetores neste vetor, obtendo assim os histogramas abaixo.

Vemos que o modelo reproduz relativamente bem o comportamento estatistico da projecao
das matrizes morais sobre a média dos vetores de assuntos. Ao compararmos os dois modelos,
no entanto, vemos que, como esperado, o modelo de campo médio facilita o ordenamento do
sistema, levando a distribui¢cdes mais estreitas em torno do valor médximo da projecdo. O proced-
imento empregrado para acharmos a correspondéncia entre o modelo e os histogramas obtidos
dos dados foi uma simples busca de pardmetros sobre os histogramas. De posse dos histogramas
dos dados e de histogramas para o modelo de campo médio para um conjunto de pardmetros,
podemos calcular a distancia quadrética entre os histogramas, como feito na secio 4.17, e en-
contrar para cada afiliagdo politica o valor de § e B que minimizem esta distancia entre os dois

histogramas. Desta forma obtivemos a figura 4.6.

A correspondéncia entre os dados psicoldgicos e os dados de nosso modelo sdo bastante
compativeis, permitindo-nos afirmar que a estrutura estatistica das matrizes morais em subpo-
pulacdes divididas por afiliagdo politica € bem reproduzida pelo modelo proposto. Parece que o
ingrediente essencial para este sistema € a minimizacao de um custo social entre vizinhos sociais,
fendmeno presente em sociedades reais. Para verificar a fundo esta hipétese precisariamos, no
entanto, verificar tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista experimental a validade
destas afirmagdes. Do ponto de vista tedrico, terfamos de verificar se a estrutura encontrada para
outros modelos similares e em outras situagdes mantém os mesmos tragos fundamentais. Do
lado da psicologia, seria necessario verificar a hipétese de que seres humanos minimizam um

custo psicoldgico ao interagir em sociedades (ainda que apenas em algumas situacdes).
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Histogramas obtidos dos questionarios Histogramas do modelo de campo medio
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Figura 4.5: Comparagdo entre os histogramas do modelo de campo médio e os histogramas
obtidos com os dados de Haidt. Os histogramas a esquerda correspondem as afiliacdes politicas
1, 2 e 3 (muito liberal, liberal e pouco liberal, respectivamente).
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Figura 4.6: Comparacgdo entre os histogramas da projecdo das matrizes morais nos dados e os
histogramas obtidos por amostragem com o algoritmo de Metropolis do modelo hamiltoniano.
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4.3 Diagramas de Fase

No trabalho de Renato Vicente et al. (8), foram estudadas situa¢des nas quais agentes
procurando o consenso com seus pares numa escala microscépica podem levar a formacao de
faccdes discordantes numa escala macroscépica. Podemos observar a dependéncia deste tipo
de comportamento analisando os histogramas obtidos para tempos grandes nestas simulacdes.
Essencialmente, temos agentes dispostos sobre uma rede complexa aprendendo de seus vizinhos
na rede de acordo com a regra descrita para o modelo de agentes. Na figura 4.3 podemos ver
claramente a formacdo de faccdes opostas em relacdo a um assunto dado. No caso mostrado
estamos considerando assuntos ortogonais com uma dindmica de aprendizado on-line. Este
comportamento de formagao de faccdes € bastante robusto, mantendo-se mesmo para tempos de
simula¢ao muito longos. No entanto, € dificil falar de estado de equilibrio no caso de um modelo
ndo-hamiltoniano. Variando os pardmetros do modelo podemos obter outros comportamentos,
como uma sociedade completamente ordenada em torno de um assunto ou uma sociedade sem

nenhuma polarizacdo como podemos ver na figura 4.3.

Motivado pela discuss@o do modelo proposto em Vicente et al. (8), procuramos entdo obter
uma caracterizagdo andloga para os modelos de campo-médio e hamiltoniano, caracterizando
a dependéncia das fases nos parametros de aprendizado, no nivel de ruido (temperatura) e na
distibui¢do dos assuntos. Podemos claramente notar a transicdo entre desordem e polarizacio
como mostrado nas figuras 4.4 para o modelo de campo médio, por outro lado, a formagdo
de faccdes ndo € tdo ficil de obter nestes modelos. No entanto, a transi¢do entre desordem e
polarizagdo mostra-se bastante confidvel e pode ser estudada extensivamente. Para determinar a
fase no modelo de campo médio simplesmente determinamos os parametros de ordem com uma
certa precisdo e entdo calculamos o valor da polarizagdo média do estado, Y, m". Estabelecemos

uma tolerincia para esta grandeza, nas simulacdes mostradas tomamos uma tolerancia de 1072,

4.3.1 Assuntos Ortogonais

Vimos acima nas figuras 4.1 e 4.2 o comportamento do sistema para um dado valor de é ao
longo de um continuo de valores de . Na figura 4.8 podemos ver as linhas de transi¢do para 1
e 2 assuntos ortogonais com a linha sobre a qual foram calculados os pardmetros de ordem das

figuras anteriores. Observamos que quanto menor o valor de § mais alto é o valor de 3 para o
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histograma da projecédo de vetores em um issue
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Figura 4.7: Histograma da projecdo dos vetores morais em um dos assuntos, mostrando os diferentes tipos de
comportamento encontrados para o modelo de agetnes. A primeira figura mostra a formagéo de facgdes (6 =0.0,1 =
0.2,2 x 100 passos de MC). A segunda figura mostra a formagdo de um consenso com relagdo a um assunto (6 =
0.5, = 0.0,3 x 10° passos de MC). Na terceira figura vemos a auséncia de polarizacio devido ao alto ruido na
comunicagdo (8§ = 0.5,1 = 0.4,3 x 10° passos de MC).



55

qual temos uma transi¢c@o para a fase ordenada do sistema.

Linhas de transicao para um e dois assuntos ortogonais

T
1 assunto
2 assuntos

Be

Figura 4.8: Vemos o diagrama fase para 1 assunto e 2 assuntos ortogonais. A linha vertical
representa a linha sobre a qual obtivemos os parametros de ordem das figuras 4.1 e 4.2.

Outro fato interessante € o fato de que um aumento no nimero de assuntos eleva também
o valor de f3 critico, como podemos ver na figura 4.9. No entanto, ndo podemos concluir uma
mudanga de fato no comportamento do sistema devido ao fator 1% presente no hamiltoniano. Este
termo foi incluido no hamiltoniano para que tenhamos uma correspondéncia entre uma versao
do sistema com trés assuntos muito proximos e uma versdo com apenas um assunto. No entanto
podemos verificar este efeito verificando como seria o sistema se ndo tivéssemos um fator % em
frente ao hamiltoniano. Podemos reescrever o halmitoniano regraduando o valor de 3 por um

fator de 1%. O expoente do fator de Boltzmann se tornaria entdo

B, _ BP, .
“pf =Tt =P

Podemos ver esta regraduacdo na figura 4.10, e verificamos que apesar de termos um efeito
relacionado ao nimero de assuntos discutidos, o efeito na linha de transicdo € aproximadamente

multiplicativo, especialmente para valores de 0 préximos de 1.

Podemos ver abaixo o diagrama de fases gerado para o modelo hamiltoniano através de
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Linhas de transicao para varios assuntos ortogonais
12 T T

T

1 assunto
2 assuntos
3 assuntos --------
4 assuntos
10 . f

Figura 4.9: Vemos o diagrama fase para 1 assunto, 2 e 3 assuntos ortogonais. Podemos ver o
efeito do nimero crescente de assuntos discutidos, elevando o valor critico de 3.

amostragem de Wang-Landau. Na figura 4.11 podemos ver as curvas de calor especifico para
alguns valores de 6. O pico pronunciado no calor especifico indica uma transi¢do de fase de
primeira ordem, especialmente visivel para valores altos de 6. Para valores mais baixos de
0, podemos ver um segundo pico no calor especifico, no entanto, ndo podemos identifica-lo
com uma transi¢cdo de fase com certeza. O método de amostragem de Wang-Landau por vezes
ndo captura toda a geometria do espaco de fase em temperaturas mais baixas, de forma que
desprezamos o segundo pico no calor especifico. A partir destes dados podemos calcular um
diagrama de fases, assim como fizemos para o caso do modelo de campo médio. Na figura
4.13 podemos ver este diagrama de fases. As barras de erro na temperatura de transi¢do sio

calculadas a partir de diversas realizacdes da amostragem para o sistema dado.

Comparando o diagrama de fases com o diagrama de campo médio, vemos uma caracteris-
tica comum de métodos de campo médio que € o fato de eles superestimarem a fase ordenada
para o sistema. Como € caracteristico, vemos nas figuras 4.14 e 4.15 a linha de transicdo para o

modelo de campo médio em valores menores de 3 que o de Wang-Landau.



Linhas de transicao para varios assuntos ortogonais
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Figura 4.10: Regraduando a linha de transi¢do com o niimero de assuntos discutidos, vemos
a influéncia deste na geometria das linhas de transi¢do. A influéncia de assuntos ortogonais é
essencialmente a de multiplicar o valor de 8 critico pero ndmero de assuntos, ainda que para
valores de 0 préximo de zero, o nimero crescente de assuntos discutidos parece resultar em

uma diminuicédo de f critico.
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Calor Especifico para o modelo hamiltoniano
5 T T T T T T

[=Zi=2heT]
i neos

35

Figura 4.11: Calor especifico para alguns valores de § obtido através de amostragem de Wang-
Landau.

Diagrama obtido para o modelo hamiltoniano com um assunto atraves de amostragem de Wang-Landau
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Figura 4.12: Diagrama de fases obtido através do algoritmo de Wang-Landau.



Diagrama de fases obtido para o modelo hamiltoniano por amostragem de Wang-Landau.

1 assunto e 2 e 3 assuntos ortogonais.
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Figura 4.13: Diagrama de fases obtido através do algoritmo de Wang-Landau para um assunto e

dois e trés assuntos ortogonais.

Comparacao entre diagrama obtido por Wang-Landau (Diagrama WL)
e o diagrama de campo medio (Diagrama MF) para um assunto.
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Figura 4.14: Diagrama de fases para um assunto em campo médio e para o modelo hamiltoniano.
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Comparacao entre o diagrama de campo medio e o obtido por
amostragem de Wang-Landau para dois assuntos ortogonais
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Figura 4.15: Diagrama de fases para dois assuntos ortogonais para o modelo de campo médio e
0 modelo hamiltoniano.

4.4 Perturbacoes

Outro aspecto de interesse no nosso estudo é a capacidade de adaptacdo dos sistemas para
diferentes valores dos parametros. A adaptabilidade a mudangas repentinas nos assuntos dis-
cutidos pode ter tido algum valor evolutivo na determinagdo deste tipo de comportamento em
individuos humanos. Passamos entdo a estudar o relaxamento de um sistema em equilibrio apds
alterarmos os vetores associados aos issues de alguma forma. A forma mais simples de pertur-
bar estes vetores € aplicar uma rotagdo por um angulo ¢ e verificar a evolugdo do sistema apds
esta alteracdo. Gostarfamos de verificar a discrepancia entre o estado anterior a perturbacdo e
os estados gerados apds a perturbacdo. Uma forma de representar um estado de um sistema é
obter histogramas de grandezas de interesse. Podemos entdo usar critérios de comparacio de

distribui¢des, como por exemplo a divergéncia de Kullback-Leibler.

No caso da aproximacio do campo médio podemos deduzir uma expressao para a divergén-
cia de Kullback-Leibler entre dois estados que depende somente dos pardmetros de ordem do
estado dado. No entanto, como € comum em formulagdes de mecanica estatistica ndo ha um

tempo explicitamente definido no modelo de campo-médio. A formulagdo de modelos de spins
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em mecanica estatistica também era desprovida de uma interpretacdo dinamica até o trabalho
de Glauber sobre o modelo de Ising (27). A soluc¢do usada muitas vezes no caso de termos um
conjunto de equagdes autoconsistentes € considerar as relagdes de recorréncia geradas por estas
equagdes como um tipo de dindmica. No caso do modelo hamiltoniano podemos considerar a
dindmica de amostragem de Monte Carlo como uma dindmica do sistema como ¢é frequente-

mente feito neste tipo de estudo.

4.4.1 Distancia Euclidiana entre Histogramas

Uma forma intuitiva de obter alguma informacao sobre um sistema € obter histogramas das
grandezas de interesse. No nosso caso, os parametros de ordem determinados na andlise de
campo médio sdo as projecdes médias ao longo de cada um dos assuntos e o valor absoluto mé-
dio destas proje¢cdes. Para determinar portanto o relaxamento do sistema apds uma perturbacio
na orientagdo dos assuntos podemos determinar o histograma no equilibrio, entdo perturbar o
sistema e tomar histogramas em passos subseqiientes computando a distancia euclidiana entre
ambos os histogramas. Um problema que se coloca ao tomarmos este ansatz é a comparabil-
idade entre o tempo de relaxamento e o tempo de amostragem dos histogramas. Temos que
garantir que o tempo que usamos para amostrar os histogramas seja significativamente menor
que o tempo caracteristico de relaxamento do sistema. Nao temos nenhuma forma de descobrir
isto a priori, porém podemos sempre tomar sistemas de dimensdes maiores de forma que os
histogramas possam ser amostrados em tempos mais curtos. Nosso objetivo é obter uma medida

da rapidez do relaxamento do sistema em funcdo dos parametros deste.

Esta metodologia se mostra particularmente interessante em simulacdes de Monte-Carlo,
essencialmente desenvolvidas para amostragem do espaco de estados. Procuramos analisar o
relaxamento do sistema através de simulacdes usando o algoritmo de Metropolis. Primeira-
mente devemos termalizar o sistema, para ter certeza que estamos amostrando da distribuicao
de equilibrio. Ap6s um certo nimero de passos de MC, efetuamos uma rotagao nos assuntos e
passamos a registrar histogramas a intervalos regulares, calculando a distincia euclidiana entre
estes e o histograma do estado de equilibrio. Para facilitar a andlise restringimo-nos ao caso
de um unico assunto. Na figura abaixo podemos ver o relaxamento do sistema com apenas
um assunto, com um decaimento caracteristico de uma fungdo exponencial. No caso mostrado

abaixo, obtivemos um decaimento exponencial f(¢) = ae~", com valores a = 0.0589 4+ 0.0013
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e b =0.0220£0.0007 através de um simples método de minimos quadrados.

Relaxamento do sistema de agentes apos uma rotacao de 0.6 do issue.
Curva exponencial ajustada aos dados.

0.07 T T T

Delta = 0.6, Beta = 10.0 ——
Ajuste exponencial

0.06 fr |

004 | | i

0.03 \ 4
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!
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Passos de Monte-Carlo em unidades de 10

Figura 4.16: Acima temos o decaimento da distancia para o histograma no equilibrio em funcio
do tempo de simulagdo.

Podemos entdo seguir a prescricdo acima e obter o comportamento para uma gama de para-
metros de interesse. Podemos ver abaixo um comparativo para alguns valores de & para 3 = 10.
O gréafico em escala logaritmica evidencia a natureza exponenial do decaimento. Vemos que
para 6 menor o decaimento € mais rdpido e quando chegamos perto da transi¢do o préprio valor
inicial da distancia diminui. Isso pode ser compreendido observando-se que na fase totalmente
desordenada a perturbagdo nao deveria ter efeito nenhum, uma vez que a distribuicio dos vetores
de opinido € isotrépica. A distribui¢do na fase desordenada nio é necessariamente isotrépica,
muito pelo contrdrio, esperamos um alinhamento no eixo do assunto em discussdo, mas em

relacdo a este assunto a distribuicio € simétrica, logo perturbacdes devem ter um efeito menor.

Podemos entdo usar os dados obtidos nas simulacdes acima para obter uma medida da
velocidade de adaptagdo para o sistema em fungdo de 6. Para tal podemos calcular o tempo
caracteristico usando uma regressdo com a familia de fungdes f(x;a,T) = ae” 7 e determinar os
valores de a e T que minimizam alguma medida de erro. Na figura 4.18 podemos ver os valores
de T para os valores de 0 e 3 indicados acima. Vemos claramente uma adaptacéo mais rapida
no ponto de transicao de fases, um resultado bastante surpreendente. No entanto, interpretando

este fato a luz dos resultados da teoria de fendmenos criticos podemos interpretar isso de uma
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Decaimento da perturbacao ao sistema de agentes
P=1, beta=10, issue rotacionado de um angulo zeta=0.6rad.
Estudo do efeito da variacao de delta.
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Figura 4.17: O decaimento em escala logaritmica explicita a variacdo da velocidade do decai-
mento em fungéo de .

forma simples.

4.4.2 Divergéncia de Kullback-Leibler

No caso do modelo hamiltoniano considerado acima, ndo temos acesso a distribui¢io de
probabilidades, portanto restringimo-nos a amostragem de histogramas. No entanto, poderiamos
ter escolhido montar um histograma da freqii€éncia com a qual surge um determinado vetor, e
calcular a distancia euclidiana entre estes histogramas. Claramente, se temos vetores unitarios
em 5 dimensdes, terfamos que amostrar um histograma em quatro dimensdes, procedimento
muito mais trabalhoso e ineficiente do que amostrar um histograma unidimensional. Por isso,
no caso do modelo hamiltoniano, a op¢do escolhida foi a de amostrar somente a projecdo dos
vetores sobre o issue. Na aproximacao de campo-médio, no entanto, temos a expressao exata da
distribuicdo dos vetores, podendo calcular expressdes exatas. Poderiamos calcular a distribuicao
da projecdo sobre os issues diretamente como funcdes dos pardmetros de ordem. Para um issue
terifamos

PJ-S=m)= /du(m(f.s—m)P(Jy{m“,rﬂ},S) 4.15)

- %/du(])d@exp(iC(J-S—m) — Blam"J-S—br|J-S])). (4.16)
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Tempo caracteristico de adaptacao para 0 modelo hamiltoniano.
Perturbacao de { = 0.6, § = 10.0, 1 assunto.
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Figura 4.18: Vemos o efeito de dferentes estratégias cognitivas sobre a adaptabilidade do sis-
tema.

A expressdo acima € um tanta incomoda apesar de parecer simples, devido ao fato de estarmos
integrando sobre a reta na variavel da transformada de Fourier, mas sobre a hiperesfera unitaria
em J, o que complica a resolucdo desta expressdo ja para um issue, para ndo dizer de mais
issues. No entanto, nesta aproximacao, estamos de posse da expressao analitica da distribui¢do
de probabilidades, de forma que podemos calcular analiticamente a distancia euclidiana ou a

divergéncia KL. Vamos focar na divergéncia KL nesta se¢ao.

A divergéncia de Kullback-Leibler para dois conjuntos de pardmetros de ordem diferente

pode ser escrita como

Dra (Y, = [P yiog (). @17

onde P(J) denota a distribui¢do em rela¢do aos parametros {m*,r* } e P'(J) denota a distribui¢do

em relagdo aos parAmetros {m*,r’*}. Assumindo que ambas distribui¢des se referem ao mesmo
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conjunto de issues teremos entao
DKL({m” rHH{m™ M} =

Z# am* h* —brt|hH ) !
/du ~ (log (é) — BII)\]Z (a(m“ —m™)h* —b(rH — r'“)|h“|)>
= log (i) — ﬁ;)v (; (a(m* —m™) < h* > —b(r* — ") < |n*| >)>

=log (i) - ﬁ[])v (; (a(m* —m™)m* — b(r* — r’”)r“)) . (4.18)

A partir desta expressdo podemos calcular a distincia entre distribuicdes definidas por pardme-
tros de ordem perturbados e acompanhar a evolucio da divergéncia KL usando a recorréncia
como dindmica. Primeiramente, dado 8 e & encontramos os pardmetro de ordem no equilibrio

usando as equagdes autoconsistentes. A partir deste processo definimos:

my _/du J-S"™P(),
= [du)-svIpw).

(4.19)

Estes sdo os parametros de ordem se os issues fossem alterados em uma escala de tempo muito
mais rdpida que a escala de tempo caracteristica da dindmica do sistema. A partir dai consider-

amos o relaxamento do sistema de volta para o equilibrio de acordo com

/du J-SEPUm 1) (4.20)

= [du)-sHPUlmt ), @21

e calculamos a divergéncia KL entre a distribuicdo de equilibrio e a distribui¢do perturbada,

obtendo

Dra((fmt s} () = o (%)—‘f(;(aw‘—m“q>m?—b<r¢‘—r£q>rf>>

Abaixo podemos ver um exemplo para § =0.24 e f =3.1.

E importante notar um abuso que cometemos no procedimento acima. O procedimento



66

Decaimento da divergencia de Kullback-Leibler apos perturbacao de ¢ =0.6
no modelo de campo medio para 3 =3.1e §=0.24.
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Figura 4.19: Podemos ver o decaimento exponencial da divergéncia KL, até notarmos uma
saturacdo em 104 a partir da qual a aproximagao exponencial ndo € mais tao precisa.

variacional através do qual determinamos a forma da distribui¢cdo de campo médio assume que
estamos no equilibrio. Na deducdo acima extrapolamos esta distribuicao para o caso em que
os parametros de ordem nao estdo em seu valor de equilibrio. Se fossemos considerar rigoro-
samente, ndo temos como determinar a distribui¢do para J’s fora do equilibrio. No entanto, o
tratamento acima define uma familia de distribui¢cdes que podemos usar de qualquer forma. Ape-
sar de ndo podermos garantir que a distribuicdo dada € a distribui¢do de equilibrio para algum

conjunto de parametros, podemos tratar a dindmica do sistema nesta aproximacao.

Os resultados usando divergéncia KL na aproximag¢do de campo médio e utilizando a distan-
cia euclidiana entre histogramas nas simula¢des de metropolis nos ddo resultados compativeis, o
que permite inferir que o comportamento do sistema em relagcdo a perturbacdes é relativamente

robusto com relagdo a diferentes modelagens.
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O objetivo que nos colocamos neste projeto de pesquisa foi caracterizar a influéncia de di-
ferentes estratégias cognitivas em um modelo de aprendizado cultural. Isso foi feito utilizando-
se trés paradigmas, modelagem de agentes, simulagdes de montecarlo e uma aproximacgdo de
campo médio. Uma caracterizagdo ampla foi obtida de diversas grandezas do sistema, especial-
mente da dependéncia da linha de transicéo entre as fases ordenada e desordenada da estratégia
cognitiva e do ambiente de aprendizado (a distribuicdo de assuntos). Pudemos também estudar
em dois dos paradigmas como o sistema se adapta a mudancas bruscas no ambiente de apren-
dizado (que convencionamos chamar de Zeitgeist). Nesta secio vamos sumarizar os resultados

obtidos e discutir a relevancia e impacto destes.

Vamos abaixo apresentar uma sintese dos resultados obtidos neste trabalho e interpreta-los

a luz do objeto que pretendemos modelar.

5.1 Discussao dos resultados

Abaixo vou rapidamente comentar os resultados obtidos ao longo deste trabalho.

5.1.1 Tratamento do modelo.

Obtivemos uma aproximagdo de campo médio para o modelo estudado em (4) e a partir de
equagdes autoconsistentes calculamos diagramas de fase, valores para os parametros de ordem e
deduzimos uma expressao analitica para a divergéncia de Kullback-Leibler. Apesar de o método
empregado ser bastante comum e ter sido bastante estudado no campo de teoria de campos, vale
notar que ao definir a distribui¢do aproximadora ndo fizemos nenhuma hip6tese sobre a forma
funcional além de que esta seja fatorizavel sobre os sitios. Apesar de que, como apresentado,
em casos mais simples isso ndo faca grande diferenca, é importante notar que a possibilidade de

deixar o modelo definir a forma da distribui¢do € bastante desejdvel.

No caso do modelo hamiltoniano, apesar de nao termos desenvolvido resultados analiticos
novos, o estudo do diagrama de fase através de amostragem de Wang-Landau foi um tratamento
novo para o modelo. Além disso o tratamento de perturbagdes do modelo usando a distancia eu-
clidiana entre histogramas também apresenta um resultado novo, mostrando dados interessantes

sobre a adaptabilidade do sistema em questao.
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5.1.2 Transicoes de Fase

Pudemos verificar a existéncia de duas fases para o nosso modelo de sociedade, uma em
que apesar da tentativa dos agentes de individualmente conformar-se com seus vizinhos sociais,
ndo observamos a emergéncia de um consenso, e outra em que a procura por conformidade com

os vizinhos leva a um consenso entre os agentes (ainda que apenas parcial).

No caso de assuntos ortogonais, verificamos que a inclusio de novos assuntos discutidos no
modelo tem um efeito aproximadamente aditivo no valor de f3., dificultando a formagdo de um
consenso no sistema. Para valores mais baixos de § a aditividade da inclusdo de assuntos novos
se quebra e temos subaditividade. Os resultados sdo a0 menos qualitativamente correspondentes
no caso da aproximacdo de campo médio e no modelo hamiltoniano, mesmo que a natureza

estatistica dos resultados ndo permita verificar com tanta precisao esta correspondéncia.

5.1.3 Perturbacoes

A adaptabilidade do sistema estudado foi estudado em dois paradigmas, no modelo hamilto-
niano e no modelo de campo médio. No modelo hamiltoniano, pudemos verificar um decaimento
exponencial da distancia entre os histogramas de equilibrio e os histogramas amostrados apés a
perturbac@o. Estudando a velocidade de decaimento desta distancia em funcéo do pardmetro O
pudemos verificar que a adaptabilidade deste sistema tem um pico na regido de transicao entre
as fases ordenada e desordenada. A rdpida adaptacdo de uma sociedade a mudangas bruscas
no ambiente de discussio € uma caracteristica desejavel para sociedades, uma vez que mesmo
que diversidade tenha um papel importante, a emergéncia de um consenso que possibilita um
didlogo ¢é fundamental para o convivio humano. No entanto, observa¢des sobre dados obtidos de
Jonathan Haidt (4) parecem colocar grupos humanos dentro da fase ordenada, longe da linha de
transicdo. Podemos atribuir isso a necessidade de, além de adaptabilidade, da existéncia de um
capital social, manifesto na existéncia de algum consenso na sociedade. Estes dois elementos

poderiam empurrar um estado de equilibrio evolutivo para a fase ordenada do diagrama.

Para o modelo de campo médio apesar de podermos obter uma expressdo exata para a
divergéncia de Kullback-Leibler entre dois estados diferentes, a dindmica inerente nas relacdes
de recorréncia parece ndo nos oferecer a mesma informacao contida na dindmica de Monte Carlo

do modelo hamiltoniano. No entanto pudemos obter um decaimento grosseiramente exponencial
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e obter estimativas para as velocidades de adaptacdo ainda que menos confidveis. A estrutura

encontrada no modelo hamiltoniano parece ser conservada.

5.2 Interpretacao

O modelo apresentado e estudado neste trabalho se propde a modelar o comportamento
de sociedades com relacdo ao julgamento moral. Como indicado no trabalho de Caticha e Vi-
cente (4), este modelo se mostra apropriado para reproduzir estatisticas obtidas a partir de ques-
tiondrios de psicologia quantitativa como funcdo da orientacio politica dos questionados. Se-
gundo esta analogia podemos atribuir a diferenga de uso de fundagdes morais de conservadores
e liberais a uma diferenca nas estratégias cognitivas entre os dois. Especificamente podemos
associar estratégias cognitivas de § baixo a comportamento liberal e estratégias de 8 alto a com-
portamento conservador. Segundo nosso estudo, podemos além disso identificar alguns outros

padrées no comportamento do modelo.

Primeiramente podemos identificar que a discussio de vérios assuntos dificulta a formacao
de qualquer consenso dentro da sociedade. Verificamos que amodulacdo de um pardmetro que
identificamos com a temperatura inversa () pode reverter o sistema de um estado de dissenso
para consenso. Este parAmetro controla o valor esperado do custo de discordancia entre pares,
de forma que convencionamos chami-lo de pressdo de pares ou peer pressure. Concluimos
também que a mudanca abrupta no ambiente de aprendizado tem um efeito mais transitério
para estratégias cognitivas que identificamos com comportamento liberal do que em estratégias

identificadas com comportamento conservador.
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Ao longo do periodo ocupado por este projeto de mestrado dediquei-me também a projetos
de pesquisa paralelos. Inicialmente o projeto de mestrado previa a continuagdo de meu projeto
de iniciacdo cientifica. Neste, dediquei-me a procurar um algoritmo de reconhecimento invari-
ante de padrdes baseado em integrais de grupo. Abaixo vou descrever os resultados obtidos

brevemente e dar uma idéia geral do progresso do projeto.

Enfatizo no entanto, que trata-se de trabalhos em progresso que ndo foram levados a cabo
como projetos de pesquisa, de forma que sua apresentacdo manterd um tom menos profundo que

o restante do trabalho.
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6.1 Reconhecimento Invariante de Padroes

Nesta secdo discutiremos uma variante da método descrito em (28) para o reconhecimento
invariante de imagens. O problema de reconhecimento invariante de imagens consiste em de-
terminar uma forma eficiente de classificar imagens levando em conta simetrias continuas pre-
definidas pelo usudrio. Apesar de estas simetrias poderem ser de diversas naturezas, a ferramenta
matemadtica preferida para tratar simetrias € a teoria de grupos. O desenvolvimento de reconhe-
cimento invariante de imagens tem uma vasta gama de aplicacdes em diversas areas. Citamos
como exemplos o caso de reconhecimento de microorganismos para propdsitos diagndsticos € o

reconhecimento de falhas em produgdo em escala de pecas.

Primeiramente mencionaremos algumas defini¢cdes bésicas da teoria de grupos. Um grupo
¢ um conjunto G de objetos g € G e uma operacdo - : G x G — G satisfazendo os seguintes

axiomas:

Vg,heG, g-hea, 6.1)
Va,b,c€ G, (a-b)-c=a-(b-c), (6.2)
d1eG | VgeG,l-g=g-1=g, (6.3)

VgeG, g | ggl=1 (6.4)

Estes quatros axiomas sdo comumente chamados de axiomas de grupo. Apesar de estes
quatro axiomas ja conterem muita informacgdo, o nosso interesse estd em um tipo mais especi-
fico de grupos, sendo estes os grupos de transformagdes de simetria. Consideraremos portanto
grupos de transformacdes de um dado espaco X, por exemplo o espago vetorial ¥ de vetores
y €Y. Os elementos do grupo sdo entdo definidos como transformagdes g : X — X. Este grupo
define um conjunto de classes de equivaléncia no espaco X. Dizemos que dois elementos x,y de

X tém uma relacdo de similaridade pelo grupo G se existe um elemento g tal que gx =y, ou seja
x~y < JgeG | gx=y. (6.5)

A partir do conceito de similaridade definimos a classe de equivaléncia de x como o conjunto de
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elementos de X similares a x, isto é

={yeX | y~ux} (6.6)

O problema cléssico de reconhecimento de padrdes € associar um conjunto de dados {X;}
(vetores, palavras, imagens) a classes {#;} (categorias, cores, sim/ndo) usando um método consis-
tente, para obter uma generalizacao sobre a estrutura das classes dadas. No nosso caso, soma-se
ao desejo de classificar objetos o desejo de fazé-lo levando em conta algumas simetrias, ou seja,
objetos que sdo similares (e portanto estdo contidos na mesma classe de equivaléncia), devem
ser associados a mesma classe. Podemos dizer entdo que estamos fazendo um reconhecimento
de padrdes ndo sobre o conjunto de objetos {X;}, mas sobre as classes de equivaléncia de objetos
{[Xi]}. Ha diversas formas de obter algoritmos que sejam invariantes, no entanto, ¢ interessante

que o algoritmo seja eficiente, flexivel, € que mostre uma boa robustez com respeito a erros.

6.1.1 Obtendo Representacoes Invariantes

Como foi dito acima, repito que queremos um algoritmo de classificagdo sobre o espaco
de classes de equivaléncia e ndo sobre os pontos em si. Poderiamos para tal usar algoritmos
tradicionais de reconhecimento de padrdes e procurar treind-los com conjuntos de dados que
contivessem pontos caracteristicos de uma classe de equivaléncia dada associados a uma cate-
goria. Esta é entretanto uma possibilidade muito pouco prética, pois desta forma dependeriamos
de um comportamento de convergéncia do algoritmo em um conjunto de dados sobre o qual ndo
temos grande informacdo. Além disso, teriamos de ter informacdo sobre propriedades de gen-
eralizacdo de algoritmos de aprendizado sobre o classes de equivaléncia e ndo sobre o conjunto
de treinamento. Podemos por exemplo agrupar dados pertencentes a mesma classe e treinar um
algoritmo bastante complexo, para que ele infira a estrutura das classes de equivaléncia. Nao
temos nenhuma garantia no entanto que a geometria inferida pelo algoritmo reflita a geometria
correta. Podemos desta forma usar a informacio que temos sobre os grupos de transformagdes
que geram as classes de equivaléncia e criar um algoritmo mais poderoso. Uma forma ingénua
de fazé-lo é gerar diversas cdpias transformando nossos dados através das transformacgdes de
simetrias e inclui-las no conjunto de treinamento. Apesar de possivel em esséncia, o método
aumenta fortemente o custo computacional do treinamento, que passa a depender do nimero de

cOpias dos nossos dados que decidimos usar para representar suas classes, e esta dependéncia
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torna esta idéia muito pouco prética em situacdes que temos grupos continuos ou de dimensao

maior.

Como elicitado, € melhor para a tarefa em questdo desenvolver um algoritmo de classifica-
¢d0 que leve em conta explicitamente as simetrias desejadas para a nossa classificagdo. Porém,
isso ainda ndo especifica o nosso ansatz, como pode-se ver pela grande gama de métodos estuda-
dos para a tarefa (29), (30), (31) (32). A obten¢ao da invaridncia pode ser feita em duas etapas do
processo de classificacdo. Primeiramente podemos escolher de alguma forma uma representacao
invariante para os nossos dados e valermo-nos de métodos tradicionais de aprendizado e classifi-
cacdo para extrair uma regra de classificacdo a partir das representagdes invariantes encontradas.
Uma outra possibilidade é escolher um algoritmo que ji contenha a informacdo das simetrias
desejadas (como kernels invariantes (33)) ou entdo treinar algoritmos para que eles se adaptem
as simetrias do problema (como descrito em (30)). Existe claramente um compromisso entre
estas duas possibilidades, uma vez que treinar um algoritmo simples leva muito menos tempo
computacional que treinar um algoritmo mais complexo (como um support vector machine por
exemplo), porém obter representacdes invariantes envolve cdlculos bastante custosos enquanto
simplesmente usar os dados sem nenhum tratamento ndo exige custo adicional nenhum. Esta
questdo € bastante discutida no artigo de Burkhardt (33) em que ele introduz métodos baseados
em kernels invariantes para a mesma tarefa. Neste trabalho no entanto, favorecemos a primeira
opg¢do, de utilizar um pré-processamento dos dados para obter representagdes invariantes dos
dados e utilizar métodos de classificacdo mais simples. Tomamos esta decisdo por dois motivos.
Primeiramente, baseamo-nos no resultado de que dadas algumas hipéteses sobre a estrutura do
espaco de dados, pode-se demonstrar a existéncia de uma representacdo completa invariante
para um grupo dado de tranformacdes (34), isto €, uma representacao tal que as representacdes
invariantes de dois pontos no espago de dados sejam iguais se e sO se 0s pontos pertencerem a
mesma classe de equivaléncia. Em segundo lugar, concentrando-nos na extracio de features in-
variantes podemos adaptar nossa representacio invariante para a tarefa em questio, desta forma
maximizando a performance e minimizando a dimensdo da representagcdo a ser usada. A uti-
lizagdo de ferramentas mais poderosas inevitavelmente nos leva a um paradigma de caixa-preta,
no qual ndo temos tanta flexiblidade para investigar possibilidades mais eficientes e baratas
computacionalmente. E finalmente, escolhemos este ansatz por ele permitir-nos estudar o com-
portamento de diversas quantidades, como erros de generalizacio e velocidade do aprendizado

em fun¢do do nimero de dimensdes, distribui¢cdo de features e outros.
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Figura 6.1: Esta figura descreve a escolha entre usar um pré-processamento pesado (feature extraction) e um
algoritmo de aprendizado simples ou usar pouco pré-processamento e classificadores mais complexos como Support
Vector Machines (figura de (33))

Resta-nos entdo a decisdo de como representar imagens e como calcular representacdes
invariantes das mesmas. Denotamos no que segue abaixo o grupo a ser integrado por G e o
espaco de dados por S, sendo que as imagens sdo pontos X € S. Podemos caracterizar uma
imagem idealmente por uma funcdo de um retdngulo do plano num intervalo dos reais. Por
exemplo uma imagem de N por M pixels em escala de cinza pode ser representada por uma
funcdo X : [0,N] x [0,M] — [0, 1], de forma que o valor de X(a,b) serd o valor de cinza da
imagem no ponto (a,b). Usando a defini¢éo cldssica de distincia entre fungdes definidas em um

intervalo podemos escrever uma distancia entre duas imagens,

d(X.Y) :/Adw(X(vT/)—Y(W/))Z,

onde definimos o dominio de integracdo A = [0,N] x [0, M]. Esta defini¢do, entretanto, clara-
mente ndo apresenta qualquer invariincia a rotagdes e translagdes. Podemos extender nossa

distancia efetuando uma minimizagao da distancia sobre as classes de equivaléncia,

di(X,Y) = mingeg /A dw(gX (W) — Y ()2,
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A distancia d (+,-) ja apresenta a desejdvel propriedade de que d;(X,gX) = 0, como pode ser
prontamente observado. Computéd-la, porém, envolve a minimiza¢do em relagdo as transfor-

macdes do grupo, que € uma tarefa pouco eficiente. Outra tentativa possivel seria

a:(X.¥) = ([ dg gX(0)~g¥(0)7,

que apresenta a mesma propriedade de d;. Denotamos por < f >¢ a integral de f sobre todo o

grupo de transformacdes, temos

1 -
< f>c= HGH/Ggf(a)dga

com o médulo do grupo G definido por

|Gl = [ de.
G

Dividindo pela raiz do médulo do grupo, teriamos entdo a distancia
1 - — ~ -
BXY) = ([ s X (O) =1 (0)) = (<XO) -7 (@) o)

Uma répida andlise nos mostra no entanto que a fun¢io d, nio representa as propriedades dese-
jadas, uma vez que

dr(X,Y) o< (<X > — <Y >¢)7,

e nos da uma distancia nula para imagens diferentes que tenham um valor de cinza médio igual.
Claramente a integral < X >¢ ndo depende do ponto em que comecamos a integragdo sobre
0 grupo, uma vez que a integral sobre G inevitavelmente integrard sobre todo o dominio A.
Vemos que para obter uma separagdo entre imagens diferentes pelo caminho sugerido terifamos
de considerar outras fungdes. De forma geral podemos escrever uma distdncia como

di(X,Y) =Y (< TiX] >¢ — < T[Y] >¢)%,

1

em que 7;[] sdo funcionais. A distancia claramente tem sua origem no mapa 7 : § — F = %V
definido por
TX]= (< T1[X] >6,< B[X] >6,-..,< Tn[X] >c)".

A questdao fundamental a ser respondida neste trabalho € em que condi¢des um nimero finito

de funcionais T;[| € suficiente para separar padrdes em imagens e como otimizar o nimero de
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padrdes escolhendo os funcionais da melhor forma possivel.

O problema de determinar se existe um espago de features para as classes de equivaléncia
associadas a um grupo de simetrias em um problema de reconhecimento de padrdes foi abordado
em um artigo (34) em que o autor determina critérios suficientes para que exista um espago de
features completo. Um espaco de features completo é um espago tal que para todas os padrdes

do espaco dos sinais S tenhamos
TX|=T[Y] < JgeG,gX =Y.

Ou seja, um espaco de features completo para um dado conjunto de classes de equivaléncia é
um espaco que separe as classes de equivaléncia. Para que tenhamos um espaco completo de
features basta que o conjunto de polindmios invariantes seja finitamente gerado e que o espaco
de sinais S seja separdvel. A primeira condi¢cdo pode ser assegurada pelo fato de que todas as
representagdes do grupo em questdo sejam completamente redutiveis. A segunda condi¢do, en-
tretanto, € mais sutil, no sentido de que assumir que os dados sdo separdveis é assumir que o
problema ¢ soldvel, que é em parte o que queremos demonstrar. Entretanto, dada a alta dimen-
sionalidade do espago em que os dados estdo inseridos no caso de reconhecimento de imagens,
esta hipétese pode ser razodvel. Caso ambas as hipdtese sejam satisfeitas, podemos tomar como
conjunto de features simplesmente a base do conjunto de polindmios invariantes. Em aplicacdes,
entretanto, se torna pouco pratico encontrar a base do conjunto de polindmios invariantes, uma

vez que estamos trabalhando num espago de dimensao alta.

Vale notar que a condi¢do de que exista um espaco completo e invariante de features nao
garante eficiéncia do algoritmo de classificagdo. Poderiamos perfeitamente obter uma represen-
tacdo invariante completa que resulta em uma representagdo muito pouco eficiente. Podemos
ter casos onde pequenas alteragdes no espaco de sinais acarretam grandes mudangas no espaco
invariante, de forma que a sensibilidade da representacdo a ruido a torne indtil. Seria desejavel
portanto que a representacdo seja uma fun¢@o continua de variagdes no espaco de sinais. Para
propésitos de classificacdo € interessante ainda que a separacdo entre as classes seja grande o

suficiente para que possamos discernir entre as classes com facilidade.

O caso mais discutido de separabilidade de dados é sem divida o caso de dados linearmente
separaveis. Caso um conjunto de dados seja linearmente separavel, o algoritmo de treinamento

do percéptron converge para um classificador correto em tempo finito. Entretanto é complicado
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deduzir limites para o tempo de convergéncia. Uma solugdo para este problema foi proposta por
Nabutovsky e Domany (35) em um artigo de 1991. O algoritmo proposto por eles consiste em
uma regra de aprendizado que além de guardar o valor dos pesos sindpticos da rede em cada
passo de tempo, guarda o valor de uma varidvel d apelidada de desespero. Pode-se demonstrar
que caso os dados sejam linearmente separaveis, a variavel d fica abaixo de um limitante supe-
rior. Desta forma podemos verificar explicitamente a separabilidade dos dados. Para casos em
que temos mais de duas classes ou que a separabilidade linear ndo vale, temos de nos valer de
outros métodos para verificar a separabilidade dos dados. Uma forma muito popular € a utiliza-
cao de support vector machines, que utilizam kernels para determinar um conjunto de vetores
do conjunto de dados a partir dos quais podemos determinar uma superficie de decisdo. Outro
conjunto de métodos bastante populares sdo os métodos de clustering como o método de super-
paramagnetic clustering (36) ou o método de vector quantization (37), que procuram separar
o conjunto de dados em aglomerados que partilhem de caracteristicas préximas. Ambos t€m a

vantagem em relagdo as SVM'’s de terem um custo computacional relativamente baixo.

No mesmo sentido, mas tomando um método mais generativo, podemos estudar o compor-
tamento de features construidos a partir de fungdes arbitrarias e estudar o comportamento da
separabilidade a partir de métodos de classificagdo em funcdo do nimero de features usados.

Para simplificar o método, limitamo-nos neste trabalho a fun¢gdes polinomiais dos pixels do tipo

TIX] = X (@)P X ()" ... X (dy)"".

Aonde o conjunto de pontos {dj,dy,...,d,} e as poténcias {py,...,p,} sdo as quantidades

que definem a fungdo 7;[].

O algoritmo desenvolvido no decorrer do projeto consiste em escolher aleatoriamente con-
juntos de inteiros {a;,az,...,a,} € {p1,...,pn} e utilizar estes funcionais como features para
discriminag@o de imagens. Apesar da pouca praticidade em escolher aleatoriamente os fea-
tures, podemos desta forma analisar o comportamento da discriminacao entre padrdes em funcdo
do ndmero de features. Para aplicacdes surge a possibilidade de utilizarmos algum algoritmo
de otimizag@o para determinar os funcionais que se adaptam da melhor forma aos dados do
problema em questdo. Uma possibilidade de implementacao surgiu no estudo dos algoritmos
chamados Learning Vector Quantization(38) que serd descrita abaixo. Uma possibilidade que

apresenta sérias limitagdes préticas, mas que seria de grande valor para um estudo tedrico seria
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definir um update bayesiano sobre uma distribui¢do de probabilidades sobre os funcionais T;[],

usando a taxa de erro sobre o conjunto de treinamento como verossimilhanca.

Baseado no estudo acima, tomamos entdo como ponto de partida para o estudo de fea-
tures invariantes a seguinte idéia: tomamos conjuntos de n vetores A’ = {Zi’i,c‘ié, . ,Eij', e Pl =
{ p’i ,...,p.}, escolhidos aleatoriamente de uma distribui¢do ad hoc e trabalhamos com estes
funcionais T;[] = T(A’, P')[] como features a serem examinados. Uma implementagdo eficiente

da extracdo destes features esta descrita mais abaixo.

O grupo de simetrias de interesse no caso que estudamos € o grupo das rotacdes e translagdes
em duas dimensdes. Para calcular as integrais necessarias temos entdo de parametrizar o grupo.
Tomando as translagdes

S:X(2) =X(Z+a)

e as rotagdes em torno da origem

RoX(Z) = X(Mo32)
aonde denotamos por M, a matriz de rotagdo em duas dimensdes por um angulo «:

cosor  sinQ
Ma =
—sin coso

podemos entdo escrever as integrais sobre o grupo como

21
< Ti[X] 6= / da [ daT{SiRaX],
A 0
2r . .
< TX] >6= / dado X (Mod, +a@)P ... X (Mod, +a)".
AJO

Neste formato podemos facilmente discretizar a integral e aplicar o método de integragdo de

Romberg para calcular o valor numérico da integral.

6.1.2 Implementacao Computacional

Para obter um ganho maior na precisdo de integrais numéricas sem ter de diminuir muito
o passo de integragdo usado podemos usar o esquema de integracdo de Romberg baseado no
método de extrapolacdo de Richardson. Para uma integral de uma funcdo de um intervalo da

reta dos reais nos reais podemos descrever o esquema de Romberg como segue abaixo. Seja a
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integral a ser aproximada

1= /abf(x)dx

e seja a regra do trapézio de passo de integracdo h, = bz%“
b—a, fla) 2GS b
To,= f—+2fa+lh A ))

’ 2n
que tem um erro assintético da ordem do intervalo de integracio elevado ao quadrado, temos

-mal=o((54) ) =002

Partindo disto definimos entdo o esquema de recursdo de Romberg como

T, — AT 1 g1 — Tmfl,k.

’ 4m —1
Os elementos T}, , construidos desta forma terdo um erro em relacdo a integral exata que serd
0((172;"“)2m+2). Normalmente se toma uma série de aproximagdes trapezoidais e utiliza-se o
elemento 7,, ,, com o maior m possivel como aproximagao da integral. Uma generalizagdo para

este esquema para integrais multidimensionais foi proposto em (39) simplesmente redefinindo a
regra do trapézio com a mesma regra de recursdo. Para a integral multidimensional
, b] bz bn
I :/ dx; dxg.../ dx f(x1,%2, ..., %)
ap ap a,

teremos a regra do hiperparalelograma

Tox= szH Z Z (ar+Ahi,... an+Anhn) + flar+ (A +1Dha, . an+ (A +1)hy))

€ 0 mesmo esquema de recursdo. Assim asseguramos que o erro do elemento 7} o € da ordem de
h¥"+2. A definicdo de convergéncia de erros para este esquema é um pouco diferente do usual,

dizemos que uma fungdo f(hy,ha,...,h,) = O(h™) se existe uma constante C tal que
£ (hi,. .. k)| < CHP R B

quando os /; — 0 mantendo as razdes % limitadas para todos os i, j e a ordem de convergéncia
J

m € dada por

m:ZBl
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Aplicando estes principios para a integral de grupo mencionada acima temos, escrevendo

como

g(a,a,b) = f(X(cos(a)x+a,sin(a)y+Db))

em que a funcdo f € a funcdo a ser integrada sobre o grupo. Temos entio

1= / / /Mda dbda X (cos(ot)x) +a,sin(a)y; +b)P' ... X(cos(a)x,+a,sin(c)y, +b)"",

ou simplificando com a defini¢do acima

M N 21
I:/ / dadbdo g(a,a,b).
0o Jo Jo
Temos entdo a regra do trapézio

ab27r2_12k 12%—1
Tox = 233 Z Z Z (A, 2, 43) +g(M+ 1,2+ 1,43+ 1)).
1 02.2 01.3

Utilizando-nos do esquema acima podemos entdo calcular as integrais mencionadas com uma

precisdo melhor no mesmo intervalo de tempo.

Apesar do ganho substancial obtido pela utilizacdo do método de integragdo de Romberg,
o célculo das quantidades envolvidas ainda € bastante intenso no que diz respeito a tempo com-
putacional. A estrutura do algoritmo entretanto se mostra extremamente propicia para uma im-
plementagao paralela. Para tirar proveito deste fato, o algoritmo foi paralelizado com a biblioteca
MPI(40). Este programa foi entdo otimizado para a arquitetura do cluster de processadores do

grupo de fisica estatistica do instituto de Fisica da USP, de 32 nos.

O aprendizado de técnicas de programacgao paralela foi bastante proveitoso e pdde ser re-
utilizado em outros momentos do projeto, como no desenvolvimento de simula¢cdes de Monte
Carlo para o modelo de Ising e nas simula¢des para determinar o comportamento do aprendizado

do percéptron em funcdo do nimero de features.

Quando do desenvolvimento dos primeiros circuitos integrados a IBM investigou quais se-
riam as limitacdes de velocidade para programas executados em paralelo. Isto levou a for-
mulagdo das leis de Amdahl, que afirmam que o ganho de velocidade de processamento em
computadores altamente paralelos € fortemente limitado pela comunicagdo entre os nés do clus-
ter(41). Na época, isso foi motivo para a IBM abandonar a pesquisa em programacio paralela,

devido ao alto custo e a baixa velocidade das redes na época. O advento das redes atuais trouxe
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um novo incentivo para os clusters. Entretanto, apds um curto periodo de hegemonia no rama de
supercomputadores acessiveis, os clusters estdo novamente perdendo espago para computadres
baseados em unidades de processamento grafico(GPU) que t€m uma arquitetura e bibliotecas
dedicadas a efetuar processamento fortemente paralelo. De qualquer forma, independentemente
da realizagdo fisica, a programacdo paralela continua sendo uma das grandes tendéncias em

computacdo de alta performance.

6.1.3 Além do Grayscale

Claramente a restri¢do de usar somente imagens em tons de cinza restringe bastante o tipo de
imagens a serem usadas nas tarefas propostas. Podemos facilmente extender o formalismo para
o caso de imagens em escala RGB (vermelho, verde e azul), representando-as como uma tripla
de fun¢des do dominio A em [0, 1]. Desta forma, terfamos que uma imagem X seria representada
por

X = (X", x%,X")

sendo X", X8, X" as componentes referentes a cada uma das cores. Esta modificacdo aumenta
mais uma vez significativamente o nimero de funcionais que podemos escolher para definir os
features e nos deixa com a tarefa de decidir se desejamos considerar algum tipo de simetria
adicional sobre a tripla X. O caso de escala de cinza corresponde a adicionar as simetrias de
rotacdo e translacdo a simetria de permutacdes das cores. Desta forma somamos sobre todas as
permutacdes das cores, gerando representacdes independentes da ordem destas e dependentes

s6 das invariantes por permutagdes
o1 =X"+X54+Xx",
¢ =X'XE+X"XP+x8x?,

¢ = X"X8x°
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6.2 Métodos de Classificacao

Vamos brevemente comentar os métodos de classificagdo usados no resto deste capitulo.
Como o presente trabalho intenciona situar-se no campo de trabalho de reconhecimento de
padrdes e aprendizado de maquina, houve um grande trabalho na dire¢do de compreender os

diversos métodos utilizados em tarefas de classificacao atualmente.

O exemplo mais bdsico de um algoritmo de classificagdo é o perceptron. Proposto por
Rosenblatt em 1957, hoje ele estd presente em intimeras aplicacdes cotidianas. Apesar de bem
simples, sua andlise resultou em resultados bastante interessantes sobre capacidade de redes, e
ele se mantém como o bloco de construg¢do de grande parte do que € feito em redes neurais. O
perceptron sé € capaz de aprender problemas linearmente separdveis, o que o torna sua aplicacio
pouco prética em uma variedade de casos. Entretanto, redes neurais de arquitetura mais com-
plexa podem facilmente superar este problema e a regra de aprendizado de retropropagacdo de
erros fornece uma forma eficiente de calcular os pesos sindpticos 6timos para um problema dado.
Outros métodos também foram estudados, como os métodos baseados em kernels e algoritmos

de clustering.

Apesar de diversos trabalhos terem sido dedicados a encontrar métodos de kernel invari-
antes, resultando em algoritmos bastante satisfatérios(33)(42), métodos como estes t€ém um
custo computacional relativamente grande mesmo apds o treinamento do classificador. Méto-
dos mais simples como redes neurais multicamada, t&€m por vezes um custo de treinamento mais
alto, com um tempo de convergéncia mais lento, entretanto o ganho vigoroso de velocidade ap6s

o treinamento nos levou a escolher estes métodos como foco.

Outro tipo de método de classificagdo que tem sido utilizado com grande sucesso sao 0s
métodos de clustering, entre os quais destacam-se o método de K-nearest neighbours(43), o
algoritmo de Learning Vector Quantization(38) e alguns métodos ndo-paramétricos, como o

Superparamagnetic Clustering(36) e o Sorting Points into Neighbourhoods(18).

6.2.1 Perceptron

Apesar de bastante ingénuo, a regra de aprendizado do percéptron nos dd uma forma simples

e eficiente de verificar a separabilidade de um conjunto de dados. O percéptron é uma rede
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neural artificial de uma camada e tem uma regra de aprendizado bastante simples, que foi a
primeira regra de aprendizado on-line a ser proposta. Dados vetores &' associados a duas classes,
indexadas pelas varidveis t' = 41, o problema de aprendizado consiste em encontrar um vetor
de pesos w tal que

sign(w-E) =1 Vi.

Acima consideramos sign(x) = HXTH a func@o sinal e w- &' o produto escalar euclidiano. A re-
gra do percéptron consiste em atualizar os pesos w iterativamente, em um lago que percorre

repetidamente os exemplos fazendo
W = w4 1E se sign(w-EN = —1,

e deixando w inalterado caso contrério. Esta regra tem convergéncia garantida caso o problema

seja linearmente separavel.

Podemos entdo utilizar um percéptron como teste de separabilidade para nossos dados. Para
tal tomamos imagens de caracteres sujeitos a rotacdes e translacdes (impondo condi¢des periddi-
cas de contorno), e treinamos um percéptron para separd-los. Para acessar a separabilidade dos
dados em fung¢éo do nimero de features gerados, podemos gerar um conjunto de dados com di-
versos nimeros de features e calcular o nimero de iteracdes da regra do percéptron necessdrias
para a convergéncia do algoritmo. Desta forma veremos a separabilidade dos dados em fun¢do
do nimero de features. Claramente para tarefas envolvendo mais de duas classes de equivaléncia
uma andlise mais complexa se faz necessaria para determinar o niimero apropriado de features,
entretanto, separabilidade dois a dois ja nos permite inferir separabilidade dos dados em geral.
Podemos ver no gréfico abaixo o tempo médio do convergéncia para o algoritmo do percéptron
em funcdo do ndmero de features. Vemos claramente mais uma vez o comportamento eviden-
ciado pela andlise geométrica da sess@o anterior. Temos um forte ganho de representatividade
para um certo nimero de features, a partir do qual a inclusdo de um nimero maior de features

passa a ndo trazer grandes beneficios para os propdsitos de classificagdo.
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Figura 6.2: Tempo médio de convergéncia da regra de aprendizado do percéptron em fungdo do niimero de features.
O eixo vertical estd em iteragdes da regra do percéptron sobre o conjunto de aprendizado até a convergéncia. O eixo
horizontal apresenta o nimero de features usados. Podemos ver claramente o ganho para a separabilidade em espacos

de maior dimensdo, apesar da aparente saturacdo apds certa dimenséo.



88
6.2.2 Learning Vector Quantization

O formalismo dos algoritmos conhecidos por Learning Vector Quantization(38) (37) (44)
fornece uma alternativa intuitiva e simples a métodos mais complexos de classificacdo. A idéia
do algoritmo consiste em determinar um ou mais protétipos para cada classe do problema em
questdo de forma que o espaco seja dividido em classes de acordo com as distancias aos prototi-
pos, isto é, dados protétipos {wy,...,w,} associados a classes {ci,...,c,} 0 algoritmo (em sua

versao mais simples) associa um vetor x a uma classe c se e sO se
Iwj | Yk ||x —wi|| > [[x—wj]|, ecj =c.

O esquema mais simples de lvq, chamado de winner takes all é o descrito acima. Podemos
entretanto utilizar as distdncias dos protétipos para treinar modelos generativos e obter super-
ficies de decisdo por critérios mais refinados. A regra de aprendizado mais cldssica para LVQ
€ simplesmente corrigir o prototipo mais préximo de cada vetor x; do conjunto de treinamento

pertencente a classe y* segundo a regra

) sey =c

w' —€(x; —w) caso contrdrio,

n PR—
nl _ wh+e(x—w

Wi

onde € é uma taxa de aprendizado.

Viérias outras variantes podem ser definidas, desde regras que corrigem todos os protétipos
a cada iteracdo até regras mais simples que corrigem o protétipo correto mais préximo e o incor-
reto mais proximo. Entretanto uma modificagdo mais interessante nestes algoritmos € introduzir
um aprendizado sobre a métrica incluindo algumas restricdes. Desta forma podemos executar
o que € chamado de relevance learning, ou seja aprender a relevancia de cada dimensio do
problema(44). Desta forma podemos também podar dimensdes do problema, desconsiderando

dimensdes irrelevantes, que ndo adicionam nenhuma qualidade a classificacao.

A idéia descrita em (44) € entretanto bastante restritiva, no sentido de sé permitir métricas
diagonais. Uma outra forma de usar os principios descritos € permitir que a métrica assuma uma
forma arbitrdria, permitindo incluir nela possiveis correlagdes entre dimensdes do problema e
outras possibilidades. Esta generalizacdo tem a desvantagem de ndo mais permitir a poda de

dimensdes irrelevantes, uma vez que a relevincia de um vetor da base ndo poderd mais ser esti-
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mada somente pelo termo diagonal da métrica. Entretanto, poderiamos facilmente desenvolver
outros critérios para a eliminacdo de dimensdes do problema. O método descrito em (44) con-
siste em uma descida no gradiente com uma funcao erro do tipo

—d

i=1

)

com sgd(x) = (1+e*)"'e dj. (d}) a distancia do vetor i até o protétipo correto (incorreto) mais
préoximo. A inclusdo de métricas alternativas € feita simplesmente pela substitui¢do da distAncia

euclidiana por uma distincia generalizada dada por uma métrica g
_ I 0Nk k
i = wijll g = gue(xi — Wj)(xi - Wj)v

onde estamos adotando a convencdo de Einstein em que indices repetidos sdo somados. Pode-
mos entdo executar uma descida de gradiente ndo s6 nas varidveis w; mas também na métrica
gix- Temos que tomar cuidado no entanto para nao sairmos do dominio das métricas validas,
isto é temos que ter certeza que a distancia definida por esta métrica satisfaca os axiomas que
definem uma distancia. Que a distancia entre um ponto e ele mesmo seja sempre 0 € satisfeito

imediatamente, entretanto a condi¢ao de que
k
glkx x>0, Vx

tem que ser verificada caso a caso. No algoritmo de GRLVQ(44) isso € garantido tomando
uma taxa de aprendizado pequena para a descida no gradiente nos pardmetros da métrica e
normalizando os valores a cada passo. Uma outra forma ¢ tomar a descida do gradiente com um
multiplicador de Lagrange que imponha que a matriz g seja positiva definida. O problema é
que a condi¢do de positividade ndo é uma condi¢do apropriada para usarmos os multiplicadores
de Lagrange, pois implementa um vinculo sobre todos os pontos do espago. Uma possibilidade
para tratar este empecilho € usar a condi¢@o de positividade sé sobre os prototipos, possibilitando
assim a implementacdo do algoritmo para métricas mais gerais. Outra possibilidade seria aplicar
a rank approximation sobre a decomposicdo SVD da métrica e jogar fora os menores autovalores
da métrica. Desta forma poderiamos obter uma representacao mais simples e de dimensao mais

baixa para os dados.
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6.2.3 Superparamagnetic Clustering

Meétodos de clustering nio sdo necessariamente algoritmos de classificagdo, apesar de po-
dermos utilizd-los como tais na maioria dos casos. No entanto, podemos no caso de clustering
deixar em aberto o niimero de classes a serem usadas, e ndo especificar a estrutura dos aglomera-
dos (clusters), no que é referido como método ndo-paramétrico de clustering. Um exemplo que
foi inspirado no estudo de fisica do estado sélido é o método de superparamagnetic clustering,
que se vale de simulacdes de Monte Carlo de um sistema de spins de Potts para estimar a cor-
relacdo entre os pontos e entdo separa-os em classes de acordo com uma regra de limiar sobre a
correlacdo entre pontos. As varidveis de um sistema de spins de Potts sdo dadas por inteiros de
0 a @, aonde Q é um valor que define o modelo estudado. Cada particula pode ter um spin de 0
a Q e as interagdes se ddo somente entre particulas de mesmo spin de forma a baixar a energia.

Temos entdo
H = — Z Jij50[.,0ja
(i)

onde os pares (i, j) sdo os vizinhos da rede, J;; € a intensidade da interacdo entre os vizinhos, &;
¢ o delta de Kronecker e o; é o valor do spin da particula i. Podemos entdo efetuar simulacdes
de Monte Carlo deste sistema e estimar as correlagdes < &g, 5; > a partir da amostragem dos
estados. De posse podemos definir a partir de um limiar 6 que i e j estdo no mesmo cluster
sempre que < 501.@ >> 0. A utilizagdo deste sistema como um método de aglomeragéo reside
na escolha das intensidades das intera¢des de acordo com a discrepéncia entre os dados. Pode-
mos, no caso de termos dados vetoriais, tomar simplesmente J;; = exp(—|S; — ;). Além disso,
no artigo (36) em que o método € apresentado as interacdes ainda sdo restritas aos N vizinhos
mais préoximos, parametro do qual os resultados ndo dependem sensivelmente. Resta no entanto
a questdo de escolher a temperatura na qual fazemos esta simulacio, que é a origem do termo
superparamagnetic no nome do método. A escolha da temperatura consiste em encontrar a fase
superparamagnética do sistema, que € uma fase intermedidria entre a fase ferromagnética e a
fase paramagnética, em que nao temos magnetizacdo total mas temos a formagao de dominios
de larga escala. Isso € feito percorrendo o dominio das temperaturas e verificando-se a fase pelos

picos do calor especifico do sistema.
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6.2.4 Kernel-based Methods

Apesar da grande diversidade que h4 no campo de aprendizado computacional, houve nos
ultimos anos uma forte investida na direcdo dos métodos baseados em kernels. A idéia que
embasa todo o trabalho feito em métodos de kernels reside na observacdo de que apesar de
treinarmos redes neurais com pesos sindpticos e vetores de pesos, a classificacdo pode sempre
ser reescrita como uma combinagdo linear de produtos internos entre os exemplos e os dados a
serem classificados. No caso do aprendizado do percéptron podemos observar isso notando que
todas correcdes aos vetores de peso sdo proporcionais aos vetores exemplo, de forma que o vetor
de pesos pode sempre ser reescrito como uma combinago linear dos exemplos. Podemos entio
reescrever o problema de aprendizado para nio encontrar o vetor de pesos explicitamente, mas
encontrar os pesos da combinacdo linear de pesos que nos da o vetor correto. A classificacdo
ndo seria mais escrita como

o(X) =sign(J-X),

mas como

o(X)= sign(z 0;S;-X) = sign(ZOQk(ShX)).

Na tltima equacéo introduzimos convenientemente a notagdo S; - X = k(S;,X), para introduzir
a idéia de kernel. Kernels s@o generalizagdes de produtos escalares, no sentido que eles sdo
fungdes de duas varidveis nos reais com a propriedade de que k(X,X) > 0 (o caso de kernels
semidefinidos positivos em que k(X,X) > 0, também € util, mas ndo serd abordado). Os méto-
dos de kernels como os Support Vector Machines sao métodos nos quais procuramos obter os
coeficientes ¢ que satisfacam devidos vinculos, que podem requerer que a classificacdo seja
correta por exemplo. A vantagem deste formalismo € que ele nos permite extender a analogia do
kernel como produto escalar a fungdes arbitrarias, resultando em métodos de classificagdo mais
poderosos. Apesar de os exemplos descritos se basearem em dados vetoriais, existem extensdes

para textos e dados de bioinformadtica, entre outros.

O problema de classificagdo linear € o de encontrar um hiperplano separador. Dado um
conjunto de dados ¥ = {x;,1;}, onde x; € RN, t; = =41, podemos descrever o problema como a

tarefa de encontrar um vetor w tal que para todo par (x;,#;) do conjunto de treinamento

l‘,‘(W -x,-) >0,
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podemos ainda adicionar um viés, obtendo
ti(w-x;+b) > 0.

No entanto, como o problema € linear, qualquer vetor w e viés b que satisfacam as condi¢des po-
dem gerar todo um subespaco de solugdes (aw, ab). Para superar este problema, vamos mudar

as condi¢des, utilizando-nos desta liberdade, reescrevendo as equagdes dos vinculos como
t,-(w-xl-—i-b) > 1.

Desta forma podemos entdo escolher um w particular minimizando o médulo do vetor. Temos
entdo o problema de minimizar f(w) = %||w||* sujeito aos vinculos dados. Incluindo multipli-

cadores de Lagrange para cada vinculo teremos entao
L(w,a,b) = %HWHZ - Zai{ti(w-xi+b) —1}.
Igualando as derivadas em relagdo a w e b a zero, temos as condi¢des de minimo
w=Y aiix; (6.7)

0= Za,-ti.

Substituindo estas expressoes na lagrangiana anterior obtemos o problema de otimizagdo dual,

agora uma fun¢do somente dos a;.
- 1
L(a) = Za[ — E ZZa;alititjx,- “Xj,
i

onde a estd sujeito aos vinculos

a; >0, Zail‘,’ =0.

Podemos agora definir k(x;,x;) = x; - x;, e teremos
- 1
L(a) = Zai — 5 ZZaiajtitjk(xi,xj). (68)
iJ

Vemos portanto que no caso geral o problema de classificacdo de vetores pode ser escrito ex-
clusivamente como fun¢@o dos produtos escalares entre os vetores do conjunto de treinamento e

das classificacdes destes vetores. Para classificar novos vetores com o classificador obtido pela
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minimizag¢do de 6.8 usamos a relacdo 6.7 para escrever
y(x)=w-x+b=Y aix;-x+b = aitk(x;,x) +b.

Podemos entdo usando o formalismo de otimizacdo quadratica tratar um problema de apren-
dizado em espaco de alta dimensdo desde que saibamos calcular produtos escalares neste espaco.
Desta forma generalizamos o método e podemos utilizar qualquer escolha de fungdes &(, ), desde
que estas satisfacam as condi¢des de um produto interno. Nominalmente, devemos exigir que a
fungido k seja positiva definida (k(x,x) > 0,Vx), para garantir que k(x,y) represente um produto
escalar em algum espago. Chamamos as fungdes k(, ) satisfazendo estas relagdes de kernels e os
classificadores obtidos por este processo sio chamados de classificadores de margem maxima'

devido ao fato de a distancia entre os vetores mais proximos do hiperplano separador ser dada

2
or —.
POT T

Os lemas de Mercer permitem estender o nimero de kernels disponiveis através de uma
série de relacdes. Entre exemplos conhecidos temos por exemplo as radial basis functions,
como por exemplo,

by (x.3) =0

ou os kernels polinomiais
ka(x,y) = (1+x-y)%,

que representam o produto escalar num espago que tem como coordenadas todos os produtos de

coordenadas dos vetores x até ordem d.

No artigo de Burkhardt (33) os autores discutem uma variedade de técnicas que poderiam
ser usadas para obter-se kernels invariantes por um grupo de transformacdes predefinido. Parti-
cularmente eles focam em dois meios de obter kernels invariantes, a integracdo de transfor-
macdes e a substitui¢cdo de distancia invariante. O primeiro meio consiste em simplesmente
tomar um kernel ndo-invariante e integrar sobre todas as transformacdes de grupo nos dois argu-

mentos obtendo desta forma um kernel invariante. Teriamos entio

kri(x,y) = / dg / dg'k(gx,g'y).

No caso de substitui¢do de distancia invariante teriamos de tomar um kernel que dependa so-

" Maximum margin classifiers
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mente da distancia entre seus argumentos e substituir esta distdncia por uma distancia invariante,

por exemplo ||x —y||; = min,||x — gy||. Temos entio

kips(x,y) = e~

O kernel que procuramos estudar pertence a primeira classe. Procuramos usar o kernel

ka(X.Y) = [ degdg (14X (gx0)Y (g'%0))"

onde X e Y sdo representacdes de imagens como fungdes do plano na reta como descrito anteri-

ormente. Podemos reescrever este kernel de forma a explicitar algumas relacdes

d n n
ka(X,Y)=1+Y" /Hdg,-dgﬁHX(gixo)Y(ggxo).
i=1 i=1

n=1
Vemos entdo que de certa forma, todos os possiveis features gerados por produto de pixels
até d pixels estdo representados no kernel integrados sobre as distancias e angulos entre eles.
Poderfamos esperar entdo que a classificacdo advinda deste kernel representasse a melhor clas-
sificagdo que podemos obter usando features como descritos acima. Resultados preliminares

mostram no entanto que o kernel descrito nao apresenta bons resultados.

6.3 Features Invariantes

Para verificar qualitativamente a representatividade do espaco invariante gerado pelos fea-

tures calculamos a projecao
_ _TiX]-T[Y]
* T T
entre os vetores de features gerados por diferentes imagens em fun¢do do nimero de features.
Para tal geramos um nimero N de features repetidamente e calculamos a proje¢do ¢ entre as
imagens da mesma classe e entre classes diferentes para diferentes valores de N. No grifico
abaixo podemos ver um grafico das projecdes entre quatro imagens, duas pertencentes a cada

classe. Podemos ver claramente que o alinhamento entre vetores de features da mesma classe de

equivaléncia é maior que o alinhamento entre vetores de classes distintas.

Outra observacao interessante que pode ser feita € a saturacio da separagdo a partir de um

certo nimero de features. Vemos claramente nos graficos que acima de aproximadamente 20
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Figura 6.3: Grifico do
classes diferentes ("outl" a "out4"). Apesar da pouca diferenca do dngulo entre vetores da mesma classe e de classes
diferentes, podemos claramente ver a separa¢do. Podemos ver a separacdo melhor se subtraimos a média dos vetores,
mostrado abaixo na figura 6.4.

04+

angulo entre um vetor de features e outro entre classes iguais ("out0" e "out5") e entre

0.8 -
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o6
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Figura 6.4: Grifico do angulo entre um vetor de features e outro entre classes iguais ("out0" e "out5") e entre
classes diferentes ("outl" a "out4") apds a subtragdo da média dos vetores. Vemos claramente a separacio entre as

classes.
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Figura 6.5: Vemos o angulo ¢ entre o vetor gerado por uma imagem rotacionada por um 4ngulo & e a imagem
original. Sdo apresentados resultados para 10 (verde), 50 (vermelho), 100 (azul) e 200 features (roxo).

features ndo temos mais nenhum ganho significativo.

Abaixo temos ainda um gréfico analisando a projecdo entre um vetor associado a uma ima-
gem e um vetor associado a mesma imagem rotacionada de um angulo ¢ para diversos ndmeros

de features.

Como esperado vemos uma leve alteracio na projecdo entre os vetores para o aumento do
angulo de rotagdo até um maximo em 180 graus e a partir daf temos 0 movimento inverso nova-
mente. Aqui vemos a outra face da moeda do aumento do nimero de dimensdes do problema,
vemos que quanto maior o nimero de features menor a projecdo entre os vetores. Isto se deve
ao fato do ruido inerente a aproximagdes numéricas ter influéncia maior na projecdo entre dois
vetores em espagos de alta dimensao. Logo, indo para espacos de dimensdo mais alta temos uma

influéncia cada vez maior de um erro numérico.
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6.4 Conclusao

Apds uma investigacdo do método proposto de extragdo de features concluimos que o méto-
dos proposto, apesar de vidvel, ndo apresenta uma melhoria sobre os métodos anteriores propos-
tos na literatura. Mesmo a utilizacdo de métodos mais sofisticados de classificacdo (que con-
traria o espirito inicial do projeto), ndo apresentou melhoria substancial quando usado o método
proposto. Procuramos uma implementacdo de kernel inspirado no algoritmo sugerido acima,
mas este também ndo mostrou-se proveitoso. O valor didatico do trabalho foi muito grande,

permitindo-me o envolvimento com um nimero de métodos muito aplicados e estudados.



7  Consideragoes Finais
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O intercambio entre sociologia, psicologia e fisica ainda estd engatinhando. No entanto, me
parece que o recente crescimento da ciéncia baseada em dados (data-driven science) representa
um passo na direcdo de um intercambio mais forte entre estes campos. Primordialmente, é
importante embasar firmemente estes esforcos em dados reais, para que possamos garantir a
relevancia de modelos sociais e psicolégicos. A natureza dos fendmenos psicologicos e sociais
€ um grande desafio ao paradigma de conhecimento de um fisico, e grandes obstdculos ainda
encontram-se no caminho, mas ja podemos vislumbrar a possibilidade de anélises quantitativas

baseadas em modelos assistindo politicas publicas.

O que procuramos apresentar neste trabalho € a possibilidade de utilizarmos uma grande
variedade de métodos de fisica estatistica para construir e analisar um modelo de um fendmeno
sociopsicologico. O modelo sugere que talvez a assinatura estatistica encontrada em dados
de questionarios morais seja devido a um aprendizado moral ocorrendo dentro das sociedades
humanas. Comprovar esta afirmacdo ndo estd no escopo do trabalho, e seria um dos obstaculos
mencionados acima, mas ainda que o objetivo continue distante, cada vez mais parece que o

caminho esta delineado.
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