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Resumo 

GUIDI, L. F. Dinâmica do Grupo de Renormalização: Um 
estudo via equações diferenciais parciais. Tese Doutorado - Ins
tituto de Física, Universidade de São Paulo. 2003. pp.179 

Consideramos dois tópicos distintos relacionados a modelos clássi~. 
",.' 	 cos da mecânica estatística de equilíbrio. O primeiro constitui-se na 


análise de equações parabólicas semi-lineares associadas à transforma

ção de grupo de renormalização para o de Coulomb hierárquico 

bidimensional e o gás de dipolos hierárquico em dimensão d > 1 após 

tomarmos um limite apropriado (limite L ..!. 1 do tamanho do bloco). 

O outro tópico estudado foi a construção de uma função majorante 

iJ?({J, z) para a pressão termodinâmica de um gás formado por partí

culas inter agentes com atividade z e temperatura {J-l, cuja interação 

entre dois corpos pode ser decomposta em escalas como um potencial 

estável. 


Somos capazes de demonstrar que o problema de valor inicial dado 
pela equação do gás de Coulomb está bem definido (existência, uni
cidade e dependência contínua das soluções) em um espaço funcional 
adequado e a solução converge assintoticamente para uma das infinitas 

.t 	 contáveis soluções de equilíbrio. Quanto ao gás de dipolos, embora~" 
não tenhamos conseguido provar a existência e unicidade das soluções, 
garantimos que a única solução estacionária limitada inferiormente é a 
trivial nula, que é uma solução estável. Ao menos no caso dos modelos 
hierárquicos, os resultados obtidos permitem dar uma resposta defini
tiva à conjectura de Gallavotti e Nicolõ sobre uma seqüência infinita 
de transições de fase. 

A função majorante é construída como a solução de uma equação 
diferencial parcial quase-linear de pri:rneira ordem. Através da do mé
todo das características relacionamos a solução (majorante) à função 
W de Lambert cuja expansão em série possui uma singularidade origi
nada pelo corte que a função W possui no plano complexo. A descrição 
da função majorante como uma função W permite uma melhora nas 
estimativas de raio de convergência para série de Mayer para pressão. 

-;tf"
\" Palavras-chave: grupo de renormalização, de Cou10mb, gás de dipo

los, séries de Mayer) equações diferenciais parciais não lineares. 
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Abstract 

GUIDI, L. F. Renormalization Group Dynamics: An study 
via partial differential equations. Tese Doutorado Instituto de 
Física, Universidade de São Paulo. 2003. pp.179 

We have considered in this thesis two distinct topics related to <,t classic models in equilibrium statistical mechanics. The first one is the 
analysis of semilinear parabolic partial differential equations given by a 
suitable limit (size of block L .j,. 1) in the renormalization group for the 
hierarchical version of the Coulomb gas in two dimensions and for the 
dipole gas in any dimension d > 1. The other topic is the construc
tion of a majorant function q>(,B, z) for the thermodynamic pressure 
of a gas of interacting particles with activity z and temperature 
whose potential admits a scale decomposition in terms of some stable 
potential. 

We are capable to demonstrate the well-posedness (existence, unique
ness and continuous dependence of solutions) for Coulomb gas equa
tions and the global asymptotic convergence of the flow to one of 
its countably many equilibrium solutions. The dipole gas equations 
are technically more difficult and lack the results we've achieved in 

l1 Coulomb gas but, despite its difficulties, we can establish the uni que
ness of the trivial solution as a equilibrium one and its stability. At 
least for hierarchical models, the established results give a definite an
swer to Gallavotti and Niclolõ's conjecture of an infinite sequence of 
phase transitions. 

The majorant function is constructed as the solution of a first order 
quasi-linear partial differentíal equation. By means of the characteris
tics method we are able to relate its solution (the majorant) to Lam
bert's W-function whose sedes expansion possess a singularity given by 
W-function's branch cut discontinuity. The majorant's representation 
as an W-function allows better estimates for Mayer sedes convergence. 

Key-words: renormalization group, Coulomb gas, dipole gas, Mayer se
des, nonlinear partial differential equations. 
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CAPíTULO 1 

Introdução 

t· 

A presente tese aborda dois tópicos que, apesar de formalmente distintos, possuem 

em comum o fato de que uma melhor descrição dos seus fenômenos pode ser obtida 

por meio da análise de equações a derivadas parciais (EDP). O primeiro desses tópicos é o 

estudo das propriedades das distribuições de equilíbrio de modelos clássicos com interação 

de origem eletrostática (gás de Coulomb, gás de dipolos) no limite termodinâmico. O outro 

tópico abordado é o estudo das propriedades analíticas da série para a pressão de um gás 

no regime de baixas atividades ou baixas densidades - Série de Mayer. 

~ 
(.'~ O modelo conhecido como Gás de Coulomb trata-se do ensemble grande canônico 

clássico formado por partículas carregadas dispostas em uma região conexa A (contida, 

por exemplo, em }Rd ou Zd) e sujeitas à interação eletrostática dada pela função de Green 

G(x, y) do operador de Laplace (-~) definido em A com condições de contorno na sua 

fronteira aA. 

A solução fundamental da equação de Laplace em }Rd\{O} possui simetria radial e é 

dada por w(lxl) 

~ Ixl d = 1 

f 
~.~. (1.0.1) w(lxl) = 2~ log Ixl d = 2 

Ixl 2-
d d 2:: 3 

onde O'd 21fdj2 /r(d/2) é a área da superfície de uma esfera de raio unitário em dimensão 

d. r é a função gama de Euler. 

Em geral considera-se duas condições de contorno principais. Uma delas é a condição 

de contorno "livre" que dá origem à função de Green do laplaciano em volume infinito, 

1 
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Goo(x, y): 

(1.0.2) Goo(x, y) 'lI(lx - yl). 

Fisicamente essa condição de contorno corresponde à situação em que a fronteira 8A 

comporta-se como um "isolante perfeito". A outra condição de contorno comumente es

tudada é conhecida como O-Dirichlet e trata-se do vínculo Go(x', y') O imposto sobre a 

função de Green, Go(x', y'), para quaisquer x' E A e y' E 8A. Quando a região A é uma 

esfera de raio R em dimensão d, a função de Green possui a forma explícita [20, capo IV 

§2.2] 

(1.0.3) Go(x, y) = 'li (Ix yl) - 'li (II~I x 1:1 yl) ) 
onde <P é a solução fundamental (1.0.1). Fisicamente essa condição corresponde à situação 

em que a fronteira comporta-se como um "condutor perfeito". 

A singularidade presente nos potenciais (1.0.1) e (1.0.3) para d > 1 impede a existência 

de algum comportamento termodinâmico para o gás pois a tendência natural das partícu

las de carga oposta seria a de colapsar em um ponto. Por outro lado, se todas possuírem 

o mesmo sinal, tendem a se afastar indefinidamente e, desta vez, é o comportamento de 

longa distância do potencial que traz problemas no limite termodinâmico. Portanto, na 

esperança de garantir a existência desse limite, faz-se necessário impor alguma forma de 

regularização ao potencial coulombiano como, por exemplo, a presença de volume excluí

do, conhecido na literatura em língua inglesa como "hardcore". Uma outra possibilidade 

seria trabalhar em regiões finitas de Zd onde as partículas possuiriam suporte, e desenvol

ver o potencial de interação como a versão discreta da função de Green para o operador 

de Laplace na rede ou como a restrição à rede, dos valores tomados pelo potencial no 

coptínuo já que o comportamento de grandes distâncias é o mesmo em ambos os casos 

(de acordo com [51]). 

No regime de baixas atividades ou baixas densidades e, para determinados intervalos 

de temperatura, os gases com interação eletrostática apresentam o fenômeno conhecido 

como blindagem - mencionado na literatura em língua inglesa como "screening". Desde 

fl) 
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31. 

que existam cargas livres, é razoável esperar que ao introduzirmos uma carga teste neste 

sistema, forme-se uma "nuvem)) de cargas de sinais contrários que se concentram em torno 

da carga teste original. O efeito dessa nuvem de cargas é a atenuação do potencial da 

carga teste para distâncias superiores ao raio da nuvem. Porém, se a temperatura for 

suficientemente baixa, as cargas disponíveis no sistema podem se combinar em dipolos, 
1

quadrupolos e demais aglomerados neutros, não restando cargas livres para blindar a 

carga teste. Obviamente esse argumento do tipo energia-entropia depende da forma do 

potencial entra as partículas. Em mecânica estatística de equilíbrio, estudamos esse efeito 

através de funções correlação de dois pontos. 

Do ponto de vista da mecânica estatística, a blindagem se manifesta nas quantidades 

termodinâmicas sob a forma de uma transição de fase de natureza distinta das transições 

observadas em modelos com interação de curto alcance. O leitor pode consultar em [13] 

't
.<; 

uma compilação recente de um grande número de resultados sobre gases de Coulomb 

clássicos e quânticos e também alguns resultados sobre gases de dipolos. Na presente 

introdução escolhemos apresentar um resumo dos resultados relacionados exclusivamente 

ao gás de Coulomb e ao gás de dipolos nas suas versões hierárquicas. 

O modelo do gás de Coulomb bidimen~ional, na sua versão hierárquica, é introduzido 

inicialmente no artigo de Marchetti e Perez [45]. Através do mapa induzido pelo grupo de 

renormalização, os autores encontram o estado de equilíbrio associado à fase de Kosterlitz

Thouless. Esse estado é representado pelo ponto fixo do mapa e exibe estabilidade linear 

quando a temperatura inversa /3 é maior do que um valor crítico /3c = 81r. Abaixo desse 

~... valor, o ponto fixo perde a sua estabilidade e o estado de equilíbrio deixa de ser o da fase 
~ 

de Kosterlitz-Thouless. A transição marcada pelo ponto /3c 81r corresponde à transição 

de Kosterlitz-Thouless para o gás de Coulomb bidimensional hierárquico. Nessa mesma 

época, Benfatto, Gallavotti e Nicolõ [4] publicam um artigo tratando da fase de Kosterlitz

Thouless para o gás de Coulomb hierárquico sob o ponto de vista da analiticidade da série 

de Mayer. Os autores demonstram a analiticidade da pressão em termos da densidade em 

'{, 
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torno da origem. Demonstram também o decaimento da função de correlação truncada1 

para (3 > 81f na forma de uma lei de potências com expoente (3 /21f. 

Em 1987, Felder [22] propôs um método de estudar a evolução do grupo de renorma

lização para o gás de Coulomb em dimensão d através de equações diferenciais parciais. 

O segundo e terceiro capítulos desta tese são inspirados nesse artigo e na abordagem por 

ele introduzida. Lá, o autor está principalmente interessado no comportamento das solu
1< 


ções estacionária e suas bifurcações parametrizadas pela dimensão d do problema e dessa 

forma, o caso bidimensional é lá mencionado de maneira breve, como um caso especial. 

Como referência, podemos citar outros artigos inspirados nesse método [39, 43]. 

Em um artigo subseqüente [46], Marchetti e Perez apresentam, com maior detalhe, o 

formalismo desenvolvido em seu artigo anterior. Neste trabalho, garantem a estabilidade 

global dos pontos fixos do mapa na fase Kosterlitz-Thouless até (3 > (31f /2){3c e a ausência 

de blindagem de cargas externas para (3 > {3c. Estudam com mais detalhe a bifurcação 

associada ao aparecimento de outro ponto fixo estável para {3 < {3c e uma forma fraca 

de blindagem nessa fase (fase plasma) associada ao decaimento da função de correlação 

de cargas fracionárias. Nesse caso, o potencial sentido pelas cargas fracionárias ainda 

apresenta comportamento logarítmico, porém pOSS'l1:i uma constante multiplicativa menor 

do que a unidade, que depende da temperatura {3-1. 

A questão da blindagem é retomada no artigo de Benfatto e Renn [6]. Nesse trabalho 

os autores verificam que sempre que existir um ponto fixo não trivial na fase plasma, a 

função de correlação truncada para o gás de Coulomb hierárquico decai como um lei de 

potência com expoente 4, independente da temperatura. 

Nossa abordagem parte de um gás de Coulomb em Z2 cujas partículas possuem si

metria por carga, ou seja, partículas com cargas iguais mas de sinal contrário possuem a 

mesma atividade. No entanto a grande função de partição é descrita não pelas atividades 

lIndependentemente do sistema estar ou não em uma fase Kosterlitz-Thouless, os modelos hierárquicos 
para gases de Coulomb sempre apresentam o fenômeno de blindagem de cargas inteiras. Portanto, ao 
analisarmos o comportamento do sistema em suas distintas fases, devemos utilizar a forma truncada da 
função de correlação sempre que a mesma for estimada a partir de cargas inteiras. Esta exigência não é 
necessária no caso de cargas externas fracionárias. 
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1. Introdução 5 

de partícula mas pelas atividades de carga que resultam da combinatória das possibilida

des de configuração de partículas que contribuem para uma determinada carga total em 

cada sítio de 7l2
. 

Com vistas a estabelecer um mapa exato para a renormalização das atividades, intro

duzimos a pseudométrica hierárquica, caracterizada pelo fato de que a distância entre dois 
f.Jl 

sítios da rede é a mesma para cada sítio em uma mesma hierarquia. A partir do mapa 

exato para a renormalização da atividade de carga e da transformação sine-Gordon, de"; 

senvolvemos uma equação a derivadas parciais através de um limite apropriado, conhecido 

na literatura [22] como aproximação do potencial local. 

A equação para o logaritmo da transformada de Fourier da atividade (normalizada) de 

carga, dada por u : 114 x [O,27f] --+ IR, satisfaz a seguinte equação parabólica semi-linear: 

(1.0.4) Ut ! (uxx - u;) + 2u -Uxx( f3 ) I
t'\ 47f . x=o 

com condição inicial 

u(O,x) uo(x), 

onde x E [0,27f] é a variável recíproca, sob a transformação de Fourier, da variável carga 

que admite apenas valores inteiros (no caso do gás bidimensional, as cargas inteiras são 

preservadas pelo mapa de renormalização). A variável t representa um determinado ponto 

na evolução comandada pela renormalização. Como veremos na seção 2.1, o limite t --+ 
I' 

+00 está relacionado ao limite termodinâmico do sistema. 

Desta forma, os pontos fixos do mapa de renormalização da atividade correspondem às 

t soluções estacionárias da equação (1.0.4) que nos fornecem informações sobre o compor

tamento do gás em grandes escalas. Em particular, a propriedade do gás de Coulomb de 

exibir ou não blindagem se reflete sobre o conjunto das soluções estacionárias (conhecido 

como subespaço invariante de (1.0.4)) da equação diferencial para u. 

O programa que seguimos ao estudar a equação (1.0.4) começa pela caracterização 

de um espaço funcional abstrato onde a equação (1.0.4) pode ser estudada como um 

problema de valor inicial. O que nos motivou a seguir essa abordagem foi a existência de 

ferramentas poderosas para a análise de equações diferenciais em espaços de Banach, por 
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exemplo, o teorema do ponto fixo para mapas em espaços métricos completos que será 

empregado na demonstração de existência e unicidade das soluções. 

Uma proposta resumida de roteiro para a abordagem de um problema de valor inicial 

inclui os seguintes passos (com ordens distintas de dificuldade): 

• Garantir a existência e unicidade locais para a solução em um espaço funcional 

abstrato. 

• Estender o resultado de existência e unicidade até a fronteira do domínio do 

espaço com o objetivo de garantir mais adiante que o fluxo da equação converge 

para o subespaço invariante. 

• Estudar o subespaço invariante da equação (espaço formado pelas soluções esta

cionárias) . 

• Garantir a inclusão do espaço abstrato em um espaço de funções suficientemente 

contínuas nas variáveis. Ou seja, garantir que a solução, cuja existência foi esta

belecida no ítem anterior, é uma solução clássica (continuamente diferenciável) 

da equação a derivadas parciais. Essa etapá depende dos teoremas de imersão de 

espaços de Sobolev (veja o apêndice A.2) e das propriedades regularizadoras do 

operador de Laplace . 

• Desenvolver funcionais de Liapunov 	[66] para a equação diferencial. De acordo 

com o princípio invariacional de LaSalle [40, 38], se as soluções do problema 

de valor inicial estiverem contidas em um subespaço compacto, então o fluxo 

converge para o subespaço invariante. Isto estabelece as propriedades globais de 

estabilidade das soluções estacionárias. 

• Por 	fim, utilizar o princípio do máximo [55] para garantir que a hipótese do 

princípio de LaSalle são satisfeitas. Pelo fato da equação diferencial ser não 

linear (semi-linear), dispomos de teoremas como princípio do máximo para solu

ções clássicas apenas. Aqui podemos apreciar a importância de garantir que as 

soluções do problema de valor inicial são soluções clássicas. 



"v,-a 

1. 7 

No capítulo 3 aplicamos os procedimentos descritos no caso do gás de Coulomb, à equa

ção originada pela renormalização da atividade de um gás formado por partículas que 

interagem sob a ação de um potencial dipolar. 

Usualmente, o gás de dipolos hierárquico é estudado em conjunto ou como uma fase 

distinta do gás de Coulomb. Apontamos duas exceções: o artigo de Benfatto, Gallavotti e 
H.'" 

Nicolo [5] que trata da analiticidade da pressão para o gás de dipolos via séries de Mayer, 

e o artigo de Gaw~dski e Kupiainen [29] que introduz um mapa de renormalização distinto 

do que utilizamos no capítulo 3. Nesse trabalho, os autores provam que o mapa possui 

apenas um ponto fixo. Esse ponto é estável e corresponde a uma distribuição gaussiana 

para as atividades dipolares. 

No restante dessa introdução comentaremos algumas das questões que envolvem o 

estudo das séries de Mayer na mecânica estatística de equilíbrio. 

(;; Um dos temas principais de investigação na teoria da mecânica estatística de equilí

brio, relacionado ao estudo dos diagramas de fase, é a definição de regiões do espaço de 

parâmetros em que não ocorrem transições. De acordo com o teorema de Lee-Yang, estas 

regiões são livres de zeros da função de partição que, no caso de modelos na rede com 

potenciais positivos de dois corpos, corre~ponde ao círculo unitário no plano complexo 

da variável atividade. Outra forma de determinar se o diagrama de fase é livre de sin

gularidades é através das Séries de Mayer. Embora essa teoria seja incapaz de descrever 

a equação de estado além do ponto de condensação, ela é capaz de tratar de sistemas 

definidos no contínuo para uma classe maior de potenciais aceitáveis. 

O domínio de convergência das séries de Mayer para um gás de dois corpos, clássico 

e estável pode ser estabelecido através de diversas técnicas, como as desenvolvidas em 

[58, 9] e nas referências lá citadas. Existem outros casos, incluindo potenciais atrativos 

de curta distância e o gás de Yukawa para temperatura inversa (3 no intervalo (O, 41r), que 

requerem o utilização de um número finito [33] ou infinito [2] de iterações das séries de 

Mayer. 

O raio de convergência é determinada freqüentemente por uma "singularidade não 

física" no plano complexo da atividade z. Nesta tese, desenvolveremos series majorantes 
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para a pressão do gás que satisfazem equações diferenciais parciais de primeira ordem. 

Os majorantes são obtidos a partir da investigação do equação diferencial para as funções 

de Ursell, introduzidas originalmente por Brydges e Kennedy [12, 11] com o objetivo 

de reproduzir resultados previamente conhecidos sobre a convergência da série de Mayer 

[34,57, 52,41,42]. O método das características será utilizado para encontrar a solução. 

Como no modelo de Tonks para o gás de esferas duras em uma dimensão, a singularidade 

da série para a pressão é manifestada pela função W de Lambert [19], o que indica a 

natureza combinatorial da singularidade. 

Na seção seguinte serão enunciados resumidamente os resultados presentes na tese 

seguidos de sua interpretação física. 

1.1. Resumo dos resultados - conclusões 

1.1.1. Gás de Coulomb bidimensional. No capítulo 2 implementamos completa

mente o programa discutido anteriormente. Utilizamos uma abordagem baseada na teoria 

geométrica das equações diferenciais parciais. 

Os resultados estão dispostos da seguinte forma, um dos principais teoremas, o teorema 

2.2.1, trata da existência e unicidade das soluções para todo t ?:: 0, o teorema garante ainda 


, a dependência contínua das soluções com relação às condições iniciais e a compacidade 


da trajetória {u(t)h;:::o. A sua demonstração ocupa as seções 2.2 e 2.3. Na seção seguinte 


expomos as propriedades das soluções estacionárias. 

A questão das soluções estacionárias é equivalente a um problema de Sturm-Liouville 

não linear. Inicialmente consideramos a equação par as soluções estacionárias sem l~var 

em conta as condições de contorno. Através de uma transformação de variáveis adequa

das, somos capazes de descrever a equação diferencial como um problema Hamiltoniano 

clássico e, nesse caso, as condições de contorno equivalem à escolha de uma órbita de 

período 27r. Para garantir a existência de uma solução com tal período foi fundamental 

a utilização de um lema proposto originalmente por Chicone [17] que garante a mono

tonicidade do período para uma família de sistemas hamiltonianos na qual se encontra 

a equação que é objeto de nosso interesse. O teorema 2.4.1 resume as propriedades das 

f... 

l 



1. Introdução 9 

soluções estacionárias. Entre essas propriedades, a que talvez mereça maior destaque 

é a relacionada a seqüência de bifurcações a um parâmetro 13 que envolve as soluções 

estacionárias. 

A última subseção do capítulo 2 trata da estabilidade das soluções estacionárias. Ini

cialmente estabelecemos a estabilidade local (ou, respectivamente, instabilidade) das so
b 

luções estacionárias através de um argumento com base no teorema de comparação para 

equações diferenciais. Estes resultados estão reunidos no teorema 2.5.1. De acordo com 

o exposto no teorema 2.5.15, também foi possível estabelecer a estabilidade assintótica 

global para essas soluções. Partimos de uma abordagem variacional semelhante à pro

posta por Chafee e Infante [16], porém, por conter um termo não linear com derivada 

espacial, é difícil propor ingenuamente uma função de Liapunov que conte com as necessá

rias propriedades. Essa dificuldade é transposta pela técnica desenvolvida por Zelenyak, 

Lavrentiev·Jr. e Vishnevskií [66] que propõe um novo método de construir funcionais de 

Liapunov para equações diferenciais parabólicas quase-lineares. Através de seu método e 

do princípio de invariância de LaSalle conseguimos demonstrar a estabilidade global das 

soluções. 

Para melhor ilustrar as implicações físicas dos resultados apresentados no capítulo 2, 

vamos listar mais detalhadamente os resultados da seção 2.4 que trata da caracterização 

das soluções estacionárias. Segundo o exposto na seção 2.4, o subespaço invariante é 

constituído por uma solução estacionária globalmente estável e um número contável de 

soluções estacionárias instáveis. A variação do número de soluções relaciona-se à tempe

ratura do gás, , de acordo com uma seqüência de bifurcações que ocorrem nos valores 
t·~ 

de f3n 8n-jn2
. Assim, além da solução trivial nula 'l/Jo que existe sempre, a cada fJn 

ocorre a bifurcação, a partir de 'l/Jo, de uma solução não trivial não nula que existe no 

intervalo de valores de temperatura inversa dado por O< fJ :; f3n' O ponto 131 caracteriza 

a transição de fase de Kosterlitz-Thouless para o gás de Coulomb bidimensional na rede 

com distância hierárquica. 

No intervalo 13 > 131, a única solução estacionária de (1.0.4) é a trivial nula 'l/Jo. Essa 

região de valores de 13 contém, como únicos pontos fixos do grupo de renormalização, os 

( 
1,~•. 
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estados que, em grandes escalas, são desprovidos de sítios com cargas não nulas. Todas as 

partículas se agruparam formando aglomerados de carga nula (dipolos, quadrupolos, etc.). 

Esse fase do gás é conhecida como fase multipolar de Kosterlitz-Thouless e caracteriza-se 

por estados com ausência de blindagem. Por não existirem cargas livres, ao incluirmos 

duas cargas teste nesse gás, as mesmas não experimentam qualquer alteração no potencial J. 

(constante dielétrica do vácuo). 

No intervalo f3n+l < f3 < f31, o subespaço é formado por uma solução estacionária 

globalmente estável 7/Jl que bifurca da solução 7/Jo no ponto f31; os demais elementos do 

subespaço invariante são formados pelas soluções instáveis 7/Jo, 7/J2, ... ,7/Jn' No intervalo de 

valores de temperatura, (81T)-1 < f3-1 < 00, o modelo é caracterizado por um estado com 

cargas livres em todas as escalas. Essa fase é conhecida como fase plasma e nela ocorre 

blindagem das cargas externas. Além disso podemos observar que o estado descrito pela 

solução estacionária 7/Jl aproxima-se muito rapidamente da solução Debye-Hückel neste 

caso, uma parábola entre (-1T, 1T) que repete-se com período 21T para valores de f3 não 

muito menores do que f31' 

Portanto os resultados obtidos com a análise do gás de Coulomb dão uma resposta 

definitiva - ao menos para o modelo com distância: hierárquica para a conjectura pro

posta por Gallavotti e Nicolô [28]. A conjectura baseia-se no estudo dos coeficientes para 

a série de Mayer do gás de Coulomb. Segundo os autores, a existência de uma seqüência 

de valores da temperatura f3j 81T(1 - 1/(2j)) em que os coeficientes da série divergem 

estaria relacionada a uma seqüência de bifurcações intermediárias entre a fase plasma, 

f3 < 41T, e a fase multi polar de Kosterlitz-Thouless, f3 > 81T. De acordo com os nossos 

resultados essa seqüência de bifurcações inexiste no caso do modelo hierárquico. Como 

estabeleceremos adiante, a fase plasma surge em f3 = 81T e é a mesma fase para todo 

f3 < 81T. 

Até onde foi possível verificar na literatura, o conjunto de resultados obtidos com 

a análise da equação (1.0.4) é inédito e permite apreciar com detalhe a transição de 

Kosterlitz-Thouless, o que previamente era possível apenas através de análises pertur

bativas. No entanto, a equação (1.0.4) não é um objeto novo. A equação para a sua 
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derivada, v U x , 

j3
(1.1.1) Vt 41r (vxx 2v vx ) + 2v 

com condição de contorno 


v(t, O) v(t,21r) = O,

( 

é equivalente à equação proposta originalmente por Burgers (praticamente na forma em 

que está descrita aqui e com condições de contorno equivalentes) em 1939 [14] para estudai 

o comportamento de um fluído turbulento. Burgers publicou um série de artigos entre 

1939 e 1941 sobre o fenômeno de turbulência em fluídos sob o ponto de vista da equação 

(1.0.4) e algumas extensões. Os resultados estão disponíveis em artigo publicado em 1948 

[15]. Outra aplicação dessa equação é no estudo da evolução do perfil de uma chama, 

produto da combustão de uma mistura de gases, propagando-se verticalmente por um ,,..., 

~~~ 
canal. Esse fenômeno é modelado por uma equação proposta por Rakib e Sivashinsky 

[56] dada por 

1 2 _
(1.1.2) Ut éUxx - 2"ux + U - U, 

onde u representa o valor médio de U no Íntervalo [O, 21r]. Em um artigo posterior [60], 

Sivashinsky propõe um modelo mais geral, a partir do qual, a equação (1.1.2) é o resultado 

do limite para pequenas velocidades de propagação. Em contrapartida, no limite de 

grandes velocidades de propagação o comportamento do perfil é modelado pela equação 

1 2 
\~.,j (1.1.3) Ut éUxx - 2"U x + J(u), 

onde o operador J, 
1

J(U) . !V.P.Jdy - -Ux (t,y)
1r y-x 

é dado pela composição da transformada de Hilbert2 com sinal negativo e da derivada 

parcial de U com relação a x. 

20 símbolo V.P. denota o valor principal da integral . 

.' 
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OBSERVAÇÃO 1.1.1. Publicamos em [36] uma análise comparativa entre as equações (1.1.2) 

e (1.1.3). Elas possuem em comum o fato de admitirem bifurcações de soluções em seu 

subespaço invariante (espaço formado pelas soluções estacionárias) controladas pelo parâ

metro e e, como veremos na seção 2.4, o número de soluções estacionárias cresce conforme 

o valor do parâmetro e diminui. Porém, diferem na complexidade do subespaço invariante 

e no comportamento das bifurcações. A equação (1.1.2) apresenta um subespaço invari

ante mais simples, formado por soluções que bifurcam a partir da solução trivial nula, em 

particular, a primeira solução a bifurcar é a única solução estacionária que "herda" a esta

bilidade linear da solução trivial, as demais bifurcações são sempre instáveis. O subespaço 

invariante de (1.1.3) é caracterizado por diversas bifurcações que podem surgir a partir 

da solução trivial ou mesmo de uma solução não trivial que por sua vez é sempre produto 

de uma bifurcação anterior; assim, o subespaço invariante de (1.1.3) possui um panorama 

formado por uma cascata de bifurcações cuja razão de crescimento é sensivelmente maior 

que a observada no caso da equação (1.1.2). Além disso, ao contrário da equação anterior, 

a solução linearmente estável (que é sempre única) troca a estabilidade sempre que uma 

nova bifurca a partir de si. 

Tanto a equação para o gás de Coulomb (1.0.4) quanto a equação proposta por Rakib 

e Sivashinsky (1.1.2) dão origem a equações intimamente relacionadas a equação proposta 

por Burgers (1.1.1). Uma importante propriedade que todas elas partilham, para valores 

de e próximos da origem, é o comportamento metaestável das soluções instáveis. Descrito 

rigorosamente por Berestycki, Kamin e Sivashinsky !7] e quantitativamente por Sun e 

Ward [62] através de métodos assintóticos, esse fenômeno está relacionado ao fato de que, 

a menos das condições de contorno, a derivada de uma solução estacionária é autofunção 

da equação linearizada em torno da mesma solução estacionária e possui autovalor nulo. 

Ao corrigir a autofunção para que satisfaça as condições de contorno (na literatura em 
t 

língua inglesa diz-se construir uma "boundary layer") o autovalor recebe uma correção de 

ordem exp( -l/e). 

Do ponto de vista da termodinâmica de equilíbrio para o gás de Coulomb hierárquico 

bidimensional, esse resultado trazido da área de equações diferenciais, implica a existência 

"" 
t 
, ,. 

t 
" 
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de estados metaestáveis nesse sistema. Como veremos no decorrer do segundo capítulo, 

a variável t nas equações diferenciais está relacionada ao volume do sistema. Portanto, 

com as devidas modificações, podemos concluir que quando (3 ~ 1 (altas temperaturas), 

existem atividades de carga, construídas a partir das derivadas das soluções instáveis 

de (1.0.4), sobre as quais a ação do grupo de renormalização produz quase nenhuma 
L, 

modificação em escalas de t exp(ljé) e assim, se o sistema possui volume finito e a 

temperatura for suficientemente alta, o grupo de renormalização pode estacionar em uma 

distribuição para a atividade de carga distinta da solução de equilíbrio. 

O tópico do gás de Coulomb foi também assunto da dissertação de mestrado. Porém, 

os resultados na forma em que estão aqui apresentados na forma de teoremas - foram 

desenvolvidos ao longo da produção desta tese e levaram diversos anos para amadurecer 

e tomar a sua forma atual. Os resultados apresentados nesse capítulo foram publicados 

f" 
~ 

'~ 
em conjunto com Marchetti [35]. 

1.1.2. O gás de dipolos em dimensão d > 1. O modelo do gás de dipolos na 

rede com pseudométrica hierárquica, objeto de estudo do capítulo 3, aparenta possuir um 

comportamento menos rico do que o apresentado pelo gás de Coulomb no mesmo quadro. 

De acordo com a análise formal empregada, esse modelo não apresenta transições de fase 

e, em grandes escalas, os estados de equilíbrio são sempre caracterizados pela ausência de 

dipolos livres. No entanto, sob o ponto de vista da equação para a evolução da atividade 

di polar em dimensão d > 1, 

(1.1.4) Ut = d (~u-IDuI2)_~x.Du du 
t'~ 2~d 2 

o gás de dipolos aparenta indícios de ser um problema tecnicamente delicado. Em par

ticular1 a prova de existência e unicidade local, o primeiro ponto do roteiro apresentado 

no início dessa introdução, carece de demonstração. O procedimento utilizado na prova 

de existência e unicidade, conta com a descrição da equação diferencial na forma de uma 

equação integral dada pela fórmula da variação das constantes. Nesse procedimento o 

operador linear desempenha um papel importante e, em geral, os espaços funcionais nos 

quais desenvolvemos a prova são relacionados ao domínio do operador linear. No caso da 

~ "

http:u-IDuI2)_~x.Du
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equação (1.1.4), o espaço sugerido pelo operador linear não é adequado para garantir a 

condição de Lipschitz local para a parte não linear da equação. Neste ponto a demons

tração falha. Desconhecemos na literatura alguma evidência de que esse problema possa 

ser contornado, se é apenas uma dificuldade técnica ou se essa impossibilidade possui 

implicações mais profundas sobre o caráter da equação. 

Na seção 3.2, estudamos as soluções estacionárias da equação (1.1.4). O teorema 

3.2.2 estende um resultado anterior de Felder [22J sobre o caráter da solução estacionária. 

O teorema 3.2.2 estabelece a ausência de soluções estacionárias limitadas inferiormente 

para a equação (1.1.4) com um multiplicador de Lagrange (vínculo da normalização da 

atividade) para qualquer valor de fJ e qualquer dimensão d. Esse resultado implica, ao 

menos formalmente, a trivialidade do comportamento do gás de dipolos. 

A seção seguinte apresenta uma análise da estabilidade da solução estacionária triviaL 

Pela linearização da equação (1.1.4) em torno da solução - que corresponde à simples 

remoção do termo não linear - temos que a parte linear da mesma corresponde ao ope

rador linear de Ornstein-Uhlenbeck [8]. Através da análise apresentada nessa subseção, 

podemos encontrar os autovalores (teorema 3.4.1) e as autofunções, dadas por polinômios 

de Laguerre. Nesse ponto é interessante compara~os esses resultados com a abordagem 

desenvolvida por Gawçdzki e Kupiainen [29]. Utilizando uma versão distinta do procedi

mento de renormalização, os autores concluem que o ponto fixo da atividade dipolar é da 

forma 

exp (-C(UO)4>2) 

para uma constante positiva c = c(uo) que depende da condição inicial; 4> é a variável 

recíproca do momento dipolar. Esse comportamento, no nosso caso, está relacionado à 

primeira autofunção que é marginalmente estáveL No entanto, como ilustrado na seção, 

esse mesmo autovalor relaciona-se à única solução exata de (1.1.4) com exceção da solução, 

. estacionária trivial dada por 

exp ( - 1 +k4 k t 4>2) , 
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onde k é uma constante positiva. E portanto, podemos observar essa solução converge 

polinomialmente em t para a solução trivial nula. 

1, 
1.1.3. Série de Mayer. O último capítulo trata da convergência para séries de 

Mayer. Podemos resumir os resultados desse capítulo em dois teoremas, 4.0.3 e 4.0.4. 

O primeiro trata da convergência da série para um gás formado por. partículas cuja in

teração pode ser decomposta em escalas e nessas escalas o potencial é do tipo positivo 

e satisfaz critérios adicionais(ver (4.0.11)-(4.0.14)). Nesses casos a série converge para 

valores da atividade z que pertençam ao disco 

(1.1.5) Izl < (e ti min {I,' ds 11;'(s) 11 e'I; d, B(,), eI~ d, B(,) I,' ds 11;,(s) li}) -1 

f O segundo· teorema é uma aplicação do teorema anterior no caso do gás de Yukawa 

(4.4.1). Como demonstrado pelo teorema, a série do gás de Yukawa é singular nos valores 

f3k 81r(1 + k-1)-1 devido à divergência ultravioleta dos primeiros k termos da série. 

De acordo com o teorema 4.04, a remoção desses primeiros k termos garante que a série 

converge sempre que 

(3 < (3k e 
f3k (3

Izl< e(3k(3 

Ambos os teoremas apresentam melhorias quantitativas em relação aos resultados co

nhecidos previamente na literatura. Porém além dessa melhoria quantitativa, devemos 

ressaltar que o procedimento utilizado por si só possui a virtude de ser mais claro e pode
t 
~~ roso. A maneira pela qual obtemos as estimativas apresentadas acima está relacionada à 

construção de majorantes que são soluções de equações diferenciais parciais de primeira 

ordem que, em geral, podem ser resolvidas diretamente a partir do método das caracte

rísticas. De acordo com esse método, o domínio de validade da solução é folheado pelas 

curvas características projetadas, dadas pela solução de uma equação diferencial ordinária 

relacionada à equação diferencial parcial. Como veremos no desenvolvimento do texto, 

as equações diferenciais parciais obtidas são não lineares; e essa mesma propriedade é a 

causa do cruzamento das características projetadas em tempo finito, o que, por sua vez, 

, 
{" 
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está por de trás do surgimento de não analitícidades da solução para a equação diferen

cial parcial. Assim, o envelope formado pelo cruzamento das características representa 

a fronteira do domínio de definição das soluções analíticas da equação diferencial parcial 

original que está contida na região definida pela desigualdade (1.1.5). 

As funções majorantes para a pressão e densidade de um gás obtidas por meio das ;.1. 

equações diferenciais fornecem limites superiores sem a necessidade de recorrer direta

mente às estimativas de contagem de grafos tipo árvore e demais análises combinatórias 

próprias à teoria de grafos. Na realidade, o critério de convergência dado por (1.1.5) 

origina-se da região de analiticidade da função W de Lambert W(x) [19] que, por sua 1,' 
I 

vez, está relacionada diretamente à função geratriz exponencial das árvores enraizadas 

T(x) através da expressão T(x) = -W(-x). 
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CAPíTULO 2 

Gás de Coulomb bidimensional 

lj 
Este capítulo tratará do desenvolvimento do GR para o Gás de Coulomb hierárquico 

na forma de uma EDP para a medida a priori das cargas através .de um procedimento 

conhecido na literatura como aproximação de potencial local . Esse procedimento, discu

tido por Felder em [22], consiste em partir do GR usual, na forma da integração sobre 

flutuações em blocos reescalados de dimensão L, e uma vez definida a transformação para 

a medida (na representação de sine-Gordon), tomar o limite L -+ 1 que permite estudar 

a evolução da medida não mais através de um mapa mas sim por meio de um parâmetro 

contínuo. Em seguida, apresentaremos um tratamento da EDP através da teoria geomé

trica desenvolvida por Daniel Henry [38]. Sob determinadas condições, a medida a priori 

para as cargas pertence a um espaço de Banach B no qual podemos definir um sistema 

dinâmico que descreve a evolução dessa medida pela ação da transformação do GR. Co

mo veremos nesta subseção, partindo de qualquer medida a prior i contida nesse espaço, 

a evolução a conduzirá a um elemento do subespaço invariante do sistema dinâmico. 

Vamos considerar o ensemble grande canônico de partículas carregadas interagindo 

através de um potencial coulombiano bidimensional <1? em um domínio A C Z2. Definimos 

em A uma configuração de cargas inteiras q : A -+ Z que associa a cada sítio x de A uma 

carga total q(x). A medida de Gibbs para uma distribuição q é expressa com a ajuda det 
dois funcionais, o funcional energia total EA : ZA -+ 114 

1
(2.0.6) EA(q) 2" I: q(x) <1?(x, y) q(y) 

x,yEA 

e o funcional medida a priori FA : ZA -+ 114 

(2.0.7) FA(q) = rr ,\ (q(x)) , 
xEA 

17 
t,,"~: 
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definida por funções reais positivas À : Z -+ 114 pertencentes ao espaço das seqüências 

absolutamente somáveis fI. A medida de Gibbs para uma configuração q é dada por 

JlA : ZA -+ 114 

(2.0.8) 	 JlA(q) . ! FA(q)e- f3EA (q) 
~A ' 

onde 	fJ é o inverso da temperatura e 2A é a grande função de partição, 

2 A 	 L FA(q)e- f3EA (q). 

qEZA 

A interação entre as partículas depende apenas da carga das mesmas, portanto ao de

finir a medida discreta (2.0.7) estamos privilegiando a descrição estatística do gás através 

da atividade de carga total q(x) em um sítio X, À(q(x)), em detrimento das atividades 

de partícula Za relacionadas ao conjunto de partículas com atividades distintas indexadas 

por 0:'. Assim, uma vez estabelecida as características do gás dadas pelo conjunto de 

atividades de partícula {zaJ e pelas propriedades de ocupação dos sítios da rede s;p-, é um 

exercício de combinatória encontrar a respectiva atividade de carga À(q; {za}; S;P-), a qual, 

por simplicidade, nos referiremos como À(q). Encontramos usualmente na literatura sobre 

gases de Coulomb as atividades de carga conhecidas' como standard e hardcore. De acordo 

, com [26J, o Gás de Coulomb, constituído por duas espécies de partículas com a mesma 

atividade e cargas opostas, em vista da possibilidade de mais de uma partícula ocupar o 

mesmo sítio, no ensemble grande canônico possui atividade de carga dada por 

Àstd(q) Iq(2z), 

onde Iq é a função de Bessel modificada de q-ésima ordem. Já a atividade do Gás de 

Coulomb hardcore escrita com a ajuda de deltas de Kroenecker, reflete a exigência de que 

cada sítio possa ser ocupado por no máximo uma partícula; sua atividade de carga é dada 

por 

ÀhC(q) = Óq,o + Z(Óq,I + Óq,-l)' 

I 
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192. Gás de Coulomb bidimensional 

Introduziremos agora o modelo para o Gás de Coulomb em sua forma hierárquica 

como proposto originalmente em [46]. Sejam dois inteiros N ::.::: O e L > 1, o suporte 

lpara as configurações de cargas é dado pela região A = AN = [-LN L N- , LNJ2 n 'lI}. 

Utilizaremos como interação entre as partículas a função de Green do laplaciano com 

condições livres, <I?(lx yl) Goo(x, y) w(lx - yl) (1.0.2) restrita l aos pontos da rede 
'.Il< 

"''''<I AN) porém ao considerar a distância entre dois pontos x, y E AN, substituímos a métrica 

euclideana Ix - yl pela função distância hierárquica expressa por dL(x, y): 

(2.0.9) dL(x, y) . Ln(x,y) , 

onde 

n(x,y) . inf{nEN+: [L-nx] = [L-ny)} 

e a notação [xl E indica o vetor cujas componentes são dadas pelas partes inteiras das 

componentes correspondentes de x E JR2. 

,,,, 
I 
I.......................... 

I N=5

~ 

1\1=4··········· .. ~· .. ············· .. ·· ..···· .. ·· .. ·T·_·::.·~·~··· ... 
( '\ ( '\ N=3 

~·:.·::::~:::·:::~ ..:::::::::·:·:::::':.N=2 
• • • • • • • • • • •• lO> . 1\1=1 

f:: L=2 
~ 

FIGURA 2.0.1. A função distância hierárquica. O diagrama acima ilustra o 
caso unidimensional com L = 2. Neste caso, por exemplo, qualquer um dos 
quatro primeiros pontos está a uma distância de 23 unidades de qualquer 
um dos quatro pontos seguintes. 

1Poderíamos utilizar a função de Green para o laplaciano discreto na rede. No entanto, o comportamento 
de longas distância é também dado por log Ixl. Como o tratamento utilizado para estudar o sistema é 
o grupo de renormalização, as diferenças no potencial a curta distância são absorvidas pelo processo de 
integração sobre flutuações, Portanto, por simplicidade, utilizamos o potencial logarítmico ab initio. 

,
'. 
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A distância hierárquica (2.0.9) não possui invariância translacional mas apresenta as 

seguintes propriedades 

(2.0.10) dL(x,x) L, 

(2.0.11) dL(Lx, Ly) L dL(x, y), 

(2.0.12) dL(x+(,y+e) ddx,y), 

onde ( e esão vetores em 71} tais que ddx + (, x) L = dL(y, Y + e) . As propriedades 

da distância hierárquica aliadas à forma do potencial <I> em (2.0.6) são fundamentais para 

garantir a localidade do funcional energia total sob a ação das transformações de bloco e 

escala na forma proposta por Kadanoff. 

Vamos considerar para cada configuração q com suporte em AN) a configuração q 

formada pela soma das cargas em blocos com L 2 sítios. A configuração q possui suporte 
'. 

na rede contraída AN - ll q: AN - 1 --+ Z e ê expressa por 

(2.0.13) q(x) = L q(Lx + y) 

""" 

"'" 

q,3'\:I:: Iq 4)1 I 
....+t.... 

~'$+-

q=ql +q2+q3+q4 

FIGURA 2.0.2. As configurações q e q. O lado esquerdo apresenta uma 
região da rede AN que suporta a configuração de cargas q. Ao lado a rede 
AN-l com a configuração ij. A variável E trata-se de um escala que deve 
ser introduzida para garantir a localidade do funcional energia total para a 
configuração ij. Em duas dimensões e com o potencial coulombiano, não há 
necessidade dessa escala. 
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Em termos dos pontos da rede AN - 1 , a energia total de uma configuração q com 

suporte em AN pode ser escrita como 

1
EAN(q) = 2 L L q(Lx ()if!(dL(Lx+(,Ly+ç))q(Ly+ç). 

x,yEAN- 1 O~<i,çj<L 
i,j=1\2 

~~ 	 A partir da definição dos blocos de carga e da propriedade (2.0.12), podemos escrever a 

energia total em termos dos pontos da rede AN-1 e da configuração q, 
I 

1 I
EAN (q) = 2 L q(x)if! (dL(Lx, Ly)) q(y). 	 !< 

x,yEAN_l 

Utilizando agora as demais propriedades da métrica hierárquica EAN (q), podemos relaci

onar as energias totais das configurações q e q 

InL '" EAN(q) = EAN_1(q) - 41f L..t q(x)q(y).
t: X1=yEAN-l 

Por fim, a neutralidade das configurações bidimensionais implica a relação 

In L '" 	 2(2.0.14) 	 EAN (q) EAN_Jq) + 41f L..t q(x) . 
xEAN- 1 

A cada configuração q, há um conjunto de configurações q distintas relacionadas à q 

por (2.0.13). Esta diversidade ou flutuação, está relacionada às propriedades de curta dis

tância no modelo que serão "integradas" a cada escala pelo processo de renormalização. A 

partir de (2.0.14) podemos notar então que a medida de Gibbs de uma configuração qdifere 

da medida de qualquer uma das correspondentes q por um termo TI exp (,B In Lj41fq(x)2) 
~, 	

que depende apenas da carga em cada sítio e pode portanto ser incorporado à atividade. 

Assim, levando em conta a contração dos L2 sítios, definimos a transformação de G R 

como o mapa RL 2 sobre o espaço das medidas de Gibbs 

(2.0.15) 	 [RpJ.lA](q)· L J.lAN (q). 
qE71 A N 

ijconstante 

Levando em conta a relação (2.0.14) e a definição da transformação Rp, Marchetti e 

Perez [46] observaram que esta definição para a transformação de GR, ao agir sobre a 

L,' 



22 2,1. A transformação de GR infinitesimal (limite L {. 1) 

medida de Gibbs, preserva a sua estrutura e induz uma transformação sobre a atividade 

das cargas de maneira que o peso a priori para a configuração ij possui a expressão 

F(ij) = II 9tL2À(ij(X)) , 
xEAN-l 

onde 9tL 2 : fI -+ fI é a transformação induzida pelo GR sobre as atividades de carga À, 

2 

(2.0.16) 9tpÀ(q) L-,B~(À*À*"'*À)(q) 
.., v ..I 

(L2_1) produtos 

e o símbolo * denota o produto de convolução discreto 

f * 9 (n) = L f(n - m)g(m). 
mEíZ 

o mapa definido pela transformação (2.0.16) foi estudado em [46J onde os autores 

estabeleceram a existência de um valor crítico (3e 811' para o valor do inverso da tem

peratura tal que na região de valores de (3 > (3c a transformação possui uma solução 

localmente estável (solução trivial) . E ainda, se (3 > Se, essas mesmas soluções são glo

balmente estáveis o que implica a ausência de blindagem de cargas para qualquer valor 

das atividades. No ponto (3Cl ocorre uma bifurcação supercrítica que dá origem a uma 

solução não trivial responsável pela forma "fraca" de blindagem. 

2.1. A transformação de GR infinitesimal (limite L {. 1) 

Nós partimos dessa mesma transformação e, com o auxílio da representação de sine

Gordon e da fórmula de Wick, somos capazes de descrever a evolução da atividade da 

carga através de uma EDP associada ao limite L {. 1+. Como veremos a EDP resultante 

permite conhecer as propriedades do modelo com maior profundidade. Em especial é 

possível estender os resultados obtidos com o mapa e conhecer novas propriedades da 

solução não trivial. 

Vamos utilizar a representação de sine-Gordon para descrever a ação da transformação 

de GR (2.0.16). Seja uma seqüência f {fn} E fI, indicaremos os pares transformada e 

antitransformada de Fourier (discretas), respectivamente, por ::rf (x) = j (x) e f = ::r-I j 

\ . 
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definidos como 

J(x) = fn einx e fn = I r27f A • 

27f Jo dx f(x)e-~nx. 

t: 

A ação da transformada sobre o mapa (2.0.16) pode ser escrita, com o auxílio dos teoremas 

de convolução para transformadas de Fourier, como 

(2.1.1) --- 1 127f 
A 2:RL2.\(X) = g(x  y).\L (y) dy, 

27r o 

onde, de acordo com a fórmula de Poisson, 

'c . 

g(x) I: eiqx 

qEZ 

lI: ,61~ L (X+27fq)2 

qEZ 

Utilizando essa última igualdade em (2.1.1) e realizando a mudança de variável ç = y+27rq, 

podemos escrever (2.1.1) como o produto de convolução de uma potência de .À por uma 

medida gaussiana. Indicaremos essa nova transformação por 9\1/ : LI/(O, 27r) -+ COO[O, 27r) 

(2.1.2) 9\p .À(x) = ~ (x) (I * .À
L2 

) (x), 

,;'t~ 

onde I é uma medida gaussiana em ]R de média zero e variância t In L; o símbolo * 
representa a operação de convolução usual em IR. 

O diagrama abaixo ilustra a relação entre os mapas para um índice L 2 > 1 inteiro. 

(2.1.3) 

.\ 

~-, 11 ~ 
,\ 

-.\'::RL2---,» 

T j1~-, 
-,\,9tL 2--cll 

À- ............................>.\' 

~-, 1j~ L2 EIR+\N ~ j1~-, 
,\ 9tL 2 ) ,\, 

t,r.. ' 
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Porém, o mapa rytL2 está bem definido para L E R tais que L > 1 (para L 1 o mapa 

torna-se o operador identidade). Assim, ao considerarmos o intervalo de valores do índice 

6 E [n, n + 1] para um n ;::: 1, o mapa rytô interpola os mapas ~ e ::Rn+1. 

Assim, dado um gás definido na região AN de cardinalidade IAN I = 4L2N , é possível 

aplicar N vezes o mapa ::RL 2, ou seja, a partir da definição original, uma vez definido o 

sistema em uma região de "volume" IAI, podemos aplicar o mapa ao sistema por um nú

mero finito de vezes, proporcional à razão In IAI /lnL. Considerando essa mesma região, 

podemos observar que o uso do mapa rytL2 para estudar a evolução do grupo de renorma

lização conta com a liberdade quanto ao valor de L que pode tomar valores reais. Isto 

permite aumentar o número de vezes que o mapa pode ser aplicado quando L se aproxima 

superiormente do valor 1. É nesse sentido que deve ser entendido o limite L -+ 1+ . 

Antes de passarmos ao limite, convém analisar as propriedades regularizadoras do 

mapa que ilustram e servem de motivação para a análise posterior através das equações 

diferenciais. O mapa rytL2 é uma mapa não linear constituído pela elevação à potência 

L2 seguido pela convolução com uma medida gaussiana cuja variância está relacionada 

com o inverso da temperatura {3. Como veremos, a presença da convolução com uma 

medida gaussiana é responsável pelas propriedade~ regularizadoras que se contrapõe à 

não-linearidade. Por sua vez a não-linearidade contém a ação fortemente suavizante da 

convolução que sozinha constituiria um mapa cujo ponto fixo é uma função constante. 

Vamos considerar então a família de funções dada pelo conjunto S = {f E COO[O, 27r] : 

O< f :Ç 1} que é fechado pela ação do mapa, rytL2 : S -+ S. Podemos apreciar a ação do 

mapa sobre os elementos de S utilizando duas normas, a norma das funções de quadrado 

somável a Lebesgue L2 e a norma do espaço de Sobolev H6. 

PROPOSIÇÃO 2.1.1. 

Seja f uma função do conjunto S definido acima. A ação do mapa rytL2 sobre f é tal que . 
lnL 

IrytL2fll H l :Ç L2e- i3 
471" lif IHl' o o 11 
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DEMONSTRAÇÃO: Inicialmente iremos estimar a ação da convolução com uma medida 

gaussiana em uma função h(x) E Co(O, 27r). Seja a medida gaussiana '"Ya(x), 

n; -~ax2'"Ya(X) -e 
27r 

e a sua convolução com a função h(x),
( 

'"Ya * h (x) = LdY'"Ya(x - y)h(y). 

Então a norma HÕ para o produto de convolução pode ser escrita como 

Iba * hll~à ~ a' [' dx li dYY'Ya(y)h(x + yf 
uma vez que h(x) é infinitamente diferenciável, podemos utilizar a sua representação em 

termos de série de Fourier h(x) L.nEZ hnei nx na integral acima. Como o integrando é 
(" 

j 

somável nas duas varáveis, trocamos a ordem de integração e a realizamos na variável x, 

II'"Ya * hll~l 27ra2 r dy1dY2 YIY2'"Ya(yd'"Ya(Y2) L Ihn l 
2 

ein
(YI-Y2) 

o l1F1!2
"" nEZ 

27r L..t n hn 

nEZ 

(2.1.4) "'""' 2e-O:n

M 

I' 12 
. 

o caráter regularizador da convolução com a gaussiana fica patente na expressão (2.1.4). 

A partir do termo n = 1 obtemos a estimativa superior para a norma 

(2.1.5) II'"Ya *hllHõ ~ e- IlhllHõ .i· 

Seja uma I pertencente a S, então dada uma potência Ó ~ 1, 1° também pertence ao 

conjunto S e admite uma descrição em série 10(x) L.n In,oé nx . Portanto a estimativa 

superior para a norma em HÕ é aplicável a 1°, 

(2.1.6) II'"Ya * 101lH1 ~ e-2~ 1I/01IH .l 
o o 

( 
'-o 
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Por sua vez, a norma de fO pode ser estimada pela norma da função f, 

12 
22 '1rIlr' 1IHõ = o dx ID r' (x) 1 

1
2'1r 

()2 o dx IfO-1(x)12ID f(x)1 2 
, 

como () 1 2: Oe O< f ::; 1, 

(2.1.7) IIfollHõ ::; ÓIlfIIHÕ ' 

Combinando as estimativas (2.1.6), (2.1.7) e utilizando os parâmetros a 27r) ({3ln L), 

Ó= L 2
, obtemos a desigualdade anunciada na proposição. • 

A estimativa apresentada na proposição, apesar de sua extrema simplicidade, aponta 

uma mudança de regime controlada pelo valor do inverso da temperatura {3. A partir da 

proposição podemos observar que o parâmetro beta possui um valor especial {3c = 87r, de 

maneira que o mapa definido com {3 > {3Cl apesar de sua não-linearidade, possui um carâter 

fortemente suavizante sobre as funções do conjunto S. Assim, seguindo a prescrição do 

número mâximo de aplicações do mapa J?p, N = 1p.IAI / In L e utilizando repetidamente 

a estimativa para o norma de 9tp .Â, podemos estimar a regularidade de .Â ao final do fluxo 

dado pela aplicação seguida do grupo de renormalização definido em uma região limitada 

A, 

(2.1.8) 1I(9tp)~ .ÂIIHl ::; IAI2-! 11.ÂIIHl . 
o o 

Portanto, de acordo com essa estimativa, no limite termodinâmico e quando o inverso 

da temperatura pertence ao intervalo (87r, (0), o fluxo do grupo de renormalização leva 

qualquer medida a priori para atividade de cargas transformada .Â a uma distribuição 
f 

dada pela função característica da distribuição trivial Ào(q) = óq,o. Ou seja, em larga 

escala, a região de baixas temperaturas é caracterizada por um estado desprovido de 

cargas livres. 
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Enquanto que a estimativa (2.1.8) é suficiente para caracterização do gás a baixas 

temperaturas, ela, por si, não fornece informação sobre o seu comportamento no intervalo 

(3 :::; 81!'. Com o objetivo de aprofundar o conhecimento sobre o fluxo do grupo de renor

malização e seu ponto fixo, iremos novamente nos servir das propriedades da convolução 

com a gaussiana. Mas agora, levaremos em conta a sua equivalência com o semigrupo 

anàlítico gerado pelo laplaciano, equivalência conhecida como fórmula de Wick. 

Devemos lembrar que o produto de convolução de uma função com uma medida gaus

siana corresponde à solução fundamental da equação do calor. Portanto, formalmente, se 

associarmos a L2-ésima potência da atividade ÂL2 à condição inicial g(O) da equação do 

calor 
(3

gT -tlg,
21!' 


a solução será dada por g(7),


.' {3 ~ L2 A 2A

g(7)=e 2trT À =12tr*ÀL. 
{3-r 

Isto nos permite identificar que a ação do mapa 9tp equivale à solução em 7 = In L da 

equação do calor com coeficiente (3/21!' e condição inicial ÂL2. Na realidade a equivalência 

entre a solução dada pela convolução e o operador diferencial (semigrupo) não é apenas 

formal, o operador laplaciano é um operador setorial (apêndice A.3) e de acordo com o 

teorema A.3.3, essa propriedade é suficiente para garantir que é o gerador infinitesimal 

do semigrupo analítico {eT~h:::o. 

De acordo com a construção de Friedrichs, o operador diferencial possui uma ex
f) 

tensão auto-adjunta associada à sua restrição ao espaço das funções V = {f E Coo[O, 21!'] : 

D k f(O) = D k f (21!') , k = O, I}. O espectro do operador é constituído pelo conjunto discre

to 0-(-tlIV) {k2 : k E Z}. Associado aos autovalores, há o conjunto das autofunções 

ikx{fk E V : fk(X) = e , k E Z}. Como o espectro do operador é discreto, podemos expres

sar a função et~ fk(X) através da integral (A.3.1) com contorno circundando o autovalor 

k 2
. Dessa forma obtemos a igualdade é~ fk (x) fk(X) que por sua vez implica 

et~ fk(X) 12ft * fdx). Portanto, o mapa 9tp pode ser descrito como a ação de um 
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operador diferencial, 

InLA~L2 (x).(2.1.9) 9tL2~ (x) = 

A representação do mapa por meio do operador diferencial (2.1.9) é o ponto de partida 

para o limite L -7 1+. Como veremos, o fluxo dado pela aplicação consecutiva do mapa, 

passa a ser então descrito de maneira infinitesimal por uma equação a derivadas parciais. 

Por simplicidade, introduziremos a função potencial efetivo (não normalizado) u definida 

a partir do logaritmo da atividade de carga após n aplicações do mapa, 

(2.1.10) u(x;n,L) -In ((9tL2t~) (x). 

o potencial efetivo é parametrizado pelo índice n e por L, a escala hierárquica da rede. 

Antes de estudar o limite, convém ressaltar algumas propriedades da atividade À que se 

refletem na função u. 

Sempre consideraremos situações em que a atividade das partículas que constituem o 

gás possuem simetria por carga, i. e., À(q) = À(-q). Essa simetria implica a paridade da 

medida transformada ~(x) = ~(-x), propriedade que é preservada pelo mapa (2.1.1), e a 

anulação de todas as derivadas de ordem ímpar da função u na origem. Uma outra pro

priedade, imposta por conveniência, é a normalização da atividade À. Com o objetivo de 

evitar o aparecimento de modos zero ao iterarmos seguidamente o mapa, consideraremos 

a aplicação do mesmo de forma normalizada: 

~L2À(q)
À' (q) 

I:~EZ ~L2À(~) 

(2.1.11 ) ~ 

~'(x) 
9tL2~(x) 
9tL2~(O) 

o mapa normalizado garante ~'(O) I, o que equivale à anulação da função u na origem 

dos valores de x. Portanto, essas duas propriedades da atividade estão relacionadas às 

condições de contorno (na variável conjugada x) para o fluxo do potencial efetivo. 
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Como dissemos anteriormente, é possível chegar a uma equação a derivadas parciais 

para u. Uma das variáveis independentes é a variável conjugada x. A outra variável, 

diretamente relacionada ao limite, designaremos como variável volumétrica t. Essa nova 

variável relaciona-se aos parâmetros do fluxo discreto através da definição 

, ~, t . nlnL, 

onde L é a escala hierárquica da rede e n é a número de vezes que devemos reescalar a 

rede para trazer a uma distância hierárquica <9(1), dois sítios inicialmente separados por 

uma distância Ln. 

DEFINIÇÃO 2.1.2 (Potencial efetivo nas variáveis x e t). Definimos o potencial efetivo 

u : Il4 x [0,21f] -+ lR, u = u(t,x), como o limite de u(x; n, L) para L 4- 1 e n -+ 00 de 

forma que t = n In L é mantido constante; isto é, dado um t E Il4, 
\' 

(2.1.12) u(t, x) lim u(x; I tL,L) =lim u(x; n, e~) . 
L.j.l n n-+oo 

A partir da forma diferencial para o mapa do grupo de renormalização (2.1.9) e da 

definição anterior, temos a seguinte expressão que relaciona o potencial efetivo que so

freu n + 1 transformações, u (x; n + 1, et'/(n+l») , com o potencial imediatamente anterior, 

tu (x; n, e / n
) , 

(2.1.13) exp (-u (x; n+ 1,eS1 )) = exp (e/.;lnLLl) exp (-e~u (x;n, e~)) , 

lembrando que t' = (n + 1) In L e t = n In L. Segundo a definição 2.1.2, a expressão 
'.
\, 

acima permite que calculemos a derivada parcial em t do potencial efetivo u(t, x). Ao 

calcular a derivada parcial em t, a equação diferencial parcial para o potencial efetivo 

surge naturalmente das definições. 

PROPOSIÇÃO 2.1.3 (Equação diferencial parcial para o potencial efetivo). 


O potencial efetivo definido em 2.1.2 satisfaz formalmente a seguinte equação diferencial 


(2.1.14) Ut = a (ua;a; u;) + 2u, 
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f3 
onde O:' = 47r 

DEMONSTRAÇÃO: Tomando o logaritmo em ambos os lados da equação (2.1.13) e expan

dindo as exponenciais em potências de ! teremos, 
n 

u(x;n+1,en~1) u(x;n,e~) 

+ {O:'Uxx (x; n, n) - O:'u~ (x; n, ) 2u (x; n, n)} : 

(2.1.15) + CJ (~)n2 ' 

onde O:' = f3/47r. E a partir da definição de derivada parcial e de 2.1.2, 

Ut(t,x) --=- lim u(t',x) u(t,x) 

tl-l-t t' - t 


U I x: n + 1, en 
t' 
+1 

(2.1.16) lim Um 
ti -I-t n-+= 

Combinando as expressões (2.1.15), (2.1.16) e levando em conta que t' (n + l)lnL = 

. (1 n-1)t teremos 

Ut(t, x) J~~T {[O:'Uxx (x;n,e~) -O:'u~ (x;n,e~) +2u (x;n,e~)] : 

+ CJ (~2) }, 
o que resulta na equação diferencial parcial do enunciado da proposição. • 

A simetria da atividade de carga À (q) À ( -q), preservada pela transformação 9tL 2, 


exige que a equação (2.1.14) satisfaça as condições de contorno de Neumann ux(t, O) = 


u x (t,27r) = O. Além desse vínculo, gostaríamos também que a transformação preservasse 


a normalização da atividade dada neste caso por u(t, O) = O. No entanto, como podemos 


-~-----"----~---'--
t'  t 

I 
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observar pela equação (2.1.14), o valor do potencial efetivo no ponto x = O obedece a 

equação diferencial (levando em conta as condições de contorno ux(t, O) = ux(t, 21r) = O) 

Ut(t, O) cwxx(t, O) 2u(t, O). 

'·,. , 

Portanto, mesmo que a condição inicial satisfaça o vínculo, a evolução descrita por (2.1.14) 
(~ 

é incompatível com o mesmo, pois, corno podemos verificar pela definição de potencial 

efetivo, o termo uxx(t, O) está relacionado ao segundo momento da distribuição dada pela 

atividade de carga, ou seja, para qualquer condição inicial cuja medida a priori admita a 

presença de cargas uxx{O, O) > O o que pela equação (2.1.14) viola o vínculo. 

Devemos lembrar que esse comportamento era esperado, pois a equação diferencial 

(2.1.14) foi desenvolvida a partir da transformação 9tL 2 que não preserva a normalização. 

No entanto, o desenvolvimento a partir da transformação normalizada (2.1.11) é comple
.. ~.,..... tamente anâloga e, como veremos, equivale à introdução de um multiplicador de Lagrange 

na equação (2.1.14) . 

Designaremos o potencial efetivo normalizado pela função u(t, x). A equação diferen

cial desenvolvida a partir da transformação normalizada é dada por 

(2.1.17) Ut o: (uxx u;) + 2u - o: uxx Ix=:o , 

com condição de contorno ux(t, O) = ux(t, 21r) O. Notação: uxxlx=o uxx(t, O) . 

Uma vez fixada a condição inicial Uo (x), as soluções para o potencial efetivo em suas 

formas normalizada e não normalizada estão relacionadas através de 

rl;~ 
u(t, x) = u(t, x) - u(t, O) 

e 

u(t,x) u(t,x) + o: lt ds e2(t-s)uxx (s, O). 

Note que u(t, x) e u(t, x) satisfazem as equações (2.1.14) e (2.1.17), respectivamente. 
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2.2. Existência e unicidade locais 

Nesta seção nos ocuparemos de questões próprias à existência, unicidade e dependência 

contínua da solução da equação diferencial 

(2.2.1) Vt a(vxx 2vvx) - 2v = O 

sujeita às condições de fronteira v(t, O) = v(t, 21T) e à condição inicial v(O, x) = vo(x). 

Uma vez encontrada a solução para (2.2.1) e garantida as propriedades da mesma 

podemos transportar esses resultados para a solução de (2.1.17) uma vez que as duas 

equações estão relacionadas por u(t, x) f: dy v(t, y). De uma maneira geral a equação 

(2.2.1) é de análise mais simples. 

Para estudar a existência, unicidade e continuidade, trataremos a equação (2.2.1) como 

uma equação diferencial ordinária sujeita a uma condição inicial (problema de Cauchy), 

d
(2.2.2) dtZ + Az - F(z) O, z(O) = Zo, 

definida em um espaço de Banach X, onde A é o operador diferencial linear 

Az -azxx · 

. e F : X --+ Y, o operador não linear 

F(z) = -2az Zx + 2z. 

Buscamos uma solução na forma de uma função contínua z : [O, T) --+ X, sujeita à 

condição inicial z(O) = Zo E X; tal que para t E [O,T), z(t) pertença ao domínio do 

operador linear D(A) C X e que a aplicação t --+ F(z(t)) seja Hõlder contínua: 

IIF(z(SI)) - F(Z(S2))lly ::;; C ISl - s21 ó 

para O ::;; S2 ::;; SI < T e t5 > O. 
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A exigência de continuidade sobre as soluções de (2.2.2) garante que a sua solução é 

também solução da equação integral dada pela fórmula de variação das constantes 

t 

(2.2.3) 	 z(t) = e-tAzo +1dse-(t-s)Ap(z(s)). 

Será a partir da equação integral que seremos capazes de avaliar as questões de existência, 
\1;: 

unicidade e continuidade que estão resumidas na forma do seguinte teorema. 

TEOREMA 2.2.1. 

o problema de valor inicial (2.2.2) possui uma única solução z(t) para todo t E lE4 com 

z(O) = Zo E H6(O, 21f). Se a norma da solução Ilz(t)IIHl for limitada quando t -7 00, 
o 

então o conjunto dado pela trajetória {z(t) h::::o permanece em um conjunto compacto de 

HÕ(O, 21f). 


DEMONSTRAÇÃO (teor.2.2.1 existência e unicidade locais): A existência e unicidade é 


estabelecida através do teorema do ponto fixo para espaços métricos completos. Seja 


'li : }} -7 }} o mapa definido pelo lado direito da equação (2.2.3), 


1t 

w[z(t)] = e-tAzo ds e-(t-s)A P(z(s)) 

que atua sobre o espaço de Banach das funções contínuas a valores em X, C([O, T], X) = }}, 

com a norma 

Ilfllc([o,T],X) = sup Ilf(t)llx'
O<t<T 

Vamos admitir, por hipótese, que as seguintes condições são satisfeitas: 

e-tA(2.2.4) 	 X -7 X é um semigrupo fortemente contínuo para t 2: 0, 

p(2.2.5) X -7 Y é um operador localmente Lipschitz, 

(2.2.6) Y -7 X para t > 0, 

(2.2.7) Ile-tAII,(,(y,x) ::::; CC'Y para t E (0,1] e algum, < 1. 

. 

\ .. 
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A partir de uma constante ê > 0, definimos o conjunto 

z = {z E C([O, T], X) : z(O) Zo E X, Ilz(t) - zoll ~ ê}, 

sobre o qual age o mapa W, a métrica para os elementos de Z ê induzida pela norma 

IIz 11 C([O,TJ,X) . O espírito da prova consiste em escolher T pequeno o suficiente de modo 

que o mapa W : Z -1- Z seja contrativo o que, pelo teorema do ponto fixo, implica a 

existência e unicidade da solução de (2.2.3) no intervalo t E [O, T). 

Inicialmente garantiremos as condições para que o mapa W leve os elementos do con

junto Z em elementos do próprio conjunto. Para tanto, escolhemos tI pequeno o suficiente 

para que, de acordo com (2.2.4), a desigualdade 

(2.2.8) Ile-tAzo zollx ~ ê/2 

seja satisfeita no intervalo t E [O, tI]' Como, pela hipótese (2.2.5) o operador F é local


mente Lipschitz, temos a estimativa 


IIF(z(t))lly ~ K Ilz(t)llx 

que em conjunto com (2.2.6) nos fornece uma estimativa para o segundo termo da equação 

. integral (2.2.3), 

(2.2.9) dse-(t-S)AF(z(s))11 ~ ~tl-7K sup IIz(s)lIx ~tl-7K'(td. 
o x 1 - "( SE(O.t1) 1 "( 

r':" 

Escolhemos então t21 t2 ~ tI, pequeno o suficiente para garantir a desigualdade. 

Ill
t 

(2.2.10) ~t~-7K'(t l ) ~ ê/2.
1-"( 

Assim, em vista de (2.2.8),(2.2.9) e (2.2.10), temos que 

IIw[z(t)] zollx ~ Ile-tAzo zollx Illt 

dse-(t-S)AF(z(s))llx < ê 

para todo t E [O, t2]. Portanto, para todo T ~ t 21 o mapa W leva os elementos de Z ao 

mesmo conjunto. 
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Para provar que W é também estritamente contratívo, nos valemos novamente de 

(2.2.5) e de (2.2.6) para garantir que 

Ilw[Zl(t)]- w[z2(t)11Ix :::; dse-(t-s)A (F(Zl(S)) F(Z2(S)))llxIllt 

< ~e-'YK sup llzl(s) z2(s)llx'
1 -, SE(O,t) 

Basta, então, escolher um T :::; t2 que seja suficientemente pequeno para garantir a desi

gualdade 

~Tl-'YK < L 
1-, 

E assim, pelo teorema do ponto fixo, o mapa W possui um único ponto fixo Z em Z que 

é solução da equação integral (2.2.3). 

(, A existência e unicidade de (2.2.3) resume-se à questão de encontrar dois espaços de 
- -. 

Banach X e Y tais que as condições (2.2.4)-(2.2.7) sejam verificadas. 

Seja o intervalo [O, 21f], o operador A -a.0.. possui o domínio minimal Cü(O, 21f) que 

é denso no espaço de funções de quadrado integrável à Lebesgue L2 (0, 21f) com produto

J:11
interno dado por (I, g) = dx f(x)g(x): Levando em conta as condições de contorno 

de (2.2.2), o operador A possui uma extensão auto-adjunta em L2 (0, 21f) com domínio 

D(A) = {f E H~(O, 21f) : .0..f E L2 (0, 21f)} = HÕ(O, 21f) n H 2 (0, 21f). 

Seu espectro é dado pelo conjunto a(A) {an2 }nEZ, e as autofunções normalizadas são 

,:;i, dadas por V n 1/1f sin nx. Em vista das propriedades do operador linear, a escolha usual 

é 

X H~(O, 21f) e Y = L2 (0, 21f). 

Por ser auto-adjunto, A é também um operador setorial e, segundo o teorema A.3.3, é 

gerador infinitesimal do semigrupo analítico e-tA e como conseqüência satisfaz a condiçã02 

(2.2.4) . Para verificar as condições (2.2.6) e (2.2.7), vamos considerar um elemento f de 

2Um semigrupo fortemente contínuo não necessita satisfazer a condição de analiticidade da definição 
A.3.2. 

<'" ' 
\',,- .. 
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. "" 2 1 2Y representado por h(x) = En hnemx , L.m Ihnl 21T IIhl12 < 00. Então, de acordo com 

a representação espectral do semigrupo, 

etu,6"h (x) = L e-un2thneinx 
n 

e na norma de X, 

tu L n2e-2un2t Ih l2II e ,6" h II ~õ n
n 

l2< L m:x (n2e-2un2t) Ihn 

n 

< 1 2 
- 2eat L Ihn l . 

n 

Segue então a estimativa Iletu,6"hll w < Ilh112, que garante a norma de operador do 
o 

semigrupo 

(2.2.11) IletU
,6"II.qL2,HÕ) :S C/t

1
/ 

2 

com C = 1/v'2ea. Estas duas desigualdades garantem a validade das condições (2.2.6) e 

. (2.2.7). Resta então verificar a condição local de Lipschitz para o operador F : X -+ Y. 

Como o suporte dos elementos f em HÕ(O, 27f) é unidimensional, segue dos teoremas de 

imersão para espaços de Sobolev que esses elementos são funções absolutamente contínuas 

Joxf(x) dy Df(y) (f(x) E CO,1/2[O, 27f]) limitadas pela estimativa 

sup If(x)1 :S t 1T 

dy IDf(y)1 I";,.
xE[O,21T] } ° 

1 2(2:2.12) :S .;2;11 °
21T 

dy ID f(y)1 = .;2; IlfllHÕ . 

A última desigualdade é obtida a partir da desigualdade de Schwartz para as funções 1 e 


Df(x). Utilizando essa desigualdade em conjunto com a desigualdade triangular, temos 
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que 

IIFU) - F(g)112 ~ 2a IlfDf gDgl1 2+ 211f  gl12 

"•. '""~. 

< 2allfDf gDgll 2+ 41T Ilf - gllHõ 

< 2a IIf (Df  Dg)112 + 2a IIU  g) Dgl12 41T Ilf - gllHÕ 

(2.2.13) < (2av'21f(llfIIHõ + IlgllHõ) 41T) Ilf - gllH6 ' 

t 

ou seja, o operador F é localmente Lipschitz, IIFU)  F(g)112 ~ K Ilf - gllHõ com K 

2av'21f(llfIIHõ IlgllHõ) +41T. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach, o mapa W 

definido pela equação integral (2.2.3) possui solução única no intervalo t E (O, T). Falta 

apenas identificar a solução da equação integral à solução contínua da equação diferencial 

(2.2.2). Para tanto, devemos garantir a continuidade em t da solução da equação integral. 

A partir da construção de Friedrichs para extensão auto-adjunta em L2(0,21T) do 

operador -.6. com a condição de contorno O-Dirichlet, sabemos que o domínio da extensão 

é dado por D(-.6.) = HÕ(O, 21T) n L2(0, 21T). Assim, dado um elemento f E D(-.6.) (cuja 

representação em termos das autofunções de -.6. ê f(x) L:n fn einX ) , podemos descrever 

a ação do operador diferencial ..}-.6. , de acordo com a definição A.3.4, como 

(/1 f (x) = L Inl fn einx . 

n 

É interessante notar que embora ..}-.6. D, 11..}-.6.fI12 = IIDfl12 para f E D(..}-b.) 

HÕ(O, 21T), ou seja, para elementos do espaço HÕ(O, 21T), a norma 11-111/2 equivale à norma 

II-IIHI . o 

,.! 
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Vamos então considerar a solução dada pela equação integral no intervalo O < t < t+'T. 

A diferença entre as soluções no tempo t e t 1" é dada por 

z(t + 1") - z(t) (e-TA 1) e-tAzo 

t 	 jt+Tlo ds (e-TA 1) e-(t-s)AF(z(s)) + t dse-(t+T-s)AF(z(s)). 

Utilizando a norma 11-111/2' a desigualdade triangular e a desigualdade de Schwartz 

Ilz(t 1") z(t)11 1/2 ::; IIA1/2 (e-TA I) e-tAzol12 

lt 
+ ds11AI/2 (e-TA 1) e-(t-s)AF(z(s)) 112 

j 
t+T 

+ t dsIlAl/2e-(t+T-s)AF(z(s))112' 

Escolhemos, uma constante Ó > O e utilizamos a estimativa (A.3.4) para o primeiro e o 

segundo termo do lado direito da desigualdade, assim 

Ilz(t + 1") - z(t)lll/2 ::; 	 ~CI_Ó'TÓ (1IAH1/2e-tAzoI1 2 


l t 

+ dsIIAÓ+1/2e-(t-S)AF(z(s))1I2) 

~ , 

; i 

j 
t+T 

+ t ds II A1/2e-(t+T-s)A F(z(s))112' 
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Em seguida, utilizamos a estimativa (A.3.3) sobre os três termos do lado direito, 

1 
Ilz(t+T) z(t)111/2 < "6Cl-õTõ (CõCÕIIA1/2zo112 

t 

CH1/2l ds (t - s)-(H1/2) IIF(Z(s))112)t
'1: 

jt+7' 


C1/ 2 t ds (t T - s)-1/21IF(z(s))112' 


Por fim, a condição de Lipschitz sobre F garante que IIF(z(s))112 ::; K Ilz(s)111/2 ::; K (E + 

IlzoI11/2)' Levando em conta essa desigualdade, teremos então para o< 1/2 

( ) II 1 (11 II õ K C1/2+8 1/2 õ) õIIz(t + T) z t 1/2 ::; "6C1-Õ Cõ Zo 1/2 C + 1/2 _ o (E + Il zoI11/2)t - T 

" 

+ 2C1/ 2 K (E + IlzoI11/2)T1/2. 

Assim, para quaisquer t > O e O < o < 1/2, há uma constante finita C = C(o, E, t, zo) < 00, 

independente de T, tal que 

(2.2.14) Ilz(t+T) z(t)111/2::;CTõ. 

Combinando essa última desigualdade à propriedade Lipschitz de F (2.2.13) temos que a 

função F(z(t)) é Hõlder contínua em t. Portanto a solução z(t) é uma função contínua 

,,~" na variável t, o que a qualifica como solução do problema de valor inicial (2.2.2). 
" , 

Para que a solução z(t) da equação integral (2.2.3) seja solução também do problema 

de Cauchy (2.2.2) devemos garantir a diferenciabilidade em t de w[z (t)]. Como podemos 

constatar pela expressão (2.2.3), devemos estudar apenas o termo com a integral uma 

vez que o outro termo envolve apenas a aplicação de um semigrupo analítico (e portanto 

diferenciável em t). Vamos então nomear o segundo termo da equação integral como <t>(t), 

l t 

<.p(t) = dse-(t-s)AF(z(s)) 

\ 
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e, concomitantemente, para um 0< p < t definiremos a função q,p(t) 

J;-p dse-(t-s)AF(z(s)), p::; t < T, 

q,p(t) = 

o, o::; t ::; p. 

A introdução de q, p tem o objetivo de estudar com algum detalhe o comportamento de q, 


na vizinhança de t o. Em primeiro lugar, podemos observar a partir da desigualdade 


11q,(t) - q,p(t)II H6 ::; l~p ds \\A1
/ 

2e-(t-S)AII,c(L2,L2) IIF(z(s))112 = O(pl/2) 

e com o auxílio da estimativa (2.2.11) e da propriedade de Lipschitz para F, que na 

topologia induzida pela norma em Hê, q,p ~ q, quando p --I- O, uniformemente no intervalo 

O ::; t ::; t* para qualquer t* < T. Sabemos também que, a partir de um argumento 

semelhante ao utilizado acima e na demonstração da Hõlder continuidade de F, a norma 

IIq,p(t + T) - q,p(t)IIHl = t-p 
ds II (e-TA - I)e-(t-s)AF(z(s))IIHl 

o olo 

t T P 
+ l + - ds 1I~-(t+T-S)AF(z(s))IIHli

t-p 

. vai a zero quando p --I- Opara qualquer O ::; t ::; t +T ::; t*. Portanto, a função q, é contínua 

q, E C([O, T), HÕ(O, 27r)) e assim limt.\-o 11q,(t)llw = o. 
o 


De acordo com (2.2.11), para O ::; s < t o elemento e-(t-s)A F(z(s)) pertence ao domínio 


do operador A, portanto as somas de Riemann 

I: e-(t-sj)A F(z(sj))6.s j 
sr'50t-p 

também pertencem ao domínio de A. Como o operador é fechado, o limite max 6.s j ~ O 

ga:rante que q,p(t) E D(A). Da mesma forma, temos também que 

Aq,p(t) = 
t - p 

ds A e-(t-s)A F(z(s)) = lim A I: e-(t-sj)AF(z(sj ))6.sj . 
o max .0.Sj""'Ol Sj9-p 

i 

http:F(z(sj))6.sj
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Reescrevendo A<I>p como 

t p 
(2.2.15) A<I>p(t) l - dsAe-(t-s)A (F(z(s)) - F(z(t))) + (e-pA A)F(z(t)) 

e utilizando a estimativa (A.3.3) em conjunto com a H6lder continuidade de F em t 

(2.2.14), veremos que na norma L2 
, limp,J-o A<I>p = A<I>. Notemos inicialmente que parat, 

qualquer O < t < T, <l>p(t) E D(A) portanto, o elemento dado por A<I>l/n(t) pertence ao 

espaço L2 . As estimativas (A.3.3) e (2.2.14) controlam o comportamento do integrando de 

(2.2.15) e assim, o limite limn -+oo A<I>I/n(t) A<I>(t) é um elemento de L2 . Devido ao fato 

de A ser um operador fechado, então o elemento <I>(t) dado pelo limite da seqüência <l>l/n 

pertence ao domínio do operador A para qualquer O < t < T. Vamos então considerar o 

intervalo [to, tI], O < to < tI < T . Então, para t E [to, tIl 

liA <I> p(t) A<1>(t) 11 2 < II (e-pA - 1) F(z(t)) 112 

+ /t-p 
ds IIAe-(t-s)A (F(z(s)) F(z(t))) 112 

l t pC1- Õ • < -J-K (e + Il zolll/2)pÕ + CIC K t ds p-1+õ 

< C' pÕ 

onde C' = C'(J,ê,t,ZO) < 00 para qualquer 0< J < 1/2. Portanto, uma vez que <l>p(t) é 
~~~ 

continuamente diferenciável 

d
dt <l>p(t) = -A<I>p(t) e-pAF(z(t - p)) 

~. 
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para p < t < T, o lado direito da expressão acima converge uniformemente para -A<I>(t) + 

F(z(t)) no intervalo [to, tIl quando p t o. Segue disso que <I>(t) é continuamente diferen

ciável no intervalo aberto (O, T) e 

d 
dt <I>(t) = -A<I>(t) + F(z(t)). 

Então, dada uma solução z(t) da equação integral (2.2.3), a integral presente nessa 

mesma equação é contínua e diferenciável na variável t, ou seja, se z(t) for solução de 

equação integral (2.2.3) , ela também será solução do problema de Cauchy (2.2.2). Isto 

conclui a demonstração de existência, unicidade e continuidade locais. • 

2.3. Existência global 

A extensão da demonstração de existência e unicidades locais para todo t E 114 se 

apóia na seguinte idéia: partindo da condição inicial Zo em t O, sabemos que a solução 

existe e ê única até, pelo menos, t To. Então escolhemos um 71 < To e a solução 

Z(7I) como nova condição inicial que por sua vez eXiste e é única até t TI' Aplicando 

. sucessivamente esse raciocínio, teremos então uma seqüência zo, z(71), z(72), ... Há então 

duas possibilidades, ou as diferenças Tn+l - Tn vão decrescendo de modo suficientemente 

rápido para que exista um ponto te E 114 a partir do qual não há mais solução, e nesse 

caso a norma de z(t) diverge quando ela se aproxima da fronteira de seu espaço; ou então 

te = 00 e a norma da solução é finita para todo t > O. Vamos enunciar, a seguir, uma 

modificação do lema de Gronwall, proposta em [38], que nos permitirá constatar que a 

norma da solução do problema de Cauchy (2.2.2) é finita para todo t E 114. 

LÊMA 2.3.1 (Gronwall- Henry 81). 

Sejam ç e , dois reais e duas funções contínuas e positivas (), ( definidas no intervalo 

(O, T) tal que ç > 0, , > °e 

çl t 

(2.3.1) ((t) ::; ()(t) ds (t s)1'-I((S). 

I 
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Então a função ( obedece a seguinte desigualdade no intervalo I, 

(2.3.2) ((t) ::; O(t) + fot ds E~(t s) O(s), 

onde E~ é a derivada da função Ey, 

:/$." 00 1 
Ey(t) I: Df_~ _ , 1\ (er(,){Yt 

n=O 

e r é a função gama de Euler. E ainda, se O(t) ::; K < 00 para todo t E I, então 

(2.3.3) ((t) ::; KE"t(t) ::; K*eçrb)T 

para uma constante finita K*. 


DEMONSTRAÇÃO: Seja H o operador integral dado pela convolução 


l.~ 
H( (t) = efot ds (t - s)"t-1((s), 

então a desigualdade (2.3.1) equivale formalmente a 

((t) ::; O(t) I:
00 

HnO(t), 
n=l 

onde, por sua vez, Hn é também um operador integral de convolução cuja ação pode ser 

apreciada com o auxílio da transformada de Laplace 

1 tHnO(t) s)n"t-10(s)r(n,) (er(,)t lo ds (t 

b lt s)n"tO(s)n, 1+ 1) (er(,)t ds d (t o dt 

f~*O(t), 

onde fn(t) = (er(,)t'Y)n jr(n, + 1). 

Identificando (t) = L:nEN fn(t) obtemos a desigualdade (2.3.2). O limite superior 

(2.3.3) segue do teorema fundamental do cálculo. É importante observar que a série 

c 
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definida por E[ é uniformemente convergente em valor absoluto para t E f, (E[(O) = 1) 

e ela é limitada superiormente por uma exponencial, pois 

1E[(T) rv _e~r([)T 
r 

para T -i- 00 (veja o lema 7.1.1 da referência [38]). Isto conclui a demonstração. • 

DEMONSTRAÇÃO (teor.2.2.1 - existência e unicidade globais): O conjunto U dado pelos 

elementos que satisfazem a desigualdade (2.2.13) é compacto. Portanto, independen

temente da escolha da condição inicial Zo E U, teremos o mesmo limite superior para 

existência local, T. E ainda, dados dois intervalos contendo a origem, h = (ti, ti + T) 

e f2 = (t2, t2 + T), existem dois elementos ZO,l, ZO,2 E U tais que as duas soluções Zl (t) 

e Z2(t) da equação (2.2.2) nos intervalos h com Zl(tt} ZO,I e h com Z2(t2) ZO,2, res

pectivamente, coincidem no intervalo aberto h n f 2 • Conseqüentemente, podemos definir 

um intervalo aberto maximal f max = (L, te) que contém a origem, no qual a solução de 

(2.2.2) é univocamente determinada pela união das soluções Zj(t) nos intervalos fj com 

condição inicial Zj(tj ) = ZO,j. Por construção, não há solução para equação (2.2.2) no 

intervalo (to, t') se t' > te. Assim, ou te = 00 ou então existe uma seqüência {tn}nEN+ 

onde limn_HXl tn = te tal que z(tn) se aproxima da fronteira au do conjunto compacto U. 

Portanto, se te for um número finito, a solução z(t) "explode" no tempo t te. No 

entanto, como veremos a seguir, o lema de Gronwall nos permite verificar que Ilz(t)IIH1
o 

IIz(t)III/2 permanece finita para todo t > Ogarantindo a existência e unicidade globais da 

solução. 
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A partir de (2.2.3), da propriedade de Lipschitz para F, das estimativas para norma 

e do lema de Gronwall, temos que a solução é limitada na norma H6 pela desigualdade 

Ilz(t) 111/2 Ilz(t)llw 
o 

::; Ile-tAzoll w + K 
o 

r t ds II A1/2e-Ct - s )A II,CCL2 L2) Ilz(s)IIH1lo ' o 

r·".$ 

< C IIzolIHl + KC1/ 2 rds (t 
o lo - S)-1/21Iz(s)IIHl 

o 

(2.3.4) < CeKClwJiit IlzolIHl . 
- o 

Portanto a solução existe e é única para todo t E • 
Apresentaremos em seguida, a última parte da demonstração do teorema 2.2.l. 

DEMONSTRAÇÃO (teor.2.2.1 trajetória compacta): De acordo com o teorema A.3.7, se 

1/2 < I < 1 temos então a inclusão compacta D(AI) CC H6(O,211") = D(A1/2). Falta 

apenas garantir que Ilz(t)111 permanece limitado quando t --+ 00. Para tanto, utilizaremos 

a mesma abordagem empregada no caso da norma Ilz(t)111/2 logo acima, 

Ilz(t)111 ::; Ile-tAzol11 + K l t 

dsIIAle-Ct-S)AII,CCLZ,LZ) IIz(t)IIHÕ 

IIAI-1/2e-tA Al/2zo112 + K l t ds IIAle-Ct-S)AllqL2,LZ) Ilz(s)IIHõ 

t;. (2.3.5) ::; CI_l/2tl/2-le-o:t IlzollHl + KC1 rds (t 
o lo - s)-Ie-o:t Ilz(s)IIHl . 

o 

Portanto se for confirmada a hipótese de que a norma Ilz(t)IIH1 é limitada para todo 
o 

t E 114, segue da desigualdade acima que Ilz(t)1I1 permanece limitado para qualquer 

t E 114· Então, nesse caso, a trajetória {z( t) hEIR+ está contida em um conjunto compacto 

em H6(O, 211"). Isto finaliza a demonstração do teorema. • 

c 
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2.4. Soluções de equilíbrio bifurcação 

Nesta seção, apresentaremos uma descrição qualitativa e quantitativa das soluções de 

equilíbrio de (2.2.1). Essas soluções constituem o subespaço invariante da transformação 

de grupo de renormalização, ou seja, são os pontos fixos da transformação descrita pela 

equação diferencial (2.2.1). 

As soluções de equilíbrio de (2.2.1) são as soluções ímpares da equação diferencial 

ordinária 

(2.4.1) a('l/J" 2'l/J'l/J') + 2'l/J = O 

com condições de contorno 'l/J(O) = 'l/J(2'lr) e 'l/J'(O) = 'l/J'(2'lr). É sempre possível escrever 

equações diferencias ordinárias de ordem n como um sistema de n equações diferencias 

de 1 Q. ordem (acopladas). A equação (2.4.1) pode ser escrita como o sistema 
'\ 

2p(w - a-I)w' 

(2.4.2) 

p' w 

onde w = 'l/J' e p = 'l/J. 

O seguinte teorema resume as propriedades das soluções de (2.4.1). 

TEOREMA 2.4.1. 

A equação (2.4.1) apresenta dois regimes distintos separados pelo parâmetro a 2 ([3 

8'lr). Para a 2:: 2, há apenas a solução trivial 'l/Jo =O. Para a < 2 e k E N+ tal que 

2/(k + 1)2 ::s a < 2/k2, existem 2k soluções não triviais {'l/Jt, 'l/Ji}j=l ímpares com período '" 

fundamental2'lr/j com a propriedade 'l/Ji(x) = 'l/Jt(x + 'lr). ainda, cada par de soluções 

'l/Jt, 'l/Ji bifurca da solução trivial quando o parâmetro a toma o valor aj 2/ j2. 

No espaço de fase formado pelo par ordenado ('l/J, 'l/J') E }R2, a região ocupada pelo par 

('l/Jf, 'l/Jf ') corresponde a órbitas fechadas em torno da origem cuja amplitude aumenta 

monotonicamente conforme a diminui. 

I 
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OBSERVAÇÃO 2.4.2. A integração numérica dessas órbitas indica a sua rápida aproximação 

da órbita aberta {(a-I, a-Ix), x E ]R} para a ~ O. 

O campo vetorial f : ]R2 ---+ ]R2, 

(2.4.3) (w,p) ---+ f(w,p) = (2p(w a-I),w) 

presente no lado direito de (2.4.2) define um sistema dinâmico. De maneira semelhante 

à da seção anterior, segue do teorema de Piccard, a existência e unicidade da solução 

(w(x),p(x)), globalmente definida em ]R2, tal que a condição (w(O),p(O)) = (wo,po). A 

existência de uma solução global e sua dependência contínua com relação à condição inicial 

(wo,Po) e ao parâmetro a, segue do lema de GronwalL Como conseqüência, o espaço de 

fase é folheado por órbitas mutuamente livres de intersecção, indexadas por 

IP {(w(x),p(x)) E ]R2 : x E ]R, P (w(O),p(O))} 

e que dependem continuamente de P e a. 

O sistema de equações (2.4.2) é invariante pela troca de sinal conjunta das variáveis 

x e p, portanto as órbitas são simétrica com relação ao eixo w que nomearemos como 

L { ( w, O) : w E ]R}. Sem perda de generalidade, podemos escolher as condições iniciais 

pertencentes à região L, ou seja, escolhemos P (w(O),p(O)) = (wo, O) E L e indicamos 

as órbitas pelo índice IP = IWO' Em seguida estudaremos as condições sobre o par P, a 

que correspondem a órbitas fechadas. 

PROPOSIÇÃO 2.4.3. 

Cada órbita IP é univocamente determinada por um ponto P no semi-eixo positivo L + 

{(wo, O) : Wo ?:: O}.Para Wo > O, a órbita IWo pode ser fechada ou ilimitada se awo < 1 ou 

awo ?:: 1, respectivamente. A órbita 10:-1 = {(a-I, a-Ix) : x E lR} separa o espaço de fase 

de maneira que as órbitas à esquerda de 10:-1 são sempre fechadas enquanto que as demais 

são ilimitadas, ou seja 10:-1 é uma separatriz. A origem é um ponto fixo de (2.4.2); ela 

corresponde à órbita lO {(O, OH que é circundada por todas as demais órbitas fechadas. 

{ 
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DEMONSTRAÇÃO: Pela regra da cadeia, derivamos a partir de (2.4.2), a equação diferencial 

para a relação implícita p(w), 
dp w 
dw 2p(w a-l)' 

válida nas situações em que aw =1= 1. Assim pela integração da equação anterior com 


condição inicial P = (wo, O), obtemos a equação implícita para órbita IWQ , 


2 1 1- aw)(2.4.4) P = w -Wo a- ln ( 1 awo ' 

ilustradas pela figura 2.4.1. 

I', 
! 

A 

1 2 

w 

~ .FIGURA 2.4.1. Trajetórias do sistema dinâmico (2.4.2). 

, O único ponto critico do campo vetorial (2.4.3) é a origem (O, O) que indicamos como 

10· De acordo com (2.4.4), na vizinhança de '0, as órbitas são aproximadas por elipses 

descritas pela equação 

w 2 w32 p2
(2.4.5) -2 + 2 = 1 +O(2'WO)'

awo Wo Wo 



""""~ 

492. Gás de Coulomb bidímensional 

o que ilustra a linearização de f em torno do ponto (O, O), dada por uma matriz com 

autovalores >'1 - iV2a-1 e >'2 -iV2a-1. 

No caso em que awo 1, podemos observar pela equação (2.4.2) com condição inicial 

(w(O),p(O)) = (wo, O) = (a-1,0) e por meio de indução que asoluçãoétalque (O) = O 

para todo n 2::: 1; portanto a órbita ro.-1 é dada por 
t; 

ro.-1 {(a-I, a-Ix) : x E ]R}. 

Assim, dada uma seqüência de pontos {xn} tal que Xn --+ 00 quando n --+ 00, indicamos 

o conjunto de pontos limite 

w(P) = {(w*,p*) E]R2 : lim (W(Xn),P(Xn)) = (w*,p*)},
n-+oo 

como o conjunto w-limite . Assim, separa dois tipos distintos de órbita: as fechadas 

(periódicas), para as quais w(P) rP, e as órbitas abertas para as quais w(P) {oo}. 

Como podemos observar pela figura 2.4.1, a solução implícita (2.4.4) estabelece que para 

condições iniciais tais que Wo < a-I, a órbita pertence ao conjunto das órbitas fechadas 

(região 1 da figura 2.4.1 ), enquanto que para Wo 2::: a-I as órbitas são abertas (região 2 

da figura 2.4.1). • 

DEMONSTRAÇÃO (teor. 2.4.1): As soluções estacionárias que procuramos, satisfazem 

(2.4.2) com as condições periódicas de contorno w(O) = w(27r) e p(O) = p(27r). Ao fixar 

o período T de uma órbita rwo em T = 21r, a condição inicial Wo torna-se implicitamente 

dependente do parâmetro a. A questão torna-se portanto, a seguinte, fixado o parâmetro 

a, qual, ou quais valores de Wo implicam uma órbita com período 21r? 

Vamos indicar por T T(a, wo) o período de uma solução de (2.4.2) com condição 

inicial, então 

(2.4.6) T lwo dx = 2 Jdp w~p)' 

( 
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onde, por simetria, a segunda integral é sobre o semi-plano superior do eixo w. Para 

'D = {(a, wo) E ll4 x ll4 : awo ::; I}, definimos a função contínua G j : 'D -+ IR 

T _ 211"Gj j' 

Como veremos a seguir, para j = 1,2, ... temos que Gj (2/ j2, O) = O. 

A partir da aproximação para a equação das órbitas próximas à origem (2.4.5), po

demos notar que no limite Wo -+ O, a equação para a órbita nas variáveis iií = w/wo e 

jJ = p/wo é dada por 2a-1jJ2 iií2 = 1, e portanto, o período dessas órbitas, no limite, é 

TL , 

1~ 1 la
(2.4,7) TL = 4 o djJ = 211" V2' 

Assim, por continuidade, para aj 2/p, temos que TL 211"/ j e conseqüentemente, 

G(aj, O) O. 

Portanto, se garantirmos que 

8
(2.4.8) >0 

8wo 

para quaisquer (a, wo) E 'D, então, pelo teorema da função implícita, existirá para cada 

. j E N+, uma única função monótona decrescente, Wj : [0,2/Pl -+ ll4 tal que, w(2/ j2) = O 

e Gj(a, wj(a)) Opara O::; a ::; 2/p. 
Notemos inicialmente que a partir de (2.4.2) e pelo mudança de escala das variáveis 

x -+ x x /.Jêi, w -+ w = aw e p -+ fi .Jêip que o período obedece a relação 

(2.4.9) T(a, wo) = .JêiT(l, awo). 

Esse fato, em conjunto com a desigualdade (2.4.8) asseguram que a função T é uma função 

monótona crescente em ambos os argumentos de maneira independente. 

Segue disto que se a < 2, então para cada j 1,2, ... , k tal que 2/(k + 1)2 < 

a < 2/k2, existe uma única função Wj tal que wj(2/P) O. As soluções não triviais 

'l/Jf, , .. " 'I/J; de (2.4.1) são as componentes p das órbitas 'Wj que dão j voltas em torno 

:' .. -' 

í 
I 
! 
l· 

I 

I 


" 

i 
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da origem: 'l/Jj é um função de período 211" com período fundamental 211"/j, ('l/Jj)'(O) > O 

e é tal que 'l/Jj(x + 11") 'l/Jj(x). Por outro lado, se a ~ 2, como T(a, wo) é uma função 

monotonicamente crescente em Wo e por (2.4.7), T(a, O) ~ 211", se a ~ 2, então além do 

caso j = 1, não há função w(a) que satisfaça Gj(a, wj(a)) O. Estas considerações 

reduzem a demonstração do teorema 2.4.1 à demonstração da validade da desigualdade 
c·,
'" (2.4.8). 

Para demonstrar a desigualdade (2.4.8), será conveniente realizarmos uma mudança 

de variáveis que possibilitará escrever o sistema de equações (2.4.2) como um sistema 

hamiltoniano. Vamos, portanto, introduzir a nova variável 

q -ln(1 - aw), 

definida nos casos em que aw < 1 (soluções periódicas órbitas fechadas). Em vista do 

l', comportaniento de escala do período (2.4.9), escolheremos, sem perda de generalidade, 

a = 1, assim, na nova variável o sistema (2.4.2) é descrito como o sistema hamiltoniano 

q' 2p 

eqp' 1 - , 

cuja função energia H(q,p) é dada por 

H (q, p) = p2 + eq 
- q - 1. 

Quando escrita em termos da nova variável, a equação implícita para as órbitas (2.4.4) 

corresponde à órbita com energia H(q,p) = E 

E = -Wo -ln(1- wo). 

Indicaremos as órbitas nesse sistema pela energia, 'YE. E como conseqüência do fato de 

que 

Wo > O, 
1- Wo 

~ ., 
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existe um correspondência biunívoca entre as famílias de órbitas fechadas {'YWOl O::; Wo < 

I} e {'YE,O::; E < oo}. 

Seja T = T(E) o período de uma órbita 'YE, 

(2.4.10) dq-.T=1 dx 
q+ 1lq- p"tE 

Pela conservação da energia, temos que p(q, E) VE v(q) onde v (q) é a energIa 

potencial dada por 

(2.4.11) v(q) = eq 
- q - 1. 

Os limites de integração q+ e q_ são, respectivamente, as raízes positiva e negativa da 

equação v(q) = E. A desigualdade (2.4.8) se verifica se e somente se dTldE > O unifor

memente para todo E E 114. Para demonstrar essa desigualdade faremos uso do seguinte 

critério de monotonicidade proposto por Chicone em [17] (uma outra referência é [18]). 

LEMA 2.4.4 (Chicone 87). 

Seja v E C3 (lR) uma função três vezes diferenciável e seja f(q) -v'(q). Se vi j2 for 

uma função convexa com 

6v(v"? 3(v')2V" - 2vv'VIII 
q # O,(;2 )" (V')4 > O, 

então a função período T é uma função monótona e estritamente crescente em 

DEMONSTRAÇÃO: Com o objetivo de produzir uma representação integral conveniente para 

dTIdE, vamos introduzir uma nova quantidade dada por 

1 q+ (v )" 
(2.4.12) K .-:.. "3 i- dq p3 j2 

Realizando a integração por partes de K duas vezes, 

H 
p3 (v )'IH 

pvl lq+ , v
K = 3 j2 q_ 2f q_ + q_ dq (pf) j2 
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Como p(q) = JE - v (q) 1 temos as seguintes propriedades, 

op f dfi'(2.4.13) 2p e por e mçao, p(q±) = o.oq 

Utilizando esses fatos, a expressão para K torna-se 

t, 1iH 
) v .K - dq ( -+vp-f')

2 q_ 2p J2 

Levando em conta a identidade (v/I)' -1 - vf'/P e novamente integrando por partes, 

K dq
2 q_ 2p 
1iq 

+ (v- p(y)' p) 

1 ( v) Iq+ 1 iH (v )- 2" p 7 q_ + 2 q_ dq P- p 

.;, 

1iq (E ),(2.4.14) "2 q_ 
+ dq P - 2p 

na última igualdade, usamos a relação v E _ p2. 

A partir de (2.4.10), (2.4.12) e (2.4.14) nos temos que 

q + () /I2iq 

ET - q_ dq p321.-+ dq p + 3 ;2 
A derivada dessa equação em relação a E é dada por 

d - q q 

+E-T + 1 + ()"
dE iq_ dq p + iq_ dq P ;2 

) . 
.... ., 

Uma vez que o período possui a representação (2.4.10), a expressão acima nos fornece a 

representação integral para a derivada do período, 

q
d ~ 1 i + ( V ) 11 

dET = q_ dqp J2 

Assim, pela hipótese do lema 

d 
dET> O. 

• 
\.' 
i 
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Resta então verificar se a desigualdade do lema é satisfeita por (2.4.11). Notemos que 

(v)"J2 (V')4 = eqg(q), 

onde 

g(q) = e2q + 4(1 q)eq- 2q 5 

ê tal que g(O) g'(O) O e g"(q) = 4eqv(q) 2:: O, portanto q(q) 2:: O (a igualdade só se 

verifica em q O). Assim, com o auxílio do lema 2.4.4, concluímos a demonstração do 

teorema 2.4.1. • 

Ao impor as condições de contorno 'IjJ(0) 'IjJ(21f) , 'IjJ'(O) 'IjJ'(21f) e buscar apenas 

as soluções ímpares de (2.4.1) estamos admitindo soluções que podem não ter significado 

físico. Vejamos, a partir das definições de potencial efetivo (2.1.10), da sua normalização 

(2.1.11) e da equação (2.2.1) as condições de contorno em x = O estão sujeitas a 

'IjJ(0) = iEqEZ qÀ*(q)(2.4.15) 
EqEz À*(q) = O 

e 

(2.4.16) 	 'IjJ'(O) = E qEzq 
2 
N(q) 

EqEz À*(q) 2:: O, 

onde À* é a atividade de carga a priori para o ponto fixo do grupo de renormalização. 

,De acordo com os mapas e as equações diferenciais as condições de contorno (2.4.15) 

e (2.4.16), relacionadas à simetria por carga e à positividade do segundo momento da 

distribuição, respectivamente, são propriedades invariantes. Portanto, apenas as soluções 

estacionárias 'ljJo,'ljJi,'ljJi, ... correspondem às soluções estacionárias da equação (2.2.1) 
',: :' 

com significado físico. I
,. 

A figura seguinte apresenta a relação entre a condição inicial Wo e o parâmetro a para 
, 

duas órbitas distintas, "Ia e "Iiíh' De acordo com (2.4.6), essa relação é resultado da solução 

da equação 

T(a, wo) = 21f. 

: 
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Enquanto que para a órbita l'Q-l, a relação é dada explicitamente por Wo = 0:-1
, a relação 

para órbita l'Wl' envolve a integração numérica da mesma. Na representação sine-Gordon, 

o potencial efetivo u(x) = JoXdy'ljJ(y) x 2 /(20:) dado pela órbita l'Q-l corresponde ao 

regime de Debye-Hückel com comprimento de Debye 0:. Embora o regime de Debye

( 
w() 

lA 

1.2 

0.2 

ex 
0.8 1.2 IA 1.6 1.8 2 

FIGURA 2.4.2. Comparação entre o valor inicial da órbita de período 21r, 
úh(o:) e a órbita não limitada (Debye-Hückel), WQ-J (o:) = 0:-1 . 

Hückel não seja alcançado para qualquer o: > 0, podemos perceber pelo gráfico acima 

que as condições iniciais da órbita l'wl se aproximam rapidamente3 de 0:-1 . Em termos 

do potencial efetivo, esse fenômeno se reflete no comportamento assintótico do potencial 

relacionado à órbita l'wJ 

(xmod21r)2, 
 U'YWl (x) 

.... 20: 

2.5. Dinâmica e estabilidade das soluções 

Seja z( t; zo) a solução do problema de Cauchy (2.2.2) . De acordo com a análise que 

desenvolvemos na seção 2.2.1, a solução pode ser descrita como a ação de um semigrupo 

(não linear) S(t), 

(2.5.1) z(t, zo) = S(t)zo, z(h; Z(t2; zo)) S(t1 + t2)ZO = S(t1 )S(t2)zo, 

3análise numérica indica que em a = 1, a diferença entre a condição inicial para 'Yúh e a-I está na sexta 
casa decimal. 

órbita ilimitada 'Y u- I 

0.8 

0.6 

DA 

órbita periódica 'Y~, 



56 2.5. Dinâmica e estabilidade das 

definido em um subconjunto fechado V C HÕ(O, 21T) com a topologia induzida pela norma 

de gráfico 11·111/2 = 11'IIHõ' 
Nesta seção, apresentaremos a análise de estabilidade para as soluções de equilíbrio 

descritas na seção 2.2.2. Podemos entender a estabilidade local de uma solução estacioná

ria 1/J como a propriedade do semigrupo de ser uniformemente contínuo em 1/J E V para todo 

tempo t 2: O, ou seja, dizemos que uma solução estacionária 1/J é localmente estável se, dada 

uma vizinhança de 1/J, Ilzl -1/JIIH1 < oe um ê > O , temos que IIlz(t; zd z(t; 1/J)IIHl < e 
o o 

para todo t ;::: O. Se além disso, limt-HXl IIz(t; Zl) - z(t; 1/J) IIHõ = O então dizemos que a 

solução 'Ij; é uniformemente assintoticamente estável. 

Apresentaremos também uma análise da estabilidade global para as soluções estaci

onárias. Esta análise é uma forma de análise variacional desenvolvida originalmente por 

LaSalle e utilizada com sucesso por Chafee e Infante [16] (uma outra referência é o pró

prio Henry [38]) na análise de estabilidade em equações diferenciais parciais semilineares 

parabólicas. A análise envolve o estudo de um funcional de Liapunov que se origina a 

partir das equações de Euler-Lagrange para a equação diferencial parcial, e como veremos, 

se a equação possuir alguma não linearidade que envolva o termo de derivada, encontrar 

esse funcional torna-se um problema consideravelmente mais sutil. Este é o nosso caso. 

Essa dificuldade pode ser contornada através da técnica desenvolvida por Zelenyak, La

vrentiev Jr. e Vishnevskii [66] que permite construir famílias de funcionais de Liapunov 

para uma equação diferencial parcial quase-linear. Por ser uma técnica recente, faremos 

uma descrição da mesma antes de aplicá-la à equação de nosso interesse. 

Começaremos pela análise local. 

TEOREMA 2.5.1 (estabilidade local). 

Existe uma vizinhança li C Hõ(0,21T)da origem, tal que para Clt > 2 e Zo E li temos 

que limt-too IIz(t; zo) IIHl = O, ou seja, a solução estacionária 1/Jo - O é local e assinto, o 

ticamente estável. Se Clt < 2 é tal que 2/(k + 1)2 ::; Clt < 2/k2, então entre todas as 

soluções de equilíbrio de (2.2.2) No,1/Jt,1/Ji,', ... ,1/Jt), apenas as soluções 1/Jt são local e 

assintoticamente estáveis. Portanto existe um p > Otal que, se II zo -1/J IIHõ ::; p, en

tão limHoo Ilz(t; zo) -1/J IIHõ O para 1/J = 1/Jr; e para qualquer seqüência {Zn}n;::l com 
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(~l\: .' 

f't 

'\; 

~".
'-~ 

limHoo Ilzn - ~IIHÕ O, nos temos que SUPt>o Ilz(t; zn) ~IIHl > é > O para quaisquer n o 

e ~t, j =1= 1. 

Ao invés de trabalhar diretamente com a equação (2.2.2), será conveniente considerar 

a equação para a diferença z-~ (, onde z é uma solução de (2.2.2) e 1/JUma das soluções 

estacionárias da mesma equação. Então a equação para ( é a seguinte, 

d 
(2.5.2) dt + L[~]( = F(), 

onde, neste caso, F : HÕ(O, 21r) -+ L2 (O,21r) é o operador não linear 

(2.5.3) F() -2o:«x 

e L[~] o operador linear 

(2.5.4) L[~]( = -a(xx + 2mjJ(x - 2(1 a~')(. 

DEMONSTRAÇÃO (teor. 2.5.1): A prova do teorema 2.5.1 segue a partir dos dois teoremas 

seguintes. • 
TEOREMA 2.5.2. 

Seja L = L[~] o operador linear definido em (2.5.4). Se o espectro do operador L, CJ(L) 

está contido no conjunto {À E IR : À 2:: c} para algum c > O, então (= O é a única solução 

uniforme e assintoticamente estável de (2.5.2). Por outro lado, se <l(L) n {À E IR : À < 

O} =1= 0, então ( O é instável. 

TEOREMA 2.5.3. 

Seja L = L[1/)] o operador linear definido em (2.5.4). Então sempre que ~ = 'l/Jo e a > 2, 

ou então 'l/J 'l/Jt e a < 2, o espectro de L é tal que inf(À E CJ(L)) > O. Se a é tal que 

2/(k + 1)2 :; a < 2/P para k E N+, então <l(L) n {À E IR : À < O} =1= 0 para 1/) = ~o e 

'l/J 'l/Jt, j = 2, ... 1 k. 

( 



58 2.5. Dinâmica e estabilidade das 

DEMONSTRAÇÃO (teor. 2.5.2): Segue de (2.2.3), (2.2.13), (A.3.3) e da hipótese sobre o 

espectro de L que 

(2.5.5) 11((t)IIHõ :::; C1/ 2ect II(oIIHÕ + ç1t 

ds (t S)-1/2e-C{t-S) 11((s)II~õ ! 
I 

onde c > O, C1/ 2 = l/vI2e e ç 2)27fQ;. 


Vamos assumir que no intervalo (O, t), II((s)IIHõ :::; p para um p que satisfaça 


00 l
(2.5.6) ç1 dt rl/2e-ct çfe-<-o 

c 2p 

Se lI(ollHõ :::; pfi72, então o lado direito da desigualdade (2.5.5) pode ser limitada supe

riormente por 
00 

1I((t)IIHõ :::; ~ + p2ç 1 ds (t - S)-1/2e-c(t-s) < p, 

o que implica a existência e unicidade da solução de (2.5.2) com 11((t)IIHl < p para todo o 

t > O. Retornando à equação (2.5.5), se combinarmos a estimativa 1I((t)IIHl < p a uma 
o 

pequena alteração do lema de Gronwall, tal que El/2(t) = 2:~=0 (pç-Jitt /r(n/2 + 1), 

teremos a partir de (2.5.6) que 

1I((t)IIHl :::; C1/ 2 11(oIlHl E 1/2(t)e- ct 
o o 

< C1/ 2 11(oIlHõ (1 pç..Ji) e-(c-p2ç27r)t 

:::; ~ II(oIlHl (1 + 10) e- /
2e o 2 V -; 3ct 4 

. 

Isto prova a afirmação de estabilidade do teorema 2.5.2, uma vez que (2.5.2) define um 

sistema dinâmico em um subconjunto fechado Vp = {( E Hõ(0,27f) : 1I(IIHõ :::; p} com a 

pr~priedade de que limt-too 1I((t)llw = Ose I!(ollw = Ilzo - 'l/IIIH1 :::; pfi72. • 
o o o 

DEMONSTRAÇÃO (teor. 2.5.3): Seja 'l/I = 'l/Io, então o operador linear L['l/Iol possui a ex

pressão simples dada por 

L['l/Io] = -a.6. 2. 
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Assim, o teorema segue do espectro de L[1Í'oL dado por a(L[1Í'oD {an2 
- 2}nEN+. 

Consideremos agora, as soluções não triviais de (2.4.1) as quais designaremos generi

camente por 1Í', De acordo com o teorema 2.5.2, a solução 1Í' é assintoticamente estável se 

a(L[1Í'D > O e instável se a(L[1Í']) n (-00, O) i- 0. 

Notemos inicialmente que, por paridade 1Í'(0) = 1Í'(n) = O. Seja então, <p solução da 
~4 

equação 

(2.5.7) L[1Í']<p= O 

no domínio O < x < n com condição inicial 

(2.5.8) <p(0) = O e <p'(O) = 1. 

Da mesma forma que na referência [38], faremos uso do teorema da comparação para 

equações diferenciais com o objetivo de relacionar as propriedades de estabilidade das 

soluções 1Í' à positividade de <p, solução de (2.5.7). Corno veremos, 1Í' é assintoticamente 

estável se <p(x) > O no intervalo O < x ::; n. Por outro lado, se <p(x) < O em alguma região 

do intervalo O < x ::; n, então 1Í' é instável. 

Corno utilizaremos o teorema da comparação, será necessário reescrever a equação 

(2.5.7) em sua forma auto-adjunta. Seja então, o peso p(x), 

p(x) . f/; dy'!f;(y) 

que torna L[1Í'] no operador auto-adjunto 

''41( 

(2.5.9) pL[1Í']( -a (p(')'  2p(1 - a1Í")(. 

Segundo o produto interno definido por (f,g)p . J::1fdxp(x)f(x)g(x), ternos que para 

quaisquer funções (e 'T] de período 2n, (Lf,g)p = (f,Lg)p. 

TEOREMA 2.5.4 (comparação). 

Sejam (1 e (2 duas soluções reais da equação 

pL[1Í']( fI, i = 1,2, 

c 
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no domínio (O, 7r), sujeitas às condições (1 (O) (1(7r) = O, ({(O) > O e (2(0) O, 

(~(O) > O. Se (1 > O e fi = fi((; x) é tal que 

h>h 

no domínio (O, 7r), então (2 deve se anular em algum ponto desse domínio. Caso contrário, 

se (1 > O e 

h<h 

no mesmo domínio aberto, então (2 > O no intervalo (0,7r]. 


DEMONSTRAÇÃO: Vamos considerar inicialmente o caso h > fI e assumir que (2 > O em 


(0,7r). Então, a partir da equação (2.5.9) e da hipótese do teorema, 


211r 

dx (h - h) ((1, L(2)p - (L(I, (2)P 

2a l 1r 

- dx ((p(D I (1 (p(~)/)-

2a l 1r 

dX'(P((~(2-(1(~))I, 

. o que, em vista das condições de contorno consideradas no teorema, implica a contradição 

p(7r)(~(7r)(2(7r) > O. 

Como, por hipótese, (1 (7r) O e (1 > O em (O, 7r), temos que (~(7r) < O. Portanto deve 

existir algum ponto x E (O,7r) tal que (2(X) O. 

Vamos agora considerar o caso em que h < h e assumir que existe um ponto x 

no intervalo (0,7r) tal que (2(X) O e (2 > O no intervalo (O,x) (e, conseqüentemente, 

(~(x) < O). Novamente, a partir da equação (2.5.9) e das hipóteses do teorema, 

P(X)(l(X)(~(X) > O. 

I 

i 



,. ,~ 

612. Gás de Coulomb bidimensional 

Como, por hipótese, (1 (x) > O, temos a contradição (~(x) > O. Portanto, nesse caso, 

podemos concluir que (2 > O no intervalo (0,1r]. • 
Se considerarmos a seguinte equação de autovalores 

L [1jJ]O ).J) 

\'""." ~ 

no intervalo (O,1r) para o menor autovalor À no espaço das soluções periódicas ímpares, 

() satisfará as condições as quais (1 está sujeita no teorema 2.5.4 com fI = Àp(. Assim, 

aplicando o teorema 2.5.4 à equação de autovalores acima, temos a seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 2.5.5. 

O menor autovalor À do operador L[1jJ] é positivo se a solução rp da equação (2.5.7) 

sUJ'eita às condições (2.5.8) for tal que rp > Ono intervalo (O, 1r). Por outro lado, o menor 

autovalor será negativo se existir um ponto x E (O,1r) tal que rp(x) = O. 

A partir das soluções estacionárias não triviais 1jJ, introduzimos uma nova função X, 

dada por 

(2.5.10) x = c(-a1jJ" 41jJ) 

onde c > O é escolhido de maneira que X' (O) = 1. Como 1jJ satisfaz a equação (2.4.1) e, 

por ser uma solução que corresponde a uma órbita fechada no espaço de fase, 1- a1jJ' > O, 

podemos concluir que 

x(O) O e x>O 

t 
') sempre que 1jJ > O. Além dessas propriedades, temos também a seguinte proposição sobre 

X: 

PROPOSIÇÃO 2.5.6. 

(2.5.11) L[1jJ] X 8ca21jJ(1jJ')2 > O 

no mesmo intervalo (O, x) em que 1jJ > O. 

f' 
\, 
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DEMONSTRAÇÃO: A partir da equação (2.4.1), temos que 

(2.5.12) -a'ljJ" = 2'ljJ(1 a'ljJ'). 

Derivando (2.5.12) duas vezes, 

-a('l/J")" = -2a'l/J('l/J")' 2(1 3a'l/J')'l/J" 

e utilizando essa igualdade na expressão para L['l/J1'l/J" teremos 

L['l/J1'l/J" -a('l/J")" + 2a'l/J('l/J")' - 2(1 a'l/J')'l/J" 

-4a'l/J''l/J'' 

8'l/J''l/J(1 a'l/J'). 
! 


E finalmente, a ação do operador L['l/J1 sobre 'l/J é dada por 

L['l/J]'l/J -a'l/J" + 2a'l/J'l/J' 2(1 a'l/J')'l/J 

2a'l/J'l/J'. 

Combinando as expressões acima para L['l/J1'l/J" e L['i/J]'l/J concluímos a demonstração. • 

Vamos considerar agora, a função X definida em (2.5.10) com 'l/J = 'l/Ji- Como 'l/Jt 

é também estritamente positiva no intervalo aberto (0,11'), por construção, a função X 

também o será nesse mesmo intervalo. Portanto, podemos utilizar a proposição 2.5.6 e 

o teorema da comparação 2.5.4 para as equações (2.5.11), L['l/Jt1x = gl > O, e (2.5.7), 

L['l/Jt]rp = g2 - O, ambas definidas no intervalo aberto (0,11'). E concluir que rp > °no 

intervalo (0,11'1. Assim, segundo a proposição 2.5.5, a estabilidade da solução 'l/Jtresulta 

da positividade de rp. 

~ -- 
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Ao estudar a instabilidade das demais soluções estacionárias, levaremos em conta a 

ação do operador L[~l sobre ~', 

L[~J~' -a~'" + 2a~~" 2(1 a~')~' 

(-a~" 2a~~' 2~)' 
~..~ 

(2.5.13) O. 

A última igualdade deve-se à equação para ~, (2.4.1). A partir da definição das soluções 

estacionárias ~t, temos que as soluções ~ ~t com j :::o: 2 possuem período fundamental 

21T / j e satisfazem a igualdade ~ (1T / j) ~"(1Tfj) O. Uma vez que ~'(O) > O, temos 

que essas mesmas soluções são estritamente negativas no intervalo aberto (1T / j, 21T / j) e 
31T 

atingem o seu mínimo no ponto {f = 2j' Como podemos verificar por (2.5.7) e (2.5.13), 

as funções i.p e ~' satisfazem a mesma equação auto-adjunta pL[~K O, logo o seu 

wronskiano é uma constante não nula, 

t ~", 

i.p ~' 
W(i.p, ~'; x) 

-api.p' -ap~" 

a (i.p'~' - i.p~"). 

Escolhendo o ponto x = O e lembrando que p(O) 1, i.p(0) = 1, i.p'(0) 1 e (~t)'(O) > O, 

concluímos que o wronskiano é positivo, 

(', W(i.p,~';O) = a~'(O) > O. 

Utilizamos agora a expressão para o wronskiano calculado em um ponto que corresponde 

a um mínimo da função ~, o ponto {f = ~;, 

W(i.p, ~';{f) = -ap({f)i.p({f)~"({f) > O. 

Como {f é o ponto onde ~ possui um mínimo, então ~"({f) > O. Em vista da desigualdade 

acima, a desigualdade ~"({f) > O implica i.p({f) < O. Portanto, segue da proposição 2.5.5, 

'\. 
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que as soluções 'ifJt, j 2,3, ... ,k, são instáveis uma vez que 22 E (O, 1r) para j > 2 e, 

conseqüentemente, existe um x E (O, 1r), fi: < ±, tal que cp(fi:) O. 

Através de pequenas modificações nos argumentos apresentados, podemos demonstrar 

também a estabilidade da solução 'ifJl e a instabilidade das demais soluções 'ifJ:;, 'ifJ; , ... , 'ifJi:. 

Isto conclui a demonstração do teorema 2.5.2 e, conseqüentemente, a demonstração do 

teorema 2.5.1. • 
o final desta seção é dedicado à estabilidade global das soluções estacionárias. A 

estabilidade global é estudada por meio da análise variacional baseada na construção de 

funcionais de Liapunov. 

A solução da equação diferencial (2.2.2) com condição inicial z(O) = Zo E H5(0,21r) 

define um sistema dinâmico S(t) 

S(t)zo = z(t) 

no espaço métrico completo HÕ(O, 21r) com métrica induzida pela norma. 

DEFINIÇÃO 2.5.7. Seja {S(t)h::::o um sistema dinâmico em um espaço métrico completo 

ti. Um funcional de Liapunov é definido como como um funcional real V definido em ti 

tal que 
-1 . 

V(u) lim (V(S(t)u) V(u)):S O 
t-to t 

para todo u E ti. Não se exclui a possibilidade de que V (u) = -00. 

TEOREMA 2.5.8. 

Seja {S (t) h::::o um sistema dinâmico em ti tal que a solução trivialmente nula seja uma 

solução de equilíbrio. Vamos assumir que V é um funcional de Liapunov em ti que satisfaz 

V(O) = O e V(u) ?:: f(llull) para u E ti, onde f O é uma função contínua e estritamente 

crescente com as propriedades f(O) = O e f(r) > Opara r > O. Então u O é estável. 

.Se além dessas propriedades, o funcional ainda satisfizer a desigualdade V(u) < 

- fI (11 u 11), onde fI (-) é também uma função positiva, contínua e estritamente crescente 

tal que fI (O) = O; então a solução estacionária u* == O será uniforme e assintoticamente 

estável. 

( 

r 
, 
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DEMONSTRAÇÃO: Para cada k > O definimos uma vizinhança da origem Uk • Por hipótese, 

cada Uk é positivamente invariante : sej a u E Uk , então V (S (t)u) :::; V (u) < k para todo 

t 2:: O. Se V(u) 2:: f(llull), então, para qualquer é > O, existe um k f(é) > Otal que a 

desigualdade V(u) :::; k garante que Ilull :::; é. Assim, pela continuidade do funcional V, 

existe um ó > Otal que Ilull < J implica u E Uk , portanto S(t)u E Uk para todo t > O. 
~ .., 
~~ 

Segue disso que IIS(t)ull :::; é para todo t 2:: O, ou seja, a solução identicamente nula é 

estável. 

Por hipótese, V(S(t)u) é uma função decrescente em t, limitada inferiormente por zero. 

Vamos então supor que exista uma constante positiva c> Otal que limHoo V(S(t)u) = c, 

logo inft~o IIS(t)ull Cl > Oe, de acordo com as hipóteses do teorema, SUPt~O V(S(t)u) :::; 

- fI (Cl)' No entanto, isto contradiz o fato de que V(S(t)u) 2:: Opara todo t 2:: O. Portanto 

V(S(t)u) e IIS(t)ull aproximam-se de zero quando t -t 00. • 
De um modo geral, é muito difícil encontrar um funcional de Liapunov que satisfa

ça todas as exigências do teorema anterior. Nesse sentido, o "princípio de invariância", 

proposto originalmente por LaSalle [40] para equações diferenciais ordinárias e posterior

mente estendido por Rale [37] para sistemas dinâmicos mais gerais, permite a utilização 

do funcional de Liapunov sob condições menos restritivas. Os dois teoremas seguintes 

expõem esse princípio: L. 
I 

TEOREMA 2.5.9. 

Dado um espaço métrico completo U, vamos supor que para um Uo E U, o sistema dinâ

mico {S(t)uoh~o esteja contido em um compacto X C U. Então o conjunto w-limite 

1'-\\. 

w(uo) = n{S(T)S(t)uoh~o 
T~O 

é um conjunto não vazio, compacto, invariante e conexo. Além disso o conjunto apresenta 

a seguinte propriedade: lim dist(S( t)uo, w( uo)) = O. 
t-too 

DEMONSTRAÇÃO: O conjunto w(uo) é dado pela intersecção de uma coleção decrescente 

de conjuntos compactos não vazios, logo w(uo) é compacto e não vazio. As provas de 

( 
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invariância e conectividade seguem de argumentos de compacidade e estão descritas em 

[38]. • 
TEOREMA 2.5.10. 

Seja V um funcional de Liapunov definido em um espaço métrico completo ti; vamos 


definir os conjuntos e = {u E ti : V(u) O} e M, o subconjunto invariante maximal de 


e. Se {S(t)uoh::::o está contido em um subconjunto compacto de ti, então para t -t 00 


temos que S(t)uo -t M . 


DEMONSTRAÇÃO: Por hipótese, V(S(t)uo) é decrescente para t ~ °e é limitada, portanto, 

existe um c> Otal que limHOO V(S(t)uo) c. Se 9 E w(uo), então V(g) = c e V(S(t)g) = 

c para t ~ Oe portanto V(g) = O. Assim, w(uo) C c e conseqüentemente w(uo) C M. • 

o princípio de invariância de LaSalle será a ferramenta que utilizaremos para estudar 

a estabilidade global das soluções estacionárias. No entanto, como podemos observar pelo 

enunciado do teorema 2.5.10, para fazermos uso desse princípio devemos garantir que as 

soluções do problema de Cauchy (2.2.2) estão contidas em um subconjunto compacto no 

espaço onde estão definidas. De acordo com o teorema 2.2.1, a solução estará contida em 

um subconjunto compacto de HÕ(O, 27r) se for uma solução limitada para todo tempo. 

Veremos a seguir que, devido a um teorema sobre regularidade para soluções de equa

. ções diferenciais parciais elípticas, a solução z(t) da equação (2.2.2), na realidade, é uma 

sol ução clássica (é contínua e possui primeira e segunda derivada contínuas) então com o 

auxílio do princípio do máximo, verificamos que a solução é limitada em todo tempo. 

TEOREMA 2.5.11 (Regularidade para soluções fracas). 
,. 

Seja o aberto O C IRn e m um inteiro não negativo. Vamos assumir que o operador elíptico 

L, 
n ma a 

L = L a. (ai,j(x) a.)+ L bi(x) + c(x) 
X ti,j=l X:J i=l 

é tal que ai,j, bi , c E Cm +1(O). Vamos supor que u E HÕ(O) é solução fraca da equação 


diferencial 


Lu f emO 


{ u = O em ao 
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Vamos assumir ainda que an é cm+2. Então 

u E H m +2 (n) 

e satisfaz a estimativa 

llullHm+2 ::; C(llfllHl IIullL 2L4; ~. 
~. 

onde a constante C depende apenas de m, n e dos coeficientes do operador L. 

LEMA 2.5.12. 


A solução da equação diferencial (2.2.2), z(t) com condição inicial z(O) = Zo E HÕ(O, 2n) 


é tal que z(t) E C 2,1/2[O, 2n] para todo t > O e além disso, satisfaz a desigualdade 


1 	 1 
(2.5.14) 	 -(x n) < z(t, x) < -x 

a 	 a 

( '~ 	 no intervalo °s; x S; n. 

DEMONSTRAÇÃO: Para qualquer tempo t > O, a solução da equação (2.2.2) pertence ao 

domínio do operador Hõ(O,2n) n H 2(O, 2n). De acordo com os teoremas de imersão 

para espaços de Sobolev, um elemento u do espaço H 2 (O,2n) possui um representante 

absolutamente contínuo u*(x) (u = u*(x) para quase todo x) que pertence ao espaço de 

H6lder C 1,1/2[O, 2n]. Portanto, para t > O, z(t, x) E C 1!1/2[0, 2n]. 

Assim, temos a desigualdade (2.2.12) 

(2.5.15) 	 sup lz(t, x)1 S; ~ llz(t)11Hõ S; ~ Ilz(t)11Hl . 
XE[O,21T] 

.(à 	 De maneira semelhante, Zx é uma função absolutamente contínua que pertence ao espaço 

cO,lj2[O,2n]. Sendo assim, 

l x 

zx(t, x) = zx(t, O) dy zxx(t, y) 


e, em valor absoluto, temos a desigualdade 

\. 
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Izx(t,x)1 :; Izx(t, 0)1 + lX dy Izxx(t,y)1 

< Ilzxllco,1!2 + ~ IIzxxllL2 . 

Os teoremas de imersão para espaços de Sobolev garantem a desigualdade 

lIuIICk-1,1!2[O,21r] :; C IluIlHk(o,21r) , 

onde C é uma constante que depende apenas de k. Portanto utilizando essa desigualdade 

em combinação com a anterior, temos a seguinte estimativa para o supremo da função 

zx(t, x): 

(2.5.16) sup Izx(t, x) I :; K IIzx(t) IIHl . 
XE[O,21r] 

A partir das estimativas superiores para z(t) e zx(t) dadas respectivamente por (2.5.15) 

e (2.5.16), concluiremos que a função dada pelo produto z(t)zx(t) pertence aos espaço 

Hl(O, 21T). Vejamos. Segundo a definição da norm~ para o espaço Hl, 

Ilz zxllHl = IIz zxllp Ilz; z zxxllp 

f . 

< II z Zx 11 L2 + 11 z; 11 L2 II z Zxx II L2 

i ."_

< K IIzxllHl (lIzllL2 + IIzxIlLZ) + ~ IIzllH1 IIzxxllL2 

:; (K21T + (21T)3/2) IIzxllH1 IIzIIH2 . 

Apesar de grosseira, a estimativa anterior garante que z(t) zx(t) E Hl(O,21T) para todo 

t> 0, uma vez que z(t) E H 2 (0, 21T) e zx(t) E H1(0, 21T) nesse mesmo intervalo. 
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Vamos considerar agora a equação (2.2.2) reescrita como 

-azxx + 2z f(t) E H 1 (0, 21f) 

{ z(t, O) z(t,27r) O 

onde f(t) = Zt(t) + 2az(t) zx(t). Sabemos que essa equação possui a solução fraca z(t) E 

~,. 
i;, 	

HÕ(O, 21f). Portanto segundo o teorema 2.5.11, essa solução pertence também ao espaço 

H 3 (0,21f) e novamente pelos teoremas de imersão para espaços de Sobolev, a solução 

z(t) E C 2,1/2[0, 27r], ou seja a solução da equação diferencial (2.2.2) é uma solução clássica. 

Por ser uma solução clássica, podemos recorrer à formulação do princípio do máximo 

para equações parabólicas não lineares como a descrita por Protter e Weinberger [55]. 

Então, vamos considerar o operador 

G[z] . Zt Az - F(z) 
t 

e a equação (2.2.2) reescrita em termos de G, 

G[z] O. 

com as condições de contorno z(t, O) z,(t,27r) O e condição inicial z(O, x) zo(x). 

Vamos supor que existam duas funções (_ = (t, x) e (+ = (+(t, x) tais que 

(2.5.17) G[(+] ::; O::; G[(_] 

para todos os pontos da região U = (O, í) X (0,7r). Vamos supor ainda que essas funções 

satisfaçam as seguintes desigualdades: na fronteira y 1,2 e O < t ::; í 

(_(t, y) ::; O::; (+(t, y); 

e para O::; x ::; 7r 

(O,x)::; zo(x)::; (+(O,x). 

Então, pelo princípio do máximo (teorema 12 do capítulo 3 de [55]), temos que 

(2.5.18) 	 (t,x) ::; z(t,x) ::; (+(t,x) 

( 



70 2.5. Dinâmica e estabilidade das 

na região fechada U [O, r] x [0,1T]. 

Escolhemos duas constantes positivas B e 8, tais que aB 2:: 1 e a8 2:: 1. A partir dessas 

constantes, podemos observar que as funções 

(x) B(x 1T) 

e 

(+(x) = 8x 

implicam as desigualdades 

G[(_] = 2B(aB - 1)(1T - x) 2:: O 

e 


G[(+J = -28(a8 - l)x :::; O. 


Uma vez que a desigualdade (2.5.17) é uniforme no tempo, segue que a desigualdade 

(2.5.18) é mantida em toda a região ll4 x [0,1T]. 

A a solução z(t) é limitada independentemente do valor que azx(t) assume. Porém 

se no instante t = O a condição inicial for tal qu~ a desigualdade azo < 1 é satisfeita, 

ela o será para todo tempo t > O. Podemos observar esse comportamento considerando 

. a equação diferencial sem o termo laplaciano, 	Zt = (1 - azx)z. Note que a razão com 

que Iz(t)1 aumenta, tende a zero conforme a desigualdade satura. A inclusão do termo 

laplaciano só aumenta a suavidade da solução e impede ainda mais que zx(t) ultrapasse o 

limite imposto pela desigualdade. Esse mesmo argumento justifica a desigualdade estrita 

(2.5.14). Isto conclui a demonstração do teorema. • 

O resultado sobre a estabilidade global das soluções estacionárias de (2.2.2) segue da 

combinação do teorema 2.5.10 e do lema 2.5.12. No entanto, falta ainda encontrar um 
• 

funcional de Liapunov apropriado. Como já havíamos afirmado, encontrar tais funcionais 

nem sempre é uma tarefa simples. Neste campo, o trabalho desenvolvido por Chafee 

e Infante [16] apresenta uma maneira elegante e simples de construir os funcionais, a 

partir da equação de Euler-Lagrange associada a equações diferencial parcial semilineares 

(.1 

r' · 
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cujos termos de derivadas são lineares. Consideremos, por exemplo, para uma função real 

f E C 2 (lR), a equação diferencial não linear 

Ut uxx + Àf(u) 

)~,
t. 

com condições de contorno u(t, O) = u(t,1f) °e condição inicial u(O, x) = Uo(x) 

CI [O,1f]. Chafee e Infante sugerem para essa equação o funcional VÃ dado por 

E 

V,(.p) ~ [ dx O",'(X) À (Xl dU(Ü) . 

Ao tomar a derivada total, podemos notar que VÃ satisfaz os critérios para um funcional 

de Liapunov, 
d
dtVÃ(u(t,.)) 

rr 
- lo dX(Ut(t,X))2~0. 

t~ Essa abordagem apresenta dificuldades ao tratarmos de equações que possuem não linea

ridades nos termos de derivada. Nesta última parte cuidaremos de construir um funcional 

de Liapunov para a equação (2.2.2), através de uma generalização para os funcionais dados 

por equações de Euler-Lagrange proposta por Zelenyak e Belosov[65, 1]. 

O método de construção de funcionais de Liapunov que utilizaremos aqui trata-se 

de uma generalização da construção proposta por Chafee e Infante. Apresentaremos 

o método descrito em [66]. Nesta referência, os autores apresentam um teorema de 

existência de funcionais de Liapunov para equações diferenciais parciais parabólicas quase

lineares com uma variável espacial. E, a demonstração do teorema, os autores apresentam 

t'~ 
o método de construção desses funcionais. Como veremos, o funcional é semelhante ao 

gerado a partir da equação de Euler -Lagrange, a diferença neste caso é a introdução de 

um peso p que pode depender das variáveis independentes, da variável dependente e de 

sua derivada espacial. Esse funcional é chamado de funcional de Liapunov de primeira 

ordem4 . Os próximos parágrafos apresentam a descrição do funcional. 

4A ordem do funcional é dada pela maior ordem de derivada da solução da qual o funcional depende. Ou 
seja, se o funcional depende de termos da forma Ux mas não de termos U xx , ele é de primeira ordem. 

( 
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Vamos considerar o seguinte problema quase-linear 

Ut = Mu = a (x, u, ux ) Uxx + b (x, u, uaJ, 

(2.5.19) CiUx (t, 1) + hi (u (t, i)) = O; i = 0, 21f; t > 0, 

u(O,x) uo(x) 

na faixa (t,x) E Q = [0,00) X [0,21fJ ou no retângulo (t,x) E QT [O,TJ X [O, 21fJ. Vamos 

assumir também que a, b, hi E C 3 em todos os argumentos5 . Vamos exigir também que 

a(x,p,w);;:: ao > O, (x,p,w) E [0,21f] x lR,z, 

c; + h~ 2(p) ;;:: ao > O, p E IR, i = O, 21f, (Ci const) 

Uo(x) E E {f(x) E C2 [O, 1J : cd'(í) + hi(j(i)) = O, i = 0, 21f}. 

DEFINIÇÃO 2.5.13. Dizemos que um par de funções p e 1>(x,p, w) geram um funcional de 

Liapunov se para cada solução do problema (2.5.19) u(t, x), diferenciável uma vez em t e 

duas vezes em x, é válida a igualdade 

{21r
(2.5.20) d {21r dx 1> (x, u, u )x - lo dx p (x, u, Ux ) M (u) Ut,

dt lo 

onde p ;;::0. 

Levando em conta (2.5.19) e a identidade anterior, temos que 

~ {21r dx 1> (x, u, ux - lo
{21r 

dx p (x, u, U x) u;. l: . 
dt lo 

) 

I· . 
Assim, para p > O, o funcional 

(21r
(2.5.21) V(u) = lo dx1>(x,u,ux ), 

5Essa exigência pode ser enfraquecida. 
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decresce estritamente em t ao longo da solução da equação (2.5.19), exceto no caso em 

que u for uma solução estacionária. Veremos logo adiante que a equação (2.5.20) com 

p> Oé equivalente à equação de Euler-Lagrange com o funcional (2.5.21). 

Dada a função u(t, x) que resolve a equação diferencial (2.5.19), nós vamos assumir 

que existem p e <r> que satisfaçam (2.5.20). Realizando a derivada e integrando por partes 
t:"> 

(2.5.20) a mesma equação passa a ter a forma 

1

21T 21T


d 8<r» 8<r> 21T1

(2.5.22) (8<r>
o dxut 8u dx 8u + 8u Ut dx PUt (auxx + b) .= -1 

.x x x=o o 

Para que a que igualdade acima seja válida, basta que as seguintes condições sejam veri

ficadas 

82 <r>
(2.5.23) 8w2(x,P,W) = pa(x,p,w) 

~ 
82<r> 82 <r> 8<r>

(2.5.24) +w-- 8p = pb(x,p, w)8x8w 8p8w 

(2.5.25) 8<r> I 8<r> I-Ut - -Ut =0 
8ux x=o ' 8ux X=21T 

As duas primeiras devem ser válidas para todos os valores (x,p,w) E [O,21l'] X ~2, e a 

última expressão deve ser válida para a solução do problema (2.5.19). A solução para 

(2.5.23) ê da forma t 

w 

(2.5.26) <r>(x,p, w) = l dro (w - ro)pa(x,p, w) + WZl(X,P) Z2(X,P)j,~. 
~1 

onde Zl e Z2 são funções arbitrárias de (x,p). Substituindo (2.5.26) em (2.5.24) chegamos 

à expressão 

w w 

(2.5.27) dro (pa)x dro ro(pa)p + (Zl)x - (Z2)x pb.1 l
Agora o nosso objetivo ê encontrar um equação para p a partir da expressão acima. A 

expressão anterior deve ser válida para todo valor de w, em especial deve ser válida para 

( 
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w O. Portanto, 

(2.5.28) (Zl)X (Z2)x = pb(x,p, O). 

Diferenciando (2.5.27) com respeito a w resulta em 

(2.5.29) apx + wapp - bpw (ax wap bw) p = o. 

Essas duas novas equações formam um sistema cuja solução é equivalente à solução da 

equação (2.5.27). 

Lembrando que a função a(x,p, w) é estritamente negativa, podemos resolver a equa

ção (2.5.29) por meio do método das características com relação à variável x. A equação 

das características é dada por 

dp
(2.5.30) w,

dx 

dw b
(2.5.31) --(x,p,w),

dx a 

dp (ax wap bw)
(2.5.32) -p

dx a 

As duas primeiras equações representam o problema de Cauchy associado à solução esta


cionária de (2.5.19). Se para cada condição inicial Xo E [0,21f], P (xo) = Yo e w (xo) = YI 


do sistema (2.5.30,2.5.31) existe um x1tal que a solução é regular no intervalo [xo, Xl], 


então, a menos das funções Zl(X,P) e Z2(X,P), podemos encontrar uma solução para p e 
( . 


assim, determinar <I> (x, u, ux ) e o funcional de Liapunov associado. 


Em vista da equação (2.5.26) e das condições contorno (2.5.25), a função ZI(X,P) é 

dada por 

927r (P) 90 (P) 

ZI(X,P) -x o dwpa(21f,p,w) (x 1) o dw pa(O,p, w), 1 1


http:2.5.30,2.5.31
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onde 
hi(p) 

se Ci 
Cí ° 

gi(P) = 

0, se Ci ° 
para i = 0,211". Ou seja, se as condições de contorno da equação diferencial não envolver 

L
I/< 

derivadas, então Zl O. 

Uma vez conhecidas as funções p(x,p, w) e Zl(X,P), podemos resolver a equação 

(2.5.28) e encontrar Z2, 

P 

Z2(X,P) = l dç ((zÚr;(x, ç) - pb(x, ç, O)). 

Assim, conhecidas as funções p, Zl e Z2, temos finalmente a expressão <P (x, p, w) dada por 

(2.5.26). 
, , 
t~ A partir desse método temos a seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 2.5.14. 

Seja S(t)zo = z(t; zo) o sistema dinâmico em V dado por (2.5.1). Então o par de funções 

1
(2.5.33) p(w). 1 - aw 

e 

(2.5.34) <p(p, w) (a-1 
- w) ln(l - aw) w _ p2 

geram o funcional de Liapunov 
! 
'.. 

(21r (21f
(2.5.35) V(z) lo dx <p(z, Zx) com li (z) = - lo dx p(Zx) z; . 

( 
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DEMONSTRAÇÃO: A partir da equação (2.2.2) montamos o seguinte sistema6 para encon

trar o peso p: 

d
(2.5.36) P w,

dx 

d
(2.5.37) -w 2p (w -~) ,dx 

d
(2.5.38) P -2pp.

dx 

Utilizando a regra da cadeia e as equações (2.5.37) e (2.5.38), temos a seguinte igualdade 

1JdP~ -a Jdw 1- aw 

e por uma escolha adequada das constantes de integração, encontramos a expressão para 

o peso 
1 

p(w) 
1-aw 

Como as condições de contorno da equação (2.2.2) não envolvem derivadas, temos que 

Zl(X,P) = O. E utilizando as expressões de p(w) e b(x,p,w) = -2apw +2p, 

Z2(X,P) -21P 

d~ ~ _p2 

Agora, através da equação (2.5.26) e das funções p, ZlJ Z2, obtemos a função <P e con

seqüentemente o funcional de Liapunov (2.5.35) . • 
Combinando os resultados desta seção podemos enunciar o teorema que trata da es

tabilidade global das soluções da equação diferencial com condições iniciais restritas as 

situações de interesse físico (soluções periódicas que representam um distribuição com 

segundo momento positivo). 

TEOREMA 2.5.15. 

Para a > 2, 1/lo o é a única solução global e assintoticamente estável da equaçao 

6Note que as duas primeiras equações são as equações para as órbitas associadas às soluções estacionárias 

I' 

i: 

I 

I 
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diferencial parcial (2.2.1) no domínio 

e {v E HÕ(O, 211') n H 2 (0, 211') : v(O) 0, vx(O) > °e avx < 1} . 

Se a < 2, a origem é instável em e e existe um conjunto aberto e denso li C e tal que 

para condições iniciais Vo E li, temos o seguinte limite limHoo v(t; vo) = 'l/Ji.
t~s 

DEMONSTRAÇÃO: Segue dos teoremas de existência e unicidades globais, do lema sobre 

a compacidade da solução 2.5.12 e do princípio de invariância de LaSalle 2.5.10, que o 

sistema dinâmico, na forma da solução da equação diferencial, conduz os elementos do 

conjllllto e, assintoticamente, ao conjunto w-limite, w(v(O; .)) C {'I/J : V('I/J) = O}. 
A partir da forma do funcional de Liapunov (2.5.35), temos que V('I/J) °se e somente 

se satisfizerem a equação 

a'I/Jxx 2a'I/J'l/Jx + 2'I/J 0, 
~~ 

cujas soluções, por hipótese e segundo o teorema 2.5.1, são dadas por 'l/Jo, 'I/J; para j 

1, ... ,k. Recordando o que foi desenvolvido sobre as soluções estacionárias, para a ~ 2 a 

única solução estacionária é 'l/Jo e facilmente podemos constatar que a mesma é linearmente 

estável quando a > 2. Portanto, para esses valores de a, o conjunto w-limite é constituído 

somente pela solução 'l/Jo. 

Na região a < 2, o espectro do operador linearizado em torno das soluções de equilíbrio 

'I/J; é puro-ponto e real, portanto, todos os pontos de equilíbrio são hiperbólicos. Assim, a 

partir do conjunto discreto e {v E e : V(v) = °}, temos uma decomposição do espaço 

e em termos da seguinte união disjunta, 

e = UWS('I/J), 
'l/JEe 

ondeWS('I/J) {uo E e: v(t;uo) -+ VJquandot -+ oo}. De acordo com [38, teoremas 6.1.9 

e 6.1.10], cada variedade estável WS('I/J) é uma subvariedade imersa e C1(em t) de e; e se 

'I/J for localmente instável, então WS ('I/J) possui codimensão maior ou igual a 1. Portanto, 

e é dada pela união finita de conjuntos abertos conexos (os espaços WS('I/J) para 'I/J E e 
estáveis) com conjunto fechado e, em nenhuma parte, denso. • 

( 
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CAPiTULO 3 

Gás de dipolos 

t~~ 
A semelhança do modelo estudado no capítulo anterior, neste capítulo estudaremos 

o comportamento de uma gás formados por partículas que inter agem através de um po

tencial de origem coulombiana. Enquanto que no gás de Coulomb o estado interno das 

partículas é caracterizado unicamente pela carga das mesmas, como seu próprio nome in

dica, as partículas constituintes do gás de dipolos são caracterizadas unicamente por seu 

momento dipolar m. Nesse sentido, o gás de dipolos corresponde ao regime de baixa tem

peratura e densidade no qual as partículas (pontuais) de carga oposta estão combinadas 

(,~ duas a duas e cada par está suficientemente afastado dos demais. 

O gás de dipolos, apesar de algumas dificuldades técnicas, possui um comportamento 

menos rico do que o gás de Coulomb. Em particular, permite que realizemos uma análise 

do mesmo em qualquer dimensão d > 2 de maneira unificada sem a necessidade de 

qualquer ferramenta adicional. 

Vamos considerar um ensemble de partículas de carga nula e momento de dipolo 

m E ]Rd contidas em uma região do espaço ]Rd. Sejam duas partículas Çl e 6 com 

momentos dipolar ml e m2 e localizadas em x, y E ]Rd (x f. y), respectivamente. A 

interação entre elas é intermediada pela ação exclusiva do potencial dipolar 8: 

~~ 
~ (3.0.39) 8(6,6) . - (ml . Da;) (m2 . Dy) w(x, y), 

onde w(x, y) w(lx yl) é o potencial coulombiano dado pela função de Green do 

laplaciano com condições de contorno livres (1.0.2). Levando em conta a forma da função 

de Green, podemos também expressar o potencial em ]Rd como 

8(6,6)= 1 ml·m2Ix-yI2-d(x-y).ml(x-y).m2(3.0040) 
(Jd Ix-y ,.~ 

79 
l' .. 

http:ml�m2Ix-yI2-d(x-y).ml(x-y).m2
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o suporte para a distribuição dos dipolos será o mesmo utilizado para o gás de Cou

10mb bidimensional. Portanto, consideraremos as redes AN C Zd dadas por 

AN [_LN + LN+1,LN]d n Zd. 

Definimos em AN a configuração m como uma função m : AN -t ll~d que associa a cada 

ponto x da rede AN um vetor momento de dipolo m (x) E Rd. 

A interação dipolar, como ilustrado pela expressão (3.0.40), não depende apenas da 

distância entre os dipolos. Portanto, para definir o potencial di polar na rede AN e construir 

assim o funcional energia total, devemos antes estabelecer o significado da expressão 

(3.0.40) em AN considerando que as distâncias entre seus pontos é calculada a partir 

da pseudo-métrica hierárquica (2.0.9). Assim, relembrando a forma do potencial que 

adotamos para o gás de Coulomb (1.0.1), iremos considerar inicialmente o potencial entre 

dois momentos de dipolo m(x) e m(y), localizados em respectivamente em x, y E AN C Zd, 

descrito pela expressão 

d m(x) . r(x, y) m(y) . r(x, y)H (m(x), m(y)) = m(x) . m(y)(3.0.41) 
2+d ' 

O"d Ilr(x, y)11 O"d Ilr(x, y)11 

onde r(x, y) é o vetor de componentes 

sinal((x)i (y)i) L , (X)i (Y)i 

, se dL(x, y) L 

o , (X)i = (Y)i 

(r(x, y)\ = 

sinal((x)i - (y)i) dL((X)i, (y)i) ,(X)i =1= (Y)i , 
L,," 

,se dL(x, y) > L 

o , (X)í (Y)i 

cuja norma Ilr(x, y)11 é dada por 

Ilr(x, y)11 dL(x, y). 
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Uma vez definida a interação entre os dipolos, construímos â semelhança do capítulo 

anterior, a medida de Gibbs para o ensemble grande canônico através dos funcionais 

energia total e peso a priori. A cada configuração m definimos o funcional energia total 

E : (IRd ) AN -t IR, 
1

E (m) = 2 L H (m(x), m(y)) 
Q x,yEAN 

e o funcional peso a priori F : (IRd ) AN -t lT4, 

F(m) rr À(m(x)). 
xEA N 

Denominamos a atividade dipolar por À : IRd -t lT4, uma função integrável â Lebesgue. 

Munido desses dois funcionais podemos expressar, formalmente, a medida de Gibbs 

f.J,AN : (IRdtN 
-t 114, 

l' 
(3.0.42) f.J,AN (m) . "...,1 F (m) E(m) 

onde f3 é o inverso da temperatura e 

= Jd (m) F (m) e-{3 E(m) 

é a grande função de partição. 

O comportamento de escala do potencial dipolar (3.0.41), construído com esse obje

tivo, nos permite implementar o procedimento de renormalização de maneira análoga â 

realizada no capítulo anterior para o gás de Coulomb. Vamos então considerar para cada 

configuração m com suporte em AN 1 a configuração m formada pela soma reescalada dos <" 
momentos em blocos com L d sítios. Essa nova configuração m possui suporte na rede 

contraída AN - 1 e é dada por 

1
(3.0.43) m(x) = - L m(Lx y)

ê 
O:<;Yi<L 
i=1,2""jd 

onde ê = ê(d) é uma escala que depende da dimensão do espaço Zd ~ AN . 

( 
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Em termos dos pontos da rede AN-l' a energia total de uma configuração m com 

suporte em AN pode ser escrita como 

1 
(3.0.44) EAN (m)=2" L L H(m(Lx+(),m(Ly ç)). 

x,yEAN_l ç;,çj 
i,j=1,2" .. ,d 

A partir da definição do potencial H, (3.0.41), temos que 

EAN(m) ~ t;2 L H (m(x), m(y)) + ~ L H (m(Lx + (), m(Lx + ç))
2 

xj:yEAN-l xEAN_l 

1 t;2 1 t;2 

2 Ld L H (m(x), m(y)) + 2" údLd L m(x)2 
xj:YEAN-l xEAN- 1 

d
2ÚdLd L L m(Lx + () .e((, ç) m(Lx + Ç) . e((, ç) 

xEAN-l ç;,çj 
i,j=1,2, ... ,d 

onde e((, ç) = r((, ç)/L. Pela escolha da escala 

L d 2(3.0.45) t; = / , 

temos que 

1
(3.0.46) EAN(m) EAN _ 1 (m) + 2" L (1 L-d)m(x)2 - L Ho(x, m) 

xEAN_l xEAN-l 

onde o termo Ho(x, m), 

(3.0.47) Ho(x, m) = -.!!. L m(Lx + () .e((, ç) m(Lx + ç) . e((, ç) 
í' 

Çi,Ç,j 
i.j=1,2~ ... ,d 

corresponde à parcela da auto-energia dos dipolos da configuração m que relaciona-se à sua 

"e5trutura interna". Isto é, mesmo que inicialmente os dipolos sejam caracterizados pela 

ausência de estrutura interna, ou seja, dipolos cuja auto-energia é dada por m2/(údLd), 

o procedimento de renormalização acrescenta, a cada passo, termos de auto-energia da 

forma (3.0.47). 
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A relação entre as energias totais para as configurações m e m dada por (3.0.46) con

trasta com a correspondente relação no caso do gás de Coulomb (2.0.14) pela presença 

do termo Ho(x, m). Ao contrário do gás de Coulomb, no qual a energia da configuração 

na rede AN pode ser expressa exclusivamente em termos do estado interno (carga total) 

das partículas nos pontos da rede AN - b a energia de uma dada configuração de dipolos 
"\\ 
~'i; 

depende da maneira como eles estão distribuídos mesmo no nível dos vizinhos mais pró

ximos. Como veremos, essa propriedade se refletirá na forma como a atividade dipolar 

é transformada pelo grupo de renormalização e será o motivo principal que nos leva a 

assumir uma forma mais simples para a interação dipolar. 

Relembrando a definição formal para a transformação de grupo de renormalização 

como o mapa RLd sobre o espaço das medidas de Gibbs, 

r', [RLdJ.tANl (m)· r d(m) J.tAN(m). 
",,-' ( lRdt N} : 

mconstante 

Podemos observar que, em virtude da expressão (3.0.46), a transformação de grupo de 

renormalização para a medida de Gibbs induz uma transformação sobre o funcional peso 

a priori que passa a ser descrito por 

F'(m) rr X(m(x)), 
xEAN - 1 

onde 

_L(l-L-d)mP Y(L ~m),e 2<Td(3.0.48) X(m) . [9?LdÀ] (m) 

tÇ,'~ 

T(m) ~ L.-, I}dm(() 6 (m 2(m(()) Ho(O,m) rr À(m(()) 
( 

e ( indexa os vetores que ligam os vizinhos mais próximos (distância hierárquica dL L). 

A equação para transformação da atividade dipolar dada pela expressão anterior não está 

definida para todas as temperaturas e qualquer atividade pois o primeiro termo no produto 

de convolução não é integrável e portanto a integrabilidade da atividade transformada 

dependerá do balanço entre as contribuições do termo exp (-f3Ho(O, m)) e das atividades. 

í. 
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Como ilustração vamos considerar o caso mais simples que pode ser verificado diretamente: 

a rede bidimensional com L 2 e com atividade inicial dada por 

tzm2À(m) 2~Z e- Z > o. 

De acordo com a transformação (3.0.48), temos que 

1 zS _1 (sa+ZZ-2C1<z-a 2 )m2
N(m) ~T===~====~==~~e 2 z ,

87f J(z - a)(z + a)2(z + 3a) 

onde a = f3/87f. A atividade transformada ê integrável na variável m E JR2 apenas para 

temperaturas que satisfaçam a desigualdade 

13 < 47f(1 + V5)z - 130· 

Se aplicarmos novamente a transformação, a atividade resultante será integrável apenas 

para os valores de 13 tais que 

13 < 27f (3 - V5 + J6J5- V5) z - 131 < 130; 

e assim, sucessivamente, teremos uma seqüência decrescente de valores críticos f3n, n 

0,1, ... Os valores 130 e 131 são os únicos que podem ser calculados explicitamente, os de

. mais podem ser obtidos por meio de métodos numéricos como, por exemplo, o método 

de Newton-Raphson. Uma análise numérica preliminar indica um comportamento expo

nencial em n para f3n o que aponta a existência de um valor 13* = limn-l'oo f3n 87fz. 

Conseqüentemente, o grupo de renormalização entendido como a transformação (3.0.48) 

estaria definido apenas na região de temperaturas suficientemente altas, 13 < 13* = 87f. 

Em vista das dificuldades mencionadas no parágrafo anterior, ao invés de estudar o 

gás de dipolos através do potencial (3.0.41), utilizaremos uma versão simplificada dada 

pela expressão 

<I>D (m(x), m(y)) . m(x)· m(y) (3.0.49) 
Ilr(x, y)ll d 
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Esta forma do potencial dipolar foi estudada também por Gaw~dzski e Kupiainen [30]. 

Equivale à situação em que os momentos de dipolo estão imersos em um espaço ortogonal 

ao espaço ocupado pelos pontos da rede, assim o segundo termo do potencial (3.0.41) é 

sempre nulo e resultando na expressão (3.0.49). 

A implementação de grupo de renormalização que utilizaremos nesta situação é a 
t~ 

mesma. O efeito causado pela alteração do potencial dipolar se faz sentir pela ausência 

do termo exp( -f3Ho(O, m)) no produto de convolução que define a transformação da 

atividade (3.0.48). A transformação da atividade é dada por 

_L(1-L-d)m ( \ * * À ) (L~m).(3.0.50) À'(m) . [9?LdÀ] (m) e 
2 
~2<7d 

(Ld_l) produtos 

3.1. A transformação de GR infinitesimal (limite L.} 1) 

(. Como estamos interessados em obter o limite L .} 1 da transformação, iremos con

siderar a versão sine- Gordon para a transformação da atividade. A transformação na 

versão sine- Gordon está definida para valores do parâmetro L que pertençam ao con

junto dos números reais maiores do que a unidade; como ilustrado no diagrama (2.1.3), 

a transformação dipolar com L dado por um número real pode ser considerada como 

uma interpolação entre as transformações definidas pelos parâmetros Lt e L~ inteiros 

imediatamente inferior e superior a L d , respectivamente. 

I·.··Utilizaremos a transformada de Fourier e sua inversa dados respectivamente por 

[J'f](x) f(x) r dd y f(y)e- íY'X, [J'j](y) =f(y) = _1_ r dd x f(x)eiY·X. 
IÇ), JlRd (27r)d JIRd 

Através da transformada de Fourier, definimos a transformação da atividade na versão 

sine-Gordon, DtLd, pela expressão: 

x[DtLdÂ] (x) . [O] (x) = (2~)d Ld ddYÀ'(y)e-íY· . 

Os teoremas de convolução para transformadas de Fourier garantem a troca de produtos 

ordinários por produtos de convolução e vice-versa, portanto a transformação para a 

" 
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atividade dipolar toma a forma 

(3.1.1) [ViLd:\] (x) = [rM * :\Ld] (L~x), 


onde rM é uma distribuição gaussiana d-dimensional com média zero e matriz de variância 


,8(1 L-d )
(3.1.2) M Ld Id'

ad 

Id é a matriz identidade d x d. 

De maneira análoga ao caso do gás de Coulomb, a transformação da atividade na 

versão sine-Gordon corresponde à solução de uma equação a derivadas parciais. No caso 

do gás de Coulomb, a equação diferencial trata-se da equação do calor. No entanto, como 

a expressão (3.1.1), além da convolução com uma distribuição gaussiana, dispõe também 

de uma escala Ld/2 no argumento, a equação diferencial equivalente é a equação conhecida 

como equação de Ornstein- Uhlenbeck: 

(3.1.3) gt D . CDg 8 x . Dg, g(O) go, 

onde C é uma matriz positiva definida e 8 é um escalar. 

O apêndice B contém algumas das propriedades dessa equação e sua solução, em 

. particular, o resultado pelo qual temos interesse imediato. 

TEOREMA 3.1.1 (Equação de Ornstein-Uhlenbeck). 

Seja C uma matriz positiva definida d x d, um escalar 8 e uma distribuição de quadrado 

integrável go E L 2 (IRd). Vamos considerar a seguinte equação linear a derivadas parciais 

gt +Ag O, g(O) = go 

onde -A é o operador diferencial auto-adjunto 

-A = D· CD- 8x -D. 
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Então, a equação possui uma solução g( t), 9 E cw (Jl4, L 2 (]Rd)) J dada pela ação do 

semigrupo analítico {e-tA h>o: 

g(t) e-tAgo :Dgbu *go](x) , 

onde para uma função f(x)t> 
"" 

:Dg[j](x) . f (e-Jx) 

e 'TU é a distribuição gaussiana com matriz de variância dada por 

u (1 e-2g 
) C. 

Assim, a partir do teorema 3.1.1 e das expressões (3.1.1) e (3.1.2), podemos reescrever 

a ação do grupo de renormalização sobre a atividade dipolar como a ação de um semigrupo 

analítico (de t = O a t 1) gerado pelo operador diferencial auto-adjunto, t:, 

À
L[ ~J [( d InL d ) ~ d](3.1.4) DtLdÀ (x) = exp f3 n T" Id Ll 2lnL (x· D) (x). 

Da mesma maneira empregada no capítulo anterior, definimos o potencial efetivo a partir 

do logaritmo da atividade após n aplicações da transformação (3.1.4) , 

(3.1.5) u(x;n,L) ~ In ((DtLdr~(X)). 

Por um abuso de linguagem, redefinimos o potencial efetivo após os limites L 4- 1 e n -+ 00 

que definem a nova variável (contínua) t = nlnL. 

.,."
",..~ DEFINIÇÃO 3.1.2 (Potencial efetivo nas variáveis x e t). Definimos o potencial efetivo 

u : Jl4 x ]Rd -+ ]R, u = u(t, x), como o limite de u(x; n, L) para L.} 1 e n -+ 00 de forma 

que t = n In L é mantido constante; isto é, dado um t E Jl4, 

(3.1.6) u(t, x) = lim u (x; I t , L) - lim u (x; n, e~) . 
L.j,.l n L n-+oo 

A seguinte proposição trata do passagem da transformação (3.1.5) para uma equação 

diferencial parcial para o potencial efetivo. 

( 
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PROPOSIÇÃO 3.1.3 (Equação diferencial parcial para o potencial efetivo). 

O potencial efetivo definido em 3.1.2 satisfaz a seguinte equação diferencial, 

d
(3.1.7) Ut = 13- (!lu IDuI2) - ~x . Du + d u. 

2ad 

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração desta proposição é análoga à demonstração da propo

sição 2.1.3. Neste caso a transformação (3.1.5) relaciona o potencial efetivo antes e após 

a sua ação pela expressão 

(3.1.8) 
d t 

u (x; n + 1, L) = In {exp [13 2ad n Id !l ~~ (X.D)] exp [_ed*U{x;n,L)]}, 

lembrando que ti = (n + 1) In L e t = n In L. Segundo a definição 3.1.2, a expressão acima 

permite que calculemos a derivada parcial em t do potencial efetivo u(t, x). 

Expandindo o lado direito de (3.1.8) em potências de 1 teremos, 
n 

ti ) 13 2 ) t(1 ( 1 ) (3.1.9) u ( x;n+1,e n +l =u+d u- 2 x . Du - 2ad (-!lu+IDul) n +0 n2 ' 

onde, por simplicidade, omitimos os argumentos de u u (x; n, et1n ) . E a partir da 

definição de derivada parcial e de 3.1.2, 

. U(tl,X) - u(t,x)
Ut(t, x) 1lm--'----

t' +t ti t 

. . u (x; n + 1, ) u (x; n, n)
(3.1.10) hm hm --'---------"----'-----'

t'+t n-+oo ti - t 

Combinando as expressões (2.1.15), (3.1.10) e levando em conta que ti (n 1) In L 

(1 + n-1)t teremos 

. n {[ 1 13 ( 2)] tUt(t, x) 11m - d u - - x . Du - - -!lu + IDul 
n-+oo t 2 2ad n 

+ ~ (~2) }) 
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o que resulta na equação diferencial parcial do enunciado da proposição. • 
De maneira análoga à do Gás de Coulomb, devemos impor sobre a equação (3.1.7) 

condições que sejam compatíveis com as propriedades da função peso a priori, em par

ticular, a normalização e a invariância por rotação das soluções. Podemos observar pela 

transformação (3.0.50) que se inicialmente o meio for isotrópico, ou seja, o peso a priori t,
~"". 

depende apenas do valor em módulo do dipolo, então o sistema formado pelos blocos de 

dipolos manterá essa propriedade. Portanto, partindo de uma condição inicial que seja 

invariante por rotação, a solução de (3.1.7) também o será. 

A outra propriedade que devemos levar em conta é a normalização. A transformação 

do grupo de renormalízação descrita pela equação (3.0.50) não garante a normalização 

do peso a priorí. Naturalmente, essa propriedade se reflete na equação para o fluxo do 

potencial efetivo. De acordo com a equação para o potencial efetivo, e levando em conta 
• ~ 

apenas as soluções que possuem simetria radial, teremos que na origem x O, as soluções 

satisfazem a seguinte relação, 

(3.1.11) d
1 

Ut(t, O) ~!:::..U(t, O) + u(t, O), 
20"d 

uma vez que Dulx=o = Opara todo t. 

Portanto, de maneira análoga ao caso do Gás de Coulomb, devemos utilizar um mul

tiplicador de Lagrange na equação (3.1.7) para garantir que a sua solução corresponda a 

um peso a priori normalizado. O multiplicador a ser incluído na equação para o potenci

al efetivo "controla" a normalização ao retirar retirar o laplaciano da expressão anterior. 

t~ Assim a equação para o potencial efetivo normalizado, u(t, x) é dada por 

d D~ d- f3 A~I(3.1.12) Ut = f3~ (!:::..u - IDuI2
) -x' u+ u- -uU 

20"d 2 20"d x=O 

com condição de contorno u(t, O) = O. 

Uma vez fixada a condição inicial uo(x), as soluções para o potencial efetivo em suas 

formas normalizada e não normalizada estarão relacionadas através das expressões 

(3.1.13) u(t, x) u(t, x) u(t, O) 

( 
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e 

l t 

(3.1.14) u(t,x) = u(t, x) + 2
d dsed(t-s)~u(s,O). 
(Jd o 

3.2. Soluções triviais e de equilíbrio 

Os pontos fixos do grupo de renormalização correspondem às soluções de equilíbrio 

da equação diferencial parcial para o fluxo do potencial efetivo (3.1.7). O resultado dessa 

seção estabelece que a única solução de equilíbrio da equação para o fluxo do potencial 

efetivo é a solução trivialmente nula. Esse resultado deve-se originalmente a [22], a partir 

de um argumento variacional sugerido por Giga e Kohn [31] para estudar o surgimento 

de singularidades auto-similares para uma equação não linear do calor. Como veremos 

esse argumento pode ser aplicado também às equações (3.1.7) e (3.1.12). Em seu artigo, 

Felder considera a seguinte equação para o fluxo da atividade dipolar d-dimensional: 

2 d
(3.2.1) Ut - ~ (~u - IDuI ) -x . Du - d u = O. 

2 

Acompanhada do teorema sobre a sua solução de equilíbrio. 

TEOREMA 3.2.1 (Felder, 1987) . 

. Seja u* : JRd -t JR uma solução estacionária de (3.2.1) limitada inferiormente e C2 
. Então 

u é identicamente nula. 

Como veremos a seguir, podemos estabelecer o mesmo resultado para a equação que 

descreve a evolução da atividade dipolar normalizada (3.1.12). A prova é muito semelhante 

à prova da teorema 3.2.1. Antes porém, por simplicidade, iremos considerar algumas 

transformações de escala que retiram a dependência explícita de (3.1.12) em relação aos 

parâmetros fJ e d. 

As transformações 

§. d 
t r-+ -tx r-+ Vfjx, 2 ' 

I"·, 

(" 

, . 
! 

I 
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permitem reescrever a equação para o fluxo da atividade dipolar (3.1.12) como 

(3.2.2) Ut = !::"u - IDul 2 
X . Du + 2 u - !::,.ulx=o 

com condição inicial u(O,x) = UO(y'ad/f3x). Sobre a solução de equilíbrio da equação 

#'" anterior podemos afirmar que: 
z:}·< 

TEOREMA 3.2.2. 


Seja u* : lRd -+ lR uma solução estacionária de (3.2.2) limitada inferiormente e C2
• Então 


u é identicamente nula. 


DEMONSTRAÇÃO: Seja g exp [-u* (x)]. Se u* é solução estacionária de (3.2.2) então g é 

uma solução positiva da equação 

(3.2.3) !::"g - x . D g + 2g In g - g ( D glx=o) = O.., 
~. 

A demonstração consiste em verificar que o gradiente de g é constante. Com esse objetivo, 

utilizaremos três identidades obtidas pela multiplicação da equação (3.2.3) por g, Ixl2 g 

e x· Dg, seguida da integração em lRd com o peso e-lxI2/2. Como, por hipótese, a solução 

u* é limitada inferiormente, a operação mencionada resultará nas seguintes identidades, 

Jl 0, 

J2 0, 

J3 0, 

originadas dos termos g, Ixl2 g e x· Dg, respectivamente. As integrais Jl, J2 e J3 são dadas 
~ 

por 

Ixl ( 2 
2Jl 1ddx e--

2 

-IDgl 2g2 In g - l K) , 
IRd 

J2 id ddxe (-lxI2IDgI2 - 2gx· Dg 21xl2g2ln (2 - Ixl2 (22 K) ,-

J3 
JIRd 
r ddxe- ( -ID(212 (2x.D(2+21 ( Ixl 2 d) (-ID(21 2 - 2(221n (2 + (22 K)) , 

f, 
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onde K = .6.Qlx=o' 

Pela escolha da combinação linear das integrais acima, na forma 

dJl J2 2J3 O, 

temos a seguinte identidade 

1 d ~ 2-2 d x e- 2 IDQI = O. 
IRd 

Portanto, Q é uma função constante e, de acordo com (3.2.3), Q 1. Assim, em concordân

cia com condição de contorno u(t,O) Oobedecida pelas soluções de (3.2.2), concluímos 

que u* O. • 
N a realidade, como podemos observar pela demonstração do teorema anterior, basta 

supor que a solução estacionária u* seja limitada inferiormente por -8 x2para algum s 

real positivo. 

Além da solução trivial nula, a equação (3.2.2) possui ainda uma família de soluções 

exatas, não estacionárias, indexadas pelo parâmetro real positivo k, 

(3.2.4) u(t,x) = , , k 
AL .. Ixl2 , 

A menos de uma constante de normalização N, essas soluções correspondem a atividades 

dipolares À(m) 
1 ..JL(21L+dt)lmI2e 20"dÀ (m) - " 

N 
; 

Ou seja, se partirmos de um sistema descrito inicialmente por um peso a priori (ativi

dade dipolar) de perfil gaussiano, o mesmo é preservado pela transformação de grupo de 

renormalização. A ação da transformação consiste em concentrar a medida em torno da 

origem. 
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Lembrando que a atividade dipolar é dada pela transformada inversa de Fourier de 

exp(-u) (3.1.5) e de acordo com o teorema 3.2.2, temos então que o ponto fixo da trans

formação, encontrado a partir da solução estacionária u* de (3.2.2), corresponde à distri

buição delta de Dirac, À(m) 6(m). 

o subespaço invariante das soluções para a evolução do potencial efetivo dipolar con
l:" 

trasta fortemente com o subespaço das soluções para o potencial efetivo das cargas no 

caso do gás de Coulomb. Aqui o único estado de equilíbrio regular é a solução trivial nula. 

Não há bifurcação e portanto o gás de dipolo possui como único estado de equilíbrio uma 

distribuição caracterizada pela ausência de dipolos em grandes escalas. 

11,( 

3.3. Existência e unicidade 

Nesta subseção apresentaremos uma tentativa de demonstração da existência e unici

dade da solução da equação para o fluxo não normalizado do potencial efetivo dipolar. De 

maneira análoga à utilizada na demonstração da existência e unicidade da solução para a 

equação do gás de Coulomb, empregaremos aqui uma abordagem via teorema do ponto 

fixo de Banach. 

Vamos considerar a equação para o fluxo não normalizado do potencial efetivo. Re

alizamos essa escolha por simplicidade e pela possibilidade de transportar os resultados 

obtidos para a solução da equação normalizada através da relação entre as duas (3.1.13) 
t~ 

e (3.1.14). 

A partir dessas considerações, seja o problema de valor inicial dado por 

d
(3.3.1) dl + Az F(z) = 0, z(O) = Zo, 

definido em um espaço de Banach X a ser determinado. O operador diferencial linear A 

é dado por 

(3.3.2) Az= +x·Dz 

.;; 
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e o operador não linear F : X ---+ Y 

(3.3.3) F(z) = IDzl2 + 2z. 

Relembrando os resultados do capítulo anterior, a abordagem via teorema do ponto fixo de 

Banach tipicamente garante além da existência e unicidade locais, a dependência contínua ( 

com respeito à condição inicial. A sua aplicação exige em geral dois espaços de Banach 

distintos X e Y. O espaço X é o espaço onde a solução, z(t) E X, reside. O espaço Y é o 

contra-domínio do operador não linear F. O operador linear é o gerador de um semigrupo 

linear fortemente contínuo T(t), a partir do qual é possível descrever a equação diferencial 

na forma integral 
t 

z(t) = T(t)zo + l dsT(t s)F(z(s)). 

Assim, a validade do teorema depende do comportamento da norma de T(t) : Y ---+ X na 

vizinhança de t = Oe do operador não linear que deve ser localmente Lipschitz, i. e.) dado 

um x E X e uma vizinhança de x, V C X, diz-se que o operador é localmente Lipschitz 

se 

IIF(y) - F(x)lIy :; K!ly - xlix 

para todo y E V. 

Uma vez garantida a existência e unicidade locais é possível estender esses resultados 

para todo o tempo através do lema de Gronwall. 

Podemos notar por sua definição que o operador A possui o domínio minimal formado 

pelas funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em IRd , Cgo(IRd ). Nesse 

domínio, vamos considerar o produto interno com peso gaussiano, (.). )'Yd dado por 

- 1 1 - d! Ixl2

(3.3.4) (i ,g)'Yd - (ôl_\rll'1 e d x i(x)g(x). 
IR.d 

• 
Podemos verificar que o operador A é simétrico nesse domínio, assim, dadas duas funções 

i, 9 E Cgo(IRd 
), 

(3.3.5) (Ai, g)'Yd = (f, Ag)'Yd 
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e 

(3.3.6) (Ai, f)'Yd (Di, D f)'Yd 2:: O 

Levando em conta que o espaço vetorial ego (lRd ) ê denso no espaço das funções de quadra

do integrável L2(lRd, drd ) L2(rd), vamos considerar as derivadas presentes no operador<> 
A em sua forma fraca. De acordo com o lema B.O.11, o domínio do operador ê tal que 

D(A) {i E L2(rd) : Ai E L2(rd)} = H 2(rd), 

e seu espectro ê puramente pontual 

a(A) = {n : n E N}. 

Pela densidade de ego(lRd) em L2(rd), as propriedades de simetria (3.3.5) e não negati

vidade (3.3.6) do operador A são válidas também no espaço L2(rd)' Se somarmos a isso 

o fato de que o domínio do operador, dado pelo espaço de Sobolev H2(rd), ê denso em 

L2(rd) podemos utilizar a construção de Friedrichs para obter a extensão auto-adjunta 

do operador A, AID(A), que, por um abuso de linguagem, designaremos como A. 

Por ser auto-adjunto, o operador A ê támbém setorial. Assim, os mesmos argumentos 

utilizados na demonstração de existência e unicidade das soluções da equação diferencial 

para o gás de Coulomb, podem ser empregadas na presente equação, bastando apenas 

verificar as exigências da prova para as estimativas do operador linear e da parte não 

linear da equação (3.3.1). 

~ De acordo com as propriedades da parte linear do operador (operador O-V), uma 

escolha adequada dos espaços é por 

x = H1(rd) D (Al/2) e Y = L2(rd)' 

De modo análogo ao utilizado na prova do teorema 2.2.1, vamos considerar a solução 

da equação diferencial como um elemento z E e([O, T], X) com norma 

Ilzllc([O,T],Hlbd)) = sup Ilz(t) IIH1bd) . 
O<t<T 

c 
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Portanto, verificamos a existência e unicidade local se as seguintes condições forem satis

feitas, 

(3.3.7)e- tA H 1 (rd) -7 H1(rd) é um semigrupo fortemente contínuo parat 2: O, 

(3.3.8) F H1(rd) -7 L2(rd) é um operador localmente Lipschitz, 

(3.3.9)e- tA L2(rd) -7 H1(rd) para t > O, 

(3.3.10) Ile-tA ll q L2(l'd),Hl(l'd» ::::; Cr€ para t E (0,1] e algum é < 1. 

A primeira condição segue do lema B.O.11 e do fato de que a base formada pelos polinômi

os de Hermite é densa em H 1 (rd)' Vamos então nos concentrar em demonstrar as demais 

condições. Iniciaremos pelas condições que envolvem diretamente a parte linear da equa

ção: as condições (3.3.9) e (3.3.10). Por fim verificaremos que a condição de Lipschitz 

para o termo não linear não é satisfeita. 

Seja um f E L2(rd)' A cada n 0,1, ... indicamos por Pn, Pn : L2(rd) -7 iJn C 

L2 ('Yd), o projetor sobre o subespaço iJn que é formado pela combinação linear de polinô

mios de Hermite Hv onde v = (V1,' .. ,Vd) é um multi-índice tal que Ivl = '2:..t=l Vi = n . 

. Os subespaços nk são mutuamente ortogonais e sua soma direta coincide com o espaço 

das funções de quadrado integrável com peso gaussiano, ou seja, L2('Yd) = EB~=o iJn' 

De acordo com a definição dos polinômios de Hermite, B.0.9, a norma de Sobolev 

Hl(rd) para Hv é dada por 

(3.3.11) IIHvll~lll'd) = IIHvlli2 hd) + IIID Hvllli2(l'd)' 

A identidade (B.0.13) permite relacionar as derivadas parciais dos polinômios do subes
, 

paço nn aos polinômios do subespaço nn-l : 

a
-H (x) = rz;:H 1 (x)!l 1/ V Vi v} ,···,l/i- "",Vd ,
VXi 
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onde Ivl = n. Como, por definição, IIHvlli2('Yd} = 1, a identidade anterior permite avaliar 

a norma de Sobolev (3.3.12) 

IIHvll~lC1'd} 1 + Ivl = 1 + n. 

Assim, a norma de Sobolev de e-Atf pode ser estimada começando por sua decompo
~ 

sição por meio dos projetores Pn : 

00 

e-Atf e-At '2:: Pnf 
n=O 

00

'2:: e- ntPnf, 
n=O 

a última igualdade segue do lema sobre o espectro do operador (semigrupo). Cada proje

f" ção Pnf é constituída por polinômios Hv com Ivl = n, logo 

00 

(3.3.12) 	 Ile-Atfll~lC1'd} = '2::(1 + n)e-nt IIPnflli 2 C1'd}' 
n=O 

Como por hipótese f E L2(')'d), temos que 

00. 

Ilflli2C1'd} = '2:: IIPnflliz(.Yd} < 00. 

n=O 

E assim, em vista de (3.3.12), podemos notar que Ile-Atfll~lCYd} < 00 para qualquer t > O, 

ou seja, a condição (3.3.9), : L2 (')'d) ---+ H1C!'d) é satisfeita. 

Há pelo menos duas maneiras simples de estimar superiormente a expressão (3.3.12), 

podemos limitar superiormente a norma da projeção pela norma de f, IIPn f11 L2bd} :::; 

IlfllL2bd»e então calcular o somatório En(1 + n)e-nt ; ou então encontrar o maior termo 

entre (1 n)e-nt e utilizá-lo para majorar a soma. Dessa forma, ao menos formalmente, 

limitamos a norma de Sobolev de e-At f por 

Ile-AtfII Hl C1'd) :::; C(t) IlfIIL2(.Yd}' 

(. 

http:IlfIIL2(.Yd
http:IIPnflliz(.Yd
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onde 
00 1/2 1~ } 

C(t) = min ~(1 + n)e-2nt 
, (m;xU + n)e-nt

) .
( ){ 

Não é difícil verificar que 

00 
1LU + n)e-2nt 4(1 + coth t) 

n= 

e que 

.!..e2t- 1 
2t' 

O< t < 1 
- 2 

m;x(l + n)e-nt 
::; 

1, t> } 

Portanto, temos que 

Ile- At JIIH1bd) ::; ,1 IIJIIL2 bd) ===:} Ile-At ll.qH1bd),L2(_Yd)) ::; ~. 

para O < t ::; 1 e assim verificamos a condição (3.3.10) com E = 1/2. 

Resta verificar a condição de Lipschitz para o operador não linear F. Sejam duas 

funções J, 9 E H2(ryd) sobre as quais age o operador não linear F, 

F[J] - F[g] IDJI2 -ID912+ 2(f - g) D(f + g) . D(f - g) + 2(f - g). 

Vamos nos concentrar no termo não linear de F, 

IID(f g). D(f g)II~2bd) r d1'd ID(f + g)12ID(f _ g)1 2 
.

llRd 

A partir da última integral e da desigualdade de Hõlder com p E (1,00), temos que 

(3.3.13) IID(f + g) . D(f g)II~2(?d)::; IID(f + g)II~2P(?d) IID(f g)II~2P'bd)' 

onde l/p + l/p/ 1. Para que a desigualdade seja válida, os elementos J e 9 devem , 

pertencer aos espaços L2P(ryd) e L2p' (ryd). Se esses mesmo elementos satisfazem a equação 

diferencial então pertencem ao domínio do operador A, ou seja J, 9 E H 2 (1'd)' Portanto, 

as funções dadas pela norma do gradiente (no sentido fraco) de J e 9 pertencem ao espaço 

de Sobolev H1 (ryd)' Os teoremas de imersão para espaço de Sobolev Wm,P(O) para um 
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aberto contíguo e limitado 11 C IRd garantem a imersão compacta W m ,P(11) CC Lq(11) 

para 1 ~ q < 00 quando mp d. Como para qualquer elemento Df E H 1 (I'd) é 

sempre possível encontrar uma função ( E CÜ(IRd) tal que ( Df E H 1 (11), temos que 

os elementos dados por IDfl, IDgl E H 1(')'2) pertencem também ao espaço Lq(')'2) para 

qualquer 1 ~ q < 00. 
~ 

Porém, não é possível utilizar a desigualdade de H51der em (3.3.13) com p 1,00, 

pois neste caso, como podemos verificar facilmente, os polinômios xn não pertencem ao 

espaço L=(')'d)' 

A presente situação é distinta daquela em que o operador diferencial linear é formado 

apenas pelo operador de Laplace. Na ausência do termo x . D, podemos trabalhar com o 

par de espaços de Banach LP(lRd ) e']) ((1 6.)a:) L~a:(IRd) para um real o ~ O. O espaço 

L~[JlR.d) é conhecido como espaço do potencial de Bessel [61] e constitui uma "extensão" 

f 	 do espaço de Sobolev Wm,p(IRd) nos casos em que m não é um inteiro. Para 1 < p < 00 e 

20 E N ele equivale ao espaço W 2a:,p(IRd). A vantagem de se utilizar esses espaços são as 

suas propriedades de imersão; além das imersões próprias aos espaços de Sobolev quando 

20 E N e 1 < p < 00, ele possui também as imersões: 

• 	 20p < d: Existe um q* = pd/(d 20p) tal que para qualquer p < q < q* 

verificamos a imersão L~a:(IRd) C LQ(lR). 

• 	 20p > d: Para qualquer O :S v < 20 d/p verificamos a imersão L~a:(lRd) C 

~~ 
~.'i 	 C[v],v-[v] (lRd ). 

• O :S k < 20, k E N: Existe um q** = pd/(d p(20 k)) tal que para qualquer 

1 < q :S q** verificamos a imersão L~a:(lRd) C wk,Q(lR). 
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i 
I 

Portanto é sempre possível encontrar um par de espaços LP(lRd ) e L~a:(IRd) com (1/2 + 
d/2p) < o < 1 o que implica a imersão L~Q(IRd) C C1,é(IRd). Como os elementos do 

espaço são formados por funções contínuas, limitadas, com primeiras derivadas também 

( 
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contínuas e limitadas, podemos utilizar a desigualdade de Hõlder 

IID(f + g) . D(f g)lltp(lRd) < IID(f + g)llt=(lRd) IID(f g)lltp(lRd) 

< K li! + gllf~,,(lRd) li! gllf~,,(lRd) 

K' li! - gllf~,,(lRd) . 

A ausência de imersões dos espaços de Sobolev com peso em espaços de funções contí

nuas e limitadas impede a utilização da desigualdade de Hõlder saturada e por este meio 

não somos capazes de verificar a condição de Lipschitz local para a parte diferencial não 

linear do operador F. 

N a realidade, podemos construir espaços a partir de potências fracionárias do operador 

O-U, esses espaços são descritos em [8], porém as imersões disponíveis [27] são em espaços 

de funções contínuas com crescimento limitado por uma gaussiana com média zero e sinal 

trocado e assim, os elementos desse espaço não possuem estimativas 11'llv""h'd) < 00. 

Sem a condição local de Lipschitz não é possível verificar a existência e unicidade 

através do teorema do ponto fixo de Banach para a equação descrita na sua forma in

tegral. Não encontramos na literatura especializada em equações a derivadas parciais 

referência sobre equações equivalentes à equação do fluxo do GR para o potencial efetivo 

dipolar. Além da tentativa esboçada nesta seção, procuramos também uma prova alterna

tiva através do princípio do máximo, nesse caso, como a equação possui suporte em todo 

JRd, procuramos aplicar uma versão não linear do princípio de Phragmen-LindelOf como 

o descrito em [55] para garantir a existência e unicidade para funções contínuas suficien

temente regulares. No entanto, mesmo nesse novo quadro, o comportamento dos termos , 

não lineares da equação no infinito dificulta uma abordagem direta por esse método. 

Até onde foi possível verificar, a existência e unicidade para essas equações diferenciais 

em espaços abstratos é um problema em aberto. 
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3.4. Análise Linear para EDP associada ao gás de dipolos 

Os teoremas 3.2.1 e 3.2.2 garantem que a solução trivial nula é a única solução es

tacionária limitada inferiormente tanto para equação normalizada (3.2.2) quanto para a 

equação de dipolos não normalizada, 

~ (3.4.1) Ut=tJ.U IDuI2 x·Du+2u. 

Por simplicidade faremos a análise de estabilidade apenas para a equação não normalizada. 

Em vista das relações entre as soluções normalizadas e não normalizadas (3.1.13), (3.1.14), 

os resultados obtidos para a uma das equações pode ser utilizado de maneira clara na 

análise da outra. 

A linearização da equação (3.4.1) em torno da solução trivialmente nula ê realizada 

simplesmente pela exclusão do termo não-linear IDuI 2
. É possível estudar a equação di

ferencial parcial resultante como um problema de valor inicial em um espaço de Banach 

convenientemente definido. Esse problema está resolvido no apêndice B. Vamos apenas 

exigir que o domínio seja formado por soluções com simetria radial. Portanto, designa

remos os subespaços de LP(rd) e Wm,Pbd) com simetria radial como L~(--Yd) e W~,Pbd) 

respectivamente. Devido a sua simetria esses espaços equivalem às versões unidimensio

nais dos espaços de Lebesgue e de Sobolev (localmente somáveis). A seguinte proposição 

trata dos autovalores e autofunções do operador linear e ê um reflexo direto das proprie

dades já estudadas no apêndice B. 

TEOREMA 3.4.1. 
iJ 

Seja A o operador linear auto-adjunto definido em (3.3.2) com domínio 1>(A) = H; (J'd)' 

O espectro de A, a(A), é dado pelo conjunto de valores reais positivos 

a(A) = {2n : n E N}. 

A cada autovalor 2n está associada uma autofunção hn , Ahn 2n hn , normalizada, 

IIhnllL2bdl -1,.-
hn(x) = 1 (~lxI2) , 

( 
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onde L~(x) é o polinômio de Laguerre. Nn é a parte angular da normalização e Np a 

parte radial, 
(27r )d/4 r(n + d/2)

NpNn = ~V;:::::::::;r(~d/;:::=;=2)' n! 

e r é a junção gama de Euler. 


DEMONSTRAÇÃO: A demonstração é análoga à demonstração do lema B.D.1I. A diferença 


está no fato de considerarmos apenas os subespaços com simetria radial. Para isso, vamos 


introduzir a função geratriz para os polinômios de Hermite em dimensão d, 

i 
i 

00 n 

(3.4.2) G (Xi r) = e-T2+2Ta.X = L ;Hn (a . x) ,a, X E JRd.a 
n=O n. 

Hn é o polinômio de Hermite de grau n. Por uma questão de conveniência, nesta demons

tração consideraremos os polinômios de Hermite definido por 

Hk(X) (_1)ke X2 d~ke-x2. 

A ação do semigrupo e-tA sobre Ga (Xi r) nos fornece informação sobre os autovalores 

a autovetores do operador diferencial A . De maneira análoga à desenvolvida em B.D.U; 

temos que 

. (3.4.3) e-tA Ga,(X' r) Ga,(X' e-tr) , I .. 

para todo vetor a E }Rd tal que lal 2 = 1/2. 


Considerando a representação de Ga (Xi r) em termos de polinômios de Hermite (3.4.2), 


a ação do semigrupo e-tA descrita pela equação anterior corresponde a seguinte relação: 

(3.4.4) e-tA Hn (a· x) = e-ntHn (a· X), 

onde lal2 = 1/2. 

A cada autovalor n, está associado um subespaço formado pelas funções Hn(a· x) tais 

que lal 2 
= 1/2. Desses subespaços, só nos interessam as funções que possuem simetria 

radial, essas serão as autofunções hn do operador A. Portanto, podemos descartar de 

imediato os polinômios de Hermite de ordem ímpar, por serem eles incompatíveis com a 

I 
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exigência de simetria radial na origem. Os demais elementos de cada subespaço devem 

ser combinados linearmente na forma de autofunções com simetria radial. 

Construímos essas autofunções c por meio da integração sobre todos os vetores a de 

módulo igual a 1/2, o que corresponde à integração sobre os ângulos no argumento dos po

linômios de Hermite de ordem par. Portanto, a menos de uma constante de normalização, 
;., 
~ 

as autofunções hn são descritas por 

(3.4.5) hn(lxl) . ~ ld dS H2n (~x. n) , 

onde Sd é esfera de raio unitário em dimensão d e n o vetor unitário perpendicular ao 

elemento de área dS. A partir da expressão anterior, encontraremos a expressão exata das 

autofunções através da escolha do vetor x paralelo à coordenada azimutal, dessa forma, 

podemos reescrever a integral anterior como 

hn(lxl) 1l1f'· d-2 (1 I )'N' o (sm e) de H2n yl2lx cos e , 

(3.4.6) 'N' 
1 

J
t 
-1 dç (1 e) H2n (~ Ix1ç) , 

onde na última passagem realizamos a mudança de variável cos e= ç. A integral (3.4.6) 

é conhecida [21, pg. 195], 

t2)a-l/2H eJxt)dt = (-1)ny'1f(2n)!f(a 1/2) a2n nln a + p Ln(x),I: (1 

para qualquer a complexo tal que !Re(a) > 1/2. Assim, com a escolha de a = (d - 2)/2,
,t~ 

teremos para d > 1, 

1 (1 2)d-2
hn(lxl) = 'N"Ln 2 21xl . 

Através das relações funcionais para polinômios de Laguerre é possível verificar direta

mente que as funções hn são autofunções do operador diferencial de Ornstein-Uhlenbeck 

com autovalor - 2n: 

(3.4.7) t::,.hn - X· Dhn = -2nhn. 

( 
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De acordo com [21, pg. 189], os polinômios de Laguerre obedecem a seguinte relação 

funcional 
d 

dx L~(x) ~ (nL~(x) - (n a)L~_l(X)).
x 

Portanto, a ação dos operadores diferenciais x . D e Ll sobre hn é descrita respectivamente 

por 

( 
2)d - d-2

x·Dhn 2n 2 n -2- Ln:'ll 

1 ( 2)d-2 ( d d-2
Llhn = I l2 (2d+4(n-1))nL;;Z-(8(n-1)+2d) n+-- Ln :' l x 2 

( 
2) ( 2 ) d-2)d - d + 4 n+-- n+ 2 -1 Ln :'2 ;

2 

para não carregar a notação , suprimimos os argumentos dos polinômios. Agora, utili

zamos uma outra identidade funcional para os polinômios de Laguerre [44] segundo a 

qual, 

L~_2(X)= 1 1 ((2n+a-l-x)L~_1(x)-nL~(x)).
n+a-

A partir dessa identidade, podemos reescrever o laplaciano de hn como 

(3.4.8) Llhn = -2 (n d; 2) 
o que permite estabelecer a equação de autovalores (3.4.7). 

A constante de normalização N' na definição da autofunção (3.4.5) pode ser divida em 

duas partes, uma angular Nn e a outra parte relacionada à normalização do polinômio de 

Laguerre no espaço L 2 h'd). Assim, 

00 

d-l ( d-2 1 2zxIlhn11 2 
L2(-Yd) m1 

JSd 
r

dS N~11o dx x Ln 2 
(121xl2) ) 2 

e- . 

A primeira integral no lado direito da equação anterior corresponde a área da superfície da 

esfera unitária em dimensão d, dessa forma a constante de normalização Nn corresponde 

à raiz quadrada do inverso desse valor. A outra constante de normalização é encontrada 
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com a ajuda da mudança de variável r = x 2 /2 para a segunda integração na expressão 

anterior, 
00 

d-2 ) 2L;;Z (r) e-r 1,~1 1 dr ( 
v p o 

o que resulta na igualdade 

~ r(n d/2) = 1 
t ~ r(n) 

• 
o autovalor de índice n = O é instável, no entanto trata-se de uma constante e na 

realidade é uma simetria contínua da equação diferencial e a normalização da solução 

descarta esse modo. Os demais autovalores do operador A 2 são da forma 2 (1 - n) para 

n 1,2,3, ... Podemos notar que o índice n 1 corresponde a um autovalor nulo, no 

entanto, ele está associado à autofunção h I cuja forma normalizada corresponde à função 

L:~2 (~lxI2) _ (O) = 1 Ixl2.h I 2 

Como foi visto na seção anterior, as funções quadráticas constituem uma solução do 

problema não linear (3.2.4) que decresce polinomialmente com o tempo. Portanto, apesar 

do autovalor de UI ser linearmente margin~l, essa autofunção é estável. 

.. 

i 

(l 

( 



) 
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CAPíTULO 4 

Renormalização para a série de Mayer 

t 
Podemos entender a série de Mayer como uma expansão em série, desenvolvida a partir 

do gás ideal formado por partículas não interagentes. 

Vamos considerar o sistema constituído por um número contável de partículas cujo 

estado é descrito pelo par (x, a) ~, onde x representa a posição da partícula em um 
;' 

domínio A e a é a variável que descreve o seu estado interno, a E S. A é um domínio 

limitado de lRd , ou então, é uma coleção finita de pontos da rede rzf Em geral, S é 

um espaço compacto, por exemplo, em um gás de Coulomb com dois componentes temos 

t, A C lRd e S= {-I, }; no caso de um gás de dipolos em rede, A C 7l.,d e S 

onde §d é o conjunto de vetores unitários em . Designamos como f2 = 

onde está definida a variável ~. 

Então, o espaço de medida de um partícula solitária é dado por (f2, 

a-álgebra gerada pelos conjuntos cilíndric~s em f2, da forma 

c = {~E f2: (h(~), ... ,ln(~)) E Co}, li E f2*, 

= {e: e E §d}, 

A x S o espaço 

p) onde 2:: é a 

onde Co E 23 (lRn ) (a-álgebra gerada pelos abertos em lRn ) e f2* é o dual topológico de 

f2, dado pelo espaço formado pelos funcionais lineares contínuos sobre f2 (neste caso, 

f:> f2 é um espaço de dimensão finita, assim 2:: = 23(f2)); e finalmente a medida positiva 
~ 

p(d~) tL(dx) v(da) com suporte em 2::. 

Supondo que as partículas possuam uma interação de dois corpos representada pelo 

potencial l v : f2 x f2 ---+ lR U {+oo} e que a atividade da partícula não dependa de seu 

1A inclusão de {+oo} entre os possíveis valores que o potencial pode assumir tem como objetivo a 
remoção de determinados estados do conjunto de estados admissiveis e assim, garantir a existência da 
grande função de partição 3A. OS estados removidos são aqueles que permitem a coexistência de um 
número arbitrário de partículas em uma região finita do domínio A. 

107 
( 
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estado interno, podemos escrever a grande função de partição 3 A como 

(4.0.9) =A(fJ, z) ~ ~~ Lp(d:Pn~)\Ón(e), 

onde f3 é o inverso da temperatura, z é a atividade da partícula e a cada estado de n 

partículas representado pelo vetor Pne (6, ... , çn) E nn está associado o fator de 

Boltzmann 'tfJn : 

(4.0.10) 'tfJn(e) 'tfJ(Pne)' e- f3E1 $i<i$n V(Çi,Çj). 

Estamos interessados em potenciais da forma 

f3v(çl,6) - W(o-l, 0-2, Xl X2), 

onde W : S x S x A --+ ]R é uma função mensurável que satisfaz as seguintes condições, 

• Regular na origem : 

(4.0.11) IW(O-ll 0-2, 0)1 ::; B < 00 

• Simétrica : 

. (4.0.12) W (0-1 , 0-2, x) W(0-2, o-h x) = W(o-ll 0-2, -x) 

• Somável : 

(4.0.13) Ilwll . sup rdv(o-)dp(x) IW(o-l,o-,x)1 < 00 (" 

G"l ln 
• Positiva: 

(4.0.14) L TiTjW(o-i, o-j, Xi - Xj) 2: O,, 
lSi,jSn 

para quaisquer Xl, ... ,xn E ]Rd, TI, ... ,Tn E C e n 1,2, ... 

As propriedades de regularidade e de positividade do potencial garantem que o mesmo é 

também estável no sentido de Ruelle [58]: se realizarmos a escolha Ti = 1 para todo i, 

i 
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então a partir de (4.0.14), ternos que 

n 

13 L V(Çil çj) + L W ((Ti , (Ti, O) ~ O. 
lSi<jsn i=l 

Utilizando agora a hipótese de regularidade na origem (4.0.11), teremos a seguinte desi

t
,t,. gualdade 

1 
(4.0.15) 13 L V(Çi, çj) ~ -"2Jj n, 

lSi<jsn 

conhecida corno condição de estabilidade do potencial. A estabilidade (4.0.15) é urna 

condição suficiente para garantir a convergência da grande função de partição em volume 

finito: 

(13, z) ~ :~ In. p(d:rn~)"'n(~) 
~ 

00 n [< L;- p(dPne)e~Bn
n. nn 

n=O '" 

00 1(ze~B Inl)nL = eze '2'BI O I 

n=O 

Além de implicar a estabilidade do potencial, a condição de positividade permite 

uma representação alternativa para a grande função de partição. Em conjunto com urna 

definição apropriada para o produto interno de funções com suporte em n, o potencial 

define urna forma quadrática positiva, a partir da qual o fator de Boltzmann pode ser 

representado corno a transformada de Fourier de urna medida gaussiana. A grande função 

de partição descrita a partir dessa nova representação para os fatores de Boltzmann é 

conhecida corno representação síne-Gordon. Então por urna redefinição conveniente das 

atividades das partículas, a grande função de partição resultante torna-se um produto 

de convolução com urna medida gaussiana de média zero e covariância dada pela forma 

positiva induzida pelo potencial. 

( 
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Em vista dessa descrição da grande função de partição como um produto de convolução 

com uma medida gaussiana; ao considerarmos uma decomposição contínua do potencial de 

interação, segue naturalmente que a grande função de partição é solução de uma equação 

diferencial parcial parabólica, a equação do calor. O restante desta seção é dedicado ao 

desenvolvimento dessa idéia. 

Sejam cp, OE L2(fl), definimos o produto interno (.,.) : L2(fl) x L2(fl) -+ IR como 

(cp, O) . In p(d~) cp(~) O(Ç). 

Assim, a condição (4.0.14) nos permite definir a forma positiva dada por 

(cp, v cp) = r p(dÇ')p(d~)cp(Ç')v(Ç',~)cp(~) ~ O.Jfl 2 

A partir dessa forma e do seguinte teorema uma versão em dimensão infinita do teorema 

de Bochner2
- temos que a expressão 

e- 4C,p,v,p) 

é a transformada de Fourier de uma medida gaussiana 'Y{3v' 

TEOREMA 4.0.2 (Minlos, 1959). 

Uma medida p, definida sobre um espaço localmente conexo X é gaussiana se somente se 

sua transformada de Fourier, dada por 

íJ;(cp) Ix ei(tj;,X)p,(dx) , 

possui a seguinte expressão 

íJ;(cp) = e(iL(,p)-~B(tj;,,p)) , 

onde L é um funcional linear definido sobre X* (o dual topológico de X) e B é um 

funcional bilinear simétrico sobre X* tal que a forma quadrática cp f-----7 B(cp, cp) é não 

negativa. 

2Segundo Simon[59], esse teorema é um caso especial do teorema de Minlos[49]. Utilizamos aqui a versão 
apresentada em [8, seção 2.2]. 
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Portanto, de acordo com o teorema, 

igualdade 

a medida gaussiana if3v é tal que satisfaz a 

(4.0.16) e-~(</>'v</» !nif3v(d() é,fíJ(</>,C,) 

ü 
e, nesse caso, é caracterizada pela média nula, 

!nif3v(d() O(() = O 

e covariância 

!nif3v(d() O(()OI(() = (3(O, v Ol 

Seja a fv,nção indicadora, 1Jn E '0(0), definida por 

n 

(4.0.17) 1Jn(y) 1J(Y; Pne) . L 6(y  ~j), 
j=l 

onde 6 é a distribuição delta de Dirac, e e= (~j), j 1, ... ,n. A partir dessa função e 

de (4.0.16), podemos relacionar o fator de Boltzmann às integrais gaussianas. Vejamos, 

de acordo com a definição da função indicadora, temos a partir de (4.0.16) que 

e-~(T)n,VT)n) !n7f3v(d() é.fIJ'LJ=lC,(l:,j). 

Por outro lado, novamente, segundo a definição da função indicadora e do fator de Boltz

mann, o lado esquerdo da equação acima satisfaz a igualdade 

\:'
"'" 

e- ~(T)n ,VT)n) - V(l:,j,l:,j)) = Wn(e)e-f3 V(l:,j ,I:,j) 

Combinando as duas última expressões, temos então que o fator de Boltzmann pode ser 

escrito como 

( 4.0.18) Wn(e) = lif3v(d() ir :é,/iJC,(l:,j) :f3v, 
n j=l 

onde: . :f3v é a expressão conhecida como ordenamento de Wick, 

: ei</> (f:,) . ei</>(I:,)+~v(I:"Ç). 

V(l:,i,l:,j 



112 

Assumindo que a série (4.0.9) converge, segue pela substituição da nova expressão para o 

fator de Boltzmann (4.0.18) que a grande função de partição pode ser reescrita como 

00SA(f3, z) = L z,nl p(d'.Pne) 1'Yf3v(d() fIn:eiv13((E;j) :f3v, 
n. rm 

n=O" "
r. 

j=l 

1 00 n. 
'YfJv(d() L,1 1 

p(d'.Pne) fI z : etv13Wj ) :fJv . 
n o n. nn n= j=l 

Ou seja, 

L Vo(4.0.19) SA((3, z) 'Yf3v(d() e ((), 

onde 

iv13VO((; z) = z Ldp(f,) : e ((t;) :fJv . 

A representação da grande função de partição dada por (4.0.19) é conhecida como re

presentação 8ine-Gordon. Esta representação será útil na análise do comportamento dos 

sistemas cujos potenciais não satisfazem as propriedades (4.0.11) e (4.0.13). Como exem

plos mais imediatos temos o potencial de Coulomb (.6.)-1 dado pela solução fundamental 

da equação de Laplace, o de potencial de dipolos (a- . D)(a-' . D')(.6.)-l ambos não 

satisfazem a condição de somabilidade - e o potencial de Yukawa (.6. + 1)-1 que não 

satisfaz a condição de regularidade na origem. Essas dificuldades são contornadas pela 

decomposição a um parâmetro da covariância dada por 

(4.0.20) v(f" f,')' (T ds : v(s, f" f,') = (T ds iJ(8, f" f,'),
Jto Jto8 

de forma que f;' ds IliJ(s)11 < 00 e B(t) < 00 para qualquer intervalo finito (T, T'). 

Ao invés de utilizar o potencial decomposto diretamente na grande função de partição 

Slt((3, z), vamos introduzir uma versão generalizada de SA, construída levando-se em conta 

que a atividade de partícula depende de seu estado f" ou seja a atividade é da forma z(Ç). 
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Definimos assim a grande função de partição 2 A,v(!3, z): 

00 11(4.0.21) 2 A ,u(/3, z) ~ n! [tn p(dTnç)zn(ç)1/Jn (ç), 

onde 

zn(ç) II
n 

z(ej)· 
j=l 

OBSERVAÇÃO 4.0.3. A expressão original para a grande função de partição é recuperada 

no caso em que z(e) = z. 

A partir dessa nova notação e considerando que a atividade da j-ésima partícula é 

dada por zép(çj) , podemos descrever a grande função de partição 2 A(!3, zé") como o 

produto de convolução 

Vo(4.0.22) (f3, zé") = In ,''v(d() eVo(+<p) = (T"v * e ) (rp). 
q 

Isto motiva a introdução da quantidade VA(t, rp; z) definida como o logaritmo da grande 

função de partição 2 A ,v(t) (f3, zé") com potencial na escala t, v(t) . J; ds v(s) 

(4.0.23) VA(t, rp; z) . In (,,,v(t) * eVo(-;z)) (rp) 

tal que VA(O, rp; z) Vo(rp; z). A partir de (4.0.22), podemos notar que VA e a pressão em 

volume finito PA(f3, z) em um sistema cujas partículas interagem através de um potencial 

v (t) - estão relacionadas pela igualdade 

1
(4.0.24) f3PA (f3, z) iATVA(t, O; z). 

~. 

Por sua vez, como 2 A,v(t)(f3, zé"') e exp VA(t, rp; z) são descritos através de um produto 

de convolução com uma medida gaussiana cuja covariância depende de um parâmetro t, 

essas mesmas funções são solução da equação do calor, 

%t Y =f3(:rp,v(t):rp) Y= 1n2 P(d(')P(d()V(',(L.\ f~\2: fM' t> to 

t. 
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para valores de /3 e z tais que 

e Izl < /3n - /3/3 < /3n 
e /3n /3 

I 

ionde /3n = 81T(1 (n - 1)-1)-1 é o n-ésimo ponto de transição. 

r 
A demonstração dos teoremas 4.0.4 e 4.0.5 será desenvolvida ao longo das seções 4.3 

e 4.4 respectivamente. 

4.1. Série de Mayer 

A pressão a volume finito de um sistema descrito pela grande função de partição 

SA(/3, z) é dada por PA: 

"\, \ 

(4.1.1) PA(/3,Z) /3~AllnSA(/3z). 

o limite termodinâmico, caso exista é dado por p(/3 z) limAtlKd PA(/3, z), onde K IR ou 

z. 
Vamos reescrever a grande função de partição através de produtórios, 

co n r 
SA(/3 Z) = ~:! Jnn p(dTne) 'l/Jn(e) 

co n nrI: :! Jl.n p(dTne) II (e-/3V(Eí,Ej) - 1 + 1) 
n=l n i<j=l 

(4.1.2) f z~ 1p(dTne) ft (IiAe) + 1) , 
n=l n. nn i<j=l 

onde 

Aj(e) = e-/3V(Eí,Ej) - 1. 

Ao abrirmos o produtório em (4.1.2), chegamos à seguinte expressão para SA, 

(/3 z) = f :~ in p(dTne) I: II fi,j(e), 
n=l n gEM(n) (i,j}EE(g) 
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onde M(n) representa o conjunto de grafos de Mayer com n vértices. Um grafo 9 não 

orientado é formado por um conjunto ordenado de pontos V(g), cujos elementos são 

chamados de vértices de g, e por um conjunto de pares ordenados E(g) = {(i, j) : i < 

j E V(g)} chamado de conjunto das arestas de g. Um grafo não orientado 9 é um grafo 

de Mayer se e somente se entre cada par de vértices existir uma única aresta ou então 
'(~ 

~ 

nenhuma aresta. Os grafos de Mayer podem ainda ser classificados como conexos ou 

desconexos. Dizemos que um grafo 9 é conexo se dados quaisquer par de vértices i, j E 

V(g) há pelo menos uma coleção de arestas {(i, ko) , (ko, k1) , .•. , (km- lJ km ) , (km , j)} C 

E(g) que os conecta. Denominamos o subconjunto dos grafos conexos de Mayer com n 

vértices como MC(n). 

A série de Mayer é a série para a pressão em termos da atividade, expressa por 

00 Zn 
(4.1.3) fJ PA(fJ, z) = L bA,n

\" n=l n! 

onde os coeficientes bA,n são dados pela expressão 

(4.1.4) bA,n = 1~lln p(dPnf.) 1/;~ (f.) 

e 1/;~ (f.) - 1/;c (Pnf.) é a função de Ursell com n componentes. Por sua vez, a função de 

Ursell é dada pela soma sobre todos os grafos conexos do produto dos pesos Aj associados 

a cada aresta (í, j) dos grafos, 

(4.1.5) 1/;~ (Pnf.) L TI Aj(f.)· 
9EMC(n) (i,j)EE(g) 

~.. ~ 

Podemos apreciar a relação entre o fator de Boltzmann e as funções de U rsell sem a 

necessidade de recorrer à teoria de grafos. Para tanto, utilizamos4 a construção algébrica 

proposta por Ruelle[58]. 

Seja 2l o espaço vetorial sobre C formado pelas seqüências 'f/J (1/;n (f.) )n;?:.O de funções 

mensuráveis à Lebesgue 1/;n('f/J) = 1/;(Pnf.) em (JRx s)n para n > 1 e 1/;0('f/J) = 1/;(P0f.) E C. 

Definimos a operação produto. 2l x 2l --+ 2l para quaisquer duas seqüências 'f/Jl' 'f/J2 

4Para a conveniência do leitor, incluímos no apêndice C, a demonstração na forma em que foi proposta 
originalmente no artigo de Brydges e Kennedy[12]. 

f 
\, 
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como a seqüência 

'lÍ'1 • 'lÍ'2 'lÍ' ('ljJn(e))n, 

cujas componentes são dadas por 

'ljJn(e) = L 'ljJl (P1e)'ljJ2{PC1e), 
IÇ{l, ...,n} 

onde CI = {I, ... , n}\I. O espaço vetorial 21. munido da operação. forma uma álgebra 

comutativa com elemento identidade dado 1 = (8n(e))n2::0 dado por 

8(P
1
e) = { 1 seI = r/J 

O seI r/J' 

Sejam 21.0 e 21.1 o subespaço e o subespaço afim das seqüências 'lÍ' ('ljJn(e))n2::0 tais 

que 'ljJo(e) = Oe 'ljJl(e) = O, respectivamente. Definimos então a exponencial algébrica das 

seqüências <p = (IPn (e) )n2::0, 

&xp : 21.0 -+ 21.1 , 

a partir da série formal 

1 + 1 
<p + ... It'). •&xp(<p) 1+<p+-<p.<p+ ... n!~ 

2 n-1 produtos 

e analogamente, definimos o logaritmo algébrico das seqüências <p 

.cn : 21.1 -+ 21.0 

como 
1 (_1)n-1

.cn(1 <p) <p - -<p • <p + ... + I <p • ... • cp + ... 2 n. ~ 
n-1 produtos 

para <p E 21.0 , 

Assim, temos para quaisquer 'lÍ', <p E 21.0, 

.cn (&xp( 'lÍ')) = 'lÍ' e &xp (.cn(1 + <p)) = 1 + <p 

o que as caracteriza como sendo funções inversas algébricas, uma da outra. 
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Em vista dessa propriedades temos a seguinte proposição 

PROPOSIÇÃO 4.1.1. 

A seqüência 1jJ = C!/Jn)n>O formada por 1/J0 1/J1 (~.) 1 e, no caso em que n > 2, 

pelos fatores de Boltzmann (4.0.10), é a exponencial algébrica da seqüência 1jJc = (1/J~)n>O 

formada pelas funções de Ursell dadas por (4.1.5) com 1/J'O O e 1/JHe) = 1, ou seja, 

(4.1.6) 1jJ [ xp(1jJC). 

DEMONSTRAÇÃO: Seja o produto interno dado por (-, .) : Qt x Qt -+ C, 

(4.1.7) (,p, 'P) ~ ~!nJp(d:Pn{)'l/!n(e)'Pn(e) 

e seja X (Xn(e))n~O a seqüência em Qt tal que 

n 
fI"':' 
~". Xn(e) = rr XA(Çj) 

j=l 

onde XA (ç) exprime a função característica do conjunto A; 

cse ç E A 
XA(Ç) 

se ç ti: A 

Podemos observar qué ! 

(X,1jJ· <.p) = (X, 1jJ) (X, <.p). 

A partir dessa igualdade; das expressões (4.1.6) e (4.1.7); e da grande função de partição 

(4.0.9), temos que\;i' 

2 A ((3,z) (X,1jJ) = (X, [xp(1jJC)) 

e(X;lpC
) 

50 mapa 'IjJ I---t (X, 'IjJ) = (X, 'IjJ) (z) define um homeomorfismo de Q{ na álgebra das séries formais de 
potências. 

E 

"" 
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Em vista das expressões (4.1.3)-(4.1.5), a igualdade acima permite verificar a proposição .. 

• 

Sabemos que a estabilidade do potencial garante a analiticidade da série para pressão 

PA((3, z) em uma vizinhança de z = Opara qualquer volume finito IAI < 00. Ao estudar o 

comportamento de série para a pressão (4.1.3) no limite termodinâmico, devemos tratar 

de duas questões, uma relaciona-se ao comportamento dos coeficientes da série bA,n no 

limite IAI t 00, ou seja devemos garantir a existência para todo n do limite 

(4.1.8) b ..:.. lim bA,n' 
n IAltoo 

A outra questão é o comportamento da série dada pelos coeficientes bn 

~ bnzn . (4.1.9) (3p((3, z) 
~n! 
n""l 

Essas questões relacionam-se ao fato de que no domínio de analiticidade da pressão (no 

limite termodinâmico), podemos realizar a troca dos limites 

~ (limlAltoo bA,n) n(3p((3, z)":" lim (3PA((3, z) = lim f bA,n zn ~ I zIAltoo IAltoo n! n""l n.n""l 

que define (4.1.8). Portanto, na região de analiticidade da pressão, as expressões dadas 

por (4.1.8) e (4.1.9) devem existir e ser finitas. 

A primeira questão, como podemos notar pela definição de bA,n (4.1.4), pode ser 

garantida pela integrabilidade do potencial, nesse sentido a integrabilidade exigida em 

(4.0.13) é uma condição suficiente mas não necessária para assegurar a existência dos 

coeficientes bn . Como aponta o artigo de Procacci et alli [54], apesar de não ser integrável, 

o potencial dipolar gera coeficientes bn finitos (apesar de não garantir a convergência da 

série (4.1.9)) para qualquer valor da temperatura (3-1. O seu resultado utiliza os grafos 

d~ Mayer diretamente e argumentos de simetria do potencial. Utilizando um abordagem 

distinta, iremos concluir na seção 4.4 que, para determinados intervalos da temperatura, 

os coeficientes de bn dados pelo potencial de Yukawa existem e a série (4.1.9) está bem 
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definida, concluiremos ainda que nos intervalos em que alguns dos termos bn divergem, a 

série continua bem definida desde que os termos divergentes sejam removidos. 

A questão da convergência da série (4.1.9) é mais delicada e envolve um problema do 

tipo balanço entre energia e entropia. Ao estimar os coeficientes bA,n é difícil encontrar 

h 
~. 

uma boa estimativa das integrais que envolvem o potencial e, ao mesmo tempo, controlar 

a entropia gerada pela proliferação de grafos de Mayer. A seguinte proposição, enunciada 

sem a sua prova6 
, ajuda a ilustrar essa dificuldade. 

PROPOSIÇÃO 4.1.2. 

Se o potencial satisfaz as hipóteses (4.0.11)-(4.0.14), então para cada grafo de Mayer 

conexo de n vértices g E MC(n) a parcela do coeficiente bn dado por esse potencial e 

associada unicamente ao gráfico g, definida como bn (g), existe e é limitada superiormente 

!'""

pela estimativa 

Ibn(g)1 < Cl(g), 

onde C > O é uma constante finita 

vértices; (n 1::; L(n) ::; G)). 

e L (g) é o número de arestas de um grafo 9 de n 

Para obter uma estimativa superior para bn , resta ainda somar sobre o número de 

grafos com n vértices. Apesar de não dispormos 7 de uma expressão exata para dn 

IMC(n) I, é razoável supor que o seu valor não é apreciavelmente inferior à cardinalidade 

de todos os grafos de Mayer (incluindo os desconexos) com n vértices cuja expressão exata 

t), 

é dada por 

IM(n)1 2!n(n-l) 

Dessa forma, estimamos superiormente a cardinalidade do conjunto de grafos de Mayer 

conexos com n vértices e l arestas pela cardinalidade dos grafos de Mayer, incluindo os 

desconexos, com n vértices e l arestas, (ln(1;-1)), o que em vista da proposição 4.1.2, 

6A prova dessa proposição, bem como de outros resultados sobre a convergência da série de Mayer, como 
a expansão em árvores, estão expostos de maneira didática no artigo de Neves[50]. 
7A cardinalidade do conjunto dos gráficos conexos com n 2:: 1 vértices enumeráveis satisfaz a relação de 
recorrência [64, seção 3.10] 

n 2(;) = L (~) m dm 2(n2,",). 
m 

\, 
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implica 

~n(n-l) 

(1 + C) ~n(n-l) .Ib.1 S '~, (~n(~ 1)) C' :'5 lnf') (~n(n 1)) C1 

1=0 l 

en1nnLembrando que n! , o comportamento da estimativa para os coeficientes não t"V 

permite garantir a convergência da série (4.1.9). Portanto qualquer tentativa de garantir a 

analiticidade da série deve levar em conta uma reorganização dos grafos ou cancelamentos 

oriundos da função de Ursell, antes de tomar estimativas em valor absoluto. 

A primeira demonstração da convergência da série foi obtida por Groeneveld [34] 

para o caso de um potencial radialmente simétrico e estritamente repulsivo utilizando as 

equações integrais de Kirkwood-Salsburg (equações integrais para as funções de correlação 

de n pontos). Ruelle, Penrose e Lebowitz [57, 52,41], ainda trabalhando com as equações 

de Kirkwood-Salsburg e com as equações de Mayer-Montroll, melhoram as estimativas e 

diminuíram as restrições sobre o potencial de interação. Posteriormente, Penrose [53] 

mostrou que quando as interações são puramente repulsivas, a soma de todos os grafos 

conexos com n vértices é dominada pelo soma sobre grafos do tipo árvore com o mesmo 

número de vértices. Esse resultado garante a convergência da série, pois, de acordo com o 

teorema de Cayley, o número de grafos do tipo árvore com n vértices ê exatamente nn-2. 

Motivados por uma análise de grupo de renormalização introduzida por Gõpfert e 

Mack [33], onde a utilização das fórmulas para grafos do tipo árvore em conjunto com 

decomposição do potencial em escalas permite estabelecer a convergência da série de 

Mayer para a pressão no gás de Yukawa; Brydges e Kennedy propõe em dois artigos [11] 

e [12], a decomposição do potencial em escalas através de um parâmetro contínuo, e. g., 

V(Çi,Çj) ~ a dT 8T V(T,Çi,Çj).l
w 8 

Assim, o potencial na escala T, V(T,Çi,Çj), T E (a,w), varia entre a situação onde as 

partículas estão completamente desacopladas gás ideal v(a, Çi, çj) = O até o potencial 

original no extremo do intervalo dos valores de t, v(w, Çí, çj) V(ÇíJ çj)' Através da 

introdução dessa decomposição em escalas é possível derivar uma equação diferencial para 
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o fluxo das funções de Ursell (4.1.5) em termos do parâmetro de escala T. Esse formalismo 

permite, em particular, o tratamento da escala como o inverso da temperatura /3, nesse 

caso o domínio seria dado por (0,/3). Para tanto basta considerar V(T,Çí,Çj) V(Çí,Çj) e 

desta forma /3V(Çi, çj) = Jt dT v(T, Çi, çj). 

Partimos desse mesmo formalismo ao desenvolver uma equação cuja solução, que pode 
t] 

ser obtida de maneira exata, é um limite superior para a pressão de um gás estritamente 

repulsivo. A equação que obtemos e sua solução incorporam automaticamente as esti

mativas combinatórias para grafos que permite estabelecer a existência de uma região 

de analiticidade para a pressão. Através de mudanças de escala, veremos que é possível 

estender esse resultado para potenciais cujas decomposições em escalas satisfaçam as hi

póteses (4.0.11)-(4.0.14). Isto nos permitirá estudar com maior detalhe a analiticidade da 

pressão no gás de Yukawa. 

Vamos então considerar a função u(t, e), 

v(t,çj ,çk)+h/p2:j (çj)u(t, e) = e-{3 

A partir da qual, definimos a forma complexa do fator de Boltzmann un(t, e), 

V(t,Çj,Çk)+iv'P2:j=l ((Çj)(4.1.10) un(t, e) == u(t, Pne) = 

para n ;::: 2. 

podemos notar que un(t, e) pode ser descrito como o resultado de um produto de 

convolução: 

\: 
i(4.1.11) Un(t,e) = 'l/Jn(e) e v'P«(,1Jn ) "({3v(t) * : eiv'P«(,1Jn) :(3v(t), 

onde 'l/Jn é o fator de Boltzmann (4.0.10) e 'fln a função indicadora (4.0.17). A partir dos 

fatores de Boltzmann (4.1.10), Un, com n;::: 2 e das funções uo(t) 1, Ul(t,Ç) = eiv'P(u;), 

construímos a seqüência u(t) = (un(t, e))n;:::O' Em seguida, definimos a decomposição do 

potencial v(t, Çí, çj) de maneira que em t O, temos v(O, Çi, çj) O (ausência de interação) 

e u(O) = uo (ei032:j =l ((Çj») é a seqüência com componentes Un(O, e) = eí03«(,1Jn )
n>O 

quando n ;::: 1 e uo(O) = 1. Como (4.1.11) é dado pelo produto de convolução de uma 

i , 

~ 

http:4.0.11)-(4.0.14
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função com uma medida gaussiana, a seqüência corresponde à solução de uma equação 

do calor (fórmula de Wick). A seguinte proposição trata dessa propriedade da seqüência 

u(t). 

PROPOSIÇÃO 4.1.3. 

A seqüéncia u(t) = (un(t, e) )n2:0 é a solução formal da seguinte equação do calor 

1
(4.1.12) Ut = "2Llv(t)U, u(O) = Uo, 

onde o operador diferencial LlA age sobre sobre cada componente de u segundo a expressão8 

cP
(4.1.13) LlAun ' L A(Çi, çj) ".-f.- \ " .. f .. \ Uno 

Como o potencial v(t) é do tipo positivo (transformada de Fourier positiva w :F(v) 2:: O) 

e, segundo os teoremas de convolução para transformadas de Fourier, pode ser escrito 

como v y'v*y'v :F-I (v'í?v'í?), temos que o operador diferencial Llv pode ser descrito 

através da ação conjunta do operador diferencial D..;v e seu adjunto através da expressão 

Llv D*..;vD..;v. 

Como as seqüências u(t) são também elementos da álgebra Ql, podemos definir as 

seqüências de funções de Ursell complexas c:p(t) = (tPn(t, e))n2:0 a partir da expressão 

c:p(t) = 'cn(u(t)). 

A partir da equação diferencial do calor (4.1.12) e da função logaritmo algébrico, somos 

capazes de desenvolver a equação diferencial para as seqüências de funções de Ursell 

complexas c:p(t) e, dessa forma, obtemos as equações para as próprias funções de Ursell 

8As derivadas na expressão (4.1.13) são derivadas parciais com respeito à variável ( no ponto ç. Note 
que essa definição permite que ç tome valores em um intervalo contínuo. 
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'l/J~(t, e) no caso ( O. Temos então, 

1 
tPt = -. Ut 

U 

Assim, a equação anterior implica a equação diferencial parcial 

(4.1.14) :t 'l/J~(t,e) -Kn(t,e)'l/J~(t,s) - ~ I:: K(t, PIe, PCIe) 'l/J c (t, PIe)'l/JC(t, PCIe) 
IÇ{l,... ,n} 

onde 

Kn(t,e) = I:: f3iJ (tJ,i J,j) 
l:::;i<j:::;n 

e 

K(t, PIe, PJe) = I:: f3iJ(t,~iJ,j). 
iEI,jEJ 

A condição inicial 'IjJ ~ = ('l/Jü n (e) )n>O é dada por, 

'l/Jó,n(PIe) = { 	1 se 111 1 
O caso contrário 

Através da fórmula da variação das constantes, podemos reescrever a equação diferen

cial (4.1.14) como a seguinte equação íntegral : 

para n > 1 com 'l/Jü(t, e) = O e 'l/Jf(t, e) = 1 para todo t ~ O. 

Se for possível provar a convergência uniforme para a série da pressão (4.1.3), então 

podemos trocar a os limites limAtlRd e L::~=l resultando na série para pressão no limite 
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termodinâmico p({3 z) 

~bnzn
(4.1.16) {3 p({3, z) L....i n.I' 

n=l 

Se essa série possuir um um raio de convergência Izl < R, então podemos concluir que 

para atividades menores que R a série (4.1.16) descreve o comportamento da pressão de 

maneira apropriada. No valor z R a série diverge, no entanto essa divergência pode 

ou não estar relacionada a uma transição de fase que s6 existe quando a singularidade 

envolver a parte real positiva de z (domínio de valores de z com sentido físico). Nada 

impede que a divergência ocorra devido a uma singularidade fora do eixo real positivo de 

z. Um caso clássico conhecido é o gás de Tonks9 [63]. Esse gás é um modelo exatamente 

solúvel no qual a pressão e atividade estão reíacionadas pela expressão 

{3p= W(az),(4.1.17) 
a 

onde a é um parâmetro real positivo do modelo e W é a função W de Lambert, definida 

implicitamente como x W(x)eW(x). A função W de Lambert10 possui um ponto de 

ramificação em x = -Cl. Essa singularidade implica a divergência da série para pressão 

do gás de Tonks no valor da atividade z = (ae)-l, porém como o singularidade está 

na região de valores negativ:os de z, apesar da divergência da série, a pressão descrita 

por (4.1.17) não possui nenhuma singularidade no eixo real positivo sendo analítica na 
· ,I 

vizinhança de z positiva. Em síntese, a convergência da série garante a analiticidade da 
·1 

pressão mas, no entanto, a sua divergência não é garantia da existência de uma transição 

de fase. 

4.2. Equações diferenciais para majorantes da pressão 

A descrição dos coeficientes obtida a partir da equação integral (4.1.15) é mais apropri

ada ao desenvolvimento de estimativas indutivas para a pressão. Como veremos adiante, 

90 gás formado por esferas em uma dimensão cuja interação é do tipo núcleo duro. Formalmente, o 

potencial cf>(r) é nulo para todo r > a e cf>(r) = 00 se r :s; a. Também existe solução exata no caso em 

que a dimensão é infinita[23, 24, 25]. 

10A referência [19] apresenta um estudo extenso das propriedades da função W de Lambert. 
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é possível estabelecer relações de recorrência para normas do coeficiente e através delas 

limitar superiormente a pressão. O limite superior para a série da pressão garante a re

gião de analiticidade da pressão em termos do inverso da temperatura !3, da atividade 

e demais propriedades do gás. Em geral o raio de convergência decresce com !3 e não é 

possível encontrar um raio mínimo não nulo para o qual a série é analítica para qualquert;, 
valor da temperatura. Esses resultados já são conhecidos na literatura, no entanto a sua 

prova, mesmo após a descrição dos coeficientes na forma da equação integral (4.1.15), não 

prescinde de uma análise combinatória relacionada às funções de UrseH. Nós propomos 

uma maneira mais simples de se alcançar esses resultados seguindo o caminho indicado 

por Brydges e Kennedy em [12]. Nesse trabalho os autores propõe o uso da equação 

integral (4.1.15) no desenvolvimento de uma equação a derivadas parciais cuja solução é 

um majorante para a série do logaritmo da função de partição. No entanto não chegaram 
....'., 
vt,~ a desenvolver essa idéia em todo o seu potencial, em particular, a busca de uma expressão 

exata para os majorantes. Veremos adiante que a união dessa idéias às técnicas para a 

solução de equações a derivadas parciais permite estabelecer as estimativas para a conver

gência da série de Mayer sem a necessidade de resultados combinatórios. Permite também 

uma melhor compreensão da natureza da divergência presente nas séries dos majorantes 

que é semelhante à divergência presente na série de Mayer para o gás de Tonks. 

Nosso objetivo é encontrar uma função <PA(!3, z) que seja uma majorante da pressão 

(4.1.3), <PA(!3, z) ;:::: PA(!3, z). Partindo da expressão para os coeficientes da série (4.1.3), 

vamos considerar a seguinte norma para as funções de Ursell, 

*"\

'f (4.2.1) 11'IÍ'i(t)ll- CA,n(t) . sup r IIp(dçj) I'IÍ'C(t,e)l. 


6 lA 

A partir dos coeficientes cn(t), definimos a função !.pA(!3, z) na forma da série 

00 

(4.2.2) !.pA(!3, z) = L n! 
n=l 

Os coeficientes CA,n(t) são positivos portanto a série (4.2.2) é sempre maior ou igual a 

pressão. No entanto, calcular o valor dos termos CA,n(t) pode ser tão complexo quanto 

\o•. 
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resolver a própria equação (4.1.14). A estratégia é utilizar não a equação diferencial mas 

sim a equação integral (4.1.15) e, a partir dela, desenvolver uma relação de recorrência 

para o limite superior de cada coeficiente CA,n (t), dado por gn (t) tal que 

CA,n(t) < gn(t) 
n! 

uniformemente em A. O majorante <I>(t1, z) é então descrito pela série formada por esses 

coeficientes, 

00 

(4.2.3) <I>(t1,z) = 2:gnzn 
n=l 

e assim, por construção, 

t1PA,n(t1,Z) ~ 'PA(t1,Z) ~ <I>A(t1,Z). 

As estimativas para os coeficientes gn(t) são obtidas através da equação integral (4.1.15). 

A partir dessas estimativas e levando em conta que <I> é representado por uma série, será 

possível descrever o majorante como a solução de uma equação integral. Por sua vez, a 

equação integral obtida pode ser facilmente transformada em uma EDP quase-linear de 

primeira ordem. 

Vamos considerar um potencial V(Çi' çj) que pode ser decomposto em escalas segundo 

a expressão 

(4.2.4) V(t,Çi,Çj) 'l t 

dív(í,çi,çj) 

e de maneira que o potencial na escala í, v(í, Çi, çj) satisfaça as condições (4.0.11)-(4.0.14). 

No restante desse capítulo, utilizaremos a seguinte notação: 

t 

(4,.2.5) :K(t) ~ t1l1v(t)11 e v(s, t) . l dí B(í). 

http:4.0.11)-(4.0.14
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Desta forma, a partir da equação integral para as funções de Ursellll (4.1.15), temos, 

em valor absoluto, a seguinte desigualdade, 

Iw1(t) 1~ ~ ~ lt ds env(s,t) IWJ(s)llwCJ(s)1 ~ /3liJ(s, Çi, çj)l, 
JCl o jEJ,iECJ 

onde eJ = I\J. A partir dessa estimativa para as funções de Ursell e da expressão paraD 
os coeficientes da série !.pA,n(t) (4.2.3), temos que 

CA,n(t) ~ sup r II P(dÇi) Iw1(t) 1 

çj 1nJII iEI 


i;"j 

< 	 1 sup r II p(dÇi) (~lt ds env(s,t) IWJ(s) IIWcJ(s) 1 ~ /3liJ(s, Çi, çj) I) . 
2 çj 1nlII iEI JeI o 'EJ iECJ 

í;"j 	 J , 

A cada par de subconjuntos J e eJ o índice j associado à variável çj, responsável pela 
'" 
~ 

maximização do lado direito da desigualdade anterior, pode estar tanto no subconjunto J 

quanto no subconjunto eJ. Por simplicidade vamos imaginar que ele esteja no subconjunto 

eJ. Note que a cada par de subconjuntos podemos escolher um índice k : eJ :3 k j e 

realizar a integração sobre as demais variáveis com índices em J. 

Portanto para cada J e CJ, teremos 

~sup1 ,IIp(dçk)IIp(dçl) ltdsenv(s,t)IWJ(s)llwcAs)1 ~ /3liJ(S,Çk,Çl)1 
çj nlII '~rP T lEJ o lEJ,kECJ 

~ ~ 111 sup1DJ II P(dÇk) lt dsenv(s,t)CA,IJI(S) IWCJ(s)1 ~ 1í(s) 
Ç,j nl I kECJ o kECJ 

(; k;"j 

1 t ~ 21JIICJI lo dsenv(s,t)CA,IJI(S)cA,ICJI(TS)1í(S) 

OBSERVAÇÃO 4.2.1. Na passagem da primeira para a segunda linha na expressão acima, 

utilizamos o fato do potencial ser somável. Isto nos possibilita limitar superiormente a 

sua integral em volume finito pela norma LI. Essa passagem equivale a tomar o limite 

llCom o objetivo de não carregar a notação, na ausência de ambigüidades, omitimos no argumento 
das funções de Ursell, a dependência da mesma nas variáveis que caracterizam o estado do conjunto de 
partículas, Assim, quando indicamos 'l/;'j(t) , nos referimos à função de Ursell 'l/;'j(t, :PIe). 
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termodinâmico e uma vez que a equação para os coeficientes não mais depende do vo

lume IAI, a desigualdade presente na última linha da expressão acima é também válida 

para os coeficientes cn(t). Portanto, a partir deste ponto, trabalharemos apenas corn os 

coeficientes do sistema no limite termodinâmico, cn(t) e gn(t). 

OBSERVAÇÃO 4.2.2. Se o índice i estiver no subconjunto J, por um desenvolvimento aná

logo, teremos o mesmo resultado. 

Assim, as desigualdades acima garantem que os coeficientes en(t) satisfazem a desi

gualdade 
t 

Cn(t) ::; 21 L l ds env(s,t) IJII CJI CPI (s) CleJI (s) :J-C( s) 
JeI o 

Os coeficientes cn(t) não dependem das variáveis Çi mas apenas da cardinalidade n 

111 do conjunto de índices, portanto a soma sobre os subconjuntos resultará em um termo 

binomial (I~II) e assim 

nv(4.2.6) ",,(t) S l' ds e (.,,) ~ (:)m (n m)c",(s) cn - m ( s) :H(s), 

e no caso em que 111 = 1, por definição temos Cl(t) 1. A partir dessa desigualdade 

formulamos a equação de recorrência para os coefiCientes gn(t) = cn(t)/n! do majorante 

<.p(t,z), 

t n-l 

(4.2.7) gn(t) = 1dsenv(s,t) Lm(n m)gm(s)gn-m(s):J-C(s). 
o m=l 

o próximo passo envolve a substituição da equação (4.2.7) na série (4.2.3) que após a 
( 

reorganização dos termos trará como resultado uma equação integral para <.P (t, z). 

Partimos inicialmente da expressão dada pela substituição de (4.2.7) na série para 

<.p(t, z), 

1 00 t n-l ( )
<.p(t, z) Z + '2 ~zn1dsenv(s,t) ~ : m (n - m)gm(S) gn-m(S) :J-C(s) 

1 00 t n-l 

Z + '2 L lo dsenv(s,t) L mgm(S) zm (n - m) gn-m(S) zn-m :J-C(s). 
n=2 o m=l 
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Após o rearranjo dos termos e índices, a soma dupla anterior pode ser descrita na seguinte 

forma, 

11t 
00 00

<I>(t, z) Z + "2 ds 2: 2:m 9m(S) zmem!l(s,t) P9p(S) zPeP!I(s,t) :J-C(s) 
o m=l p=l 

(, 11t 
( 00 	 ) 2(4.2.8) 	 Z +"2 o ds:J-C(s) ~P9p(s)zPep!I(S,t) 

Lembrando que, segundo a definição de <I> (t, z), a sua derivada parcial na atividade, 

%z <I> (t, z), ê dada pela série 

8 00 

(4.2.9) 	 8z <I>(t, z) 2: n 9n(t) zn-l, 
n=l 

podemos, a partir de (4.2.8), representar o majorante <I>(t, z) como a solução da seguinte 
,

"-. 

equação integro-diferencial, 


1jt

(4.2.10) <I>(t,z) z+2 o dr:J-C(s) ((z<I>z) (s,ze!l(s,t»)) 2 . 

É mais conveniente estudar não a equação integro-diferencial mas sim a equação diferencial 

que resulta do seu desenvolvimento. Vamos então realizar a derivação de (4.2.10) com 

respeito a t, 

1 	 8jt
(4.2.11) <I>t = "2:J-C(t) (z<I>z)2 + o ds :J-C(s) (z<I>z) (8, ze!l(s,t») 8t ((z<I>z) (8, ze!l(s,t»)) . 

Agora, utilizando a expressão (4.2.9) no termo ((z<I>z) (s, ze!l(Slt»))t acima, e de acordo com 

a definição de V(8, t), temos que 

00 

((z <I> z) (s 1 ze!l(slt») ) t 2: n2B(t) 9n(S) (ze!l(s,t)f 
n=l 

B(t) z ((z<I>z) (8, ze!l(Slt»)) z 

" \.. 



132 4.2. Equações diferenciais para majorantes da pressão 

que substituído na equação (4.2.11), resulta em 

1 r(4.2.12) <P t "2:J{(t) (Z<P z )2 + B(t) lo ds :J{(s) (Z<P z ) (s, zev(s,t») z ((z<P z ) (s, zev(s,tl)) z' 

Por outro lado, a partir da equação (4.2.10), temos que 

t ( ., 

(4.2.13) z<P z = z + l ds :J{(s) (Z<P z ) (s, zev(s,t») z ((z<P z ) (s, zev(s,t»)) z' 

Identificando as integrais em (4.2.12) e (4.2.13) chegamos finalmente a equação integral 

para o majorante: 

1 2
(4.2.14) <Pt "2:J{(t) (z<P z ) + B(t) (z<P z z) 

com condição inicial <P(O, z) = z. 

O comportamento da solução da equação diferencial (4.2.14) pode ser estudado através 

do método das características, no entanto, a sua derivada na atividade 8(t, z) = tz <P(t, z) 

apresenta melhores propriedades sob o ponto de vista da análise da equação. 

Lembrando que a densidade a volume finito, PA, pode ser representada como12 

PA([3, z) z 8PA ((3, z),
8z 

temos que a densidade é majorada pela função 8(t, z): 

PA([3, z) ::; z8([3, z). 

E de acordo com a sua definição e com a equação (4.2.14), a função 8 satisfaz a seguinte 

equação quase-linear de primeira ordem 

(4.2.15) 8 t :J{(t) (z8 2 + z288z ) + B(t) (z8 z + 8 1) 

com condição inicial 8(0, z) 1. 

12e portanto a sua descrição através das séries de Mayer apresenta o mesmo raio de convergência da série 
para a pressão. 
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Em vista das definições, procuramos por soluções da equação (4.2.15) da forma 

( 4.2.16) 8(t, z) = 1 
00

L Gn(t) 
n=2 

com Gn(t) = nAn(t) ~ O. 

Co, 

4.3. Método das características 

" 
~ 

Nesta seção vamos analisar a convergência da série de Mayer sob o ponto de vista da 

equação (4.2.15). Procuramos um subconjunto do quadrante {(t, z) : t, z ~ O} no qual 

a solução do problema de valor inicial (4.2.15) exista e seja único. Para tanto, vamos 

nos valer do método das características e considerar as funções U(t) . 8(t, z(t)) onde 

8 é a solução de (4.2.15) ao longo da curva z(t). As funções U(t) e z(t) são conhecidas 

como funções características da equação a derivadas parciais. A função z(t) é também 

conhecida como característica projetada. 

Dividimos a análise da equação (4.2.15) em dois casos principais segundo a estimativa 

de regularidade de potencial na escala t, B(t). Um deles é o caso em que o potencial é 

estritamente repulsivo, V(~i, ~j) ~ O, caracterizado por B(t) O. Estudaremos esse caso 

primeiro. Na outra subseção faremos a análise do caso geral. Como veremos, a equação 

(4.2.15) possui certa arbitrariedade na definição de uma mudança de escala que permite 

relacionar as suas soluções às da equação para o potencial estritamente repulsivo. 

f' 4.3.1. Potencial estritamente repulsivo. Os potenciais estritamente repulsivos 

são caracterizados pela identidade B(t) - O. Nesse caso a equação (4.2.15) toma a forma 

(4.3.1) 8 t = 9-C(t) (z82 + z288z ) 

com 8(0, z) = 1. 

É conveniente realizar uma mudança de escala na variável t dada por 

l t 

T ds 9-C(s) 

". 
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e 

U(7) = 8(t(7), Z(7)). 

Nesse caso, a combinação da equação (4.3.1) com a derivada total de U(7) resulta no 

sistema de equações 

t . 
(4.3.2) ~U zU2 

d7 

d
(4.3.3) -z -z2 U

d7 

Dessa forma, o conjunto das soluções U(7) definidas sobre as características projetadas 

Z(7) constitui a solução da equação diferencial parcial. 

As equações (4.3.3), (4.3.2) em conjunto com a regra da cadeia permitem encontrar 

uma equação mais simples para a função implícita U(z), 

~U=_U 
dz z 

e assim, uma vez que as condições iniciais da EDP implicam U(O, z(O)) = 1 e z(O) = zo, 

a relação implícita entre U e z é dada por 

(4.3.4) U(z) zo/z. 

Como essa relação vale para qualquer 7, vamos utilizá-la na equação (4.3.3), com o objetivo 

de encontrar uma expressão explícita para a característica projetada em função de 7. 

Podemos notar então que a equação para a característica projetada é dada por 

d 
-zd7 - Zo z, 

com condição inicial z(O) = Zo. Utilizando a notação Z(7; zo) para expressar a solução da 

equação anterior, temos que 

(4.3.5) Z(7; zo) = Zo e-ZOT 
• 

i

i 
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OBSERVAÇÃO 4.3.1. A expressão da característica projetada (4.3.5) permite notar que 

a solução da equação diferencial (4.2.15) apresenta não analiticidades relacionadas ao 

cruzamento de suas características. Dadas duas características distintas, z(1'; Zl) e z(1'; Z2), 

podemos notar que, a partir da expressão (4.3.5), as curvas irão se cruzar no valor de 1'* 

dado por 
t·~.
',._'( 

log (Zl) 
1'* = Z2(4.3.6) (Zl Z2)' 

A partir de (4.3.4) e de (4.3.6), podemos observar que no ponto (1'*, z), a característica 

U(z), definida implicitamente a partir da projetada Z(1'; zd, toma o valor valor zI/z 

enquanto que, no mesmo ponto, se escolhermos a projetada z(1'; Z2), U(z) tomará o valor 

z2/z. Como por hipótese Zl #- Z2, a solução da equação diferencial parcial no ponto (1', z) 

não está bem definida. 

A solução 8(t, z) é dada por U(z) = zol z, com Zo dado em termos de z e 1'. A partir 

de (4.3.5), temos que 
W (-Z1')

Zo 
l' 

onde W é a função W de Lambert. Assim; a solução de (4.3.1) é dada por 

W (-z I; ds 9-C(s)) 
8(t, z) 

z I; ds 9-C(s) 

definida sempre que 
t 

z e l ds 9-C(s) < 1.r, 
Conseqüentemente o majorante para a pressão é dado por 

'I'(t, z) ~ [ dç 8(t,ç) ~ _ 2W (-z f; dS~(S)! + W (-z f; ds ~(S))' 
2 Io ds 9-C(s) 

Devido à função W de Lambert, o majorante possui um corte no plano complexo na 

região [11 (e I; ds 9-C(s)), (0). O efeito desse corte é a divergência da série majorante para 

pressão no valor da atividade, apesar de a função propriamente dita, ser finita nesse ponto. 

( 



136 3. Método das características 

Portanto, para o gás somável não negativo, através desse método, só podemos garantir 

a analiticidade da pressão para valores suficientemente pequenos da atividade z, 

1 
(4.3.7) 

z< ftds~(s)
e Jo 

A condição para convergência da série dada por (4.3.7) está de acordo com o teorema 

2 de [12] no caso B(t) - O. A estimativa original de Ruelle [58, seção 4.5] equivale ao 

caso em que J; ds ~(s) /311i111?: 111- e-t1v ll e portanto a desigualdade (4.3.7) constitui 

uma pequena melhoria em relação à estimativa original de Ruelle. 

OBSERVAÇÃO 4.3.2. Se v(t) = t/34>, a estimativa do teorema 2 de [12] para potenciais 

estáveis (B(t) =1= O) pode ser melhorada. Na presente situação a condição de convergência 

(4.3.7) corresponde à condição 

(4.3.8) e/3 Izl et1B 114>11 < 1 

enquanto que a condição em [12] (veja também a condição (4.3.20) adiante) corresponde 

a 

e/3lzlet1Bsinh/3B(4.3.9) Dn 114>11<1 

(lembremos que sinh x/x ?: 1). A estimativa foi obtida originalmente por Brydges e 

Federbush (lO, equação (11) da ref.]. 

4.3.2. Potencial estável . Apesar de não sermos capazes de obter uma solução 

explícita para a equação (4.2.14), podemos desenvolver uma solução que limita superi

ormente 8(t, z). Essa solução, 8(t, z), cuja existência implica a convergência absoluta 

do majorante para a série de Mayer da densidade, satisfaz a equação (4.3.1) para um 

potencial estritamente repulsivo com ~(t) substituído por ~(t)/ f(t), onde f(t) é função 

escolhida apropriadamente. Como veremos, nesta subseção, a escolha que utilizaremos 

para f é tal que a função 8(t, z) satisfaz uma equação para um potencial estritamente 

positivo. Nosso procedimento subtrai o "mistério" relacionado à liberdade na escolha de 

f que permite encontrar critérios distintos para a convergência da série. 

(. 

I 
! 
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Propomos a mudança de variáveis w = f(t)z e 8(t, z) = f(t)w(t, f(t)z), onde f é uma 

função tal que f(t) 2: 1, f(O) 1. Pela regra da cadeia, temos que 

f'
8 t = f ( Wt + f + 7f' www ) , 

z8z fWWWl 

o que, em conjunto com a equação (4.2.14), traduz-se na expressão 

Wt (B - j +1fWw) wWw (B- j) W+1fww 2 

7' 
B 

Pela escolha 

ef;ds9i(s)f(t) 

temos que 

1fww2 _Wt 1f w2 WWw B 
f 

(4.3.10) < 1fw w2 , 


onde a desigualdade segue da positividade de f e de B. Notemos portanto, que W satisfaz 


(4.3.1) como uma desigualdade. 

Da mesma forma que na subseção anterior, vamos definir 

r = fot ds 1f(s) 

e 

(4.3.11) U(r) W(t(r), w(r)). 

t 
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Assim, utilizando a regra da cadeia e a desigualdade (4.3.10) , temos que 

d 
< wU2 ,

dr 

d 
-w -w2 U,
dr 

com condições iniciais U(O) = 1 e w(O) = wo. As equações acima podem então ser 

descritas na nova variáveis V(r) = wU(r) e em w como 

~V < O !' 

dr 

d 
-wdr -V 

com V(O) = Wo, o que implica as desigualdades 

(4.3.12) V(r) :; Wo 

e 

(4.3.13) w(r) ~ woe-WOT 
• 

Com o objetivo de encontrar uma desigualdade para wo(t, z)que satisfaça (4.3.13), rees

crevemos (4.3.13) como 

-wore-WOT ~ -w r, 

segue então da monotonicidade da função W de Lambert que 

1 
(4.3.14) wo(t,w) :; --W(-wr),

r 

desde que o argumento da função W obedeça a desigualdade 

t 
wr zeJ~d8B(8) l dsJC(s) < e-I. 
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Assim, combinando (4.3.14) e (4.3.12) na equação (4.3.11), temos que 

e(t, z) V(t(T))::; e(t, z), 
z 

onde 

~.~ 1 ( t", 'i (4.3.15) e(t, z) = Z f; ds :H(s) W -z ef~ "'B(.) 10 ds:H(S)) 

que está bem definida na região compreendida pela desigualdade 

1 

z < dsB(s) f; ds :1i(s) 

Podemos ir além da desigualdade (4.3.13) através de uma pequena modificação na 

mudança de escala que define w. Para tanto, vamos utilizar a seguinte definição e(t, z) = 

w(t, f(t)z). Utilizando a regra da cadeia, obtemos desta vez 

fI):1i 2 ( :1i 2Wt f W WWw = B f WWw + 'B W - B + jWW . 

Utilizando a escolha para a função f dada por 

f(t) e2f:dsB(s)(4.3.16) 


e o fato de que 


00 00 

n n l-WWw + W - 1 - I)n - 1)Cnw - 1 +I:cnw - - 1 
n=2 n=l 

00 

- I:(n 2)Cn wn -
1 

::; O 
n=2 

e em vista de (4.2.16) e de que W zf(t) 2: O, temos que 

:1i 2 ( ) 1{ 2Wt - f W WW w = B -WWw + W - 1 + jWW 

:1i 2
< jWW. 

I:. 
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Definimos então 

l t 

(4.3.17) 	 T = ds 1C(s) 
o f(s) 

e repetimos os passos (4.3.16)-(4.3.15). Desde que seja satisfeita a desigualdade 

WT = zf(t) r ds 1C(s) 
lo f(s) 

(4.3.18) 	 Z o 
t 

ds e2f•
t 
dTB(T)1C(s) < e-r,l

a solução do problema de valor inicial (4.2.15) é dominada pelo majorante 8(t, z): 

(4.3.19) 	 8(t,z) ~ - t tI W (-zl 
t 

dse2f;dTB(T)1C(S)) 8(t,z). 
z 10 dse2f• dTB(Tl 1C(s) o 

Trabalhando diretamente com a equação integral (4.1.15), Brydges e Kennedy [11] 

estabeleceram recursivamente a seguinte desigualdade para os coeficientes de Ursell Cn , 

Cn(t) ~ (f(t)T(t)Zt- 1 nn-2 

com f e T dados por (4.3.16) e (4.3.17) respectivamente. Dessa forma, de acordo com 

a expressão da série de Taylor para a função W de Lambert [19], o majorante para a 

densidade no caso do potencial estável satisfaz a desigualdade 

8(t, z) = 	L00 

cn(t) zn-l 

n=l (n - 1)1 


_1_~ (_n)n-l
< 	 ~W(-TW)fTZ L.. n' (-fTZt = TWn=l . 

que corresponde exatamente à (4.3.19) . . 
Portanto, a partir de (4.3.18), temos que a série de Mayer (4.3.18) converge para 

valores de (t, z) tais que a seguinte desigualdade seja verificada 

1
(4.3.20) 

z< "dTB(Tl 1C(s)e 

http:4.3.16)-(4.3.15
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Isto está de acordo com o teorema 2 de [12] . O critério de convergência dado por (4.3.20) 

apresenta vantagens sobre o critério anterior (4.3.9) quando v(t) = j34J é uma decompo

sição em multi-escalas de um potencial que não satisfaz a condição de regularidade na 

origem (4.0.11) ou a condição de somabilidade (4.0.13). Como o observado em [11], uma 

estimativa de estabilidade fraca (B(t) grande) em pequenas distâncias, t <t:: 1, pode ser 
t: 

compensada pela baixa intensidade da interação,:J{ Ilvll, nessas escalas. 

4.4. Gás de Yukawa: uma aplicação 

Nesta seção iremos ilustrar a utilidade do critério de convergência (4.3.20) para a 

análise do problema ultravioleta do gás de Yukawa com 13 < 411'. O procedimento das 

subseções anteriores será estendido ainda mais para superar a seqüência de singularidades 

presentes no intervalo 411' :s:: 13 < 811'. 

4.4.1. O Gás de Yukawa. Nesta subseção desenvolveremos uma função majorante, 

6(13, z), para a série de Mayer da função densidade para um gás de Yukawa bidimensional. 

N esse sistema as partículas possuem como variável de estado interno a carga (I que pode 

tomar valores no conjunto {-I, I}. As partículas constituintes do gás interagem através 

'. do potencial de Yukawa 

v(6,6) (11(12 (-.6. + 1)-1 (Xl' X2) 

(11 (12 r e-ik'(XI-X2) 

(4.4.1) 
(211')2 JITf.2 k 2+ 1 

onde -.6. é operador de Laplace em JR2. O potencial (4.0.15) viola a condição de regula

ridade na origem (4.0.11), uma vez que 

1 2'f/Iv(ç,ç)1 - lim iR d'f/ l... lim In (R2 + 1)
411' R-'too o 'f/2 + 1 411' R-'too 

l 
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diverge logaritmicamente no limite ultravioleta. Realizamos a mudança da variável f3v 

segundo a expressão 

w(t,lxI x21) f30"10"2 (-,0. + v(t))-l (Xl, X2) 

(4.4.2) f30"10"2 Ko ( Vv(t) IXI x21)211" /' 

onde Ko é a função de Bessel modificada de segunda espécie (veja por exemplo [32] p. 

126) e v é uma função monotonicamente decrescente tal que 

v( -00) = 00 and v(O) = 1. 

A função v com as propriedades mencionadas permite a decomposição do potencial em 

escalas segundo a expressão abaixo, 

w(t, r) = [t ds w(s, r), 
oo 

onde 

w(s, r) = f30"10"2 v'(s)(4.4.3) . 411" jV[S) r K~ ( Jv(s)r) . 

De acordo com (4.2.5) e (4.2.5), temos a seguinte proposição 

PROPOSIÇÃO 4.4.1. 

Para cada -00 < s < O, w(s, X y) é um potencial positivo que satisfaz as propriedades 

(4.0.11)-(4.0.14) com 

f3
(4.4.4) B(s) = 1 Iw(s, 0)1 = 8 (-lnv(s))'

2 11" 

e 

, v'(s)
(4.4.5) ~(s) Ilw(s, .) 11 = -f3 v2(s)" 

DEMONSTRAÇÃO: A verificação das propriedades (4.0.11)-(4.0.14) segue imediatamente da 

definição (4.4.1), desde que (4.4.4) e (4.4.5) sejam satisfeitas. A utilização da fórmula de 

http:4.0.11)-(4.0.14
http:4.0.11)-(4.0.14
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Cauchy para a integral (4.4.1) (com 1 no lugar de v(t)) na direção x - y implica 

{J(Jl (J2 ( ~)w(t, r) = ~g y v(t)r 

onde 

00 

g(w) . 1 dk e-wv'P+I(4.4.6) 
o v'k2 + 1 . 

Utilizando a escolha w = jv(s)r, temos pela regra da cadeia 

00 	 00 w' 
(4.4.7) 	 (g o w)' = -w'1 dk = _ w' 1 d( I .~ ~ ( --h(w), 

w W w 

o que permite reescrever a equação (4.4.3) como 

. -{J(Jl(J2 v'(s) (r::t:\)
(4.4.8) 	 w(s,r) "- v(s) h yv(s)r . 

Assim, tomando o valor absoluto de (4.4.8) em r = O, temos a expressão (4.4.4). Notemos 

que por hipótese -v(s) ;:: O. Pela integração de (4.4.6) multiplicado pela variável w, 

temos 

00 100 1(4.4.9) 	 dwg(w)w = dk .<>.{') = 1,1o 	 o (k2 + 

o que implica 

{J d {OO
Ilw(s, ,)11 21r ds 21r Jo dr 9 ( ~r) r 


{J (vtS))' 

e conclui a demonstração. • 
o majorante para densidade no gás de Yukawa, 8(t, z), satisfaz a equação (4.2.15) 

com B e :J{ dados por (4.4.4) e (4.4.5), respectivamente, e condição inicial 8(to, z) = 1 

onde to faz o papel de um "cutofI" ultravioleta que será removido ao tomarmos o limite 

to --+ -00. 
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Assim, utilizando a estimativa oferecida pela expressão (4.3.20), obtemos os critérios 

de convergência da série no limite em que o "cutoff" é removido. 

De acordo com as definições para Jf(t) e B(t), dadas por (4.4.5) e (4.4.4), respectiva

mente, temos que 

- 1· lOd
T 

V'(T)lim (o dT Jf(T)e 2 J; ds B(s) (3 1m ---:-:-
to--+-oo lto to--+-oo to v2-t3/4n (T) 

47f(3 lim {I vi'J/4n-l (to)} = 47f(3 . 
47f - (3 to--+-oo 47f - (3 

o limite anterior é válido para todo (3 < 47f, independentemente da função de escala v. 

Assim, de acordo com o critério fornecido pela desigualdade (4.3.20), a série de Mayer 

para o gás de Yukawa converge sempre que 

(3 < 47f e Izj < ~(3 

4.4.2. O gás de Yukawa para 47f < (3 < 87f. De acordo com as análises apre

sentadas por Benfatto, Gallavotti, Brydges et alli[3, 12], a série de Mayer para o gás 

de Yukawa diverge para valores de (3 no intervalo 47f :S (3 < 67f devido à divergência 

no limite do ultravioleta da segunda função de Ur~ell 1/J~(t, ~). Nesta subseção definimos 

uma expressão para o majorante renormalizado da densidade, 8 R ((3, z), definido como o 

majorante 8((3, z) desprovido da parte singular 1/JHt, ~), e demonstraremos que 8 R ((3, z) 

representa uma série de Mayer convergente para (3 < 167f/3. 

No intervalo 167f/3 :S (3 < 67f, o limite superior para 'Ij)~(t, ~), dado pelo coeficiente 

93, também diverge no limite ultravioleta. Embora (3 = 167f/3 não seja um ponto de 

transição para o modelo do gás de Yukawa, o nosso procedimento considera este valor e, 

de maneira mais geral, todos os valores (3n, 

( 1)-1 87f _n_(4.4.10) (3n 87f 1 + ;, n?ln+ l' 

como pontos de singularidade do modelo. Discutiremos então como estender o resultado 

para a n-ésima transição finalizando a demonstração do teorema 4.0.5. 
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A partir da definição, a função de Ursell 'l/Ji(t, e) é dada explicitamente pela expressão 

'l/J~(t, e) ='l/JHt, 6, 6) e-w(t,ü,6) - 1. 

Pela introdução do "cutoff" to e dos demais ajustes necessários nos limites de integração 

em conjunto com (4.4.2), temos que t 
c {-(30"10"2 ( (cr;:;: )(4.4.11) 'l/J2(t, 6, 6) = exp 211" Ko V v(t)rI2 Ko ( v'v(to)r12) )} 1 

onde r1Z IX1 - x21. 

Como objetivo de isolar a singularidade de (4.4.11), trocamos 

cz(t) = sup Jdp(6) I'l/JHt, 6, 6)1 
ôEfl 

por uma versão mais detalhada 
~~ ~ 

c~(t) = sup Jd/-h(X2) I~ L 'l/JHt, 6, 6) 
xIEÂ { }.o"l,ozE -1,1 . 

°lOZ=± 

que diferencia a situação em que o termo 0"10"2 é positivo ou negativo. Utilizando o 

fato de que Ko(x) é uma função monotonicamente decrescente e levando em conta que 

1 e-óI{::; 5K para 5K 2: O, temos que 

00 

4(t) < (31 dr (Ko (Vv(t)r) dr - Ko ( v'v(to)r)) 

l1 < (3 (vtt) - v(~o)) . 

Ou seja, o coeficiente dado pelo limite limto-+-oo ct(t) = (3 jv(t) é limitado para todo t. 

Quando 0"10"2 -1, temos que -w(s, r) 2: O. Para avaliar o coeficiente (t) vamos 

recorrer à definição da função de U rseU 'l/J~, a partir da equação integral (4.1.15): 

(4.4.12) 'l/J~(t,r) -lt 

dsw(s,r)e-f:drw(r,r). 

t' 
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Em vista da expressão (4.4.8), e do lado direito de (4.4.12), 

(4.4.13) 

l tf3l°° -v'(s) { f3lt -V'(T) }c2"(t) = -- dr r ds () h( ~r) exp -- dT () h( JV(T)r) 
2 o to v S 47r s V T 

Devemos observar que h(w) é uma função monotona decrescente com h(O) 1 e, de 

acordo com (4.4.7), (4.4.9) e pela integração por partes, 

CO co 21001 dww h(w) = l dww2g'(w) = dww g(w) = 2. 
Como v é também uma função monótona decrescente, temos para qualquer r e S :S T :S t 

(4.4.14) V(s) ~ V(T) ~ v(t) h( ~r) :S h( JV(T)r) :S h(J0i)r). 

Utilizando a desigualdade anterior na integral presente na exponencial do lado direito de 

(4.4.13), podemos limitar superiormente o coeficiente c2"(t) 

tf3lco l -v'(s) (v(S))
c2"(t):S "2 o drr to ds v(s) h( ~r) v(t) 

tf3l°° h(y) l-- dyy ds V'(S)V(S)!-2 I 
2 o v(t) f,;- to I 

r 
i 

47r (V(to) 1 ) 
= f3 - 47r v(t)f,;- - v(t) . 

Da mesma forma, podemos utilizar a desigualdade (4.4.14) para limitar inferiormente o 

coeficiente c2" (t): 

_ -v' {32 drr ds (s) h( r::r:\() ) (v(s)) 4".h(~T)f3l°° ltc2"(t) > o t v(s) V v\s}r o v(t) 

tf3l°° l -v'(s) (V(S)) f".h(y)
dyyh(y) ds ()2 -()2 o to vs vt 
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Dado em é > O, existe um 0(15) > O e uma constante C(é) > O tais que L - é > 1 e 
41r 

> _fi (i(e) l t -v'(s) (V(S)) f;h(y)
Cz(t) 2 lo dyy h(y) to ds v(s)2 v(t) 

{ 2:: C(é) (V(to)!3 __1 ) 
v(t) 4" -e V(t)' 

Por definição v( -00) 00, portanto, de acordo com as suas estimativas superior e inferior, 

o coeficiente (t) diverge no limite to -+ -00. Em contrapartida, ci(t) permanece 

limitado para todo j3 > O. 

Iremos agora desenvolver a equação para o majorante (4.2.15) com o coeficiente sin

gular g2 removido através de um multiplicador de Lagrange. Isto pode ser realizado de 

maneira distintas. Poderíamos, por exemplo, definir 8 R tal que 8~(t, O) O para todo 
t 

t 2:: O, 


8~(t, z) = 1 L
00 

ngn(t)zn-l, 

n=3 

como solução de 

8 t = j{ (z8 2 + z288z ) + B (z8 z + 8 - 1) - z (j{ + 2B8At, O)) 

com 8(0, z) 1. Notemos que d8~(t, O)jdt 8[;(t, O) O o qu~ é conseqüência da 

regularidade de 8 R . Uma vez que a parte linear da equação (4.2.15) é responsável por 

tornar g2 singular, nos poderíamos, alternativamente, incluir no multiplicador de Lagrange 

somente termos proporcionais a Bt; 

1 
(4.4.15) 8 t j{ (z82 z288z ) + B (z8 z + 8 1) - 2zB8z(t, O) 

(com um quarto da intensidade necessária para anulá-lo). Como na subseção 4.3.2, defi

nimos 8 2 (t, z) = w(t, w), onde w = fz(t)z e 

t 

(4.4.16) fz(t) exp {~ l ds B(s) } , 

I 
I 
!Ql 
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e utilizando (lembremos que Cn ngn) 

1 
-'2WWw + W 1 

1 
'2w\liw(t, O) 

1 00 

-'22)n 
n=2 n=l 

00 

1)Cnwn- 1 +L cnwn 
-

1 1 
1- -C2

2 

1 00 

- 2 L(n - 3)Cn wn 
-

1 
::; O, 

n=3 

temos que 

:li 2 

h w 
f~) ( 1) 9-C 2\lit - -w \li\li - (B - w\liw + B \li - 1 - -C2 + -w\li
h 2 h 

( 1 1) 
9-C 2B --w\li + \li - 1 -C2 + -w\li
2 w 2 h 

9-C< -w\li2 
. 

l

f2 

Pela repetição dos passos (4.3.11) -(4.3.15) com r = ft~ ds (9-C/12)(s) , teremos, desde que 

seja satisfeita a desigualdade 

t 9-C t 

to 2 
z lot ds exp {~ l(4.4.17) wr = z12(t) ds f (s) dr B(r)} 9-C(s) < l/e, 

que a solução do problema de valor inicial (4.4.15) 8 2 satisfaz 

-1
(4.4.18) 8 2 (t, z) ::; -W (-rw) . 

rw 

Substituindo (4.4.4) e (4.4.5) em (4.4.17) com t = O, temos 

1
0 v'(s)

lim 1° ds exp {~1° dr B(r)} 9-C(s) ds v2-3t3/167r (s )- p limto--.-oo to 2 

8 to--.-oo to 

1671"p 

1671" - 3p 

desde que p < 1671"/3, independentemente da função de escala v. Portanto, a série de 

Mayer para o gás de Yukawa, com a parte singular de 'IjJ~ "removida", converge se, 

16 1671" - 3p
P< -'Ir e

3 Izl < 16'1rpe 
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A extensão do resultado para o caso P < Pn 
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87r (1 + n1)-1 segue imediatamente 

da equação renormalizada 

(4.4.19) 8 t = JC (z8 2 + z288z ) +B (z8 z 8 - l)-B I: \(1
j=l J. 

i) (zj ~8) (t, O) 
n 8zJ 

( com 8(0, z) = 

W = in(t)z e 

( 4.4.20) 

1. Neste caso, definimos, de maneira análoga, 8(t, z) 

{ n + 11t 
}in(t) = exp -n o ds B(s) , 

w(t, w), onde 

, 
.~' 

e utilizamos o fato de que 

( i~) ,T, ,T, ~ 1  in W'J!w + 'J! 1  ~ 

1 00L (m n)Cm W 
m 

-
1 :s O 

n 
m=n 

( 1  m - 1) C m n mW -
1 

para obter a desigualdade 

Wt 
JC 2 JC 2
in W wWw < in wW . 

Indicando a solução do problema de valor .inicial (4.4.19) por 8 n , temos que 

(4.4.21) 
-1 

8 n (t, z) :s -W (-TW)
T'W 

c 

desde que 

( 4.4.22) WT l
t JC 

= zin(t) ds -f (s) 
to n 

t {n+ 1 jt }
Z Jto ds exp -n s B(T)dT JC(s) < l/e. 

Pela repetição das mesmas operações efetuadas anteriormente, somos capazes de con

cluir que a série de Mayer para o gás de Yukawa, com a parte singular de 'l/Jj para 

j = 2, ... , n "removida", converge se 

P< Pn e Izl < Pn - P 
Pnpe 

com Pn dado por (4.4.10). Isto conclui a demonstração do teorema 4.0.5. 
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OBSERVAÇÃO 4.4.2. A convergência de e para (3 < 161r/3 com um termo O(z) omitido foi 

obtida originalmente a partir da equação integral (4.1.15) por Brydges e Kennedy [12]. 

Porém devemos enfatizar que o método proposto neste texto é mais direto e prescinde de 

condições extras sobre o raio de convergência como no caso do teorema 4.3 em [12] 

i 



APÊNDICE A 

Notação, teoremas de imersão e operadores setoriais 

...(~ . 
o objetivo deste apêndice é de fixar a notação utilizada e de apresentar alguns teo

remas necessários â demonstração dos resultados obtidos através do estudo das equações 

diferenciais parciais associadas ao fluxo do grupo de renormalização para modelos da 

mecânica estatística de equilíbrio. 

Os teoremas de imersão em espaços de Sobolev e os que tratam dos operadores setoriais 

são apresentados aqui sem as respectivas demonstrações. Não as apresentamos neste texto 

pelo temor de sobrecarregá-lo e pelo fato de que as demonstrações estão descritas com 

'"
,~ , 

. detalhe nas referências que utilizamos para estudá-los. A seção sobre teoremas de imersão 

é baseada nos teoremas apresentados em [47]. A seção sobre operadores setoriais e suas 

potências fracionárias é baseada no texto [38]. 

A.1. Notação para operadores lineares e espaços funcionais. 

• C(U) 	 {f : U -+ IRI f ê contínua}, espaço vetorial das funções contínuas. É um 

espaço de Banach X com a norma "sup" usual, 

Ilfllc(u) sup If(y)l. 
yEUn 

• Ck(U) = {f : U -+ IRI fê k vezes continuamente diferenciável}, espaço vetorial 

das funções k vezes continuamente diferenciáveis de U. É um espaço de Banach 

com a norma 

IIfllck(U) L liDa fllc(u)' 
O:::;lal:::;k 

• Cb(U), C~(U) espaços vetoriais das funções contínuas e continuamente dife

renciáveis formado pelas funções uniformemente limitadas e com derivadas uni

formemente limitadas em U. 
151 
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• Co(U), C~(U) = espaços vetoriais das funções contínuas e continuamente dife

renciáveis formado pelas funções com suporte compacto em U. 

• 	CW (U) =espaço vetorial das funções analíticas em uma vizinhança do domínio 

u. 
• C [11] ,11-[11] (U) é o espaço vetorial conhecido como espaço de HOlder formado 

" 
pelas funções Cr1(U) cuja [v]-ésima derivada é uma função H6lder contínua com 


expoente v [v]: 


Ilfllc[v1,v-[vl(U) = Ilfllc[v1(u) + sup ID[1I 
1 
f(x) - D[II]f(y) I 

x-:f.y Ix _ ylll-[II) < 00. 

• 	LP(U, df-L) = é o espaço das funções integráveis à Lebesgue em U. É um espaço 

de Banach com a norma 

IlilbIU,.,.) = (lu dJ'(x) li(X)IP
); , 1 5: p < 00 

Usualmente denominamos LP (U) LP (U, dx) e, em particular, LP (lRd ) LP (lRd , dx). 

• 	VX!(U, df-L) =é o espaço das funções integráveis à Lebesgue em U e que são es

sencialmente limitadas em U, ou seja, f é limitada em qualquer região de U com 

medida não nula onde a função está definida. Esse espaço é um espaço de Banach 

com a norma 

IlfllvX?(U,dJh) = sup ess If(x) I· 
XEU 

• 	Lfoc(U, df-L) = {f E LP(V, df-L) para todo V cc U}. 

• Wk,P(U, df-L) = subespaço das funções f E LP(U, df-L) tais que para cada multi

índice lal < k, Daf existe no sentido fraco (distribuição) e pertence ao espaço 

LP(U, df-L). Esse espaço é conhecido como espaços de Sobolev e são espaços de 

Banach com a norma 

(2:o:slaI9Judf-L(X) IDaf(x)IP)* , 1 ~p < 00 

IlfIlWk,p(u,d/t) = 

2:o:s laI9 SUPxEU ess IDa f(x) I, p 00. 
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• Hk(U, dJ.,t) = W k,2(U, dJ.,t). Esses espaços são também espaços de Hilbert com o 

produto interno (" ')tt: 

(f, g)tt lu dfJ,f(x)g(x). 

~/ . 
• 	W~,P(U, dJ.,t) fecho do espaço C~(U) na norma do espaço Wk,P(U, dfJ,). Uma 

função f pertence ao espaço W~,P(U, dJ.l) se e somente se existir uma seqüência 

de funções {fm} pertencentes ao espaço C~(U) tal que fm ---+ f em Wk,P(U, dJ.l). 

Podemos esse espaço como aquele constituído dos elementos f E Wk,P(U, dJ.,t) tais 

que" Daf O em au" para todos lal ~ k - l. 

• H~(U, dJ.,t) W~,2(U, dJ.,t) 

A.2. Teoremas de imersão para espaços de Sobolev 

Nesta seção vamos expor alguns teoremas sobre imersão para espaços de Sobolev que 

serão úteis ao desenvolvimento de alguns tópicos desta tese. Dizemos que o espaço de 

Banach X está continuamente imerso em no espaço de Banach Y, ou simplesmente, que 

X está imerso em Y (X y Y), quando X.c Y e para todo f E X, existe uma constante 

positiva C < 00, independente de f tal que 

Ilflly ~ C Ilfllx . 

No caso dos espaços de Sobolev Wk,p(R.d), dependo da relação entre k,p e d temos 

r distintas imersões contínuas, o seguinte teorema resume os resultados para esse espaço. 

TEOREMA A.2.1. 

Seja d 2:: 2 e 1 ~ p < 00. Então se kp < d, temos que 

Wk,p(R.d ) Y Lq(R.d ), 

para todo q que satisfaça a desigualdade p :; q :; q* = 


Se kp d, temos que 


Wk,p(R.d) Y Lq(R.d), 
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para p :::; q < 00. 

Seja m um inteiro não negativo tal que m < k - d/p < m +1. Então se kp < d, temos 

que 

Wk,p(lRd ) y Cm'À(lRd ), 

onde O < À :::; k - m - d/p se k - m - d/p < 1, ou, O< À < 1 se k - m - d/p = 1. 

Quando d 1 é possível obter uma melhor regularidade para os elementos de Wk,P(lR), 

TEOREMA A.2.2. 

Temos que para k ;:: 1, 

Wk,P(lR) y Ck-1'\lR), 

com O< À :::; 1 1/p se p > 1. E 

Wk,p(lRd ) Y C~-l(lRd) 

se p = 1. 

o espaços de Sobolev Wk,oo(lRd) também possuem teoremas de imersão em espaços 

de funções uniformemente limitadas: 

TEOREMA A.2.3. 

Temos para d ;:: 1 e k ;:: 1, 

Wk'OO(lRd) Y Ck-1,1 (lRd). 

Dado um aberto U C lRd , é possível introduzir um operador linear contínuo, conhecido 

como operador de prolongamento, W, 

W: Wk,P(U) -t Wk,p(lRd ) 

tal que ®flu f em U . 
• 

A partir dos teoremas de imersão para espaços de Sobolev em lRd e do operador de 

prolongamento, é possível obter também teoremas de imersão para os espaços de Sobolev 

Wk,P(U, dx) com as mesma propriedades dos teoremas anteriores desde que o U seja de 

classe C k . 
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Finalmente existem os teoremas que garantem a imersão compacta para os espaços 

Wk,P(U, dx) . 

TEOREMA A.2.4. 

Seja U um subconjunto limitado de ]Rd de classe Ck e 1 ::; p ::; 00. Então as seguintes 

imersões são compactas: t, 
Wk,p(U, dx) y Lª(U, dx), para 1 ::; q < q* = d~'kP se kp < d. 

Wk,P(U, dx) y Lª(U, dx), para 1 ::; q < 00 se kp = d. 

Wk,P(U, dx) y Cm(U) para um m inteiro não negativo tal que m < k - d/p :::; m + 1 

se kp> d. 

A.3. Operadores setoriais e suas potências fracionárias 

DEFINIÇÃoA.3.1 (operador setorial). Um operador setorial A é definido como um opera

dor linear fechado e densamente definido que age sobre um espaço de Banach X, tal que 

para um ângulo 4> E (O, 1f/2) e dois números reais quaisquer a e M ~ 1, o setor no plano 

complexo 

L::a,€jJ = {ÀI4> ::; arg(À - a) :::; 1f, À a} 

está contido no resolvente de A e para todo À E L::a,€jJ, temos na norma de operadores l 

II(À A)-lll,qx,x)::;'. M .' 

DEFINIÇÃO A.3.2 (semigrupo analítico). Um semigrupo analítico em um espaço de Banach 

f' X é uma família indexada de operadores lineares agindo em X, {T(t) h:::o , e que satisfazem 

as seguintes propriedades: 

• 	 T(O) = I, T(t)T(s) = T(t + s) para t ~ O e s ~ O. 

• 	Para qualquer elemento x E X, limt.J..o T(t) x = x. 

• 	 Para qualquer elemento x E X, a aplicação t -7 T(t) x é real analítica no intervalo 

0< t < 00. 

lSejam X e Y dois espaços de Banach e B : X -+ Y um operador pertencente ao espaço das C,(X, Y). A 
norma de operadores é a norma de qx, Y), expressa como IIBllqx,y) == sUPllxllx9l1Bxlly. 
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o gerador infinitesimal do semigrupo, L é definido pelo limite Lx = limtJ.o(T(t) x - x)/t, 

seu domínio D(L) é constituído pelos elementos de X para os quais o limite está bem 

definido. Representamos o semigrupo em termos de seu gerador infinitesimal como etL . 

TEOREMA A.3.3 (Henry - teorema 1.3.4). 


Se A é um operador setorial, então - A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico ) 


{e-tA h>o, definido pela integral de Dunford- Taylor 


e-tA(A.3.1) 2~7r i(À + A)-le>.tdÀ, 

onde r é um contorno contido no resolvente de - A tal que liml>'l-+co arg À ±e para 

algum e E (7r/2, 7r). Além disso, e-tA pode ser continuado analiticamente no setor {t =I

O : larg ti < é }que contém o eixo real positivo, e se R(i(A) > a, então para t > O temos as 

seguintes estimativas na norma de operadores 

C -at(A.3.2) e liA -tAII < -e .Ile-tAII .c(x,x) .:s; Ce-at 
e t.c(X,X) 

DEFINIÇÃO A.3.4 (potência fracionária de A). Seja A um operador setorial positivo no 

espaço X, e um real 6" > O, definimos o operador A -õ pela expressão 

A-Õ _ 1 (CO TA 
- r(6") lo dT T1-1e- . 

A-O é um operador linear limitado em x, biunívoco e satisfaz a relação A -o A -;3 = A -(8+;3) 

para quaisquer a > O e f3 > O. A potência fracionária de A é definida como a inversão de 

A-o, AO = (A-O)-l com domínio D(AÕ) dado pela imagem do operador A-ó. 

Associada às potências fracionárias de A, definimos também a norma do gráfico: 

DEFINIÇÃO A.3.5. Se A é um operador setorial definido em um espaço de Banach X, 

então, para cada 6" ~ O estão definidas as normas , 

IIxll ó IIAfxll x 



teoremas de imersão e A. setoriais 157 

para todo x E X Ó = D(AÜ, onde AI = A+aI com a escolhido de forma que ~a(AI) > O. 

Como demonstrado em [38], escolhas diferentes de a resultam em normas equivalentes em 

X ó) portanto omitimos qualquer dependência na escolha de a. 

TEOREMA Á.3.6. 

Seja A um operador setorial definido no espaço de Banach X tal que a parte real de seut-; 

espectro é estritamente positiva, ~a(A) > a > O. Então, para o .2: O, existe uma constante 

0< Có ::; (oje)Ó tal que para t > O 

(A.3.3) II Aóe-tAII < C rÓe-ta 
,c,(X,X) - 05 • 

Além disso, para um x E D(AÓ) e O< o ::; 1, 

(A.3.4) 1I (e-tA - 1) xlix::; }C1_ótÓ IIAóxllx' 

TEOREMA Á.3.7. 

Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, então XÓ é um espaço de 

Banach na norma 11·1105 para um o 2: 0, XO X e para o 2: {3 2: 0, o espaço X Ó é um 

sub-espaço denso de Xf:J com inclusão contínua (1Ixllf:J < C Ilxlló para x E X Ó
). Se A 

possui resolvente compacto, então a inclusão X Ó C Xf:J é compacta quando o > {3 .2: O. 

," ," ' } 

,• 
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Operador de Ornstein-Uhlenbeck em L2(!ld) - generalizações. 

Neste apêndice, nosso interesse principal está focalizado no operador diferencial co

nhecido como operador diferencial de Ornstein-Uhlenbeck (operador O-U), em particular 

na sua ação sobre espaços de Hilbert L 2(-yd)' Vamos considerar o operador O-U dado por 

L, 

(B.O.5) L . {}!::. + ox .D, 

onde {} é uma constante real positiva e oé uma constante real não nula. O operador gera 

um semigrupo Tt a partir do qual podemos representar a solução do problema de Cauchy, 

(B.O.6) 
d 
dtU = Lu 

l> 

com condição inicial u(O) Uo como u(t,x) [Ttuo](x). 

Apresentaremos uma solução para a equação (B.O.6) definida no espaço das funções 

L2(.lR.d 
) sem o peso gaussiano. Nesse espaço podemos estudar a equação (B.O.6) através 

de sua versão para as transformadas de Fourier. As propriedades da transformada de 

Fourier são úteis por transformar o problema original em uma equação diferencial parcial 

de primeira ordem, o que permite que desenvolvamos uma solução explícita através do 

método das características. Feito isso, basta retornar ao problema original através da 

transformada inversa. 

Utilizaremos a seguinte definição para a transformada e sua inversa, 

[9='f](x) f(x)' (
JJRd 

ddye-ix'Yf(y), 

[9='-1 11 (x ) f(x) -.:... d ye~X'Y f(y).1 1 d . -

(211")d JRd 

159 
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I 

I 

Assim, a equação diferencial para a transformada de u(t, x), v(t, x) [:.ru(t, ·)](x) é dada 

por 

d
(B.O.7) dt v = Av, v(O) = Vo = [:.ruo], 

I··onde o operador diferencial A é dado por 

(B.O.8) A -iJ I X 1 
2 Ód - Óx . D. 

_: ...• 
A solução da equação (B.0.7) é obtida através do método das características: designaremos 

a solução v(t, x) quando x pertencer à curva característica x(t) como T(t), 

T(t) . v (t, x(t)) . 

Dessa forma a derivada de T(t) é tal que, 

d [} d 
T -v+-x·Dv

dt [}t dt ' 

(iJ Ixl2 + 8d)T - (óx !x) .Dv. 

A partir da última igualdade temos as equações para características, 

1tT -(iJ Ixl 2 + Ód)T 

di
d 

Xi ÓXi, para cada i 1,2, ... d. 
/~ .. 

A solução é dada então por 

Xi(t) = Xi(O) ét 

e 

2átT(t) T(O) exp ( -ódt - ~ (1 - e ) Ixl2 (O)) . 

Combinando a informação sobre o valor de T(t) sobre cada característica x(t) com a curva 

que a mesma descreve, ou seja, realizando as substituições T(O) ~ v(O, x(O)) = vo(x(O)) 

I· 
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e em seguida Xi(O) I---t Xi(t) e-ót , teremos 

{) 
2ótv(t, x) Vo (xe-ót 

) exp ( -odt 20 (1 - e ) Ix1 2 ) . 

Agora, basta aplicarmos a transformada inversa à solução anterior para obter a solução da 

equação O-V (B.0.6). Levando em conta os teoremas de convolução para transformada
!~ 

de Fourier, chegamos à seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO B.O.S. 

Seja {) uma constante real positiva, O uma constante real e uma função de quadrado 

integrável Uo E L2(lRd ) que é condição inicial da seguinte equação diferencial linear 

Ut - Lu O, U(O) Uo, 

onde L é o operador diferencial auto-adjunto 

L = {)Ll + ox .D. 

Então a equação possuí uma solução u(t) E cw (1l4, L 2 (lRd )) que pode ser representada 

pela ação do semigrupo {etL h>o: 

u(t) = (éLuo) (x) 1)-ó[Uo * !LU](X) , 

onde 

1)-ó[J](X) . f (eótx) 

itt e !Lu é a distribuição gaussiana com matriz de variância dada por 

u {) (et6 - 1) I 
O 

e I é a matriz unitária d x d. 


DEMONSTRAÇÃO: A analiticidade do semigrupo segue do fato do operador ser auto-adjunto 


com espectro limitado inferiormente (como observado em (3.3.6), L é um operador posi


tivo) o que garante que o mesmo é um operador setorial de acordo com a definição A.3.1. 


Portanto segue do teorema A.3.3 que L gera um semigrupo analítico. 
 • 
" ' 
.,\~.~ 
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DEFINIÇÃO B.0.10. Seja v um multi-índice, v = (VI, v2, . .. , Vd) formado por índices Vi E N. 

Definimos o polinômio Hv sobre o espaço JR.d a partir dos polinômios de Hermite na reta 

na forma 

Hv(x) - HV1 ,V2,,,,,Vd(X) . II
d 

HVí(Xi), 
i=l 

\onde HVi são os polinômios na reta e Xías componentes do vetor x E JR.d. 
(~. 

A cada k = 0,1, ... , vamos expressar por S'Jk o subespaço linear fechado de L2(-rd) 

formado pela combinação linear dos polinômios de Hermite Hv com Ivl = 2::=1 Vi = k. 

Então é possível verificar que os subespaços S'Jk são mutuamente ortogonais e que L2(-rd) 

é formado pela soma direta deles (veja por exemplo [8]). 

O teorema seguinte trata da ação do operador O-U no espaço L2('Yd) . 

LEMA B.O.11. 

Seja L o operador linear O-U (B.O.9) definido no domínio 'D(L) 

'D(L) = {f E L2(-rd) : Lf E L2(-rd)}' 

Então, o espectro de L, a(L), é dado pelo conjunto de valores reais positivos 

a(L) = {-n: n E N}. 

A cada autovalor n está associado um subespaço de L2(-rd), S'Jk, formado pela combinação 

linear dos polinômios de Hermite definidos em JR.d, HV1 ,V2, ... ,vAx) tais que 2:~1=1 Vi = n. 

Além disso o domínio do operador coincide com o espaço de Sobolev H 2 (-rd)' 

DEMONSTRAÇÃO: Seja o semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck gerado pelo operador dife

rencial (B.0.9), de acordo com a fórmula de Mehler (B.0.10), a ação do semigrupo sobre um 

elemento f E LP(-rd) possui uma representação integral dada pela operação de convolução 

com uma medida gaussiana, 

(B.0.14) [etLf] (x) = [f *'Y(1-e-2t)IdJ (e-tx) E LP(-rd). 

c· 
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Vamos considerar também, a seguinte generalização da função geratriz para os polinômios 

de Hermite em dimensão d, dada pelo produto da geratriz para cada Xi: 

_4T2+ 1e 2 T'XGd(X; T) 
00 n 
~~b T d(B.0.15) L..t L..t Ivl,n V " ,Hv (X) ,X E]R , 

{Ç n=O Ivl:<;n Vl, v2· ... vd· 

onde a é uma constante real, b ê o delta de Kroenecker, 1 ê o vetor unitário em dimensão 

d e v ê o multi-índice v = (VI, V2, ... ,Vd) com Ivl = 2::=1 Vi. 

Combinando a representação integral do semigrupo à função geratriz para os polinô

mios de Hermite (B.0.15) somos capazes de encontrar o espectro do operador O-V e as 

autofunções associadas. 

A ação de etL sobre Gd (x; T) nos fornece informação sobre os autovalores a autovetores 

do operador associado ao semi-grupo. Vejamos, utilizando a representação (8.0.14) 

d 
2 

tL d 2 -t ( 1 1 1 1 1 ) 21e G (X; T) = e-2T +Te l·x dd e-T 'Y-2(1-e 2t) Y 
d e-2t )211' (1 IRd Y 

A mudança de variável y W - T (1 - e-2t ) 1, permite reescrever a integral acima na 

forma 

1 ~ e- ~e-2tT2+T e-t l-xetL Gd(x; T) L, ddwe,( 2,,- (1 _ e-2t)) Iwl' 
v 

(B.0.16) 
-1 ~ 

= Gd(x; e-tT) 

~ 
Considerando agora a representação de Gd (x; T) em termos de polinômios de Hermite 

(B.0.15), a ação do operador é L descrita pela equação anterior corresponde a seguinte 

relação: 
00 00 

etL L L Ov,n TnHv (x) L L Ov,n (e-tTr Hv (x), 
n=O Ivl:<;n n=O Ivl:<;n 

onde 
blvJ,n 

Ov,n = VV1!V2! ... Vd! 

Como o semigrupo etL ê linear, 

',I~ • 
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o semigrupo gerado pelo operador ,c, Tt éf:., integra a representação explícita para 

a solução da equação (B.0.20), descrita originalmente por Kolmogorov, 

(B.0.22) 	 u(t,x) = Ttuo(x) = 1 r ddye-Y'Q;lYuo(éB_y), t > o,
y!(27r)ddetQt }'B,.d 

onde 

l t 

(B.0.23) 	 Qt = ds esB Q esB
* 

e B* é a transposta de B. 

Podemos notar que a solução (B.0.22) é da forma 

(B.0.24) 	 u(t, x) r dy Pt(x, y)uo(y), 
}'B,.d 

onde a função positiva Pt(x, y) satisfaz as seguintes relações 

(B.0.25) 	 r ddy Pt(x, y) = 1, ,t > O, x E ]Rd,
}'B,.d 

(B.0.26) Pt+s r ddz Pt(x, z)Ps(z, y), t, s > o, x, Y E ]Rd.
}'B,.d 

A igualdade (B.0.26) é conhecida como equação de Chapman-Kolmogorov . 

Por satisfazer as relações anteriores, a função Pt é uma densidade de probabilidade 

para todo t > O e x E ]Rd. A equação (B.0.20) e sua solução, escrita com a ajuda de uma 

função densidade de probabilidade, ilustram as conexões entre os campos de equações 

diferenciais parabólicas e da teoria de probabilidade. 

Apesar de possuir um significado probabilístico, a expressão (B.0.24), considerada 

de forma isolada, não permite construir uma solução para a equação O-V. Vma maneira 

construtiva de chegar a solução foi proposta originalmente por Ito - a teoria dos processos . 
estocásticos. De acordo com ela, uma generalização natural do método das características 

aplicada à equação O-V consiste no estudo das soluções da seguinte equação (equação de 

'\, 

(. 

(, 

r· o 

'. 

I 
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Langevin) : 

(B.0.27) dX EX dt + Ql/2dW(t), X(O) = x, 

onde W (t) é um processo de Wiener (movimento browniano) em ]Rd com matriz de cova

riância Q. A soluções da equação de Langevin são as características estocásticas X (t, x),
Í:' 

a partir das quais obtemos a solução u(t, x), 

u(t,x) E[uo (X(t,x))] , t 2:: O, x E ]Rd. 

A fórmula da variação das constantes pode ser empregada para resolver a equação 

estocástica, assim, temos que 

t 

X(t, x) = S(t)x + l ds S(t - s) Ql/2dW(s), 

onde S(t) = exp(Et) é a solução fundamental de (B.O.27). 

Resultados recentes ([48] e as referência lá contidas), conseguem descrever o espectro 

do operador O-U, .53, no espaço L1J(]Rd, f-L) a partir do semigrupo por ele gerado. Sabe

se que , devido à compacidade do resolvente para qualquer 1 < p < 00, o espectro do 

operador é discreto e formado por um conjunto de autovalores de multiplicidade finita. 

Novamente, devido à compacidade do resolvente, o espectro não depende de p. É possível 
(' 

demonstrar que os autovalores do operador dependem apenas dos autovalores da matriz 

E. Seja {>'1, ... , Àr} o conjunto dos autovalores de E) então o espectro do operador 

O-U,O'(.53): 
Jt>. r 
~ 0'(.53) = (L: niÀi : ni E N}, 

i=l 

além disso, as autofunções correspondentes são formadas por polinômios e formam uma 

base completa em LP(]Rd, f-L). 

Portanto o espectro do operador diferencial.6. X· D reflete o fato de que a sua matriz 

é dada por - I d ; como -1 é um autovalor de multiplicidade d, o espectro é dado pelo 

conjunto dos inteiros não positivos. 

http:O-U,O'(.53
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APÊNDICE C 

o fluxo do GR para as funções de Ursell 

Em dois artigos [11] e [12], Brydges e Kennedy sugerem o decomposição do potencial 

em várias escalas, e. g., 

w d lW 

(C.0.28) <fJ(Xi,Xj):= a d7 d7<fJesc(7Xí,Xj) d7V(7 Xi, Xj).l
Assim o potencial na escala t, <fJesc(t,xi,Xj), t E (a,w), varia entre a situação onde as 

partículas estão completamente desacopladas gás ideal - <fJesc(a,xi,Xj) O até o 

potencial original no extremo do intervalo dos valores de t, <fJesc(W,Xi,Xj) = <fJ(Xi,Xj)' 
z, Através da· introdução dessa decomposição em escalas é possível derivar uma equação 

diferencial para o fluxo das funções de Ursell (4.1.5) em termos do parâmetro de escala 

t. Esse formalismo permite, em particular, o tratamento da escala como o inverso da 

temperatura (3, nesse caso o domínio seria dado por (O, (3). Para tanto basta considerar 

V(7,Xí,Xj) <fJ(Xi,Xj) e desta forma (3<fJ(Xi,Xj) ft d7V(7Xi,Xj). 

Sem deixar de ser preciso e para aliviar a notação, a partir desse ponto vamos conside

rar para um dado conjunto de índices I {1,2, ... n}, 'ljJj(t) 'ljJC(t,Xl,X2,".,Xn), De 

maneira semelhante para os termos que envolvem o potencial, Vi,j(t) - v(t, Xi, Xj) e assim 

por diante para os demais termos. A equações para as funções de Ursell são descritas pelo 

seguinte lema: 

LEMA C.0.12 (Brydges-Kennedy, 1987). 

Sejam as coordenadas espaC'ta't,s Xl, ... ,Xn. O sistema de equações para as funções de 

Ursell 'ljJj(t) é dado por 

1 d'IjJj - L Vi,j(t)'ljJHt) - ~ L 'IjJ~(t)'ljJJv(t) L Vi,j(t)(3 dt 
i<jEI JCl jEJ,iEIV 
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com condição inicial 

1, 111 = 1 

'!f;Hto) 

0, 111> 1 

onde a soma em J C I se estende sobre os subconjuntos próprios de I. A solução da 
(" 

equação é única em seu intervalo de existência t E [to, T). 


DEMONSTRAÇÃO: A função de Ursell em escala t é dada, por definição, pela expressão 


e-{3 f~ dTVi,j(T) - 1.'!f;J(t) = L rr 
G <i,j>EE(G)

conexo em! 

A partir dessa definição podemos derivar a equação diferencial, 

1 d'!f;J 
Vi,j (t) e-(3 f~ dT'Ui,j (T) e-{3 f~ dTVk,I(T) - 1. 

fJ dt L L rr 
<k,I>EE(G): 
<k,l>#<i,j> 

conex<:f em! <i,j>EE(G) 

A última equação pode ser reescrita na forma 

1 d'!f;J e-{3 f! dTVk,I(T)Ví,j(t)e-{3 f~ dTVi,j(T) rr 1.
fJ dt L L 

G <i,j>EE(G) <k,I>EE(G): 
conexo em! <k,l>#<i,j> 

- L Ví,j(t)e-{3 f~ dTVi,j(T) L e-(3 f~ dTVk,i(T) - 1rr 

i<jEI Gconexo: <k,l>EE(G): 


<i.i>EE(G) <k,l>#<i,j> 


L Vi,j(t) L rr (e-(3f~dTVk,I(T) -1) ((e-(3f~dTVi,j(T) -1) 1) 
i<jEI G conexo: <k,l>EE(G) 


<i,j>EE(G) <k,l>#<i,j> 


(e-{3 f~ dTVk.l(T) L Vi,j(t) L rr 1) 
i<jEI Gconexo: <k,I>EE(G)

<i,j>EE(G) 

rr e-{3 f! dTVk,I(T)(C.0.29)-- L Vi,j(t) L ( 1) . 
i<jEI Gconexo: <k,I>EE(G): 

<i,j>EE(G) <k,l>#<i,j> 
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o primeiro termo da última equação pode ser desmembrado em duas partes: 

:LVi,j(t):L rr (e-/3J~dTVk,I{T) 1) 
i<jEI coPexo <k,I>EE{G) 

+ :L Vi,j(t) :L rr (e-/3 J; dTVk.I{T) - 1) . 
.~" i<jEI G conexo: <k,I>EE{G) 

<i.j>~E(G) 

Destes dois, o primeiro termo é igual a ~i<jEI Ví,j(t)'ljlj(t) e a soma do segundo termo 

com o segundo termo da equação (C.O.29) pode ser fatorada, teremos então 

1 d'IjJj :L Vi,j (t)'ljJi(t)(3 dt i<jEI 

+ :LVi,j(t)(:L rr (e-/3J~dTVk,I(T)_l)
'(1 i<jEI Gconexo: <k,I>EE(G)

<i.j>~E(G) 

:L rr (e-/3 J~ dTVk.I(T) - 1)) 
Gconexo: <k,I>EE(G) 

<i,j>EE(G) <k.l>#<i,j> 

Finalmente, ao observar o termo entre parênteses na equação anterior, podemos notar 

que devido a relação de um para um entre os grafos conexos que não dispõe da ligação 

(i, j)(no primeiro somatório) e os grafos no segundo somatório que possuem duas partes, 

individualmente conexas, unidas pela ligação (i,j). Levando em conta que possuem sinais 

contrários, os únicos termos que sobrevivem são aqueles dados pelos grafos nos quais a 
,q' 

ligação (i,j) conecta duas outras partes do grafo que são também, por si só, conexas. 

Então, 

- :L Vi,j(t)'ljJi(t)dt 
i<jEI 

:L Vi,j(t) e-/3 J; Vk.l(t) 1. 
1 

:L :L rr2 
JCI: Gl G'l <k,I>EE{Gl) UE(G'l)

jEJ. iEI\J vértices em J vértices em I\J 
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