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Resumo

Investigamos o efeito da rotagao de equilibrio nos fluxos zonais (ZF) e modos acusticos
geodésicos (GAM) em tokamaks de seccao circular. Estes modos, ZF e GAM, ocorrem
em sistemas toroidais como uma resposta do plasma a curvatura geodésica das linhas de
campo magnético e devido ao movimento de deriva do fluido (plasma). Este movimento
de deriva é causado pela resposta de particulas carregadas ao campo elétrico e magnético
e, para ambas as espécies de cargas, isto é, fons positivos e elétrons, o movimento é na
mesma dire¢ao.

Ao fazer uso de basicamente trés aproximagoes — tokamaks de alta razao de aspecto,
principio de quasi-neutralidade e baixos valores de [ (aproximagao eletrostatica) — e ao
perturbar as equacoes da magnetohidrodinamcia ideal até primeira ordem, constatamos
que a rotacao de equilibrio, de fato, afeta a frequéncia dos ZF e dos GAM.

No equilibrio com rotagao toroidal, ja investigado por W. Shaojie, os ZF se tornam
instaveis e a frequéncia dos GAM se altera com a rotacao no caso de condutividade de
calor finita; entretanto, quando a condutividade de calor tende a infinito, a rotagao nao
influencia na frequéncia dos ZF e GAM. Esta observacao e os valores das frequéncias
dos ZF e GAM diferem da publicacao original e portanto, se estivermos corretos, nosso
trabalho poderé ajudar a resolver o problema dos ZF e dos GAM, que sao questoes ainda,
nao completamente entendidas.

A rotacao causada por um campo elétrostatico que surge devido & difusao ambipo-
lar, ainda nao investigada anteriormente, é descrita neste trabalho. Vimos que nao hé
instabilidades neste caso, porém este tipo de rotacao também afeta a frequéncia dos ZF
e dos GAM. A frequéncia dos ZF, que na auséncia de rotacao é nula, é proporcional a
intensidade do fluxo de rotacao. Interpretamos este resultado como uma consequéncia do
efeito doppler. A frequéncia dos GAM, por outro lado, se anula quando a rotacao atinge
um certo valor, que esta relacionado com o fator de seguranca e a razao de aspecto do
tokamak.

Considerando de ordem um o fluxo de rotacao, obtivemos altas frequéncias, as quais
nao sao aceitaveis em nosso modelo devido & aproximacao de quasi-neutralidade, de forma
que nosso modelo é valido apenas para fluxos cuja ordem equivalem a razao de aspecto
inversa. Entretanto, mesmo neste regime, a rotacao tem grande impacto na frequéncia
dos ZF e GAM. Este é o principal resultado obtido.



Abstract

We investigate the efect of equilibrium rotation on zonal flows (ZF) and geodesic
acoustic modes (GAM) in tokamaks of circular cross section. These modes, ZF and
GAM, occur in toroidal systems as a response of the plasma to the geodesic curvature
of the magnetic field lines and due to the drift motion of the fluid (plasma). This drift
motion is caused by the response of charged particles to the electric and magnetic field
and, for both species of charges, i. e., positive ions and negative electons, the motion is
in the same direction.

By making use of basically three aproximations, high aspect ratio tokamkas, the
quasi-neutrality principle and low 3 values (eletrostatic approximation), and perturbing
the ideal magnetohidrodynamics equations to first order, we find that the equilibrium
rotation does afects the ZF and GAM frequencies.

In the equilibrium toroidal rotation flow, which had already been studied by W.
Shaojie, the ZF becomes unstable and the GAM frequency is changed by rotation for
finity heat conductivity; but when the heat conductivity goes to infinity, the rotation has
no influence on the ZF and GAM frequencies. This assertion and also the ZF and GAM
frequencies values differ from the original publication and therefore, if we are correct,
our work may help to solve the ZF and GAM problem, which is not yet a completely
understood subject.

The rotation caused by an equilibrium electostatic field created by ambipolar diffu-
sion, which has not been dealt is also investigate. We find no instability in this case,
but the rotation also affects the ZF and GAM frequencies. The ZF frequency, which is
usually null, becomes proportional to the equilibrium rotation flow. We interptret this
result as a concequency of the doppler effect. The GAM frequency, on the other hand,
becomes zero when the rotation reaches a certain value, which is related to the safety
factor and the aspect ratio of the tokamak.

Consideration of equilibrium flows scaling to order one leads to high frequencies, which
is not accepted by contrasting the quasi-neutrality approximation and so, our model is
valid only for small equilibrium electric field that scale to the inverse aspect ratio. But
even in this regime, we find that the rotation has great impact on the ZF and GAM

frequencies, which is the main result we obtain.






Sumario

1 Introducao 1
1.1 Energia para futuras geracoes . . . . . . . . . . . . ... 1
1.2 Obtencao de energia por meio de fusao nuclear . . . . . . . . ... .. .. 2
1.3 Tokamak . . . . . . . . . 4
1.4 Transporte turbulento e supressao por meiode ZF . . . . . . . . ... .. 7
1.5 Objetivos, resultados e organizacao da dissertacao . . . . . . . .. .. .. 8

2 Supressao de transporte turbulento por meio de ZF e GAM — Uma
discussao qualitativa 11

3 Equacoes da Magneto-hidrodindmica 15
3.1 MHD ideal aplicada aos ZF e GAM . . . . .. .. .. ... ........ 17
3.2 Equacgoes da MHD ideal perturbadas em primeira ordem . . . . . . . .. 19

4 Equilibrio MHD 23
4.1 Equilibrio em uma dimensao . . . . . . .. .. ... ... L 25
4.2 Equilibrio em duas dimensoes . . . . . .. .. ... ... ... 28

4.2.1 ENR e a equagao de Grad-Shafranov . . . . . .. ... ... ... 30
4.2.2  Equilibrio com rotagdo (ER) . . . . . . .. ... 0oL 33
4.3 Discussao sobre EBRF . . . . . . ... .. o 37
4.4  Sumério sobre equilibrio . . . . ... Lo Lo o 38

5 Fisica basica dos ZF e GAM 41
5.1 Ondas actusticas em geometria retangular . . . . . . . ... ... ... .. 41
5.2 GAM em sistemas toroidais . . . . . . .. ... Lo 44

6 Efeito da rotacao nos ZF e GAM em tokamaks de seccao circular 53
6.1 Equilibrio sem rotacao - ENR . . . . . .. ... 0000000 o7
6.2 Equilibrio com rotacao toroidal - ETRF . .. ... ... ... .. .... 59

IT



6.3 Equilibrio com rotagao binormal - EBRF . . . . . .. ... ...
7 Conclusoes e propostas para trabalhos futuros
Referéncias Bibliograficas
Apéndices
A TIdentidades vetoriais

B Sistemas de coordenadas
B.1 Sistema de coordenada arbitrario . . . .. .. .. ... ... ... . ...
B.2 Coordenadas cilindricas globais . . . . . . .. ... ... ... ... ...
B.3 Coordenadas pseudo-toroidais . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..
B.4 Coordenadas cilindricas locais . . . . . . . .. .. ... ... .......
B.5 Relagao entre coordenadas cilindricas e coordenadas pseudo-toroidais

B.6 Derivativos de vetores . . . . . . ..

C Funcao de fluxo e resolugao da equacao de Grad-Shafranov
C.1 Funcao ¥, e o campo magnético By (uma dimensdo) . .. ... ... ..
C.2 Fungao ¥ e o campo magnético B (duas dimensoes) . . . . . . . . .. ..

C.3 Solugao da equagao de Grad-Shafranov . . . . . ... .. ... ... ...

D Sistema de coordenadas (éy, €, &)
D.1 Versores e operadores vetoriais . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..
D.2 Ortogonalidade de fun¢oes seno-cossenoidais . . . . . . .. .. ... ...

D.3 Operadores aplicados a func¢oes seno-cossenoidais . . . . . . . . . .. ..
E Calculo do determinante do capitulo 6

F Lista de simbolos e siglas utilizados ao longo da dissertagao
F.1 Lista dos principais simbolos matematicos . . . . . . ... .. ... ...
F.2 Listadesiglas . . . . . . . . . . ...

66

70

72

72

75
75
76
7
7

79

81
81
82
82

88
88
91
92

96

I1I



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

1.4

4.1
4.2

4.3

5.1

5.2

Esquema béasico de um tokamak: 1 — Bobinas do enrolamento primério
do tokamak, 2 — Coluna de plasma, 3 — Eixo magnético (regido de maior
pressao e densidade), 4 — Corrente toroidal (corrente de plasma), 5 — Cé-
mara de vacuo, 6 — Campo magnético poloidal (By), 7 — Borda da coluna
de plasma, 8 — Campo magnético toroidal (B,;), 9 — Bobinas toroidais,
10 — Nicleo de material ferromagnético, 11 — Banco de capacitores, 12 —
Bobina responsavel pelo campo magnético vertical. . . . . . . .. .. ..
Sistemas de coordenadas utilizadas para descrever o tokamak (secgao cir-
cular): (R, ¢, Z) — coordenadas cilindricas globais, (1,6, z) — coordenadas
cilindricas locais, (r, 6, ¢) — coordenadas pseudo-toroidais. . . . . . . . . .
Seccoes transversal de um tokamak. A esquerda é mostrada a seccao
circular, a qual é definida pelos parametros Ry e a. A direita é mostrada
a seccao em forma de “D”, que além de depender dos parametros Ry e a,
também depende de 6, K eb. . . . . . . . .. .. ... ... .. ...

Supressao de vortices turbulentos por meiode ZF. . . . . . ... ... ..

Equilibrio em uma dimensao . . . . . . .. . ... Lo oL
Na superficie do plasma Z = 0, By = By, de forma que é conveniente
escolher esta superficie para calcular o fluxo magnético poloidal. . . . . .
Deslocamento de Shafranov (Ag): Secgao transversal de um tokamak de

seccao circular no qual sao mostradas as superficies magnéticas. . . . . .

Aproximacao local das coordenadas pseudo-toroidais para coordenadas
cartesianas . . . . . . L. L Lol

Grandezas fisicas relevantes para a descricao dos GAM no tokamak

IV

29



Capitulo 1

Introducao

1.1 Energia para futuras geracgoes

A crescente demanda por energia em nosso planeta coloca em cheque o futuro da
humanidade, o qual também depende de fatores de natureza tecnologica, ambiental e
politica. A maior parte da energia gasta no consumo humano (80 a 90 %) é obtida por
meio da queima de combustiveis fosseis , os quais estao fadados a escassez em um futuro
nao muito distante (30 a 40 anos para o caso do petréleo). [1]

O consumo de energia médio no planeta é de aproximadamente 15 TW ano; entretanto
estima-se que daqui a aproximadamente 50 anos, com o aumento da populagao e do
consumo humano, ele sera aproximadamente o dobro do atual [1, 2, 3]. Com base nestas
estimativas, espera-se que nas proximas décadas enfrentemos problemas nunca antes
vistos envolvendo uso de energia.

E possivel que conflitos politicos — tais como a guerra do Golfo (1991) e da Chechenia,
e crises de energia como as da década de 70 — sejam apenas uma pequena escala dos
problemas decorrentes da escassez de energia, os quais enfrentaremos se providéncias a
respeito nao forem tomadas no curto prazo. Neste terrivel cenario ainda nao consideramos
as consequéncias ambientais e industriais ocasionadas pelo uso de combustiveis fosseis,
embora elas j4 comecem a mostrar sinais de sua existéncia. Dados da quantidade de CO,
contida na atmosfera mostram um enorme crescimento nas ultimas décadas [4] causando
um aumento da temperatura média global, o que certamente ira alterar o ecosistema e
possivelmente tornara algumas partes do mundo inabitaveis devido ao aumento do nivel
do mar e formacao de desertos, gerando fome, pobreza e, consequentemente, ameacando
a paz mundial. Além disso, toda essa matéria prima, utilizada para geracao de energia
e posteriormente lancada na atmosfera na forma de CO,, é de inestimavel valor para a

industria quimica e farmacéutica.



Tendo em vista o que foi dito acima, nao faltam argumentos para afirmar que a
busca por novas fontes de energia a base de combustiveis nao fosseis é imprescindivel
para a sobrevivéncia humana no futuro. Entre as possiveis alternativas conhecidas temos
recursos renovaveis (biocombustiveis, energia edlica, energia solar, etc..), fissao nuclear e
fusao nuclear.

Por outro lado, embora os combustiveis renovaveis sejam abundantes e nao estejam
sujeitos a escassez no futuro, eles sao limitados em sua capacidade de produzir energia
e estao sujeitos a variagoes naturais, o que requer armazenagem por periodos de tempo,
gerando, assim, custos financeiros. Ademais, devido as suas limitagoes de producao, eles
s6 poderao ser utilizados para complementar outros meios de producao de energia.

No caso da fissao nuclear, dejetos altamente radioativos sao produzidos; porém uma
boa parte destes podem ser processados e reutilizados em outros reatores. Entretanto o
problema da escassez no futuro ainda nao pode ser descartado. Afinal os atuais reatores
a fissao em funcionamento esgotarao as reservas de uranio em cerca de 50-60 anos. Além
disso, problemas ambientais e de seguranca, que nao sao facilmente soliveis e a dificil
aceitacao do publico geral, ainda sao obstaculos para o uso difundido deste tipo de
energia. [1]

J& no caso da fusao nuclear, os problemas de limitacao de producao, de escassez, de
consequéncias ambientais e de seguranca sao superados e, mais do que isto, trata-se de
uma fonte de energia limpa e de larga escala, mantendo-se assim o compromisso com
a preservacao ambiental e as necessidades humanas simultaneamente. Estudos recentes
realizados pela Comissdo Européia confirmam este ponto de vista [5]. Em contrapartida,
a utilizacao de fusao nuclear para gerar energia é uma das tarefas mais complexas do
ponto de vista cientifico e técnico e, por isso, meios para se conseguir esta tarefa estao

sendo estudado por cientistas e pesquisadores no mundo inteiro.

1.2 Obtencao de energia por meio de fusao nuclear

A fusao termonuclear controlada tem se mostrado o meio mais eficaz de obter energia
em escalas suficientes para o consumo humano no longo prazo. A reagao nuclear capaz
de produzir a méxima energia a mais baixa temperatura dos reagentes ¢ aquela entre
Deutério (D) e Tritio (T),

D+ T — *He(3,5MeV) + n(14,1MeV), (1.1)



na qual os produtos da reagao sao particulas o (*He) e néutrons altamente energéticos
(n). Mesmo para esta reagao, a temperatura do meio reagente deve ser da ordem de 10%
K [1].

Atualmente existem duas linhas de pesquisa em fusao nuclear: fusao inercial e fusao
magnética. Na primeira, o intuito é realizar fusao dirigindo feixes de laser ou particulas
para pequenas esferas contendo combustivel nuclear em seu interior [6]. Na segunda,
fusao magnética, que tem se mostrada a linha mais promissora até o presente momento,
objetiva-se o confinamento do combustivel nuclear por meios de campos magnéticos.
Dentre os dispositivos de confinamento magnético, que tém sido investigados — tokamaks,
stellarators e descargas de estricio com campo reverso' — o tokamak [7] é o que tem
mostrado os melhores resultados e perspectivas para o futuro, de forma que descrevemos
apenas este dispositivo neste trabalho.

No tokamak, o mecanismo de producdo de energia é o seguinte: um plasma? de
isotopos de hidrogénico (D e T), por exemplo, é confinado e mantido a temperaturas
suficientemente elevadas por meio de campos magnéticos criados auto-consistentemente
por correntes que circulam no préprio plasma e por correntes que circulam em bobinas
externas, até que reacoes de fusao entre os ions do plasma comecem a ocorrer. Estas
reacoes liberam néutrons altamente energéticos que sao moderados em um manto externo
a camara de vacuo que contém o plasma, produzindo, assim, grande quantidade de calor
que, por sua vez, & transformado em energia elétrica®.

Por meio da fusao nuclear é possivel converter uma pequena quantidade de matéria
(massa m) em uma enorme quantidade de energia, E, de acordo com a famosa equagao

de Einstein,
E = mc, (1.2)

onde ¢ ~ 3,0.103ms™! é a velocidade da luz no vicuo. A matéria convertida em energia
provém dos ions do combustivel nuclear (D e T). Uma simples estimativa comparativa
de 1.2 e 1.1 com valores conhecidos do rendimento de combustiveis f6sseis e outros com-
bustiveis nucleares estabelece a relagao de aproximadamente 250 Kg de Deutério e Tritio
para 1.900.000 toneladas de petroleo (queima de combustiveis fosseis) ou 28 toneladas

de Uranio (fissdo nuclear) para a mesma poténcia de 1000 MW [1].

1O nome em ingles ¢ “Reversed Field Pinches”

2A grosso modo, o plasma é um gas totalmente ionizado cujos elétrons e fons (positivos) ndo estdo
ligados entre si em sua maioria. A estabilidade do plasma é possivel se, apds a ionizagao inicial, o niimero
de recombinagoes for proximo ao numero de ionizagoes geradas por fontes externas de energia.

3Um dos métodos para essa transformacdo consiste em utilizar o calor para aquecer Agua até a
formagao de vapor e utilizar esse vapor para movimentar a turbina de um gerador elétrico.



Figura 1.1: Esquema basico de um tokamak: 1 — Bobinas do enrolamento primario do
tokamak, 2 — Coluna de plasma, 3 — Eixo magnético (regido de maior pressao e densidade),
4 — Corrente toroidal (corrente de plasma), 5 — Camara de vacuo, 6 — Campo magnético
poloidal (By), 7 — Borda da coluna de plasma, 8 — Campo magnético toroidal (By), 9 —
Bobinas toroidais, 10 — Ntcleo de material ferromagnético, 11 — Banco de capacitores,
12 — Bobina responsével pelo campo magnético vertical.

1.3 Tokamak

O tokamak® é a configuracao mais simples, porém mais eficaz, para o confinamento
magnético do plasma. O esquema de um tokamak tipico pode ser visto na figura 1.1.

O plasma ¢é confinado pela combinacao dos campos magnéticos toroidal,B, (8), e
poloidal, By (6). O primeiro é criado pelas bobinas de campo toroidal (9) que sdo
colocadas ao longo da camara de vacuo contendo o plasma (5), enquanto o segundo surge

em decorréncia da corrente toroidal (4)°.

Esta corrente, por sua vez, surge no plasma
devido a baixa resistividade deste e em decorréncia do campo elétrico toroidal (Er =~ 0,5
V/m para o tokamak TCABR) induzido no interior da camara de vicuo quando as
bobinas do enrolamento priméario (1) sdo percorridas por uma corrente elétrica variavel
provinda da descarga de um banco de capacitores (11). O tokamak é uma espécie de
transformador, em que a coluna de plasma atua como enrolamento secundario (2) e
as bobinas (1), como enrolamento primario. O campo magnético vertical criado pela
bobina (12) tem a fungao de impedir que a coluna de plasma, como um todo, sofra um
aumento de seu raio maior e se desloque, assim, em sentido & parte externa da camera de
vacuo. Isso ocorreria devido a forca magnética que surge em pontos opostos da coluna de

plasma em virtude de circularem correntes (corrente de pasma) em sentidos contrarios

4A palavra tokamak é um acrénimo russo para camera toroidal magnética.
PTambém conhecida como corrente de plasma - I,.
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Figura 1.2: Sistemas de coordenadas utilizadas para descrever o tokamak (secgao circu-
lar): (R, y, Z) — coordenadas cilindricas globais, (7,0, z) — coordenadas cilindricas locais,
(r,0,¢) — coordenadas pseudo-toroidais.

nestes pontos. Neste trabalho desconsideramos este efeito e portanto nao consideramos
o campo magnético vertical, cuja descrigdo mais detalhada pode ser vista em [9].

Em um reator a fusao nuclear em funcionamento, a camara seria revestida interna-
mente por uma manta contendo Litio, o qual funcionaria como uma fonte de Tritio para
o plasma ao ser atingidos por néutrons energéticos provenientes do plasma. Essa reacao
exotérmica é capaz de fornecer uma grande quantidade de calor que poderia ser utilizada
para aquecer a agua no interior de uma tubulagao proxima a manta de Litio produzindo,
assim, vapor a alta pressao capaz de movimentar uma turbina, a qual poderia acionar
um gerador elétrico, por exemplo. Em tokamaks de sec¢io circular o eixo magnético (3)
esta localizado no centro da coluna de plasma; é nesta regiao que a pressao hidrostatica
e a densidade tém seus valores maximos. Tal regiao é de dificil acesso para diagnosticos
por ter uma temperatura extremamente alta. Por outro lado, é na borda da coluna de
plasma (7) que sdo colocados todas as sondas e dispositivos responséveis pelo diagnos-
tico. E nesta regido que ocorre a deteccdo dos fluxos zonais (ZF°®) e dos modos aciisticos
geodésicos (GAM), que sdo investigados neste trabalho.

A figura 1.2 mostra o tokamak do ponto de vista geométrico. Apresentamos os sis-
temas de coordenadas mais utilizados na descricao fisica de tokamaks: coordenadas
cilindricas globais, (R, y, Z), coordenadas cilindricas locais, (7,0, z) e as coordenadas
pseudo-toroidais, (r, 6, ¢).

Em muitos tokamaks a secao transversal nao é circular, ao contrario do tokamak

67ZF — Zonal Flows (fluxos zonais)



Seccao circular  Secgdo em forma de D

Figura 1.3: Seccoes transversal de um tokamak. A esquerda é mostrada a seccao circular,
a qual é definida pelos parametros Ry e a. A direita é mostrada a seccao em forma de
“D”, que além de depender dos parametros Ry e a, também depende de §, K e b.

mostrado na figura 1.2. Este é o caso do ITER [8]” e provavelmente sera o caso dos futuros
reatores a fusao nuclear. Tais seccoes possuem os seguintes parametros de configuracao:
Razao de aspecto, A = Ry/a; elongacdo, K = b/a; e triangularidade, 4, conforme mostra
a figura 1.3. Tal sec¢ao nao-circular, também conhecida como seccao em forma de D, sao
utilizadas com o intuito de conseguir maior estabilidade no plasma [15].

Para que tenhamos um ganho efetivo de energia®, é necessério realizar a dificil tarefa
de confinar e isolar um plasma com densidade da ordem de 10 m =3 e energia térmica
da ordem de 10 keV, ? suficientes para que ocorra um determinado ntimero de reacoes
de fusao capaz de fornecer uma quantidade de energia maior do que aquela gasta com
perdas e com o processo de ignicao do plasma. Além disso, o tempo de confinamento
deve ser grande o suficiente para alimentar dispositivos auxiliares essenciais para manter
o reator em funcionamento [1].

O desenvolvimento de fusao magnética como uma fonte comercial de eletricidade re-
quer a solucao de muitos desafios fisicos, os quais sao tradicionalmente separados em trés
categorias: equilibrio e estabilidade, aquecimento e transporte. Na primeira categoria, o
objetivo principal é encontrar configuracoes magnéticas que possibilitem manter o plasma

em condi¢oes de estabilidade macroscopica [9]. No estudo de estabilidade, procura-se des-

"ITER - International Thermonuclear Experimental Reactor (Reator termonuclear experimental in-
ternacional) — Primeiro prototipo de um reator a fusdo que estd sendo construido em Cadarache na
Franca, com previsao para término em 2014.

8Definido como a diferenca entre a energia obtida com a fusio do combustivel nuclear pela energia
gasta para manter o plasma confinado de forma estavel.

9Equivalente a temperaruras de 10% K



crever os modos de oscilagoes temporais das principais grandezas fisicas de interesse e
classificar esses modos de acordo com seus valores de frequéncia [10]. No que se refere
aos processos de aquecimento e transporte em plasmas, objetiva-se desenvolver regimes

de confinamento que minimizem perdas e maximizem a eficiéncia do confinamento [11].

1.4 Transporte turbulento e supressao por meio de ZF

O estudo de transporte comecou desde os primordios da teoria cinética, a qual foi
desenvolvida com o intuito de explicar fenomenos fora do equilibrio em gases a partir de
primeiros principios.'® [12]. Apo6s o desenvolvimento da teoria de transporte para gases
neutros, foram feitas tentativas para adapta-la para plasmas de fusao. Nasceu entao a fa-
mosa teoria de transporte classico para plasmas [13]. Entretanto o valor dos coeficientes
de transporte previsto por essa teoria eram muito inferiores aos revelados por experi-
mentos, muitas vezes por varias ordens de grandeza. Uma melhora significativa para as
previsoes dos coeficientes de transporte veio com a teoria de transporte neoclassico [14],
que leva em conta tanto a natureza dos processos de colisoes como o efeito da inomo-
geneidade do campo magnético sobre as o6rbitas das particulas. Entretanto, em muitos
casos, mesmo a teoria neoclassica falha em explicar os altos valores dos coeficientes de
transporte observados experimentalmente. Neste caso, o transporte é anémalo e ainda
nao ha uma teoria muito bem fundamentada para descrever este tipo de transporte [12].

A explicacao mais plausivel para explicar o transporte anémalo é de que um plasma
real nunca se apresenta em um estado quiescente!!, como considerado pela teoria neoclés-
sica. As particulas agem sincronizadamente organizando-se de forma a criarem ondas,
modos ou até mesmo vortices devido a natureza coletiva causada pela forcas coulombianas
de longo alcance. Elas formam assim estruturas coerentes que sao muito mais eficientes
em transportar matéria e energia do que individualmente. Quando as amplitudes dos
modos sao suficientemente pequenas, as interacoes entre elas resultam em processos rela-
tivamente simples, como, por exemplo, a uniao de duas ondas transformando-se em uma,
nova onda, de forma que ainda podemos tratar o problema linearmente. Entretanto pode
ocorrer que a amplitude das ondas comece a aumentar consideravelmente, em uma escala
de tempo caracteristica, surge entao uma instabilidade. Neste caso o problema ja nao
pode ser tratado linearmente. HA um crescimento da amplitude até um ponto em que
surja uma grande quantidade de modos ou até que haja uma saturacao das amplitudes

dos modos. Assim a evolucao do plasma se torna complexa e imprevisivel, ou seja, o

0Tsto é, da visdo microscopica, ou visdo molecular da matéria.
HTsto é, inativo, estavel.



plasma se torna turbulento (ou caotico). Em certos regimes a contribuigao proveniente
da dissipacao da turbuléncia é significativamente maior do que as contribuicoes classi-
cas e neocléssicas provenientes das colisoes das particulas do plasma; estamos lidando,
entao, com transporte anomalo, para o qual ainda nao h& uma teoria consistente e bem
fundamentada. [12]

Apesar de nao haver uma teoria bem definida para explicar o transporte anémalo,
descobriu-se que, em um determinado regime de operacao, uma forte barreira se forma a
uma distancia do centro da coluna de plasma [11]. Nesta barreira o transporte turbulento
de matéria e energia para a borda da coluna de plasma diminui consideravelmente. Tal
regime foi denominado modo H'? em contraposicao com o antigo regime de funcionamento
(modo L?). A reducao da turbuléncia (e consequentemente do transporte) nesta barreira
permite aumentar o tempo de confinamento do plasma. Tal regime de funcionamento
serd em principio indispensavel para os futuros reatores a fusao [8].

A supressao de turbuléncia nesta barreira se baseia na destruicao de células convec-
tivas, ou vortices turbulentos, conforme mostra na figura 1.4. Essas células sao advecta-
das' por fluxos cizalhados'®, em particular os ZF. Ao serem advectadas com diferentes
velocidades e em diferentes partes, estas comecam a se alongar até a perda de correlacao,
fragmentando-se, entao, em vortices menores. O tempo de duracao das novas estruturas
(vortices) é uma fragao do tempo de duracao do vortice original e consequentemente a
turbuléncia é reduzida. A formacao dos ZF se deve a presenca de campos elétricos e
campos magnético do plasma. Os fluxos cizalhados existentes no plasma, geralmente,
sao separados em duas categorias distintas, os ZF, com frequéncia nula e os GAM'®),
com frequéncia da ordem da frequéncia de ondas actsticas [16, 17].

Devido a sua capacidade de reduzir a turbuléncia e consequentemente o transporte,

os ZF e os GAM tém sido alvo de intenso interesse entre a comunidade cientifica.

1.5 Objetivos, resultados e organizagao da dissertacao

Nosso intuito é descrever, do ponto de vista teorico, a dinamica dos ZF e dos GAM
preservando a clareza e a concisao. Utilizamos para isso o modelo da MHD ideal, que,
embora nao possa descrever muitos dos fenomenos em fisica de plasma, tem a grande

vantagem de ser relativamente simples. Sempre que necessério utilizamos a aproximacao

2Modos H - High confinement modes (modos de alto confinamento)

3Modos L — Low confinement modes (modos de baixo confinamento.

4Tevadas por fluxos existentes no plasma (ZF).

B Fluxos cuja velocidade varia conforme a posicio perpendicular a seu deslocamento
16GAM - Geodesic acoustic modes (modos actisticos geodésicos)



Figura 1.4: Supressao de vortices turbulentos por meio de ZF.

de alta razao de aspecto que, embora possa restringir a validade dos resultados, permite
sua derivacao analitica e facilita a compreensao fisica dos fenomenos tratados. Espera-
mos, assim, proporcionar um trabalho que sirva de base para pesquisadores iniciando
seus estudos de transporte turbulento em plasmas de laboratério. Contudo, novos re-
sultados e criticas de trabalhos ja publicados também estao presentes nesta dissertacao,
permitindo, entao, que pesquisadores que ja tenham conhecimento no assunto também
se beneficiem.

Investigamos o efeito da rotacao de equilibrio nos ZF e nos GAM. Para isto, utili-
zamos, além das equacgoes da MHD, a teoria de perturbacoes temporais, que permite
linearizar as equacoes da MHD resolvendo-as analiticamente para encontrar a relacao de
dispersao para os ZF e GAM.

Embora diversos artigos sobre ZF e GAM tenham sido publicados, nao encontramos
nenhum artigo que tratasse de forma clara e concisa os mecanismos fisicos por tras da
formacao destes. Nem tao pouco, encontramos artigos que descrevessem o efeito da
rotacao causada pelo movimento de deriva do plasma em equilibrio, o qual decorre da
existéncia de um campo elétrico radial na borda da coluna de plasma.

Os resultados obtidos mostram que a rotagao toroidal (ETRF!") faz com que os
ZF se tornem instaveis e diminui a frequéncia dos GAM, contribuindo, assim, ao nosso
ver, negativamente para a reducao de transporte turbulento. Ja a rotacao binormal
(EBRF!®), a qual é provocada pelo campo elétrico ambipolar de equilibrio, faz com que

os ZF tenham uma frequéncia de oscilacao, cujo surgimento atribuimos ao efeito doppler

"ETRF - Equilibrium toroidal rotation flow (fluxo de rotacdo toroidal de equilibrio)
BEBRF — Equilibrium binormal rotation flow (fluxo com rotacao binormal de equilibrio)



causado pela rotacao de equilibrio. Por outro lado, os GAM, que na auséncia de rotagao
de equilibrio tém frequéncia positiva, apresentam frequéncias que variam conforme a
intensidade da rotacao de equilibrio, podendo, inclusive, ter frequéncia nula. Apesar de
nao causar instabilidades nos ZF e GAM, a rotagao binormal leva a novos resultados que
nao foram previstos antes.

A dissertagao é organizada da seguinte forma: no capitulo 2, descrevemos de forma
qualitativa o mecanismo de supressao de transporte turbulento por meio de ZF e GAM,
no capitulo 3, apresentamos o modelo da magneto-hidrodinamcia (MHD) que iremos
utilizar no restante do trabalho; no capitulo 4, investigamos o equilibrio MHD do plasma
com rotagao, o qual é a base para entender os capitulos 5 e 6. O capitulo 5 descreve o
mecanismo fisico dos ZF ¢ GAM utilizando o equilibrio sem rotagao (ENR!) e o sexto
capitulo trata do efeito da rotagio (ER?’) nesses modos. Finalmente apresentamos a
conclusao e propostas para trabalhos futuros. Sempre que conveniente, deixamos para

apresentar as derivacoes extensas nos apéndices A-E.

YENR - Equilibrium with no rotation (equilibrio sem rotacao)
20ER - Equilibrium with rotation (equilibrio com rotagao)
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Capitulo 2

Supressao de transporte turbulento por
meio de ZF e GAM — Uma discussao

qualitativa

H& cerca de sessenta anos David Bohm mostrou empiricamente que , devido a pro-
cessos turbulentos, o coeficiente de difusao em plasmas confinados magneticamente é da

forma

JE— Te
~ 16eB

1.
~ 6,25 x 106E (em?s™1), (2.1)

onde T, é a temperatura do gés de elétrons, e é a carga elementar do elétron e B é o
campo magnético do plasma [18|. Ao contrario do que previa a teoria cinética classica

de transporte colisional [13], em que o coeficiente é da forma

1
VTB?2

De 2.1 e 2.2 vemos que o coeficiente de transporte obtido por Bohm é muito superior ao

D x

(2.2)

esperado pela teoria classica de transportes [13] e, ainda, de acordo com 2.1, a expressao
para o coeficiente de transporte anomalo é muito menos conveniente do que o previsto por
2.2, visto que o coeficiente de transporte depende diretamente da temperatura, de forma
que, ao aumentar a temperatura para melhorar o confinamento, o transporte também
aumenta, contribuindo, assim, negativamente para o confinamento. Por este motivo,

métodos capazes de reduzir o transporte anomalo tém importancia fundamental para a
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melhoria do confinamento do plasma.

Um regime de particular importancia, no qual o tempo de confinamento é pelo menos
o dobro do observado em descargas convencionais, ¢ o modo H' [19]. Nesse regime, uma
barreira de transporte caracterizada por um forte gradiente de pressao se forma na borda
da coluna de plasma. Posteriormente, descobriram-se novos regimes de confinamento nos
quais a barreira de transporte se forma no interior da coluna de plasma, em regidoes em
que o cizalhamento das linhas de forga do campo magnético é reduzido [20]. Tais regimes
serao de fundamental importancia para a melhoria do confinamento no ITER [21].

Recentemente, notou-se que, em fluxos turbulentos, é possivel a transferéncia de ener-
gia entre a turbuléncia de pequena escala e fluxos médios macroscopicos, principalmente
através do tensor de Reinolds, 7 =< v >, onde v é a velocidade perturbada associ-
ada a turbuléncia [11, 23]. A correlagdo implicita no tensor de Reynolds da origem aos
fluxos zonais (ZF), que sdo células de convecgdo sem variacdo na dire¢do azimutal, mas
com alternancia de sentido na direcao radial |23, 24]. A formagao de fluxos zonais foi
confirmada em varios experimentos e, atualmente, eles constituem um modelo tebrico
paradigmético para explicar a formacao de barreiras de transporte [26].

O transporte turbulento pode ser consideravelmente reduzido na presenca dos ZF. O
mecanismo de supressao de transporte, proposto por P. W. Terry [11], é o seguinte: o
cizalhamento dos ZF (variagao transversal da velocidade do fluxo) faz com que os vortices
do fluido turbulento sejam esticados e deformados devido ao fato de que diferentes partes
de cada vortice estao sujeitos a acao dos fluxos cizalhados de diferentes velocidades.
Dizemos assim que as diferentes partes do vortice sdo advectadas (levadas ao longo do
fluido) com diferentes velocidades.

Um tnico vortice isolado pode ser esticado em varias vezes seu comprimento inicial
sem se partir (perder coeréncia); entretanto, quando este vortice é parte de um fluido
turbulento, ao ser esticado além de um determinado tamanho (L. — comprimento de coe-
réncia), ele se parte em estruturas menores. O comprimento de coeréncia, L., é estimado
como a distancia entre dois vortices adjacentes de tamanhos proximos e, em casos de
turbuléncia completamente desenvolvida, L. mede aproximadamente o diametro de um
vortice. Na auséncia de ZF, o tempo necessario para a perda de correlacao é o tempo de
vida do vortice, 72, que é dimensionalmente igual ao seu periodo de rotacio. Na presenca
de ZF, este tempo é reduzido e, consequentemente, 7; também é reduzido. O decréscimo
de 7; implica na reducao da intensidade da turbuléncia, devido & taxa de dissipacao de

energia exceder a taxa de fornecimento de energia para a turbuléncia, levando assim a

!Modos H — High Confinement modes — Modos de alto confinamento
27, — Turnover time — Periodo de rotacio
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um novo balango de energia mais baixa. A taxa de dissipacao da turbuléncia é definida
como a razao entre a energia da turbuléncia e o tempo de correlac¢do (7). Além disso,
devido ao alongamento dos vortices ao longo da direcao do fluxo, as parcelas dos vortices
se deslocam apenas uma fracao do seu diametro inicial se nao houvesse a perda de cor-
relagio. Este deslocamento é ao longo da diregao de cizalhamento (radial) e, portanto, a
sua diminui¢ao reduz também o livre caminho médio do passeio aleatorio, neste processo
de transporte radial. Esta reducao de transporte radial ocorre principalmente em uma
regiao conhecida como barreira de transporte, cuja descoberta tornou possivel melho-
rar o rendimento do confinamento, o qual era severamente limitado pela turbuléncia de
pequena escala.

A descoberta da formacao de barreiras de transporte possibilitou um enorme avancgo
na tecnologia de confinamento de plasmas. Nos modos H?, consegue-se reduzir bastante
o nivel de turbuléncia que se propaga a partir do centro da coluna de plasma e, con-
sequentemente, também se reduz o nivel de transporte. No futuro, espera-se que seja
possivel obter regimes ainda melhores, nos quais as barreiras de transporte se formem
mais proximas do centro da coluna de plasma. Com isso seria possivel reduzir ainda mais
o transporte anoémalo.

E interessante notar que, ao destruir as estruturas de vortices turbulentos provenientes
das ondas de deriva [25], o cizalhamento dos fluxos faz com que a componente radial do
vetor de onda # aumente como consequéncia da fragmentacao das estruturas originais.
Como consequéncia, a frequéncia das ondas de deriva diminuem e, com ela, a sua energia.
Como a energia total deve ser conservada, esta diminuicao de energia das ondas de deriva
causa, entao, um aumento da energia dos ZF. Portanto, surge uma instabilidade que deve
chegar a uma saturagao em algum momento. O resultado global é o aparecimento de um
novo estado em que o nivel de turbuléncia e, consequentemente, de transporte anémalo
radial é reduzido significativamente, melhorando, assim, o confinamento.

Toda esta discussao qualitativa, que atualmente ¢ o modelo mais utilizado para des-
crever o mecanismo de reducao do transporte anomalo por ZF, nao leva em consideracao
o efeito da rotacao do plasma, mesmo a chamada rotacao residual, que é causada por
efeitos térmicos e ocorre em praticamente todos os regimes experimentais. Como esta
rotacao nao é rigida, mas apresenta um perfil radial, é de se esperar que ela possa inte-
ragir com os ZF ou GAM e, assim, tenha efeitos importantes na reducao da turbuléncia
no plasma.

Nesta dissertagao damos um primeiro passo no estudo desse mecanismo, analisando

3Regime em que ocorre a formacdo de barreiras de transporte.
40 vetor de onda radial é estimado como o inverso do comprimento de correlacio, k, = 1/L..
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o efeito da rotacao na relacao de dispersao desses modos, a qual depende, além da taxa

de rotacao do equilibrio, do fator de seguranca, definido por

q(r) = "By

_ 2.3
B, (2.3)

e da velocidade do som no plasma, cs.
Uma outra grandeza de extrema importancia em plasmas de fusao, a qual voltard
a aparecer neste trabalho (capitulo 4), é o parametro (3, definido como a razao entre a

pressao cinética, p, e a pressao magnética, B?/(2puy),

2
g = ggp . (2.4)

Consideramos o regime de baixos valores de 3, o qual nos permite supor o campo
magnético constante no tempo. Para ( alto, estaremos lidando com os ZF e GAM

eletromagnéticos.
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Capitulo 3
Equacoes da Magneto-hidrodinamica

A Magneto-hidrodinamica (MHD) ideal é o modelo mais simples para determinar o
equilibrio macroscopico e as propriedades de estabilidade de plasmas confinados magne-
ticamente. O modelo descreve como for¢as magnéticas, inerciais e de pressoes interagem
em um plasma perfeitamente condutor disposto em uma geometria magnética arbitraria.
H& um consenso geral de que a configuracao geométrica de um reator a fusao deve obe-
decer limites de equilibrio e estabilidade estabelecidos pela MHD ideal, caso contrario o
confinamento do plasma terminaria em um curto periodo de tempo (se comparado com
tempos experimentais). Sendo assim o principal objetivo do estudo da MHD em plasmas
de fusao é a descoberta de configuracoes magnéticas que possibilitem equilibrio atrativo
e estabilidade em reatores a fusao.

Este modelo fornece uma descricao do comportamento macroscopico do plasma, o
qual é considerado como sendo constituido de um ou mais fluidos cuja dinamica obedece
aos principios da mecéanica dos fluidos. Este modelo também considera as interacoes ele-
tromagnéticas entre os fluidos e os campos eletromagnéticos externos e internos (gerados
consistentemente no plasma).

As equagoes da MHD podem simplesmente ser postuladas a partir de principios fisicos
ou obtidas calculando-se os momentos de diversas ordens da equacao de Boltzmann, pela
teoria cinética [10]. Na derivacao a partir da teoria cinética, supoe-se que o plasma é
altamente colisional, o que quase nunca é satisfeito em plasmas de fusao; entretanto ha
muitas evidéncias empiricas de que o modelo da MHD descreve com uma boa precisao o
comportamento macroscopico do plasma em muitos fenémenos de interesse [9].

Para obter as equagoes da MHD, é necessario combinar as equacoes de Maxwell com
as equacoes que descrevem a dinamica dos fluidos e ultilizar a equacao que descreve a
interacao entre elas. As equacoes de Maxwell descrevem a evolucao do campo elétrico

E(r,t) e do campo magnético B(r,t) em resposta a densidade de carga, 7(7,t), e de
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corrente elética, J(r,t). Tais equages sao dadas por

v.E-_ (3.1)
€0
vV.B-0 (3.2)
0B
E=-2 .
V x 5 ¢ (3.3)
1 0F

Enquanto a equacao 3.1 expressa a lei de Gauss e permite o calculo do campo elétrico
a partir da quantidade de monopolos elétricos, a equacao 3.2 nos diz que, também no
plasma, nao ha monopolos magnéticos. A equacao 3.3 é a tradugao matematica da lei de
Faraday, e a equacao 3.4 traduz a lei de Ampére com a adicao da corrente de deslocamento
introduzida por Maxwell, que, conforme mostraremos, pode ser desprezada no limite de
velocidades nao relativisticas, quando tratamos de fenomenos de baixas frequéncias.

As equacoes da dinamica dos gases expressam a evolucao da densidade de massa
p(r,t) e da pressdo, p(r,t) a partir do conhecimento da velocidade do fluido v(r,t). Elas

sao dadas por

Dp
Dp

D . .
onde = & a derivada Lagrangiana, dada por

D 0
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em que % é a derivada Euleriana, a qual deve ser calculada em uma posicao r fixa,
e v = C,/C, é arazdo das capacidades térmicas a pressio e a volume constantes, C,
e C,. As equagoes 3.5 e 3.6 traduzem a conservacao de massa e de energia (entropia)
respectivamente, que sao validas na auséncia de fontes e/ou sorvedouros de matéria ou
de calor.

A interacao entre o fluido e o campo eletromagnético é dada pela equacao de movi-

mento, que expressa a primeira lei de Newton, e é dada por

Dv
— =F 3.8
onde F' é a densidade de forca que age no plasma. Para o caso particular de plasmas de

laboratorio,

F=-Vp+JxB+7E. (3.9)

Por fim temos a equagao que expressa a relagao entre o campo elétrico em um referen-
cial que se move com o fluido e a densidade de corrente neste fluido, também conhecida

por lei de Ohm,

E =nJ, (3.10)

onde E' = E +v x B & o campo elétrico no referencial do fluido e 7 é a resistividade do
plasma.

As equagoes 3.1 a 3.10 constituem um sistema completo de 16 equagoes e 16 incog-
nitas, as trés componentes vetoriais de E, B, J e v, e as grandezas escalares 7, p, p e
7. O fato de o nimero de equacoes ser igual ao nimero de incdgnitas nos permite em

principio descrever completamente o plasma no regime de validade da MHD.

3.1 MHD ideal aplicada aos ZF e GAM

No estudo de ZF e GAM, podemos considerar, com base em dados experimentais [26],
que a velocidade do fluxo de plasma é da ordem da velocidade do som, c,, de forma que
se trata de velocidades nio relativisticas, ou seja, v/c < 1, e termos de ordem O(v?/c?)
podem ser desprezados. Sendo assim podemos desprezar a corrente de deslocamento de

Maxwell em 3.4, de acordo com a seguinte analise da ordem de grandeza,
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V=[] T [T]™', E=[LT]'B e [LT]"'=v
IS5 o
v xB[ "~ & (3.11)

onde L é o comprimento caracteristico do plasma e 17" é o periodo caracteristico de
oscilacao dos modos. Além disso, as frequéncias dos ZF e GAM sa0 w,nr ~ 0 € wypnr ~
kH z, respectivamente, ou seja, da ordem de 1072 se comparada com a frequéncia de
plasmas, w,. ~ MHz, de forma que para o estudo dos GAM e ZF podemos considerar o
regime eletrostatico, OE /0t ~ 0.

Considera-se também a condicao de quasineutralidade do plasma em decorréncia de
a frequéncia dos ZF e dos GAM ser bem menor do que a frequéncia de plasmas, wy,
de forma que os elétrons sao capazes de neutralizar rapidamente qualquer densidade de
carga que possa existir. Isto nos permite desprezar o termo 7 nas equacoes 3.1 e 3.9. A
validade desta aproximacao se limita a regioes cujos comprimentos caracteristicos sejam
maiores do que o comprimento de Debye, A\p [17].

Pelo fato de ZF e GAM ocorrerem, principalmente, na borda da coluna de plasma,
ou seja, em regioes de baixa pressao hidrostitica e consequentemente de baixo valor
de (3, podemos desprezar perturbacoes temporais do campo magnético, ou seja, %—’f ~ 0,
conforme mostramos na secao 3.2. Desta forma, considera-se a aproximacao eletrostatica
em tais regioes. Nesta aproximacao, de acordo com a lei de Faraday, 3.3, e a identidade
vetorial A.6, podemos escrever o campo elétrico como o gradiente de uma funcao escalar,
®, conhecida como potencial eletrostatico.

Se considerarmos as aproximacoes feitas anteriormente para um plasma perfeitamente

condutor, isto é, n = 0, o conjunto de equacoes a serem resolvidas é:

V-B=0, (3.12)

1
J~—VxB, V-J=0, (3.13)

o

Do
— — B = .14
th +Vp—J X 0, (3.14)
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. = 3.15

LV (o) =0, (315)

E+vxB=0, E=-V® ¢ (3.16)
Dp

- v = A

Dt+7pV v=0, (3.17)

E comum dizer, ao considerar plasmas sem resistividade (plasmas perfeitamente con-
dutores), que as linhas de campo magnético estao congeladas no plasma, ou seja, o plasma

se move junto com elas [10].

3.2 Equacoes da MHD ideal perturbadas em primeira

ordem

Para determinar a rela¢do de dispersdo, w(k), para modos que surgem no plasma,
como por exemplo os GAM e ZF, objetos de estudo deste trabalho, é conveniente utilizar
a teoria de perturbagoes até primeira ordem e, consequentemente, linearizar as equacoes
da MHD, 3.12-3.17. Nesta teoria consideramos que as grandezas fisicas relevantes para

o problema sao da seguinte forma:

E(r,t) = &(r) +&(r,t) onde & (r,t) = &(r)e ™, com % < 1. (3.18)
0

Considera-se que o plasma se encontra em equilibrio mecanico estavel até que algum
processo fisico perturbe este equilibrio produzindo oscilacoes temporais de frequéncia w.
Nesta situacao a grandeza fisica £, que antes era dada por £ = &, passa a ser £ = &+ &;.
Antes de derivar a relagao de dispersao para os modos do plasma, é necessario deter-
minar as grandezas fisicas quando o plasma se encontra em equilibrio. Neste caso, nao
ha variacao temporal das grandezas fisicas, de forma que as equacoes 3.12 — 3.17 podem

ser escritas como
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V.B=0, (3.19)

po(vo - V)vg + Vo + iB x (V x B) =0, (3.20)
V - (povo) = 0, (3.21)
—Vdy+vgx B=0 e (3.22)

(vo - V)po + 7po(V - vo) = 0. (3.23)

O problema de encontrar as grandezas fisicas no equilibrio em tokamaks com rotacao
¢ incontestavelmente um problema nao resolvido até hoje, pelo menos analiticamente.
Neste trabalho propomos modelos apropriados para descrever o equilibrio em trés casos
particulares: tokamaks sem rotagao (ENR), em que vy = 0, tokamaks com rotacao
toroidal (ETRF), em que v = véy4 e equilibrio com rotagao binormal (EBRF), em que
a velocidade de equilibrio é praticamente poloidal, vy & vyég. O terceiro caso trata-se de
um trabalho novo no qual consideramos o potencial eletrostatico conhecido e, juntamento
com o campo magnético, a causa da rotacao binormal no plasma, que ocorre devido ao
movimento de deriva, EF x B. No entanto, ressalvamos que, no equilibrio com rotacao,
o equilibrio nao sera descrito de forma auto-consistente.

Para tokamaks de alta razao de aspecto, apenas as perturbacoes de primeira ordem
desempenham um papel importante na determinacao dos modos de oscilacao. Os termos
de ordem superior sao importantes somente na saturacao de modos instaveis. Entretanto
mecanismos de saturagao nao serao tratados neste trabalho. As equagdes 3.12 —3.17

perturbadas até primeira ordem sao
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—iwpov1 + pol(ve - V)1 + (v1 - V)vo| + p1(ve - V)vg + Vp — J1 x B =10, (3.25)

—iwp1 + [(vo - V)p1 + (V- vo)p1] + [(v1 - V)po + (V - v1)po] = 0, (3.26)
—V(I)l + v X B=0 e (327)
—iwp1 + (’Uo . V)p1 + (’Ul . V)po -+ ’ypl(V . ’Uo) -+ ’ypo(V . ’Ul) = 0, (328)

em que desprezamos perturbacoes do campo magnético de acordo com a aproximagcao
eletrostatica. Esta aproximagao pode ser justificada ao comparar a ordem de grandeza
dos dois tltimos termos da equacao 3.14 considerando perturbagoes do campo magnético

(B4). Sendo assim temos

Vp1 ~ JlBO + J()Bl. (329)

Considerando a aproximacao de quasineutralidade! do plasma e que nao haja perturbacao
na temperatura do plasma 2 (Tp), ao tratar o plasma como um gas perfeito, podemos

escrever a pressao perturbada como

n n
P1 ~ anO = —anTO = —1p0, (330)
o no

de forma que a relagao entre as ordens de grandeza de cada termo de 3.29,

m Cdrri— By/By  jopo
LIt ~ u ML 'ByB; — ~
(L] —po ~ g (L] BBy /e~ B2

— ~ (A<, (3.31)
Nno

IEsta aproximacio nos permite escrever ni; ~ nie ~ ni, onde ny; e ni. sao a densidade de ions e de
elétrons perturbadas, respectivamente.
2T, é a soma da temperatura dos fons, Tp;, e dos elétrons, Tye.
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justifica a aproximacao eletrostatica para regimes de baixa pressao e consequentemente
baixos valores de [3.
No capitulo 4, descrevemos o plasma no equilibrio em tokamaks de seccao circular

considerando os trés casos mencionados anteriormente: ENR, ETRF e EBRF.

22



Capitulo 4

Equilibrio MHD

Neste capitulo, apresentamos uma discussao sobre sistemas cilindricos e tokamaks de
seccao circular. Também resolvemos as equagoes da MHD ideal (equagdes 3.19 —3.23 do
capitulo 3) no equilibrio. Embora tratemos apenas tokamaks de secc¢ao circular, discus-
soes sobre o problema para tokamaks de seccao nao-circular também sao apresentadas.
Pelo fato de estarmos lidando apenas com grandezas no equilibrio neste capitulo, su-
primimos o indice 0 de tais grandezas fisicas, embora elas devam ficar subentendidas.
Utilizamos, porém, o indice 0, neste capitulo, para as grandezas fisicas do problema em
uma dimensao, ou seja, em sistemas cilindricos. Isto ficara claro mais adiante.

O objetivo da teoria do equilibrio MHD ¢ descobrir geometrias magnéticas capazes
de confinar e isolar o plasma quente das paredes materiais e permitir estabilidade ma-
croscopica a valores suficientemente altos de 3. Entretanto, neste trabalho, conforme
mencionado anteriormente estamos considerando apenas regimes de baixos valores de (3,
0 que, mesmo assim, nao invalida o modelo da MHD.

As equacoes da MHD ideal no equilibrio sao

V-B =0, (4.1)
plv-Vv+Vp—J xB=0, (4.2)
1
J=—V xB, (4.3)
Ho
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V- (pv) =0, (4.4)

—Voé+vxB=0 e (4.5)

(v-V)p+p(V -v) =0. (4.6)

Para resolver este sistema, soltvel em principio, consideramos que ha simetria axial,
ou simetria toroidal, para tokamaks. Tal simetria, em coordenadas cilindricas globais,
(R, ¢, Z), e coordenadas pseudo-toroidais, (r,0,¢), corresponde ao angulo ¢ = —p, de
forma que 95 = 0, onde & representa qualquer grandeza fisica escalar'. Este tipo de
equilibrio, com esta simetria, é conhecido como equilibrio em duas dimensoes, pois a
grandeza genéria £ serd da forma £ = &(R,Z), em coordenadas cilindricas globais, ou
¢ =&(r,0), em coordenadas pseudo-toroidais.

E comum também, em modelos analiticos tedricos para tokamaks de seccao circular,
resolver o problema em uma dimensao?. Torna-se conveniente, entdo, utilizar coorde-
nadas cilindricas locais, (r,6, z). Neste caso ha simetria também com relagao a coorde-
nada poloidal, #, e a simetria axial corresponde a simetria em z, onde vale a relacao:
dz = Rydyp. Desta forma, considera-se que & = £(r)? .

Quando se trata de tokamaks, a simetria com relacao ao angulo # é uma aproximagao
local em que se considera ¢ — 0; entretanto, mesmo quando considerarmos apenas
simetria toroidal, utilizaremos a aproximacao de alta razao de aspecto, ou seja, ¢ < 1,
de forma que termos de ordem O(g?) sdo desprezados.

A quebra de simetria toroidal ocorre em tokamaks reais como uma consequéncia do
espacamento entre as bobinas toroidais, entre outros fatores. Esta falta de simetria é
ressaltada na borda da coluna de plasma em tokamaks reais. Entretanto, neste trabalho,
consideramos que hé simetria toroidal, pois o intuito é focar em outros fenéomenos fisicos

importantes.

!Neste trabalho & podera ser a pressdo, a densidade, a funcio de fluxo, o potencial elétrico, compo-
nentes da velocidade ou componentes do campo magnético

2Menos aproximacoes sio necessarias para resolver o problema analiticamente em uma dimensio e
alguns conceitos fisicos sio ressaltados.

3Caso se trate de um tokamak de secgio nao-circular £ = £(r, 6).
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4.1 Equilibrio em uma dimensao

O equilibrio em uma dimensao para um tokamak de seccao circular é ilustrado na
figura 4.1, a qual descreve a ultilizagao de coordenadas cilindricas locais para expressar
as grandezas fisicas relevantes para o problema.

Conforme dissemos anteriormente, utilizamos o indice 0 para expressar as grandezas
do equilibrio em uma dimensao. A equacao 4.1 nos permite expressar o campo magnético

como

By =V, x ¢, + B,é., (4.7)

onde Uy = Wy(r, #) é uma funcao arbitraria conhecida como fungao de fluxo. Em sistemas
cilindricos de secgao circular, Wy = Wy(r).

Podemos mostrar que a equagao 4.7 é uma solugao véilida para o campo magnético
calculando V - Bj. Tal demonstracao é feita no apéndice C.

Da equacao 4.3 obtemos a densidade de corrente Jy = J.é.+.J, €, cujas componentes

sao dadas por

1 1
J,=——V?V, e Jeé, =——¢ xVDB, (4.8)
Ho Ho

sendo €, um versor perpendicular aos versores ey, € €., onde ey, ¢ 0 versor normal as

superficies magnéticas, definido por

L Y
V|

(4.9)

Se considerarmos plasmas sem rotacao, ou equilibrio estatico, isto é, vg = 0, e tomar-

mos a componente paralela ao campo magnético,

. By

e = 20 4.10
1= B (4.10)

da equagao do balango de momento, 4.2, obtemos o Jacobiano 3(Wy, py),
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Figura 4.1: Equilibrio em uma dimensao

1
Vpy - VU = -

<8p0 Oy Ipo OV
r

A %W) = J(‘I’mpo) =0. (4-11)

Analogamente, a componente paralela & Jy de 4.2 nos fornece

Pelo fato de os jacobianos das equacoes 4.11 e 4.12 se anularem, concluimos que py =
po(Vo) e B, = B.(¥,). As passagens matematicas para obter as equagoes 4.11 e 4.12 sdo
feitas em detalhe no apéndice C.

Ao multiplicar 4.2 por éy,, obtemos

d B? 1,
= 2 ) = VR, = 4.13
47, <Po + 2#0) Nov 0 ( )

que, para tokamaks de seccao circular, pode ser escrita como

d B2, + B? B2
L (py+ 20t o) Do (4.14)
dr 240 HoT

onde utilizamos o desenvolvimento da equagao 4.7,
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1 d¥ A X
ﬁod—'ro = Bgo(r), Bo = Baog + B.¢. (4.15)
e a regra da cadeia,
d dv\'d 1 d
=) = (4.16)
dWo dr dr  Bgydr

A equagao 4.14 descreve o balanco entre a pressao hidrostatica e a pressao magnética
em sistemas cilindricos de seccao circular.

Em plasmas com rotacao, 4.14 deve ser substituida por

d Bz, + B? B2 vE
Ay B B) Pyt (1.17)
dr 210 Lo r

onde a velocidade de equilibrio é vg = wvgo(r)ég + v,(7)é., e teriamos que considerar o

campo elétrico que surge no referencial do laboratorio

Ey = Ey(r) = (v,Bgo — vgo B.)é, (4.18)

Supondo que a velocidade do plasma nao altere o campo magnético, poderiamos
separar a equacao 4.17 em duas, considerando que a pressao seja po; = po + Poe, onde po;
representa a pressao cinética total, pg é a pressao cinética na auséncia de rotacao e pg. €

a contribuicao para a pressao por parte da rotacao poloidal de equilibrio, ou seja,

d B2, + B? B2, dpoe v
“ z | — 200 ¢ — ,- 00 4.19
dr ( ot 210 LT © T TP (4.19)

Para este modelo unidimensional, para o caso sem rotagao, nota-se que duas grandezas
fisicas sao determinadas de forma arbitraria, de acordo com a equacao 4.14. Esta é uma
das maiores falhas do modelo da MHD ideal. Para o caso com rotacao, conforme mostra
as equagoes 4.17 e 4.18, a arbitrariedade é ainda maior: cinco grandezas sao determinada
de forma arbitraria. Se consideramos que o campo magnético nao se altera com a rotagao
do plasma, a arbitrariedade pode ser reduzida a quatro incognitas, conforme mostra 4.18
e 4.19.

A equacao 4.19 mostra que a rotacao poloidal, independente do sentido, faz com que
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a pressao hidrostatica do plasma aumente, consequentemente aumentando o valor de [,
uma vez ue a pressao magnética permanece inalterada. Este efeito faz com que o plasma

tenha uma tendéncia a se deslocar para a borda.

4.2 Equilibrio em duas dimensoes

Analogamente & 4.7, conforme mostramos no apéndice C, podemos expressar o campo

magnético de tokamaks como

1
B=— (qu X 84+ Fé¢). (4.20)

A funcao U = ¥(r,0) = V(R, Z) esté relacionada com o fluxo magnético poloidal, o

qual é dado por

w, :/Bg-dS, (4.21)
S

enquanto a funcdo F' = F(r,0) = F(R,Z) = RB, esta relacionada com a corrente
poloidal do plasma e das bobinas toroidais.
As componentes Br e By do campo magnético, em coordenadas cilindricas globais,

podem ser expressas em funcao de ¥ como

10w 10w

R="p5; © By = ROR (4.22)

A conveniente escolha de um elemento de area na posicao Z = 0, em que, neste plano,

By = By, conforme mostra a figura 4.2, nos permite obter a relagao

o

v (4.23)

a partir da substituicao de 4.22 em 4.21.

A relagio entre U e a corrente de plasma [p = | 1Je - dA é obtida substituindo-se
4.20 na lei de Ampére, 4.3,
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Superficie poloidal

Eixo magnético

Figura 4.2: Na superficie do plasma Z = 0, By = By, de forma que é conveniente escolher
esta superficie para calcular o fluxo magnético poloidal.

J = iV X B, (4.24)
Ho

de forma que as seguintes relacoes podem ser obtidas a partir destas equacoes;
1 AU

A*\I/é¢ = —MQRJqs, VF x é¢ = ,uoR(J,,. + Jg) e Ip= _M_ R € dA, (425)
0JA

onde

0? 10 0?
A= — — —— + —. 4.26
OR _ ROR ' 027 (4.26)
Em 4.25, Iy é conhecida mas Jy é arbitrariamente determinada neste modelo. A lei
circuital de Ampére (A.15 aplicado & 4.3), para um tokamak de secgao circular, permite

obter F' na regido do vacuo (fora da coluna de plasma),

F,=——1Ir, 4.27
2T T ( )

onde N é o nimero de bobinas toroidais.
Assim como para sistemas cilindricos, também descrevemos para sistemas toroidais
os casos de equilibrio sem rotagdo (ENR), v = 0, e de equilibrio com rotagao (ER),

v # 0. Em ambos os casos, por se tratar de sistemas toroidais, ha uma quebra de
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simetria com relacao a coordenada poloidal. Esta quebra de simetria torna o problema
consideravelmente mais complexo, de forma que, mesmo para ENR, temos que considerar
a aproximagao de alta razao de aspecto, A = Ry/a ~ 1/e = Ry/r > 1, para poder
resolver o problema analiticamente. O problema de ER s6 foi resolvido analiticamente
para alguns casos bastantes particulares [27].

Nas subsecoes que se seguem resolvemos primeiramente o equilibrio sem rotagao —
ENR considerando a aproximacao de alta razao de aspecto, ou seja, € = r/Ry < 1, de
acordo com [28| e, em seguida, analisamos o equilibrio com rotagdo — ER para resolver
dois casos particulares: rotacao toroidal - ETRF e rotacao binormal - EBRF; sendo que

o ultimo acreditamos se tratar de um resultado novo.

4.2.1 ENR e a equacao de Grad-Shafranov

Para resolver o caso de ENR, as equagbes a serem resolvidas (4.1-4.5) se reduzem a

Vp() = JO xB=0 e V(I)O = 0, (428)

em que B = (VW x é, + Fé,)/R, de acordo com 4.20.

De acordo com 4.28, &, = 0, uma vez que o potencial elétrico é definido a menos
de uma constante, a qual podemos defini-la (®q = 0) por conveniéncia. O importante é
notar que nao ha campo elétrico de equilibrio, o que, conforme mostramos mais adiante,
nao ocorre na presenca de rotacao.

Ao multiplicarmos 4.28 escalarmente por B e por J, analogamente ao que foi feito
para o equilibrio em uma dimensao (equagoes 4.11 e 4.12), é possivel mostrar que p =
p(V) e F'= F(¥). Os detalhes desta demonstracao sao apresentados no apéndice C.

Ao tomarmos a componente éy = VW/|VU| de 4.28, utilizando também 4.25 se

obtém a equacao de Grad-Shafranov,

dp 1dF?

AV = —pgR*—— — ——— 4.29
que possibilita determinar determinar ¥ e consequentemente By e B, (em tokamaks de
sec¢ao nao circular).

No apéndice C, resolvemos a equacao de Grad-Shafranov para tokamaks de seccao
circular. A solucao encontrada é aproximada e é valida apenas para tokamaks de alta

razao de aspecto. Tal equacao foi resolvida substituindo a solucao tentativa,
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v = ‘1’0(7’) + 6@1(7“, 9), (430)

onde
a

TR

em 4.29 e considerando o desenvolvimento em poténcias de ¢, em que € < 1, de acordo

€

com a metodologia descrita por [28]. A solugao encontrada foi

v
U(r,0) = Uo(r) + %As(T) cos 6, (4.31)

onde Ag(r), que é conhecido como deslocamento de Shafranov, é dado por

1 [ 1 dp )
Ag(r) = R_O/y: dr'T,Bgo/o dr"(Q,uo'r’”W —7’”390). (4.32)

Nota-se que no limite r — a, Ag(r — a) = 0, de forma que, quanto mais externas
forem as superficies magnéticas, menor é a influéncia do deslocamento de shafranov.

Se considerarmos apenas algumas superficies magnéticas, localizadas proximas a fron-
teira plasma-vacuo e proximas umas das outras, com base no argumento acima, e ao
redefinir Ry, da forma Ry — Ry + Ag(r = rg), onde ry é um raio especifico proximo de

a, podemos utilizar a aproximacao,

U~ Wy (r), (4.33)

na qual fica subentendido que r =~ ry. Tal aproximacao é conhecida como aproximacao
local e é a base para se construir um modelo simplificado para estudar analiticamente os
ZF e GAM localmente, isto é, localizados na borda da coluna de plasma. Ao longo deste
trabalho consideramos esta aproximacao.

Sendo assim, o campo magnético para tokamak de seccao circular é dado por 4.20,

ou seja,

1dYy ,

B = .B(’I"7 0) = ﬁ?eﬁ + _qu(’l"7 0)é¢, (434)
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em que

1 do,

Bao(r) = ﬁo dr

e RQB¢0(T) = RB¢(’I", 0) = F(\IIQ) (435)

Desta forma fica determinado o campo magnético para um tokamak de seccao circular

em termos do campo magnético de um sistema cilindrico,

B- % Gég 4 é¢) Boo(r), (4.36)
onde utilizamos
Byo(r) r/R €
Boo(r) = f(r)Bgo(r) = f(r) = B O(r) - TB¢>0R00/R - (4.37)
0 RoBgoRo/R q

No limite e — 0, voltamos ao problema unidimensional, pois utilizando 4.20 podemos

escrever 4.28 como

d Bjo + By Bi
“ V) 60 4.38
i (pe gty - P (139)

em que neste limite Byy — B, e portanto 4.38 se reduz a 4.14.

O interesse em resolver o problema bidimensional, para tokamaks de seccao circular,
é obter a dependéncia em 6 do campo magnético, a qual surge como consequéncia da cur-
vatura geodésica do tokamak. Esta curvatura geodésica é a responsavel pelo surgimento
de ZF e GAM no plasma, conforme é mostrado no capitulo 5.

Como utilizamos a aproximagao U =~ Wy(r) e vimos anteriormente que p = p(V) ~
p(Vy) entdo consideramos p = p(r) e p = p(r) no ENR, em que a ultima condic¢do é

obtida considerando o plasma como um gas perfeito no equilibrio,

p=nT; +nT. ~2nT, (4.39)

4

onde n; ~ n, = n é a densidade de ions* e n. é a densidade de elétrons e consideramos

4Tons por unidade de volume
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Figura 4.3: Deslocamento de Shafranov (Ag): Secgdo transversal de um tokamak de
seccao circular no qual sao mostradas as superficies magnéticas.

que a temperatura dos fons e dos elétrons sao proximas, T; ~ T, = T(r) °.

4.2.2 Equilibrio com rotacao (ER)

Para o estudo de rotacoes no equilibrio, partimos das equacoes 4.1-4.6. Inicialmente
combinamos 4.2 e 4.3 e utilizamos a identidade vetoriai A.12 para escrever a equacao do

balanco de momento como

v (p + QB—#O) = i(B -V)B — p(v - V)v. (4.40)

A seguir desenvolvemos a equacao da continuidade

(V-v)p+(v-V)p=0 (4.41)
e expressamos a conservacao da entropia como a evolucao da pressao,
YV -v)p+ (v-V)p=0. (4.42)

Ao invés de resolver este sistema de equacoes no sistema de coordenadas pseudo-

>Consideramos que qualquer desequilibrio na temperatura ao longo de uma superficie magnética é
instantaneamente estabilizado, ou seja, a condutividade térmica poloidal e toroidal é considerada infinita,
dai segue T'=T'(¥) = T'(r).
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toroidais, utilizamos um outro sistema, o qual esti relacionado com a curvatura geodésica
do campo magnético, com as superficies magnéticas e com o movimento de deriva. Tal
escolha é conveniente, nao apenas neste capitulo, mas também e, principalmente, nos
proximos capitulos.

Os versores, ja mencionados anteriormente, deste sistema de coordenada sao definidos

por
vvu B
é\p:77 ey =— e éJ_:é\pXé, (443)
||V\Ij|| I B Il
de forma que, como E = Z—ié\y, podemos utilizar a lei de Ohm, 4.5, para expressar a
velocidade como
vV = wORéL + UQRoé”, (444)
onde
1 do
~ il 4.45
estd associada a velocidade de deriva e
(A é”
= 4.46
Uo R ( )

representa a componente da velocidade paralela ao campo magnético.
Ao considerar € < 1 e aproximar localmente (éy = é,), podemos definir os seguintes

operadores

1 0 10
Vi=¢-V=———¢eV,=¢, V=——— 4.47
=€l qRo pec vt Tt eqdf’ (4.47)
de forma que as equacoes 4.42 e 4.43 sao dadas por
p=Dyp e (4.48)
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p = —Dop, (4.49)
v

onde o operador Dy é dado por

vV (eupRy — quwoR) ﬁlg (4.50)
Vv [(2qwoR — cugRy) sin @ + Rogug| Ry € 00 '

Dy

Primeiramente consideremos o caso de rotac¢ao puramente toroidal (ETRF). Este tipo
de rotacao é decorrente da transferéncia de momento de particulas muito energéticas in-
jetadas no plasma. Tal injecao de particulas é feita em muitos tokamaks com o intuito de
aumentar a temperatura do plasma [29]. Devido a alta energia destas, parte do momento
é transferida ao plasma causando a rotagdo deste. A velocidade de equilibrio [29, 30],

neste caso, é dada por

vV = UTé¢ = wT(\If)Ré¢ =~ wT(T)Ré¢. (451)

Se utilizarmos a transformacao do sistema de coordenada pseudo-toroidal para o
sistema em que estamos trabalhando (equacdo D.4 apresentado no apéndice D), é, =
e + (¢/q)e., podemos escrever as componentes binormal e paralela da velocidade em

4.51 como

wo(r) = g—uo e uy(r,0) = wp(r)—. (4.52)

Nota-se que a substituicao de 4.52 em 4.50 deixa o operador Dy indefinido. Sendo
assim, nao é possivel, somente com estas informagoes, obter p e p. Entretanto conside-
ramos conhecidas tais grandezas. De acordo com [29], tais grandezas foram obtidas a
partir da resolu¢ao da equagao cinética das ondas de deriva [30] e considerando o plasma

como um gés perfeito. Sendo assim, a densidade e a pressao de equilibrio sao dadas por

p = n(T)m; exp {— 2”;’%{)} e p= zﬁiT(\y).

(4.53)
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Este fluxo toroidal de equilibrio, v = vré4, cria um campo elétrico de equilibrio, o

qual, de acordo com a equacao 4.45, é dado por

dd €
E=——éy =-BswrRey. 4.54
gy &y =  Powrhies (4.54)
H& também um outro tipo de rotagao, a rotagao binormal (rotagao toroidal e poloidal),
que surge no plasma em decorréncia da existéncia de um campo elétrico. Tal campo
elétrico é criado pela difusdo ambipolar de particulas carregadas [17]. Neste caso, a

velocidade de equilibrio é uma consequéncia do movimento de deriva,

E x B R R
V=00 = = Ul + Uy, (4.55)
onde
FE e Vo 1
- =_- — 2 ~ > 1. 4.56
Vo qu € Uy q’l}g s - > ( )

Pelas equacoes 4.55 e 4.56, nota-se que o sentido de rotacao ocorre principalmente na
direcao poloidal, pois vy > vy. Tal velocidade de equilibrio também pode ser descrita

como

v=woRe,, wy(r)=w, =——== - (4.57)

onde P, é o potencial associado ao campo elétrico ambipolar. Esta forma de escrever
v é a que usaremos nos proximos capitulos.
A densidade e a pressao sao dadas pela resolucao das equagoes 4.48 e 4.49, em que o

operador Dy é dado por

1 RO
Dy=——"rt 4.58
0 2€R060’ ( )

para este tipo de equilibrio (EBRF).

As solucgoes de tais equacoes sao dadas por
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Rj
R?

2y
Ry

5 (4.59)

p=pe(r) e p=npe(r)

onde utilizamos p, e p, para desiginar a parte da densidade e da pressao que depende
unicamente da coordenada radial, r.

A dependéncia de p e p com 1/R?* é explicavel fisicamente pelo fato de a rotagao
do plasma na direcao poloidal fazer com que a densidade do plasma tenda a aumentar
na borda interior da coluna de plasma. Tal aumento é uma consequéncia da curvatura
geodésica do tokamak, pois a borda interna de um toroide possui um comprimento ao
longo da direcao toroidal menor do que a borda externa. Tal diferenca de comprimento em
toroides é conhecida como efeito da toroidicidade. Este pequeno aumento na densidade
e na pressao é uma consequéncia direta da diminuicao da velocidade na borda interior e

da conservacao do fluxo de particulas, pvy é uma constante com relacao a 6.

4.3 Discussao sobre EBRF

Se considerarmos a componente binormal ou a componente paralela da equacao do
balanco de momento, 4.40, para o caso especifico de rotacao binormal, verifica-se que p e
p dados por 4.59 nao satisfazem tal equacao. Isto se deve ao fato de nao considerarmos o
campo elétrico na equacao do balango de momento. Entretanto, conforme a anélise que
fazemos a seguir, podemos desprezar o termo p(v - V)v na equagao 4.40.

A partir de parametros conhecidos para o tokamk TEXTOR [31], estimamos a ordem
de grandeza do termo p(v - V)v em 4.40 e comparamos com o termos (B - V)B. Para

tal comparacao, utilizamos

Er NOIP
~—, By~ ~ nm;, 4.60
Vo B, W, e p=nm ( )
de forma que
B2 pol? , nm;E?
—0 — = . 4.61
o 4m2a? ¢ Pl B; (4.61)

Tal comparacao resulta que
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B3 2

— > pvp, (4.62)
Ho

para o caso do TEXTOR, o que indica que, pelo menos neste caso, podemos desprezar o

termo pvj na equagao 4.40.

Torna-se conveniente, entao, recorrer as equagoes da continuidade e da conservacao
de entropia, 4.41 e 4.42, ou 4.48 e 4.49, cujas solucoes sao dadas por 4.59. Entretanto,
no limite em que wy — 0, devemos ter p = p.(r) e p = p.(r). Sendo assim, trata-se
de um problema caracterizado por uma variacao descontinua da densidade e da pressao,
sendo este fato, portanto, uma critica ao modelo proposto. Este modelo certamente nao é
adequado para descrever o equilibrio no limite em que o campo elétrico ambipolar é muito
pequeno, O(g?7), com v > 1/2, pois haveria uma descontinuidade abriipta da ordem de
€ na densidade e na pressao durante a transicao entre um campo elétrico ambipolar nulo
para um campo ambipolar finito.

Nos capitulos que se seguem utilizaremos principalmente as derivadas com relagao a

0 da pressao e da densidade,

pesinf e %:2ﬁ%7pesin0, (4.63)

Op _ 5, Fo

00 R

onde a = [ = 1 se houver rotacao de equilibrio, e « = [ = 0 se nao houver rota-
¢ao. Introduzimos as constantes « e § para voltarmos ao resultado sem rotacao quando

tomarmos o limite wg — 0.

4.4 Sumario sobre equilibrio

Esta secao tem o objetivo de organizar de forma clara os resultados encontrados e
que serao utilizados no capitulo 6. Conforme ficard claro mais adiante, é conveniente
expressar a velocidade de rotacao em termos do niimero de Mach, o qual é definido como
a razao entre a velocidade de equilibrio e a velocidade do som no plasma. Em outras

palavras, definimos o nimero de Mach toroidal como

R
My = 2070 ¥T (4.64)
Csg Ws0

e o numero de Mach binormal como
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My =t e (4.65)
Csq Wso

onde wyy € a frequéncia associada a velocidade do som no plasma, a qual é dada por

2T (T
Coy = weoRo ~ % - %, (4.66)

onde m; é a massa dos fons e T'(¥) é a temperatura dos fons que consideramos estar em
equilibrio térmico com os elétrons®.

A seguir, reunimos as informacoes mais importantes sobre cada tipo de equilibrio, as
quais serao extensivamente utilizadas nos proximos capitulos. Tais informacoes colocadas

na forma de equacoes sao apresentadas a seguir:

¢ ENR — Equilibrio sem rotacao

w=0 e uy=0

po=po(r) e po=po(r)

0 _ Imo

00 o0

Po = po(7)
(4.67)

¢ ETRF — Equilibrio com rotacao toroidal

6Consideramos, neste modelo, que os fons e os elétrons possuem a mesma temperatura.

39



wy = —ﬁuo e Uy = R—OMTwso

po = po, () exp (—M%%;) € Po= u501)0

% = Z'YM%}%poe sinf e % = QM%powfoRoR
o= (e (14 0()) o (e (4.68

¢ EBRF — Equilibrio com rotagao binormal

wo=M wsq e ug=20

R? RY
Pozpoy(r)R—g e pO:POr(T)R—g,Y
% = 204%/)05 sinf e % = 257%1905 sinf, a=p8=1

7o = o (1) (1 " 0<52>) ~o(r)  (4.69)

Nas equacoes 4.67—4.69, definimos a média sobre uma superficie magnética da densi-
dade como

_ fs dSpo(r,0)

Po= " dS = rRdd¢ (4.70)

e voltamos a utilizar o indice 0 para descrever as grandezas de equilibrio, ja que, para os

proximos capitulos, a auséncia de tal indice poderd causar confusao de notagao.
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Capitulo 5

Fisica basica dos ZF e GAM

Neste capitulo, primeiramente derivamos a frequéncia de ondas actsticas em geome-
tria retangular (uma dimensao) utilizando o sistema de coordenadas cartesianas e con-
siderando o campo magnético e o campo elétrico de equilibrio nulos e, posteriormente,
fazemos a mesma derivagao mas em sistemas toroidais com campo magnético nao nulo.
Descrevemos detalhadamente, do ponto de vista fisico, os fluxos zonais (ZF) e os modos

acusticos geodésicos (GAM) considerando o equilibrio sem rotagao (ENR).

5.1 Ondas actiisticas em geometria retangular

A utilizacao de geometria retangular é a forma mais simples de derivar a relacao de
dispersao de ondas de som. Apesar de o limite de validade ser restringido a aproximacgao
muito local, tal derivagao em geometria retangular é 1til para entender, do ponto de vista
fisico, a origem das ondas de som no plasma.

Ao trabalharmos em geometria retangular, utilizamos coordenadas cartesianas para
representar as coordenadas pseudo-toroidais, de forma que v — r, vy — 0 e z — ¢,
conforme mostra a figura 5.1.

A derivacao da relagao de dispersao para ondas acusticas, em geometria cartesiana, é
feita de forma analoga & do capitulo 3. Consideram-se as equacoes da MHD perturbadas
até primeira ordem, porém, como o campo elétrico perturbado é o responsavel pelas
oscilacoes, é necessario considerar o plasma como constituido por dois fluidos: o de fons
e o elétrons. Representamos as grandezas fisicas por £(z,t) = &(z) + &1 (2, t), como
fizemos no capitulo 3 e consideramos o campo elétrico de equilibrio, o campo magnético

e a velocidade de equilibrio nulos, mas o campo elétrico perturbado nao nulo:
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Figura 5.1: Aproximacao local das coordenadas pseudo-toroidais para coordenadas car-
tesianas

EO =B = Vo = 0, E1 = —V(bl, V1 = Uléx- (51)

Sendo assim, as grandezas fisicas perturbadas sao da forma & = Ce'**=“%) em que

C é uma constante. Tal tipo de funcao nos permite a seguinte substituicao:

. . 0 .
V —ik=iké, e — — —iw, (5.2)
ot
onde k representa o vetor de propagacao de onda, que consideramos na direcao x e w é
a frequéncia de oscilacao. Sendo assim, as equacoes para os fons a serem resolvidas sao

dadas por

—iwmmovl + ik@leno + kazl = 0, (53)
—iwnﬂ + iknovﬁ = 0, (54)
pr="naTi e (5.5)
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)
k2(D1 = f(nzl — ¢ 1n0), (56)

onde as grandezas com indice ¢ referem-se aos ions, e ng = n. = nyo ¢ a densidade de
fons, ou de elétrons no equilibrio. Também utilizamos a aproximacao de Boltzmann, em
que a densidade de elétrons perturbada é n., = ngexp(eny®, /7).

Trata-se de um sistema de quatro equagoes com quatro incognitas, n;1, pi1, P1, vi1.
Determina-se a a frequéncia de oscilagao dessas grandezas, w, admitindo-se existe uma

solucao nao trivial para elas. Sendo assim, a frequéncia de oscilagao é dada por

T T
2 _ 1.2 €
W=k (1+k:2ADM+7M)’ (5.7)

onde \p = eoT.npe? é o comprimento de Debye, que, em se tratando de ondas de som,
pode ser desprezada em primeira aproximagao na expressao 5.7 [17]. A velocidade do

som no plasma é dada por

w INT + T,
== — =, 5.8
k ¢ m; (58)

de acordo com a derivagao utilizada por F. Chen [17].
Observamos assim que o campo elétrico oscila devido & inércia dos fons e ao mo-
vimento destes na direcao z, ou radial para o caso do tokamak. A velocidade do som

também pode ser expressa por

cs=//p, (5.9)

onde desprezamos a razao entre a massa do elétron e a do ion, m/M ~ 0, de forma que
p=~n(yT +T.), onde n é a densidade de ions e elétrons considerando a aproximagao de
quasi-neutralidade e considerando v, =1 e p = nM.

Esta relacao de dispersao é local, no sentido em que ela nao leva em conta o efeito
da toroidicidade do campo magnético. Por isso, quando se considera a geometria do
conjunto todo, tal como em tokamaks, torna-se inconveniente o uso de coordenadas
cartesianas para resolver o problema. No caso de sistemas toroidais, a curvatura geodésica

do campo magnético altera o valor da frequéncia de oscilacao do campo elétrico, conforme
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é mostrado a seguir.

5.2 GAM em sistemas toroidais

Considerando plasmas sem rotacao de equilibrio, isto é, vy = 0, as equacoes 3.24-3.28,

que descrevem a dindmica do plasma na condicao perturbada, sao dadas por

—iwpovy + Vp — Jy X B =0, (5.10)
—iwpy + poV - v1 =0, (5.11)
Ey+v, x B=0, (5.12)
—iwpr + 7oV -1 =0 e (5.13)
V.J =0, (5.14)

onde o campo magnético, especificado no capitulo 4 (4.36 e 4.43), é dado por

B = Be| = Byl(e/q)és + €4)], (5.15)

e o campo elétrico, considerado como sendo uma funcao apenas de ¥, é dado por

E, = E (Ve “ey. (5.16)

Como pode ser notado nas equacgoes 5.15 e 5.16, é conveniente utilizar o sistema de

coordenadas definido pelos versores (éy, €|, €, ) [32], conforme ficara claro mais adiante.
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Para a derivacao da relacao de dispersao e das grandezas fisicas, é conveniente utilizar

o sistema de coordenadas definido pelos versores ey, €| e €, conforme indica 5.15 e 5.16.

Também é conveniente definir a grandeza w;, com dimensao de frequéncia, por

w =w (V) = Ellg(g)

(5.17)

Ao multiplicar 5.12 vetorialmente por €, obtemos a componente binormal de vy,

porém, ao multiplicar 5.10 escalarmente por €, obtemos a componente paralela de vy,

de forma que

v = u)lRéJ_ + UlRoé”,

onde

W === € U1 =—1t—=———

BR dr Ry pow

em que também utilizamos as identidades vetoriais A.1 e A.2 para derivar 5.18.

De 5.11 obtemos

w

que, ao ser utilizada em conjunto com a relacao

JPo _ cio = w?ORS, onde wgy = wyo(V)
Po

em 5.13, nos fornece

P = WfoRg/h-

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

Ao tomar as componentes ey e €, de 5.10, obtemos as principais componentes de J:

1 ) 1
Jiw = B (—2P0w1WR+ Vuh) e Ji = —vappl-
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Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss, A.14, e a condi¢ao de quasineutra-
lidade do plasma, 5.14, obtemos a equacao que fornece a relacao de dispersao, mais

explicitamente:

/ V- JydV = / Jy - dS =0. (5.23)
\% S

Convenientemente, escolhe-se a superficie S como sendo uma superficie magnética, S =

rddRd¢ —> dS = Rrdfdpey, de forma que

2m 2m
S 0 0

A equacao 5.24, além de fornecer a relacao de dispersao, conforme serd verificado
mais adiante, também nos diz que a média sobre uma superficie magnética, ¥ = const.,

da densidade de corrente é nula. Tal média é dada por

" >_fSJ1~dS_ 1
W LdS T 2nR,

2w
/ dOR 1y = 0. (5.25)
0

As equacoes 5.18-5.22 e 5.25 constituem um sistema completo que, ao ser resolvido,
fornece a frequéncia de oscilacao e as autofuncoes dos ZF e GAMs. Ao substituir 5.19

em 5.21, utilizando 5.18, obtém-se uma equacao diferencial para p1;

2 2 R 10 2 R2 10
P = —i% (2w1 sin 6 + EEO sin 6 + 5%) ~ —i% (2w1 sin 6 + 5%),
(5.26)
onde utilizamos que
\Y%
Uy = —ZLPI e v = wlRéL + u1R0é|| (527)
pow Ry

e a relacao D.8. Ao utilizar D.4 bem como a simetria no angulo azimutal,¢, podemos

reescrever 5.26 como
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RQ . 62 82 2~ 2 RZ
P = /?owso <2w1 sin 0 — ‘ p1) — (1 + ws(] ) s 9w, sin 6,
w

w 2poR3w 002 q2w? 062
(5.28)
e cuja solucao para p; é dada por
2iq*Q)
P = wﬂowsowlRo sin 0, (5.29)
onde utilizamos a frequéncia adimensional definida por
w
0= 5.30
o (5.30)
para simplificar a notacao.
Ao substituir 5.29 em 5.22, obtemos a componente ey da densidade de corrente,
—1powiwso§2R 1 2¢°R,
Jy~———7"7"—|R+———-—cosf 5.31
e Gl o

onde utilizamos também D.4.
Ao substituir 5.31 em 5.25, obtemos a relacao de dispersao para a frequéncia de

oscilacao:

27 . 9 )
—ipow1wso§LR 1 2¢°Ry 2

R\ ———— || it -z 080 ) = Q{14+ 77— 555 ] =0 (5.32

/0 ( BgoRo ) ( i el — 202 o’ - 1 — 202 ( )

em que foi utilizada a relacao D.16 para resolver a integral. Tal relacao de dispersao

possui as seguintes solugoes

1
Qe =0 e Qgue = fynr, onde fy,=4/2+—, (5.33)
q

que correspondem, respectivamente, a frequéncia dos ZF e a frequéncia dos GAM.
A seguir explicamos o mecanismo fisico dos GAM. As grandezas fisicas para tal expli-

cagao sao obtidas tomando-se a parte real das equacoes anteriores, uma vez que somente
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a parte real tem um significado fisico, de forma que explicitamos a dependéncia temporal
de tais grandezas fisicas. Utilizamos notacao “é”, para expressar a parte de £ dependente
somente das coordenadas.

Um campo elétrico, na direcao perpendicular as superficies magnéticas,

Ey = Ey () cos (wt), (5.34)

(parte real de 5.16) juntamente com o campo magnético, B = Bé), produz um movi-

mento de deriva no plasma,

E 1
v = El {éL — 5@05 Hé”] cos (wt) (5.35)
(parte real de 5.18, utilizando também 5.29), na direcao binormal. Entretanto a toroi-
dicidade do tokamak produz um fluxo na direcao do campo elétrico (—% cos ), que faz

com que haja uma perturbacao na densidade do plasma,

pr=—1/2+—= po(W) sin 0 sin (wt), (5.36)
proporcional ao divergente da velocidade, conforme 5.19. Como a pressao esta direta-

mente relacionada com a densidade, também ocorre uma perturbacao da pressao,

[ 1F
pL=—1/2+ ?B—;%powsoRg sin 0 sin (wt), (5.37)

(as equagoes 5.36 e 5.37 foram obtidas de 5.21, 5.29 e 5.33). Tanto a velocidade de deriva,
quanto a pressao produzem uma corrente superficial que transporta carga elétrica através
das superficies magnéticas de forma a anular o campo elétrico inicial, F;. Isto pode ser
visto na equacao de momento, 5.10, cuja componente binormal de J; pode ser escrita

como

1 ov
Jiw = B (Po 871; + Vﬂ?l), (5.38)

que, de acordo com 5.31, pode ser mais explicitamente dada por
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oh 1 ,
Jiv = —powsoRo— fE (1 — < cos 9) sin (wt). (5.39)

Devido a inércia do plasma, surge este modo de oscilagao, cuja frequéncia possui uma
parte relacionada a ondas de som no plasma e outra parte relacionada a curvatura geodé-
sica do campo magnético. Em outras palavras, os GAM estao relacionados diretamente

com a divergéncia da velocidade perturbada,

Ey 1
V.o 2+ sin 6, 5.40

b BR( ¢ ) (5.40)
que, de acordo com 5.35 e D.21, nao se anula. A incompressibilidade do plasma produz
esses modos que estao diretamente relacionados com a frequéncia de ondas sonoras, w,

e com a curvatura geodésica do campo magnético,ou seja,

1
Wygnr = fg,anSOa (.f;nr =2+ ?) (541)

de forma que o termo q% estd relacionado com as ondas de som e o termo 2, com a

curvatura geodésica do campo magnético. Isto pode ser visto pela féormula derivada em

[16], que é valida para um sistema toroidal genérico,

(VU x B) - VB2%dS
/\p}de wo[”pl fHV‘I’HB)2 e S| +/B2\B~Vp1\2de]

ou

pB*?) V\I’ v B2de2 )
U lfHJ‘I’HQ}lL:]dS ‘ +/B Z‘BV||p1‘2de]’

QZ _ Rg
[1pi[*sds

(5.42)

onde ) é o jacobiano referente ao sistema de coordenadas adotado. O primeiro termo
do lado direito de 5.42 é devido ao movimento ao longo da direcao binormal e esta
associado & curvatura geodésica do campo magnético (V, B?). Ja o segundo termo
representa ondas de som comum se propagando ao longo das linhas de campo magnético
(Vipr)-

Como W, B e jsao determinados pela geometria do sistema em questao, s6 precisamos
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conhecer a grandeza p; para calcular a frequéncia de oscilacao ). Para um tokamak de

seccao circular e alta razao de aspecto, temos

U=hr), BBl - (/2 + ey e g=rRol+(e/2)(c” +e7)
(5.43)

e p; pode ser desenvolvido em série de Fourier,

p1=e “t Z prm ()™ (5.44)

m=—0oQ

na coordenada poloidal #. Consideramos também que ha simetria axial, ou seja, n = 0,

do contrario

p1 = e—iwt Z Z plmn(r)ei(m6+n¢)~ (545)

n—=—oo Mm—=—0o0

Ao substituir 5.43 e 5.44 em 5.42, obtemos

27 0 A o\ —1
Qng(/ d@‘ > plm(r)zme‘ ) "
0

2
1 o o0 ' oo A
T . i(m+1)0 i(m—1)0
(o= £ )+

1 2 » 0 ) o0 o 2
ey /O d@‘z( D e =N pre U@) } (5.46)

m=—0oQ m=—00

Ao supor que p;  siné, ou seja, as duas tinicas componentes de py,, sa0 p1_1 € pi1,

com p;_1 = —p11, & equacao H.46 pode ser escrita como

-1
1
Q° = (2|,011|2) {2|P11|2 +2|p11|* + 2|Pn|2?} =2+ 2 (5.47)

Portanto, conclui-se com base em 5.42, 5.46 e 5.47 que os GAM sao causados pelo

acoplamento dos modos n = 0, m = £1 da densidade (ou pressdao) com os modos n = 0,
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Figura 5.2: Grandezas fisicas relevantes para a descricio dos GAM no tokamak

m = 0 do campo elétricoen = 0, m = +1 do campo magnético, onde n é o modo referente
ao angulo toroidal(¢) e m ao angulo poloidal (#). Além disso, vemos que o termo 2 de
? esta relacionado com a curvatura geodésica do campo magnético, enquanto o termo
1/¢* sdo ondas actisticas em plasmas magnetizados. Se nao considerarmos alta razao
de aspecto e tokamaks com simetria toroidal, claramente vemos que outros modos além
den =0e m = %1 de p;(p1) influenciariam nos célculos. Na figura 5.2, mostramos o
esquema dos GAM em um tokamak do ponto de vista geométrico.

Por outro lado, os ZF surgem quando o plasma se comporta como um fluido com-

pressivel, ou seja, se

de acordo com 5.19 e 5.21 teriamos p; = p; = 0 = e, de acordo com 5.22 e 5.32, teriamos
também J;g = J;; = 0, sendo assim, nao hé oscilagoes temporais do campo elétrico,
assim como de outras grandezas fisicas. Entretanto a existéncia de um fluxo binormal
e da nao divergéncia deste fluxo é compensada com um fluxo da direcao paralela ao
campo magnético. Se decompusermos a velocidade perturbada na componente binormal

e paralela ao campo magnético, ou seja,

V1 = wlRél -+ UlRQé”, (549)

de acordo com D.21 terfamos u; = 2qw; cos 6. Este é o fluxo de retorno ao longo das linhas

ol



de campo magnético causado pela presenca do fluxo binormal e pela incompressibilidade

do plasma. Desta forma temos

Ey

B

v = {éL + 2¢ cos Gé”] cos (wt). (5.50)
Este resultado esta de acordo com [23], que fornece a mesma explicagao fisica, porém de
forma nao tao clara.

Ao obtermos as grandezas fisicas perturbadas (p;, p; e v1) neste capitulo, notamos
a dependéncia com sin# ou cos# destas. Tal dependéncia surgiu naturalmente ao en-
contrarmos os autovalores (w ou ) e as autofungoes associadas a eles (p1, p1 e v1). No
proximo capitulo, o mesmo problema com rotagao de equilibrio é resolvido, entretanto,
como os calculos se tornam relativamente mais complexos, adotamos uma metodologia
apropriada para lidar com esta complexidade. Esta metodologia consiste em testar solu-

¢oes tentativas da forma &(r, 0) = &(r)sin @ + £.(r) cos§ para as grandezas perturbadas.
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Capitulo 6

Efeito da rotacao nos ZF e GAM em

tokamaks de seccao circular

Conforme descrito no final do capitulo anterior, adotamos a metodologia de supor
solugoes tentativas da forma &(r,0) = &(r)sind + £.(r) cosf para vy, p; e p;, com o
intuito de encontrar as frequéncias dos ZF e GAM na presenca de rotacao de equilibrio.
Consideramos, ainda, apenas o modo n = m = 0 do campo elétrico perturbado. Termos
de ordem O(£?) sao desprezados em comparagao com termos de ordem 1 e €, de forma
que ainda consideramos a aproximacao de alta razao de aspecto neste capitulo.

Partimos das equacoes da MHD ideal derivadas no capitulo 3, 3.24-3.28, que podem

ser escritas como

2T
/ dORJyy =0 (6.1)
0

. 1 1
—twvy + F+—Vp——Ji xB=0 (6.2)

Po Po
—iwpl + G -+ poV U1 = 0 (63)
—iwpr + H + powyReV - vy =0 (6.4)
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sendo que a velocidade e o campo magnético, conforme mostrado anteriormente (5.15,
5.18, 4.36 e 4.44), sao dados por

V; = wiRél + UZRoé”, 1= O, 1 e

em que w; = w;(r) e u; = u;(r,0) para tokamaks de seccao circular.

Nas equacoes 6.2—6.4, os termos F', G e H sao dados por

F = F(vg,v1,p0,01) = (vo - V)v1 + (v1- V)vg + %(’UO - V)vo
0

G = G(vo,v1,p0,p1) = (Vo - V)p1 + (v1-V)po + 1V - vg e
1
H = H(vg,v1,ws0, po, 1) = (vo - V)p1 + ;(’01 - V) (wlopo) + 1V - vo. (6.6)

A equacao 6.1, a qual representa a quasineutralidade de uma superficie magnética, é
andloga ao caso sem rotacao derivada no capitulo anterior, 5.25.

Analogamente ao capitulo anterior, tomamos a componente binormal de 6.2 para
obter Jiy,

R .
Jig = 7 (—zwwlpoR + pol'L + viPl) ) (6'7)

que, ao ser substituida em 6.1, fornece

o 2 Vip
/ dfpoR (—z’wwlR +F + ) =0, (6.8)
0 £o
onde F'y, =é, - F eV, =—1/(¢Ry)0y, conforme descrito no apéndice D.

A componente paralela a B de 6.2 fornece a componente paralela da velocidade

perturbada,

F \V4
~ I |P1

6.9
“ ! (wRO powRO)’ (6.9)

analogamente a forma como foi feita no capitulo anterior para obter a equacao 5.18.
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Nesta equacao, Fj = F - ¢ e V| = 1/(qR)0p (equagao D.30 do apéndice D).
Das equacoes 6.3 e 6.4, obtém-se, respectivamente, a densidade perturbada e a pressao

perturbada:

G
o = _i(%v v+ ;> e (6.10)
2 R2 H
Py = —i[mt‘}:’]&v~v1+;]. (6.11)

As equacgoes 6.8-6.11 constituem um sistema completo nas incognitas w, uy, p; e
p1. Como os ZF e GAM estao associados ao ntimero poloidal m = 1 para uy, p1 e p,

propomos, para essas grandezas, solucoes da forma,

§(r,0) = £(r) sin 6 + &.(r) cos,

de forma que tais equacoes podem ser reescritas como

Dis

—1QuiwgoRy + Flo+eF . — = =0, (6.12)
Polto

Uty = Qw:(fRo (F”s - qx‘i 1;,0), (6.13)

Uy, = Qw:ZRo (FHC + qgolzs%o)’ (6.14)

Lo = Q;ZO Km}l - %)ﬁo + Gs] , (6.15)

)
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Pre = —" Km}l — %)ﬁowfoRg + Hs] e (6.17)

—1 [ U,
Pre = (iﬁowfoRg + Hc), (6.18)

onde as grandezas com indices 0, ¢ e s representam, respectivamente, as componentes de

(cos ), cosf e sinf. Fizemos uso da propriedade

f(r)sinf+g(r)cos§ =0 V 0 = f(r)=0 e g¢g(r)=0,

para escrever as equacoes 6.12-6.18 e utilizamos a frequéncia adimensional, 2 = w/w;.

Aproximamos a densidade de equilibrio por

_ f dSpo 1 /27r
L0 Lo < po > de 27TRO . Rp07 ( )

cujo erro é dado por
T = |00 — ol (6.20)

Antes de resolver as equagoes 6.12-6.18, é conveniente simplificd-las definindo as

seguintes grandezas adimensionais:

— F — G — H
F=——+ G=—, H=——F5—;
wiwsoRo Pow1 Pow1wso [
— P1 U — _ P1Ws0
DI=————%F%F3 W=— € p=—"-, 6.21
Powiwso G w1 ! Pow1 ( )
onde ficam subentendidos os indices L, ||, 0, s e ¢, na equacao 6.21. Sendo assim, as
equagoes 6.12 a 6.18 sao reescritas como
—iQ+ Fig+eFi.—p,, =0, (6.22)
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_ _Z Els - T
S q.).
Pre="q < g )

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Nas secoes que se seguem, resolvemos as equagcoes 6.22—6.28 para cada tipo de equi-

librio; ENR, ETRF e EBRF.

6.1 Equilibrio sem rotacao — ENR
Para o equilibrio sem rotacao, ENR, temos

_9po _ 9o

Vo 89 ae == G 0,

de acordo com 6.6. Sendo assim as equagoes 6.22—6.28 ficam

—ZQ - ﬁls - 0,
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(6.30)



1s qQ )
_ _iﬁls
lc qQ )

- _iﬂls
plc qQ )
_ —1 ﬂ1c
— (2 2
pls Q ( q )
_ —1 ﬂ15
plc Q q

Ao substituir 6.36 e 6.35 em 6.31 e 6.32, respectivamente, obtemos 7,

Uy = Uy sin @ + Uy, cos b,

us =0 e U=

que, ao ser substituido em 6.33-6.36, nos permite obter p; e Py,

pl = ﬁls sin 9 + ﬁlc COos 97

_ 2i*Q _
P1s = 1_761292, P1e

o8

2q

=0

1_q2Q2’

e

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)



]_71 = ]_713 sin 0 + ﬁlc cos 97
1_715 = pls e ﬁlc =0. (639)

A substituicao de p,, em 6.30 leva a equagao para a frequéncia (2,

2q2

cujas solugoes sao: Q = 0, correspondentes a frequéncia dos ZF e Q = 2 + 1/¢?, cor-

respondente a frequéncia dos GAM. Estes resultados sao confirmados pela equacao 5.33,

Qo =0e Qynr = fomr = V2 + 1/¢%, do capitulo anterior.
O erro da aproximacao py — py € 0,, = 0, de acordo com 6.19, 6.20 e D.20.

6.2 Equilibrio com rotacao toroidal — ETRF

Para o equilibrio com rotagao toroidal, ETRF, conforme o capitulo 4 (equagao 4.68),

temos

Vo = woRéJ_ + UQRoé”,

e R R
wo = gﬁouo e U EMTWSOa
dpy o R Opo _ wiylt Ipo
LW Ve Sk g o L0 _ Y0 Ol 6.41
gg — “THTR,POEPRY € Tag v 09 (6.41)

de forma que, utilizando 6.32 e 6.33, podemos calcular as grandezas dadas em 6.6 e obter

— M — — —
Fuom =l (ﬂls " TTﬁls)’ Fie=Fe=0, F);~2Mr,

G, ~ —QVM% sinf, G.=0
H,~ —2Mzsin, H,=0, (6.42)

sendo que os calculos detalhados desta substituicao sao apresentados no apéndice D
(equagao D.32). A constante § = 1 foi introduzida para contestar o resultado obtido

em [29], que considera 6 = 1/2 em seus calculos.
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Sendo assim, as equacoes 6.22 a 6.28 ficam

—i) — Mruys — MT%ES —p1s =0, (6.43)
T — —é (25MT - %) (6.44)

Ule = —é%, (6.45)

i = — 20— 90D - 2. (6.46)
e =g (6.47)

P == [20-Mp) = 2| e (6.48)
P1c _éﬂ;- (6.49)

Substituindo p;, de 6.48 e ;. de 6.49, respectivamente em 6.45 e 6.44, obtém-se uy,

U1 = Uy Sin 0 + Uy, cos b,

__ 20Mrg?Q o 2(1— Mj)q
U1s = ’Lm € Ul = 1_7q2§22 (650)

A partir da substituicao de u; em 6.46-6.49, obtém-se p, e Py,
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ﬁl = ﬁls sin 0 + ﬁlc COS 97
2i(1 — v)(¢*Q* — M3) _ 20Mrq

pls = Q(]_ . qQQQ) ) Plec = 1 — ngza

]_?1 - Z_?ls sin ¢ + Z_?lc COSQ,
2¢°Q(1 — M2) 20Mrq

P1s =1 22 p1c:1_7q292-

Ao inserir uyg, py, € Dy em 6.43, obtemos a equagao para 2,

o1+

1 — 202 1 — 202 Q 1 — ¢%2Q?

que pode ser escrita de forma mais simplificada como

onde

1 1 -1
fO,tr:1+—+(5———l>M% e fiw= 9} >M7A:’

O —2fo5 2 — fi
Q1 — ¢2Q2)

=0,

2q? 2 2 q>

e cujas solucoes sao

em que

1/2
1—‘z,‘ur - (\/ f(?,tr + fl,tr - fO,tr) € fg,tr - (fO,tr + \/ fO2,tr + fl,tr)

e . i .
Qz,tr = _Zrz,tra sztr - Zl—‘z,tr € Qg,tr - fg,tr

20> M7 2¢°(1 — M%)) 1 (1—7)(¢*Q* — MP)MZ

1/2

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

Podemos notar que, se 6 = 1/2 em 6.54, teriamos o resultado obtido por [29], com

excegao do termo M? ao invés de M7 em fo 4, entretanto, consideramos que tal resultado

¢ incorreto, uma vez que, nos nossos célculos, 6 = 1. Atribuimos o erro do artigo ao

calculo do termo (ug- V)v+(v-V)ug, em que ug representa a velocidade de equilibrio e v

a velocidade perturbada. Além disso, o artigo nos diz que ha ondas de som se propagando
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no plasma, ou seja, {2 = % seria solucao de 6.53, o que é facilmente identificavel como

incorreto, pois, basta verificar que tal valor anula o denominador de 6.53 e, portanto,
nao é uma solugao aceitavel. De fato, o termo 1/¢® aparece na solugdo, entretanto a
curvatura geodésica do campo magnético faz com que as frequéncias dos ZF e GAM
sejam alteradas em relagao a frequéncia de ondas actisticas (1/¢?).

Sendo assim, as solugoes que obtivemos sao dadas por 6.55 e 6.56, onde

11—y (v—1)
=14 —4+—1M2 P = ———>My. 6.57
Jo +2q2 + 5 e fig e (6.57)
No limite v — 1, ou seja, no limite de condutividade de calor infinita, ou temperatura
constante, a rotacao toroidal nao influencia os ZF e GAM, ou seja, neste limite, de acordo
com 6.55, 6.56, 6.57 e as solucoes de 6.40,

1
Qz,tr(/y — ]_) = Qz,nr =0 e Qg,tr(’y — ]_) = Qg,nr = 2 + ? (658)

6.3 Equilibrio com rotacao binormal — EBRF

Para o equilibrio com rotacao binormal, ou rotacao de deriva, temos, conforme o

capitulo 4 (equagao 4.69),

’Uo =wolRey, = Miws
0 Ry 0 50
% = 2a§p05 sinf e % =2 ﬁ poe sinf = ﬁ w? R2 8/)90 (6.59)
As grandezas adimensionais sao dadas por
€ Ui M,
Fis =M, (2 + —1), Fi.= — =,
q € 3
M £ — eM? _
Fio=M (=P, — T ), Fie=—27p,
2 2
_ M — M
GS - —lplc - 20[, Gc = _—lﬁls
€ €
— M — M
H,= Tlplc ~26, H.= —?ipls, (6.60)
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conforme 6.21 e a equacao D.33 do apéndice D.
A substituicao de 6.60 em 6.22-6.28 nos permite obter o seguinte conjunto de equa-

goes:

—18) + My (%513 - gﬂls,) — D1 =0, (6.61)
Ty = _ﬁl {ML (22 + %1) - %1} , (6.62)

Uy = _ﬁz (—%ms + %), (6.63)
Pu=g 20— 0= 2 g (6.64)

P1c = _ﬁl (ﬂ;s - %pls)v (6.65)

P1s = _ﬁz [(2(1 — ) — %) + %ﬁlc} e (6.66)
Pic = _ﬁl (ﬂ;s - %]_915)7 (6.67)

que podem ser escritas na forma matricial,
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-iQ -1 0 S 0 =M, 0 1 0
26M, 0 -1 0 0 i Pis 0
0 L0 0 0 = i Pic 0
2(1— —iQ A ~1 17 0
I=e) 0 0 =i % ’ “ s | = . (6.68)
0 o o - - ! 0 Pic 0
M 1 —
20-p) —iQ =+ 0 0 0 — Ui 0
0 i 0 0 . 0 Ui 0

A equacao 6.68 ¢ uma equacao do tipo MV = 0, onde M e V sido matrizes nio
nulas correspondentes, respectivamente, as duas primeiras matrizes do lado esquerdo de
6.68, e 0 a matriz nula correspondente ao lado direito de 6.68. Para que nio tenhamos
a solugoes trivial, ou seja, 1% #+ 0, temos que impor a condicdo de que o determinante de
M se anule. Tal imposicio fornece uma equacao para Q.

No apéndice E, obtemos a equacao decorrente de det M = 0 e a resolvemos para
encontrar as solucoes de €. Ao supor M, ~ 1, obtemos solugoes da forma  ~ 1/¢,
que nao sao consideradas aceitaveis partindo deste modelo, visto que, de acordo com o
capitulo 3, tais frequéncias de alto valor invalidam a aproximacao de quasi-neutralidade.
Entretanto, ao supor o regime de baixa rotacao de equilibrio, considerando M, = em,
onde m, ~ 1, encontramos solucoes da forma €2 ~ 1, as quais correspondem a frequéncia
dos ZF e GAM. Tais solucgoes obtidas sao dadas por:

Q= my, Q= (fO,br + fl,br)1/2 e Q= (fO,br - fl,br)1/27 (669)

onde
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1 4m? 0 no limite EN
forr =1 =B+mi)+—, fine= \/(1—5)2+ 2L e = { . R(6-70)
q q 1 com rotacao

Pelas equacoes 6.69 e 6.70, observa-se que, no limite sem rotacao, ou seja, § = 0 e
m, = 0, obtemos o resultado antigo, 2 = 0 e @ = f, ., que corresponde a frequéncia
dos ZF e GAM sem rotagao.

Ao tomar 3 =1e m, # 0, a frequéncia dos ZF é

Q=my, (6.71)

ou seja, no equilibrio com rotacao binormal os ZF apresentam uma frequéncia nao nula,
o que atribuimos ao efeito doppler. No referencial do laboratorio, devido & rotacao de
equilibrio, observa-se que o campo elétrico responsavel pela formacao de ZF oscila com
frequéncia w = mwy. Trata-se de um novo resultado que sé é observado para este tipo
de rotacao.

A frequéncia dos GAM sao dadas por

1 1
Q:mL+— e Q:mL——, (672)
q q

de forma que, para m; = 1/q, temos 2 =0 e Q = 2/q. Para m, = 2/q, as frequéncias
sao 2 = 1/q, que corresponde a frequéncia de ondas de som; e 2 = 3/q, que é o triplo
da frequéncia das ondas de som.

Na equacao 6.72 nota-se que que ocorre o efeito doppler, visto que m | esté relacionado
com a frequéncia de rotacao e % com a frequéncia de ondas actusticas em plasmas de
tokamak.

Mesmo para pequenas rotacoes de equilibrio, M| ~ &, as frequéncias dos GAM sao
consideravelmente alteradas. Trata-se de um resultado novo que nos permite concluir
que, para certos valores de rotacao de equilibrio, o efeito da curvatura geodésica pode ser
anulado (Q o< 1/q). E possivel, inclusive, obter a frequéncia nula Q = 0 para os GAM.
Tais resultados poderao ser explorados no futuro com o intuito de reduzir o transporte

turbulento.
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Capitulo 7

Conclusoes e propostas para trabalhos

futuros

Neste trabalho, utilizamos as equacoes da MHD ideal perturbadas até primeira ordem
com relagdo ao tempo para derivar a frequéncia de oscilagdo dos fluxos zonais (ZF) e
modos actsticos geodésicos (GAM) em tokamaks de sec¢do circular com alta razao de
aspecto. Como tais equacoes, mesmo perturbadas, dependem de grandezas do equilibrio,
foi necessario estudar o equilibrio em tais tokamaks.

Fizemos isso considerando, inicialmente, plasmas sem rotacdo (ENR) e, posterior-
mente, plasmas com rotacao (ER) toroidal (ETRF) e binormal (EBRF). O problema
de ENR para tokamaks de alta razao de aspecto possui solucao analitica relativamente
simples na literatura, o que nao ocorre com o problema de ER, em que é necessario
considerar casos especiais para encontrar uma solucao analitica. O nosso objetivo, ao
estudar o equilibrio, foi encontrar a dependéncia com o angulo poloidal de tais grandezas
de equilibrio, pois tal dependéncia é o que diferencia o equilibrio em sistemas cilindricos
do equilibrio em sistemas toroidais, como é o caso de tokamaks. Constatamos que a
curvatura geodésica do tokamak e, consequentemente, do campo magnético de equilibrio
deste, desempenha um papel fundamental no surgimento dos GAM e dos ZF.

Os GAM sao similares as ondas de som em plasmas, com a diferenca de que, em
sistemas toroidais, o plasma, mesmo estudado como um fluido neutro, interage com o
campo magnético devido a curvatura geodésica destes, ou mais precisamente, devido a
dependéncia com o angulo poloidal destes, o que na literatura é referido como o acopla-
mento do modo m = 0 do campo elétrico com o modo m = 1 da densidade (pressao),
ambos perturbados. Este acoplamento é causado pela quebra da simetria poloidal, o que
ocorre em sistemas toroidais, mas nao em sistemas cilindricos. Os GAM surgem devido a

duas caracteristicas essenciais: a perturbacao da velocidade é compressivel, o que ja era
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esperado, assim como ocorre na propagacao de ondas de som; e as superficies magnéticas
sao eletricamente neutras. Embora haja fluxos de corrente elétrica através das superficies
magnéticas, do contrario nao existiria um campo elétrico oscilante, tais fluxos variam de
direcao e de intensidade com a posicao de forma que a média ao longo de uma superficie
magnética desses fluxos é nula. Em outras palavras, ao considerar uma superficie em sua
totalidade, o fluxo resultante que a atravessa é nulo e portanto a superficie magnética é
eletricamente neutra.

Em contrapartida, nos ZF, a velocidade perturbada é compressivel e, embora haja
um campo elétrico perturbado, este nao oscila com o tempo, visto que a frequéncia de
oscilagao obtida é nula. Neste caso, nao ha perturbacao temporal da densidade (pressao)
e, como consequéncia, nao ha fluxo de corrente entre as superficies magnéticas (nem
mesmo localmente). O campo elétrico inicial gera um fluxo binormal incompressivel, o
qual é compensado por um fluxo paralelo (ao longo das linhas de campo magnético) que,
juntamente com o fluxo inicial, faz com que o fluxo total seja compressivel. Estes dois
fluxos, por outro lado, sao o que mantém o campo elétrico perturbado sem que sejam
necessarios fluxos de correntes através das superficies magnéticas.

Nos paragrafos anteriores, nao levamos em conta o efeito que a rotacao do plasma
no equilibrio causa nos GAM e nos ZF. No caso de ETRF, com excecao do regime de
condutividade de calor infinita, em que as frequéncias dos GAM e ZF nao se alteram
pela presenca da rotacao, os ZF tornam-se instaveis e os GAM tém sua frequéncia de
oscilacao modificada. Obtivemos um resultado diferente para a frequéncia dos GAM e
ZF da referéncia considerada [29]. Embora discordemos de tal referéncia nos resultados
da frequéncia dos ZF e GAM e na afirmacao de que ondas de som se propagam no plasma
com ETRF, nao negamos a sua importancia para este trabalho.

No regime de condutividade de calor finita, ha duas possibilidades para os ZF: a
primeira é a de que haja um crescimento exponencial das grandezas perturbadas com
o tempo (instabilidade), de forma que termos nao lineares das equagoes da MHD per-
turbadas (termos de segunda ordem e ordens superiores) teriam que ser considerados
no modelo; a segunda possibilidade é a de que os ZF decaiam exponencialmente com o
tempo e, neste caso, em um curto intervalo de tempo eles se extinguiriam.

Ao nosso ver, a presenca da rotacao toroidal influencia negativamente na supressao
de turbuléncia e transporte, pelo menos no processo de interacao da turbuléncia com
os ZF, visto que os ZF, ao se tornarem instaveis, poderiam saturar rapidamente e, ao
se extinguirem rapidamente, teriam seu tempo de interacao com a turbuléncia muito
limitado. Para minimizar este efeito negativo da rotacao toroidal, mecanismos capazes

de aumentar a condutividade térmica do plasma poderiam ser estudados. A obtencao de
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regimes de alta condutividade, provavelmente, impactaria positivamente na supressao de
turbuléncia e transporte.

Com relacao ao efeito do EBRF nos ZF e GAM, obtivemos uma frequéncia nao
nula para os ZF que depende linearmente da intensidade da rotacao de equilibrio. Ja
os GAM podem ter sua frequéncia aumentada ou diminuida e, inclusive, podem ter
frequéncias nula quando a rotacao de equilibrio atingir um determinado valor; tal valor
corresponde ao inverso da multiplicagao da razao de aspecto pelo fator de seguranca.
Embora nenhuma instabilidade tenha sido encontrada, nossos resultados permitiriam, em
principio, determinar a geometria do campo magnético determinando o fator de qualidade
experimental a partir de medigoes das frequéncias dos GAM e ZF em tokamaks de seccao
circular com alta razao de aspecto.

Ademais enfatizamos que até mesmo pequenas rotagoes, causadas pelo campo elétrico,
sao capazes de mudar drasticamente a frequéncia dos GAM e ZF, e isto se deve ao impacto
do efeito toroidal na variacao da pressao de equilibrio. Consideramos, no entanto, que
nao hé fontes ou sorvedouros no plasma, de forma que, ao tratarmos de plasmas reais,
com fluxos externos, os resultados poderao ser diferentes.

Nao poderiamos deixar de citar a necessidade de desenvolver trabalhos sobre a sa-
turacao dos ZF instaveis; para isso, teriamos que considerar efeitos nao lineares, o que
provavelmente requer um tratamento estatistico ou cadtico dos ZF. Tal tratamento deve
ser feito a partir da teoria cinética, em que outros efeitos teriam que ser levados em conta,
tal como o amortecimento de Landau.

Estudos sobre a interacao dos ZF e GAM com a turbuléncia e o impacto no transporte
andmalo sao de extrema importancia no desenvolvimento de reatores a fusao. Trabalhos
sobre isso poderiam se beneficiar desta dissertacao, pelo fato de esta levar em conta o
efeito da rotacao de equilibrio poloidal e toroidal nos ZF e GAM, rotacao que provavel-
mente estard presente nos futuros reatores a fusao.

A solucao do problema de equilibrio com rotacao, seja ela causada por injecao de
particulas neutras, por difusao ambipolar de particulas carregadas, ou até mesmo por
outros tipos de rotacao nao descritos aqui, certamente acrescentara novas ideias para
futuros trabalhos em ZF e GAM e até mesmo para este trabalho. Sendo assim, nao
podemos deixar de enfatizar a necessidade de explorar mais a fundo o problema de
equilibrio com rotacao, inclusive para tokamaks de secgdo nao-circular e/ou com baixa
razao de aspecto, que provavelmente serao os futuros reatores a fusao.

Nesta dissertacao, consideramos os ZF e GAM localizados na borda da coluna de
plasma. Porém, em muitos tokamaks e provavelmente nos futuros reatores a fusao,

tais modos ocorrem também no centro da coluna de plasma, em que a aproximagao
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para baixos valores do parametro § nao é adequada devido a forte pressao hidrostética
no centro da coluna de plasma. Neste regime, é necessario lidar com campo elétrico e
magnético que variam no tempo, ao contrario do que consideramos neste trabalho. Sendo
assim, estudos sobre ZF e GAM eletromagnéticos serao imprescindiveis na construgao de
futuros reatores a fusao, uma vez que, para conseguir regimes de baixos coeficientes de
transporte, é necessario criar barreiras de transporte mais proximas do centro da coluna

de plasma.
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Apéndice A
Identidades vetoriais

Neste apéndice apresentamos as principais identidades vetoriais muito utilizada em
fisica de plasmas, eletromagnetismo e mecanica dos fluidos.

Sejam A = A(r), B = B(r) e C = C(r) vetores quaisquer, f = f(r) e g =
g(r) fungoes escalares arbitrarias e » = (q1, q2,¢3) 0 vetor posicio em um sistema de

coordenadas tridimensional arbitrario; entao as seguintes relagoes sao vélidas:
(AxB)-C=(BxC)-A=(CxA)-B e (A.1)
Ax(BxC)=(A-C)B—-(A-B)C. (A.2)
Utilizando A.1 e A.2, obtém-se
(AxB)- (CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)B-C) e (A.3)
(Ax B)x (CxD)=[(Ax B)-D]C-[(AxB)-C]D. (A.4)
E possivel mostrar também as seguintes relacoes envolvendo operadores vetoriais:

V- (VxA)=0 entaose V-B=0 <= B=VxA, (A.5)
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Vx(Vf)=0 entdose VxB=0 <= B=V{/, (A.6)

em que a regra da cadeia também se verifica em

V(fg)=f(Vg)+g(V]), (A7)

V- (fA)=fV-A+A-V/ (A.8)

V x (fA) = f(Vx A) +VfxA, (A.9)

V. (AxB)=B-(VxA)-A-(VxB), (A.10)
Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A-(A-V)B, (A.11)

Ax(VxB)=V(A-B)—(A-V) B—(B-V)A—-Bx(VxA) e (A.l2)

Vx(VxA)=V(V-A)- VA (A.13)

Sendo V' o volume, S a area de uma superficie que engloba o volume V' e I um vetor
com dimensao de comprimento que representa o contorno da area S, entao as seguintes
identidades

/V(V-B)dvzfsﬂds e (A.14)
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/S(VxB)-dS:Z{Bdl (A.15)

sao validas, sendo que a primeira é conhecida com lei de Gauss e a segunda como Teorema,
de Stokes.

74



Apéndice B
Sistemas de coordenadas

Neste apéndice, descrevemos os principais operadores vetoriais, gradiente, divergente,
rotacional e laplaciano para os sistemas de coordenadas cilindricas globais, coordenadas
pseudo-toroidais e coordenadas cilindricas. Também descrevemos a relagao entre os de-

rivativos destes sistemas de coordenadas.

B.1 Sistema de coordenada arbitrario

Para um sistema de coordenadas arbitrario, cuja métrica seja definida por

3
(ds)* = hi(dg)?, (B.1)
i=1
o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano sao calculados por

3

1 0¥
v = ——¢; B.2
v ; hi Og; o (B:2)
3
1 O(h;hi,B;)
V-B= J , B.3
hihahs ; Jq; ( )
3
1 [0(heAy) a(thj)] )
V x B = — é; e B.4
; hjhi l g Iqx (B4)
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V20U =

3
1 0 [hjhk aqf]j B3

hihohs i1 qi | hi Ogi
em que 7, j e k devem ser interpretados em ordem ciclica e nesta ordem, isto é:
e sei=1,entao ) =2e k=3,
esei=2entao j=3ek=1ce

esei=3entao j=1e k=2

B.2 Coordenadas cilindricas globais

Em coordenadas cilindricas globais, (q1,¢2,q3) — (R, ¢, Z), a métrica é dada por

(ds)? = (dR)* + R*(dy)* + (dZ)?, (B.6)

de forma que hy = hg3 =1 e hy = R. Utilizando B.2-B.5, obtemos

: ql — —/\ _—A —AZ B-
(9R6R R (9()0 G (926 ' ( 7)

1 0(RB,) 10B, 0B,
1 10B, 0By B,
R orR " Rop "oz (B.8)

V-B

10B, 0B,]. [0Bs 0By]. [13(RB.) 10Bs].
B- |22 %% 9%k 952 _ARPe) B.
v {R By az}eR {az 8R]6“" {R or  Rop |7 ¢ BY
10 [ U\ 1PV &
o 9 (R} 22 T2 B.1
V= %oR (RaR) TRy, (B-10)

Para o mesmo célculo em coordenadas cilindricas locais, basta fazer as substituicoes

R —r, o —6eZ — znas expressoes B.6-B.10.

76



B.3 Coordenadas pseudo-toroidais

Em coordenadas pseudo-toroidais, (q1,ge,q3) — (7,0, ¢), a métrica é dada por

(ds)? = (dr)? +r*(df)* + R*(d¢)?, onde
R=Ry(1+ecosh) e SZRLO’ (B.11)

de forma que h; = 1, hy = r e hg = R. Analogamente, utilizando B.2-B.5, obtém-se

ov 10v 10V
v=—¢ ——¢ ——¢ B.12
V= e 809 T Ra (B.12)
1 (8 ) 0B,

_1[(10(RB,) 0B,\. (0B, O(RB,)\,  R(00Bs) 0B,
VxB=4 (r 20 8¢)6T+<8¢ o )t \Tar T )«
(B.14)
2y L [0 (5 0¥\ O (ROVN O (rov
Vi = {8'/’ frss ) Yoo\ a0 ) T oo\ R ae (B-15)

Em muitos problemas praticos com sistemas toroidais, é util estabelecer a relagao
entre derivativos em coordenadas cilindricas e coordenadas pseudo-toroidais, a seguir

descrevemos as principais relagoes.

B.4 Coordenadas cilindricas locais

O sistema de coordenadas cilindricas locais, (7,0, z), é o caso limite em que Ry — oo,

e vale a relacao dz = Rd¢. Sendo assim a métrica é dada por

(ds)* = (dr)? +r*(df)? + (dz)*. (B.16)
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De acordo com B.16, hy = 1, hy = r e hg = 1 e utilizando B.2-B.5, podemos escrever

VU = %—fér + %%—gée + g—féz, (B.17)

o () (SO (S,
(B.19)
VAU = %% (r%—f) + %28;7\3 + 6;7\3. (B.20)

B.5 Relacao entre coordenadas cilindricas e coordena-

das pseudo-toroidais

A relagao entre (R, ¢, Z) em coordenadas cilindricas e (r, 6, ¢) em coordenadas pseudo-

toroidais é dada por

R = Ry+ rcosf

¢=—¢
Z =rsiné, (B.21)

Utilizando a regra da cadeia temos as seguintes relacoes

{=6(R, Z) = &r(R, Z),0(R, Z)] (B.22)
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06 _ or ot 90 ot
OR OROr OR 00
06 _ or 9% 00 ot
0Z  0Z or 07 06

(B.23)
Ao fazer g = R e §g = Z em B.23 e utilizar B.21, obtém-se
or 06 sin 0 or 00  cosf
Z g = = _ — —sind — = B.24
or — "% 9R Y A ;Y (B:24)

e, consequentemente, a relacao entre operadores em coordenadas cilindricas globais e

operadores em coordenadas pseudo-toroidais,

K —005298—2+ sir1298_2+ sin29g+ 2sinfcosf O 2sinfcost 0
OR? or? r2 002 r  Or r? 00 r arob
_:Sin9£+C0892 e
07 or r 00
7 —sin288—2+ c05298_2+ cos’0 0 281H9C0893+ 2sinfcos O (B.25)
072 or? r2 002 r or 72 a0 r orol”

Finalmente, através de B.25, é possivel converter o operador eliptico de um sistema

de coordenadas para outro,

Lo 19 o 9 10 18 1( 0 sinfdN
T OR2 ROR ' 022 “or2 " ror Tr2oer rR\"or T o0)
. 2_1 g_smeg
A=V pleostls = =5 )
(B.26)

2_190(.90 10 2 . ] 7 : :
onde V* = = (r5-) + -z 55 + 5,2 ¢ o laplaciano em coordenadas cilindricas locais, B.20,

. L, . . . 2
considerando que ha simetria em z, ou seja, % =0.

B.6 Derivativos de vetores

A transformacao dos versores de um sistema de coordenadas para outro é dada por
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ér = cosBé, — sin B¢y

€¢ = —ew

¢z = sinfeé, + cosbéy. (B.27)

Partindo do resultado conhecido de derivativos vetoriais em coordenadas cilindricas,

8é”_%_ aér_é e %__é
or  or o9 ° 00 — "
Oér _0¢,  O¢y _ Oér_ OCr _ . _ . 06 0 _
OR ~ OR  OR 8y 06 7 ° oo 09 "

0, ey  Déy
o = o= g =0 (B2)

e utilizando B.27, obtém-se os derivativos vetoriais em coordenadas pseudo-toroidais,

oe a;?“r :OjﬁA%zoj %:0
88—2" = cos fé,, aa—f; = —sinféy, %_e:; = —cos B¢, + sin Oéy. (B.29)
Partindo de B.29, podemos obter para B, = 0 e Ba%' = 0, com 7 = 6, ¢, o seguinte
resultado
(B.V)B - (_BTg B Bq%]c%osﬁ) : (%8;23 N B(%]s;nﬁ)ée N (%8;? B Bng;:L)sin@)éq5

(B.30)

80



Apéndice C

Funcao de fluxo e resolucao da equacao
de Grad-Shafranov

Neste apéncie lidamos com a funcao Vg, em duas dimenscoes e ¥ em trés dimensoes.
Provamos que podemos escrever o campo magnético em fun¢ao destas duas fungoes e

resolvemos a equacao de Grad-Shafranov para encontrar a forma explicita de W.

C.1 Funcao VY, e o campo magnético By (uma dimen-
S20)

Em coordenadas cilindricas locais, (r,6, z), com simetria em axial (em z), o campo

magnético pode ser escrito como

Para provar tal afirmacao, utilizam-se as relagoes A.7 e A.10 para escrever o V - By como

V- -By=¢é.-(Vx V) — VU, (Vxé)+ BV -6 +é VB.. (C.2)

O primeiro termo do lado direito de C.2 é nulo naturalmente, de acordo com A.6; o

divergente e o rotacional de ¢, sao dados por

R o1 . lor,. o1,
V'ez—g—o e Vxez—;%er—aee—o (C.3)
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de acordo com B.16 e B.17. Sendo assim so resta provar que o termo ¢é, - VB, é nulo.

Tal termo é dado por

) . (.0B. _10B. .0B.\ 0B.(r0)
€z - VBZ =€, (&«W +€9; 90 + e, 02 ) = 02 = 0, (04)

de acordo com B.15. Portanto C.1 fica provada.

C.2 Funcgao V¥ e o campo magnético B (duas dimen-
soes)

Em coordenadas pseudo-toroidais, (7,6, ¢), com simetria azimutal (em ¢), analoga-

mente a C.1, o campo magnético pode ser escrito como

1
B:E(V\I!xéqﬂrF), F = RB,, (C.5)

cuja demonstracao de que tal funcao satisfaz V - B = 0 segue abaixo:

~

V.B:%.(vaxp)_vxp.(Vx%’)+F(V-é¢)+é¢-(VF) (C.6)

De acordo com A.6, o primeiro termo do lado direito se anula. Utilizando B.13 e B.14,

podemos escrever
101 e\ 1101, 01
<7~A = = = <7 —_— = — ——Ar——A —_= C7
“ 0 e Vx (R) eraee aree} 0 (CD)

e, utilizando B.12, o tltimo termo do lado direito pode ser escrito como

~

. |.0F(r,0) 10F(r,0) LOF(r,0)]
O O T T P

As equacoes C.6—C.8 provam C.5.

C.3 Solucao da equacao de Grad-Shafranov

A equacgao de Grad-Shafranov para o caso de equilibrio estatico é dada por
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dp 1dF?
AW = RS 8 .

sendo que o operador eliptico A*, em coordenadas pseudo-toroidais, é dado por

i o2 L 0 sinf 9
AT =V 7 Cosear 55 ) (C.10)

onde ) )
G P10 1
or?2  ror 12062
de acordo com B.26.
Para a resolucao de C.9, é conveniente escrevé-la na forma adimensional. Sendo assim,

adotamos as seguintes convencoes

1\
\Ijnorm —
aRyBy(a)
r o a
Tnorm €= ——
Ry
p
Pnorm =
Pmax
F
Florm , C.11
R, (C.11)
onde
— /JLo_[P MON.[T
B — max — :0 B fd 012
o) =B e =pr=0) e By =0 ©12)

Ao substituir C.11 em C.9, obtém-se a equacao de Grad-Shafranov adimensional,

1 dp B dF?
= -3 max 1 0 2 — .
) Q[ﬁ (1 +er cosf) v Ba(a) AV ]’

(C.13)

V20U

€ 8_\11 sin@@_\lf
1+ ercosf o8 or r 00

na qual foi suprimido o indice “norm” para simplificar a notacao e introduzida a gran-
. . —2 .
deza adimensional Bmax = 2/40Pmax/By(a), que representa o valor de [ considerando-se a

méxima pressao e o campo magnético poloidal na borda do plasma.
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Para tokamkaks, consideram-se as seguintes ordens de grandeza:

Bg(a) _ CLBO

~€ e g~ ———n~ 1. C.14
R()Bg(a) ( )

€K1,

Sendo assim, separando C.13 em ordens de €, obtemos

e [V2\Il + J(\I’)} + €' [— (cos 98—\1/ _ sind a\p)

dp 2
a,r r 69 ﬁmax'r COS ‘9_:| + 0(6 ) = 0,(C15)

dv

onde

dp B2 dF?
b 0 ) (C.16)

1
‘](\I[) = 5 (ﬁmaxﬁ + EZ(CL) W

A solucao tentativa para tokamaks de seccao circular, utilizando este modelo, é dada

por

U(r,0) = To(r) + €Wy (r, 0) + O(e2), (C.17)

que, ao ser substituida em C.15 considerando apenas até primeira ordem em e, fornece

dJ(w dv sin @ OV d
e [VQ\IIO + J(\IIO)] + ¢! [Vg\lll + d(\IIOO)% — (cose dTO - 800) + Brmax’" cosed—é)0 ~ 0,
(C.18)
onde utilizamos a aproximagao em série de Taylor
dJ (U
J(\IIQ + 6\111) — J(\I/()) ~ 6%\1’1. (019)
0

Ao impor a condicao de que os coeficientes de € e €' em C.18 se anulem, obtemos as

seguintes equagoes a serem resolvidas

d*v, N 1dv,
dr? r dr

FJ(Tg) =0 e (C.20)
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OV, 1d¥;, 19V,  [(dVy\ ' d (T, 14V,
ek —(=2) w -0
or? +7’ dr +r2 002 ( ) ! ( )

dr dr\ drz "7 dr
AU\ ' dp  d¥,
[ﬁmax(?) Ta - W cosf = 0, (021)

onde utilizamos C.20 e a regra da cadeia para desenvolver C.21,

-1 -1 2
A (@) dIW) | (dYo) d (W 1dVo) o)
A dr dr A dr dr \ dr? r dr

A dependéncia em cosf de C.21 sugere a solugao tentativa W; = U(r) cosf, que, ao

ser substituida em C.21, resulta em

2 1 o\ 20,  1d¥ o\ v
CU LU U (AU d (P Ldl | (a% T dp v
dr2  rdr r? dr dr \ dr? r dr dr dr dr
(C.23)
que também pode ser expressa como
dV, (d?U 1dU U d (d*T, 1dY,
—_— =t =) - — - = .24
dr (dr2 r dr r2) dr(dr2 Jrr dr U=0+5, (C.24)
onde
g = (W) 5 dp (C.25)
P\ ar T Ay '
é a solucao particular de C.24.
_ dig

E interessante notar que Uy (r) (o indice "h* especifica a solu¢gdo homogénea) é

dr
solucao de

AV, [ d*U, ldUh_% _i R 1% U
dr \ dr? r dr 72 dr \ dr? r dr h

o que nos induz a verificar a solugao tentativa
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Up(r) = f(r)Up, (C.27)

cujas relacoes

v, AU, df

o o Tt

PU, _ Uy | odf dUy | df
f— 2—

dr? / dr? + dr dr d 2

—Un (C.28)

serao uteis na substituicao de C.27 em C.24.

Tal substituicao resulta em

o) AU UR L, dp
Ungs T gyt gy = Un T g, o
,df dp Jdf [T dp
rd ( Uhd ) =U; _Tﬁmaxd'r Uhd i dr’(r'U,f _TIQBmaX% =

" 1 " d
f(r):/o d'r’? i d'r’”('r’”U,f—r"2ﬁmaxd—£).((}.29)

rUp

Desta forma U(r) = AU(r) + BU,(r) (note que ha duas constantes arbitrarias, A e
B. Podemos adotar B =1 e A = () e, portanto, a solugio geral é dada por

1 T
U(r,0) = Uy + €U, [C’ + / dr'— dr” (T”U}% "2 Brnax 3]7)} cosf, onde
r’

rU2
AW
Up = Up(r) = —2

— (C.30)

A constante C' é determinada pelas condi¢bes de contorno para W(r,6). Ao supor

U(a, ) =const., obtemos

a 1 r’ d
C:/O dT,r’B2 /0 dr”(Zuor"%pﬁ—r”Bgo).
60

Para determinar Wy (7), é necessério resolver a equacao C.20 e, para isso, é interessante

lembrar que
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1
B:E<V\I/Xé¢+pé¢),

(C.31)

de acordo com C.5. E preciso, também, utilizar o campo magnético poloidal adimensio-

nal,

., By 1 ov
Onorm — F@(a) - 1 —+ €r cos 9 8T norm7

que, em ordem €, é dado por

d\po
00 dr h(T),

onde suprimimos o indice "norm‘* novamente para simplificar a notacao.

Utilizando C.33, podemos escrever C.20 como

2

(ﬁmaxp"i_ BO Fz) =0=
By(a)

=2
0
Bg FQ):_QBgO
)

ea "

dBgy Bgpg 1 1 d
dr r 2890 dr

)

d
(ﬁmaxp + BGO _'_

que, nas variaveis fisicas dimensionais, C.11, fica

d By + B; B}
(p+ M) _ B

dr 240 por’

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

que é a equacao do equilibrio em uma dimensao. Sendo assim, nas variaveis dimensionais,

U(r,6) é dada por
¥

U(r,0) = Vo(r) + d—AS( r)cosb,

onde Ag é o deslocamento de Shafranov, e é dado por

1 [ 1 [ dp
A d dr'" [ 2ur" —= — " B2, |.
s(r) = Ro/ r 7“330/0 r ( HoT " r 90)
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Apéndice D
Sistema de coordenadas (e, éH, e)

Neste apéndice, derivamos relacoes envolvendo o sistema de coordenadas definido
pelos versores (éy, €|, €, ) em termos do sistema de coordenadas pseudo-toroidais. Em

alguns casos, fazemos o inverso. Tais relacoes sao em sua maioria operadores e versores.

D.1 Versores e operadores vetoriais

Sendo ¥ a funcao de fluxo e B o campo magnético de equilibrio, definem-se os

seguintes versores

A\vA'

B
€y = —=—, € =— € e, =éeyXe D.1
vSiwer 8T B L =éy ey, (D.1)

e os seguintes operadores associados a eles
Vy=¢ey-V, V|, =¢-V e V,=¢,-V. (D.2)

Para tokamaks de seccao circular e alta razao de aspecto, considerando a aproximacgao
U ~ Wq(r), os versores definidos por D.1 no sistema de coordenadas pseudo-toroidais

assumem a forma

~ € . R . . €.
ey =6, €= &eg +éy e e =—¢é+ 6%’ (D.3)

(5/‘1)ée+é¢ ~ €

em que utilizamos a aproximacao
1+(e/9)?) q

€p + €4. A relacao inversa também é
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possivel:

~ o £ .
6 =€y, €g=—-€ —€ e e¢:e||+&el (D.4)

Utilizando B.29,

e, ey Déy
or  or =0, or =0
06 O D,

o0 " ag ~ ™ Tap
8@2 = cos ¢y, aa—(z = —sinféy, %—Zf

obtém-se os seguintes derivativos dos versores definidos em D.3

= —cos be, + sin féy

8@@_ 8é||_ 15 & 1 . aéL_LA i 9 &
or 7 or @Ry 'V qRy T o qRo ' @R, T
dew e, o Qa_ g, %i_,
00 ¢ VT o0 T Y o Y
8é\p € 8é|| . 6éL € .
—— =cosbhe;+ —cosle;,, — = —cosfey —sinfe;,, —— = ——cosbey + sinfey,
09 "y ¢ 0o q I
(D.5)
0s quais serao uteis mais adiante.
Utilizando B.12 e D.2, obtemos a forma explicita dos operadores
0 1 0 10 1 0 e 0
Vo=—, Vi=——+—-— Vi=———+ ——. D.6
v or VT yReae T Rae ¢ VET TZR90  qR00 (D-6)
Ao aplicar o operador Vy, V| e V| nos versores de D.3, obtemos
€ 1 1 €
Vyey =0 Vyge = e — ——€ Vye, = —eé e D.7
ey ve| q2R06|| qRoeL e ve| qRoe” + C_IQRoel (D.7)
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. € cosf . € 1.
V”e\p h + R e+ —Cosﬁ—ﬁ e,
R € cosf . siné | R 1 € R siné .
V”e” — <ﬁ R )e\p — I e, e v”eJ_ = <E — q_R CcOS 9) ey + R € (DS)
1 2
VLé\P:<T%COSH_E)é” <§+2—RCOS¢9>€L
1 € €
Viej=|—= — ——=cost |eyg — —sinfe
1€ (qRo chos )eq, qum e, e
V.e LS 050 ) ew + = sinpé (D.9)
=—| — + ——=cosb |e —sinfe .
Lo eR,  ¢*R YR I
onde para derivar tal resultado utilizamos D.5 e D.6.
E conveniente também obter o divergente dos versores de D.3,
1 cos € sin 6 sin 6
V.ey=|—7 V.e=—- V-.e = D.10
ey <€Ro+ 7 ), e| . R e e, 7 ( )
em que para isso utilizamos B.13,
1 [O(RrB,) O(RBy) 0B,
V-B=— )
Rr { o "o o
Sendo v; o vetor definido por
v; = wiRél + UzRoé”, com 1= 0, ]_, (D].].)
onde w; = w;(r) e u; = w;(r,0). Utilizando D.5, D.9 e a rela¢ao vetorial A.8,
V- (fA)=fV-A+A- -V,
resulta que a divergéncia de v; é dada por
R 1 0u;
V-'vi:2wisin«9—f—0uisin9+—au , com 1=0,1 (D.12)
q q 00

Também é conveniente calcular o operador
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U; Wi R 0
. = W . == —— | — D.1
v; - V =w;RV | +u; RV ( . 8 Ro) 20’ (D.13)

e este operador atuando em v;:

(’Ui . V)’Uj = wiR[ijVlél + Vl(ij)él + 'LLjRovlé” + VL('LLJ‘RO)@”] +
UZ‘R(][WjRVHéJ_ + V”(WjR)éJ_ + UjROV”é” + V||(UjRo)é||] com ¢=0,1.

(D.14)
Sendo assim, as componentes ey, € e €, de (v; - V)v; sdo dadas por
1 1/ R e2 Ry
[(Uz‘ . V)’Uj]\p =R |:5 (CUZ'U]' -+ inj') — g (ﬁowiwj —+ ?fuzu])} —
e 82 R Ro
Ry [& (wiuj + uiwj) + (;E)wicuj + fulu])] cos 6 (D.15)
1 0u; 1 0u;
[(v; - V)vy]j = wiR(gwj sin 6 — g%) + u; Ry (wj sin 6 + 5%) (D.16)
e Ry € Ry )
(vi- V)vj] = {wiR(wj - &fuj) — u; Ry (5% + fu])] sin 0 (D.17)
D.2 Ortogonalidade de funcoes seno-cossenoidais
A partir das relacoes fundamentais,
sin[(p = ¢q)0] = sin(ph) cos(qh) + sin(ql) cos(ph)
cos|(p £ q)0] = cos(ph) cos(qh) F sin(gh) sin(ph), (D.18)

é possivel derivar, a partir da combinacao linear destas, as relacoes de ortogonalidade

entre fungoes seno-cosseno,
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27
/ df sin(ph) cos(gh) = 0
2 ’
/ dfsin(pf) sin(ql) = 7(dpg — 9p.—¢)
0
27
/ df cos(pf) cos(qf) = m(0p 4 + 0p—q)s (D.19)
0
em que p e ¢ sao nimeros inteiros quaisquer e ¢;; ¢ conhecida como funcao delta de

Kronic, a qual assume valor 1 para ¢ = j e valor 0 caso contrario.

A relacao D.15 nos permite obter a seguinte relagao:

2m 2m
/ dOR"sin(ph) =0 e / dOR" cos(ph) ~ Ry (20,0 + nedy1), (D.20)
0 0

onde R = Ry(1+¢ccosf) e e < 1, de forma que

R" = R}(1 + necosf) + O(e®) ~ Ry(1 + ne cosb). (D.21)

D.3 Operadores aplicados a funcoes seno-cossenoidais

Ao aplicar os operadores definidos em D.4 em funcoes da forma

E(r,0), = &(r)sinf + £.(r) cos b, (D.22)
obtemos
_dgs d&c
Vg€ = o sin 0 + 7 €S 0,

Vi€ = L (—{c sin 6 4 & cos 9) e
qRy

Vi€= 6—}1%0 <§c sin @ — &, cos 0) : (D.23)

Considerando apenas modos n =0 e m = 1, se uy, p; e p; forem da forma D.14, entao

utilizando D.8 temos:
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V- Vo = 0, (u.)o = Uy = 0) (ENR,)

R
Vove =0, (wo= EMT%O, ug = - Mrww) (ETRF)
0
V vy =2M wgsinf, (wg= M ws, us=0) (EBRF)
(D.24)
e
V. v ~ <2w1 — &) sind + 2 cos 9, (D.25)
q q
onde desprezamos o termo E%ul sin 6, por ser de ordem O(g?).
Ao aplicar D.9 em &, dado por D.14, utilizando também D.15, obtém-se
(vo- V)& =0, (ENR)
(vo- V)& =0, (ETRF)
1R
(v0 ' V)gl = _ﬁMLWSO(gc sin 0 — gs COs 0)7 (EBRF)
q I
(D.26)
De forma similar, considerando % e %, descrito no capitulo 4,
dpo Ipo
— = — = ENR
00 0 00 0, )
dpy SR Opy _ wih B Opo
—— = 2yM7— 0 — =-—*——— (ETRF
gg — “THTR,PEPRYC Ty T )
op R . Opo 3 0po
8—90 = 2a§0p05 sinf e 20 = 2w§0R3—W, (EBRF)
(D.27)
obtém-se
(v1-V)po =0, (ENR)
1/¢ R 8p0
. =—|-u — — —_— ETRF/EBRF).
(v1-V)po - (qul Rowl) 00’ ( / )
(D.28)
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Ao considerar apenas modos m = 1, isto é, ao desprezar termos da forma sin(pf) e

cos(ph), com p # +1, podemos escrever D.20 como

(v1-V)po =0, (ENR)

R
(v1-V)po = —Z'YM%ﬁwlpo sing, (ETRF)
0

(v1-V)py = —2wippsind, (EBRF).
(D.29)
Utilizando as relagoes D.10 — D.13 e D.18 ~D.20, as fungoes

F = (’UO . V)’Ul + (’Ul : V)’Uo + %(’UO . V)’Uo, F = F\pé\p + F||é|| + FJ_éJ_
0

G = (’U()'V)p1+(’l)1 'V)p0+p1V"UO e
1
H = (vo-V)p1+ 5(’01 - V) (whR3po) + 701V - v, (D.30)

onde Fy =éy - F, Fj=¢-F e I =e, - F, podem ser escritas como:

e Para equilibrio sem rotacao — ENR

Fj=F =G=H=0. (D.31)

e Para equilibrio com rotacao toroidal - ETRF

1 s
F = 2Mrwsow Rysint, F| = _aROMTU}sO (21015 + MTwsop—1> + O(# cos ),

Po
G = —2yMiwiposind e H = —2M7iw’w Ripysinf, (D.32)

e Para equilibrio com rotacao binormal - EBRF
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MJ_C()SORO 82
i Mt

2—w; + ulc) sin @ — w4 cos 9] ,
q

1 s
FJ_ = —§R0Msto <25u13 — MJ_wsopp—l) + O(;é COS 9),
q 0

1 R
G = —ﬁMwso pre — 2902~ M py ) sin — pr,cosf| e
q R R wy

R
H=——M wy [(pm — ZQﬁMstowlpo) sin @ — pq, cos 6’] ) (D.33)
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Apéndice E
Calculo do determinante do capitulo 6

O determiante é dado por

2
—iQ -1 0 B0 —=M, 0
26M, 0 -1 0 0 i
0 L0 0 0 = i
2(1 - o o - & o -1
S nhoe ¢« =0 (E.1)
0 o o = -0 ! 0
. M 1
21-p) —i 20 0 0 -
0 L -9 00 L 0

Para simplificar a resolucao da equacgao E.1 é conveniente seguir os seguintes passos:
1) Ly x (—2q) 2) Cy x (—i/2) 3) Ly X iq 4) Cy x (—1) 5) L3 x (—q)
6) C3 x 1 7) Ly x (—iq) 8) Cyx (—1/q) 9) Ls x q 10) Cs x (i/q)

11) Lg x (—iq) 12) Ly X q 13) C7 x (—1) 14) Define-se m; = M, /e,
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onde Ly e Cy é a linha k e a coluna k, respectivamente (k = 1,2,...,7). A equagio

Y )

resultante ¢ dada por:

g —2¢ 0 &m® 0 2*m; 0
2m 0 1 0 0 qgQ  gm,
0 1 0 0 0 qgmi ¢
(a—1)¢ O 0 Q my 0 1 _0 (£.2)
0 0 0 my Q 1 0
B-=1Dqg ¢ gmy 0 0 0 1
0 gm, ¢S 0 0 1 0

Ao utilizar o programa Maple 9 para resolver E.2, obtemos as seguintes solucoes

0 =m?,
1 4m?
(22:(1—ﬁ+mi)+?+\/(1—5)2+q—zl e
1 4m?
922(1—5+mi)+?—\/(1—ﬁ)2+q—j- (E.3)
Para o caso com rotacao, ou seja, 5 =1 e m, # 0, temos
1 2m 1 2m
02 =m?, Q2:mi+?+ qi Q2zmi+?—7{ (E.4)

j& para o limite sem rotacao, ou seja,  =0e m, =0,
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02 =0,
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Apéndice F

Lista de simbolos e siglas utilizados ao

longo da dissertacao

F.1 Lista dos principais simbolos matematicos

a - Raio menor da coluna de plasma no tokamak
B - Campo magnético

By - Campo magnético poloidal

By - Campo magnético toroidal

cs, - Velocidade do som no plasma

D - Coeficiente de difusao

D

7 - Derivada lagrangeana

Dy - Operador definido na pagina 35

E - Campo elétrico

E’ - Campo elétrico no referencial do plasma
J - Densidade de corrente

M, - Namero de Mach binormal (Razao entre a velocidade de rotagao binormal de

equilibrio e a velocidade do som no plasma)
m, - Razao entre M, e e (m, = M, /e)

My - Namero de Mach toroidal (Razao entre a velocidade de rotacao toroidal de

equilibrio e a velocidade do som no plasma)
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wyo - Razao entre a velocidade do som no plasma e o raio maior (ws = ¢,/ Ro)
p - Pressao cinética do plasma

q - Fator de seguranca

r - Raio menor em uma posicao arbitraria da coluna de plasma no tokamak

R - Raio maior em uma posi¢ao arbitraria da coluna de plasma no tokamak (R =
Ry + rcosb)

Ry - Raio maior do eixo magnético da coluna de plasma no tokamak
T - Temperatura do plasma

u; - Componente paralela (ao campo mangético) da velocidade (i = 0 - no equilibrio,

i =1 - na perturbagao)
v - Velocidade do plasma
v, - Velocidade de deriva do plasma
v - Velocidade toroidal de equilibrio
[ - Razao entre a pressao cinética e a pressao magnética
Ag - Deslocamento de Shafranov
A* - Operador eliptico (definido na pagina 29)
¢ - Razao entre a e Ry (¢ = a/Ry).
e - Razao entre 7 e Ry (¢ =1/Ry).
® - Poténcial eletrostatico do plasma
¢ - Angulo toroidal
7 - Razao entre as capacidades térmicas a pressao e a volume constantes (y = Cp/Cly)
J(A, B) - Jacobiano das funcoes arbitrarias A e B.
Ap - Comprimento de Debye
71 - Resistividade elétrica do plasma
6 - Angulo poloidal
p - Densidade de massa
Po - Média sobre uma superficie magnética da densidade de equilibrio.

7 - Densidade de carga elétrica do plasma
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w - Frequéncia de oscilacao dos modos
Q) - Frequéncia normalizada adimensional (2 = w/w;)

w; - Componente binormal da velocidade (i = 0 - no equilibrio, ¢ = 1 - na perturbacao)

w,; - Velocidade angular binormal de equilibrio (o valor é proximo da velocidade

angular poloidal de equilibrio)
wpe - Frequéncia de plasma
Wgnr - Frequéncia nao normalizada dos modos actisticos geodésicos sem rotacao.
W, nr - Frequéncia nao normalizada dos fluxos zonais sem rotacao.
2.4+ - Frequéncia normalizada dos modos actisticos geodésicos com rotacao toroidal.
2, tr - Frequéncia normalizada dos fluxos zonais com rotacao toroidal.
wr - Velocidade angular toroidal de equilibrio
U - Superfie magnética

& - Representagao de grandezas fisica no estado de equilibrio de forma genérica (a

letra £ é utilizada para representar p, p, v, e E)

& - Representagao de grandezas fisica no estado perturbado de forma genérica (a
letra £ é utilizada para representar p, p, v, e E)

% - Derivada total com relacao a ¥

F.2 Lista de siglas

EBRF - Equilibrio com rotacao binormal

ENR - Equilibrio sem rotacao

ER - Equilibrio com rotacao

ETRF - Equilibrio com rotacao toroidal

GAM - Modos actisticos geodésicos

ITER - Reator termonuclear experimental internacional
Modos H - Modos de alto confinamento

Modos L - Modos de baixo confinamento

ZF - Fluxos zonais
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