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ResumoInvestigamos o efeito da rotação de equilíbrio nos �uxos zonais (ZF) e modos aústiosgeodésios (GAM) em tokamaks de seção irular. Estes modos, ZF e GAM, oorremem sistemas toroidais omo uma resposta do plasma à urvatura geodésia das linhas deampo magnétio e devido ao movimento de deriva do �uido (plasma). Este movimentode deriva é ausado pela resposta de partíulas arregadas ao ampo elétrio e magnétioe, para ambas as espéies de argas, isto é, íons positivos e elétrons, o movimento é namesma direção.Ao fazer uso de basiamente três aproximações � tokamaks de alta razão de aspeto,prinípio de quasi-neutralidade e baixos valores de β (aproximação eletrostátia) � e aoperturbar as equações da magnetohidrodinâmia ideal até primeira ordem, onstatamosque a rotação de equilíbrio, de fato, afeta a frequênia dos ZF e dos GAM.No equilíbrio om rotação toroidal, já investigado por W. Shaojie, os ZF se tornaminstáveis e a frequênia dos GAM se altera om a rotação no aso de ondutividade dealor �nita; entretanto, quando a ondutividade de alor tende a in�nito, a rotação nãoin�uenia na frequênia dos ZF e GAM. Esta observação e os valores das frequêniasdos ZF e GAM diferem da publiação original e portanto, se estivermos orretos, nossotrabalho poderá ajudar a resolver o problema dos ZF e dos GAM, que são questões aindanão ompletamente entendidas.A rotação ausada por um ampo elétrostátio que surge devido à difusão ambipo-lar, ainda não investigada anteriormente, é desrita neste trabalho. Vimos que não háinstabilidades neste aso, porém este tipo de rotação também afeta a frequênia dos ZFe dos GAM. A frequênia dos ZF, que na ausênia de rotação é nula, é proporional àintensidade do �uxo de rotação. Interpretamos este resultado omo uma onsequênia doefeito doppler. A frequênia dos GAM, por outro lado, se anula quando a rotação atingeum erto valor, que está relaionado om o fator de segurança e a razão de aspeto dotokamak.Considerando de ordem um o �uxo de rotação, obtivemos altas frequênias, as quaisnão são aeitáveis em nosso modelo devido à aproximação de quasi-neutralidade, de formaque nosso modelo é válido apenas para �uxos uja ordem equivalem à razão de aspetoinversa. Entretanto, mesmo neste regime, a rotação tem grande impato na frequêniados ZF e GAM. Este é o prinipal resultado obtido.



AbstratWe investigate the efet of equilibrium rotation on zonal �ows (ZF) and geodesiaousti modes (GAM) in tokamaks of irular ross setion. These modes, ZF andGAM, our in toroidal systems as a response of the plasma to the geodesi urvatureof the magneti �eld lines and due to the drift motion of the �uid (plasma). This driftmotion is aused by the response of harged partiles to the eletri and magneti �eldand, for both speies of harges, i. e., positive ions and negative eletons, the motion isin the same diretion.By making use of basially three aproximations, high aspet ratio tokamkas, thequasi-neutrality priniple and low β values (eletrostati approximation), and perturbingthe ideal magnetohidrodynamis equations to �rst order, we �nd that the equilibriumrotation does afets the ZF and GAM frequenies.In the equilibrium toroidal rotation �ow, whih had already been studied by W.Shaojie, the ZF beomes unstable and the GAM frequeny is hanged by rotation for�nity heat ondutivity; but when the heat ondutivity goes to in�nity, the rotation hasno in�uene on the ZF and GAM frequenies. This assertion and also the ZF and GAMfrequenies values di�er from the original publiation and therefore, if we are orret,our work may help to solve the ZF and GAM problem, whih is not yet a ompletelyunderstood subjet.The rotation aused by an equilibrium eletostati �eld reated by ambipolar di�u-sion, whih has not been dealt is also investigate. We �nd no instability in this ase,but the rotation also a�ets the ZF and GAM frequenies. The ZF frequeny, whih isusually null, beomes proportional to the equilibrium rotation �ow. We interptret thisresult as a onequeny of the doppler e�et. The GAM frequeny, on the other hand,beomes zero when the rotation reahes a ertain value, whih is related to the safetyfator and the aspet ratio of the tokamak.Consideration of equilibrium �ows saling to order one leads to high frequenies, whihis not aepted by ontrasting the quasi-neutrality approximation and so, our model isvalid only for small equilibrium eletri �eld that sale to the inverse aspet ratio. Buteven in this regime, we �nd that the rotation has great impat on the ZF and GAMfrequenies, whih is the main result we obtain.
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Capítulo 1Introdução
1.1 Energia para futuras geraçõesA resente demanda por energia em nosso planeta oloa em heque o futuro dahumanidade, o qual também depende de fatores de natureza tenológia, ambiental epolítia. A maior parte da energia gasta no onsumo humano (80 a 90 %) é obtida pormeio da queima de ombustíveis fósseis , os quais estão fadados à esassez em um futuronão muito distante (30 a 40 anos para o aso do petróleo). [1℄O onsumo de energia médio no planeta é de aproximadamente 15 TW ano; entretantoestima-se que daqui a aproximadamente 50 anos, om o aumento da população e doonsumo humano, ele será aproximadamente o dobro do atual [1, 2, 3℄. Com base nestasestimativas, espera-se que nas próximas déadas enfrentemos problemas nuna antesvistos envolvendo uso de energia.É possível que on�itos polítios � tais omo a guerra do Golfo (1991) e da Chehenia,e rises de energia omo as da déada de 70 � sejam apenas uma pequena esala dosproblemas deorrentes da esassez de energia, os quais enfrentaremos se providênias arespeito não forem tomadas no urto prazo. Neste terrível enário ainda não onsideramosas onsequênias ambientais e industriais oasionadas pelo uso de ombustíveis fósseis,embora elas já omeçem a mostrar sinais de sua existênia. Dados da quantidade de CO2ontida na atmosfera mostram um enorme resimento nas últimas déadas [4℄ ausandoum aumento da temperatura média global, o que ertamente irá alterar o eosistema epossivelmente tornará algumas partes do mundo inabitáveis devido ao aumento do níveldo mar e formação de desertos, gerando fome, pobreza e, onsequentemente, ameaçandoa paz mundial. Além disso, toda essa matéria prima, utilizada para geração de energiae posteriormente lançada na atmosfera na forma de CO2, é de inestimável valor para aindústria químia e farmaêutia. 1



Tendo em vista o que foi dito aima, não faltam argumentos para a�rmar que abusa por novas fontes de energia a base de ombustíveis não fósseis é impresindívelpara a sobrevivênia humana no futuro. Entre as possíveis alternativas onheidas temosreursos renováveis (bioombustíveis, energia eólia, energia solar, et..), �ssão nulear efusão nulear.Por outro lado, embora os ombustíveis renováveis sejam abundantes e não estejamsujeitos à esassez no futuro, eles são limitados em sua apaidade de produzir energiae estão sujeitos a variações naturais, o que requer armazenagem por períodos de tempo,gerando, assim, ustos �naneiros. Ademais, devido às suas limitações de produção, elessó poderão ser utilizados para omplementar outros meios de produção de energia.No aso da �ssão nulear, dejetos altamente radioativos são produzidos; porém umaboa parte destes podem ser proessados e reutilizados em outros reatores. Entretanto oproblema da esassez no futuro ainda não pode ser desartado. A�nal os atuais reatoresa �ssão em funionamento esgotarão as reservas de urânio em era de 50-60 anos. Alémdisso, problemas ambientais e de segurança, que não são failmente solúveis e a difíilaeitação do públio geral, ainda são obstáulos para o uso difundido deste tipo deenergia. [1℄Já no aso da fusão nulear, os problemas de limitação de produção, de esassez, deonsequênias ambientais e de segurança são superados e, mais do que isto, trata-se deuma fonte de energia limpa e de larga esala, mantendo-se assim o ompromisso oma preservação ambiental e as neessidades humanas simultaneamente. Estudos reentesrealizados pela Comissão Européia on�rmam este ponto de vista [5℄. Em ontrapartida,a utilização de fusão nulear para gerar energia é uma das tarefas mais omplexas doponto de vista ientí�o e ténio e, por isso, meios para se onseguir esta tarefa estãosendo estudado por ientistas e pesquisadores no mundo inteiro.1.2 Obtenção de energia por meio de fusão nulearA fusão termonulear ontrolada tem se mostrado o meio mais e�az de obter energiaem esalas su�ientes para o onsumo humano no longo prazo. A reação nulear apazde produzir a máxima energia a mais baixa temperatura dos reagentes é aquela entreDeutério (D) e Trítio (T),D + T → 4He(3,5MeV) + n(14,1MeV), (1.1)2



na qual os produtos da reação são partiulas α (4He) e nêutrons altamente energétios(n). Mesmo para esta reação, a temperatura do meio reagente deve ser da ordem de 108K [1℄.Atualmente existem duas linhas de pesquisa em fusão nulear: fusão inerial e fusãomagnétia. Na primeira, o intuito é realizar fusão dirigindo feixes de laser ou partíulaspara pequenas esferas ontendo ombustível nulear em seu interior [6℄. Na segunda,fusão magnétia, que tem se mostrada a linha mais promissora até o presente momento,objetiva-se o on�namento do ombustível nulear por meios de ampos magnétios.Dentre os dispositivos de on�namento magnétio, que têm sido investigados � tokamaks,stellarators e desargas de estrição om ampo reverso1 � o tokamak [7℄ é o que temmostrado os melhores resultados e perspetivas para o futuro, de forma que desrevemosapenas este dispositivo neste trabalho.No tokamak, o meanismo de produção de energia é o seguinte: um plasma2 deisótopos de hidrogênio (D e T), por exemplo, é on�nado e mantido a temperaturassu�ientemente elevadas por meio de ampos magnétios riados auto-onsistentementepor orrentes que irulam no próprio plasma e por orrentes que irulam em bobinasexternas, até que reações de fusão entre os íons do plasma omeem a oorrer. Estasreações liberam nêutrons altamente energétios que são moderados em um manto externoà âmara de váuo que ontém o plasma, produzindo, assim, grande quantidade de alorque, por sua vez, é transformado em energia elétria3.Por meio da fusão nulear é possível onverter uma pequena quantidade de matéria(massa m) em uma enorme quantidade de energia, E, de aordo om a famosa equaçãode Einstein,
E = mc2, (1.2)onde c ≈ 3, 0.108ms−1 é a veloidade da luz no váuo. A matéria onvertida em energiaprovém dos íons do ombustível nulear (D e T). Uma simples estimativa omparativade 1.2 e 1.1 om valores onheidos do rendimento de ombustíveis fósseis e outros om-bustíveis nuleares estabelee a relação de aproximadamente 250 Kg de Deutério e Trítiopara 1.900.000 toneladas de petróleo (queima de ombustíveis fósseis) ou 28 toneladasde Urânio (�ssão nulear) para a mesma potênia de 1000 MW [1℄.1O nome em ingles é �Reversed Field Pinhes�2A grosso modo, o plasma é um gás totalmente ionizado ujos elétrons e íons (positivos) não estãoligados entre si em sua maioria. A estabilidade do plasma é possível se, após a ionização iniial, o númerode reombinações for próximo ao número de ionizações geradas por fontes externas de energia.3Um dos métodos para essa transformação onsiste em utilizar o alor para aqueer água até aformação de vapor e utilizar esse vapor para movimentar a turbina de um gerador elétrio.3



Figura 1.1: Esquema básio de um tokamak: 1 � Bobinas do enrolamento primário dotokamak, 2 � Coluna de plasma, 3 � Eixo magnétio (região de maior pressão e densidade),4 � Corrente toroidal (orrente de plasma), 5 � Câmara de váuo, 6 � Campo magnétiopoloidal (Bθ), 7 � Borda da oluna de plasma, 8 � Campo magnétio toroidal (Bφ), 9 �Bobinas toroidais, 10 � Núleo de material ferromagnétio, 11 � Bano de apaitores,12 � Bobina responsável pelo ampo magnétio vertial.1.3 TokamakO tokamak4 é a on�guração mais simples, porém mais e�az, para o on�namentomagnétio do plasma. O esquema de um tokamak típio pode ser visto na �gura 1.1.O plasma é on�nado pela ombinação dos ampos magnétios toroidal,Bφ (8), epoloidal, Bθ (6). O primeiro é riado pelas bobinas de ampo toroidal (9) que sãooloadas ao longo da âmara de váuo ontendo o plasma (5), enquanto o segundo surgeem deorrênia da orrente toroidal (4)5. Esta orrente, por sua vez, surge no plasmadevido à baixa resistividade deste e em deorrênia do ampo elétrio toroidal (ET ≈ 0, 5V/m para o tokamak TCABR) induzido no interior da âmara de váuo quando asbobinas do enrolamento primário (1) são perorridas por uma orrente elétria variávelprovinda da desarga de um bano de apaitores (11). O tokamak é uma espéie detransformador, em que a oluna de plasma atua omo enrolamento seundário (2) eas bobinas (1), omo enrolamento primário. O ampo magnétio vertial riado pelabobina (12) tem a função de impedir que a oluna de plasma, omo um todo, sofra umaumento de seu raio maior e se desloque, assim, em sentido à parte externa da âmera deváuo. Isso oorreria devido à força magnétia que surge em pontos opostos da oluna deplasma em virtude de irularem orrentes (orrente de pasma) em sentidos ontrários4A palavra tokamak é um ar�nimo russo para âmera toroidal magnétia.5Também onheida omo orrente de plasma - Ip.4



Figura 1.2: Sistemas de oordenadas utilizadas para desrever o tokamak (seção iru-lar): (R, ϕ, Z) � oordenadas ilíndrias globais, (r, θ, z) � oordenadas ilíndrias loais,
(r, θ, φ) � oordenadas pseudo-toroidais.nestes pontos. Neste trabalho desonsideramos este efeito e portanto não onsideramoso ampo magnétio vertial, uja desrição mais detalhada pode ser vista em [9℄.Em um reator a fusão nulear em funionamento, a âmara seria revestida interna-mente por uma manta ontendo Lítio, o qual funionaria omo uma fonte de Trítio parao plasma ao ser atingidos por nêutrons energétios provenientes do plasma. Essa reaçãoexotérmia é apaz de forneer uma grande quantidade de alor que poderia ser utilizadapara aqueer a água no interior de uma tubulação próxima à manta de Lítio produzindo,assim, vapor a alta pressão apaz de movimentar uma turbina, a qual poderia aionarum gerador elétrio, por exemplo. Em tokamaks de seção irular o eixo magnétio (3)está loalizado no entro da oluna de plasma; é nesta região que a pressão hidrostátiae a densidade têm seus valores máximos. Tal região é de difíil aesso para diagnóstiospor ter uma temperatura extremamente alta. Por outro lado, é na borda da oluna deplasma (7) que são oloados todas as sondas e dispositivos responsáveis pelo diagnós-tio. É nesta região que oorre a deteção dos �uxos zonais (ZF6) e dos modos aústiosgeodésios (GAM), que são investigados neste trabalho.A �gura 1.2 mostra o tokamak do ponto de vista geométrio. Apresentamos os sis-temas de oordenadas mais utilizados na desrição físia de tokamaks: oordenadasilíndrias globais, (R, ϕ, Z), oordenadas ilíndrias loais, (r, θ, z) e as oordenadaspseudo-toroidais, (r, θ, φ).Em muitos tokamaks a seção transversal não é irular, ao ontrário do tokamak6ZF � Zonal Flows (�uxos zonais) 5



Figura 1.3: Seções transversal de um tokamak. A esquerda é mostrada a seção irular,a qual é de�nida pelos parâmetros R0 e a. A direita é mostrada a seção em forma de�D�, que além de depender dos parâmetros R0 e a, também depende de δ, K e b.mostrado na �gura 1.2. Este é o aso do ITER [8℄7 e provavelmente será o aso dos futurosreatores a fusão nulear. Tais seções possuem os seguintes parâmetros de on�guração:Razão de aspeto, A = R0/a; elongação, K = b/a; e triangularidade, δ, onforme mostraa �gura 1.3. Tal seção não-irular, também onheida omo seção em forma de D, sãoutilizadas om o intuito de onseguir maior estabilidade no plasma [15℄.Para que tenhamos um ganho efetivo de energia8, é neessário realizar a difíil tarefade on�nar e isolar um plasma om densidade da ordem de 1020 m−3 e energia térmiada ordem de 10 keV, 9 su�ientes para que oorra um determinado número de reaçõesde fusão apaz de forneer uma quantidade de energia maior do que aquela gasta omperdas e om o proesso de ignição do plasma. Além disso, o tempo de on�namentodeve ser grande o su�iente para alimentar dispositivos auxiliares esseniais para mantero reator em funionamento [1℄.O desenvolvimento de fusão magnétia omo uma fonte omerial de eletriidade re-quer a solução de muitos desa�os físios, os quais são tradiionalmente separados em trêsategorias: equilíbrio e estabilidade, aqueimento e transporte. Na primeira ategoria, oobjetivo prinipal é enontrar on�gurações magnétias que possibilitemmanter o plasmaem ondições de estabilidade marosópia [9℄. No estudo de estabilidade, proura-se des-7ITER � International Thermonulear Experimental Reator (Reator termonulear experimental in-ternaional) � Primeiro protótipo de um reator a fusão que está sendo onstruído em Cadarahe naFrança, om previsão para término em 2014.8De�nido omo a diferença entre a energia obtida om a fusão do ombustível nulear pela energiagasta para manter o plasma on�nado de forma estável.9Equivalente a temperaruras de 108 K 6



rever os modos de osilações temporais das prinipais grandezas físias de interesse elassi�ar esses modos de aordo om seus valores de frequênia [10℄. No que se refereaos proessos de aqueimento e transporte em plasmas, objetiva-se desenvolver regimesde on�namento que minimizem perdas e maximizem a e�iênia do on�namento [11℄.1.4 Transporte turbulento e supressão por meio de ZFO estudo de transporte omeçou desde os primórdios da teoria inétia, a qual foidesenvolvida om o intuito de expliar fen�menos fora do equilíbrio em gases a partir deprimeiros prinípios.10 [12℄. Após o desenvolvimento da teoria de transporte para gasesneutros, foram feitas tentativas para adaptá-la para plasmas de fusão. Naseu então a fa-mosa teoria de transporte lássio para plasmas [13℄. Entretanto o valor dos oe�ientesde transporte previsto por essa teoria eram muito inferiores aos revelados por experi-mentos, muitas vezes por várias ordens de grandeza. Uma melhora signi�ativa para asprevisões dos oe�ientes de transporte veio om a teoria de transporte neolássio [14℄,que leva em onta tanto a natureza dos proessos de olisões omo o efeito da inomo-geneidade do ampo magnétio sobre as órbitas das partíulas. Entretanto, em muitosasos, mesmo a teoria neolássia falha em expliar os altos valores dos oe�ientes detransporte observados experimentalmente. Neste aso, o transporte é an�malo e aindanão há uma teoria muito bem fundamentada para desrever este tipo de transporte [12℄.A expliação mais plausível para expliar o transporte an�malo é de que um plasmareal nuna se apresenta em um estado quiesente11, omo onsiderado pela teoria neolás-sia. As partíulas agem sinronizadamente organizando-se de forma a riarem ondas,modos ou até mesmo vórties devido à natureza oletiva ausada pela forças oulombianasde longo alane. Elas formam assim estruturas oerentes que são muito mais e�ientesem transportar matéria e energia do que individualmente. Quando as amplitudes dosmodos são su�ientemente pequenas, as interações entre elas resultam em proessos rela-tivamente simples, omo, por exemplo, a união de duas ondas transformando-se em umanova onda, de forma que ainda podemos tratar o problema linearmente. Entretanto podeoorrer que a amplitude das ondas omee a aumentar onsideravelmente, em uma esalade tempo araterístia, surge então uma instabilidade. Neste aso o problema já nãopode ser tratado linearmente. Há um resimento da amplitude até um ponto em quesurja uma grande quantidade de modos ou até que haja uma saturação das amplitudesdos modos. Assim a evolução do plasma se torna omplexa e imprevisível, ou seja, o10Isto é, da visão mirosópia, ou visão moleular da matéria.11Isto é, inativo, estável. 7



plasma se torna turbulento (ou aótio). Em ertos regimes a ontribuição provenienteda dissipação da turbulênia é signi�ativamente maior do que as ontribuições lássi-as e neolássias provenientes das olisões das partíulas do plasma; estamos lidando,então, om transporte an�malo, para o qual ainda não há uma teoria onsistente e bemfundamentada. [12℄Apesar de não haver uma teoria bem de�nida para expliar o transporte an�malo,desobriu-se que, em um determinado regime de operação, uma forte barreira se forma auma distânia do entro da oluna de plasma [11℄. Nesta barreira o transporte turbulentode matéria e energia para a borda da oluna de plasma diminui onsideravelmente. Talregime foi denominado modo H12 em ontraposição om o antigo regime de funionamento(modo L13). A redução da turbulênia (e onsequentemente do transporte) nesta barreirapermite aumentar o tempo de on�namento do plasma. Tal regime de funionamentoserá em prinípio indispensável para os futuros reatores a fusão [8℄.A supressão de turbulênia nesta barreira se baseia na destruição de élulas onve-tivas, ou vórties turbulentos, onforme mostra na �gura 1.4. Essas élulas são adveta-das14 por �uxos izalhados15, em partiular os ZF. Ao serem advetadas om diferentesveloidades e em diferentes partes, estas omeçam a se alongar até a perda de orrelação,fragmentando-se, então, em vórties menores. O tempo de duração das novas estruturas(vórties) é uma fração do tempo de duração do vórtie original e onsequentemente aturbulênia é reduzida. A formação dos ZF se deve a presença de ampos elétrios eampos magnétio do plasma. Os �uxos izalhados existentes no plasma, geralmente,são separados em duas ategorias distintas, os ZF, om frequênia nula e os GAM16),om frequênia da ordem da frequênia de ondas aústias [16, 17℄.Devido a sua apaidade de reduzir a turbulênia e onsequentemente o transporte,os ZF e os GAM têm sido alvo de intenso interesse entre a omunidade ientí�a.1.5 Objetivos, resultados e organização da dissertaçãoNosso intuito é desrever, do ponto de vista teório, a dinâmia dos ZF e dos GAMpreservando a lareza e a onisão. Utilizamos para isso o modelo da MHD ideal, que,embora não possa desrever muitos dos fen�menos em físia de plasma, tem a grandevantagem de ser relativamente simples. Sempre que neessário utilizamos a aproximação12Modos H - High on�nement modes (modos de alto on�namento)13Modos L � Low on�nement modes (modos de baixo on�namento.14Levadas por �uxos existentes no plasma (ZF).15Fluxos uja veloidade varia onforme a posição perpendiular a seu desloamento16GAM � Geodesi aousti modes (modos aústios geodésios)8



Figura 1.4: Supressão de vórties turbulentos por meio de ZF.de alta razão de aspeto que, embora possa restringir a validade dos resultados, permitesua derivação analítia e failita a ompreensão físia dos fen�menos tratados. Espera-mos, assim, proporionar um trabalho que sirva de base para pesquisadores iniiandoseus estudos de transporte turbulento em plasmas de laboratório. Contudo, novos re-sultados e rítias de trabalhos já publiados também estão presentes nesta dissertação,permitindo, então, que pesquisadores que já tenham onheimento no assunto tambémse bene�iem.Investigamos o efeito da rotação de equilíbrio nos ZF e nos GAM. Para isto, utili-zamos, além das equações da MHD, a teoria de perturbações temporais, que permitelinearizar as equações da MHD resolvendo-as analitiamente para enontrar a relação dedispersão para os ZF e GAM.Embora diversos artigos sobre ZF e GAM tenham sido publiados, não enontramosnenhum artigo que tratasse de forma lara e onisa os meanismos físios por trás daformação destes. Nem tão pouo, enontramos artigos que desrevessem o efeito darotação ausada pelo movimento de deriva do plasma em equilíbrio, o qual deorre daexistênia de um ampo elétrio radial na borda da oluna de plasma.Os resultados obtidos mostram que a rotação toroidal (ETRF17) faz om que osZF se tornem instáveis e diminui a frequênia dos GAM, ontribuindo, assim, ao nossover, negativamente para a redução de transporte turbulento. Já a rotação binormal(EBRF18), a qual é provoada pelo ampo elétrio ambipolar de equilíbrio, faz om queos ZF tenham uma frequênia de osilação, ujo surgimento atribuímos ao efeito doppler17ETRF � Equilibrium toroidal rotation �ow (�uxo de rotação toroidal de equilíbrio)18EBRF � Equilibrium binormal rotation �ow (�uxo om rotação binormal de equilíbrio)9



ausado pela rotação de equilíbrio. Por outro lado, os GAM, que na ausênia de rotaçãode equilíbrio têm frequênia positiva, apresentam frequênias que variam onforme aintensidade da rotação de equilíbrio, podendo, inlusive, ter frequênia nula. Apesar denão ausar instabilidades nos ZF e GAM, a rotação binormal leva a novos resultados quenão foram previstos antes.A dissertação é organizada da seguinte forma: no apítulo 2, desrevemos de formaqualitativa o meanismo de supressão de transporte turbulento por meio de ZF e GAM;no apítulo 3, apresentamos o modelo da magneto-hidrodinâmia (MHD) que iremosutilizar no restante do trabalho; no apítulo 4, investigamos o equilíbrio MHD do plasmaom rotação, o qual é a base para entender os apítulos 5 e 6. O apítulo 5 desreve omeanismo físio dos ZF e GAM utilizando o equilíbrio sem rotação (ENR19) e o sextoapítulo trata do efeito da rotação (ER20) nesses modos. Finalmente apresentamos aonlusão e propostas para trabalhos futuros. Sempre que onveniente, deixamos paraapresentar as derivações extensas nos apêndies A�E.

19ENR � Equilibrium with no rotation (equilíbrio sem rotação)20ER � Equilibrium with rotation (equilíbrio om rotação)10



Capítulo 2Supressão de transporte turbulento pormeio de ZF e GAM � Uma disussãoqualitativaHá era de sessenta anos David Bohm mostrou empiriamente que , devido a pro-essos turbulentos, o oe�iente de difusão em plasmas on�nados magnetiamente é daforma
D =

Te

16eB
≈ 6, 25 × 106Te

B
(cm2s−1), (2.1)onde Te é a temperatura do gás de elétrons, e é a arga elementar do elétron e B é oampo magnétio do plasma [18℄. Ao ontrário do que previa a teoria inétia lássiade transporte olisional [13℄, em que o oe�iente é da forma

D ∝ 1√
TB2

. (2.2)De 2.1 e 2.2 vemos que o oe�iente de transporte obtido por Bohm é muito superior aoesperado pela teoria lássia de transportes [13℄ e, ainda, de aordo om 2.1, a expressãopara o oe�iente de transporte an�malo é muito menos onveniente do que o previsto por2.2, visto que o oe�iente de transporte depende diretamente da temperatura, de formaque, ao aumentar a temperatura para melhorar o on�namento, o transporte tambémaumenta, ontribuindo, assim, negativamente para o on�namento. Por este motivo,métodos apazes de reduzir o transporte an�malo têm importânia fundamental para a11



melhoria do on�namento do plasma.Um regime de partiular importânia, no qual o tempo de on�namento é pelo menoso dobro do observado em desargas onvenionais, é o modo H1 [19℄. Nesse regime, umabarreira de transporte araterizada por um forte gradiente de pressão se forma na bordada oluna de plasma. Posteriormente, desobriram-se novos regimes de on�namento nosquais a barreira de transporte se forma no interior da oluna de plasma, em regiões emque o izalhamento das linhas de força do ampo magnétio é reduzido [20℄. Tais regimesserão de fundamental importânia para a melhoria do on�namento no ITER [21℄.Reentemente, notou-se que, em �uxos turbulentos, é possível a transferênia de ener-gia entre a turbulênia de pequena esala e �uxos médios marosópios, prinipalmenteatravés do tensor de Reinolds, τ =< ṽṽ >, onde ṽ é a veloidade perturbada assoi-ada à turbulênia [11, 23℄. A orrelação implíita no tensor de Reynolds dá origem aos�uxos zonais (ZF), que são élulas de onveção sem variação na direção azimutal, masom alternânia de sentido na direção radial [23, 24℄. A formação de �uxos zonais foion�rmada em vários experimentos e, atualmente, eles onstituem um modelo teórioparadigmátio para expliar a formação de barreiras de transporte [26℄.O transporte turbulento pode ser onsideravelmente reduzido na presença dos ZF. Omeanismo de supressão de transporte, proposto por P. W. Terry [11℄, é o seguinte: oizalhamento dos ZF (variação transversal da veloidade do �uxo) faz om que os vórtiesdo �uido turbulento sejam estiados e deformados devido ao fato de que diferentes partesde ada vórtie estão sujeitos à ação dos �uxos izalhados de diferentes veloidades.Dizemos assim que as diferentes partes do vórtie são advetadas (levadas ao longo do�uido) om diferentes veloidades.Um únio vórtie isolado pode ser estiado em várias vezes seu omprimento iniialsem se partir (perder oerênia); entretanto, quando este vórtie é parte de um �uidoturbulento, ao ser estiado além de um determinado tamanho (Lc � omprimento de oe-rênia), ele se parte em estruturas menores. O omprimento de oerênia, Lc, é estimadoomo a distânia entre dois vórties adjaentes de tamanhos próximos e, em asos deturbulênia ompletamente desenvolvida, Lc mede aproximadamente o diâmetro de umvórtie. Na ausênia de ZF, o tempo neessário para a perda de orrelação é o tempo devida do vórtie, τt
2, que é dimensionalmente igual ao seu período de rotação. Na presençade ZF, este tempo é reduzido e, onsequentemente, τt também é reduzido. O derésimode τt implia na redução da intensidade da turbulênia, devido à taxa de dissipação deenergia exeder a taxa de forneimento de energia para a turbulênia, levando assim a1Modos H � High Con�nement modes � Modos de alto on�namento2τt � Turnover time � Período de rotação 12



um novo balanço de energia mais baixa. A taxa de dissipação da turbulênia é de�nidaomo a razão entre a energia da turbulênia e o tempo de orrelação (τt). Além disso,devido ao alongamento dos vórties ao longo da direção do �uxo, as parelas dos vórtiesse desloam apenas uma fração do seu diâmetro iniial se não houvesse a perda de or-relação. Este desloamento é ao longo da direção de izalhamento (radial) e, portanto, asua diminuição reduz também o livre aminho médio do passeio aleatório, neste proessode transporte radial. Esta redução de transporte radial oorre prinipalmente em umaregião onheida omo barreira de transporte, uja desoberta tornou possível melho-rar o rendimento do on�namento, o qual era severamente limitado pela turbulênia depequena esala.A desoberta da formação de barreiras de transporte possibilitou um enorme avançona tenologia de on�namento de plasmas. Nos modos H3, onsegue-se reduzir bastanteo nível de turbulênia que se propaga a partir do entro da oluna de plasma e, on-sequentemente, também se reduz o nível de transporte. No futuro, espera-se que sejapossível obter regimes ainda melhores, nos quais as barreiras de transporte se formemmais próximas do entro da oluna de plasma. Com isso seria possível reduzir ainda maiso transporte an�malo.É interessante notar que, ao destruir as estruturas de vórties turbulentos provenientesdas ondas de deriva [25℄, o izalhamento dos �uxos faz om que a omponente radial dovetor de onda 4 aumente omo onsequênia da fragmentação das estruturas originais.Como onsequênia, a frequênia das ondas de deriva diminuem e, om ela, a sua energia.Como a energia total deve ser onservada, esta diminuição de energia das ondas de derivaausa, então, um aumento da energia dos ZF. Portanto, surge uma instabilidade que devehegar a uma saturação em algum momento. O resultado global é o apareimento de umnovo estado em que o nível de turbulênia e, onsequentemente, de transporte an�maloradial é reduzido signi�ativamente, melhorando, assim, o on�namento.Toda esta disussão qualitativa, que atualmente é o modelo mais utilizado para des-rever o meanismo de redução do transporte an�malo por ZF, não leva em onsideraçãoo efeito da rotação do plasma, mesmo a hamada rotação residual, que é ausada porefeitos térmios e oorre em pratiamente todos os regimes experimentais. Como estarotação não é rígida, mas apresenta um per�l radial, é de se esperar que ela possa inte-ragir om os ZF ou GAM e, assim, tenha efeitos importantes na redução da turbulêniano plasma.Nesta dissertação damos um primeiro passo no estudo desse meanismo, analisando3Regime em que oorre a formação de barreiras de transporte.4O vetor de onda radial é estimado omo o inverso do omprimento de orrelação, kr = 1/Lc.13



o efeito da rotação na relação de dispersão desses modos, a qual depende, além da taxade rotação do equilíbrio, do fator de segurança, de�nido por
q(r) =

rBφ

R0Bθ
(2.3)e da veloidade do som no plasma, cs.Uma outra grandeza de extrema importânia em plasmas de fusão, a qual voltaráa apareer neste trabalho (apítulo 4), é o parâmetro β, de�nido omo a razão entre apressão inétia, p, e a pressão magnétia, B2/(2µ0),

β =
2µ0p

B2
. (2.4)Consideramos o regime de baixos valores de β, o qual nos permite supor o ampomagnétio onstante no tempo. Para β alto, estaremos lidando om os ZF e GAMeletromagnétios.
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Capítulo 3Equações da Magneto-hidrodinâmiaA Magneto-hidrodinâmia (MHD) ideal é o modelo mais simples para determinar oequilíbrio marosópio e as propriedades de estabilidade de plasmas on�nados magne-tiamente. O modelo desreve omo forças magnétias, ineriais e de pressões interagemem um plasma perfeitamente ondutor disposto em uma geometria magnétia arbitrária.Há um onsenso geral de que a on�guração geométria de um reator a fusão deve obe-deer limites de equilíbrio e estabilidade estabeleidos pela MHD ideal, aso ontrário oon�namento do plasma terminaria em um urto período de tempo (se omparado omtempos experimentais). Sendo assim o prinipal objetivo do estudo da MHD em plasmasde fusão é a desoberta de on�gurações magnétias que possibilitem equilíbrio atrativoe estabilidade em reatores a fusão.Este modelo fornee uma desrição do omportamento marosópio do plasma, oqual é onsiderado omo sendo onstituído de um ou mais �uidos uja dinâmia obedeeaos prinípios da meânia dos �uidos. Este modelo também onsidera as interações ele-tromagnétias entre os �uidos e os ampos eletromagnétios externos e internos (geradosonsistentemente no plasma).As equações da MHD podem simplesmente ser postuladas a partir de prinípios físiosou obtidas alulando-se os momentos de diversas ordens da equação de Boltzmann, pelateoria inétia [10℄. Na derivação a partir da teoria inétia, supõe-se que o plasma éaltamente olisional, o que quase nuna é satisfeito em plasmas de fusão; entretanto hámuitas evidênias empírias de que o modelo da MHD desreve om uma boa preisão oomportamento marosópio do plasma em muitos fen�menos de interesse [9℄.Para obter as equações da MHD, é neessário ombinar as equações de Maxwell omas equações que desrevem a dinâmia dos �uidos e ultilizar a equação que desreve ainteração entre elas. As equações de Maxwell desrevem a evolução do ampo elétrio
E(r, t) e do ampo magnétio B(r, t) em resposta à densidade de arga, τ(r, t), e de15



orrente elétia, J(r, t). Tais equações são dadas por
∇ · E =

τ

ε0

, (3.1)
∇ · B = 0, (3.2)

∇ × E = −∂B

∂t
e (3.3)

∇ × B = µ0J +
1

c2

∂E

∂t
. (3.4)Enquanto a equação 3.1 expressa a lei de Gauss e permite o álulo do ampo elétrioa partir da quantidade de monopolos elétrios, a equação 3.2 nos diz que, também noplasma, não há monopolos magnétios. A equação 3.3 é a tradução matemátia da lei deFaraday, e a equação 3.4 traduz a lei de Ampère om a adição da orrente de desloamentointroduzida por Maxwell, que, onforme mostraremos, pode ser desprezada no limite develoidades não relativístias, quando tratamos de fen�menos de baixas frequênias.As equações da dinâmia dos gases expressam a evolução da densidade de massa

ρ(r, t) e da pressão, p(r, t) a partir do onheimento da veloidade do �uido v(r, t). Elassão dadas por
Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0 e (3.5)

Dp

Dt
+ γp∇ · v = 0, (3.6)onde D

Dt
é a derivada Lagrangiana, dada por

D

Dt
=

∂

∂t
+ v · ∇, (3.7)16



em que ∂
∂t

é a derivada Euleriana, a qual deve ser alulada em uma posição r �xa,e γ = Cp/Cv é a razão das apaidades térmias a pressão e a volume onstantes, Cpe Cv. As equações 3.5 e 3.6 traduzem a onservação de massa e de energia (entropia)respetivamente, que são válidas na ausênia de fontes e/ou sorvedouros de matéria oude alor.A interação entre o �uido e o ampo eletromagnétio é dada pela equação de movi-mento, que expressa a primeira lei de Newton, e é dada por
ρ
Dv

Dt
= F , (3.8)onde F é a densidade de força que age no plasma. Para o aso partiular de plasmas delaboratório,

F = −∇p + J × B + τE. (3.9)Por �m temos a equação que expressa a relação entre o ampo elétrio em um referen-ial que se move om o �uido e a densidade de orrente neste �uido, também onheidapor lei de Ohm,
E

′ = ηJ , (3.10)onde E
′ = E + v ×B é o ampo elétrio no referenial do �uido e η é a resistividade doplasma.As equações 3.1 a 3.10 onstituem um sistema ompleto de 16 equações e 16 inóg-nitas, as três omponentes vetoriais de E, B, J e v, e as grandezas esalares τ , ρ, p e

η. O fato de o número de equações ser igual ao número de inógnitas nos permite emprinípio desrever ompletamente o plasma no regime de validade da MHD.3.1 MHD ideal apliada aos ZF e GAMNo estudo de ZF e GAM, podemos onsiderar, om base em dados experimentais [26℄,que a veloidade do �uxo de plasma é da ordem da veloidade do som, cs, de forma quese trata de veloidades não relativístias, ou seja, v/c ≪ 1, e termos de ordem O(v2/c2)podem ser desprezados. Sendo assim podemos desprezar a orrente de desloamento deMaxwell em 3.4, de aordo om a seguinte análise da ordem de grandeza,17



∇ =⇒ [L]−1,
∂

∂t
=⇒ [T ]−1, E =⇒ [L][T ]−1B e [L][T ]−1 =⇒ v

‖ 1
c2

∂E
∂t
‖

‖∇ × B‖ ∼ v2

c2
, (3.11)onde L é o omprimento araterístio do plasma e T é o período araterístio deosilação dos modos. Além disso, as frequênias dos ZF e GAM são ωz,nr ∼ 0 e ωg,nr ∼

kHz, respetivamente, ou seja, da ordem de 10−3 se omparada om a frequênia deplasmas, ωpe ∼ MHz, de forma que para o estudo dos GAM e ZF podemos onsiderar oregime eletrostátio, ∂E/∂t ∼ 0.Considera-se também a ondição de quasineutralidade do plasma em deorrênia dea frequênia dos ZF e dos GAM ser bem menor do que a frequênia de plasmas, ωpe,de forma que os elétrons são apazes de neutralizar rapidamente qualquer densidade dearga que possa existir. Isto nos permite desprezar o termo τ nas equações 3.1 e 3.9. Avalidade desta aproximação se limita a regiões ujos omprimentos araterístios sejammaiores do que o omprimento de Debye, λD [17℄.Pelo fato de ZF e GAM oorrerem, prinipalmente, na borda da oluna de plasma,ou seja, em regiões de baixa pressão hidrostátia e onsequentemente de baixo valorde β, podemos desprezar perturbações temporais do ampo magnétio, ou seja, ∂B
∂t

∼ 0,onforme mostramos na seção 3.2. Desta forma, onsidera-se a aproximação eletrostátiaem tais regiões. Nesta aproximação, de aordo om a lei de Faraday, 3.3, e a identidadevetorial A.6, podemos esrever o ampo elétrio omo o gradiente de uma função esalar,
Φ, onheida omo potenial eletrostátio.Se onsiderarmos as aproximações feitas anteriormente para um plasma perfeitamenteondutor, isto é, η = 0, o onjunto de equações a serem resolvidas é:

∇ · B = 0, (3.12)
J ≈ 1

µ0
∇ × B, ∇ · J = 0, (3.13)

ρ
Dv

Dt
+ ∇p − J × B = 0, (3.14)18



∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (3.15)

E + v × B = 0, E = −∇Φ e (3.16)
Dp

Dt
+ γp∇ · v = 0, (3.17)É omum dizer, ao onsiderar plasmas sem resistividade (plasmas perfeitamente on-dutores), que as linhas de ampo magnétio estão ongeladas no plasma, ou seja, o plasmase move junto om elas [10℄.3.2 Equações da MHD ideal perturbadas em primeiraordemPara determinar a relação de dispersão, ω(k), para modos que surgem no plasma,omo por exemplo os GAM e ZF, objetos de estudo deste trabalho, é onveniente utilizara teoria de perturbações até primeira ordem e, onsequentemente, linearizar as equaçõesda MHD, 3.12�3.17. Nesta teoria onsideramos que as grandezas físias relevantes parao problema são da seguinte forma:

ξ(r, t) = ξ0(r) + ξ1(r, t) onde ξ1(r, t) = ξ1(r)e−iωt, om |ξ1|
|ξ0|

≪ 1. (3.18)Considera-se que o plasma se enontra em equilíbrio meânio estável até que algumproesso físio perturbe este equilíbrio produzindo osilações temporais de frequênia ω.Nesta situação a grandeza físia ξ, que antes era dada por ξ = ξ0, passa a ser ξ = ξ0 + ξ1.Antes de derivar a relação de dispersão para os modos do plasma, é neessário deter-minar as grandezas físias quando o plasma se enontra em equilíbrio. Neste aso, nãohá variação temporal das grandezas físias, de forma que as equações 3.12 � 3.17 podemser esritas omo
19



∇ · B = 0, (3.19)
ρ0(v0 · ∇)v0 + ∇p0 +

1

µ0
B × (∇ × B) = 0, (3.20)

∇ · (ρ0v0) = 0, (3.21)
−∇Φ0 + v0 × B = 0 e (3.22)

(v0 · ∇)p0 + γp0(∇ · v0) = 0. (3.23)O problema de enontrar as grandezas físias no equilíbrio em tokamaks om rotaçãoé inontestavelmente um problema não resolvido até hoje, pelo menos analitiamente.Neste trabalho propomos modelos apropriados para desrever o equilíbrio em três asospartiulares: tokamaks sem rotação (ENR), em que v0 = 0, tokamaks om rotaçãotoroidal (ETRF), em que v0 = v0êφ e equilíbrio om rotação binormal (EBRF), em quea veloidade de equilíbrio é pratiamente poloidal, v0 ≈ v0êθ. O tereiro aso trata-se deum trabalho novo no qual onsideramos o potenial eletrostátio onheido e, juntamentoom o ampo magnétio, a ausa da rotação binormal no plasma, que oorre devido aomovimento de deriva, E × B. No entanto, ressalvamos que, no equilíbrio om rotação,o equilíbrio não será desrito de forma auto-onsistente.Para tokamaks de alta razão de aspeto, apenas as perturbações de primeira ordemdesempenham um papel importante na determinação dos modos de osilação. Os termosde ordem superior são importantes somente na saturação de modos instáveis. Entretantomeanismos de saturação não serão tratados neste trabalho. As equações 3.12 �3.17perturbadas até primeira ordem são
∇ · J1 = 0, (3.24)20



−iωρ0v1 + ρ0[(v0 · ∇)v1 + (v1 · ∇)v0] + ρ1(v0 · ∇)v0 + ∇p1 − J1 × B = 0, (3.25)
−iωρ1 + [(v0 · ∇)ρ1 + (∇ · v0)ρ1] + [(v1 · ∇)ρ0 + (∇ · v1)ρ0] = 0, (3.26)

−∇Φ1 + v1 × B = 0 e (3.27)
−iωp1 + (v0 · ∇)p1 + (v1 · ∇)p0 + γp1(∇ · v0) + γp0(∇ · v1) = 0, (3.28)em que desprezamos perturbações do ampo magnétio de aordo om a aproximaçãoeletrostátia. Esta aproximação pode ser justi�ada ao omparar a ordem de grandezados dois últimos termos da equação 3.14 onsiderando perturbações do ampo magnétio(B1). Sendo assim temos

∇p1 ∼ J1B0 + J0B1. (3.29)Considerando a aproximação de quasineutralidade1 do plasma e que não haja perturbaçãona temperatura do plasma 2 (T0), ao tratar o plasma omo um gás perfeito, podemosesrever a pressão perturbada omo
p1 ≈ n1T0 =

n1

n0
n0T0 =

n1

n0
p0, (3.30)de forma que a relação entre as ordens de grandeza de ada termo de 3.29,

[L]−1 n1

n0
p0 ∼ µ−1

0 [L]−1B0B1 =⇒ B1/B0

n1/n0
∼ µ0p0

B2
0

∼ β ≪ 1, (3.31)1Esta aproximação nos permite esrever n1i ∼ n1e ∼ n1, onde n1i e n1e são a densidade de íons e deelétrons perturbadas, respetivamente.2T0 é a soma da temperatura dos íons, T0i, e dos elétrons, T0e.21



justi�a a aproximação eletrostátia para regimes de baixa pressão e onsequentementebaixos valores de β.No apítulo 4, desrevemos o plasma no equilíbrio em tokamaks de seção irularonsiderando os três asos menionados anteriormente: ENR, ETRF e EBRF.
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Capítulo 4Equilíbrio MHDNeste apítulo, apresentamos uma disussão sobre sistemas ilíndrios e tokamaks deseção irular. Também resolvemos as equações da MHD ideal (equações 3.19 �3.23 doapítulo 3) no equilíbrio. Embora tratemos apenas tokamaks de seção irular, disus-sões sobre o problema para tokamaks de seção não-irular também são apresentadas.Pelo fato de estarmos lidando apenas om grandezas no equilíbrio neste apítulo, su-primimos o índie 0 de tais grandezas físias, embora elas devam �ar subentendidas.Utilizamos, porém, o índie 0, neste apítulo, para as grandezas físias do problema emuma dimensão, ou seja, em sistemas ilíndrios. Isto �ará laro mais adiante.O objetivo da teoria do equilíbrio MHD é desobrir geometrias magnétias apazesde on�nar e isolar o plasma quente das paredes materiais e permitir estabilidade ma-rosópia a valores su�ientemente altos de β. Entretanto, neste trabalho, onformemenionado anteriormente estamos onsiderando apenas regimes de baixos valores de β,o que, mesmo assim, não invalida o modelo da MHD.As equações da MHD ideal no equilíbrio são
∇ · B = 0, (4.1)

ρ(v · ∇)v + ∇p − J × B = 0, (4.2)
J =

1

µ0

∇ × B, (4.3)23



∇ · (ρv) = 0, (4.4)
−∇Φ + v × B = 0 e (4.5)
(v · ∇)p + γp(∇ · v) = 0. (4.6)Para resolver este sistema, solúvel em prinípio, onsideramos que há simetria axial,ou simetria toroidal, para tokamaks. Tal simetria, em oordenadas ilíndrias globais,

(R, ϕ, Z), e oordenadas pseudo-toroidais, (r, θ, φ), orresponde ao ângulo φ = −ϕ, deforma que ∂φξ = 0, onde ξ representa qualquer grandeza físia esalar1. Este tipo deequilíbrio, om esta simetria, é onheido omo equilíbrio em duas dimensões, pois agrandeza genéria ξ será da forma ξ = ξ(R, Z), em oordenadas ilíndrias globais, ou
ξ = ξ(r, θ), em oordenadas pseudo-toroidais.É omum também, em modelos analítios teórios para tokamaks de seção irular,resolver o problema em uma dimensão2. Torna-se onveniente, então, utilizar oorde-nadas ilíndrias loais, (r, θ, z). Neste aso há simetria também om relação à oorde-nada poloidal, θ, e a simetria axial orresponde à simetria em z, onde vale a relação:
dz = R0dϕ. Desta forma, onsidera-se que ξ = ξ(r)3 .Quando se trata de tokamaks, a simetria om relação ao ângulo θ é uma aproximaçãoloal em que se onsidera ε → 0; entretanto, mesmo quando onsiderarmos apenassimetria toroidal, utilizaremos a aproximação de alta razão de aspeto, ou seja, ε ≪ 1,de forma que termos de ordem O(ε2) são desprezados.A quebra de simetria toroidal oorre em tokamaks reais omo uma onsequênia doespaçamento entre as bobinas toroidais, entre outros fatores. Esta falta de simetria éressaltada na borda da oluna de plasma em tokamaks reais. Entretanto, neste trabalho,onsideramos que há simetria toroidal, pois o intuito é foar em outros fen�menos físiosimportantes.1Neste trabalho ξ poderá ser a pressão, a densidade, a função de �uxo, o potenial elétrio, ompo-nentes da veloidade ou omponentes do ampo magnétio2Menos aproximações são neessárias para resolver o problema analitiamente em uma dimensão ealguns oneitos físios são ressaltados.3Caso se trate de um tokamak de seção não-irular ξ = ξ(r, θ).24



4.1 Equilíbrio em uma dimensãoO equilíbrio em uma dimensão para um tokamak de seção irular é ilustrado na�gura 4.1, a qual desreve a ultilização de oordenadas ilíndrias loais para expressaras grandezas físias relevantes para o problema.Conforme dissemos anteriormente, utilizamos o índie 0 para expressar as grandezasdo equilíbrio em uma dimensão. A equação 4.1 nos permite expressar o ampo magnétioomo
B0 = ∇Ψ0 × êz + Bz êz, (4.7)onde Ψ0 = Ψ0(r, θ) é uma função arbitrária onheida omo função de �uxo. Em sistemasilíndrios de seção irular, Ψ0 = Ψ0(r).Podemos mostrar que a equação 4.7 é uma solução válida para o ampo magnétioalulando ∇ · B0. Tal demonstração é feita no apêndie C.Da equação 4.3 obtemos a densidade de orrente J0 = Jz êz+J⊥ê⊥, ujas omponentessão dadas por

Jz = − 1

µ0
∇2Ψ0 e J⊥ê⊥ = − 1

µ0
êz × ∇Bz (4.8)sendo ê⊥ um versor perpendiular aos versores êΨ0

e êz, onde êΨ0
é o versor normal àssuperfíies magnétias, de�nido por̂

eΨ0
=

∇Ψ0

‖∇Ψ0‖
. (4.9)Se onsiderarmos plasmas sem rotação, ou equilíbrio estátio, isto é, v0 = 0, e tomar-mos a omponente paralela ao ampo magnétio,

ê‖ =
B0

‖B0‖
, (4.10)da equação do balanço de momento, 4.2, obtemos o Jaobiano (Ψ0, p0),

25



Figura 4.1: Equilíbrio em uma dimensão
∇p0 · ∇Ψ0 =

1

r

(

∂p0

∂r

∂Ψ0

∂θ
− ∂p0

∂θ

∂Ψ0

∂r

)

= (Ψ0, p0) = 0. (4.11)Analogamente, a omponente paralela à J0 de 4.2 nos fornee
êz · (∇p0 × ∇Bz) = (Bz, p0) = 0. (4.12)Pelo fato de os jaobianos das equações 4.11 e 4.12 se anularem, onluímos que p0 =

p0(Ψ0) e Bz = Bz(Ψ0). As passagens matemátias para obter as equações 4.11 e 4.12 sãofeitas em detalhe no apêndie C.Ao multipliar 4.2 por êΨ0
, obtemos

d

dΨ0

(

p0 +
B2

z

2µ0

)

= − 1

µ0
∇2Ψ0 = Jz, (4.13)que, para tokamaks de seção irular, pode ser esrita omo

d

dr

(

p0 +
B2

θ0 + B2
z

2µ0

)

= −B2
θ0

µ0r
, (4.14)onde utilizamos o desenvolvimento da equação 4.7,26



1

R0

dΨ0

dr
= Bθ0(r), B0 = Bθ0êθ + Bz êz (4.15)e a regra da adeia,

d

dΨ0
=

(

dΨ0

dr

)−1
d

dr
=

1

Bθ0

d

dr
. (4.16)A equação 4.14 desreve o balanço entre a pressão hidrostátia e a pressão magnétiaem sistemas ilíndrios de seção irular.Em plasmas om rotação, 4.14 deve ser substituída por

d

dr

(

p0t +
B2

θ0 + B2
z

2µ0

)

= −B2
θ0

µ0r
+ ρ

v2
θ0

r
, (4.17)onde a veloidade de equilíbrio é v0 = vθ0(r)êθ + vz(r)êz, e teríamos que onsiderar oampo elétrio que surge no referenial do laboratório

E0 = E0(r) = (vzBθ0 − vθ0Bz)êr (4.18)Supondo que a veloidade do plasma não altere o ampo magnétio, poderíamosseparar a equação 4.17 em duas, onsiderando que a pressão seja p0t = p0 + p0c, onde p0trepresenta a pressão inétia total, p0 é a pressão inétia na ausênia de rotação e p0c éa ontribuição para a pressão por parte da rotação poloidal de equilíbrio, ou seja,
d

dr

(

p0 +
B2

θ0 + B2
z

2µ0

)

= −B2
θ0

µ0r
e dp0c

dr
= ρ

v2
θ0

r
(4.19)Para este modelo unidimensional, para o aso sem rotação, nota-se que duas grandezasfísias são determinadas de forma arbitrária, de aordo om a equação 4.14. Esta é umadas maiores falhas do modelo da MHD ideal. Para o aso om rotação, onforme mostraas equações 4.17 e 4.18, a arbitrariedade é ainda maior: ino grandezas são determinadade forma arbitrária. Se onsideramos que o ampo magnétio não se altera om a rotaçãodo plasma, a arbitrariedade pode ser reduzida a quatro inógnitas, onforme mostra 4.18e 4.19.A equação 4.19 mostra que a rotação poloidal, independente do sentido, faz om que27



a pressão hidrostátia do plasma aumente, onsequentemente aumentando o valor de β0,uma vez que a pressão magnétia permanee inalterada. Este efeito faz om que o plasmatenha uma tendênia a se desloar para a borda.4.2 Equilíbrio em duas dimensõesAnalogamente à 4.7, onforme mostramos no apêndie C, podemos expressar o ampomagnétio de tokamaks omo
B =

1

R

(

∇Ψ × êφ + F êφ

)

. (4.20)A função Ψ = Ψ(r, θ) = Ψ(R, Z) está relaionada om o �uxo magnétio poloidal, oqual é dado por
Ψθ =

∫

S

Bθ · dS, (4.21)enquanto a função F = F (r, θ) = F (R, Z) = RBφ está relaionada om a orrentepoloidal do plasma e das bobinas toroidais.As omponentes BR e BZ do ampo magnétio, em oordenadas ilíndrias globais,podem ser expressas em função de Ψ omo
BR = − 1

R

∂Ψ

∂Z
e BZ =

1

R

∂Ψ

∂R
. (4.22)A onveniente esolha de um elemento de área na posição Z = 0, em que, neste plano,

Bθ = BZ , onforme mostra a �gura 4.2, nos permite obter a relação
Ψ =

Ψθ

2π
(4.23)a partir da substituição de 4.22 em 4.21.A relação entre Ψ e a orrente de plasma IP =

∫

A
Jφ · dA é obtida substituindo-se4.20 na lei de Ampère, 4.3,
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Figura 4.2: Na superfíie do plasma Z = 0, Bθ = BZ , de forma que é onveniente esolheresta superfíie para alular o �uxo magnétio poloidal.
J =

1

µ0
∇ × B, (4.24)de forma que as seguintes relações podem ser obtidas a partir destas equações;

∆∗Ψêφ = −µ0RJφ, ∇F × êφ = µ0R(Jr + Jθ) e IP = − 1

µ0

∫

A

∆∗Ψ

R
êφ · dA,(4.25)onde

∆∗ =
∂2

∂R2
− 1

R

∂

∂R
+

∂2

∂Z2
. (4.26)Em 4.25, IT é onheida mas Jθ é arbitrariamente determinada neste modelo. A leiiruital de Ampère (A.15 apliado à 4.3), para um tokamak de seção irular, permiteobter F na região do váuo (fora da oluna de plasma),

Fv = −µ0N

2π
IT , (4.27)onde N é o número de bobinas toroidais.Assim omo para sistemas ilíndrios, também desrevemos para sistemas toroidaisos asos de equilíbrio sem rotação (ENR), v = 0, e de equilíbrio om rotação (ER),

v 6= 0. Em ambos os asos, por se tratar de sistemas toroidais, há uma quebra de29



simetria om relação à oordenada poloidal. Esta quebra de simetria torna o problemaonsideravelmente mais omplexo, de forma que, mesmo para ENR, temos que onsiderara aproximação de alta razão de aspeto, A = R0/a ∼ 1/ε = R0/r ≫ 1, para poderresolver o problema analitiamente. O problema de ER só foi resolvido analitiamentepara alguns asos bastantes partiulares [27℄.Nas subseções que se seguem resolvemos primeiramente o equilíbrio sem rotação �ENR onsiderando a aproximação de alta razão de aspeto, ou seja, ε = r/R0 ≪ 1, deaordo om [28℄ e, em seguida, analisamos o equilíbrio om rotação � ER para resolverdois asos partiulares: rotação toroidal � ETRF e rotação binormal � EBRF; sendo queo último areditamos se tratar de um resultado novo.4.2.1 ENR e a equação de Grad-ShafranovPara resolver o aso de ENR, as equações a serem resolvidas (4.1�4.5) se reduzem a
∇p0 = J0 × B = 0 e ∇Φ0 = 0, (4.28)em que B = (∇Ψ × êφ + F êφ)/R, de aordo om 4.20.De aordo om 4.28, Φ0 = 0, uma vez que o potenial elétrio é de�nido a menosde uma onstante, a qual podemos de�ni-la (Φ0 = 0) por onveniênia. O importante énotar que não há ampo elétrio de equilíbrio, o que, onforme mostramos mais adiante,não oorre na presença de rotação.Ao multipliarmos 4.28 esalarmente por B e por J , analogamente ao que foi feitopara o equilíbrio em uma dimensão (equações 4.11 e 4.12), é possível mostrar que p =

p(Ψ) e F = F (Ψ). Os detalhes desta demonstração são apresentados no apêndie C.Ao tomarmos a omponente êΨ = ∇Ψ/|∇Ψ| de 4.28, utilizando também 4.25 seobtém a equação de Grad-Shafranov,
∆∗Ψ = −µ0R

2 dp

dΨ
− 1

2

dF 2

dΨ
, (4.29)que possibilita determinar determinar Ψ e onsequentemente Bθ e Br (em tokamaks deseção não irular).No apêndie C, resolvemos a equação de Grad-Shafranov para tokamaks de seçãoirular. A solução enontrada é aproximada e é válida apenas para tokamaks de altarazão de aspeto. Tal equação foi resolvida substituindo a solução tentativa,30



Ψ = Ψ0(r) + ǫΨ1(r, θ), (4.30)onde
ǫ =

a

R0em 4.29 e onsiderando o desenvolvimento em potênias de ǫ, em que ǫ ≪ 1, de aordoom a metodologia desrita por [28℄. A solução enontrada foi
Ψ(r, θ) = Ψ0(r) +

dΨ0

dr
∆S(r) cos θ, (4.31)onde ∆S(r), que é onheido omo desloamento de Shafranov, é dado por

∆S(r) =
1

R0

∫ a

r

dr′
1

r′B2
θ0

∫ r′

0

dr′′
(

2µ0r
′′ dp

dr′′
− r′′B2

θ0

)

. (4.32)Nota-se que no limite r → a, ∆S(r → a) = 0, de forma que, quanto mais externasforem as superfíies magnétias, menor é a in�uênia do desloamento de shafranov.Se onsiderarmos apenas algumas superfíies magnétias, loalizadas próximas à fron-teira plasma-váuo e próximas umas das outras, om base no argumento aima, e aorede�nir R0, da forma R0 → R0 + ∆S(r = r0), onde r0 é um raio espeí�o próximo de
a, podemos utilizar a aproximação,

Ψ ≈ Ψ0(r), (4.33)na qual �a subentendido que r ≈ r0. Tal aproximação é onheida omo aproximaçãoloal e é a base para se onstruir um modelo simpli�ado para estudar analitiamente osZF e GAM loalmente, isto é, loalizados na borda da oluna de plasma. Ao longo destetrabalho onsideramos esta aproximação.Sendo assim, o ampo magnétio para tokamak de seção irular é dado por 4.20,ou seja,
B = B(r, θ) =

1

R

dΨ0

dr
êθ + Bφ(r, θ)êφ, (4.34)31



em que
Bθ0(r) =

1

R0

dΨ0

dr
e R0Bφ0(r) = RBφ(r, θ) = F (Ψ0). (4.35)Desta forma �a determinado o ampo magnétio para um tokamak de seção irularem termos do ampo magnétio de um sistema ilíndrio,

B =
R0

R

(

ε

q
êθ + êφ

)

Bφ0(r), (4.36)onde utilizamos
Bθ0(r) = f(r)Bφ0(r) =⇒ f(r) =

Bθ0(r)

Bφ0(r)
=

r/R0

rBφ0R0/R

R0Bθ0R0/R

=
ε

q
. (4.37)No limite ε → 0, voltamos ao problema unidimensional, pois utilizando 4.20 podemosesrever 4.28 omo

d

dr

(

p +
B2

θ0 + B2
φ0

2µ0

)

= −B2
θ0

r
, (4.38)em que neste limite Bφ0 → Bz, e portanto 4.38 se reduz a 4.14.O interesse em resolver o problema bidimensional, para tokamaks de seção irular,é obter a dependênia em θ do ampo magnétio, a qual surge omo onsequênia da ur-vatura geodésia do tokamak. Esta urvatura geodésia é a responsável pelo surgimentode ZF e GAM no plasma, onforme é mostrado no apítulo 5.Como utilizamos a aproximação Ψ ≈ Ψ0(r) e vimos anteriormente que p = p(Ψ) ≈

p(Ψ0) então onsideramos p = p(r) e ρ = ρ(r) no ENR, em que a última ondição éobtida onsiderando o plasma omo um gás perfeito no equilíbrio,
p = niTi + neTe ≈ 2nT, (4.39)onde ni ≈ ne = n é a densidade de íons4 e ne é a densidade de elétrons e onsideramos4Íons por unidade de volume 32



Figura 4.3: Desloamento de Shafranov (∆S): Seção transversal de um tokamak deseção irular no qual são mostradas as superfíies magnétias.que a temperatura dos íons e dos elétrons são próximas, Ti ≈ Te = T (r) 5.4.2.2 Equilíbrio om rotação (ER)Para o estudo de rotações no equilíbrio, partimos das equações 4.1�4.6. Iniialmenteombinamos 4.2 e 4.3 e utilizamos a identidade vetoriai A.12 para esrever a equação dobalanço de momento omo
∇

(

p +
B2

2µ0

)

=
1

µ0
(B · ∇)B − ρ(v · ∇)v. (4.40)A seguir desenvolvemos a equação da ontinuidade

(∇ · v)ρ + (v · ∇)ρ = 0 (4.41)e expressamos a onservação da entropia omo a evolução da pressão,
γ(∇ · v)p + (v · ∇)p = 0. (4.42)Ao invés de resolver este sistema de equações no sistema de oordenadas pseudo-5Consideramos que qualquer desequilíbrio na temperatura ao longo de uma superfíie magnétia éinstantaneamente estabilizado, ou seja, a ondutividade térmia poloidal e toroidal é onsiderada in�nita,dai segue T = T (Ψ) ≈ T (r). 33



toroidais, utilizamos um outro sistema, o qual está relaionado om a urvatura geodésiado ampo magnétio, om as superfíies magnétias e om o movimento de deriva. Talesolha é onveniente, não apenas neste apítulo, mas também e, prinipalmente, nospróximos apítulos.Os versores, já menionados anteriormente, deste sistema de oordenada são de�nidospor
êΨ =

∇Ψ

‖∇Ψ‖ , ê‖ =
B

B
e ê⊥ = êΨ × ê‖, (4.43)de forma que, omo E = dΦ

dΨ
êΨ, podemos utilizar a lei de Ohm, 4.5, para expressar aveloidade omo

v = ω0Rê⊥ + u0R0ê‖, (4.44)onde
ω0 ≈ − 1

RBφ

dΦ

dΨ
, (4.45)está assoiada à veloidade de deriva e

u0 =
v · ê‖

R0
(4.46)representa a omponente da veloidade paralela ao ampo magnétio.Ao onsiderar ε ≪ 1 e aproximar loalmente (êΨ ≈ êr), podemos de�nir os seguintesoperadores

∇‖ = ê‖ · ∇ =
1

qR0

∂

∂θ
e∇⊥ = ê⊥ · ∇ = − 1

εq

∂

∂θ
, (4.47)de forma que as equações 4.42 e 4.43 são dadas por

ρ = Dθρ e (4.48)
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p =
1

γ
Dθp, (4.49)onde o operador Dθ é dado por

Dθ =
v · ∇
∇ · v =

(εu0R0 − qω0R)

[(2qω0R − εu0R0) sin θ + R∂θu0]

R

R0

1

ε

∂

∂θ
. (4.50)Primeiramente onsideremos o aso de rotação puramente toroidal (ETRF). Este tipode rotação é deorrente da transferênia de momento de partíulas muito energétias in-jetadas no plasma. Tal injeção de partíulas é feita em muitos tokamaks om o intuito deaumentar a temperatura do plasma [29℄. Devido à alta energia destas, parte do momentoé transferida ao plasma ausando a rotação deste. A veloidade de equilíbrio [29, 30℄,neste aso, é dada por

v = vT êφ = ωT (Ψ)Rêφ ≈ ωT (r)Rêφ. (4.51)Se utilizarmos a transformação do sistema de oordenada pseudo-toroidal para osistema em que estamos trabalhando (equação D.4 apresentado no apêndie D), êφ =

ê‖ + (ε/q)ê⊥, podemos esrever as omponentes binormal e paralela da veloidade em4.51 omo
ω0(r) =

ε

q

R0

R
u0 e u0(r, θ) = ωT (r)

R

R0

. (4.52)Nota-se que a substituição de 4.52 em 4.50 deixa o operador Dθ inde�nido. Sendoassim, não é possível, somente om estas informações, obter p e ρ. Entretanto onside-ramos onheidas tais grandezas. De aordo om [29℄, tais grandezas foram obtidas apartir da resolução da equação inétia das ondas de deriva [30℄ e onsiderando o plasmaomo um gás perfeito. Sendo assim, a densidade e a pressão de equilíbrio são dadas por
ρ = n(Ψ)mi exp

[

− miv
2
T

2T (Ψ)

] e p = 2
ρ

mi
T (Ψ). (4.53)35



Este �uxo toroidal de equilíbrio, v = vT êφ, ria um ampo elétrio de equilíbrio, oqual, de aordo om a equação 4.45, é dado por
E = −dΦ

dΨ
êΨ =

ε

q
BφωT RêΨ. (4.54)Há também um outro tipo de rotação, a rotação binormal (rotação toroidal e poloidal),que surge no plasma em deorrênia da existênia de um ampo elétrio. Tal ampoelétrio é riado pela difusão ambipolar de partíulas arregadas [17℄. Neste aso, aveloidade de equilíbrio é uma onsequênia do movimento de deriva,

v = vd =
E × B

B2
= vθêθ + vφêφ, (4.55)onde

vθ = − E

Bφ
e vφ = −ε

q
vθ =⇒ vθ

vφ
∼ 1

ε
≫ 1. (4.56)Pelas equações 4.55 e 4.56, nota-se que o sentido de rotação oorre prinipalmente nadireção poloidal, pois vθ ≫ vφ. Tal veloidade de equilíbrio também pode ser desritaomo

v = ω0Rê⊥, ω0(r) = ω⊥ = − 1

BR

dΦamb.
dr

, (4.57)onde Φamb. é o potenial assoiado ao ampo elétrio ambipolar. Esta forma de esrever
v é a que usaremos nos próximos apítulos.A densidade e a pressão são dadas pela resolução das equações 4.48 e 4.49, em que ooperador Dθ é dado por

Dθ = − 1

2ε

R

R0

∂

∂θ
, (4.58)para este tipo de equilíbrio (EBRF).As soluções de tais equações são dadas por
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ρ = ρr(r)
R2

0

R2
e p = pr(r)

R2γ
0

R2γ
, (4.59)onde utilizamos ρr e pr para desiginar a parte da densidade e da pressão que dependeuniamente da oordenada radial, r.A dependênia de ρ e p om 1/R2 é expliável �siamente pelo fato de a rotaçãodo plasma na direção poloidal fazer om que a densidade do plasma tenda a aumentarna borda interior da oluna de plasma. Tal aumento é uma onsequênia da urvaturageodésia do tokamak, pois a borda interna de um toroide possui um omprimento aolongo da direção toroidal menor do que a borda externa. Tal diferença de omprimento emtoroides é onheida omo efeito da toroidiidade. Este pequeno aumento na densidadee na pressão é uma onsequênia direta da diminuição da veloidade na borda interior eda onservação do �uxo de partíulas, ρvθ é uma onstante om relação a θ.4.3 Disussão sobre EBRFSe onsiderarmos a omponente binormal ou a omponente paralela da equação dobalanço de momento, 4.40, para o aso espeí�o de rotação binormal, veri�a-se que ρ e

p dados por 4.59 não satisfazem tal equação. Isto se deve ao fato de não onsiderarmos oampo elétrio na equação do balanço de momento. Entretanto, onforme a análise quefazemos a seguir, podemos desprezar o termo ρ(v · ∇)v na equação 4.40.A partir de parâmetros onheidos para o tokamk TEXTOR [31℄, estimamos a ordemde grandeza do termo ρ(v · ∇)v em 4.40 e omparamos om o termos (B · ∇)B. Paratal omparação, utilizamos
vθ ≈

Er

Bφ
, Bθ ≈

µoIP

2πa
e ρ ≈ nmi, (4.60)de forma que

B2
θ

µ0
=

µ0I
2
P

4π2a2
e ρv2

θ =
nmiE

2
r

B2
φ

. (4.61)Tal omparação resulta que
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B2
θ

µ0
≫ ρv2

θ , (4.62)para o aso do TEXTOR, o que india que, pelo menos neste aso, podemos desprezar otermo ρv2
θ na equação 4.40.Torna-se onveniente, então, reorrer às equações da ontinuidade e da onservaçãode entropia, 4.41 e 4.42, ou 4.48 e 4.49, ujas soluções são dadas por 4.59. Entretanto,no limite em que ω0 → 0, devemos ter ρ = ρr(r) e p = pr(r). Sendo assim, trata-sede um problema araterizado por uma variação desontínua da densidade e da pressão,sendo este fato, portanto, uma rítia ao modelo proposto. Este modelo ertamente não éadequado para desrever o equilíbrio no limite em que o ampo elétrio ambipolar é muitopequeno, O(ε2γ), om γ > 1/2, pois haveria uma desontinuidade abrúpta da ordem de

ε na densidade e na pressão durante a transição entre um ampo elétrio ambipolar nulopara um ampo ambipolar �nito.Nos apítulos que se seguem utilizaremos prinipalmente as derivadas om relação à
θ da pressão e da densidade,

∂ρ

∂θ
= 2α

R0

R
ρε sin θ e ∂p

∂θ
= 2β

R0

R
γpε sin θ, (4.63)onde α = β = 1 se houver rotação de equilíbrio, e α = β = 0 se não houver rota-ção. Introduzimos as onstantes α e β para voltarmos ao resultado sem rotação quandotomarmos o limite ω0 → 0.4.4 Sumário sobre equilíbrioEsta seção tem o objetivo de organizar de forma lara os resultados enontrados eque serão utilizados no apítulo 6. Conforme �ará laro mais adiante, é onvenienteexpressar a veloidade de rotação em termos do número de Mah, o qual é de�nido omoa razão entre a veloidade de equilíbrio e a veloidade do som no plasma. Em outraspalavras, de�nimos o número de Mah toroidal omo

MT =
u0R0

cs0

=
ωT

ωs0
(4.64)e o número de Mah binormal omo 38



M⊥ =
ω⊥R

cs0

=
ω⊥

ωs0
, (4.65)onde ωs0 é a frequênia assoiada à veloidade do som no plasma, a qual é dada por

cs0
= ωs0R0 ≈

√

2γT (Ψ)

mi

=

√

γp

ρ
, (4.66)onde mi é a massa dos íons e T (Ψ) é a temperatura dos íons que onsideramos estar emequilíbrio térmio om os elétrons6.A seguir, reunimos as informações mais importantes sobre ada tipo de equilíbrio, asquais serão extensivamente utilizadas nos próximos apítulos. Tais informações oloadasna forma de equações são apresentadas a seguir:

• ENR � Equilíbrio sem rotação
ω0 = 0 e u0 = 0

ρ0 = ρ0(r) e p0 = p0(r)

∂ρ0

∂θ
=

∂p0

∂θ
= 0

ρ0 = ρ0(r) (4.67)
• ETRF � Equilíbrio om rotação toroidal6Consideramos, neste modelo, que os íons e os elétrons possuem a mesma temperatura.
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ω0 =
ε

q

R0

R
u0 e u0 =

R

R0
MT ωs0

ρ0 = ρ0r
(r) exp

(

−M2
T

R2

R2
0

) e p0 =
ω2

s0

γ
ρ0

∂ρ0

∂θ
= 2γM2

T

R

R0
ρ0ε sin θ e ∂p0

∂θ
= 2M2

T ρ0ω
2
s0R0R

ρ0 = ρ0r
(r)e−M2

T

(

1 + O(ε2)

)

≈ ρ0r
(r)e−M2

T (4.68)
• EBRF � Equilíbrio om rotação binormal

ω0 = M⊥ωs0 e u0 = 0

ρ0 = ρ0r
(r)

R2
0

R2
e p0 = p0r(r)

R2γ
0

R2γ

∂ρ0

∂θ
= 2α

R0

R
ρ0ε sin θ e ∂p0

∂θ
= 2βγ

R0

R
p0ε sin θ, α = β = 1

ρ0 = ρ0r
(r)

(

1 + O(ε2)

)

≈ ρ0r
(r) (4.69)Nas equações 4.67�4.69, de�nimos a média sobre uma superfíie magnétia da densi-dade omo

ρ0 =

∫

S
dSρ0(r, θ)
∫

dS
, dS = rRdθdφ (4.70)e voltamos a utilizar o índie 0 para desrever as grandezas de equilíbrio, já que, para ospróximos apítulos, a ausênia de tal índie poderá ausar onfusão de notação.
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Capítulo 5Físia básia dos ZF e GAMNeste apítulo, primeiramente derivamos a frequênia de ondas aústias em geome-tria retangular (uma dimensão) utilizando o sistema de oordenadas artesianas e on-siderando o ampo magnétio e o ampo elétrio de equilíbrio nulos e, posteriormente,fazemos a mesma derivação mas em sistemas toroidais om ampo magnétio não nulo.Desrevemos detalhadamente, do ponto de vista físio, os �uxos zonais (ZF) e os modosaústios geodésios (GAM) onsiderando o equilíbrio sem rotação (ENR).5.1 Ondas aústias em geometria retangularA utilização de geometria retangular é a forma mais simples de derivar a relação dedispersão de ondas de som. Apesar de o limite de validade ser restringido à aproximaçãomuito loal, tal derivação em geometria retangular é útil para entender, do ponto de vistafísio, a origem das ondas de som no plasma.Ao trabalharmos em geometria retangular, utilizamos oordenadas artesianas pararepresentar as oordenadas pseudo-toroidais, de forma que x → r, y → θ e z → φ,onforme mostra a �gura 5.1.A derivação da relação de dispersão para ondas aústias, em geometria artesiana, éfeita de forma análoga à do apítulo 3. Consideram-se as equações da MHD perturbadasaté primeira ordem, porém, omo o ampo elétrio perturbado é o responsável pelasosilações, é neessário onsiderar o plasma omo onstituído por dois �uidos: o de íonse o elétrons. Representamos as grandezas físias por ξ(x, t) = ξ0(x) + ξ1(x, t), omo�zemos no apítulo 3 e onsideramos o ampo elétrio de equilíbrio, o ampo magnétioe a veloidade de equilíbrio nulos, mas o ampo elétrio perturbado não nulo:
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Figura 5.1: Aproximação loal das oordenadas pseudo-toroidais para oordenadas ar-tesianas
E0 = B = v0 = 0, E1 = −∇Φ1, v1 = v1êx. (5.1)Sendo assim, as grandezas físias perturbadas são da forma ξ1 = Cei(kx−ωt), em que

C é uma onstante. Tal tipo de função nos permite a seguinte substituição:
∇ → ik = ikêx e ∂

∂t
→ −iω, (5.2)onde k representa o vetor de propagação de onda, que onsideramos na direção x e ω éa frequênia de osilação. Sendo assim, as equações para os íons a serem resolvidas sãodadas por

−iωmin0v1 + ikΦ1en0 + ikpi1 = 0, (5.3)
−iωni1 + ikn0vi1 = 0, (5.4)

p1 = γni1Ti e (5.5)42



k2Φ1 =
e

ε0

(

ni1 −
eΦ1n0

Te

)

, (5.6)onde as grandezas om índie i referem-se aos íons, e n0 = ne0 = ni0 é a densidade deíons, ou de elétrons no equilíbrio. Também utilizamos a aproximação de Boltzmann, emque a densidade de elétrons perturbada é ne1 = n0 exp(en0Φ1/Te).Trata-se de um sistema de quatro equações om quatro inógnitas, ni1, pi1, Φ1, vi1.Determina-se a a frequênia de osilação dessas grandezas, ω, admitindo-se existe umasolução não trivial para elas. Sendo assim, a frequênia de osilação é dada por
ω2 = k2

(

1

1 + k2λD

Te

M
+ γ

T

M

)

, (5.7)onde λD =
√

ε0Ten0e
2 é o omprimento de Debye, que, em se tratando de ondas de som,pode ser desprezada em primeira aproximação na expressão 5.7 [17℄. A veloidade dosom no plasma é dada por

ω

k
= cs =

√

γT + Te

mi
, (5.8)de aordo om a derivação utilizada por F. Chen [17℄.Observamos assim que o ampo elétrio osila devido à inéria dos íons e ao mo-vimento destes na direção x, ou radial para o aso do tokamak. A veloidade do somtambém pode ser expressa por

cs =
√

γp/ρ, (5.9)onde desprezamos a razão entre a massa do elétron e a do íon, m/M ∼ 0, de forma que
p ≈ n(γT + Te), onde n é a densidade de íons e elétrons onsiderando a aproximação dequasi-neutralidade e onsiderando γe = 1 e ρ ≈ nM .Esta relação de dispersão é loal, no sentido em que ela não leva em onta o efeitoda toroidiidade do ampo magnétio. Por isso, quando se onsidera a geometria doonjunto todo, tal omo em tokamaks, torna-se inonveniente o uso de oordenadasartesianas para resolver o problema. No aso de sistemas toroidais, a urvatura geodésiado ampo magnétio altera o valor da frequênia de osilação do ampo elétrio, onforme43



é mostrado a seguir.5.2 GAM em sistemas toroidaisConsiderando plasmas sem rotação de equilíbrio, isto é, v0 = 0, as equações 3.24�3.28,que desrevem a dinâmia do plasma na ondição perturbada, são dadas por
−iωρ0v1 + ∇p1 − J1 × B = 0, (5.10)

−iωρ1 + ρ0∇ · v1 = 0, (5.11)
E1 + v1 × B = 0, (5.12)

−iωp1 + γp0∇ · v1 = 0 e (5.13)
∇ · J1 = 0, (5.14)onde o ampo magnétio, espei�ado no apítulo 4 (4.36 e 4.43), é dado por

B = Bê‖ = Bφ[(ε/q)êθ + êφ)], (5.15)e o ampo elétrio, onsiderado omo sendo uma função apenas de Ψ, é dado por
E1 = E1(Ψ)e−iωt

êΨ. (5.16)Como pode ser notado nas equações 5.15 e 5.16, é onveniente utilizar o sistema deoordenadas de�nido pelos versores (êΨ, ê‖, ê⊥) [32℄, onforme �ará laro mais adiante.44



Para a derivação da relação de dispersão e das grandezas físias, é onveniente utilizaro sistema de oordenadas de�nido pelos versores êΨ, ê‖ e ê⊥, onforme india 5.15 e 5.16.Também é onveniente de�nir a grandeza ω1, om dimensão de frequênia, por
ω1 = ω1(Ψ) =

E1(Ψ)

BR
. (5.17)Ao multipliar 5.12 vetorialmente por ê‖, obtemos a omponente binormal de v1,porém, ao multipliar 5.10 esalarmente por ê‖, obtemos a omponente paralela de v1,de forma que

v1 = ω1Rê⊥ + u1R0ê‖, (5.18)onde
ω1 = − 1

BR

dΦ1

dr
e u1 = −i

1

R0

∇‖p1

ρ0ωem que também utilizamos as identidades vetoriais A.1 e A.2 para derivar 5.18.De 5.11 obtemos
ρ1 = −i

ρ0

ω
∇ · v1 (5.19)que, ao ser utilizada em onjunto om a relação

γp0

ρ0
= c2

s0
= ω2

s0R
2
0, onde ωs0 = ωs0(Ψ) (5.20)em 5.13, nos fornee

p1 = ω2
s0R

2
0ρ1. (5.21)Ao tomar as omponentes êΨ e ê⊥ de 5.10, obtemos as prinipais omponentes de J1:

J1Ψ =
1

B

(

−iρ0ω1ωR + ∇⊥p1

) e J1⊥ = − 1

B
∇Ψp1. (5.22)45



Utilizando o teorema da divergênia de Gauss, A.14, e a ondição de quasineutra-lidade do plasma, 5.14, obtemos a equação que fornee a relação de dispersão, maisexpliitamente:
∫

V

∇ · J1dV =

∫

S

J1 · dS = 0. (5.23)Convenientemente, esolhe-se a superfíie S omo sendo uma superfíie magnétia, S =

rdθRdφ =⇒ dS = RrdθdφêΨ, de forma que
∫

S

J1 · dS =

∫ 2π

0

rdφ

∫ 2π

0

dθRJ1Ψ = 0, (5.24)A equação 5.24, além de forneer a relação de dispersão, onforme será veri�adomais adiante, também nos diz que a média sobre uma superfíie magnétia, Ψ = onst.,da densidade de orrente é nula. Tal média é dada por
〈J1Ψ〉 =

∫

S
J1 · dS
∫

S
dS

=
1

2πR0

∫ 2π

0

dθRJ1Ψ = 0. (5.25)As equações 5.18�5.22 e 5.25 onstituem um sistema ompleto que, ao ser resolvido,fornee a frequênia de osilação e as autofunções dos ZF e GAMs. Ao substituir 5.19em 5.21, utilizando 5.18, obtém-se uma equação diferenial para p1;
p1 = −i

ρ0ω
2
s0R

2
0

ω

(

2ω1 sin θ +
ε

q

R0

R
sin θ +

1

q

∂u1

∂θ

)

≈ −i
ρ0ω

2
s0R

2
0

ω

(

2ω1 sin θ +
1

q

∂u1

∂θ

)

,(5.26)onde utilizamos que
u1 = −i

∇‖p1

ρ0ωR0

e v1 = ω1Rê⊥ + u1R0ê‖ (5.27)e a relação D.8. Ao utilizar D.4 bem omo a simetria no ângulo azimutal,φ, podemosreesrever 5.26 omo
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p1 = −i
ρ0ω

2
s0R

2
0

ω

(

2ω1 sin θ − i

q2ρ0R2
0ω

∂2p1

∂θ2

)

=⇒
(

1 +
ω2

s0

q2ω2

∂2

∂θ2

)

p1 = −2iω2
s0R

2
0

ω
ω1 sin θ,(5.28)e uja solução para p1 é dada por

p1 =
2iq2Ω

1 − q2Ω2
ρ0ωs0ω1R

2
0 sin θ, (5.29)onde utilizamos a frequênia adimensional de�nida por

Ω =
ω

ωs0
(5.30)para simpli�ar a notação.Ao substituir 5.29 em 5.22, obtemos a omponente êΨ da densidade de orrente,

J1Ψ ≈ −iρ0ω1ωs0ΩR

Bφ0R0

(

R +
1

ε

2q2R0

1 − q2Ω2
cos θ

) (5.31)onde utilizamos também D.4.Ao substituir 5.31 em 5.25, obtemos a relação de dispersão para a frequênia deosilação:
∫ 2π

0

dθR

(−iρ0ω1ωs0ΩR

Bφ0R0

)(

R +
1

ε

2q2R0

1 − q2Ω2
cos θ

)

=⇒ Ω

(

1 +
2q2

1 − q2Ω2

)

= 0 (5.32)em que foi utilizada a relação D.16 para resolver a integral. Tal relação de dispersãopossui as seguintes soluções
Ωz,nr = 0 e Ωg,nr = fg,nr, onde fg,nr =

√

2 +
1

q2
, (5.33)que orrespondem, respetivamente, a frequênia dos ZF e a frequênia dos GAM.A seguir expliamos o meanismo físio dos GAM. As grandezas físias para tal expli-ação são obtidas tomando-se a parte real das equações anteriores, uma vez que somente47



a parte real tem um signi�ado físio, de forma que expliitamos a dependênia temporalde tais grandezas físias. Utilizamos notação � ξ̃�, para expressar a parte de ξ dependentesomente das oordenadas.Um ampo elétrio, na direção perpendiular as superfíies magnétias,
E1 = Ẽ1(Ψ) cos (ωt), (5.34)(parte real de 5.16) juntamente om o ampo magnétio, B = Bê‖, produz um movi-mento de deriva no plasma,

v1 =
Ẽ1

B

[

ê⊥ − 1

q
cos θê‖

]

cos (ωt) (5.35)(parte real de 5.18, utilizando também 5.29), na direção binormal. Entretanto a toroi-diidade do tokamak produz um �uxo na direção do ampo elétrio (−1
q
cos θ), que fazom que haja uma perturbação na densidade do plasma,

ρ1 = −
√

2 +
1

q2

Ẽ1

BRωs0
ρ0(Ψ) sin θ sin (ωt), (5.36)proporional ao divergente da veloidade, onforme 5.19. Como a pressão está direta-mente relaionada om a densidade, também oorre uma perturbação da pressão,

p1 = −
√

2 +
1

q2

Ẽ1

BR
ρ0ωs0R

2
0 sin θ sin (ωt), (5.37)(as equações 5.36 e 5.37 foram obtidas de 5.21, 5.29 e 5.33). Tanto a veloidade de deriva,quanto a pressão produzem uma orrente super�ial que transporta arga elétria atravésdas superfíies magnétias de forma a anular o ampo elétrio iniial, E1. Isto pode servisto na equação de momento, 5.10, uja omponente binormal de J1 pode ser esritaomo

J1Ψ =
1

B

(

ρ0
∂v1⊥

∂t
+ ∇⊥p1

)

, (5.38)que, de aordo om 5.31, pode ser mais expliitamente dada por48



J1Ψ = −ρ0ωs0R0
Ẽ1

B2

(

1 − 1

ε
cos θ

)

sin (ωt). (5.39)Devido à inéria do plasma, surge este modo de osilação, uja frequênia possui umaparte relaionada a ondas de som no plasma e outra parte relaionada à urvatura geodé-sia do ampo magnétio. Em outras palavras, os GAM estão relaionados diretamenteom a divergênia da veloidade perturbada,
∇ · v1 =

Ẽ1

BR

(

2 +
1

q2

)

sin θ, (5.40)que, de aordo om 5.35 e D.21, não se anula. A inompressibilidade do plasma produzesses modos que estão diretamente relaionados om a frequênia de ondas sonoras, ωs0,e om a urvatura geodésia do ampo magnétio,ou seja,
ωg,nr = fg,nrωs0, (f 2

g,nr = 2 +
1

q2
) (5.41)de forma que o termo 1

q2 está relaionado om as ondas de som e o termo 2, om aurvatura geodésia do ampo magnétio. Isto pode ser visto pela fórmula derivada em[16℄, que é válida para um sistema toroidal genério,
ω2

∫

∣

∣ρ1

∣

∣

2
dS =

γp0

ρ0

[
∣

∣

∫

ρ1B
−4(∇Ψ × B) · ∇B2dS

∣

∣

2

∫ ∥

∥∇Ψ
∥

∥

2
B−2dS

+

∫

B−2
∣

∣B · ∇ρ1

∣

∣

2
dS

]ou
Ω2 =

R2
0

∫ ∣

∣ρ1

∣

∣

2
dS

[
∣

∣

∫

ρ1B
−3
∥

∥∇Ψ
∥

∥∇⊥B2dS
∣

∣

2

∫ ∥

∥∇Ψ
∥

∥

2
B−2dS

+

∫

B−2
∣

∣B∇‖ρ1

∣

∣

2
dS

]

, (5.42)onde  é o jaobiano referente ao sistema de oordenadas adotado. O primeiro termodo lado direito de 5.42 é devido ao movimento ao longo da direção binormal e estáassoiado à urvatura geodésia do ampo magnétio (∇⊥B2). Já o segundo termorepresenta ondas de som omum se propagando ao longo das linhas de ampo magnétio(∇‖ρ1).Como Ψ, B e  são determinados pela geometria do sistema em questão, só preisamos49



onheer a grandeza ρ1 para alular a frequênia de osilação Ω. Para um tokamak deseção irular e alta razão de aspeto, temos
Ψ = h(r), B ≈ Bφ0(r)[1 − (ε/2)(eiθ + e−iθ)]ê‖ e  = rR0[1 + (ε/2)(eiθ + e−iθ)](5.43)e ρ1 pode ser desenvolvido em série de Fourier,

ρ1 = e−iωt
∞
∑

m=−∞

ρ1m(r)eimθ, (5.44)na oordenada poloidal θ. Consideramos também que há simetria axial, ou seja, n = 0,do ontrário
ρ1 = e−iωt

∞
∑

n=−∞

∞
∑

m=−∞

ρ1mn(r)ei(mθ+nφ). (5.45)Ao substituir 5.43 e 5.44 em 5.42, obtemos
Ω2 ≈ R2

0

(
∫ 2π

0

dθ
∣

∣

∣

∞
∑

m=−∞

ρ1m(r)imθ
∣

∣

∣

2
)−1

×
{

1

R2
0

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 2π

0

dθi

( ∞
∑

m=−∞

ρ1mei(m+1)θ −
∞
∑

m=−∞

ρ1mei(m−1)θ

)

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

1

q2R2
0

∫ 2π

0

dθ
∣

∣

∣
i

( ∞
∑

m=−∞

ρ1mei(m+1)θ −
∞
∑

m=−∞

ρ1mei(m−1)θ

)

∣

∣

∣

2
}

. (5.46)Ao supor que ρ1 ∝ sin θ, ou seja, as duas únias omponentes de ρ1m são ρ1−1 e ρ11,om ρ1−1 = −ρ11, a equação 5.46 pode ser esrita omo
Ω2 =

(

2|ρ11|2
)−1

{

2|ρ11|2 + 2|ρ11|2 + 2|ρ11|2
1

q2

}

= 2 +
1

q2
. (5.47)Portanto, onlui-se om base em 5.42, 5.46 e 5.47 que os GAM são ausados peloaoplamento dos modos n = 0, m = ±1 da densidade (ou pressão) om os modos n = 0,50



Figura 5.2: Grandezas físias relevantes para a desrição dos GAM no tokamak
m = 0 do ampo elétrio e n = 0, m = ±1 do ampo magnétio, onde n é o modo referenteao ângulo toroidal(φ) e m ao ângulo poloidal (θ). Além disso, vemos que o termo 2 de
Ω2 está relaionado om a urvatura geodésia do ampo magnétio, enquanto o termo
1/q2 são ondas aústias em plasmas magnetizados. Se não onsiderarmos alta razãode aspeto e tokamaks om simetria toroidal, laramente vemos que outros modos alémde n = 0 e m = ±1 de ρ1(p1) in�ueniariam nos álulos. Na �gura 5.2, mostramos oesquema dos GAM em um tokamak do ponto de vista geométrio.Por outro lado, os ZF surgem quando o plasma se omporta omo um �uido om-pressível, ou seja, se

∇ · v1 = 0 (5.48)de aordo om 5.19 e 5.21 teríamos ρ1 = p1 = 0 = e, de aordo om 5.22 e 5.32, teríamostambém J1Ψ = J1⊥ = 0, sendo assim, não há osilações temporais do ampo elétrio,assim omo de outras grandezas físias. Entretanto a existênia de um �uxo binormale da não divergênia deste �uxo é ompensada om um �uxo da direção paralela aoampo magnétio. Se deompusermos a veloidade perturbada na omponente binormale paralela ao ampo magnétio, ou seja,
v1 = ω1Rê⊥ + u1R0ê‖, (5.49)de aordo om D.21 teríamos u1 = 2qω1 cos θ. Este é o �uxo de retorno ao longo das linhas51



de ampo magnétio ausado pela presença do �uxo binormal e pela inompressibilidadedo plasma. Desta forma temos
v1 =

Ẽ1

B

[

ê⊥ + 2q cos θê‖

]

cos (ωt). (5.50)Este resultado está de aordo om [23℄, que fornee a mesma expliação físia, porém deforma não tão lara.Ao obtermos as grandezas físias perturbadas (ρ1, p1 e v1) neste apítulo, notamosa dependênia om sin θ ou cos θ destas. Tal dependênia surgiu naturalmente ao en-ontrarmos os autovalores (ω ou Ω) e as autofunções assoiadas a eles (ρ1, p1 e v1). Nopróximo apítulo, o mesmo problema om rotação de equilíbrio é resolvido, entretanto,omo os álulos se tornam relativamente mais omplexos, adotamos uma metodologiaapropriada para lidar om esta omplexidade. Esta metodologia onsiste em testar solu-ções tentativas da forma ξ(r, θ) = ξs(r) sin θ + ξc(r) cos θ para as grandezas perturbadas.
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Capítulo 6Efeito da rotação nos ZF e GAM emtokamaks de seção irularConforme desrito no �nal do apítulo anterior, adotamos a metodologia de suporsoluções tentativas da forma ξ(r, θ) = ξs(r) sin θ + ξc(r) cos θ para v1, ρ1 e p1, om ointuito de enontrar as frequênias dos ZF e GAM na presença de rotação de equilíbrio.Consideramos, ainda, apenas o modo n = m = 0 do ampo elétrio perturbado. Termosde ordem O(ε2) são desprezados em omparação om termos de ordem 1 e ε, de formaque ainda onsideramos a aproximação de alta razão de aspeto neste apítulo.Partimos das equações da MHD ideal derivadas no apítulo 3, 3.24�3.28, que podemser esritas omo
∫ 2π

0

dθRJ1Ψ = 0 (6.1)
−iωv1 + F +

1

ρ0
∇p1 −

1

ρ0
J1 × B = 0 (6.2)

−iωρ1 + G + ρ0∇ · v1 = 0 (6.3)
−iωp1 + H + ρ0ω

2
s0R

2
0∇ · v1 = 0 (6.4)53



sendo que a veloidade e o ampo magnétio, onforme mostrado anteriormente (5.15,5.18, 4.36 e 4.44), são dados por
vi = ωiRê⊥ + uiR0ê‖, i = 0, 1 e

B ≈ Bφ0
R0

R
ê‖, (6.5)em que ωi = ωi(r) e ui = ui(r, θ) para tokamaks de seção irular.Nas equações 6.2�6.4, os termos F , G e H são dados por

F = F (v0, v1, ρ0, ρ1) = (v0 · ∇)v1 + (v1 · ∇)v0 +
ρ1

ρ0

(v0 · ∇)v0

G = G(v0, v1, ρ0, ρ1) = (v0 · ∇)ρ1 + (v1 · ∇)ρ0 + ρ1∇ · v0 e
H = H(v0, v1, ωs0, ρ0, p1) = (v0 · ∇)p1 +

1

γ
(v1 · ∇)(ω2

s0ρ0) + γp1∇ · v0. (6.6)A equação 6.1, a qual representa a quasineutralidade de uma superfíie magnétia, éanáloga ao aso sem rotação derivada no apítulo anterior, 5.25.Analogamente ao apítulo anterior, tomamos a omponente binormal de 6.2 paraobter J1Ψ,
J1Ψ =

R

Bφ0R0

(

−iωω1ρ0R + ρ0F⊥ + ∇⊥p1

)

, (6.7)que, ao ser substituida em 6.1, fornee
∫ 2π

0

dθρ0R
2

(

−iωω1R + F⊥ +
∇⊥p1

ρ0

)

= 0, (6.8)onde F⊥ = ê⊥ · F e ∇⊥ = −1/(εR0)∂θ, onforme desrito no apêndie D.A omponente paralela a B de 6.2 fornee a omponente paralela da veloidadeperturbada,
u1 = −i

(

F‖

ωR0

+
∇‖p1

ρ0ωR0

)

, (6.9)analogamente à forma omo foi feita no apítulo anterior para obter a equação 5.18.54



Nesta equação, F‖ = F · ê‖ e ∇‖ = 1/(qR0)∂θ (equação D.30 do apêndie D).Das equações 6.3 e 6.4, obtêm-se, respetivamente, a densidade perturbada e a pressãoperturbada:
ρ1 = −i

(

ρ0

ω
∇ · v1 +

G

ω

) e (6.10)
p1 = −i

[

ρ0ω
2
s0R

2
0

ω
∇ · v1 +

H

ω

]

. (6.11)As equações 6.8�6.11 onstituem um sistema ompleto nas inógnitas ω, u1, ρ1 e
p1. Como os ZF e GAM estão assoiados ao número poloidal m = 1 para u1, ρ1 e p1,propomos, para essas grandezas, soluções da forma,

ξ(r, θ) = ξs(r) sin θ + ξc(r) cos θ,de forma que tais equações podem ser reesritas omo
−iΩω1ωs0R0 + F⊥0 + εF⊥c −

p1s

ρ0R0
= 0, (6.12)

u1s =
−i

Ωωs0R0

(

F‖s −
p1c

qρ0R0

)

, (6.13)
u1c =

−i

Ωωs0R0

(

F‖c +
p1s

qρ0R0

)

, (6.14)
ρ1s =

−i

Ωωs0

[(

2ω1 −
u1c

q

)

ρ0 + Gs

]

, (6.15)
ρ1c =

−i

Ωωs0

(

u1s

q
ρ0 + Gc

)

, (6.16)
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p1s =
−i

Ωωs0

[(

2ω1 −
u1c

q

)

ρ0ω
2
s0R

2
0 + Hs

] e (6.17)
p1c =

−i

Ωωs0

(

u1s

q
ρ0ω

2
s0R

2
0 + Hc

)

, (6.18)onde as grandezas om índies 0, c e s representam, respetivamente, as omponentes de
(cos θ)0, cos θ e sin θ. Fizemos uso da propriedade

f(r) sin θ + g(r) cos θ = 0 ∀ θ =⇒ f(r) = 0 e g(r) = 0,para esrever as equações 6.12�6.18 e utilizamos a frequênia adimensional, Ω = ω/ωs0.Aproximamos a densidade de equilíbrio por
ρ0 ≈ ρ0 =< ρ0 >=

∫

dSρ0
∫

dS
=

1

2πR0

∫ 2π

0

dθRρ0, (6.19)ujo erro é dado por
σρ0

= |ρ0 − ρ0|. (6.20)Antes de resolver as equações 6.12�6.18, é onveniente simpli�á-las de�nindo asseguintes grandezas adimensionais:
F =

F

ω1ωs0R0
, G =

G

ρ0ω1
, H =

H

ρ0ω1ω2
s0R

2
0

p1 =
p1

ρ0ω1ωs0R
2
0

, u1 =
u1

ω1

e ρ1 =
ρ1ωs0

ρ0ω1

, (6.21)onde �am subentendidos os índies ⊥, ‖, 0, s e c, na equação 6.21. Sendo assim, asequações 6.12 a 6.18 são reesritas omo
−iΩ + F⊥0 + εF⊥c − p1s = 0, (6.22)
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u1s =
−i

Ω

(

F ‖s −
p1c

q

)

, (6.23)
u1c =

−i

Ω

(

F ‖c +
p1s

q

)

, (6.24)
ρ1s =

−i

Ω

[(

2 − u1c

q

)

+ Gs

]

, (6.25)
ρ1c =

−i

Ω

(

u1s

q
+ Gc

)

, (6.26)
p1s =

−i

Ω

[(

2 − u1c

q

)

+ Hs

] e (6.27)
p1c =

−i

Ω

(

u1s

q
+ Hc

)

. (6.28)Nas seções que se seguem, resolvemos as equações 6.22�6.28 para ada tipo de equi-líbrio; ENR, ETRF e EBRF.6.1 Equilíbrio sem rotação � ENRPara o equilíbrio sem rotação, ENR, temos
v0 =

∂ρ0

∂θ
=

∂p0

∂θ
= 0 =⇒ F = G = H = 0, (6.29)de aordo om 6.6. Sendo assim as equações 6.22�6.28 �am

−iΩ − p1s = 0, (6.30)57



u1s =
ip1c

qΩ
, (6.31)

u1c =
−ip1s

qΩ
, (6.32)

ρ1s =
−i

Ω

(

2 − u1c

q

)

, (6.33)
ρ1c =

−iu1s

qΩ
, (6.34)

p1s =
−i

Ω

(

2 − u1c

q

) e (6.35)
p1c =

−i

Ω

u1s

q
. (6.36)Ao substituir 6.36 e 6.35 em 6.31 e 6.32, respetivamente, obtemos u1,

u1 = u1s sin θ + u1c cos θ,

u1s = 0 e u1c =
2q

1 − q2Ω2
, (6.37)que, ao ser substituído em 6.33�6.36, nos permite obter ρ1 e p1,

ρ1 = ρ1s sin θ + ρ1c cos θ,

ρ1s =
2iq2Ω

1 − q2Ω2
, ρ1c = 0 e (6.38)
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p1 = p1s sin θ + p1c cos θ,

p1s = ρ1s e p1c = 0. (6.39)A substituição de p1s em 6.30 leva a equação para a frequênia Ω,
Ω

(

1 +
2q2

1 − q2Ω2

)

= 0, (6.40)ujas soluções são: Ω = 0, orrespondentes à frequênia dos ZF e Ω = 2 + 1/q2, or-respondente à frequênia dos GAM. Estes resultados são on�rmados pela equação 5.33,
Ωz,nr = 0 e Ωg,nr = fg,nr =

√

2 + 1/q2, do apítulo anterior.O erro da aproximação ρ0 → ρ0 é σρ0
= 0, de aordo om 6.19, 6.20 e D.20.6.2 Equilíbrio om rotação toroidal � ETRFPara o equilíbrio om rotação toroidal, ETRF, onforme o apítulo 4 (equação 4.68),temos
v0 = ω0Rê⊥ + u0R0ê‖,

ω0 =
ε

q

R0

R
u0 e u0 =

R

R0
MT ωs0,

∂ρ0

∂θ
= 2γM2

T

R

R0
ρ0ε sin θ e ∂p0

∂θ
=

ω2
s0R

2
0

γ

∂ρ0

∂θ
(6.41)de forma que, utilizando 6.32 e 6.33, podemos alular as grandezas dadas em 6.6 e obter

F⊥0 ≈ −MT

(

u1s +
MT

2
ρ1s

)

, F⊥c = F ‖c = 0, F ‖s ≈ 2δMT ,

Gs ≈ −2γM2
T sin θ, Gc = 0

Hs ≈ −2M2
T sin θ, Hc = 0, (6.42)sendo que os álulos detalhados desta substituição são apresentados no apêndie D(equação D.32). A onstante δ = 1 foi introduzida para ontestar o resultado obtidoem [29℄, que onsidera δ = 1/2 em seus álulos.59



Sendo assim, as equações 6.22 a 6.28 �am
−iΩ − MT u1s −

M2
T

2
ρ1s − p1s = 0, (6.43)

u1s = − i

Ω

(

2δMT − p1c

q

)

, (6.44)
u1c = − i

Ω

p1s

q
, (6.45)

ρ1s = − i

Ω

[

2(1 − γM2
T ) − u1c

q

]

, (6.46)
ρ1c = − i

Ω

u1s

q
, (6.47)

p1s = − i

Ω

[

2(1 − M2
T ) − u1c

q

] e (6.48)
p1c = − i

Ω

u1s

q
. (6.49)Substituindo p1s de 6.48 e p1c de 6.49, respetivamente em 6.45 e 6.44, obtém-se u1,

u1 = u1s sin θ + u1c cos θ,

u1s = i
2δMT q2Ω

1 − q2Ω2
e u1c =

2(1 − M2
T )q

1 − q2Ω2
. (6.50)A partir da substituição de u1 em 6.46�6.49, obtêm-se ρ1 e p1,
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ρ1 = ρ1s sin θ + ρ1c cos θ,

ρ1s =
2i(1 − γ)(q2Ω2 − M2

T )

Ω(1 − q2Ω2)
, ρ1c =

2δMT q

1 − q2Ω2
, e (6.51)

p1 = p1s sin θ + p1c cos θ,

p1s = i
2q2Ω(1 − M2

T )

1 − q2Ω2
, p1c =

2δMT q

1 − q2Ω2
. (6.52)Ao inserir u1s, ρ1s e p1s em 6.43, obtemos a equação para Ω,

Ω

(

1 +
2δq2M2

T

1 − q2Ω2
+

2q2(1 − M2
T )

1 − q2Ω2

)

+
1

Ω

(1 − γ)(q2Ω2 − M2
T )M2

T

1 − q2Ω2
= 0,que pode ser esrita de forma mais simpli�ada omo

Ω4 − 2f0,trΩ2 − f1,tr
Ω(1 − q2Ω2)

= 0, (6.53)onde
f0,tr = 1 +

1

2q2
+

(

δ − 1

2
− γ

2

)

M2
T e f1,tr =

(γ − 1)

q2
M4

T , (6.54)e ujas soluções são
Ωe

z,tr = −iΓz,tr, Ωi
z,tr = iΓz,tr e Ωg,tr = fg,tr (6.55)em que

Γz,tr =

(

√

f 2
0,tr + f1,tr − f0,tr)1/2 e fg,tr =

(

f0,tr +
√

f 2
0,tr + f1,tr)1/2

. (6.56)Podemos notar que, se δ = 1/2 em 6.54, teríamos o resultado obtido por [29℄, omexeção do termo M2
T ao invés de M4

T em f0,tr, entretanto, onsideramos que tal resultadoé inorreto, uma vez que, nos nossos álulos, δ = 1. Atribuímos o erro do artigo aoálulo do termo (u0 ·∇)v+(v ·∇)u0, em que u0 representa a veloidade de equilíbrio e va veloidade perturbada. Além disso, o artigo nos diz que há ondas de som se propagando61



no plasma, ou seja, Ω = 1
q
seria solução de 6.53, o que é failmente identi�ável omoinorreto, pois, basta veri�ar que tal valor anula o denominador de 6.53 e, portanto,não é uma solução aeitável. De fato, o termo 1/q2 aparee na solução, entretanto aurvatura geodésia do ampo magnétio faz om que as frequênias dos ZF e GAMsejam alteradas em relação à frequênia de ondas aústias (1/q2).Sendo assim, as soluções que obtivemos são dadas por 6.55 e 6.56, onde

f0,tr = 1 +
1

2q2
+

1 − γ

2
M2

T e f1,tr =
(γ − 1)

q2
M4

T . (6.57)No limite γ → 1, ou seja, no limite de ondutividade de alor in�nita, ou temperaturaonstante, a rotação toroidal não in�uenia os ZF e GAM, ou seja, neste limite, de aordoom 6.55, 6.56, 6.57 e as soluções de 6.40,
Ωz,tr(γ → 1) = Ωz,nr = 0 e Ωg,tr(γ → 1) = Ωg,nr =

√

2 +
1

q2
. (6.58)6.3 Equilíbrio om rotação binormal � EBRFPara o equilíbrio om rotação binormal, ou rotação de deriva, temos, onforme oapítulo 4 (equação 4.69),

v0 = ω0Rê⊥, ω0 = M⊥ωs0

∂ρ0

∂θ
= 2α

R0

R
ρ0ε sin θ e ∂p0

∂θ
= 2γβ

R0

R
p0ε sin θ =

β

α
ω2

s0R
2
0

∂ρ0

∂θ
. (6.59)As grandezas adimensionais são dadas por

F ‖s = M⊥

(

2
ε

q
+

u1c

ε

)

, F ‖c = −M⊥

ε
u1s,

F⊥0 = M⊥

(

M⊥

2
ρ1s −

ε

q
u1s

)

, F⊥c =
εM2

⊥

2
ρ1s

Gs =
M⊥

ε
ρ1c − 2α, Gc = −M⊥

ε
ρ1s

Hs =
M⊥

ε
p1c − 2β, Hc = −M⊥

ε
p1s, (6.60)62



onforme 6.21 e a equação D.33 do apêndie D.A substituição de 6.60 em 6.22�6.28 nos permite obter o seguinte onjunto de equa-ções:
−iΩ + M⊥

(

M⊥

2
ρ1s −

ε

q
u1s

)

− p1s = 0, (6.61)
u1s =

−i

Ω

[

M⊥

(

2
ε

q
+

u1c

ε

)

− p1c

q

]

, (6.62)
u1c =

−i

Ω

(

−M⊥

ε
u1s +

p1s

q

)

, (6.63)
ρ1s =

−i

Ω

[

2(1 − α) − u1c

q
+

M⊥

ε
ρ1c

]

, (6.64)
ρ1c =

−i

Ω

(

u1s

q
− M⊥

ε
ρ1s

)

, (6.65)
p1s =

−i

Ω

[(

2(1 − β) − u1c

q

)

+
M⊥

ε
p1c

] e (6.66)
p1c =

−i

Ω

(

u1s

q
− M⊥

ε
p1s

)

, (6.67)que podem ser esritas na forma matriial,
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. (6.68)

A equação 6.68 é uma equação do tipo M̂.V̂ = 0̂, onde M̂ e V̂ são matrizes nãonulas orrespondentes, respetivamente, às duas primeiras matrizes do lado esquerdo de6.68, e 0̂ a matriz nula orrespondente ao lado direito de 6.68. Para que não tenhamosa soluções trivial, ou seja, V̂ 6= 0̂, temos que impor a ondição de que o determinante de
M̂ se anule. Tal imposição fornee uma equação para Ω.No apêndie E, obtemos a equação deorrente de det M̂ = 0 e a resolvemos paraenontrar as soluções de Ω. Ao supor M⊥ ∼ 1, obtemos soluções da forma Ω ∼ 1/ε,que não são onsideradas aeitáveis partindo deste modelo, visto que, de aordo om oapítulo 3, tais frequênias de alto valor invalidam a aproximação de quasi-neutralidade.Entretanto, ao supor o regime de baixa rotação de equilíbrio, onsiderando M⊥ = εm⊥,onde m⊥ ∼ 1, enontramos soluções da forma Ω ∼ 1, as quais orrespondem à frequêniados ZF e GAM. Tais soluções obtidas são dadas por:

Ω = m⊥, Ω = (f0,br + f1,br)1/2 e Ω = (f0,br − f1,br)1/2, (6.69)onde
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f0,br = (1 − β + m2
⊥) +

1

q2
, f1,br =

√

(1 − β)2 +
4m2

⊥

q2
e β =

{

0 no limite ENR
1 om rotação (6.70)Pelas equações 6.69 e 6.70, observa-se que, no limite sem rotação, ou seja, β = 0 e

m⊥ = 0, obtemos o resultado antigo, Ω = 0 e Ω = fg,nr, que orresponde à frequêniados ZF e GAM sem rotação.Ao tomar β = 1 e m⊥ 6= 0, a frequênia dos ZF é
Ω = m⊥, (6.71)ou seja, no equilíbrio om rotação binormal os ZF apresentam uma frequênia não nula,o que atribuímos ao efeito doppler. No referenial do laboratório, devido à rotação deequilíbrio, observa-se que o ampo elétrio responsável pela formação de ZF osila omfrequênia ω = m⊥ωs0. Trata-se de um novo resultado que só é observado para este tipode rotação.A frequênia dos GAM são dadas por

Ω = m⊥ +
1

q
e Ω = m⊥ − 1

q
, (6.72)de forma que, para m⊥ = 1/q, temos Ω = 0 e Ω = 2/q. Para m⊥ = 2/q, as frequêniassão Ω = 1/q, que orresponde à frequênia de ondas de som; e Ω = 3/q, que é o triploda frequênia das ondas de som.Na equação 6.72 nota-se que que oorre o efeito doppler, visto que m⊥ está relaionadoom a frequênia de rotação e 1

q
om a frequênia de ondas aústias em plasmas detokamak.Mesmo para pequenas rotações de equilíbrio, M⊥ ∼ ε, as frequênias dos GAM sãoonsideravelmente alteradas. Trata-se de um resultado novo que nos permite onluirque, para ertos valores de rotação de equilíbrio, o efeito da urvatura geodésia pode seranulado (Ω ∝ 1/q). É possível, inlusive, obter a frequênia nula Ω = 0 para os GAM.Tais resultados poderão ser explorados no futuro om o intuito de reduzir o transporteturbulento.
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Capítulo 7Conlusões e propostas para trabalhosfuturosNeste trabalho, utilizamos as equações da MHD ideal perturbadas até primeira ordemom relação ao tempo para derivar a frequênia de osilação dos �uxos zonais (ZF) emodos aústios geodésios (GAM) em tokamaks de seção irular om alta razão deaspeto. Como tais equações, mesmo perturbadas, dependem de grandezas do equilíbrio,foi neessário estudar o equilíbrio em tais tokamaks.Fizemos isso onsiderando, iniialmente, plasmas sem rotação (ENR) e, posterior-mente, plasmas om rotação (ER) toroidal (ETRF) e binormal (EBRF). O problemade ENR para tokamaks de alta razão de aspeto possui solução analítia relativamentesimples na literatura, o que não oorre om o problema de ER, em que é neessárioonsiderar asos espeiais para enontrar uma solução analítia. O nosso objetivo, aoestudar o equilíbrio, foi enontrar a dependênia om o ângulo poloidal de tais grandezasde equilíbrio, pois tal dependênia é o que diferenia o equilíbrio em sistemas ilíndriosdo equilíbrio em sistemas toroidais, omo é o aso de tokamaks. Constatamos que aurvatura geodésia do tokamak e, onsequentemente, do ampo magnétio de equilíbriodeste, desempenha um papel fundamental no surgimento dos GAM e dos ZF.Os GAM são similares às ondas de som em plasmas, om a diferença de que, emsistemas toroidais, o plasma, mesmo estudado omo um �uido neutro, interage om oampo magnétio devido à urvatura geodésia destes, ou mais preisamente, devido àdependênia om o ângulo poloidal destes, o que na literatura é referido omo o aopla-mento do modo m = 0 do ampo elétrio om o modo m = 1 da densidade (pressão),ambos perturbados. Este aoplamento é ausado pela quebra da simetria poloidal, o queoorre em sistemas toroidais, mas não em sistemas ilíndrios. Os GAM surgem devido aduas araterístias esseniais: a perturbação da veloidade é ompressível, o que já era66



esperado, assim omo oorre na propagação de ondas de som; e as superfíies magnétiassão eletriamente neutras. Embora haja �uxos de orrente elétria através das superfíiesmagnétias, do ontrário não existiria um ampo elétrio osilante, tais �uxos variam dedireção e de intensidade om a posição de forma que a média ao longo de uma superfíiemagnétia desses �uxos é nula. Em outras palavras, ao onsiderar uma superfíie em suatotalidade, o �uxo resultante que a atravessa é nulo e portanto a superfíie magnétia éeletriamente neutra.Em ontrapartida, nos ZF, a veloidade perturbada é ompressível e, embora hajaum ampo elétrio perturbado, este não osila om o tempo, visto que a frequênia deosilação obtida é nula. Neste aso, não há perturbação temporal da densidade (pressão)e, omo onsequênia, não há �uxo de orrente entre as superfíies magnétias (nemmesmo loalmente). O ampo elétrio iniial gera um �uxo binormal inompressível, oqual é ompensado por um �uxo paralelo (ao longo das linhas de ampo magnétio) que,juntamente om o �uxo iniial, faz om que o �uxo total seja ompressível. Estes dois�uxos, por outro lado, são o que mantém o ampo elétrio perturbado sem que sejamneessários �uxos de orrentes através das superfíies magnétias.Nos parágrafos anteriores, não levamos em onta o efeito que a rotação do plasmano equilíbrio ausa nos GAM e nos ZF. No aso de ETRF, om exeção do regime deondutividade de alor in�nita, em que as frequênias dos GAM e ZF não se alterampela presença da rotação, os ZF tornam-se instáveis e os GAM têm sua frequênia deosilação modi�ada. Obtivemos um resultado diferente para a frequênia dos GAM eZF da referênia onsiderada [29℄. Embora disordemos de tal referênia nos resultadosda frequênia dos ZF e GAM e na a�rmação de que ondas de som se propagam no plasmaom ETRF, não negamos a sua importânia para este trabalho.No regime de ondutividade de alor �nita, há duas possibilidades para os ZF: aprimeira é a de que haja um resimento exponenial das grandezas perturbadas omo tempo (instabilidade), de forma que termos não lineares das equações da MHD per-turbadas (termos de segunda ordem e ordens superiores) teriam que ser onsideradosno modelo; a segunda possibilidade é a de que os ZF deaiam exponenialmente om otempo e, neste aso, em um urto intervalo de tempo eles se extinguiriam.Ao nosso ver, a presença da rotação toroidal in�uenia negativamente na supressãode turbulênia e transporte, pelo menos no proesso de interação da turbulênia omos ZF, visto que os ZF, ao se tornarem instáveis, poderiam saturar rapidamente e, aose extinguirem rapidamente, teriam seu tempo de interação om a turbulênia muitolimitado. Para minimizar este efeito negativo da rotação toroidal, meanismos apazesde aumentar a ondutividade térmia do plasma poderiam ser estudados. A obtenção de67



regimes de alta ondutividade, provavelmente, impataria positivamente na supressão deturbulênia e transporte.Com relação ao efeito do EBRF nos ZF e GAM, obtivemos uma frequênia nãonula para os ZF que depende linearmente da intensidade da rotação de equilíbrio. Jáos GAM podem ter sua frequênia aumentada ou diminuída e, inlusive, podem terfrequênias nula quando a rotação de equilíbrio atingir um determinado valor; tal valororresponde ao inverso da multipliação da razão de aspeto pelo fator de segurança.Embora nenhuma instabilidade tenha sido enontrada, nossos resultados permitiriam, emprinípio, determinar a geometria do ampo magnétio determinando o fator de qualidadeexperimental a partir de medições das frequênias dos GAM e ZF em tokamaks de seçãoirular om alta razão de aspeto.Ademais enfatizamos que até mesmo pequenas rotações, ausadas pelo ampo elétrio,são apazes de mudar drastiamente a frequênia dos GAM e ZF, e isto se deve ao impatodo efeito toroidal na variação da pressão de equilíbrio. Consideramos, no entanto, quenão há fontes ou sorvedouros no plasma, de forma que, ao tratarmos de plasmas reais,om �uxos externos, os resultados poderão ser diferentes.Não poderíamos deixar de itar a neessidade de desenvolver trabalhos sobre a sa-turação dos ZF instáveis; para isso, teríamos que onsiderar efeitos não lineares, o queprovavelmente requer um tratamento estatístio ou aótio dos ZF. Tal tratamento deveser feito a partir da teoria inétia, em que outros efeitos teriam que ser levados em onta,tal omo o amorteimento de Landau.Estudos sobre a interação dos ZF e GAM om a turbulênia e o impato no transportean�malo são de extrema importânia no desenvolvimento de reatores a fusão. Trabalhossobre isso poderiam se bene�iar desta dissertação, pelo fato de esta levar em onta oefeito da rotação de equilíbrio poloidal e toroidal nos ZF e GAM, rotação que provavel-mente estará presente nos futuros reatores a fusão.A solução do problema de equilíbrio om rotação, seja ela ausada por injeção departíulas neutras, por difusão ambipolar de partíulas arregadas, ou até mesmo poroutros tipos de rotação não desritos aqui, ertamente aresentará novas ideias parafuturos trabalhos em ZF e GAM e até mesmo para este trabalho. Sendo assim, nãopodemos deixar de enfatizar a neessidade de explorar mais a fundo o problema deequilíbrio om rotação, inlusive para tokamaks de seção não-irular e/ou om baixarazão de aspeto, que provavelmente serão os futuros reatores a fusão.Nesta dissertação, onsideramos os ZF e GAM loalizados na borda da oluna deplasma. Porém, em muitos tokamaks e provavelmente nos futuros reatores a fusão,tais modos oorrem também no entro da oluna de plasma, em que a aproximação68



para baixos valores do parâmetro β não é adequada devido à forte pressão hidrostátiano entro da oluna de plasma. Neste regime, é neessário lidar om ampo elétrio emagnétio que variam no tempo, ao ontrario do que onsideramos neste trabalho. Sendoassim, estudos sobre ZF e GAM eletromagnétios serão impresindíveis na onstrução defuturos reatores a fusão, uma vez que, para onseguir regimes de baixos oe�ientes detransporte, é neessário riar barreiras de transporte mais próximas do entro da olunade plasma.
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Apêndie AIdentidades vetoriaisNeste apêndie apresentamos as prinipais identidades vetoriais muito utilizada emfísia de plasmas, eletromagnetismo e meânia dos �uidos.Sejam A = A(r), B = B(r) e C = C(r) vetores quaisquer, f = f(r) e g =

g(r) funções esalares arbitrárias e r = (q1, q2, q3) o vetor posição em um sistema deoordenadas tridimensional arbitrário; então as seguintes relações são válidas:
(A × B) · C = (B × C) · A = (C × A) · B e (A.1)

A × (B × C) = (A · C)B − (A · B)C. (A.2)Utilizando A.1 e A.2, obtém-se
(A × B) · (C × D) = (A · C)(B · D) − (A · D)(B · C) e (A.3)
(A × B) × (C × D) = [(A × B) · D]C − [(A × B) · C]D. (A.4)É possível mostrar também as seguintes relações envolvendo operadores vetoriais:
∇ · (∇ × A) = 0 então se ∇ · B = 0 ⇐⇒ B = ∇ × A, (A.5)72



∇ × (∇f) = 0 então se ∇ × B = 0 ⇐⇒ B = ∇f, (A.6)em que a regra da adeia também se veri�a em
∇(fg) = f(∇g) + g(∇f), (A.7)

∇ · (fA) = f∇ · A + A · ∇f, (A.8)
∇ × (fA) = f(∇ × A) + ∇f × A, (A.9)

∇ · (A × B) = B · (∇ × A) − A · (∇ × B), (A.10)
∇ × (A × B) = A(∇ · B) − B(∇ · A) + (B · ∇)A − (A · ∇)B, (A.11)

A × (∇ × B) = ∇(A · B) − (A · ∇)B − (B · ∇)A − B × (∇ × A) e (A.12)
∇ × (∇ × A) = ∇(∇ · A) − ∇

2
A. (A.13)Sendo V o volume, S a área de uma superfíie que engloba o volume V e l um vetorom dimensão de omprimento que representa o ontorno da área S, então as seguintesidentidades

∫

V

(∇ · B)dV =

∮

S

B · dS e (A.14)73



∫

S

(∇ × B) · dS =

∮

l

B · dl (A.15)são válidas, sendo que a primeira é onheida om lei de Gauss e a segunda omo Teoremade Stokes.
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Apêndie BSistemas de oordenadasNeste apêndie, desrevemos os prinipais operadores vetoriais, gradiente, divergente,rotaional e laplaiano para os sistemas de oordenadas ilíndrias globais, oordenadaspseudo-toroidais e oordenadas ilíndrias. Também desrevemos a relação entre os de-rivativos destes sistemas de oordenadas.B.1 Sistema de oordenada arbitrárioPara um sistema de oordenadas arbitrário, uja métria seja de�nida por
(ds)2 =

3
∑

i=1

h2
i (dqi)

2, (B.1)o gradiente, o divergente, o rotaional e o laplaiano são alulados por
∇Ψ =

3
∑

i=1

1

hi

∂Ψ

∂qi
êi, (B.2)

∇ · B =
1

h1h2h3

3
∑

i=1

∂(hjhkBi)

∂qi
, (B.3)

∇ × B =
3
∑

i=1

1

hjhk

[

∂(hkAk)

∂qj

− ∂(hjAj)

∂qk

]

êi e (B.4)75



∇
2Ψ =

1

h1h2h3

3
∑

i=1

∂

∂qi

[

hjhk

hi

∂Ψ

∂qi

]

, (B.5)em que i, j e k devem ser interpretados em ordem ília e nesta ordem, isto é:
• se i = 1, então j = 2 e k = 3,
• se i = 2 então j = 3 e k = 1 e
• se i = 3 então j = 1 e k = 2.B.2 Coordenadas ilíndrias globaisEm oordenadas ilíndrias globais, (q1, q2, q3) → (R, ϕ, Z), a métria é dada por

(ds)2 = (dR)2 + R2(dϕ)2 + (dZ)2, (B.6)de forma que h1 = h3 = 1 e h2 = R. Utilizando B.2�B.5, obtemos
∇Ψ =

∂Ψ

∂R
êR +

1

R

∂Ψ

∂ϕ
êϕ +

∂Ψ

∂Z
êZ , (B.7)

∇ · B =
1

R

∂(RBr)

∂R
+

1

R

∂Bϕ

∂ϕ
+

∂BZ

∂Z
, (B.8)

∇ × B =

[

1

R

∂BZ

∂ϕ
− ∂Bϕ

∂Z

]

êR +

[

∂BR

∂Z
− ∂BZ

∂R

]

êϕ +

[

1

R

∂(RBϕ)

∂R
− 1

R

∂BR

∂ϕ

]

êZ e (B.9)
∇2Ψ =

1

R

∂

∂R

(

R
∂Ψ

∂R

)

+
1

R2

∂2Ψ

∂ϕ2
+

∂2Ψ

∂Z2
. (B.10)Para o mesmo álulo em oordenadas ilíndrias loais, basta fazer as substituições

R → r, ϕ → θ e Z → z nas expressões B.6�B.10.76



B.3 Coordenadas pseudo-toroidaisEm oordenadas pseudo-toroidais, (q1, q2, q3) → (r, θ, φ), a métria é dada por
(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + R2(dφ)2, onde

R = R0(1 + ε cos θ) e ε =
r

R0
, (B.11)de forma que h1 = 1, h2 = r e h3 = R. Analogamente, utilizando B.2�B.5, obtém-se

∇Ψ =
∂Ψ

∂r
êr +

1

r

∂Ψ

∂θ
êθ +

1

R

∂Ψ

∂φ
êφ, (B.12)

∇ · B =
1
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(RBθ) + r

∂Bφ
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) e (B.13)
∇ × B =

1

R
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1
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.(B.14)
∇2Ψ =

1

Rr

[
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∂r

(

Rr
∂Ψ
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+
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∂θ

(

R

r

∂Ψ
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)

+
∂

∂φ

(

r

R

∂Ψ

∂φ

)] (B.15)Em muitos problemas prátios om sistemas toroidais, é util estabeleer a relaçãoentre derivativos em oordenadas ilíndrias e oordenadas pseudo-toroidais, a seguirdesrevemos as prinipais relações.B.4 Coordenadas ilíndrias loaisO sistema de oordenadas ilíndrias loais, (r, θ, z), é o aso limite em que R0 → ∞,e vale a relação dz = Rdφ. Sendo assim a métria é dada por
(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + (dz)2. (B.16)77



De aordo om B.16, h1 = 1, h2 = r e h3 = 1 e utilizando B.2�B.5, podemos esrever
∇Ψ =

∂Ψ

∂r
êr +

1

r

∂Ψ

∂θ
êθ +

∂Ψ

∂z
êz, (B.17)

∇ · B =
1

r

∂(rBr)

∂r
+

1

r

∂Bθ

∂θ
+

∂Bz

∂z
, (B.18)

∇ × B =

(

1

r

∂Bz

∂θ
− ∂Bθ

∂z

)

êr +

(

∂Br

∂z
− ∂Bz

∂r

)

êθ +
1

r

(

∂(rBθ)

∂r
− ∂Br

∂θ

)

êz e (B.19)
∇2Ψ =

1

r

∂

∂r

(

r
∂Ψ

∂r

)

+
1

r2

∂2Ψ

∂θ2
+

∂2Ψ

∂z2
. (B.20)B.5 Relação entre oordenadas ilíndrias e oordena-das pseudo-toroidaisA relação entre (R, φ, Z) em oordenadas ilíndrias e (r, θ, ϕ) em oordenadas pseudo-toroidais é dada por

R = R0 + r cos θ

φ = −ϕ

Z = r sin θ, (B.21)Utilizando a regra da adeia temos as seguintes relações
ξ = ξ0(R, Z) → ξ1[r(R, Z), θ(R, Z)] (B.22)
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∂ξ0

∂R
=

∂r

∂R

∂ξ1

∂r
+

∂θ

∂R

∂ξ1

∂θ
∂ξ0

∂Z
=

∂r

∂Z

∂ξ1

∂r
+

∂θ

∂Z

∂ξ1

∂θ (B.23)Ao fazer ξ0 = R e ξ0 = Z em B.23 e utilizar B.21, obtém-se
∂r

∂R
= cos θ,

∂θ

∂R
= −sin θ

r
,

∂r

∂Z
= sin θ e ∂θ

∂Z
=

cos θ

r
(B.24)e, onsequentemente, a relação entre operadores em oordenadas ilíndrias globais eoperadores em oordenadas pseudo-toroidais,

∂

∂R
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
,

∂2

∂R2
= cos2 θ

∂2

∂r2
+

sin2 θ

r2

∂2

∂θ2
+

sin2 θ

r

∂

∂r
+

2 sin θ cos θ

r2

∂

∂θ
− 2 sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
∂

∂Z
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ
e

∂2

∂Z2
= sin2 θ

∂2

∂r2
+

cos2 θ

r2

∂2

∂θ2
+

cos2 θ

r

∂

∂r
− 2 sin θ cos θ

r2

∂

∂θ
+

2 sin θ cos θ

r

∂2

∂r∂θ
. (B.25)Finalmente, através de B.25, é possível onverter o operador elíptio de um sistemade oordenadas para outro,

∆∗ =
∂2

∂R2
− 1

R

∂

∂R
+

∂2

∂Z2
→ ∆∗ =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
− 1

R

(

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

) ou
∆∗ = ∇2 − 1

R

(

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)

,(B.26)onde ∇2 = 1
r

∂
∂r

(r ∂
∂r

) + 1
r2

∂2

∂θ2 + ∂2

∂z2 é o laplaiano em oordenadas ilíndrias loais, B.20,onsiderando que há simetria em z, ou seja, ∂2

∂z2 = 0.B.6 Derivativos de vetoresA transformação dos versores de um sistema de oordenadas para outro é dada por
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êR = cos θêr − sin θêθ

êφ = −êϕ

êZ = sin θêr + cos θêθ. (B.27)Partindo do resultado onheido de derivativos vetoriais em oordenadas ilíndrias,
∂êr

∂r
=

∂êθ

∂r
= 0,

∂êr

∂θ
= êθ e ∂êθ

∂θ
= −êr

∂êR

∂R
=

∂êϕ

∂R
= −∂êφ

∂R
= 0,

∂êR

∂ϕ
= −∂êR

∂φ
= êϕ = −êφ e ∂êϕ

∂ϕ
=

∂êφ

∂φ
= −êR

∂êZ

∂R
=

∂êZ

∂ϕ
= −∂êZ

∂φ
= 0, (B.28)e utilizando B.27, obtêm-se os derivativos vetoriais em oordenadas pseudo-toroidais,

∂êr

∂r
= 0,

∂êθ

∂r
= 0,

∂êφ

∂r
= 0

∂êr

∂θ
= êθ,

∂êθ

∂θ
= −êr,

∂êφ

∂θ
= 0

∂êr

∂φ
= cos θêφ,

∂êθ

∂φ
= − sin θêφ,

∂êφ

∂φ
= − cos θêr + sin θêθ. (B.29)Partindo de B.29, podemos obter para Br = 0 e ∂Bi

∂φ
= 0, om i = θ, φ, o seguinteresultado

(B · ∇)B =

(

−B2
θ

r
−

B2
φ cos θ

R

)

êr +

(

1

2r

∂B2
θ

∂θ
+

B2
φ sin θ

R

)

êθ +

(

Bθ

r

∂Bφ

∂θ
− BθBφ sin θ

R

)

êφ(B.30)
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Apêndie CFunção de �uxo e resolução da equaçãode Grad-ShafranovNeste apênie lidamos om a função Ψ0, em duas dimensções e Ψ em três dimensões.Provamos que podemos esrever o ampo magnétio em função destas duas funções eresolvemos a equação de Grad-Shafranov para enontrar a forma expliita de Ψ.C.1 Função Ψ0 e o ampo magnétio B0 (uma dimen-são)Em oordenadas ilíndrias loais, (r, θ, z), om simetria em axial (em z), o ampomagnétio pode ser esrito omo
B0 = ∇Ψ0 × êz + Bz êz. (C.1)Para provar tal a�rmação, utilizam-se as relações A.7 e A.10 para esrever o ∇ ·B0 omo

∇ · B0 = êz · (∇ × ∇Ψ0) − ∇Ψ0 · (∇ × êz) + Bz∇ · êz + êz · ∇Bz. (C.2)O primeiro termo do lado direito de C.2 é nulo naturalmente, de aordo om A.6; odivergente e o rotaional de êz são dados por
∇ · êz =

∂1

∂z
= 0 e ∇ × êz =

1

r

∂1

∂θ
êr −

∂1

∂r
êθ = 0 (C.3)81



de aordo om B.16 e B.17. Sendo assim só resta provar que o termo êz · ∇Bz é nulo.Tal termo é dado por
êz · ∇Bz = êz ·

(

êr
∂Bz

∂r
+ êθ

1

r

∂Bz

∂θ
+ êz

∂Bz

∂z

)

=
∂Bz(r, θ)

∂z
= 0, (C.4)de aordo om B.15. Portanto C.1 �a provada.C.2 Função Ψ e o ampo magnétio B (duas dimen-sões)Em oordenadas pseudo-toroidais, (r, θ, φ), om simetria azimutal (em φ), analoga-mente a C.1, o ampo magnétio pode ser esrito omo

B =
1

R

(

∇Ψ × êφ + F

)

, F = RBφ, (C.5)uja demonstração de que tal função satisfaz ∇ · B = 0 segue abaixo:
∇ · B =

êφ

R
· (∇ × ∇Ψ) − ∇Ψ ·

(

∇ × êφ

R

)

+ F (∇ · êφ) + êφ · (∇F ) (C.6)De aordo om A.6, o primeiro termo do lado direito se anula. Utilizando B.13 e B.14,podemos esrever
∇ · êφ =

1

R

∂1

∂φ
= 0 e ∇ ×

(

êφ

R

)

=
1

R

[

1

r

∂1

∂θ
êr −

∂1

∂r
êθ

]

= 0 (C.7)e, utilizando B.12, o último termo do lado direito pode ser esrito omo
êφ ·

[

êr
∂F (r, θ)

∂r
+

1

r

∂F (r, θ)

∂θ
+ êφ

1

R

∂F (r, θ)

∂φ

]

= 0. (C.8)As equações C.6�C.8 provam C.5.C.3 Solução da equação de Grad-ShafranovA equação de Grad-Shafranov para o aso de equilíbrio estátio é dada por82



∆∗Ψ = −µ0R
2 dp

dΨ
− 1

2

dF 2

dΨ
, (C.9)sendo que o operador elíptio ∆∗, em oordenadas pseudo-toroidais, é dado por

∆∗ = ∇2 − 1

R

(

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)

, (C.10)onde
∇2 =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
,de aordo om B.26.Para a resolução de C.9, é onveniente esrevê-la na forma adimensional. Sendo assim,adotamos as seguintes onvenções

Ψnorm =
Ψ

aR0Bθ(a)

rnorm =
r

a
e ǫ =

a

R0

pnorm =
p

pmax
Fnorm =

F

R0B0
, (C.11)onde

Bθ(a) =
µ0IP

2πa
, pmax = p(r = 0) e B0 =

µ0NIT

2πR0

(C.12)Ao substituir C.11 em C.9, obtém-se a equação de Grad-Shafranov adimensional,
∇2Ψ − ǫ

1 + ǫr cos θ

(

cos θ
∂Ψ

∂r
− sin θ

r

∂Ψ

∂θ

)

= −1

2

[

βmax(1 + ǫr cos θ)2 dp

dΨ
+

B2
0

B
2

θ(a)

dF 2

dΨ

]

,(C.13)na qual foi suprimido o índie �norm� para simpli�ar a notação e introduzida a gran-deza adimensional βmax = 2µ0pmax/B2

θ(a), que representa o valor de β onsiderando-se amáxima pressão e o ampo magnétio poloidal na borda do plasma.83



Para tokamkaks, onsideram-se as seguintes ordens de grandeza:
ǫ ≪ 1,

Bθ(a)

B0
∼ ǫ, e q ∼ aB0

R0Bθ(a)
∼ 1. (C.14)Sendo assim, separando C.13 em ordens de ǫ, obtemos

ǫ0

[

∇2Ψ + J(Ψ)

]

+ ǫ1

[

−
(

cos θ
∂Ψ

∂r
− sin θ

r

∂Ψ

∂θ

)

+ βmaxr cos θ
dp

dΨ

]

+ O(ǫ2) = 0,(C.15)onde
J(Ψ) =

1

2

(

βmax dp

dΨ
+

B2
0

B
2

θ(a)

dF 2

dΨ

) (C.16)A solução tentativa para tokamaks de seção irular, utilizando este modelo, é dadapor
Ψ(r, θ) = Ψ0(r) + ǫΨ1(r, θ) + O(ǫ2), (C.17)que, ao ser substituída em C.15 onsiderando apenas até primeira ordem em ǫ, fornee

ǫ0

[

∇2Ψ0 + J(Ψ0)

]

+ ǫ1

[

∇2Ψ1 +
dJ(Ψ0)

dΨ0
Ψ1 −

(

cos θ
dΨ0

dr
− sin θ

r

∂Ψ0

∂θ

)

+ βmaxr cos θ
dp

dΨ0

]

≈ 0,(C.18)onde utilizamos a aproximação em série de Taylor
J(Ψ0 + ǫΨ1) − J(Ψ0) ≈ ǫ

dJ(Ψ0)

dΨ0
Ψ1. (C.19)Ao impor a ondição de que os oe�ientes de ǫ0 e ǫ1 em C.18 se anulem, obtemos asseguintes equações a serem resolvidas

d2Ψ0

dr2
+

1

r

dΨ0

dr
+ J(Ψ0) = 0 e (C.20)84



∂2Ψ1

∂r2
+

1

r

dΨ1

dr
+

1

r2

∂2Ψ1

∂θ2
−
(

dΨ0

dr

)−1

Ψ1
d

dr

(

d2Ψ0

dr2
+

1

r

dΨ0

dr

)

+

[

βmax(dΨ0

dr

)−1

r
dp

dr
− dΨ0

dr

]

cos θ = 0, (C.21)onde utilizamos C.20 e a regra da adeia para desenvolver C.21,
d

dΨ0
=

(

dΨ0

dr

)−1
d

dr
,

dJ(Ψ0)

dΨ0
= −

(

dΨ0

dr

)−1
d

dr

(

d2Ψ0

dr2
+

1

r

dΨ0

dr

)

. (C.22)A dependênia em cos θ de C.21 sugere a solução tentativa Ψ1 = U(r) cos θ, que, aoser substituída em C.21, resulta em
d2U

dr2
+

1

r

dU

dr
− U

r2
−
(

dΨ0

dr

)−1

U
d

dr

(

d2Ψ0

dr2
+

1

r

dΨ0

dr

)

+ βmax(dΨ0

dr

)−1

r
dp

dr
− dΨ0

dr
= 0,(C.23)que também pode ser expressa omo

dΨ0

dr

(

d2U

dr2
+

1

r

dU

dr
− U

r2

)

− d

dr

(

d2Ψ0

dr2
+

1

r

dΨ0

dr

)

U = 0 + Sp, (C.24)onde
Sp =

(

dΨ0

dr

)2

− rβmaxdp

dr
(C.25)é a solução partiular de C.24.É interessante notar que Uh(r) = dΨ0

dr
(o índie �h� espei�a a solução homogênea) ésolução de

dΨ0

dr

(

d2Uh

dr2
+

1

r

dUh

dr
− Uh

r2

)

− d

dr

(

d2Ψ0

dr2
+

1

r

dΨ0

dr

)

Uh = 0, (C.26)o que nos induz a veri�ar a solução tentativa
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Up(r) = f(r)Uh, (C.27)ujas relações
dUp

dr
= f

dUh

dr
+

df

dr
Uh;

d2Up

dr2
= f

d2Uh

dr2
+ 2

df

dr

dUh

dr
+

d2f

dr2
Uh (C.28)serão úteis na substituição de C.27 em C.24.Tal substituição resulta em

U2
h

d2f

dr2
+

df

dr

dU2
h

dr
+

U2
h

r

df

dr
= U2

h − rβmaxdp

dr
ou

1

r

d

dr

(

rU2
h

df

dr

)

= U2
h − rβmaxdp

dr
=⇒ rU2

h

df

dr
=

∫ r

0

dr′
(

r′U2
h − r′2βmax dp

dr′

)

=⇒

f(r) =

∫ r

0

dr′
1

rU2
h

∫ r

0

dr′′
(

r′′U2
h − r′′2βmax dp

dr′

)

. (C.29)Desta forma U(r) = AUh(r) + BUp(r) (note que há duas onstantes arbitrárias, A e
B. Podemos adotar B = 1 e A = C) e, portanto, a solução geral é dada por
Ψ(r, θ) = Ψ0 + ǫUh

[

C +

∫ r

0

dr′
1

rU2
h

∫ r

0

dr′′
(

r′′U2
h − r′′2βmax dp

dr′

)]

cos θ, onde
Uh = Uh(r) =

dΨ0

dr
(C.30)A onstante C é determinada pelas ondições de ontorno para Ψ(r, θ). Ao supor

Ψ(a, θ) =onst., obtemos
C =

∫ a

0

dr′
1

r′B2
θ0

∫ r′

0

dr′′
(

2µ0r
′′ dp

dr′′
− r′′B2

θ0

)

.Para determinar Ψ0(r), é neessário resolver a equação C.20 e, para isso, é interessantelembrar que
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B =
1

R

(

∇Ψ × êφ + F êφ

)

, (C.31)de aordo om C.5. É preiso, também, utilizar o ampo magnétio poloidal adimensio-nal,
Bθnorm =

Bθ

Bθ(a)
=

(

1

1 + ǫr cos θ

∂Ψ

∂r

)norm, (C.32)que, em ordem ǫ0, é dado por
Bθ0 =

dΨ0

dr
= Uh(r), (C.33)onde suprimimos o índie �norm� novamente para simpli�ar a notação.Utilizando C.33, podemos esrever C.20 omo

dBθ0

dr
+

Bθ0

r
+

1

2

1

Bθ0

d

dr

(

βmaxp +
B2

0

B
2

θ(a)
F 2

)

= 0 =⇒

d

dr

(

βmaxp + B2
θ0 +

B2
0

B
2

θ(a)
F 2

)

= −2B2
θ0

r
, (C.34)que, nas variáveis físias dimensionais, C.11, �a

d

dr

(

p +
B2

θ0 + B2
φ0

2µ0

)

= −B2
θ0

µ0r
, (C.35)que é a equação do equilíbrio em uma dimensão. Sendo assim, nas variáveis dimensionais,

Ψ(r, θ) é dada por
Ψ(r, θ) = Ψ0(r) +

dΨ0

dr
∆S(r) cos θ, (C.36)onde ∆S é o desloamento de Shafranov, e é dado por

∆S(r) =
1

R0

∫ a

r

dr′
1

r′B2
θ0

∫ r′

0

dr′′
(

2µ0r
′′ dp

dr′′
− r′′B2

θ0

)

. (C.37)87



Apêndie DSistema de oordenadas (êΨ, ê‖, ê⊥)

Neste apêndie, derivamos relações envolvendo o sistema de oordenadas de�nidopelos versores (êΨ, ê‖, ê⊥) em termos do sistema de oordenadas pseudo-toroidais. Emalguns asos, fazemos o inverso. Tais relações são em sua maioria operadores e versores.D.1 Versores e operadores vetoriaisSendo Ψ a função de �uxo e B o ampo magnétio de equilíbrio, de�nem-se osseguintes versores
êΨ =

∇Ψ

|∇Ψ| , ê‖ =
B

B
e ê⊥ = êΨ × ê‖, (D.1)e os seguintes operadores assoiados a eles

∇Ψ = êΨ · ∇, ∇‖ = ê‖ · ∇ e ∇⊥ = ê⊥ · ∇. (D.2)Para tokamaks de seção irular e alta razão de aspeto, onsiderando a aproximação
Ψ ≈ Ψ0(r), os versores de�nidos por D.1 no sistema de oordenadas pseudo-toroidaisassumem a forma

êΨ = êr, ê‖ =
ε

q
êθ + êφ e ê⊥ = −êθ +

ε

q
êφ, (D.3)em que utilizamos a aproximação (ε/q)êθ+êφ√

1+(ε/q)2)
≈ ε

q
êθ + êφ. A relação inversa também é88



possível:
êr = êΨ, êθ =

ε

q
ê‖ − ê⊥ e êφ = ê‖ +

ε

q
ê⊥ (D.4)Utilizando B.29,

∂êr

∂r
= 0,

∂êθ

∂r
= 0,

∂êφ

∂r
= 0

∂êr

∂θ
= êθ,

∂êθ

∂θ
= −êr,

∂êφ

∂θ
= 0

∂êr

∂φ
= cos θêφ,

∂êθ

∂φ
= − sin θêφ,

∂êφ

∂φ
= − cos θêr + sin θêθobtêm-se os seguintes derivativos dos versores de�nidos em D.3

∂êΨ

∂r
= 0,

∂ê‖

∂r
=

ε

q2R0
ê‖ −

1

qR0
ê⊥,

∂ê⊥

∂r
=

1

qR0
ê‖ +

ε

q2R0
ê⊥

∂êΨ

∂θ
=

ε

q
ê‖ − ê⊥,

∂ê‖

∂θ
= −ε

q
êΨ,

∂ê⊥

∂θ
= êΨ

∂êΨ

∂φ
= cos θê‖ +

ε

q
cos θê⊥,

∂ê‖

∂φ
= − cos θêΨ − sin θê⊥,

∂ê⊥

∂φ
= −ε

q
cos θêΨ + sin θê‖,(D.5)os quais serão úteis mais adiante.Utilizando B.12 e D.2, obtemos a forma explíita dos operadores

∇Ψ =
∂

∂r
, ∇‖ =

1

qR0

∂

∂θ
+

1

R

∂

∂φ
e ∇⊥ = − 1

εR0

∂

∂θ
+

ε

qR

∂

∂φ
. (D.6)Ao apliar o operador ∇Ψ, ∇‖ e ∇⊥ nos versores de D.3, obtemos

∇ΨêΨ = 0 ∇Ψê‖ =
ε

q2R0
ê‖ −

1

qR0
ê⊥ e ∇Ψê⊥ =

1

qR0
ê‖ +

ε

q2R0
ê⊥ (D.7)
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∇‖êΨ =

(

ε

q2R0
+

cos θ

R

)

ê‖ +

(

ε

q
cos θ − 1

qR0

)

ê⊥

∇‖ê‖ = −
(

ε

q2R0
+

cos θ

R

)

êΨ − sin θ

R
ê⊥ e ∇‖ê⊥ =

(

1

qR0
− ε

qR
cos θ

)

êΨ +
sin θ

R
ê‖ (D.8)

∇⊥êΨ =

(

ε

qR
cos θ − 1

qR0

)

ê‖ +

(

1

εR0

+
ε2

q2R
cos θ

)

ê⊥

∇⊥ê‖ =

(

1

qR0
− ε

qR
cos θ

)

êΨ − ε

qR
sin θê⊥ e

∇⊥ê⊥ = −
(

1

εR0
+

ε2

q2R
cos θ

)

êΨ +
ε

qR
sin θê‖ (D.9)onde para derivar tal resultado utilizamos D.5 e D.6.É onveniente também obter o divergente dos versores de D.3,

∇ · êΨ =

(

1

εR0
+

cos θ

R

)

, ∇ · ê‖ = −ε

q

sin θ

R
e ∇ · ê⊥ =

sin θ

R
(D.10)em que para isso utilizamos B.13,

∇ · B =
1

Rr

[

∂(RrBr)

∂r
+

∂(RBθ)

∂θ
+ r

∂Bφ

∂φ

]

.Sendo vi o vetor de�nido por
vi = ωiRê⊥ + uiR0ê‖, om i = 0, 1, (D.11)onde ωi = ωi(r) e ui = ui(r, θ). Utilizando D.5, D.9 e a relação vetorial A.8,

∇ · (fA) = f∇ · A + A · ∇f,resulta que a divergênia de vi é dada por
∇ · vi = 2ωi sin θ − ε

q

R0

R
ui sin θ +

1

q

∂ui

∂θ
, om i = 0, 1 (D.12)Também é onveniente alular o operador90



vi · ∇ = ωiR∇⊥ + uiR0∇‖ =

(

ui

q
− ωi

ε

R

R0

)

∂

∂θ
, (D.13)e este operador atuando em vj :

(vi · ∇)vj = ωiR[ωjR∇⊥ê⊥ + ∇⊥(ωjR)ê⊥ + ujR0∇⊥ê‖ + ∇⊥(ujR0)ê‖] +

uiR0[ωjR∇‖ê⊥ + ∇‖(ωjR)ê⊥ + ujR0∇‖ê‖ + ∇‖(ujR0)ê‖] om i = 0, 1. (D.14)Sendo assim, as omponentes êΨ, ê‖ e ê⊥ de (vi · ∇)vj são dadas por
[(vi · ∇)vj ]Ψ = R

[

1

q
(ωiuj + uiωj) −

1

ε

(

R

R0
ωiωj +

ε2

q2

R0

R
uiuj

)]

−

R0

[

ε

q

(

ωiuj + uiωj

)

+

(

ε2

q2

R

R0
ωiωj +

R0

R
uiuj

)]

cos θ (D.15)
[(vi · ∇)vj]‖ = ωiR

(

ε

q
ωj sin θ − 1

ε

∂uj

∂θ

)

+ uiR0

(

ωj sin θ +
1

q

∂uj

∂θ

) (D.16)
[(vi · ∇)vj]⊥ =

[

ωiR

(

ωj −
ε

q

R0

R
uj

)

− uiR0

(

ε

q
ωj +

R0

R
uj

)]

sin θ (D.17)D.2 Ortogonalidade de funções seno-ossenoidaisA partir das relações fundamentais,
sin[(p ± q)θ] = sin(pθ) cos(qθ) ± sin(qθ) cos(pθ)

cos[(p ± q)θ] = cos(pθ) cos(qθ) ∓ sin(qθ) sin(pθ), (D.18)é possível derivar, a partir da ombinação linear destas, as relações de ortogonalidadeentre funções seno-osseno,
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∫ 2π

0

dθ sin(pθ) cos(qθ) = 0

∫ 2π

0

dθ sin(pθ) sin(qθ) = π(δp,q − δp,−q)

∫ 2π

0

dθ cos(pθ) cos(qθ) = π(δp,q + δp,−q), (D.19)em que p e q são números inteiros quaisquer e δi,j é onheida omo função delta deKroni, a qual assume valor 1 para i = j e valor 0 aso ontrário.A relação D.15 nos permite obter a seguinte relação:
∫ 2π

0

dθRn sin(pθ) = 0 e ∫ 2π

0

dθRn cos(pθ) ≈ Rn
0π(2δp,0 + nεδp,1), (D.20)onde R = R0(1 + ε cos θ) e ε ≪ 1, de forma que

Rn = Rn
0 (1 + nε cos θ) + O(ε2) ≈ Rn

0 (1 + nε cos θ). (D.21)D.3 Operadores apliados a funções seno-ossenoidaisAo apliar os operadores de�nidos em D.4 em funções da forma
ξ(r, θ)1 = ξs(r) sin θ + ξc(r) cos θ, (D.22)obtemos

∇Ψξ =
dξs

dr
sin θ +

dξc

dr
cos θ,

∇‖ξ =
1

qR0

(

−ξc sin θ + ξs cos θ

) e
∇⊥ξ =

1

εR0

(

ξc sin θ − ξs cos θ

)

. (D.23)Considerando apenas modos n = 0 e m = 1, se u1, ρ1 e p1 forem da forma D.14, entãoutilizando D.8 temos: 92



∇ · v0 = 0, (ω0 = u0 = 0) (ENR)

∇ · v0 = 0, (ω0 =
ε

q
MT ωs0, u0 =

R

R0

MT ωs0) (ETRF)

∇ · v0 = 2M⊥ωs0 sin θ, (ω0 = M⊥ωs0, u0 = 0) (EBRF) (D.24)e
∇ · v1 ≈

(

2ω1 −
u1c

q

)

sin θ +
u1s

q
cos θ, (D.25)onde desprezamos o termo ε

q
R0

R
u1 sin θ, por ser de ordem O(ε2).Ao apliar D.9 em ξ, dado por D.14, utilizando também D.15, obtém-se

(v0 · ∇)ξ1 = 0, (ENR)

(v0 · ∇)ξ1 = 0, (ETRF)

(v0 · ∇)ξ1 =
1

q

R

R0

M⊥ωs0(ξc sin θ − ξs cos θ), (EBRF). (D.26)De forma similar, onsiderando ∂ρ0

∂θ
e ∂p0

∂θ
, desrito no apítulo 4,

∂ρ0

∂θ
= 0 e ∂p0

∂θ
= 0, (ENR)

∂ρ0

∂θ
= 2γM2

T

R

R0

ρ0ε sin θ e ∂p0

∂θ
=

ω2
s0R

2
0

γ

∂ρ0

∂θ
(ETRF)

∂ρ0

∂θ
= 2α

R0

R
ρ0ε sin θ e ∂p0

∂θ
= 2ω2

s0R
2
0

β

α

∂ρ0

∂θ
, (EBRF) (D.27)obtém-se

(v1 · ∇)ρ0 = 0, (ENR)
(v1 · ∇)ρ0 =

1

ε

(

ε

q
u1 −

R

R0
ω1

)

∂ρ0

∂θ
, (ETRF/EBRF). (D.28)93



Ao onsiderar apenas modos m = 1, isto é, ao desprezar termos da forma sin(pθ) e
cos(pθ), om p 6= ±1, podemos esrever D.20 omo

(v1 · ∇)ρ0 = 0, (ENR)
(v1 · ∇)ρ0 = −2γM2

T

R2

R2
0

ω1ρ0 sin θ, (ETRF)
(v1 · ∇)ρ0 = −2ω1ρ0 sin θ, (EBRF). (D.29)Utilizando as relações D.10 � D.13 e D.18 �D.20, as funções

F = (v0 · ∇)v1 + (v1 · ∇)v0 +
ρ1

ρ0
(v0 · ∇)v0, F = FΨêΨ + F‖ê‖ + F⊥ê⊥

G = (v0 · ∇)ρ1 + (v1 · ∇)ρ0 + ρ1∇ · v0 e
H = (v0 · ∇)p1 +

1

γ
(v1 · ∇)(ω2

s0R
2
0ρ0) + γp1∇ · v0, (D.30)onde FΨ = êΨ · F , F‖ = ê‖ · F e F⊥ = ê⊥ · F , podem ser esritas omo:

• Para equilíbrio sem rotação � ENR
F‖ = F⊥ = G = H = 0. (D.31)

• Para equilíbrio om rotação toroidal � ETRF
F‖ = 2MT ωs0ω1R0 sin θ, F⊥ = −1

2
R0MT ωs0

(

2u1s + MT ωs0
ρ1s

ρ0

)

+ O( 6= cos θ),

G = −2γM2
T ω1ρ0 sin θ e H = −2M2

T ω2
s0ω1R

2
0ρ0 sin θ, (D.32)

• Para equilíbrio om rotação binormal � EBRF
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F‖ ≈=
M⊥ωs0R0

ε

[(

2
ε2

q
ω1 + u1c

)

sin θ − u1s cos θ

]

,

F⊥ = −1

2
R0M⊥ωs0

(

2
ε

q
u1s − M⊥ωs0

ρ1s

ρ0

)

+ O( 6= cos θ),

G =
1

q

R

R0

M⊥ωs0

[(

ρ1c − 2γq
R0

R

ω1

ωs0

M⊥ρ0

)

sin θ − ρ1s cos θ

] e
H =

1

q

R

R0
M⊥ωs0

[(

p1c − 2q
R0

R
M⊥ωs0ω1ρ0

)

sin θ − p1s cos θ

]

. (D.33)
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Apêndie ECálulo do determinante do apítulo 6O determiante é dado por
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−iΩ −1 0
M2

⊥

2
0 − ε

q
M⊥ 0

2 ε
q
M⊥ 0 −1

q
0 0 −iΩ M⊥

ε

0 1
q

0 0 0 −M⊥

ε
−iΩ

2(1 − α) 0 0 −iΩ M⊥

ε
0 −1

q

0 0 0 −M⊥

ε
−iΩ 1

q
0
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ε
0 0 0 −1

q

0 −M⊥

ε
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= 0 (E.1)
Para simpli�ar a resolução da equação E.1 é onveniente seguir os seguintes passos:1) L1 × (−2q) 2) C1 × (−i/2) 3) L2 × iq 4) C2 × (−1) 5) L3 × (−q)6) C3 × i 7) L4 × (−iq) 8) C4 × (−1/q) 9) L5 × q 10) C5 × (i/q)11) L6 × (−iq) 12) L7 × q 13) C7 × (−i) 14) De�ne-se m⊥ = M⊥/ε,96



onde Lk e Ck é a linha k e a oluna k, respetivamente (k = 1, 2, ..., 7). A equaçãoresultante é dada por:
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= 0 (E.2)
Ao utilizar o programa Maple 9 para resolver E.2, obtemos as seguintes soluções

Ω2 = m2
⊥,

Ω2 = (1 − β + m2
⊥) +

1

q2
+

√

(1 − β)2 +
4m2

⊥

q2
e

Ω2 = (1 − β + m2
⊥) +

1

q2
−
√

(1 − β)2 +
4m2

⊥

q2
. (E.3)Para o aso om rotação, ou seja, β = 1 e m⊥ 6= 0, temos

Ω2 = m2
⊥, Ω2 = m2

⊥ +
1

q2
+

2m⊥

q
e Ω2 = m2

⊥ +
1

q2
− 2m⊥

q
, (E.4)já para o limite sem rotação, ou seja, β = 0 e m⊥ = 0,
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Ω2 = 0, Ω2 = 2 +
1

q2
e Ω2 =

1

q2
. (E.5)
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Apêndie FLista de símbolos e siglas utilizados aolongo da dissertação
F.1 Lista dos prinipais símbolos matemátios

a - Raio menor da oluna de plasma no tokamak
B - Campo magnétio
Bθ - Campo magnétio poloidal
Bφ - Campo magnétio toroidal
cs0

- Veloidade do som no plasma
D - Coe�iente de difusão
D
Dt

- Derivada lagrangeana
Dθ - Operador de�nido na página 35
E - Campo elétrio
E

′ - Campo elétrio no referenial do plasma
J - Densidade de orrente
M⊥ - Número de Mah binormal (Razão entre a veloidade de rotação binormal deequilíbrio e a veloidade do som no plasma)
m⊥ - Razão entre M⊥ e ε (m⊥ = M⊥/ε)
MT - Número de Mah toroidal (Razão entre a veloidade de rotação toroidal deequilíbrio e a veloidade do som no plasma)99



ωs0 - Razão entre a veloidade do som no plasma e o raio maior (ωs0 = cs0
/R0)

p - Pressão inétia do plasma
q - Fator de segurança
r - Raio menor em uma posição arbitrária da oluna de plasma no tokamak
R - Raio maior em uma posição arbitrária da oluna de plasma no tokamak (R =

R0 + r cos θ)
R0 - Raio maior do eixo magnétio da oluna de plasma no tokamak
T - Temperatura do plasma
ui - Componente paralela (ao ampo mangétio) da veloidade (i = 0 - no equilíbrio,

i = 1 - na perturbação)
v - Veloidade do plasma
vd - Veloidade de deriva do plasma
vT - Veloidade toroidal de equilíbrio
β - Razão entre a pressão inétia e a pressão magnétia
∆S - Desloamento de Shafranov
∆∗ - Operador elíptio (de�nido na página 29)
ǫ - Razão entre a e R0 (ǫ = a/R0).
ε - Razão entre r e R0 (ε = r/R0).
Φ - Potênial eletrostátio do plasma
φ - Ângulo toroidal
γ - Razão entre as apaidades térmias a pressão e a volume onstantes (γ = CP /CV )
(A, B) - Jaobiano das funções arbitrárias A e B.
λD - Comprimento de Debye
η - Resistividade elétria do plasma
θ - Ângulo poloidal
ρ - Densidade de massa
ρ0 - Média sobre uma superfíie magnétia da densidade de equilíbrio.
τ - Densidade de arga elétria do plasma100



ω - Frequênia de osilação dos modos
Ω - Frequênia normalizada adimensional (Ω = ω/ωs0)
ωi - Componente binormal da veloidade (i = 0 - no equilíbrio, i = 1 - na perturbação)
ω⊥ - Veloidade angular binormal de equilíbrio (o valor é próximo da veloidadeangular poloidal de equilíbrio)
ωpe - Frequênia de plasma
ωg,nr - Frequênia não normalizada dos modos aústios geodésios sem rotação.
ωz,nr - Frequênia não normalizada dos �uxos zonais sem rotação.
Ωg,tr - Frequênia normalizada dos modos aústios geodésios om rotação toroidal.
Ωz,tr - Frequênia normalizada dos �uxos zonais om rotação toroidal.
ωT - Veloidade angular toroidal de equilíbrio
Ψ - Superfíe magnétia
ξ0 - Representação de grandezas físia no estado de equilíbrio de forma genéria (aletra ξ é utilizada para representar p, ρ, v, Φ e E)
ξ1 - Representação de grandezas físia no estado perturbado de forma genéria (aletra ξ é utilizada para representar p, ρ, v, Φ e E)
d

dΨ
- Derivada total om relação a ΨF.2 Lista de siglasEBRF - Equilíbrio om rotação binormalENR - Equilíbrio sem rotaçãoER - Equilíbrio om rotaçãoETRF - Equilíbrio om rotação toroidalGAM - Modos aústios geodésiosITER - Reator termonulear experimental internaionalModos H - Modos de alto on�namentoModos L - Modos de baixo on�namentoZF - Fluxos zonais 101


