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Resumo

Recentemente, a colaboragao CDF encontrou evidéncia para uma nova ressonancia do
tipo do charménio no espectro de massa invariante do decaimento B* — K*.J/¢¢. Esta
ressonancia tem uma massa de 4274.4757 (estat) + 1.9(sist) MeV - recebendo, portanto,
o nome de Y (4274) - e largura total de decaimento de 32.37719 (estat) 4 7.6(sist) MeV. A
significancia estatistica para esta estrutura é cerca de 3.1 0. Usando as regras de soma da
QCD e um modelo molecular similar a um modelo proposto anteriormente para explicar
a estrutura das ressonancias Y(3930) e Y(4140), estudamos o Y(4274) como a molécula
hadronica DyDs + h.c. com JP¢ = 0=, e seu possivel parceiro molecular, a molécula
DyD + h.c.. Obtivemos que m Db, = (4.78£0.54) GeV, um resultado compativel, dentro
da estimativa do erro, com a massa do Y(4274). Para seu parceiro molecular, temos
que mp,p = (4.55 £0.49) GeV. Os estados moleculares andlogos do tipo do botomonio,
BB + h.c. e ByB + h.c., também foram estudados.



i

Abstract

Recently, the CDF collaboration found evidence for a new charmonium-like reso-
nance on the B¥ — K*J/¢¢ invariant mass spectrum. This resonance has a mass of
4274.4757 (stat) £ 1.9(syst) MeV - thus being named the Y (4274) resonance - and total
decay width of 32.3731% (stat) 4 7.6(syst) MeV. The statistical significance of this struc-
ture is approximately 3.1 . Using the QCD sum rules and a molecular model similar to a
model previously proposed to explain the strutcture of the Y(3930) and Y (4140) resonan-
ces, we studied the Y(4274) as the hadronic molecule Dy D+ h.c. with JF¢ = 0=F and its
molecular partner, the molecule DyD+h.c.. We obtained that mp_ 5. = (4.78+0.54) GeV,
a result that is compatible, within the error estimates, with the mass of Y(4274). For its
molecular partner, we have that mp p = (4.5540.49) GeV. The analogous bottomonium-
like molecular states, ByBs + h.c. € ByB + h.c., were also studied.
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1 Introducao

Desde 2003 a espectroscopia de mésons pesados passou por uma renascenca devido a
descoberta do estado do tipo do charmoénio X(3872) pela Colaboragao Belle [1]. Uma vez
que a interpretacao desta particula, via modelos de potencial [2], como um estado excitado
no espectro do charmonio é desfavorecida, abriu-se a possibilidade do X(3872) ser um
hadron exdtico - um hadron cuja estrutura interna nao é simplesmente a de um barion
(gqq) ou de um méson (¢g). Nos anos seguintes foram descobertas outras ressonancias
[3, 4] que, como o X(3872), ndo admitiam explicagdes simples por modelos de potencial -
sendo, portanto, possiveis candidatos a estados exéticos. A questao de qual é a estrutura
destes novos estados é central para a compreensao da estrutura hadronica e das interagoes

fortes.

Neste trabalho estudamos um destes novos estados, o Y (4274). A idéia bésica é utilizar
as regras de soma da QCD (QCDSR - QCD Sum Rules) [5] para analisar a viabilidade

de uma estrutura molecular (uma estrutura exética) para este estado.

Neste capitulo, apds uma apresentacao dos novos estados e das evidéncias experimen-
tais para a ressonancia Y (4274), introduzimos o modelo molecular estudado e os objetivos
deste trabalho. No capitulo 2 discutimos os fundamentos das regras de soma da QCD.
Os detalhes do calculo no lado da QCD, necesséario para o uso das regras de soma, sao
expostos no capitulo 3. No capitulo 4 realizamos as regras de soma da QCD para o mo-
delo utilizado e discutimos os resultados dos céalculos, relatando as principais conclusoes

no capitulo 5.

1.1 Espectroscopia do Charmonio e Estados Exdticos

Na Figura 1.1 é apresentado o espectro do charménio [6], junto com os novos estados
do tipo do charmonio descobertos apos 2003. Estes novos estados possuem um conjunto

de caracteristicas que dificultam sua caracterizacao como sendo estados do charmonio.
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Por exemplo, a maior parte destes novos estados esta acima do limiar para decaimento
em charme aberto (ou seja, em particulas com niimero de charme diferente de zero, como
os mésons D, compostos por um quark ¢ e um quark leve ¢ = u,d, s), como indicado na
Figura 1.1; contudo, decaimentos destes estados em charme aberto nao foram observados.
Alguns destes estados violam simetrias aproximadas para estados do charmonio, como o

X(3872), que apresenta forte violacdo da simetria de isospin [7].

Embora os modelos de potencial possam descrever isoladamente uma ou algumas
das propriedades observadas desses novos estados, como nimeros quanticos, massas ou
larguras de decaimento, eles nao conseguem descrever simultaneamente todas estas pro-
priedades. Isto motiva a criagao de modelos em que a estrutura destes estados nao ¢é

somente a de um par cc, ou seja, modelos em que estes estados sao exéticos.

3
[~ °S ___Charmonium Spectrum|, |
‘ ~Y(4660) s—s2
- p Y14630) 1
4500 _"435 _____________________ 1D D,
_4_50 Ve gty ——————— == ——= Z*.64'4‘39')‘.'_ D D D* D
s~ st s0
| ® Y(4350) _(,1_1250 DD
_____________ —— 4DD,
NP B, L) I S O PO
o 7" F Y(4140)@ | °.°
o S~ ooy — V%gmo)__z_ —————— ZEBYE ] ne-s
5 4000 F—J & zﬁr—z—P— Ty ———S=22=4DD
E X(3940)® — (408 =— (’_T ®%( 5n 1D, Dst
c ————lfBl—Ww—————o—X-(BS—%_l—LD —Dy Dy — 3 o
2 ———”%":’—————————————————————f DD
S [ 2's, ===tey
c 1'p ’p - 13PZ 7
3500 | hC 1 13P0 ///////// l"Xc1 c2 ]
e Xco ]
I’s
e L Jhy
1's
3000 ey .

0" 1~ 17 o™ 1™ 2™ 2" 2 37 2

Figura 1.1: Espectro do charménio [6]. As linhas cheias sdo previsoes do modelo de
potencial. As linhas tracejadas horizontais representam os limiares de decaimento em
mésons D e os pontos indicam os novos estados descobertos apds 2003, junto com possiveis
atribuicdes de JP¢. A ultima coluna indica estados para os quais ndo hd nenhum indicio
de quais sao os provaveis nimeros quanticos.

A idéia de estados exdticos nao é recente ou exclusiva aos novos estados no espectro do

charmonio: em 1976 Voloshin e Okun [8] propuseram a existéncia de moléculas hadronicas
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formadas por mésons D; em 1977 Jaffe [9] propos a existéncia de estados ligados de 4

quarks (tetraquarks) para explicar a estrutura dos mésons escalares leves.

Entre os modelos elaborados para a explicar a estrutura destes novos estados do
tipo do charmoénio temos: modelos moleculares [10], que explicam os novos estados como
estados ligados de dois mésons com charme aberto; tetraquarks [11], um estado ligado e
compacto de quatro quarks; hadrocharmonio [12], que seria uma configuracao composta de
um J/W envolto numa nuvem de mésons leves; e estados hibridos [13], que seriam estados
cc em que o campo de gluons se encontra num estado excitado. Uma representacao

pictorica destes modelos estd na Figura 1.2.

// \\ // \\ / 4
' : - C | Estado molecular ,@\
1 i ! L ~ .
A @ A @ y | ! Hadrocharménio
7 \
\ <:>/ =

i R

@ ®

\ / . .
£ . Tetraquark i ' Hybrid charmonium
! @

A A 7 Y ’

RS

Figura 1.2: Representacoes pictéricas de possiveis estruturas exoticas.

1.2 Estados Y(3930),Y(4140) e Y(4274) - Evidéncias
Experimentais

Nesta se¢ao apresentaremos os resultados experimentais para trés dos novos estados do
tipo do charmonio. O que estes trés estados possuem em comum ¢ o fato deles aparecerem
no decaimento do méson B em J/WK A, onde A é um méson vetorial (no caso, A = ¢, w).
Além disso, as informagoes disponiveis sugerem estruturas moleculares muito semelhantes

para estes estados, como explicado com mais detalhes na préxima secao.

1.2.1 Y(3930)

Em 2005, ao estudar o decaimento B — Kw.J/1, a colaboragao Belle observou um pico
no espectro de massa invariante J/1w [14]. Interpretando este pico como sendo devido
a uma ressonancia, a colaboracao Belle obteve, para os parametros da ressonancia, a
massa m = (3943 + 11 + 13) MeV e a largura total de decaimento I' = (87 + 22(estat) +
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26(sist)) MeV. Em 2008, a colaboragao BaBar confirmou a observagao desta ressonancia
[15], obtendo m = (3914.6 3% (estat) +2.0(sist)) MeV e I' = (34132 (estat) £ 5(sist)) MeV.
O valor médio para a massa, (392947)MeV, tornou este estado conhecido como Y (3930).!

O estado Y(3930) estd acima do limiar para decaimento em mésons com charme aberto
(Figura 1.1), canais que deveriam contribuir com a maior parte de sua largura no caso
em que Y(3930) fosse um estado convencional do charménio. O modo de decaimento
observado, com charme oculto, Y — J/¢w, deveria possuir uma razdo de decaimento
pequena, nao sendo o canal principal de decaimento do Y(3930). Contudo, a largura total
estreita do Y(3930) e a falta de observagdes do decaimento do Y(3930) em charme aberto

desfavorecem a interpretagao do Y(3930) como um estado convencional do charmoénio.

1.2.2  Y(4140)

O estado Y(4140) foi descoberto pela colaboragdo CDF [16] no decaimento Bt —
K*J/y¢, através da observagdo de um pico no espectro de massa invariante do J/¢¢.
A massa desta ressonancia obtida nesta primeira observagao, (4143.0 £ 2.9 (estat) =+
1.2(sist)) MeV deu origem ao nome Y(4140). Em 2010 a colaboracao CDF, em busca
de confirmacgio para o estado Y(4140), estudou, com mais estatistica, os canais B —
K*J /v [17, 18]. A existéncia do Y(4140) foi verificada com mais de 5 ¢ de confianca.
Obteve-se a massa 4143.0729 (estat) + 2.5(sist) MeV e a largura de decaimento total
(15.37%4 (estat) + 2.5(sist)) MeV.

Pelos mesmos argumentos ja utilizados para o Y(3930), uma interpretacao do Y (4140)

como um estado convencional do charmonio é desfavorecida.

1.2.3 Y (4274)

Nos novos estudos dos canais B¥ — K*J/¢¢ realizados pelo CDF [17, 18], além de
confirmada a existéncia do Y(4140), foram encontradas evidéncias para a existéncia de
uma nova ressonancia com 3.1 o de significancia estatistica (Figura 1.3). A massa deter-
minada para esta nova ressonancia foi (4274.4757 (estat) + 1.9(sist)) MeV, com largura
total de decaimento (32.37213 (estat) 4 7.6(sist)) MeV. Devido & sua massa, esta possivel

ressonancia foi batizada de Y(4274). Da mesma forma que para os estados Y(3930) e

!Cabe notar que as massas obtidas pelas colaboracdes nio sdo compativeis, indicando que possivel-
mente temos duas ressonancias, ao invés de uma. Contudo, as caracteristicas das ressonancias obtidas
em cada um dos experimentos levam naturalmente a identificacao de ambos picos como sendo devido a
apenas uma ressonancia - conferir [3, 4] para uma discussao.
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Y (4140), apesar de acima do threshold de decaimento em charme aberto, este estado pos-
sui uma largura pequena, o que desfavorece uma interpretagao deste estado como estado

convencional do charmonio.
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Figura 1.3: Histograma de diferenca de massa AM entre u™p~ K™K~ e utpu~ para eventos
na janela de massa do B* observado pelo CDF [18]. A figura & esquerda representa um
ajuste considerando apenas a ressonancia Y (4140). A figura a direita considera um ajuste
do Y(4140) e uma segunda ressonancia, nomeada de Y (4274). A curva cheia ¢ o resultado
do ajuste. A curva tracejada é o background previsto.

1.3 Modelos Moleculares

Uma possivel explicagdo para a estrutura dos estados Y(3930), Y(4140) e Y(4274)
¢ a de que estes estados sejam estados moleculares - esta explicacao fornece um padrao

comum para os trés estados, além de prever a existéncia de um quarto estado, o parceiro
molecular do Y (4274).

1.3.1 Y(3930) e Y (4140)

Comecemos estudando o Y(4140). Este estado decai pelo canal Y — J/¢¢. Como

2

temos dois mésons vetoriais com ntmeros quanticos J©¢ = 17~ 2 como produtos da

reacao, e como a conjugacao de carga é uma simetria da reacao, temos que a C-paridade

2Notacao: J é o momento angular total do estado, S é o momento angular intriseco e L é o momento
angular orbital do estado, P é a paridade e C' a conjugagao de carga (C-paridade). Onda S, P, D, ...
significa L = 0,1,2,---. No capitulo 3 discutimos um pouco mais formalmente os niimeros quanticos P
eC.
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do Y ¢é positiva: C' = (—1)"V+=D = 41, Além disso, temos que, em onda S (L = 0), os
valores possiveis de momento angular total J para o Y (4140) sao 0, 1 e 2, com paridade
P = (-1)(=1)(—=1)* = +1. Como temos que C' = (=1)¢*% = (=1)% e que J = S em
onda S, o estado com J = 1 em onda S leva a C' = —1, o que é inconsistente com a
atribuicao anterior - isto implica que J = 0, 2. Logo, J'¢ = 0*F e 2+ sdo as atribuicoes
possiveis de JF'¢ para o Y(4140) em onda S. Em onda P (L = 1), podemos ter JF¢ = 1=+
- este conjunto de ntmeros quanticos ¢ inconsistente com a estrutura ¢g de um méson
e representa um conjunto de ntimeros quanticos exdticos. Portanto, assumindo o caso
mais simples possivel, L = 0 e o menor J possivel, temos que os nimeros quanticos do
Y (4140) sao JPC = 0. Uma andlise andloga se aplica ao Y(3930), que decai pelo canal
Y = J/jw.

Outro fato interessante é que os estados Y(3930) e Y(4140) estao préximos do limiar
de producao de dois mésons D* e D}, respectivamente, sendo que my (3930) — 2mp= &
My (1120) — 2mps ~ —90MeV?. Além disso, temos que my (4140) — My (3930) & My — My, X
200 MeV. Finalmente, considerando que J© = 17 para os mésons D* e D, um estado
ligado de D* e D* (ou D* e D¥) com L = 0 possui J'¢ = 0**+. Com estas consideragoes
em mente, Liu e Zhu [20] propuseram um modelo em que os estados Y(3930) e Y(4140)
seriam parceiros moleculares. O estado Y(3930) seria a molécula D* D* e o estado Y (4140)

JPC = 0T, Ambos estados teriam

seu parceiro molecular D} D?, ambos estados com
aproxidamente a mesma energia de ligacao ~ 90 MeV e a diferenca entre suas massas

seria devido a diferenga de estrutura de sabor dos mésons D* (2m, ~ 200 MeV).

1.3.2  Y(4274)

O estado Y(4274) se encontra préximo do limiar de produgao do par Dy(2317) D, +
h.c., * My (a274) — (Mp,o(2317) + Mp,) = —11 MeV. Tendo em conta este fato e também o
canal em que este estado foi descoberto, Y — J/1¢, e com base nos modelos moleculares
para o Y(3930) e Y(4140), teve origem a idéia [21] de que o Y(4274) seria o estado
molecular Dy (2317) D + h.c. com JF¢ = 0=, Uma previsio deste modelo é a existéncia
do parceiro molecular Dy(2400)D + h.c. com JP¢ = 0=F, que poderia ser observado no
canal Y — J/¢yw (Figura 1.4).

3Para referéncia, as massas dos mésons D [19]: mp-o = 2007 MeV, mp.+ = 2010 MeV, Mpet =
2112MeV e mp+ = 1968 MeV

4Notemos que os mésons D(2317) e Dy(2400) tem J” = 0~ e que os mésons Dy e D tem JZ = 0F.
Na literatura, a nomenclatura para os mésons D;((2317) e D(2400) ainda nao foi uniformizada. No PDG
[19], 0 méson D4,(2317) é denominado D¥,(2317) e o méson Dy(2400) denominado D{(2400). Contudo,
0s primeiros nomes também sao comuns. Neste trabalho adotamos o primeiro conjunto de nomes.
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Figura 1.4: Espectro de massa invariante do B — J/ywK [21], observado pela colaboragao
Belle (esquerda) e pela colaboracao BaBar (direita), apresentando um possivel actimulo na
regiao de 4200 MeV, que, segundo os autores de [21], representaria uma possivel evidéncia
para o parceiro molecular de DyD, + h.c., DyD + h.c..

1.4 As Regras de Soma da QCD

A ferramenta padrao para calculos em teorias quanticas de campo, a teoria de per-
tubacoes, revela-se pouco util para se estudar o espectro hadronico usando a QCD. Para
altas energias, a liberdade assintética da QCD é valida - os quarks sao quase livres e a
constante de acoplamento efetiva da QCD, «a,(Q?), é pequena, de forma que a expansao
pertubativa em termos da constante de acoplamento a; € uma boa aproximacao. Na escala
hadronica, a escala de energias e de momentos transferidos tipica é da ordem de 1 GeV e
estamos no regime do confinamento; como nesta escala a,(Q?) é da ordem de 1, a expansio

pertubativa nao é uma boa opcao e deve-se procurar uma técnica nao-pertubativa.

As regras de soma da QCD [5], cujos fundamentos serao explorados com mais de-
talhes no capitulo seguinte, consistem numa ferramenta 1til, embora aproximada, para
se realizar cdlculos nao-pertubativos. Fundamentada no principio da dualidade quark-
hadron - a equivaléncia aproximada entre uma descricao pertubativa de um hadron por
meio dos graus de liberdade de quarks e gluons e uma descri¢ao usando os graus de liber-
dade hadronicos - ela permite calcular grandezas observaveis sobre os estados hadronicos,
como massas e larguras de decaimento. Informacgoes nao-pertubativas sao incluidas na

descrigao pertubativa por meio do uso da OPE (Operator Product Expansion) de Wil-
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son e da introducao dos condensados do vacuo. Devido as vérias aproximacoes adotadas
(como o préprio principio da dualidade), as QCDSR possuem uma precisao intrisecamente
limitada; contudo, elas permitem um calculo analitico de observaveis na escala hadronica
partindo-se de principios basicos da QCD, sendo que as grandezas fisicas sao expressas
em termos de parametros fundamentais da QCD, como massas dos quarks e condensados

- esta é uma das principais vantagens das QCDSR.

Tendo em vista estas caracteristicas, as QCDSR se tornaram uma ferramenta ade-

quada para o estudo dos novos estados do tipo do charménio [4].

1.5 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo do estado Y(4274) como
uma molécula Dy D, + h.c., usando as regras de soma da QCD para calcular a massa
desta molécula e verificar a viabilidade deste modelo molecular para descrever o Y(4274).
Um estudo completo da molécula parceira, DyD + h.c. também é realizado. O calculo
é realizado considerando-se todos condensados até dimensao 10, supondo a hipdtese de
fatorizacao para os condensados de dimensao mais alta, e em primeira ordem na massa
do quark estranho, m,. Sao realizadas também predicoes, via QCDSR, das massas dos

estados moleculares correspondentes compostos de mésons B, By B, + h.c. ¢ ByB + h.c.

com JF¢ =0+,



2 As regras de soma da QCD

2.1 Motivacao

A QCD fornece uma descrigao satisfatoria da fisica das interagoes fortes nas regioes de
grandes momentos @) transferidos (ou, equivalentemente, de curtas distancias), onde vale
o regime de liberdade assintdtica, os quarks sao quase livres e os célculos pertubativos
confidveis. Contudo, para o estudo da regiao de pequenos momentos transferidos (ou,
equivalentemente, de grandes distancias) entra-se no regime do confinamento, quando a
constante de acoplamento efetiva a,(Q?) é grande (~ 1), dificultando o uso da teoria de
pertubagoes. Como os hédrons sao formados no regime do confinamento, é necessario

partir para técnicas nao-pertubativas para se estudar o espectro hadronico.

Uma técnica que permite extrair informagoes nao-pertubativas sao as regras de soma
da QCD [5, 22], que sao utilizadas neste trabalho para se determinar as massas dos estados
moleculares. Neste capitulo descreveremos os fundamentos das QCDSR, as aproximagoes

realizadas e as limitacoes da técnica.

2.2 O principio da dualidade quark-hadron - Visao
geral

O principio fundamental das regras de soma é o principio da dualidade quark-hddron,
que afirma que existe uma regiao intermedidria em Q? em que a descricio de um hadron
considerando os graus de liberdades de quarks e gluons como graus de liberdade funda-
mentais, por meio das técnicas pertubativas usuais (vdlidas para Q* grande, no regime da
liberdade assintdtica) suplementadas pela OPE ( Operator Product Expansion - Expansao
em Produto de Operadores) de Wilson [23], é equivalente a uma descrigdo do mesmo sis-
tema considerando os hadrons como os graus de liberdade fundamentais. Por meio desta

equivaléncia é possivel extrair informacoes sobre os estados hadronicos.
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Contudo, esta dualidade é necessariamente aproximada [24]. Por um lado, na des-
cricao via quarks e gluons, a OPE é uma expansao assintética valida somente no regime
pertubativo. Para descrever a fisica nao-pertubativa a grandes distancias, a OPE ¢é esten-
dida além de seu dominio de validade, além de ser, em céalculos praticos, necessariamente
truncada. Por outro lado, na descri¢gao por meio dos graus de liberdade hadronicos somos
levados a separar o estado fundamental dos demais estados excitados, utilizando uma des-
cricao aproximada para estes ultimos. Isto implica que as QCDSR possuem uma limitacao

de precisao intriseca.

2.3 Funcoes de correlacao e o principio da dualidade

Para aplicar o principio da dualidade, as QCDSR partem da func¢ao de correlagao

(também chamada de correlator ou funcao de dois pontos) definida por!

M(g) = / d 10| [j(x)77(0)] [0) 2.1)

onde ¢ é o 4-vetor momento total e j(x) é a corrente interpolante construida a partir
de campos de quarks (e/ou glions, no caso de glueballs e estados hibridos). A corrente
interpolante j(x) é construida de forma a refletir a estrutura do hadron a ser estudado; por
exemplo, j(x) deve possuir o mesmo conteido de quarks e os mesmos niimeros quanticos
do hadron em questao. Neste trabalho necessitaremos apenas de correntes escalares.
Contudo, as mesmas consideracoes, com as devidas alteracoes, se aplicam a correntes

vetoriais ou espinoriais. No espaco de configuracoes temos que o correlator é dado por

II(z) = i(0|T [j(x);'(0)] |0). (2.2)
Na Figura 2.1 apresentamos uma representacao diagramética do correlator.

Uma forma de estudar a equagao (2.1) é através de um célculo pertubativo con-
siderando os graus de liberdade de quarks e glions usados na construgao da corrente
interpolante j, utilizando a OPE de Wilson para separar as contribuicoes pertubativas de
curto alcance das contribuigoes nao-pertubativas de longo alcance. Este calculo é valido
para momentos transferidos ¢ grandes, devido & liberdade assintética da QCD - para ¢?

pequeno a validade do calculo pertubativo é posta em xeque. A funcao de dois pontos

avaliada desta forma é chamada de lado da OPE ou lado da QCD e denotada ITOFF.

1 As convencdes para a métrica de Minkowiski e para o sistema de unidades utilizado, além das iden-
tidades da &lgebra de Dirac e do SU(3) usadas neste trabalho, podem ser encontradas no Apéndice A.
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Figura 2.1: Representagao diagramatica da fungao de correlagao I1(z).

Outra forma de calcular (2.1) é estudar o sistema em questao considerando seus graus
de liberdade hadronicos - posto de outra forma, considera-se que o campo basico do
sistema ¢ dado pela prépria corrente interpolante 7 e nao pelos campos de quarks e glions.
Isto é realizado através do uso de um conjunto de completo de estados hadronicos para j. A
funcao de dois pontos calculada desta forma é chamada de lado fenomenoldgico e denotada
I1'" devido ao fato de que nio sdo considerados os graus de liberdades fundamentais do
sistema (quarks e glions) e também devido ao fato de que sao introduzidos parametros
(como a massa do estado fundamental e constantes de acoplamento) que nao podem ser
calculados através desta descricao. Esta é uma descricao adequada para um sistema

hadronico no regime do confinamento.

O principio da dualidade quark-hadron consiste (na sua forma ingénua) assumir que
[I°PE(g) = II'*"(q) para alguma regidao em ¢* - ou seja, que é equivalente descrever o
sistema através dos seus graus de liberdade hadronicos ou através dos graus de liberdade
fundamentais. Contudo, pelas razoes que serao explicitadas nas secoes seguintes, é mais
interessante considerar a transformada de Borel do principio da dualidade. Através desta
equivaléncia, é possivel extrair as informacgoes sobre o hadron analisado calculando os

parametros introduzidos no lado fenomenoldgico.

Antes de se aplicar o principio da dualidade, é necessario entender como é realizado o

calculo no lado da OPE e no lado fenomenolégico - este é o objetivo das proximas segoes.

2.4 A funcao de correlagao no lado da OPE

O principio bésico da OPE é a separacao entre contribuicoes de curto e longo alcance

no calculo de produtos de operadores locais. Em outras palavras, a OPE consiste na
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possibilidade de se poder escrever, para um produto de operadores AeB ,
i / d*z " T[A(z)B(0)] = ) _ C(q)On (2.3)
n=0

onde C,,(q) sao coeficientes avaliados pertubativamente que descrevem a fisica de curto
alcance, O,, sao operadores locais que descrevem a fisica nao-pertubativa de longo alcance
e n é a dimensao do operador. Esta equacao é exata se tomada no contexto de teoria de
pertubagoes (ou seja, ¢? grande); caso contrdrio, a equagao (2.3) perde sua validade [25].
Contudo, existe a possibilidade de que, mesmo numa regiao de ¢ na escala hadronica, fora
do regime de validade de (2.3), os primeiros termos da OPE sirvam como aproximagao
para o célculo de II(q) - neste caso dizemos que a OPE “converge”. Esta extensao da
OPE fora do regime pertubativo para o regime nao-pertubativo é uma das aproximacgoes

utilizadas nas regras de soma.

2.4.1 Teorema de Wick

Para obter os coeficientes C,, e os operadores locais O, consideraremos, como um
exemplo concreto, o caso de uma corrente escalar j(z) = §,(r)g.(x), onde ¢(z) é um

campo fermionico de quarks e a é um indice de cor.

Primeiro consideremos o teorema de Wick [26] aplicado ao valor esperado no vacuo

de um produto de dois campos fermionicos,

(01T [9a(2)@(0)][0) = p(O|T [ga ()@ (0)] [0)p + (Of = [ga()@(0)] = 0} , (2.4)

onde T indica o ordenamento temporal, |0) é o vacuo da teoria interagente, |0), ¢ o vicuo
pertubativo e : O : indica o ordenamento normal do operador O. Se o vdcuo da QCD |0)
correspondesse ao vacuo pertubativo |0),, o valor esperado no vécuo de qualquer operador
ordenado normalmente seria nulo (com a excegao do operador identidade)?. Considerando

que a definicao do propagador fermionico é

Sun() = (01T [aa()(0)] 0) (2.5)

temos, de (2.4), que

Sap(w) = Sap() + (0] : [4a(2)@(0)] - |0) , (2.6)

2Numa teoria livre, o ordenamento normal consiste em posicionar todos operadores de aniquilacio &
direita dos operadores de criagao. Segue imediatamente que ao calcular o valor esperado de um operador
(diferente do operador identidade) ordenado normalmente um operador de aniquilacdo encontrard |0),
ou um operador de criagdo encontrard ,(0|, resultando num valor esperado nulo.
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onde
Sip(@) = p(0|T [qa()3(0)] [0), (2.7)

é o propagador pertubativo. O segundo termo de (2.6) concentra as informages nao-

pertubativas necessarias para se construir o propagador completo.

Estas consideragoes sugerem uma forma de se incluir as contribuigoes nao-pertubativas
no calculo de (2.1) para a corrente escalar j(z) = u(z)q.(z). Primeiro utilizamos o
teorema de Wick para reescrever (2.1) em termos de S%, (z) e de (0] : [qa(%)g(0)] : ]0).

Explicitando os indices de Dirac, temos que

(O[T [5(2)5%(0)] [0) = (OIT [(Ga,0()ga.0 () (6,5(0).5(0))] 0)
= Sapap(®) S pa(—2) + -
= Tr [, () Spa (=) + -+, (2.8)

onde Tr indica o trago nos indices de Dirac e (---) indica os demais termos da expansao
de Wick que nao sdo completamente contraidos (ou seja, possuem fatores que sao valores
esperados no vécuo de operadores normalmente ordenados). Para levar em conta estes
termos, usamos (2.6) para absorver os produtos normais nos propagadores livres; o resul-
tado é que os propagadores a serem usados sao os propagadores nao-pertubativos. Em

outras palavras, temos que a funcao de dois pontos é reescrita na forma
(01 [j(2)51(0)] 10) = Tr [Sap(2) Spa(—)] (2.9)

onde Sgp(x) é o propagador nao-pertubativo (2.6).

Para prosseguir, precisamos escrever a OPE para o propagador nao-pertubativo (2.6).

2.4.2 O propagador nao-pertubativo

Nesta secao detalhamos como é calculado o propagador de quarks nao-pertubativo
utilizado nas QCDSR. Para quarks leves (ou seja, ¢ = u,d, s), trabalha-se no espaco das
coordenadas, sendo feita uma expansao em poténcias da massa do quark, m,. Para quarks
pesados (¢ = ¢,b) é mais conveniente escrever o propagador nao-pertubativo no espago

dos momentos.
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2.4.2.1 Gauge do ponto fixo

Para realizar os calculos, devemos fixar um gauge para os graus de liberdade gluonicos.
No caso, o gauge escolhido é o gauge do ponto fixo (ou gauge de Fock-Schwinger), que
introduziremos a seguir. O campo de gauge é dado por A,(z) = AE (z)t?, onde t5,
(B =1,2,---,8), sdo os geradores da dlgebra de Lie de SU(3) de cor®. O tensor de

campo G, = G,t" é definido por
G, =0,A0 — 0,A7 + gfPPATAD, (2.10)

onde fPYP sio as constantes de estrutura do grupo SU(3) e ¢ é a constante de acoplamento

das interacoes fortes. O gauge do ponto fixo é dado pela escolha
a* A, = 0. (2.11)

Este gauge possui duas vantagens. A primeira delas ¢ que o potencial vetor A, pode ser
expresso em termos diretamente em termos de G, [27]

]' v
AP (z) = —§ny(0)x : (2.12)

A segunda vantagem é que, como serd visto mais adiante (Segao 2.4.2.3), uma expansao
do campo de quarks g(x*) em poténcias de x resulta numa expressao escrita em termos

das derivadas covariantes ao invés de em termos das derivadas ordinarias.

2.4.2.2 Contribuigoes pertubativas

Propagador livre  Vamos estudar o propagador pertubativo S, (x). A primeira con-
tribuicao a S?,(x), de ordem zero em teoria de pertubagoes, corresponde ao propagador
fermionico livre. No espaco dos momentos temos que?

i

= ———0ub- 2.1
p—mq—l—ie(sab (2.13)

0
Sap (1)
Expandindo em série de Taylor em torno de m, = 0 e retendo os termos lineares em my,

1 im
Sty (p) = po + p—féab +0(m2). (2.14)

3 As propriedades necessdrias dos geradores de SU(3) se encontram no Apéndice A.
4No que segue, sempre que a estrutura analitica do propagador e a posicdo dos pélos ndo for relevante,
omitiremos o termo ¢e¢ no propagador livre.
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A seguir, fazemos uma transformada de Fourier para passar o propagador para o espaco

das coordenadas

. 5ab in-xT }7) +m
Sgg(x) = Z<27T)4 /d4p€p Tq (215)
Para calcular as integrais, notamos primeiro que
: -1
/dﬂo}%e’p“ = —W“@u/d‘lpezp'z]? (2.16)

Logo, é somente necessario calcular a integral do lado direito de (2.16). Isto é feito por
meio de uma rotagao de Wick para passar a integral do espago de Minkowiski para o
espaco euclidiano; ou seja, faz-se a substituicao pg — ippr na componente temporal de p;
isto resulta também nas transformagoes p*> — —p% e p- & — —pg - zp. O indice F indica

que se tratam de quadrivetores no espaco euclidiano. Também utilizamos a identidade®

1 1 /°° 2
= dao" e Pe, 2.17
P T 1) Jy (217)

Com estas manipulagoes, obtemos

) 1 o0 )
/alllpe”‘”'z—2 = —z'/ da/d4pE e PETE— 0P (2.18)
0

p

Completando quadrados no expoente, resolvendo as integrais gaussianas em p e entao a

integral em a obtemos

.1 dinm?
4 ip-x _
E, de (2.16),
4 ip-x p _ 87T2¢
/dpep T (2.20)
Finalmente, usando as equagbes (2.19) e (2.20) em (2.15) obtemos a contribui¢ao do

propagador livre no espaco das coordenadas,

Mg
——0ab- 2.21
Amg? ™ ( )

Sapg(if) = ﬁ¢5ab -

Interagao com um gluon externo A contribui¢do ao propagador pertubativo S¥,

em primeira ordem de teoria de pertubacoes vem do diagrama de Feynman da interacao

do quark com um campo de gluons externo (Figura 2.2). A lagrangeana de interagao
quark-gluon é

Lint = 9Ga7" AL to (2.22)

SPara verificar (2.17) basta integrar por partes o lado direito n vezes
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A regra de Feynman correspondente ao vértice gqg (no espago dos momentos) é, portanto,
igsy"t?; para os propagadores de quarks, usamos (2.13). Incluindo o campo externo A,,(q)
no espaco dos momentos, o diagrama da Figura 2.2 resulta na seguinte contribuicao ao

propagador pertubativo no espaco dos momentos:

St (p) = / (3234 ( y _imq> (ig7" AL (@)t) (m) : (2.23)

A transformada de Fourier da relagao (2.12), vélida no gauge do ponto fixo, fornece

B0y~ Lomia? (0)-2s®
Logo,
+mg\ 1 o (p+g)+m
s (p) = gt5 (27" Lgn (o S 2.25
ab (p) 9lap (p2 N mg 27 ,LLI/( ) 8(];, (p + q)2 N mg 0 ( )
Fazendo as derivadas indicadas em (2.25) obtemos
S (p) = 24867 (0) P L 27“19”—’Yj T | (2.26)
o (P) = 5taCu 0\ s ) |17 =2 07— m2)?
q,
ab
pa prgb

Figura 2.2: Contribuicao ao propagador pertubativo do diagrama da interagao do quark
g com um gluon externo. Os momentos carregados pelo quark e pelo gluon, e os indices
de cor correspondentes, estao indicados na figura.

E possivel simplificar esta expressao [28, 29]. Para tanto, fazemos uso da identidade®
(P +mV'p" (P +mg) = —7"p"(p* — m3) + 20"p" (p + my), (2.27)

, ~ B =z s e g : : B vo__
e também da observagao que GG}, € anti-simétrico em p, v, o que implica que G, p"'p” = 0.

Assim, obtemos que

Sty (p) = SHEGE(0) P+ may” + 2] (2:28)

1
W[(

B

Novamente, como G 7, é anti-simétrico em p, v, € necessario considerar apenas a parte anti-

SPara verificar (2.27), basta anti-comutar 4 e p + m, no lado esquerdo, obtendo imediatamente o
lado direito. Igualmente, para verificar (2.30) basta, no lado esquerdo, anticomutar convenientemente p
com as matrizes de Dirac.
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simétrica no interior dos colchetes em (2.28). Podemos, entao, fazer a seguinte substituigao

1% 1 1% v
V' — 5(7"1? —7"pt). (2.29)

Usando a identidade
(YY", pl = 2(4p” — ") (2.30)

deduz-se que a transformagao (2.29) é equivalente a

1
Yrp” — Z[’V”’YV;P]- (2.31)
Assim, obtemos que
1
GB,(0) [(p + mg)y"y” + 24"p"] = G5, (0) SOV PP ) Fmaty | (2:32)

Notando que a anti-simetriza¢ao de 7*v" leva ao uso das matrizes o (conf. (A.12)),

1
7“711 - 5 [,-)/M’,-YV] = —io", (233)

chegamos a forma final da contribuicao pertubativa devido a interacao do quark com um

gluon externo
pa‘“’ + U’“’p + 2mgot

2 212
(p - mq)
Passando para o espago das configuracoes, expandindo até primeira ordem em m, e usando
7

7
SP(p) = —24B.G5 (0)

| (2.34)

as transformadas de Fourier

—ip-x 1 . —ipe 47?'2
/d4pe P W:—m2ln(—x2) e /d4p€ P (p€)2 = a:f’ (2.35)

obtemos a expressao desta contribuicao pertubativa no espaco de configuragoes, valida

para quarks leves,

7: v 4 m v
Sg; (x) = —tﬁ)mngV(O)(;éa“ + ot —tB 257:2ng1,(0)0“ In(—2?). (2.36)

E possivel considerar contribuicoes pertubativas com a inser¢ao de dois ou trés gluons

externos. Os resultados no espago dos momentos|28] estao listados no Apéndice B.

"A segunda transformada em (2.35) segue imediatamente da primeira. Para mostrar a primeira férmula
em (2.35) o procedimento inicial é o mesmo usado em (2.19) e (2.20): faz-se uma rotagio de Wick e usa-se
a equacao (2.17), resolvendo a integral gaussiana nos momentos. A integral unidimensional resultante
é divergente na origem - contudo, por razoes que serao explicadas neste e no proximo capitulo, apenas
termos que podem possuir uma parte imaginaria sao relevantes. Portanto, o procedimento descrito no
Apéndice D, que resulta na equagao (D.35), pode ser usado com este fim.
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2.4.2.3 Contribuigoes nao-pertubativas

Vamos tratar agora o segundo termo de (2.6), que denotaremos Sgg abs ©Scrito agora

com os indices de Dirac explicitos

Sap,ab(®) = (0] : [ga,a()qs,(0)] : |0). (2.37)

Em S™ serao incluidas as contribuicoes nao pertubativas ao propagador. Para tratar com
a equagao (2.37) primeiramente deve ser notado que a OPE é vélida para um célculo de
curtas distancias. Ou seja, pode-se assumir que x é pequeno e fazer uma expansao de

¢%(z) em poténcias de  em torno de z = 0, obtendo-se
1 v a
9a(2) = ¢a(0) + 270,46 (2) lo=0 + 52”2700, 4o (@) a0 + . .. (2.38)

Contudo, no calibre do ponto fixo tem-se 2#A, = 0. Assim, com a definigao usual da
derivada covariante

D, = 0, —igA,, (2.39)

temos que z*D,, = z"d,, o que implica que (2.38) assume a forma

1
4a(2) = ¢4(0) + 2" Dy (@)lomo + 52" 2" DDyl (@)oo + - (2.40)

Esta expansao é escrita numa forma envolvendo apenas derivadas covariantes - este fato

consiste na segunda vantagem do gauge do ponto fixo aludida anteriormente.

Substituindo-se (2.40) em (2.37) obtemos termos com poténcias crescentes em z, que

serao estudados em separado.

Termo de ordem 0 O termo de ordem 0 em x é dado por

S0 (@) = (0] ¢ 4aa(0)Gs,(0) : |0). (2.41)

Notando que o lado direito é independente de z, ele deve ser proporcional ao produto
direto de uma matriz constante nos indices de cor a e b e de uma matriz constante nos
indices de Dirac a e 5. Considerando a forma de (2.41) vemos que a tnica estrutura

compativel é
(0] : ¢a,a(0)@s,6(0) : |0) = dagdarNo, (2.42)

onde Ny é uma constante de normalizacao. Para obter o valor desta constante, contraimos
(2.42) com 6pa0pa, além de anticomutar, no lado esquerdo, os campos fermionicos ¢ e q.

Fazendo isto, obtém-se que Ny = —(gq) /12, onde introduzimos o condensado (gq) definido
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por
(qq) = (0] : [75(0)q (0)] - [0). (2.43)
Portanto, a primeira contribui¢ao nao-pertubativa ao propagador é dada por (omitindo

os indices de Dirac)
~ {aq)
3-22

Sy () = Oab- (2.44)

Em (2.44), (gq) possui dimensao 3 e é chamado de condensado de quarks ou conden-
sado quiral. Seu valor numérico pode ser estimado por meio da hipétese PCAC (Partially

Conserved Axial Current) [30]. A estimativa que usaremos, para ¢ = u, d, é [31]
(qq) = —(0.23 £ 0.03)® GeV* (2.45)
Uma estimativa do condensado de quark estranho (ss) ¢ dada por [32]

(5s) = p(qq), onde p = 0.8. (2.46)

Termo de primeira ordem O termo linear em x é
Subap(@) = 201+ Dyyda,a(0)G5(0) : |0). (2.47)

Para o elemento de matriz em (2.47) temos que a unica estrutura de indices de Lorentz,

de cor e de Dirac permitida é

(01 - Dyga.a(0)gs.5(0) = [0) = (V) agdanN1, (2.48)

onde N; é uma constante de normalizacdo. Para calcular N; contraimos (2.48) com

(7") 3a0%* € anticomutamos os campos, obtendo
461,=16 3
3 ———
(:qlhq ) = — (Tr [vu7"]) (Oua) N1 = —48Nj. (2.49)

Agora, como ¢ satisfaz a equacao de Dirac,

Dq = —imyq, (2.50)

temos que
(: qlbq :) = —imy(qq). (2.51)
Assim, usando (2.51) em (2.49), chegamos ao valor de Ny,
1My

Ny = E(@Q>' (2.52)
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Portanto, combinando (2.47) com (2.48) e (2.52), temos a contribuigao de primeira ordem

ao propagador nao-pertubativo,

n 1M (q
S () = —3‘_’<2iq> F0ab. (2.53)

Termo de segunda ordem O termo quadratico em z é

N | —

z#2”(0] : D, Dyqa.q(0)Gs(0) : |0). (2.54)

2
Szg,ab(x)

O elemento de matriz em (2.54) pode ser escrito como®

<O| : DuDuqa,a(O>Qﬁ,b(0) : |O> = g/w(saﬂaabN% (2'55)
onde Ny é a constante de normaliza¢ao. Contraindo (2.55) com g""d,30s, Obtemos que

(qD*q) = —48N.. (2.56)

Por outro lado, diretamente a partir da definicdo de derivada covariante (2.39) é

possivel verificar que

D, D,| = —igG,,. (2.57)

Contraindo (2.57) com o temos que
o"|D,,D,] = —igo - G, (2.58)
onde 0 - G = 0, G*. Expandindo o lado esquerdo de (2.58) (usando (A.12)) vemos que
2i(IpIp) — D*)q = —igo - Gq. (2.59)

Como ¢ satisfaz a equacao de movimento (2.50), DIDq o mgq, podendo ser desprezado se

trabalharmos até primeira ordem em m,. Assim,

1
D*q = 599" Gq. (2.60)

Usando (2.60) em (2.56), finalmente calculamos o valor de Na,

1
Ny = —5:{a90 - Gg). (2.61)

Logo, com este valor de Ny em (2.55) e (2.54), temos que a contribuigao de segunda ordem

8A estrutura de Dirac e de Lorentz mais geral admissfvel para o elemento de matriz em (2.54) é
Aoy, + Bgu, onde A, B sao constantes. Contudo, z#x"c,, = 0, pois 22" ¢é simétrico e o, anti-
simétrico em u,v. Portanto, o termo em ¢, nao contribui ao propagador nao-pertubativo.
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em x ao propagador nao-pertubativo é
2

Snlgﬁ(‘r) = _3 . 96

a

(Ggo - Gq)oap (2.62)

Na equagdo (2.62), (ggo - Gq) possui dimensao 5 e é denominado condensado misto

de quarks e gluons. E usual parametriza-lo em termos do condensado de quarks,

{dgo - Gq) = m§(dq), (2.63)

onde m2 ~ 0.8 GeV* [33].

2.4.2.4 Contribuigcoes nao-fatorizaveis

Além das contribuicoes ao propagador nao-pertubativo discutidas anteriormente, po-
demos considerar também contribuicoes em que o quark ¢ emite um gluon, que é absorvido
pelo propagador de outro quark, ¢’. As contribui¢des ndao-pertubativas que envolvem esta
troca de gluons sao origem de indices livres no propagador de ¢, que devem ser con-
traidos com indices correspondentes no propagador de ¢, sendo portanto chamadas de

nao-fatorizdveis.

Estas contribuigdes se originam da fungao de dois pontos (2.37), com a insergao de

um gluon externo (o gluon trocado entre ¢ e ¢'),

Siban(®) = (0] : aa(2)9G1,d5(0) : [0). (2.64)

Os indices de Lorentz u, v e o indice A devem estar contraidos, no propagador de ¢, com
os indices correspondentes no propagador de ¢’. De resto, o cdlculo do propagador nao-
fatorizavel é andlogo ao restante propagador nao-pertubativo: inserimos a expansao de

q(z) (2.40) em (2.64) e estudamos os termos resultantes ordem a ordem em z.

Termo de ordem 0 O termo de ordem 0 é

Se0A (@) = (0] ¢aa(0)9G2h,d5,(0) : |0). (2.65)

ap,ab,uv

O elemento de matriz pode ser escrito na forma

(0] + Ga.a(0)9G 1, @5,5(0) + [0) = (0 )ast i Ns. (2.66)
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Contraindo com (o) z,t4,, trocando a ordem dos campos fermiénicos e usando a identi-

dade (A.28) temos que

1
Ny =— 190 - 2.
3=~ (090 Ga) (2.67)

Logo, a contribuicao ao propagador nao-fatorizavel de ordem 0 em z é

nf0,A 1 _
Sabjjgu - _3 . 96 <ng' : Gq>0-,u1/t;4b (268)

Termo de primeira ordem  Seguindo o mesmo procedimento, encontramos que o

termo de primeira ordem em x é dado por (omitindo indices de Dirac)

) - 1mgy{qgo - G
Sui (1) = 27(0] : Dya(0)9G10,0(0) < 0) = q<§?28 :

ab,uv

t (F O + owit)  (2.69)

Termo de segunda ordem O termo nao-fatorizavel de segunda ordem em z é dado

por

. i . (ago - GD*q)
Sai (1) = =5 (0] - DyDAga(0)9G1,0(0) + [0) = == — "oty (270)

Usando as equagoes (2.60) e (A.29) temos que esta contribuigdo pode ser escrita como

nf2, (79){(9°G*)
ab{if(x) = _Wx2o-;wtfba (271)

onde o condensado de dimensao 4
2 2\ . 2~B ~Buv .
(g°G") = (0| : g GWG 1 10) (2.72)

¢ denominado condensado de gluons. Este condensado também aparece quando con-
sideramos contribuicoes pertubativas com gluons externos, como a dada Figura 2.2 e
pela equac@o (2.36), via o uso da identidade (A.29). Neste trabalho usaremos a se-
guinte estimativa, retirada das regras de soma aplicadas a resultados experimentais de

e"e” — (hadrons com isospin 1=1)[34]

(g*G?) =~ 0.88 GeV*, (2.73)

Outro condensado usado neste trabalho é o condensado de trés gluons, de dimensao
6, definido por
(g°G®) = (0] : ¢° fapc G, GLGS, - |0). (2.74)

vppp
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A estimativa de (g°G?) utilizada é[5]

(g°G?) =~ 0.045 GeV°. (2.75)
2.4.2.5 Representacao diagramatica e outras consideragoes

Reunindo todos os resultados das subsecoes anteriores temos o propagador nao per-
tubativo usado nas QCDSR. A forma mais conveniente de expressar o resultado final
para o propagador é usar uma representacao diagramética, como ilustrado na Figura 2.3.
Esta representacao diagramatica permite, como sera visto no Capitulo 3, a construcao
de diagramas que permitem ordenar o calculo no lado da OPE. Todas as parcelas do
propagador nao-pertubativo para quarks leves (¢ = u, d, s) e suas correspondentes repre-
sentacoes diagramaticas encontram-se no Apéndice B - neste Apéndice também reunimos
os resultados para o propagador nao-pertubativo para quarks pesados (€ = ¢, b) no espago

dos momentos.

Na construcao da OPE e do propagador nao pertubativo fomos levados a definir di-
versos condensados. Deve-se ressaltar que estes condensados referem-se a propriedades
fundamentais do vacuo da QCD. Em especial, o condensado de quarks (2.43) e o conden-
sado de gluons (2.72) sdo diretamente relacionados com a quebra espontanea da simetria
quiral e com anomalia do tra¢o[30]. Portanto, na constru¢do do correlator no lado da

QCD nao temos parametros livres.

_ ¢ m 5
Sap() = 5abm¢ + 5ab7T—Q * (@) +

I 1 1

A 4
>K
A 4

Figura 2.3: Representacao diagramatica do propagador nao-pertubativo.

Antes de prosseguir, ¢é util notar que para o propagador nao pertubativo para quarks
pesados apresentado no Apéndice B sao considerados apenas os condensados de gluons.
A razdo disto é que para quarks pesados ) uma estimativa do condensado (QQ) ¢ dada
por[5]

(9°G?), (2.76)

_ 1
QQ) ~ ~fgmam

sendo suprimida pela massa do quark my.
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2.5 O lado fenomenolégico

No lado da OPE, consideramos um calculo pertubativo do correlator, usando os graus
de liberdade de quarks e gluons e parametrizando efeitos nao-pertubativos nos condensa-
dos de vacuo. Isto corresponde a partir da liberdade assintética, de Q? — co. No lado
fenomenolégico parte-se do confinamento; usamos os graus de liberdade adequados numa

descrigao de baixas energias (hddrons), considerando valores de Q* na escala hadronica.

2.5.1 A relacao espectral

O primeiro passo para estudar o lado fenomenolégico é escrever a relagao espectral
para a funcao de dois pontos. Comecamos inserindo um conjunto completo de estados
hadronicos |H (k)), onde k é o 4-momento do hadron, no correlator (2.1), via a relacao de
completeza para | H (k)). Também levando em conta a defini¢ao do produto temporalmente

ordenado chegamos a

-wz/%%kamwmwmmwwwm

+0(—0) (015" (0)| H (k) (H (k) | ()]0)]. (2.77)
Usando operadores de translagio,
j(z) = eP*5(0)e ", (2.78)
temos que
T) = z;/@j’—?”;% [0(z0)e™®* + 0(—x0)e ™™ ] (0[5(0)| H (k)| . (2.79)

Podemos identificar, em (2.79), o propagador de Feynman [26]°,

Ap(z) = /d?’—k [0(z0)e ™™ + O(—p)e™™] :/ Ak ! e~ (2.80)
(2m)32kg (2m)4 k2 — E% +ie ’

onde Fy é a energia do estado |H(k)). Portanto,

-3 [ g e es)

—i—ze

90 elemento de matriz em (2.79) é constante, independente de k.
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Introduzindo
oo

/dq25(q2 —E}) =1 (2.82)

chegamos, finalmente, a

/ d'k / dg*——5—— T e p(q?) (283)

onde definimos a densidade espectral p(¢?) via
(2m) Z [OLi (0)| H (K))|* 6(¢* — Ey)- (2.84)
Renomeando ¢? = s e passando para o espaco dos momentos, temos que

o0
(k) = /0 dsﬁp(s). (2.85)

A equagao (2.85) é conhecida como a relacao espectral. A densidade espectral p(q?)
assume, por definigdao, valores reais e positivos. A densidade p(¢?) possui uma estrutura
tipica: temos um pico representando o estado fundamental (de massa my), um conjunto
de estados excitados e, acima de 2mg, um continuo de estados de varias particulas. Em
termos do correlator, isto implica que II(k?), tomado como fungao de k? complexo, possui
no eixo real positivo polos simples e um branch cut correspondentes, respectivamente,
aos estados fundamental e excitados, e aos estados de vérias particulas [26]. Portanto,
o conhecimento da funcao espectral é uma forma alternativa de codificar as informagoes

contidas na funcao de dois pontos.

Serd ttil inverter a equacao (2.85). Para tanto, vamos calcular ImII(k),

2iImH(k):H(k)—H*(k:):/Ooods( ! — — ! ,>p(k:2). (2.86)

s—k2—ie s—k2+ie

Contudo, como vale a identidade (x real)

— P~ Find(x), (2.87)

onde x é um numero real e P indica o valor principal de Cauchy, segue que

ImII(k?)

p(k?) = —— (2.88)
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2.5.2 A parametrizacao polo+continuo

Uma forma ttil de escrever a densidade espectral é separar o estado fundamental do

conjunto dos demais estados excitados,
Pl () = A(s — my) + 6(s — 50)p™" (), (2.89)

onde A = (0[j|H) indica o acoplamento da corrente interpolante com o estado fundamental
e so é o limiar do continuo, um parametro que indica o inicio da contribuigao de p®™(s),

a densidade espectral dos demais estados. Uma aproximagao simples para p®°™(s) é

pcom(s) _ pOPE<S) = IIHHO#’ (2.90)

onde o TI9PE(s) é o correlator calculado no lado da OPE. A fungao de dois pontos TP (s)
é calculada com 4-momento euclidiano; a passagem para 4-momento de Minkowiski é feita
por uma continuacao analitica. Com as equagoes (2.89) e (2.90) podemos reescrever a

relagao espectral em (2.85) na forma

- )\2 o] 1
Hf (k’) = 2—k‘2 + /SO dSS — kaOPE(S). (291)

mH -
O lado da OPE pode ser reescrito na forma de uma relagao espectral,
> 1
O() = [ st 7). (292
Smin S — q
onde $,,;, ¢ um possivel limite cinematico a integral. No caso de correntes que envolvam

dois quarks pesados (Q = ¢,b), Spmin = 4m22 - isto sera discutido com mais detalhes no

Capitulo 3 e no Apéndice D.

2.6 O principio da dualidade quark-hadron

Com os resultados das se¢oes anteriores, temos duas descricoes distintas da funcao de
dois pontos: o correlator no lado da QCD, ITOPE(k), vélido para Q? > 1 GeV?, quando a
liberdade assintética da QCD garante a validade da expansao pertubativa; e o correlator
no lado fenomenolégico, I (k), adequado para descrever a fisica na escala hadrénica
Q* <1GeV2

As regras de soma da QCD partem do principio da dualidade: assume-se que am-
bas descricoes sdo vélidas em um certo intervalo de Q? ~ 1GeV? [5], ou seja, que

II°PE(g) = TI*"(¢). O uso do principio da dualidade permite usar o lado da OPE para
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determinar parametros do estado fundamental no lado fenomenolégico (my e A). No lado
da OPE, as entradas sao parametros fundamentais da QCD como massas dos quarks e os
condensados do vacuo. No lado fenomenolégico, o uso da parametrizacao polo+continuo
introduz um parametro livre, o limiar do continuo sg. Contudo, sy deve satisfazer certos
critérios fisicos; por exemplo, sg > m?% - o primeiro estado excitado deve estar acima do
estado fundamental. Finalmente, como o principio da dualidade é uma aproximacao e,
em calculos praticos, a OPE é truncada, ha uma certa dependéncia de grandezas fisicas
com ¢?. Exigir que esta dependéncia seja pequena é a base de um critério para avaliar a
validade das regras de soma, como discutiremos em detalhes no Capitulo 4. Portanto, o

Unico parametro aproximadamente livre é o limiar do continuo s.

O uso do principio da dualidade diretamente na forma IT1°PE(g) = 1" (¢) é pouco Ttil;
é interessante introduzir a transformada de Borel'® do principio da dualidade, TIOP®(M?) =
ITfn(M2), onde M? ¢ a varigvel transformada, Q2 — M2, denominada massa de Borel.'!

Ha& trés razoes para tanto:

1. No lado da OPE, o processo de renormalizacao introduz termos de subtracao em
(2.92). Devido a forma dos contratermos introduzidos na lagrangeana da QCD, estes
termos de subtracao dao origem a polinémios em ¢ em (2.92). Como (conf. (C.4))
BI(Q*)™ = 0, n > 0, estes termos de subtragao sao eliminados pela transformada
de Borel.

2. Ainda no lado da OPE, a menos dos termos de subtragao, temos a expansao geral da
OPE dada pela equagao (2.3). Se d é a dimensao de 11, d¢, a dimensao do coeficiente
Cp e dp adimensao do operador On, entdo, por consisténcia, d = dc, +dp . Assim,
operadores de dimensao progressivamente mais alta correspondem a coeficientes
com dimensao progressivamente menor, eventualmente negativa. A contribuicao

dos termos com coeficientes de dimensao negativa é da forma geral

AIOPE(Q?) ~ Y ( Q‘;;)n. (2.93)

n=1

Realizando a transformada de Borel (usando (C.5)) temos que

an

ATOPEQM?) ~ (n — 1)I(MZ)"

(2.94)

WE

n=1

10No Apéndice C apresentamos a definicio da transformada de Borel e de suas principais propriedades.

1O nome, embora seja o usado na literatura, é infeliz. Embora M possua dimensdo de massa, nao
corresponde & massa de alguma grandeza fisica. A interpretacao para a massa de Borel é que ela é a
varidvel que corresponde ao momento euclidiano Q? apés a transformacio de Borel.
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Logo, as contribuicoes de condensados de dimensao superior recebem uma supressao
fatorial. Isso implica que, apds a transformada de Borel, a convergéncia da OPE é

melhorada.

3. No lado fenomenolégico (equagao (2.91)), o fator 1/(s + Q?) é transformado (via
(C.6)) em e~*M*; isso implica que contribuicoes do continuo (com s > sq) recebem

uma supressao exponencial.

Portanto, o efeito global da transformada de Borel é melhorar a convergéncia da OPE para
Q? pequeno no lado da QCD e suprimir contribuicoes do continuo no lado fenomenoldgico,

aprimorando as regras de soma.

Assim, tomando a transformada de Borel de (2.91) e (2.92), e impondo que ITOPE(M2) =

ITfn ()/2) chegamos & seguinte regra de soma

/ ds e=5/™M pOPE () = \2e~mu /M | /ds eS/M? jOPE (), (2.95)
Smin 50

que podemos reescrever na forma
S0
A2 /M — / ds e~ /M pOPE (g), (2.96)
O lado direito de (2.96) sera referido, no que segue, como lado da OPE. Derivando (2.96)
com respeito a 1/M? e entdo dividindo o resultado por (2.96) obtemos uma expressao

explicita para a massa do estado fundamental,

50
j‘ ds s e—s/MQpOPE(S)
f ds e=s/M? pOPE ()

Smin

2.6.1 A validade das regras de soma e a janela de Borel

A regra de soma (2.96) nao é valida para todo valor de M?. Para M? grande, os estados
do continuo comecam a contribuir na relacao de dispersao e a aproximagao pélo+continuo
perde sua validade. Para M? pequeno, nos aproximamos do regime do confinamento e
a OPE perde sua validade. A validade de (2.96) depende da existéncia de um intervalo
de M?, chamado de janela de Borel, dentro do qual a aproximacao pdlo-+continuo é

razoavel e a OPE possui boa convergéncia. Além disso, a massa calculada pela (2.97) é
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um parametro fisico e nao deve depender de M?; contudo, como a OPE ¢ truncada e o
principio da dualidade aproximado, my calculado via (2.97) pode depender de M?, o que
leva a exigéncia de que a dependéncia de my com M? seja suave. Finalmente, o limiar
do continuo sy, embora seja um parametro livre, nao é arbitrario. Estas consideragoes
levam a testes de auto-consisténcia para verificar a razoabilidade das regras de soma.

Enunciaremos mais precisamente estes testes no Capitulo 4.
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3 Cdlculo do Lado da OPFE

Para utilizar as regras de soma no estudo das moléculas hadronicas DD + h.c. e
DoD++h.c. é necessario estabelecer correntes interpolantes que representem estas moléculas
e calcular os correlatores (ou, equivalentemente, as densidades espectrais) correspondentes

no lado da OPE - realizar estas duas etapas sao os objetivos deste capitulo.

3.1 Estudo das Correntes Interpolantes

Para construir uma corrente interpolante para a molécula DyyD, + h.c. (com JP C =
0~") partimos de duas correntes que representam os mésons Dy, jp.,(2) = Sq(x)cq(z),
e Dy, jp,(x) = Co(x)v584(x), onde s(x) é o campo de quarks estranho, ¢(z) é o campo
de quarks charme e explicitamos os indices de cor. Uma possivel escolha de corrente
interpolante para representar a molécula Dy Ds+h.c. é, entdo, jp_ p. () ~ jp.,(%)jp, (x)+
h.c.!. Portanto, a corrente interpolante usada para descrever o estado Y (4274) como uma
molécula DyDs + h.c. com JF¢ =01 ¢

: (S _ _ _

Jpyp,(T) = 7 [(Sa(2)ca()) (@ (2)1550(x)) + (Ca(x)5a(2)) (S5 (x)5¢0(7))] (3.1)
onde o fator i/1/2 é necessario para garantir que j D.oD. Seja hermiteano e possua a nor-
malizacao correta, e o sinal relativo + entre as duas parcelas garantird, como discutido a
seguir, a conjugacao de carga positiva, C' = +1. Para obter a corrente interpolante para
o parceiro molecular DyD + h.c. basta substituir s — ¢ em (3.1), onde ¢ = u, d é o campo
de quarks up ou down, respectivamente,

7

Jpep(¥) = 72 [(Ga(2)cal@)) (@ (2) 7505 (2)) + (€a(®)qa(2)) (G () y50(2))] - (3.2)

LA rigor, esta corrente interpolante e todas outras correntes apresentadas a seguir ndo representam
moléculas hadronicas pois sao todas correntes locais, produtos de correntes interpolantes de mésons
avaliadas no mesmo ponto. O nome molecular dado a corrente vem do fato de que a corrente é produto
de duas correntes interpolantes singletos de cor que representam mésons D. Até que ponto o uso destas
correntes moleculares é uma boa aproximacao para descrever moléculas mesonicas é uma questao em
aberto.
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Antes de iniciar o calculo do lado da OPE, precisamos confirmar se a corrente inter-
polante (3.1) possui os numeros quanticos para descrever a molécula DgyDg + h.c. com
JP¢ = 0~F, determinando suas propriedades de transformacao sob transformacoes de

Lorentz, paridade e conjugacao de carga.

E imediato que as correntes interpolantes sao adequadas para descrever uma molécula
escalar, pois temos um acomplamento de duas correntes mesonicas escalares da forma g,q.;

assim, J = 0.

3.1.1 Paridade

Para determinar a paridade de (3.1), lembremos a ac¢do do operador de paridade P

sobre um campo espinorial ¥ e em seu adjunto 1,

PYP ' =~pp e PYP' = 1m. (3.3)

Logo,
PésP~! = (PeP)(PsP™) = éygyos = és. (3.4)
Analogamente, PsyscP~! = —&vyss. Concluimos que P(5vs¢)(@s)P™! = —(5y5¢)(cs).

Repetindo o argumento para a segunda parcela de (3.1) vemos que
PjDsobspil = _jDSDDS' (35)

Portanto, para a corrente (3.1) P = —1.

3.1.2 Conjugacao de Carga

Resta determinar o comportamento de (3.1) sob conjugacao de carga. A acao do

operador de conjugacao de carga C sobre um campo espinorial é dada por
CyCt =y’ e CyYC~' =70t (3.6)

onde C' é a matriz de conjugacao de carga (que age no espago dos espinores de Dirac).

Uma representagao possivel para C' é [26]
A matriz C satisfaz as propriedades

Cl=C"1=-C e C’vEC’T = —,. (3.8)
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Usando as equagoes (3.6) e (3.7) com as propriedades (3.8) temos, por exemplo, que
CesCt = ¢ 05" = (5¢)" = 3. (3.9)
=~
=C0-1
Temos também que
C5v5cC~ ' = sTCTy0e" = sTCH(ivoy1y2ys)Cel =
= 5T (i0Ty O CTy,C CTy,C ClysCEr =
= s (i(=0 ) (=1 ) (=1 ) (=) =
= i(ey372711708)" = Elinom17273)s =

= CY5S (3.10)

onde, na penultima linha, usamos o fato que o termo dentro do primeiro parénteses é um
nimero e entdo usamos a algebra de Dirac (A.3) para reordenar as matrizes de Dirac.

Portanto, reunindo as equagoes (3.9) e (3.10) temos que
C(5v5¢)(s)C~1 = (Ev55)(5¢). (3.11)

Segue que, usando (3.11) em (3.1),

~

éjD50DS+h.c.O_1 = +JD.oDsth.c.- (3.12)

Portanto, verificamos que C' = +1. Concluimos, portanto, que a corrente (3.1) (ou,

equivalentemente, (3.2)) possui JF¢ = 0~F.2

3.2 Aplicacao do Teorema de Wick

O primeiro passo para o calculo da OPE ¢ a introdugao da corrente (3.1) no correlator

(2.1), que reproduzimos aqui por conveniéncia:

fg) =i [ d'a (O[T {2 (0)}10). (3.13)

2Se o sinal relativo em (3.1) fosse — o argumento anterior levaria a C' = —1.
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Fazendo isto obtemos
7

Mg) = 5 [ @ € (O [(suca) (@1550)(2) 5260) Garssa) 0] 0)+

0|7 [(8aca) (G550) () (Ce5e) (Sav5¢a) (0)] [0)+
+(0[T" [(€asa) (S675¢0) (2) (ScCe ) (Cavssa) (0)] 10)+
HOIT [(Casa) (S75¢0) () (Cc5e) (Sav5¢a) (0)]0) } - (3.14)

Vamos estudar o primeiro termo de (3.14),

Pr(x) = (0T [(Saca) (€57550) (x) (Sece) (Cav55a) (0)] 10). (3.15)

Explicitando os indices de Dirac temos que

Pi(w) = 75 mn OIT [5 ()¢ ()7 (2) 51 ()57 (0)cf (0),(0) 57, (0)] |0). (3.16)

Aplicando o teorema de Wick (onde os propagadores livres sdo trocados pelos propaga-

dores nao-pertubativos, conforme discutido no Capitulo 2) chegamos a
Py(2) = Vv Sai - (@) S5 (=) S () S (=), (3.17)

onde S¢ é o propagador para o quark c e S® é o propagador para o quark s. Identificando

os tracos nos indices de Dirac temos entao que

Pi(x) = Tr [Sp.(2)Sg(—2)7°] Tr [SG,(—2)Sea(x)7] - (3.18)
Finalmente, como usaremos os propagadores dos quarks pesados no espaco dos momentos,
introduzimos a transformada de Fourier de S¢(z),

c _ 1 4 —ip-T QcC
o) = gyt [ 4t S50 (3.19)

Usando (3.19) em (3.18) obtemos (apés uma troca conveniente dos indices de cor)

1

Pia) = s [ e T [S50)S5 (o0 T S-S )] (320
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Repetindo este procedimento para os demais termos de (3.14) obtemos a forma final do

correlator no lado da OPE apds a aplicagao do teorema de Wick

11
(g) = — — d2x d*p dip, etla—Pr1—p2)@
(9) 2 (278 / ra'pprape X

x {Tr [S2,(x) S5, (—p1)7°] Tr
+Tr [S o (p1)SE (—2)y°] Tr
+Tr [S o ()Y’ SE, (—py }

[San(= ]

50
)y’ Sy, (p

°] Tr [Soa(—2)SG.(p2)7°] +
[Sea(=p2)Si.(2)7°] +
Tr [Sga(p2) Sge(—)] +
Tr [Sey(

ca(=p2)Sg:()] } - (3.21)

]
}
v
A

)
1)

+Tr | S5,

3.3 Substituicao do Propagador Nao-pertubativo

O préximo passo no calculo da funcao de dois pontos no lado da OPE é a substituicao

do propagador nao-pertubativo (Apéndice B) na equacao (3.21).

Antes de tudo, é 1til notar que os dois primeiros termos de (3.21) fornecem con-
tribui¢oes nulas com o uso do propagador nao-pertubativo - o uso das identidades dos
tragos (A.19) a (A.23) asseguram que esses termos sao nulos. Portanto, isso permite nos

concentrarmos nos dois tltimos termos de (3.21).

Para manter os calculos organizados ¢ til definir

Ts(x, p) = Tr [S57° () S5 (0)7°] (3.22)

To(x,p) = Tr [S5,(2) S5 ()] - (3.23)
Com estas definigdes, temos que (3.21) assume a forma
i1

Mg) = =5 (27)8

/d4$d4p1d4p2 ella=pr=p2)-e [T5(=x, p1)To(x, —p2) + Ts(x, —p1)To(—x, p2)]
(3.24)

Devido a estrutura do propagador nao-pertubativo e de (3.22) e (3.23), o célculo dos
tragos em Ty e T5 sempre resulta em estruturas com dependéncia em z e p apenas nos

produtos escalares x - p, 2% e p?. Assim, valem as identidades

Tos) (=2, p) = Togs) (z, —p). (3.25)

Portanto, apenas um dos termos de (3.24) precisa ser calculado - podemos reescrever
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(3.24) na forma

1
Pk

(q) = —i / d'zd*prd'ps €D [Ty (—, p1 )Ty, —po)] (3.26)

Com o correlator escrito nesta forma, podemos usar a diagramatica para facilitar a
substituicao do propagador nao-pertubativo. Na Figura 3.1 apresentamos um exemplo de
diagrama - o termo 7% sempre sera representado pelas duas linhas superiores e o termo
Ty pelas duas linhas inferiores. Os diagramas apresentados pela Figura 3.1 representam o
termo correspondente de (3.26) obtido pela substitui¢ao das parcelas correspondentes do

propagador nao-pertubativo (Apéndice B).

o

Figura 3.1: Exemplo de diagrama. As linhas superiores (inferiores) representam 75 (7p)
em (3.26), respectivamente.

3.4 Exemplo de calculo de diagramas

Vamos exemplificar o calculo de diagramas através do cdlculo dos diagramas pertu-
bativos ilustrados na Figura 3.2. Comecando pelo diagrama da Figura 3.2a temos que,

substituindo as partes relevantes do propagador nao-pertubativo (Apéndice B) em (3.24),

(q) =—i
diag(a) (27T)8

c

/d4xd4p1d4p26i(q_p1_p2)'x><
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Calculando os tragos e simplificando (usando as identidades para as matrizes de Dirac e

para a algebra para o SU(3) listadas no Apéndice A) chegamos a

; 2 . .
II(q) = Ak /d4p1d4p2d4xei(q_p1_p2)m (z-p)(@ - pa) . (3.28)

diag(a) 26712 xS(p% - mz)(P% - mg)

N

(a) (b) ()

Figura 3.2: Diagramas pertubativos.

Os diagramas (b) e (c¢) da Figura 3.2 sdo calculados de forma andloga. Para o diagrama

(b) temos que

II(q) =—i
diag(b) (2m)

(-t (w820

xTr {(-%%) (zédCM)} (3.29)

2
p2 mg

- / d4xd4p1d4p26i(q—p1—pz)~x %

e, para o diagrama (c), temos que

[(q) = —
diag(c) (27T)

o [(‘%%)7 (zdba(fjl*mc)) }

y
x T K+ 27rix4¢50d) (zédc i ki) )} (3.30)

Apods o cédlculo dos tracos concluimos que

- /d4xd4p1d4p26i(q—p1—pz)-xX

I1(g) = —1I(q). (3.31)
diag(b) diag(c)
Portanto, quando somados, os diagramas (b) e (c) se cancelam. A contribuigao pertu-
bativa ao correlator é dada apenas pelo diagrama (a). Este cancelamento de diagramas
é resultado da estrutura de Dirac dos tracos. No diagrama (b) é necessario anticomutar

uma vez a matriz 5 com p , enquanto que no diagrama (c) isto nao é necessario. Como o
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restante dos célculos é idéntico para ambos diagramas, ao final dos calculos ha um sinal
de diferenca. Este cancelamento de diagramas é recorrente e é devido a estrutura das
correntes (3.1) e (3.2).

Voltando ao diagrama (a), (3.28), as integrais sao divergentes e devem ser regulariza-
das. Contudo, como estamos interessados apenas na parte imagindaria finita de II(q) (para
o calculo da densidade espectral p(s)) podemos lan¢ar mao de uma técnica (descrita em
detalhes no Apéndice D) que permite extrair ImII(g). No final do Apéndice D (Segao
D.7) aplicamos esta técnica ao diagrama (a), como exemplo, obtendo ao final a equagao
(D.73):

amaz Bmaz
Im[II(q)] _ 3 d dp
£ e 2“7r6a/_ a—gﬁ ples B)lmi(a+8) —afs]',  (3.32)

onde os limites de integragao para a e 8 sao dados por (D.39) e (D.40),

Cpin = —— 5" € g = —— (3.33)
¢ 2
am,

ﬁmin = m (S /Bmag: - 1 — Q. (334)

A extragao de Im[II(¢)] também resulta num limite inferior para a integragao em s (conf.

a equagao (2.92) e (D.37)), Spmin = 4m2.

3.5 Resultados para as densidades espectrais no lado
da OPE

Todos os diagramas que possuem contribuicoes nao-nulas a OPE sao apresentados
na Figura 3.3, ordenados em ordem crescente de dimensao do condensado. Além disso,
consideramos as correcoes devido a massa do quark s, ms, apenas até diagramas de di-
mensao 6; para dimensoes superiores, que ja representam correcoes pequenas a OPE; esses
diagramas foram desconsiderados. Notemos que as contribui¢oes nao-nulas de diagramas

de dimensao 7 e 9 sao proporcionais a m,, podendo ser desprezadas.

O procedimento descrito na se¢ao anterior pode ser aplicado para todos os diagramas

da Figura 3.3. Vamos compilar os resultados obtidos para o cdlculo de p°FE(s). Antes de
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comecar, é util introduzir as defini¢oes

F(s,a,8) =m2(a+8) —aBs e G(s,a)=m?—sa(l—a). (3.35)
A densidade espectral no lado da OPE p°F®(s) é a seguinte soma

PO (s) = Y o), (3.36)

onde D é a dimensdo do condensado correspondente (D = 0 corresponde a contribuigao
pertubativa, pP*"(s)). Temos que pll(s) = pl(s) ~ 0. Os demais termos sio dados a

seguir.

Contribuicoes pertubativas

Basta calcular o diagrama (a) da Figura 3.3, como j& delineado na segao anterior - o

resultado é a equagao (3.32). Na notagao acima,

amaz 5maz
/ B o= B)F(s a, B (3.37)

Amin Bmin

ppert

2117T6

Contribuicoes de condensados de dimensao 3

Corresponde & soma dos diagramas (b) e (c) da Figura 3.3.

Qmazx

[3]8 _ <§S>8 :3m5<§$> da Sa2
H(5) = o (s) /( Gls,a)*+

274 a(l —a)

Amin

_ 3msme(ss) /do‘ —F(saﬁ) (3.38)

257T4

Amin Bmin

Contribuicoes de condensados de dimensao 4

Corresponde & soma dos diagramas (d) e (e) da Figura 3.3.
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Qmazx 5maz

A4 2G2 2G2
PM(s) = plo 2117T6 / da / (5,0, B)x

Amin Bmin
2

« EF@, 0, 8) +2(1 — a — 5)“20} (3.39)

Contribuicoes de condensados de dimensao 5

Corresponde & soma dos diagramas (f) a (i) da Figura 3.3.

3m2m(sgo - Gs)
274

pPl(s) = pl97 ) (5) = —

1 —4m?/s N
1—+/1—4m2/s

s\S -G
R N VT

Amax

| 3mim. (590 - Gs) / ol {(1 ) (i _ l)} (3.40)

2674 m?  «

Amin
Contribuicoes de condensados de dimensao 6

Corresponde & soma dos diagramas (j) (proporcional a (5s)?) e (k) (proporcional a
(¢*°G?)) da Figura 3.3.

P(s) = pl5 (s) + plo"6) (s), (3.41)
onde
o m2(Es)? [
Pl (s) = — 51 - (3.42)
- <g3G3> Amazx Bmamd/B
P s) = 9T / da / == H(Fls.a,8) +20m?). (3.43)

Amin 6mzn
Contribuicoes de condensados de dimensao 8

Corresponde & soma dos diagramas (1) e (m) (proporcionais a (Ss)(sgo - G's)) com os

diagramas (n) a (p) (proporcionais a (g>G?)?) da Figura 3.3.
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2

§s)(8go-Gs 2G?
Pl (s) = plEshs9oGa) () 4 pla*G)

onde

2z [ 1 2 /172 2
p(§s)(§go-Gs> (S) — mc<88> <SgO' GS> / dov |:1 + n(lc/M o 2 :| 5 <8 B a( m. ) o
0

2572 all—a) 1-a 1—a)
(3.45)
212\2 2G2 2
c( +ﬁ) (g°G?)? Am?
xé(s_m S@ >+ 92147T6 - (3.46)

Contribuicoes de condensados de dimensao 10

Corresponde & soma dos diagramas (q) a (s) (proporcionais a (5go - Gs)?), dos dia-
gramas (t) a (v) (proporcionais a (g°G?)(5s)?) e dos diagramas (x) e (y) (proporcionais a
(*G3)(¢g*G?)) da Figura 3.3.

Sq0- 82 2072 532 33 22
p[lol(s) = plsgorGs) (S)+p<g G*)(5s) (5)+p<g G)g*G >(S)7 (3.47)

- 1 2
(3g0-Gs)? _ <SgO’ ) GS>2 / i m.
p (s) e, dad | s al—a) X

onde

wd/ME | ami/M e
{_a(l —a)  2(1-a) a2(1- a)2:| ; (3.48)

plo’c (s) = 30 972 /Oda5 s a0 >

82-2mi/M* | 2mi/MY m@/M° 3 2m/M

[ a?(1 — a) (1—a)? a a?(1 — a)? - 1—a)? ] e (3.49)

3013 (0212 3G3 2G2 ,

p<9G><9G>(S)_ 2157‘-6 / / —5 0( 1—04—6)5(3_%;6))X

{ o J?;LB et LR ;;g)mﬁ/w} - (3.50)
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3.5.1 O caso da molecula DyD + h.c. e das moléculas do tipo do
botomonio

Para obter a densidade espectral no lado da OPE para a molécula DyD + h.c., basta
fazer, nas equacoes (3.37) a (3.50) a substituicao s — g e my; — my 4 ~ 0. Em particular,
as contribuicoes de condensados com dimensao impares sao nulas - a primeira contribuicao

nao-pertubativa nao-nula se torna a do condensado de gluons (g?G?).

As densidades espectrais para as moléculas do tipo do botomonio By Bs+h.c. e ByB+
h.c. podem ser obtidas das densidades espectrais das moléculas do tipo do charmonio

DyDg + h.c. e DyD + h.c. realizando apenas a substituicio ¢ — b.

3.5.2 Hipdtese de fatorizagao

No céalculo da OPE, para o condensado de quatro quarks de dimensao 6 e para todos
os condensados de dimensao 8 e 10 nds usamos a hipotese de fatorizacao ou hipdtese
de saturacao do vacuo. Por exemplo, o condensado de quatro quarks (gy*qgv,q) foi
aproximado por (gq)?. Para estudar efeitos da violacao desta hipdtese, introduziremos no

Capitulo seguinte possiveis violagoes desta aproximagao.
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Figura 3.3: Diagramas nao-nulos considerados no célculo do correlator no lado da OPE.
Diagramas com duas flechas ao lado indica que o diagrama espelhado através do eixo

passando pelos dois vértices deve também ser considerado.
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4 As regras de soma para as
correntes moleculares

Com os resultados dos calculos das densidades espectrais no lado da OPE apresentados
no capitulo anterior (equagoes (3.37) a (3.50)), podemos partir a préxima etapa do calculo
- 0 estudo das regra de soma para as moléculas DyD; + h.c. € DyD + h.c., extraindo ao
final as massas destes estados. Ao final do capitulo realizaremos o estudo analogo para

as moléculas no espectro do botoménio, ByyBs + h.c. € ByB + h.c..

4.1 As regras de soma

As regras de soma para uma corrente escalar foram discutidas no capitulo 2. Ao final
da discussao, apos a parametrizacao pélo+continuo e realizando a transformada de Borel
dos lados fenomenolégico e da OPE, chegamos a regra de soma (2.96) e a equagao (2.97),
que serao usadas para determinar a massa do estado fundamental my e o acoplamento
A = (0|7|H). Reproduzimos a primeira destas equagoes aqui

50

A2emmu/M? = /dse_S/MQpOPE(s) (4.1)

Smin

Quanto a segunda, ao introduzir p°Y#(s), calculado no capitulo anterior, em (4.1) notamos

que alguns termos da densidade espectral (os termos contendo as fungoes delta) podem

. ~ . - / . .
ser prontamente integrados em s - estes termos serao denominados IIOPE | Isto implica

que a expressao para a massa mpy, equagao (2.97), é modificada para

50 /M2 JTIOPE (pr2

f ds s e /M pOPE(s)—W(Q))

my = - - : (4.2)
[ dse=s/M? jOPE(5) 4 TIOPE'(\f2)

Smin
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O lado direito da (4.1), como j& notado no Capitulo 2, serd referido como sendo o lado

da OPE.

4.2 Parametros utilizados

Antes de partir para o calculo em si, temos de fixar os valores das massas e condensa-
dos. Na Tabela 4.1 apresentamos os valores utilizados. Lembramos que mq é o fator que
parametriza o condensado misto em funcao do condensado de quarks, (7go-Gq) = m3{qq),
e que p é a razao entre o condensado de quarks leves (¢ = u,d) e o condensado de quark
estranho, p = (5s)/(Gq). As estimativas usadas para os valores dos condensados foram
discutidas no Capitulo 2. Para as massas dos quarks s e ¢, usamos as estimativas de [35]
e [34]. Para a massa do quark b usamos, por consisténcia, a estimativa de [29]. Os valores
das massas e dos condensados utilizados sao consistentes com os valores usados em outros
célculos de regras de soma para correntes moleculares e de tetraquarks [29, 36, 37, 38], o

que permite a comparacao direta dos resultados.

Tabela 4.1: Parametros usados nas regras de soma.

Parametro Valor
M (130 + 30) MeV
me (1.23 £0.05) GeV
mp (4.24 £ 0.06) GeV
(qq) -(0.23 £ 0.03)® GeV?
p 0.8
m2 (0.8 4 0.1) GeV?
(g*G?) 0.88 GeV*
(g*G?) 0.045 GeV*

E importante ressaltar que o tinico parametro livre nas regras de soma ¢ o limiar do
continuo sg, definido em (2.89). Contudo, sy ndo é arbitrario - para que as regras de
soma sejam consistentes devemos, certamente, ter y/sp > mpy, onde my é a massa do
estado fundamental correspondente a corrente interpolante utilizada. Além disso, /s¢
nao pode ser muito maior que myg - isso indica que pode se estar desprezando partes
relevantes do continuo. Fenomenologicamente, /so deve ser cerca de 500 MeV superior a
my. Isso indica um critério de auto-consisténcia para as regras de soma: sq é escolhido de
forma que o valor de mpy, determinado via regras de soma, esteja no intervalo 300 MeV
< /S — myg < 800 MeV.

A massa de Borel M? nao é um parametro livre. Se a teoria de pertubacoes fosse

aplicavel na regiao de interesse (Q* ~ 1GeV) e se fossem usados todos os operadores
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possiveis para a OPE, o cdlculo da massa (via a eq. (4.2)) nao deveria depender do
particular valor de M? utilizado. Contudo, como a OPE é utilizada fora do regime
pertubativo e, além disso, truncada até operadores de determinada dimensao, surge uma
dependéncia com M? nos calculos. Esta observacao fornecerd um critério importante para
determinar a validade das regras de soma - exigiremos que a dependéncia de my com M?

seja suave.

4.3 Molécula DD, + h.c.

4.3.1 Convergéncia da OPE

Para podermos aplicar as regras de soma, é necessario certificar-se que a OPE truncada
apresenta boa convergéncia. Além de sugerir a validade dos célculos pertubativos, o
critério da convergéncia da OPE fornece um critério para fixar um limite inferior da

massa de Borel M? para a aplicacao das regras de soma.

Vamos iniciar estudando as ordens de grandeza de cada uma das contribuicoes a
OPE. A Figura 4.1 mostra as contribuicoes de cada condensado para o lado da OPE
em funcao da massa de Borel, para /sy = 5.2GeV. A contribui¢ao dominante ¢ a
pertubativa, seguida das contribuigdes dos termos de proporcionais a (§s) (dimensao 3),
que constitui cerca de 10% da contribuicao pertubativa, e das contribuicoes do condensado
de gluons (¢2G?) (dim. 4). A contribuigao de dimensao 5 devida ao condensado (5go - G's)
(proporcional a my) é algumas vezes menor que a contribuigdo principal de dimensao 6,
(3s)2. A outra contribui¢ao de dimensao 6, proporcional a (¢g>G?), é suprimida. As demais
contribuigoes, de dimensao 8 e 10, sao menores que o termo pertubativo por cerca de tres
ordens grandeza. Contudo, também é possivel ver que uma contribuicao de dimensao
8 (com o condensado (sgo - Gs)(ss)) é da ordem de grandeza de uma contribui¢ao de
dimensao 5 (o condensado misto (sgo-G's)) - embora isto possa ser explicado pelo fato de
que a contribuicao de dimensao 5 é suprimida por m,. A préxima contribuicao relevante é
de um condensado de dimensio 10 usualmente desprezado, (g>G?)(5s)?, sendo superior a
contribuigdes de condensados de dimensao 10 que se esperariam serem dominantes (como
(590 - Gs)?). Isto indica que para realizar um truncamento consistente da OPE devemos

incluir estas contribuicoes.

Conhecendo as ordens de grandeza de cada uma das contribui¢oes a OPE, o préximo
passo é um estudo da convergéncia da OPE para M? pequeno (ou seja, quando a OPE é

pouco confidvel). Na Figura 4.2 é apresentado um estudo da convergéncia da OPE (para
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Figura 4.1: Valor absoluto das contribuicdes & OPE para a molécula Dy Dy + h.c., orde-
nadas por condensado, para /sy = 5.2 GeV e em escala logaritmica.

VS0 = 5.2GeV) - nesta figura, todas contribui¢oes de condensados de mesma dimenséao
foram somadas e os resultados ordenados em dimensao crescente dos condensados. Vemos

que o impacto da introdugao dos condensados de dimensao superior a 6 é pequeno.

Impor uma boa convergéencia da OPE estabelece um critério para fixar um limite
inferior para M?. Para tanto, determinamos que o impacto relativo das contribuicoes
de dimensao 10 seja no maximo 10% no total da OPE - ou seja, estabelecemos que
|(OPE(10) — OPE(8))/OPE(10)| < 0.1, onde OPE(n) significa a OPE truncada na
dimensao n. Com este critério determina-se que M? > 2.4 GeV?. Entretanto, este limite

inferior preliminar serd modificado, a seguir, ao se considerar a estabilidade da massa.

4.3.2 Estabelecendo a Janela de Borel

Como discutido na secao anterior, caso o principio da dualidade fosse exato e a OPE
nao fosse truncada, a massa do estado nao dependeria de M?2. Contudo, a OPE é truncada
em uma ordem finita. Isto introduz uma dependéncia da massa do estado com M?2. Nesta
secao, determinaremos um intervalo em M? em que o principio da dualidade é valido e as
regras de soma podem ser aplicadas - este intervalo é denominado janela de Borel para

as regras de soma em questao.
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Figura 4.2: Estudo da convergéncia da OPE para a molécula Dy D, + h.c., , para V80 =
5.2GeV. Cada linha é a soma da contribuicao de dimensao indicada na legenda com todas
linhas anteriores, dividido pelo valor total da OPE.

Uma primeira restricio ao limite inferior em M? é, como discutido, imposta pela
convergéncia da OPE: M? > 2.4GeV?2. Outro critério que deve ser levado em conta é
a estabilidade da massa - a massa do estado, calculada via (4.2), ndo pode depender
fortemente de M?2. Para estudar isto, calculamos a massa do estado para V50 = 5.2GeV
em funcao de M?, truncando-se a OPE em contribuicoes de dimensao 6, dimensio 8 e
dimensao 10 (Figura 4.3). Vemos que a adi¢do de contribui¢oes de dimensao superior
tornam a dependéncia da massa do estado com M? mais suave, principalmente para M?
pequeno. Para M? > 3 GeV?, contudo, todos truncamentos fornecem aproximadamente
o mesmo resultado. Truncando-se na dimensao 10, vemos que temos boa estabilidade da

massa para M2 > 2.8 GeV?, o que fornece um limite inferior mais estrito para a janela de
Borel.

Temos agora de fixar o limite superior da janela de Borel. Para tanto, usamos o critério
da dominancia do polo sobre o continuo. Isto é feito lembrando-se que parametrizamos a
densidade espectral no lado fenomenolégico como um pélo (o estado fundamental) mais um
continuo de estados com limiar em sy (equagao (2.89)). Para M? grande, a contribuigao
do continuo se torna relevante e a validade das regras de soma reduzida. Para estimar
a contribui¢do do continuo, tomamos sy — oo no lado da OPE em (4.1) - esta é uma

estimativa de OP Epolotcontinuo(M?). O resultado obtido considerando-se valores de sg
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Figura 4.3: Massa do estado Dy D + h.c. em fungdo da massa de Borel M?, para \/sq =
5.2GeV. A linha tracejada indica a massa obtida trucando-se a OPE na dimensao 6, a
linha pontilhada a massa obtida truncando-se a OPE na dimensao 8 e a linha cheia o
resultado obtido quando incluimos a OPE completa até dimensao 10.

segundo a regra fenomenoldgica é chamado de OPFE,q,(M?). Temos que a contribui¢ao

do continuo é estimada como sendo
OPEcontinuo<M2) = OPEpolo+continuo(M2) - OPEpolo(M2)- (43)

O limite superior da janela de Borel é obtido estabelecendo-se que a contribuicao relativa

do pdlo seja superior a contribuicao do continuo:

OPE,10(M?) OPFE om0 (M?)
OP Econtinuo M? > OPE,q, M?) — polo continuo
t ( ) e ( ) OPEpolo+continuo<M2) OPEp010+Continuo<]\?2) )
4.4

Na Figura 4.4 temos um exemplo da aplicacao deste critério (para /sqg = 5.2 GeV). Vemos
que o critério (4.4) é satisfeito para M? < 3.66 GeV?, o que fixa o limite superior da janela
de Borel para este so. Repetindo esta andlise para /sy de 5.1 GeV a 5.3 GeV, obtemos a
Tabela 4.2. Para \/so < 5.0 GeV a janela de Borel ou é muito estreita para ser considerada

na andalise ou nao existe.
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Figura 4.4: Contribuicao relativa do pélo e do continuo para a corrente Dy D, + h.c., em
funcao da massa de Borel M?, para /so = 5.2 GeV.

Tabela 4.2: Extremo superior da janela de Borel em fun¢ao do limiar do continuo /s,
para a molécula DDy + h.c.. O extremo inferior da janela de Borel é anf = 2.8GeV2.
Para /59 < 5.0 GeV a janela de Borel ¢ muito estreita ou nao existe.

Vao(GeV) M2, (GoV?)

5.1 3.43
5.2 3.66
2.3 3.90

4.3.3 Calculo da Massa

Com as janelas de Borel fixadas podemos partir para o calculo da massa. Na Figura
4.5 apresentamos a massa do estado em funcao de M?, para os valores de s, da Tabela
4.2. Vemos que uma primeira estimativa da massa é mp_p , ~ (4.7 — 4.8) GeV, o que
sugere que os valores de sy escolhidos satisfazem a regra fenomenoldgica (/sy cerca de

500 MeV superior a my) e indica que as regras de soma sao consistentes.

Para determinar um valor final para a massa e estimar o erro correspondente primeiro,
para cada valor de sy utilizado, calculamos a massa média dentro da janela de Borel
correspondente, e entao consideramos os valores extremos para a massa dentro da janela
de Borel. Isto fornece mp_p_, ~ (4.75 £ 0.06) GeV - esta estimativa do erro fornece uma

estimativa inicial dos erros introduzidos pelo truncamento da OPE e pela variacao de so.
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Figura 4.5: Massa do estado DD, + h.c. em funcdo da massa de Borel, para alguns
valores de sy. As janelas de Borel para cada valor de sy estao indicadas pelos circulos
sobre as linhas correspondentes.

Feito isto, fixamos sy no valor central (,/sp = 5.2GeV) e consideremos o calculo da
massa quando variamos os parametros dentro das incertezas (Tabela 4.1). Além disso,
para estudar o impacto da violagao da hipotese de saturacao do vacuo nos condensados
de dimensdo 6 e superior, introduzimos nos termos proporcionais a (gg)? um fator de
proporcionalidade K. Em todas expressoes em que este condensado aparece, fazemos a

seguinte substituicao
(@a)* — K{(qq)* (4.5)
onde K varia no intervalo 0.5 < K < 2.0 - K = 1 indica que a hipdtese de saturacao

¢ exata. Isto fornece mais uma fonte de estimativas do erro. Com estas consideragoes,

obtemos as estimativas dos erros indicadas na Tabela 4.3.

Considerando-se os erros devido ao truncamento da OPE e os resultados da Tabela

4.3, obtemos o resultado final para as regras de soma para o estado DyD; + h.c.
mp.p,, = (4.78 £ 0.54) GeV, (4.6)

um resultado compativel com a massa do Y(4274), no limite do erro estimado.!

1Uma nota sobre as estimativas dos erros: em geral, na literatura, os erros relativos estimados sao
muito inferiores aos obtidos neste trabalho. Considerando-se a acuracia tipica das regras de soma, a
falta de controle sobre as aproximacgoes tomadas, em especial a dualidade quark-hadron, que introduzem
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Tabela 4.3: Estimativas dos erros devido as variagoes dos parametros, para a molécula
DyDg+ h.c.. O parametro K, com 0.5 < K < 2.0, é utilizado para estudar a violacao da
hipétese de fatorizacao.

Parametro Massa obtida (GeV)

e (4.76 £ 0.07)
m, (4.76 == 0.06)
(qq) (4.89 & 0.27)
m2 (4.753 & 0.003)
K (4.80 £ 0.11)

Também, usando (4.1), podemos calcular um valor para o acoplamento A entre a

corrente interpolante e o estado molecular. Obtemos que

Ap.b., = (0.060 £ 0.039) GeV®. (4.7)

4.4 Molécula DyD + h.c.

Para realizar o estudo das regras de soma para o parceiro molecular de Dy D, +
h.c.,DyD + h.c., tomamos as expressoes (3.37) a (3.50), com a substituicdo s — u,d,
sendo que tomamos m,, 4 ~ 0. Todas contribuicoes de condensados de dimensao impar,

proporcionais a m,, sao nulas neste caso.

4.4.1 Convergéncia da OPE e Janela de Borel

Na Figura 4.6 apresentamos as contribuicoes de cada condensado a OPE, em escala
logaritmica, para /sgo = 5GeV. Vemos que as duas contribui¢oes mais relevantes sao
as do condensado de glions {(g>G?) e do condensado de quatro quarks (gq)?. As demais

contribuigoes, de dimensao 8 e 10, seguem a mesma ordenacao da corrente Dy D h.c..

Realizando o estudo da convergéncia da OPE (Figura 4.7), é possivel ver que boa
convergéncia é obtida para M? > 2.4GeV?2. Contudo, analisando também a estabilidade

da massa (Figura 4.8) vemos que devemos escolher Mﬁlf = 2.7GeV?. Comparando a

erros que nao podem ser estimados adequadamente com as técnicas presentes, e as varias arbitrariedades
tomadas na anélise das regras de soma (como, por exemplo, os critérios para fixar as janelas de Borel),
acreditamos que estas estimativas sao demasiadamente otimistas. Para obter uma estimativa do erro
final que nao seja subestimada, tomamos duas medidas: a primeira é nao considerar os erros obtidos
como incertezas, de origem estatistica - isto é impossivel face as arbitrariedades realizadas na andélise
das QCDSR e a impossibilidade de estimar confiavelmente os erros introduzidos pelas aproximagoes; a
segunda é somar linearmente, ao invés de quadraticamente, os erros - isto resulta num erro final superior,
possivelmente mais condizente com as regras de soma.
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Figura 4.6: Valor absoluto das contribuicoes & OPE para a molécula Dy D+ h.c., ordenadas
por condensado, para /sop = 5GeV e em escala logaritmica.

estabilidade da massa obtida no caso da molécula Dy Dy + h.c., Figura 4.3, vemos que
o comportamento das curvas de massa é invertido para M? pequeno e que temos curvas

menos estaveis para a molécula DyD + h.c..

O limite superior da janela de Borel é fixado, para cada valor de sq utilizado, através
do critério da dominancia do pdlo. A partir da Figura 4.9 vemos que, para /sy =
5GeV, M2 = 3.40GeV? Na Tabela 4.4 os limites de massa de Borel para cada sy sdo

sup

apresentados. Para /so < 4.8 GeV a janela de Borel ou é muito estreita ou nao existe.

4.4.2 Calculo da Massa

A partir da Figura 4.8 vemos que uma primeira estimativa da massa é ~ 4.5GeV, o
que indica que a escolha de sy é consistente com a massa obtida pelas regras de soma.
Considerando a estabilidade da massa dentro das janelas de Borel para os valores de sg

escolhidos, obtemos mpp, ~ (4.52 £ 0.08) GeV.

A seguir, com sy fixo no valor central, /sy = 5GeV, levamos em conta variagoes
dos parametros dentro das incertezas indicadas na Tabela 4.1, junto com a variacao do
parametro da violagao de hipdtese de saturacao K, obtendo os resultados para as estima-

tivas dos erros indicados na Tabela 4.5.

Levando em conta todas estimativas dos erros, obtemos o valor final para a massa do



4.4 Molécula DyD + h.c. 53

1.6 1
pert.
1.4 4 o +dim 4
--u--+dim 6

T v 1 v 1 N
22 24 26 28 30 32 34 36 38 4.0

M’ (GeV?)

Figura 4.7: Estudo da convergéncia da OPE para a molécula DyD + h.c., para V50 =
5GeV. Cada linha é a soma da contribuicao de dimensao indicada na legenda com todas
linhas anteriores, dividido pelo valor total da OPE.
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Figura 4.8: Massa do estado Dy D, + h.c. em funcdo da massa de Borel, para alguns
valores de sy. As janelas de Borel para cada valor de sy estao indicadas pelos circulos
sobre as linhas correspondentes.
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Figura 4.9: Contribuicdo relativa do polo e do continuo para a corrente DyD + h.c., em
funcéo da massa de Borel M?, para /sq = 5GeV.

Tabela 4.4: Extremo superior da janela de Borel em fun¢ao do limiar do continuo /s,
para a molécula DyD + h.c.. O extremo inferior da janela de Borel é anf = 2.7GeV?%
Para /sqp < 4.8GeV a janela de Borel é muito estreita ou nao existe.

V50 (GeV)  MZ, (GeV)?

4.9 3.19
5.0 3.40
5.1 3.61

Tabela 4.5: Estimativas dos erros devido as variagoes dos parametros, para a molécula
DyD + h.c.. O parametro K, considerado no intervalo 0.5 < K < 2.0, ¢é utilizado para
estudar a violacao da hipdtese de fatorizacao.

Parametro Massa obtida (GeV)

me (4.52£0,05)
(qq) (4.62 % 0.20)
m2 (4.519 + 0.004)

K (4.61 +0.18)
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estado DoD + h.c.,
mpp, = (4.55 % 0.49) GeV. (4.8)

Também obtemos o valor do acoplamento da corrente interpolante com a molécula,

App, = (0.054 £ 0.039) GeV®. (4.9)

4.5 Molécula B, B, + h.c.

O célculo apresentado no Capitulo 3 e nas secoes anteriores pode ser usado para
estimar a massa das moléculas com quark b, B(S)OB(S) + h.c., bastando substituir ¢ — b.
Isto permite fazer previsoes sobre o espectro de estados do tipo do botomonio. Os célculos
e a discussao sao semelhantes aos apresentados nas se¢oes anteriores; nos concentraremos

apenas nos principais resultados. Vamos iniciar pela corrente By B + h.c..

Na Figura 4.10 temos a contribuigdo a OPE (em escala logaritmica) de cada con-
densado, para /sop = 11.3GeV. Em comparagao com o grafico andlogo para a molécula
D(S)OD(S) + h.c., Figura 4.1, temos que, embora por um lado a contribuicao dos conden-
sados (g3G?) e de dimensao 8 e 10 sejam suprimidas por vdrias ordens de grandeza, o
condensado de dimensao 8 (5go - Gs)(Ss) possui uma contribuigdo da mesma ordem de
grandeza que o condensado de gluons (g?°G?) e o condensado misto (5go - G's). Na Figura
4.11 vemos que o critério de convergéncia da OPE é satisfeito para quase todo M?2. Con-
tudo, examinando a estabilidade da massa (Figura 4.13), pode-se concluir que o limite

inferior da janela de Borel é My, = 7.0GeV?. O critério da dominancia do pélo sobre

i
o continuo (ilustrado na Figura 4.12 para /s, = 11.3GeV) determina os limites supe-
riores de massa de Borel apresentados na Tabela 4.6. A Figura 4.13 apresenta a massa
da molécula em funcao de M?. Vemos que o critério fenomenoldgico para sq é satisfeito.
Levando-se em conta variagoes em sy e em todos parametros (Tabela 4.1) calculamos a

massa da molécula B,yB; + h.c. e o respectivo acoplamento,
mpg,p,, = (10.80 & 0.50) GeV e (4.10)

AB.B., = (0.12 £ 0.11) GeV®. (4.11)
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Figura 4.10: Valor absoluto das contribuicoes & OPE para a molécula BB + h.c., orde-
nadas por condensado, para /s = 11.3GeV e em escala logaritmica.
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Figura 4.11: Estudo da convergéncia da OPE para a molécula ByB, + h.c., para VS0 =
11.3GeV. Cada linha é a soma da contribuicao de dimensao indicada na legenda com
todas linhas anteriores, dividido pelo valor total da OPE.
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Figura 4.12: Contribuicdo relativa do pélo e do continuo para a corrente ByB; + h.c., em
fungdo da massa de Borel M?, para /sy = 11.3 GeV.
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Figura 4.13: Massa do estado ByB, + h.c. em funcdo da massa de Borel, para alguns

valores de sy. As janelas de Borel para cada valor de sy estao indicadas pelos circulos
sobre as linhas correspondentes.
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4.6 Molécula ByB + h.c.

Vamos agora estudar o parceiro molecular de ByyBs+ h.c., ByB+ h.c.. Na Figura 4.14
temos a contribuicao a OPE (em escala logaritmica) de cada condensado, para /s, =
11.1 GeV - o resultado é qualitativamente semelhante ao caso da Figura 4.6; a principal
diferenga esta que as contribuigoes de dimensao superior (& excecao de (5go - Gs)(Ss)) sao
suprimidas por ordens de grandeza maiores. A partir da Figura 4.15 vemos que o critério
da convergéncia da OPE ¢ satisfeito para qualquer M? no intervalo considerado; contudo,
a estabilidade da massa (Figura 4.17) sugere M7 ; = 7.0 GeV?. O critério da dominancia
do pélo sobre o continuo (mostrado, na Figura 4.16, para /5o = 11.1 GeV) fixa os limites
superiores de massa de Borel (Tabela 4.6). A partir da Figura 4.17, vemos que a escolha
de sg é razoavel. Finalmente, considerando variacoes em sy e nos parametros, obtemos
que

mppg, = (10.55 £ 0.37) GeV e (4.12)

Mg, = (0.110 + 0.068) GeV®. (4.13)

4.7 Discussao

Resumimos, na Tabela 4.8, os resultados obtidos para todas correntes moleculares
estudadas. Vemos que o resultado obtido para a molécula Dy, Ds+h.c. é compativel, dentro
da estimativa do erro, com a massa do estado Y(4274) - contudo, esta compatibilidade
é no limite do erro estimado. O resultado obtido para o parceiro molecular DyD + h.c.
é consistente com o actimulo em cerca de 4200 MeV observado no espectro de massa

invariante do B — J/¢ywkK, Figura 1.4.

A massa predita para o parceiro molecular, DyD + h.c., é cerca de 230 MeV abaixo da
massa obtida para a molécula Dy D, + h.c.. Este resultado é consistente com a diferenca
de contetudos de quarks das duas moléculas. Cabe notar que este cenario é contrario ao
que surge no estudo das moléculas parceiras D*D? e D*D* com JF'Y = 07+ via regras de

soma [38]. Incluindo parte dos condensados de dimensao 8, determina-se que
Mpsp: = (414 £ 0.09) GeV e mp.p« = (4.13£0.11) GeV. (4.14)

Neste caso, os resultados obtidos para ambas moléculas levam a praticamente a mesma
massa, a despeito da alteragao da estrutura de sabor. Uma possivel explicacao para

este fato seria que, para a molécula D*D* os mésons D* poderiam interagir via troca
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Tabela 4.6: Extremo superior da janela de Borel em fun¢ao do limiar do continuo /s,
para a molécula ByBs + h.c.. O extremo inferior da janela de Borel é M7, = 7.0 GeV?.

Para /sqg < 11.1GeV a janela de Borel é muito estreita ou nao existe.

Vs0(GeV) M2, (GeV?)

11.2 7.90
11.3 8.38
114 8.84

Tabela 4.7: Extremo superior da janela de Borel em fun¢ao do limiar do continuo y/so,
para a molécula ByB + h.c.. O extremo inferior da janela de Borel é anf = 7.0GeV?.

Para /sqg < 10.9 GeV a janela de Borel é muito estreita ou nao existe.

V50(GeV) M2, (GeV?)

11.0 7.47
11.1 7.89
11.2 8.31

— pert.

e <g’GH>
--e--<s5>”
-e-<g’G®>
—=— mix <qq>

—A <gz(32><qq>2
--A--<g’G’><g’G’>

OPE (Gev®)

M? (GeV?)

Figura 4.14: Valor absoluto das contribuicées & OPE para a molécula ByB + h.c., orde-

nadas por condensado, para /so = 11.1 GeV e em escala logaritmica.

Tabela 4.8: Massas e acoplamentos obtidos - resultados finais.

Corrente Interpolante Massa (GeV) A (GeV?)
Dy Ds + h.c. 4.78 £0.54  0.060 £ 0.039
DoD + h.c. 4.55+£0.49  0.054 £0.039
ByBs + h.c. 10.80 £+ 0.50 0.12+0.11

ByB + h.c. 10.55+0.37 0.110 + 0.068
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Figura 4.15: Estudo da convergéncia da OPE para a molécula ByB + h.c., para V50 =
11.1GeV. Cada linha é a soma da contribuicao de dimensao indicada na legenda com
todas linhas anteriores, dividido pelo valor total da OPE.
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Figura 4.16: Contribuicdo relativa do pélo e do continuo para a corrente ByB + h.c., em
funcao da massa de Borel M?, para V50 = 11.1 GeV.
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Figura 4.17: Massa do estado ByB+h.c. em funcio da massa de Borel, para alguns valores
de sg. As janelas de Borel para cada valor de sy estao indicadas pelos circulos sobre as
linhas correspondentes.

de pions, o que nao pode ocorrer com sua parceira molecular D*D*. Como as regras
de soma nao levam em conta trocas de mésons leves, este mecanismo poderia reduzir a
massa da molécula D*D* do valor calculado em [38] até a massa observada do Y(3930).
Analogamente, na molécula DyD + h.c. pode ocorrer trocas de pions entre os mésons D,
enquanto que na molécula DyDy + h.c. ndo. Assim, é possivel que massa do DyD + h.c.
seja menor que o resultado calculado via regras de soma e indicado na Tabela 4.8, estando

mais proximo do actimulo observado em 4200 MeV.

No caso das regras de soma para os parceiros moleculares D;D? e D*D*, os valores

dos acoplamentos A obtidos sao
Ap:p: = (0.0422 +0.0083) GeV® e Ap-p- = (0.0420 + 0.0096) GeV°. (4.15)

Os acoplamentos obtidos para as moléculas DyDs + h.c. € DyD + h.c. sio da mesma
ordem de grandeza que os obtidos para as moléculas D*D? e D*D*, o que sugere que as

correntes interpolantes utilizadas descrevem bem os estados moleculares em questao.

Os resultados da Tabela 4.8 podem ser ainda comparados com resultados calculados
em QCDSR para modelos de tetraquarks pseudo-escalares [39], onde os autores obtiveram,
para seis correntes possiveis de tetraquarks com J7¢ = 0=, massas entre 4.55 e 4.72 GeV,

sendo portanto compativeis com os resultados calculados para as correntes moleculares.
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5 Conclusoes

O estudo, via regras de soma da QCD, da molécula Dy D + h.c. com JF¢ = 0~
leva a resultados para a massa compativeis, dentro do erro estimado, com a massa da
ressonancia Y(4274), embora essa compatibilidade seja no limite do intervalo. As regras
de soma utilizadas foram auto-consistentes, satisfazendo os critérios de convergéncia da
OPE, estabilidade da massa, existéncia de janelas de Borel e consisténcia nas escolhas dos
limiares do continuo; caso os critérios de auto-consisténcia nao fossem satisfeitos (supondo
que a massa calculada se mantivesse inalterada), a confianca no resultado obtido para a
massa das moléculas seria reduzida e seria possivel afirmar que as estruturas moleculares
estudadas nao sao favorecidas pelas regras de soma. Em suma, nao podemos descartar a

estrutura molecular Dy Dy + h.c. para a ressonancia Y (4274).

O estudo do parceiro molecular de Dy D, + h.c., DyD + h.c., revelou uma massa cerca
de 300 MeV acima do acimulo observado na Figura 1.4, embora ainda compativel com
ele. A diferenca de massa entre as duas moléculas, ~ 230 MeV, pode ser explicada pela
diferenca na estrutura de sabor das moléculas. Isto vai de encontro aos estudos, via regras
de soma, dos parceiros moleculares D D* e D*D*. Também foram realizadas previses

para os estados moleculares do tipo do botoménio ByyBs + h.c. e ByB + h.c..

Os resultados relativos as moléculas DDy + h.c. e DyD + h.c. foram publicados em
[40].
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APENDICE A - Convencoes, Notacao e

Férmulas Uteis

O sistema de unidades utilizado é o natural, onde

h=c=1. (A.1)

A.1 Meétrica

A assinatura usada para a métrica de Minkowiski em 4 dimensdes g, (¢, v =0,1,2,3)

Juv = . (A.2)

A.2 Algebra de Dirac

As matrizes de Dirac v, satisfazem a dlgebra de Dirac [26]

{ s W}t = 2 (A.3)

Independentemente da representacao e dimensionalidade, as matrizes de Dirac satisfazem
a propriedade

YoV Yo =V} (A.4)

Num espacgo-tempo de 4 dimensoes, temos que

YW =4 (A.5)
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Introduzimos também a notagao usual (a é um 4-vetor qualquer)
= ayy" (A.6)

Em quatro dimensoes espaco-temporais a minima dimensionalidade de uma repre-

sentacao da algebra de Dirac é 4. Neste trabalho vamos usar a representagao de Dirac:

Yo ( 0 _1> gl (_Ui 0) (A7)

onde 0,1 e 0;(i = 1,2,3) s@o as matrizes nula, identidade e de Pauli 2x2.
Em quatro dimensodes é possivel definir a matriz s
V5 = 1€ Ye = 1107172735 (A.8)

onde €"?7 é o (pseudo)tensor totalmente anti-simétrico em 4 dimensoes.

A matriz ~5 anticomuta com todas matrizes de Dirac

{5} = 0. (A.9)
Além disso, 5 ¢ hermiteana
7= (A.10)
e satifaz
7% =1 (A.11)

E til também definir as matrizes o,

1

O = 2 (Vs Wl = i (Ve — Gur) (A.12)
Temos que o0, satisfaz as propriedades
oo, =12 e (A.13)

oo, = 0. (A.14)
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A.3 Tracos de Matrizes de Dirac

Em quatro dimensoes os tracos de produtos de matrizes de Dirac satisfazem as se-

guintes relagoes:

Tr [num. impar de matrizes de Dirac] = 0 (A.15)
Trl] =4 (A.16)

Tr [vum] = 49 (A.17)

Tr [V Yo Yol = 49w Ipe — GupGve + GuoGov) (A.18)
Tr[y] =0 (A.19)

Tr [57,] = 0 (A.20)

Tr [v57,0] =0 (A.21)

Tr [y57u770) = 0 (A.22)

Tr (V57007 Y0 = 4ie? (A.23)

Tr (o] =0 (A.24)

A.4 Geradores de SU(3)

Os geradores de SU(3), t/} (onde A =1,2,--- 8 e a,b=1,2,3 sdo o indice do gerador

e os indices de cor, respectivamente), sio matrizes hermiteanas (t47 = t4) e de traco nulo,
Tr [t4] =t2, =0, (A.25)
e que satisfazem a relacao de comutagao fundamental
14,67 = i fAPCC, (A.26)
onde f4BC s3o as constantes de estrutura de SU(3).
As seguintes propriedades dos geradores de SU(3) t/, também sdo necessarias neste

trabalho:
5AB

Tr [tAtB] == T

1 1
taptea = B (5ad5bc - §5ab5cd> (A.28)

(A.27)
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A.5 Identidade Util

A identidade a seguir é 1til no céalculo de diagramas que envolvem linhas gluonicas.
AB

5
(: g°G,GEs 1) = ﬁ<926‘2>(guaguﬁ — GuBYva) (A.29)

Para provar esta identidade, basta notar que a estrutura indicial no lado direito é a Unica
permitida (pois os indices A e B correspondem a gluons distintos, e o tensor de campo
G, € anti-simétrico nos indices p,v). Logo, o lado esquerdo é proporcional ao lado

direito. Para calcular a constante de proporcionalidade, basta contrair ambos lados com
045 (gh g — g g ).
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APENDICE B - O Propagador

Nao-pertubativo

B.1 Propagador nao-pertubativo para quarks leves

Reunindo os resultados descritos no Capitulo 2 temos que, para quarks leves (¢ =

u, d, s), o propagador nao-pertubativo S'7 (z) é a soma dos seguintes termos, acompanha-

dos de suas respectivas representacoes diagramaticas:
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@UITT

() —th 550w d90 - Ga) e
(%) it g5 (090 - Ca)(fou + 0pu) e X e
ok . a? = 2G2 B J;,

( ) 3 . 210 <QQ> <g >O-IU’Tab >

Esta expansao é valida no gauge do ponto fixo (z#A4, = 0) e até primeira ordem na
massa do quark leve, m,. Os termos marcados com (**) sdo os termos nao-fatorizaveis e
exigem um cuidado especial. Estes termos do propagador sempre devem estar associados
a uma linha de gluons pertubativa em outro propagador, com o termo ¢gG omitido. Outra
mengao deve ser feita as linhas com emissao de gluons, marcadas com (*). Quando sdo
associadas com outra linha (*), a tomada do valor esperado no vacuo deve ser suben-
tendida. Com isso, o uso da identidade (A.29) permite reescrever o resultado em termos
do condensado de gluons (¢g°G?). As linhas marcadas com (Y) vem do cédlculo de um

diagrama com dois gluons externos - este resultado pode ser encontrado em [41].

B.2 Propagador nao-pertubativo para quarks pesa-
dos

Para quarks pesados () = ¢,b), a expansao em mg nao pode ser mais realizada.
O propagador nao-pertubativo para quarks pesados, portanto, é escrito no espago dos
momentos. Além disso, neste caso nao é necessario levar em conta condensados de quarks
- eles sao suprimidos pela equagao (2.76). O propagador é a soma das parcelas a seguir,

acompanhadas de suas respectivas representagoes diagramaticas [28]:
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APENDICE C - Transformada de Borel

Neste apéndice descreveremos a transformada de Borel, discutiremos sua relagao com

a transformada de Laplace e listaremos as transformadas usadas nesta dissertacao.

A transformada de Borel de uma funcdo f: D C R — R é afuncio f: D C R — R

definida por

BlA@)) == lm =
M2=Q?2 /n finito

(QQ)n-H d n )
— C.1
o) 1@ e
O dominio da transformada de Borel, ﬁ, ¢ dado por todo M? tal que o limite acima

exista.

Impondo certas condigoes sobre f(Q?), é possivel mostrar que a transformada de Borel
¢ a transformada inversa de Laplace. Post [42] demostrou esta equivaléncia, sob condigoes
bem gerais. Para nossos fins, o resultado mais restrito a seguir é suficiente (conf. [43]

para uma demonstragao). Temos que vale o teorema:

Teorema - Férmula de Inversao de Post  Se f : [0,00) — R ¢é uma fungao continua
e se f satisfizer, para algum b real,

£(@%)

bQ?2

sup < oo (fé de ordem exponencial) (C.2)

Q2>0 e

entao a transformada de Laplace de f, F'(s), existe para todo s > b. Além disso F(s) é

infinitamente diferenciavel para s > b e

F(#) = £ [F(s)] = tim 2 (E) () (©3)

k—oo k! t t
para Vt € ®, t > 0, onde F*) é a k-ésima derivada de F.

Escrevendo Q* = k/t, temos que M? = Q?/k = 1/t é constante. Assim, (C.3)

é equivalente a (C.1). Todas fungoes continuas de crescimento suficientemente lento,
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como polinémios, funcoes racionais e exponenciais, sao de ordem exponencial. Assim,
este teorema permite escrever imediatamente transformadas de Borel consultando-se uma

tabela de transformadas de Laplace.

Logo, podemos escrever imediatamente as seguintes transformadas de Borel utilizadas
neste trabalho

BQH"] n>0 (C.4)

=0,

’ [(Qg)”l " (n— 1)!1(M2>n—17 n >0 (C.5)
1 o—5/M?

B [(QQ + s)"] - (n — 1)I(M2)-1’

Outras transformadas uteis sao obtidas usando-se as expressoes acima. Por exemplo,

n >0 (C.6)

temos que

Q? e—s/M? s 1
= 1——— > 1 C.7
/BLQQ—J—S)” (n —2)I(M?)n—2 M?n —1 o ’ (€.7)
onde o lado direito é obtido somando e subtraindo s no numerador do lado esquerdo e

entao usando (C.6). Também temos

[ = = [ 2xmte A O

obtida considerando o bindomio (Q* + s)* e (C.6).
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APENDICE D - Cdlculo das Integrais

No calculo de ITI°PE(q) é recorrente o aparecimento de integrais da forma
1
(pf — m2)™(p3 — m2)"(x2)’

onde m e n sao inteiros positivos, o é inteiro e outras de formas similares, como a que

/d4p1d4p2d4x ella=pi=p2)w (D.1)

surge no célculo do diagrama pertubativo, dado pela equagao (3.28). De um modo geral,
tais integrais sao divergentes e um processo de regularizacao deve ser utilizado no seu
célculo. Contudo, como devido a equagao (2.88) para determinar a densidade espectral
pPFF necessitamos calcular apenas Im [HOPE}, podemos lancar mao de uma técnica, de-
senvolvida em [29, 36] e baseada no uso dos parametros de Schwinger [44], que extrai a

parte imagindria finita de tais integrais!. O objetivo desta secao é descrever esta técnica.

D.1 Integrais no Espaco dos Momentos

Inicialmente vamos calcular as integrais no espago dos momentos que surgem em (D.1)

e integrais similares, ou seja, integrais da forma geral

—1ip-x
)= [ dp—— D.2
to)= [ar s D2)
e da forma .
TP (x):/d4pﬂ (D.3)
= P Gy |

com n inteiro positivo par. O caso vetorial pode ser reduzido ao caso escalar pois temos

imediatamente que 5
P — g JP
It () = U IE(x). (D.4)

Vamos iniciar pelo caso escalar, (D.2). Para poder utilizar integrais gaussianas no célculo

de (D.2) realizamos uma rotacdo de Wick (zg — —izop, d*z — —id*zp, 22 — —x2,
G E

!Formalmente, para que os cdlculos a seguir facam sentido, seria necessirio especificar de antemao
um processo de regularizagdo (regularizagdo dimensional, de Pauli-Villars, etc.). Na prética, sempre
pensamos que as integrais ja estao convenientemente regularizadas.
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po — ipog, d*p — id*pp e p* — —p2%, sendo que o produto escalar é agora com a métrica

euclidiana e o indice F indica um vetor no espago euclidiano), obtendo que

B =it [ T (D.5)

m? + pp)"

O préximo passo é exponenciar o denominador, usando a identidade (2.17), a saber

1 1 > 2 2
— do oM e ePEtme) D.6
(p% + m2)" r<n+1>/0 aee (D-6)

Usando (D.5) e (D.6) temos que

(—1)™ 2 2
I’(x) = Z(F(n; /dae_o‘mcan_l/d4pE e WPETPETE (D.7)

Completando quadrados no segundo expoente de (D.7), integrando em pg e retornando

ao espago de Minkowiski chegamos ao resultado para [P(z):

—ip-x (—_1\rr2 [o© 22
I*(x) = / p : -y / e, (D.8)
0

pP—mz)"  T(n) a’="

E para o caso vetorial, usando (D.3),

—wpr —1)" g2 * do 2, 2
P oy= [atp o Pu | /—amc+a. D.
fole) = [t - T, [ et (D.9)

D.2 Integrais no Espaco de Configuracoes

O uso das integrais (D.8) e (D.9) nas integrais da forma (D.1) e similares substitui
cada uma das integrais no elemento de volume d*p por integrais em apenas uma varidvel
- N0 que segue, convencionaremos que as integrais em p; (p2) estao associadas a integrais
nas variaveis « (), respectivamente. Apés integrar no espago dos momentos, obtemos

integrais em x com a forma geral

n

T d41" iq-x MxQ
I E/Weq + 4o s (D]_O)

onde n é inteiro. Ha duas possibilidades para n que levam a calculos distintos: podemos

ter n positivo (Caso 1) ou n nao-positivo (Caso 2).

Caso 1 -m > 0 Neste caso, mostraremos ser valida a seguinte expressao geral

_1\n—1,_2 oo 232 —aprQ?
(—1)"ir / dy a’p caF P s (D.11)
=l (@B + By + ya)?

po
" I'(n)4n—2
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onde Q? = —¢>.

Para mostrar a validade de (D.11) partimos de (D.10), realizando uma rotacao de
Wick. Também introduzimos o momento euclidiano ) = qg. Procedendo desta forma em

(D.10) temos

4
mzﬂ/‘w?eW“”%%% (D.12)
(—2F)"
Também temos que
1 o] 671—1
— = / dé e~ 0" —— . (D.13)
TE 0 I'(n)

Realizando a substituigao 6 = 1/(4) em (D.13) e entao substituindo em (D.12) chegamos

a

i(—l)n_l /OO dry / 4 —iQ-zp—12 (0‘7&7)
J* — d BT\ 1ep+arra) ) D.14
" ['(n) o 4ryntl e o | )

Por 1ltimo, realizando a integral gaussiana em (D.14) chegamos ao resultado (D.11).

Caso 2 - n < 0 Consideremos o caso em que n = 0. Temos entao uma integral

gaussiana que pode ser prontamente integrada resultando em

‘942202 o
QS L (D.15)

xT

= e
O caso em que n < 0 é obtido de n = 0 usando uma relacao de recorréncia. Defina-se
A = (a+ B)/(ap). Entao é imediato verificar que I7 = 4041%_,. Usando esta relacao de

recorréncia e (D.15) obtemos as integrais necessérias para este trabalho

_ ,2671'204363 OKBQZ —%2_‘_&6

17, = +i PRI <2 - a+5) e arp (D.16)

28 2404 6 2 21224 Q%
Hf“ﬂiﬁﬁ(“Qﬁ%*&i%Jeafe A7

210255 36 212224 31236 2,
I, = i W&B(M_ a5Q+ OzﬁQ_aﬁQ)eQﬁ

(a+B)° otd T @rp? fatpp)c T OB

Em geral, podemos escrever

i(—1 n+14n+2 2 n+2on+2 2, n 2\ F
i, =Y . P T Y o (aﬁ@ ) (n>0),  (D.19)

onde os coeficientes C,,;, podem ser lidos diretamente de (D.15) a (D.18) paran = 0, 1,2, 3.
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D.3 Integrais nas variaveis gregas

Apés realizadas as integrais no espaco dos momentos (usando (D.8) e (D.9)) e entao
as integrais no espaco de configuragoes (usando conforme necessario (D.11) ou (D.15)
a (D.18)) restam integrais em «,  e/ou d7y. Nesta sub-segao detalharemos o calculo
destas integrais. H4 dois casos: caso 1’ - integrais em «, e v (que aparecem quando as
integrais no espago de configuracao sdo do Caso 1, n > 0) e caso 2’ - integrais em «a, (8

(que aparecem quando as integrais no espago de configuragao sdo do Caso 2, n < 0).

Caso 1’ - Integrais em «, B e v Neste caso, as integrais tipicas sao da forma

apr?
* da df dvy e et~ am T
o a"fmak (af+ay +57)
onde n,m,k e [ sao numeros inteiros nao negativos.
A substituicao de variaveis v — (a)/~ simplifica um pouco a integral:
Y
o0 k+1—-2 2
_ i —m2(a+8)— 222
Tnmi = /0 dovdfs dy Q=1 gmAk=1 (o 1 3 + ,y)ze e (D.21)

Vamos transformar a integral em + por outra mais simples de estudar. Para tanto,

notemos que

1:/ AANO(N — (v + B +7)). (D.22)
0
Realizando o scaling « = Ao/, B = Af' e v = Ay e usando que §(A\x) = d(x)/|A|, temos
que
> d)\ / / /
1 :/ 75(1 — (& + 6 +9"). (D.23)
0

Aplicando (D.23) e o scaling em (D.21) (renomeando, apds o uso do scaling, o/ — «,

' — e~ — ) chegamos a

L= [ dadsd d k-2 emg(MmAaaﬁié
nmkl — 0 adf dy APk +21=2 gtk H-1gmtk =1 (o 4 § 4 ) (1= (a+5+7)).
(D.24)

Realizando a integral em ~ por meio da delta chegamos a expressao final deste paragrafo:

1 — o — B)Hk—2 oo —A[m2(a+p)+aBQ?]
(1-a=p) / X = (D.25)

1
Lnmp = /0 dadpfo(l —a— 5)an+k+Z—15m+k+1—1 \n+mAk+20—2



D.4 Integrais em A 75

Caso 2’ - Integrais em «o,3 A integral tipica deste caso é da forma

—apQ?

Tt = /oo da df e ~meletH)— =045
nml — o am ﬁm (Oé‘i‘ﬁ)l 3

onde n,m e [ sao inteiros nao-negativos. O cédlculo é semelhante ao da se¢ao anterior. Por

(D.26)

meio do mesmo scaling usado no paragrafo anterior,

1:/ AN\ — (a+ p)) :/ 75(1— (o' + 3), (D.27)
0 0
temos que, apds substituir (D.27) em (D.26),
aBQ?
©  dadf d) o~ me(at8) =T
Loy = 0l —a— . D.28
! /0 an m\n+m=1 (1-a-p) (a+ B) ( )
Integrando em [, chegamos a
' da < dA 2 2
Ly = - 7 g Ameta(1-)Q7] D.29
! /0 an(1— a)m /0 \ntm—1 ¢ ( )

D.4 Integrais em A

Na subsegao anterior, manipulamos convenientemente as integrais Ip,i (caso 17
(D.25)) e Inm (caso 2°,(D.29)). Em ambos casos, as expressoes finais contém integrais em
A e sao da forma

o] e—)\f
IV = / AN——, (D.30)
)\n
0

onde n é um inteiro e f é uma funcao independente de .

Quando f < 0, a integral (D.30) converge para n < 0. No caso em que n = 0 é trivial.
Para n < 0, o resultado pode ser encontrado integrando por partes o resultado de n = 0.

Temos que, reunindo estes dois resultados,

IV = (—n)lf" 1 (n<0). (D.31)

Quando n > 0, a integral (D.30) diverge. Poderfamos introduzir um cutoff (por
exemplo, A) para a que integral esteja bem definida e seja possivel realizar os célculos.
Contudo, para as regras de soma estamos interessados em ImII°TF. Isto significa que,
em algum momento, serd calculado Im I}. Os termos divergentes (que aparecem quando

o cutoff é removido) podem ser ignorados se nao contribuirem para a parte imaginéria.

Para exibir os termos de I} que podem possuir uma parte imagindria notemos inici-
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almente que

I = —a—ffi. (D.32)
Usando (D.31), temos que
d
I = — 7f = —1In f + const. , (D.33)

onde a constante de integracao (real) é infinita quando o cutoff é removido. Repetindo

este procedimento mais uma vez, temos

I3 = —/dff)l\ = flnf — f 4+ const. (D.34)

Continuando este procedimento obtemos que

(=D"

I7 = = 1)!f”_1 In f+ O(f") + const. (D.35)

O tnico termo que pode possuir uma parte imagindria em (D.35) é o termo logaritmico.
Escolhendo o ramo principal da fungao In(f), temos que se f <0, In f =1In|f| — it =

Im In f = —m. Ou seja, para que I} possua uma parte imagindaria, devemos ter f < 0.

No caso das integrais I,z (D.25), f = m?(a+ ) — aBq¢*. Entao f <0 (e a > 0,

S > 0) implica que

am?

B>, (D.36)

2 2
g —mg

Isto, junto com a + B8 < 1, leva a (com ¢* = s)

8> Spin = 4m?2 e (D.37)
1— /1 me 14 /1 — 2m
g <a< ——H— (D.38)

Portanto, a condicao f < 0 leva a uma restricao na regiao de integracao em I,x. A
variavel s é restringida de acordo com a equagao (D.37). Temos que os limites inferior

Qnin € SUPETIOT (e, de integracao em « se tornam

1— /1 — 4me 14 /1 4m2

S S

Opnin = — 5 € Qmaz = — 5 (D.39)

Os limites de integracao para (3 sao

2

ﬂmin = &62 (§ ﬁmax =1-aq. (D40)
so — m?

No caso das integrais I,,,,;; (D.29), a mesma andlise restringe os limites de integragao em
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s e a de acordo com (D.37) e (D.39), respectivamente.

D.5 As Integrais Gerais

Reunindo os resultados anteriores, podemos resolver as integrais do tipo (D.1) e simi-
lares de forma geral. Existem vérios tipos possiveis destas integrais; nesta secao iremos
descrever em detalhes o calculo de integrais da forma (D.1). Os resultados finais para este
e para os outros tipos necessarios neste trabalho podem ser encontrados no final deste

apéndice - o estudo necessario é idéntico ao apresentado a seguir.
Vamos estudar as integrais (que vamos chamar de tipo 1)
eila—p1—p2)x

(P} —m)*(p3 — m2)"(x?)*’

(D.41)

1 _ 4, 4 4
L. = /d prd pod x
onde a e b sao inteiros positivos e ¢ é inteiro.

Integrando nos momentos, usando a equacao (D.8), temos que

4 a+b+1 00 4
1 _ T (_1) dao dﬁ —(a+B)m?2 d*z iq-z+( 98 ) a2
.= SO /0 a?’—aﬁB—be (a+B) We g +(555) ) (D.42)

Temos dois casos:

Caso 1-c¢c>1 Neste caso, podemos utilizar (D.11), obtendo

; a+b+c 00 —m2(atf)— ——ap1Q?
" (= 1) et / da df dy eI EReTER g
0

Tabe = (a—DIb—1)l(c—1le2 Jy al=epibrel (af+ay +57)2

Usando (D.25), tem-se
. _1)a+b+cﬂ.6 1 dov dﬁ
Itl — Z( / 6 1— - 1— . c—1
e (g — 1)I(b—1)!(c — 1)14e=2 J, qe—atl Geb+l (1=a=f)1—a—5)""x

o) 67)\f
X /0 d\ m s (D44)

onde f =m?(a+ 8) + aBQ?

Temos agora dois subcasos:
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Casol1A-c>1lec—a—b > —2 Neste caso, podemos usar (D.35). Ja antecipando

a extracao da parte imaginaria, é necessario somente calcular o tinico termo relevante

" _'24—20 6
L = TG = Die = Die—a—b+2)1
1

Caso1B-c>1lec—a—b< —3 Para este caso, deve-se usar (D.31), obtendo-se

1 :i(—l)“+b+c 702172¢(q + b — ¢ — 3)!
abe (@ =10 —1)!(c—1)!

Yda df 0(1l—a—pB)(1—a—pB)!
P e e L) (D.46)
o a7t fe Q + miletd)
Neste caso, é possivel calcular a transformada de Borel usando (C.6):
i(—1 a+b+c24—20 6
.0 =0 x
(a—1Db—1)(c—1)!
Uda dp 5
Q c—1 e °
X/O Fﬁe(l—a_ﬂ)(l_a_ﬁ) W. (D47)

Caso 2 - ¢ < 0 Neste caso, as integrais no espago de configuracoes em (D.42) sdo
realizadas via (D.19):

2
[(—1)atbte 64—ct2 ¢ < g d —(at8)- 222
= 1Y C_ck(Q2) / - F__¢ . (Da4s)

abc (a — 1)(b — 1)' ac—a—k+1 ﬁc—b—k—&-l (Oé + 6)_C+k+2 .
Usando (D.29) temos entao

[tl B i(_1)a+b+6ﬂ.64—c+2 /1 dov _ZC C—c,k(Q2)k /oo d\ e—)\g
abc (a _ 1)!(b _ 1); 0 ac—a—i—l(l _ a)c—b+1 a—k(l _ a)—k 0 \c—a—b—k+3 )

. (D.49)

Neste caso, as integrais em A dentro do somatoério ainda devem ser resolvidas usando

(D.35) ou (D.31), conforme c—a—b—k+3 > 0ouc—a—b—k+3 < 0, respectivamente.

D.6 Resumo das Integrais Gerais

A seguir reproduzimos os resultados para as integrais necessarias nesta dissertacao.

No que segue, a, b sempre serao inteiros positivos, ¢ sera inteiro, f = m?(a + 3) + a8Q?,
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g=m?+a(l —a)@? onde Q* = —¢*

D.6.1 Integrais do tipo 1

Sao integrais da forma

M = [ d'pyd*pad® el D.50
abe = / PP = m2) (i — m2) (et (0:50)
Casol1-c>1
Caso1A-c>1lec—a—b> -2
]tl B _l‘24—2c7.(6 y
abe _(a —DIb=Dle—=Dlc—a—-b+2)!
! dO[ dﬁ c— c—a—
X /0 g Weu —a—B)1 —a—p)t et 2y f (D.51)
Caso1B-c>1ec—a—-—b< -3
1 :i(—l)“+b+c7r624_20(a +b—c—3)!
abe (a—1)(b—1)(c—1)!
Vda dp 01 —a—pB)(1—a—p)!
0 O[b lﬁa 1 Q2+m3(a+6) a+b—c
apf
A transformada de Borel nesse caso é

N : _1)a+b+024720ﬂ_6

Itl M2 — Z(

M) = e D= ¢

U da df )
o ey € ©
X / FFG(l-OJ—ﬂ)(l—Q—B) W. (D53)

Caso2-¢c<0
J— i(_l)a+b+c7764_c+2 /1 da XC: Cfc,k(QQ)k /OO dA e~ N
abc (& o 1)|(b _ 1)] aC*a*l*l(l _ a)C*bJFl — a*k<1 _ a)fk \c—a—b—k+3 .
(D.54)

Neste caso, as integrais em A dentro do somatoério ainda devem ser resolvidas usando
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(D.35) ou (D.31), conforme c—a—b—k+3 > 0ouc—a—b—k+3 <0, respectivamente.

D.6.2 Integrais do tipo 2

Sao integrais da forma

11 = [ dipydipyd® e D.55
= [ e 0 ) Gy (D:5)
Caso1l-c> 2
Caso1A-c>2ec—a—b> -3
0 i24_2C7T6
]abc = X
(a—DIb—D(c—=2)(c—a—Db+3)!
' da  dp 9 pe—a—
X /0 prmr Weu —a—B)1 —a—p)2feret 3 £, (D.56)
Caso1B-c>2ec—a—-—b< —4
2 i(—1)etbred=2enb(g 4 p — 4 — ¢)!
abe = (a—1)!(b—1)(c—2)!
1 . . . . c—2
y da dp 6(1—a-p)(l—a—-p) (D.57)
ab—2 pa—2 2ot )] T3
0 QZ + Caﬂ
A transformada de Borel nesse caso é
N : _1)a+b+024720ﬂ_6
It2 M2 — Z(
M) =T e =<
1y a8 —m2(a+p)
o c—2 € apM*
X /0\ FWe(l-Oé—ﬂ)(l—Q—ﬁ) W. (D58)
Caso2-c¢c<1
It2 _ i(—l)a+b+c71'624_20 /l dov f Cl—c,k(QQ)k /oo d\ e—/\g
abc (a o 1)!(b _ 1>! 0 ac—a—‘,—l(l _ a)c—b—i—l e Oz‘k(l _ a)—k 0 )\c—a—b—k+4 :

(D.59)
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D.6.3 Integrais do tipo 3
Sao integrais da forma

eila—p1—p2)-x

8= [ dndnad's o p) (D.60)
1 c 2 c
Casol-c>2
Caso 1A -c>2ec—a—b> -2
25—2c 6
]t3 —
abe = " (- Db —Dl(c—2)(c—a—bt2)
U da  dp 9 pe—a—
x / c—a+1 cfbe(l —a—=B)(1—a—pB)2fe "2 f (D.61)
0o & B
Caso1B-c>2ec—a—-b< -3
—1)atbtcod—2¢ 6 a+b—3—7¢)
It3 _
abe (a—1Db—=1)!(c—2)!
Yda df 0(1—a—pB)(1—a—p) 2
D.62
X /0 ab—1 pa—2 0+ mQ(aJrB) atb—c—2 (D.62)
A transformada de Borel nesse caso é
_1)a+b+02572cﬂ.6
It3 M2 (
R o 7y T
U da dp —mZ(ath)
@ c—2 € xpM?
X /(; b1 _60_29(1 - — 5)(1 - — ﬁ) W. (D63)
Caso2-c¢c<1
-1 a+b+c7.‘_625—20 1 1—c C ‘. k 0 d\ B
Ié%c = ( ) / c—a 1 c b Z — k / c—a—b—k 36 )\g'
(a—DNb-1)! J, asot 1—a 0 A +
(D.64)

D.6.4 Integrais do tipo 4

Sao integrais da forma
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ei(a—p1—p2)-x

(P} —m2)*(p3 —m2)"(x?)*

1= [ andinds o) (o p (D.65)

Casol1-c>3

Caso 1A-c>3ec—a—b> -2

" i26_267T6
]abc = X
(a—DIb—-1l(c—=3)(c—a—b+2)!

x /01 BB g1 —a— B)(1—a—Bed o2 g (D.66)

Qf—a ﬁc—b

Caso1B-c>3ec—a—-b< -3

It4 _Z'(_l)a+b+cfl267207r6(a + bh— 3 — C)'
abe = (a—1)1(b—1)!(c—3)!

Yda dB (1 —a—B)(1—a—pB)3
X/ Oéb_2 Ba—Q 9 a+b—c—2 . (D67)
0 Q2+ ™ (a+5)
A transformada de Borel nesse caso é
; _1)a+b+c—126—2c7.r6
7t (A2 i(
A g 3 g Ty
Ly a5 —m%(aﬂs)
a c—3 e s
X /0 ab—2 ﬁa_ge(l -0 — 5)(1 — Q= ﬁ) (MQ)a—H)—_c—?) . (D68)
Caso2-c< 2

It4 _ i(_1)a+b+c+1ﬂ.626720 /1 g 02 ck k /oo d\ 6_)\9

abe (a—1)!(b—1)! o aca(l —a)eb a k(1 —a) o Acma—b—k+3 ‘
(D.69)

D.7 Exemplo de Uso das Integrais

No Capitulo 3 o calculo do diagrama (a) da Figura 3.2 resultou na equagao (3.28):

) 2 . .
M(g) = > / dprdipudiaciomre T PIE P2) g g,

diag(a) 26712 1;8(]3% - mZ)(p% - mg)
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A integral em (D.70) é do tipo 4, caso 1A:

i32 .
H(Q) 26 121114 (D71)
diag(a)

Usando a equagao (D.66) temos que

M) = ~5s | 55500 —a=A(1—a=plmila+p)—afd'nf. (D72

116
diag(a) 2T

Logo, calculando a parte imaginaria, lembrando que Im In f = —7 se f < 0, temos que a

contribuicao deste diagrama a densidade espectral é

Im[ Oé'maz maz
d@?s(i) = - 21171'6 / 1 - — ﬁ)[mZ(Oé + B) - 0658]4, (D73)
QAmin Bmin

onde os limites de integragao sao os dados pelas equagoes (D.39) e (D.40).
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