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Resumo

Neste trabalho é elaborada uma solucao analitica do campo de temperatura em um
material opaco, contendo dois cilindros subsuperficiais paralelos e acoplados, iluminado
por um feixe de luz modulado. O método é baseado na expansao de ondas térmicas planas
e cilindricas em série de fungoes de Bessel e Hankel.

Primeiramente, o trabalho mostra o modelo da propagacao de ondas térmicas planas
em um material homogéneo, infinito, opaco e termicamente isotropico. Entao, para um
melhor entendimento da abordagem matematica, iniciamos com o modelo mais simples,
que é um material contendo apenas um cilindro. Apos, ampliamos o modelo colocando
dois cilindros separados neste material, onde aparecem os efeitos de multiplos espalhamen-
tos. Em seguida, tratamos os modelos descritos em meios semi-infinitos, no qual levamos
em consideracao a condigao adiabatica na fronteira da amostra com o ar, ou seja, o meio
nao perde calor para o ambiente. Esta condicao é representada pelo método das imagens.
A heterogeneidade do meio é alcancada com a generalizacao do modelo para um meio
com N cilindros separados. Finalmente, incluimos as modificacoes dos modelos prévios
devido ao acoplamento de dois cilindros.

Este modelo é geral, no sentido que nao existem restrigoes com respeito aos didmetros
e posigoes dos cilindros dentro do material, nem com relagao as propriedades térmicas dos
cilindros e matriz. Além disso, serve para calcular a temperatura em qualquer ponto da
amostra.

As ondas térmicas levam informagoes sobre a estrutura interna e propriedades térmi-
cas do material compodsito que, na pratica, podem ser obtidas através das medidas da
temperatura na superficie da amostra através de técnicas fototérmicas. Com isto, so-
mos capazes de caracterizar estruturalmente um material compésito refor¢ado por fibras.
Também podemos caracteriza-los termicamente obtendo suas propriedades térmicas efe-
tivas. Medidas experimentais com amostras calibradas usando a técnica de termografia
infravermelho lock-in (radiometria fototérmica), com frequéncia fixa, confirmam a vali-
dade do modelo.

Além disso, um estudo da distribuicao de ondas térmicas em materiais contendo esferas

também estao discutidos teoricamente aqui.
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Abstract

In this work we elaborate an analytical solution of the temperature field of an opaque
material containing two overlapping and parallel subsurface cylinders, illuminated by a
modulated light beam. The method is based on the expansion of plane and cylindrical
thermal waves, in series of Bessel and Hankel functions.

Firstly, the work shows the model of propagation of plane thermal waves in homoge-
neous, infinite, opaque and thermally isotropic materials. Then, for a clearer mathemat-
ical study, we initiate with a simpler method, which is a material containing only one
cylinder. After that, we expanded the model by placing two separated cylinders inside
of this material where the multiple scattering effects appeared. In the sequence we will
treat the described model in semi-infinite materials, in which we take into consideration
the adiabatic condition at the border of the sample with the air, that is, the material
does not loose heat to the environment. This condition is represented through method
of images. The heterogeneity of the medium is achieved with the generalization of the
model for a medium with N separated cylinders. Finally, we include the modifications to
the previous model due to the overlapping of these cylinders.

This model is general, in the sense that there are no restrictions when considering
the diameters and positions of the cylinders inside the material nor with respect to the
thermal properties of the cylinders and matrix. Besides, it can be used to calculate the
temperature at any point of the sample.

The thermal waves carry informations about the composite material’s internal struc-
ture and thermal properties that, in practice, can be obtained with the measurement of the
temperature in the surface of the sample, through photothermal techniques. Considering
this, we are able to structurally characterize a composite material of fibers. We are also
capable of characterizings them thermally, obtaining their effective thermal properties.
We have performed measurements on calibrated samples using lock-in infrared thermo-
grafy (photothermal radiometry) with a fixed frequency which confirms the validity of the
model.

Furthermore, a study of thermal waves distributions on materials containing spheres

are also discussed theoretically here.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é a elaboragao de um modelo quantitativo para calcular
a temperatura superficial de materiais compositos reforgados com fibras cilindricas (sepa-
radas ou acopladas), paralelas entre si e a superficie iluminada, e de materiais compositos
reforgados com particulas esféricas, quando iluminados com uma fonte de luz modulada.
Podendo assim, analisar possiveis defeitos em sua estrutura interna quando comparados
com dados experimentais obtidos através da técnica de radiometria fototérmica. Além
disso, através da medida da temperatura na parte posterior da amostra, podem-se obter
as propriedades térmicas efetivas da amostra e relacioné-las com as propriedades térmi-
cas de seus componentes. Nosso interesse por estes materiais deve-se a sua crescente
implantacdo na industria contemporanea (aeronautica, aeroespacial, automotiva, téxtil,
esportiva, etc.), devido aos seus excelentes beneficios, tais como: grande leveza; elevada
resisténcia mecanica; propriedades térmicas, elétricas e quimicas eficientes; e baixo custo.
Os compositos podem ser modelados, entre outras formas, como materiais com in-
crustacoes cilindricas ou esféricas. Um exemplo de material com incrustacao cilindrica é
compositos reforgados por fibras, como materiais fabricados de nanotubos de carbono [1]
para realcar e estabilizar suas propriedades mecénicas, elétricas e térmicas. E, dois exem-
plos de materiais com esferas sao os cristais fotonicos de opala e o de opala inversa. Onde
os cristais de opala sao constituidos por um arranjo regular tridimensional de pequenas
esferas de poliestireno. Por sua vez, os cristais de opala inversa sao formados por um
arranjo tridimensional de pequenos buracos esféricos acoplados, separados por paredes
solidas. Mais informacoes sobre opalas, opalas inversas e cristais fotonicos se encontram
em [2]- [5].

Devido a heterogeneidade dos materiais compositos, as ondas térmicas que se propagam



através dele sao espalhadas ao se encontrarem com os diversos obstaculos em seu inte-
rior. Como ocorre em actstica ou em eletromagnetismo, a dificuldade dos modelos de
espalhamento se encontra na geometria dos elementos dispersores. No caso de ondas
térmicas, solugoes para estruturas planas sao conhecidas por completo na literatura [6]-
[9]. Nos ultimos anos, trabalhos sobre espalhamento de ondas térmicas por estruturas
cilindricas alinhadas [10]- [15] dando continuidade ao trabalho pioneiro de [16], e ma-
teriais compositos refor¢ados com particulas esféricas [14], [17]- [19] tém sido estudados
através da propagacao de ondas térmicas nesses materiais. Estruturas concéntricas cilin-
dricas [18]- [26] e esféricas [27] também vém sendo estudadas. No entanto, para geometrias
nao concéntricas, as condi¢oes de transmissao na superficie das incrustagoes relacionam
somente a matriz e o material reforco, e os resultados tedricos obtidos com estes mode-
los estao de bom acordo com os obtidos experimentalmente. Porém, ao tratar materiais
completamente preenchidos com uma alta fracao de incrustagoes no volume, altos valores
andmalos para a condutividade térmica efetiva sao encontrados. Isto ocorre devido suas
incrustacoes estarem tao pressionadas que chegam a deformarem-se formando uma area
de contato entre elas. Com isso, ha troca de fluxo térmico entre elas, o que nao era
considerado nos modelos existentes.

Nesta tese, superamos estas limitagoes e modelamos materiais compositos com duas in-
crustagoes de geometria cilindrica com um forte contato fisico entre elas. Onde simu-lagoes
numéricas feitas em MATLAB [28]| e medidas experimentais com amostras calibradas re-
alizadas com radiometria fototérmica estao apresentadas para validar nosso modelo.

A seguir, faremos uma breve descricao dos capitulos seguintes.

No primeiro capitulo estao citados diferentes técnicas fototérmicas dando énfase a ra-
diometria fototérmica, pois foi a técnica utilizada neste trabalho. Também esté descrito
a montagem experimental e a amostra utilizada, onde descrevemos conceitualmente ma-
teriais compositos.

No segundo capitulo serao introduzidos os conceitos de difusividade, condutividade e
de comprimento de difusao térmica. Mostramos os conceitos e modelos da distribuicao de
calor em meios homogéneos e termicamente isotropicos, devido a incidéncia de luz plana

na superficie; assim como, ondas térmicas planas, cilindricas e esféricas, onde introduzimos



suas relagoes com as fungoes de Bessel cilindricas e esféricas. Este capitulo serve como
base, pois estao apresentadas as funcoes que serao utilizadas nos capitulos posteriores.

No terceiro capitulo serao desenvolvidas solugoes para o campo temperatura em ma-
terial opaco de dimensoes infinita, semi-infinita e finita com N incrustagoes separadas de
geometria cilindrica paralelas ou esférica. A introducao ao problema se da pelo modelo
mais simples, que é o caso da propagacao de ondas térmicas em meios infinitos com um
cilindro subsuperficial’. Apoés, analisamos o mesmo meio com dois cilindros subsuperfici-
ais. Em seguida, tratamos o caso semi-infinito, primeiramente com um cilindro e logo em
seguida generalizando para NN cilindros subsuperficiais. O modelo equivalente para esferas
também foi abordado neste capitulo. Onde, além dos meios infinito e semi-infinito, tam-
bém foi tratado o meio finito. Que por analogia, e com as devidas substitui¢oes, pode ser
aplicado aos modelos com cilindros. Por fim, simulagoes numéricas realizadas em MAT-
LAB reproduzem resultados conhecidos, o que valida nossos programas computacionais.

Ao quarto capitulo dedicamos ao trabalho em si, que é a aplicacao e desenvolvimento
para o estudo de materiais compoésitos, assim, iniciamos trabalhando a propagacgao de
ondas térmicas em meios infinitos com dois cilindros acoplados, paralelos entre si e a
superficie iluminada. Onde a principal diferenca com respeito aos modelos prévios é a
modificagao das condic¢oes de contorno na superficie de cada cilindro. Onde, no capitulo 3
as condigoes de continuidade de temperatura e fluxo de calor se dava apenas na superficie
cilindro-material. Para cilindros acoplados também levamos em consideragao as condig¢oes
cilindro-cilindro na superficie acoplada.

No quinto e ultimo capitulo, estao apresentadas as conclusoes e perspectivas, onde
analisa-se os objetivos conquistados desta tese e aponta as linhas de pesquisas futuras

neste campo que este trabalho abre.

Lcilindro que se encontra abaixo da superficie iluminada com seu eixo paralelo & ela.



Capitulo 1

Técnica fototérmica

As técnicas fototérmicas (TF), que vém sendo aplicadas com grande éxito a mais
de duas décadas, sao uma das protagonistas no campo dos Estudos Nao Destrutivos
(END), pois sao utilizadas para resolver um nimero crescente de problemas de controle
de qualidade na indtstria e caracterizacao de novos materiais em laboratérios de todo o
mundo, devido a sua elevada sensibilidade e capacidade de resolucao. As TF se baseiam
na detec¢ao de ondas térmicas que sao geradas em um material como consequéncia da
absor¢ao de um feixe de luz modulado ou pulsado (feixe excitador). Estas ondas levam
informacoes sobre as propriedades térmicas do material e sobre suas estruturas internas.
Além do seu controle nao destrutivo na aquisicao de medidas das propriedades Opticas,
térmicas e eletronicas de uma ampla variedade de materiais [§], as TF sado especialmente
sensiveis & presenca de pequenos defeitos, devido ao carater fortemente amortecido das
ondas térmicas. Portanto, este ¢ um campo em que se coloca um significativo avango
frente aos métodos de END convencionais [29]- [33].

A propagacao do calor através do material produz uma série de efeitos, a saber: vari-
acao da reflectividade da superficie da amostra, variacao da emissividade, deformacgao
da superficie por deformagao térmica, surgimento de um gradiente de indice de refracao
tanto na amostra quanto no gas que a rodeia, etc. Dependendo dos materiais que com-
poem a amostra, um efeito pode se manifestar mais que o outro. Portanto, diferentes
técnicas fototérmicas foram desenvolvidas para detectar diferentes efeitos produzidos na

amostra, dentre as quais citamos: (a) Técnica fotopiroelétrica, que por meio de um trans-



dutor piroelétrico se detectam as variagoes da temperatura da amostra; (b) Termografia
infravermelho, em que um detector infravermelho mede as variacoes da emissividade in-
fravermelho da superficie da amostra; (¢) Fotodeformacao, onde se mede o desvio periddico
de um feixe de luz refletido na superficie devido a dilatagao térmica do material; (d) Ter-
morreflectancia, que detecta as variagoes na intensidade de um feixe de laser refletido
pela superficie da amostra, em consequéncia das flutuagoes do coeficiente de reflexao;
(e) Técnica efeito “miragem”; onde se mede o desvio sofrido por um feixe de laser como
consequéncia da variacao do indice de refracao da amostra e do gas que a rodeia. Uma
revisdo geral das TF e suas aplicagoes encontra-se em [8], [29]- [35].

A escolha de uma ou outra técnica depende da natureza do material a ser estudado,
do meio que o rodeia, da fonte de excitagao utilizada e dos parametros a determinar.

A seguir, descrevemos um pouco mais sobre a técnica de radiometria fototérmica. Pois,
visto que esta mede a flutuagao da temperatura na superficie da amostra, foi a técnica

utilizada para validar o modelo teérico desenvolvido neste trabalho.

1.1 Radiometria fototérmica

Por ser uma técnica de termografia infravermelho, a radiometria fototérmica consiste
na deteccao da flutuacao da temperatura na superficie da amostra, que pode ser obtida
por meio de um detector de infravermelho conectado a um amplificador vetorial “lock-in”
sincronizado com a fonte de excitacao, devido a isto, esta técnica também é denominada
termografia infravermelho lock-in (ou simplesmente termografia lock-in). Como a dis-
tancia de penetracao das ondas térmicas é controlada pela frequéncia de modulagao do
feixe excitador, a radiometria fototérmica permite efetuar tanto medidas médias numa
regiao de varios milimetros cubicos; como medidas locais, analisando volumes de ape-
nas umas dezenas de micrometros cibicos. Ainda, tem-se comprovado sua validade em

tomografia [36].



1.2 DMontagem experimental

A fabricacao da amostra e as medidas experimentais foram realizadas no laboratorio
do Prof. Dr. Agustin Salazar do Departamento de Fisica Aplicada I, da Universidad del
Pais Vasco em Bilbao-Espanha.

Na Figura/l.1, mostramos o aparato experimental utilizado para efetuar nossas medi-

das, onde temos numericamente discriminado:
1. Laser multimodo Nd:YAG (1064 nm de comprimento de onda),
2. Amostra,
3. Modulador de frequéncia mecéanico (Chopper),
4. Filtro espacial,
5. Espelho,
6. Camera de infravermelho (JADE J550M da CEDIP),
7. Amplificador “lock-in” (EGG INSTRUMENTS, modelo 5210),
8. Microcomputador.

Para realizar as medidas, foi utilizado um laser continuo (1), o qual é modulado mecani-
camente por um “chopper” (3) que esté conectado a um amplificador “lock-in” (7). Utiliza-
se um espelho (5) para redirecionar o percurso do laser para a amostra (2), sendo este
defocado & 5 em de didmetro por um filtro espacial (4) para “eliminar” o perfil gaussiano
do feixe e garantir uma intensidade mais constante possivel ao atingir e aquecer a amostra.
O sinal infravermelho emitido entre 3,6 e 5,0 um é capturado pela camera infravermelho
(6) que também esté conectada ao “lock-in”. Usando lentes de 5,0 em em conjunto com
dois anéis extensores, obtém-se uma distancia minima de trabalho! de 7,5 cm. Sob essas
condicoes, cada pixel mede a temperatura média de um quadrado da amostra de 40 um
de lado. O “software” do “lock-in” fornece a amplitude e fase da flutuagao da temperatura,

onde estes dados sao coletados por um micro computador (8). Para melhorar a taxa de

Idistancia entre a amostra e a camera.
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Figura 1.1: Representacao esquematica do dispositivo de radiometria infravermelho.

ruido do sinal, gravamos para cada experimento 5000 imagens (170 fotogramas por se-
gundo, durante 30s). Como o nivel do ruido ¢ inversamente proporcional a raiz quadrada
do total de niimero de imagens [37], obtemos a temperatura com um nivel de ruido tao

baixo quanto 1 mK.

1.3 Amostra

As amostras analisadas com técnicas de radiometria fototérmica sao comumente ma-
teriais compositos. Um composito é definido como um material constituido por mais de
um componente, com interfaces de separacao entre eles, e esta subdividido em matriz e re-

forco. A matriz é o material onde se é embutido o material reforco, serve como estrutura



para o reforco preenchedo os espacos que o redeia. O refor¢o é o que realca as pro-
priedades mecéanicas, eletromagnéticas ou quimicas do material compésito como um todo
(propriedades efetivas). Portanto, em nosso cotidiano, nos deparamos com compositos
por toda parte. Um exemplo bem comum ¢é o concreto, pois este é formado por cimento,
areia, pedra e vergalhoes como reforcador. Além dos ja citados anteriormente, exemplos
de compositos de grande interesse tecnologico sao Fibras de vidro, Termoplastico, Fibras
de carbono, Ferrofluidos, etc.

Nesse caso, para validar nosso modelo teodrico, utilizamos amostras calibradas feitas de
barras (25x12x2 mm) de grafite rigido com 99,95% de pureza de carbono, condutividade

271 ¢ alta

térmica Kegrpono = 169 Wm 'K ~! difusividade térmica Degrpono = 75 mm
emissividade infravermelho [38]. Foram perfurados dois orificios de raios a; = ay =
0,5 mm com seus eixos paralelos entre si e & uma distancia d; e dy da superficie. Devido
a baixa condutividade térmica (K, = 0,026 Wm™'K~!) do ar e com uma difusividade

2571, estes testes se ajustam ao caso de cilindros isolantes. As

térmica de D, = 22 mm
frequéncias de modulagao utilizadas variam na escala de 40 — 950H z, correspondentes
aos comprimentos de difusdo térmica na matriz (up) de 0,77 — 0,16 mm. Amostras
com cilindros separados e acoplados foram preparadas Figura (1.2)). A superficie livre foi
polida para reduzir a profundidade do furo & superficie (A = d — a)?. Um microscopio

optico foi utilizado para medir A e a distancia h entre os eixos dos dois cilindros.

25 mm 25 mm

12 mm 12 mm

9 b

Figura 1.2: Representacao esquematica de duas amostras de grafites contendo dois cilin-

dros isolantes cada. De modo que na representacao do lado esquerdo os cilindros estao

separados enquanto que estao acoplados na representagao do lado direito.

2A & menor distancia entre a superficie iluminada da amostra (parte inferior da figura) e a do cilindro.



Dados das amostras

e barra (25x12x2 mm) de grafite rigido (99,95% de pureza),

Kearbono = 169 Wm™ LK~ e D,grpono = 75 mm?s—1,

K, =0,026 Wm 'Kt e D, =22 mm?s !,

® a1 =ay =0,5mm,

Esquerdo, Ay = dy — a; = 110um, Ay = dy — as = 155um e h = 1.30mm.

Direito, Ay = 112um, Ay = 152um e h = 0.79mm.



Capitulo 2

Ondas

Num sentido bem amplo, por onda entende-se qualquer informacao que se propaga de
um ponto a outro, com velocidade definida e sem o transporte de matéria. As ondas tem
como propriedade intrinseca o transporte de energia e momento. Quanto ao meio, a onda
pode necessitar (onda mecénica) ou nao (onda eletromagnética) de um meio material para
sua propagacao. Em relagao ao seu movimento de propagacao, a onda pode propagar-se
na mesma dire¢ao de sua vibragao (ondas longitudinais) ou transversalmente a ela (ondas
transversais). Na natureza existem movimentos ondulatérios mais complexos como, por
exemplo, ondas na superficie da d4gua ou ondas sismicas que apresentam simultaneamente
os movimentos transversal e longitudinal.

Os conceitos e calculos mostrados neste capitulo estao direcionados a um melhor en-
tendimento dos capitulos posteriores. Portanto, o objetivo deste nao é estudar o com-
portamento ondulatério em toda sua esséncia e sim dar um breve tratamento de ondas,
relacionando-as com as ondas térmicas (planas, cilindricas e esféricas.), as quais tém sig-

nificativa importancia no desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Ondas harmonicas

As ondas harmonicas sao ondas com perfil de uma funcao senoidal, pois sao geradas
por fontes oscilatérias que executam um movimento harménico simples, dai o nome ondas

harménicas. A propagacao de uma onda pode ser descrita por uma fungao que depende
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da posicao e do tempo. Usamos o método de separagao de variaveis para decompd-la
fungoes harmonicas? depend te d t ial t te d

em fungdes harmonicas®, uma que depende somente da parte espacial e outra somente da

temporal. Assim, de uma forma geral, a funcao de onda harménica pode ser representada

COIMo:

T(x,t) = a(x) cos(wt) + b(x) sen(wt), (2.1)

onde, a(x) e b(x) sao coeficientes reais que dependem da posi¢ao, sendo a parte temporal
representada pelas fungoes trigonométricas.

Aplicando propriedades elementares de fungoes trigonométricas, podemos reescrever
a equagao (2.1) em func¢do de apenas uma fungao seno ou uma cosseno. Ou seja, fazendo

a seguinte transformagao para os coeficientes a(z) e b(z):

a(x) = [A(z)| cos(0)
b(x) = [A(x)|sen(6),

(2.2)

na qual, A(z) = a(x) + ib(z) e O(x) = arg[A(x)], estao representados no plano complexo
da figura 2.1, e sdo denominados respectivamente, amplitude complexa e fase de T'(x,t).

Substituindo (2.2) em (2.1), temos:

& \m

]

Figura 2.1: Representacao grafica da amplitude A no plano complexo.

T(z,t) = |A(x)| cos(0 — wt). (2.3)

Notando que A(z) = |A(x)| €@ denotando R como real de e S como imagindrio de;

! As funcoes harmonicas sao representadas pelas funcdes harménicas seno ou cosseno.
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podemos representar a equacao (2.1) na forma:

T(x,t) = R[A(z)] coswt + S[A(x)] senwt
= |A(z)| R [e—i(wt—@] (2.4)
— R[A@) e,

Nota 1 A fun¢ao A(zx) é denominada amplitude complexa da onda harmonica, |A(x)]
amplitude fisica da onda e 0(x) sua fase ou defasagem.

Denomina-se A(z) e=™* de onda progressiva (ou caminhante) complexa.

A partir de agora nos concentraremos no estudo da amplitude complexa A(z) das

—wt

ondas harmoénicas; ja que a parte harmoénica no tempo, e™**, é igual em todas elas.

Observagao 1 A parte imagindria de A(x) e~ € irrelevante no posterior estudo, jd que

nao fornece informacgao adicional sobre a onda inicial, ou seja,
SlA(z) e = —a(z) sen(wt) + b(z) cos(wt)
= a(x)cos(wt 4+ m/2) + b(x) sen(wt + 7/2) (2.5)
= a(x)cos[(t + 7/2w)w| + b(x) sen[(t + m/2w)w].

Portanto, a parte imagindria da onda complexa € a onda real defasada no tempo.

Ondas Planas

Em geral, a amplitude complexa de onda plana em um ponto r = (z,y, z), gerada em
pontos ' = (z/,y/,2') de um plano® e com direcao de propagacao dada pelo versor k, ¢
dada por:

A(r) = Age'tet—r) (2.6)

onde ¢ € C é o mddulo do vetor nimero de onda ou somente numero de onda, dado por

q= /¢ +q;+q2 Ay €C ¢éaamplitude em r =1,

No caso particular em que a onda é gerada no plano v’ = (d,y’, 2’) e tem diregao de

propagacao k = —X, tem-se que a equagao (2.6) adquire a forma:

Az) = Age @), (2.7)

’no espaco tridimensional.
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Portanto, a equagao (2.4) tem a forma:
T(z,t) = R [Age @l D] (2.8)

que representa uma onda plana progressiva, gerada no plano (d,y, z), que se propaga no

sentido —X.

2.2 Ondas térmicas

Nos apéndices A.1 aA.4 estao apresentados um maior detalhamento das fun¢oes, mode-

los e teoremas aqui utilizados.

2.2.1 Meio homogéneo

A equagao que governa a distribuicao de temperatura em um meio material homogéneo

e termicamente isotropico® Q ¢ [39,140]

VAT (r,t) — %%T(r, t) = _Qrt)

em Qx [tg,00), (2.9)

onde Q(r,t) é a fonte de energia térmica e corresponde a quantidade de calor fornecida
ao meio € por unidade de volume e tempo*; D e K sao a difusividade e condutividade
térmica do meio, respectivamente”. A equagao (2.9) corresponde a equagdao de difusio do
calor com fonte.

Outra propriedade importante consiste do caso onde hé diferenca de temperatura num
meio 2, a energia térmica flui obedecendo a lei de Fourier para a condugao de calor [40)],
dada por

b =—-—KVT(r,t), (2.10)

3meio termicamente isotrépico é aquele no qual as propriedades térmicas ndo dependem da direcdo.

4escrevendo as dimensoes [E], [L] e [t] para quantidade de calor, comprimento e tempo, respectiva-

mente, temos entao [Q] = [E][L~3][t71].
Ssuas unidades dimensionais sdo [D] = [L?][t7!] e [K] = [E][L7][t7!][T!], onde [T] é dimensdo de
temperatura.
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onde o sinal negativo significa que o fluxo de calor é contrario ao sentido do gradiente de
temperatura®.

Portanto, para quantidades de calor fornecida a superficie I' que delimita o volume €2,
temos que o fluxo do calor normal a I' é dada por:

OT (r,t)

K22\
on |p

= —I(r,t) + F(T), em I'x [tg,00), (2.11)

onde (9/0n)T é o gradiente de temperatura normal a I'; I(r,t) é a quantidade de calor
fornecida por unidade de area e tempo’. Em outras palavras, ¢ a intensidade com que a
energia térmica ¢ fornecida & superficie. Consideramos também no lado direito de (2.11)),
representado por F'(T'), a quantidade de calor por unidade de area e tempo irradiada pela
superficie do material, esta quantidade esta relacionada com a temperatura através da lei
de Stefan-Boltzmann,

F(T) = eoT*, (2.12)

sendo € a emissividade do material® e o a contante de Stefan-Boltzmann®.

Nos célculos futuros, consideramos uma fonte de calor peridédica de intensidade
I(r,t) = L(r)R[(L + e "), (2.13)

na qual, Ip(r) descreve a distribui¢ao espacial de calor fornecido a amostra; w = 27 f é a
frequéncia angular, dada em radianos por unidade de tempo; f a frequéncia linear, dada

em Hertz, com a qual o calor é fornecido ao meio.

2.2.2 Funcoes de ondas térmicas planas

Uma forma de gerar ondas térmicas planas, consiste em incidir uniformemente sobre

toda superficie plana uma iluminagao plana e modulada de intensidade I(r,t). A Figura

6resulta do enunciado de Clausius da segunda lei da termodinamica, o qual consiste em que calor &

transferido da regiao mais quente para a mais fria.
"possui a unidade, [I] = [E][L~2][t7!].

8¢ & um fator sem unidades que indica a capacidade de um material emitir radiacdo em relacdo ao

corpo negro, assume valores entre 0 e 1 (que corresponde & de um corpo negro).
9% =5,6703 1078 W/(m2K*).
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2.2 representa um material opaco e homogéneo, no qual, devido a absor¢ao de uma inten-
sidade modulada de luz, ondas térmicas planas sao geradas na superficie em z = 0 e se

propagam para seu interior (regidao z < 0).

Tluminacio
Plana
Modulada

Figura 2.2: Onda térmica plana gerada na superficie devido & incidéncia de intensidade

constante em toda superficie de um feixe de luz modulado.

Portanto, para o calor fornecido somente & superficie!”, no plano (0, v, z), temos
b p b ) ) )

L se 2=0,

fo(r) = o) = | > Py (2.14)
, se «x ,

sendo I a intensidade plana e uniforme da iluminacao que se emprega para aquecer a
amostra.

A condicao inicial adotada considera que o momento que iniciou-se o fornecimento de
energia a superficie da amostra foi dado no instante ty, a temperatura da amostra neste
instante era apenas a temperatura ambiente (7,,,,) € o0 regime estacionario alcangado no
instante t > ty deve satisfazer acondicao tg — —oc.

Como consequéncia, no regime estacionario, a temperatura em qualquer ponto do

10°Q = 0, interno ao meio.



material ¢ dado por [41]
T(r,t) = Tomp + Test(r) + Toe(r, t). (2.15)

Esta, deve ser a solugao que satisfaga as equagoes (2.9) e (2.11). Onde, T,s(r) corresponde

a uma elevagao estacionaria ou nao oscilatéria da temperatura e
Toe(r,t) = Tpe(,t) = R[Tpe(z) e + T2 (2) 2% 4], (2.16)

¢é a flutuagao ou parte oscilatéria da temperatura.

Com estas consideragoes, temos que as equagoes (2.9) e (2.11) tornam-se:

V2T (2,t) — 52T (x,t) = 0, para x # 0,
(2.17)
K 27T(x, t>|:p=0 = —LR[1+ e + F(T), paraz=0.
Considerando a (2.16) e substituindo (2.15) em (2.12)), para = = 0, temos:
F(T) = e0(Tye + Tuc(0, 1)) = e0Ty, + co (4T R[Toe(0) e 4 ---) (2.18)
onde Ty. = Tpmp + Tros corresponde a componente estavel local da temperatura.
Portanto, substituindo (2.15) em (2.17) e utilizando a equagao (2.18)), temos:
1- As equagdes correspondentes apenas a componente estavel Ty, sao:
vzT‘dc = 07
or ; . (2.19)
(9_56 =0 _ﬁ + %Tdc z=0"

Observa-se que (2.19) nao teria solugao se nao houvesse perdas radiativas, ja que o material
se aqueceria indefinidamente e nunca alcancaria o regime estacionario. As atuais condig¢oes
de fluxo sao denominadas, em linguagem matematica, condi¢oes de Neumann.

2- Para T,.(r,t), temos:

V2 [T,.(r,t)] —
Ka% [Tac(r, t)]z:O = _%%[e_im] + €J4T§C§R[Tac‘x=0 e_iwt] +oe
Como a lei de radiagdo é nao linear, tém aparecido novas frequéncias distintas as de

excitagao, conforme (2.18). Na aproximagao a seguir, desprezamos frequéncias do tipo
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2w, 3w, - - -, que aparecem ao explicar a lei de Boltzmann de radiacao; ou seja, calculamos
unicamente o primeiro harmoénico, T,.(r)e™***, da solugdo (2.16) e desprezamos os termos

de ordem superiores'. Consequentemente,

V2 [Tpe(r) e vt — [T,.(r) e~ ®] = 0,

10
D ot
(2.20)

K& [The(r)e ™, o= —2e ™ + e0dT) Tyelpmo €.

Portanto, considerando as aproximacoes acima, daqui para frente representamos a

(2.16) somente pelo primeiro termo,
Toe(r,t) = R[Tpe(r) e "1, (2.21)

que corresponde a flutuacao periddica da temperatura na mesma frequéncia da fonte de

excitagao. Obtemos para (2.20),

VT ,e(r) + 2 T,0(r) =0,
(2.22)
0T e (r)

Zlacll) = _—Jdo  coy73
ox |, 2K + T4 g Tacla=o-

No que segue, temos considerado que as perdas por radiagoes estao atribuidas somente
a componente nao oscilatoria Ty. e que as perdas radiativas devido T,. sao desprezadas,
isto é,

Iy > eoT3 T, (2.23)

que equivale a adotarmos para (2.18) somente
F(T) = eo(Ty.)*, (2.24)

portanto, considerando a condi¢ao (2.23) em (2.22), temos que calcular somente:

V2T, (r) + %”Tac(r) =0, (a)
(2.25)
OTqc(r
ax( ) =0 - _21_?(' (b)

11O termo de primeiro hamonico esta a mesma frequéncia da fonte de exitacao.
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Usando o método de separacao de variaveis representamos Ty (r) = Toe(2) Toe(y) Tac(2).
Notando que o calor é fornecido uniformemente em toda superficie do plano (x,y), tém-se

que T,.(y) e T,.(z) s@o constantes neste plano, de forma que

0 0 0? 0?
8_yT“C(y) = &Tac(z) = aTyTac(y) = @Tac(z) = 0. (2.26)

Consequentemente, a solugao que satisfaz a equagdo de Helmholtz (2.25—a) e a lei de

Fourier para a condugao de calor (2.25—b) é,
Toe(r) = Too(x) = Ty €79, (2.27)

sendo Ty um parametro a determinar; ¢ = /(iw)/D = (1 +i)/u é o mimero de onda
térmico do meio em que a onda se propaga e j = \/W é o comprimento de difusdo
térmica, que corresponde a distancia que a onda deve se propagar para sua aplitude decair
de um fator e, logo, p esta relacionado a profundidade que a onda penetra no meio e,
para um dado material, esta pode ser controlada pela frequéncia de modulagao f.

Ao impor as condi¢oes de contorno na lei de Fourier em z = 0, tem-se que:

—iqTy = —21—0

&, consequentemente, Ty = 0 (2.28)

2igK

onde desprezamos qualquer perda de energia por reflexao'®. Pela equagio (2.21)), tem-se:

I .
Toe(z,t) = R {Qiqu e—“wwﬂ} , (2.29)

que ¢é analogo a equagao (2.8) para d = 0, ou seja, gerada no plano (0,y, z). Substituindo

q = (1+1)/u, escrevemos a equagao (2.29) na forma:

_[ z ST us
Too(,t) = 2\/05“[( ehR [e—“ﬁwt—z)] . z<o. (2.30)

Na comprovacao de experimentos numeéricos e de laboratorio realizam-se normalizagoes
de dados na posi¢ao onde a onda ¢ gerada, neste caso x = 0. Esta normalizagao costuma
corresponder a

Toe(0,1) = Rle™™?], (2.31)

12Para materiais que refletem alguma intensidade de radiacao incidente, Iy deve ser substituido por

In(1 — R), onde R ¢é o coeficiente de reflexdo do material.

18



na solucao da dispersao térmica em um meio semi-infinito. Por conseguinte, esta normali-
zagao corresponde & wt' = wt — 7w/4, onde ' = 0 é o instante que se inicia a medida; e
ITo| = 1 para z = 0, que equivale Iy = 2v/2K /.

Visto que as técnicas fototérmicas baseiam-se somente na detecgao da flutuagao da
temperatura, portanto, daqui para frente vamos designar 7,. por apenas 1" e desconsiderar
os outros termos da equagao (2.15).

A onda plana normalizada (2.30) na regiao x # 0 é

T(x,t') = Rlen e "he ™ = a(z) coswt’ + b(z) senwt’, < 0,t' € R, (2.32)
sendo:
a = en cos(x/p),
(o) )
b= —ewrsen(x/p),
consequentemente, a onda térmica plana é
T(x,t') = en cos(wt’ +x/p). (2.34)

Conforme (2.8), a equacao (2.29) representa ondas térmicas planas geradas no plano
(0,9, z) do sistema de referéncia S, propagando-se na diregao k = —%. Entretanto, a
forma mais geral de representar uma onda plana num ponto r, se propagando na dire¢ao
R, ¢ dada por

T(r,t) =R {Toei[‘*’(r’d)'f‘*“’ﬂ} , (2.35)

onde T ¢ a amplitude inicial (t = 0) complexa em r = d e é dado por (2.28).
Particularmente, para uma onda gerada no plano (d,y, z), a temperatura num ponto

P(z,y) do sistema de referéncia S, conforme (2.8) e (2.35), para k = —%, sera da forma:
T(x,t) =R [T, e lle=Dtwi] (2.36)

Para um novo sistema de referéncia S’ deslocado a disténcia xy e yo da origem de S,

(Fig. 2.3), a equacao (2.36)), torna-se:
T(2,t) = R [To e~tlale'~d T+t | (2.37)
na qual d =d—x9e 2 =z — x.
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plano

+P

yO

Figura 2.3: Sistema de Referéncia S e S’ para uma onda plana.

As equagoes (2.30) e (2.37) sao fungoes de ondas planas que se propagam no sentido
negativo do eixo x. Existem varias outras formas de representar estas mesmas funcgoes,
uma delas é através de expansao em série de ondas cilindricas. Para isto, no R?, represen-
tamos a funcao exponencial na forma de expansao em série de ondas cilindricas, repre-
sentadas pela fungao ordinéria de Bessel, [42,143,/44],

+oo
e = N i T(gr)e™, (2.38)

m=—o00
onde r e # sao as coordenadas polares do vetor r. Portanto, a parte espacial complexa de

(2.36) pode ser representada na forma,

T(x) = Tyelde e

A too A
= Teed Y= 7™ ], (qr)e™? (2.39)

m=—0oQ

= T(r,0).

Para R3, utilizando a série de funcoes de Bessel esféricas de primeiro tipo j, e har-

monicos esféricos Y, a exponencial pode ser expandida na forma [44]:

K = 4N i (qarr) Y (R) Y, (K), (2.40)

nm

oo a
onde Y~ = > > : a barra sobre os harmonicos esféricos denota o complexo conjugado
ab a=0b=—a
d ; R3 direcao d a0 é
os mesmos; e, no R?, o versor dire¢ao de propagagao ¢

k = (senfg cos ¢k, senfy send, cos Oy ). (2.41)
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Portanto, no R3, a parte espacial complexa de (2.35) pode ser representada na forma,

T(I‘) — Toefiqd-lzeiqr-f(

= Tpe 4 kar SO (qr) Y (2) Y (K).

n

(2.42)

nm
2.2.3 Funcgoes de ondas térmicas cilindricas

Quando um campo escalar de onda térmica qualquer T},. de frequéncia f (que se
propaga num meio material de difusividade térmica Dj; e condutividade térmica Kjy)
incide num cilindro de raio a, difusividade térmica D, e condutividade térmica K., parte
deste campo incidente é refletida na superficie do cilindro e outra parte é refratada para
o interior dele. Para utilizar a idéia de potencial de casca simples, consideramos apenas
uma casca cilindrica delgada de raio a. A parte de T;,. que é transmitida para o interior
do cilindro denominaremos T},; (campo de temperatura interna ao cilindro) e a parte re-
fletida, T,,; (campo de temperatura externa ao cilindro). Como comentado no Apéndice
A.3, a idéia de potencial de casca simples consiste em atribuir & casca, e nao a Ti,., o
papel de fonte geradora de T;,; e T,u.

Conforme o método de potencial de casca simples (A.10), representamos Ty, € Topy

numa s6 forma integral, que é

T(r,0) = /F F(£)G(r,v')dT, (2.43)

onde, para duas dimensoes, dI" = adf é o diferencial de um arco de circunferéncia de raio

a, a solugao fundamental da fun¢ao de Green G(r,r’) é dada por (A.12),
G(r,x') = =5 Holqlr — 7)), (2.44)

onde Hj é a fungao de Hankel de ordem zero de primeiro tipo, a equagao (2.44) satisfaz
a equacao de Helmholtz (A.11) e a condigao de radiacdo de Sommerfeld, requisitos que
uma fungao de onda térmica deve satisfazer. Com a finalidade de obtermos uma certa
simetria entre as equagoes de campo interno e externo, respectivamente T;,; e T,.;, temos

como escolha conveniente para a fungao densidade:

m=0Q

f(H)Eﬂia > bpe™, (2.45)
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na qual b,, sao coeficientes & determinar.

Substituindo (2.44) em (2.43) temos,

T(r,0) = —%/Ff(e’)Ho(q\r’ — p|)dr. (2.46)

Como o meio interior e exterior ao cilindro é o mesmo, entao o vetor de onda térmico
do cilindro, g, = (1 + i)/, e do material, gy = (1 + 4)/up, sd0 0s mesmos, ou seja,
G = qu = q.

Para o calculo do campo em regioes exteriores a I', utilizaremos o teorema de adic¢ao

de Graf, [A.20, para expandir Hy na regiao onde r > 1’, o qual é dado por [44,/45]46]:

Hy(Jr' —r]) = Z H,( )ein'=0), r>r. (2.47)

n=—oo

Substituindo (2.45) e (2.47) em (2.46)), temos,

2
—ind i(m+n)o’ 39/
Tont(7,6) %m;mb mTn(qa) Hy, (qr)e /D e o', (2.48)
Notando que,
2
/ eI 4 — 276, 1 (2.49)
0
Consequentemente, para n = —m, a (2.49) sera:
Tos(r, 6) Z DI (qa) Hyn(qr)e™, (2.50)

onde utilizamos as propriedades
Zy=(-1)"Z,, para Z =H, J. (2.51)
Para regioes interiores a I, o teorema de adicao de Graf é da forma A.21:

Hy(lr' —1|) = Z T )em =0 ey (2.52)

onde a diferenga de (2.47) é a troca de H « J. Consequentemente, temos que o campo

na regiao interior a casca cilindrica é

znt T 0 Z b H qCL ( ) zmﬁ‘ (253>



Observe que ao escolher (2.45) como fungao densidade, obtemos uma certa simetria
nos campos (2.50) e (2.53). Esta simetria é importante na estabilidade dos calculos dos
coeficientes b,,. A partir das equagoes (2.50) e (2.53), uma forma de se reobter (2.45) é

substitui-las em (A.17), ou seja, calcular os termos:

0 0
_Tex - _irm 5 2.54
or~ —y OF ! —a ( )
onde deveré ser utilizado o Wronskiano para as fungoes de Bessel,
, , 21
H,.(qa)Jm(qa) — Jp,(qa) H(qa) = e (2.55)

Uma outra funcao densidade pode ser utilizada, mas isso resultard numa estrutura (com
respeito a simetria) de campos diferentes dos obtidos em (2.50) e (2.53)).

Apresentaremos a seguir a situagao onde temos dois cilindros separados em um meio.

Dois cilindros separados

Conforme vemos no Apéndice 'A.3, o potencial de casca simples pode ser utilizado para
calcular campos internos e externos a N incrustacoes de um meio. Com base nisto, vamos
calcular campos que se propagam em meios com dois cilindros, £2; e €25, separados, inclusos

no meio, Figura (2.4).

Ty T»

Figura 2.4: Representacao esquematica de dois cilindros €2 e {25 com suas respectivas

fronteiras I'y e I's.

Considerando que Q = Q; U )y é o volume total dos dois cinlindros com fronteira

limitada I' = I'yUT'y, onde I'y e I'y sao as fronteiras limitadas de 2; e {29, respectivamente.
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Entao, a funcao densidade sera

1(r) = f(61), se rely,
fr)lr = hr) = 1) <t (2.56)
fa(r) = f(Bs), se reTs.

Substituindo as condigoes (2.56) em (2.46)), para Q1 e £, sendo dois aneis™ de raios

aj € aq, respectivamente, temos agora

T()= -1 ( [0 ol —slpar +

: POy’ - 1Dty ). (250

1)
parar’ € I', dI' = dI'y + dI's.

Como [r'—r| = [r}—r;| (Figura: 2.5); com j = 1,2, onde r; e r; sdo vetores posi¢ao com
origem no centro do cilindro €2;. Entao, cada integral pode ser resolvida separadamente

utilizando a igualdade

/ f(8) Holql' — r|)dl’; = / F(0) Ho(qlx; — x;{)dr, (2.58)
Ly L
Sj
r.
SA
5
I
;
"
s=|r'-r|=|ri-rj|
>

Figura 2.5: Disposicao esquemética dos sistemas de referéncia S e S; e dos vetores s, r,

', rj e r;

Na Figura 2.5 vemos que a disténcia entre o ponto de medida (origem de s) e a fonte

(extremidade de s) é o mesmo para qualquer sistema de referéncia.

Bconsideramos cascas cilindricas como anéis em duas dimensdes.
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Para a regido exterior a €2, cada cilindro deve obedecer a condigao r; > 1. Como cada

integral de (2.57) foi resolvida em (2.50), obtemos:

eact - Z ea:t 7’], 7 (259)

onde

)(ry,0; }{j 0% Jm(qaz) Hin(gry)e™. (2.60)

m=—0o0

Para regiao interior a €2, tem-se que r estd interno a qualquer um dos cilindros, ou

seja, 1; < 15y 11 > 1{, i # j. Temos agora que a (2.57) serd

T = T (r;,0,) + TO(r1, ), i 4 j. (2.61)

wnt

A solugao interna a um cilindro foi calculada em (2.53)), dada por

TJ7 Z b qa] (qrj) ngja (262)

m=—00

que é a temperatura interna ao cilindro €2; com o sistema de referéncia em seu centro.

2.2.4 Funcoes de ondas térmicas esféricas

Para se obter campos internos e externos de um meio com uma incrustagao de geome-
tria esférica utilizando o método de potential de casca simples, consideramos novamente

(A.10),
T(r,0) /f G(r,r)dl”, (2.63)

abordamos o espaco tridimensional; no qual, para trés dimensoes, dI” é o diferencial de
area esférica que, para esfera de raio a, ¢ a?dw; sendo w o angulo solido. Neste espaco

temos como escolha conveniente para funcao densidade,

2T iy m () ym (k). (2.64)

nm

f)="5

Conforme (A.14) a fungao de Green, G(r,r’') = G(R), no R3, com R = |r —1/|, ¢

Gl — ) = ~ L ho(glr — ') (2.65)



Portanto, substituindo (2.64) e (2.65) em (2.63), temos,
1 ATAPPEN m
= ;anz Yo (k) /Y (2)ho(g|r — x'[)dl". (2.66)

A funcao esférica hg(qR) pode ser expandida na forma, (A.34):

ho(qra) = 47> hy(qri2) Y (£12) 7, (qr1) YA (1), r1 < rig,
s (2.67)
ho(grs) = 47TZJV(QT12)Y (T12)hy (qri) Y (T1), r1 > T12,
onde ry, 9 e ry5 estdo dispostos na Figura 2.6(a), j, e h, sdo, respectivamente, a fungao

ordinaria de Bessel esférica de ordem v e de Hankel esférica de primeiro tipo de ordem v.

(b)

Figura 2.6: Equivaléncia entre as notagdes: Em (a) os vetores sao denotados por ry, ra

Ii9; €m (b), estes vetores estao denotados por r’, —R e r, respectivamente.

A notacao empregada em (2.66) é diferente da empregada em (2.67), para encontrar
a relacao entre elas, comparamos a Figura 2.6(a) com a Figura 2.6(b) e notamos que

ry =ar’,riy =rery,=R=|r—1'|, temos para (2.67) as formas:

ho(glr —1'|) = 47?2]1 (qr) Y (), (qa) Y (), a<r, (2.68)
ho(gqr — 1'|) = 47 Zjy(qr)YJ‘(f‘)hl,(qa)Yy“(f"), a>r (2.69)

Para se obter T,,; (r > a) devemos substituir (2.68) em (2.66). Logo,

Tow( _4wam Y m(k Zh qr) Y ()], (qa) / Y™ () Y)Y (2.70)
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Utilizando as propriedades (A.5) e (A.6), temos

Tear(r) = 47 Y Ui ju(ga)hn(gr) Y (B)Y,m (), (2.71)

Para encontrar T, (r < a), substitui-se (2.69) em (2.66) e repetimos os dois ultimos

calculos acima obtendo

Tine(r) = 4 > b7 hy(ga)ju(qr) Y (£) Y, (K). (2.72)

nm

Observe que com a escolha de (2.64) obtemos novamente certa simetria nas equagoes
(2.71) e (2.72).
Para se obter novamente a fun¢ao densidade (2.64) calculamos as derivadas normais

(radial & superficie esférica, para r = a) de (2.71) e (2.72)), temos

D Teat,_, = 47 3 b7 j(qa) e, (qa) Y (£) Vi (K),
Im

_ (2.73)
2 Tint|,_, = 4mq > i b (qa) ), (qa) Ym (£) Y, (k),
lm
onde
d zn(qa) T
/ — S — 7 2.74
Zn(qa) d(q’l“) Zﬂ(qr) - 2(]@ + 2(]@ n+1/2(qa)’ ( 7 )

é a derivada de (A.2) para u = gr.
Subtraindo a segunda da primeira das equagoes (2.73) e utilizando o Wronskiano para

as fungoes de Bessel (2.55),

0 0 X
s - 2 Tint - 2£(#), (2.75)
onde reobtemos (2.64),
o\ Ami T
FIE) = s WY EY ) (2.76)

As equagoes (2.71) e (2.72) sao validas em meios que contém apenas uma esfera. Para

meios com uma ou mais de uma esfera, a funcdo densidade (2.64) na forma mais geral é

o 4m T
f(@) = 20 %ﬂ:bn@ Y™ (#), (2.77)
de onde obtemos as equagoes:
Tei(r) = 4m Z by'i" ju(qa)hn(qr)Y," (v), (2.78)
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Tint(r) = 4m Z byi" hn(qa) g (qr)Y," (1), (2.79)

nm

que sao as formas mais gerais das fung¢oes de ondas térmicas (2.71) e (2.72).
Para o caso geral, substitui-se (2.78)) e (2.79) em (2.75) e obtém-se (2.77) para a fungao
densidade f(r).
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Capitulo 3

Espalhamento de ondas por estrutura

cilindricas e esféricas

3.1 Introducao

Na seccao 2.2.2/ vimos que a parte oscilatéria do campo escalar de temperatura que se
propaga através do material, gerada devido uma fonte de calor periddica de intensidade,
(2.13),

I(r,t) = I(r)R[(1 + e ™)), (3.1)

é dado pela (2.21),
Ta(r,t) = R[Ths(r) e ™1, (3.2)

onde o subindice M esté designado para matriz.

Para um meio contendo impurezas na matriz, as ondas que se propagam neste material
incidem sobre essas impurezas e sdo espalhadas (refletidas) por elas e transmitida para seu
interior. Denotamos por T},. o campo escalar de temperatura, gerada na superficie devido
a absorcao de luz incidente sobre ela, que se propaga na matriz. Logo, o campo escalar
total de temperatura T); serd dada pela onda térmica incidente T},. mais a espalhada

Tesp, tal que temos o campo real de temperatura na matriz dado por,

Tai(r,8) = Thaelr, £) + Toop (1, 1), (3.3)
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na qual consideramos que
Tine(r,t) = R [Tine(r) e e Togy(r,t) = R [Togp(r) e 1. (3.4)

Como as equagoes (3.4) sao campos reais de temperatura que se propagam na matriz,
consequentemente, a equagao (3.3) representa a flutuagdo do campo real de temperatura

na matriz, que utilizando (3.4) escrevemos na forma:

Tu(r,t) = R{[Tine(r) + Tesp(r)] e}

| (35)
= R [TM(r)eizwt] )

onde

T (r) = Tine(r) + Tesp(r), (3.6)

é o campo espacial complexo de temperatura na matriz.

3.2 Espalhamento de ondas por cilindros

3.2.1 Meio infinito com um cilindro

Em nosso caso, Ti,.(r,t) é uma onda plana gerada em = = d que propaga na diregao

k=-% (Figura [3.1), representada por, (2.36),
Toe(,t) = R [Ty e~lonta-dut] (37)

onde gy = (1 4+4)/pnr € pnr = /Dar/7f sdo respectivamente o nimero de onda térmica
e o comprimento de difusdo térmica da matriz. Utilizando (2.38), sua parte espacial

complexa pode ser representada na forma, (2.39),

+o0
Tine(r,0) = Toe ™™ > " i T (qar)e™. (3.8)

m=—oo

Se as impurezas tém formas cilindricas, (Fig. 3.2), o campo espacial complexo de tem-

peratura espalhada (externo ao cilindro), conforme (2.50), é representada pela expansao
em série de fungoes de Hankel de primeira espécie [44], que vamos apresentar na forma,

—+o00

Towp(r,0) = > ApHy(qur)e™, (3.9)

m=—0o0
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Figura 3.1: Ondas planas geradas na superficie posicionada em = = d e se propagando no

sentido —X.

onde, daqui para frente, utilizaremos a notagao Tes, (temperatura espalhada) em substitu-
icao a T,,¢ (temperatura externa) utilizada na sec¢do 2.2.3 e, por conveniéncia, redefinimos
Ay = bJim(qua) como novas constantes de dispersoes térmicas a serem determinadas;
estas constantes dependem das caracteristicas e posigoes dos cilindros e sao determinadas
utilizando as condi¢oes de contorno.

Nesta seccao vamos considerar um cilindro de raio a, difusividade térmica D, e condu-
tividade térmica K., incluso em meios infinitos com ondas térmicas planas se propagando
através dele.

Fisicamente, a condigao de meios infinitos significa que as ondas, Ti,. ¢ Tesp, que se
propagam no meio nao sofrerao qualquer influéncia devido aos contornos deste meio com
o ambiente. Portanto, Tj,. ¢ Tts, serao dados por (3.8) e (3.9), respectivamente.

Considerando o sistema de coordenadas no centro do cilindro dado por S’, entao, para

uma onda plana gerada em d’ = d — x, figura 3.2, a equagao (3.6) serd,

+oo
T (r',0') = Z (Toeiqu/ i T (qur’) + AmHm(qu')> e (3.10)

m=—0oQ

A parte espacial complexa do campo de temperatura dentro do cilindro é dada pela

onda transmitida (2.53), a qual vamos representar na forma [20,/47],

+o0
T.(r',0') = > BuJu(ger')e™, (3.11)

m=—0o0
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Figura 3.2: Ondas incidentes, geradas em d' do sistema S, num cilindro com o eixo z’ no

seu centro e perpendicular ao plano do papel.

onde, daqui para frente, utilizaremos a notagao 7T, (temperatura no cilindro) em substi-
tuigdo a T, (temperatura interna) para designar a temperatura interna ao cilindro; as
constantes de dispersao térmicas foram novamente redefinidas na forma B,, = b,, H,,(q.a)
e o subindice ¢ de T, ¢. = (1 +4)/ ., com . = m , foi designado para cilindro.
Como m varia no intervalo (—oo, +00), tal que |m| > 0, temos entao 2|m| + 1 cons-
tantes A, e 2|lm|+1 constantes B,,, estas constantes sao denominadas coeficientes térmi-
cos. Portanto, as solugoes do campo de temperatura na matriz e no cilindro requerem
o conhecimento dos valores destas 2(2|m| + 1) incognitas A, ¢ By, que podem ser obti-
das com as condi¢oes de contorno na superficie do cilindro. As condigbes de contorno

adotadas aqui para a interface cilindro-matriz sao:
1. Continuidade da temperatura:

T.(r" =a) = Ty (r' = a), Ve, (3.12)

2. Continuidade do fluxo de calor:

KNT.(r'=a) = KyVTy(r' = a), Ve (3.13)

Substituindo as equagoes (3.10) e (3.11) nas condigoes (3.12) e (3.13), obtemos o
seguinte sistema de 2(2|m| + 1) equagoes:
ToeiQMdl i_me(QMa) + AmHm(QMa) = Bme(QCa)a

o (3.14)
KyquToe™® =™ J! (qara) + Ky Am H), (qara) = Keq.BmJ), (gea),
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no qual, para u = gr,

e H'(u)= ZH(u)| (3.15)

r=a r=a’

sao as derivadas da funcao de Bessel e Hankel, respectivamente, com relacao ao argumento

ul.

As equagoes (3.14) podem ser representadas na forma:

Jm c 1 - Jm
A, — Bmﬂ = —Tyelmd MM’ (3.16)
Hy(qua) Hy(qma)
K.q. J! (qe R
Ay — = g, j“(q 9 _ _q e m—T<QMa). (3.17)
Kuau — H},(gua) H;, (qua)
Ou na forma matricial
_ Jm(gea) o igypd s—m Im(qua)
1 Hon(qara) Am ) _ Loe™ T ) (3.18)
_ _Kege Jp(aca) _ iaud j—m Sw(ama) |
Knam Hp,(ana) B, Toer Hin(ql\n/flfl)
ou ainda,
IS a i
= : (3.19)
I Z b g
na qual, I ¢ a matriz identidade de ordem 2|m| + 1;
S = diag[—S,,] e Z = diag[-KZ7,)], (3.20)
sdo matrizes diagonais (diag) de ordem 2|m| + 1;
a= [Am]a b = [Bm]7 i= _ToeiQMd/ [lm] e g= —T[)@iqu/ [gm], (321)
sao vetores coluna de ordem 2|m/| + 1.
Os elementos foram definidos por:
_ _JIm(gca) _ _Im(gea) T g—m —s—m
Sm B Hm(:llM‘l)’ Zm = H;n(:]]]\/la)’ lm =1 m € gnp =1 Qma (322)
onde
— K¢ ge — JImlama) — Jlama)
K=iiar Pn= o © 9m = T (3:23)

IPara isto, em (3.14), foi utilizado a regra da cadeia: d%f[u(v)] = %f’(u)%u.
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A equagao (3.19) pode ser representada por: Wx = v, cuja solugao é,
x=Wly, (3.24)

onde

W = : (3.25)

I z

é uma matriz quadrada de ordem 2(2|m|+ 1) e

, (3.26)

sdo vetores de ordem 2(2|m| + 1).
Calculado o vetor de coeficientes térmicos (3.24), podemos substituir seus elementos
em (3.10) e (3.11) para calcular o campo escalar espacial complexo de temperatura em

qualquer ponto da amostra (matriz ou cilindro).

3.2.2 Meio infinito com dois cilindros

Nesta sec¢ao ainda vamos tratar meios infinitos, porém com dois cilindros de raio
a; e as, difusividade térmica D, e D,y e condutividade térmica K, e K. As ondas

térmicas sao geradas a uma distancia d do sistema S conforme Figura [3.3.

Figura 3.3: Disposi¢ao de dois cilindros em um meio infinito.

20 subindice 1 é denotado para o cilindro £; e o subindice 2 para o §2s.
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Numa posicao r da matriz, a parte espacial do campo escalar complexo de tempera-

tura em um meio infinito é dado conforme (2.59),
Tesp(r) = T (x) + T (x), (3.27)

na qual Téﬁ,%(r) ¢ a temperatura no ponto r dispersada pelo cilindro §2;.

Portanto, com relagao ao sistema de referéncia do cilindro €, a (3.6) sera

T (r1,01) = Tine(r1,01) + Te(sl;(h,@l) T2 (ry,04), (3.28)

P

para o sistema de referéncia do cilindro €2, temos

Tri(r2,02) = Tine(ra, 62) + (7”27 02) + Te(SIZ(Tz, 0), (3.29)
nas quais
T (r;. 05 Z AD Hy(query)e™,  para j = 1,2, (3.30)

¢ a onda numa posigao r; da matriz, espalhada pelo cilindro §2; com o sistema de coorde-
nadas em seu centro.

Nesta seccao, vamos utilizar o indice j = 1,2, que representa os cilindros um e dois,
respectivamente.

Observe que na equagao (3.30) as temperaturas T(% sao representadas em funcao
de suas coordenadas r; e 6;, enquanto que as equacoes (3.28) e (3.29) possuem termos

em funcdo de coordenadas distintas, 70 (ri,6;), i # j. Entretanto, para se utilizar as

condigoes (3.12) e (3.13), vamos utilizar o teorema de adigao de Graf (A.20),

H,p,(rg)e™” = Z Hn—m(Tm)Jn(Tl)61."9167@'("7"")012, (3.31)

n=—oo
sendo 719 a distancia relativa do centro do cilindro €2y & do cilindro 29, veja Figura 3.4l

Com isto, podemos representar ondas que sao espalhadas por um cilindro em termos
das coordenadas de outro. Ou seja, podemos representar a onda espalhada pelo cilindro
s, Tesp, em fun¢ao das coordenadas do cilindro €y, (r1,61), ou vice-versa.

De forma geral, a equagao (3.31) pode ser escrita na forma,

H,,(r;)e™ Z Hy i (1ij) Jn(r )einbigmin=m)bi; Tij > T (3.32)

n=—oo
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Figura 3.4: Troca de coordenadas, teorema de Graf.

parai=1,2ei# j.

A restricao é que este teorema s6 ¢ valido para situacoes em que rj; > rj, que sao
satisfeitas nas condigoes (3.12) e (3.13), onde 1 = a; e 13; > a; + a; (é a distancia entre
seus centros), as quais sao utilizadas para se encontrar os coeficientes térmicos.

Assim, para 72 > 1 as equagoes (3.28) e (3.29) serao:

+oo

Tu(ri,60) = Toe™h 37 i ™ T (qur)e™ +

m=—0oQ

+o0 .
+ S AVH, (qur)emi+ (3.33)

m=—0oQ

+o0 ) +00 I
+ Z An z Hm_n(quu)Jm(qMTl)ezm le i(m—n) 127

n=—o00 m=—00
para ro1 > 1o,

. too .
Ta(ra, 0) = Toe'™® 3 7™ ] (qure)e™P+

m=—0oQ

+o0 )
+ S AYH, (qurs)e™2+ (3.34)

m=—0oQ

+o0 +oo ) .
+ > AS) > Hm—n(QMTm)Jm(QMﬁ)ezmeQ@ﬂ(m*n)ng-

n=—oo m=—00

36



As equagoes (3.33) e (3.34), podem ser representadas na forma geral:

. +too )
Toar(r;, 0;) = Toedi S~ =™ (qur;)e™i+

m=—0oQ

+ S ADH,(qury)emit (3.35)

m=—0oQ

+oo . too . .
+ Z Ag) Z Hm—n(QMrji)Jm(QMrj)elmejeil(min)eﬁ7

n=—oo m=—0o0

na qual d; =d —xpj,1,j =1,2 e i #j.
A temperatura no cilindro é dada pela (3.11)), para o cilindro 2; escreveremos,

T (r;,0, Z BY J, (qegry)e™ . (3.36)

Analogamente a discussao da seccao anterior, [3.2.1, com relacao as solugoes do campo
espacial de temperatura na matriz com dois cilindros, requer o conhecimento dos valores
de 4(2|m| + 1) coeficientes térmicos AW AP BY e BY; que novamente podem ser
obtidos com as condig¢oes de contorno nas superficies dos cilindros (3.12) e (3.13)):

T(J)(TJ = a;) = Tu(r; = aj), Vo, (3.37)
chVTC (rj =a;) = KyVTu(rj = a ).

Substituindo as equagoes (3.35) e (3.36) nas condigoes (3.37), obtemos o seguinte
sistema de 4(2|m| + 1) equagoes, que sdo:

Para 7 =1,

Toe' =, (qarar) + AN H,,(quar) + Z AP H,,_ w(qarri2) i (qarar Je~m—m02 =

n=—oo

BQ)J (qara1),

Kuqu|Toe b= J! (gpaq) + AV H! L (qurar) + Z AP H,p, o (qarrin) J0, (quray e m—moz] =

n=—oo

KclqclB J/ (qclal)-
(3.38)

Para j = 2,

| o0 |
Toei i I (qaraz) + A% Hi(quaz) + 5 AV Hon(qarran) I (qaraz)e ™m0 =

n=—oo

BT(HQ,)J (QC2a2)

Kpqu[Toe 2= (quras) + A% H! (qaraz) + Z AW Hyp o (qrrran ) J), (qarag) e m=mtn] —

n=—oo

Kc2qc23g) an(chﬁ-
(3.39)
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Organizando as equagoes (3.38) e (3.39) na forma,

A%) + Jm(grrar) Z A(2 Hpon(quiriz)e —i(m-—n)12 _ ) Im(gerar) _

Hp, QMal) ™ Hpm(gpal)

—Toi_m iqnrdi Jm(fIMal)

Hy, a
o s (qM 1)’ ' , ) Jlaaas) _ (3.40)
m\gma —i(m—n m(gc2a
Am + Hp, QMa2) Z A Hyp— "(QMrzl) * — Dm Hp(anaz)

_ —-m Zq]wdg JTVL(qMG/Q)
TO/Z Hm(QMGZ)’

A%) _|_ QMal Z A H, n<qu12)e—z‘(m—n)012 _B(l) Keiger Jp(gerar) _

(grrar) ™ Kuam HY,(qarar)

_ d m(QAlal)
T 1 ZQM 1—H/ (QM(ll) (341>
Ag) _|_ QMG2 Z A Hypon(quirar e —i(m—n)fa1 __ B(Q) Keagea Ip(qe2az)

m(anraz) ™ Knraum Hi, (avaz)

_ ‘—m ,iqpnrda Jm(Q]W(ZZ)
Tyt~ e A7 (arras)”

Analogamente a (3.19), representamos as equagoes (3.40) e (3.41) na forma matricial:

I M2 g1 o al i
M2 I 0 S® a® i@
= , (3.42)
I N2 71 o b® g
N1 I 0o Z®@ b g®
na qual aparecem novos blocos de matrizes, dados por:
M2 = M52 MY = [MED]
’ (3.43)

NG2 =[NP e N@D = [N&D],
que sao matrizes quadradas cheias de ondem 2|m| 4+ 1, cujos elementos sdo dados por:

M = Prgml)Hm—n(QMTm)@*i(m*n)em ) MEY = Pr(nZ)Hm—n(QMrﬂ)eii(min)em
1

(1,2) (1) ' (2,1) (2) ‘ (344)
N’ = Qu Hinn(qur12)e™ " "%2 0 Nyii) = Qu Hynn(qasran)e ™m0
onde, anélogo a (3.23), temos
— Kejae () _ Imlanmay) M
K; = Kz\j qz\z’ P’ = Hm(QIVIan) ¢ Qm o (QMGJ]) (3.45)

Além das matrizes identidade, I, e nula, 0, também temos as matrizes diagonais de
ordem 2|m| + 1
SU) = diag[-SY] e ZV) = diag[—K; 2], (3.46)
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as quais s@o analogas a (3.20), cujos elementos sao,

S,(ﬂ) _ Jm(aeiaj) e Z(j) _ JImlgcjar) . (3.47)

T Hm(qmaj) Mo Hy(gmag)’
e por fim, os vetores de ordem 2|m| + 1,
al) = [AY)], bW = [BY)], iV = —Tpeimdi[i,] e g = —Tpeimdifg,], (3.48)
onde temos novamente os elementos,
i, =i mPY e g, = i’mQ%). (3.49)
Novamente, temos como solugao para (3.42):
x =W ly, (3.50)
onde x e v sao:

X = e v= , (3.51)

sdo vetores de ordem 4(2|m| + 1), com
a) b _ e )
a= , b= , 1= e g= , (3.52)
a® b® (@ e

sao vetores de ordem 2(2|m| + 1). Para meios infinitos com dois cilindros, temos que

M S
W = : (3.53)
N Z

¢ uma matriz quadrada de ordem 4(2|m| + 1), e

I MO I N2
M = , N = ,
MED T NGED T
(3.54)
s o 7O 0
= e Z = s
0 S® 0o Z®@

sdo matrizes quadradas de ordem 2(2|m| + 1).
Calculado (3.50), podemos substituir as constantes AD e BY) em (3.35) e (3.36) para

calcular a distribuicao da temperatura em toda a amostra com dois cilindros inclusos.
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3.2.3 Meio semi-finito com um cilindro

Nas seccoes anteriores nao foram consideradas as contribuigoes na temperatura de-
vido ao efeito de fronteira da amostra. Para incluir estas contribuigoes, nos céalculos
posteriores serd considerada a condicao adiabatica de temperatura na superficie do ma-
terial. Ou seja, nao havera fluxo de calor através dela, de forma que toda onda térmica
que se propaga na matriz é refletida ao incidir na superficie. Logo, a superficie se com-
porta como um espelho para as ondas térmicas. Portanto, podemos utilizar o teorema
das imagens para simular a contribuicao desta reflexao. Este teorema consiste em consi-
derar ondas vindas do cilindro fisico, refletidas pela superficie, como ondas vindas de sua
imagem que esta por tras do “espelho”.

Portanto, modelamos o efeito adiabatico da fronteira mediante a simetrizacao do
dominio incluindo novos cilindros em posi¢oes especulares com respeito a fronteira. O
fato de que a solugao seja simétrica garante que a derivada normal seja nula no eixo de
simetria (VT = 0), condi¢do de fluxo nulo na superficie.

A situac@o esquemaética esta representada na Figura 3.5. Na qual a Figura 3.5(a)
representa a geometria do dominio real, onde temos um cilndro fisico {2 submerso a su-
perficie do material e a Figura [3.5(b) apresenta a geometria equivalente apos a utilizagao

do teorema das imagens, onde denominamos o cilindro fisico de £2; e o cilindro imagem

de QQ.

(a)

incl

Figura 3.5: (a) geometria do caso real de um cilindro fisico submerso a superficie do meio

semi-infinito; (b) geometria equivalente apos a utilizagdo do teorema das imagens.
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No caso real, Fig. 3.5(a), a onda térmica incidente, Ti,., gerada na superficie e que
se propaga para a esquerda, atinge o cilindro. Uma parte desta onda é transmitida para
dentro do cilindro e a outra é espalhada na superficie deste em todas as dire¢oes do
material; a onda espalhada que atinge a fronteira do material é totalmente refletida e
volta a se propagar na matriz. Portanto, a temperatura no ponto P do material é dado
por:

Ty = Tine + Teosp + Tésp, (3.55)
onde, 17, ¢ a contribuicao da temperatura que foi espalhada pelo cilindro 2 e refletida
na superficie.

A geometria real do problema esta esquematizada na Fig. 3.5(a) que é matematica-
mente equivalente ao da Fig. 3.5(b). Logo, por conveniéncia matemética, tratamos o
problema da Fig. 3.5(a) utilizando o teorema das imagens esquematizado na Fig. [3.5(b),
onde foi atrelado ao dominio real um dominio simétrico. Com isto, substituimos a onda
refletida na fronteira do material por uma onda espalhada vindo diretamente do cilindro
simétrico €2y. Esta é resultado da incidéncia de T}, (que se propaga para direita) no
cilindro €25.

Consequentemente, tratamos o problema de um cilindro em meio semi-infinito analoga-

mente ao problema tratado na secgao 3.2.2, de dois cilindros em meios infinitos. Com isto,

substituimos o modelo matemaético, representado pela (3.55), por:

TM<T1, 91) = T‘inc(Tl, 91) + T(l)(T’17 61) + T(Z) (Tl, 01), (356)

esp esp

que é o mesmo da (3.28)) com relagao ao sistema de referéncia do cilindro €.
Por Q5 ser um cilindro simétrico de 4, a (3.29) nao nos fornece informagoes adicionais
ao sistema, portanto nao sera exibida aqui.

Repetindo o formalismo utilizado na sec¢ao [3.2.2 a equagao (3.56) é escrita na forma:

. too .
Ta(ry,0h) = Toemd 3 i g (qur)e™ +

m=—0oQ

+00 .
+ S AVH,, (qur)em+ (3.57)

m=—0oQ

+0o ) +00 iy —i(m—n)6
+ > An’ >0 Hpon(qurie) Jm(qury ) et e im=m0z

n=—oo m=—0o0

41



onde 115 > 11 e dp é a distancia do centro do cilindro fisico £2; a superficie do material.
Visto que a superficie é um eixo de simetria e o cilindro €2y é a imagem de €2y, entao

temos uma relagao entre os coeficientes térmicos AY e AP, Tendo em conta a sime-

tria mostrada na Figl3.6, tem-se que a temperatura no ponto r; é igual a do ponto r

equidistante ao eixo de simetria.

Figura 3.6: a) geometria esquemética do cilindro fisico ; e seu simétrico €.

O que nos leva a igualdade,

Te(slg(ﬁ, 91) = Te(ggg (7’2, 92)

(3.58)
- Tesp(rla ™= 01)7

onde utilizamos as igualdades r; = r5 e 03 = m—6;. Tendo em conta que H,, = (—1)"H_,,

se estabelece a seguinte relacao entre coeficientes,

A® = A0 (3.59)

Aplicando esta propriedade, reduzimos o nimero de incognitas na (3.57) e a escrevemos
. . : 1
em funcao unicamente dos coeficientes Al ), na forma:

+oo

TM(Tl,Ql) = T()quMdl Z ’L.ime(qM’l“l)eimel—f—

m=—0oQ

+o0 .
+ S AWH, (qur)e™ + (3.60)

m=—0o0

+o0o +oo . .
+ > AN > Hurn(quriz) Jm(qaery )em0reitmin)oz,

n=—oo m=—0o0
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A temperatura dentro do cilindro €2; com relagdo ao seu sistema de referéncia é dada
por,

T (ry,6,) = Z BW I (qery)e ™. (3.61)
Analogamente ao meio infinito discutido na seccao 3.2.1, as solugdes do campo de
temperatura na matriz e no cilindro requerem o conhecimento dos valores de 2(2|m| +
1) constantes AW o B,(ﬁ), que sao obtidas substituindo as equagoes (3.60) e (3.61) nas
condicoes de contorno; continuidade de temperatura e fluxo de calor na superficie do
cilindro de raio a,

Tc(l)r =a) = Ty(ri =a),

1 (n=a) w(r=a) Vo, (3.62)
KNTM(r =a) = KyVTy(r =a),

que novamente resultam em 2(2|m| + 1) equagdes dadas por:

BW Jn(g.a) = Toe™® i~ Jy(qara) + A Ho(qara) +

| (3.63)
+ Z AW Hy i (qarrin) I (qara)e= 0,
e
KoqeBW J,(gea) = KMQMT()eiqul i (avra) + Karaar AW HY, (qva)+
| (3.64)
+Kpqum Z A Hypn(quari2) ), (qara) e im0z,
com m variando de —oo a 4-o00.
As equagoes (3.63) e (3.64) podem ser representadas na forma:
_ iqnrd’ gm Im (qnra) _ . JIm(gca)
T e am —Hm( ) = Am BmH (l]Ma)+ (3 65)
+‘}JIZ %Z)) Z AnH i (qurriz) e 0mm0z,
igud ;—m Iy (ama) _ _ _Kcqe I (gea)
—Tyetamd H;n(qﬁa) = Am KMQM B H; (QMG)+
(3.66)

Jl
H'(% Z A Hm+n(QM7‘12) z(m+n)0127

onde redefinimos A\ = A, ed =d.
Para simplificar a notagao escrevemos as equagoes (3.65) e (3.66) na forma vetorial,

representada por matrizes e vetores,

Ia+Sb+Ea=i
(3.67)

Ia+Zb+Fa=g,
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onde I ¢ a matriz identidade de ordem 2|m| + 1; S e Z s@o matrizes diagonais de ordem
2|m|+1, definidas em (3.20); e a, b, i e g sdo vetores coluna de ordens 2|m|+ 1, definidos
em (3.21).

Os blocos de matrizes

sdo matrizes quadradas cheias de ordens 2|m|+1 que apareceram devido ao efeito “espelho

que consideramos na superficie de meios semi-infinitos; seus elementos sao:

Epn = PrHpin(quria)e %2 e Fpy = QuHpgn(qurg)e 0%z (3.69)

onde, conforme (3.23),

Pm — ']m((ﬂwa) e Qm — J;n(qMa) (370)

Hm(qna) T H!,(qma)”

Finalmente representamos a equagao (3.67) na forma matricial,

I S E O a i
+ = . (3.71)
I Z F O b g

que, conforme (3.24), a solucao é dada por:
x =Wy, (3.72)

onde x e v s@o dados por (3.26) e, para meios semi-infinito com um cilindro, temos

1S E 0
W = + , (3.73)
I Z F O

¢ uma matriz quadrada de ordem 2(2|m/| + 1).
Observe que esta simetrizagao tem o efeito de acrescentar uma matriz de coeficientes a
ja existente em (3.25)), devido a isto obtemos valores para os coeficientes térmicos diferen-

tes dos obtidos em (3.24).

3.2.4 Meio semi-finito com N cilindros

A representagao esquematica de N cilindros, paralelos entre si e a superficie da

amostra, num meio semi-infinito esta apresentada na Figura 3.7. Na qual a Figura [3.7(a)
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representa a geometria do dominio real, onde temos N cilindros submersos a superficie
do material. Na Figura [3.7(b) a geometria equivalente apos a utilizagdo do teorema das
imagens ¢é observada, onde temos 2N cilindros. Podemos ver, por exemplo, que as ondas
espalhadas pelo cilindro €25, que refletem na superficie e atingem o cilindro 2;, podem ser

tratadas como se fossem ondas vindo diretamente do cilindro simétrico 2y .

(E.)‘ r, T:__ [b) r, Ti:]_
& =
% x
. . .
[ " "
- - -
Ly L o
Xy Xy Eny

Figura 3.7: (a) geometria do caso real de N cilindros fisicos submerso & superficie do meio

semi-infinito; (b) geometria equivalente apos a utilizagao do teorema das imagens.

O campo escalar de temperatura na matriz continua sendo

T]V[ - T'inc + Tespa (374)
onde Ti,. é dada por (3.8),
. +<x> .
Thne(r,0) = Toe™® " i7™ ], (qurr)e™, (3.75)
porém, a temperatura espalhada é,
2N
Towp = Y T (r;), (3.76)
j=1



onde estao sendo somadas as ondas dos N cilindros e as de suas respectivas imagens.
Conforme (3.30), temos,

+o0
T (r,0;) = Y ADH, (qury)e™. (3.77)

m=—00

Portanto, diante das equagoes (3.75), (3.76) e (3.77), temos que (3.74) sera,

“+00

Tar(r;,0;) = Toelmd S 4= (qagr;)e™ i+
T
+ Z Anjl Hm(quj)e’m9j+
Moo o ‘ ‘
+ 2 AV X Huoalaurys) JTn(qarry)e ™ e m =i
+oo (N) +o0o L )
+ 2 Av) X Huonlqurn) Jm(qarry e e im0
0 (v s —i(meta)s mas
+ 2 A > Hun(qurjneg)Im(qurs)e™ e i(m=—n)0j N+,
+oo (N41) oo o
+ 2 A N Hon(quirjnei) I (qarry ) €m0 e =t m=m)fin+i

+oo (2N) +o00 - A )
+ X AT 3 Hpalqurson) Jm(qury)e™ e mmmbian,
(3.78)
onde Qy4; é o dominio simétrico de €; 1,j = 1,2,...,N e i # j # N; a expressao anterior

¢é valida para a regiao

< min TM) >r; >0, (3.79)

1<k<N, ksj
que significa que a distancia 7;;, do centro do cilindro §2; ao centro do cilindro mais
proximo (2, deve ser menor do que r;, do centro do cilindro §2; ao ponto na matriz.
Tendo em conta a simetria do problema, discutido na seccao 3.2.3, tem-se a identidade

TY) (r,0) = Te(gﬂ)(r,w —0), j=12,..,N, (3.80)

esp

onde obtemos a forma mais geral da rela¢do entre os coeficientes (3.59),

AN+D) = A0) (3.81)

n —
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Aplicando a propriedade (3.81)) & (3.78) podemos escrevé-la em fun¢do unicamente dos
coeficientes Ag), j=1,...,N.
+o00

Ta(ry,0;) = Toelndi S i=m ] (garr;)eimi+

m=—0o0

+oo . )
+ > AV H,, (qarr;)e™i+

m=—0oQ

+oo N T . .
+ X AV X Hpoalanrsi) Jm(aury)e™emim=mbss

n=—oo m=—0oQ

= (N) = imb; ,—i(m—n)f;
+ > Ay > Hpn(qurin)JIm(qurj)e™e 3N (3.82)

n=—oo m=—0o0

400 I e : ;
+ 3 AP Y Hunlqurin ) I (qar e e imemtin

n=—oo m=—0oQ

+o0 ., too . .
+ Z Agll) Z Hm+n (quj,N+i) Jm (QMTj)elmGj e—z(m—i—n)G]’,Nﬁ

n—=——oo m=—oQ

+o0 (N) +o0 e 0
+ 2 A X Huwnlaurjon) Jn(qury )™ e mimbiay,
n=—00 m=—00
A temperatura no cilindro 2, é dado por (3.36)),
79 (r;, 0, Z BWD T, (qejr;)e™. (3.83)
Substituindo a temperatura interna de cada cilindro €2;, (3.83), e na matriz, (3.82), na

condicao de contorno, a continuidade de temperatura sera

Tc(j)<rj)|7“j=aj = TM(rj)|7“j:aj’ (3:84)
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temos,

Bf(ﬁ)Jm(chaj) = Toe“’Msz " T (QMa])+A( Hy(qara;)+

- Z Af m—n(qu75) T (qrraz)e” M0
4™ itmm)p,
+ Z An Hm—n(QMTj,N)Jm(qMaj)e wm=n)v5N
=2 . (3.85)
+ Z A Hppin(qurjng) I (qrrag ) e mmlin
-+ Z A m+n(quJ N+1)Jm(qMaj)e—i(m-l—n)Hj,Nﬁ
+ Z A m+"7«<QMT],2N)Jm(QMaj)e_i(m+n)9j’2N,
que reescrevemos na forma7
() Jm(geja;) — iqaed; i —m Im(qnma )
Bt frguay = Toe'™%i #ﬁ;;ﬁw
+—é’:L((‘(I;;\/f/I‘;J) Z Al)Hm n(qujl) —i(m—n)8;;
Jm a i1 m-—-n ;
+Hm(%aﬁ)) Z AN H,, (g e m=m0n
(3.86)

Jm(qra —i(m+n)b; ;
+Hm(((f;;\44a]) Z AJ)Hm—I—n(QMTJN-H) mtn)s,n+g

Jm(qrra 1 —i(m+n)b; i
+Hm((511;\44aj) Z A )Hm-&-n(quJN-i-) mn)6 s

JIm(ama —i(m+n)0;
+Hm(?1]\1\l4a];)) Z A m+n(quJ2N) (mtn)dian,

Representamos na forma vetorial, temos

Tal) + MUDa® 4 ... 4 MON®) 4 B0 4 B0 ... 4 EGM ;) 4 g0 — {0),
(3.87)
parai,j=1,--- N; i # j; e, conforme (3.48),

al) =49, bO =[BY] e iV = —Tyeimdi[i{)], com i) =i-™PY, (3.88)
sao vetores de ordem 2|m| + 1; P ¢ dado pela (3.45). Além disso,
MG = (M), com, M = P Hp(qarr)e= 0%, (3.89)
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parai# j =1,--- N. Esta é a forma mais geral de (3.43), além de matriz quadrada
e cheia, de ordem 2|m|+ 1. Da mesma forma, podemos representar a equagao (3.68) de

forma mais geral:

EU) = [Er(grlb)], com, ESY) = Pg)Hmwz(QMTj,N+i)€_i(m+n)ej’N+i3 (3.90)
parai,j =1,---  N. Conforme ji definido em (3.46), temos também
SU) = diag[—Sﬁ{)], com, SY = —I‘;Z(éji[‘fjj)), (3.91)

que ¢ uma matriz diagonal de ordem 2|m| + 1.

Escrevendo (3.87) na forma matricial,

[(I MOD ... MGEN S0 o ... 0>+<E<M‘> EGD) ... RGN o ... 0)}
al)
)
a®)
= ( i) )7
bl
b
bW
(3.92)
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substituindo os valores 7,5 = 1,2, ..., N; temos,
I I M®G2) oo MGN) g g .. 0
M1 I oo MEZN) o 8@ ... 0
+
MWD MW:2) L I 0 0O ... SW)
a
a®
ELD E12 ... EOM g ... 0 \] : (@
EGD E®Z2 ... EZN) o ... 0 a®™) i@
Lo |
END EXN2 ... EON g ... 0 b(@) {(V)
bW

(3.93)

De forma analoga ao célculo realizado para a continuidade de temperatura, temos para

a continuidade de fluxo de calor,
KCJVTc(j) (rj)|7"j:aj = KMVTM<rj)|Tj=aj7

a equagao,

(3.94)

Ia(j) + N(j’i)a(i) + ...+ N(j’N)a(N) + F(j’j)a(j) + F(j’i)a(i) +...+ F(ij)a(N) + Z(J)b(]) — g(j)7

(3.95)

que é uma forma anéloga a equacao (3.87), onde, para Q,(ﬂ;) = J, (qma;)/H),(qma;), temos,

N(j’i) = [Ny(ﬁ];;)], com, Nmn — Qm Hm—n(QMTj,i)eii(min)ej’i;
F(j’j) = [F’r(n];’lj)]a com, an = Qm Hm+n(QMTj,NJrj)e_i(m—’—n)ej’NH;
F(‘j’i) = [F’r(r‘z;ll)], com, an — Qm m+n( Mrj7N+i)6_i(m+n)0j’N+i;
que sdo matrizes quadradas, cheias de ordem 2|m| + 1;
70 = diag[—Kjng)], com K;= et o 70) — Imleas)

Ky qur H], (qnmaj)’

é uma matriz diagonal de ordem 2|m| + 1. Podemos definir o vetor coluna
gl) = —Tpetmdi[g)] com, g = i—mPY,

20
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que é de ordem 2|m| + 1.

Assim, obtemos,

I N@L2) ... NON) 7z o ... 0
N@D I oo NN 0 Z@) L. 0
+
N@V.LD  NWV.2) ... I 0 0o ... ZW
a
a®
- 3.99
FOH @2 .. F@N) g .0 : g ( )
FCL F22 ... FEN) g ... a™) B g
b
FNVYD W2 .0 NN g ... b® g
b

o1



As condigoes de temperatura e fluxo nos fornecem,

[ I M2 ... MOLM @) g ...
M I cee MEN) 0 S(22) ... 0
M®D  MV2) I 0 0 S(N,N)
_l’_
I N(l 2) N(l,N) Z(l 1) 0 0
N(@1D I ... N@N) 0 7(2.2) ... 0
N(N 1) N(N,Z) I 0 0 Z(N’N)
(3.100)
ELD  R(12) ELN) g o\l /[ a® )
E@D R@2 E@N) 0 a® i
EWD W2 ... EW.N) 0 a®) i)
- = )
FOH @2 o0 p@GN) g o0 b g
F2) Fe2 ... F@N) 0 b® g®
FWND gpWV2) .0 pNN) g Lol | bV) g
ou ainda
M S E 0 a i
+ = , (3.101)
N Z F 0 b g
cuja solucao ¢ dada por:
x =Wy, (3.102)
onde X e vV sao:
a i
X = e v= , (3.103)
b g

sao vetores de ordem 2N (2|m| + 1), onde a, b, i e g sado generalizagoes de (3.52) para

vetores com N(2|m|+ 1). Para meios semi-infinito com N cilindros, temos

M S E 0
W = + , (3.104)
N Z F 0
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que ¢ uma matriz quadrada de ordem 2N (2|m| + 1). Aqui, as matrizes M, N, S e Z
sdo generalizagoes das obtidas na equagao (3.54), sendo matrizes quadradas de ordem

N(2|m|+1). Por fim,

EGLD  glL2) ... EOLN) FLD) @2 ... FAN)
EZD E22 ... g@&N) F2H pe2 ... pFEN)
E = . . . e F = . . . )
EWND W2 ... REWV.N) FWNLD W2 ... RW.N)
(3.105)

sao matrizes de ordem N (2|m|+ 1) que aparecem devido & simetria adotada na superficie
do material semi-infinito, conforme ja discutido na secgao 3.2.3.
Obtido os coeficientes térmicos calculados por (3.101), podemos substitui-los nas

equagoes (3.82) e (3.83) para calcular a temperatura na matriz ou em qualquer cilindro.

3.3 Espalhamento de ondas por esferas

Vamos continuar com a situac¢ao de que Tj,.(r) é uma onda térmica plana no ponto
r, se propagando na dire¢cao k de um meio homogéneo e infinito. Para esta situagao,

analogamente a (2.6), Ti,.(r) ¢ dada por

Tine(r) = Tpe' =K, (3.106)

que, conforme (2.42) pode ser representada por

Thne(r) = Toe 4 Ram N ™, (qagr) Vi (2)Y,m(K), (3.107)

nm

onde, no R3, temos

k = (senfg cos ¢, senfy sendg, cos Oy ). (3.108)
Para o caso particular em que a onda plana se propaga na direcao k = —Z, ou seja,
O, = —7, ¢ € qualquer. Isto significa que a mesma é simétrica em torno do eixo z, logo, a

onda plana nao depende dos angulos ¢ e ¢, que estao no plano (z,y). Matematicamente,

isto ¢ visto quando substitufmos a condicao k = —2 em (A.3) e obtemos,

(2n+1) (n —m)!
A7 (n+m)!

Ynm(l;) - Ynm(_,]n ¢/€) = (_1>m+n\/ eim¢k(50m7 (3109)
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onde utilizamos P*(—1) = (—1)"dom. Consequentemente a soma dos produtos dos har-

monicos esféricos em (3.107) sao simplificados na forma:

Sy )Y (k) = %(—1)%(@%), (3.110)

onde utilizamos a notagao P%(cosf) = P,(cosf). Substituindo (3.110) em (3.107), temos
148, 49],
Tine(r) = Toe" ™™y (20 + 1)i " (qur) Pa(cos 6), (3.111)

n=0

onde a igualdade (—1)"" =i~ foi utilizada.

3.3.1 Meio infinito com uma esfera

Nesta secgao consideraremos meios homogéneos e infinitos. Logo, utilizaremos (3.111)
como sendo a onda térmica plana que se propaga na matriz. Nesse meio esté inserida

uma esfera de raio a, difusividade térmica D, e condutividade térmica K, figura 3.8.

Figura 3.8: Onda térmica plana se propagando num meio infinito e homogéneo com uma

esfera inclusa.

Na secgao (2.2.4), vimos que as ondas que se propagam na regiao externa e interna
a uma casca esférica sdo dadas respectivamente por (2.71) e (2.72), onde, devido aos
meios interno e externo a casca serem os mesmos, estas ondas possuem o mesmo nimero
de onda ¢. Porém, para uma esfera macica com as propriedades térmicas diferentes da

matriz, chamaremos ¢; o nimero de onda térmica da esfera e, novamente, ¢); da matriz.
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Os coeficientes térmicos b)' também devem ser diferentes nas regioes interna e externa a
esfera. Chamaremos de A,, os coeficientes térmicos da onda térmica na matriz e B, na
esfera, nos quais omitimos o indice m, pois, para um meio com apenas uma esfera e o
sistema de referéncia em seu centro, por simetria, nao ha dependéncia em ¢. Portanto,
conforme (2.71) e as consideragoes acima, a onda espalhada pela esfera que se propaga

na matriz ¢ da forma [44]

Toop(r) =47 Y Anjn(qura)i™hn(qur) Y, (£)Y;7 (K). (3.112)

Conforme (2.72), a onda absorvida pela esfera (7}) se propaga em seu interior com a

forma,

Ty(r) =47 Y Buho(qua)i®jn(qur) Y, (£) Y, (k). (3.113)

nm

Utilizando (3.110), as equagoes (3.112) e (3.113)) serao [49],

Tosp(r) = Z A, (2n + 1)i ™" jn(qara) b (qarr) Po(cos 6), (3.114)
Ty(r) = Bu(2n+ 1)i "h(qsa)jn(qsr) Pa(cos0). (3.115)

Portanto, (3.6) sera:

Tyu(r) = Tyelod i (2n + 1)i~"j,(qar) Po(cos )+
o =0 (3.116)
+ > A.2n+1)i " j,(qua)hn(gur) Po(cos 0).

n=0
Para obtermos os coeficientes térmicos, utilizamos as condi¢oes de contorno.
Condigoes de contorno

As condigoes de contorno sao:

TM|r:a(r) = Ts|7‘:a(r)a

(3.117)
Ky VT]r—a(r) = K VTg| 0 (r).
Substituindo (3.116)) e (3.115) em (3.117)
TOeiQMdjn(QMa) + An]n(QMa>hn(QMa) = Bnhn(QSa)jn<QSa)a (3 118)

KyrquToe ™! (qara) + Karqar Anjin(qara) 1y (qara) = Koqs Bohn(gsa) il (gsa),
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onde j' e h' s@o as derivadas das fung¢oes de Besssel esféricas dadas por (2.74).

Organizando (3.118) na forma,

An]n(QMa)hn(QMa) - Bnhn(an)jn(an) = _Toeiqujn<QMG)> (3119)
. / qus -/ _ iqu -/
Anjn(ama)hy (qua) — By Kot ha(qsa) gy (gsa) = —Toe" ™5, (qma), (3.120)

podemos apresenté-las na forma matricial,

jn(QMa)hn(QMa) _hn(qsa)jn(QSa) An o _Toeiqujn(qMa)
dnlama)h,(qua)  —3522hy(gsa) ), (g50) B, —Tye' M (gsa)
(3.121)

que escreveremos comao:

M S a i
= , (3.122)
N Z b g

onde M = diag[M,]|, N = diag[N,], S = diag[—S,| e Z = diag[—KZ,| sdo matrizes

diagonais de ordem n + 1, sendo K = = ¢
MAaM

M, = jn(QMa)hn@Ma)a Sp = hn(Qsa)jn(an)a

. | (3.123)
Ny = ju(ama)hy,(gua) y  Zy = ha(g50) 75 (g5a),
i=[—i,), 8 =[—9a], a=[A,] e b= [B,] sdo vetores coluna de ordem n + 1, sendo
i, = Toe" ™%, (qa) vy g = Toe™"j; (qua). (3.124)

3.3.2 Meio infinito com duas esferas

A geometria do problema estd mostrada na Figura 3.9, onde temos duas esferas em
um meio infinito.
Temos portanto, analogamente a equagao (3.27), que a parte espacial da temperatura
espalhada é dada por:
Tosp(r) = T (r) + TD(x), (3.125)

esp

onde, Te(gg(r) ¢ a onda no ponto r espalhada pela esfera €2;. Para um sistema de referéncia

no centro de uma das esferas, a presenca da outra esfera provoca a perda de simetria
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Figura 3.9: Onda térmica plana se propagando num meio infinito e homogéneo com duas

esferas inclusas.

em ¢, portanto nao podemos utilizar (3.112)) e sim, sua forma mais geral, (2.78), que

escreveremos na formas

Te(gzz( i) = ZAg(j)jn(QMaj)h (query) Y, (x5), Tj > aj, (3.126)

nm

onde usamos A" = 47" e o nlimero de onda na matriz g.

Portanto, a temperatura na matriz, (3.0), seré,
Tar(6) = Do) + T(0) + T(). (3.127)
Por conveniéncia escrevemos (3.111) na forma:
Tocle) = Ty Vam & /(04 i ulaser) (1) O G P (cos 6)e 6,
= Tyetamd Z VAT(2n + 1)i7 "5 (qur) Y, (£)dmo-

(3.128)

Representando (3.127) em fungdo apenas das coordenadas da esfera €2;,
Tu(r;) = Tpelmmd > VAT (2n + 1) (qarr) Y™ (£5)mo+
+ZA ”Jn(qMaj)h (qur;) Y, (25)+ (3.129)
+2An Y jnana) Z Ry (v ) v (qaar;) Y (85),

onde utilizamos o teorema de adigdo (A.22) para as fung¢oes de Bessel esféricas,

h(qur) Y, (80) = D Rt (vi ) (quir) Y (85), iy > (3.130)

v
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parai,j =1,2ei# j, sendo r;; o vetor distancia que sai do centro de €); e chega ao centro
de ;. A restri¢ao indica que nao podemos calcular a temperatura em pontos maiores
que a distancia entre seus centros 7yj, isto significa que o centro da esfera {2; nao pode
estar dentro da esfera €2; ou vice-versa.

Por conveniéncia, para o ultimo termo (3.129) trocando n < v e m < u, obtendo

assim:

Tai(ry,0;) = Tpeiod 3 /Am(2n A 1) ju(aur g VI (85 ot

_'_ZA ]n(QMaJ)h (qaar;) Y, (85)+ (3.131)
+zjn<quj>Ynm<fj>ZRmri,j)Aﬁ“)jV(qMai).
nm v

Escrevendo na forma,
Tulry.0) = SY(5) (Toeiosrts \/Am(@n+ )i " jnlaners) oo +

+ A jalanrag)ha(aners) + Gulanrs) 2 Rf;mri,»AﬁWqMao) .
v
(3.132)
Para o interior da esfera o campo de temperatura se propaga conforme (2.79), o qual

escreveremos na forma

Ts(] ZBm D, (qsa;j)gn(qsr;)Y," (25), (3.133)

nm

onde, por conveniéncia, redefinimos a constante B]' = 4wb"".

condigoes de contorno
Substituindo (3.132) e (3.133) na condicao de contorno

Ts(j) (rj)|7"j:aj = TM<rj>|Tj=ajv (3'134)
temos,

Bl h,(g505)ju(gsa;) = Toe™ %\ /4w (20 + 1)i " (qara;) Spno+
+ AT G (e h(qaray)+ £ (3.135)
Fin(quay) 3 REm (v ) ALY G, (qaras),
v
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que representamos na forma

MTT(J‘J)A?T(J') + Z M%n(iJ)AlVi(i) _ S:Z%(j,j)B;n(j) — i;n(j)7 i, (3.136)
v
ou ainda,
MU0 4 MO0  SUNKHE) = §&) (3.137)
onde
y 276 para i =
M) = N
[M#,T("“} para i j, (3.138)
S — [_5;70:3‘)] ,

Diferente de (3.123), MU4) = [M7"09)] ¢ SG9) = [—S0"U)] sio matrizes diagonais de
ordem (n + 1)2 e MG = [M#m@D] § 2 j 6 uma matriz cheia de ordem (n + 1)2.

i) = [—i7U)] & um vetor coluna de ordem (n + 1)2, sendo

S;n(j’j) = jn(qsaj)hn(qsaj>> (3 139>
MU = R (v )5, (qaras) ja(anray),
ir9) = Tyeiamds /ax(2n + 1)i " jn (qara;)mo.
O primeiro termo da (3.137) pode ser representado na forma matricial:
00 ot
M, (7:9) 0 0 0 .. 0 0 AO(J)
0 Mt 0 A0
0 Mf(j’j) 0 A(l)(j)
0 Mll(jJ) 0 Ai(])
0 Mn_n(j’j) 0 A;n(j)
0 0 0 0 - 0 0 MpUD AR
M‘(;a]') a‘(;)
(3.140)
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O segundo termo sera:

00(i,j —10(i,j 00(i,j 10(i,j —n0(3i,j n0(i,j
Moo( ) M;, (i,9) M1o( J) MIO( J) M, (i,9) MnO( J)
0—1(i,j 1-1(, 0—1(i,j 1-1(i,j —n—1(i,j n—1(,j
A]w01 (i,9) MH (i,9) MH (i,5) A]M11 (i,9) Mnl (i,9) ]wn1 (i,9)
00(i,j —10(i,j 00(i,j 10(i,j —n0(i,j n0(i,j
M(]l( J) Mll (i,9) Mll( 7) Mll( J) Mnl (i,9) Mnl( 7)
01(i,j —11(i,j 01(i,j 1135 —nl(i,j nl(i,j
Mm( ) M, (i,7) Mn( ) Mu( ) M, (i,7) Mnl( )
Mg;n(i’j) lenl*"(ivj) M{);n(i’j) Mllrzn(i’j) M;n”*”(ivj) Mgn*n(ivj)
M\(;j)
O terceiro termo é anélogo ao primeiro.
O termo da direita é:
i) ~Toe' ™/ Amjo(qrra;)
il_l(j) 0
{09 —Toe" ™12~ ji (quray)
ii(j) 0

i(@)

Representando (3.137) na forma matricial

(M(m M) g 0>

60

{96) —Tyeiamd z VAT(2n + 1)1

0

]n QMCL]
al@)
a®
= ( i@ )
bW
b®

(3.142)

(3.143)




Substituindo i,j = 1,2 com i # j,

D)

MO MEL S o a® i

M2 MEC2 o Se2 b0 | | e
b®

(3.144)

Analogamente & continuidade da temperatura, substituindo (3.132) e (3.133) na con-

tinuidade de fluxo de calor:

temos,

qus m(.j)
Kngm Bn™h

para i # j.

n(qsa;)jh(gsa;) = Tpetdrdi

KNVTD (x)|r—a; = Ky VT (15)]r,—a;

+ATD j (qurag ) (qurag)+

it (qarag) 3 REm (v ) ALY 5, (quras),
7

E possivel o organizar ainda que

N;Ln(j,j)Az”L(j) + Z le‘:”(i’j)Afj(i) _ Kzzn(j,j)le(j) _ g;n(j)’
v

onde

NIGD = (qara )R (qaray),

NEmGD) RETM(ri ;) jv(anai) g7, (anrag),

g9 = —Tyeindi | [ar (20 + 1)i "5 (qrra;)Omo-

Analogo a equagao (3.143), representamos (3.147) na forma:

ou ainda,

Y

)
( NG NG 76 o ) | = ( ) )

61

Am(2n + 1)i" 51 (qrra;)mo+

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)



onde, NG = [Ny'U9] ¢ 709 = [— K Z"")] sio matrizes diagonais de ordem (n + 1)?
e NUA = [N,%n(i’j)] ¢ uma matriz cheia de ordem (n + 1)2. gl = [—ggl(j)] ¢ um vetor
coluna de ordem (n + 1)2.

Substituindo i, j = 1,2 com i # j,

a
N®Y) NE@D z@) a® g
= . (3.151)
N2 N(©22) 0 7,(2:2) b g
b®
As equagoes (3.144) e (3.151)
MO MDD gty a® i@
M®©2) M(22) 0 S(2.2) a® i@
= : (3.152)
NG NE@D 701 0 b g
N12)  N(@2) o 722 b® g®
ou ainda
M S a i
= . (3.153)
N Z b g

3.3.3 Meio semi-infinito com N esferas

Conforme discutido na secgao 3.2.3), consideramos a condigao adiabética na superficie
da amostra. Temos portanto que nao ha fluxo de calor através dela, VT' = 0, e utilizamos
o teorema das imagens para calcular a contribuicao das ondas refletidas na superficie da
amostra.

A representacao esquematica de N esferas num meio semi-infinito estd em Figura[3.10.
Podemos ver, por exemplo, que as ondas espalhadas pela esfera {25 refletem na superficie
e atingem a esfera €, podem ser tratadas como se fossem ondas espalhada diretamente
de uma esfera simétrica 2y, 2.

Com estas consideragoes, vimos portanto que a temperatura espalhada é dada por

(3.76),

2N
Toop =Y T (), (3.154)
=1
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Figura 3.10: Onda térmica plana se propagando num meio semi-infinito com N esferas

inclusas.

onde estao sendo somadas as ondas das IV esferas e mais de suas N simetrias. Conforme

(3.126), a onda espalhada pela esfera €2; numa posi¢ao r; é fornecida por
Z A7) g (queag ) (g ) Y, (85). (3.155)

Utilizando (3.6) e (3.130)), escrevemos uma equagao analoga a (3.78) para a tempera-

tura na matriz, na forma:
TM(’I”j, @j) = ToequdJ Z \/477' 2n + ]n QMT’ (f'j)(sm()‘i‘
—I—ZA Jn(qara;)hy (quar;) Y, (25)+

2 gn(anr;) V" (55) Z Rem (v ) ALY i (gara)+

+ 22 dnlaurs) Y (85) Z R (v ) ALY G (quran )+ (3.156)
+ 3 Gulqur;) Y, (E5) z REm (en ) ALY G, (qaran )+

+ 2 gnlaumy)Y; (rg)ZR m(en ) ALY (garan )+

+ 3 Gnlanr) Y (£5) 3 R (van ;) ALY 4, (qarasn),

v

onde €2, y é o dominio simétrico de €;; 1,7 =1,2,..., N ei # j # N; a expressao anterior

é valida para a regiao
min Tik | > 1T > 0.
1<k<Nk#j
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Tendo em conta a simetria do problema, tem-se a identidade

T (r,0) = T8 (r,mr—0), 1=1,2,..,N.

esp

Como Y, (0, ¢) = (—=1)"T™Y. (1 — 0, ¢), é possivel estabelecer a seguinte relagao entre os
coeficientes

ARINHD) — (g ge@) =1 9 N.

Aplicando tal propriedade, podemos escrever a equacao (3.156) em func¢do unicamente

dos coeficientes A"V i=1,..., N. Assim temos:
TM(T’j,ej) = T etarrd; Z ,/47T 2n +1 ]n QMT ( j)5m0+
+ Z AZI(] In(@rra;) o (quer;) Y (£5)+

+2Jn(QM7”J) (FJ)ZR (e ;) ALY, (qaras) +

S dulam )Y 8) 5 R (e DAY (qvran)+ (3.157)
+ 2 dnlans)Y; <r]>zR (e ng ) ALY g (qarag) +

2 gn(aur;) Yy (rJ)ER (i) AL (garas) +

2 gn(anm;) Yy (rg)ZR 7 (ran) ALY G (quran),

onde utilizamos a simetria entre os raios da esferas fisicas e suas simetrias, a; = ay;, €

definimos:

R (ry;) = (=10 R (ry 1)

v+n —
= (=)Wt 3T (= 1) hy(qurnig)Ye " (B8 (v, s, —ms p)
p=|v—n|
v+n N
= Am"™ Y0 P(=1)"hy(qurri)Ye M (Brig)8(v, s n, —m;p).
p=lv—n|

(3.158)
Substituindo a temperatura interna de cada esfera fisica €2, (3.133), da matriz, (3.157),

e na condicao de contorno

Ts(j)<rj)‘7“j:aj = TM(r])l ri=a;> (3.159)



temos,

BrDh,,(qua)jn(gsa;) = Toe% /I (2n + 1), (qar)dmo+
+Anm(j)jn(qMaj)hn(QMTj)+
Finlgury) 3 R (v ) ALY G, (qaras)+
v

3 ' Rum ) Aﬁ(N) 3
+j (QMT])%; b (Cn) A (aaran )+ (3.160)

Fin(gunrs) X RE (ea g ) ALY 4 (garay) +
v

Fin(quers) X R (rngs ) ALY G (gras) +
i

Hin(anrs) 3 RET (ran 1) ALY G, (qrran).-
Vi

MU g0 4 MOD @04+ MO W) LB g0 L EGL) 04+ BN M) 18U p0) — §0)

(3.161)
onde E) = [EF™(ry,; ;)] corresponde & contribuicdo, vinda detrds do “espelho”, da
imagem da esfera () com respeito as coordenadas da esfera €2;, com

Bt (enig) = B (vni ) (anai) jn(garay)- (3.162)
Apresentando (3.160) na forma
[( MG MED ... M) §GD o ... 0 ) n ( EGS) R ... EMD) @
ald)
a0
a(V)
— ( i) ) 7
b)
bW
bV)
(3.163)



substituindo os valores j,i =1,2,--- , N, temos:

MG ML s MY gLy 0 .. 0
M®G2) M2 .. MWYV2) o S&2 ... 0
+
MOLN) MEN) Lo MWVLN) 0 0 ... SH.N)
) a)
a®
q (3.164)
EGH gEH .. EO™D o ... 0 : i»
E®L2) EE2 ... EWN2 o ... 0 a™ i®
: Lo bO |
EGN) gEN) .. EWN) 0 ... 0 b® iv)
b

Da mesma forma, para a condicao de continuacao de fluxo, obtemos:

NN 4 NDa® 1 NNV { FODa0) 4 FaDa0) 4 { ROV L ZG)B0) — gl),
(3.165)

onde F9) = [F#™(ry 4 5)], com

Fim™(rnig) = R (i) (qara) 7 (qaras). (3.166)
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De onde obtemos,

NGD  NGD .. NWD o 71 0 e 0
N@®2) N2 ... NW?2 0 VACE) 0
+
NOLN) NGCN) .. NW.N) 0 0 ... Z(N.N)
) al)
2)
a
. . (3.167)
FGH gL .. WD g ... 0 : g
FG2 2 ... FWV2 g ... 0 av) g®
. . I bO |
FON) RNy .0 FNN) g o..0 | b2 g
bV)
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As condigoes de temperatura e fluxo nos fornecem,

Y/ LCELORE |V (C22 AV (A DR S C B §) o - 0
M®G2) M2 .. M(V2) 0 S@2 ... 0
MON) MEN) o MY o o ... SW.N)
+
NG Ne@H L. NWD O 71 0 .. 0
N@©2)  N@2) ... NW2) 0 7/(2.2) ... 0
NGV N@&N) L. NWLN) 0 0 ... 7Z(NN)
(3.168)
ELD E2D ... END o ... o0 \]| [ a® {0
E1L2) EE2 ... EW2 0 0 a® i®
E@GLN) R@N) EWNN o 0 a®) iv)
+ - ’
FOD  R@ED FND o 0 b g
F12)  F@2) FN:2) o 0 b g
FON) gpEN) .0 FWNN) g ...00 bW g
ou ainda
M S E O a i
+ = . (3.169)
N Z F O b g

3.3.4 Meio finito com N esferas

As temperaturas incidente e espalhada, no interior de uma placa, se propagam
sofrendo miiltiplas reflexdes entre as paredes, consideradas adiabaticas, Figura 3.11, até
atenuarems-se a zero.

Na Figura 3.11, a geometria do lado esquerdo expoe o caso real de uma onda plana
gerada na superficie de uma placa com N esferas inclusas. Como a superficie da placa
é considerada adiabatica, tratamo-las como um espelho para essas ondas e substituimos

pela situacao representada no lado direito, onde o nimero positivo representa as imagens
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Figura 3.11: Figura esquematica de uma onda térmica plana se propagando numa placa

com N esferas inclusas.

refletidas pela superficie superior da placa e os negativos pela inferior.

Conforme as equagoes (A.45) e (3.128), para meio finito T}, é fornecido por

Tpelr) = Jacnt (z IR T D ()Y )t
(3.170)
+ eZav =) NS4 (20 + 1)i", (qurr Ynm(f')émo) ,

onde foi somada todas suas reflexdes entre as paredes da placa. Por simplificacao escreve-

mos (3.170) na forma

TO elamd;

WZ A (2n + 1) g (qurry) (7 + 2 U=dimy yim (g 6,,,  (3.171)

ﬂnc (r]) 1

onde apresentamos em funcao do sistema de coordenadas j.

A temperatura espalhada é

Tesp ZTéﬁp, (3.172)
onde
TY) = Z TED (xy,), (3.173)
k=—00

O indice (jk), k # 0, corresponde & imagen k da esfera fisica ;; se kK > 0 correspondem

as imagens acima da placa e & < 0 abaixo; se k = 0 & a esfera fisica (};. Portanto, na
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equagao (3.173), estao somadas a contribuigao, ngg), vinda da esfera fisica (2; com todas
as contribuicoes, To(fg ) com k # 0, vindas de suas k imagens.

Cada contribuicao de temperatura, Tt e(f,f ), com relagao a seu sistema de referéncia k7,
somada em (3.173)) é fornecida por:

T3 (xy, ZAnm Inlquran;) ha(qaerig) Y, (Frg), (3.174)

nm

Ou seja, apresentamos a (3.173) na forma:

. 0i 0 ki
I = T3 y)+ ¥ T8 ()

() o (k) (3.175)
- Tesp(rj)+ Z TQSP (rkj)7

k=—o00

onde omitiu-se o indice 0 da esfera fisica.
Assim, a temperatura espalhada pelas N esferas e suas imagens, (3.172)), com respeito

ao sistema de coordenadas da esfera fisica €2; é
Tes,v(rj) Z Anm]n(qMaJ)h (QMTJ)Y (r3)+

+ > Yinlawr)Y; ") SR " (r4y.5) AU G (qarang)+

k=—0co nm
k#0

+ 2 dnlaumy) Y () S REm(xs ;) A (qaras) +

v

S gl Y (&) S RE () AR G (gnsane)+ (3.176)

k=—o0coc nm vu

X dular )Y 85) 5 R (e ) A o (quran )+

Y S ialaury)Yy (rJ)ZR " (v ) Ab G (arrain),

k=—co nm

k#0

onde ry; ; ¢ o vetor posigao que sai do centro da imagem k da esfera €2; e chega ao centro
da esfera €2;; r; ; é o vetor posicao que sai do centro da esfera €); e chega ao centro da €2;.

Lembrando que ag; é o raio da imagem k da esfera €);, entao temos a relacao entre
os raios ap; = a;. As relagoes de simetria nos fornecem as seguintes relagoes entre os

coeficientes térmicos da esfera com suas imagens,

A A,(,J,Z, se k é par e i—1...N
" (—1)+n) A(j ., se k éimpar,
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que pode ser apresentada na forma compacta

AT = (=1)HEAD) - para qualquer k. (3.177)

Substituindo as relagoes de simetria acima na (3.176)), temos

Toop(t;) = 3 ADhgn(ana;)hn(qaer;) Y () +

nm

TN S g Y (E) X R (e ) AL (qnray) +
k=—o00 nm vu
K0

"’Z]n(QMTJ) (rJ)ZR (rlj) VIJJV(qMa )+

+ kz > dnlauri)Yy, (1“3) Z R (v.5) S (quras)+ (3.178)
k0

2 gV (E) SR (rn ) AN o (qvran) +

T DAL T <rj>ZRm (ran ) A, (aaran),

k=—oc0 nm
k=0

onde
Rim(rig) = (=1)UHR R (v ),
v+n -
= (=D)Wrkamnr S P (= 1) hy (qure ) Yo (Bkig)8(v, g, —m; p).
p=lv—n]|
(3.179)
Substituindo a temperatura na esfera fisica 2, (3.133), j = 1,..., N, e na matriz (3.6)

na condicao de contorno

T () lry=a; = Tar (1)) ]r,=a, (3.180)
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temos,

B?(j)hn(qsaj)jn(QSGj) — fOi:fMJl A (2n + 1) jn(qmaj) (@'*n + e2iqM(l—dj)Z'n) o+

+Anm]n( Maj)hn<QMaj)+

Fin(arrag) 3 RE™ (v ) AN g, (qaras) +
Vi

+Jjn(qrray) Z Rem (e n ) ASY G (qrran)+

s yn<qMa]>sz (1) AL, (qrrag)+

Sz

3 dulana) X R ) AL (o) +
k=—o0 147
k#0

+ 3 yn<qMa]>sz (trn ) ASY G (qaran),

ooy
(3.181)
ou na forma,
i = MUNZ0) L MEDq® 1 1 MWV qWN) 1 SUINBU) 1 (3.182)
4+ EkiDa0) L BhDa0) 4 BEND () '
onde M9 ¢ fornecido por (3.138), i) = [—i{),] com
T €iquj . —n i —d:)mn
i9), = m Am(2n + 1)jn(quay) (i7" + €2 (i)Y 6. (3.183)
E®9) = | S EFm(ry ;)| corresponde a todas as contribuigoes das imagens k da esfera
k=—o0
k#0
(}; com respeito as coordenadas da esfera €2, com
Byt (vrig) = Ry (vei ) dv (aarai) jn(qaray). (3.184)
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Apresentando (3.182) na forma

[( MGD M) ... MDD §G) o ... 0>+(E<m> Bk ... EEND
40)
0)
a)
x _ ( ) )
b
b
b
(3.185)
Substituindo os valores de i,j = 1,..., N em (3.185), temos:
(M) MY ... M) s 9 ... 0
M2 M2 ... M®2 o S22 ...
_|_
MGV MEN) o MWL) 0 0 ... SW,N)
a()
a® (3.186)
E(LD) RG22 ... REND o ... 0 )] : o
E®*L2) g®22) ... EGEN2 o ... 0 a®™ i@
+ =
: . b
EFLY) RG2N) . RENN) 9 ... 0 b {V)
bV)
Ou ainda,

(M s)+(E o) ? - (1) (3.187)

b

Para a continuidade de fluxo de calor,

K NTY (1)) ]r,—a; = Kt VT (r))]r,a; (3.188)
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NG NGD ... NWD 711 0 ... 0
N@®2) NG2) ... NW&W?2) 0 7(2.2) ... 0
. +
NGV NEN) NW:N) 0 0 Z(N.N)
a®
a® (3.189)
FoL) RG22 .. FEND g ... g )] : e
F*12)  p®*22) .. FkN2) g ... 0 a™v) i®
+ = )
: : : A b :
FELN) pk2,N) .. FENN) g ... b® i)
bW

onde os elementos dos blocos de matrizes diagonais NG = [Nﬁn(j A )} e 7)) = [_ K Z;”(j’j)}

e matriz cheia N = [N#,T(i’j)} sdo fornecidos por (3.148). gl) = [gﬁ%] com

j TOeZqu —n 2 —dj)mn
9 = Tz VAT 20+ D (qarag) (77 + 20 6, (3.190)
e FFI) — 1 57 Fm(ry ;) |, com
gy
Fli(rssg) = BT (vri ) v (qurai) gy (qray). (3.191)

Apresentando (3.189) na forma

[(NZ>+<FO>] la) =<g‘>, (3.192)

temos por fim, de (3.187) e (3.192),

M S E 0 a i
+ = : (3.193)

N Z F 0 b g
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3.3.5 Simulagao computacional

Nesta seccao mostraremos os graficos das simulagoes, baseadas nos dados obtidos
nas seccoes anteriores, desenvolvida em um PC utilizando as bibliotecas matematicas e

graficagao do pacote de calculo numérico MatLab [28].

Dois cilindros separados

Para analise computacional, ao implementarmos o algoritmo utilizado, temos que
truncar a expansao em série. O nimero de termos (2|m| + 1) necessario vem fixado pela
convergéncia do desenvolvimento em série da onda plana incidente (2.39), que depende
da forma crescente do argumento das fungoes de Bessel. Este é diretamente proporcional
ao raio do cilindro a e inversamente proporcional ao comprimento de difusao térmica da
onda que se propaga pela matriz py;. Concluindo, para um maior raio do cilindro e/ou
menor comprimento de difusao térmica, o nimero de termos necessérios aumenta. Assim,
para os cilindros e os comprimentos de difusao térmica empregados, o nimero minimo
de termos para a onda plana incidente convergir sao 13 (m = 6). Para nossa simulagao,
utilizamos m = 12 (25 termos).

Simularemos amostras reais de dois cilindros adiabéticos (ar) subsuperficiais (K,, =
0,026 Wm™K~1e D,, = 22 mm?s™!) dispostos a uma matriz de grafite rigido (Kecarpono =
160 Wm ™K' e Deagrpono = 75 mm?s~1). Os cilindros de 0,5 mm de diametro (raio igual
a 0,25 mm), estao com os seus centros localizados a uma profundidade d; = 315 um e
dy = 328 um da superficie da amostra e separados de 0, 585 mm, Figura 3.12.

A Figura [3.13 mostra o comportamento da temperatura e fase normalizadas, na su-
perficie da amostra. Vemos que para frequéncia de 80 Hz (lado esquerdo) os picos da
ampitude da temperatura assumem valores maiores que para frequéncia de 180 Hz (lado
direito). Isto se deve a propriedade do comprimento de difusdo térmica ser maior quanto
menor a frequéncia. Quando ondas térmicas incidem no cilindro adiabatico estas retor-
nam em fase provocando interferéncias construtivas e quanto maior o comprimento de
difusdo térmica, maior é a amplitude total. Vemos também que em ambos experimentos
nao ha simetria tanto na amplitude quanto na fase, isto se deve aos dois cilindros estarem

em profundidades diferentes A; < A,. Pois, quanto mais préoximo da superficie maior é



25 mm

9D

Figura 3.12: Representacao esquemética de dois cilindros isolantes em uma matriz con-
dutora. Orificios com eixos paralelos de raios iguais a a; = as = 0.25mm, separados
por uma distancia de h = 85 um submergido as profundidades A} = d; —a; = 65 um e

Ay = dy — ay = 78 wm da superficie aquecida (parte inferior da figura).

a amplitude total da temperatura, no caso de cilindros adiabaticos. Neste experimento,
()1 se encontra na posicao negativa do eixo ‘y’ e {25 na positiva.

Esta simulagao reproduz exatamente o resultado obtido por [50], onde se obtém uma
boa concordancia entre a simulacao do modelo tedrico e o resultado obtido experimen-
talmente. Com isto, validaremos nosso programa elaborado para executar os céalculos

tedricos apresentados nas secgoes anteriores.
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Figura 3.13: Simulagao dos calculos teéricos da amplitude e fase normalizadas da tempera-
tura superficial produzida por dois cilindros adiabaticos subsuperficiais a uma frequéncia:

Lado esquerdo, 80Hz; lado direito, 180Hz.

Duas esferas separadas

A Figural3.14 mostra a distribuicao do campo de temperatura na superficie da amostra, a
qual contém duas esferas subsuperficiais de mesmo raio (a; = as = 0,45 mm), submergida
a mesma profundidade d; = dy = 0, 50 mm e com seus centros separados por uma distancia
h = 1mm (onde estdo posicionadas em: r; = (—1,0, —d;) e ry = (—1,0, —d,)). E anali-
sado, para um comprimento de difusao térmica da matriz de puy; = 0,50 mm, dois casos
extremos: primeiro (lado esquerdo), esferas muito mas condutoras (Ks/Ky = Dg/ Dy =
1073); segundo (lado direito), esferas muito boas condutoras (K,/ Ky = Ds/ Dy = 103).
Para cada caso apresenta-se um grafico tridimensional da temperatura superficial. E ob-
servado claramente como as duas esferas influenciam na temperatura normalizada. Vemos
que a temperatura decai justo em cima das esferas condutoras, isto deve-se ao fato de
que, ao atingir a superficie da esfera condutora, as ondas térmicas refletidas retornam

defasadas provocando interferéncias destrutivas. Por outro lado, conforme ja discutimos,
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a temperatura normalizada aumenta para as esferas isolantes. Pois, ao atingir a superficie
da esfera isolante, as ondas térmicas refletidas retornam em fase, provocando interferéncia

construtiva [51].

( Wh
I
!"” SO

i)
4y

i
iy

Figura 3.14: Representacao tridimensional para a amplitude da temperatura superfi-
cial em um material com duas esferas de 0,45mm de raio a uma profundidade d; =
dy = 0,5mm. Para py = 0,5mm, analisam-se os casos: (lado esquerdo) duas es-
feras isolantes (K,/Ky = D,/Dy; = 1073) e (lado direito) duas esferas condutoras

(K,/Ky = Dy/Das = 10%).

Esta simulag@o reproduz o resultado obtido por [51]. Com isto, consideramos valido
nosso programa elaborado para executar os calculos tedricos sobre propagacao de ondas

térmicas em materiais compositos reforcados com esferas.
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Capitulo 4

Espalhamento térmico de dois cilindros

acoplados

Neste capitulo analisaremos propagacoes de ondas térmicas em um material que con-
tém uma incrustacao com forma de dois cilindros acoplados, com as mesmas propriedades
térmicas e diferentes as do material. Este meio pode ser imaginado formado por um
dado material (material matriz), dentro do qual esté inserido outro material (incrus-
tagao) com propriedades térmicas diferentes a do material matriz (material reforco). A
situacao tratada aqui é analoga a que foi discutida na seccao 3.2.2, na qual discutimos a
propagacao de ondas térmicas em meios infinitos com dois cilindros separados inclusos.
Porém, neste capitulo trataremos dois cilindros acoplados (Fig. [4.1b), primeiramente em
um meio infinito e depois em um meio semi-infinito.

Na figura 4.1a, €2 e 2 representam os cilindros 1 e 2 separados, com I'; e I's sendo
suas respectivas fronteiras. Neste caso, consideramos que a forma do material reforco é
a de dois cilindros acoplados (Fig. 4.1b), onde, Qp,; é a regido externa aos cilindros,
que corresponde ao material matriz; Q. = 1 U Qs, com Q; N Qs # ), é a regidao interna
ocupada pelos cilindros acoplados ; e (25, onde I' = 9, é sua fronteira. Na figura (4.1c)
I'11 e '3 sao as respectivas fronteiras nao acoplada e acoplada da regiao §2; 'y € I'yq s@0

as respectivas fronteiras nao acoplada e acoplada da regiao €2s.
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a)
QExt

b)
M @rz @

c)

P \
M1 Py

Figura 4.1: Geometria de dois cilindros (a) separados, (b) acoplados, (c) cada cilindro

acoplado analisado separadamente.

4.1 Modelo Mateméatico

Utilizaremos as anotagoes anteriormente introduzidas numa forma matematica mais
geral para IV cilindros. Sendo agora que I'; = 0€); corresponde a fronteira de cada cilindro
(, I'i = I'N T é somente a parte nao acoplada da fronteira do cilindro € e I'y; = I'; N €Y,
(i # j) é somente a parte da fronteira do cilindro €; interna ao cilindro €);, em outras
palavras, ¢ fronteira acoplada de €); a regiao €);.

A onda térmica que se propaga no meio sera:
Ty(r,t), ser € Qp,
T(r,t) = (1) et (4.1)
T.(r,t), sere€Q,

na qual, Ty/(r,t), é a temperatura na matriz e, T,(r,t), é a temperatura interna a Q..
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Conforme Figura4.1b, a amplitude complexa da temperatura deve satisfazer as seguintes
condicoes;
V2T (r) + %UTM(I‘) =0, em Qg
V2T,(r) + 5LT.(r) =0, em €,
Te|p (r) = Tulp (x),

\ Kc% (1) = KMaaT—;ﬂF (r).

(4.2)

Para Figura 4.1c, analogamente as notagoes dos capitulos anteriores, utilizaremos a
notagao da temperatura no cilindro €; por Ti|g, = V. A temperatura na matriz e nos

dois cilindros acoplados deve obedecer as seguintes condigoes:

4

V2T (r) + %UTM(I‘) =0, em Qg
V2T (r) + 2T (r) = 0, em €, i=1,2
ﬂ%ﬁﬂ:ﬂhﬁm i=1,2
M )
| (r) = Ky %] (r) i=1.2 (4.3)
para a regiao acoplada:
TV @) =179 () i=12ei#j
ij ij
(i) 97(3) . . .
| K|, (0= K5Gr| (), i=12ei#;

ij ij

na qual temos novamente a equagao de Helmholtz,

V2T (r) + 2Ty (r) =0, em Qpyy (a)

A v (4.4)
VAT (1) + 2T (r) =0, em O, i=1,2, (b)

e as condigoes de contorno, que diferentemente das usadas anteriormente (3.37), sao:

TM(I'), ser c Fii

TO|. (r) = , i=1,2 (4.5)
' Tc(])(I'), ser c Fij; i 7£]
8Tc(i) K BT”—I(r)a ser € I'y
K =4 Pi=1,2, (4.6)
on r, K. Tcan(r), ser €Iy, 1.

A solucgao para dois cilindros acoplados é encontrada apés calcularmos os coeficientes
térmicos dos campos de temperatura através das igualdades (4.5) e (4.6). Na proxima

seccao apresentaremos o formalismo utilizado para o célculo de tais coeficientes.
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4.2 Solucao para cilindros circulares

Comecamos descrevendo a geometria para cilindros circulares nas figuras 4.2 e 4.3,
assim como descrevendo o tipo de acoplamento a que nos restringimos em nossas simu-

lacoes.

92

02

01

Figura 4.2: Descrigao dos angulos aj; de dois cilindros acoplados

a,

a
02

01

Figura 4.3: Dois cilindros acoplados com seus correspondentes angulos (3; subentendidos.

Hipotese 1 Restrigcoes de acoplamento. Daqui para frente os cdlculos estao condi-
cionados a “pequenos” acoplamentos, no sentido de que |ri;| = |ro; — roi| > @, V1i,7.

Isto €, o centro do cilindro §); nao pode estar na regiao interna do cilindro §%, i # j.
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Denotaremos por ; a metade do angulo subentendido pela interseccao de €2; com €2,
desde o centro de €. Os angulos de corte sao dados por: as; = 0;; — 5 e o = 05 + [,
onde 6;; = arg(r;;). Com esta definicdo tem-se que a superficie acoplada do cilindro €,

vista desde r¢;, se encontra no intervalo 6; € [a1, ajsol.

4.2.1 Solucao das equagoes

Proposta de temperaturas na regiao exterior a €., solucao da primeira equacao de

(4.4), em r = (z,y) = r(cos 6, send):
Tai(r) = Tine(r) + Tegp(r), VreQpy (4.7)
na qual, conforme (3.7) e (3.8),

j—‘inc(r) = ﬂnc(m) = TO efi[q(xfd)]

A VreQg, 4.8
_ Toequd Z —mJ (qM,r)esz’ Eaxt ( )

m=—0oQ

e conforme (3.27) e (3.30),

Top(r) = Togp = Z Z ADH, (quri)e™ ., V1 € Qpar. (4.9)

7j=1 m=—o00
Proposta de temperatura em r € €; que também deve ser solugao de (4.4—b) é analoga
a (3.36)),
Tlg, (1) =T (x)) = z B Jon(qery)e™i, Yr e Q. (4.10)

m=—0oQ

Com o acoplamento, deve-se escrever a temperatura dentro do cilindro €2; em fungao
das coordenadas do cilindro €2, com i # j. Para isto, utiliza-se o teorema de adi¢ao de
Graf para a fungao de Bessel de primeira espécie J,, [45], assim como em (3.32), conforme

a Figura 4.4)
J Zm@ _ Z Jn " le >6in916—i(n—m)9ij7 (411)

para i = 1,2. Note que esta expressao é valida para i = j, ja que J,_,(0) = O, Assim,

a temperatura no cilindro €2; em funcao das coordenadas do cilindro €5 é;

r2,92 Z B Z Im—n(qer21) I (gera)e ’maze_i(m_”)em, (4.12)

n=—0oo m=—0o0
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Figura 4.4: Troca de sistema de coordenadas, teorema de Graf.

para o cilindro 2,

7“1,91 Z B Z Tm—n(qer12) I (qer1)e imby o —i(m-—n)01z (4.13)

n=—oo m=—0o0

As equagoes (4.12) e (4.13) podem ser generalizadas na forma:

9 (r;,6; Z BY io Iimn(@erji) T (ger;) ™ e =M= (4.14)
ou ainda,
T (r;,60;) = Z N (r;)e™% | para i, j = 1,2, (4.15)
onde, T
NG (r) = Y BY Jn(gersi) Jn(gers)e (4.16)

Observe que para i = j, a origem e os eixos do sistema i’ coincidem com a de ’j’, ou

seja, continuamos no mesmo sistema de referéncia 'j’. Logo, temos para (4.16),
nY9) (r;) = BY T, (qer;), (4.17)

a equagao (4.15) para i = j,

20 Z D (r;)e™, (4.18)

m=—00
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recaia em (4.10).
Conforme (3.35) e a Hipotese de acoplamento [1, podemos definir uma prolongagao

analitica de Ty (r;,0;) ao interior do cilindro €,

. oo A
TM(Tja 0]) = ToethMdj Z i—me<qMTj)ezm9j+
+oo m:.ioo . 7:7.:172
+ 3 AV H(qury)e™ i+ / . :
m—fogoo . Too ! 7& J
+ Z A1(11) Z Hm—n(QMTji)Jm(quj)eimeje_i(m_n)eji7
(4.19)
valida para a regiao rj > r; > 0.
Analogamente a (4.15)), é possivel representar (4.19) na forma,
+oo ‘
Tar(rj 0;) = > Am(ry)e™, (4.20)

onde os termos comuns e foram isolados e definimos:

An(r) = ToeiQMdji_me(quj)—l—A,(f{)Hm(quj)—i-

+oo . .
+ Z AS) Hpyn (QMrji) Jm(QMrj)e_l(m_n)ej' )

n=—oo

(4.21)

4.2.2 Condigoes de transmissao

Devemos impor as condigoes de transmissoes, que equivalem a estabelecer igualdades

entre os coeficientes de Fourier das fungoes.

Continuidade de temperatura

A equagao (4.5) considera que a temperatura na fronteira de cada cilindro deve ser

continua, sendo matematicamente escrita como:

lim T(T’j,gj) = lim T(T’j,@j). (422)

rj—nzj_ rj—>aj'
Isto significa que o limite da temperatura quando se aproxima pela regiao interna a su-

perficie deve ser igual ao limite da temperatura quando se aproxima pela regiao externa.

O lado esquerdo de (4.22) sera:

lim T(Tj, 0]) = Tc(j) (CLj, QJ) (423)

Tj"G,j



Os coeficientes de Fourier de (4.23)) estdo definidos em (4.17). Prosseguindo, vamos
calcular os coeficientes de Fourier do lado direito de (4.22). O que significa calcular o

coeficiente de Fourier para o lado direito de (4.5).

Definicao 1 O limite exterior da temperatura na fronteira do cilindro Q; se denota por:

Twy(a;,0;), 6;,€10,2 i, O
ri—a] Te"(aj,05), 6; € [aj, a o]

onde a notacao 0; € [0,27] \ [ay1, ajo] significa que 0; pertence a regido [0, 27| excluindo

a regiao compreendida entre o1, o], veja figuras 4.2 e 4.3

Teorema 1 Tem-se que:

+0o0
T+(aj79j>: Z ’Vm(aj)eimeja (4'25>
na qual
5 X [ G ()0 o
Ym(a;) = Aml(a;) + 2 ; [nn (a;) — )\n(aj)] e!n=mbisine[(n — m) 3], 147
(4.26)
onde
sen(x)
sinc(z) =
x
Demonstracao:

Pela expansao em série de Fourier, os coeficientes \,,(a;), n%i)(aj) e Ym(a;) de (4.20),

(4.15) e (4.25) podem ser representados nas formas;

1 27 ) .
Am(a;) = %/0 T (ay, 0;)e "% db;, (4.27)
i 1 o i —imb;
o (az) = %/0 T (a;,0,)e”"""do;, (4.28)
1 2m Cimb,
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Considerando que a regiao acoplada do cilindro €2; corresponde ao setor angular

laj1, ], entdo, podemos separar a equagao (4.29) em:

" o (4.30)
+ f[ah,cx]’z} T (aj7 Qj)eilm 7db;.
O primeiro termo da direita de (4.30), pode ser reescrito como;
—im. 2 — im0
I = f[an,Qﬂ'—&-Oéﬂ] TM(CL]‘, 0]‘)6 Hﬂdgj = fO TM(aj, 0]‘)6 9Jd0j+ (4 31)
f[ajhajg] TM(G/j, 9j>e_im0j de]’
substituindo (4.27) em (4.31),
I = 27T/\m(aj) - / ]TM(aj, 0j)€_imejd9j7 (432)
01,0052

na qual A, (r; = a;) é definido por (4.21). Assim, para conhecermos todos os termos de
Y¥m(a;), nos resta apenas resolver os dois tltimos termos da direita das equagoes (4.30) e
(4.32). Para isto, empregamos o Lema [l em Tc(i)(aj,ej) de (4.15) e Th(a;,0;) de (4.20).

Portanto a equagao (4.30) torna-se:

2mym(a;) = 2mAm(aj)+

_ /\m(aj)(aﬂ _ ajl) + Z An(‘%)m [ei(n—m)ajg _ ei(n—m)aﬂ} +
sy
(i) G ! : . .
+ 8 (ag) (e —aj) + 35 i () gy [T —emman] B
“nm
(4.33)
das figuras 4.2/ e 4.3, notamos que a1 = 0;; — B e a2 = 0 + 3, temos que,
2% [ei(nfm)ajz _ ei(nfm)aj1:| — 2% [ei(nfm)(ﬁjﬁrﬁj) o ei(nfm)(ejifﬁj)}
= ei(n—m)eji [el(n_m)ﬁjgi_l("_m)ﬁj} ’ (434)
= el sen[(n — m)s3).
Substituindo (4.34) em (4.33) e notando que (23; = aj2 — 1) temos,
Vo= (@) B9 (0 N (as
’Ym(aj) m(aj) + = | (aj) m(%) +
o [ @)a@)] (4.35)

+ Z o ei(n—m)6j; Sen[(n _ m)ﬁj],

n=-—oo
n#m
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ou também,

(@) = Anla)+ 2 S [19(ag) = Malay)] @O sine((n —m)B],  (4.36)

n=—oo

onde

_ sen(x)

sinc(z) =

x
[
+oo )
Lema 1 Dada f(0) = Y. &, entdo,
[ e = oz - ) 5> usn gy 1€ e
[alvo‘Q] n=—oo -
n#m

Demonstracao:

i az = in —im
f[alm]f(@)e_’mede = fal ( > &ue 9)6 946

n=—oo

+o0 .
= X fu Getmrds

n=—oo

+o00 ' '
n#m

Apos a demonstracao do Teorema 1, continuamos nossos céalculos utilizando as equagoes

(4.23) e (4.24) na condigao (4.22), o que nos resulta:
T9(a;,0;) = T (a;,0;), (4.37)

que, colocando as exponeciais em evidéncia, é equivalente a igualar os coeficientes de
Fourier de (4.18) e (4.25). Neste intuito, escrevemos estas equagoes em formas vetori-

ais. Para isto, primeiramente expressaremos a equacao (4.21), para r; = a;, na forma
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matricial:

Aoo(a;) 7% oo (qrra;)
Amlag) | = Toe™ | i T (quay) | +
ENON | 1w (qaray)
)\‘(,j) C‘(,j)
0 0 0 0 :
+ 0 0 Hn(qua;) 0 0 AR
0 0 0 0 :
0 0 0 0 Heolaway) | | AY
H‘(,J'j) a‘(;)
W90 @) e e e BYD () A9
| b (ay) hin(a;) hivbe(a;) | | AW
_ hOD (a) oo e e WY (ay) 11 AY |
onde
W3 (a5) = Hunon(aerss) Jm(qasag)e ™",

Logo, a equagao (4.21) pode ser expressa na forma vetorial
AD) = o) 1 | 0) 4 FrUDa0)

onde,

AD = \n(a))], a®) = [A%)} e ) — [cfj@')} ,

(4.38)

(4.39)

(4.40)

sao vetores coluna de ordem 2(2|m| + 1); os quais seus elementos representam, respecti-

vamente, os coeficientes das expansoes em série de Fourier (4.20)); os coeficientes térmicos

das ondas espalhadas pelo cilindro ; (4.9); e os coeficientes da expansao em série de
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Fourier da onda térmica incidente (4.8)), que sdo dados por

) = Tyemdii=m 1 (qaray). (4.41)

m

Temos também a matriz diagonal, de ordem 2|m| + 1,
HYD = diag[H,,(qa;)], (4.42)
e a matriz quadrada cheia, de ordem 2|m/| + 1,
HY = [0 (a;)], 1+ j. (4.43)

De maneira analoga a equagao (4.39)), representamos a equagao (4.26) na forma vetorial

,7(1) = (I - A(ji)))\(j) + A(ji)n(ji), (4.44)
onde

AUD — & ei("_m)e(ji>sinc[(n — m)ﬁj]} , (4.45)
m
¢ uma matriz cheia de ordem 2|m|+1 e
YD = fmlag)] e 0% = [18(a;)] (4.46)

sao vetores coluna de ordem 2|m|+ 1, cujos elementos sdo respectivamente os coeficientes
das expansoes em série de Fourier (4.25) e (4.15) para r; = a;. Por conveniéncia, vamos

representar V) na forma,
00 = (B a(@ers) I (gea; e~ | = 0B, (447)
onde temos o produto da matriz quadrada cheia de ordem 2|m/| + 1
TV = [Jm*n@crji)Jm(qc%)efi(min)e(m] ) (4.48)
e o vetor coluna de ordem 2|m/|+ 1
b = [BY], (4.49)

cujos elementos representam os coeficientes da onda transmitida para dentro do cilindro

Q;.
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Por fim, substituindo (4.39) em (4.44), representamos os coeficientes do fourier (4.26))

na forma vetorial,
) = (I — AW (W) + HUDal) 4+ HDa0) 4 AG) gGIR0), (4.50)

Inserindo as equagoes (4.18)) e (4.25) em (4.37), as igualdades entre os coeficientes sao
representadas vetorialmente por:

V) = 4, (4.51)

O que obtemos, substituindo (4.47) e (4.50) em (4.51)),
JUb, = (I—AW)(cY) + HIDal) 4 HWa0) 1 AU JUIp0), (4.52)
onde temos a matriz diagonal de ordem 2|m| + 1
JUD = diag[J,,(q.a;)). (4.53)

Por conveniéncia, em (4.52), trocamos j < i e a representamos na forma,

(I — ADYHE® _ g0 (7 A0 ) A6 g) | =AY — e,

(4.54)

parai, g =1,2ei#J.
A seguir utilizaremos a condigao de continuidade de fluxo de calor para obtermos
a segunda equagao que devera se associar a (4.54) e finalmente resolver o sistema de

equacoes.

Continuidade de fluxo

A equacgao (4.6) considera que o fluxo de calor ® na fronteira de cada cilindro deve

ser continuo, sendo matematicamente escrito como:

lim @(rj,ﬁj) = lim @(T’j,@j). (455)

Tj—a; rj—a;
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O lado esquerdo de (4.55) seré:

. . 9 orY
lim ®(r;,6;) = lim [KC%T(TJ',QJ')} :Kca—rj(aj,@j). (4.56)

Tj—a; rj—a;

Os coeficientes de Fourier de (4.56) s@o obtidos substituindo (4.10) em (4.56)). Prosseguindo,

vamos calcular os coeficientes de Fourier do lado direito de (4.55). Isto equivale calcular

o coeficiente de Fourier para o lado direito de (4.6).

Definicao 2 O limite exterior do fluxo de calor normal a fronteira do cilindro ); se

denota por:

lim ®(r;,0;) = lim K(Tjﬁj)iT(Tjﬁj) = @7 (a;,0;), (4.57)

rj Ha;.L rj ~>aj+ a 7

onde K(rj,0;) € a condutividade no ponto (r;,0;), logo,

K% (a5,07), 605 € 0,27\ [, 02

©*(a;.6;) = 95 (4.58)
K 55 (a;,05), 05 € i, ],
Teorema 2 Tem-se que:
+00 '
OM(a;,0) = > dmlay)e™” (4.59)

m=—0oQ

onde

+o0o .. ) "
bmla;) = Ky, (a;)+ > %[Kcnjfﬂ)(aj)_KM)\%(aj) /=m0 gine[(n — m) )],

1#]
(4.60)

aqui, o apdstrofo (') nas fungoes n(a;) e A(a;) indica a derivada radial no ponto r; = a;

das equagoes (4.16) e (4.21), respectivamente.

Demonstracao:

Derivando as equagoes (4.15) e (4.20) com relacdo a r;, temos que as derivadas dos
(51)

coeficientes nm ' (a;) € A (a;) sdo, analogamente as equacoes (4.27) e (4.28),

1 27 ]
3ws) = 5= [ Tistas ), (461)
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0

=5 i
Os coeficientes de Fourier de (4.59) sdao dados por,
1 2m -
¢m(a]’) = %/0 @*(aj, Qj)e*”” jdej. (463)

Considerando que a regiao acoplada do cilindro §2; corresponde ao intervalo 6; =

[aj1, @j2], entdo, podemos separar a equagao (4.63) em:

270 (a;) = [0, om v BThy(az,05)] €% db;+

o ‘ (4.64)
+f[aj1,aj2] [KCTC (aj’ 9])] eizmajdgj'

O primeiro termo da direita de (4.64), pode ser reescrito como;

T= [ romsap EnThlag, 0)] e ™5d0; = 07 [KuTi(a;,0;)] e do;+

N f[ajhaﬂ] [KMTJ/\/I(G% 9])] e d0j7
(4.65)

substituindo (4.61) em (4.65),
I =21rKyX, (a;) — / KTy (aj,0;)e ™% do;. (4.66)
[j1,52]

Para conhecer todos os termos de ®,,(a;), nos resta apenas resolver os dois tltimos
termos da direita das equagoes (4.64) e (4.66). Para isto, empregamos novamente o Lema
Ilem Tc’(i)(aj, 6,) e Ty, (aj,0;), que sdo as derivadas de (4.15) e (4.20). Portanto, a equagao
(4.64) torna-se:

27r¢m(aj) = QWKM)\%(GJ)‘F

+oo ) )
— KM Xm(aj)(ajg - Oéjl) + _Z_ A%(aj)m [el(n—m)aﬂ _ el(n—m)ajl} +
“nm
1Gi) &Gy 1 i(n—m)ays _ gi(n—m)ay
+ Ko g (a5)(age — o) + 30 " (a5) iy [T — el
“am
(4.67)
utilizando a equagdo (4.34) em (4.67) e notando que (26; = aj2 — a;1), temos,
Omla) = KnN,(a) + 2 Kl (a;) = Kud(ag)] +
oo (K9 (a)— KN, (a;)| . 4.68
v 3 Pl e o iy,
“ntm
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+o00 .. .
Om(a;)) = KuNpy(a)+ S 2K (a;) — KaNy(a;)| €™ sine[(n —m)5;).
B (4.69)

Novamente com o objetivo de apresentar os coeficientes de Fourier (4.60) na forma

vetorial, primeiramente escrevemos a derivada da (4.21) analogamente a equagao (4.39),

na forma:
;i_A — N ¢V fDR0) 4 B0 (4.70)
T lr=a;
onde a é dado em (4.40) e
¢V = emdiq i T (quas)), (4.71)

¢ um vetor coluna de ordem 2|m|+ 1. Aqui
H'Y) = diag[qa H. (qa05)], (4.72)
é uma matriz diagonal de ordem 2|m| + 1, enquanto
H'O) = [gyr Hyayrr) To(anag)e 0] (4.73)

¢ uma matriz quadrada cheia de ordem 2|m/| + 1.

Expondo a derivada da equagao (4.16) da mesma forma como na equacao (4.47),

temos:
dn b y .
;77”' =n'U) = J ;b0 (4.74)
J Tj:(l]'
onde b & dado por (4.49) e
T = g laeri) T geag)e =] (4.75)

¢ uma matriz quadrada cheia de ordem 2|m| + 1.

Representando a equagao (4.60) em forma matricial tem-se que:
¢V = Ky (I — ATHNY 4 |, AU /6D, (4.76)
onde ¢V = [$,,(a;)] é um vetor coluna de ordem 2|m| + 1.
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Logo, substituindo (4.56) e (4.57) nas condig¢oes de contorno (4.55)) temos,

orY

o

a;, 0;) = " (a;,0)), (4.77)
utilizando a equagao (4.15)), para i = 7, e (4.59) em (4.77), é facil ver que obteremos:
KW = 0. (4.78)
Substituindo (4.74) e (4.76) em (4.78), ficamos com
K.J9b, = Ky (I — AYYNY) 4 K A0y 6D, (4.79)

onde
J'UD = ¢, diag[J}, (4ca;)]m=—oco.c0- (4.80)

Trocando i <= j e substituindo A0 e n U ), temos
KCJ/(ii)b(i) = Ku(I - A(ij))(cl(i) Ty = MO H/(ij)a(j)) + KCA(ij)J/ijbj’ (4.81)

que pode ser representada na forma matricial:

a®
) ) g N bW
[ KM(I _ A(ij))H/(ll) -K J/(ll) KM(I . A(ij))H/(U) K A(ij)J/(IJ) ] —
‘ ¢ (7)
a
b
— KM(A(U) — )Y,
(4.82)
parai,j=1,2ei# j.
As equagoes (4.54) e (4.82) podem ser agrupadas como:
_ 0 -
(I _ A(ij))H(ii) —Ja (I _ A(ij))H(ij) AW gi) b
KM(I . A(ij))H/(ii) _KCJ/(ii) KM(I . A(ij)>H/(ij) KCA(ij)J/(ij) NG -
b
(AW — 1) i,j=1,2
Kn(A —D)e® | i# .
(4.83)



e escrevemos as equagoes para dois cilindros acoplados, como:

[ (1 A _ g (I — A1) (12 A g2 | [ a0
Kar(I — A(12))H/(11) _KCJ/(H) Ky (I — A(12))H/(12) K—CA(12)J/(12) b
(I — ACYYH D ACD g1 (I — APY)H®) _ge a®
Ky(I — A(21))H’(21) KCA(zl)J/(Ql) Ky (I - A(zl))Hl(22) _KCJ/(QZ) b®

(A(IQ) — I)cW
Ky (A1 — 1)
(A _ 1)@
Ky (A®Y — 1)¢®

(4.84)

4.2.3 Adaptacao as notagoes anteriores

Com a finalidade de restabelecer as mesmas notagoes de (3.42), multiplicamos a

esquerda (escalonamento por linha) de (4.84) por:

1. a primeira linha H~(Y,

2. a segunda linha H'~"Y,

3. a terceira linha H

4. a quarta linha H'_m),

Aqui E” é a matriz inversa de E, de forma que

[ 1 s MY o ¢ o g 712\ [ a0
I 71 N2 0 J ALY 0 L2 (2 b
MDD o I S2) * G2 eh  (22) 0 a® -
N2 o I 7,2) LY pyeH 22 o b2
] i w _
() v,
- i® i U
gl9) V5

(4.85)
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onde,

{ 80 = —H-0g0, 70 — K g0 g0 1 (4.86)

sao matrizes diagonais de ordem 2|m| + 1, cujos elementos estao definidos em (3.46);

M(1,2) — H—l (II)H(IQ) N(12) _ H/fl (11)H/(12)

M(?,l) — H—l (QZ)H(Ql) e N(271) _ H,_l (22)Hl(21) (487)

sdo matrizes quadradas cheias de ordem 2|m| + 1, cujos elementos estao definidos em

(3.43); temos também os vetores coluna de ordem 2|m|+ 1
{ i) — _H- e o) — =g 1 9 (4.88)

cujos elementos estao definidos em (3.48).

Observe que o acoplamento dos dois cilindros tem o efeito de acrescentar uma matriz
de coeficientes & ja existente em (3.42), cujos blocos de matrizes tém dimensao (2|m| +
1)x(2/m| 4+ 1) e s@o dados por:

p

G — _ () A2 g1 | 1,01 — _ (D 4 (12) gD | p12) _ H_(H)A(12)J(12),
G2 — (1) 42 pp(12) | (12) _ D A2 gpr(12) | p(21) _ H’(QQ)A(ZUJ(QU,
G@2Y — _pr—(22) 4@V @) | 12D _ _H @) @) gD U2 — &H’*(H)A(H)J’(w),

Ky
G2 — _pr—(22) 4D g (22) | 1,(22) _ —H”(22)A(21)H’(22) U@ — I?_CH/f(22)A(21)J/(21)_
\ M
(4.89)

O acoplamento também acrescenta um vetor coluna ao ja existente em (3.42), cujos

blocos de vetores tém dimensao (2|m| + 1) e sdo dados por:

7

wy = H- D A02) ¢,
v, = I_I/*(ll)A(n)C/1
uy = H ) A,
vy = H A,

(4.90)

\

4.3 Meio semi-infinito

Na seccao 4.2 nao estao consideradas as contribuicoes na temperatura devido ao
efeito de fronteira da amostra. Nesta seccao, novamente modelamos o efeito adiabatico

da fronteira mediante a simetrizacao do dominio incluindo novos cilindros, veja figuras
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4.5 e 4.6, em posicoes especulares com respeito a fronteira. O fato de que a solugao seja

simétrica garante que a derivada normal seja nula no eixo de simetria.

Figura 4.5: Disposicao de dois cilindros fisicos inserido em um meio semi-infinito.

Esta simetrizagao tem o efeito de acrescentar uma matriz de coeficientes a ja existente
em (4.85). Portanto, nos centraremos especialmente nos novos termos que nao haviam
aparecido anteriormente.

A equagao (4.7) continua sendo

TM = T‘inc + Tesp; (491)
onde, T},. é dada por (4.8) e
4 “+o00
Top = A Hy (qarry )™, (4.92)

na qual, foram somados dois termos em (4.9) devido Q3 e 4, que sao os dominios simétri-

cos de €2y e Qy, respectivamente.

Nota 2 Para estabelecer a relacao entre cilindros fisicos e seus cilindros simétricos achamos
conveniente numerar com os indices 1 e 2 os cilindros fisicos, e por 3 e 4 seus respectivos

simétricos. Assim a simetrizagao de €y € oy, parai=1,2.
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Figura 4.6: Disposi¢ao e numeragao dos cilindros fisicos e suas simetrizagoes

A equacao (4.19) para o sistema no centro de 2; sera

) too )
TM(Tj79j> = Toelq]\/jdj Z i_me(QMTj)elmej‘i‘

m=—0oQ

+oo . .
+ 2 AW Hu(qury)em+

m=—00
b5 AD S Halaurs) Tulaam)emein -ty
= A(2+]) w H . i J . imGj —i(m—n)Qj,g_‘_j
+ Z n Z m—n(QMrj,Q-i-j) m(QMT])e € +
= A(2+i) o H . . J . imej —i(m—n)ﬂjgﬁ
+ Z n Z mfn<QM7aj,2+1) m(quj>e € )

(4.93)
parai,j = 1,2 ei# j; devido a utilizagdo do teorema de Graf (A.20) a expressao anterior

¢é valida para a regiao

< min Tjk) >Tj>0.

1<k<d,k#j
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Logo a equagao (4.21) sera,

Am(rj) = Toeiqujz"me(quj)—I—A%)Hm(quj)jL

=40 |
e . £ (4.94)
+ Z Ag—w)Hm—n(‘]MTj,2+j)Jm(qMT’j)e_l(m_”)ejﬂJrj_|_

& e e
+ 2 An Hin(qursog) Jm(qarryJe 0 2,

Considerando a simetria do problema, se tem a identidade
Tesp(ria 91) - Tesp(TQ-I—i’ ™= 024—1); 1= 1’ 27
que, tendo em conta que H,, = (—1)"H_,, estabelece a seguinte relacao entre coeficientes

ACH) — 4B 1 2,

—n?

Aplicando esta propriedade a equagao (4.94), podemos reduzir o nimero de incognitas
escrevendo \,,,(r;) em fungao unicamente dos coeficientes A e A%
/\m(rj) = Tgeiqujllime(qMTj) + A%)Hm(qMT’]>+

+o00 . )
+ Z A7(11) Hmfn<QM7aji) Jm (QMrj>e_Z(m_n)6ji

+ Z A7(1])Hm+n(QMrj72+j>Jm(QMTj)e_Z(m-i_n)ejgﬂ‘_'_
oo .
+ 3 AV Hypen(quryons) T (query e 02

Das equagoes (4.93) e (4.95) temos que a temperatura na matriz é dada por:
Tar(ry, 0;) = A ()™ (4.96)

Representando (4.95) na forma vetorial, obtemos para meio semi-infinito a equagao
equivalente a (4.39):
(47)

(1)

A(j) — C(j) + H(jj)a(j) + H(ji)a(i) + ﬁ a(j) + ﬁ 3(1)7 i 7& j7 (497)

na qual apareceram as novas matrizes quadradas cheias de ordem 2|m/| + 1

B = [9 (a))],  paraij=12, (4.98)

m,n
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tendo como elementos

760

m,n

(@) = Hpn(qurrjoss) Jn(qurag)e iz para i, j =1,2. (4.99)

A equagao (4.52) sera,

JUIBG) = (T — AY(W) 4 HDa0) 1 Ha0 ¢ 7 a0) 4 H a®) + A0 g0,

(4.100)

para i # j, trocando j < i a equacao (4.100) podemos representé-la na forma,

OO — (1 — AW)(e® + HOa0 + HDa0) + HVal 4 B al)) + A0 J6B0),

(4.101)
que pode ser representada na forma,
_ 0 -
(i)
(I — A(ij))H(ii) — g (I — A(ij))H(ij) AW gi) b(‘) +
al
b)
_ 0 -
(i5)y 7 D) i)\ 77 ) b® _ (i7) (i)
+ I-AYYH 0 (I-AY)H 0 0 = (A" —1TI)cV,
. P / a]
A
b
) ] (4.102)

parai,j=1,2ei#
Notamos que com a simetria, foi adicionada ao lado esquerdo de (4.54) a matriz

(I— A EFE"Y o (1- A" 0
A= (21)y 772 @)\ 5722 ; (4.103)
(I—ACHHE™ o (1-Aa)E™ 0

que foi definida ao ser substituido os valores i,7 = 1,2, com i # j.

Para as equacgoes da continuidade de fluxo de calor

Agora vamos em busca de uma expressao andloga a equacao (4.103) para a con-

tinuidade de fluxo de calor.
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Devido a consideragao de meio semi-infinito a equagao (4.39) tornou-se na forma (4.97).
Analogamente, a equagao (4.70) seré representada na forma,

=507) (41)

N(a;) = ¢V + H'0a) + H'6)a0 + ;' al) 4 77 a0

. i, (4.104)

na qual apareceram as novas matrizes quadradas cheias de ordem 2|m| + 1

—==/(j1)

H" = quhf)(ay)), ij=12 (4.105)
tendo como elementos
%%2(%‘) = Hm+n(CIM7”j,2+i)J&(QM%)G_Z‘(WF”)HJVM, i,7=1,2. (4.106)

As novas matrizes (4.98) e (4.105) correspondem a uma permutagao das colunas das
matrizes HU® e H'UH
A (4.81) ficara, parai,j =1,2 ei# j:

(if) —=/(15)

KCJ/(ii)b(i) — KM(I—A(ij))(c’(i)+H’(ii)a(i)+I—I’(ij)a(j)—|-ff al) L H a(j))_i_KCA(ij)J/(ij)b(j)7
(4.107)
que pode ser escrita na forma matricial
_ 0 -
- . . B B y B bW
Ky (I = ANEH'Y _ i g™ [ (1 — AYYEH'Y |, A0 @) ] NE
al
b
_ 0 -
Lo —~—(i) o —(if) b®
+ [ Ky(I—AYYH " 0 Ky(I—-AYYH 0 ] 5=
> a
A
b
= Ky (AW — 1)/,
(4.108)

parai,j =1,2ei# j.

Substituindo os valores i = 1,2, definimos a matriz A’,

KM(I_A(lg))ﬁ,(ll) 0 KM(I_A(IQ))ﬁ/ (4 109)
KM(I_A(Ql))H,(Ql) 0 KM(I_A(Ql))T__I/,(%) 0 . .

(12)

N =
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Logo, as condicoes de continuidade de fluxo e temperatura, aplicadas ao problema

simétrico, nos fornece a nova matriz

[ g—aHY 0 g-aE™ o]
KX — AYH"Y 0 Ky — AH™ 0
- A(zl))ﬁ(m) 0 (I- A(21))ﬁ(22) ol (4.110)
Kn(I — ACOHYH™ 0 K1 — AC)YH™ 0
que adicionando a equacao (4.84) temos
[ (I — AWy _ g (I — A0 2 A g2 | [ o
KM(I_A(u))H/(H) _KCJ/(H) KM(I—A“Z))H’(IQ) KCA(12)J/(12) b .\
(I— ACDYHED gD gey (I — ACYYHC) _ g2 a®
Kar(I — A(21))Hl(21) KCA(21)J/(21) Ky (I — A(21))H/(22) _KCJ/@?) b®
[ g—a2F" o g-—aE? ol lav | [ Aa®@_pnew |
(I — AYE" 0 KT = A)F" 0| | bW K (A®) — )W
Tl E® 0 q_athE® o] a® || (4% peo
Kor(I — ACHYEH'™ 0 KT — ACHE™ o | | b® Ku(ACY — )™
(4.111)
Adaptacgao a notagoes anteriores.
Sendo a equagao (4.85) na forma,
[ 1 s M2 g ¢ o g2 712 \]| [ a0
Iz N0 g L) o [0 b
MeY o 1 s | | g pen gen a0 |
NED o 1 Z® e ey e g RE)
st o g3 9o a i uy
sl o §@) ¢ b® g vy
s o s o || ae | |0 || W |
St o Ss@) o b® g V9
(4.112)
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onde,
( S(ll) = Hi(ll) (I _ A(12))ﬁ(11)’ 8(13) — H*(ll) (I . A(lQ))ﬁum’
5(21) — H/*(ll)(I i A(lQ))ﬁ,(ll)’ 5(23) _ H/*(ll)(I _ A(lg))ﬁ/(m)’

4.113
SBL _ H—(22)(I . A(Ql))ﬁ@l), §(33) _ H—(22)(I . A(21)>ﬁ(22) ( )

7,2 )

gl _ H/—(22)(I _ A(?l))H/ g3) _ H/—(22)(I _ A(21))IA{’/(22 '

Y

\
A temperatura na matriz é obtida atravéz da equagao (4.96) com os coeficientes tér-

micos calculados por (4.112).

4.4 Resultado experimental

A Figura [4.7] apresenta os resultados numéricos (linha continua) da amplitude e
fase normalizadas na superficie, usando a equacao (4.91) com os coeficientes térmicos
calculados por (4.112)), em comparagao com os resultados experimentais (pontos e cruzes).
Estes experimentos foram realizados em amostras calibradas descritas na seccao 1.3.

Na Figura 4.7(a) temos uma amostra com dois cilindros separados, onde os dados
geométricos sao: a; = ag = 0,50mm, Ay = 110 um, Ay = 155 um e h = 1,30 mm. As
mesmas medidas para uma amostra contendo dois cilindros acoplados estao mostradas
em Figura 4.7(b). Nesta amostra os dados geométricos sao: a; = ay = 0,50mm, Ay =
112 pum, Ay = 152pum e b = 0,79 mm. As frequéncias de modulagao utilizadas foram
80 Hz e 190 Hz, que correspondem aos comprimentos de difusdo térmica na matriz (/)
de 546 pum e 355 um, respectivamente.

Observamos também na Figura 4.7(a) que para frequéncia de 190 Hz o efeito de in-
teragao entre as ondas espalhadas pelos dois cilindros nao é bem observado. Logo, estes
produzem resultados similares a dois cilindros isolados, onde suas ondas espalhadas nao se
interferem signicantemente ao atingir a superficie. Conforme comentado na secgao [3.3.5,
isto se deve ao pequeno comprimento de difusao térmica da matriz, onde as ondas de in-
teracao sao despresiveis ao atingir a superficie. Para frequéncia de 80 H z, portanto maior
comprimento de difusao térmica, a interacao entre os dois cilindros se torna relevante e
é claramente observada no grafico nos dando a impressao de que os dois cilindros estao

mais proximos. Pelos mesmos motivos citados para Figura4.7(a), na Figura 4.7(b) vemos
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Figura 4.7: Medidas experimentais (pontos e cruzes) e tedricas (linha continua) para fre-
quéncias de 80 Hz e 190 Hz da temperatura e fase normalizadas na superficie da amostra

de grafite com dois cilindros: (a) separados e (b) acoplados.

que os dois cilindros sao mais distiguiveis para frequéncias de 190 Hz que para de 80 H z,
sendo que este tltimo se comporta quase como se fosse um cilindro s6.

Temos também, como pode ser visto, que nosso modelo descreve bem os resultados
experimentais devido a um excelente acordo encontrado ao comparmos as medidas ex-
perimentais e os resultados numéricos. Com isto, tomamos como vélido o modelo teérico

desenvolvido neste Capitulo.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

5.1 Conclusoes

Como grande parte dos materiais heterogéneos que possuem comprovadas propriedades
mecanicas, eletromagnéticas, térmicas, etc; e de grande implantacao na industria contem-
poranea, sao de dificil caracterizacao devido as suas formas variadas (ndo somente cilin-
drica e tampouco esférica), a principal meta deste trabalho era estabelecer as bases para
o estudo da distribui¢ao de calor em meio com inclusoes de geometria de forma arbitraria.

Neste sentido, primeiramente, abordamos modelos e obtemos solucoes para propa-
gacao do calor em meio opaco, termicamente isotrépico, homogéneo e com inclusoes que
possuam elevado grau de simetria (cilindros circulares infinitos e esferas), iluminado por
uma fonte de luz modulada. Foi abordado um modelo geral, no sentido que nao hé
restricoes quanto as propriedades térmicas das inclusdes e matriz, como a difusividade
e a condutividade térmicas; e também quanto a estrutura do compdsito, como ntmero
de incrustagoes, distancias entre elas, tamanhos, arranjo, etc. Os graficos de simulacao
computacional reproduziram resultados ja conhecidos na literatura, validando nosso al-
goritmo. Com estas solugoes podemos obter informagoes das propriedades térmicas do
material, das inclusoes ou efetiva do composito. Também podemos obter informacoes de
sua estrutura como o nimero de inclusoes no meio, distancias entres elas e tamanhos, e
com isso, caracterizar estes materiais (neste caso, materiais compoésitos com incrustagoes

de geometria simétrica). Porém, existem materiais que possuem uma tao elevada fragao de
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incrustacoes no volume que estas chegam a se deformarem ou até mesmo a se acoplarem,
formando uma outra geometria. Este pode ser o caso da opala inversa, assim como dos
compositos reforcados por fibras preenchidos com uma alta fragao de fibras no volume,
no qual foram encontrados grandes anomalias no valor da condutividade térmica efetiva.

Nesta tese, propomos um modelo mateméatico para a temperatura normalizada em um
material com dois cilindros circulares, infinitos, paralelos e acoplados, o qual pode ser
entendido como um novo cilindro infinito de geometria nao circular. As medidas da tem-
peratura superficial realizadas mediante radiometria fototérmica em amostras calibradas
confirmaram o modelo. Os experimentos e amostras foram fabricados no laboratorio do
Prof. Dr. Agustin Salazar do Departamento de Fisica Aplicada I, da Universidad del Pais
Vasco em Bilbao-Espanha.

Este resultado nos rendeu um artigo [52] e também uma apresentagio oral na 9™
International Conference on Quantitative InfraRed Thermography, QUIRT2008, realizada
em Cracoévia, Polonia.

Verificamos em nossos resultados que uma certa instabilidade aparece nas simulacoes e
se agrava conforme aumentamos o acoplamento entre os dois cilindros. Esta instabilidade
nao esta relacionada a restricao imposta devido o teorema de adi¢ao de Graf, visto que
trabalhamos bastante dentro dos limites de validade, e sim, aos problemas de limitagao
pratica de ordem computacional como consequéncia do surgimento de matrizes mal condi-
cionadas para grandes acoplamentos. Para minimizar estas limitacoes devemos formular
o modelo (reescalonando as matrizes) e utilizar o Fast Multipole Methods 48], de forma
a “exigir” do computador “agilidade” com relacao ao tempo necessario para efetuar as

simulagoes e que “trabalhe” os calculos com matrizes computacionalmente estaveis.

5.2 Perspectivas

As perspectivas sao diversas, vamos citar algumas.

e Generalizar o modelo para N cilindros acoplados dois a dois.

e Construir o modelo equivalente esférico, para duas esferas acopladas. Para isto,

pode ser utilizado o potencial de casca simples descrito no apéndice A.3l Acredito

107



que assim, se obterd matrizes bem escalonadas, o que eliminaria os problemas de

instabilidade do modelo para cilindros acoplados.
Elaboracao de modelos para cilindros nao infinitos e nao alinhados.

Generalizacao dos modelos cilindricos e esféricos para N incrustagoes acopladas
duas a duas, trés a trés, etc. E assim, obter as propriedades térmicas efetivas destes

meios.

A idéia principal de elaboracao de uma solugao para a distribuicao de temperatura
em um material com inclusoes de geometria arbitraria, no momento parece utopia.
Mas, considero que este trabalho deu o primeiro e grande passo neste sentido. E
desde ja, acredito que podemos planejar modelos para o estudo da conducao de
calor em materiais compositos preenchidos com inclusoes interconectadas, como por
exemplo: cilindro-cilindro alinhados trés a trés ou mais, esferas-esferas duas a duas

ou mais, bastao-esfera, etc.
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Apéndice A

A.1 Funcoes de Bessel cilindricas e esféricas

Neste apéndice sao apresentadas as fungoes de Bessel, ja que funcoes de ondas planas,
cilindricas e esféricas podem ser representadas como uma combinacao linear destas fungoes.

As fungoes de Bessel sao originadas quando encontramos, através do método de sepa-
ragao de variaveis, solugoes da equagao de Laplace ou Helmholtz, em coordenadas esféricas
ou cilindricas.

As funcgoes de Bessel possuem as seguintes subdivisoes:

1. Fung¢ao ordinaria de Bessel ou funcao de Bessel de primeira espécie de ordem n,

representada por J,,(u).
2. Fungao de Bessel de segunda espécie de ordem n, representada por Y,,(u).

3. Funcao de Bessel de terceira espécie ou funcao de Hankel de ordem n. Estas sao
subdivididas em funcao de Hankel de primeiro tipo HT(LI) e de segundo tipo H722).
Sendo formada pelas combinagoes das fungoes de Bessel de primeira e segunda
espécie, na forma:
H (u) = J,(u) + ¥ (u), A
HP (u) = J,(u) — iV, (w).

As fungoes esféricas de Bessel também possuem as mesmas subdivisoes acima e sao

representadas pelas letras minasculas j,(u), y,(u), h%l)(u) e b (u), onde a relagdo com

as fungoes de Bessel cilindricas ¢ [44],45]/48]

zZn(u) = %Zn%(u), (A.2)
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na qual z,(u) = j,(u), y,(u), hg)(u), hg)(u), sao as fungoes de Bessel esféricas e Z,,(u) =
In(u), Yo (u), H,(Ll)(u), 20 (u), sdo as cilindricas.
Também existem as fungoes modificadas de Bessel [42]145,146] que ndo foram men-

cionadas aqui.
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A.2 Harmonicos esféricos e polinémios associados de
Legendre

Neste apéndice sao apresentados os harmonicos esféricos e os polindmios associados de
Legendre, visto que no R3, tanto as ondas planas quanto as ondas esféricas podem ser
representadas como combinagao linear destes harmonicos.

Os harmonicos esféricos sao a parte angular da solu¢ao da equagao de Helmholtz (parte
espacial da equagao de onda ou difusdo do calor) ou Laplace, resolvidas em coordenadas

esféricas, e sao representados por [44,/48|

V() = V(0 0) = <—1>m\/ (20t 1) (0~ m)

! )
(ot P™(cos 0)e™?, (A.3)

onde 6 e ¢ estao esquematizados na Figura A.1 com as restricoes 0 < 0§ <me —7 < ¢ < 7.

= §
g |
: g

Figura A.1: Representacao esquematica dos angulos 6 e ¢ e do vetor r no sistema de

coordenadas no espago cartesiano.

Mais especificamente, (A.3) ¢ a fun¢do harmoénico esférico normalizada de grau n e

ordem m, que possui as seguintes propriedades:

V(1) = (1)), (A.4)

Y (E) = (=1)"Y, ™ (1), (A.5)



/ dgb/ d(cos 0)Y.™(0, )Y (6, 6) = SO (A.6)
sendo (r,0,¢) as coordenadas esféricas de r (Figura. |A.1), onde r = |r|; § é a delta de
Kronecker, com as propriedades, d,, =1 € dy = 0 se a # b; e
(1 _ l.Z)m/Q dn—l—m

Be) = = qem

(% — 1), (A7)

¢ o polinomio associado de Legendre de grau n e ordem m, onde n > 0 e |m| < n, e com

a propriedade

P = m ¥ PIN(=1) = (=1)"dom. (A.8)

Observagao 2 FEzistem outras formas de representar as equagoes (A.3) e (A.7), uma

delas € excluir o termo (—1)™ da defini¢ao (A.3) e incluir na definicao (A.7).
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A.3 Potencial de casca simples

Neste apéndice ¢é apresentada uma introducao ao potencial de casca simples, pois é uma
forma de se obter os campos espaciais complexos de ondas que sao refletidas e absorvidas
por uma incrustagao (como por ex. cilindros, esferas, etc.).

Quando um campo, T},., que se propaga num meio e incide numa incrustagao, parte
deste campo incidente ¢é refletido na superficie da incrustagao e outra parte é transmitida
através dela. A idéia de potencial de casca simples consiste em atribuir a toda superficie
da incrustagao uma casca, sendo esta, e nao o campo Ti,., a fonte geradora das ondas
refletidas e transmitidas. Também, deve-se considerar o meio interno e externo a casca
como sendo 0 mesmo.

O potencial de casca simples pode ser utilizado para N incrustacoes €2; de geometria
qualquer, mas assume-se que cada fronteira I'; seja suave, ou seja, sem picos [44].

Vamos definir

N N
Q:UQI e F:UFi, (A9>
i=1 i=1

sendo que €2 é a colecao de todos os interiores das N incrustagoes e I' é sua fronteira. A
regiao externa a {2 denominaremos de €2,.

Com as defini¢bes acima, o potencial de casca simples num ponto r é definido por [44]

Si)y= | f(G(r,r')dl’, reQUQ,., (A.10)
I

onde I'" & uma superficie fechada. A fungao responséavel por “gerar” o campo S(r) é f(r’),
chamada func¢ao densidade definida para v’ € IV e G(r,r’) a fun¢do de Green.

Observando que r € QUS),, entao (A.10) é uma forma integral que serve para calcular
potenciais interiores ou exteriores a (2.

Dado que f e S satisfaca a equagao de Helmholtz,
V28 4+ k%S = 0, k é constante, (A.11)

e a condicao de radiacao de Sommerfeld; entao, estas propriedades sao inerentes a G.

Para duas dimensdes, a solugao fundamental da fun¢ao de Green G(r,r’) é [44]
Glr.x') = —5 Holglr — ) (A12)
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onde, denotamos aqui, Hy(u) = H(()l)(u) é a funcao de Hankel de ordem zero de primeiro

tipo. Enquanto que no R? a funcao de Green é [44]

iqR
G(r,r') = G(R) = —26 5 com  R=[r—r|, (A.13)
T
que pode ser apresentada na forma
qt
G(R) = L hy(aR), (A14)

onde, também denotamos, ho(u) = h(()l)(u) ¢ a funcao esférica de Hankel de ordem zero

de primeiro tipo.
A outra condigao é que S deve ser continua e sua derivada descontinua quando cruza

I'. Seus valores em I' sao fornecidos por

9,
an//

S = (+I + K)f, (A.15)

onde o sinal (4) corresponde ao fluxo quando r — r” € I" do exterior para o interior de I"
e (—) do interior para o exterior. n” é o vetor normal a I" apontando para fora no ponto

r”. I é o operador identidade e K é um operador integral de fronteira definido por

G(r", r")dl". (A.16)

Conforme (A.15), a descontinuidade de S é

0
an/l

0

oy ON

=2f. (A.17)

r=r"(=)
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A.4 Teorema de adicao

A.4.1 Teorema de adicao no R?

A configuracao esquematica de troca de sistema de coordenadas para o teorema de

adicao esta apresentada na Figura A.2.

Figura A.2: Configuracao de troca de sistema de coordenadas para o teorema de adigao.
Onde ry = ry(Oy — P) sai de Oq e vai até o ponto P; ry = ri(O; — P) sai de Oy e vai

até P; e b = b(0Oy — Oy) sai de Oq e vai até O;.

O teorema de adi¢ao de Graf para a Figura A.2/ ¢, [44,145146],

+o00o
H,p, (kry)e™? = Z Hppy_p(kb)e™ =8 I (k) e, para b > rq, (A.18)

n=—oo

+oo
H,,(kry)e™P2 = Z Jm_n(kb)e_i(”_m)ﬁHn(k:ﬁ)emel, para b < rq, (A.19)

n=—oo
sendo b a distancia relativa do centro do cilindro €25 a do cilindro €.

Por conveniéncia, vamos adotar a representacao esquematica da Figura [A.3,

A principal diferenca entre a Figura A.2l e a Figura [A.3 é que consideramos ris o
vetor de O; até Oy. Com isto temos as relacoes 015 = ™+ 3; rio = —b, logo r1o = b.

Substituindo estas relagoes em (A.18), temos que o teorema de adigao de Graf para a
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Figura A.3: Configuragao adotada para o teorema de adi¢gao. Onde ry = ry(Oy — P) sai
de Oy e vai até o ponto P; r; = r1(0O; — P) sai de Oy e vai até P; e ry5 = r15(0; — O»)

sai de O; e vai até Os.

FiguralA.3 é

+o00
I{m(/’f?“g)em@2 = Z Hn,m(krlg)e*i("*m)emJn(krl)em@l, para 1o > 11, (A.20)

n=—0oo

H,, (kry)e™2 = Z Jn—m(krig)e —in=m)0rz pr (kry)e™, para 2 <11, (A.21)

n=—oo

onde utilizamos as propriedades: Exp(+ivn) = (—1)Y e H_, = (—1)"H,,.

A.4.2 Teorema de adicao no R?

No R? temos os seguintes teoremas de adi¢do para as funcoes esféricas [44]:
hn(qrs)Y, Z R™(r91) 7, (qr1) Y} (i), (A.22)

para r; < 791 (interno), e

ho(qrs)Y, ZR (ro1) I (qry) Y2 (21), (A.23)
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para 1y > ro; (externo); onde ro = r1+r91, rog = b = —ry5 € 0y = 3 estdo esquematizado
em FiguraA.2lelA.3; e

n-+v

R (ryr) = 4mi"™" Y iFhy(qra) YT (B21)8(n, ms Ky pp— miv)
i S (A-24)
= Admv" >0 iR (=1)"hy(qra)Y) " (Ba1)g(n, ms v, — s k),
k=|n—v|
~ . nyo L Sy
Ryp(rar) = Amiv™ 30 i%k(qra) Y " (Ba1)g(n, ms k, p — msv)
e N (A.25)
= dmiv™ 3T (=)™ gk(qra) YT (Ba)@(n, my v, —ps k),
k=|n—v|
com as propriedades
Ryp(—r) = ()" RpA(x) e Rp(-r) = ()" R, (A.26)

onde g(n,m;v, u;q) é o coeficiente de Gaunt, e é dado por

n v q n v q
g(n,m;v, pi;q) = (=1)""6 : (A.27)
0 0 0 m o pu —m—

onde

§=+/(2n+1)(2v + 1)(2¢ + 1)/(47), (A.28)

e o simbolo de Wigner (3 — j) dado por

JuoJ2

= (=1 *tmen T 1(j1m1j2m2|jm), (A.29)
miy Mo M ‘7+

com (jymyjamaljm) é o coeficiente de Clebsch-Gordan.

Para o caso particular n,m = 0 a (A.22) e (A.23) sera:

ho(qra)YP(E2) = 3 Rol(ta1)j (qri) Y, (£1), r1 < Ta1,
Vi

_ (A.30)
ho(qra)Yy (t2) = 37 Roy (ra1)hu (qr1) Y, (F1), Ty > To1,
viL
utilizando (A.24) e (A.25), temos:
R (r = VAr(=1)"h,(qra1) Y (Ta1),
ow (r21) m(—1)"hy(qra1) Y2 (F21) (A31)

Egﬁ(rﬂ) = \/E(_ 1) 5,(qra1) Y2 (F21).
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Substituindo (A.31) em (A.30),

h (QT2)\/117 = Viar Z( 1) Ry, (qra1) Y (T21) g (qr1) Y (E1), Ty < Ta1,
(A.32)
h (QTQ)\/Z—W = Ar Z( ) VA l,(q’/’gl) (I‘21>h (qu)YVM(fl), 71 > To1.
vp
De onde obtemos
ho(gra) = 4m 3 (=1)"h,(qra1) Y2 (F21)5u (qr) Y (£1), 71 <ra
K (A.33)
ho(gra) = 4m 3 (=1)"ju(qran) Y2 (f21) b (qri) Y (£1), 71> 71
Vi
que s@o equivalentes aos resultados (3.61) e (3.62) de [44].
Considerando a relagao ry; = —r2 e a propriedade (A.4), podemos escrever (A.33) na
forma
ho(gqra) = 47 3 b (qri2) Yo' (F12)d, (qr) Y (E1), 11 <712
e (A.34)
ho(QTQ) = 47T2jy(q7”12)yy”(f'12)h (qu)y (I‘l) 7 > T19.
Vi
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A.5 Ondas planas em uma placa

Em Figura A.4 mostramos uma placa de espessura [ onde se propagam ondas planas.
Consideramos que a onda (denominada Tj,.;) foi gerada no lado (a) da superficie e se
propaga no sentido —x. Ao atravessar toda a placa, incide sobre a superficie traseira (b) da
placa e é refletida se propagando no sentido contrario (+x) a Tinc1, a qual denominaremos
Tinco. Por sua vez, Ti, .o ao percorrer a distancia [ incide sobre a superficie (a), a qual é
refletida e redenominada Ti,.3, que apos percorrer toda a placa e ser novamente refletida

seré Tinc4 € em seguida Ti,cs, Tince, € assim se comportara indefinidamente.

— 7—
T o

inel

®) | T 4 @

-Ts==- [:I_: - ____F x
- d—

Figura A.4: Onda plana em uma placa.

A funcao de onda em um ponto P da placa situado em x do eixo x devera considerar
todas essas multiplas reflexgoes.

Para melhor compreensao matemética do problema, substituimos Figura |A.4 por
Figura |A.5, na qual o sistema de coordenadas estd na superficie (a) da placa, de onde
tiramos a relacao ' = d — .

Temos que a fungao de onda em um ponto P é
Thne = S + S, (A.35)

n

onde S,(f) ¢ a soma das infinitas ondas que se propagam para esquerda (—X), ou seja,
S =" Thes, (A.36)
j=1
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T.Ltl " Ti.m:l L T, Ti.m:i
— — o
. - » » P- - - - -
I:?I
. : .
: 2/7-x— 0 ! X
' 27+ x' — .
-y .
I 47+x—

Figura A.5: Onda plana em uma placa, equivalente a Figura [A.4.

onde j é impar e positivo, j =1,3,5,---.

E S 6 a soma das infinitas ondas que se propagam para direita (4+x), dado por
S =" Thej, (A.37)
=2

onde j é par e positivo, j = 2,4,6,---.
Para ondas térmicas, conforme (2.30), a parte espacial complexa da onda plana que

se propaga no sentido —x ¢é dada por
T =Ty e @) — T, ei0o", (A.38)
De uma forma geral, as ondas que se propagam no sentido —X sao representadas por:

T’inc (2n—1) — TO eiq[2l(n71)+xl] = &26)7 n= 17 27 37 T (A39)

)

onde a,(f ¢ o n-ésimo termo do somatério da onda que se propaga para esquerda. Da

mesma forma, para onda que se propaga no sentido +X, temos:

Thnc(2n) = Tp €10 =l n=1,2,3,---, (A.40)

. (), L d srio d q diveita. A -
aqui, ay ’ € o n-ésimo termo do somatoério da onda que se propaga para direita. As equacoes

(A.36) e (A.37) ¢ o somatoério dos infinitos termos de uma progressao geométrica (PG).
Sendo esta soma dada por:
(e) (d)

e % _
S BN

(A.41)



QAn41
an

onde r = ¢ a razao da PG. Portanto, obtemos:

al®

T ig[2ln+a’] .
q(e) = n(j)l =7 Oi:[Ql(nfl)Jrz’] = 612ql’
An, o€
(A.42)
(d) .
¢ = i1 _ T cialZln ) o'} ing)
a’(nd) To eiq(2ln7;v’) .

E importante notar que ondas térmicas decai com a distancia e temos que a razao
esta no intervalo 0 < |r| < 1% sendo esta, condigao para que as equagoes (A.36) e (A.37)
convirjam, o que torna (A.35) convergente.

Considerando as equagoes (A.41) e (A.42)), temos que a equagao (A.35) é dada por:

Ty eiqa:’ Ty eiq(2l—:r:’)
1 — ei2d! 1 — ei2ql )

Tine = (A.43)

Retornaremos ao sistema de referéncia da Figura |A.4/ substituindo 2’ = d — x na

equagao (A.43), obtendo assim:

T, eqd ) T iq(2l—d)
0C e 0E e, (A.44)

Line = 1 — ei2dl 1 _ ei2dl

para onda que se propaga na direcao x;, onde podemos ter j = 1,2,3, com (zy, %2, x3) =
(x,y, z), reescrevemos (A.44) na forma:

TO ez'qd

irinc = 1 _ ei2dl

9% + €i2q(l—d)eiqxj] ’ (A.45)

onde estao somadas todas as multiplas reflexdes da onda térmica plana interna a placa.

Hr| =7 rx.
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