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Resumo

Consideramos o modelo de Maier-Saupe com a discretizacao de Zwanzig para as
possiveis orientacoes das moléculas de cristais liquidos nematicos. Esse modelo repro-
duz a transicao de fases nematico-isotrépica dos cristais liquidos termotropicos em acordo
com a teoria fenomenolégica de Maier e Saupe. Introduzimos varidveis desordenadas
de forma a fim de descrever uma eventual estrutura biaxial em uma mistura binaria de
moléculas uniaxiais oblatas e prolatas. Para uma desordem do tipo quenched, o diagrama
de fases do modelo possui uma fase neméatica biaxial estavel. Para uma desordem do tipo
annealed, a estrutura biaxial é termodinamicamente instavel. Esses resultados sao confir-
mados realizando um contato com a teoria de Landau-de Gennes. Para ganhar intimidade
com os calculos estatisticos estudamos também um modelo para uma mistura binaria de
magnetos de Ising na rede.

Para ir além dos resultados de campo médio, formulamos o modelo de Maier-Saupe
discretizado na rede de Bethe. A anédlise desse problema é realizada através das relagoes
de recorréncia para a funcao de particao. A transicao nemético-isotrépica é localizada
através de uma expressao para a energia livre obtida pelo engenhoso método de Gujrati.
Considerando o problema das misturas binarias de moléculas nematicas e utilizando o
formalismo adequado a fluidez das particulas annealed, tanto uma anélise de estabilidade
linear das relacoes de recorréncia quanto uma analise termodinamica proibem a existéncia

da fase nemadtica biaxial.



vi



Abstract

We consider the Maier-Saupe model with the Zwanzig restriction for the orientations
of the liquid-crystalline molecules. This model describes the nematic-isotropic phase tran-
sition of the thermotropic liquid-crystals. In order to study an elusive biaxial structure
on a binary mixture of rods and discs, we add new disordered shape variables. For a
quenched distribution of shapes, the system displays a stable biaxial nematic phase. For
a thermalized distribution of shapes, however, the biaxial structure is forbidden. These
results are confirmed through a connection with the Landau-de Gennes theory. To gain
confidence in the use of these techniques, we also studied a model for a binary mixture of
Ising magnets on a lattice.

In order to go beyond the mean-field calculations, we consider the discretized Maier-
Saupe (-Zwanzig) model on a Bethe lattice. The analysis of the problem is performed
by the iteration of some recurrence relations. The isotropic-nematic phase transition
is determined through the free energy that comes from the Gujrati method. For the
problem of a binary mixture of prolate and oblate molecules, using a formalism suitable
for the fluidity of the nematic molecules, we show that both thermodynamic and dynamic

analyses of stability preclude the existence of a nematic biaxial phase.
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Capitulo 1

Introducao

A importancia do estudo da matéria em sua forma condensada (sélidos e liquidos)
pode ser observada pelos nomes de alguns periodos da proépria histéria da humanidade:
idade da pedra, idade do bronze, idade do ferro ... que estao relacionados aos avancos tec-
noldgicos obtidos gragas a compreensao de vérios aspectos fisicos desses materiais (Chaikin
e Lubensky, 1997). Uma das vertentes de pesquisa em fisica da matéria condensada é a
que cuida das transicoes de fase. Nosso cotidiano é rodeado de transicoes entre a fase
liquida e a fase sélida, bastando considerar o gelo e a dgua, ou uma vela acesa em que
ocorre a fusao da parafina. Mas hoje é bem conhecido que entre os estados padrao da
matéria existem situagoes fisicas intermediarias, com propriedades caracteristicas tanto
do estado sélido quanto do estado liquido. Esses estados intermedidrios sao denominados
mesofases. No atual contexto da humanidade, sem sombra de duvida, uma das mesofases
mais importantes é a liquido-cristalina. Esse estado da matéria possui a fluidez que ca-
racteriza os liquidos e também caracteristicas de anisotropia nas propriedades elétricas,
Opticas e magnéticas, como numa fase sélida. Em funcao dessas peculiaridades, os ma-
teriais que podem apresentar a mesofase liquido-cristalina sao denominados “cristais que
fluem”, “fluidos complexos”ou “cristais liquidos”, sendo essa tltima designagao a que mais

se incorporou a literatura especializada e ao cotidiano das pessoas.

Uma fase liquido-cristalina pode ser obtida de véarias maneiras, por exemplo, durante
a fusdo de um material ou através da mistura de algumas substancias ja no estado liquido

[em geral envolvendo dgua e sabao (Figueiredo Neto e Salinas, 2005)]. Tradicionalmente
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quando um cristal liquido! é obtido por influéncia térmica, ele ¢ classificado como ter-
motrépico. Quando a concentracao de um dos componentes de uma dada mistura é o
fator responsavel pela mesofase o cristal-liquido é classificado como liotrépico. Os cristais
liquidos liotropicos em geral sao formados por agregados moleculares complexos, as misce-
las, enquanto que os cristais liquidos termotrépicos, em destaque nesta tese, sao formados
por elementos mais simples, moléculas (Chaikin e Lubensky, 1997; de Gennes e Prost,

1983; Chandrasekhar, 1992).

Os elementos microscopicos fundamentais de

c® @@
. 7 . ~ /7 .
um cristal liquido sao em geral moléculas ou P2 S / )—y
agregados moleculares com grande anisometria / ' '\ ‘/ \
em suas formas, denominados meségenos. Existe / ‘M '

um numero muito grande de maneiras desses

, . Figura 1.1: Fase nemadtica uniaxial com
mesdgenos se organizarem, e para cada uma de-

L . . eixo diretor na direcao z.
las a fase liquido-cristalina recebe um nome es-
pecifico. Sugerimos ao leitor as referéncias (de
Gennes e Prost, 1983), (Figueiredo Neto e Sali-
nas, 2005) e (Chandrasekhar, 1992) para as classificagdes. A mesofase liquido-cristalina
mais simples e mais abundante na natureza é a nemaética. Esse estado da matéria nao
apresenta organizacao entre as posicoes de seus mesogenos; por outro lado, eles exibem
uma organizacao orientacional resultante. De forma mais especifica, sabe-se que grande
parte das moléculas dos cristais liquidos pode ser aproximada por elipsdéides ou bastoes.
Na fase nematica nao hé correlacao de longo alcance entre as posi¢oes dos centros de
massa desses elementos, mas ha correlagao de longo alcance entre as orientacoes de seus
eixos de simetria, favorecendo um ordenamento global médio na direcao de um dado vetor

denominado diretor (Figura 1.1). Nesta tese nos dedicamos exclusivamente a mesofase

liquido-cristalina nematica.

'Durante todo o texto nos referiremos a materiais que estdo ou podem apresentar uma fase liquido-cristalina
como sendo um cristal liquido, mas é necessério enfatizar que um “cristal liquido” na verdade é uma fase/mesofase

da matéria.
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Na figura 1.1, onde apresentamos a fase
nematica uniaxial, os meségenos foram represen-
tados por elipséides. De fato, a grande maio-
ria das moléculas neméticas é uniaxial e assim

pode ser representada. Porém, uma observacao

mais proxima vai indicar que todos os meségenos
Figura 1.2: Fase nemdtica biaxial. apresentam algum tipo de desvio dessa simetria
sendo, talvez, melhor representados por elemen-

tos como paralelepipedos, em que devemos também fixar a orientagao de outro eixo de
simetria. Entao é natural esperar que tal desvio da simetria uniaxial seja evidenciado em
nivel mesoscépico e macroscopico, dando origem a uma fase nematica com duas diregoes
preferenciais de ordenamento: a fase nemdtica biaxial (figura 1.2) (Luckhurst, 2001).
Nesse sentido é necessério diferenciar entre duas fases nemdticas: a nematica uniaxial,
com simetria cilindrica, onde apenas os eixos maiores das moléculas estao orientados (fi-
gura 1.1), e a nemética biaxial, que deve ocorrer em menores temperaturas, onde os eixos
menores das moléculas também apresentam uma diregao privilegiada de orientagao (fi-
gura 1.2) (fixando a orientagao de dois eixos de simetria de uma molécula, o terceiro é

automaticamente determinado).

Desde que Freiser (1970) percebeu a possibilidade da existéncia de nematicos biaxiais,
através de algumas medidas indicando biaxialidade em cristais liquidos esméticos (Taylor,
Fergason e Arora, 1970), um grande esforgo tem sido feito na procura de materiais que
podem apresentar tal ordenamento. Essa incessante busca se justifica, sobretudo, pelas
aplicagoes tecnolégicas no tocante aos displays. Esses dispositivos utilizam nemaéticos
termotrépicos uniaxiais. Porém, um display baseado na fase biaxial deve apresentar um
tempo de resposta muito menor, ja que deve ser muito mais rapido mudar a diregao
do eixo menor de uma molécula do que a dire¢ao de seu eixo maior (Luckhurst, 2001).
Apesar de todas as recompensas prometidas pela fase nematica biaxial, a sua observacao
se mostrou um dos maiores desafios da fisica da matéria condensada justificando, a sua
designacao como o Santo Graal dos fluidos complexos (Madsen, Dingemans, Nakata e

Samulski, 2004).
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A primeira evidéncia experimental de uma fase nematica biaxial foi obtida por Yu e
Saupe em 1980 (Yu e Saupe, 1980) no contexto de um cristal liquido liotrépico. Mas foi
s6 apds cerca de trinta anos que a fase nematica biaxial foi observada nos cristais liquidos
termotrdpicos, os constituintes dos displays (Madsen et al., 2004). No trabalho de Madsen
et al. a fase biaxial foi obtida em um composto cujos mesdgenos sao intrinsecamente
biaxiais e na forma de banana ou bumerangue. Varios motivos estao por tras do grande
intervalo entre a previsao e a observacao da fase nematica biaxial, sendo um dos principais
inconvenientes o congelamento do sistema antes do eixo menor dos meségenos se orientar.
Também é necessario salientar que varias técnicas opticas classicas de identificacao de fases
liquido-cristalinas nao sao capazes de proporcionar resultados definitivos com respeito a
real observacao da fase biaxial. Finalmente, qualquer objecao sobre a real existéncia de
uma fase nematica biaxial em termotropicos foi removida através da espectroscopia por

ressonancia magnética nuclear (Luckhurst, 2004).

Um outro tipo de sistema em que também se espera observar neméaticos biaxiais sao os
compostos formados por misturas de cristais liquidos cujos meségenos sao intrinsecamente
uniaxiais mas com eixos diretores distintos. Essa ideia nasceu com Alben (1973) no
contexto de uma mistura bindria de mesogenos na forma de discos e cilindros. Desde
que as interagoes microscopicas favorecam a orientacao perpendicular entre os eixos de
simetria de um disco e de um cilindro, a fase biaxial podera ocorrer. A partir desse
celebrado trabalho de Alben, tem havido uma grande atividade experimental (Rabin,
McMullen e Gelbart, 1982; Apreutesei e Mehl, 2006), tedrica (Palffy-Muhoray e de Bruyn,
1985; Henriques e Henriques, 1997) e computacional (Berardi, Muccioli, Orlandi, Ricci e
Zannoni, 2008; Cuetos, Galindo e Jackson, 2008) buscando a fase biaxial nas misturas de

elementos uniaxiais. A nossa tese se refere a essa linha de trabalho.

Por envolver um niimero muito grande de corpos, a principal ferramenta tedrica para o
estudo dos nematicos é a mecanica estatistica. Sao duas as principais linhas de abordagem
estatistica para os nematicos: as que se baseiam em interagoes de volume excluido entre as
moléculas - a teoria de Onsager sobre cilindros rigidos e a teoria na rede de Flory (Onsager,
1949; Flory e Ronca, 1979) - e as teorias de campo molecular efetivo para analisar as

interacoes entre elementos mais préximos, na linha do trabalho pioneiro de Maier e Saupe

4
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(1958). Todas essas teorias possuem um carater de campo médio. Essas duas correntes
predizem corretamente a transicao de primeira ordem entre as fases de liquido isotropico
e cristal liquido nemético, mas possuem suas limitacoes. Os tratamentos baseados nas
interagoes estéricas de curto alcance, que devem ter maior representatividade na interagao
entre duas moléculas, nao apresentam dependéncia com a temperatura, além de uma pobre
concordancia quantitativa com os experimentos (Luckhurst e Zannoni, 1977). Por outro
lado, a teoria de Maier e Saupe se fundamenta em interagoes efetivas de longo alcance, que
nao devem ser as interagoes predominantes, mas seus resultados apresentam dependéncia
explicita com a temperatura, além de boa concordancia com os experimentos (Luckhurst
e Zannoni, 1977). Nesta tese realizamos uma andlise estatistica calcada na teoria do

potencial efetivo de Maier e Saupe.

Nossas investigacoes sobre a fase nemética em termotropicos sao realizadas na melhor
tradicao de fisica estatistica, através do “modelo de Maier-Saupe (MS)”. O modelo MS
¢ um modelo de rede que considera interagoes quadrupolares efetivas entre moléculas
alongadas (mesdgenos) localizadas em dois sitios distintos e que tendem a alinhar os
eixos de simetria das moléculas nematicas. Consideramos uma formulagao de campo
médio, tipo Curie-Weiss, em que uma molécula interage com todas as outras da mesma
forma, e que permite reproduzir os resultados da teoria fenomenolégica de Maier-Saupe,
que também tem um cardter de campo médio (ou campo efetivo) (Figueiredo Neto e
Salinas, 2005). A vantagem de trabalhar com um modelo estatistico é que temos acesso as
interagoes “microscopicas” que devem ser favorecidas a fim de possibilitar um ordenamento
resultante. Nossa modelagem ainda considera a escolha de Zwanzig para as possiveis
orientagoes das moléculas nematicas (Zwanzig, 1963): as orientagoes dos eixos de simetria
das moléculas estao restritas aos trés eixos cartesianos perpendiculares de um referencial
do laboratorio. Essa restricao, além de permitir um maior avanco analitico, nao deve
alterar qualitativamente os resultados (Oliveira e Figueiredo Neto, 1986). Em fungao da
discretizacao de Zwanzig, vamos nos referir ao modelo de Maier-Saupe-Zwanzig (MSZ),
embora originalmente a abordagem de Zwanzig tenha sido feita para a teoria de volume

excluido de Onsager.

A fim de que nosso modelo possa dar conta das misturas de moléculas uniaxiais, adi-
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cionamos ainda graus de liberdade ligados a forma das particulas. Foi nesse contexto que
Palffy-Muhoray e colaboradores (Palffy-Muhoray e de Bruyn, 1985) trataram uma mis-
tura binaria desordenada de discos e cilindros, que seria um representante esquematico
das misturas liotrépicas de Yu e Saupe que apresentaram a fase nemdtica biaxial (Yu e
Saupe, 1980). Contudo, aquela investigagao tedrica indicou a instabilidade termodinamica
da fase nemadtica biaxial (Palffy-Muhoray e de Bruyn, 1985), menos quando a sua regra da
“média geométrica” nao era satisfeita (Sharma, Palffy-Muhoray, Bergersen e Dunmur,
1985), 0 que no nosso contexto significa escolher adequadamente as energias de interagao
entre discos e cilindros de modo a permitir uma estrutura biaxial. Mais recentemente
esse problema foi retomado por Henriques e Henriques (1997) no contexto de um modelo
de Maier-Saupe discretizado com o acréscimo de varidveis desordenadas de forma mas
congeladas (fixas). Ao contrario de Palffy-Muhoray e colaboradores, Henriques e Henri-
ques encontraram um diagrama de fases em concordancia qualitativa com o experimento
de Yu e Saupe. Esse foi o nosso ponto de partida: um andlise critica do modelo de
Maier-Saupe discretizado, na presenca de desordem, investigando a possivel estabilidade
de uma estrutura nematica biaxial. Qual seria a razao da discrepancia entre os trabalhos
de Palffy-Muhoray e Henriques e Henriques?

Muitos modelos estatisticos para sistemas de interesse fisico possuem algum grau de
aleatoriedade. O exemplo mais classico sao os vidros de spin, onde pode haver interagoes
aleatorias entre spins da rede. Nesses sistemas desordenados, diferentes realizacoes das
variaveis de desordem dao origem a diferentes fungoes de particao. Uma vez que a co-
nexao com a termodinamica é realizada através do logaritmo da funcao de particao, isto
é, através da energia livre de Helmholtz, em um ensemble canonico é justo questionar se
devemos tomar a média da funcao de particao, e depois calcular o logaritmo, ou calcular
o logaritmo e em seguida tomar a média com respeito a distribuicao de probabilidades
da variavel desordenada. Nesse sentindo, distinguimos as duas formas bésicas de tra-
tar um sistema desordenado, dependendo das escalas de tempo envolvidas. Quando a
variavel aleatoria estiver associada a escalas de tempo muito longas em relacao as de-

mais varidveis do sistema, temos uma desordem do tipo quenched? ou fixa. Nesse caso

2Em portugués, os termos quenched e annealed significam temperado e recozido, respectivamente. Para os

metalirgicos esses sdo jargdes rotineiros. Devido ao nosso uso num contexto mais especifico, durante essa tese

6
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a variavel “lenta” pode demorar um tempo muito longo (praticamente infinito) para
entrar em equilibrio térmico com as outras variaveis, e deve receber um tratamento di-
ferenciado. Quando a escala de tempo da varidvel desordenada é comparavel as demais
escalas de tempo envolvidas no sistema, temos uma desordem do tipo annealed , mével
ou termalizada (Kurchan, 2005; Dominicis e Giardina, 2006). Nesse caso, as varidveis
aleatorias annealed devem ser tomadas em pé de igualdade com as demais varidveis do
sistema. Em geral, em fisica do estado sélido os problemas de interesse referem-se a de-
sordem quenched - como os vidros de spin ou os modelos com campos aleatérios - pois
as moléculas/spins nao apresentam grande mobilidade na rede cristalina. Na tradigao
da fisico-quimica, no estudo das solugoes, adota-se implicitamente uma desordem do tipo
annealed, pois é grande a mobilidade das moléculas no estado liquido, que se termalizam
com o sistema durante o tempo experimental.

O nosso laboratorio de trabalho nessa tese serd o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig
desordenado, definido previamente no trabalho de Henriques e Henriques (1997) . Como
as varidveis aleatérias do tipo quenched (desordem fixa) devem ser mais apropriadas para
descrever sistemas de fisica do estado sélido, e varidveis aleatérias do tipo annealed (de-
sordem termalizada) mais apropriadas a descricao de sistemas fluidos, torna-se natural
esperar que essa diferenca seja refletida nos diagramas de fases de um mesmo modelo
estatistico formulado nos dois regimes. Dessa forma, através de uma analise focada nos
tempos de relaxagao das varidveis aleatérias de forma/ocupagao do modelo MSZ desorde-
nado, conseguimos mostrar que uma formulacao quenched, ou fixa, apresenta um diagrama
de fases com uma fase neméatica biaxial estavel, de acordo com os resultados de Henriques
e Henriques . No entanto, numa formulagao annealed, ou mével, do mesmo modelo, a fase
nematica biaxial se torna termodinamicamente instavel, de acordo com Palffy-Muhoray
e outros (Palffy-Muhoray e de Bruyn, 1985). Considerando a grande mobilidade das
moléculas na fase liquido-cristalina, acreditamos que o caso de desordem movel, ou ter-
malizada, seja mais adequado as misturas liotropicas, embora nao apresente uma fase
nemética biaxial.

Outra ferramenta muito importante para o estudo das transicoes de fase em sistemas

da matéria condensada é a teoria fenomenoldgica de Landau (Salinas, 1997; Reichl, 2009).

mantemos esses termos em lingua inglesa, como em geral se faz na literatura especializada.

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Baseada apenas em argumentos de simetria e na definicao de um parametro de ordem
para o sistema em questao, a fenomenologia de Landau fornece resultados no contexto dos
fenomenos criticos, incluindo as transicoes em cristais liquidos. Originalmente a teoria
de Landau foi desenvolvida para dar conta das transicoes de fase de segunda ordem, em
que ha um parametro de ordem que se anula de forma continua na fase desordenada
do sistema. Na imediata vizinhanca do ponto de transicao, a proposta da teoria de
Landau é escrever uma expansao polinomial para o funcional energia livre em termos dos
invariantes do parametro de ordem, obtendo as informacoes termodinamicas através do
estudo dos minimos desse polinomio. Ao observar que a transicao nematico-isotrépica é
fracamente de primeira ordem, ou seja, possui um calor latente muito pequeno, de Gennes
viu uma oportunidade de aplicar a teoria de Landau aos cristais liquidos (de Gennes e
Prost, 1983). Para um cristal liquido a uma temperatura imediatamente superior a da
transicao nemaético-isotrépica, podemos construir uma energia livre de Landau em termos
dos invariantes de um parametro de ordem tensorial. Essa expansao apresenta um termo
cubico que nao pode ser removido e que indica o carater nao-critico da transicao entre
as fases nemadtica e isotrépica (transicdo de primeira ordem) (Allender e Longa, 2008;
Gramsbergen, Longa e Jeu, 1986). Nesse contexto, a fim de confirmar nossos resultados,
podemos realizar uma conexao entre a teoria fenomenoldgica de Landau-de Gennes e a
expressao para o funcional energia livre obtido calculando a fun¢ao de particao de nosso
modelo estatistico. Ao fazermos isso, notamos que todos os ingredientes responsaveis pela
existéncia da transicao de primeira ordem nematico-isotropica estao presentes. Também
somos capazes de mostrar a presenca de um ponto multicritico (de Landau) e analisar o
termo responsavel pela estabilidade de uma eventual fase nemética biaxial, no contexto

das misturas binarias de discos e cilindros.

Duas principais criticas podem ser levantadas em relagao as nossas investigagoes: 1?) a
redugao drastica nas possibilidades de orientagoes dos mesogenos; e 2*) a falta de confianga
que se deve ter em resultados de campo médio. Pelo menos em nivel de campo médio, as
maiores flutuagoes orientacionais de um modelo “continuo de dire¢oes”nao devem alterar
qualitativamente os resultados (Oliveira e Figueiredo Neto, 1986). Corroborando essas

expectativas um trabalho para o modelo continuo de dire¢oes, realizado por E. Henriques,
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 9

a ser publicado, nao apresenta qualquer mudanca qualitativa no diagrama de fases. Com
respeito a segunda obje¢ao, também na melhor tradicao da fisica estatistica, consideramos
o modelo MSZ desordenado em uma arvore de Cayley (Baxter, 1982; Thompson, 1982),
na formulacao annealed, que é mais adequada a fluidez das moléculas na mesofase liquido-
cristalina. Um grafo de Cayley é uma estrutura hierarquica sem caminhos fechados, que
permite formular e resolver exatamente um modelo estatistico com interagoes de primeiros
vizinhos através de métodos iterativos. Apesar dessa estrutura nao apresentar analogo
fisico real, ela preserva algumas correlagoes de curto alcance permitindo estudar seu papel
no diagrama de fases, indo um pouco além dos resultados de campo médio. O principal
cuidado que se deve ter com modelos na arvore de Cayley é eliminar qualquer contribuicao
dos sitios superficiais desse grafo. Devido a sua estrutura hierarquica, o nimero de sitios
superficiais em uma arvore de Cayley é da mesma ordem de grandeza do ntumero de
sitios internos, e isso pode provocar grandes anomalias termodinamicas. Uma maneira de
evitar as aberracgoes termodinamicas é considerar apenas as propriedades dos sitios mais
profundos desse grafo, que constituem a rede de Bethe. E conhecido que a solucao do
modelo de Ising na rede de Bethe corresponde a aproximagao de Bethe-Peierls (Salinas,
1997). Analisando o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig desordenado na rede de Bethe, nao

observamos qualquer mudanca qualitativa em relacao aos resultados de campo médio.
Vamos a organizagao da nossa tese.

No capitulo 2, apresentamos o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig sem desordem. Por
meio de técnicas classicas de mecanica estatistica, calculamos as principais propriedades
termodinamicas. Nesse estagio inicial, evidenciamos o comportamento do parametro de
ordem nematico, indicando a transicao de fases de primeira ordem nemaético-isotrépica.
Também, de forma bem detalhada, realizamos a conexao com a teoria fenomenoldgica
de Landau-de Gennes, mostrando a presenca do termo ctibico responsavel pela transicao

descontinua.

O capitulo 3 é dedicado a discussao sobre o papel fundamental dos tempos de relaxacao
das variaveis desordenadas na topologia dos diagramas de fases de modelos estatisticos
desordenados. Na secao 3.1, apresentamos uma discussao sobre as diferencas entre os

regimes quenched e annealed. Em seguida, para ilustrar e explicitar essas diferencas,

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO

consideramos uma mistura binaria de magnetos na rede, um tipo de ferrofluido de Ising.
Nesse modelo, além dos graus de liberdade magnéticos, representados por spins de Ising
(0; = £1), também temos um conjunto de varidveis {\; = +1} que indicam que tipo
de particula magnética (A ou B) estd localizada em um dado sitio da rede. Quando
supomos que esse é um sistema sélido, ou seja, que essas moléculas estao fixas em seus
sitios, devemos utilizar um tratamento de desordem fixa ou quenched. Por outro lado, se
estivermos lidando com uma espécie de ferrofluido de Ising, devemos considerar que todas
as variaveis se termalizam simultaneamente, ou seja, a desordem ¢é do tipo annealed.
Controlando as interagoes entre as particulas, construimos varios diagramas de fases,

identificando as diferencas entre os dois tipos de desordem.

Os capitulos 2 e 3 servem de fundamento para o cerne de nossa tese, o estudo das
misturas de moléculas nemaéticas na forma de discos e cilindros, que é apresentado no
capitulo 4. Comegamos o capitulo 4 fazendo uma revisao sobre a fase nemética biaxial.
Em seguida, formulamos o modelo estatistico para uma mistura de moléculas na forma
de discos e cilindros. Devido ao grande ntimero de parametros para as escalas de energia,
consideramos dois casos particulares de grande interesse: 1°) uma mistura com interagoes
simétricas, ou seja, onde dois cilindros interagem da mesma forma que dois discos, corres-
pondendo ao modelo estudado por Henriques e Henriques , o qual denominamos modelo
H-H e 2°) um modelo onde uma das espécies é completamente inerte, que corresponde
a um modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido. Formulamos o modelo H-H segundo o
formalismo apropriado aos solidos, desordem quenched, e também segundo o formalismo
adequado a fluidez das moléculas na fase liquido-cristalina. No caso quenched, obtemos
um diagrama de fases com uma fase nematica biaxial estavel. Na formulacao annealed,
o diagrama de fases obtido nao apresenta a fase biaxial. Esses resultados sao confirma-
dos por meio de uma conexao com a teoria de Landau-de Gennes. Ainda apresentamos
na se¢ao 4.3 um calculo para um sistema com uma desordem intermediaria, baseado em
um formalismo de duas temperaturas. No caso do modelo MSZ diluido, além de obter o
seu diagrama de fases, também mostramos que as flutuacoes na densidade das particulas

nematicas podem induzir um comportamento tricritico efetivo.

A fim de ir um pouco além dos resultados de campo médio, tipo Curie-Weiss, no
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

capitulo 5 formulamos o modelo de Maier-Saupe discretizado na arvore de Cayley. Nessa
formulagao, é muito importante tomar cuidado com a influéncia do grande nimero de
sitios superficiais, sobretudo para calcular a energia livre associada as soluc¢oes no centro
da arvore. No tratamento cldssico que pode ser encontrado na referéncia (Baxter, 1982),
a energia livre é obtida integrando as equacoes de recorréncia para o parametro de ordem.
Em nosso trabalho, utilizamos um engenhoso esquema devido a P. Gujrati (Gujrati, 1995)
que permite escrever uma expressao analitica para a energia livre e que se mostrou ade-
quado e simples para investigar a estabilidade termodinamica da fase nemaética biaxial.
Também consideramos a estabilidade das solugoes e construimos um diagrama de fases.
Por fim, essa tese conta com quatro apéndices. O apéndice A apresenta de forma
condensada como os invariantes rotacionais I,, com n > 4, do parametro de ordem
tensorial Q dos nematicos relacionam-se com os invariantes I, e I3, que sao 0s necessarios
para realizar a conexao com a teoria de Landau-de Gennes. O apéndice B apresenta a
maneira de obter a fun¢ao canonica de particao Z a partir da grande funcao de particao
=. Isso é feito através do teorema de Cauchy, reconhecendo que = é a funcao primitiva
de Z. Essa volta ao ensemble canonico é interessante para comparar os resultados das
formulacoes quenched e annealed de um mesmo modelo estatistico. No apéndice C é
realizado um estudo para as misturas binarias e ternarias na rede, com base em um
hamiltoniano do tipo Ising. Esse apéndice tem como objetivo familiarizar o leitor com os
hamiltonianos encontrados durante toda a tese. Finalmente, temos o apéndice D, onde
formulamos o modelo de Blume, Emery e Griffiths na arvore de Cayley. Esse estudo foi
realizado para ganharmos intimidade com as técnicas utilizadas no capitulo 5, sobretudo

no que concerne ao método de Gujrati para localizar a transicao de primeira ordem.
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Capitulo 2

Um modelo para o ordenamento

nematico

Figura 2.1: Ordenamento neméatico. N ¢é o eixo diretor.

De acordo com de Gennes, um dos gigantes da nossa area, “The statistical mechanics
of liquids is difficult; the statistical mechanics of mematics is still worse! FEven for the
simplest physical models, no exact solution has been worked out.”(de Gennes e Prost,
1983). Se por um lado o tom da afirmagao é pouco animador, por outro ela justifica

nossos esforcos na area das teorias estatisticas dos fluidos complexos.
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14 2.1 Simetria e parametro de ordem

2.1 Simetria e parametro de ordem

As mesofases liquido-cristalinas conjugam propriedades de liquidos, como fluidez, e
propriedades de sélidos, como birrefringéncia. H& um conjunto enorme de mesofases
liquido-cristalinas que apresentam propriedades muito peculiares com vérias aplicagoes
tecnoldgicas. Para uma classificacao e descrigao completa vide a obra classica da area (de
Gennes e Prost, 1983). Nessa tese consideramos apenas os cristais-liquidos com ordem
nemdtica, na qual os elementos microscopicos apresentam ordenamento orientacional de
longo alcance ao longo de um eixo diretor N mas nenhum ordenamento translacional
de longo alcance (figura 2.1). Esses neméticos apresentam como estrutura fundamental
moléculas ou micelas de grande anisotropia; dependendo da concentragao ou da agitagao
térmica desses elementos, um ordenamento orientacional médio pode ser induzido (figura
2.1). Quando a temperatura é a influéncia majoritaria na ordem orientacional, o cristal
liquido é classificado como termotropico; em geral, os termotropicos sao formados por
elementos simples (moléculas); quando a concentracao é a responsavel pela ordem, temos
um cristal liquido liotrépico; na maior parte dos casos, os liotrépicos sao formados por

micelas (de Gennes e Prost, 1983; Chandrasekhar, 1992; Chaikin e Lubensky, 1997).

Devido a grande anisometria das moléculas que formam as mesofases liquido-cristalinas,
utilizam-se elementos geométricos como bastoes/cilindros, discos, paralelepipedos e bume-
rangues/bananas para representar essas moléculas anisotrépicas. Em uma fase nematica
os centros de massa dessas formas estao distribuidos ao acaso no espacgo, mas seus eixos de
simetria tém uma orientacao média predominante. Na sua grande maioria as moléculas
liquido-cristalinas possuem simetria biaxial, contudo, de acordo com o objetivo princi-
pal desse texto, consideramos apenas moléculas uniaxiais (elipséides, discos e cilindros).
Qualquer objeto uniaxial com orientacao definida por um cone de abertura 6 contribui da
mesma forma para a orientacao global média do sistema, dada por um vetor diretor N
com dire¢ao coincidente com o eixo de simetria do cone (figura 2.1) (Chaikin e Lubensky,
1997) . Para determinar a orientagdo de um elemento nematogénico no espaco basta as-
sociar um vetor unitario 77; ao seu eixo de simetria e observar a orientacao de tal vetor

em relagao ao diretor da amostra (figura 2.1).

O primeiro passo para uma descricao estatistica satisfatéria do sistema consiste em
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2.1 Simetria e parametro de ordem 15

definir um parametro de ordem adequado para medir o grau de ordenamento da fase
nematica. Seguindo as propostas de Landau, esse parametro de ordem deve representar
de alguma forma a simetria da fase mais ordenada, ou seja, da fase nematica. Sendo 7;
o vetor solidario ao eixo de simetria da molécula i, definido em relacao a um referencial
do sistema cujo eixo azimutal coincide com o diretor N , a orientacao de uma particula
¢ é invariante em relacao a transformacao 7; = —; e nao depende do angulo ¢. Por
essas simetrias o parametro de ordem adequado para os nematicos uniaxiais é dado pelo

polinémio de Legendre de segunda ordem em cosf (de Gennes e Prost, 1983),

S=-(3cos’0—1), (2.1)

N | —

em que (---) indica a média térmica, e # é o angulo entre o eixo de simetria da particula
e o diretor, e cos?f = cos*(f + ) (figura 2.1). Na fase mais simétrica (isotrépica) esse
parametro de ordem é nulo, j4 que uma distribuicao isotropica das orientagoes no espaco
implica o valor médio (cos®*6) = 1/3 (S = 0). Para a fase com ordenamento nemético
completo, ou seja, a fase menos simétrica, (cos*f) =1e S = 1.

Para descrevermos a orienta¢ao nematica de moléculas/micelas com formas mais gerais
ou em um referencial qualquer do laboratorio, necessitamos de uma expressao mais geral
para o parametro S. A generalizagdo de S é realizada de forma natural notando que
cos?0 = (N - )% (de Gennes e Prost, 1983; Freiser, 1970). Fixando trés vetores unitarios
a, b e € ortonormais necessarios para orientar uma molécula de forma qualquer em um dado
referencial, temos que calcular a projecao de cada um desses vetores nos eixos cartesianos
do novo referencial. Dessa forma temos uma “matriz de ordenamento”, cujos elementos
sao dados por

1

SZ-V = 5(32“]” - 5ij5m/>7 (22)

com pu,v = x,y, 2 indicando os trés eixos perpendiculares do referencial do laboratoério,
i,J = a,b, c os vetores fixos na molécula e 9, e d;; deltas de Kronecker. O termo #* indica
a projecao do vetor i fixo na particula em um dos eixos do referencial do laboratério. A
matriz de orientagdo Sf;” (3 X 3 x 3) é simétrica tanto em (4, j) quanto em (x,v) e possui
trago nulo com respeito aos pares (i,7) e (i, v),
D SE=0 > S¥=o (2.3)
i=a,b,c =y,
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16 2.2 Principais teorias estatisticas para os cristais liquidos nematicos

Para corpos uniaxiais, com os quais realizamos nossos estudos, apenas o vetor 7 solidario
ao eixo de simetria da unidade nemaética é suficiente para orientar a particula no espaco, e
a matriz de ordem passa a ser uma matriz 3 x 3 simétrica e de traco nulo, com elementos
dados por

1
SH = 5(371“71” — Opw)- (2.4)

Através desse parametro de ordem tensorial temos a orientacao de uma dada molécula
em relacao a qualquer referencial do laboratério. Ao escolhermos um referencial cujo
eixo azimutal coincida com a direcao do diretor da fase nematica estamos utilizando um

sistema de referéncia que diagonaliza o parametro de ordem tensorial. Com essa escolha

temos
S** 0 0
S = 0 S¥w 0 , (2.5)
0 0 5%

com S¥* 4 SY 4 5% = ().

Para uma fase isotropica, S = 0, ou seja, S™ = S¥ = S** = (. Quando as moléculas
apresentam ordenamento nematico uniaxial em uma dada direcao, digamos z, um dos
elementos da diagonal principal de S é diferente: S™ = S% = —S5%%/2 (j4 que o trago
é nulo). Nesse caso faz-se S** = S (relagdo 2.1). Em um eventual ordenamento biaxial
temos S* #£ SY £ S**. A parametrizacao utilizada para S, capaz de oferecer uma

descricao correta para todos os requisitos exigidos acima, é dada por

—2(S+n) 0 0
S = 0 ~LS-n 0 |- (2.6)
0 0 S

Aqui § = 5% é o parametro que mede o ordenamento uniaxial, e n = S% — S** o

parametro de ordem de uma eventual fase neméatica biaxial.

2.2 Principais teorias estatisticas para os cristais liquidos nematicos

Em termos bem gerais, ha trés principais teorias estatisticas para os cristais liquidos

nematicos: 1°) a teoria de volume excluido de Onsager; 2°) a teoria de moléculas rigidas
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na rede de Flory; e 3°) a teoria de Maier e Saupe. Todas elas tém um cardter de campo
médio, com suas vantagens e desvantagens (de Gennes e Prost, 1983). Apresentamos

abaixo um resumo das principais caracteristicas desses tratamentos.

& A abordagem de volume excluido de (Onsager, 1949)

A teoria de volume excluido de Onsager oferece um tratamento atérmico em que as
moléculas liquido-cristalinas sao consideradas rigidas e na forma de bastoes de compri-
mento L e diametro D. Obviamente, devido as interagoes estéricas, para uma certa
concentracao de cilindros no sistema, podera haver uma orientacao média resultante das
particulas em torno da direcao de um vetor diretor N. A teoria de Onsager esta calcada

em trés hipdteses:

e O tunico tipo de interagao entre as N moléculas de um sistema liquido-cristalino é

do tipo caroco duro.
e A concentracao dos nematdgenos no sistema é muito pequena.

e Os bastoes sao longos e finos, com L > D. Isso facilita o calculo do volume excluido

em um tipo de aproximacao de campo médio.

Mesmo numa formulagao de campo médio, os cédlculos envolvidos nao sao simples. Os
resultados obtidos analiticamente, ou com o auxilio do computador, envolvem expansoes
de virial, sendo a obtencao de seus coeficientes um trabalho muito arduo. Uma proposta
de simplificagao dos célculos de Onsager foi feita por (Zwanzig, 1963) em que as moléculas
nematogeénicas podem se orientar apenas segundo trés diregoes perpendiculares dos eixos
de um referencial do sistema. Apesar da proposta de Zwanzig impor uma restricao radical
as possiveis orientacoes das particulas, seus resultados estao em acordo qualitativo com o
caso geral e com experimentos, além de permitir o cdlculo de um nimero maior de coefi-
cientes da expansao de virial (Chandrasekhar, 1992; Zwanzig, 1963; Oliveira e Figueiredo
Neto, 1986; Belli, Patti, Dijkstra e van Roij, 2011). Os resultados originais de Onsager
sao bons para os cristais liquidos liotrépicos. De fato, podemos fazer uma extrapolacao e
definir um cristal-liquido liotrépico como sendo os descritos através da teoria de Onsager

(que dependem da concentragdo de meségenos na solugao).
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18 2.2 Principais teorias estatisticas para os cristais liquidos nematicos

& A abordagem de Flory na rede

A teoria de Flory para o ordenamento de moléculas nematicas supoe que elas sejam
formadas por um conjunto de pontos/sitios de uma rede (Flory e Ronca, 1979) com o
comprimento caracteristico L das moléculas sendo miultiplo do parametro de rede. O
tratamento de campo médio de Flory, como o de Onsager, propoe apenas interacoes
estéricas entre as particulas, que novamente sao muito longas. No estado completamente
ordenado desse sistema (altas concentracoes) todos os bastoes estao paralelos e a funcao
de particao pode ser calculada exatamente. Entretanto, a medida que o sistema comeca a
se desorientar devem surgir moléculas com eixos de simetria formando um angulo qualquer
~ com o diretor. Flory considerou esse fato decompondo um dado cilindro em elementos
menores, que por sua vez sao paralelos a dire¢ao do diretor.

Para explicar a proposta de Flory, consideramos a figura 2.2. No lado esquerdo da
figura 2.2 temos uma rede quadrada com moléculas na forma de bastao representadas por
segmentos de comprimento L = 3a, onde a é o parametro de rede. Os segmentos menores
nessa rede representam moléculas com eixo de simetria formando um certo angulo em
relacao ao diretor. No lado direito da figura 2.2, mostramos a decomposicao de uma
molécula em diversos segmentos menores paralelos a direcao de orientagao. O ntimero de

segmentos bem como os seus tamanhos dependem do angulo de inclinacao ~y.

Figura 2.2: (Lado esquerdo) Tratamento de Flory para moléculas nematicas na rede. (Lado
direito) Decomposi¢ao de uma molécula nao alinhada com a dire¢ao preferencial do sistema em

elementos de menor comprimento.

Pelo fato da fun¢ao de partigao do formalismo proposto por Flory ser calculada exata-
mente para o estado de completo ordenamento, notamos que essa abordagem ¢ apropriada

para o regime de altas concentragoes. Nesse sentido as teorias de Flory e de Onsager se
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complementam (ver a segunda hipétese da teoria de Onsager) (de Gennes e Prost, 1983).

Na teoria de Flory a desordem dos segmentos longos e curtos é considerada em pé de
igualdade. Todavia, menores segmentos sofrem muito mais os efeitos de desordem do que
os segmentos longos. Essa polidispersividade deve ser tratada de maneira muito mais con-
trolada do que na proposta original. Também vale observar que nao hé apenas interacgoes
estéricas entre as particulas do sistema. Essas duas caracteristicas nao contempladas pela

descricao de Flory sao as responsaveis pelos desvios observados nos resultados.

& A abordagem de (Maier e Saupe, 1958)

A teoria de Maier e Saupe para o ordenamento nematico estd para as transicoes de
fase nematicas dos cristais liquidos assim como a teoria do campo molecular de Pierre
Weiss esté para o ferromagnetismo (de Gennes e Prost, 1983). Maier e Saupe postularam
que a orientacao de cada molécula é influenciada pela orientacao média de todo o sistema,
nao havendo qualquer influéncia de flutuagoes locais. Originalmente considerou-se que a
interacao entre duas particulas nematicas se devia exclusivamente as forcas de van der
Waals, mas por se tratar de uma teoria de campo médio nao ha a necessidade de ir a
fundo na complexidade das interacoes entre particulas assimétricas, tornando assim a
teoria de Maier e Saupe muito geral e de grande aplicabilidade (Chandrasekhar, 1992).
Para particulas na forma de bastoes é postulada uma energia quadratica de orientacao

com um campo molecular,

_£300520i—1

2.
T R L (2.7)

U; =

onde 6; é a orientacao da particula i em relagao ao diretor do sistema e que nesse caso deve
coincidir com a dire¢cao do campo molecular; J define a escala de energia, V' corresponde
ao tamanho do sistema e S é o parametro de ordem, S = ((3cos*6; — 1)/2), com (---)
sendo a média térmica. Nesse contexto S faz o papel do campo molecular quadrupolar
efetivo induzido por todo o sistema sobre a particula .

Para a descricao da orientacao nematica de moléculas com formas nao cilindricas,

onde a orientacao de um segundo eixo deve ser dada, devemos considerar a generalizagao
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natural,

J p—
i =—1; > s, (2.8)

W V=2,Y,2

com S indicando a orientagdo de um nematdgeno i en relagdo a um referencial do
sistema, e S# é o parametro de ordem do sistema, dado pela matriz 2.6. Com essa for-
mulacao, unidades nematogéenicas elementares de simetria biaxial, como paralelepipedos,
por exemplo, podem ser contempladas pela teoria, permitindo prever a existéncia de
eventuais fases nematicas biaxiais (7 # 0) (de Gennes e Prost, 1983; Sauerwein, 1990).
Misturas de moléculas uniaxiais na forma de discos e cilindros também podem ser des-
critas com essa formulagao (Henriques e Henriques, 1997; Rabin et al., 1982). Se for
favorecida a orientagao perpendicular entre os eixos de simetria dos discos e dos cilindros,
poderd surgir uma fase biaxial.

Em comparacao com o tratamento de Onsager, a teoria de campo médio de Maier e
Saupe oferece algumas vantagens. Por nao se tratar de uma teoria que envolve interagoes
de carog¢o duro, mas sim um “potencial mole” (soft potential theory), os resultados sao
altamente dependentes da temperatura do sistema, tornando essa formulagao adequada
aos cristais liquidos termotropicos. Além disso, resultados obtidos através da formulacao
de Maier e Saupe para a densidade de transicao e para a variacao do parametro de ordem
na transicao de fases de primeira ordem nematica-isotrépica estao em melhor concordancia

com a experiéncia.

2.3 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig (MSZ)

O “modelo de Maier-Saupe” (MS) é uma tradugao em linguagem moderna de fisica
estatistica da teoria fenomenolégica de Maier e Saupe. Tal modelo considera moléculas
uniaxiais na rede interagindo através de um potencial quadrupolar efetivo dado pela
matriz de ordenamento 2.4. Consideremos uma rede com N sitios em que cada sitio
acomoda uma molécula na forma de um cilindro/elipséide com orientacao indicada pelo

vetor unitario 77;. O hamiltoniano do modelo MS é dado pela relagao

Y

1<i<j<N pr=t,y,z
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2.3 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig 21

com J > 0 definindo a escala de energia do sistema; N sendo o nimero de sitios/bastoes
na rede e S um elemento do tensor de orienta¢ao de uma particula i em relagdo a um

dado referencial do laboratoério,
12 1 w, v 5

Assim p,v = x,y,z indexam os eixos ortonormais do referencial do laboratério e 9, ¢
o delta de Kronecker (Figueiredo Neto e Salinas, 2005; Henriques e Henriques, 1997).
Se a teoria de Maier-Saupe estd para os nematicos assim como a teoria de P. Weiss
estd para o magnetismo, o hamiltoniano acima estd para os nematicos assim como o
hamiltoniano de Curie-Weiss esta para o magnetismo. Ao invés de supormos um campo
efetivo no tratamento de campo médio, supomos que uma particula enxerga todas as

demais particulas do sistema, mas interage com cada uma delas muito fracamente através

do campo médio (J/N).

Esse tratamento na rede pode ser colocado em bases mais sélidas supondo apenas
interagoes entre primeiros vizinhos. No ultimo capitulo dessa tese apresentamos uma

versao dessa formulagao na arvore de Cayley (do Carmo, Vieira e Salinas, 2011).

As propriedades termodinamicas do modelo MS sao obtidas calculando a fungao canonica
de particao. Para tanto deve-se realizar uma integral sobre a esfera unitaria indicando as

possiveis orientacoes das moléculas,

Z(ﬂ,J):/inexp J—]\f YD) sremh (2.11)

1<i<G<N pv=az,y,z

As dificuldades nos calculos dessa funcao de particao sao evidentes. Ha um trabalho sendo
desenvolvido em nosso grupo contendo as tecnicalidades dessa investida (E. Henriques et
al. a ser publicado). A fim de garantir maiores avangos analiticos optamos pela mesma
escolha que Robert Zwanzig fez ao tratar a teoria de Onsager para os neméaticos: consi-
deramos que as moléculas s6 poderao se orientar segundo as trés diregoes perpendiculares
dos eixos cartesianos de um sistema de referéncia do laboratério (Zwanzig, 1963; Chan-

drasekhar, 1992). Com essa escolha os possiveis valores para os vetores de orientagao 7i;

21



22 2.3 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig

sao

(+1,0,0),
; (0, %1,0), (2.12)
(0,0, £1).

31
Il

Apesar dessa escolha suprimir qualquer possibilidade de observar o papel das flutuacoes,
0 que poderia ser traumatico para o diagrama de fases, acreditamos que na abordagem
de campo médio tais flutuagdes nao serao relevantes (Oliveira e Figueiredo Neto, 1986).
Com essa discretizacao, o modelo passa a ser equivalente a um modelo de Potts de 3

estados (Wu, 1982), ja que ha somente trés formas possiveis para a variavel tensorial de

orientacgao,
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
Si=10 -3 0 |, o 1 0 [, 0 -1 0 (2.13)
0 0 —% 0 0 —% 0 0 1

Denominamos esse modelo discretizado de modelo de Maier-Saupe-Zwanzig (MSZ).

Com a discretizagao, a relagao >_,, S;"S%” pode assumir dois valores: 3/2 para duas
particulas com eixos de simetria paralelos e —3/4 para duas particulas com eixos de
simetria perpendiculares. Isso permite a formacao de uma fase neméatica uniaxial a bai-
xas temperaturas, onde os eixos de simetria sao preferencialmente paralelos. Em altas

temperaturas as particulas nao possuem orientacao preferencial de orientacao.

Versoes discretizadas do modelo MS foram estudadas por (Lasher, 1972) e (Lebwohl
e Lasher, 1972). Nesses trabalhos os autores efetuaram simulagoes de Monte Carlo con-
siderando que os eixos de simetria das particulas poderiam assumir apenas as direcoes
definidas pelos vértices de um icosaedro, tratando-se entao de um modelo de 6 estados
(com interacoes de primeiros vizinhos). Realizamos célculos de campo médio com essa
versao, mas nao observamos mudangas significativas nos resultados que descrevemos nesse

trabalho, com a desvantagem de termos de lidar com expressoes muito grandes.

Vamos ao calculo da fungao canonica de partigao do modelo MSZ. Por se tratar de um

modelo com um numero finito de estados, a integral da expressao 2.11 deve ser substituida
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2.3 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig 23

por uma soma. Entao temos

Z:Zexp{ﬁ—]\iZZSf‘ySf”}—)Zexp %Z(;S{“’) . (2.14)

{7t:} <j v {7t} 8%
O traco ¢ realizado com o auxilio de uma identidade gaussiana,

2 too dz 2
el — i vl efxuv+2auvmuv’ (215)

o VT
onde identificamos a2, com [3J(35, SI)?]/(2N).
A funcao de particao toma a forma

Z = Z [H/ dx’”’] exp{—inV—l—Q\/gZxWZSf”}. (2.16)

{7}

Realizando a mudanca de variaveis

2/ Dt = 81Qu, (2.17)
E€SCreveinos
N
Feo JN N
11/ v%d@uu] exp{ Ak 7 } S exp [ﬁJZ@W&W] ,
TEZ i [TR%
,7"_
(2.18)
com

T = > exp { BT Qu,,%(?)nfni” - %)}
T [TRY
Y Qua Z exp { Z Qunin }

(£1,0,0) JWV=T,Y,
(0,4+1,0) " vz
(0,0,£1)

= 2e 7 T U Y2 (2.19)

Como j& estamos lidando com o referencial que diagonaliza a matriz S, temos apenas
os termos da diagonal principal da variavel tensorial Q. De fato, torna-se direto identificar

a variavel Q com o parametro de ordem tensorial do sistema,

1 N
Quu = <N;S§L > (2.20)
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24 2.3 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig

sendo (-- ) a média térmica.

Assim, a funcao de particao toma a forma

+o00 5JN -
r}/m \/7%] e PN, (2.21)

onde f é o funcional energia livre de Helmholtz por particula,

f(B8J;Q) = ZQ %ZQW — ﬁ—baneggJQ““, (2.22)
2 2

em que o termo In 2 foi desprezado por ser irrelevante para o tratamento termodinamico.
Os valores de @), que nos interessam sao os que minimizam esse funcional energia
livre, que por sua vez sao obtidos fazendo (0f)/(0Q.,) = 0 . As equagoes de extremo

ficam dadas por

1 2 Qm/
Q= — 2 43¢ (2.23)

2 Z esﬁJQW

com v =ux,y,2
Dessas equagoes de extremo observamos imediatamente a propriedade do trago nulo
do parametro de ordem tensorial, > i Q. = 0. Por essa propriedade, apenas dois compo-
nentes da diagonal principal de Q sao independentes. Por outro lado, nao hé possibilidade
de ordenamento biaxial nesse modelo, ja que as moléculas sao uniaxiais, o que faz com
que dois dos autovalores de Q sejam iguais, caracterizando uma fase nematica uniaxial.
Em resumo temos:
e Fuse isotropica. Em altas temperaturas nao hé orientagao preferencial das moléculas,

todos os autovalores de QQ sao iguais a zero e a energia livre é igual a

frso = _l;_j. (2.24)

e [ase nmemdtica uniaxial. A baixas temperaturas as moléculas/bastoes tendem a
apresentar ordenamento orientacional ao longo de z (qualquer um dos trés eixos possiveis
de orientacao). Tomando a orientagao ao longo do eixo z, temos Q,, = Qyy = —Q../2.

Fazendo Q.. = @, temos

2
1
fnem = —322 " 54 111(26_3/3‘?@ + QSBQAQ)a (2.25)
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2.4 Conexao com a teoria de Landau-de Gennes 25

com os valores de () dados pela equacao transcendental

1 3 1
ST A 2.26
0="373 2e= "% + 1 (2:26)

Esse modelo reproduz uma transicao de fases de primeira ordem entre as fases nematica
e isotropica, em concordancia com a experiéncia. O ponto de transicao é obtido compa-
rando as energias livres das duas fases. No grafico da figura 2.3 apresentamos o parametro
de ordem nemadtico em fungao da temperatura adimensional 7" = 1/5.J. A linha trace-
jada indica o salto do parametro de ordem durante a transicao, como esperado para uma

transi¢ao de fases de primeira ordem (Callen, 1985).

0.75- B

0.5

0.25-

L | L | L | L n
oO 0.25 05 4 075 1

Figura 2.3: Diagrama do parametro de ordem nemaético em fungdo da temperatura. A linha

tracejada indica a transicao de fases de primeira ordem.

2.4 Conexao com a teoria de Landau-de Gennes

A teoria fenomenolégica de Landau para as transicoes de fases de segunda ordem é
conhecida pela sua generalidade e versatilidade no estudo dos fenémenos criticos (Landau
e Lifshitz, 1969). Seu fundamento tedrico é calcado apenas nas simetrias do sistema
considerado, nao utilizando nenhuma informagao sobre, por exemplo, estrutura ou tipo
de interacoes do universo microscépico. Com esses poucos ingredientes nao ¢ de espantar

que reproduza somente resultados de campo médio (Salinas, 1997).
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26 2.4 Conexao com a teoria de Landau-de Gennes

O alicerce da teoria de Landau ¢ a grandeza parametro de ordem () que deve conter
e explicitar as mudancas de simetria do sistema durante a transicao de segunda ordem.
Em termos dos invariantes rotacionais desse parametro de ordem, que sao polinomios das
componentes do parametro de ordem que nao mudam com uma mudanca de referencial,
constrdi-se uma expansao para a energia livre nas proximidades da transi¢ao (S = 0), cuja
analise permite obter propriedades de equilibrio. Diversas objecoes podem ser levantadas
contra a validade de uma expansao analitica desse tipo. Contudo, existem vérias justifi-
cativas para essa formulagao, além de bons resultados (Landau e Lifshitz, 1969; Reichl,

2009).

Uma das grandes contribuicoes de de Gennes a teoria estatistica dos cristais-liquidos
foi identificar como a teoria de Landau poderia ser adaptada para descrever a transicao
de primeira ordem entre as fases liquido isotrépico (ISO) e nemadtica uniaxial (UNI). As
ideias de de Gennes se fundamentam no fato de que a transicao UNI-ISO é fracamente de
primeira ordem. De Gennes afirma que estando o sistema na fase isotrépica, mas proximo
o suficiente da temperatura de transicao, apesar de macroscopicamente nao haver qualquer
orientagao preferencial das moléculas, localmente devem existir dominios onde persistem
orientacoes preferenciais. Nesse sentido espera-se que uma expansao da energia livre em
termos dos invariantes do parametro de ordem tensorial Q dos nematicos seja valida (de
Gennes e Prost, 1983). Os invariantes rotacionais mais simples para os nematicos sao da
forma TrQ™, onde Tr é o traco e n = 2,3,4,5--- (Gramsbergen et al., 1986; Allender e
Longa, 2008). O termo 7'rQ nao deve aparece na expansao pela condicao de trago nulo do
parametro de ordem. Também, pelo fato do parametro de ordem Q ser uma matriz 3 x 3
simétrica podemos mostrar que qualquer invariante 7rQ"™ com n > 4 pode ser expresso
através de um polindémio de TrQ, TrQ? e TrQ? (esse fato estd demonstrado no apéndice
A) (Gramsbergen et al., 1986). A expansdo para a energia livre nas proximidades da

transicao toma a forma

A B C D E
F = Fo+§TrQ2+§TrQ3+Z(TTQ2)2+E(TTQQ)(TTQ3)+E(TTQQ)?’—FE/(TTQ?’)Z—F- >
(2.27)
O termo F,, que é irrelevante, corresponde a energia livre do sistema na fase isotrépica.

Nessas expansoes fenomenoldgicas, apenas o coeficiente A apresenta dependéncia explicita
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2.4 Conexao com a teoria de Landau-de Gennes 27

na temperatura, da forma A = a(T — T*), sendo T* a espinodal da fase isotrépica, ou
seja, ¢ a temperatura abaixo da qual a solucao isotropica deixa de ser estavel. Notemos
que T* é menor que a temperatura de transicao. Se houver algum outro parametro
termodinamico a ser controlado, como a pressao ou um potencial quimico, o coeficiente
B também podera variar, abrindo a possibilidade de descrever uma eventual fase biaxial.
Com os seis coeficientes, A, B,C,D,E e E', é evidente que véarias topologias podem
aparecer nos diagramas de fases. Nesse sentido os trabalhos (Allender e Longa, 2008) e
(Gramsbergen et al., 1986) sao Gtimas referéncias e apresentam as principais estruturas
possiveis. Pelo fato das andlises serem extensas e requererem muito cuidado algébrico,
faremos uso constante dos resultados desses trabalhos para justificar nossas afirmagoes.

Nosso objetivo agora passa a ser o de realizar uma conexao entre os resultados obtidos
para o modelo MSZ e a teoria de Landau-de Gennes. Em particular, estamos interessados
em identificar os requisitos necessarios para haver uma traniscao de fases de primeira
ordem entre a fase nematica e a fase isotropica.

De inicio reescrevemos a expressao para o funcional energia livre do nosso modelo

(relagao 2.22),

1 1
BJQ ZQ +§;QNH_EIH;G2QW (2-28)

Ja mencionamos que podemos escrever os invariantes 7TrQ™ com n > 4 , em polinémios

de I e I3, (Ver o apéndice A)

1 5 1 1
I = 5122, Iy = 612]3’ Is = 113 + §I§. (2.29)

Apos algum esforgo algébrico, temos

" 3(3.)2 8J B, B(BJ)
IHZQ 2 Quu:1n3+ (23) ]2 + (2 ) ]3_ (28 ) 122_ ( ]213

13.32(3.J)°
5. 212

w
34(BJ)°
5210

B 2. (2.30)

Substituindo essa relagao na equacao 2.28, temos

I3 1/ 38JY\ . 3(8J). 9B , 27(8J)* 17(8J) 5 81(8J) ,
F=——"4(1- I— I I LI;— I 2.
BJ 2< 4 ) 16 BT o562 sz 2T 20430 20 120 °

(2.31)

27



28 2.4 Conexao com a teoria de Landau-de Gennes

Somente o coeficiente do invariante I deve poder se anular com a temperatura, na
forma A = a(t —t*), onde t* = 1/(8*J) = kgT*/J ¢ a temperatura adimensional que
corresponde a espinodal da fase isotrépica. A temperatura t* é obtida fazendo

3 3
1l——=0 —=t"=-. 2.32
4t* 4 ( )
Uma vez que nao ha nenhuma outra variavel termodinamica, consideramos que nas ime-
diatas vizinhangas da transicio B(t) = B(t*), C(t) = C(t*) --- constantes. A conexao
com a teoria de Landau-de Gennes é entao realizada através da seguinte expansao para a

energia livre de Helmholtz,

1 1 1 1 1 1
F=—tln3+-= (1 3) L-tp+tpilnn - Bpy

_ 72
2 At 3 1272 6 540 2 1513' (2.33)

Considerando a parametrizacao dada pela relagao 2.6 temos

_ 387+

P 5

Iy = 25(52 —n?). (2.34)

Pelo fato de estarmos lidando apenas com moléculas uniaxiais, que tentem a alinhar seus
eixos de simetria na mesma direcao, nao ha a possibilidade de descrever uma fase biaxial,

onde ha duas diregoes preferenciais de orientagao. Assim, para n = 0, temos

§?— =+ — (2.35)

3 3
Fe_t3+o(1-2 .
nS+ ( 116

S3 354
4 4t

0.05

Figura 2.4: Perfis da expansao do funcional energia livre do modelo MSZ para temperaturas

superiores, inferiores e igual a temperatura de transicao 7.
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2.4 Conexao com a teoria de Landau-de Gennes 29

Os termos de ordem superior nao precisam ser especificados, uma vez que sendo o
coeficiente do termo S* positivo temos garantida a estabilidade global dessa funcao. Na
figura 2.4 apresentamos o comportamento dessa expansao para temperaturas maior, me-
nor e igual a temperatura de transicao 7;. Uma analise elementar pode mostrar que a
presenga do coeficiente negativo (nao nulo) do invariante I3 é o responsavel pelo compor-
tamento apresentado na figura 2.4, ou seja, pela transi¢ao de fases de primeira ordem (de

Gennes e Prost, 1983; Chandrasekhar, 1992; Chaikin e Lubensky, 1997).

Com as exposicoes desse capitulo - sobre parametro de ordem, teorias estatisticas e
modelo de Maier-Saupe-Zwanzig - mais os estudos apresentados no préximo, formamos o

arcabougo tedrico de nosso trabalho.
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Capitulo 3

Solidos x Liquidos

hY

-

Figura 3.1: Mistura bindria de particulas magnéticas na rede.

Uma das caracteristicas fisicas fundamentais que distinguem solidos de liquidos é a
mobilidade das moléculas. Considerar, ou nao, a mobilidade das particulas em um modelo
estatistico de interesse fisico pode modificar completamente o seu diagrama de fases.
Nesse capitulo apresentamos abordagens apropriadas a sélidos e a liquidos, utilizando

como exemplo uma mistura binaria de particulas magnéticas na rede.
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3.1 Desordem quenched e desordem annealed

Muitos modelos estatisticos de sistemas termodinamicos apresentam comportamento
nada trivial devido a relaxacao simultanea ao equilibrio de diferentes varidveis aleatorias,
porém em escalas de tempo distintas (Mazo, 1963; Brout, 1959). O exemplo mais famoso
na literatura onde isso ocorre sao certamente os vidros de spin. Tais materiais sao mo-
delados através de um conjunto de variaveis dinamicas aleatoérias de spin na rede cuja
interacao é mediada por uma integral de troca desordenada (Castellani e Cavagna, 2005).
A riqueza do diagrama de fases desses sistemas se deve ao fato de que o tempo de re-
laxacao da variavel de interacao de troca é muito maior do que o tempo de relaxacao das
variaveis de spin. Variaveis aleatorias lentas como as de interagao de troca dos vidros de
spin sao ditas congeladas, ou fixas, ou quenched, em inglés (Mézard, Parisi e Virasoro,

1987).

Fica evidente que o real comportamento termodinamico de sistemas desordenados
como os vidros de spin é obtido tratando os conjuntos de variaveis lentas de forma diferente
do conjunto de variaveis rapidas. Muito esforco foi realizado visando compreender como os
calculos estatisticos deveriam ser feitos para contemplar essa diferenca. Por fim, ficou claro
que em sistemas com variaveis aleatérias quenched deve-se considerar uma configuracao
qualquer dessas variaveis, calcular a funcao de particao obtendo uma energia livre - que
também serd uma variavel aleatoéria - e em seguida tomar a média da energia livre com
respeito a distribuicao de probabilidades associada a varidvel aleatéria quenched (Mazo,
1963).

Tomar a média da energia livre com respeito a distribuicao de probabilidades da
variavel lenta implica mediar o logaritmo de uma funcao de particao, tornando-se um
trabalho extremamente arduo. Todo um novo ferramental foi necessario para lidar com o

problema dos vidros de spin, culminando nas belas ideias do método de réplicas (Mézard
et al., 1987).

No outro extremo dos modelos estatisticos desordenados estao os que possuem de-
sordem do tipo annealed, ou recozida. Nesses sistemas as diversas varidveis aleatérias
possuem tempos de relaxagao muito proximos e devem ser tomadas em pé de igualdade

no calculo da funcao de particao. Isso traduz o fato dos diferentes graus de liberdade se
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3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 33

termalizarem ao mesmo tempo.

De fato, sistemas com desordem quenched nao sao sistemas em equilibrio termo-
dinamico! Para um real equilibrio ser alcancado o sistema demandaria intervalos de
tempo da ordem de grandeza da idade do universo. Mas, se tal intervalo de tempo fosse
possivel, ao final do processo de relaxacao a fisica fornecida pela abordagem quenched
deveria ser a mesma da fornecida pela abordagem annealed, correspondendo a um real
equilibrio termodinamico.

Iniimeros modelos estatisticos de sistemas termodinamicos possuem algum grau de
desordem em sua esséncia. Nosso laboratério tedrico, que nos preparara para o ponto
central do presente trabalho, apresentado no préximo capitulo, serd uma mistura binaria
de magnetos na rede. Consideremos a figura de abertura do presente capitulo (figura 3.1),
onde temos uma mistura bindria de particulas do tipo A e do tipo B em uma rede de
N sitios, e todas as particulas possuem um certo momento de dipolo tipo Ising. Nesse
sistema distinguimos dois conjuntos de varidveis aleatérias: as varidveis de spin {o;} e
as variaveis de ocupacao {\;} que identificam o tipo de particula que estd no sitio i.
Devemos ou nao tratar esses dois conjuntos de varidveis em pé de igualdade, ou seja, a
variavel aleatéria de ocupacao é do tipo quenched ou annealed? A resposta vem do tipo
de fisica que pretendemos descrever. Se o interesse residir em estudar sistemas na tradigao
da fisica do estado sélido, obviamente a variavel de ocupacao sera do tipo quenched, ja
que as particulas estao fixas. Por outro lado, se estivermos interessados em investigar
um sistema fluido, isto é, uma espécie de “ferrofluido de Ising”, as varidveis aleatérias de
ocupacao serao do tipo annealed, ja que as particulas podem fluir pela rede. Na préxima
secao apresentamos a maneira correta de lidar com esse modelo em um contexto adequado
a sélidos e também no contexto apropriado a liquidos, evidenciando suas semelhancas e

diferencas.

3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

Consideremos uma rede com N sitios em que cada sitio pode acomodar uma particula
do tipo A ou do tipo B. Todas as particulas dessa mistura possuem um momento de

dipolo tipo Ising, que pode ser positivo ou negativo (figura 3.1). Além das diferentes
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34 3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

afinidades quimicas entre as espécies, traduzidas por energias de interacao diferentes,
a baixas temperaturas os momentos de dipolo das particulas tendem a se alinhar. O
hamiltoniano adequado para descrever essa mistura binaria é dado por
K
H=-> {JAi)\j+§()\i+>\j)+L 0,0, (3.1)
(i.4)

onde a soma ¢ realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos da rede, \; é a variavel
de ocupagao que indica se no sitio ¢ ha uma particula do tipo A (\; = +1) ou uma particula
do tipo B (\; = —1) e 0; = £1 sdo os possiveis valores da variavel de spin da particula
no sitio ¢; as constantes J, K e L definem as energias de interacao entre as espécies. A
figura 3.2 mostra alguns exemplos de emparelhamento das particulas magnéticas com suas
respectivas energias de interagao. Em seguida, a figura 3.3 apresenta os 6 possiveis valores
da energia de interacao de pares. (Notemos que a inversao de ordem dos subindices e dos

superindices nao altera as energias de interacao de pares.)

Figura 3.3: Estados do sistema.

ﬁﬁ t@ wha Ni=XN=+1|oi#0;| (J+K+L)
w* — w

whh=wgg | Ni=A=-1|0=0; | —(J—K+1L)

Figura 3.2: Alguns possiveis em- whp Ni=ANj=—-1|o;#0;| (J-K+1L)
parelhamentos da mistura. whit=wig | N#N=-1|0,=0;| —(-J+1L)
wip NAN  |oitoy | (—T+L)

Esse modelo de Ising geral podera descrever um sistema solido quando a variavel de
ocupagao for do tipo quenched (particulas fixas) ou poderd descrever uma mistura bindria
de ferrofluidos de Ising (particulas méveis). As duas abordagens serao realizadas para a

versao de campo médio tipo Curie-Weiss do hamiltoniano 3.1.

3.2.1 Formulagao quenched

Na versao de campo médio o hamiltoniano acima toma a forma
N 2 N N N 2
J K L
- _ 7 I . B , 9
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3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 35

onde a intensidade das interagoes ¢ muito pequena, mas cada particula interage com todas
as demais.
A fungao canonica de particao desse modelo é dada por
Zpngy =y e PHew, (3.3)

{oi}
sendo que o subindice {\;} revela que para cada realizacao da varidvel desordenada tipo

quenched existe uma funcao de particao diferente para o sistema. Sem especificar nenhuma

configuracao particular, iniciamos nossos célculos definindo os parametros,

N
1 o0 1 100 Cl
m= ;:1 o, — 1= / dmd(m — N % o) —1= / dm/ ’ _x(m_*z oi)

: (3.4)

N
1
=2 No = 1=/ dqéq——ZAaz —>1—/ / oy X,
i=1 - —100
(3.5)
Nas expressoes acima utilizamos a funcao delta de Dirac e sua representacao integral.
Esses dois parametros m e ¢ nos servirao de parametros de ordem: o parametro m indica
a magnetizacao do sistema, enquanto que o parametro ¢ nos dé a diferenca entre as
magnetizacoes das duas espécies.

Fazendo uso das identidades que acabamos de definir, a funcao de particao toma a

forma
A = Z/ almdq/ioo d—mﬁexp —Na:m—NyquxZo‘%—yZ)\-o-
Ol o 27 27 i ’ i e
N
+ %(Jq2+qu+Lm2)}
100 dx dy BN (742 2 ) o
dmd e~ N(@mtya)+55 (J¢° +Kgm+Lm?) 2i(zoityrios) 3.6
/ m q/ 27i 27m i Ze (36)
iio.i} J
>

A expressao 7 contém a soma sobre todas as configuracoes das variaveis de spin e é dada
por

N
T = H § eroityAioi

i=1o;==%1

= H[Q cosh(z + \y)]. (3.7)

i
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36 3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

Temos entao

0 ico —Nxm—Nyq+ Z IH[Q COSh(I’ + )\zy)]
Ziny = / dmdge™> & KamtLm?) / d—xﬂe J

—00 —ioco 211 2
(3.8)
O proéximo passo consiste em considerar a integral complexa na variavel x,
I, = —Nh(® 3.9
/;ioo 27”;6 ’ ( )
sendo h(z) dada por

X

h(x) = —xm + N Z In[2 cosh(x + A\;y)]. (3.10)

i=1
Essa integral, no limite de N — oo, pode ser calculada através do método de ponto
de sela (Mathews e Walker, 1970). Ainda, quando N — oo, uma outra simplifica¢ao
muito importante ocorre com o termo a direita da expressao para h(x): sendo \; uma
variavel aleatéria independente e identicamente distribuida, podemos lancar mao da lei
dos grandes nimeros para escrever (van Hemmen, 1982)

N
_ 1
]\}in;o i Zl In[2 cosh(z + Aiy)] — (In[2 cosh(z + Aiy)]) oy - (3.11)

sendo p()\;) a distribuicdo de probabilidades associada a varidvel de ocupagdo A; que
definiremos em breve.

Entao, no limite de N muito grande a integral I, serd dada por

I ~ (- )N, (3.12)

sendo x, os valores de = que extremizam a func¢ao h(z). Esses valores de z satisfazem a

relagao
dh(x)
dx

=0 — m= (tanh(z, + \y))por,)- (3.13)

A préxima etapa consiste em considerar a integral na variavel vy,

> dy Nh
I, = —=eNhw) 14
Y /—’LOO 27'('7;6 ’ (3 )
com
1
h(y) = —wom — yq + N E In[2 cosh(z, + A\iy)]. (3.15)
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3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 37

Notemos que em h(y) aparece a varidvel x, que é fungao de y (ver relagao 3.13). Mais uma
vez, considerando N muito grande nos valemos da lei dos grandes niimeros e do método

de ponto de sela para calcular I, e obter
I, ~ eNhve) (3.16)

com ¥, dado pela relagao

dh
% =0 — ¢ = (N\itanh(z, + NiYo)) prs)- (3.17)

Finalmente, a funcao de particao toma a forma,

Zoy = | dmdgesn {~5N5,}. (3.18)

em que f,, para N — oo, é o funcional energia livre de Helmholtz por particula dessa

formulacao quenched,

1 mx, + qy, 1
fo= —§(Jq2 + Kqm + Lm2) + Tqy — E(IH[Q cosh(zo + Xi¥o)])p(r)- (3.19)

Notemos que pelo uso da lei dos grandes ntimeros a fungao de partigdo ja nao mais
depende da distribuicao de probabilidades da variavel de ocupacao \;. Esse é um fato
muito importante que nao ocorre nos vidros de spin, onde temos desordem nas ligacoes, ou
seja, a integral de troca também é uma variavel desordenada. Nesse caso nao é possivel
aplicar a lei dos grandes nimeros sendo necessario apelar ao método das réplicas para
para obter a energia livre (Mézard et al., 1987). Os valores de m e ¢ que minimizam esse
funcional energia livre sao os que realizam a ligacao com a termodinamica do sistema.

Tais valores sao obtidos através das relacoes

B 00—z, = 5 (2Lm + Kq) (3.20)
€
a—q—0—>yo— 2(2Jq+Km) (321)

Uma vez que as variaveis x, e y, devem obedecer as relagoes 3.13 e 3.17, podemos
construir as seguintes equagcoes transcendentais para os parametros m e ¢ que extremizam

o funcional f,,

m = <tanh [g(K +2J0)q + §(2L + K)\,»)m} > (3.22)

p(Ai)
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38 3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

q= <)\i tanh [E(K +2J\i)q + §(2L + K/\i)m} > . (3.23)

2
p(Xi)
Vamos a questao da distribuicao de probabilidades da variavel lenta A;. Para uma

deposicao aleatoria de particulas na rede é intuitivo que a probabilidade de um sitio
acomodar uma particula do tipo A seja proporcional ao nimero de particulas A no sis-
tema. Sendo assim uma distribuicao bimodal serd adequada para essa mistura binaria de

particulas magnéticas,
PON) = (A — 1) + (1 = )3\ + 1), (3.24)

em que ¢ é a concentragao de particulas do tipo A no sistema e §(z) é a funcao delta de
Dirac.

Por fim, o funcional energia livre de Helmholtz toma a forma

fo= —%(JqZ—i-Kmq—i-LmQ) + MOT% — % In[2 cosh(z,+y,)] — L-c In[2 cosh(z, —¥,)]-
(3.25)

Os valores que extremizam esse funcional sao dados pelas relagoes

m = ctanh {g(K +2J)q + §(2L + K)m} + (1 — ¢) tanh [g(K —2J)q+ §(2L - K)m}
(3.26)

e

q = ctanh {g(K +2J)q + §(2L + K)m} — (1 = ¢) tanh {g(K —2J)q+ §(2L — K)m} :
(3.27)

Ainda se faz necessaria uma analise da estabilidade das solugoes das duas equagoes de
extremo para identificarmos quais das solugoes correspondem aos minimos de f;. Para

um par de solugoes m* e ¢* as seguintes relagoes devem ser satisfeitas,

anq azfq a2fq an.q 82 fq 2
- . (3.2
53], o[58, o 28, 138 2] -0 o

Das relacoes 3.20 e 3.21, temos

(92fq 1 0z,
om? — LT Gom
0% f, 1 0y,
o — T Ha
0*f, K 10y,
Imde = "2t G (3.29)
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3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 39

Valendo-nos das relagoes 3.13 e 3.17 e da forma para a distribuigao de probabilidades

para a variavel \; obtemos as relagoes

1. [2¢+m+gq] 1. [2(1—¢c)+m—q]
JR W R S | , 3.30
’ 4n_2c—m—q_+4n_2(1—c)—m+q_ (3:30)
e
1. [2 1 1. [2(1- —q|
Yo = —In cetmtyq — Zln l1-c+m—gqg ‘ (3.31)
4" [2c—m—q] 4 |2(1—=¢)—m+q]

Através dessas relagoes podemos verificar quais das solucoes das equagoes transcen-
dentais 3.26 e 3.27 sao realmente minimos.

Todas as propriedades termodinamicas desse modelo sao obtidas através das relagoes
para o funcional energia livre, das equacoes de extremo. Enfatizamos que os diagramas de
fases obtidos para esse modelo correspondem a um sistema “sélido”. Na préxima seccao

derivamos os calculos para uma mistura fluida, e em seguida comparamos alguns casos.

3.2.2 Formulacao annealed

O modelo descrito pelo hamiltoniano da expressao 3.1 também serve para descrever,
de forma esquemadtica, uma mistura binaria de ferrofluidos, considerando a fluidez das
particulas pela rede. Isso significa considerar que as variaveis aleatérias de ocupagao e as
variaveis de spin se termalizam ao mesmo tempo, ou seja, o tempo necessario para uma
particula mudar de sitio ¢ da mesma ordem de grandeza do tempo necessario para haver a
inversao do spin dessa particula. Matematicamente expressamos esse fato tratando esses
dois grupos de variaveis aleatérias ao mesmo tempo no calculo da funcao de particao.
Fica claro que nessa formulagao ha uma tnica funcao de particao, ao invés do que ocorria
no tratamento adequado aos sélidos.

A funcao canonica de particao para a formulacao de campo médio é dada por

Z2=3"3 eFHew, (3.32)

{Ai} {oi}
com Hew dado pela relagao 3.2. Notemos que na primeira soma ha uma restri¢ao indicada
pelo indice primo. Essa restricao se refere ao fato de que, uma vez fixo um dado niimero
de particulas A (B) na rede, nao serd permitida qualquer configuragao das varidveis \;,

mas somente aquelas com tal niimero fixo de particulas A. Esse vinculo pode ser expresso
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40 3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

através das relacoes
N
Ns+ N =N, NA—NB:Z)\izconstante, (3.33)
i=1

sendo N4 (Npg) o nimero de particulas de particulas do tipo A em uma rede de N sitios.
Ja que N e N4 sao dados (fixos), Ng e ), \; também estao fixos.

Calcular somas com restricao nao é um trabalho trivial. Por esse motivo migramos do
ensemble canonico para o grande canonico onde utilizamos um potencial quimico p para
controlar o nimero de particulas (um multiplicador de Lagrange). Ao final esse poten-
cial quimico ¢é eliminado quando tomarmos a concentragao de particulas como variavel

independente. A grande fun¢ao de particao é dada por

N
= - Z eﬁH(NA*NB)Z(NA — Ng)
Ns—Np=—N
2 2
= Zexp BMZ)\—{— (Z)\O’Z> +KZ)\Z-01-ZUJ-—I—L<Z@)
{Ai}{oi} i j i

(3.34)

Uma vez que somamos sobre todos os possiveis valores de nimeros de particulas, po-
demos simplesmente considerar as duas somas sem restricoes, mas com a adicao de um
novo termo. E simples mostrar que, em func¢ao do vinculo entre o nimero de particulas
no sistema, de fato, o potencial quimico p se relaciona com os potenciais quimicos das
particulas do tipo A e do tipo B através da relagao, u = (ua — pp)/2. O procedimento
a partir de agora é o mesmo aplicado na secao anterior, e por isso suprimimos algumas
passagens intermediarias. O primeiro estagio é considerar as defini¢oes 3.4 e 3.5 para as
variaveis m e ¢ que serao nossos parametros de ordem e fazer uso de uma representagao
integral da funcao delta de Dirac que nos possibilita calcular o traco. Feito isso, a funcao

de particao toma a forma

_ Cioo 2T 2m

+ N ln[cosh(Bpu) cosh z cosh y + sinh(Bu) sinh z sinh y]} . (3.35)

[e.o]

Como segunda etapa consideramos a integral na variavel complexa x, que calculamos

através do método do ponto de sela,

I, = / 2—””,61““0) I ~ N (3.36)
e

40



3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 41

com x, dado pela expressao

dh(z) 0 & me tanh x, + tanh(Su) tanh y, ' (3.37)
dx 1 + tanh(Su) tanh x, tanh y,

Em seguida consideramos a integral na variavel y,

I, = /ioo %e]\”ﬂ(y) — I, ~ eNH (o) (3.38)
com ¥, dado pela expressao
dh tanh y, + tanh tanh z,
dy 1 + tanh(fu) tanh z, tanh y,

Finalmente, a grande funcao de particao toma a forma
= N/ dmdqe "N, (3.40)

onde ¢ é o funcional para o grande potencial termodinamico por particula, dado por

Lo + Yoq
B

1
-3 In[cosh(Su) cosh , cosh y, + sinh(Su) sinh x, sinh ,]. (3.41)

1
¢ = —§(Jq2 + Kqm + Lm?*) +

O contato com a termodinamica desse sistema fluido é obtido através dos valores de

m e ¢ que minimizam esse funcional. Tais valores sao dados pelas equagoes

0

a—f:L =0 — xz,= g(Kq + 2Lm) (3.42)
e

99 B

(9_q =0 — y,= 2(2Jq—|—Km). (3.43)

Um vez que as variaveis x, e ¥y, devem obedecer as relagoes 3.37 e 3.39, temos as

seguintes equacoes transcendentais para os parametros de ordem m e g,

tanh [W} + tanh(fu) tanh [W}
m—

o B(Kq+2Lm) B(2Jg+Km)
1 + tanh(fu) tanh [qT] tanh [qT]

(3.44)

4= : B(Kq+2Lm) B(2Jg+Km) ]|’ (3.45)
1 + tanh(fpu) tanh [QT} tanh [QT}

tanh [M} + tanh(fu) tanh [W]
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Os valores de m e ¢ que satisfazem

essas equacoes transcendentais extremizam o fun-

cional ¢. Para determinarmos quais desses valores minimizam ¢ devemos considerar as

relagoes 3.28, sendo imediato escrever

D¢ 0 1 To\ 1 0z,
Po 0 (1 Yo\ _ 1 9y,
¢ 0 1 v\ K 10y,

As derivadas parciais de z, e ¥y, sao

obtidas através das relagoes 3.37 e 3.39. Contudo,

por conveniéncia algébrica, primeiramente definimos as variaveis

X =tanhzy, Y

Temos entao o sistema de equacgoes

X + uY
Y + uX

Derivando primeiramente esse siste

=tanhyy, e wu = tanh(Spu). (3.47)
= m + muXY,
(3.48)
= q + quXY.

ma em m e em seguida em ¢, podemos escrever

1—muY)2E + u(1-mX)ZE = 1 + uXY,
( o ( ) (3.49)
ul—qY)2E + (1-quX)E = o
e
1—muY)Z + u(l-mX)% = 0,
( );)’(q ( );"; (3.50)
ul—qY)5, + (1—quX)5 = 1 + uXY.
Apoés algumas manipulacoes algébricas temos as relacoes
2 1 1— - Y)X — qu?Y X?
ﬂ = —L+ —coshz, u(g ) 7 ,
om? B 1 —u(gX +mY) +u?(—1+mX +qY)
2 1 1 —muY)(1 XY
% = —J+ —coshy, ( muY)(1 + uXV) ,
0q? B 1 —u(gX +mY)+u?(—14+mX +qY)
0? K 1 —u(l—mX)(1 XY
¢ _ _K + —coshy, u(l = mX){1 + uXY) . (3.51)
omoq 2 g I —u(gX +mY) +u?(—=1+mX + ¢Y)

Através dessas relagoes verificamos os valores de m* e ¢* que minimizam o funcional

¢(m, q), realizando o contato com a termodinamica do sistema.
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3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 43

Por fim, resta fazer contato explicito entre as formulacoes quenched e annealed reali-
zando a “volta ao ensemble canonico ”(ver apéndice B). Sem nos preocuparmos com o

rigor matematico, podemos escrever

7~ /dﬂe_BM(NA—NB)E<ﬂ;M)

~ /du/ dmdge™ "N e, (3.52)

sendo f, o funcional energia livre de Helmholtz para a formulacao annealed, que é dado

por

Lo + Yo
B
In[cosh(Su) cosh , cosh y, + sinh(B ) sinh x, sinh y,]. (3.53)

fo=n2c=1) — S(J¢" + Kgm+ Lm?) +

R~ N

Esse funcional deve ser minimizado com respeito as variaveis m, g e pu para fazer

contato com a termodinamica do sistema. A equacao de extremo para u é dada por

h h h
8fa:0 L 9.y tam (Bu) + tanh z, tanh y, '
ol 1 + tanh(Su) tanh x, tanh y,

(3.54)

Dessa equacao isolamos o potencial quimico e o inserimos na expressao para o funcional

fa- Apds algumas manipulagoes matematicas obtemos

fo=fo+ %[clnc + (1 =¢)ln(1 — )], (3.55)

onde f, ¢ o funcional energia livre de Helmholtz obtido na formulacao quenched do modelo
e o termo kg[cln c+(1—c) In(1—c)] é reconhecido como a entropia de mistura. De fato, um
tratamento mais cuidadoso da formulacao quenched explicitaria o termo de entropia de
mistura (Mazo, 1963). Contudo, naquela formulagao esse termo pode ser completamente
ignorado por nao afetar em nada as propriedades do sistema. A tnica maneira de realizar
uma medida de entropia é variando essa grandeza, mas no caso quenched p(\;) é estatica.
Por outro lado, na presente formulacao annealed permitimos que as moléculas se movam
atingindo a configuracao que maximiza a entropia do sistema, e o termo de entropia de
mistura passa a ter papel fundamental no diagrama de fases dos modelos, o que exige
um analise mais cuidadosa das convexidades das fungoes. O caminho mais seguro a ser

tracado na obtencao das propriedades termodinamicas da formulacao annealed é realizar
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44 3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

todas as andlises no ensemble grande canonico, em termos dos campos termodinamicos
temperatura e potencial quimico, e em seguida traduzir esses resultados em linguagem da

concentragao de particulas, que é uma densidade termodinamica (Griffiths, 1974).

3.2.3 Alguns diagramas de fases

Nessa secao apresentamos alguns casos particulares para as escolhas dos parametros
que definem as energias de interacao entre as particulas. Como nos interessamos princi-
palmente pelos fluidos complexos, enfatizamos os resultados para a formulagao annealed
da mistura binaria de magnetos, o ferrofluido de Ising.

No modelo definido pelo hamiltoniano 3.1 temos muitos parametros para levar em
conta. Entao, por comodidade, optamos por realizar a seguinte parametrizacao das cons-

tantes que definem as energias de interacao,
K=2aJ e L=alJ, (3.56)

com 0 < o < 1. Tal escolha é feita porque os limites &« = 0 e a« = 1 correspondem a casos

bem conhecidos na literatura.

e Casoa =0

Com a escolha a = 0 o hamiltoniano do modelo é dado por

H =—J )\iai)\jaj- (357)
(i.4)

Esse modelo é adequado para descrever uma mistura binaria de magnetos com interagoes

simétricas, ou seja,

WAA = WBB = —WAB. (3.58)

Dessa forma temos somente dois niveis de energia; como particulas do tipo A interagem
da mesma forma que particulas do tipo B, recuperamos o modelo de Ising usual. Para
a escolha o = 0 nossos calculos de campo médio garantem os mesmos resultados para a
formulagao quenched e annealed, apresentando uma transicao de fases continua entre as

fases ferromagnética e paramagnética.
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3.2 Mistura binaria de magnetos na rede 45
e Casoa =1
Nesse outro extremo o hamiltoniano do modelo toma a forma
H=—J> (Ai+1)}+1)oio;. (3.59)

(4,9

Note que esse modelo corresponde a um modelo de Ising diluido. No contexto das misturas

binarias, a escolha o = 1 corresponde a descrever um sistema onde as particulas B sao

completamente inertes. As energias de interacao sao dadas por

Wwaa = —4J, WBB =— WaAB = 0. (360)

A formulacao de particulas fixas (quenched) desse modelo, com uma distribui¢ao du-

plo delta, fornece apenas uma transicao de fases de segunda ordem entre as fases ferro-

magnética e paramagnética, dada pela linha ¢ = ¢, em um diagrama ¢ X ¢, sendo t a

temperatura, em unidades de J, e ¢ a concentracao de particulas A .

Diluted Ising model - Mean field
Annealed

0.5 " [= First-order transition ‘
— Second-order transition
P(C
T PARA .
0.25- 7 .
7 FERRO
L’
’
’
’
’
’
e ‘ ! ‘
005 0.25 0
M/

Figura 3.4: (a = 1) Diagrama de fases da tem-
peratura pelo potencial quimico, em unidades de
J. A linha tracejada indica uma transicdo de
fases de primeira ordem (descontinua) e a linha
continua uma transicdo de fases de segunda or-

dem (continua).

Diluted Ising model - Mean field
Concentration - Annealed

1 ‘ T T \
0.75F 8
/3 | PARA
0.5 FERRO T
0.25- e S
0 i i i
0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 3.5: (o = 1) Diagrama de fases da tem-
peratura pela concentracao de particulas A. A
regiao hachurada indica coexisténcia das fases fer-

romagnética e paramagnética.

Por outro lado, a formulacao adequada aos liquidos (annealed) apresenta um diagrama

de fases muito mais rico. Tal diagrama de fases em termos dos campos termodinamicos

temperatura e potencial quimico é apresentado na figura 3.4. Observamos que ha uma
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46 3.2 Mistura binaria de magnetos na rede

transicao de fases de segunda ordem, dada pela linha continua e também uma de primeira
ordem indicada pela linha tracejada. Essas duas linhas se encontram num ponto tricritico.
De um ponto de vista experimental, o diagrama de fases da temperatura pela concentragao
de particulas A apresentado na figura 3.5 é mais interessante. Nesse caso a transicao de
fases de primeira ordem é representada pela regiao de coexisténcia contida entre as linhas
tracejadas.

Os resultados acima sdo bem conhecidos na literatura (Wortis, 1974).

e Caso a=1/2
Esse modelo simples e bastante artificial para uma mistura binaria de magnetos pode
dar origem a diagramas de fases muito ricos. Basta permitir interagoes mais assimétricas

entre as diferentes espécies, que é o que fazemos com a escolha aw = 1/2. Nesse caso

5J 1

wAA:—j, wBB:wAB:_i- (361)

Os resultados para essa escolha intermediaria de o sao apresentados apenas na for-
mulacao adequada para fluidos (ferrofluidos). Na figura 3.6 temos o diagrama de fases em
termos da temperatura contra o potencial quimico (em unidades de J). A linha continua
indica uma transicao de fases de segunda ordem entre um estado ordenado e um estado
desordenado (m = ¢ = 0). Abaixo dessa linha existem dois tipos de estados ordenados,
um com m > 0, sendo rico em particulas do tipo A, e outro com m < 0, rico em particulas
B. Parat < t.,, essas duas fases sao separadas por uma linha de coexisténcia que termina
em um ponto critico C, (tcp é a temperatura em que esse ponto critico ocorre). Acima de
C, a passagem do estado ordenado rico em particulas A para o estado ordenado rico em
particulas B se da continuamente. Também apresentamos o diagrama de fases da tem-
peratura contra a concentracao de particulas A, dado pela figura 3.7. Nesse diagrama,
na regiao hachurada com as linhas de correspondéncia (tie lines), ocorre coexisténcia de

fases.

Nesse contexto de modelos para misturas binarias de magnetos que podem ser mape-

ados através de nossa formulagao, destacamos os 6timos trabalhos de (Ausloos, Clippe,
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1.5 ‘ \

— Second-order
— - First-order
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Figura 3.6: Diagrama de fases em termos da
temperatura contra o potencial quimico para o =
1/2 . A linha continua indica uma transicao de fa-
ses de segunda ordem e a tracejada uma transicao
de fases de primeira ordem, que termina num

ponto critico Cp.
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Figura 3.7: Diagrama de fases mais apropriado
do ponto de vista experimental (temperatura con-

tra a concentragio de particulas A).

Kowalski, Pekalska e Pekalski, 1983) e (Inawashiro, Frankel e Thompson, 1981), para um

gas de rede magnético, ou seja, um sistema com grande mobilidade das particulas. Basta

ajustar as constantes J, K e L para termos a correspondéncia imediata.
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Capitulo 4

Mistura binaria de discos e cilindros

%

O-mMxu—0

Figura 4.1: Fase nemdtica uniaxial calamitica (esquerda); fase nemética uniaxial discética (cen-
tro). A mistura dessas duas espécies pode apresentar uma fase nemédtica biaxial dependendo

das energias de interacao e de sua mobilidade.

Ha cerca de quarenta anos M. J. Freiser percebeu que desvios da simetria uniaxial nas
moléculas liquido-cristalinas poderiam dar origem a uma fase nematica biaxial. Desde
entao, um grande esforco tedrico e experimental vem sendo realizado visando as recompen-
sas prometidas pelas caracteristicas peculiares dessa fase. Espera-se que a fase nematica
biaxial possa estar presente em compostos formados por elementos intrinsecamente bi-
axiais ou em misturas de objetos uniaxiais. Neste capitulo apresentamos um modelo
estatistico para uma mistura binaria de discos e cilindros que pode apresentar uma fase

nemadtica biaxial.
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4.1 Em busca da fase nematica biaxial

A maior parte das moléculas, ou agregados moleculares, que pode dar origem a uma
fase nematica em termotropicos é basicamente uniaxial, necessitando apenas de um vetor
para se orientar no espaco (Chandrasekhar, 1992). Contudo, quando nos aproximamos
desses mesogenos, notamos que eles sempre apresentam algum desvio dessa simetria uni-
axial devendo, por exemplo, ser melhor representados por elementos geométricos biaxiais
como paralelepipedos (Luckhurst, 2004, 2001). Essa consideragao abre possibilidade para
a existéncia de uma fase com dois eixos privilegiados de orientagao, a fase biaxial. Na
perspectiva das aplicagoes, a existéncia de materiais liquido-cristalinos que apresentam
fases biaxiais garante um significativo avanco tecnolégico; por exemplo, é muito mais
rapido mudar a dire¢ao do eixo de simetria menor do que a direcao do eixo de simetria
maior de uma molécula intrinsecamente biaxial, diminuindo assim o tempo de resposta

de um display (Luckhurst, 2001).

Partindo de elementos intrinsecamente biaxiais, espera-se que essa simetria se mani-
feste em escala macroscopica. Porém, apesar de intuitivo, essa observacao se mostrou um
dos maiores desafios da area de fluidos complexos. Em grande parte dos experimentos a
orientagao do eixo maior das moléculas biaxiais é obtida com certa facilidade, mas antes
de estabelecer a orientacao de seus eixos menores o sistema congela ou ocorre uma outra
transicao de fase nao desejada (Luckhurst, 2001). Com tamanha dificuldade, somente
apos cerca de trinta anos de sua proposta é que a fase nematica biaxial foi detetada em
um cristal liquido termotrépico. Nos cristais liquidos liotrépicos, em geral formados por
agrupamentos moleculares mais complexos (micelas), em que os mecanismos sdo mais
complicados, a fase nematica biaxial foi encontrada em 1980 no celebrado trabalho de

(Yu e Saupe, 1980).

Um dos maiores desafios enfrentados pelos experimentalistas durante esses tultimos
trinta anos foi encontrar uma técnica que evitasse qualquer ambiguidade na identificagao
da fase biaxial. As técnicas dépticas classicas para a caracterizacao de fases em cristais
liquidos se mostraram bastante limitadas no contexto da fase biaxial e deram origem a
vérios trabalhos com resultados que mais tarde foram contestados (Luckhurst, 2004). Fi-

nalmente, através de espectroscopia NMR (Madsen et al., 2004), observou-se de fato a
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4.1 Em busca da fase nemadatica biaxial 51

furtiva fase biaxial para um composto cujos meségenos tém forma de banana ou bume-
rangue e uma biaxialidade intrinseca acentuada (figura 4.2). Mais recentemente a fase
nematica biaxial também foi observada em um material cujos meségenos possuem forma

de paralelepipedos (Pol, Petukhov, Thies-Weesie, Byelov e Vroege, 2009).

Figura 4.2: a) Fase nemética calamitica (cilindros); b) Fase nemadtica discética (discos); c¢) Fase
biaxial (mistura de discos e cilindros); d) Fase biaxial (barras). Molécula biaxial na forma de

banana ou bumerangue; e) Fase biaxial (bananas) Figura retirada de (Madsen et. al., 2004).

A rota alternativa na procura dos nematicos biaxiais consiste em considerar mistu-
ras de elementos intrinsecamente uniaxiais (Alben, 1973). Nessa abordagem também ha
grande atividade e debate sobre as dificuldades e reais observacoes dessa fase. Os mecanis-
mos microscépicos que levariam a existéncia de fases nematicas termotropicas biaxiais em
misturas sao bem aceitos; por exemplo, uma mistura de moléculas uniaxiais na forma de
discos e cilindros que localmente favorega a orientagao perpendicular dos eixos de simetria
desses meségenos deve dar origem a tal fase (Palffy-Muhoray e de Bruyn, 1985; Cuetos
et al., 2008; Henriques e Henriques, 1997) (figura 4.2). Até o momento nao conhecemos
resultados experimentais que de fato indiquem a fase nemadtica biaxial em misturas de
elementos uniaxiais. Contudo, recentemente surgiram alguns trabalhos relatando com-
pleta miscibilidade dos elementos dessas misturas, o que pode indicar um primeiro passo
na diregao dos nematicos biaxiais (Apreutesei e Mehl, 2006).

Além do grande esforco experimental também existem varios trabalhos analiticos e
computacionais que buscam compreender os mecanismos que levam ao ordenamento bi-
axial. As investigagoes tedricas se baseiam principalmente na teoria de volume excluido

de Onsager e na teoria fenomenolégica de Maier e Saupe. Nosso interesse reside na te-
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52 4.2 Um modelo estatistico para uma mistura de discos e cilindros

oria de Maier e Saupe aplicada as misturas de elementos uniaxiais. Para uma discussao
mais completa sobre as abordagens computacionais e teorias de moléculas intrinsecamente
biaxiais sugerimos as referéncias (Tschierske e Photinos, 2010) e (Berardi et al., 2008).
Nesse capitulo apresentamos uma versao generalizada do modelo de Maier-Saupe-
Zwanzig introduzido no capitulo 2, que ¢é apropriada ao estudo de misturas binéarias de
nematogenos com forma de disco ou de cilindro. Nosso interesse nesses sistemas se deve
principalmente as referéncias (Henriques e Henriques, 1997) e (Palffy-Muhoray e de Bruyn,
1985; Sharma et al., 1985). O trabalho de Henriques e Henriques analisa um modelo es-
tatistico desordenado, baseado na teoria de Maier-Saupe para uma solugao polidispersa
de moléculas nemaéticas. A polidispersividade nesse caso é representada através de uma
variavel desordenada de forma, com um tempo de relaxagao muito grande. O diagrama
de fases obtido por Henriques e Henriques apresenta uma fase nematica biaxial estavel
para diversas distribuigdes das varidveis de desordem (distribuigao gaussiana ou bimodal
de formas, por exemplo). Por outro lado, o trabalho de Palffy-Muhoray apresenta uma
teoria para uma mistura de discos e cilindros, formas ja previamente definidas, que produz
um diagrama de fases desprovido de uma fase nematica biaxial, ou seja, nesse diagrama
nao existe uma fase nemédtica biaxial termodinamicamente estavel). Os mesmos autores
(Sharma et al., 1985), pouco depois, afirmam que a mesma teoria pode produzir a elusiva
fase biaxial quando uma condi¢ao de “média geométrica”das interagoes moleculares (con-
siderada no trabalho anterior) nao é obedecida. Pretendemos contribuir para esclarecer

essas questoes.

4.2 Um modelo estatistico para uma mistura de discos e cilin-

dros

Nessa se¢ao consideramos um modelo estatistico para uma mistura binaria de discos e
cilindros. Nossa abordagem ¢ feita em linguagem moderna de fisica estatistica, de acordo
com a referéncia (Henriques e Henriques, 1997) (H-H). Consideramos um conjunto de
“variaveis de forma” que indica a presenca de um disco ou um cilindro em um dado sitio
da rede. Além disso consideramos um conjunto de “varidveis de orientagao”, de acordo

com as aplicagoes usuais da teoria de Maier e Saupe. No trabalho de H-H as variaveis
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de forma sao fixas, congeladas, e sujeitas a dois tipos de distribuicao de probabilidades.
E claro que nos podemos reproduzir todos os resultados obtidos por H-H, inclusive mos-
trando a existéncia de uma fase nemética biaxial (que continua presente no caso mais
simples de uma distribuigao bindria de forma). No nosso modelo de misturas bindrias
podemos também tratar o caso de uma distribuicao de formas movel ou termalizada.
No caso termalizado - com o mesmo acoplamento orientacional - podemos realizar uma
analise termodinamica cuidadosa a fim de mostrar que a fase nematica biaxial é instavel,
de acordo com Palffy-Muhoray. Nesse sentido, nosso modelo concilia os resultados de
H-H e de Palffy-Muhoray - dependendo do nivel de tratamento das varidveis de forma,
podemos estabilizar essa fase nematica biaxial.

Passemos a definicao do modelo. Consideremos uma rede com N sitios em que cada
sitio pode acomodar uma molécula na forma de disco ou de cilindro. Devido ao seu carater
uniaxial essas moléculas podem ser associadas a elementos de uma matriz de orientagao
da forma

1

S;'w/ = 5(3“’57%” - 5#1/)7 (41)

em que nf é a componente u = x,y, 2z do vetor unitdrio soliddrio ao eixo de simetria da

(2
particula i. Na linha do trabalho de H-H fazemos a escolha de Zwanzig para as possiveis
orientagoes das particulas: 7; = £(0,0,1),+(0,1,0),£(1,0,0).

No contexto mais geral para uma mistura binaria, consideramos que elementos de na-
tureza diferente possuem afinidades diferentes, ou seja, que, independente das orientacoes
relativas, a interacao entre dois discos é diferente da interacao entre dois cilindros e di-
ferente da interacao entre um disco e um cilindro. Essa caracteristica é contemplada
por um modelo que incorpora diferentes energias para a interacao de diferentes espécies:
Wyg 7 Wee 7 Weq, onde, por exemplo, w.y é a energia de interagdo entre um cilindro (c¢) e
um disco (d). Resta ainda considerar os graus de liberdade orientacionais. Devemos incluir
no modelo a interacao quadrupolar efetiva caracteristica de um modelo baseado na teoria

de Maier e Saupe. Finalmente, o hamiltoniano que contempla todas essas caracteristicas

¢ dado por
K D
H=— E {JAiAj + E(Ai + M)+ L} E Sy Sy, (4.2)

(Zz.]) W V=2,Y,2

sendo a primeira soma realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos mais proximos
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54 4.2 Um modelo estatistico para uma mistura de discos e cilindros

na rede. As constantes J, K, L definem as escalas de energia do sistema e os graus de
liberdade \; dizem se no sitio i hd um cilindro/bastao (A; = +1) ou um disco (\; = —1).

Com a escolha de Zwanzig, o termo que envolve os graus de liberdade orientacionais
(32, 5S¢ SY) éigual a 3/2 quando os dois elementos interagentes apresentam eixos de si-
metria paralelos ou igual —3/4 quando os dois eixos de simetria estiverem perpendiculares.

Na tabela 4.4 temos as possiveis energias de interacao de nosso modelo.

Figura 4.4: Energias de interacao.

whe | X=X =+1 | @ || 7 | —3(J+K+1L)

ll oS 3
Wweg | A=A =1 ;|7 | —5(J-K+L
Figura 4.3: A fim de reprodu- dd | °* J i Il 75 a )

Lol i=N=-1|aLd; | 3(J-K+L
zir um ordenamento nematico bi- Ydd | A J i Lt | +1)

I , o 2o 7 _3(_
axial localmente, deve-se favore- Weq | Ai 7 Aj = —1 | i || 71 5(=J+ L)

cer a orientagao perpendicular en- wia Ai FAj=—1 |7 L %(—J + L)

tre discos e cilindros.

Como no caso da mistura bindria de magnetos na rede, o modelo para a mistura
bindria de nematdégenos possui dois conjuntos de graus de liberdade: {S!}, conjunto
de graus de liberdade orientacionais, e {);}, o conjunto de graus de liberdade de forma.
Novamente a questao a ser levantada ¢é se esses dois conjuntos podem ser considerados
em pé de igualdade, ou seja, qual a relagao entre os tempos de relaxacao das variaveis
desordenadas \; e S;7 Com uma abordagem focada no papel dos tempos de relaxacao
dessas variaveis, mostramos que a mobilidade dos mesdégenos pode mudar completamente
o diagrama de fases desse modelo.

A fim de possibilitar a formacao de um ordenamento biaxial, nosso modelo deve lo-
calmente favorecer a orientacao perpendicular entre os eixos de simetria dos discos e dos
cilindros (Figuras 4.2c e 4.3). A maneira mais simples de permitir esse arranjo é es-
colhendo K = L = 0, que garante a atracao entre um disco e um cilindro orientados
perpendicularmente (wg. = —(3J)/4). Essa escolha corresponde a uma mistura bindria

com energias de interagao simétricas, isto é, a interacao entre dois discos ¢ idéntica a
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interagao entre dois cilindros. O hamiltoniano com essa escolha toma a forma

H=—T> XN Y Strs (4.3)

(4,9) wv=x,y,2

Esse hamiltoniano foi utilizado no trabalho de Henriques e Henriques. Com a escolha
de Zwanzig, vamos denominé-lo “modelo de Henriques e Henriques” (H-H). O trabalho
de H-H apresenta um diagrama de fases com uma fase biaxial estavel quando a varidvel
desordenada A; é do tipo quenched. No presente contexto isso corresponde a considerar
que as particulas estao fixas. Contudo, uma das caracteristicas fundamentais da mesofase
liquido-cristalina é a fluidez dos liquidos. Torna-se entao apropriado considerar também
um conjunto de varidveis aleatérias {\;} do tipo annealed.

Nas préximas secoes apresentamos os calculos para a versao de Curie-Weiss do modelo
H-H considerando primeiramente as variaveis desordenadas de forma como sendo do tipo
quenched e em seguida como sendo do tipo annealed. Os diagramas de fases sao obtidos nos
dois casos. Também mostramos as diferencas nos diagramas de fases por meio de uma
conexao com a teoria fenomenolégica de Landau-de Gennes, indicando a caracteristica
bésica que permite uma fase nematica biaxial no caso quenched, mas que proibe essa
ocorréncia no caso annealed. Fazendo contato com a parametrizacao utilizada no capitulo
3, K = 2L = 2aJ, o modelo de H-H corresponde a escolha o = 0 (mistura bindria com
interagoes simétricas). No final apresentamos o caso o« = 1, que corresponde a um modelo
de Maier-Saupe-Zwanzig diluido em que as varidveis de ocupagcao do tipo annealed seriam
mais adequadas para representar a fluidez das moléculas na fase liquido-cristalina. Essa
escolha abre a possibilidade de encontrar um comportamento efetivo do tipo tricritico na
transicdo nemadtica (Gramsbergen et al., 1986).

Os célculos da versao completa do modelo definido através do hamiltoniano (4.2) foram
realizados seguindo os passos apresentados no capitulo anterior para a mistura binaria de
magnetos na rede. Evitamos registrar as expressoes mais longas visando maior fluidez

para a leitura desse trabalho.

4.2.1 Versao quenched do modelo de Henriques e Henriques

Consideremos uma mistura bindria de elementos uniaxiais na forma de discos e ci-

lindros com interagoes simétricas, ou seja, wWe = wWgg = —W.q. Esse sistema pode ser
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investigado através do hamiltoniano (4.2) fazendo K = L = 0 (o = 0). Considerando o
formalismo apropriado a sélidos, onde as moléculas estao fixas, a posicao das particulas
estd associada a uma distribuicao de probabilidade p()\;) que ndo muda com o tempo. Na
versao de campo médio, para uma dada configuracao dos graus de liberdade de ocupacao

{A\i}, a fungao canonica de particao é dada por

Z{A}—Zexp{ > A)\S’”SW} S exp _Z<ZA5W>

{7i;} 1<i<j<N p,v=z,y,2z {7} 8% =1

(4.4)

A expressao acima ¢é vélida no limite N — oo. Estamos permitindo que cada molécula
interaja da mesma forma com todas as demais /N — 1 moléculas do sistema, mas com uma
intensidade muito pequena (J/2N).

Para fatorizar a soma no argumento da exponencial utilizamos identidades gaussianas,

2 Feo dx 2
eaﬂu — | 6*-'EMU+2CE#V$,U,V’ (45)

—o0 ﬁ

onde identificamos a’, com [BJ(3; \iS¥)?]/(2N). Entao a fungdo de partigio toma a

forma

Zpgy = Z[ H /Zdj’%’] exp{—foijQ\/%ZxMVZAiSfV}.(4.6)

{n;} Lwv=zy,z

Consideremos a mudanca de variaveis

BJ

2
aN"

= BJ Q- (4.7)

Entao temos

20 = I 5] {27 S | oo 5 0u o asr |

{”z

J/

;
(4.8)

A expressao para 7 contém a soma sobre todas as possiveis orientacoes das moléculas,
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e é dada por

N ]
T = ]]D exp ,BJZQMVAiSf”]

=1 7, L v

= H Z exp | BJ\; Z QMV%(3n5n? - 5#!/)]
oy o

H BJA SBJA
— e Z QHH g L ZM v Qﬁ“’nz nz

i (£1,0,0)
(0,21,0)
(0,0,41)
N BJA 35])\
= | | ¢~ 2o Quu E 5 Quu (4.9)
=1 H=2,Y,2

Vale enfatizar que ja estamos lidando com o referencial que diagonaliza a matriz S. Dessa
forma somente os termos da diagonal principal da varidvel tensorial Q é que nao serao
nulos. Novamente é imediato identificar a varidvel Q com o parametro de ordem tensorial

do sistema,

N
1
w= <N ) Ai85“>, (4.10)
=1

onde (- - - ) designa a média térmica. Cada uma das trés componentes da diagonal principal
desse parametro de ordem tensorial pode ser interpretada como a diferenca entre o niimero
de cilindros e de discos com eixos de simetria solidarios a direcao p (= x,y, 2).

Temos entao

o = [ Vo]
v ¥ T

N
+ Z In (26_ B 2 Quu Z 3 Qw) ]

i=1 o
~ e PINJa, (4.11)

BJNZQ

No limite N — oo a integral nas varidveis ), pode ser calculada pelo método de Laplace
com f,; sendo o funcional energia livre de Helmholtz para uma configuracao qualquer das
particulas.

As varidveis aleatérias \; sao independentes e identicamente distribuidas, o que per-

mite, no limite N — oo, utilizar a lei dos grandes ntimeros. Entao

,8.]>\ S,BJA ,BJA S,BJ)\
Z Qup LQup Z Qup LQup
A}l_Igo g In [2e™ E e 2 ] — <ln [26 E ]> .
(i)

I

(4.12)
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Finalmente, o funcional energia livre de Helmholtz é dado por

/\i 38JX
nz%ixm+ﬂ32pw—%<mFZ}@Q4> SENCRE)
u Iz K p(A:)

Esse funcional energia livre realiza a conexao com a termodinamica do sistema através

das varidveis @),, que sdo solugoes das equagbes 0f,/0Q,, = 0, Vv = z,y,z. Entao,

temos

Of,
OQuy

0, — ) 3< he” 2 >
vv - 2 2 .
P(Ai)

by
Sew (0u)
n

Essas trés equagoes de extremo imediatamente satisfazem a imposicao de trago nulo refe-

= 0 (4.14)

rente ao parametro de ordem tensorial da fase nematica.

No processo de “resfriamento abrupto” (quenching) nao temos acesso a posicao das
particulas e pode ser que haja um arranjo que possibilite o aparecimento de uma fase
biaxial. Para contemplar essa possibilidade utilizamos a parametrizacao mais geral para

o parametro de ordem tensorial da fase liquido-cristalina,

_(S;FTI) 0 0
- (S—n)
Q= 0 T I (4.15)
0 0 S

Devemos lembrar que o parametro S descreve o ordenamento nematico uniaxial enquanto
que o parametro 7 esta ligado a um ordenamento nemético biaxial.

Em termos das varidveis S e 1 o funcional energia livre f, ¢ dado por

fo= %(352 +n%) — 1 <ln [4ewfiscosh (35{1>\m) + 26355%5} > ) (4.16)
p(Ai)

BJ
e as equacoes de extremo sao
38JX;
<)\1> 3 )\ie 5 S
S=- = 4.17
2 * 2\ 26~ cosh (—3’8‘?‘“7) + ¢S pO) ( )
e
_BRig 38N
)= 3\;e” "4 °sinh (T") (4.18)
3872, ] 387X, . .
2= %S cosh (_35{1/\m) s o)
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Considerando uma distribuicao aleatdria das particulas na rede é justo que a proba-
bilidade de um sitio acomodar um cilindro deve ser proporcional ao ntimero de cilindros.
Assim, a distribuicao duplo delta é adequada para nossa mistura binaria de moléculas na

forma de disco e cilindros,
p(Ai) =co(Ni — 1)+ (1 —c)d(N\ + 1), (4.19)

onde ¢ é a concentragao de cilindros.
Facamos uma pequena pausa para enfatizar algumas diferencas com formulagao origi-

nal de Henriques e Henriques. A distribuicao bimodal utilizada por H-H tem a forma
1 1

Nesse caso, a variavel de forma também assume dois valores, \; = A\ &+ g, indicando a
presenca de duas espécies no sistema, com concentragoes fixas e iguais, ¢ = 1/2. Para
H-H, as duas espécies se diferenciam pela dispersao da distribuigao (o), enquanto o valor
médio das variaveis de forma corresponde a )\g. Toda a andlise é entao feita em termos
do quociente d x A\g/0g. Em nosso caso, o valor médio da variavel de forma e a dispersao
de sua distribuicao sao dados,\y = 0 e 0y = 1, mas a concentracao dos componentes da
mistura binaria varia. Uma analise que comtemplasse os dois enfoques deveria envolver
tanto a concentragao quanto o quociente d.
Voltemos aos nossos calculos realizando a média

1 1 38J 38J
fo= 4_1(352 + 772) — E{cln [26_25 cosh (?)éTJn) + egs} + (4.21)

(1—-¢)ln {Qe?)i]scosh (?)éTJn) + 6_3’;]5:| +1n 2} :

2c—1 3 ceSBTJS (1-c o825
=3 2 BT g 357 Tig o g 357 —rg ( (4.22)
2e” 74 cosh(47])—|—ez Qe 1 COSh(477)+e 2
© 38J 387
3ce” & %sinh (%37 3(1— c)e s *sinh (*7n) (4.23)
77 - . .
2¢~°%5 cosh (%—Jﬁ) 175 2¢%75 cosh (?’?TJU) 4+ S
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Solugdes possiveis

e Fuase 1sotropica
Na fase isotropica nao ha ordenamento preferencial dos elementos uniaxiais. Entao S =
n = 0, que sempre é solucao das equagoes de consisténcia. A energia livre dessa fase é
dada por

1
f1°0 = 57 6. (4.24)

e Fase nemdtica uniazxial

Um ordenamento nematico uniaxial apresenta S # 0 e n = 0. Nesse caso

1
foNt — 28" - 57 1em2eT T T4 (L2 T T (425)
€
g2y ? e’ (L—cje= s (4.26)
N 2 2 | 2775 1% 2T 45 '

Ressaltamos que, pela simetria quadrupolar do parametro de ordem, a transicao entre
a fase isotropica e a fase nematica uniaxial é de primeira ordem. A linha de transicao

serd obtida comparando a magnitude das energias livres.

e Fase nemdtica biazial
Em uma eventual fase biaxial, tanto .S quanto 7 sao diferentes de zero e devemos considerar
todas as relagoes (4.21), (4.22) e (4.23).

e Fase com S=0en+#0

Das relagoes (4.22) e (4.23) é imediato observar que essa fase nao podera ocorrer.

Diagrama de fases

Por argumentos de simetria a transicao entre as fases nematica uniaxial e biaxial é
de segunda ordem (de Gennes e Prost, 1983; Chaikin e Lubensky, 1997). Esse fato fica

evidente através de uma conexao com a teoria de Landau-de Gennes. De fato, nesse caso
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podemos escrever uma expansao para o funcional energia livre em termos de poténcias
pares do parametro 7, implicando um comportamento critico para a transicao UNI-BI.
Esse comportamento critico permite obter a linha critica por meio de uma expansao para
n — 0 da equagao (4.23), resultando em

2 + cosh (222) + (1 — 2¢) sinh (225) 4
5+ 4 cosh (£ 93.J

r — 0, (4.27)

onde S é a varidvel que satisfaz a relagdo (4.26) para uma dada temperatura e concen-
tragdo. Resta ainda investigar a estabilidade das solugoes das equagoes (4.22) e (4.23).
Estamos interessados nas solugoes das equagoes de extremo que minimizam o funcional

energia livre f;. Dessa forma devemos ter as relacoes

0%f, 0%f, 0%f, 9 f, °f, 1
{aSZLW ! {8772 LW w0 laSQLW {W L*m* B [asan]s*m* >0 (428)

sendo S* e n* solugdes das equagoes de extremo (4.22) e (4.23).

No que concerne a transicao de primeira ordem entre as fases isotrépica e nematica
uniaxial, a linha de transicao é obtida comparando as energias livres das diversas solugoes
das equacgoes de autoconsisténcia para uma dada temperatura e concentragao.

Por meio de métodos numéricos fomos capazes de realizar o estudo de todos os aspectos
mencionados no paragrafo anterior e obter o diagrama de fases apresentado na figura 4.5,
em que ¢ é a concentragao de moléculas prolatas (cilindros) e T' = 1/8J é uma temperatura
adimensional. Nesse diagrama a linha continua indica a transicao de fases de primeira
ordem entre a fase isotropica (ISOTROPIC), de altas temperaturas, e as fases nematicas
uniaxiais, uma delas rica em moléculas na forma de cilindros (V,) e outra rica em discos
(Ng). As linhas tracejadas, que sdo obtidas através da relagao (4.27), indicam a linha de
transicao de fases de segunda ordem entre as fases nematicas uniaxiais e a fase nematica
biaxial (BIAXIAL). Nesse diagrama obviamente o ponto mais interessante é o ponto de
Landau onde ha o encontro das duas linhas das transi¢oes continuas com a linha de
transicao descontinua. Esse é o tinico ponto onde temos uma transicao direta da fase

isotropica para a fase biaxial.
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T T T T
0.8F ISOTROPIC .
n
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Figura 4.5: Diagrama para a formulacao quenched do modelo H-H. O ponto de juncao das duas

linhas tracejadas com a linha continua é denominado ponto de Landau.

Conexao com a expansao de Landau-de Gennes

Considerando as ideias do capitulo inicial, realizamos a conexao entre o nosso modelo
estatistico na formulagao adequada a sélidos com a expansao fenomenoldgica de Landau-
de Gennes (Allender e Longa, 2008).

Consideremos a expressao (4.13). Inicialmente definimos os invariantes rotacionais do

parametro tensorial Q,

L=) Qu=0, L=> @, L=) Q, - (4.29)
Iz B B

A conexao com a teoria fenomenolégica de Landau-de Gennes é possivel se o sistema
estiver nas imediatas vizinhangas do ponto de Landau, justificando uma expansao do
funcional f;, em poténcias do parametro de ordem tensorial Q. Seguindo os mesmos

passos da secao 2.4, apds alguma algebra, temos

1 1 1 /38JM)\° 1] 1 /38JN)°
- 1 — I — — I
Ja 5J“6+<2< 3@]( 5 )) 2 5J[2-32< 2 ) 3
1 /38Jx\" 1 38N\ ° 1 38JM\°
I I I
* 23-32< 2 ) 4+23-32.5( 2 ) Tz s\ 2 0

1 A0\ 1 PN 1 A\ °

23 .32 2 ©23.34 2 3 92.33 2

1 /38JM)\° 1 /38J0)\°
— 24_33< 5 ) 1214+23_34< 5 ) L : (4.30)
p(Ai)

Enfatizamos que a expressao acima foi obtida através da relagao (4.13), que vale
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4.2 Um modelo estatistico para uma mistura de discos e cilindros 63

para qualquer distribuicdo de probabilidades p()\;). Dessa maneira a conexao com a
teoria de Landau-de Gennes pode ser realizada independentemente da distribuicao de
probabilidades a que a varidvel de forma \; esta sujeita. No tocante as misturas binarias,
a distribui¢ao de forma dada pela expressao (4.19) (distribuigdo de Bernouli), é a que se

torna adequada. Assim, temos

1 — 1 par,
(A) = (4.31)
2c—1 — 1 impar.

Entao, depois de algumas simplificacoes, escrevemos a expansao para o funcional energia

livre na forma

2
fo= —3;m6+ 3 (1 - 3?7‘]) I = (826 = DIy — 2 (8)°1

By )L -

BIPlo+ 50071 + S 08

+ %i(ﬁJ) (2~ Vlaly + 2 (BJ) LIy — —(6]) I3+ (4.32)

9210

Como apresentado no apéndice A, qualquer invariante rotacional I,, com n > 4 pode
ser escrito em termos dos invariantes I, e I3. Até sexta ordem, o que é suficiente para a
analise, temos

5

1 1 1
Iy = 51227 Is = 61213 e lg= 513? + ZIS- (4.33)

Antes de fazermos uso dessa propriedade, devemos lembrar que nas expansoes feno-
menoldgicas de Landau-de Gennes a dependéncia com os campos termodinamicos deve
aparecer apenas nos coeficientes dos invariantes de segunda (/) e de terceira (I3) ordem.
Uma vez que o ponto de Landau é obtido quando os coeficientes dos termos de segunda e
de terceira ordem se anulam, temos Ty, = (8rJ)™' = 3/4 e ¢ = 1/2. Substituindo esses

valores nos coeficientes de quarta, quinta e sexta ordem da expansao, temos

3 1 3 1 1 13 1
=—"In6+=-(1—->8J )L —=(2c— )3+ —1I3— g
Jo=—7Mn +2( 45)2 3= Vh+ 3l — g5l + 15

IZ. (4.34)
A partir desse ponto faremos uso constante dos resultados presentes nas 6timas re-
feréncias (Gramsbergen et al., 1986) e (Allender e Longa, 2008) que sd@o como um manual

para essas expansoes fenomenolégicas. A teoria de Landau-de Gennes garante uma fase

nematica biaxial estdvel sempre que o coeficiente do termo I3 for positivo, exatamente o
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64 4.2 Um modelo estatistico para uma mistura de discos e cilindros

que acontece na expressao (4.34), em concordancia com o diagrama de fases presente na
figura 4.5. Na préxima se¢ao mostraremos que o simples fato de considerar a mobilidade

das particulas altera completamente esse comportamento.

4.2.2 Versao annealed do modelo de Henriques e Henriques

Na versao annealed do nosso modelo para a mistura binaria de discos e cilindros
supomos que as varidveis de forma ();) e as varidveis de orientacao (S) se termalizam
ao mesmo tempo, devendo ser consideradas em pé de igualdade durante o calculo da
funcao de particao. Dessa forma, a funcao de particao para a versao de campo médio

annealed do modelo H-H é dada por

Z = Z Zexp{ P IR S‘“’S‘“’} (4.35)

{Ni} {7} 1<i<j<N p,v
O indice primo na primeira soma representa o vinculo ao qual o sistema esta sujeito: uma
vez que o numero de mesogenos na rede é fixo (N) e a concentracao da particulas na
forma de cilindro (\; = +1) ¢ dada, o nimero de particulas na forma de disco (\; = —1)

também estd fixo. A restricao do sistema é traduzida através das relagoes
N
Ne=Na=> XN e N.+Ns=N, (4.36)

onde N, é o nimero de moléculas na forma de cilindro (prolatas) e Ny é o nimero de
moléculas na forma de disco (oblatas).

O célculo da soma restrita presente na fungao canonica de particao nao é um trabalho
trivial. Entao, por comodidade algébrica, migramos para o ensemble grande canonico,
fazendo uso de um potencial quimico que controla o nimero relativo de particulas na

rede. A grande funcao de partigao é entao dada por

N
== ) PNNIZ(BI N, — Ny) (4.37)
Ne—Ng=—N
= Y N exp ﬁuZ)\ + <Z)\S‘”>
b {7}

Novamente fazemos uso de identidades gaussianas para fatorizar a soma. O proce-

dimento a partir desse ponto ¢ completamente analogo ao da secao anterior; por isso,
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suprimimos algumas etapas intermediarias. Sem grande dificuldade, a grande fungao de

particao toma a forma

N
_ /BJN _BIN
E= [ / \/ dQW e~ 2 Zuw Qv Z Zexp BJIN; ZQWS‘“’—FBM)\
WV=2,Y,2 Ni=t1 7,
‘Tf
(4.38)
Usando a discretizagao de Zwanzig, temos
T = Z Bui Z GBJ)\i S ng (3nfn;’—(5,w)7
i=%1
JA, 38J);
— Z e ,U)\ 772 Q#M Z e 2 Zuqu“’nznz
Ai=%£1 (£1,0,0)
(0,£1,0)
(0,0,£1)
= 2 Z eﬂ/i)\i—&];\i Zu Quu Z 636‘])\1 QMM (439)
Ai==%1 H=x,y,z

Finalmente temos a grande funcao de particao,

=~ [H / N ,/B;—WNdQW] e PING, (4.40)

em que ¢ é o funcional para o grande potencial termodinamico por particula,

0= GGy~ gy L TR TRy
7

)\Z‘Z:I:l )2

No limite N — o0, realizamos a conexao com a termodinamica do sistema através dos
valores das varidveis (), que minimizam o funcional ¢. As varidveis @),, que extremi-
zam esse funcional sdo obtidas através das relagoes (0¢)/(0Q,,) = 0, com v = x,y, 2
Ainda é necessario realizar um estudo das segundas derivadas do funcional ¢, calcula-
das nas solugoes das equagoes de autoconsisténcia, para verificarmos quais das solucoes
correspondem a minimos. Porém, antes de realizarmos essa andlise, vamos utilizar a pa-
rametrizagao padrao para o parametro de ordem tensorial em termos das varidveis S e n
definidas através da matriz (4.15). O funcional para o grande potencial termodinamico
fica dado por

gy 41 387 _36J 36J
¢—4(3S +n°) 57 len |?COSh( 1 7]> cosh(ﬁu S)—Fcosh(ﬁ,u—l— 5 >}

(4.42)
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66 4.2 Um modelo estatistico para uma mistura de discos e cilindros

Os valores dos parametros S e n que minimizam esse funcional s@o dados pelas relacoes
0¢/0S =0 e d¢p/0n = 0. Nesse ponto se inicia um estudo numérico dessas relagoes que
permite construir o diagrama de fases apresentado na figura 4.6. Notemos que nesse
diagrama nao ha uma fase nemdtica biaxial. As solucoes S # 0 e n # 0 obtidas das
relagoes de extremizacao de ¢ apresentam energia livre maior que a energia livre de duas
fases nematicas uniaxiais coexistindo (uma rica em cilindros N, e outra rica em discos Ny).
O diagrama de fases na figura 4.6 envolve dois campos termodinamicos: a temperatura
e o potencial quimico. Em diagramas de fase desse tipo, transicoes de fase de primeira
ordem sao representadas por linhas, pois duas fases coexistindo obviamente tém a mesma
temperatura, por exemplo. Assim, além da linha de transicao de primeira ordem entre
as fases isotrépica (S = n = 0) (ISOTROPIC) e nemdtica uniaxial (n = 0 e S # 0),
também temos uma linha de transi¢cao de primeira ordem (linha de coexisténcia) entre a

fase nemadtica calamitica (rica em cilindros) e a fase nematica discética (rica em discos).

I
ISOTROPIC

0.75F =
/3

0.57 Nd Nc 7

0.25/ §

| |
01 05 0 05 1
VTN

Figura 4.6: Diagrama da temperatura adimensional T = (3.J)~! contra o potencial quimico

adimensional p/J. As linhas indicam transigoes de fase de primeira ordem.

Do ponto de vista experimental, um diagrama da temperatura contra a concentragao
de uma das espécies é mais interessante. Isso pode ser realizado efetuando a “volta ao

ensemble canonico” (ver apéndice B). Novamente nao nos preocuparemos com o rigor
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matemadatico e escrevemos

2~ [ dpe i N0z(s )

~ /d,u/dene’BNf“, (4.43)

sendo f, o funcional energia livre de Helmholtz para a formulacao annealed do modelo

H-H, que é dado por

fo=n2c—1)+ 3(352 + 772) _ l;_j — ﬁ%ln {2 cosh (?)?Tjn> cosh <5M - SéTJ >
+ cosh (B,u + ?)BTJ >] , (4.44)

em que c¢ é a concentragao de cilindros na mistura.
Ainda é necessédrio minimizar esse funcional com respeito as variaveis S, n e p a fim de

fazer contato com a termodinamica do sistema. A equacao de extremizacao da variavel p

¢ dada por
Ofa 0 90— 1= 2 cosh (3%‘]77) sinh (ﬁ,u — 3’%‘]5) + sinh (ﬁ,u + 357‘]5) 45
ou e _2cosh(w) h —38lg h 387.8) (4.45)
1) cos (B,u 1 )+cos (B;H- 5 )

Com um pouco de esforco algébrico, é possivel isolar o potencial quimico dessa relagao e

inseri-lo na expressao para o funcional energia livre f,, obtendo
1
fo=fq+ B[clnc + (1 —¢)In(1 —¢)]. (4.46)

Novamente demonstramos que a energia livre da formulagao annealed é a energia livre
da formulacao quenched mais o termo de entropia de mistura, que nesse caso influencia
o diagrama de fases do modelo (Mazo, 1963). Acreditamos que esse resultado seja geral
para sistemas com variaveis desordenadas que se automediam. Através da expressao (4.45)
podemos construir o diagrama de fases T' x ¢ mostrado na figura 4.7. Nesse diagrama de
fases explicitamos a regiao de coexisténcia de fases indicada pelas linhas de conjugagao (tie
lines) tanto para a transi¢ao nemaética uniaxial-isotrépica quanto para as transigoes entre
as duas fases nematicas uniaxiais. Na regiao de coexisténcia das duas fases nematicas
uniaxiais temos dominios ricos em particulas na forma de cilindros e dominios ricos em

particulas na forma de discos.
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T T
0.8 ISOTROPIC

0.6
T/

0.2/ N\

0 0.2 0.4 c 0.6 0.8 1

Figura 4.7: Diagrama da temperatura 7', em escala de J, pela concentragao de moléculas na
forma de cilindro c¢. Nesse diagrama explicitamos as linhas de conjugacao caracteristicas em

diagramas de fases que envolvem densidades termodinamicas.

Conexao com a expansao de Landau-de Gennes

Novamente podemos realizar a conexao com a teoria de Landau-de Gennes e verificar
se os ingredientes que proibem a fase nemadtica biaxial aparecem na expansao para o
funcional energia livre ¢ dado pela relagdo (4.41). No contexto da teoria de Landau-
de Gennes devemos ter o sistema na fase isotropica, mas muito proximo do ponto de
Landau, justificando uma expansao para (), pequeno. Recorrendo aos procedimentos ja

apresentados temos

2
6 =3 (1 - ZBJ) I~ ()" tanh (52“) I - 3—7(5J>3f4
- 35<5J)4tanh (%“) I — %(w) Is + (w) 312 4 (w)%anh? (5“)
2
+ ;(ﬁj)‘*tanh (%“) LI + ﬁ(ﬂj) LI, — —(5,1)513 e (4.47)

Notemos que os termos que nao dependem dos invariantes do parametro de ordem nao
foram explicitados na expansao por serem irrelevantes para a analise. O ponto de Landau
é localizado fazendo os coeficientes dos invariantes de segunda (I5) e terceira (I3) ordem
nulos. Com isso ¢ imediato localizé-lo no diagrama T'x g em Ty, = (8J)"' = 3/4 e up = 0.
Considerando a grande proximidade do ponto de Landau, permitimos a variacao explicita
com a temperatura e com o potencial quimico apenas nos coeficientes dos invariantes I,

e I3. Para os demais coeficientes fazemos T' =Ty, e p = pp. Considerando a relagao entre
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os invariantes I,, com n > 4 e os invariantes Iy e I3 (Apéndice A), finalmente temos a

expansao

1 3 2 1, 13 ., 1 ,
=13 ) gyl T 5l — ool — 5= h- 4.48
¢ 2( 425) 297 T 9t Tyt T 13578 (4.48)

Nesse ponto, recorremos as referéncias (Gramsbergen et al., 1986) e (Allender e Longa,
2008). Como o coeficiente do termo I3 é negativo, uma eventual fase nemdtica biaxial

fica proibida, pois é termodinamicamente instavel.

Notamos a total concordancia entre os resultados da teoria fenomenoldgica de Landau-
de Gennes e os resultados numéricos para os nossos diagramas de fases 4.5 e 4.6. A van-
tagem de nosso modelo estatistico é que temos conhecimento da natureza microscopica
das interacoes dos elementos da mistura, permitindo um controle completo sobre todos
os coeficientes da expansao. Enfatizemos ainda que o nosso tratamento permite uma dis-
tingdo entre varidveis de forma fixas (quenched) ou termalizadas (annealed). Varidveis
de forma fixas permitem a existéncia de uma fase nematica biaxial (Henriques e Henri-
ques, 1997), mas varidveis termalizadas, que acreditamos serem mais apropriadas a fluidez
das moléculas nematicas, proibem a fase nematica biaxial, de acordo com os trabalhos

anteriores de Palffy-Muhoray e colaboradores.

O leitor ainda pode indagar se uma escolha adequada de parametros de energia, J,
K e L, nao poderia gerar uma fase nematica biaxial estavel mesmo em uma formulacao
annealed do modelo. A resposta é sim, sendo esse um trabalho ja iniciado. Note que
no caso da mistura binaria com interagoes simétricas, que acabamos de apresentar, e que
também é considerada na abordagem de Palffy-Muhoray (Palffy-Muhoray e de Bruyn,
1985), é mais favoravel energeticamente o emparelhamento de dois elementos da mesma
espécie com a mesma orientacao (w(lild = wl, = —3J /2) do que dois elementos de espécies
distintas com orientacao perpendicular (wg, = —3.J/4). Assim, uma escolha particular dos
parametros J, K e L, que favorega globalmente o emparelhamento entre dois elementos

[

de espécies distintas com orientagao perpendicular (w3, < wdd e/ou wy, < wee) certamente

produzira uma diagrama de fases com uma fase biaxial estavel.
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4.3 Uma abordagem intermediaria

Para completar nosso objetivo de demonstrar como os tempos de relaxagao das variaveis
aleatorias de um problema estatistico de interesse fisico podem influenciar seu diagrama
de fases, nesta secao, de forma bastante resumida, apresentamos um formalismo adequado
a sistemas com desordem intermediaria, ou seja, entre os limites de particulas totalmente
moveis (annealed) e totalmente fixas (quenched). Um tratamento mais detalhado dos re-
sultados mencionados nessa se¢ao pode ser encontrado na tese de doutoramento de Danilo
B. Liarte (Liarte, 2011).

Passemos a seguir a abordagem da referéncia (Allahverdyan e Petrosyan, 2006). Consi-
deremos um hamiltoniano H que seja fungao de duas varidveis estocésticas [ e r (H(l,7)).
Supoe-se que essas duas variaveis aleatérias estejam em contato térmico com dois reser-
vatorios a temperaturas diferentes, 1) e T, = T, respectivamente. Ainda se considera
que cada variavel possua um tempo caracteristico de relaxacao: a variavel [ é classificada
como sendo lenta por apresentar um tempo de relaxa¢ao (7;) muito grande, e a varidvel
r é classificada como sendo rdpida por ter um tempo caracteristico de relaxacao 7, que é
muito menor que 7;. Esse é o denominado limite adiabatico, em que isoladamente as duas
variaveis estao em equilibrio termodinamico.

Nesse sentido, para a escala de tempo relevante as variaveis r, é intuitivo considerar
que as variaveis [ sejam constantes, ou seja, para cada realizagao da variavel [ a variavel
r se termaliza. Assim, podemos definir a probabilidade gibbssiana condicional para a

variavel rapida, dada uma realizacao da variavel lenta,
6757‘%([77‘)

Pl = ——5—, (4.49)

onde Z, = Z,(l) = Tr.exp|—F,H(l,r)], com o trago realizado sobre as varidveis rapidas
(r). Mas, de fato, as varidveis lentas também evoluem no tempo e essa evolucao pode ser

descrita através de uma equacao de Langevin,

ol OH
- A + (1), (4.50)

onde I' é uma constante de amortecimento e n é a variavel aleatéria de ruido que obedece
as relagoes
(n()) =0 e (n(t)n(t")) =2I'To(t — t'), (4.51)
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que permitem recuperar a distribuicao de equilibrio de Gibbs. Na escala de tempo rele-
vante a variavel [, a variavel r ja se termalizou. Dessa forma é possivel substituir a forga

(OH)/(01) por uma média com respeito a distribui¢ao das varidveis répidas,

OH OH OHery
Y a7 = 4.52
ol 7 < ol >P(rl) ar - (452)
onde o hamiltoniano efetivo é dado por
Heps = Heps() = —kpT, InTre 7, (4.53)

Finalmente, podemos escrever a probabilidade gibbssiana associada a variavel lenta [,

py = < 454
0=t (454

sendo 5l = (k‘lBT‘l)ilv Br = (kBTr)il e
Z(By, By) = Trie P%esr = T[T, exp(—ﬂrﬂ)]%. (4.55)

Fazendo /8, = T,/T, = n, a relacao acima se torna semelhante a expressao encon-
trada na literatura de vidros de spin, onde se faz uso do truque de réplicas para obter a
funcao de particao de um sistema com desordem quenched. Naquele contexto, n corres-
ponde ao numero de réplicas do sistema. Aqui, n é o quociente das duas temperaturas
dos distintos banhos térmicos das varidveis rapidas e lentas (n = 7, /T}). No caso n = 1,
temos o limite annealed em que as duas variaveis se termalizam a mesma temperatura,
um real equilibrio termodinamico. No limite de n — 0 recuperamos o limite quenched em
que os dois graus de liberdade nunca atingirao o equilibrio térmico.

Podemos entao fazer uso do formalismo acima para tratar a mistura de discos e ci-
lindros. Nesse contexto, o conjunto de varidveis de forma {\;} corresponde as varidveis
lentas, e o conjunto de varidveis de orientacao {7i;} corresponde as varidveis rapidas.
O procedimento é essencialmente o mesmo, sendo agora necessario um conjunto de N
equagoes de Langevin para as N varidveis estocasticas do conjunto {\;}, as quais ainda
devem conter um multiplicador de Lagrange para garantir o niimero de fixo de particulas
na mistura (potencial quimico). Nessa formulagao, temos uma grande fungao de particao,

[ver (do Carmo, Liarte e Salinas, 2010)]

m‘m
3P

== ¥ e -l | (450

{i==£1} {7}
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72 4.4 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido

com H sendo o hamiltoniano de campo médio do modelo de H-H apresentado na relagao
(4.3) com a escolha de Zwanzig para as orientacoes das particulas. Nao apresentaremos
os detalhes algébricos, mas somente a expressao para o funcional do grande potencial
termodinamico (para todos os detalhes algébricos ver (Liarte, 2011)), que nesse contexto

intermediario entre as formulacoes annealed e quenched é dado por

—5¢ = BZ_M — 5_2(] Z Qi# + l In [(eg(#—JZM Qup) Z egﬂJQu#>
n
w

I

+ (eg(uJZu Qup) Z egﬁJQuM> ] , (457)

“w
onde n = Bx/Br = T /Th.

Nesse ponto damos inicio ao estudo desse funcional realizando contato com a teoria
fenomenolégica de Landau-de Gennes em termos dos invariantes do parametro de ordem
tensorial. A expansao de ¢ nas vizinhancas do ponto de Landau possui o coeficiente do
termo de sexta ordem (FE’), que é responsavel pela estabilidade da fase nemdtica biaxial,

dado por

9 9 Bun
F =_—pJ|=— 2= . 4.
5126J LO n sech ( 5 >] (4.58)

Para E' > 0 existe uma fase nemadtica biaxial estavel, e com energia livre menor que a
das duas fase nematicas uniaxiais que podem coexistir. Isso ocorrera quando

9 2 [ Bun
n < Ecosh (T) : (4.59)

Para p = 0, linha do ponto de Landau, por exemplo, sempre que o quociente entre
as temperaturas dos dois banhos térmicos for menor que 9/10, teremos a estabilidade
da fase nematica biaxial garantida. Em conclusao, para um pequeno distanciamento do
caso completamente termalizado (n = 1) ja é possivel estabilizar a fase nematica biaxial,

estabelecendo assim uma ponte entre as duas formulagoes.

4.4 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido

Em nossa primeira abordagem para as misturas bindrias de discos e cilindros con-
sideramos um modelo com interagoes simétricas (a = 0), ou seja, Wee = Wyg = —Wqe,

que da origem ao hamiltoniano do modelo H-H. Outra escolha possivel de parametros de
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4.4 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido 73

energia é a que define um modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido, que corresponde a ter

uma mistura onde, por exemplo, os discos nao interagem com outros discos e com outros

cilindros (a = 1): we. = —4J € wyqg = weg = 0. Assim, o hamiltoniano (4.2) fica dado por
H==J) (N+DN+1)> srse, (4.60)
(27]) 4

com J > 0 e S sendo uma componente da matriz de orientacdo dada pelas relagoes
(4.1). A fim de utilizarmos uma linguagem mais préxima aos modelos diluidos, fazemos

a mudanca de variaveis

A+ 1
t = ) 4.61
- (461)
onde t; = 1 para \; = +1 e t; = 0 para A\; = —1. Passamos entao a considerar o
hamiltoniano
Hy=—J) tt; »_ Swsw. (4.62)
(i,j) HV=T,Y,2

Podemos entao dizer que estamos considerando N moléculas acomodadas em V > N
sitios de uma rede. Devido a fluidez das moléculas nos cristais liquidos, nossos calculos
serao feitos para um modelo em que as varidveis de diluigao se termalizam ao mesmo

tempo que as variaveis de orientacao.

A partir da versao de Curie-Weiss do hamiltoniano acima, a funcao canonica de

particao é dada por

2
TS e |23 ZV »
{ti} {7} v\ =i
Notemos que a primeira soma contém uma restricao que se refere ao fato de que N é fixo.
. ~ 174 .
Dessa forma, devemos considerar apenas as configuracoes tal que > ,_; t; = N seja fixo.
No caso de um tratamento mais cuidadoso deveriamos considerar a segunda soma sendo
também restrita, j4 que em principio ela s6 deveria ser realizada sobre os sitios ocupados.
Entretanto, essa consideracao introduz apenas um termo constante, nao alterando os

nossos resultados.

A fim de realizarmos um tratamento mais simples desses vinculos, faremos os calculos
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74 4.4 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido

no ensemble grande canonico,

=(V, B p) = Z NS N exp WZ(Z”“”) :

N=0 {t:} {7}

— Zze_ﬁﬂw"]” (4.64)

{ta} {7is}
com o hamiltoniano efetivo dado por

2 v
5Heff Z (Zt SW) + ﬁuz t;. (4.65)
=1 =1

12214

Através de uma andlise preliminar, percebemos que no limite ;1 — —oo a configuracao
comt; =0 (Vi=1,---,V) é a que maximiza o expoente de =, e que realiza a conexao
com a termodinamica do sistema, implicando auséncia de ordem nematica por nao haver
um nimero suficiente de particulas. No outro extremo (u — +00), o termo dominante
no traco da grande funcao de particao ocorre quando t; = 1, recuperando o modelo de
Maier-Saupe-Zwanzig usual (rede totalmente cheia) com a transicdo nemética isotrépica
de primeira ordem. Mas é evidente que deve haver um ponto onde se da a mudanca
entre esses dois regimes. Consideremos entdo uma anélise a temperatura nula (77 =
0). Nesse caso haverda uma regiao onde os dois estados fundamentais do sistema [rede
completamente vazia (t; = 0, Vi) e rede completamente cheia com particulas alinhadas
na mesma diregao (t; = 1 e S = SI" Vi, j)] competem. No ponto onde as energias
desses dois estados fundamentais sao iguais se da a transicao de fases de primeira ordem
entre um estado ordenado e outro completamente desordenado. Tal ponto é dado por
u = —3J/4. Esperamos também encontrar a transigdo para valores maiores que zero da
temperatura.

Vamos ao calculo da grande funcao de particao desse modelo. Novamente utiliza-
mos a técnica das identidades gaussianas que agora adicionam a varidvel @), que sera

identificada com o parametro de ordem do modelo,

1 14
=1

Uma vez que os calculos sao totalmente analogos aos das secoes anteriores, apenas apre-

sentamos o funcional para o grande potencial termodinamico,

1 In 2 1
b= = ZQZH s I |34 P Qe Ze?)gJQ“”] . (4.67)
I
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Estamos interessados nas varidveis )., que minimizam o funcional ¢. As relagoes de

extremo sao dadas por
D¢ 1 3 1+ eﬂu—% POM QuutLQu.

0Q, T

Dessa relacao é imediato verificar que a condicao de traco nulo é satisfeita pelas relagoes

-+ = . 4.68
2 2 3+ eﬁﬂ—%] Zu Qup Z# 63,%]@““ ( )

de autoconsisténcia das componentes do parametro de ordem tensorial.
Apoés identificadas as solugoes das equagdes acima que extremizam o funcional ¢,

podemos obter uma relacao para a densidade de particulas neméticas na rede,

a 99T’ ) eﬁ#i% 2o Qs > e%Qw
TV o T 5J . TP
Vo o R T s

(4.69)

Através dessas relagoes construimos o diagrama de fases do modelo de Maier-Saupe-
Zwanzig diluido. Na figura 4.8 apresentamos o diagrama de fases em termos dos campos
termodinamicos temperatura e potencial quimico, ambos em escala de J. Ainda nesse
diagrama apresentamos as linhas espinodais das fases nematica e isotropica. Como espe-
rado, a transicao de primeira ordem, em que as energias livres sao iguais, ocorre na regiao
onde as duas fases sao estaveis. Novamente, um diagrama da temperatura em termos da
concentracao ¢ das particulas possui maior interesse experimental. Assim, realizando a
volta ao ensemble canonico, podemos obter o diagrama de fases da figura 4.9. A regiao

com as linhas de conjugacao corresponde a regiao de coexisténcia de fases.

Conexao com a expansao de Landau-de Gennes

Ao investigar um modelo MSZ diluido, temos a possibilidade de observar o papel das
flutuagoes na densidade, ou seja, como o comportamento da transicao nemaética isotropica
¢ influenciado por tais flutuacoes.

Para dar um tratamento padrao aos nossos estudos, investigamos também a conexao
do modelo MSZ diluido com a expansao fenomenolégica de Landau-de Gennes. Definindo
uma temperatura adimensional 7' = (8J)~! e um potencial quimico adimensional p =

w/J, temos

1 u
IR [P L S PR
I

I
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Figura 4.8: Diagrama de fases da temperatura Figura 4.9: Diagrama de fases da tempera-
pelo potencial quimico, em unidades de J, do mo- tura, em unidade de J, pela concentracao de ne-
delo MSZ diluido. A linha tracejada indica a matégenos do modelo MSZ diluido. A regiao ha-
transicao de fase de primeira ordem entre as fases churada indica a regiao de coexisténcia de fases.

nemética e isotrépica. A regiao hachurada indica

os limites de estabilidade das fases (espinodais).

Note que nao escrevemos o termo irrelevante —71"1n 2.
Considerando valores pequenos das varidveis (), para p = x,y,z e utilizando os

procedimentos ja apresentados temos a expansao

w A B_ C D E E
¢ =—Th(l+6e7)+ L+ Iy + ZIS + = bl + T Elg’ e (4.71)
com
A - 1-— 3 g9
AT(1+e7T) 16T%(1 +et)
9eT (eT — 1)

64T3(1 + eT)2 (4.72)

Os demais coeficientes nao apresentamos por nao serem necessarios para a analise.
Notemos que o coeficiente B é sempre diferente de zero (B # 0) para qualquer valor
de T' e pu, indicando a existéncia da transicao de fases de primeira ordem entre as fases
nematica e isotrépica. No entanto, pode existir um dado par (T}, i) em que os coefici-
entes A e C se anulem simultaneamente, assinalando um comportamento tricritico efetivo

para a transi¢do nemadtica-isotrépica. Fazendo A(T*, u) = 0, temos

4T
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4.4 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig diluido 77

Obviamente, dessa relacao devemos ter T* < 3/4. Substituindo o potencial quimico,
encontrado na relagao acima, na expressao para C' = 0, encontramos um ponto tricritico
virtual dado por Ti. = 3/8 e . = 0. E imediato mostrar que para 3/8 < T* < 3/4 héa
uma linha virtual de pontos criticos, A = 0 e C' > 0, que termina no ponto tricritico.
Esse ponto tricritico virtual nao pode ser atingido uma vez que B # 0. Contudo, sua
presenca exerce forte influéncia nos dados experimentais, constituindo uma justificativa
possivel para a associacdo de um expoente critico efetivo § ~ 1/4 & transicao nematica

isotrépica (Gramsbergen et al., 1986).
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Capitulo 5

Mistura binaria de nematégenos na

arvore de Cayley

Figura 5.1: Duas possiveis configuracoes de uma mistura binaria de moléculas nemaéticas na

arvore de Cayley.

A formulacao de modelos estatisticos na arvore de Cayley constitui uma alternativa
para ir além dos resultados de campo médio, permitindo ainda um tratamento analitico
que leve em conta algumas correlagoes de curto alcance. Os cédlculos para o modelo de
Ising na arvore de Cayley sao bem conhecidos: o problema estatistico pode ser formulado
em termos de um mapeamento nao linear, cujos atratores correspondem as solugoes fisicas,
em geral idénticas a uma aproximacao de Bethe-Peierls. Nesse capitulo apresentamos o
diagrama de fases do modelo para uma mistura binaria de moléculas nematicas na arvore

de Cayley.
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80 5.1 Introducao

5.1 Introducgao

Seguindo a tradi¢ao da fisica estatistica, passamos a considerar o modelo de Henriques e
Henriques (H-H), na versao annealed, em uma arvore de Cayley (Thompson, 1982; Baxter,
1982). Nosso objetivo é dar o passo imediatamente seguinte na diregao do refinamento dos
resultados da formulagao de campo médio do problema da mistura binaria de moléculas
liquido-cristalinas. Esse refinamento é esperado, pois a estrutura hierarquica da arvore de
Cayley conserva pequenas correlagoes espaciais de curto alcance suprimidas no tratamento
de campo médio.

Denomina-se arvore de Cayley um grafo hierarquico que nao contém caminhos fecha-
dos. Esse grafo é formado a partir de um sitio central ao qual ligamos ¢ ramos. A cada
ramo, entao, ligamos mais ¢ — 1 outros ramos e esse processo se repete um nimero n
de vezes. Assim, dizemos que a arvore de Cayley possui coordenacao ¢ e n camadas ou
geragoes. No lado esquerdo da figura 5.2 apresentamos um exemplo de uma &arvore de
Cayley de coordenacao ¢ = 3 e com n camadas, e do lado direito mostramos um ramo
dessa arvore com m geracoes. Note que efetuamos a contagem das camadas a partir da

superficie da arvore.

Figura 5.2: Exemplo de uma arvore de Cayley com n geragoes de um de seus ramos com m < n

geracoes.

O principal problema da formulacao de modelos estatisticos na arvore de Cayley vem
do fato que essa estrutura apresenta um nimero de sitios superficiais da mesma ordem
de grandeza do niumero de sitios internos. Esse fato ocasiona o surgimento de algumas

patologias termodinamicas (Baxter, 1982; Eggarter, 1974). Para evitar esses problemas

80



5.2 O modelo MSZ na arvore de Cayley 81

buscamos estudar o comportamento termodinamico apenas de sitios nas camadas mais
profundas da estrutura, o que constitui a rede de Bethe. De fato, vamos nos focar nas
propriedades do sitio central de uma arvore de Cayley com n geragoes, que nos fornece as
solugoes corretas da rede de Bethe quando n — oo.

A primeira secao desse capitulo é dedicada ao tratamento do modelo MSZ. Uma vez
que a transicao nematica-isotropica é de primeira ordem, necessitamos da comparagao
entre as energias livres das fases para identificar o ponto de transicao. A partir dessa
necessidade apresentamos o engenhoso método de Gujrati para a obtengao da energia
livre de um modelo definido em uma arvore de Cayley (Gujrati, 1995). Tal método é
muito interessante por evitar as possiveis aberracoes termodinamicas, isto é, por fornecer
a energia livre por particula apenas dos sitios mais profundos da arvore de Cayley. Em
seguida, o problema da mistura binaria de nematégenos na forma de discos e cilindros é
abordado. Os principais resultados desse capitulo sao obtidos para uma arvore de coor-
denacao ¢ = 3. Apesar de na natureza as moléculas serem circundadas por varias outras,
o que justificaria uma escolha de ¢ muito maior, a opcao g = 3 descreve a situagao mais
distante de uma formulacao de campo médio, mas que pode ainda apresentar transicoes
de fase.

No apéndice D, a titulo de ilustracao, descrevemos a solucao do modelo Blume-Capel
na arvore de Cayley de acordo com o trabalho de (Oliveira e Salinas, 1985). Esse estudo foi
realizado para ganharmos intimidade com as técnicas envolvidas nos calculos do presente
capitulo. Contudo, fizemos uma contribuicao, localizando exatamente a linha de transicao

de primeira ordem entre as fases ordenada e desordenada através do método de Gujrati.

5.2 O modelo MSZ na arvore de Cayley

O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig é definido pelo hamiltoniano

H=—J > s, (5.1)

(4,4) mv=az,y,z

em que J é um parametro positivo, a primeira soma é realizada sobre sitios primeiros

vizinhos de uma rede com N sitios, e SI" sdo os elementos do tensor de trago nulo

1
SH = 5(3nfn;’ — Ow)s (5.2)
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82 5.2 O modelo MSZ na arvore de Cayley

em que n!' é a p-ésima componente do vetor unitdrio de orientagao do agregado molecular
1. Com a discretizagao de Zwanzig restringimos os vetores de orientagao aos eixos car-
tesianos, 71; = £+(1,0,0),+(0,1,0),4(0,0,1), de um referencial do laboratério. Com essa
escolha, a energia de interacdo de duas particulas vizinhas, w;; = —J >, . S/"S}",
serd igual a —3.J/2 quando os dois agregados moleculares estiverem paralelos, ou 3.J/4

quando estiverem perpendiculares.

A fungao canonica de particao é dada por

Z:Zexp BJZ Z SPSETL (5.3)

{7} (4,9) Hv=2,y,2

onde f = 1/kgT. Uma vez que S é invari-
ante pela transformacao 7; = —m,;, o problema . n
se reduz a analise de um sistema de trés estados: ‘ -n -1
particula paralela ao eixo x, particula paralela - - ‘ . n-2
ao eixo y e particula paralela ao eixo z (ver a i
figura 5.3).

A funcao de particao do modelo MSZ formu- XQﬂ

lado em uma arvore de Cayley é dada por . : .
yiey P Figura 5.3: Possivel estado microscépico dos

Z, = Zﬁ + Z¥ + Z;, (5'4) nematégenos em um ramo de uma arvore de

Cayley.
onde ZF (u = x,y,2z) é a funcao de particao

parcial obtida quando o agregado molecular que ocupa o sitio central estd com seu eixo
de simetria paralelo ao eixo pu.

Notemos que as fungoes de partigdo parciais Z# (de toda a arvore) dependem das
funcoes de particao parciais dos ¢ ramos ligados ao sitio central. Dessa forma podemos

escrever (Oliveira e Salinas, 1985; Eggarter, 1974)

Zi o= [T Qe Qe QI
2= T Qe Qe Q)
ZF = e 1 Qe 1 QU ter Q) (5.5)

onde Q! é a funcgao parcial de particao de um ramo com n camadas quando o sitio mais

interno acomoda uma molécula com seu eixo de simetria paralelo ao eixo u. Para a
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5.2 O modelo MSZ na arvore de Cayley 83

configuracao arbitraria do ramo apresentado na figura 5.3, a funcao parcial de partigao
é Q2. Essa diferenciagao explicita entre as funcoes de particao de toda a arvore Z, e
dos ramos Q,, se faz necessaria para tratarmos o modelo através de métodos iterativos.
Enfatizamos que uma &arvore de Cayley completa, de coordenacao ¢ e com n geragoes,
¢ obtida ligando ¢ ramos de n geragoes ao sitio central. Enquanto isso, um ramo dessa
arvore com n geracoes ¢ obtido ligando ¢ — 1 ramos com n — 1 geragoes ao sitio mais
interno de tal ramo. Assim é possivel escrever as fungoes parciais de particao desse ramo

por meio das relacoes de recorréncia

QF = QT e tTQY et Q|
Q) = [ Qe Qe i Q|
Q, = [6734/” Q1+ et Q1+ = Y L (5.6)
Agora definimos as razoes
T x -1
Pr = g—z = <T:§_llj ppgl_lli :)q = 92 (Pn—1:Pn—1) (5.7)
¢ 1
= (B D) ) 59

onde r = exp(35A).
As conexdes com as estruturas nematicas de sistemas liquido-cristalinos provém do

parametro de ordem tensorial,

b3 1
Q" = (S4") = S{ubnt) = S0 (59)

onde (---) indica a média térmica e o subscrito 0 indica que estamos considerando o sitio
central da arvore de Cayley. Ja que as orientacoes das moléculas estao restritas as direcoes
dos trés eixos cartesianos, (njny) e por consequéncia Q" se anulam para p # v. Notemos
que termos da forma {(nf)?) estdo relacionados com a densidade de moléculas nemdticas
(na rede de Bethe) cujo eixo de simetria se orienta paralelamente a diregao p. Assim,

podemos adotar a correspondéncia

() > lim 2% (5.10)

n—oo Z, ’
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€ escrever

1 32F
ppo_ _— 4 2 7n 11
@ 2 * 22, (5:11)

obedecendo a propriedade de trago nulo para o parametro de ordem,
Q + QU + Q7 =0, (5.12)
Para esse parametro de ordem é interessante definir as variaveis

S, = Q¥ (5.13)

n

que caracteriza a fase nematica uniaxial, e

T = sz - fzxﬂ (5'14>

adequada para identificar a fase nematica biaxial.
Através das relacoes 5.7 e 5.8 temos a conexao entre os parametros de ordem S e 7 e

os quocientes pt,

S, = _% 3 L (5.15)

9 _q 9
2(gu(pz, p)) 71 + [gy(pz, ph)]oT +1

3 lgult. I + oy, )L

J L :
2 (g (. )] + gy (o3, p2)] 7T + 1
Nosso problema consiste na andlise das duas relacoes de recorréncia nao lineares 5.7

e 5.8. As solugoes fisicamente aceitaveis na rede de Bethe correspondem aos pontos fixos
desse problema de mapeamento que sdo dinamicamente estaveis (Eggarter, 1974; Oliveira

e Salinas, 1985). Os pontos fixos sao solugdes na forma

p" = g.(p",p") e p’=g,(p", ). (5.17)

Uma fase nemadtica isotropica, S = n = 0, caracteriza-se pelo ponto fixo trivial, p* =
pY =1, correspondendo em média ao mesmo ntimero de meségenos em cada uma das trés
dire¢oes permitidas. Uma fase nematica uniaxial, S # 0 e n = 0, corresponde a um ponto
fixo de ordenacao com p* = p¥ #£ 1, ou seja, em média hd o mesmo nimero de moléculas
nas diregoes x e y, mas um numero diferente na direcao z. Nessa formulagao preliminar,
¢ facil notar que nao ha um ordenamento biaxial, S # 0 e n # 0, o que requer p* # pY

com ambas densidades relativas diferentes da unidade.
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5.2.1 Analise de estabilidade

A existéncia de uma transicao de fase de primeira ordem é indicada pela existéncia
de uma faixa de temperaturas em que dois pontos fixos sao dinamicamente estaveis. Em
outras palavras, qualquer um dos pontos fixos pode ser obtido nessa faixa, dependendo
das condigoes iniciais usadas no mapa dinamico (Oliveira e Salinas, 1985; Tamashiro e
Salinas, 1994). Essa situagao de fato ocorre na transigdo nematica uniaxial-isotrépica, e
pode ser confirmada por uma simples andlise de estabilidade linear, isto é, calculando os

auto-valores da matriz das derivadas,

09x  0gx

M= % o] (5.18)
99y 99y
dp*  OpY

com as derivadas sendo calculadas nos pontos fixos em questao. Sempre que o médulo
de todos os auto-valores (A) encontrados (que podem ser degenerados) for menor que a
unidade o ponto fixo é um atrator estavel do mapa dinamico.

O autovalor associado ao ponto fixo trivial (fase isotrépica) é dado por

1— exp(—%ﬁJ)
1+ 2exp(—248J)

Aiso = (q - 1) (519)

Essa solugao é estavel para |A;s,| < 1. Uma simples andlise numérica nos permite encon-
trar uma expressao para o autovalor associado ao ponto fixo relacionado a fase nemética
uniaxial, Ay,;. Quando |A,,;| < 1 existe uma solu¢ao uniaxial que é dinamicamente
estavel. Na figura 5.4 apresentamos graficos de A, € Ay,; como funcoes da temperatura,
para um modelo MSZ formulado em uma arvore de Cayley de coordenacgao caracteristica
q = 3. Na regiao onde ambos pontos fixos sao dinamicamente estaveis, ha necessidade
de uma analise termodinamica para identificar o ponto fixo com menor energia livre, que

corresponderd a solucao termodinamicamente aceitavel.

5.2.2 O método de Gujrati

A anélise termodinamica mencionada anteriormente é razoavelmente complicada. De-
vido ao fato de o nimero de sitios na borda de uma arvore de Cayley ser da ordem de

grandeza do nimero de sitios internos, uma analise termodinamica descuidada pode gerar
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0.5 0.52 0.54 0.56

Figura 5.4: Dependéncia dos autovalores com a temperatura, em unidades de J, associados a
andlise linear de estabilidade dos pontos fixos do modelo MSZ em uma &arvore de Cayley de
coordenacdo ¢ = 3. A regido em cinza indica a faixa de temperaturas onde os pontos fixos

isotrépico e nemdtico uniaxial sdo estdveis simultaneamente (|Ajso| < 1 e [Ayni| < 1).

comportamentos nao esperados e errados (Baxter, 1982; Eggarter, 1974). Por outro lado,
um resultado bem conhecido para o modelo de Ising formulado em uma arvore de Cayley
mostra que a solu¢ao de equilibrio em sitios nas camadas mais profundas (rede de Bethe)
deve coincidir com a conhecida aproximagao de Bethe-Peierls (Salinas, 1997). Assim, se
pudermos eliminar a contribuicao dos sitios da superficie ficando apenas com a termo-
dinamica dos sitios das camadas mais internas, nenhum comportamento inconveniente
deve emergir. De fato é nesse contexto que se usa o método de Gujrati para o calculo
da energia livre de Helmholtz de modelos formulados na arvore de Cayley (Gujrati, 1995;
Oliveira, Stilck e Serra, 2009).

A ideia do método de Gujrati é calcular a energia livre dos sitios mais profundos da
arvore de Cayley subtraindo de forma engenhosa a contribui¢ao dos sitios da superficie.
O primeiro passo na descricao do método é considerar a energia livre de uma arvore com

M camadas,

1

em que Z) é a funcao de particao da arvore, definida na relagao 5.4. Consideremos,
agora, que todos os sitios pertencentes a j—ésima geracao possuem a mesma energia

livre definida por fJ(M), o que nao implica nenhuma objecao, pois um ramo é totalmente
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equivalente a outro. Assim podemos escrever
M M M 1 (M
Fa = 5"+ aff™ +alg = DE" + - +alg = )M 1Y, (5.21)

sendo os coeficientes dos termos f;M) o numero de sitios na j-ésima geracao do grafo de
Cayley.

Podemos escrever essa tltima relagao na forma
A“+q§: 1)/ M, (5.22)

Se considerarmos agora uma arvore de Cayley com M — 1 camadas, temos

FM1—¢$41+q§j 7Ly, (5.23)

A engenhosidade do método de Gujrati estd em identificar que ¢ — 1 arvores de Cayley de
M — 1 camadas possuem o mesmo numero de sitios de superficie que uma tinica arvore

de Cayley com M camadas. Podemos assim escrever

M—-1
M-1) M-1
(q—VFyo1=(g= D" +¢ > (q—17 MY (5.24)
7=1
Tomando M — oo, as energias livres por sitio na superficie de arvores com M ou M — 1
geragoes devem se tornar idénticas, f]f/[M) = Jﬂf__ll). Na verdade esperamos que fj(M) -

f(M Y50 para todos os valores de 5. Entao temos

Fy — (g — 1) Fy_q — f5 4 M0, (5.25)

Lembrando que fo( )6 a energia livre associada ao sitio central de uma arvore de Cayley
com M camadas e considerando M grande, as propriedades termodinamicas desse sitio
sao governadas pelos pontos fixos das relacoes de recorréncia 5.7 e 5.8. Dessa maneira

podemos escrever

. (M) . (M-1) _
T == e

onde f, representa a energia livre por sitio de todos os sitios na rede de Bethe. Finalmente,

das relacoes 5.20 e 5.25, temos

Z
fo=~55 Jim In M

57 —(ZM_1>q_1 . (5.27)
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Fazendo uso das relagoes 5.4, 5.5 e 5.6, e tomando o limite M — oo, estamos aptos a
escrever uma expressao para a energia livre de Helmholtz, que depende da coordenagao

da rede, de uma temperatura adimensional 7'/.J, e dos parametros p* e p¥. Assim temos

ZM —3qBJ T _
=i U R T

[r + pis + p3g)" + [rpfy + L+ P37 + [rpiy + p3s + 1]
[+ PRy + Pral® + oSy + 1+ Pyt + ol + iy + 190

No limite M — oo, temos p%;, = ph,_, = p* e p4; = ph_1 = pY, em que p* e p¥ correspon-

(5.28)

dem aos pontos fixos das relacoes de recorréncia 5.7 e 5.8. Finalmente, escrevemos

1 {—BqﬂJ

fb:_ZB_J 1

+qlg—1)Infr +p" +p'] — (¢—2)In{[r + p" + p*]* (5.29)

+ "+ 1+ [ 4" 1]q}},

lembrando que r = exp(98.J/4).

De posse de uma relagao para a energia livre, podemos identificar a linha de transicao
de fase de primeira ordem entre as estruturas isotropica e nematica uniaxial. Na figura
5.5 apresentamos um grafico para o parametro de ordem uniaxial S em termos da tem-

peratura. A linha tracejada corresponde a coexisténcia das solugoes ordenada (S # 0) e

desordenada (S = 0).

I | I |
0O 0.25 0.5

T

Figura 5.5: Gréfico do parametro de ordem uniaxial contra a temperatura (1/T = 3.Jq) para o modelo
MSZ em uma rede de Bethe de coordenagao ¢ = 3. A linha vertical tracejada indica o salto do parametro

de ordem durante a transi¢ao de fases de primeira ordem.
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5.3 Mistura binaria de moléculas na forma de discos e cilindros

Com os desenvolvimentos apresentados na
secao precedente, estamos aptos a estudar a mis-
tura bindria de discos e cilindros (figura 5.1).

Como ja discutido, a fim de modelar uma even-

.- .. . - . OK]
tual fase nematica biaxial, a interacao entre dis-

cos e cilindros deve favorecer localmente arranjos Figura 5.6: Orientacoes relativas que devem
tais que esses objetos estejam ortogonais entre si  (esquerda) e que nao devem (direita) ser favo-
(Ver a figura 5,6), Consideramos o modelo de recidas em um modelo que pretende descrever
interacoes simétricas para a mistura bindria de uma fase biaxial.

discos e cilindros definido no capitulo anterior, o

modelo de (Henriques e Henriques, 1997), que é a maneira mais simples para uma energia
de interacao com essas caracteristicas. O hamiltoniano do modelo é dado por

H{NF==T> > NSNS, (5.30)

(Zz.]) HV=T,Y,z

onde as varidveis \; distinguem agregados moleculares na forma de discos (A; = —1) ou
de cilindros (A\; = +1). Para uma formulagao em que as variaveis de forma se termalizam
juntamente com as variaveis de orientagao (formulagao annealed) temos a fungao candnica

de particao

Z(T, Ny, N) = "> exp BJZ D> NASSE S (5.31)

Ak {7} 0,J) WV=",Y,2
A soma sobre o conjunto de varidveis {\;} é restrita pelas concentragoes fixas das

particulas de tipos diferentes,

N
Ny—=Na=> N, Ny=N-N,, (5.32)

=1

onde N, (N4) é o nimero de agregados moleculares na forma de bastoes (discos) e N é o
numero total de moléculas. Com essas restricoes, é interessante introduzir um potencial
quimico p e obter as propriedades termodinamicas do modelo através do ensemble grande-

canonico,

== Z (BuNY)Z(T, Ny, N) =3 > exp[—BHeyy), (5.33)

{)\’L} HV=T,Y,z
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onde as somas nao mais apresentam restricoes e o hamiltoniano efetivo é dado por

DD =T> 0 Y aNSTs. (5.34)

i=1 (5,5) HV=2,Y,2

Hepp =~

N |=

Seguindo as linhas gerais da secao anterior, cada sitio de uma arvore de Cayley de
coordenacao g com n camadas poderd ter agora 6 estados: cada sitio terd um bastao
ou um disco os quais terao seus eixos de simetria orientados segundo as trés direcoes

perpendiculares cartesianas [figura de abertura do capitulo (fig. 5.1)]. Esses seis estados

—bx by =bz —dw
n o’ —n » =n » —n >

definem um conjunto de seis grandes funcoes de particao parciais, =
=dy =z A notacao empregada é tal que Z¢¥ representa a grande fungao de particao
parcial de toda uma arvore de Cayley com n camadas e coordenacao ¢, tal que o sitio
central acomoda um disco orientado segundo a direcao y, 7; = £(0,1,0). De forma

equivalente as equacgoes 5.5, podemos escrever as relagoes

[ 3B8A —3B8A
b= e [ Q4 T Q4 Q)+ TR 4 P Qi 4 )]
oo = o [ Ol e Q) + Ol e Qi T (@0 4 o)

—_ [ 384 _38A q
R - A U R e TR O 0]

—d,x [ 34 T 38 z T z 14
Zh = e Qe (A Q) de Qi et (A4 Q)|

- B 14
E’i’y _ Q#Qz’y—ke 346A(Qi7z Qdm) +€ 2 Qb’y+€ 1 (sz Qb,az) ’
s [ ssA " = . 17
E o= e Qe (QU QI teE Qi et (Q+ Q)]

(5.35)

onde Q%% é a grande funcio de particio parcial de um ramo com n camadas, tal que o
sitio mais interno desse ramo possui um disco com eixo de simetria paralelo a direcao x.

A grande funcao de particao total é dada por

=, = Zbv 4 Zhw 4 Zbe g mde | mdy 4 mds (5.36)

—n

Devido a estrutura recorrente dos ramos, podemos construir relagoes de recorréncia
para as grandes fungoes parciais de particao, que basicamente sao dadas pelas relacoes

anteriores 5.35 com ¢ — q¢ — 1,
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b [ 384 b, =364 ~b, b, =364 ~d, 3BA . ~d, s ]9
Q= Qb QY+ Q) e T O T QI O]

b [ 384 g _36A b, =384 g 384 g dax 971
anjy = eﬂ“ e 2 Qngl +e 4 (Qnil + anl) +e 2 anl +e 4 (anl + an1> s
[ 364

b b, 384 b, b, 384 5, 384y, dy 177"
Q= [ e QT Q) e T @ )]

Qi = [l + e QI + Q1) + e HH QT + QY + Q)]

Qiv = [ iy, + e (QY, + @) + e F QY + (@, + Q)]

Qi = [+ QI + Q) + e QY 4 QU+ )]
(5.37)

De forma equivalente aos calculos da primeira secao, é interessante definir variaveis
p2® por exemplo, associadas & concentragao relativa de agregados moleculares de um

certo tipo, orientados segundo uma dada diregao. Assim temos as razoes

b,z b,y d,x
br __ n___ by __ n___ dx __ n___
pn - b,Z - gb7x7 n b,Z - gb7y7 p’l’l - b,Z - gd,l‘?

n n n
J Qd,y J d,z
[y — n — A n —
n - b7z - gd7y7 pn - b7z - gda'Z’ (5‘38)

n n

_ b,x b,y d,x d,y d,z
com g = g(ﬂn—l? Pn=1>Pn—15Pn=1; pn—l)'

O parametro de ordem apropriado a essa mistura de discos e cilindros é dado por

v 1 2 : uv

onde (---) indica médias térmicas no ensemble grande-canonico. Notemos que o fator
(D2, X)/N) nos dé a diferenca entre as concentracoes de discos e bastoes. Dessa maneira
é natural estabelecer a correspondéncia

1 : 1 —b,v —d,v

—n
V=x,y,z

Reconhecemos a razio =Z%% /=, como a densidade de bastdes orientados segundo a direcao
z. Por outro lado, os termos da forma ((3°; \i(nf)?)/N) nos dao a diferenca entre as

concentracoes de bastoes e discos ao longo da diregao p. Assim temos
=bu _ =dp

1 = =
<N in(n¢)2> — lim —— " (5.41)

n—oo Zn
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As componentes da diagonal principal do parametro de ordem tensorial (as demais sdo

nulas em virtude da escolha de Zwanzig) sao dadas por

1 3Eor — Zdne
T =by _ =dyv P —— 5.42
V=r,Yy,2
valendo a propriedade do trago nulo, Zu QM = 0. Novamente podemos definir os

parametros S (S, = QF) e n (n, = QW — Q) para fazer a distingdo entre as fases
nematica uniaxial e nematica biaxial. Optamos por escrever apenas a relagao para o

parametro de ordem da fase nematica uniaxial,
T =T T T P
201 =94.) = (9, =94y ) — (9, —94.)
Sy = o —q_ o O o
20 +g, +95, 90, +94, 9.

, (5.43)

em que agora as fungoes g sao dependentes das varidveis p de sitios na geracao n.

As relacoes 5.38 definem um problema de mapeamento de 5 dimensoes que é analogo
ao da segao anterior (ver as equagoes 5.7 e 5.8). Uma andlise de estabilidade dos pontos
fixos desse problema de mapeamento deve ser realizada através dos auto-valores de uma
matriz 5 x 5 analoga a matriz 5.18.

Dependendo dos valores de temperatura e potencial quimico, para essa mistura de
discos e cilindros em uma rede de coordenacao ¢ (particularmente ¢ = 3), uma andlise
numérica cuidadosa indica a existéncia de pontos fixos associados a uma fase nematica
biaxial (S # 0 e n # 0), duas fases nemadticas uniaxiais (S # 0 e n = 0), uma das quais
com S > ( indicando um excesso de bastoes e outra com S < 0, indicando predominancia
de discos, além de, é claro, pontos fixos associados a uma fase isotrépica (S =n = 0). No
diagrama do potencial quimico contra a temperatura apresentado na figura 5.7, temos as
regioes de estabilidade das fases do sistema. Note que a baixas temperaturas aparece uma
grande regiao em que os pontos fixos correspondentes as duas fases nematicas uniaxiais
sao estaveis. Por outro lado, o ponto fixo associado a fase nemadtica biaxial se mostra

dinamicamente instével.

A existéncia de regides comuns de estabilidade dinamica de pontos fixos associados a
fases fisicas diferentes torna necessaria uma andlise da energia livre desse sistema a fim

de localizar a fronteira de coexisténcia (transi¢ao de fase de primeira ordem). Novamente
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Figura 5.7: Linhas de estabilidade no plano T' x p para uma mistura de particulas na forma de discos
e cilindros em uma arvore de Cayley de coordenacao ¢ = 3. Acima da linha continua a fase isotrépica é
dinamicamente estavel; abaixo da linha tracejada alguma das fases nematicas uniaxiais é dinamicamente
estavel; entre as duas linhas pontilhadas-tracejadas as duas fases nematicas uniaxiais sao dinamicamente

estaveis. A fase nemdtica biaxial se mostra sempre dinamicamente instavel.

recorremos ao método de Gujrati para escrever a energia livre na rede de Bethe, sem
as anomalias da superficie da arvore de Cayley. Adotando o mesmo raciocinio da sec¢ao

anterior, escrevemos a energia livre da mistura,
mir — pemix b by da dy dz
b = Jb (Q7T/J7,u7p P77 P TP, P ) (544)

Aqui nao escreveremos explicitamente a relagao para a energia livre de Helmholtz, por se
tratar de uma expressao grande e que ¢ totalmente equivalente, com a adigao dos graus
de liberdade de forma, a expressao 5.29.

Uma andlise numérica cuidadosa permite encontrar os pontos fixos das relacoes 5.38,
e comparar as energias livres das fases termodinamicas, culminando na construcao do
diagrama de fases da mistura de agregados moleculares na forma de bastoes e discos dis-
postos em uma arvore de Cayley de coordenacao ¢ = 3 (figura 5.8). A altas temperaturas
existe uma fase isotrépica (ISOTROPIC) (S = n = 0). Duas fases nemdticas uniaxiais
aparecem para baixas temperaturas: N,, com S > 0 e n = 0, e um excesso de bastoes;
e Ng, com S < 0en =0, eum excesso de discos. No que concerne aos pontos fixos
associados a uma eventual fase biaxial, nessa formulacao termalizada do modelo MSZ

(em que o tempo de relaxacao das varidveis desordenadas de forma é da mesma ordem

93
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de grandeza do tempo de relaxagao das varidveis desordenadas de orientagao), além de
serem dinamicamente instaveis (figura 5.7), eles também apresentam energia livre maior
que a das solugoes neméticas uniaxiais nas mesmas condicoes de temperatura e potencial
quimico. Dessa forma a fase nematica biaxial também é termodinamicamente instavel e
nao aceitavel para um modelo termalizado formulado em uma &rvore com coordenagao
g > 3. Naturalmente, quando realizamos o limite de coordenagao infinita (J — 0, com

Jq fixo), recuperamos todos os resultados da formulagao de campo médio.

05 -
ISOTROPIC
T N, N |
r
0.25} i
| |
0215 0 0.15

Figura 5.8: Diagrama de fases em termos da temperatura e do potencial quimico de um modelo MSZ
para uma mistura de discos e cilindros em uma rede de Bethe de coordenagao ¢ = 3. No diagrama
indicamos a fase isotrépica (ISOTROPIC) e duas fases neméticas uniaxiais (N, e Ng) que por sua vez

sao separadas por linhas de transicao de primeira ordem.

A fim de dar ainda mais confianca a essa analise na rede de Bethe e ao método de
Gujrati, na figura 5.9 apresentamos as linhas de limite de estabilidade dinamica das fases
isotropica e nematica uniaxial, como também a linha de transicao de primeira ordem que
de fato separa as fases. Como esperado, a linha de transicao estda localizada na regiao
compartilhada de estabilidade. O ponto ao longo da linha g = 0 comum as duas linhas
de estabilidade é conhecido como ponto de Landau. J& que numa transicao de fases de
segunda ordem as linhas de estabilidade coincidem, percebemos que o ponto de Landau

é o unico ponto do diagrama de fases onde a transicao nematica-isotrépica é de segunda

ordem (de Gennes e Prost, 1983).
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Figura 5.9: Diagrama de fases apresentando a li-
nha de transicdo de primeira ordem entre as fases
nematica e isotrépica e as duas linhas que indicam
o limite de estabilidade dinamica dessas duas fases.
Como esperado, a linha de transicao ocorre dentro
da regiao hachurada, onde as duas solugoes sao di-

namicamente estaveis.

Figura 5.10: Diagrama de fases da concentragao
pela temperatura de uma mistura de agregados mo-
leculares na forma de discos e cilindros em uma
rede de Bethe de coordenagdo ¢ = 3. As linhas de
conjugacgao (tie lines) indicam coexisténcia da fase
nematica uniaxial rica em bastoes (NN,) com a fase

nemadtica uniaxial rica em discos (Ng).

Do ponto de vista experimental, um diagrama que envolve a concentragao das particulas

contra a temperatura é mais interessante do que em termos do potencial quimico. As-

sim, notando que ¢ = —(9f)/(0u), em que ¢ é a concentragdo de bastoes, realizamos
uma transformada de Legendre para eliminar o potencial quimico. Na figura 5.10, esse
diagrama T' x ¢ é apresentado. Nesse caso surgem as caracteristicas linhas de conjugacgao
(tie lines) entre as fases nemdticas coexistentes. As regides de coexisténcia entre as fases

isotrépica e nematica uniaxial sao muito estreitas para serem desenhadas nessa escala. O

ponto de Landau nesse contexto agora se localiza sobre a linha de transi¢ao, com ¢ = 1/2.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Os principais resultados desta tese foram obtidos tendo como base o modelo de Maier-
Saupe-Zwanzig (MSZ) que é suficientemente simples para permitir muitos desdobramen-
tos. Além disso, a abordagem nesta tese possibilita um contato entre os tratamentos dos
sistemas desordenados e a mecanica estatistica dos nematicos.

Nossa principal motivacao durante esse periodo de doutoramento foi a busca pela
fase nematica biaxial em misturas de moléculas uniaxiais. Sob a luz de varios trabalhos
tedricos com resultados controversos e de alguns resultados experimentais que indicam a
real possibilidade de observacao da fase nematica biaxial, é que foi desenvolvida nossa
andlise estatistica. O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig desordenado possui dois conjun-
tos de graus de liberdade, os graus de liberdade orientacionais e os graus de liberdade
desordenados de forma. Através de uma investigacao focada no papel dos tempos de re-
laxacao das variaveis desordenadas de forma, mostramos que para uma formulacao onde
as formas moleculares estao fixas existe uma fase nematica biaxial estavel, mas para uma
formulacao com particulas que podem termalizar a fase nemética biaxial nao se realiza.
Além disso, através de uma interessante formulacao de “duas temperaturas”, fomos ca-
pazes de mostrar que um pequeno desvio do caso completamente termalizado ja é capaz
de estabilizar a fase biaxial.

Essa possivel mudanca na topologia do diagrama de fases de modelos estatisticos
desordenados quando suas variaveis desordenadas sao “lentas” ou “rapidas” também
foi demonstrada para o caso mais convencional do modelo de Ising. Esse modelo para

uma mistura binaria de magnetos na rede pode ser utilizado para descrever um sélido,
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quando o tempo de relaxacao das variaveis de forma for muito maior que o tempo de
relaxacao das varidveis de spin, mas também pode ser utilizado para descrever um “ferro-
fluido de Ising” quando as variaveis de forma forem do tipo annealed. O estudo desse
modelo nos garantiu traquejo para lidarmos com o problema mais envolvido das misturas
de moléculas prolatas e oblatas.

Para investigar a robustez das nossas conclusoes, formulamos o modelo MSZ para uma
mistura binaria de discos e cilindros em uma arvore de Cayley. Os céalculos necessarios
nesse estagio exigiram uma grande cautela, sobretudo no sentido de evitar as aberragoes
termodinamicas que podem surgir devido ao grande nuimero de sitios superficiais de um
grafo de Cayley. Pela necessidade de uma expressao para a energia livre que permita
localizar a transigao de fases de primeira ordem (nematica-isotrépica), fizemos uso de um
engenhoso esquema proposto por P. Gujrati que elimina qualquer contribuicao indesejada
da superficie do grafo. Utilizando o formalismo grande-canonico, adequado aos liquidos,
obtivemos relacoes de recorréncia para os parametros de ordem do sistema. Ao analisar a
estabilidade dinamica linear das solugoes das equacoes de recorréncia encontramos grandes
regioes de estabilidade simultanea de duas fases nematicas uniaxiais, mas nao observamos
nenhuma regiao em que as solugoes referentes a fase nemaética biaxial sao estaveis. Dessa
forma mostramos a concordancia completa com os resultados de campo médio, havendo
uma linha de transicao de primeira ordem entre duas fases nematicas uniaxiais num
diagrama T' X p.

Por fim, é necessario dizer que ainda ha muito trabalho a ser realizado. J4 demos
inicio a um estudo do modelo de Maier-Saupe-Zwanzig desordenado na versao annealed
através de simulagoes computacionais, mas devido ao seu estagio primitivo nao achamos
conveniente incluir aqui o relato dessas investigagoes. Em um contexto mais geral de nosso
modelo para a mistura de moléculas nematicas, estamos convencidos de que uma escolha
particular das energias de interagao entre discos e cilindros, traduzidas pelos parametros
J, K, L, pode estabilizar a fase nematica biaxial, mesmo em uma formulacao com
completa termalizagdo. Todo o trabalho analitico referente ao modelo mais geral para
as misturas ja foi realizado, restando agora uma andlise numérica das equacoes a fim de

construir os diagramas de fase.
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Apéndice A

Relacao entre os invariantes do

parametro de ordem

Nesse apéndice mostraremos de forma resumida que, dada uma matriz 3 x 3 simétrica
Q, qualquer invariante rotacional do tipo I,, = TrQ", com n > 4, pode ser expresso em
termos de polinémios cujos elementos sdo combinacdes da forma I1'I32IN* com Ny +
2Ny 4+ 3N3 = n e n, N1, Ny, N3 € N. Para um tratamento mais completo ver o apéndice
A do trabalho de (Gramsbergen et al., 1986).

Em nossas expansoes para o funcional energia livre surgem termos do tipo I =
Tr(Q?), I =Tr(Q?, I, =Tr(Q"Y, I; =Tr(Q%, e Is = Tr(Q%). Contudo, quando
usamos a parametrizagao cldssica em termos dos parametros de ordem uniaxial (S) e
biaxial (1), apenas essas duas varidveis determinam as fases do sistema nas proximida-
des da transicao. Dessa forma passa a ser evidente que deve haver uma relagao entre os
invariantes I, I3, I --- de forma que apenas dois sejam independentes.

Por ser uma matriz simétrica Q pode ser escrita em uma forma diagonal

a 0 0
Q=0 b 0 |. (A.1)
0 0 ¢

Qualquer produto na forma, It 72 --- [T+ ¢ uma soma de termos na forma

An, N, N0V bNecNe com N, + Ny + N. = N = Zle n;m;, com N,, Ny, N, = 0,1,2,---.

Qualquer invariante I, nao muda por permutacoes de a, b, ¢, implicando que termos
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100 APENDICE A. INVARIANTES DO PARAMETRO DE ORDEM

com permutagoes dos expoentes N,, Ny, N, tém o mesmo coeficiente. Por isso, nossa
variavel de trabalho serd a soma das permutagoes que denotamos por P. Como exemplo,
consideremos para N = 4, P(a®b) = a’b + a*c + b3a + VPc + *a + b, ou P(a*?) =
a’b? + a®c® + b?c?; ou ainda, para N = 3, P(a®b) = a®b + a’c + b*a + b*c + *a + c*c.
Fica explicito que a combinagao de termos como Il [72 ---, da mesma ordem NN, pode
ser escrita como a soma de termos do tipo Ay, y,n, P(a¥e, 0™ ¢Ne) com N, > N > N...
Nosso objetivo é utilizar a discussio acima para escrever invariantes na forma I I32 2

em termos da soma de permutacoes. Consideremos as possiveis combinacoes de IV IN2 T2

de ordem N = N; 4+ 2Ny + 3N3 =4,
L'=(a+b+c)* = (a"+b" +c") +4(a®b+ a’c + bPa+ bPc + Pa + 7))
+ 6(a’V® + a*c® + b*c?) + 12(a’be + ab’c + abc?)
= P(a") +4P(a’b) + 6P(a®b*) + 12P(a’bc), (A.2)
LBl = (a+b+c)(a® +b* + ) = P(a*) + 2P(a®b) + 2P(a®b?) + 2P(a’bc),  (A.3)
I3 = (a+b+0b)(a® + b* + ) = P(a*) + 1P(a®b) + 0P(a’V?) + 0P(a’bc),  (A.4)
I3 = (a* + b + ¢*)* = P(a’) + 0P(a’b) + 2P(a*b*) + 0P (a’bc). (A.5)

Para todos os termos I I3 I3 temos a condicdo (1 - Ny) + (2 Na) 4 (3 N3) = 4. Em

uma forma matricial, temos

I 146 12 P(a%)
21 1 2 2 2 P(a®b
D = (a0) (A.6)
L 110 0 P(ab?)
E 102 0 P(a*bc)

Calculando a inversa dessa matriz temos a soma das permutacoes P em termos dos
produtos dos invariantes Iy, I e Is. Por outro lado temos que P(a*) = a* + b* + ¢* = I,.
Assim,

1 4 1
P(a") = Li= oI} = L+ gLy + 515, (A7)

mas, como no caso dos cristais liquidos, o traco do parametro de ordem é nulo, I; = 0.

Obtemos
1
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APENDICE A. INVARIANTES DO PARAMETRO DE ORDEM 101

De forma anédloga podemos mostrar que

) 1 1
[5 = 6[2[3 (§] [6 = Z g-'- glg (Ag)
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Apéndice B

A “volta” ao ensemble canonico

A grande funcao de partigao é dada por

|4
==2(8,2) =) _NZ(B,N), (B.1)
N=0

em que z = exp(fu) é a fugacidade. Se considerarmos z € C, = pode ser expressa como

uma série do tipo Laurent, em que Z(3, N) é o N-ésimo coeficiente. Dessa forma é possivel

escrever ,
j{E(/B,z)z_N,dz:fz_N,dzZZNZ(ﬁ,N) =1, (B.2)
r r N=0

em que I' é o circulo unitario em torno da origem do plano complexo.

Entao

I = ]4 ZNAAZ(8,0) + 2Z(8,1) + 22 2(8,2) + 2N T Z(B,N' = 1) - -
r

+ NZBN)+NTZBN 4+ 4+ 2V Z(8, V) (B.3)
_ %dz{zw,m RGN

N’ ZN'—1

Z(B,N"—1)

z

+ + Z(B,N")+2Z(B,N' + 1) +--- + 2V Z(8, V)}. (B.4)

Agora a integral pode ser calculada termo a termo através do teorema dos residuos.
Os termos que apresentam pdlo em z = 0 com ordem entre 2 e N’ possuirao integrais

identicamente nulas, pois, pelo teorema dos residuos temos

dmiResf(a) = ]{ d=f(z) = ﬁ lim {%W —a)” f(z)]} . (B3

Como Z nao depende da fugacidade, dZ/dz = 0 para qualquer ordem.
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104 APENDICE B. A “VOLTA” AO ENSEMBLE CANONICO

Os termos que nao apresentam singularidades dentro do contorno escolhido também
nao contribuem para o calculo da integral I. Assim, o tnico termo que contribuira para

o calculo de I é dado por

Z(B,N'—1 Z(B,N' —1
I = f ZBN-1) = 2miResf(z = 0) = 2mi lim(z — O)M =2miZ (B8, N —1).
r z z—0 z
(B.6)
Finalmente,
2miZ(B,N' — 1) = jéz(ﬂ, 2)zNVdz. (B.7)
r
Fazendo N’ — 1 = N, obtemos
1 [2(6,2)
Z(B,N) = — dz. B.

(3.N) = 5 § S (B3

A particularizacao para a reta real pode ser feita sem problemas.
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Apéndice C

Solucoes binarias e ternarias

concentradas

De forma sucinta, nesse apéndice apresentamos um modelo para uma mistura binaria
concentrada na rede. Utilizamos técnicas modernas de fisica estatistica que em geral nao
sao encontradas nos textos cldssicos de fisico-quimica em que esses sistemas sao estudados
[ver, por exemplo, (Hill, 1986) e (Dill e Bromberg, 2003)]. O objetivo dessa exposi¢ao
é fundamental as abordagens apresentadas nos capitulos 3 e 4 para as misturas binarias
de magnetos e de moléculas neméaticas, mostrando a origem dos hamiltonianos utilizados
nessa tese.

Consideremos uma rede com N sitios com-

pletamente ocupada por particulas de dois ti-

pos, A e B, cada um dos sitios podendo aco-

modar uma unica particula. Assim, é evidente

que Ng+ Ng = N, sendo Ny (Np) o ntimero de

particulas do tipo A (B). Nosso estudo visa uma

000
@00

0920
0-000
Q@[ ]G J

situagao muito simples onde as moléculas sao es-

) . N ; . Figura C.1: Exemplo de uma mistura bindria
fericamente simétricas, nao ha nenhum tipo de

B oo i ) concentrada na rede.
reacao quimica e também nenhum outro tipo de
grau de liberdade interno. Com essa abordagem visamos descrever a possibilidade de mis-
cibilidade entre as duas espécies. Além de uma dependéncia entrépica, também supomos

que a existéncia de energias de interacao w entre pares de particulas situadas em sitios
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106 APENDICE C. SOLUCOES BINARIAS E TERNARIAS CONCENTRADAS

vizinhos mais préximos seja outro fator limitante para a miscibilidade.

Nessa mistura ha trés tipos de pares de primeiros vizinhos, AA, BB e AB, com
energias de interagao ua., ugp € uap, respectivamente. Essas interagoes devem ser fungao
da distancia entre as particulas, é comum usar um potencial de Lennard-Jones, e da
temperatura. Em nosso tratamento supomos uma rede regular, isto é, com a mesma
distancia entre duas particulas vizinhas qualquer que seja o par, e também consideramos
que as energias de interacao nao dependem da temperatura. Podemos, entao, fazer, u s =
WaAA, UBR = WBR € UAR = Wp, que sao constantes. Na verdade, devido a generalidade do
modelo, nao nos preocuparemos com a natureza nem com a origem microscopica dessas

energias de interacao. A energia total da mistura é dada por
U = Naaswaa + Nppwpp + Napwas, (C.1)

onde N4, Ngp e Nap sao os nimeros de pares de primeiros vizinhos compostos por duas
particulas do tipo A, ou duas do tipo B ou por uma particula do tipo A e outra do tipo
B, respectivamente.

Para uma formulagao do problema em linguagem mais moderna de mecanica es-
tatistica, associamos a cada sitio ¢ da rede uma variavel )\; que pode ser +1, quando
o sitio ¢ acomodar uma particula da espécie A, ou —1, quando o sitio ¢ acomodar uma
particula da espécie B. Essa abordagem permite uma conexao direta com o modelo de
Ising. Nesse sentido, vamos escrever a interacao ¢;; entre dois sitios vizinhos da rede,

€ij = %(1 + )1+ X))+ %(1 — X)L =X\

WAB
+ T[(l—i—)\i)(l—)\j)+(1—)\i)(1+)\j)]. (C.2)
Se os sitios vizinhos acomodarem particulas do tipo A, temos 1 —\; =1 —-X; =0, e
€ij = waa; se acomodarem duas particulas do tipo B, temos 1 +X; = 14+ X\; = 0, e
€ij = wpp; e se acomodarem uma particula do tipo A e uma particula do tipo B, temos
I+ X)14+X)=010-X)1—-2X;) =0, e assim ¢;; = wap. Considerando toda a rede é

conveniente escrever

K
H=— ;[ij + 5 i) + 1), (C.3)
/L).]
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em que a soma deve ser feita sobre todos os pares de primeiros vizinhos da rede, e

J = —(waa+wpp —2wagp)/4,
K = —(was—wpp)/2,
L = —(wAA+wBB—{—2wAB)/4. (04)

A partir desse hamiltoniano, temos a funcao canonica de particao,

Z(8,Na— Ng,N) =Y ™. (C.5)
{Ai}

Notemos que a soma sobre as possiveis configuracoes do sistema é restrita. Uma vez que
a concentracao de uma das espécies é dada, automaticamente a concentracao da outra
também estd fixa. Assim devemos considerar somente configuracoes que respeitam o
vinculo Ny — N = Zf;l Ai e Noa+ Np = N. A maneira mais natural de lidar com essa
soma restrita ¢ migrar para um ensemble grande canonico, em que utilizamos um potencial
quimico (multiplicador de Lagrange) para controlar o niimero relativo de particulas. Esse
potencial quimico sera eliminado quando novamente fixarmos a concentracao de uma das
espécies. Na verdade esse potencial quimico p se relaciona com os potenciais quimicos das
espécies A e B através da relacao u = (a4 — pp)/2 o que facilmente pode ser mostrado
através de uma formulagao tipo Bragg-Williams. A grande fungao de particao sera dada

por

N
(T, N) = ), NN Z(8, Ny — Ng, N),

Ni—Np=—N

= Y exp 5MZA +BZJ)\)\+ N+X\)+Lp.  (C6)
{n} (i.7)

Agora podemos considerar qualquer configuracao para as variaveis \;, fazendo um contato
direto com o modelo de Ising.
A partir desse ponto consideramos a versao de Curie-Weiss desse modelo. Por serem

conhecidos, omitimos os calculos referentes a grande funcao de particao. Entao temos
E~ e PN (C.7)

onde ¢ é o funcional para o grande potencial termodinamico por particula,

¢:%y2—§—%ln{2cosh [5Jy+ﬁ(K ,u)]} (C.8)
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108 APENDICE C. SOLUCOES BINARIAS E TERNARIAS CONCENTRADAS

A conexao com a termodinamica é feita através dos valores da variavel y que minimizam

o funcional ¢. Assim devemos ter

d¢
dy

com (d*¢)/(dy?) > 0.

=0 — y = tanh {BJerﬁ(KJru)} (C.9)

Notemos que a varidvel y nos da a diferenga entre as concentragoes das espécies A (c4)

e B (cp) da mistura,

N
Ny — N, 1

sendo (---) é a média térmica.

Tendo calculado o funcional ¢, que depende do potencial quimico p, podemos realizar
a volta ao ensemble canOnico e escrever uma expressao para o funcional energia livre de
Helmholtz em termos de variaveis mais interessantes sob o ponto de vista experimental.
Com o auxilio do teorema de Cauchy podemos obter a fungao canonica de partigao, uma
vez que = é a funcado primitiva de Z (ver o apéndice B). Novamente, sem nos preocuparmos

com o rigor matematico, temos

Z ~ / dpe” HNATNDZ (B, 1z y),

~ /d,udye_ﬂNf, (C.11)
sendo f o funcional energia livre de Helmholtz por particula,
J L 1 K
f:u(20—1)+§y2—§—Eln{2cosh {BJy%—B( ,u)]} (C.12)

Nessa relagao, ¢ corresponde a concentracao de particulas A (¢ = c4 = Na/N)ecp = 1—c.
Esse funcional deve ser minimizado com respeito as variaveis y e potencial quimico. As

equagoes de extremo sao

K
y = tanh {ﬁJerﬁ < u)] (C.13)
e
K

2¢ — 1 = tanh [BJy—I—ﬁ ( u)] (C.14)

Dessas duas equacgoes temos

K 1 c

,u——J(2c—1)——+% n(l—c>' (C.15)
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Substituindo essa relagao na expressao para a energia livre f, temos

f=-2J+ (2] - K)c— # + %[clncjL (1—¢)In(1 —¢)]. (C.16)

N J/

f:;& f;;'z
Nos livros de fisico-quimica uma expressao muito parecida para f é encontrada para
as misturas bindrias na rede tratadas através da aproximacao de campo médio de Bragg-
Williams. E imediato mostrar a igualdade entre essas expressoes para f por meio das
relagoes C.4.
Para investigar a miscibilidade das espécies A e B da mistura devemos olhar para as
duas partes de energia livre de Helmholtz da relacao C.16: a parte entrépica (fniz) € a

parte energética ( fi..).

-0.25

mix

-0.5

Figura C.2: Contribuicao entrépica para a ener- Figura C.3: Perfis de f, fint € fmiz versus c,

gia livre. para uma baixa temperatura.

O comportamento da parte entrépica da energia livre pode ser verificado através da
figura C.2. Notamos que f,;, ¢ uma func¢ao concava com minimo em ¢ = 1/2.

Por outro lado, f;,; ¢ uma funcao polinomial quadréatica em ¢ que pode ser concava ou
convexa de acordo com o sinal de J. Se J < 0, f;; serd uma funcao concava assim como
fmiz- Isso significa que a formacao de pares AB é mais favoravel que a formagao de pares
AA ou BB, implicando miscibilidade. No caso de J > 0, f;,; € uma funcao convexa em
c e ha conflito com a convexidade de f,,;.. Esse fato pode acarretar separacao de fases
ja que energeticamente a formagao de pares de particulas de mesma espécie é favorecida.
Esse comportamento ¢é representado na figura C.3. Os dois minimos na fungao f indicam

a concentracao das duas fases que coexistem em dominios diferentes.
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Uma outra forma de mostrar a separacao de fases (J > 0) se dd através de uma
curva g X c. Para nao haver nenhuma anomalia termodinamica o potencial quimico
deve sempre aumentar com o numero de particulas. Mas, devido a limitacao de nossos
modelos estatisticos, curvas de u x C' podem apresentar regioes de concavidade proibida
que estao relacionadas a separacao de fases. Para contornar esse problema deve-se realizar
uma construgao de Maxwell indicando o envelope convexo (Callen, 1985). Na figura C.4
apresentamos o comportamento do potencial quimico p em termos da concentracao c para
trés temperaturas (relagdo C.15): 1°) uma temperatura alta onde ha miscibilidade entre
as duas espécies (T > T.); 2°) uma temperatura critica T, abaixo da qual passa a existir
a possibilidade de separacao de fases; 3°)uma temperatura 7' < T, onde observamos as

algas de Van der Waals (concavidade proibida) que indicam separagao de fases.

1.5 i T T T
MIXTURE CRITICAL
POINT

PHASE SEPARATION

O L 1 L 1 L 1 L 1 L

0 0.2 0.4 c 0.6 0.8 1
Figura C.4: Potencial quimico versus concen- Figura C.5: Diagrama de fases da temperatura
tracdo de moléculas do tipo A. em termos da concentragao de moléculas do tipo

A para energias de interacgao, tal que 2wap >

waA +WBB (J > 0).

Finalmente, com o estudo da convexidade de f é possivel construir o diagrama carac-
teristico de fases da figura C.5 para uma mistura com a possibilidade de separacao de fases,
2wap > waa +wpp (J > 0). Na regiao hachurada temos duas fases distintas (PHASE
SEPARATION). Acima dessa regiao as duas espécies se encontram completamente mistu-
radas (MIXTURE). Ainda notamos a presenga de um ponto critico (CRITICAL POINT)

indicando a maior temperatura para a qual ha mudanca de regimes.
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% Mistura terndria concentrada

O tratamento aplicado as misturas binarias na rede pode ser estendido para uma
mistura terndria. Apesar do problema ser mais complicado, as generalizacoes sao imedi-
atas. A inclusao de mais um grau de liberdade produz um diagrama de fases muito mais
rico contendo linhas criticas e pontos tricriticos (Griffiths, 1974; Furman, Dattagupta e
Griffiths, 1977).

Consideremos uma mistura de N4 moléculas

do tipo A, Np moléculas do tipo B e Ng

moléculas do tipo C' acomodadas em uma rede

com N sitios, tal que N = N4 + N + Ng.

Novamente considerando apenas interagoes en-

=

tre particulas localizadas em sitios primeiros vi-

9006
LG
QUL IS J
@0 =
el|@el

zinhos. Seguindo as ideias previamente apresen-

. . 3 Figura C.6: Exemplo de uma mistura
tadas, a energia da mistura é dada por

terndaria concentrada na rede.

U =waaNaa+wpgNppg + weeNee + wapNap + wacNac + wpeNpe.  (C.17)

A fim de tratar o problema estatistico da mistura ternaria em termos de um hamil-
toniano tipo Ising, novamente associamos uma variavel \; a cada sitio da rede. Agora
A = +1, se o sitio ¢ acomodar uma particula do tipo A; \; = —1, se o sitio 7 acomodar
uma particula do tipo B; ou A; = 0, se o sitio ¢ acomodar uma particula do tipo C. De

forma geral a energia de interagao €;; entre dois sitios primeiros vizinho ¢ dada por

ey = %Aia FADN (14N + %Aia — M)A = ) + wee(1 = A2)(1 = A2)
+ %[Aiu AN (L= A) 4 ML= M)A (14 A)]
+ A= AN A) + AL+ X)L = 2]
+ %[(1 — A1 = A) + A1 = A\)(1 = A2,

(C.18)

Notemos que quando um par for formado por duas particulas do tipo A, \;(1 — \;) =
(1 —X?) =0 e assim &;; = way; no caso de um par formado por duas particulas do tipo

B, A\i(1+ X)) = (1= X2?) =0 e assim ¢;; = wpp, e assim por diante . Considerando todos
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o0s possiveis pares de primeiros vizinhos e apds algumas simplificagoes, o hamiltoniano é

dado por
D H Hs
H = —JAA; — KNS + 5(/\? +A3) — 5(& +Aj) — TAZ-Aj(Ai + ) = F|,
(4,5)
(C.19)
onde
g o Waa +wpp — 2wap
_J = . ’
g - Waatwppt dwee + 2wap — dwac — dwpe
= 7 ,
5 = 2(wac +wpe — 2wee),
_H wac —wse
2 2 ’
- = wee,
H — —2 2
_73 _ Waa — WBnB - wac + Wsc (C.20)

A riqueza do diagrama de fases de uma mistura ternaria é demonstrada através do
hamiltoniano C.19 que corresponde a forma completa do modelo de Blume, Emery e
Griffiths (Blume, Emery e Griffiths, 1971). Recordamos que originalmente o modelo
BEG foi propostos para lidar com a transicao nas misturas de 3He —* He, mas ele possui
aplicagoes em diversos outros contextos. Esse modelo ainda é conhecido pelo seu diagrama
de fases, com linhas criticas e pontos multicriticos. Dessa forma, com ajustes adequados
para os parametros de energia, podemos utilizar a vasta quantidade de resultados para
o modelo BEG na literatura a fim de investigar o comportamento de misturas ternarias

concentradas na rede.
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Apéndice D

Modelo Blume-Capel na arvore de

Cayley

O modelo de Blume e Capel (BC) é um dos mais famosos e mais simples modelos
de rede em mecanica estatistica que apresenta, mesmo na aproximacao de campo médio,
transicoes de fase de primeira e segunda ordem além de um ponto tricritico. Trata-se
de um caso particular do modelo de Blume-Emery-Griffiths, BEG, que foi utilizado em
diversos contextos, como na modelagem da agua, de misturas de Hélio-3 e Hélio-4 e em
sistemas de véarios componentes (Blume et al., 1971). Utilizamos o modelo BC para
ganhar intimidade com as técnicas matematicas empregadas na formulacao de modelos
estatisticos em arvores de Cayley. Os resultados a seguir sao baseados na referéncia

(Oliveira e Salinas, 1985).

O modelo BC é descrito pelo hamiltoniano

N N
My =—J> SS;+DY SI—HY S, (D.1)
(1,5) i=1 =1

sendo a primeira soma realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos de uma rede
com N sitios; S; = —1,0,+1, e J, D, H > 0. Os trés valores possiveis para a variavel S;
podem, por exemplo, corresponder a ter um dado sitio vazio (S; = 0), ou ocupado por
uma particula, que pode ter spin ou S; = +1, ou S; = —1 (ver figura D.2). O modelo BC

na rede pode ser entao utilizado na descrigdo de um ferro-fluido (obviamente artificial).

As propriedades termodinamicas desse modelo sao obtidas através do calculo da funcao
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canonica de particao
Z =Y e Msi, (D.2)
{S:}

sendo a soma realizada sobre todas as configuragoes {.S;} possiveis dos N sitios da rede.

Figura D.1: Exemplo de uma &rvore de Figura D.2: Possivel configuracao de um
Cayley de coordenagao caracteristica ¢ = 3 dos ramos da arvore de Cayley ao lado.

com n camadas.

Formulamos o modelo BC em uma arvore de Cayley de coordenacao ¢ e n camadas,
através de métodos iterativos para o calculo da funcao de particao. A funcao de particao

para toda a arvore é dada por (Thompson, 1982)

Z, = > exp BIY SiS;—pBDY SP+BHY S
S (4,9) i i

_ Y st 0 sl (s]) . 0,(5D, (D)

So=+1,0 {S1}
onde Sy designa o spin do sitio central, > (51} ¢ a soma sobre todas as configuragoes
possiveis dos ¢ sitios da primeira camada ligados diretamente ao sitio central; a variavel S{
identifica a variavel de spin do j—ésimo sitio dessa primeira camada. Os fatores Q,,(S7)
correspondem as fungoes de particao de cada um dos ¢ ramos ligados ao sitio central
quando os estados dos sitios da primeira camada sao dados. Note que Z, é a funcao de
particao de um arvore de n camadas e Q,, é a funcao de particao de um ramo com n

camadas. Essa distingao ¢ necessaria pois estamos construindo um método iterativo para

114



APENDICE D. MODELO BLUME-CAPEL NA ARVORE DE CAYLEY 115

o qual as propriedades de um sitio dependem das propriedades dos sitios imediatamente
mais externos ligados a ele. Observemos também que a origem ¢é o tnico sitio ligado a ¢
sitios mais externos, enquanto que qualquer sitio em um dos ramos esta ligado a ¢ — 1
sitios mais externos, justificando assim a diferenca de notagao. Por fim, de forma geral
notamos que podemos definir uma funcao de particao para qualquer ramo da arvore de
Cayley. Por exemplo, é possivel definir uma funcao de partigdo Q,,_1(S,_1), tal que o
sitio mais interno desse ramo esta separado por n — 1 geragoes dos sitios da superficie.

A funcao de particao deve ser escrita na forma

q

z = Z e~ B(D—H)So H Z eﬂjsosf Qn(Sf),

SO k=1 Sf
= OIS e Q, () + e PO TS e 5 0, (58 + T[S Qu(Sh).
ko sk k gk k- sk

(D.4)

Cada termo dessa tltima expressao é a funcao de particao de todo o sistema quando o sitio
central estd em um dos trés estados permitidos. Cada termo dessa relacao é conhecido
como func¢ao de particao canonica parcial. Dessa forma, a fungao de particao canonica de
toda a arvore é dada por
Z,=ZF+Z, + 2 (D.5)
sendo Z1 a fungao de partigao parcial do sistema quando a variavel de spin do sitio central
é Sy =+1.
Considerando todos os estados possiveis para os ¢ sitios da primeira geracao, podemos

mostrar que cada func¢ao de parti¢ao parcial é dada por (Eggarter, 1974)

Z5 = PP Ql 1 Q) + e, (D.Ga)
Zi=1Qr+ o+ Q1 (D-6b)
Z, = e DB gl 4 9 4+ &P Q0. (D.6c)

Considerando o caso particular de uma arvore de Cayley de coordenacgao ¢ = 3, as relacoes
acima podem ser obtidas de forma explicita, com a sua generalizagao sendo imediata. A
notacao Q' indica a fungao de particao parcial de um ramo com n camadas para o qual o

sftio mais interno possui uma particula com varidvel de spin S; = +1 (Q;} = Q,,(S = +1)).
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Como ja mencionamos, devido a estrutura hierarquica do grafo cada sitio de um dado
ramo da arvore de Cayley estd conectado a ¢ — 1 sitios da camada imediatamente mais
externa. Aplicando o procedimento acima para um ramo de n camadas notamos a estru-
tura recorrente na expressao de suas fungoes de particao (Oliveira e Salinas, 1985), (ver

figura D.2)

QF = ¢ ADHM[AIQr 4 Q0 e P Qr 0 (D.7a)
QQ = [szl + ngl + Qq;l]qu (D.7b)
Q, =e Moy + Q) +eMQ, (D.7¢)

Sendo QF a funcao parcial de particio de um ramo com n geracoes e QF | a fungao
parcial de particao de um ramo com n — 1 geragoes.

A fungao canonica de particao total de um ramo com n geragoes é dada por
Q,=9+Q°+ Q.. (D.8)

As propriedades termodinamicas desse modelo sao obtidas de acordo com o trabalho
de (Oliveira e Salinas, 1985). Definimos a magnetizacao m por sitio e uma densidade k
de sitios ocupados, para um dos ramos dessa arvore com n camadas,

Qo — 9, . QF+ 9,

M=o girg CMTorraita (D-9)

Isso é um pouco diferente do que foi realizado na capitulo 5 onde definimos parametros
de ordem para toda a arvore, ou seja, considerando o sitio central.

Definamos os parametros

o Q,

Dessa forma ¢é imediato escrever as seguintes relagoes de recorréncia
— —BD+BH eIBan +1+ 6_6‘]% ot
Tpp1 = € : (D.11)
T+ 14 yn
_ -1
I e—,BD—,BH e BJQ:n + 1+ eﬂJyn / (D12)
n+ T, + 1 + Un )

e reduzir o problema ao estudo do mapa dinamico definido por essas expressoes. Para
esse problema de mapeamento os pontos fixos (n — 00) que forem dinamicamente estéveis

correspondem as solugoes fisicas do problema (Oliveira e Salinas, 1985).
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As relacoes entre os parametros m, e k, e x, e y, sao obtidas imediatamente. Com
um pouco de manipulagao algébrica escrevemos os quocientes x, e 1, em termos da

magnetizacao e da densidade,

Tyt = Tppr(Mp, ky) = e PP sinh(BJ) + k, cosh(BJ) — ky, + 1]971,

Yns1 = Yne1(mp, ky) = e_ﬁD_ﬁH[—mn sinh(8J) + k,, cosh(8J) — k,, + 1]‘1_1,

que possuem interpretacao fisica muito mais direta.
Finalmente obtemos relacoes de recorréncia para os parametros com significado fisico,
mn+1(mn7 kn) + yn+1(mn7 kn)

1 + Tp+1 (mn> kn) + yn+1(mN7 kn) .
(D.13)

xn—l—l(mna kn) - yn—l—l(mna kn)
xn—i-l(mna kn) +1+ yn—H(mna kn)

Mpy1 = kn—l—l -

e Uma expressao para a energia livre

O estudo da estabilidade dinamica desse problema de mapeamento estd muito claro e
detalhado no trabalho de (Oliveira e Salinas, 1985). Contudo, por nao utilizarem nenhum
método para obter a energia livre, os autores nao puderam apresentar as fronteiras de fase
da transicao ferromagnética-paramagnética de primeira ordem, identificando no diagrama
de fases apenas os limites de estabilidade. Fazemos aqui o uso do método de Gujrati
para localizar a linha de transicao de primeira ordem, confirmando que tal linha deve
estar contida na regiao de estabilidade dinamica simultanea das solugoes ferromagnética

e paramagnética. A expressao para a energia livre é dada por

: Zum
200 | ]

sendo f, a energia livre por sitio da rede de Bethe de uma arvore de Cayley com coor-

(D.14)

denacao q.
Nao é dificil mostrar que
2(0)
J\/lflgéo ﬁ = (z41+y)1 o) {e PP (Pl y 11 4 e Py (D.15)
m—1

+ (x4+1+y)7+ e_BD_BH(e_BJx +1+ eﬁjy)q}2_q )

117



118 APENDICE D. MODELO BLUME-CAPEL NA ARVORE DE CAYLEY

Na expressao acima foi utilizado o fato de que para M — oo, xyy = Ty 1 = T € Yy =
Ym—1 = Y, que sao os pontos fixos das relagoes de recorréncia.
Assim, a energia livre do bulk da arvore de Cayley, ou seja, da rede de Bethe, é dada
por
—2B8f=g(qg — ) In(z +1+y) — (¢—2)In [e PP (e x + 1+ e y)
+ (x4 1+y) +e PPPH ey 41+ ePy)].
(D.16)

Podemos, também, fazer uso das relagoes D.13 e escrever a energia livre do modelo

em termos dos parametros m e k, obtendo

“28fy = —qIn(1—k) — (q—2) 1n{1 e BD+BH [ Ginh(BT) + k cosh(8J) — k + 1)¢

+ e PP=PH _msinh(B.J) + kcosh(BJ) — k + 1]q}' (D.17)
2 . T w 1
— - Primeira ordem
— Segunda ordem
15F-=="=- i
D/ | PARA
1 _
FERRO
0.5F |
% o5 1 15 = 2

T/

Figura D.3: Diagrama de fases para um modelo BC a campo nulo formulado em uma arvore de Cayley
de coordenagdo ¢ = 3. A linha sélida localiza a transicao de fases (FERRO/PARA) de segunda ordem;

a tracejada a de primeira ordem. As duas linhas se encontram em um ponto tricritico.

Com essa expressao para a energia livre dispomos de todas as ferramentas necessarias
para construir o diagrama de fases de um modelo de Blume-Capel formulado em uma
arvore de Cayley de coordenacao ¢ qualquer. Optamos apenas por ilustrar o diagrama de
fases para o modelo BC formulado em uma arvore de Cayley de coordenacao caracteristica
q = 3, por ser o caso que mais se distancia de uma formulacao de campo médio e que

ainda tem uma transigao de fases (veja a figura D.3).
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Os nossos resultados estao em perfeito acordo com os apresentados na referéncia (Oli-
veira e Salinas, 1985). Comparando nosso diagrama com o diagrama para ¢ = 3 de
(Oliveira e Salinas, 1985) é explicito que a linha de primeira ordem do diagrama acima se
localiza na regiao simultanea de estabilidade dinamica das fases ferromagnética (FERRO)
e paramagnética (PARA). Ainda vale acrescentar que fizemos um estudo do limite de co-

ordenagao infinita recuperando exatamente os resultados de campo médio.

Diluted Ising model - Cayley tree

15— Stability lines
— First order
| — Second order
i B
T1q +
0.5/ |
|
0 -0.5 0
WJqg

Figura D.4: Diagrama de fases da temperatura contra o potencial quimico, em unidades de ¢J, de um
modelo de Ising com dilui¢do tipo annealed (¢ = 3). Notamos que qualitativamente temos o mesmo
comportamento apresentado pelo modelo BC. Em adicao nesse diagram apresentamos as linhas de esta-
bilidade linear das fases paramagnética e ferromagnética confirmando que a linha de transicao de fases

de primeira ordem recai na regiao de estabilidade simultanea.

Segundo o trabalho de (Wortis, 1974) esse mesmo comportamento tricritico deve sur-
gir num modelo de Ising com diluigao de sitios na versao annealed. Nesse sentido, nos
voltamos aos desenvolvimentos considerados no capitulo 3, onde apresentamos um mo-
delo para uma mistura de magnetos na rede. No caso onde faziamos a = 1, obtinhamos
um modelo de Ising diluido e fomos capazes de construir um diagrama de fases T' X p.
Assim, para explicitar tal correspondéncia, principalmente entre os parametros D e pu,
terminamos essa exposicao com um diagrama de fases de um modelo de Ising diluido na
versao annealed em uma arvore de Cayley de coordenacao ¢ = 3. No diagrama da figura
D.4 além das linhas de transicao de fases, também apresentamos os limites de estabilidade

linear das fases paramagnética e ferromagnética.
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