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Abstract

Exact results are established for two distinct works. The first of them is an analysis of Langevin dyna-
mics for a mean spherical model with competiting interactions, searching for non-equilibrium phenomena
as aging and the violation of the fluctuation-dissipation theorem. The second work is a contribution
to the ground state’s phase diagram of a diluted ferromagnet under a random external field obeying a
bimodal distribution; an analytic study, although partial, indicates a stability of the replica-symmetric
solution.

Resumo

Resultados exatos sdo estabelecidos em dois trabalhos distintos. O primeiro tema é uma andlise
da dindmica de Langevin para um modelo esférico médio com interacées competitivas, investigando
fen6émenos de nao-equilibrio como “aging” e violagdo do teorema flutuacdo-dissipacdo. O segundo trabalho
é uma contribui¢do ao diagrama de fases do estado fundamental de um ferromagneto diluido e sujeito
a um campo externo aleatério regido por uma distribui¢cao bimodal; uma abordagem analitica, embora
parcial, indica uma estabilidade da solugao réplica-simétrica.
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Prefacio

O leitor havera de notar em breve que esta tese divide-se em duas partes, tanto no conteiido quanto na
apresentacdo. Dois temas, propostos em épocas e com propésitos distintos, que constituem uma fragdo da
pesquisa desenvolvida durante o programa de doutoramento, foram selecionados para integrarem a sintese
de cerca de trés anos de trabalho. O primeiro assunto refere-se 4 dindmica dissipativa de um modelo
esférico médio; a motivagido para o estudo deste problema tem origem no projeto inicial de pesquisa,
entitulado “Efeitos de desordem, aperiodicidade e competi¢ao no modelo esférico”, formulado no ano de
2002 e sob a orientag¢ao proficua do professor Silvio R. Salinas. O segundo tema da tese é uma contribuigao
ao diagrama de fases do estado fundamental para o modelo de Viana-Bray na presen¢a de um campo
aleatdrio bimodal, que se encontra no preprint cond-mat 0411682 e aceito para publicagdo na revista
European Physical Journal B (2005); a motivagdo inicial e o desenvolvimento deste segundo trabalho foi
possivel em virtude da presenga do professor Jairo R. L. de Almeida, que se manteve no Instituto de Fisica
da Universidade de S3o Paulo — local onde o programa de doutoramento foi integralmente desenvolvido
— na condicdo de professor visitante durante o ano de 2004. Esta é a razdo para a coexisténcia na tese
de assuntos aparentemente desconexos.

Quanto & apresentagdo, este trabalho é repartido em capitulos e apéndices, estes tiltimos correspon-
dendo ao desenvolvimento explicito dos meandros técnicos apresentados nos primeiros. Com esta atitude,
intenciona-se ndo quebrar o ritmo do leitor, em sua leitura dos capitulos, estorvando-o com péginas de
célculos que justificam os resultados mostrados. De fato, a presenga desses passos técnicos ao longo do
texto obriga-o, de certa forma, a acompanhar os pormenores que confeccionaram o produto final: sem
duvida, esta alternativa pode ser interpretada como um meio de valorizar os célculos, que foram vitais
para concluir o trabalho. Entretanto, julgou-se que isto desvalorizaria a tese por contribuir para a sua
ininteligibilidade através das inimeras interrup¢des da andlise em andamento. A escolha de segregar
todos os detalhes técnicos as segbes entituladas “Apéndice” nao deseja depreciar o contelido que ali foi
direcionado; entende-se que os “Apéndices” constituam, tal como os capitulos, partes essenciais do tra-
balho, mas deixa-se ao leitor ndo somente a opg¢io, mas também a responsabilidade quanto & decisao de
1é-los (1).

O autor deseja manifestar seus sentimentos de gratidao ao professor Silvio R. Salinas pela importante
orientagio que enriqueceu muito esta tese!; ao professor Jairo R. L. de Almeida, responsdvel direto pela
existéncia do capitulo 3 (e Apéndice B); ao professor Walter F. Wreszinski pelos comentérios, que foram
bastante dteis para o trabalho.

Os professores D. A. Stariolo e D. H. U. Marchetti fizeram contribui¢ées importantes ao trabalho
quando o autor estava envolvido na parte de revisdo final desta tese.

Os colegas A. P. Vieira, A. Ghosh, D. J. Ribeiro, P. T. Muzy e T. A. S. Haddad, que trabalharam
junto ao professor Salinas durante o desenvolvimento desta tese, devem ser registrados.

Consideragoes especiais devem ser feitas a D. K. N. de Almeida, I. Vantini e S. M. Ramos, e julgou-se
pertinente mencionar, em reconhecimento, os nomes de A. J. Faria, A. T. N. Sardio, A. J. Maccori, E.

1Todos os erros, imprecisées e imperfeigdes de intimeras sortes, eventualmente presentes e oriundas de “alteragdes se-
cretas” realizadas sobre versSes corrigidas pelo professor Salinas (que se submeteu & leitura paciente do texto por vérias
vezes), sdo, naturalmente, de total responsabilidade do autor.
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Capitulo 1

Introducao

Duas escalas de tempo classificam, a grosso modo, o objeto de estudo da mecanica estatistica aplicada
4 matéria condensada. A primeira, que é uma situacio idealizada de tempos “infinitos”2, remete ao estudo
do chamado “equilibrio termodinidmico”; neste caso, do ponto de vista macroscopico, o sistema nfo mais
evolui com o tempo — que deixa de desempenhar qualquer papel —, e as dindmicas presentes restringem-
se a flutuagBes “pequenas” (termodinamicamente inacessiveis) em torno da situagio macroscopicamente
estética.

Na segunda escala de tempo, “finita”, a evolugdo temporal do modelo em questdo é o centro das
atengbes. O objeto de estudo aqui é o comportamento segundo o tempo (que agora é um parametro
do problema) do sistema que ainda n#o atingiu um estado de equilibrio. A mecénica estatistica de
nao-equilibrio tem sido desenvolvida através da proposta de modelos que inspirem novos conceitos ou
estabelecendo relagbes entre fendmenos distintos, numa tentativa de melhor classificagdo. Seguindo esta
linha de pesquisa, uma classificagdo de dindmicas, provavelmente a mais aceita, foi proposta em 1977
por Hohenberg e Halperin[l], e dentre essas diversas classes, o chamado “modelo A” parece ser a mais
estudada e popular em fisica. Trata-se de uma dindmica dissipativa, sem conservagao do paradmetro de
ordem, e o representante desta classe é a equagao de Langevin, que na linguagem moderna é expressa por

2 -, (11)

onde 7 é um ruido (aleatério), a fungio de Hamilton H fornece os detalhes mecénicos do sistema e
a evolugdo temporal de ¢ é examinada. A equacgdo de Langevin é bastante conhecida e amplamente
estudada desde a sua formulagdo para atacar o problema do movimento browniano e serd também a
geradora da dindmica tratada nesta tese.

Deve-se esclarecer, inicialmente, que os problemas abordados aqui sao tratados dentro do contexto da
mecanica estatistica cldssica, no sentido de os spins serem c-fungdes do espago (e também do tempo, no
estudo da dindmica) e ndo operadores sem a propriedade comutativa respeitada pela dlgebra dos corpos
reais. A estratégia para enfrentar esses problemas de mecanica estatitica consiste em, inicialmente, definir
o modelo em um sistema de rede A discreta e finita, de |A| = N sitios, imersa em um conjunto maior
(por exemplo, Z%). A descricio mecénica “microscépica” do modelo sob exame é feita em A via uma
fungdo de Hamilton H , que depende da configuracio {S;} C Q* de spins®, com @ 3 S, sendo os valores
possiveis que um spin pode assumir, a partir da qual se define a medida de Gibbs em volume finito

2Este “infinito”, que evidentemente ¢ um abuso de linguagem, é inferior ao tempo necessario para qualquer forma de
manifestagio observével do teorema da recorréncia de Poincaré (1).
3Por S, entende-se uma aplicacio S: A — (& — Sz ) que fornece o valor do spin na posicio z € A.
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onde a normalizagio Zx(0) indica que pa é uma medida de probabilidade. A convergéncia de u, a
uma medida em volume infinito é a transigio para o limite termodinimico, e a equagido de Dobrushin-
Lanford-Ruelle deve ser satisfeita para caracterizar uma situagéo de equilibrio[2] dentro das fronteiras da
mecinica estatistica cldssica.

Observa-se que tanto na dindmica quanto na estdtica a conexao com um particular modelo de interesse
é realizada pela mecénica, sintetizada nas fun¢bes de Hamilton presentes em (1.1) e (1.2). A escolha
desta funcdo decide, além do foco de atengdo do trabalho, a complexidade da resolugdo do problema.
Os casos supostamente mais simples, ditos “uniformes”, referem-se, em geral, a modelos com estruturas
homogéneas e isotrépicas.

Contudo, os materiais atraentes aos experimentais, ou muitos problemas de interesse tedrico que cons-
tituem sistemas que supostamente os modelos de mecénica estat{stica pretende mimetizar, sdo dotados de
impurezas e ndo-homogeneidades. O comportamento critico destes materiais pode diferir de sua versao
uniforme conforme a intensidade ou disposi¢do de impurezas, que podem ser desordens, competicdes, e
“imperfei¢ées” de iniimeras sortes.

O advento do grupo de renormaliza¢do[3, 4] no inicio da década de 1970 proporcionou uma nova ferra-
menta para enfrentar os problemas referentes as possiveis mudangas na classe de universalidade originadas
por impurezas introduzidas nos modelos. O interesse por questdes correlatas crescia, e publicagbes acerca
desse assunto, mesmo aquelas que nio continham a linguagem do grupo de renormalizagio, proliferaram.
Exemplificando, o trabalho de Harris[5], que forneceu um critério heuristico para verificar se uma desor-
dem seria suficientemente forte a ponto de remover o sistema de sua classe de universalidade “original”
(caso uniforme), é bem conhecido; o modelo de Ising com campos aleatérios foi introduzido por Imry e
Mal6] em meados da década de 1970; no mesmo periodo, Edwards e Anderson propuseram um modelo
de vidros de spin de curto alcance[7], e cuja versdo de campo médio & la Curie-Weiss, um paradigma dos
sistemas desordenados, foi apresentada por Sherrington e Kirkpatrick logo em seguida[8]; foram publica-
dos, ainda, artigos que tratam de sistemas competitivos[9], que tém como caracteristicas marcantes os
ricos diagramas de fase com fases moduladas, cujos trabalhos tedricos precursores parecem remeter aos
nomes de Yoshimori[10], Villain[11] e Kaplan[12], ainda no final da década de 1950.

A insergio de impurezas em modelos de mecénica estatistica de equilibrio e de ndo-equilibrio compée
o contelido deste trabalho. A tese compde-se de dois temas independentes. A primeira parte (capitulo 2)
investiga os efeitos de competigdo sobre a dindmica de um modelo esférico médio. Um caso particular do
modelo tratado aqui j4 havia sido estudado[13], fornencendo a este trabalho um material de comparagéo
que enriquece a analise.

O segundo assunto abordado na tese (capitulo 3), por outro lado, ndo tem como enfoque a evolugdo
temporal de um sistema, mas preocupa-se com propriedades estiticas ou termodinamicas, e o objeto de
estudo é um ferromagneto que apresenta impurezas por diluigio e presenga de um campo aleatério. Mais
precisamente, a desordem é temperada?, e a situagdo de equilibrio é, a rigor, apenas putativa; porém, o
problema é perfeitamente tratdvel pelos instrumentos da mecénica estatisitca de equilibrio.

Os comentdrios de cardter mais especifico sdo legados as introdugdes contidas nos capitulos. Os
apéndices A e B expdem, respectivamente, os detalhes técnicos implicitos nos capitulos 2 e 3.

pa(B) = (1.2)

1

4Pelo limite de desordem temperada, entende-se que o tempo caracteristico de acomodagio da desordem é bem superior
ao tempo caracteristico de observagdo (em outros termos, a desordem permanece congelada durante uma experiéncia);
comentdrios adicionais no capitulo 3.

|
|
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Capitulo 2

Dinamica do modelo esférico médio
com competicao

2.1- Introducao

Sistemas em equilibrio termodindmico apresentam a propriedade de invaridncia por transla¢io tem-
poral. Em tais circunstincias, funges de dois tempos ¢’ (tempo de espera) e t (>t’), como a autocor-
relagdo C(t,t') ou a fungio resposta R(t,t"), dependem somente da diferenga 7 :=1t —t'. Quando sdo
submetidos a uma perturbagdo que os remove do estado estacionério, a invariancia supracitada pode ser
quebrada; como conseqiiéncia, resultados pertencentes & mecinica estatistica de equilibrio como o teorema
flutuacgdo-dissipagio podem néo ser mais apliciveis. O sistema pode, ainda, decair mais lentamente para
algum estado quanto maior for o tempo de espera, caracterizando o fenémeno de “aging” (envelhecimento).

A fim de contemplar fenémenos dindmicos em modelos competitivos, e sem desordem, recorreu-se
a uma versdo esférica do modelo ANNNI (Axial Next-Nearest-Neighbor Ising). A escolha de modelos
esféricos (médios) justifica-se pela possibilidade de obter resultados analiticos em situagdes “suficiente-
mente simples” para qualquer dimensdo; ademais, esta forma de resultados exatos para uma dinamica
competitiva parece ndo ter sido muito explorada pela literatura.

Optou-se por estudar uma dindmica dissipativa, representada pela equacdo de Langevin. A situagio
experimental mimetizada aqui é um “quench” a partir de uma temperatura “efetivamente infinita” (al-
tamente desordenada). As fungSes de autocorrelagdo e resposta sdo calculadas e analisadas em alguns
regimes de tempo, investigando-se, ainda, a validade do teorema flutuagio-dissipagao.

Os tépicos mais importantes para o trabalho acerca da dinidmica de quasi-equilibrio sdo expostos na
secdo 2.2, seguida de uma reviséo do modelo esférico e esférico médio (sego 2.3). A segdo 2.4 é dedicada
a apresentar o modelo deste trabalho cujas partes estdtica e dindmica sdo analisadas nas segGes 2.5 e 2.6,
respectivamente. As consideragOes finais sdo apresentadas na ultima segéo, 2.7.

2.2- Dinadmica de nao-equilibrio
Dentre as diversas dindmicas existentes na literatura, a de Langevin parece ser a mais popular.

A equagio de Langevin pertence a uma classe de dindmicas com pardmetros de ordem dissipativos —
chamados “modelo A”, na classificagdo de Hohenberg e Halperin[14]. Neste caso, a evolugdo temporal de

" alguma grandeza estd sujeita a uma forga dissipativa e um ruido externo aleatdrio, e a interagdo entre

estas duas d4 origem, numa situagdo de equilibrio térmico, ao conhecido teorema flutuagio-dissipagao.
O propésito deste capitulo é investigar efeitos de ndo-equilibrio na dindmica de Langevin através de

3




4 CAPITULO 2 - DINAMICA DO MODELO ESFERICO COM COMPETICAO

duas funcGes de dois tempos, a autocorrelacio e a funcio resposta. Estas duas fungoes dependem de dois
instantes de tempo da evolugéo do sistema, ¢t e t' (tempo de espera), com ¢’ < t, sendo que em situagdes
de equilibrio esta dependéncia d4-se somente via a diferenga 7 : =t — t/; esta propriedade caracteriza a
invaridncia por transla¢ao temporal.

Os sistemas em equilfbrio termodindmico sdo, pois, temporalmente homogéneos, mas o mesmo co-
mentario ndo pode ser feito em circunstincias fora do equilibrio. Em particular, duas propriedades
tipicas desta situacdo vém chamando a atencio nos tiltimos anos. A primeira é o “aging” (envelheci-
mento), um fendmeno em que a evolugdo temporal do sistema (ou algum observével) passa a depender
de sua histéria. IHustrando com os vidros de spin, o paradigma dos sistemas desordenados em matéria
condensada, o tempo de relaxagéo (rumo ao equilibrio) decai com uma lei de poténcia (e ndo exponenci-
almente como em sistemas ordenados), tornando clara a dependéncia do comportamento dindmico com
t', visto que o decaimento ao equilibrio passa a ser um processo demorado. Esse tempo de relaxagdo
pode superar, em varias ordens de grandeza, um tempo tipico de observagéo.

Aparentemente, ndo h4 um principio geral que explique as causas do “aging”, mas se conhecem alguns
fatores que favorecem a ocorréncia deste fenémeno. Em sistemas desordenados, uma possivel explica¢io
é devido a Bouchaud[15], que associou a questdo do envelhecimento aos tempos médios (& divergéncia
destes) de permanéncia do sistema nas numerosas configurages metaestdveis, que correspondem a vales
de energia livre onde o sistema pode ser aprisionado (“trap model” de Bouchaud).

Alternativamente & justificativa acima, a riqueza de armadilhas no perfil da energia livre ndo € a
Unica condigdo para a realizagdo do “aging”: um perfil plano também pode ser responsivel por esse
fenémeno[16, 17]. Observou-se também que a combinagio de barreiras de energia livre altas com regi6es
planas extensas de energia, como nos modelos de campo médio[18, 19, 20, 21, 22], ou ainda razdes de
natureza entrdpica[23] também sio aptos a provocarem “aging”. Nota-se, portanto, que o fenémeno
dindmico de “aging” nido é observado somente em sistemas desordenados. Existem artigos na literatura
que evidenciam a sua ocorréncia em sistemas sem desordem e sem frustracao através de tratamentos
analiticos[24, 25, 26, 27].

O “aging” na autocorrela¢ido e na funcdo resposta tem implicagtes diretas em um resultado envol-
vendo estas duas grandezas; embora estas fun¢oes de dois tempos, definidas na segdo 2.6.1, ndo sejam
independentes na mecanica estatistica de equilibrio, sendo ligadas pelo teorema flutuagio - dissipacao,

aC (¢, t'

% =TR(t,t), (2.1)
o elo pode sofrer alteragGes em situaces de nio-equilibrio, levando & segunda propriedade tipica para
estes sistemas, que é a violagdo do teorema flutuagio - dissipagdo, que juntamente com o fenémeno de
“aging” tem recebido uma atengio especial. A equac¢ido

actt) T

ot - X(t,t) R(tat,) ) (2.2)

que recupera o teorema quando o coeficiente de flutuacdo - dissipagio, X(t,¢'), for igual a 1, tem
substituido (2.1) em problemas fora do equilibrio. A forma da equagdo sugere a introducio de uma
temperatura efetiva, T/X(¢,t'), do sistema. Uma revisio acerca de “aging” e violagdo do teorema
flutuagdo - dissipagdo pode ser encontrada em [28].

Uma hipétese importante[20], mas plausivel, a ser feita sobre as fun¢bes de dois pontos é supor que
elas decaiam por um longo tempo t apés t'. A conseqiiéncia disto é o sistema apresentar memdria
fraca de sua histéria para tempos curtos, embora os efeitos do decaimento sejam perceptiveis quando
se integram as informacdes ao longe de um tempo grande. Esta propriedade direciona a anslise para a
dindmica de tempos longos, além deé permitir ignorar os detalhes para ¢’ pequenos. Este trabalho, entao,
preocupara somente com a dindmica assintética de t’ (e, por conseqiiéncia, também de t) grande.
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Conforme mencionado anteriormente, a situagio experimental a ser mimetizada aqui é um “quench”
a partir de um estado altamente desordenado (temperatura efetivamente infinita) para uma temperatura
T. Trés tipos de dindmica, supercritica, critica e subcritica, podem ser consideradas, dependendo do
valor de T em relagdo & temperatura critica T, . Espera-se que no caso supercritico, pelo fato do sistema
ainda permanecer em um estado de “altas temperaturas”, o equilfbrio seja restaurado em um tempo “nao
muito longo” - no sentido de nédo se observar fendémenos de néo-equilibrio em um tempo assintoticamente
grande (vide segdo 2.6.2). As situagGes interessantes, que permitem contemplar os fenémenos dindmicos
de ndo-equilibrio (“aging” e violagio do teorema flutuagdo - dissipagdo), ocorrem nos casos critico e
subcritico.

A dindmica de Langevin, em modelos esféricos médios para sistemas sem desordem e frustragio foi
estudada por varios autores em diferentes contextos, sendo que em todos eles os fendémenos supracitados
foram observados. Zippold et al. [24] consideraram um ferromagneto de curto alcance (e também um
vidro de spin) como objeto de estudo, identificando os regimes de tempo para os quais se observa “aging” e
a violagéo do teorema flutuagdo - dissipagio; Godréche e Luck [25] realizaram uma anélise mais completa,
analisando as dinamicas supercritica, critica e subcritica de um ferromagneto de curto alcance; em Cannas
et al.[27] h4 uma anélise para um ferromagneto com interagdes de longo alcance, com resultados para
o comportamento da autocorelagio também para uma dindmica conservativa (o “modelo B”, segundo
Hohenberg e Halperin) no estado fundamental. J4 Picone e Henkel [26] procuram considerar condigdes
iniciais mais gerais em sua anéilise de um ferromagneto.

A dindmica de Langevin de sistemas desordenados, mais especificamente do modelo de Sherrington-
Kirkpatrick esférico, foi estudada por Cugliandolo e Dean na auséncia [16] e presenga [29] de campo
externo.

Os artigos acima sd3o amostras de estudo atual; aparentemente, ndgo ha um estudo analitico acerca
de sistemas competitivos®. Tais sistemas podem ser representados por modelos competitivos do tipo
ANNNI, e uma versdo esférica generalizada deste modelo é objeto de andlise neste trabalho.

2.3- Modelo esférico / modelo esférico médio

Apesar da solugdo de Onsager[31] do modelo de Ising em duas dimensdes representar uma contribuigfo
notével, a complica¢do técnica envolvida constitui um obstdculo na elucidagio dos diversos aspectos dos
fendmenos criticos. Neste ambiente, menos de uma década apés a publicagido do trabalho de Onsager,
Kac apresentou uma corruptela do modelo de Ising, que foi resolvida por Berlin[32, 33]. Neste novo
modelo, os spins deixam de assumir valores discretos para se tornarem varidveis continuas, e a sua fun¢io
de parti¢io numa rede finita A, com N sitios, imersa em uma rede d-dimensional Z¢, é definida por

20(6) = [ expl-pHUSNINY 82— M) T a5, 23)

RA €A zEA

onde S, assume valor na reta real para cada ponto = darede A e B é o inverso da temperatura T do
banho térmico; mais especificamente, § := (k:)_c,rT)_1 , sendo kp a constante de Boltzmann.

A distribuicso delta em (2.3), que introduz de forma microcandnica o termo Y .., S2, garante a
convergéncia da integral através do vinculo esférico

> 8i=nN, (2.4)

z€A

que confina os spins no intervalo [—v' N,V N| C R.% Esta regra de soma é naturalmente satisfeita para

spins de Ising.

50 trabalho [30], que estuda um modelo competitivo, utiliza simulagées numéricas.
SEm outro modelo, o gaussiano[33], os spins assumem valores em toda a reta real, e, embora estejam sujeitos a um peso
gaussiano, a fung¢do de partigdo ndo é definida para baixas temperaturas.
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Berlin e Kac analisaram o modelo esférico para um ferromagneto com interagées de primeiros vizinhos
em uma, duas e trés dimensdes, determinando a dimensdo critica igual a dois, abaixo da qual ndo se
observa uma transicio de uma fase ferromagnética para uma fase desordenada segundo a temperatura.
Logo ap6s a publicagdo de Berlin e Kac, Lewis e Wannier[34] propuseram uma variante do modelo
esférico, em que ) . S2 entra canonicamente na func¢io de particio. Nesta situagio, a equagdo (2.3)
é substituida pela fungido de partigdo gra-canénica

EA(IB7 “) = /exP [_ﬂH({Sm}) - :Bﬂ Z S:? H dS:z: ’ (2‘5)

RA TEA €A

onde u, o potencial quimico, atua como um multiplicador de Lagrange, assegurando, apenas em média,
o vinculo esférico,

(5 82) = —55- (B = N, (26)

€A

em contraste com (2.4). O simbolo (-) indica média térmica.

Lewis e Wannier, embora inicialmente houvessem admitido a equivaléncia entre o modelo esférico e
o modelo esférico médio[35], retrataram-se logo em seguida, percebendo que a equivaléncia seria apenas
nas propriedades termodindmicas dos modelos [35], € que grandezas como correlagdes ndo seriam neces-
sariamente idénticas em ambos. Esta discrepéncia, relacionada & questdo da equivalénica entre ensembles
distintos (microcandnico e candnico), ndo é surpreendente.

Apesar de ter sido concebido e inspirado pelo modelo de Ising, o modelo esférico encontrou uma
correspondéncia direta com o modelo n-vetorial. Esta equivaléncia, inicialmente sugerida por Stanley
[36] no final da década de 1960, foi refutada por Helfand [37]. Este dltimo mostrou (corretamente) que
o argumento de Stanley ndo era vilido em baixas temperaturas, e concluiu, estendendo {(erroneamente)
seu resultado, afirmando que a equivaléncia entre o modelo esférico e o modelo n-vetorial era falsa na
regido subcritica de temperatura. Uma prova da correspondéncia foi apresentada logo em seguida por
Kac e Thompson [38] e, anos mais tarde, por Shcherbina [39]. O primeiro artigo, porém, contém pontos
obscuros em sua prova, apontados por Kunz e Zumbach [40]. A palavra final da equivaléncia entre os
modelos esférico e n-vetorial parece, pois, ser dada pelo trabalho de Shcherbina. Uma revisdo do assunto
foi publicada por Khorunzhy e colaboradores [41].

O sucesso do modelo esférico reflete-se na sua solubilidade analitica em alguns casos importantes. O
modelo com interagdes de curto alcance” (de primeiros vizinhos, ferromagnético) foi mencionado acima.
Para interagGes de longo alcance, com potenciais que decaem algebricamente com a distancia, o trabalho
de Joyce[42] estuda a influéncia da intensidade do decaimento na criticalidade do modelo; este mesmo
autor tem outras contribui¢es para o modelo esférico, sendo uma delas um artigo de revisao acerca do
assunto[43].

J4 no contexto dos sistemas desordenados, a versédo esférica do modelo de Sherrington-Kirkpatrick foi
estudada por Kosterlitz et al.[44]. A integral de troca, obedecendo uma distribuigio de probabilidades
do tipo Gauss, permite invocar, dentro do contexto de matrizes aleatérias, a lei do semi-circulo para
estabelecer a distribui¢do de seus autovalores e assim determinar a energia livre sem recorrer ao método
das réplicas (este truque é apresentado no capitulo 3). Neste caso, o modelo esférico revelou-se um étimo
laboratério para testar o truque das réplicas, indicando a coincidéncia dos resultados obtidos por ambos
os métodos.

O comportamento critico do modelo esférico é, pois, analiticamente soliivel para sistemas “suficiente-
mer}te simples” — embora importantes. Foram citados, aqui, alguns trabalhos referentes a termodinamica

70 conceito de “curto alcance” pode ser controverso no modelo esférico, visto que o vinculo esférico estabelece uma relagio
entre todos os spins dos sitios; aqui, a classificagdo quanto ac alcance da interagdo é decidida somente pelas propriedades
da integral de troca — se esta é uma fungdo de suporte compacto, a interagio é entendida como sendo de “curto alcance”.
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dos modelos. Como foi mencionado na se¢do anterior, hd publica¢bes que trataram da andlise dindmica,
e a sua solubilidade analitica foi novamente til para enriquecer o estudo.

No presente trabalho, o modelo esférico médio é examinado, estimulado pela possibilidade de tra-
tar analiticamente o comportamento critico (estdtico e dindmico). A implementacio da competigdo é
inspirada no modelo ANNNI, fato este evidenciado abaixo.

2.4- Modelo esférico médio com competicao - Introdugao

Na literatura, a lista de publicag¢des que trata de investigar fenémenos de nio-equilibrio — como “aging”
e violagdo do teorema flutuagio-dissipagio — em sistemas de spins continuos é significativa, e o foco de
atengdo divide-se em duas dreas. A primeira, que enfoca sistemas desordenados, estuda o modelo de
Sherrington-Kirkpatrick e a abordagem é via campo médio; é o caso de [16] e [24]. A segunda, representada
por modelos ferromagnéticos com interagdes de curto[24, 25] (de primeiros vizinhos) e longo[27] (interagdes
que decaem algebricamente com a distdncia) alcance, trata de examinar sistemas sem desordem e sem
frustragdo. Uma abordagem analitica na dindmica de um modelo competitivo, entretanto, parece estar
ausente na literatura; é neste ponto que esta tese pretende contribuir.

Com relagdo as propriedades estiticas, a primeira introdugdo e estudo de efeitos competitivos no mo-
delo esférico parece remeter ao trabalho de Kalok e Obermair(45], que propde confrontar, isotropicamente,
interagdes ferromagnéticas de primeiros vizinhos com uma interagio antiferromagnética de segundos vizi-
nhos. Neste trabalho, uma atengdo especial é dada a existéncia de duas fases ordenadas (ferromagnética
e helicoidal) com célculos incipientes caracterizando suas interfaces. Posteriormente, o encontro entre
essas fases e a fase desordenada foi nomeado “ponto de Lifshitz” por Hornreich et al.[46]. Estes auto-
res realizaram também um levantamento de um diagrama de fases para uma versao esférica do modelo
ANNNI[47]. Uma reviséo do assunto pode ser encontrada em [48].

Seja Ay := {—L,---,L+1}* C Z? uma rede hiperciibica finita em d dimensdes, com parimetro
de rede igual a 1 e englobando N = (2L + 1)¢ pontos. As condigdes de contorno sio periédicas,
caracterizando Ay com um toro em d dimensGes. Cada ponto z da rede serd descrito pelo sistema
cartesiano de coordenadas, z = (z,,--- ,z4). Denota-se por e;,

ei:=(07"'v051a0""’0)7 (27)

com o 1 ocupando a i-ésima coordenada, os versores cartesianos em Ay . Das d direg¢bes linearmente
independentes e ortogonais entre si (imersas na estrutura do sistema cartesiano), selecionam-se arbitrari-
amente 7 ao longo das quais as interagGes competitivas podem ser introduzidas; estas m diregGes, sem
perda de generalidade, podem ser representadas pelo conjunto de versores {ej;, - ,em}. Nas d —m
diregdes restantes, descritas pelo conjunto {em+1,-- , €4}, ndo serdo introduzidas competiges.

A funcio de Hamilton é escrita como

Hy({S) = -3 3 J(5,a)S.5, (28)

z,r’'€EAN

onde S; € R e a interagdo de troca J(z,z') é dada por

((RJ , z—1x' =ze ie{l,---,m}
SJ |, z—1z' =22 ie{l,---,m}
J(:L‘,:L‘I)=J , (2.9)
J , z—12' = ke ie{m+1,---,d}
0 , z—z' #+e,*+2; it€{l,---,d} e je{m+1,---,d}

\




8 CAPITULO 2 - DINAMICA DO MODELO ESFERICO COM COMPETICAO

que é uma generalizagdo natural do anélogo esférico do modelo ANNNI. Neste trabalho tomou-se J > 0.
Apenas ao longo das dire¢tes de e; a e, tém-se interacdes de segundos vizinhos.

A situagao de competicdo é realizada quando R >0 e S <0,0ou R<0 e § < 0. No primeiro caso, a
frustragdo decorre do conflito entre interac¢des ferromagnéticas de primeiros vizinhos e antiferromagnéticas
de segundos vizinhos; por outro lado, no segundo caso, ambas as interagdes, de primeiros e segundos
vizinhos, sdo antiferromagnéticas.

A razdo por preferir o modelo esférico médio ((2.5) e (2.6)) ao modelo esférico tradicional ((2.3) e
(2.4)) nesta tese serd esclarecida mais adiante, na anélise da dindmica.

2.5- Modelo esférico médio com competicao - Estatica

Esta sec¢éo é dedicada a apresentar os resultados termodinimicos essenciais 4 andlise dindmica. Muitos
dos aspectos estéticos do modelo j4 foram explorados na literatura [45, 46, 47, 48], € o que se pretende
fazer aqui é reunir, de forma condensada, somente as informagoes que interessam.

A termodindmica do sistema é proveniente da funcio de parti¢io gri-candnica (2.5). Considerando
a condi¢@o de contorno periédica, é conveniente realizar a andlise estdtica no espago recfproco, onde se
tem (Apéndice A.1)

vl

2,00 =(5) 1 [u—%f(k)]—%, (210)

keAn

onde J(k) é a transformada de Fourier de J(z,z'),

m m d
J(k) =2J [RZcos(ki) + 8 cos(2k)+ Y cos(ki)J , keln. (2.11)

i=1 i=1 t=m-+1

O vetor k£ é um elemento do conjunto Ay = {%, z € An}, que é a primeira zona de Brillouin. A
condi¢do necessiria para a existéncia da equagio (2.10) restringe o valor de p, que deve satisfazer, no
limite termodindmico,

B> pei= sup {%j(é)} , (2.12)

k€{—m,x]d

definindo o potencial quimico critico p., assim como o vetor de onda k. (que satisfaz p. = —%j (ke)),
dado por

kcz(Qca'“anvo,"’)O)v (2'13)
e et N’
m d—m
onde
(0, R>0 e 5>—%
R
. ge=4q¢ ® , R<O0 e S>_71_ ) (2.14)
|R|
+ ki)
| ¢ , S< 2
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onde ¢ := arccos (—25) .

A regra de soma (2.6) pode ser escrita, entdo, como

dtk 1
Ble) = / 22m)*u—1Jk)

(2.15)

[_"rr"r]d

A equagdo acima expressa a temperatura em fungdo do potencial quimico. Algumas propriedades de
B(1) podem ser facilmente verificadas:

(i) B : [pes00) — [0,00).
(if) B é monotonicamente decrescente com .
(iii) B é convexa.

A equagdo (2.15) é usada para determinar as dimensdes criticas do sistema, que dependem de m,
d, R e S B O estudo é realizado investigando a finitude da temperatura critica 3. := B(u.). Cabe
observar que a imagem de [ percorre toda a reta real nio-negativa na auséncia de transigdo de fase
(Be = 00). _

O cilculo das dimensdes criticas d. e dimensdes criticas superiores d (acima das quais os expoentes
criticos passam a ser classicos) é feito no Apéndice A.2, com os resultados organizados na. tabela a seguir.

|R|+4S+#0 | Casol | d. =2 d=4
m#0,d—-m#0 g
|IR|+4S=0 | Caso2 | de=52- | d=32;
|R|+4S#0 | Caso 3 | d. =2 d=4
m#0,d—m=0 =
|R|+4S=0 | Caso 4 | d. =4 d=38
m=0,d-m#0 Caso 5 | d. =2 d=4

Tabela 2.1: Dimensdes criticas.

A tabela acima, com r := m/d, contém as informagdes que permitem concluir a andlise dindmica,
apresentada na segdo a seguir.

2.6- Modelo esférico médio com competicao - Dinamica

2.6.1- Consideragoes gerais

Em modelos de spins, como em (2.8) com (2.9), o parametro “tempo” é ausente. O interesse desses
modelos resume-se na sua andlise estdtica, como apresentado na se¢do anterior. A dindmica, portanto,
deve ser imposta, sendo a sua escolha arbitraria. Conforme mencionado, uma classificagao das dindmicas
possiveis fol proposta por Hohenberg e Halperin[14]; dentre as possibilidades, a dindmica dissipativa (ou
modelo A), sendo a mais popular, foi eleita para anilise.

O representante tipico desta classe de dindmica € a equagdo de Langevin

O‘S;t(t) -- 65;5@ { H[S,](t) + “IEZAN sg(t)} +&:(t), (2.16)

8Mais precisamente, de m, d e da razio S/R.
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onde se introduz um conjunto de varidveis aleatdrias {£;(t)} tal que

(gm(t)) =0 e (gz(t)gm’ (t/)) = 2T61:,z’6(t - tl) ’ (2'17)

onde () indica média térmica. Os fatores irrelevantes em (2.16) e (2.17) foram tomados como sendo 1.
Notar que a participagdo do termo >~ ., 52 de forma microcanénica, como ocorre no modelo esférico,
impede expressar a equagdo de Langevin da forma apropriada acima — (2.16). Por esta razdo, o modelo
esférico médio é preferido ao modelo esférico no estudo desta dinimica.

Novamente, i tem o papel de multiplicador de Lagrange, e aqui assegura o vinculo esférico para cada

instante t.
Como no caso estético, a andlise revelar-se-4 mais adequada no espago reciproco, onde a equagio

(2.16) é escrita como

35 (t)

=5 = [F0) — 2u()] $u(6) + ée(0), 218)

com as equagdes em (2.17) transformadas em (€x(t)) =0 e (£ (t)é-k(t)) = 2T8(t —t').
A solugao formal de (2.18),

i t t
Sk (t) = 8k(0)exp | J(k)t — / 2u(t)dt' | + / exp | J(k) (t —t') — / 2u(t")dt" | E(tdt,  (2.19)
0 0 t
é o ponto de partida para definir grandezas como a autocorrelagio e a fungio resposta. A solugdo da

equagio diferencial admite, naturalmente, a dependéncia com a condigdo inicial Sk(0).
Defina, agora, a funcéo de autocorrelagio C(¢,t'),

C(t,t") = = Z (Sz(t)S:(t)) = Tv‘ > Gt t), (2.20)
zEAN ‘ keAn
onde Cp(t,t") := (Sk(t)S_k(t')), e a fungdo resposta
R(t,t') := N Z 65 ((:,) ——]1\7 > Re(t,t), (2.21)
keAN

onde R (t,t') = %%t%z e h é um campo auxiliar cuja finalidade é introduzir uma perturbagio (pequena)
que permita obter a resposta do sistema. As representagdes das fungdes de dois tempos no espago de
Fourier sdo dadas em seus respectivos terceiros membros nas equagoes (2.20) e (2.21). O coeficiente de

flutuagdo - dissipagio é definido por

TR(t,t)

BCEE) (2.22)

X(t,t) =

O teorema flutuagdo - dissipagio realiza-se quando — e somente quando - X (t,t') = 1. A meta deste
trabalho é detalhar os aspectos dinamicos dessas duas fungées de dois tempos; o estudo permite, ainda,
verificar a validade do teorema flutuagio - dissipagio em situagdes fora do equilibrio. O comportamento



-

N

CAPITULO 2 -~ DINAMICA DO MODELO ESFERICO COM COMPETICAO 11

de C(t,t') e R(t,t'), embora seja inteiramente determinado pela equagdo de movimento para os spins,
(2.19), necessita de alguns meandros técnicos intermedidrios para uma solugéo analitica satisfatéria.
Introduzindo o funcional

Y(u](t) := exp [4 / #(t')dt'] ; (2.23)
0

que sera denotado doravante por ¥(t), chega-se a

Crlt,t') = C1(0,0) exp [f(lc) (t+ t')] +oT / exp [j(k) (t+t — 2t")] 1,b(t”)dt”} , (2.24)

1
VIO(E) { /

com a informagdo acerca das condigdes iniciais contida em Ci(0,0). A situagdo de interesse é, a partir
de uma temperatura efetivamente infinita, resfriar o sistema, que se encontra, pois, em um estado inicial
totalmente desordenado. Este caso implica Ci(0,0) = 1 (Apéndice A.4).

O céalculo de C(t,t') estd sujeito & determinagio do multiplicador de Lagrange (agora representado
por ¥[u|(t)), que pode ser determinado através do vinculo esférico C(t,t) = 1 (vide (2.6) e (2.20)),
chegando-se a

"0) =% 3 {eﬂ(kﬁ +2T / ezj(’“>(‘—")¢(t')dt'} : (2.25)

keAy 0

onde a condi¢io inicial Ci(0,0) = 1 foi imposta. No limite termodindmico N — oo, através de uma
soma de Riemann, a equaggo (2.25) assume a forma de uma equagao integral de Volterra,

U(t) = F(t) + 2T / £t~ )t | (2.26)
0 .
onde
— &k a5y d-m |1 h 4Jtg(k) "
£0) ._[_"4 ]d oy = l(470) {W O/ Aa® | (2.27)

Ip(z) é a fungdo modificada de Bessel de ordem zero no ponto z e g(k),

9(k) := Rcosk + S cos(2k), (2.28)

é a parte da integral de troca responsivel pela interagdo de primeiros e segundos vizinhos.
O produto de convolugio na integral em (2.26) sugere a resolugdo desta equagdo via transformadas
de Laplace, que fornece

o+ico
o) — st LlF](s)




12 CAPITULO 2 - DINAMICA DO MODELO ESFERICO COM COMPETICAO

onde o é maior que a parte real de todos os pélos do integrando. A importancia de ¥(t) é evidenciada
pelo fato de a autocorrelacio,

tl
1 t+t t4+t
C(t,t) = - , )
w0 T [f (5 )“TO/ s (555 -3) “"y)] (230
e a funcdo resposta,
ret) = (S5 ) o (231)

poderem ser por ela expressas. O comportamento dinidmico dessas fungdes de dois tempos, antes relaci-
onadas & equagio de movimento (2.19), estd condicionado, agora, a f(t) e ¥(t). O interesse é analisar
dois regimes de tempo, 1 ~ 7 €t e 1 € 7 ~ ', como serd visto mais adiante. Estes dois casos
demandam determinar o comportamento assintético (de grandes tempos) de f e . Para f (Apéndice
A5),

e2j(kc)t
(2.32)

ft)~ K,
onde p indica o conjunto p = {R, S,m,d}, e portanto K, expressa a dependéncia do coeficiente K
com os parametros R, S, m e d. O mesmo comentério vale para v, = v(R,S,m,d). Os valores para
K, e <y, sdo listados abaixo, divididos segundo a classificagdo da tabela 2.1.

e

. K, Yp
Caso 1 am (SWJ)_% |g(2)(‘1c)|_—2— g
Caso 2 | (87J)™ T ()% (5)™ |g@(g)| ¥ | 25m

—d
Caso 3 24 (8nJ) "% |g@(q,)| " $
) -2

Casod |  (87))"% (%) T ($)"|9™ ()| :
Caso 5 (SWJ)_% %

Tabela 2.2: Valores para K, e 7p.

A expansdo assintética de (¢) (para ¢ grande) requer, antes, o comportamento de L[f](s) para s
pequeno (Apéndice A.6, equagdo (A.81), para o caso 5). Definindo € :=s — 2J(k.), tem-se

( D2 0<d<d.
Fp (—lne) d= dc
L[fl(s) ~ { A1 ~ Fylgylecs de<d<d . (2.33)

.
Il
al

Ay — Fp(—¢lne)

( A; — Fpe d>d
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Novamente, o indice p nos coeficientes F, e g,, e no expoente o, indica a dependéncia destes em
relagéo a p = {R, S,m,d} . Os valores que estes trés assumem foram determinados pelo método descrito
no Apéndice A.6, chegando-se aos resultados organizados na tabela 2.3, lembrando que r :=m/d.

Casos F, d o o
Caso 1 x 2
m 0 gm (87!‘,])—1 Ig(Z)(qc)l_% d=2 ap = %
d—m#0 2™ (87J) "% 19 (qc)| % 2<d<4
—m
Az d>4
Caso 2 an WS) 1"(4) 19 (g) |- % d< ﬁ
m 0 G (%?r TT(5)" 19W(ge)" % d= 5% ap = 2=m=t
_2d-m m __
om0 Br)" 5T ()T (5™ |gW(g)| % | s2<d< &
|R|+4S=O (87‘-'])—2 (%)TP(%) 9(4)(‘16”_% d= 28%7_ g _.]_"(4_"_2%‘11".)
4 > o
Caso 3 24 (87J) "% 19 (qc)| ¢ d<2
m£0 2¢ (87J) " |9 (gc)| ! d=2 o = 452
d 0 24 (87J) % |9 (go)|~ % 2<d<4
=
|R| + 4S5 # 0 2d(87r'])—2 Ig(2)(qc),—2 d=14 gp_:[‘(g.;_d)
Az d>4
Caso 4 @)% (8)4r(3)* 199 () d<4
m#0 (8n0)~" (8 )F() 19 (ge)[ ! d=4 op = 254
d 0 (870)~% (2)*r (§)* 19 (go)l ¥ 4<d<8
=
IR( +45=0 (87‘-'])—2 (%5') (E) Ig(4)(4c)l-—2 d=28 gp=T (.4";_‘1)
Az d>8
Caso 5 (87J)" % d<2
=0 (87rJ)”1 d= op = 15_2
G 2<d<4
4-m 0 (8 i=1__| o=T()
Ay d>4

Tabela 2.3: Valores para Fp, a, € gp.
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A tabela 2.3 é referéncia para toda a analise que se segue; nela, g™ ¢ a n-ésima derivada da aplicagio
g, definida em (2.28) (ndo confundir com g, ). Juntamente com a tabela 2.2, nota-se que

ap=r,—1. (2.34)

A forma de L[f](s) para s ~ 2J(k.), (2.33), é essencial para determinar o comportamento assintético
de ¢ (t ~ oo) mediante a equagio (2.29) (Apéndice A.8). Como a circunstincia experimental consiste
em, a partir de uma situagdo desordenada, resfriar o sistema até uma temperatura T, trés situagdes
distintas sdo possiveis e sdo analisadas a seguir. Os detalhes técnicos dos célculos assinté6ticos das fungbes
de dois tempos estdo no Apéndice A.11.

2.6.2- Dinamica supercritica

Quando, a partir de uma fase desordenada, o sistema é resfriado até a uma temperatura T' > T, a
fungdo 1) tem um comportamento exponencial,

() ~ et/ e (2.35)

onde Teq € um tempo caracteristico, estimado no Apéndice A.8 para T' ~ T . Esta peculiaridade é
responsavel pelo decaimento do sistema a uma situagéo de equilibrio em um tempo finito, quando entio
a autocorrelagao,

Clt,t')~C(r)=T / dyf (%) ¢ Tew (2.36)
e a fungdo resposta,
R(t,t)~ R(r) = f () e 7, (2.37)

passam a depender somente da diferenga de tempo 7 :=t —t'. Naturalmente, nesta situacio, o teorema
flutuagio-dissipagao é vdlido, fato que é expresso por

X(t,t) ~1. (2.38)

2.6.3- Dinamica critica

A dinédmica critica é a \nica entre as trés que requer uma andlise mais minunciosa de seu comporta-
mento dindmico no sentido deste depender da dimensionalidade do sistema. O caso critico pressupde a
ocorréncia de uma transi¢éo de fase, o que implica T, # 0 e, por conseguinte, d > d,.

O comportamento assintético de 1, dado por

e2J(ke)t _
W , de<d<d
' ’ll}(t) ~ J 25 (ke)t - , (2.39)
Y L d=d
ekt g3
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é sensivel & dimensdo em questdo, e a analise deve considerar este fator.
A investigacio do comportamento dinidmico critico das fung¢bes de dois tempos leva a uma definigao
natural de duas escalas de tempo, que nao eram observadas no caso supercritico (lembrando sempre que

1<t <t).
O primeiro regime de tempo, dito estaciondrio, realiza-se para 1 ~ 7 < t’. Neste quadro, o compor-
tamento dindmico é tipicamente de equilibrio, e, para qualquer dimensdo d, tanto a autocorrelacéo,

Ct,t') ~ Ceq,e(T), (2.40)

quanto a fungdo resposta,

R(t,t') ~ f (%) e~k (2.41)

dependem somente da diferenca de tempo 7. Aqui, definiu-se

.N;"-\’

Coqo(r) =Tp 7@ f (g) e~ Jkey (2.42)

O teorema flutuagdo - dissipagao é naturalmente satisfeito com
Xt t)y~1. (2.43)

A escolha de um intervalo 7 ndo muito grande com 1 ~ 7 < t' foi suficiente para impedir que os
efeitos do decaimento rumo ao equilibrio (que evidenciariam o fato do sitema estar, ainda no instante ',
em uma situagdo de ndo - equilibrio) fossem observados, conferindo ao modelo um carater de equilibrio.

s Logo, tomando o intervalo entre ¢’ e ¢ maior, é de se esperar que as propriedades da mecanica estatistica
A de equilibrio sejam violadas. Este argumento define a segunda escala de tempo, o regime de “aging” (ou
envelhecimento), em que 1 « 7 ~ t’. Neste regime, é conveniente definir

t
esta notagdo serd usada ao longo deste capitulo. A forma assintética da autocorrelagao,
(2K, T.27 01— o'~ F (g—1)1-7 =
e , de<d<d
/ T - -1 -
C(t,t') ~ < %tll " [1+%J 1+bz | 4=4 , (2.45)
{ 2P Kp T, 1= 1- =
| | S ) , 4>
e a fungéo resposta,
2 Kot g wE (g — 1) , do<d<d
R(t,t") ~ < WKt " (z~1)""/1+ 2 | g=4 ; (2.46)

27 Kot " (. —1)77" , d>d

e




16 CAPITULO 2 - DINAMICA DO MODELO ESFERICO COM COMPETICAO

indicam que a invaridncia por translagio temporal é mantida para altas dimensées (d > d), quando o
comportamento assintético é descrito por uma poténcia do fator ' (z — 1) =t —t¢', que é uma funcéo de
T.

O coeficiente de flutuagao - dissipagao,

( {(7p—~1)(z+1)> d
oeFro-D @+ D=2E=1) ) de<d<d
2 ~1 g
X(t, tl) ~ < z—1+2(vp—1) int/ (‘Yp:—l) Int/ ’ d=d ? (247)
In t/+In(z+1) _(=_+1 [t t'+in(z+1)]2
1 , d> d

\

evidencia a violagdo do teorema flutuagio - dissipago para d. <d < d, embora a mesma afirmacio nio
possa. ser feita para d > d. Notar que z ~ 1 corresponderia a um caso limite estacionério; de fato, tomar
z — 1 em (2.47) implica X (¢,t') ~ 1 nos trés casos.

2.6.4- Dinamica subcritica

A ocorréncia de uma transigdo de fase é, evidentemente, exigida neste caso, o que impde restrigbes na
dimensionalidade do sistema. Satisfeita esta condicdo, a dinamica subcritica, da mesma forma como na
critica, determina as mesmas escalas de tempo. Em ambos os casos, a fungdo 1 é assintoticamente dada

por

f(®)
t) ~ 2.48
onde o termo
T
M2 :=1- T (2.49)

reforga o cardter subcritico remetendo 4 idéia de magnetizagao do modelo estitico.
No regime estacionario de tempo, 1 ~ 7 < #', tanto a autocorrelagio,

C(t,t") ~ MZ + (1= MZ)) Ceq (1), (2.50)

com a fungdo C,q. definida em (2.42), quanto a fungio resposta,

R(t,¢) ~ f (5) e/, (2.51)

possuem caracteristicas estacionarias, dependendo somente de 7, com o teorema flutuagao-dissipagao

X t)y~1 (2.52)

v

sendo valido.
Por outro lado, no regime de tempo de “aging”, 1 <« 7 ~ ¢/, a autocorrelagéo,
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»
4z :
ctt)y~ M2 | ——| 2.53
( ) eq [(I + 1)2:! ( )
e a fungéo resposta,
R(t,t) ~ K277t "z ¥ (g — 1), (2.54)

n3o sdo mais invariantes por translagdo temporal, o que é evidenciado pela dependéncia tanto de t’
quanto de t. Notar que entre os dois regimes de tempo a autocorrelagio assume o valor do plateau

lim lim C(t,t')=MZ =1 r (2.55)

s
T—00 t/—00 T

que € equivalente ao pardmetro de ordem de Edwards - Anderson. O célculo dos dois limites em (2.55)
equivale a tomar T — oo em (2.50) ou z — 1 em (2.53). Esta conexdo entre os dois regimes permite

expressar a autocorrelagdo como

o) 2
2

dz '
C(t,t') ~ (1 = MZ)) Ceq,e(r) + MZ, [m] : (2.56)
que interpola os dois comportamentos dindmicos.
O teorema flutuacao - dissipagéo,
2Ky pv (z+1\'TT
Xt ty~—=—2¢y 7 ( ) , 2.57
( ) ’YPMe2q z-1 ( )

é violado, sugerindo a existéncia de temperaturas distintas no sistema.

2.7- Consideracoes finais

Os resultados principais deste capftulo, as dindmicas supercritica, critica e subcritica, retratam o
comportamento das funcdes de dois tempos (autocorrelacdo e fungéo resposta) em cada caso. Esta
descri¢do levou em consideragio duas escalas de tempo presentes na dindmica, que discerne o regime
estacionario do regime de “aging”. O primeiro tem tracos tipicamente de um sistema em equilibrio,
apresentando invariancia por translagdo temporal e obediéncia ao teorema flutuagio - dissipagfo; estas
propriedades foram confirmadas nas dinidmicas critica, subcritica e também no caso supercritico, este
altimo por atingir a situacio de equilibrio em tempo finito (lembrar que todas as analises foram feitas
para t' > 1). A segunda escala de tempo, o regime de “aging”, ndo tem as propriedades supracitadas; as
fungdes de dois tempos nao dependem somente da diferenca de tempo, 7:=t—t', € o teorema flutuagéo
- dissipagio é violado. Estas peculiaridades foram observadas na dinidmica critica e subcritica quando
l<r~t.

Os resultados listados acima sdo caracteristicas gerais da dindmica dissipativa adotada e ji eram es-
perados, exceto o caso d > d na dindmica critica. A contribui¢io do trabalho, em sendo investigar os

* efeitos de competigdo na dindmica de Langevin através de resultados analfticos, deve ter como finalidade

comparar os resultados aqui obtidos com a dindmica de um ferromagneto de curto alcance. Foi eleito
como sendo o artigo mais representativo nesse sentido a referéncia [25], que, expressando de uma forma
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simpléria, é um estudo detalhado do caso 5 do presente trabalho. Aparentemente, as inicas discrepancias
(oriundas do efeito de competigdo) entre os dois trabalhos podem ser resumidas mais em aspectos quan-
titativos que qualitativos com uma ressalva: nao foi encontrado “aging” no caso critico para d > d,
embora esta diferenga ndo seja proveniente dos efeitos de competigio. Ademais, enquanto no modelo
ferromagnético de Godréche e Luck[25] a dimensionalidade critica restringia-se a d. = 2, a introdugéo da
competic8o foi responsdvel pelo surgimento de um panorama mais rico, onde a dimensdo critica depende
do nimero de dire¢ées com interagSes de primeiros e segundos vizinhos, m, do nimero de direges com
interagoes de primeiros vizinhos, d — m, e da razdo S/R que fornece a intensidade da competigdo. A
conseqiiéncia disto é refletida nos casos 1 a 4. Naturalmente, os prefatores da expanséo assintética de
1, o coeficiente de flutuagdo - dissipagdo e outros detalhes sdo dependentes dos pardmetros m, d, R e
S, mas as conclusdes acerca do comportamento dinimico mantém-se inalteradas exceto no caso d > d
da dindmica critica, onde foi constatado um regime estacionério neste trabalho, ao passo que em [25] o
“aging” fol novamente encontrado.

Como uma observacao final, a mecénica estatistica de equilibrio corresponderia em tomar, inicial-
mente, o limite t' — oo, tempo “suficiente” para a convergéncia ao equilibrio. Notar que, uma vez
tomado este limite, para qualquer ¢ (mesmo ¢ — oo), a razdo 7/t é arbitrariamente pequena?, o
que corresponde aos casos estaciondrios estudados, que apresentam caracteristicas de equilfbrio termo-

dindmico.

9A ordem da tomada dos limites t' — 0o e t — 00 & essencial para esta conclusio.
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Capitulo 3

Modelo de Viana-Bray com campo
aleatorio

3.1- Introducgao

Do ponto de vista da 4rea de sistemas desordenados, a década de 1970 ficou marcada pelo surgimento
de modelos de vidros de spin[49, 50]: as impurezas eram simuladas admitindo a integral de troca como
uma varidvel aletéria, numa tentativa de captar as peculiaridades desse sistema e possibilitando, ainda,
a caracterizagdo de uma fase vitrea. Nessa mesma década um outro modelo, em que a desordem era
atribuida ndo as interagées entre spins, mas ao campo externo, foi proposto. O modelo de Ising na pre-
senca de um campo externo aleatériof51] despertou grande interesse; a simplicidade de sua formulagéo
(no sentido de permitir uma vasta andlise analitica), sem perder, entretanto, contatos com a parte expe-
rimental (o artigo de Fishman e Aharony[52] parece ser a proposta para a realizagio experimental desse
modelo mais conhecida), torna-o bastante atraente. As consideragdes gerais e histéricas acerca deste
modelo sdo apresentadas na sec¢do 3.2.

Embora o célculo de campo médio, no espirito de Curie-Weiss, para o modelo de Ising com campo
aleatdrio ndo tenha fornecido resultados excitantes[53, 54], limitando-se apenas a apresentar uma fase
ferromagnética e paramagnética, trabalhos mais refinados[55, 56}, que exploraram terrenos para além do
“campo médio usual”, indicam a presencga de uma fase vitrosa. Na linguagem do método das réplicas (com
uma apresentacio sucinta na se¢do 3.3), existe uma regifio de instabilidade da solugdo réplica-simétrica.
Este assunto é abordado nas se¢Ges 3.4 e 3.5, onde se encontra a contribuigdo do presente trabalho[57]: a
investigagio sobre a presenca (ou auséncia) da fase vidros de spin em um ferromagento diluido sob campo
externo aleatério. Os resultados sio reorganizados e comentados na ltima segdo, 3.6.

3.2- Modelo de Ising com campo aleatério

O desenvolvimento da teoria de fendmenos criticos, motivado pelo surgimento do grupo de renorma-
lizagdo em 1971, concebeu modelos de grande importincia e interesse no magnetismo. Dentre eles, a
introdugdo de impurezas aleatérias nos modelos de mecénica estatistica havia ganhado grande interesse;

+ em particular, o primeiro trabalho em que a aleatoriedade é introduzida no campo externo foi proposto

por Imry e Ma[51] em meados da década de 1970.
O interesse por este modelo de Ising na presenga de um campo aleatério cuja fungdo de Hamilton é

19
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H({o;}) = Z T, . Z H.o:, (3.1)

z, 2’ €EAN zEAN

em que Jz gz =J >0 para uma interagio ferromagnética, cresceu com a conjectura de sua equivaléncia
com um antiferromagneto diluido na presenga de um campo externo uniforme[52], e esta idéia ganhou
forca com o trabalho de Cardy[58], que mostrou que os comportamentos estaticos criticos de ambos
modelos eram idénticos; trabalhar com um antiferromagneto diluido submetido a um campo uniforme
é particularmente mais atraente do ponto de vista experimental. Atualmente, hd uma significativa di-
versidade de experimentos relacionados ao modelo de Ising com campo aleatério[59]. A equivaléncia,
entretanto, nio é assegurada nos dominios da dindmica.

A questdo da dimensdo critica, que era um problema em aberto que atrafa muito interesse, ja havia
sido investigado por Imry e Ma[51] para interagdes ferromagnéticas de curto alcance ( J;,,» = J > 0 para
|z—2' |l1=1, e Jzzr =0 caso contrario) e campo aleatério descorrelacionado e de média nula,

E{H.} =0 e E{H.H,}=Hib, .z, (3.2)

onde a esperanga é tomada sobre a desordem. E importante destacar que se o campo aleatério for sufici-
entemente grande o sistema é desordenado mesmo para temperaturas baixas[60]. O caso de interesse é um
campo aleatdrio suficientemente pequeno a ponto de evitar esta situagdo. Com argumentos heuristicos,
baseados na estimativa energética de formagéio de ilhas ordenadas no sistema, Imry e Ma conclufram que
para d < 2 a fase ferromagnética é instdvel no estado fundamental. A dimensio critica d. foi rigorosa-
mente estabelecida como sendo d. = 2 por Imbrie[61] em meados da década de 1980 para integrais de
troca de curto alcance.

A versdo de campo médio para o modelo de Ising com campo aleatério foi estudada logo apéds sua
aparigdo. Foram consideradas as distribuicées de probabilidade tipo Gauss[53, 54] e bimodal[54] para o
campo aleatério. Em ambos casos, encontrou-se um diagrama de fases sem muito interesse, contendo
somente as fases ferromagnética e paramagnética. A diferenca marcante entre as duas distribuices era
a presenga de um ponto tricritico no caso bimodal, ao passo que para a distribui¢io de Gauss as fases
ordenada e desordenada eram separadas apenas por uma linha critica de segunda ordem. H4, porém,
uma controvérsia quanto & natureza da transi¢do em sistemas de curto alcance para campos bimodais,
apontada por trabalhos computacionais[62].

Trabalhos de revisédo acerca dos assuntos abordados acima podem ser encontrados em [63] e [62].

A versao de campo médio, & la Curie-Weiss, do modelo de Ising com campo aleatdrio, embora solivel
de forma rigorosa[64] pelo método de van Hemmen[65, 66] e também pelo truque de réplicas[53] (cons-
tituindo, pois, um 6timo laboratério para testar este método), ndo apresenta, como foi dito, resultados
interessantes. Este fato, no entanto, nao restringe um ferromagneto sob campo aleatério a exibir somente
uma fase ferromagnética e uma outra paramagnética. O estado fundamental desse modelo na rede de
Bethe é bastante rico[67]; analisando através de um campo médio mais refinado, uma fase vidros de spin
é encontrada por de Almeida e Bruinsma[55] em um antiferromagneto diluido sob agdo de um campo
externo, e por Pastor et al.[56] na rede de Bethe. A fase vitrea é esperada em dimensées finitas para o
modelo de Ising com campo aleatério, o que além de ser um resultado interessante por si, viola a hipétese
de redugao dimensional[68].

3.3- Truque de réplicas
A identidade

Inz=lim 2 =% — fim 11 R (3.3)
nx—n_’o " HLOnnx, TeRt, .
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que é de facil verificagio e conhecida ha muito tempo, popularizou-se em fisica da matéria condensada
de forma definitiva a partir do trabalho pioneiro de Edwards e Anderson[49], que introduziu um modelo
para vidros de spin de curto alcance; a sua versdo de campo médio foi proposta logo em seguida por
Sherrington e Kirkpatrick[50].

O problema encontrado nestes dois modelos é oriundo da existéncia de duas escalas de tempo no
modelo. Nestes sistemas, além da termalizagdo dos spins, a integral de troca é uma variavel aleatéria
cuja variacdo com o tempo é um fato que ndo pode ser ignorado. A dificuldade surge quando a ordem
de grandeza do tempo de termalizagao da integral de troca é bem superor a da termalizagdo dos spins.
Operacionalmente, isto significa que a energia livre por sitio, em uma rede finita Ay de N sitios, a ser
calculada é dada por

fa(B) = IEJ {In ZA(8,{Je,='})} - (3-4)

Esta é a situagdo do limite de desordem temperada (“quenched”). O outro extremo, o limite de desordem
recozida (“annealed”), realiza-se na situac¢éo em que o tempo de termalizagdo dos spins é bem maior que
o das integrais de troca; este caso, embora de simples tratamento analitico, é de menor interesse fisico,
visto que o outro, além de representar um desafio tedrico pelos obstdculos técnicos envolvidos, encontrou
em materiais tdo familiares como vidros, por exemplo, a sua imagem experimental.

O empecilho técnico imposto pela equagio (3.4) no célculo da esperanca de uma fungdo logaritmica
para z € R, resultou na ousada decisdo de recorrer A identidade (3.3), fornecendo

£(8) = Jim_fa(8) = = lim_lim = InE,s {ZR(8)} (35)

para contornar o problema da determinacio da energia livre f. A esperanca a ser tomada seria, entdo,
sobre um produto independente de n cépias (réplicas) da fungdo de partigio.

O truque de réplicas, apesar de seu sucesso (no sentido de haver conseguido grande popularidade, fato
este comprovado nas iniimeras implementagGes), enfrentou criticas, sendo as principais delas de natureza
matematica. Destacar-se-do, aqui, dois problemas:

(1) Troca dos limites N —» 00 e n — 0 em (3.5)
(ii) Continuagdo analitica de n.

O significado dessas questGes serd esclarecido mais adlante e a explicagdo sera baseada através de um
exemplo, o paradigma de um sistema desordenado: o modelo de Sherrington e Kirkpatrick, a versdo de
campo médio @ la Curie-Weiss para vidros de spin.

Em geral, o desenvolvimento de (3.5) leva a

f(B)=— lim hm

N—ocon—0 ﬁn

ln/e—NﬂlJ({qz}) H dgz (3.6)

reX

para algum conjunto de indices X . Este conjunto de indices é fruto da tomada da esperanca em (3.5),
que tem como efeito acoplar as n réplicas inicialmente independentes. O campo ¢, entendido como
pardmetro de ordem, aparece em apenas dois tipos no caso do modelo de Sherrington - Kirkpatrick, g,
e gap, com a,f € {1,---,n}; de forma geral, tem-se

Goy-ar =E{(o1---07)}, (3.7)

onde (-) indica média térmica. O parametro ¢, = mo é associado & magnetizacdo, € gga = ¢og €
conhecido como o pardmetro de ordem de Edwards-Anderson. Notar que se a comutagio entre os dois
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limites presentes em (3.6) for possivel, o problema haver4 de sugerir sua resolugio pelo método do ponto
de sela, quando entdo o calculo da energia livre é reduzido a

.1
F(B) = lim 2~ “f)f% ¥({e=}) (3:8)
e um conjunto de equagdes de estado
9v({e-}) _
e 0, (3.9)

que é a extremizagdo de 1, condi¢ido necessiria para a determinagio de seu infimo. O problema da
comutacao entre os limites termodindmico (N — oco) e n — 0 (critica (i)) foi abordado por van Hemmen
e Palmer. Estes autores estudaram a legitimidade dessa operagdo no caso do modelo de Sherrington e
Kirkpatrick[69], além de introduzirem condicdes favoriveis para possibilitar a troca no caso de sistemas
de curto alcance[70].

Admitida a possibilidade de trocar N — co e n — 0, o problema resume-se nas equagdes (3.8) e
(3.9).

O conjunto {g,} que minimiza ¥, porém, ndo é tecnicamente de ficil acesso; o procedimento usual
para tratar o problema é admitir um Ansatz para a solucio. Inicialmente, decompde-se {qz} em sub-
conjuntos {g:} = U;{qx, } ; esta decomposi¢io, que forma uma classe de equivaléncia, é de tal sorte que
o ntimero de indices em z; é diferente do de z; se, e somente se, i # j. Exemplificando, {qa} € {¢as}
sfio duas dessas classes distintas.

O Ansatz para a solugdo prescreve admitir que todos os elementos para cada um dos subconjuntos
{gz,} sejam iguais, ¢, = ¢;. Este procedimento constitui a solucio réplica-simétrica. A validade desta
hipétese é assegurada se esta solugdo for, de fato, o infimo de 1, o que pode ser verificado pela andlise
de estabilidade via matriz de Hesse,

*y({e:})
Pasde (3.10)

examinando a positividade de seus autovalores. Esta analise foi realizada pela primeira vez em [71] para
o modelo de Sherrington-Kirkpatrick, onde foi encontrada uma regido de instabilidade da solugdo réplica-
simétrica; em outros termos, tomar todos parimetros de ordem de classes de equivaléncia iguais nao
correspondia a um minimo de 1, e a simetria de permutacio entre as réplicas deveria ser quebrada. A
sugestdo heuristica de Parisi[72] de como esta quebra deveria ser feita veio a resolver esta questao. Segundo
esta proposta, a quebra poderia ser feita em etapas, e em cada passo a assimetria sendo incrementada.
Esta idéia veio a fornecer uma solugdo para o modelo de Sherrington-Kirkpatrick, que exigia um nimero
infinito de quebras de simetria. Estes passos eram responsaveis pela profusdo de um nimero grande, que
crescia exponencialmente com o nimero de sitios da rede, de estados metaestaveis, ultrametricamente
organizados[73], correspondendo a minimos locais da energia livre.

A solugdo de Parisi, tal como o truque de réplicas, parte do pressuposto de que n é um nimero
inteiro (eventualmente “muito grande”), com os calculos sendo desenvolvidos, até certo ponto, sob esta
hipétese; a sua continuagéo analitica (exigida por (3.3) ou (3.5)) para um nidmero real, com a intengao de
levé-lo posteriormente a zero, causa estranheza, e atitudes questionando a legitimidade desta operagéo,
que constituem a base da critica (ii), sdo inevitdveis.

Existem vérias publicagdes de revisdo acerca dos assuntos acima, sendo [74] e [75] os trabalhos pro-
vavelmente mais conhecidos. .

A solugao heuristica de Parisi s6 veio a ganhar credibilidade dentro do contexto da fisica-matematica
em 2003 com o trabalho rigoroso de Talagrand[76], que demonstrou a legitimidade de seu resultado.
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3.4- Modelo de Viana-Bray com campo aleatério

3.4.1- Introdugao

Alternativamente a forma tradicional de incorporar a conectividade como pardmetro numa anélise de
campo médio, através da construgio de uma drvore de Cayley (ou também através de uma rede de Bethe),
Viana e Bray[77] introduziram um modelo capaz de admitir aleatoriedade nas ligagBes entre spins, e a
grandeza em questao é a conectividade média. Este modelo foi inicialmente estudado nas proximidades
da temperatura de transigio[77]; o comportamento a baixas temperaturas foi tratado alguns anos mais
tarde por Kanter e Sompolinsky([78] e Mézard e Parisi[79]. A andlise de estabilidade das fases no estado
fundamental foi realizada em [80, 81] no limite de percolagdo. O estudo de um modelo com conectividade
finita e na presenca de um campo externo parece se resumir ao artigo de Bruinsma|67], ndo havendo
indicios de trabalho similar no modelo de Viana-Bray. Para conciliar a conectividade (média) ¢ com a
assinatura de um campo médio tipo Curie-Weiss, a integral de troca J; 2+ , entre spins de Ising localizados
nos sftios = e z’, é considerada como uma varidvel aleatéria que assume, com probabilidade 1 —¢/N,
valor zero, e assume um valor finito com probabilidade ¢/N , onde N € o ntimero de sitios de uma rede
finita Ay . A funcdo de Hamilton do modelo de Viana-Bray é, pois,

H({O’z}) = Z J:z:,:z:'o':z:o'z' - Z H.o:, (3.11)

=2’ AN zEAN
z#c!

com o5 € {—1,1}, Vz € AN, e a fungdo de distribuigdo das varidveis aleatérias {J; .-} dada por

ps(Joer) = (1 - %) 8(Jaar) + 7fr-p(Jz,,,). (3.12)

A fungdo de distribuigdo p das ligacGes é arbitraria. No presente trabalho, toma-se

P(Jz,z) = 6(Jz,2 ~ Jo) (3.13)
com Jp > 0, para mimetizar um ferromagneto. Indo um passo adiante em relacdo aos trabalhos ji
publicados(78, 79, 80], serd introduzido um campo externo aletério que obedece a uma distribuicéo discreta
bimodal,

1 1
pH(Hz) = -2-5(H$ —HR)+ 55([‘.’; +HR), (3.14)
ao sistema.

Os ingredientes acima permitem determinar a energia livre (estaciondria) do modelo. Para tal, recorre-
se ao truque de réplicas,

18) =By B (I Z(B, (o}, {HD} = lim ~ Wy {Epr {276, {Tow b, (HLDY . (315)

Da comutagdo entre os limites limy_o € lim,_.0, chega-se a

£(8) = = im tim o nexp [N ({gero. D) (316)

onde
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c c n n
Y({qay-ar}) = =+= b,qgl,._ar —InTr(, yexp |c OrQoy-arCoy " * Oa,+
22

=0 (a,,ar)
+1n / dHpy(H) exp (,BH > aa):| , (3.17)
R a=1

onde Z(al,---,a,.) indica uma soma nos fndices 1 < a; <+ < ar < n.
Deve-se ter sempre em mente que o produto interno

(U 0)n = Triggy u{oav({oad)], w0 €H5™, (3-18)

define um espago de Hilbert $(™ de dimensgo finita (dim $H™ = 27).

A equacio (3.16) expressa a tradicional aplica¢io do método do ponto de sela na determinagio da
energia livre via truque de réplicas. Em concordincia com este método, o argumento de sua exponencial
deve conter o infimo da fungdo 1 dentre todos os valores de {ga,...a,} . A extremizagio de 7,

0v({ger--ar}) _
g e =0, (3.19)

que é um sistema de (:f) equagoes, pode ser condensada na equagdo

1 n
Qayoay = %’I‘r{aﬂ}aal “ 4 Og, €XP I:G({aa}) + ln/deH(H) exp (,BH Z aa)] , (3.20)
R

a=1

onde
Zng 1= /deH(H)TI‘{,a} exp l:G({O'a}) +B8H ZO}{I , (3.21)
R a=1
com
G({oq}) = CZ E brgoy--arCoy ** Oy s (3.22)
r=0 (1, e
que é um pardmetro de ordem global e
' by 1= /de(J) cosh™(8J) tanh"(8J) . (3.23)
"R

A energia livre estaciondria é dada por
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1. 1)e e
78 = 57{%;{§+§Z > ergl,...,a,—ln/dHPH(H)x
R

r=0 (al e ,ar)

X Tr{aa} exp

C{oa}) +AH Y %J } (3.24)
a=1

se os valores assumidos por {gq,...a,} Obedecem & condigio de extremo (3.20).
Os célculos acima estio detalhados no Apéndice B.1.

3.4.2- Solugao réplica-simétrica

A extremizagdo da energia livre requer a determinagido do conjunto {gq,..-a.}, obtido através da
equagdo (3.20). O obstdculo técnico imposto por esta equagdo sugere a procura de solugdes simples,
provavelmente parciais, dedutiveis sem grandes esforgos. O efeito do cdlculo da esperanca de Z™ (que
inicialmente eram cépias independentes de n sistemas) é visivel em (3.17), onde as n cépias do sistema
coexistem dependentemente, indicando que as réplicas passaram a ser acopladas. A busca por uma
solucdo réplica-simétrica ser4 feita com um passo intermediério, com a introdugio de um campo efetivo
h, que atuard da mesma forma, com a mesma distribuigio de probabilidades P, em todas as réplicas.
Inspirado na forma da equagio (3.20), o campo efetivo sers tal que

'I‘r oo g, e reﬁhz;l:l Ta
Gon e = / dhP(r)— ”}‘r:a }eﬂhaz:::l = (3.25)
R [=3
' Um céleulo simples mostra que
Qoqeay = /th(h) tanh"(Bh), (3.26)
R
e uma comparagio entre (3.20) e (3.25) relaciona as duas grandezas de interesse, P e G,

dhP(h)ePhXa=19a 1 -
/ e = 7 o |Glloal) +1n / dHps(H) exp ﬁH;aa . (32

2 -

O parametro de ordem global, ao ser explicitado em fungio da distribuigdo P,

Goa)) = ¢ / dJo(J) / dhP(h) cosh™(BJ)
R R
n
X exp {Z 0 tanh™! [tanh(BJ) tanh(Bh)] + -723 Inf1- tanh?(8J) tanh2(5h)] } )
a=1

(3.28)

 revela que, dentro do contexto dessa solugdo réplica-simétrica, sua dependéncia com os spins déa-se de

uma forma bem peculiar, a saber, G depende apenas da soma deles em todas as réplicas. De (3.28),
definindo 6 :=Y_, 0a, é evidente que
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G({oa}) = G(3). (3.29)

Agora, para se tomar o limite n — 0, deve-se primeiramente alargar o espago de Hilbert $( (de
dimensao finita) para um espago de Hilbert $ de dimensao infinita. Em $, o produto interno

(1, V) oo 1= /u*(y)v(y)dy , u,vEH, (3.30)
R

pressupde que seus elementos sejam integriveis.
Nesta situagdo, impde-se a continuagdo analitica de & € [-n,n] C Z para 6 € C. Escolhendo ent3o
& =1iy/B, com y € R, a equagdo (3.27), tomando o limite n — 0, assume a forma (Apéndice B.3)

P(h) = R/ dHpx(H) R/ dy exp [—iy (h—H)+G (%) - ] . (3.31)

A continuacdo analitica em & permitiu introduzir uma transformada de Fourier que possibilitou escrever
a dependéncia funcional de P com G. 10

Uma vez que nas mesmas condigdes (extensdo do espago de Hilbert e continuagdo analitica de &) a
equagdo (3.28) adquire a forma

G (%) —c R/ dJo(J) R/ dhP(h)exp {% tanh™" [tanh(8J) tanh(ﬁh)]} , (3.32)

a equagdo (3.31) passa a ser escrita como uma equagao integral nao-linear,

Ph)y = IR/dI-IpH(H)]R/dyexp —c—iy(h—'H)+cR/de(J)R/de(z)x

X exp [% tanh™! [tanh(8J) tanh(ﬁ:v)]] } , (3.33)
e o problema da extremizagdo de 9 ((3.17) e (3.19)) transformou-se na determinacdo da fungio distri-
buicdo P na equacgdo acima na solu¢ao réplica-simétrica.

Cabe observar que a procura pela func¢io distribui¢io P é feita apds o limite n — 0 ter sido tomado,
0 que nao ocorre no caso do modelo de Sherrington-Kirkpatrick. A implicagio desta inversdo é estar em
busca de solugdes em um espago (infinitamente) maior que o apresentado pelo modelo inicial.

O primeiro interesse deste trabalho é a investigacio do comportamento critico a baixas temperatu-
ras; em particular, o estado fundamental (8 — o0) é investigado. A resolu¢ao da equagdo (3.33) foi
obtida somente para uma classe de solugbes onde o campo aleatério Hgr é um miiltiplo da intensidade
ferromagnética Jp, que é referente a uma subclasse das distribui¢des discretas de P, que entdo pode ser
representada por

’ , P(h) = arb(h—kJp). (3.34)
' keZ

10A energia livre estaciondria pode ser expressa em termos de P, como pode ser visto no Apéndice B.4.
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Ainda sobre a condi¢do m := Hg/Jy € Z+ , observa-se que, a partir de (3.13) e (3.34),

Jim G(%) = ce o f dhP(h) +c / dhP(h)et>sign(h) min{Jo,|hl} 4 peizto / dhP(h)
— 00

(—00,~Jo] (=Jo,Jo) [Jo,00)

oo -1
= ca0+cE are®’ 4+ ¢ E age” &l

k=1 =00
= A+ Be®lo 4 Ceido (3.35)
onde
{" 00 -1
e A:=cag, B:=cZak e C:=c Z ak . (3.36)
k=1 k=—o00
Pode-se mostrar (Apéndice B.6) que
A—c B H'}n‘ B k_Tm
an =2 [(E) Term(2VBC) + (6) Lh-m(2VBC)| | (3.37)
além de
ced=c [/B\ % B\ %
. A= 5 l:(a) + (6) :l I, (2v BC) (3.38)
£
e
C mz—l 1
B = BtC_¢C5,0~C (-E) /dueC“ (1- u)m_z_l Im—1(2y/BC (1 —w)) +
0
B\% |
2 m
+B (6) /dueB“ (1—-u)? I,(24/BC (1 —u)). (3.39)
0
A terceira equagdo necessdria para fixar A, B e C pode ser dada pela condigio
lim G’(—)=c=A+B+C, (3.40)
B—o0 B

que ¢ facilmente dedutivel de (3.32) e (3.35).

3.5- Analise de estabilidade

A determinagao da energia livre estaciondria, convertida na busca do infimo de ¥({gay---a,.}), (3-17),
através de uma aplicagdo do método do ponto de sela, passou a estar sujeita & resolugdo da equagio

L)
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(3.19). A fim de tentar contornar os meandros técnicos envolvidos, procura-se sugerir solugdes para
esta equagdo, e uma proposta simples € a solugdo réplica-simétrica. Esta solugdo, porém, é somente um
extremizador de 9. A condi¢ao que legitimiza a raiz encontrada como sendo um minimizador é a anélise
da estabilidade da solugdo. Optou-se em prosseguir o estudo com o parimetro de ordem global G (ao
invés da distribuicdo P), verificando se ele minimiza o funcional

c 1 i 1
WG = 5+o5m 2 2 5 Mo Tr) GG ({mel)on oy Tas * Ta, =

r=0 (al,... ’a',)

—lnTre,) f dHpy (H)eS o tPH Lo 0a (3.41)
R

obtido de (3.17) e (3.22).
Este problema conduz a investigag@o da estabilidade da solugdo G na matriz de Hesse,

52[C]
5000 (]’ (3.42)

através do comportamento de seus autovalores, a serem encontrados na equagio secular

$?Y[G]

) sermse gy ) = 2elload) (3.43)

ou (Apéndice B.7)

Mi(o,) [ dTp(2)eb Bamsrote pl{oa}) =
R

1 G(3) GO Lozt 72 p({oa})
= ol(sal) + = [ dHpu(E) e _
R

—/deH(H)Tr{aa}eG(&)"'ﬂH Tho10a /d]p(])eﬂ-] Y1 %asa %}, (3.44)
nG
R R

onde a notacgdo (3.29) estd sendo usada. E conveniente recorer, agora, ao seguinte resultado devido a
Mottishaw e de Dominicis[80],
Teorema 3.1 (Mottishaw - de Dominicis): Na solugdo réplica-simétrica, com a equagdo secular dada

por (3.44), o espaco dos autovetores p({oa}) € varrido pelo conjunto de 2" funcdes de duas varidveis
<p’{ s} (6 qop) ; simbolicamente,

QD({O'a}) - (pl{#a}(a'7 QG'p.) ) (3.45)

onde Qop :=3 o ) 0alla € {Ha} € um conjunto de vetores que rotula o autovetor.

A prova do teorema encontra-se no Apéndice B.8; fazendo uso dele, a resolugdo do problema de
autovalores é feita inicialmente transformando-a na seguinte equagao integral linear
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A / dys / dya(in, iva) / dhy / dhge—vihi—uzha / dJ p(J) exp [%“ max{|ha, |7} -
R R R R R

—%—L max{|hz|,|J|} + insign(h1J) min{|h1], |J|} + i€ sign(hoJ) min{|hs|, |J|}] =

— Z(n,) + 5Glin+i6) [dha [aha [y [ dypemirhimivhreSntimi-eg iy, i) x
R R R R _
X /deH(H)ei(yl‘*'yz)H exp [%’usign(hf ~ h2)min{|h1 + he, |h1 — hzl}] -
R
—/dyl/dyzt‘ié"(i’“J”'yz)—ci(iyhiyz)/dHPH(I‘I)ei(’“ﬂ”)ﬂ/dhl/alhze_iy‘h‘_iyz'12 X
R R R R R

[ aso() exp | ma( ], 7} - max{hal, 1]
R

x exp [¢77sign(h1J) min{|h1|, |J|} + € sign(h2J) min{|h2|, |J|}] , (3.46)

onde o limite n — 0 foi tomado, além de continuagdes analiticas adequadas (Apéndice B.10). Agora,
a tarefa de encontrar uma fungdo ¢ que satisfaga {3.44) foi convertida no problema de encontrar uma
funcdo de duas varidveis x(i7,1€) que, a rigor, depende da soma das componentes [ := Y _, o de
um conjunto de vetores {pqo}, introduzidos pelo teorema 3.1. Sio tratados os casos de autovalores
longitudinais (Apéndice B.9) e transversais (Apéndice B.10), este dltimo quando f = 0 e o caso mais
geral, i #0. A resolugdo do problema de autovalores (3.46) é efetuada impondo um Ansatz,

)Zﬁ(i’f], Zf) = Z Z Ko(u’ ,U)eiunJo+i'u§Jo+—sz , (347)
0€Z u,v=0,+1

para os autovetores, onde Kpg(u,v) € R so coeficientes que ndo devem ser todos nulos — o que levaria
a uma resposta trivial da equagdo secular. A adequacgdo do Ansatz é comprovada a posteriori por auto-
consisténcia, e os autovalores calculados sdo

1 1 A 1 A
A= Z’ E - z, z - z + /a6 (348)
€
)\0 = % - é - J/aa_, (3.49)

onde este dltimo é o menor dentre os encontrados. As equagdes (3.37), (3.38), (3.39) e (3.40) determinam
A, a ea;.

Trabalhos anteriores[55, 56] sugerem a existéncia de uma fase vitrosa no estado fundamental. Espera-
se que numa fase paramagnética ou vidros de spin a distribuigdo do campo efetivo seja simétrica; em outros
termos, ax = a—i, ou B =C. Por outro lado, numa fase ferromagnética haveria um desbalanceamento
entre 0s ag>p € ax<o (B # C). Duas situagdes extremas serdo examinadas, m =0 e m — oo; a

* primeira descreve um ferromagneto diluido sem campo externo, e uma fase ferromagnética é esperada

(com instabilidade das fases paramagnética e vidros de spin).
As equagdes disponiveis para a caracterizar fase paramagnética sdo, de (3.37), (3.38), (3.40) e (3.49),
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A=cer I (c— A) (3.50)
e
Ap = 14 a1
c c
1 A ed-e
= ‘E - z Ty [Im+1(c - A) + Im—l(c - A)] ’ (3'51)

a0 passo que a fase ferromagnética é governada pelas equagdes (3.38), (3.39) e (3.40), lembrando que
B # C. A anilise é feita sobre (3.49).

Os autovalores referentes as fases ferromagnética, Ar, e paramagnética, Ap , podem ser computados
numericamente, como mostrado na tabela abaixo.

c|m ] 0 [ 1 [ 2 3 4 | 5 [ 6 7 | 8 9 [ 10 |
3 | Ap | -0.180 | -0.066 | 0.103 | 0.225 | 0.292 | 0.320 | 0.330 | 0.333 | 0.333 | 0.333 | 0.333
Ap lo27ajone| — | — | — | — | — | — | — | — | —
4| Ap | -0.188 | -0.116 | 0.013 | 0.121 | 0.191 | 0.227 | 0.242 | 0.248 | 0.249 | 0.250 | 0.250
Ar |0230 0167 | — | — | — | — | — | — | — | — | —
5 | Ap | -0.188 | -0.138 | -0.037 | 0.058 | 0.126 | 0.166 | 0.187 | 0.195 [ 0.199 | 0.200 | 0.200
Ar | 0193 | 0167 0082 | — | — | — | — | — | — | — | —
6 | Ap | -0.185 | -0.148 | -0.067 | 0.016 | 0.081 | 0.123 | 0.147 | 0.159 | 0.164 | 0.166 | 0.166
Ar | 0164 | 0153 0115 | — | — | — | — | — | — | — | —
7 | Ap | -0.181 | -0.152 | -0.085 | -0.013 | 0.048 | 0.091 | 0.117 | 0.132 | 0.138 | 0.141 | 0.142
Ar | 0142 [ 0137 0120 (0072 | — | — | — | — | — | — | —
8 | Ap | -0.176 | -0.153 | -0.097 | -0.033 | 0.023 | 0.065 | 0.093 | 0.110 | 0.118 | 0.122 | 0.124
Ar | 0125 | 0.123 | 0115 [ 0092 | 0024 | — | — | — | — | — | —
9 | Ap | -0.172 | -0.153 | -0.105 | -0.049 | 0.004 | 0.045 | 0.074 | 0.092 | 0.102 | 0.107 | 0.110
Ar | 0111 | 0110 | 0.106 | 0095 | 0.068 | — | — | — | — | — | —
10 | Ap | -0.168 | -0.152 | -0.111 | -0.060 | -0.011 | 0.028 | 0.058 | 0.077 | 0.088 | 0.095 | 0.098
Ar | 0100 | 0.100 | 0.098 | 0.092 | 0079 [0.044 | — | — | — | — | —

Tabela 3.1: Tabela Ap, A\ X m:= Hg/Jy para ¢=3,---,10.

Conforme esperado, a fase ferromagnética é estivel para baixos campos aleatérios e a fase para-
magnética para altos campos. Notar que, embora o autovalor correspondente a fase paramagnética exista
sempre, a solugdo ferromagnética é possivel apenas para m := Hg/Jp suficientemente pequeno. E
possivel provar (Apéndice B.12) que, além de ser negativo para Hr = 0, o autovalor paramagnético
tende a 1/c no limite de campos infinitos; este dltimo fato é observado na tabela acima, sendo o efeito
mais pronunciado para conectividades menores. Notar que, a partir de ¢ = 8, existe uma regido de
m := Hg/Jo em que ambos autovalores so positivos, o que é um indicio de transi¢io de fase de primeira
ordem em virtude da coexisténcia das duas fases, que os cdlculos mostram ser estiveis.

O que n#o se observa na tabela acima é uma regiio onde tanto Ap quanto Ap sejam negativos — o
que caracterizaria uma fase vidros de spin. Os dados indicam que a quebra de simetria de permutagéo
entre as réplicas é desnecessdria no presente estudo (com campo aleatério multiplo de Jo). Os dados
para c iguais a 8, 16, 32 e 64 sdo mostrados nas figuras abaixo, evidenciando o alargamento da regiso
de eoexisténcia das duas fases com o aumento da conectividade; numericamente, isto ocorre para ¢ > 8,
indicando que abaixo deste limite a transi¢io ordem-desordem seja de segunda ordem.
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Figura 1: Ao x m para c=8,16,32 e 64.

3.6- Consideracoes finais

Contrariamente as expectativas de alguns trabalhos[55, 56], os resultados alcangados aqui néo sugerem
a presenca de uma fase vidros de spin no estado fundamental. A solugdo réplica-simétrica mostrou-se
estdvel para todo campo aleatério Hp nio-negativo, a fase ferromagnética sendo estdvel para baixos
valores de Hp e a fase paramagnética indicada para Hp suficientemente grande. As solugGes numéricas
néo forneceram um intervalo de campo aleatdrio (inteiro) em que os autovalores da matriz de estabilidade
fossem ambos negativos.

Entretanto, as conclusées acima niao devem ser consideradas definitivas. Recapitulando a anilise,
um ferromagneto diluido na presenga de um campo externo aleatério bimodal foi tratado pelo truque de
réplicas para a andlise termodindmica. A equagdo de estado (3.19), transformada em uma equagéo integral
nao linear (3.33), ndo pdde ser satisfatoriamente resolvida, e a analise prosseguiu com uma solugéo parcial,
mas legitima, no estado fundamental e para campos Hp miiltiplos da integral de troca ferromagnética
Jo, (3.34) (juntamente com (3.37), (3.38), (3.39) e (3.40)). Aqui, cabe a primeira observagdo que diz
respeito & completeza das solugdes encontradas. Espera-se que existam as solugdes continuas (tal como
" no caso vidros de spin sem campo externo [81]); ademais, a unicidade da solugdo obtida para campos
discretos ndo foi provada. Novos autovalores provenientes de outras soluges poderiam estar escapando
da ansdlise, que entdo poderia levar a outras conclusdes.




32 CAPITULO 3 ~ MODELO DE VIANA - BRAY COM CAMPO ALEATORIO

Deve-se observar, no entanto, que esta nio é a tnica fonte de incompleteza no estudo. A anilise de
estabilidade, traduzida na determinagio dos autovalores de (3.46), foi realizada baseando-se no Ansatz
(que foi verificada a posteriori) (3.47); novamente, a questdo da (possivel) unicidade desta solugado néo
foi demonstrada. A possibilidade de existir outras solugbes, que nio foram exploradas, para a equagdo
secular (3.46) permite conceber autovalores distintos dos obtidos e levar o exame da estabilidade das
solucbes réplica-simétricas a tomar outros rumos.

Os problemas de completeza supracitados nio afligem a andlise, por exemplo, do modelo de Sherring-
ton e Kirkpatrick, e a explicagio para tal diferenca essencial entre este paradigma dos sistema desorde-
nados e o modelo tratado aqui est4 relacionado com o desenvolvimento que se faz do truque de réplicas.
Sabe-se que o limite n — 0 deve ser tomado em algum estdgio do estudo; no caso de Sherrington-
Kirkpatrick, o niimero n, que é a dimenséo do espago de Hilbert $isx , pode ser carregado até o fim da
analise, e a completeza das solugbes para a equagdo de estado ou os autovalores da matriz estabilidade
pode ser averiguada. A continuagio analitica n — 0 neste caso, entdo, resume-se em um valor particular
de um paradmetro que surge tanto nas solugdes (da equagdo de estado) quanto nos autovalores obtidos.
Por outro lado, no problema tratado nesta tese, o limite n — 0 é tomado em uma etapa incipiente como
recurso para possibilitar obter resultados heuristicos. Contrariamente ao caso de Sherrington e Kirkpa-
trick, onde esse limite pode ser tomado quando a nogéo de espago de Hilbert deixa de ser relevante para
a anslise, no presente caso a continuagio analitica é antecipada, quando entdo o espago de Hilbert £
ainda é indispensédvel para o estudo. Dai, a tran51gao de (3.18) para (3.30). Como conseqiiéncia, ao prego
de se obter solucgGes heuristicas, o conjunto $ (n) ¢ estendido para uma dimensdo infinita. E natural,
pois, que no presente caso estudos andlogos como o de de Almeida e Thouless[71] sejam impossibilitados.
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Apéndice A

A.1- Funcao de particao gra-canénica

As informagbes termodinidmicas do modelo em estudo estdo contidas na fungdo de partigdo gra-
candnica,

Ean (B, ) = /exp [—ﬂH({Sz})—ﬂ# > szl II @S, (A1)

RAN z€EAN T€EAN

sujeita ao vinculo esférico

(3 88 =-F5- B (B = N, (A.2)

z€EAN

com a funcio de Hamilton dada por

H{S.}) =—% > J(@2)82Se —h > Sa, (A.3)

c,z'€EAN TE€EAN

e a integral de troca por

(RJ , z-2' =%¢ ie{1,---,m}
SJ , z—1 =12 1€{l,.-.-,m}
J(x,x’)zJ(x—x’):j . (A4g)
J , z—2'=+e; i€{m+1,---,d}
0 , z—o' #+e,+2; i€{l,---,d} e je{l,---,m}

by

Os pardmetros acima foram definidos no capitulo 2. Notar, comparando com (2.8), a inclusdo de um
campo externo auxiliar A na func¢io de Hamilton. O passo inicial para a andlise é escrever a fung¢éo de

partigio gra-candnica no espago reciproco mediante as transformadas de Fourier

S = ﬁ > SeeTHm e Jk)= D J(@)eHe. (A.5)

" zE€AN z€EAN

33
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E importante lembrar que as condi¢es de contorno adotadas sdo periédicas. De (A.4), (A.5) e da
realidade de S, é imediato que J(k) = J(—k) e S_x = S;. Divide-se a primeira zona de Brillouin
Ay = {f55,% € AN} em trés subconjuntos disjuntos, {0}, A+ e A_, tais que Ay ={0}UALUA_ e
se ke Ay, entdo —k € A_. No espaco reciproco, tem-se

m m d
J(k) =2J [RZ coski +8 ) cos(2k)+ »_ cos ki] (A.6)

i=1 i=1 i=m+1

Za, ) = [ exp{—ﬁ > fu-370) |Sk|2—ﬁ[u—§f<o>]S&’whx/ﬁéo}><

RN kEi\.{.U/A\_
xdSo ] dSkdS;. (A7)
kei\+ UA_

A transformagao ortogonal

S’o=$o (k=0) T =2Z_r €R
) A , onde ) (A.8)
Sk = ﬁ (zk + 1yk) (keAy) Ye =Y-k €R

é util para o prosseguimento do célculo. A fungdo de partigdo gra - candnica assume, entao, a forma
= 1.
S, Bmh) = [exp{-|u=350)| 3+ o1 | dao x
J i

< [ eXP{—ﬁ [u—%f(k)} [@]} [ dowdue

RN—1 keALUA_
¥ h2N ‘ 1 -3
- (@) |2 g -]t e
1[u~370)] [ vern
O célculo acima é permitido para
K> [ i= max {lj(k)} . (A.10)
k€EAN 2
A energia livre pode ser escrita como
1. -
fAN(ﬁ’ M, h) = _,B_N In AN (,B, My h)
1 T h? 1 1.
= ——In <_> - - S In {u— —J(k)} : (A.11)
26°\B/ afu-1io] 2PN Z 2

Tomando h =0 em (A.9), recupera-se (2.10).
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A.2- Dimensoes criticas

Esta secio é dedicada a determinag@o da dimensao critica d;. Para d < d. a integral

[ d% 1 _
Y(d) -—A e Tk = F () (= Be) (A.12)

diverge. A primeira zona de Brillouin A = [—m,7]¢ é limitada e a integral nio apresenta problemas no
ultravioleta. A convergéncia ou a divergéncia estéd ligada ao dominio que contém o vetor de onda k.. Na
regido préxima deste ponto,

m d m
J(ke)—Jd(k) = J [62 (ki — gc)® + Z kf] - %c;; Z (ki —gqc)° +
t=1

i=1 i=m+1
J m d
4 4
+3 C4§:(ki—qc) + ) ki]+---, (A.13)
i=1 it=m+1
onde
¢z = Rcos(q.) + 45 cos(2g.),
c3 = Rsin(g.) + 89sin(2¢,), (A.14)
c4 = —Rcos(gc) — 165 cos(2q.),
ke = (M, U)’ (A.15)
m d—-m
e
( 0, R>0 e S> —?,
Qc=J T, R<0 e S>—-§, . (A.16)
o, s< B

onde ¢ := arccos (—4%) .

Nota-se que ¢z > 0. A situacdo cp = 0 realiza-se somente nas linhas R+45 =0 (¢ = 0) e
+ R~4S8 =0 (¢g. = ), quando também c3 = 0 e os termos de quarta ordem desempenham um papel
importante na expansdo (A.13) e no comportamento da integral de Y{d).

O estudo seré feito nas seguintes etapas:
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c2>0 | Caso 1
c3=0 | Caso 2

m#0,d—m#0

cs>0 | Caso 3
¢ =0 | Caso 4
m=0,d—-m+#0 Caso 5

m#£0,d-m=0

Antes de prosseguir, para a,b€ N (com a <b), z € R e § € R, definem-se os conjuntos U(z,d),
Kg(l‘, 5) e Bé(zo,yo),

b
Ub(z, 6) := {k eh:) (ki-2)’< 52} , (A.17)
K(z,6) := {keA:i£¥b|k,——x|<5} (A.18)
e
Bs(zo,y0) = {(a:,y) €R?: (z—20)? + (¥ —0)° < 52} ) (A.19)

que serdo tteis na andlise que se segue. O conjunto Ul(z,d) (K%(x,8)) é um subconjunto da primeira

zona de Brillouin cuja projecio nas diregoes ¢ a b é uma hiperesfera (hipercubo) de raio (lado) é (24)

centrada(o) em (0,---,0,z,---,z,0,---,0). O conjunto Bs(ci,cz) é uma bola aberta em R? centrada
e e — N

a—1 b—a+1 d—b
em (c1,cz). Por fim, é necessdrio introduzir o fator de contagem dy.(g.,m), dado por

1 y =07
dgc(ge, m) 1= . (A.20)
2™, g #0,m

Este fator distingue a situagio em que g, = +¢ da outra onde g. =0 ou g, = 7. O intervalo [—m,7]
(mais precisamente, (—m,7]) compreende apenas um valor para 0 e 7; por outro lado, cos¢ = —%
é satisfeito ndo apenas para ¢, mas também para —¢, e esta degenerescéncia impde um fator dois nos
resultados abaixo para cada uma das m diregdes de competicio onde g. = ¢. O procedimento adotado
serd desconsiderar as contribui¢des de —¢ e corrigir o resultado final impondo o fator df.(g.,m).

O Casosle2 (m#0,d—m#0)

Estes casos tratam de um modelo em que existe ao menos uma dire¢do onde estd presente uma
interacdo de segundos vizinhos e pelo menos uma dire¢io com apenas interagdes de pr1me1ros vizinhos.
A dimensao minima que é exigida para esta situagdo é, pois, 2.

* Caso 1 (c3 >0) .
Neste caso, os termos de ordem superior ou igual a trés em (A.13) podem ser desprezados frente
aos termos de segunda ordem para uma regiio de integragio U™(gc,01) N UZ,,(0,82) suficientemente
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préxima do ponto critico k., bastando examinar a situagio de baixos valores de J, e d2. Escreve-se a
funcdo Y (d) como

dk 1
d m 2 3 d 2 4 +
(2m)" 2 3250 (ki — qe)” + 0(51)_ + X iem41 ki + O(83)
d
+ L S (A.21)
(2m)* J(ke) ~ J (k)

AN[(UT (90,8008, 11 (0,82) )u(UT (—gc,61)NUE, 1 (0,62))]

2
() = Zdegem)
Um (qc,61)ﬂUd +1(0 62)

Reunir O(43) e (O(63) em um dnico termo, através da escolha §; = 6‘21/ 3 6 um procedimento
simplificador e ndo compromete a anslise, visto que a convergéncia da integral em Y(d) independe do
valor de 8; ou d2. Estes dois tém o papel meramente auxiliar de delimitar, convenientemente, a regido
que engloba o ponto de interesse k. para entdo calcular a integral. Para &, !! suficientemente pequeno,
tem-se

2 d%k 1
V) = Zde(ge,m) / _ +O2) +
J (27T)d C2 Zz—l kzz Zz—-m+1 i 2

upe, 1)UL, 1(0,62)

e

Y:E;)
dk 1
i / erf a4

A\[(UI*(@e,81)NUZ, 1 (0,62))U(UT* (—ge,81)NUE, , 1 (0,82) )]

. . R

Em A\ [(U7(6:61) N U 1(0,62) U (U (=06, 81) NU241(0,89))] , & fungio [J(ke) ~ J(k)] ¢

limitada; por conseguinte, o \iltimo termo de (A.22) é limitado. A finitude da fungdo Y est4 condicionada,

pois, ao comportamento da integral Yi(d). A analise prossegue tratando esta integral em coordenadas
(hiper)esféricas,

kd—m—

Yi(dy = 271') / duu™! / dkczu2 / dQ,d%

d-—rn.—
/ duu™ ! / dy / dQ dQ (A.23)

Yu (d)

27r)d %

para (u,Q) C UT*(0,61) e (k,%) C UZ,,(0,02), sendo 2, e Qi a parte angular do subespago de
A compreendido pelas dimensbes 1 a m, e m +1 a d, respectivamente. Tomando uma bola aberta
de raio 7, definida em (A.19), e considerando n > 0 suficientemente pequeno, tem-se B, (%, 5—‘5\/2;) c

. {0,6] % [0, %] e, desta forma,

118abe-se que §2 é funcio de & ; esta dependéncia, porém, nio serd explicitada para nio sobrecarregar a notagio.
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d—m—
m—1
Yuld) = /duu /dyu2+y

u™™ lyd—m—l um—lyd—m 1
= dudy n / dudy
\ /5 2 + y2 2 4+ y2
Bo(F.54) (l0.8:1% [0, 9% ])\Ba (3 225)
2 1 um-—lyd—m—l
= /d0 COSm_1 GSin—m_l 0 /d’l"l‘d_s + / dUdyW y

(10.611% [0, | )\ Ba (4. 7%5)
(A.24)

onde o dltimo termo na equagio acima é limitado e o peniltimo termo determina a convergéncia (ou néo)
de Y11(d) , que converge para d > 2, estabelecendo a dimenséo critica inferior como sendo 2. Conclui-se
que para m # 0, d—m # 0 e ¢ > 0, a integral em Y(d) converge se, e somente se, m > 1 ou
d-m>1.

* Caso 2 (cz=0)

A condi¢do ¢y = 0 realiza-se necessariamente quando g. = 0 ou 7; nesta situagdo, pode-se mostrar
facilmente que c3 = 0 (através da equagdo em (A.14)) e ds.(g.,m) = 1. No caso 2, os termos qudrticos
da expanséo (A.13) nas diregdes 1 a m nio podem ser desprezados. Utilizando um dominio hiperciibico
em torno de k. (recorrendo a (A.18)), e procedendo analogamente ao caso 1, a fun¢do Y'(d), aqui, assume

a forma

Y@ = 3 i ___1 +
- J o) k2 OG) + BT (ks —g0)* + O(88
K7 (gc,61)NKS, 1 (0,62) (2m)" Pimmar k7 +0002) + 13 20521 (kj — go)” + O(9))
+ dik 1
h (2m)® J(ke) — J(k)
A\(KT(ge,61)NKE, | 1(0,62))
2 df 1
= = d +0(6?) +
J (@m* ¥f + L k]
K’"(O 51)NKS 1 (0,82) P G=1"j
Yz‘(,d)
dd
+ L (A.25)

: (2m)* J(ke) = I (k)
A\(K{n(Qm‘sl)an +1(0 52))

Al

g 3
onde, na 1ltima passagem, foi feita a escolha d; = 62 . O Wltimo termo da equagdo acima é limitado, e a
finitude de Y (d) depende somente de
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dék 1
Y2(d) = d d 2
: N .
[~81,61]™ X [62,52] 4= (@) Liomia B+ 18 2 by
1 / dk1 oo dkm
= Ak -+ dkg2™
(2m)° Siems1 K2+ 5 z;'; K

[—62,62]"—"‘ [0,5:)m i=m+1 1.

. L / Jomer dkd ( ) / duy - - 1
(271') ‘/ j= ]_u] Z'L—-m+1 T +Zl lul

[—82,82]4-™ [0,61]m
EY m
- (@) / di-mp, dmu ! . (A26)
(2m) T2 lusl Zz—m+1 P+

[~82,85)4—™ [—81,81]™

Yzl(d)

Definindo, para 1 € R, suficientemente pequeno, os conjuntos U™(0,7) C [—41,8]™ e UZ_,(0,n) C
[—d2, 82]~"™ , vem

}21 (d) = /
U’" 0,mNU4 V =1 uy E m + z u?
(0,m) +1(0 n) .7 I i=m+1 ug =1 Y

Y211(d)

/ V11 - +Z u?’
(61,81 X [~ 62,82\ (UT* (0,)NUS, . , (0,m)) llu] | D =

Pela limitagdo do dltimo termo em (A.27), é suficiente verificar a convergéncia de Y311(d), que pode
ser expresso em coordenadas (hiper)esféricas (r, {¢;}), onde r é oraioe {@;} representa a parte angular.
E imediato que

+

(A.27)

7
drrm 1 dssd"’"‘1

/m/dﬂof el

Y211(d)

m
drdsr%—1gd—-m-1

/%/dQs / T2 4 82

[0,9] % [0,7\ B~ (% 2 2)

2w
+ / dfcos®1sin® ™19 / dppd—%—‘*) : (A.28)
4] 1)

A convergéncia da integral depende unicamente do Gltimo termo, que a assegura para d — 2 > 2. Estas
observagoes sdo possiveis em virtude do seguinte lema:

Lema Al: Em uma hiperesfera de dimensdo d > 2, a integral em todo o dngulo sélido

/ dQ ’
VITE, 14

(A.29)
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) . P d
em que {¢:;} € o conjunto das componentes angulares, € limitada (por 3? (2m)" ).

A demonstracio encontra-se no Apéndice A.3. Este lema mostra que a parte angular da integral em
Y511(d) é finita e ndo nula, e as eventuais divergéncias (em fungéo da dimenséo) sdo inteiramente aponta-
das pela integral da parte radial; em outras palavras, a condigéo de finitude de Y2(d) é sempre d~% > 2.
A fim de explicitar a dimens3o critica, define-se r := m/d, que éum niimero fixo, e a condi¢do de finitude
de Yo(d) é 2d —rd > 4, o que leva & dimenséo critica d, = 2—f; .

$ Casos3ed (m#0,d—m=0)

Quando m = d, a diregio de competi¢io estd presente isotropicamente em todos os eixos. Esta
situacdo particular ilustra o modelo esférico com interagdes isotrépicas de primeiros e segundos vizinhos.
O anélogo de (A.21) nesta situacao é

Yoad) = 2 d’% dse(ge,m) .
| T s @M 2 i (b= 0o = § Xl (i = 00)” + 2000 (ki — 00)" + 0(6%)
d
+ / ek 1 (A.30)
(2m)* J(ke) — J (k)

A\(U£(ge,8)UUE (~gc,5))
O dltimo termo na equagdo acima é limitado e ndo participa na anilise da finitude de Y3 4(d)

* Caso 3 (c2 >0)

Nesta situacio, os termos superiores a O(3%) podem ser desprezados diante do termo quadrético,
chegando-se a

Ya(d) = %dfc(qc,d)/ (

U (ge,9) A\(U$(ge,6)LUE (—gc.8))
2 dk 1 dék 1
-~ Zdand [ +O(6) + _
J 2m)% o % (ks — qe)? on)e J(k.) — J(k
[iii(%ﬁ) (2m)% o> ( gc) A\(VE 00U (—a08) (2m)* J(ke) (k)

s

d%k 1 N / dk 1
2m)? e S, (ks — gc)® + O(8°) (2m)* F(ke) — J(k)

Ya(d)
(A.31)

Por procedimento analogo ao caso 1, escreve-se Y3(d) em coordenadas (hiper)esféricas, obtendo

(A.32)

doride se nota que a dimenséo critica neste caso é 2.

* Caso 4 (¢c2=0)
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Com a auséncia dos termos quadraticos e ciibicos (a situacdo cz = 0 realiza-se somente quando g. =0
ou g, =, quando entdo ¢z =0 e dc(ge,d) =1),

24 d’k 1 ik 1
=T (2m) ea Yoy (ks — gc)* + O(69) " / (2m)* J(ke) — J (k)
Kd(qc,a) 4 2= (i~ e A\K{(ge:6) ¢
24 d’k 1 4%k 1
= 7 +0(6%) + / _ .
/ / 2m)* e Yoy (ki — o)’ 2m)° J(ke) — J(k
K#(30.6) (2m)" ea 2o (ki — ac) A\K¢(gc,5) (2m)" J (k) — J (k)
Ya(d)
N (A.33)

i

A finitude de Y (d) depende somente de Y4(d), visto que o Gltimo termo é limitado. Ento

ddk 1 ddk 1
ng = f ) e, (ki — ) / (2m) ca S, K

K(e.8) K£(0,8) =i
d? 1 1 de 1
= i S = - ; —— . (A34)
0,82)4 ( ﬂ-) C4 Hi:l Uqg Zj=1 u? |—582,52]4 (27r) C4 |Hi=1 ui‘ Zj:l u?
Para 5 € R, suficientemente pequeno, existe um U{(0,7) C [-6%,6%]¢. Entao,
¥ 1 de 1 1 de 1
Y4(d)=-27/ 2u +53 2ud /1174 d ’
U"(O 7) ( W) Ca |H1=1 uil ZJ =1 .1 [—482,62]4\UE(0,5) (27) cay/ | ITimy wil 2 =1 “?
Y41(d)
(A.35)
onde o segundo termo no segundo membro € limitado. Em coordenadas (hiper)esféricas,
d
u; = r¢; (Qy) com Z u? =12, (A.36)
i=1
< onde (2, representa a parte angular de u, chega-se a
d
wut (A.37)

Yo (d) = / ,_—_Iﬂz_ngz(ﬂ / \/—uz’

e, pelo lema A.1, a dimensdo critica é 4.

v

¢ Caso 5 (m=0, d—m;é‘b)

€7
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Este tdltimo caso retrata um modelo onde nédo h4 interagdes de segundos vizinhos, reduzindo-se a um
ferromagneto simples. A integral em Y{(d) é escrita como

d
v = (27r) o k21+ 0@ / (;iw])cd F(k )1—f(k)
Ud(o 5) =1 A\UL(©,5) ¢
dk 1
= / (2m)® ) z k2 v 2 TOOF / (2m)? J(ke) — J(k) (4.38)
T _
Ud(os) =1 A\UL(0,5) ¢
Ys(d)
Escrevendo Ys(d) em coordenadas (hiper)esféricas,
Ye(d) = =~ : /6 bk 1 (A.39)
5 ’ .
L em' s

obtém-se a dimensio critica, que é 2.
Reunindo os resultados obtidos, tem-se, lembrando que r := m/d,

QU

Casol | |R|+45+#0 | d. =2
Caso2 | |[R|+45=0 =74
Caso3 | |[R|+4S#0 | d. =2
Caso4 | |R|+45=0 | d. =4
m=0,d-m#0 | Caso 5 de =2

m#0,d—m#0

(v}

(v}

m#0,d—m=0

A dimensao critica superior, d, é indicada pelo comportamento logaritmico de B(uc) ; este célculo é
formalmente idéntico & determinagao de L[f](s) para s ~ 2J(k.)*, apresentado no Apéndice A.6.

A.3- Prova do lema A.1

Lema A1l: Em uma hiperesfera de dimensdo d > 2, a integral em todo o dngulo sélido

a2
[2_, a0
Hi:l |¢‘L|

em que {¢;} € o conjunto das componentes angulares, é positiva e limitada (por %Z (27r)d ).
Prova: A transformagao entre o sistema cartesiano, de dimensio d, de coordenadas, (z1,---,zq), € as
coordenadas hiperesféricas, (7,61, ,604-1) (com 8;xq—1 € [0,7] e O4-1 € [0,27) ), é dada por

T = ré = rcosb,

To = T = 7rsinf cosf,

T3 = r¢s = 7rsinf; sinf, cosfs

Tg—1 = T¢g—1 = rsinf;sinfssinfz---sinfy_ocosby_.q

T4 = rdgq = rsinf;sinfysinfz---sinfy_osinfy_1,

ey
T
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donde se obtém

d d-1
H ¢; = H cos §; sin® ™ 6; (A.41)
i=1 i=1
e o jacobiano da transformagao

T , d=2

oo, o h2a) 42 (A.42)
o(r,61,- - ,04-1) -1 i d—i—1
T H sin 6; , d=>3
Logo,
/ WV d: = 9 4=
40 J | cos 6 sin 64|
= . (A.43)
27 ™
H'L—l |i] dfg_, d—2 sin % ;
II/#—F— ., d23
L4 V] cosfa_1sinfy_y| ; -1 \/|cos0|
Para a > 0, é imediato que
27 ™
_sin®y
e A.44
0/ |cos:1:sm:1: o/ \/|cosy / ( )
Defina, agora, Z]. Nota-se que
d cos T

zl;n(m) = —— (z —tanz) <0, (A.45)

visto que no mesmo intervalo (z — tanz) ¢ decrescente (verificivel pela sua derivada) com valor méximo
zero. A fungdo k é, portanto, decrescente em (0, %], ou seja, k(z) > k(5). Como sin0 = 0, conclui-se
que sinz > 2z, fato que implica

z
dzx
<, A.46
0/ Vsinz| ~ g ( )
que usado em (A.43), fornece
; < V2 (2m)? . (A.47)
ILiz 194
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Por outro lado, para d > 2, tem-se HLI |ps] <1 e

(A.48)

3 /\/ sl

A.4- Condigao inicial

Esta secio é dedicada a justificar que uma condigéo inicial altamente desordenada, de temperatura
efetivamente infinita, corresponde a tomar Cy(0,0) =1.
A partir das transformadas de Fourier (A.5), tem-se

Cr(0,0) = (5k(0)5-£(0))

0)5_
Z 2(0)8, (0))et*(===) | (A.49)
/€A

ZI'-*’US,

Na condicfo inicial descrita acima, as correlagdes e as magnetizagbes espontineas sao nulas; logo,

(Sz(0))(Sr(0)) =0 , z#7

(S2(0)S5(0)) = { : (A.50)
(52(0)) , =21

Por outro lado, do vinculo esférico C(t,t) = 1, que é valido para cada instante de tempo ¢, tem-se

N = ) (s:0)

TEAN

= N(S2(0)), (A.51)

donde se conclui que (S2(0)) =1 e, por conseguinte, que (S;(0)Sy(0)) = dz,¢ . Este resultado, quando
inserido em (A.49), fornece Cr(0,0) =1.

A.5- Forma assintética de f

O comportamento assintético da funcdo

£(t) = / keI bt (A.52)
(2m)* J
A
em relagdo a t depende diretamente da dimensionalidade e dos valores que os pardmetros R e S

assumem. Os cdlculos serao realizados para cada caso de interesse, obedecendo & classificagdo da secdo
A2, A fim de simplificar a notagéo, define-se, inicialmente,

g(k) := Rcosk + S cos(2k), (A.53)
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que admite a expansdo

g(k) = 9(ge) — o (k=) + 5f (k= e)* = (k=) + -+, (A54)

em torno de g¢., onde os coeficientes foram definidos em (A.14).
Reescrevendo (A.52) como

f@t) = % / dke““g(k)J [To(4J8)¢ ™ , (A.55)

onde Ip(z) é a fungio de Bessel modificada de ordem zero em z, é suficiente determinar a forma
assintética de dois termos distintos.

Suponha, inicialmente, que c2 > 0 e ¢, # 0,7 ; considere §t~* € R+, onde a € (31-, —;—) edecRy é
fixo. Em dimensdo um, U}(g.,dt~%) = Ki(g.,0t™%), e tem-se

™

4Jtg(gc)
% /dke‘“tg(k) = & - / dk exp [—2Jtcz (k- qc)* + 0(t53t_3a)] +
0 Ull (gc,6t—=)
4L dketItalk)
T

[0:7"]\[111 (ge,8t—*)

64Jt9(‘Ic)

st
[ e pro@es] s [ arete®

—6t— [0,7\U} (gc,6t—=)

2 47tg(q0) 1/2— 3,1-3 1 / 4Ttg(k)
== —_—_— c o ]_ o —_— 9
T erf(d+/2Jcat ) [1+ O3] + - dke

2

v/ 8w Jeat

[0,7]\U} (gc,6t~)
el7t9(0e) [14 O(83¢173)] + % / dketJt9(k) (A.56)
[01"]\U; (qc,st_a)

O tltimo termo em (A.56) é limitado por 47t [Rcos(8t7%)+8 cos(26t™)] ; logo,

m
1 1
lim Ve~ 4/t9(%) | = / dketTt9k) | = A57
100 Vit T ¢ Verndes ' ( )
0
ou, simbolicamete, a expansdo assintética (em relagdo a t) é representada por
ki

4Jtg(qc

. / dkettate) o, 2 €T (A.58)
w J Vv8nJeo \/Z
Procedendo-se de forma anéloga para ¢. =0 ou ¢. = 7, tem-se

1 4Jtg(gc)

£ (A.59)

,l/dkeutg(k) ~ ,
m 9 Vv 8mJce \/Z
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que difere do caso anterior por um fator dois no prefator.
Para ¢z = 0, que é possivel somente quando g. = 0 ou ¢, = 7 (se g, = 7, translada-se em 7 a
varigvel k), define-se novamente 5t~ € R, , onde agora a € (§,3). Com esta escolha, tem-se

-—a

™ é
4Jtg(qc)
l/dke4th(k) = ¢ / dk exp [—%C4k4+(’)(t56t—6°‘)] +
s

Y

0

™
+1 [ dretsa
™

ft—a
64‘”9(‘1’3) b Jii X
— - / dke= "6 k* {1+0(56t1 601) / dke4th()
0 b't‘

5 iﬁi)l/4¢1/4—-a

1 5
_ ( 6 )4 e4th(‘1c) / due [1+O(56t1 6(!) /dke4th(k)

Jtey Vi
0 st-a
i ,4Jt9(qc)
- ( ch4) . r(i) [14 0%~ + / dketta ) (A.60)
st
Por fim,

7 1 4Jtg(ge)
2 / dketsto®) o, L (28 N p (B e (A61)
7r0 (87rJ)7‘ Tocy 4 ti

A expansdo assintética da fungio de Bessel de ordem zero para argumentos grandes é, mutatis mu-
tandis, similar aos casos anteriores:

Ih(4Jt) := L /dke“tc"s" ~ i. (A.62)
2m 8rJt

Lembrando que

j(kc) =2J [mg(%) +d- m] ’ (A'63)

basta combinar os resultados (A.58), (A.59), (A.61) e (A.62) para determinar a forma assintética de f
via (A.55).

O Casosle2(m#0,d-—m=#0)
* Caso 1 (¢ >0)

4 _me2j(kc)t
BnJ) 2¢, ? 7 v =07
N 2
f)~4 , (A.64)
‘ 4 _m 2 ko)t
m(87TJ 2 Co 2 tg ’ QC7é0v7r
2
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* Caso 2 (co=0)

_2d-m 48\ % 5\ . e2J(ke)t
1)~ 6n) 2 (£) 0 (3) e o (A65)

$ Casos3ed (m#0, d—m=0)

* Caso 3 (c2>0)

4 ¢ e2J (ke)t
0 (87J) % ¢y v , G =0,7 ass)
t) ~ .66
4 _g eIkt
2d(87rJ) Zcyt t% y G #0,m
x Caso 4 (ca=0)
3 d 3
_4 (48\% _ (5 _g ekt
sy~ enay (52) 1 (3) et (A67)
O Caso5 (m=0, d—m=#0)
4 e2j(kc)t
F@t)~ (8xJ)"2 pr! (A.68)
2
Os resultados acima indicam que
)~ F, T A.69
f( ) ~ P t%’ ? ( . )

onde K, = K(R,S,m,d) e v, =v(R,S,m,d) assumem valores distintos em cada caso.

A.6- Transformada de Laplace de f (|¢| < 1)

As dimensdes criticas do modelo, calculadas na se¢do A.2, sdo informagGes importantes para determi-
nar o comportamento assintético da transformada de Laplace L£[f](s) para s ~ 2J(k;)*, que é essencial
para chegar & expanséo assintética de ¥(t) para grandes valores de ¢. A partir da definigdo de f, (A.52),
o objetivo aqui é o célculo de

1

d'k (A.70)
y (2m)% e + 2J(k:) — 2J(k)’ '

faw= [

[—mm

onde €:=€(s) = s — 2J(k.).
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Ser4 considerada a transformada de Laplace (para ¢ ~0) quando m =0 e d—-m #0 (o caso 5, na
secdo anterior), que é a situagio mais simples, para ilustrar o procedimento padrao de célculo de L[f](s)
para € ~ 0. Os demais casos, embora tecnicamente mais arduos, sdo resolvidos mutatis mutandis.

O Caso 5 (m=0, d—m#0)

A equacdo a ser considerada é

dék 1
Eiflte) = / @n)? e+ 2J (ko) — 20 (k) (A1)

["'77177]‘1

com k. =0, 2J(k.) = 4Jd e 2J(k) = 4J ZLI cosk; . Recorrendo, novamente, ao conjunto U (k.,4),
definido em (A.17), tem-se

a2k 1
LIfl(s) = *
71 UﬁZ 5 @0 e+ 20 (k) — [2J(ke) ~ 27 T8, k2 + O(69)

dik 1
" / (2m)% e + 20 (ke) — 2J (k) (A.72)

[_Wwﬂ]d\Uii(kc:a)

No segundo membro, reescrevendo o primeiro termo em coordenadas (hiper)esféricas e notando que
para § > 0 o segundo termo é analitico em ¢, tem-se

)
ont dkkd—1 ol - .
L = 0% + 3 (-1) 7! A)(d, )i
252
e [ dkk3-1 )
= B 52)+§ : (~1) 7 A(d, 6)ef 7, (A.73)
2

8r):r (4) J k+1

onde

d
45(d,8) = Tk S (A7)
! 2m)? [5 IPNE
[, 7] 4\UE (ke,5) [2J(kc) —2J( )]
Define-se, também,
d
A4(d) = s - - (A.75)
! @2m)? [o 7 RE
e [2J(kc) - 2J(k)]
Note que, do vinculo esférico (2.15) e de (A.75), tem-se
A= (A.76)
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Para uma anélise detalhada do comportamento assintético de L[f](s), examinar-se-&o, separada-
2J6% /e
mente, os termos [
0

apd o 41 (d, )6

Para dimensées pares, d = 2¢q, ¢ € N, e escolhendo € « %2 <« 1, tem-se

2

1+

152 2782 .
€ 31_1 € q_
dkk™= _ @ Z (q - 1) (_l)q—l—j o
kE+1 u =\
0] 1 J

—Ilne+ O(lné?) , g=1

q—-1 q—2
(—1)"lne+2(—1)"‘11n6+51—1(@) +0((§) ) , g>1

(A.TT)
Delimitando a escolha de § para valores que satisfazem € < 6% < €|ln elﬁ < 112, tem-se
azg? —Ine + O(ln 6%) , g=1
dkk 71
(A.78)

dkkz—" .
J k4l (—1)41ne+0((5§)q ) . g>1

Para dimensGes que ndo sdo pares, tem-se (Apéndice A.7)
; [ dkkEl d\ —/d
/ P (5> T (5)
0
d 4\  220) T [ ey|% ¢
0(5)r(1-5) -2 @) o] am

sendo que I'; e Ty sdo definidos e tratados na segdo seguinte. A partir de (A.73) e (A.79), tem-se,
lembrando que e € §2 < 1,

Lfl(s) = i (—1)77 4l(d, )t + 0(6%) +

j=1
| ((@rNEir - e +0(@EC9) |, d<2
{ (87J) " (= In€) + O(—1n 62) , d=2
+{ Br) (1 - 2) e + 0 (59-2) , 2<d<4 - (A.80)
(87r.])_2elne+(9(52) , d=4
L O (64-2) , d>4

=1
12Uma escolha possivel seria §2 = ¢4/]In el(q n=
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Reunindo (A.80) com (A.93) (vide secio seguinte), que fornece o comportamento da série acima,
2 (—1)Y 7 A5(d, 6, tem-se

[ 8nJ) 4T (1 - 4) 55" + O (5~ , d<2
(87J)"! (—In€) + O(—1n §2) , d=2
LIfIS) =9 Aid) - BrT) FIT(1— &) [T +0(6%%) , 2<d<4 (A.81)
A1(d) — (87J) "2 (—elne) + O (6?) , d=4
| Ai(d) — Aa(d)e + O (6979 , d>4

lembrando que € < 62 < ¢|In¢|T7 < 1.

A.7- Fungdes I'y, T, e Al

Esta segdo preocupard em estudar as fungdes I'y, _1': e A;, que apareceram na segdo anterior na

determinacio de L[f](s) para s ~ 2J(k.). Estas trés fungdes sio tteis para desenvolver os célculos
necessirios para o caso 5, embora nio os sejam necessariamente nos outros quatro casos — onde ou-
tras func¢des, similares aquelas que aqui aparecem, precisam ser definidas. Entretanto, como ji dito, o
procedimento técnico nos cinco casos é 0 mesmo.

A.7.1- T,

A funcido

P!

z+1

T,(p) = / dx (A.82)
0

é, apriori, definida para p € (0,1) e, no plano complexo, tem um ramo que, convenientemente, é colocado
sobre a semi - reta [0,00). O contorno é mostrado abaixo.
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Figura Al: Contorno para I'y.

O pélo simples —1 determina o residuo, que é e™®=1 | O teorema dos res{duos assegura que

) 10)7’ 1 ezqﬁ)” 1
2rietm (P = /d :ce’o) po /d Re’¢) 1¢+1

2 z27r p—1 i Tezqﬁ
™ '
/d ¢ )xe’2”+1 /d re )re’¢+1 ’

que, nos limites r — 0 e R — 00, assume a forma

[ o] . B |
2miet™ P~ = / dx il [1 127r(z:—l) / d zP! 2mie'™Pe ™t 2mi
z+1

T - - = — —
T+ 1 1 — e2mpe—i2n eimp — g—inp !

finalmente,

' zP~1 T

= — 1).
/d$x+1 sin(pm)’ pe€(01)
)

51

(A.83)

(A.84)

(A.85)
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Existe, porém, uma forma mais adequada para I'g(p) , que pode ser obtida mediante o seguinte célculo:

o0 o0 oo o0 p
F(p'1—p) = /dte"tt”_1 / dse %s} P71 = /dt/d.s'e_(t‘*'s)t_1 (%) ; (A.86)
0 0 0 0
com a mudanga de varidveis u =t +8 e v =%, & imediato que

que é urn resultado de maior interesse. A fungio I’y é definida somente no aberto (0,1); no entanto,
através da equagdo funcional (A.87) (ou (A.85)), é possivel estendé-la analiticamente para toda a reta
real, exceto nos pontos inteiros. Seu grafico é obtido pela equagdo (A.85) ou (A.87) para p € R\ Z:

I'g
15

10}

L

-1

_15 .

Figura A2: Grafico T'y(p) x p.

A.72- T,

Novamente, admitindo inicialmente que p € (0, 1), a integral

1

. G- [al (A.85)

i1’
R

com R > 1 converge, fornecendo, em um célculo simples,
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N

e
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._1_J
Ty(p) = Z(— )JJH_ 1ipR|11‘P' [1+0(R™Y)] (A.89)

j=0

A continuagéo analitica do intervalo (0,1) para R\ Z é feita através da equagdo (A.89).
A7.3- A
* Caso 5 (m=0,d—m=#0)

Da secdo A.2, é imediato que A,(d) = A]{(d,0) converge para d > 2. Com o mesmo procedimento
adotado, verifica-se que A;(d) é finito para d > 2j. Neste caso,

dk 1
Al(d,0) = Aj(d) - —
UF(Z,J) ) [2J (ko) - 27(%)]”
dik 1
= A;(d)~ -+ 0(6%)
Uf({,&) (27") [2'] Zz =1 1.]
- ) ot d—1-2j 2
= A~ / dkkA-1-% 1 O(8?)
= Aj(d)+(9(5d_2j)+.(’)(52), d>2j. (A.90)

Para d < 2j, quando a integral A;(d) diverge, deve-se explicitar o comportamento assintético de
¢ _lA;» (d,8) . Provar-se-4, agora, que cosx > 1~ %2— em toda a reta real; esta desigualdade ser4 1til mais
adiante.

Defina, inicialmente, g(z) := cosz —1 + %2 , T € R; mostrar-se-4 que g(z) > 0, a igualdade sendo
valida somente no ponto £ = 0. Pela paridade de g, é suficiente verificar a asser¢do somente na semi-
reta ndo-negativa. Como g(0) = 0, deve-se provar que g(x) > 0 em R, . Para = > 2, verifica-se que
g(z) > —-1-1+ I—; > 0, restando analisar somente o intervalo (0, 2), visto que esta desigualdade estende-

2
se no ponto z = 2 Como M%-’EZ —cosz+1 >0 em (0,2), a fungdo gﬁ é crescente nesse dominio; pela
continuidade de , tem-se 0 = —gﬂz d—g(z—) em (0,2), mostrando que g ¢é crescente nesse intervalo

e, pela sua cont1nu1dade, 0= g(O) < g(z), completando a prova. A desigualdade cosz > 1 — ﬁ serd

aplicada na seguinte majoragio!:

13E importante destacar que esta desigualdade é vélida em toda a reta real, e ndo é fruto de uma expansio de Mac
Laurin.
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&k 1

14540 < |t : _
[—m,m\UE (ke,8) (2) [4Jd —4J (d - Zfﬂ %L)]

i1 dék

2JY (2m)? d J
(2J)" (2m) —m,w]\UE (ke,8) (Z,-=1k?)

APENDICE A

i 4 |mva |
< 2T /dkkdlZJ |
(2J) (2m)* T (%) s
( e% ej‘l
- |In (n2d —1n52|= |ln (2n%j) —Iné®| , d=2j
(87J)* T (4) 8nJY T (3
= 9 d—2j .
o et |(E) T () .
. i - a , d<2j
(2J) (2m)?T (%) | d-2 2j—d
(A.91)
Em suma,
— I m&?| +0 (¢ , d=2j
Gy o) !
|14} (d, 6)| . . (A.92)
2r2 e\J-1 .
602 (= +0 (71 d<2j
(27) (2n)°T (4) (25 ~ d) (7) ) !
De (A.90) e (A.92), chega-se a
(O (5-3-9) , d<?2
O (~1Iné?) , d=2
3 _
SO (-1 AL(d, 6 =< Ay(d) + O (8472) , 2<d<4 (A.93)
j=1
Ay (d) + 0 (52) , d=4
Ay(d) — Axy(d)e + O (647%) , d>4

A.8- Comportamento assintético de ¢

- A.8.1- Consideragées gerais

Esta segdo é dedicada a determinar a forma assintética de
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1 T £IA(s)
V=g [ dseLle), L) = ot (A99

para t ~ 0co. A partir da transformada de Laplace de f,

_ i —st d%k 2J(k)t _ d’k 1
Lifl(s) = 0/dte / (21r)de —-[_ . @) s—2J(k)’ (A.95)

[_”17"]

tomando s > 2J(k.) para s € R, a continuagio analitica do tltimo membro de (A.95) indica que o
plano complexo de s tem um corte no segmento [infze(_x x4 {2J(k)},2J (k.)] . Nota-se, ainda , que para
s € R, L[f](s) é monotonicamente decrescente em s, sendo L[f](s) € [0, 2], onde Z¢ ¢ infinito quando
ndo hé ocorréncia de transigdo de fase.

Defina P := {y € C : y é pélo de e*L[Y](s)} e P := sup,cp{Ry}. As dindmicas supercritica,
critica e subcritica, correspondem a um “quench” a uma temperatura T respectivamente superior, igual
e inferior & critica T,.

A.8.2- Regime supercritico

Pela propriedade de monotonicidade de L[f](s), o denominador de (A.94) percorre o intervalo [1 —

%, 1], atingindo cada ponto uma nica vez. Como T > T, o integrando de (A.94) apresenta um (tinico)

pélo isolado, que sers denotado por 75;'.

X

ITVYVVVYVVVY \AA S

Figura A3: Contorno para integragio.

No contorno indicado na figura A.3, seja ABCD um retangulo de vértices c £ iR e o £ iR, onde

¢ < P<o;escolha 2J (k:) < ¢ <P < . Segundo o teorema dos residuocs,
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2mi Res e® L[1](s) dse®tL[](s)

ABUBCUCDUDA
o+iR c
= [ dserciuis) + e [avercipiy+im) +
o—iR . 4

—R o
+ie [ dyerLiylle+ i) + e [ ayerciply—iR).
R c

(A.96)

Verifica~se que limp_,o0 |L[Y])(y £ iR)| = 0, para y € [c,0], e que o terceiro termo é O(e), sendo
desprezivel para t ~ co em relagio ao primeiro (que é 2miy(t) para R — c0), que é O(e’*). Logo, no
regime supercritico e para tempos assintoticamente grandes ¢t ~ 0o, chega-se a

1 1 _t_

TP Z L) D

(t) ~ Res e L[P](s) =

O valor de 7, pode ser estimado em regiGes préximas & temperatura critica. A medida que a
temperatura T' é admitida como sendo préxima a T}, o p6lo aproxima-se da extemidade do corte em
s = 2J(k.) (atingindo-o quando T = T, que é o caso critico, assunto da préxima subsec¢éo). Para T
suficientemente perto de 7., T ~ T, a fun¢do L[], na determinagio do residuo

Res e"Llyl(s) ~ lim [s —2J(ko)] etLvl(s), (@ ~T), (A.98)

pode ser substituida pela sua forma assintética,

- Fpgp
e — 2T F,g, , d<de
F,(—Ine) _
1—-2TF,(—In¢) y d=de
Ay — Fpgpe® -
L ~ PIP d d A.99
Ay — Fp(—€lne) P
1 —2TA; + 2T F, (—e¢lne) -
A1 — Ape d>d

\ 1—2TA;+ 2T Aze ’

calculada através de (A.94) e (A.81). Aqui, deve-se lembrar que € := s — 2J(k.) e que T. = 0 para
d < d., quando entdo nio hi transicdo de fase. A expansdo assintética (A.99) fornece uma estimativa
dos pélos para T ~ T}, que é
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( 2J(kc) + (2TF,g,) " , d<d,
2J(k.) + exp (_ETI_F,,) , d=d.
1
-1 A oo —
Teg ~ 8 2J(ke) + [—ﬁm (1 - Tl)] * de<d<d > (A.100)
2J (ke) + €* , d=d
| 20k + (-225) (1- &) , d>d
onde €* é a raiz de
1 T

tal que [¢] < 1 — esta tltima condigdo é necesaria para especificar a solugio de (A.101), que néo é iinica.

A.8.3- Regime critico

O pélo de L[](s), simples e isolado no regime supercritico, coincide com o ponto 2J (kc), que é um
dos extremos do corte. Seja ¢ < 2J(k.) < o; tomando o contorno da figura A4(a), com A = o —~ iR,
B=0o+iR, C=c—iR e I =c+ iR, a aplicagio do teorema de Cauchy indica que

o+iR
/ dse®* L[Y](s) = /dsestﬂ[w](s) + / dse® L[Y](s) + / dse® L{Y](s). (A.102)
o—~iR IB Ac CDUDEUEFGUGHUHI
(a) | B (b) T (c) 1
N /&
K H
AAAAAA'A-IAAAAAAA F AAAAAA';'AAAAhF A F
Y

‘rvvvvvav A4 ;v\vy ,vvvvvvdtv ;vv / ; = \
' 4 /

C A C

Figura A4: Contornos para integragao.

Como limg_.« [L[¥](y £iR)| = 0, para y € [c,0], as integrais nos caminhos IB ¢ AC anulam-
se no limite B — oo, que deve ser tomado. A determinagio do primeiro membro de (A.102) (que é
2mif(t) quando R — oo) fica condicionada ao cdlculo da terceira integral do segundo membro, que é
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representada pelo contorno na figura A4(b). O teorema de Cauchy permite distorcer os caminhos CD
e HI, e a integral de interesse passa a ser aquela calculada no contorno mostrado na figura A4(c) no
limite B — o0,

o+100
1 1
w(t)=% / dse** L[Y](s) = 11m 1 o / dse* L[Y)(s) . (A.103)
o—ioco JEFGK

Para tempos suficientemente grandes, a contribui¢do do caminho EFG, que é O(€2j (kc)‘), é domi-
nante sobre aquelas provenientes dos caminhos JD e HK , que fornecem contribuicdes O(et). Logo,
substituir L[f](s) por sua expansio assintdtica (2.33) para calcular L[¢](s) é uma operacdo legitima,
com correcgoes despreziveis para t ~ 0.

Com as observagbes acima, pode-se finalmente explicitar, para tempos longos no regime critico, o
comportamento assintético de ¢ . Este comportamento depende da dimensionalidade do sistema.

Se d € (d.,d), L[fl(s) ~ A1 — Fp|gple*® , conforme (2.33). Entdo, L[](s) ~ I—,ﬁzﬂe_aﬂ’ e

P(t) ~ AL / dsest (s—zj(kc))_“”. (A.104)

Fplgp| 2mi
JEFGK

Com a mudanga de varidvel (s —2J (kc)) — s, é simples notar que a integral acima é a fungdo gama
com o contorno de Hankel. Portanto,

A% tap—1g2J(kc)t
Fp|gp| INGH) ’

WY(t) ~ (de <d<d). (A.105)

p— 2
Se d =d, L[f](s) ~ A1 — Fy(—€lne) e, assim, L[Y](s) ~ -—FT':{-H—;. Novamente, o contorno a ser
utilizado é aquele indicado pela figura A.4(c). Pode-se mostrar, facilmente, que a contribui¢do proveniente
do arco EFG é nula (levando o seu raio a zero); entdo,

w(t) B 1 2J(kc)t d 're m)et're—"' ® d(reiw)etrei"
2T.F, 2mi re= (Inr — i) re!™ (Inr + i)
0
.Al 2J(k )t / d’I‘e rt
= ——e\%e —_—. A.106
2T.F, r (7 + 72) (A.106)

Recorrendo a uma mudanga de varidvel 7 — €™, e em seguida integrando por partes, tem-se
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(1) Ay e2J(ke)t 7drexp (—te™)
2T.Fp, r? +1

— o0

A e2J(ke)t

= {exp (—te™) tan"! | + 7wt / drtan™!rexp (nr — te™)

2ILF, =

_ A ezj(k“)t T ]Od —u g1 11 t
- 2T.F, « 2 e P
0
Ay ekt | 1
T T.F, =« 2

RTY

Ay 2k ?
= OT.F, It / g
0

—u

L +(’)(ln_4t)] .

[>]

-0

- Zdue—“ [5 7(r 7y + O(ln3 t)] }
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}

(A.107)

e .
A aplicagio —aa @ €nquanto fungdo de u, é, em quase toda parte, definida no intervalo (0,00), e a

. Int
integral em

<

i ek 71
Alt) = / du—
0

deve ser entendida com sendo o valor principal de Cauchy

51
o

A(t) —vp/du

- _u_
In

O iiltimo resultado para se chegar & expansio assintdtica de i para d=d é

Lema A2: lim;_,o A(t) =1 com a fungdo A definida em (A.109).

A prova é apresentada no Apéndice A.9.
Para d = d, entao, o lema A2 garante que

A, ezj(lcc)t
2T.F, Int

$(2) ~

Para d > d, L[f](s) ~ A1 ~ Aze e, portanto, L[1](s) ~ ZR:A;;(T)Y Entdo,

’ 2 st
v~ o [ d—
s—2J(k.)

Az 2
JEFGK

(A.108)

(A.109)

(A.110)

(A.111)
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com a contribuicdo dos caminhos HK e JD sendo despreziveis frente aquela préxima do ponto s =
2J(k.) quando t ~ oco. Fazendo o raio da curva EFG tender a zero, é imediato que

2 .
Y(t) ~ ﬁ—lewkc)t ,  (d>4d). (A.112)
2
Em suma,
( A% e2j(kc)t _
Flglay) oo % <<
J(ke
bty ~{ A ekt i—d . (A.113)
2T.F, Int
A% 2J(ko)t =
| A—26 d>d

A.8.4- Regime subcritico

No regime subcritico, para s ~ 2J(k.), tem-se L[f](s) ~ A1 — h ([s - 2j(kc] )) , onde h é uma

fungio continua para s > 2J(k.) e h(0) =0. A forma de h pode ser encontrada em (2.33). Um célculo
simples indica que

LIol(s) = MLéc[ £(s) - % +0 ([h(s _ 2J°(kc)]2) L s~ 2d(ke), (A.114)
onde
T
M2 =1- T (A.115)

Com os mesmos argumentos apresentados no regime critico, e usando os mesmos contornos da figura A4
(irrelevancia dos caminhos BI e AC), tem-se, para tempos grandes,

P(t) = ML&JEI:/GK dse®* L[f](s) + O ([h(s - 2j(kc)] 2) . (A.116)

Com um raciocinio anslogo, pode-se representar a integral acima (primeiro termo do segundo membro
de (A.116)) pelo caminho AB, chegando-se a

p) ~ L7l = T8 (A117)
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A.9- Prova do lema A2

Demonstrar-se-4, agora, o

Lema A2: lim;,o A(t) =1 com a fungdo A definida em (A.109)

61

Prova: Assumindo t > e, a integral em
* -—u
A(t) = v.p. / dul i e AD@) + AP (t) + AB(t) (A.118)
s Int
s é dividida em trés partes, sendo que
1 1
Wt
D)= [ d : :
AD() = / u—? 1—” t/dulnt+llnu, (A.119)
0
Entao,
Int e Int Int 1
n —u n 1 n -2
— —_ nt = —-——mmm- | 1 t
/due lnt+lnlnt( e’ ) Int+Inlnt [lnt-‘—o(n )] '
(A.120)

1) L
|47 @B < Int +Inint

e lim; 00 AD(t) =0

O
A(t):
Int -
AP (1) = / T
EL: 1

logo, lim; e AP (t) =1
Resta mostrar que o terceiro termo

o0
A® () := v.p. / du

Int

O primeiro termo,

AB9) (t) =

O segundo termo, A (t), é responsével pela contribuigio néo nula do comportamento assintético de

mostrar-se-4 que cada um deles é nulo no limite t — oo

(A.121)

Int ‘
/ due ™ [1 +0(1)] = e~ Wt — e~ 10t 4 0(1)

WE
A®)(t), é nulo para t — oo. Dividindo-o em trés termos
3 3b 3
1—" = ABD (1) + AGO(t) + AC (1), (A.122)
—u e—tu
du— e = —tlnt du o (A.123)
Int n ot
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admite a majoracio

l_lnl_z ¢ 1~ 1:
e tint
1AGY () < tlnt / du s nt_ duet
2 | In u| |ln (1 ln—t)| J
t +
__tht 1 [1 _e—t(l—xﬁ)] ,
mi T O ()| ¢ Lt
donde lim;_,, A (t) =0.
O segundo termo,
t(1+ ) e,
—u —tu
A(sb)(t) = V.p. / dul i e = ~tlntv.p. / du?nu ,
t(l"1,+,) Int l—ﬁ
por ser majorado por
4+ o
e—tu
|AGD(t)| < tintv.p. / du——
| In ul
1-py
4+
< te~t(1-we) Int v.p. du.L
- | Iny|
1
1
Int du
= te (=5 In¢ v.p. / __du
e t/Int v.p T+
1

o

n

I

nt
= te—t(1-%%) Int v.p. /

“Int

%“l [1 + |21| + 0(11,2)]

(-2 In¢ [ L 4 o(tn~
te Int [lnt+o(ln t)| ,

de onde é imediato que lim, oo AGY(t) =0.
Por fim, o terceiro termo,

o0
(3¢) (4 . e
ABO(t) 1= du "y
t(1+1) Int

também tende a zero no limite t — oo. Com efeito,

' tint

= —tlnt / due ,
_lnu Inu

0o
—tu

1+

tint e"t(l"'ﬁ)

1AB ()] < LB / due—t = _
n(+gms) J B toMn™%
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(A.124)

(A.125)

(A.126)

(A.127)

(A.128)
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implica lim; o AG)(t) = 0, o que completa a prova.

A.10- Trés equagoes auxiliares

Trés equagdes serdo de grande utilidade na determinagdo dos comportamentos assintéticos das fungdes
de dois tempos:

[o o]

o L —2J

(i) oT, =/dte 2kt (1)
0

A equagdo (i) é a definicdo de temperatura critica; basta substituir a definicdo de f(t) e efetuar a
integracao.

o0
1 —t
(ii) o = /dte 7ea f(t) (T>T)
0
De (A.94), e 7.;! sendo o pélo simples de L[](s), tem-se

LU0 = 5

Logo,

83— Teq $—Teq

[o o] o0
Jate 50 = m, [atets) = tim £106) = 3,
0

que ¢é o resultado desejado.

1 7 7
(iil) —— = / dte”2IEtyt)y (T < To)
2T M2, J

De forma geral, para T < T¢, tem-se L[f](s) ~ A1 + h(s — 2J(k.)) para s ~ 2J(k.)t, onde h é
uma funcdo continua de s — 2J(k.), sendo h(0) = 0. Logo, por essa expansio e recorrendo a (A.94),

o0

lim /dte*stq/;(t) = liy(l}c " LY)(s) = lim Lifls) = A

s=2J(ke) ) 52 sm2dkeyt 1 —2TL[f](s) ~ 1—2TA;"

O resultado segue de A; = ﬁlr"; .
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A.11- Autocorrelagao, fungao resposta e coeficiente de flutuacao
- dissipagao

A autocorrelagio (2.30),

t’
1 t+t t+t
Ct,t) = 2T | d -
B8 = T !f( )+ 0/ of (55 -v) ¢<y>]
1 .
ry T "+ I
= e [f(t +2)+2T0/dyf(t y+2)¢(y)} : (A.129)
pode ser escrita como
[ t'+3%
/ ! |y(r+D)- g+ T
C(t,t) = [P+ 3) - t' dyf (£ —y+3) @)
- — |y (t+5)- 2T7dyf(y)1/z (¢-v+ ) (A.130)
VI +T)Y(E) 2 J 2
mediante a equagdo (2.26),
b
¥ = 1)+ 27 [ dys(b-v)(w), (A.131)
0
tomada no ponto b=1'+%.
A autocorrelagio, a fungio resposta,
n_ (T [2(E)
R(t,t')=f (5) OR (A.132)
e o coeficiente de flutuacéo - dissipagao,
X(t,t) = TRt) (A.133)
’ 8 C(t,t)’ )

apresentam comportamentos distintos dependendo dos regimes de tempo e temperatura. Seguindo a or-
dem estabelecida no capitulo 2, o cdlculo destas fungdes serd dividido em trés blocos, correspondendo cada
um deles a um regime de temperatura. Dentro de cada bloco, as distintas escalas de tempo determinaréo
diferentes comportamentos dessas trés grandezas para as dinimicas critica e subcritica.

A notagao

Ti=— (A.134)

serd utilizada.
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A.11.1- Dinamica supercritica

Pela forma assintética (A.97) e usando a equagdo (A.130), chega-se, para t' ~ o0, a

1—2T/dyf(ye ?57—1—2T/dyf(y Teq +2T/dyf(ye 7eq

= T/dyf e ~Treq , (A.135)

onde na iltima passagem recorreu-se a equagdo auxiliar (ii) (sego A.10) para, em seguida, realizar a
transformagéo de varisveis y — £.
Quanto & fungédo resposta, é imediato de (A.132) e (A.97) que

R(t,¢) ~ f (g) e Tea (A.136)

De (A.135) e (A.136), o teorema flutuagao - dissipacéo,

[}

X(t,t')~Tf(§)e"ﬁ _(%T/dyf(g)e‘z—f”e—a —1, (A.137)

T

é obedecido.

A.11.2- Dinamica critica =

O caso critico é a dnica das trés dindmicas onde a dimensionalidade deve ser considerada na caracte-
rizagdo dos comportamentos assintéticos das fungtes de dois pontos. Deve-se observar que a ocorréncia
de transicdo é requerida, e portanto d > d.. Os cdlculos serdo divididos em trés partes conforme a
dimensao.

Al11.2.1-d. <d<d

e2J(ke)t

Se d. < d < d, sabe-se que w(t) ~ &=, de (A.105). No regime estaciondrio, em que 1 ~ 7 < ¢/,
usa-se (A.130) para se chegar a
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/ nige f(kc)(2t'+f) 7 J(ke) (2t +7—2y)
C(t,t) L ;(r,f))(;,]m ———, — 2T / dy f(y) e, T i-ap
e’lte (#+3%) , " +%-v)
4(1 1_‘2_"'2 d 2J(Ic)
r - c)Y
_|[Al+3) 1_2T/ yfy)e =
(2+7) ’
3
~ 1 _2Tc/dyf(y)e—2J(kc)y
0
= Ceq,c(T)1 (A138)
onde a equagdo auxiliar (i) (sego A.10) foi invocada e
o0
Ceq,o(T) = / dyf ( ) e (kely, (A.139)

A funcso resposta, sendo

2.J (ke )t! /tll""‘l’
R t, t, ~ (I) e,.———
(t:) f 2 e2J(ke)t jg1—eyp
e—J(ke)T
r
= 18 =
t+5)7
~ f (5) e=Jkarr (A.140)
também é uma fungdo somente de 7, e o teorema flutuagio - dissipagio, X (t,t') ~ 1, é assintoticamente

obedecido.
No caso “aging”, de (A.130), tem-se

1—a [ a N % -~ B
¢4t T | ek (2t +T) e ke) (2t +7-2y)
C(t,t') [( j(kc)22t’]+f) ——— - 2T, / v i=ay (V)
€ (' +%) ) (t'+5-y)
e | z ~2J(ke)y
—_ [(_tli)tl]—ap— ]_ — 2Tc / Ml—ap- . (A141)
(¢ +3) _ b (1-7)

Escolhendo um & > 0 tal que 2/7 < § < 1!, dividindo a integral em (A.141) em duas partes, vem,
lembrando de (A.69) e que a, =y, — 1 (equagdo (2.34)),

14Por exemplo, § = 2//7T
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g

/ dyf ()e2Ew / dyf (y)e2I kv +i dyf (y)e=2Ikev
0 0 (

1 ~-a l-a l—a
° ] ) ’ 8T (1"" 7 -r) ’
t+ o t'+3

~ / dyf (y)e~ M 1 + O@)] + K,

t'

ol

dy

1-a,
v (1-74)

dyf (y)e 2T *N [1 4+ O(6)] + K,

o\»ﬁ" O\”h" o

yre (1- _L)2_”’
7+T

dyf(y)e~2 kN [1 4 O(6)] + K, (A.142)

2—~vp !
2 (Z - 11')
7 vtz

onde, na Gltima linha, recorreu-se & mudanca de varidvel z = 1/y. Invocando (A.69) e a relagéo auxiliar

(i) (segdo A.10),
|G,

T 2\" ] 1 - 2t’ \"7!
v [t (;) [m“”’(‘”) —(2t'+r)
T

s

dyf(y)e

7dyf(y)e-”<’°c>y _ 1

l—ap
1 — 2
0 v+Z

(3]
«'ﬂ
NIT\S

e~

1 K, U
~ A.143
2Tc+ 1— [7‘(2t’+7‘)] ! ( )
que, substituido em (A.141), fornece
2KpT2% pompgl=F (z — 1)1
N, hplc n=rp . All144
Quanto & fungéo resposta, de (A.132) e (A.69), vem
2j(kc)t’/t/1—“p
- (8,1 f(z)\/emkc)t/tl-a,,
- TN —d(ke)r,, =22
i(3)e £
~ WK (z—1) P gl (A.145)
e o coeficiente de flutuagdo - dissipagéo é, de (A.144) e (A.145),
' (-1 (z+1)°
X(t,t') ~ P (A.146)

(px+v—2)(z+1)—2(x—1)"

v
Y
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A.11.2.2- d=d

Para d = d, tem-se t(t) ~ Eﬁﬁ%ﬁ (vide (A.110)) e o regime estaciondrio, 1 ~ 7 < t’, prevé,

de (A.130),

\/_/—l eJ (ko) (2t +7) J ko) (2t +7-2y)
Ct,t) ~ In(t’ +7)Int _or, /dyf(y)

e (ko) (2t/+7) In (¢ + I) In(t'+%—y)
~  Ceq,e(T) (A.147)

e, de (A.132),

' T e2J k)t [ In ¢!
R(t,t') f (2) \/e2j(kc)t/ln (t'+71)

——j(kc)‘r

= 7(3) \/Hi o)
nt’

~ f (g) eI ko) (A.148)

assegurando, novamente, X (¢,t') ~ 1 no regime estacionério.
No regime de “aging”, 1 < 7 ~t’, e a partir de (A.130), (A.113), tem-se

JETTIRT | S® +f) (I (2t47-2)
o¢) ~ 3 ,) — 2T dyf(y)ﬁ—
eJ(ke)(2t/+7) In (¢’ + In(t'+%-yv)

\/ﬁ z —2J(ke)y
In(t" +7)Int (1 _oT, / dyf(y)e , (A.149)
ln (t/ + %) 1 In[1—-y/ t'+:’2;
4] + In(t/+%
L 2

e escolhendo um § > 0 tal que 1/#' < § < 115, a integral em (A.149) pode ser desenvolvida como

7 dyf(y)e 2l j dy f (y)e=2I ke [1 _Q-y/#+3) |, (2 (¢ +3))
0

Inj1-y/(¢'+3 In(t'+ % 2
o 1+ s

3 z
L 1 2 y
~ 2J(ke)y - - 2J(ke)y 1-—
/dyf(y)e In(t' + 1) /dyf(y)e " ( t+ %)
0 0

5
1 Kp T\ 1= 1 —2j(k Yy )
N [d (ke)vn (1 — :
CTA—— (3) 1n(t'+§)/ ufwe T
0

(A.150)

15Novamente, § =1/v#’ é uma escolha possivel
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onde (A.69) e a relagdo auxiliar (i) (segdo A.10) foi novamente usada. Resta agora demonstrar que o
terceiro termo é desprezivel frente ao segundo para 1 < 7 ~ /. Escolhendo 7 > 0 tal que 1/7 € n <
717" In7, vem'®, de (A.69) e da relagdo auxiliar (i) (segdo A.10),

>

z

Y 1 oy
/ dyf(y)e 2 ¢ In (l—t,iz) S 7iT / dyf(y)e ¢ O(r) +
0 2 2 0

>

2

dy y
+K, o ln(l t’+§)
nr
2
17 2=
< _ —2J(ke)y L
< o) |57 - [durwe +0 (G
~ Hzl: s
o)
= OW). (A.151)

Logo, o terceiro termo é O (mg”_@j) , que é desprezivel (para 1 < 7 ~ t’) frente ao segundo termo.

Reunindo as informagdes acima, chega-se finalmente a

T.Kp2% -4 - In(z +1) -1 Inz
n ., Lteitp Vet 1y =/ —_— A.152
C(t,t) —7,,—1t (x—1) [1+ T } + i (A.152)
enquanto que o cdlculo da fungdo resposta é mais simples, sendo

N~ £ (T ik, [1 4 02

Rtt) ~ f(3)e 1+
~ Kp2mt'” (a; -1)7" 41+ E_; . (A.153)

O coeficiente de flutuagdo - dissipagédo, entdo, é
2 -1

X(t,t') ~ O — 1) . (A.154)

z=1+2(vp—1)Int! (71 Int’
Int’+In(z+1) z+1 ) Int/+ln(z+1)]2
A.11.2.3-d>d

Finalmente, para d > d, a autocorrelagao é, de (A.130), (A.113) e da relagio auxiliar (i) (secdo A.10),

Ct,t") ~1—2T, | dyf(y)e=2 kv = G, (7). (A.155)

S

16 suficiente tomar, por exemplo, 7= V7= In7.
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A fungao resposta é obtida de (A.113) e (A.132), sendo
Rt )~ f (%) e~k (A.156)

No regime estaciondrio (onde 7 ~ 1), as expansGes assintéticas das fungGes de dois tempos sdo
descritas por (A.155) e (A.156); neste caso, tem-se ainda X(¢,¢') ~ 1. Por outro lado, no regime de
“aging” , quando entdo 7 > 1, essas expressOes tém os seguintes comportamentos assintdticos:

Tp
ctt, by~ L BeTe 1y, _ 2B Te o qy1o (A.157)
Tp—1 T — -1
€
R(t,t') ~ 2 K,7~ " = 29Kt/ " (z—1)"" . (A.158)

Aqui, novamente o teorema flutuagéo - dissipagéo é respeitado com X (¢,¢') ~ 1.

A.11.3- Dinadmica subcritica

Similarmente & dindmica critica, as duas escalas de tempo presentes naquela estdo também aqui.
No regime de tempo estaciondrio, 1 ~ 7 < t/, de (A.130), usando (A.117) e (A.69),

C(t tl) ~ M:}q [tl (tl+7-)]% 1 K eJ(kc) 2t +T) 2T/dyf 1 erj(kc)(Zt'+‘r—2y)
’ Kpelk@e+n) | Mg, (¢ +73)” ME (+3—v)

wt +7)]?
@t +7)°

y)e—2j(kc)y
t+Z-y)

_oT [ ( t’+r)]2/d

i

5
—2J T
1- 2T/dyf(y)e 2k 4 O (t—,)
0
by )
~ 1 —2T/dyf(y)g_2‘](kc)y+2T/dyf(y)e—2-](kc)y
0 z

(o o]
I Y\ o=k
=1 T£+T/dyf(2)e , (A.159)

onde, na Gltima passagem foi usada a equagio auxiliar (i) (se¢do A.10). Com a defini¢do de M2, , dada
em (A.115), vem

’ Clr,t') ~ Mgy + (1= My) Cg,e(7) - (A.160)
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Tomando, agora, 7> 1 (mas com 7 K t'), tem-se, de (A.69),

K e (c)y s K 27p _
Ceqelr > 1)”/ W=y =T (A.161)

Usando (A.117), a fun¢do resposta, descrita por

Rt t) ~ f (%) % (A.162)

nos dois regimes de tempo, assume a forma

~,

R, t)~ f (%) eI (14 tl)l = (%) eIk L O (f,«) (A.163)

no caso estaciondrio; ndo é dificil ver que nesta escala de tempo o teorema flutuacao - dissipagéo é valido
com X(t,t')~1.
No regime de “aging”, 1 < 7 ~ t/, a autocorrela¢éo pode ser escrita como

* t e=2d(ke)y
C(t,t') ~ M Gf—l)z] 1427 d—yez—’p(ﬁ) (A.164)
0 [1 - t’(z+1)]

usando (A.117) e (A.69) em (A.129). Tome, agora, § > 0 tal que 1/t' € § < 1 para t' ~ ocol7.
Repartindo a integral em (A.164) em dois intervalos complementares, [0,t'] = [0,4t') U [t/,t], tem-se,
lembrando que z > 1 e v, €(1,2) para d. < d < d,

+

t’ N ot t N
- J(kc) - ( c) ‘A - ( c)
/ dye~2(ke)uy(y) N / dye™ 2/ keluy(y) / dye=2TE () [L + O(8)] + / dye~ 27k ”f(y)%

Z

'711 2 T 2
T z+1 st/ [1 - t'(z+1)] s Meq [1 - t'Zx+15]
t p
- Y
~ /dye 2J(kc)y¢(y)+ M4 / > 7
’ y”’ [1 ] :,
95t t'(z+1

'

~ / A0 + / o (3]

~ / dye™ 2Tk (y) — / dye™ Iy (y) + O((6¢')1).

at’

(A.165)

O segundo termo na dltima linha de (A.165) é também O((6t')}~") (basta usar (A.117) e (A.69));
" pela relagio auxiliar (iii) (segao A.10),

17 Aqui, ¢ suficiente considerar, por exemplo, & = 1 V.
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t,

/dye—zJ(kc)y¢(y) N 1 (A 166)
1-olty|” TEME '
0 ¥(z+1)

que é o comportamento assint6tico da integral em (A.164). A partir deste resultado, é imediato que a
autocorrelagio é

4z

C(t,t) ~M2 | ———
(t,t) ““ |Gt 1)?

(A.167)

O calculo assintético da fungdo resposta € mais simples, fornecendo

J(ke)T . _
Rt,t) ~ KoC T -tk K2t P (g —1)7" (A.168)

(3™

O coeficiente de flutuagdo - dissipagdo assintético é, por (A.167) e (A.168),

X(t,t) ~ (A.169)

2TK, p-mp (T+1 1+
7pMezq z—1 ’
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Apéndice B

B.1- Energia livre variacional

Para uma fungdo de Hamilton

H({UI}) == Z Jo,2' Tz 0z — Z Hyo., (Bl)
z, 2/ €Ay TEAN
TH#z!

onde g, € {—1,1} sdo spins de Ising e {H;} e {J; 4} constituem conjuntos de varidveis aleatérias,
idénticas e independentemente distribuidas, com distribuigdes dadas, respectivamente, por

pi(H.) = L0(H, — Hp) + S6(H. + Hr) (8.2)

pJ(Jz,z’) = (1 - %) J(Jz,:c") ~+ %P(Jx,:n’) 3 (B.3)

onde p também € uma fungio distribuigdo de probabilidades,

p(Ja:,:z:’) =4 (Ja:,z' — JO) , (B4)

calcula-se a energia livre pelo método das réplicas. Considere, inicialmente, a func¢io de partigdo

Z(B,{Je,u}, {Hs}) = Tr{d:}e—ﬁH(ﬁ,{Hz},{Jz,z:}) , (B.5)

- onde o traco representa a soma sobre todas as 2V configuracdes dos N spins localizados numa rede

finita Ay . Para aplicar o truque de réplicas, é necessdrio calcular, inicialmente, a esperanga (em relago
a py e py) de n cépias da funcdo de partigdo, Z™(8,{Js,a'}, {Hz}):

73
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Ex {Bs{Z™(8,{Je,wr }, {Ha})}} =

n n
= Eg<(E, Tr{o-,m}e)(p B Z Ja:,a:'zo'a:aa'a:'a +B Z H, Zaa:a

=@ €EAN a=1 zEAN a=1
zH#z!
= 'I‘r{o,:a} /dJ z,eﬁJ:: ' Yonm1 Ozalsly /dH eﬂH: 1 0za
o Z;EII)N T€EAN R
= Tapexpq > |1+ / AT (o )eBTere Dimr oeaoura _ 1 | | 4
T,z GAN
T#z!
+ Y n [ dHopu (H)eHH Binsoee
IGAN R
Ne ¢ By ot o Ozaly
= ’I‘r{o':a} €xp _T + 'I_V- Z sz,z’p(Ja:,a:')e T,z a=1%za0z/a L
z,z' EApn R
zHx!
+ Z ln/depH(Hz)eﬂH: L= 0za +0(1);, (B.6)
IGAN R

e agora o trago é tomado sobre 2™V configuragdes dos nIN spins.
Substituindo, agora,

n n 2k 2k+1
BJg ot o1 Ozalslq By 21 0zalgle — (:BJ:F x/ ) (:BJ:F z’ )
¢ 1 = 1] =11 [Z (2k)! +"m"“2 2k + 1)1
[+3 [+3
= cosh™(8Jz,¢) H 14020020 tanh(ﬂJz,z: )] (B.7)
a=1
e
n
/dJI,I'p(JI,a:’)eﬁJI':’ Za=1 Orxalzlqo — Z b‘l‘ Z (O-Ial e o'mar) (O'I/al LRI O'a:’a,-) ) (B8)
R =0 (a1, ,ar)

onde Z(al,m,ar) indica a soma nos indices 1 < a3 < -+ < @, <n, em (B.6), chega-se a

Eg {E, {Z"(ﬂ, {Jz, z’}v {Hz})}} =

cN -
= Tr{aza} exp [_T N Z Z (Oz0y *** Ozar) (Ozray *** Oxray) +

=0 (a1, ar)

+ Y In / dH g (Hp)ePH= Dam1oaa 1 O(1)| . (B.9)
r€EAN R
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A igualdade (B.8) é verificada a posteriori pela determinagdo dos coeficientes {b,}. Considere a
equagio (B.8) para spin de um tinico sftio,

n
S S bGay0a = / dJp(J)eP! Tamr o= (B.10)

r=0 (C(l,"'yar) R

Multiplicando ambos membros por ¢,, *--0,, € tomando o trago nas 2" configuragdes, vem

2", = /de(J)Tr{au}U’h Tt Oy, ef7 Xamr o
R
_ / dJp(J)Tr 4,1 2° sinh® (B.7)27~° cosh™*(B.]), (B.11)
R
ou
b, = /de(J) cosh™(BJ) tanh™ (8J). (B.12)
R

Os conjuntos {H;} e {J;,} representam varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas: ndo ha uma dependéncia espacial, e os indices referentes as posi¢bes na rede podem ser omiti-
dos. Usando, agora,

N =

2
Z (0201 *** Oza, ) (Oa'ar * * Oava,) = ( Z Ozay ""Tmr) -N), (B.13)
z,z’€Apn TEAN

zH#z!

ver

Eu {Es{Z"(8: {Jz,or}, {Ho})}} =

n 2
= Tr{o'g} €xp l:—fg + 5% Zbr Z ( Z Ozay "'azar> +

r=0 (a1, ,xr) \ZEAN

+> In / dHpy (H)ePH Xa=12a +0(1)} : (B.14)
TEAN R

Da identidade de Gauss,

Aa? - i_ —-z24+2vXaz
e ﬁ/d:re , (B.15)
R

onde a € R e A >0, tem-se
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2
xp [2N Zb " ) (Z UIC!l"'”Ear) ] =
1r° -,ar

=0 TEAN

n n
= /exp {— Z l$21 -y 2.’1,‘,.-,1 a',” Cb Z Oray * Uzap] } ]___[ ]___[ dzal#ar
r=0 (al,... ,ar)

""'GAN =0 (ay,,ar)
n
= /exp [——Z Z rqﬁl...a, +CZ Z bray--ar Z Ozay " Ozay | X
=0 (a1, ,ar) =0 (ay,- - ,ar) z€AN
¢Nb
X H H 27rrd ar-ar (B.16)

=0 (ct, - ,cxr)

Nebr

onde, na dltima passagem, foi introduzida a mudanca de varidvel z4,...q, = °b 2241 a, - A combinagio

de (B.14) e (B.16) fornece

Eq {IEJ {Zn(ﬂ1 {Jz,z’}’ {H:c})}} =

n
= Tr{am}/exp ‘:“& - 5 Z Z rqil...a, +CZ Z brgay o Z Oza; ' " Ozart

r=0 (ce1y0ear) r=0 (eer, yar) z€AN

+ 3 I / dHpy (H)ePH Ties cf=m+<9(1)} I 1II ,/"’N P (B.17)

z€EAN R r= 0(!11, --,a,-)

A identidade e independéncia das variaveis aleatérias permitem suprimir a dependéncia dos spins com
as suas posigles; a expressdo acima assume, entdo, a forma

Eg {IEJ {Zn(ﬂa {J:c :c’}a {Hz})}} =

== /exp{—ic—_z Z brqm1 an T NInTri, ) exp ,:CZ Z bray- 0 Tay ** * Tapt

=0 ((11, ) =0 (aly Q)

+0(1)} II 11 \/cg: dfosar ; (B.18)

r=0 (a1, ,ar)

+ln/deH(H)eﬁH2a 19

agora, o traco é tomado sobre 2™ configurages de spins.
A comutagso dos limites

1 = —ngnoo;%ﬂ—NlnEH{EJ{z"w SUANEAN))
' = Jim Jim o N (s (20, (L), Unw DY) (B.19)

permite o recurso ao método do ponto de sela para se chegar & energia livre estaciondria
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£8) = = Jim Jim o Inexp [~ N ({gar--a. )]

inf  Y({¢as-a,}), (B.20)

lim —
n—0 AN {gay--ar}

onde

c c n n
V({goyar}) = §+§Z Z brqﬁl...ar—ln’l'i‘{aa}exp cZ Z brQay-an0ay ** " Oa,+

r=0 (al’...,ar) r=0 (al,...1ar)

- +In / deH(H)eﬂHEa"=1%J : (B.21)
R

A extremizagdo de ¥,
3¢(Qa1--~a )
el 9, B.22
Oay-ar ( )

necessaria (embora ndo suficiente) para encontrar seus pontos de minimo, requer um conjunto de (7:)
equagoes representadas por

1 )
Gorae = 5 =T{0u}0y " O, ©XP [G({aan +1n [ dHpa(H)e Eim } , (B.23)
R

onde

Zng = Tr(s,} exp [G’({Ua}) + ln/deH(H)eﬁHZ::‘l=1 "“:' (B.24)
R

G({oa}) :== CZ Z brgu;--arCay ** " Oa, - (B.25)

r=0 (a1, ,ar)

L

B.2- Equagao auxiliar - I

Considere

n
622=1 YaOa — Z Z Aay-arTay * " Oy s (B'26)

7‘=0 (al)". lar)

que é uma equacao similar a (B.10), com {04} sendo o conjunto de spins tipo Ising. Da mesma forma
que em (B.11), tem-se

Fi
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1 n T n
Ooy ooy = 2—n’I‘r{,,ﬂ)cro‘1 ci Oy, e2a=1Ya%e = I:Hsinhyai] [ H coshyai} . (B.27)

i=1 i=r+1

o

Para Yo, = tanh™! X,,, com X, € [~1,1], mostra-se que Gg,..a, = I Lje; X [TG-1 (1 - ng)_
que, substituida em (B.26), chega-se a

n n _ 1 n

Z Z Xoy * " Xa,Oay ** * Oa, = €Xp [Z oo tanh™! X, + 3 Z In(1- Xg)] . (B.28)
=0 (@, ,ar) a=1 a=1

B.3- Campo efetivo — solugao réplica - simétrica

A introdugéo do campo efetivo h, com distribui¢io de probabilidades P, é feita através do pardmetro
de ordemn

n
’I\r{ﬂ'u)aal ter o.areﬁh Za:l i

Tr{cru)eﬁh' 3010 ! (B.29)

9oy an = /th(h)
R

que, ao ser comparada com (B.23), relaciona as duas grandezas de interese, G e P,

dhP(h LD DIMEREN 1
2fE ciesh"(ﬁh) =75 P [G({aa}) +1n / dHpy (H) exp (ﬁH
R

So)| @w

a=1

Efetuando o trago em (B.29),

Gopoer, = / dhP(h) tanh” (Bh), (B.31)
R

e substituindo-a, juntamente com (B.12) em (B.25), tem-se

G({oa}) = c/de(J)/th(h) cosh"(ﬁJ)Z Z [tanh((8J) tanh(BR)]" 04, -+ Oa,, (B.32)
R R

r=0 (al,... ,ar)

que com a aplicago da férmula (B.28) (aqui, X, = tanh(8J)tanh(Bh) € [-1,1]), vem
Goo}) = ¢ / dJp(J) / dhP(h) cosh™(BJ) x
R R

' X €Xp {i 0o tanh™! [tanh(3J) tanh(Bh)] + g In [1 — tanh®(8J) tanh?(h)] } ,
a=1 '

(B.33)
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onde fica evidenciado a dependéncia G({g,}) = G(6), com & :=> 7 _, 0q.

Obtidas as equacdes (B.30) e (B.33), o passo seguinte é tomar o limite n — 0; antes, porém, é
considerada a continuagéo analitica Z 3 6 — iy/8 € C, y € R. Estas duas operagdes levam (B.30) e
(B.33) a, respectivamente,

/th(h)eiyh = /deH(H)eG(iU/ﬁ)—C-i-’in (B.34)
R R
Wy _ c X W anh~! [tan an
G(?) = IR/dJ,o(J)]R/th(h)e P [ﬂ tanh™! [tanh(8J)t h(gh)]] , (B.35)

onde lim,_,0 Z,c = e, calculado a seguir. A fim de simplificar a notagdo, definem-se U,(J, k) :=
tanh™ [tanh(GJ) tanh(Bh)] e Ua(J, k) := In cosh(BJ) + tIn[l- tanh?(J) tanh?(Bh)] para determinar
Zync no limite n — 0; usando (B.33) em (B.24), vem

Zg = 711111}) Zng = %irr})T‘r{,a} exp I:G({aa}) +ln/deH(H)eﬁHEZ=l"“
R
o0 Cm
— : BHY " _ | Oa i
= lim / dHpy (H)Tr (o, e?H Zam17a Y~ — / dJp(J) x
R m=0 R
m
x / dhP(h)eV1 (I Loy 0a+nU2(J,h):|
R

_ i%/deH(H) 2:0%/{Traexp [a (ﬂH+Z:1U1(Jj,hj)) +Z:1U2(Jj,hj)]} x
R m= j= i=

x ﬁ dJ;p(J:)dh; P(h;)

j=1

/ dHpy (H) f: % / ﬁdep(Ji)dth(hj) =€, (B.36)
R m=0 " Y j=1

A escolha da continuagdo analitica & — 1y/3 possibilita introduzir uma transformada de Fourier em
(B.34),

P(h) = / dHpg(H) / dye~Wh—H) Gliy/B)~c (B.37)
R R
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B.4- Energia livre estacionaria — solugao réplica - simétrica

A energia livre

1
f(B) = lim — n 2 22 > bgl ., —In / dHpg(H)Tr(,, eCUeeD P3G 1o= | (B.38)
=0 (@1, ,ar)

pode ser expressa em termos da distribuicdo do campo efetivo P. Reescrever-se-4, a seguir, o segundo e
o terceiro termo dentro do colchetes da equagéo (B.38).

Segundo termo:

De (B.12) e (B.31),

22 > b = g / dJp(J) / dhP(R) / dh' P(R') cosh™(BJ) x
R R R

r=0 (al) . yar)

xi > 1"7"[tanh(BJ) tanh(Bk) tanh(Bh')]"

r=0 (a1, ,0r)
) ,
= g / dJp(J) / dhP(h) / dh'P(K') cosh™(BJ) x
R R R

x [1 + tanh(8J) tanh(Bh) tanh(8h")]"

- g/dJP(J)/th(h)/dh'P(h’) {1+ nlncosh(8J)+
R R R

+ nln[l + tanh(8J) tanh(Bh) tanh(Bh')] + O(n?)} . (B.39)

Terceiro termo:

'

De (B.33), e lembrando que |§| < n, tem-se
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n / dHpy (H)Tr (4, eCHeaNHAHTo1 00 =
R

= ln/deH(H)Tr{aa}exp {ﬂHZaa +c/de(J)/th(h) X
R a=1 R R

X exp [i 0o tanh™! [tanh(3J) tanh(Bh)] + nln cosh(8J) + g In [1 ~ tanh?(3.J) tanhz(ﬂh)]} }

a=1

= In / dHpsr (H)Trs,y exp { BHG +c / dJo(J) / dhP(h) [1 + & tanh™! [tanh(8J) tanh(Bh)] +
R R R

+0(n?)] [1 + nlncosh(BJ) + gln [1 — tanh?®(B8J) tanh?(8R)] + C’)(nz)] }

= ln/deH(H)Tr{ga} exp {ﬂH& +c+ c/de(J) /th(h) [c‘f‘canh"1 [tanh(8J) tanh(Bh)] +
R R R

+nlncosh(BJ) + gln [1 - tanh?®(BJ) tanh?(Bh)] + (’)(nz)] }
= nc/de(J) Incosh(8J) + %9 /de(J) /th(h) In1- tanh?(8.J) tanhz(gh)] + O(n?) +
R R R

+In / dHpr (H)Tr(s,} exp {ﬂH&-{—c / dJp(J) / dhP(h)e® tanb ™" [tanh(8J) t&"hwh)l} . (B.40)
R R R

A {ltima linha de (B.40) pode ainda ser desenvolvida e apresentar um aspecto mais simples. Tomando
iy/B = s em (3.32), tem-se

/ dHpg (H)ePHTCE) - / dhP(h)ecthsh (B.41)
R R

* Esta relagdo haverd de simplificar a forma final da energia livre estaciondria na solugéo réplica-simétrica,
visto que no passo seguinte a equagio (B.41) serd reconhecida dentro da estrutura da ltima linha de
(B.40). Continuando com os célculos,
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ln/ deH(H)’]}{%}eG({%}HﬁH TN 1%
R

= nc/de(J) In cosh(8J) + %/de(J)/th(h) In [1 - tanh®(3.J) tanh?(Bh)] +
R R R
O(n®) +InTr(,,} / dsd(s — &) x
R

x / dHpu(H)exp{ BHs +c / dJp(J) / dRP(h)es tanh™" [tanh(8) tanh(5h)
R R R

N

G(s)

/ dhP(h)e°+Ash
R
= nc / dJp(J)In cosh(8J) + "70 / dJp(J) / dhP(h)In [1 — tanh?®(BJ) tanh®(Bh)] + O(n?) +
R R R
+InTry,,, / dhP(h)e°thoh
R
= nc / dJp(J) lncosh(ﬁJ)+%c / dJp(J) / dhP(R)In [1 — tanh?®(8J) tanh®(8h)] +
R R R

tetln / dhP(h) [2cosh(BR)]" + O(n?). (B.42)
R

A energia livre estacionéria em termos de P é obtida reunindo (B.39) e (B.42) em (B.38), e tomando
o limite n — 0,

16 = -5 / dJp(J) In cosh(8.J) — / dhP(h)In[2 cosh(BR)] +
R R
+= [ dJp(d) [ dhP(h) | dW P(h’)In[1 + tanh(8.J) tanh(Gh) tanh(Bh')] —
i 0 [ e |

—i n — tan 2 an 2 . .
2 ]R/ dJp(J) R/ dhP(h)1n [1 — tanh?(8.J) tanh®(8h)] (B.43)

B.5- Relagoes auxiliares no estado fundamental

ﬁlLII;o % tanh™! ‘[tanh(ﬁa) tanh(8b)] = sign(ab) min{|al, |b|} (B.44)



APENDICE B 83

ﬂli_l};o % tanh™! [tanh(fBa) tanh(8b)] = sign(ab) ﬁlim %tanh_1 [tanh(|a|) tanh(B|b])]

1 1 1+tanh(ﬂ|a|)tanh(ﬁ|b|)]
ﬁ n [1 — tanh(Bal) tanh(B1H)

= 51gn(ab) 11m

(26lal+2618] 1 1
= 51gn(a,b) 11m + ]

2,3 [ 2Blal + ¢2B10]
= sign(ab) ﬂlin;o ﬁ [2ﬁ|a| + 28|b| + (g(e—zﬂlal—mlbl)_

—28max{jal, o]} — O(e~2llel=1H)]
= sign(ab) min{|a|,|b|}. (B.45)

cosh(fBa + BJ) cosh(Ba — BJ)] %
ﬂ_’n;o [cosh(ﬂb+,3.]) cosh(Fb ﬂJ)] = exp [2max{|a|, |J|} — 2 max{|b|, |J|}] (B.46)

cosh(Ba + J) cosh(Ba — ﬂJ)]

€260 | o287 | o—28J 4 o-2Ba 5
Boo [cosh(ﬂb+ﬂJ) cosh(Bb — BJ) ]

o [e2ﬁb T 2B 1 ¢—2B7 t g-2Pb
e2Blal 4 20191 4 O(e~20171) 4 O(e=20lal)
= o [ P+ -+ O(c ) + O(c~ ) J
e2Bmax(lal71} 4 O(e~26llal-171l)
= jn [ewmax{lbl 1Y + O (=281 |J||)]
= exp[2max{|al,|J|} — 2max{|}],|]|}] (B.47)

B.6- Coeficientes A, B, C e {a:}

No contexto da solugdo réplica-simétrica, e para campos aleatérios Hpr miiltiplos de Jy (m :=
Hp/Jp € Z,), a distribui¢do de campo efetivo P é representada por uma soma

P(h) = ard(h—kJo). (B.48)
kEZ
Viu-se, ainda, que
L
G(iz) == lim G (E) = A + Be'®Jo 4 Cemi=00 (B.49)
B—oo B
onde
[¢) -1

A=cag. , B=cZak e C=c Z ak. (B.50)

k=1 k=—o0




84 APENDICE B

A n3Ao-negatividade de P, que é uma fungéo distribuicdo de probabilidades ( P(h) > 0, Vh € R),
implica ax > 0 para todo k € Z e, por conseguinte, A, B e C sio todos ndo-negativos.

De (3.35) e (3.32) no estado fundamental, tem-se, invocando (B.2), (B.3), (3.31) e (B.44) (Apéndice
B.5)

Giz) = A+ Be®o 4 Ce vl
_ g/dy (evmJo 4 g=iymdo) /dh exp [—z’yh + G(3y) — ¢ + iz sign(h) min{Jo, |h|}]
R R
_ CeA_c dheizsign(h) min{Jo,|h|} d e_":yh ( iymdJdo + e—'imeo) i _B_r_e'iy'r‘Jo i Qe—iys.]o
- 2 Y ¢ < rl por L
R r= =i

A—c°° el BTC

— Z Z [ iz Jo sign(m+r—s) min{1,|m+r—s|} + e'm:Jo sign(—m+r—s) min{1,|— m+r—s|}]
2 rls!

r=0 3=0
(B.51)
donde se nota que
G(0)=c=A+B+C. (B.52)
Da primeira e tltima linha de (B.51), obtém-se
A~ ) r )
ce c B Cr+m Bs+mcs
A= B.53
2 ;7‘! (r+m)! ;0 (s+m)ls!|’ (B53)
A—-c kel r A r
ce BTC*® BrC*®
B= .
2 rzg;o ris! ;0 ris! (B.54)
m+:r—.921 —m‘l,-r:aZl
e
A— o0 r =)
ce~¢ BTC* BTC*
¢= 2 z_:o sl T zﬂ_:o rls! (B.35)
m+1';“i_.;5—1 —m-:‘r—_as—l

A equagdo (B.52) permite dispensar uma das equacdes acima; escolheu-se, no presente trabalho, néo
considerar (B.55).

As trés equages, (B.52), (B.53) e (B.54), no contexto da solugdo réplica-simétrica, determinam A,
B e C, dados os pardmetros de conectividade ¢ e a razdo m := Hg/Jy € Z;. Antes de prosse-
guir, um resultado auxiliar sera fornecido para reescrever duas dessas equagées. Integrando por partes
sucessivamente a integral

[ . T

/ dt f(P+1>(t)(i-;|t—)p, (B.56)
0
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onde f(P*D indica a (p+ 1)-ésima derivada de f, tem-se

/ dtf@’“)(t)(“”%f - f@) - Y 0% (B.57)

S k=0

A escolha f(z) = €® implica

1

P Y
Z :Z— = e® — Pt /due’“‘% (B.58)
= 0 '

ou

2, gk ; (1 —u)?

> =2 / due™*———, (B.59)
Morrtll J p!

que serdo usadas mais adiante. A primeira equacdo, (B.53), pode ser escrita, via funcdes de Bessel
modificadas,

( )2k+v
I(2) = Z m , (B.60)

ceA—c [ (B\ % B\~ %
A== [(5) +(5) JIm(zx/—B_C'), (B.61)

lembrando que I,(z) = I_,(2) para v € Z.
Desenvolvendo a segunda equagio, (B.54), invocando as relagdes (B.58) e (B.59), obtidas anterior-
mente, e supondo, inicialmente, que m > 1, tem-se

B - ced—¢ i Brcvr+ i BTCT

2 = s — rls!
m+'r:a>1 —m-l’-r_—‘—a>l
ceA"c .,.m+r-— (Sasd BT
= = Z - Z Z T 2 T
Lr=0 r=m+s+1
m—1 1
B+C cy Cu m=1
= e -C ) due** (1—wu) * I,—1(2/BC (1 —u))+
0

B (g) ¥ /ldueB“ (1—w)?% I,(2/BC (1 —u)). (B.62)
0
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Para m =0, tem-se

e R 5 EC

1g! Is!
2 S Tis! Sz TS
| r—s21 r—g2>1
cedA—c [ oo B" r—1 C* N X s X, BT
= DT gt T
2 i e O e PR L

1
= B0 _C C\/—g/duec" (1-u -3 L(24/BC (1 —u))+
0
1
+B / duePIo(24/BC (1 — u)). (B.63)
0
Reunindo (B.62) e (B.63), chega-se, finalmente, a
m=—1 1
B+C _ C AN c mel B — )
B = e —e 5,—",0—0 —B— /due“(l—u) 2 Im_1(2 BC’(l——u))+
0

+B (-]g—,) ! /1 dueB* (1 —u)? I,,(24/BC (1 — u)). (B.64)
0

A determinacio do conjunto {ax} consiste em desenvolver (B.37) no estado fundamental usando
(B.49) e comparar termo a termo com (B.48),

P(h) > " ard(h — kJo)

keZ

= / dHpy (H)e=v(h—H) (Glin—e
R

_ /dye—‘iyh [ezmeo + e—zmeo eA+Be“’"° £Ce—ido_¢
2
R

ed ¢ S o= BTC® o . .
= 2 Z Z T'S' /dye—lyh (ezmeo + e—zmeO) e"y(T—S)Jo
~ R

3
- £ ZZl—sld(h_rjo-l_SJO_mJO)-l_

r=0 s=0
eA—C X X BTC*
2 ;E r1g1 (k= rJo+ sJo +mdo). (B.65)

r

Definindo k :=r —s—~m para a primeira série acima e k := r — s+ m para a segunda, e com (B.60),
pode-se escrever
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X Bk-m+scrs ©  pgrortm—k
P(h) = > Y ———bh—klo)+ D> > Gk — k)| +
|:k—m>0 3=0 (k m+ S)'S' k—m<0r=0 ! (7‘ +m-— k)|
o Bk+m+acs e Brgr—m— k
§(h — kJo) + 7 3(h — ko)

L e { 3 (5) N Ii—m(2VBC)(h — kJo)+

k—m ki+m

_-5_

B B

+ k;ﬂ:@ <5) Ii_m(2VBC)8(h — kJo) + kgnjzo (5) Iirm (2VBC)S(h — kJo) +
B
z)

Liym(2VBC)(h — w}

k4m k—m
2

Ie+m(2VBC) + (g) T Ik—m(2m):| 6(h — kJo); (B.66)

ki+m k—m

ap = [(E) Lesm(2VBC) + (g) T Ik_m(2\/@)] . (B.67)

B.7- Equacgao secular

Dado o funcional ¥[G],

viel = 5+ 2022n2 Y 3T T G GTal )y O T o, =

=0 (a1, ,ar)
—InTr / dHpg (H)eCUoaNHBH Lo 0o (B.68)
R

sua primeira derivada funcional é

ofIG 1
aa(f{[aa]}) = 022,2 Y T Ora o ooy T, =

r=0 (al L 1‘11')

/ dHpy (H)eSoaD oA T2y oa (B.69)

ZnG

enquanto a sua segunda derivada funcional é
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52f[G) 1 « 1
5G({oah)iG({ra}) ~ @™ ;)(Z By e T T e
eCUoaN+BH Toey 0 oCUTaD+BH T2, 7a
+ [ apa(e) [ dE'pn () -
ZnG ZnG

R R
/ dHpp(H) Do R v (B.70)
J b ZnG {oa},{ma}" .

onde 8{s,},{ra} = ITo_1 60a,m - Substituindo (B.70) na equagdo secular

§*y[G] _
Trira) JG({GQ})JG({TQ})(‘D({T"‘}) = dp({ga}), (B.71)

é imediato que

1 < 1
A(p({a'a}) = % Z Z b_o-al e a-arrI‘r{Ta}Tal . Tar(p({Ta}) +

=0 (ay,,0p)

; , eG({ga})+ﬂH ZZ=1 -1 eG({Tﬂ})+ﬂH' 2:1 Ta
+ [ apat) [ abpu() =" iy —— Pl{ra) -
2 2 nG nG
(GUoa)+BH T2y 0a
— [ apa () =" T b el {a)) (B.72)
n
R

Por conveniéncia, multiplicam-se ambos membros da equagio (B.72) por e?’Xa=1%%a  onde s,
também é um spin de Ising para cada « € {1,.--,n}; em seguida, toma-se a esperanga em relacio a
medida de probabilidade dJp(J) para, finalmente, tomar o trago em {o,} nos dois membros da equagio.
Efetuando estas operagdes (lineares) termo a termo em (B.72), vem

Primeiro membro:

Mi(o,y [ dTp(J)eb? Bims et (o)) (B.73)
R

Segundo membro (primeiro termo):

1 < 1 n
72 X T [T ooy Ty o, pl{7a)), (BT4)
R

r=0 (aly... ,ar) br

N v

~
n
220202 (vy e ve) B8Ov1 g Iy 8y

onde a expansdo (B.10) foi invocada. Ent3o,

1 < 1 & :
co2n Z Z b Z }: bsSyy -+ Sy LY {rg} oy ** 'Tarﬁo({Ta}):ﬁ‘{aa}aal © 00 Oyttt 0’7317(B'75)

=0 (a1, an) | 9=0 (y1,"7s) ~

8r68(ay, - var) (v1 e vvs)
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sendo que

T —10a , T=8§
O, ar) (pareer vvs) = { (I)Tk_l o . r#s (B.76)

sempre considerando a1 < --- < @, e 1 < +-- < 95 . Prosseguindo com os cdlculos, (B.75) torna-se

1 & 1.,
o2n Z Z b_2 brsa, - “Say I {10} Ty o Top({Ta}) =

r=0 (a1, ,ar) T

1 n
= STyl Do SerTer SarTar

r=0 (al [ 7a1')
N\ v

n

H2=1 (1450 7a)=2" Ha=1 LI

= Zo(fsad)- (877)

Segundo membro (segundo termo):

n eG({O'a})-’-EH ZZ:I Ca
Tr{aa} /de(J)eﬁ-’EFl Tala /dHPH(H) 7 x
R

R

~ v

"

E?:o E(al yeeeap) b"aal **OarSay ' Sar
eGUTaN+BH T4,

Ta
< [ B D (BT ) el {ra]) =
R

n
= Z Z brsa, * -+ Say o /deH(H)ﬁ{aa}aa1 - 'O'areG({aa})+ﬁH Liam1 7 x
Znc 2

v

r=0 (011...07.)

—
v

day--ar
.

v~

G({sx
. (CUT D +HBH T2, o
x [ aH DTy = " (7))

R

G({s4 Coa)+BH TR, 0a
- Glsad) / deH(H)TT{aa}e : w({oa})- (B.78)
[+ ZnG
R

As equagdes (B.10), (B.23) e (B.25) foram usadas.
Segundo membro (terceiro termo):

(CoaN+BH S, 0
Trioa} / dHpy (H) 75
R

Trir,y /dJP(J)ef” Lam10adaf o trap({Ta}) =
R

(CUoa+BH L, oo R
= Ty [dBpa () [a1p)et Bt g((aa). (B79)
R
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Reunindo (B.73), (B.77), (B.78) e (B.79) em (B.72), e lembrando que G({ca}) = G(6), tem-se a
equacao secular (3.44),

R T e S
R

eC@HBHS 1 0ap({g,}) _

= Zoltsad) + 22 [abpu(ayTy,y Znc
R

- / deH(H)TI‘{aa}GG(&)'*'ﬁH 3 a-10%a /de(J)eﬁJ 3 h=1%ada ‘P_(éai}l . (B.80)
nG
R R
Definindo

To(p1, P2, {5a}) = / dHpp (H)Tr(g,e?[C@)+AH 25y oa] / dTp(J)ePB? Tim1 7asags({0,}), (B.81)
R R

a equagao secular pode ser expressa como

G(3)
cZne

AT(0,1, {5a}) = p{sa}) + S0 Ta(L,0, {5a}) = 7 —Tn(L 1, {sa}). (852

B.8- Prova do teorema de Mottishaw - De Dominicis

Provar-se-4, aqui, o teorema 3.1. A demonstracdo deste resultado, introduzido por Mottishaw e de
Dominicis, ndo consta, aparentemente, na literatura.

Teorema 3.1 (Mottishaw - de Dominicis): Na solugdo réplica-simétrica, com a equagio secular

dada por (3.44), o espago dos autovetores w({cn}) € varrido pelo conjunto de 2™ fungbes de duas
varidveis <p’{ #a}(&, dop); simbolicamente,

(P({O'a}) i ‘P’{p,a}(&; QU;J.) P (B83)
onde Qop =3 0.1 0alta € {fta} € um conjunto de vetores que rotula o autovetor.

Prova: A equagio secular (B.80),

eCOHBHTL 0a ({5,
e({sa}) = —-G(3) / dHpy (H)Tr (4, i — p({oa}) |
R

+eXTe(y [ ATp(D)eP Tams et (o)) +
R

+c/deH(H)Tr{,,a}eG(&)+ﬁH Ya=1%a /de(J)eﬁJ o= Uasa%;}) , (B.84)
. n
R . R

pode ser expressa como
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¢({sa}) = G(8)Tr (o} A({0a}) + Tr(,} /de(J)B({Ua})eﬁJ23=1""3", (B-85)
R

onde A({o.}) e B({oa}) dependem do conjunto de spins {o,} . Denotando por &, que é um vetor de
n componentes, cada uma das 2™ configuragdes englobadas pelo trago, a equagdo acima assume a forma

-
Pl{s:)) = 2 |GEA@) + [ dTp(1)B(#:)eb Bimi@ate | (B.86)
R

i=1

Notando que para cada i corresponde biunivocamente uma configuragio &; de um vetor (de com-
ponentes (J;)q ), 0 segundo termo entre colchetes em (B.86) pode ser rotulado por um vetor cujas
componentes s30 {(q}; em outros termos, & = (u1,-** ,in), cOM p, € {=1,1}, Vo € {1,---,n}.
Logo,

o({5a}) = Tri} |G A({a)) + / 4T p(J)B({pa})e® e | | (B.87)
R

- —

‘P’( pal (5»¢Jsu)

mostrando que ¢({s,}) pode ser representada por uma soma de 2" fungGes de duas varidveis descrita
acima. Como a aplicagdo {1} — 3 q_; Oalia & injetiva, os 2 vetores {f, 1(5,qsu)} formam um con-
junto linearmente independente, demonstrando que ele varre todo o espago determinado por {¢({ca})}

por constituir uma base.
|

No desenvolvimento da tese, recorrer-se-4 a um abuso de notagio, omitindo o indice ’ , e renomeando
'
Pluay PO Plua}-

B.9- Autovetores longitudinais

Nesta se¢do, os autovalores associados a autovetores longitudinais,

e({oa}) — »(8), (B.88)

serdo calculados para ilustrar as técnicas envolvidas em sua determinacfo. O caso mais geral, que serd
visto mais adiante, é similar a esta situagao restrita.
Admite-se que existam campos efetivos que correspondam ao comportamento de

/ dHpy(H)eP[COHPHEE o] o (5), (B.89)
R
cujas fungbes distribuigio de probabilidades sejam, respectivamente, P, e Pr . Em outros termos,

/ dHpg (H)eP [C@+BH Tony0a] / dh Py (h)eh Xa=19a (B.90)
R R
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@(6) = / dhPy(h)ePh Xa=1%a (B.91)
R

Através de uma continuagdo analitica Z 3 ¢ — iy/B € C, y € R, pode-se mostrar, mediante uma
transformada de Fourier, que

Pi(h) = /dye'iyh/deH(H)e”‘[G("y/ﬁ)"'in] (B.92)
R R

Pr(h) = /dye"iyh(p (%) . (B.93)
R
Entdo, (B.81) pode ser escrita como

Tn(P1,02, {5a}) = Tf{ac.}/dhlpl(hl)eﬁhl 2a=1 au/de(J)epzﬁJZL':l Tasa
R R

X ~/~th.F)L(hz)eﬁh'2 ZZ:] O
R

= /dhl udyle—iylhl /deH(H)epllc(iyl/ﬁ)-l-iylH]:l /dh2 X
R R R

X L/dyze_iyzhz(p (%):I R/d]p(])Z" L[lcosh [B (k1 + h2) +p2BJsa] -

(B.94)

Recorrendo & relagdo auxiliar (B.184), vem

Tn(p1,p2,8) = /dhl L/dyle—imhl /deH(H)epl[G(iyl/ﬁ)‘l'iylH]J /dhz X
R ‘ R R

x L dyge—¥2h2 5 (%)J / dJp(J)2" [cosh(Bh1 + Bhg + p2BT)]|E x
R

X [cosh(Bhy + Bha — pz,BJ)]% exp {.§ tanh™? [tanh(Bh1 + Bhs) tanh(p2J)]} ,
: (B.95)

que, com a mudanca (hy, hy) — (h,h3), com h=hy; + hy e hg = hy, toma a forma
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Tn(p1,02,8) = /deH(H)/dyl/dyzepl[G(iyl/ﬂ)“'iylH]go (%ﬁ) /dhe—imh/dh3e—ihs(yz—y1) %
R R R R R

>

5(y2—u1)
x / dJ p(J)2" [cosh(Bh + paJ) cosh(Bh — paBT)| 2
R
x exp {§tanh ™! [tanh(Bhk) tanh(p,8J)]}
~ J(GGy/B)+ivH], (B —iyh
]R/deH(H)R/dye” Y (p(ﬂ>R/dhe lR/de(J) X
Y x [4 cosh(Bh + poBJ) cosh(Bh — paBJ)]? exp {4tanh™! [tanh(Bh) tanh(p2BJ)]} .
(B.96)

Impondo uma continuagdo analitica em n e § para considerar a equagdo acima, (B.96), no ponto
is/83 (ao invés de §) e no limite n — 0,

T(pu,islf) = 1 Tulor,pis/0) = [ dHpu(H) [ dyeriCorsin, (Ey) [ dnemi
R R R
z'_s

x | dJp(J)exp tanh™! [tanh(Gh) tanh(p28J)] b .
[k |

(B.97)

Na equagdo secular no limite n — 0, e usando também o resultado (B.36), vem

A R/ dye (%) R/ dhe—iwh R/ dJo(J) exp{%tanh—l ftanh(5h) tanh(ﬂJ)]}

- %S" (%) + %G (%) ¢(0) —e™¢ / dHpy (H) / dyeS B +iVH (%) / dhe—ivh
R R R
X / dJp(J)exp {% tanh™! [tanh(Bh) tanh(BJ)]} , (B.98)
R
L que, no estado fundamental 3 — oo, assume a forma
A / dyp(iy) / dhe™*¥" / dJ p(J)et sisntIm) min{|JLIAl}
R R R

= 2p(is)+ < Glis)p(0) - / dHpg (H) / dyeCiv—ctiv 5(qy) / dhe™"vh x
R R R

x /de(J)‘eis sign(Jh) min{|J|,|k|} . (ng)
R
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A resolugao do problema de autovalores (B.99), que consiste em determinar ¢ com seus respectivos
autovalores, é feita através do Ansatz

@(iz) = A+ Bye®lo 4 B_e~=h0 (B.100)

que se revelara coerente a posteriori. Ao longo dos cilculos, as equacdes obtidas no Apéndice B.11 serdo
invocadas. Adotando as distribuigGes (B.2), (B.4) e a relacdo (3.31), a equacdo secular para os autovetores
longitudinais,

)\/dy [A+B'+eiy"° +B’_e—iyJo:| /dhe—iyheissign(h)min{Jo,lhI} —
R R
1r- =~ . . - o
= C[A+Bye+ Bemi] 4 Lais) [4+B,+B.] -
c c
_/deH(H)/dyeé(iy)—c+in [j+§+eiy-fo +B_e—‘iyJo] /dhe—iyheissign(h) min{Jo,|h|}
R R R
= Z[A+Bien B e 4 10Gs) [A+ By + B -
c c
——A/th(h)e“ sign(h) min{Jo,|h|} _ B'+ /th(h _ Jo)eis sign(h) min{Jo,|h|} _
R R
-B_ / dhP(h + Jo)e's sign(h) min{Jo,|hl} | (B.101)
R

pode ser expressa, usando (B.49), (B.50) e (B.48), como

A [/i + Beo 4 E_e_i3J°] =
- % [A+B+eisJo +B’_e—iaJo] +% [A + BetsJo + Cemish] [fi+f?+ +B_] _

_A (é_ 4 _‘EeisJo + ge—isJo) _ B+ [a—l + B_"_Aeia.fo 4 (g _ a—l) e—isJoJ _
C C C [+ C

~-B_ [al + (g - al) eiedo 4 A—t—ce‘“‘h] . (B.102)

Da independéncia linear entre 1, e?*/ e e~%*J° | o problema de autovalores acima pode ser represen-
tado matricialmente por M@ =A@, ou

% —a_1 % —a) A A

1 _A B 5

- < a1 1~?+ =) 1§+ . (B.103)
a—j %“ i:' B_ B_

A fim de evitar a solugdo trivial A = B, = B_ =0, impde-se det (Mg — A1) = 0, donde se tém os
autovalores longitudinais,

O Oal-

r
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1
Ann = p (1-A4)+ @y, (B.104)
1
ALz = p (B.105)
e
| 3 1
" ALz = p (1-A4)—-+@a_, (B.106)

que é o menor dos trés encontrados.

B.10- Autovetores transversais

B.10.1- Consideragoes gerais

Aqui, pretende-se estudar uma situagéo geral, onde

(- . R
‘P({sa}) - ‘P{ua}(sa ‘Isu.) =: (3, ‘Isu.)a (B'107)
e o autovetor ndo depende somente de §, mas também de sua proje¢ao g := > n_; Safta 20 longo de um
vetor (w1, ,Mn), que caracteriza ¢(3,qsu); o indice {1o} em ¢ é suprimido para nio sobrecarregar
a notacdo. O ponto de partida é, novamente, a equagdo secular (B.82), que serd tratada com passos
similares ao do caso dos autovetores longitudinais, mas com a introducdo do campo efetivo cuja fungio
distribuic¢do de probabilidades é Pr,
o8, as) = / dhy / dho Pr(hy, ha)ePP3+Bhaten (B.108)
R R
£
e a transformada (inversa) de Fourier a determina em fungio de ¢,
Pr(h1, ha) =/dy1/dy2€—iy‘h‘_iy2h290 (%,%—2) ) (B.109)
R R
onde uma continuaggo analiticaem § e g4, foi considerada. Entéo, recorrendo & distribuicdo P, definida
em (B.90) e (B.92),
£
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To(pr, P2 (s ) o= [ dHpu(H)Triy @ (@I s ee] [ 47p(7)0m0 Tiesoete(6,05,)
R R

=!mmMZMJMhWM¥WWW

n
X H ’I‘rga eﬂ(h1+h2)ga+ﬁh3‘7a#a+p2ﬁ‘lgasa

a=1

= R/ dh R/ dhaPi(h — hy) R/ dh3 Pr(ha, h3) R/ dJp(J) x

x 2" H cosh(Bh + Bhapia + p28J54)

a=1

= /dh1 /dh2/dy1 /dy2/deH(H)e—iylhl—-iyzhzem[G(iyl/ﬁ)HmH] X
R R R R R

X (%, %) R/de(J)Z" aH=1 cosh(Bhy + Bhapia + p2BJsa), (B.110)

onde []%_, cosh(Bh1 + Bhape + p2BJse) é calculado na secio seguinte (vide (B.184)). Impondo uma
continuagéo analitica em n, §, i e gy, e tomando o limite n — 0 na equagdo, tem-se

T(p17p2’ Zg/ﬂa Zﬁ/ﬂa iQSu/:B) = }li_%Tn(pl,pL Z§/ﬂ, Zﬂ/ﬂa Z.qsl-l'/:g)

= /dh1/dh2/dy1/dy2/deH(H)/djp(J)e—iy1h1—iyzhz X
R R R R R R

x eP1IGGus /B +ia H (i&’i w2
B’ B

[cosh(ﬂhl + Bhy + p2BJ) cosh(Bhy + Bha — ngj)] ) .
cosh(Bhy — Bhs + p23J) cosh(Bhy — Bha — p2fJ)

X exp {ﬁ (8 +qspu) tanh™! [tanh(Bh; + Bh2) tanh(mﬂJ)]} X

X exp {ﬁ (8 — gs,) tanh™! [tanh(Bhy — Bhe) tanh(pzﬂJ)]} (B.111)

T

que recupera o caso longitudinal (B.97) se @ (%, 3%2) = (% . Com uma mudanca de variaveis

hi+hy = hy, hi—ha = ha, Y1 +y2 2 Y1 € y1 —y2 — y2, e definindo x(z,y) :=plz+y,z —y),
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P , 1 _iyihy _ imgh
T(p1,p2,8/8, 10/ Briden/B) = 7 / dhy / dhs / iy, / dys / dHpi(H) / AT p(J)e- -
R R R R R R
po(uiia)mr] (W1 iy
Xe 2 2 Iy Qﬂ, 28 X

[cosh(ﬂhl + poBJ) cosh(Bhy — pzﬂJ)] #
cosh(Bhy + paBJ) cosh(Bhy — p28J)

X exp {% (8 4 g5,) tanh™! [tanh(Bh,) tanh(pzﬂJ)]} X

X

X exp {% (5 —gsp) tanh ™ [tanh(Bhz) tanh(pzﬂJ)]}

= [ans [ana [ [ave [ atpatin) [ aspyeisiine
R R R R R R

weP [CEBER) i ] (%1 %) o

« [t + ) cosh(ohs — ) #
cosh(Bhy + p28J) cosh(Bhz — p28J)

X exp {L (3 + go,,) tanh™! [tanh(Bh, ) tanh(p28J)] } X

X

X €Xp { 25 (3 — gs,.) tanh™! [tanh(Bh2) tanh(pzﬂJ)]} , (B.112)

sendo que na ultima passagem, recorreu-se & mudanca de varidveis y; — 2y e y2 — 2ys.
De posse de (B.112), e introduzindo

1, 1 .
m=3 (8 + dsu) € §:= 3 (8= quu) » (B.113)

a equagdo secular (B.82) é

A / dyr / dyax (”"1 ’yz) / dhy / dhoe~¥1h1~zhz / dIp(J)x

[COSh(,Bhl + BJ) cosh(Bh1 — BJ) # o3 tanh™[tanh(8h1) tanh(8J)]+ % tanh='[tanh(8hs) tanh(8J)] _
cosh(Bhs + BJ) cosh(ﬁhz —BJ)

= 1 (Z’ ’L,Bg) _.G (zn+z§)/dyl/dy26 (.‘u:+w—1)— (l‘gl 'LyZ)/deH(H)el(y1+yz)H

X /dhl /dh26—1y1h1—1y2h2+—5 tanh™ 1[tanh( Bh1z8h2)tanh(l’h120h2 )] _ /dy1 /dyzec(w1+w2)_c %

XX (zyl Z:Uz) /deH(H)e'L(y1+y2)H/dhl/dh26—1y1h1—1y2h2/d]p(]) X

cosh(Bh1 + BJ) cosh(Bhy — BJ)]% ei,;l tanh™1[tanh(h1) tanh(87)]+ i tanh~[tanh(Bh2) tanh(6J)]
cosh(Bhy + BJ) cosh(Bhy — BJ) '
(B.114)
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Definindo

o) = Jim x(5,3). (B.115)

a equagao de autovalores no estado fundamental é, usando (B.44) e (B.46),

,\/dy1/dyzpz(iyl,iyg)/dhl/dhze"'ylhl—mh?/de(J)eize["‘a"{"‘l'»""}‘ma"“h?'""'}]x
R R R R R

Xein sign(hyJ) min{|h1|,|J|}+i€ sign(h2J) min{|h2|,|J]} _

Lo ey L 1 N |
= Zx(m,lf)-i- ZG’(M]—{-Z&)/dylfdyzeG(zy1+zyz) CX(Zybzyz)/deH(H)ei(yl'l'y’)H %
R R R
x/dhlfdh2e—iy1h1—iy2h2+i2& sign(h?—hZ) min{|hy+ha|,|h1—hz|} _/dyI/dy2eé(iy1+iy2)_c %
R R R R

x X (i1, i) / dHpy(H)e!1tu)H / dhy / dhge~W1h1—iyzha / dJp(J) x
R R R R

x o E lmax{|h1[,|J|} ~max{lha],| JI}] gin sign(h1 J) min{lhs), ||} +i¢ sign(ha J) min{|hzl,|J|} (B.116)

A equagdo secular acima, para autovetores transversais, serd analisada em duas situagOes distintas,
=0 e f1#0. Ao longo dos cilculos, as equagdes obtidas no Apéndice B.11 serdo invocadas.

B.10.2- Caso =0
Impondo i =0 na equagdo (B.116), tem-se

A/th/dhzfdyl/dyze—iy1h1—iy2h25€(z'y1’iyz)ei'r]sign(hl)min{|h1|,Jo}eiEsign(h2)min{lhzl,Jo} —
R R R R

_ %)’Z(i’f},iﬁ)-{" G(ch+ 16)2(0’0)_/dhl/dh2/dy1/dy2e—iy1h1—iyzhzeé(iy1+iyz)—c %
R R R R

% I:_];eiylH+iy2H + le—imH—iyzH in sign(h1) min{|h1{,Jo} ei£ sign(hz) min{|khz|,Jo}
2 7

3 ] X(iy1,1y2)e
(B.117)

que é a equagdo a ser resolvida. O Ansatz

X(@n,i€) = A+ Bpeo 4 B_e=mJo 4 G et 4 C_e %00 4
Dy peinotitlo L P _eindoitlo | Py_ g=nJotitlo | Py _e=indo—itho (B.118)

¢é uma possivel solugdo de (B.117), o que sera confirmado a posteriori. Introduzindo-o na equagéo secular
(B.117), e calculando separadamente cada termo, tem-se

Primeiro termo (primeiro membro):




&

APENDICE B 99

Usando as notagoes

X(in, i) = > K(uv)etnlotitlo, (B.119)
u,u=0,£1

com K(0,0):= A, K(1,0) := B, e assim por diante (vide (B.118)), e

11’ := sign(z) min{|z|, Jo} e 1zt :=sign(z) min{|z|, 1}, (B.120)

i o primeiro termo do primeiro membro pode ser escrito como

/\/dhl/dhz/dyl/dyze—iylm—iyzhz Z K(u,,v)eiumJo-*-‘ivngoeinim1"+i£1:h21‘] —
R R R R u,v=0,%1

= >  K(uv) / dhy / dhab(hy — udo)b(hg — vJo)eMhit +ikthat?
R R

u,v=0,+1

= Z K(u, v)einJoiuHiE-foivi
u,v=0,%1

Y (fi + Bieio 4 B g0 4 O, e%J0 4 e~ 04

+D++e‘inJo+iEJo + D+_einJo-iEJo + D_+e—inJo+iEJo + jj___e—inJo—iEJo) . (B.121)

£
.

Primeiro termo (segundo membro):

1 (fi + Byelo 4 B_emilo 4 & g0 1 C_em %Moy
C

+D, eindoti€do 4 B, eindo—itlo 4 y_, g=indotitlo 4 jj____e—-inJo—iEJo) ) (B.122)

Segundo termo (segundo membro):

1 , , , , " ~ - ~ - - - ~ -
= (A+ Beinotieh 4. geminto-ich) (A +By+B.+Cp+C+Dyp+ Dy + Dy + D).
(B.123)

Terceiro termo (segundo membro):

Recorrendo as notagoes (B.119) e (B.120), e de (B.49),

{"\
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/dh]_/dhz/dyI/dyze—iylhl—iyzhz exp [A+Beiy1Jo+iy2Jo +Ce—iy1Jo—iy2Jo —C] %
R R

x [%eiy1H+iy2H + le—iylH—i’yzH] Z K(u,v)eiuy1J0+ivy2JoeinIhl tJ+i£thth _
u,v=0,%+1

el I
= Z K(u, U)/dhlfdhzfdyl/dyze—iylhl_iy2h2z%eif(y1+y2)-fo x
R R R R

u,v=0,%£1 r=0

[o o]
X Z g'ie—is(m-i-yz)d'o [ei(m-i-yz)md'o + e—i(y1+yz)mJo] et Jo+ivya Jo ginthit’ +i€thot’
prr L
= Z K(u,v) Z Z IS /dh1 /dhzemihxt’+zsihzi’
u,v=0,%1 r=0 s=0 s
X [5(h1 —~7Jo+8Jo — mJgy — uJ0)6( 2 — TJo + sJog — mJg — vJ0)+
+5(h1 —rJo+sJo+ mJo - uJo)(S(hg —rJo+ 8o + mdy — vJp)]
= Z K (u,v) Z Z 7"3' gindotr—s+mtuitifodr—stmivl |

u,v=0,£1 r_O §=0

o

()

¢ .
+eT Z K(u ’U) Z Z 7.|s| 'LnJoir—s—m-}-ui-}-zEJo1:r—s—m+-u1: . (B.124)
u,v==0,+1 T‘—O $=0

—

(3)

As séries (i) e (i1) serfo desenvolvidas separadamente. Em (i), se denotar k:=7—s+m+u e
recorrer a (B.60), a série é decomposta em

o0 o0
E E enJotr—stmtuttifotr—stmtvt _
| ]
=0 s— T!8!
el Bkts—m—ugs

= > > @ I einlotkitieToth-utol 4
+s—-m —u)ls!

b -k
+ >N BrOTIMTNTR  indotkigJoth—u-tot
ri(r+m+u—k)!

k<m+u r=0
oo k—m—u
B Z , ,
= Z <_) Ik_m__u(2,/Bc)emJoikHz&Joik—u-i-vi_|_
k=m+u C
m+u—1 ""’;"“ . .
+ > ( ) T (2VBO)eindotkt +i&otk—u-tot
k=—00
B k—r;l.—u
= > (5) Iy (2VBC)einJotkttitloth—utol (B.125)
! kez

Analogamente, a série (ii) é escrita como (é suficiente substituir m por —m em (B.125))

A
TITUTO DE FisiC
|gesrvxqo de Bibtioteca e

mformacéO,rm&

Tombo: =

e
o et
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B kir;—u
> (5) Iitm—u(2VBC)em/otki+itlotk—utvt (B.126)

kez

Invocando as relagdes (B.67) e (B.50), e reunindo (B.125) e (B.126), o terceiro termo do segundo
membro é, finalmente,

Z K(u,v) Zak_ueinJoikt+i£Jo¢k_u+v¢ _

u,v=0,%1 kEZ
-1

[ o]
Z K (u,v) [a_ueiﬁJoi—u-!-vi + Zak_ueinJo-!-i&Joik—u-!-vi + Z A ye—MotitJotk—utvt ,
x‘, u,v=0,£1 k=1 k=—00

h (B.127)

que é uma representacio compacta de

Z K(u,v) Zak__ueiﬂJoiki+i£Joik-u+u¢ _
u,v=0,%1 kEZ

— K(O 0) _4 + EeinJo-!-igJo 4 ge—inJo—igJo +K(1 0) a_le_’f"" + éei""" + Eem_}o.,.ig_]o_i_
—_——lc ¢ c N/ c c

By

+ (% - a_1) e‘i”""_ig""} + K(-1,0) [ale’f"" + (g - a1> eintotitlo 4 é~'3_i'7‘7°+
N —

b

c
B_

i +€e—iﬂJo—i£Jo] 4 K(O, 1) [éei&’o 4 _B_eiﬂJo-H'EJo + a_le—inJo + (9_ - a—l) e—inJo—iEJo] 4
c — | c c

Ci

+K(0,-1) [ée—ieJo +agedo 4 (E _ a1) gindotigdo | ge—inJo—ifJo:l + K1) %
N — | C C C H.,—/
’ Dyy

X [a_l + (ﬂ) eimotitdo 4 (g - a_l) e-inJo—iﬁJo:I +K(1,-1) x
C C N —
Dy-
x [a_le—ii-fo + éeinJo~iEJo + aleinJo 4 (E _ al) einJo+i£Jo + (_C_ _ a—l) e—inJo—iﬁJo] +
C [ C

+K(-1,1) [al i€ (_f: _ a1) gindotigdo | %e—inJo-!-ifJo +agemindoy
e By
n (9 _ a_1) e—inJo—ifJoJ +K(~1,-1) [al n (E _ al) gindot+i€do | (iig) e—inJo—ifJo] _
c N — c C

b__
(B.128)

Reunindo (B.121), (B.122), (B.123) e (B.128) na equagédo de autovalores, e pela independéncia linear
entre os vetores 1, einJO’ e_inJO’ eifJO, e—ifJo, eiﬂJo+i£Jo, ei'nJo—ifJo, e_inJO+i£JO e e—i'nJo—iEJo, fo)

problema pode ser reescrito matricialmente como Mro¥ = AX, onde

o
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x¥ =(4,B4,B_,C4,C_,Dyy,Dy_,D_,,D__) (B.129)
e
A A A A
¢ e, % 2 4 L-aaq £ 2 f-am

0 -—-% 0 0 —ay 0 —a1 0 0

0 o0 1-4 4, o0 0 0 -a1 O

0 0 —a; -4 0 0 0 - 0
Mro:=| 0 —a_y O o 1-4 0 -a-; 0 0 (B.130)

0 0 a1 0 a1 % — % a1 a1 a1

0 0 0 0 0 0 14 9 0

0 0 0 0 0 0 o 1-4 o

0 a-— 0 a_-q 0 a_1 a_1 a—i % — -‘é
Os autovalares da matriz Mpy sdo
1 <
ATy 01 = p (ndo-degenerado), (B.131)
1
ATp02 = p (1-A4) (degenerescéncia dupla), (B.132)
1
ATy 03 = 2 (1-A)+/aa (degenerescéncia tripla), (B.133)
e
1

ATp0d = 2 (1-A)—/aa=; (degenerescéncia tripla). (B.134)

Notar que trés dos quatro tipos de autovalores encontrados acima ja foram obtidos no caso de auto-
vetores longitudinais. O menor deles continua sendo Arz = Ar,_,4. Na esperanca de conseguir novos
autovalores, tratar-se-a o caso mais geral, i #0.

B.10.3- Caso 4 #0

O autovetor, aqui, deve conter o parametro ji, ausente nos casos anteriores. O Ansatz

Xalin, i€) = 2(in,i€) =3 3 Kolu,v)enlotivtlot izt (B.135)
0€Z u,v=0,%1

é uma possivel solugdo da equagdo secular
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/\/dy1/dy2>2(iy1,iy2)/dh1 /dhge"imh“il’zh/de(J)e 5 [max{|hal,| JI}—max{|ha|,|JI}]
R R R

x et sign(haJ) min{|h1],|J|}+4€ sign(h2J) min{]h2],1 71} _

1 1= _ .
- E;z(in, i€) + EG(in+i§) / dy / dyaeC V1) =C 5 (i) dyys) / dHpg (H)e!vrtv2)H
R R

i —3 _& i 2_ 2 . — N . _
» / dhy / dhge—¥1hi—ivaha+ 4 sign(h—h3) min{|ha+hal,lha—hal} _ / dun / dygeSlimtiv)—c 5
R

xx(iy1, iyz2) / dHpy (H)e!wrtv)H / dhy / dhge~Wrh1—ivzhe / dJp(J) x
E R R

xe? [max{|h1| |J]}—max{|hz|, lJI}]emsxgn(hﬂ) min{|ha|,] J1}+i€ sign(hzJ) min{|ha|,|JI} (B.136)

Novamente, os célculos sdo efetuados termo a termo, considerando (B.3), (B.2) e a notagéo (B.120).

Primeiro termo (primeiro membro):

’\/dyI/dyzz Z Ko(u v)ewyl"0+“vy2~70+—‘a/dhl/dhze—zmhr-zyzhgx
R R

6€Z u,v=0,%1
x e B [max{lh1],Jo}—max{lhz|,Jo}] sinthit’ +i€that’ _

i68J
= /\Z Z Ko(u,v)/dhlfdhzé(hl -—-’lLJo)(S(hz—’l)Jo)e'—z_Q

(N
P A

0€Z u,v=0,%1
x ¢ [max{|hal, Jo}—maX{lh2| Jo}]emih11J+zEIhziJ
= A ) Ko(u, v)e B2 B [max{Jul, 1} —max{jvl, 1}] ginJotui+i€ Jotvl
0€Z u,v=0,%1
- Z e:ﬁg.l Z Ko(u, v)eiunJo+i‘UEJo
0€Z u,v=0,%1
= Ag(in,i€), (B.137)
que é uma forma condensada de se escrever
{/ /\Z e 2 (Ao + Bo+6m‘]° + Bo g~ nJo + Ce eiJo + Co e—ng0+

6cz
+ Dy peinoti€lo 4 Py, gindo=itdo 4 P, . g=ino+ito +D9__e—inJo—i§Jo) . (B.138)

Primeiro termo (segundo membro):

_Z Z Ko(u, v)einlotivtot 20 li(iﬂ,iﬁ)- (B.139)
0€Z u,w=0,%1 ¢

¢
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Segundo termo (segundo membro):

De (B.49) e (B.135),

%é(in+i£)/dy1/dyzeé(iy1+iy2)_°)2(iy1,iyz)/deH(H)ei(’“"’yz)Hx

/dh1/dh26 W1h1—zyzhz+—{i sugn(h2 hz)mm{|h1+h2| |h1i—ha|} _

R

= Glin + i€) /dy1 /dyzz __eﬂ‘(y1+yz)Jo Z C_e—zs(y1+yz)Jo Z Z Ko(u,v) x

r=0 r! 8€Z u,v=0,+1

im(y1+yz)Jo —im(y1+y2)Jo .
Xezuy1J0+zuy2J0+_f‘ﬂa [6 +e ]/th/dhze—iy1h1—zy2h2 X

2

xe C: L gign(h?—h2) min{|hy+hal,|h1—hz|}

- —G(zn+%£)z > Kolu, v)e T / /dh262 sign(h?—h2) min{{ha+hal,lh1—ha|} o

6€Z u,v=0,%1 R R

B"C’s
X Z Z [5 h1 — TJo + SJo - uJo - mJ0)5( 2 — TJO + SJO - ’UJo - mJ0)+
=0 =0
+5(h1 —rJo+sJo—udo+ mJ0)5(h2 —rdo+sJog—vJo+ mjo)]

eA 8oy
= 7,77+2§)Z Z Kguv)e 2

9€Zw,v=0,%1

00 00
BrC* sign[(2r—2s+2m+u+v) (u—v)] min{|2r—2s+2m+utv|,|u—v|}
x4 sl e* +

-

@

+ ZOZOB;'S -251gn[(2r 2s—2m+u+v)(u—v)] min{|2r—2s—2m+u+tv|,|lu—v|} . (B140)
r=0 3=

"

(i)

As séries (i) e (i1) serfo tratadas separadamente. Denotando k :=r — s+ m, a série (i) pode ser
desenvolvida como

ZZ B" C —-’lsngn[(Zr—23+2m+u+v)(u —v)] min{{2r—2s+2m+utof,Ju—v|} __

r=0 s=0
oo ktg—
Z Z BFts mCe #sxgn[(2k+u+v)(u v)] min{|2k+u+v},ju—vi} +
(k+s— m)'s'

k>m 3—0

n Z i T‘B"‘C’I‘ k+m _Esign[(2k+u+v)(u—v)] min{|2k+u+v|,|lu—v|} , (B.141)

_ l
Pmeienrs (r—k+m)!
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que, com {B.60),

)
Z (g) Ik_m(2\/.B_C)ei2E sign[(2k+u+v) (u—v)] min{|2k+u+'u|,|'u,—v|}+

) 2 Ik_m(2@)ei£ sign[(2k+u+v) (u—v)] min{|2k+u+v|,[u—v|} _

k=—m

_ _) p3 Ik_m(2\/§5)ei2£ sign[(2k+u+v) (u—v)] min{|2k+u+v|,|u—v|} . (B.142)

Analogamente, a série (i7) é (é suficiente substituir m de (B.142) por —m)

k+m

Z (g) 2 Ik+m(2m)ei‘,ﬁ sign[(2k+u+v) (u—v)] min{|2k+u+v|,|u—v|} , (B.143)
kez

observando que aqui, inicialmente, foi tomado como k:=r—s—m.
Reunindo (B.142) e (B.143) em (B.140), e por (B.67), tem-se

if8Jg

—G(z’r’ " zé') Z Z Ka(u 'U)em2 Z ok 6 3£ sign[(2k+u+v) (u—v)] min{|2k+u+v|,|u—v[} (B144)

0€Z u,v=0,£1 keZ
ou
l (A+BemJo+z£Jo 4 Ce~Jo— ‘I-EJo e a2k {/10 + [(A +B> einQ + ge—%‘l] Bo++
c . c c
6cz
A i i
() 2o [(A2) o s S

A : Z o ) P
+ [( + C) ~40 lj _Q] Co— + Doyt + (12 + %e““h + -(cze_““]") Doy —+

A B - -
( - e"thJo 4 (cj "‘J") Do_4 + Dg___} =

C

l (A + BeiotitJo 4 cp—inJo—ifdo § ew“ 6_0.#32-’ [( ) + + (A_-I:_C:_) ég_-l-
C C

fcz
C - B - C A A+C
N E e G L G L

o B - C - - C - B - A =
+ethJo (?D0+—'C—D0—+) + 7N ( D0+--c— - ) (Ao + Doyt + D0+ +

A - -
+2D0_+ + DB———) } . (B145)
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A fim de simplificar os cdlculos posteriormente, defina

sosy [ s A+ B\ - A - . A iz [C 5
tz(ﬂ) = Ze #g.) {eL;Q [(L) BB+ + <_+_C) Bo_ + g’CB+ + EC’B_:I +e #2.’ [_Be++
ocz C C C C C
B - A+ B\ - A ~ . B . C -
+—Bg_ + (—+—) Cot + (—+—C-) Ce..] + gthJo (—Dg+_—D9_+) +
C C C C C
" C - B . - ~ A - A -~ ~ P
e i (—C-Dg+_?D9_+) + (Ao 4+ Doy+ + ?D9+_ + —C-D9_+ + Dg__)} , (B.146) Lo

que é a parte que multiplica G(in+i€)/c no segundo termo do segundo membro em (B.136). Esta fungéo
pode ser reescrita como

. ip0Jy A+ BY\ - A+C\ = C - B -
ta(a) = > e’z {[( - ) Be_1y+ + (—c“—) Be-n- +_Clo-n++ ;0(0_1)—] +
oez

C - B - A+ B\ A+C\ A

+ [—B(e+1)+ +— Be+y- + (—) Clo+ny+ + (--) C(e+1)—J +
C C C C
<

B - C - C - B -
+( D(e—2)+—;D(e—2)—+) + (;D(e+2)+—;D(e+2)—+) +

- - A - A~ -
+ (Ag + Doyt + —C-D9+_. + Z-Do_+ + Dg__)} . (B.].47)

Terceiro termo (segundo membro):

De (B.49) e (B.135),
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D s i(y1+y2)mdo —i(y1+y2)mJo
/dy1/dyzec(’y1+’y2)_°i(iy1,iyz) [e +26 ]/dfh/dhzx
R

R R
xe—iylhl—iyzhzeiﬁ[max{liu|,Jo}—max{|h2I,Jo}lein¢h1¢’+z‘£¢hzt’ -

/dhl/dhz/dyl/dyzemy110+wy210Z %
=0

BT . x o . , ) ) )
x_'e"‘(‘.ll1+y2)10 § _'e—w(y1+yz)Jo [61(y1+y2)mJo + e—¢(y1+y2)‘mJo:| e~ nhi—iyzhe
T S

0€Z u,v=0,£1

8=0
xe £ (max{|h1|,Jo}—max{|hs|,Jo}] ginth1}’ +i¢that’

)e 52 / dhy / dhae B lmax{inalJo} —max{inal,Jo}]

6eZ u,v=0,%t1

Z Z il C T [6(hs —1Jo + 8o ~ wJo — mJo)d(ha — 7Jo + 8Jo — vo — mJo)+

r=0 =0

+(5(h1 —rJo+sJo—uJp+ TnJo)(S(hz —7rJo+8Jyg — vy + mJo)] einihli"-*-ifihzi"
eA—c i60Jy
= —3 Z Z Ko(u,v)e” 2 x
0€Z u,v=0,%1
X i i BC® eﬂ max{|r—s+u+m|,1}—max{|r—s+v+m|, l}emJoir—s+u+mi+1EJoir s+v+mi +
e
r=0 g=

v

@

BTC’ :rug {lr—s . ;
§ § max +u—m/|,1}—max{|r—s+v—m/|,1} jinJoir—s+u—mi+ifJoir—s+tv—mi}
+ €

7

(i)
(B.148)

Defina k:=r — s+ u+m a fim de efetuar a série (i),

© © pr c?
ZZ M max{|r—s+u+m|,1}—max{|r—s+v+m/|, 1}eszoir—s+u+m1+zEJo1r—s+‘u+m1 =

¢!
0 50 Trisi

oo k+s—u— .
_ Z Z(kB +a—u mC’;' 'ei‘ziu[max{|k|,1}-max{|k—u+u|,1}]einJO¢k¢+¢§JO¢k-u+u¢ n
+s—u— s

k>u+m s=0

Py i BrCrimtu-k ¢ 572 Imax{lk], 1} ~max{lk~u-tol,1}] ginJotkt+igJotk—utot (B 149)
r! (r+m+u— k) ’

k<u+m r=0

que, com (B.60), pode ser escrita como
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k—u-—

Z(g) 7 Iieuwm(2VEC o L0 [max{|k|,1}—max{| k—u-+vl|,1}] ginJotki+i€Jotk—u+v} (B.150)
keZ

Analogamente, a série (i) é

k—‘;j:m )
Z (g_) Ik_u+m(2\/B_C)ei21‘1[max{|k[,1}—max{|k—u+'u|,1}]einJoiki+i£Joik—u+vi ) (B.151)
keZ

Reunindo (B.150) e (B.151) em (B.148), e de (B.67), o terceiro termo do segundo membro de (B.136)
é

Z Z Kg('u,, v)emz.lg Zak—ueﬂzﬂl[max{[k[,1}——max{|k—u+'u|,1}]einJotki+i£Joik—u+vt (B.152)
6E€Z u,v=0,%1 keZ
ou

;o . e ;-
Z Z Ko(u, v)e#c}_ {a_ueﬁ,‘,ﬂl[1—max{|u—-u|,1}]ei£Joi—u+v¢ + Z ak_uemzﬂl[k—max{|k—u+-u|,1}] x
f€Z u,v=0,£1 k=1
-1 )
x gtMJo+ifJotk—utvt | Z ak~ue%iﬁ[|k|—max{|k—u+v|,1}]e—inJo+i£Joik—u+vt} , (B.153)
k=—00

que é uma forma mais condensada de se escrever o terceiro termo do segundo membro de (B.136),
denotado doravante por t3(n,€,4),

. i60Jg A - - ] A ~ ~
ts(n, &, 1) = Z e a3 {(ZAg +a_1Dgy + ang.._) + etnJo (ZBH + alcg_) +
6ezZ

. A - - . ~ ~ . ~
+e~inJo (ZBG— + a_1Co+) + o (alBg_ + -21094_) + g~ Jo (a_1B9++

A~ , ) - - -
+z09_> + ginJotitdo [—f—Ag + (A_—ZB-> Dgyy + (% - a1> Dg__:l +

. P . : - . . . ~
J-etnJo—iJo ZD0+— + e~ mJo+itJo §D0—+ 4 e~imJo—ilo [%Ao + (-f— - a_1> Doy ++

+ (A 1_ O) Do—‘] + e%n+i""°a1bo+— + e%‘l_m]oa—lba”*' +

te= O HTog Py, e~ 0 8Tog_ ) Dy, 45 Findo+itdo [§Bo++
e oS

te 52 —inJo—itJo [%Ea— + (% - a_l) C’g+] + e~ B —indo-itd [(% - a—1) Byt +

+ %C‘o_:l 4 ethJo+inJo+ifJo (g - al) -D0+— + e~ BJotindo+ilJo (g . al) D0—+ 4

+ethJo—ino—ikJo (% - a_1) Dg_y + e~ tJo—into—itJo (% - a_1) ﬁo+—} , (B.154)
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i58Jg A - ~ . A~ ~ ~
Ze 53 { [?Ao +a-1Dgy+ + alDo__] + ¢indo [ZBO+ +a1Ce- + alD(0—1)+—] +
ez

e indo [ééo— + a_1é'e+ + a_1D(0—1)—+] + %o [6130— + §C~'0+ + alD(0+1)—+] +
+e~ %o [a_1éa+ + éé"‘ + a_1D(0+1)+—] + ginlo+itto [gx‘io + (%ﬁ) Do+

+ (g - al) Do__ + BB(o n+t (E - al) Co-1)— + (? - al) By~ +

+= C<e+1)+ + (E - al) Doy + (g - al) D<o+2)—+] +gfriomitho EDH-] +

+e—-i77-70+7'-5-70 l:éjjo__*_:l 4 e~ tJo—iJo [SAG 4 (% — a—l) D0++ + (_41__0_) De__+

C - C .
+ (? - a—1> Dg-2)—+ + (: - a—l) D(0+2)+—J } : (B.155)

Os resultados (B.138),(B.139), (B.145) (com (B.147)) e (B.155) constituem os termos da equagéo secu-

"1-70 —WIJo %EJo e—%Jo  gindotifdo inJo—i§Jo ~inJo+i€Jo
e , € , € , €

e e~MJo—#%Jo nove equagdes podem ser, 1mc1a1mente, escntas,

——tz u)+Ze ﬁgj {(/\-— —) A9+ AA,9+0,_1D0++ +a1Dg__} =0, (B.156)
6ez
L8 1\ -~ A - ~ ~
8_2—0- {(x\ — —) Byt + —Bgy +a1Cs—- + alD(g_1)+_} =0, (B.157)
6z ¢ ¢ .
i 1\ - A - = ~
D {(A - -) Bo_ +ZBy_ +a_1Cos +a_1D(9_1)_+} =0, (B.158)
6eZ ¢ ¢
i8Jg 1\ = . A - .
3 e (A= =) Cor + a1 Boe + ZCo4 + Doyt ¢ =0, (B.159)
6z ¢ ¢
i 1\ * - A 4 .
I {(,\ - E) Co- +a-1Box + =Co_ + a_1D(0+1)+_} =0, (B.160)
6eZ

B, . i£6Jg A+ B B ~
—th A+ ) ez {(z\ - —) Doti + = Ao + (—1—-) Doyt + (— - a1) Dy _+
B - B B . B -
+— - B(o 1+ + (— - al) C'(g -+ (Z - al) B(.9+1)_ + ZC(0+1)+ +

B B .
+ (z- — al) D(g 2)+— T (— - a1) D(9+2)_+} =0, (B.161)
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Y et {(,\ - —) Doye + AD9+ } 0, (B.162)
0€Z

138 J f&
Ze—“z {(,\— —) Dg_, + De +} 0 (B.163)
0€Z

C i ~ A+ C
—~ta() + Y et {(,\ - -) Do—_ + CA@ + (g —a- ) Dops + (—Jcr—) Do+

o€z
C - C ~ o ~ C -
+-C—B(9_1)_ + (_C— - a_1) C(g_l)+ + (? - a_1) B(9+1)+ + -EC(9+1)_. +
C C .
+ (? —a- ) Do+ + (— —a_ ) D(e+2)+—} =0, (B.164)

onde a fungdo ty é definida em (B.146) e (B.147) como sendo

N i88Jg A+B A+C\ - C - B -
ty(p) = Y e {K - ) Bip_1y+ + (T) Bo-1)- + ZCe-n+ + 20(0—1)—] +
ez

C - B - A+ B\ A A+C\
+ [-C‘B(e+1)+ + < Be+y-+ (T) Clo+n+ + (—c—) C(e+1)—] +

B . C - C = B -
+ (—D(0—2)+—~D(e—2)—+) + (—D(e+2)+——D(e+2)—+) +
C C C C
. ~ A - A -~ -
+ Ao+ Dot + —Dos—+ —Do—t + Do | 0. (B.165)

iA6 Jq

A independéncia linear dos vetores do conjunto e~z -, com @ € Z, implica cada um dos coeficientes
if8J,

de e” 2  nas nove equagOes acima ser nulo. A fim de simplificar o cdlculo dos autovalores, note que os
termos Ag, 6 € Z, aparecem somente em (B.156) (notar o cancelamento de Ay nas equagdes (B.161) e
(B.164)), fornecendo o autovalor

Aty = % ) (B.166)

que ¢é infinitamente degenerado como os demais autovalores a serem determinados. Em seguida, o conjunto
de equagées em (B.162) e (B.163) revela, de imediato, o autovalor

(B.167)

Are =

[N Bl
ol

Estas duas equagdes sdo responsdveis por uma simplificagdo importante no conjunto das seis equagdes
restantes a serem analisadas. Suas estruturas bloco-diagonais eliminam todos os termos Doi_ e Dg_ +
nas outras equagoes, deixando para estudar
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(B.168)

TN
>
|
Gl'—‘
h>
N—
ol
b
+
+
=
2
W—/

{
T {(,\ _ % A) Bo_ + a_1C'g+} , (B.169)
{

6€Z

Zemz‘] ()\ — }- + é) C~'g+ + alﬁg_} =0, (B.170)
6€Z ¢ ¢

Yot {(,\ _Ly ﬁ) Co_ + a_11§9+} =0, (B.171)
6€Z ¢ ¢

ing 1 A ~ s B B B BCl 5
(o3 2) e [ () o+ ] s

bez
B B ~ BC] ~ B B -
T2 b [ S 22
BC| « B B = BC] «
+ [—6—2] Co-1y++ [*z (1 - ?)] Ceo+1- + [6—2] C(a+1)+} =0 (B.172)

166, 1 A BC C C ~
Ze%‘l {(1\ —z + -c—) Da__ —0a_ 1Dg++ + l: ] B(g -+ [—? (1 - ?):I B(a_1)++

ez
BC : c(, _¢C : BCl &
2 [ 6-9) o] B 2] o

c c BC C c =
+[E (1= %) - an| Come + B | Corn-+ [~ (1-E) | Gasne f 0. @7y

C

Os pares (B.168) e (B.171), (B.169) e (B.170) sdo bloco-diagonais, com autovalores

1 A
Ars = Z - —c- + /a10-1 (B.174)
€
1 A
AT = Z - Z —4/010-1 . (B175)

Neste processo de diagonalizagso, esta dltima etapa elimina todos os termos Bg_, By, , Co_ e C"g+ ,

" com 6 € Z, das equagdes restantes, (B.172) e (B.173). Como conseqliéncia, estas duas equagdes adquirem

uma forma idéntica aos pares (B.168) e (B.171) (ou (B.169) e (B.170)), o que leva aos mesmos autovalores
jé& calculados. Em suma,
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A‘Tl='—,
1 A
AT2'—___—>
c ¢
1
/\T3='c‘——+\/ala—l
e
1
/\T=z———\/ﬁa_—1,

sendo que (B.179) é o menor dos autovalores transversais.

B.11- Equagao auxiliar - 11

Considere

n
f(X,Y,Z) =[] cosh(X +Y tta + Z5a),

a=1

onde {ua} € {sa} sdo spins de Ising. Sejam

nit o nuimero de configuragbes o =41 e 8o=+1

nt] o ndimero de configuragdes po=4+1 e §o=-1
njt o nuimero de configuragdes po=-1 e §o=+1
n)] o ndmero de configuragbes po=-1 e so=-1

donde segue

nmr = g(n+i+E+ga),
np o= j(n4+R—8-qu),
nit = 1(n—p+38—g)),
' nyp = z(n—p—8+q),

COM Qo = Y o_; Salta - Entdo,

com a € {1,
com a € {1,:--
com o € {1,---

com a € {1,---

APENDICE B

(B.176)
(B.177)
(B.178)
(B.179)
(B.180)

’n} ?

,TL},

n},

,TL},
(B.181)
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f(X,Y,Z2) = cosh™ (X +Y + Z)cosh" (X +Y — Z) cosh™" (X =Y + Z) cosh™ (X - Y — Z)
= [cosh(X +Y + Z)cosh(X +Y — Z)]ll:ﬁ [cosh(X —Y + Z) cosh(X —Y — Z)]l}&
a+as st —asp
cosh(X +Y +2)] 2" [cosh(X +Y = 2)] %" [cosh(X +Y +2)] +
cosh(X —Y + Z) cosh(X —Y ~ Z) cosh(X —Y + 2)
5*‘13&
cosh(X +Y —Z)] . (B.182)
cosh(X —-Y - 2)
Sendo
1 1 cosh(z + y)
_1 183
tanh™" (tanhz tanhy) 3 In cosh(z 1))’ (B.183)
tem-se, por fim,
fX,Y,Z) = [cosh(X +Y 4+ Z)cosh(X +Y — Z)cosh(X —Y + Z) cosh(X —Y — Z)])% x

8

cosh(X +Y + Z)cosh(X +Y - Z) ] ¢ ¢} (54+as,) tanh ™ [tanh(X+¥) tanh(Z)]
cosh(X —Y 4+ Z) cosh(X - Y - Z)

% e%(ﬁ—q;,,) tanh~![tanh(X —Y) tanh(Z)] ] (B.184)

Em pafticular, usando (B.183),

cosh(X +Y) g
cosh(X —Y)

= [cosh(X +Y) cosh(X — Y)]# eAtanh™ [tanh X tanh Y] (B.185)

FX,Y,0) = [cosh(X +Y) cosh(X — Y)]? [

B.12- Fase paramagnética

B.12.1- Altos campos aleatérios
A fungdo de Bessel modificada,

)2k+l/
y 2 B.1
L(2) = ZI‘(k+u+1)k" (B-186)
tem uma representagao integral
I(2) := i— fd&eiz"“asm e, Ry > —l. (B.187)
’ VT(v + 3) 2

Quando o indice v ¢ inteiro, uma simplificagdo da equagdo acima é possivel, resultando em
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kig
1
In(z) = - /deez €038 cos(mé), meZ. (B.188)
0
Munido desta equag8o, percebe-se que a solugio da equagdo (3.50),

A=ce? I (c— A), (B.189)

para grandes valores de m é A = 0. Com efeito, como A > 0 (vide Apéndice B.6) pois A = 0
claramente ndo satisfaz (B.189) para ¢ > 1, o argumento da fungio de Bessel modificada pertence ao
intervalo [0, c¢); logo, usando (B.187),

(1) j 0 g2 Vv (5)" e
In(c— A)| < cc0s0 gin2m g| < , B.190
|Im (€ — A)| ﬁl"(m-’;—%)o df|e sin®™ 6| < Tim+ 1) ( )

que tende a zero quando m — co. Neste limite, pois, de (B.189), I,n(c—A) — 0 e A — 0 para c fixo'8.
Entao, o autovalor paramagnético

Ap = E — 'g -5 [Im+1(C— A) + 7 _1(0— A)] (B.lgl)

tende 2 1/¢ quando m — oo.

B.12.1- Campo aleatério nulo

Para m = 0, as equacgGes a serem considerada sio

A= ceIy(c— A) . (B.192)
e
Ap = % - -é —e? °Ii(c— A). (B.193)

Introduzindo a notagdo £ :=c— A, e eliminando o pardmetro ¢ em (B.193) através de (B.192), vem

{1 - [3410 @ + eI (@) + I 1 (Z)] } : (B.194)

k] =

Ap =
Defina, agora,

' p(t) := et ho(t) +te tIo(t) + te i1 (t). (B.195)

18A fungdo de Bessel modificada ndo é identicamente nula para m — oo, mas uma vez fixado o argumento, o indice m
pode ser tomado suficientemente grande a ponto do valor da funggo poder ser suficientemente pequeno nesse argumento.
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E importante ressaltar aqui que ¢ é uma varidvel, enquanto ¥ é um ndmero fixo, solugéo da equagio
(B.192); p(t) é o termo entre colchetes em (B.194).
A aplicacdo p é crescente para t > 0. Para provar este fato, enuncia-se, inicialmente, o

Lema B.1: Para qualquer t € R e v € Z, tem-se

ar,(t) v
el A ST S - 2I(). B.
o = 1) - L) (B-196)
Este lema é demonstrado no Apéndice B.13.
Uma derivacdo de p leva a
dp(t) _—t dl, (t)
% =€ 2I(t) + tT tlo(t)] , (B.197)
e recorrendo ao lema B.1, é imediato que
t
5'175% =e'Li(t), (B.198)

que é positiva para t > 0. Logo, a aplicagdo p é monotonicamente crescente nesta regido; ademais, ela
é continua, donde segue, para t > 0, que

p(t) > lirg+ p(z) =p(0)=1. (B.199)
r—
Entéo,
Ap <0, E>0. (B.200)

O ponto £ = 0 pode ser tratado separadamente. Imi)ondo este caso, equivalente a A = ¢, em (B.193),
chega-se também a um autovalor paramagnético negativo,

/\p=%——1<0, (A=c), (B.201)

para c > 1.

B.13- Prova de lema B.1

Lema B.1: Para qualqguer tc R e v € Z, tem-se

dl, (t)

25 = L) - S, (B.202)

Prova: Desenvolvendo

~ 4
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6%(t+t_1) = etheth
s @
o= ™ nt
oo (£)2m oo oo (£)2n+r 00 00 (£)2m+r
_ 2 r 5 — z
= 7n2=0 mlm! +7;1t ;(n+r)'n' Zl é(m+r)'m!’
mon ah —~—
chega-se a

e3(t+t7Y) = Z t* I (2).

kE€Z

Derivando ambos membros de (B.204) em relagdo a ¢,

Zktk—lfk(z) = _;. (1 _ t%) e%(t_’_t—l)

keZ

tem-se

les(2) = T (2) = 21 (2)

casando os coeficientes de t*.
Por outro lado, derivando (B.186) termo a termo, chega-se a

dl,(z)

14
dz = u+1(z) + ;Iu s

que, usando (B.206), obtém-se o resultado desejado.

(B.203)

(B.204)

(B.205)

(B.206)

(B.207)
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