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Resumo

Nesta tese, estudamos os modelos de quintesséncia com acoplamentos

nao-minimos do tipo
5= [ d'oy=5|316.F) - 229°69,6- V() + Lo

Analisamos, em particular, a estabilidade das solugoes tipo tracker. Nossa
andlise é global, baseando-se na existéncia de fungoes de Lyapunov para
pontos criticos previamentes identificados na literatura e ja estudados no
regime linear local. Aplicamos a metodologia desenvolvida no contexto
cosmoldgico para encontrar solugdes superaceleradas, definidas quando a
equacgdo de estado é muito negativa (w = p/p < —1), e estimar a bacia
de atragdo em torno dos pontos fixos estdveis. Baseado nestes resultados,
propomos um modelo livre de instabilidades classicas e/ou quénticas capaz de
descrever a recentemente descoberta fase de expansio acelerada do Universo,
incluindo os eventuais regimes superacelerados levemente favorecidos pelos

dados observacionais disponiveis atualmente.



Abstract

In this thesis, we study quintessence models with nonminimal coupling

of form
S = /d4x\/_l (¢, R) — (d))V”cqud) V(®) + Lma

We analyzes, in particular, the stability of tracker solutions. Our analyzes
is global, based in the existence of Lyapunov functions for fixed points
previously identified in the literature and studied in the local linear regime.
The methodology developed in the cosmological context is applied to find
superaccelerated solutions, defined when the equation of state is very negative
(w=p/p < —1), and to obtain the attraction basin around the stable fixed
point. Based in these results, we propose a model free of classical and/or
quantum instabilities, capable of describing the recently discovered fase of
accelerated expansion of the Universe, including the possible superaccelerated

regime slightly favored by the avaible observational data.
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Capitulo 1

Introducao

A Cosmologia é das areas da Fisica que mais evoluiram nos ltimos cem
anos, saindo da condigdo de “ramo meramente especulativo” para adquirir o
status de teoria cientifica. Pode-se dizer que a Cosmologia moderna, baseada
na teoria do Big Bang, surgiu apds Albert Einstein apresentar sua Teoria da
Relatividade Geral em 1915, quando ele calculou o efeito da deflexdo da luz
de uma estrela distante por um corpo massivo e previu uma amplitude de
1, 7" no caso do Sol (essa previsdo foi confirmada exatamente pela primeira
vez em 1919, na ja famosa expedigcao de Sobral, CE). Em seguida, no ano
de 1917, Einstein incluiu a famosa constante cosmoldgica nas suas equagdes
de campo e obteve uma “esperada” solugdo estdtica para a estrutura do
Universo. Na época todos acreditavam que o Universo deveria ser estatico.
Mas foi apenas no inicio dos anos de 1920 que Alexander Friedmann, George
Lemaitre e Willem de Sitter mostraram, independentemente, que é possivel
encontrar solugdes nao-estdticas para as equagbes de campo da Relatividade
Geral. Ainda neste periodo, Edwin Hubble descobriu que galdxias préximas
estavam se afastando de noés, descartando de uma vez o modelo estatico de
Einstein.

O passo definitivo que tornou a Cosmologia moderna uma teoria de

grande sucesso foi dado no final dos anos de 1940, quando George Gamov e



colaboradores previram, enquanto buscavam entender a formacao primordial
do Hélio, a existéncia de uma radiagao de fundo que permearia o Universo.
Nao s6 a existéncia desta radiagdo de fundo foi confirmada em 1964
por Arno Penzias e Robert Wilson, como conseguiram uma teoria bem
sucedida que explicou a abundéncia de elementos leves no Universo, chamada
nucleossintese primordial. Tal teoria acabou ligando a Cosmologia com o
campo, na época ja bem sucedido, da Fisica de Particulas.

Atualmente um dos problemas que mais preocupam a Cosmologia é
a questao da aceleragdo do Universo. Em 1998, a equipe do Supernova
Cosmology Project liderada por Saul Perlmutter [1] descobriu, medindo
0 redshift de supernovas, que o Universo estd em expansdo acelerada.
Tal observagdo foi confirmada independentemente pelo equipe do High-
Z Supernova Search Team liderados por Adam Riess, Peter Garnavich e
Brian P. Schmidt [2]. Os dois grupos adotaram uma nova metodologia na
caga de supernovas. No lugar de observarem uma unica galdxia com um
grande telescopio, como era feito até entdo, eles registram duas imagens
consecutivas da mesma regido do céu separadas por um intervalo de trés
semanas, envolvendo cerca de 1000 galdxias em diferentes distancias. O
intervalo de trés semanas é devido ao fato de a explosdo de supernova tipo
Ia chegar ao seu brilho méximo exatamente neste periodo, apds o qual a
intensidade decresce rapidamente e supernovas distantes se tornam invisiveis.
Repetindo-se a mesma estratégia para 100 regides distintas teremos no total
cerca de 100.000 galdxias observadas. Apds o registro das duas imagens
por regiao, estas sdo superpostas e qualquer ponto luminoso adicional é um
bom candidato a supernova, um evento que deve ser altamente provavel
de acontecer devido ao grande numero de galdxias observadas. Uma vez
identificado o ponto adicional, aponta-se imediatamente o telescpio para o
candidato a supernova e determina-se a sua luminosidade absoluta, o que
permite calcular a sua distancia até nds, como veremos no capitulo 2 desta
tese.

Desta grande massa de dados infere-se que as supernovas mais distantes



apresentam uma luminosidade aparente inferior & esperada se o Universo
estivesse expandindo a uma taxa constante, sugerindo que o Universo entrou
recentemente numa fase de expansio acelerado, como também serd discutido
no capitulo 2 desta tese.

Apés a descoberta de que o Universo atualmente passa por uma fase de
expansao acelerada, passou a ser importante descobrir o quanto acelerado
estava o Universo, pois, se a aceleracio fosse muito grande. os modelos
cosmolégicos apresentariam solugdes fisicamente inaceitaveis que violariam
véarias condigoes de energia, apresentando instabilidades em perturbacoes
classicas [3] e decaimentos de vacuo potencialmente catastréficos do ponto
de vista quantico [4]. Utilizando-se apenas dados de supernovas, verificou-
se na época que os dados se ajustavam razoavelmente ao regime para o qual
tinhamos até w = p/p < —10[5] no pior dos casos ! , extrapolando totalmente
a condigao sobre a equagdo de estado w > —1 que garante a consisténcia dos
modelos cosmoldgicos com base no respeito as varias condigdes de energia da
relatividade geral. Na literatura convencionou-se chamar este estado de forte
aceleracao de regime superacelerado.

Como um pesadelo para os mais conservadores, verificou-se que mesmo
combinando dados de supernova com os dados da radiagao césmica de fundo
(CMB, Cosmic Background Radiation) fornecidos pelo WMAP [6], o regime

superacelerado w = p/p < —1 ainda era o que melhor se ajustava aos dados

[7]. Embora os resultados obtidos em [7], w = —1.02 (¥313), favorecam
bastante a constante cosmolégica (w = —1), os modelos com campo escalar,

também conhecidos como modelos de quintesséncia [8, 9], levam vantagem
sobre a constante cosmoldgica, pois além de também se ajustarem aos dados
observacionais, eles ndo tém o problema da incompatibilidade entre o valor
medido da densidade de energia de vicuo e o valor calculado da constante
cosmoldgica. Estes fatos citados e outras questoes observacionais como as

levantadas em [10] parecem favorecer a existéncia de formas mais exdticas de

1p e p sdo, respectivamente, a pressio e a energia do fluido cosmoldgico, como serd

discutido no capitulo 1.



energia no Universo que respondam pela aceleracdo atualmente observada.

Apesar da maioria das medidas ndo descartar a possibilidade de o
Universo estar passando por um regime superacelerado, estd cada vez mais
claro que a constante cosmolégica é fortemente favorecida. Na verdade,
0 mdximo que se pode afirmar, baseado nos dados do WMAP, é que a
constante cosmologica é necessaria para a descrigao da evolug@o do Universo
desde o instante em que ocorreu a superficie de Wultimo espalhamento,
que é o momento em que os fétons que formam a radiagdo césmica do
fundo de microondas foram liberados, ainda que, efetivamente, a constante
cosmoldgica passe a ter papel dominante, induzindo a expansao acelerada,
somente em tempos muito mais recentes. O periodo anterior a superficie de
ultimo espalhamento ainda é uma grande incégnita. No entanto, também
parece evidente que a existéncia da constante cosmoldgica no universo
primordial é problemdtica devido, principalmente, ao grave problema de
ajuste-fino que ela possui. Neste cendrio, os modelos de quintesséncia
nao-minimamente acoplados com solugdes tipo tracker sio uma alternativa
promissora a constante cosmoldgica, visto que, no minimo, amenizam alguns
de seus problemas, conforme serd visto no capitulo 2. O quadro qualitativo
da evolugdo do Universo que as observacoes atualmente parecem indicar é o
seguinte: a componente responsavel pela aceleragao da expansao do Universo
(a chamada energia escura), que pode ser descrita por um campo escalar,
seria subdominante no universo primordial e apresentaria um comportamento
dindmico tendendo & constante cosmolégica em algum instante apds o
desacoplamento dos fétons na superficie de ltimo espalhamento.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 1, fazemos uma
introducao geral a Cosmologia e apresentamos alguns aspectos cinemadticos
e dinamicos do Modelo Cosmolégico Padrao. No capitulo 2, tratamos da
expansao acelerada do Universo atribuida a uma nova componente dinamica
genericamente denominada de energia escura. Tratamos também de dois
candidatos a energia escura propostos na literatura, a constante cosmolégica

e os modelos de quintesséncia. Em partircular, consideramos modelos



do tipo tracking por amenizarem bastante o problema do ajuste-fino e
o problema da coincidéncia. No capitulo 3, estudamos os modelos de
quintesséncia acoplados a gravidade como fortes candidatos a explicar os
dados observacionais que sugerem que o Universo passa na verdade por um
regime levemente superacelerado tal que w = p/p < —1. Estes modelos
sao uma alternativa aos modelos do tipo phantom, visto que o regime
superacelerado ¢ obtido naturalmente devido & simples presenga do termo
de acoplamento nido-minimo. Os resultados sido obtidos apenas para o caso
particular do modelo conformalmente acoplado. No capitulo 4 apresentamos
uma contribuicdo original nossa em que verificamos a possibilidade de se
construir modelos baseados em acoplamentos nao-minimos mais gerais com
solugdes no regime superacelerado sem instabilidades classicas nem quanticas.

Nesta tese adotamos a assinatura (—,+,+,+) e utilizamos sempre o
sistema natural (¢ = A = 1) de unidades a menos que um outro sistema

seja especificado.



Capitulo 2

Modelo Cosmolégico Padrao

Apesar de ainda ndo termos um modelo cosmoldgico definitivo,
convecionou-se chamar de Modelo Cosmolégico Padrdo a teoria do cosmos
baseada na Teoria do Big Bang (TBB). Os motivos para a denominagdo
“Padrao” sdo os extraordindrios sucessos que a TBB obteve desde o seu
surgimento. O primeiro grande sucesso da TBB foi explicar os dados
observacionais que Edwin Hubble obteve em 1929 no recém construido
observatério do Monte Wilson que mostraram uma caracteristica contréria a
idéia mais aceita na época de que o Universo era estatico. Hubble mostrou
que as galdxias proximas se afastavam de nds com velocidades que cresciam
linearmente com a distdncia que nos separavam delas [11]. Obviamente,
esse resultado mostrava que o Universo sofria uma expansdo progressiva.
Outro grande sucesso da TBB foi a previsdo, feita por George Gamov e
colaboradores no final dos anos 40, da existéncia de uma radiagio de fundo em
microondas que permearia todo o Universo [12, 13] e que foi confirmada em
1964 por Arno Penzias e Robert Wilson enquanto trabalhavam com antenas
de comunica¢do para monitorar satélites artificiais. Eles notaram que as
antenas captavam um certo ruido em microondas com uma intensidade que
nao mudava mesmo quando variavam a posi¢do em que apontavam a antena.

Era a radiagdo cosmica de fundo prevista por Gamov. Outro grande marco
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da TBB foi a explicagao para a abundancia de elementos muito leves, que
ficou conhecida como Nucleossintese Primordial.

Na TBB, o Universo consiste, inicialmente, em um gas quente concentrado
numa regiao diminuta e com densidade de energia arbitrariamente alta que
comega a se resfriar quando inicia-se um processo de expansao que, ao
contrario do que somos levados a pensar pelo préprio nome do modelo, nao
estd associado a nenhum mecanismo de explosdo onde, de fato, a expansao
inicial ocorreria subitamente. Na verdade, como a expansdo inicial do
Universo afeta tanto a matéria como a prépria estrutura do espago-tempo,
ela deve ocorrer de uma maneira homogénea e de uma forma bem mais suave
que uma explosao.

Além disso, o Universo é composto por vérias componentes,
correspondendo as vérias espécies de particulas presentes. No inicio, a
densidade de energia é dominada por particulas relativisticas, numa época
conhecida como era da radiagdo ou era do Big Bang Quente (BBQ). Este
periodo dura até que, posteriormente, a densidade de energia do Universo
passa a ser dominada por particulas nao-relativisticas, numa época conhecida
com era da matéria ou era do Big Bang Frio (BBF). Este periodo vai até o
momento, muito recente numa escala cosmolégica, em que o Universo comeca
a acelerar devido a uma nova componente dinamica de pressao negativa cuja

natureza ainda ¢ desconhecida.

2.1 Principio Cosmolégico e a Métrica de

Robertson-Walker

Principio Cosmolégico

No inicio da construgio da cosmologia moderna os fisicos se depararam com

o seguinte problema: como definir um conjunto de observadores que, ao
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acompanharem a evolugdo do cosmos, tivessem a mesma interpretacao das
propriedades observadas do Universo? A solucéo encontrada foi a adocao do
principio cosmoldgico, inicialmente formulado por Edward A. Milne (1896-
1950) em meados da ddcada de 1930. Na formulacdo atual, o principio
cosmolbgico estabelece que, em grandes escalas, o Universo é homogéneo
e isotrépico. Isto define imediatamente um conjunto de observadores para
o qual o Universo apresenta as mesmas caracteristicas quando observado
de qualquer ponto do espago e em qualquer diregdo. Tais observadores sao
conhecidos como observadores comdveis, pois sdo definidos por um sistema
de coordenadas (t,r,0,¢) tal que, para um dado tempo césmico t;, suas
coordenadas espaciais (r1,0;,¢,) permanecem constantes ao longo de sua

geodésica, se nenhuma forca externa atuar sobre eles.

Meétrica de Robertson-Walker

Como vimos, a suposicao de homogeneidade e isotropia do 3-espago define
uma classe preferéncial de observadores, i.e., aqueles observadores para os
quais o Universo parece homogéneo e isotropico. Qualquer outro observador
que, eventualmente, esteja se movendo em relagio a essa classe fundamental
de observadores, afirmaria que o Universo é anisotrépico. Seja (t,z%)
o sistema de coordenadas apropriado para essa classe de observadores

fundamentais. O elemento de linha mais geral pode ser expresso por
ds? = gudztdz” = goodt? + 2gg,dtdr* — %-J-da:id:z:j , (2.1)

onde +;; é a métrica positiva definida do 3-espago. A isotropia implica
que os go,'s devem se anular; caso contrério, eles fixariam uma direcdo
particular no espago relacionada a um 3-vetor a, com componentes g,.
Além disso, no sistema de coordenadas determinado por estes observadores
fundamentais, podemos usar o tempo préprio dos relégios transportados
por estes observadores para rotular as superficies tipo-espago. Essa escolha

da coordenada de tempo implica que goo = 1. Implementando tais
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consideragoes, o elemento de linha acima pode ser reescrito como
ds* = dt* — yydz'da? = dt* — dI* (2.2)

onde di? é o elemento de linha do 3-espaco. A hipétese de isotropia, que
implica simetria esférica, permite-nos escrever o elemento de linha dl? como

sendo
di* = R*(t) [N*(r)dr® + r?d6* + r’sin’ 9dq52] ) (2.3)

onde R(t) é o fator de escala e A(r) uma fungdo arbitréria a ser determinada.
Pode-se mostrar que em um espago-tempo maximalmente simétrico o

tensor de Ricci é dado por [14]

6K
v = vV y 2.4
Rﬂ- R2(t) gﬂ- ( )

onde K é uma constante que representa a curvatura do espago. Por outro

lado, as componentes nao-nulas do tensor de Ricci para a 3-métrica (2.3) sdo

2 d\ \ 1 rdA
Rll—r—/\-a‘;, R22—-CSC 0R33—1—-ﬁ+ﬁ8;.

Combinando as Eqgs.(2.4) e (2.5) vemos que A(r) = 1/(1—K7?), onde K pode

ser positivo, negativo ou nulo, possuindo, no entanto, um valor arbitrario.

(2.5)

Para nos livrarmos desta arbitrariedade vamos redefinir a coordenada radial
tal que ela absorva a magnitude de K. Assim, seja r* = |K|Y*r e k = K/|K|

com K # 0. Reescalonando o fator de escala R(t) por

aft) ={ o/ P e K40 (26)

obtemos o elemento de linha na forma de Robertson-Walker
ds® = dt* — a®(t) [1 —lkr2 dr? + r’df? + r?sin® 6de* | | (2.7)
onde podemos ter £ = —1, 0, +1 correspondendo, respectivamente, a

espagos com topologia aberta e geometria hiperbdlica, topologia aberta e

geometria plana, e topologia fechada e geometria esférica.
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Uma conseqiiéncia deste sistema é que a medida da distancia entre dois
pontos é proporcional ao fator de escala universal a(t). Portanto, a distancia
de um dado ponto comével, em um instante ¢ qualquer, medida a partir de

nossa localizagao, pode ser escrita como
r(t) = r(to)al(t) , (2.8)

onde 7 () sdo as distancias coméveis observadas hoje.

2.2 Aspectos Cinematicos

A primeira coisa que faremos nesta segdo é definir uma medida do
tamanho do Universo que estd em contato causal. Seja um observador com
coordenadas coméveis (rg, 8y, ¢g), para quais valores de (r, ¢, ¢) um sinal
de luz emitido em ¢ alcangaria o observador em t3? Devido a homogeneidade
do espago podemos escolher, sem perda de generalidade, 7 = 0. Como um
sinal de luz satizfaz a equagdo geodésica ds® = 0, as geodésicas passando
por 7o = 0 sdo linhas com 6§ e ¢ constantes tal que df = d¢ = 0. Portanto,
visto que a isotropia do espago torna irrelevante a escolha de uma diregao
(6o, ¢0), um sinal de luz emitido da posi¢do coordenada (ry, 6o, ¢o) em

t = 0 alcancaria 7o = 0 em um instante ¢ é determinado por

t dtl TH
/ LA / _ar (2.9)
o alt) Jo V1I—kr?
A distancia propria para o horizonte medida hoje é

dnor(t) = /0 Jamdr = a(?) /O a‘z:). (2.10)

Se dpor(to) € finito, entdo nosso cone de luz passado é limitado por um
horizonte de particulas representando a fronteira entre o Universo visivel e a
parte do Universo cujos sinais de luz emitidos ndo nos alcancam, i.e., com a

parte do Universo que ndo temos contato causal.
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Fator de escala e redshift

Considere o movimento geodésico de uma particula. A equacdo do

movimento geodésico é [15]

duf dx”
2T gt
o T hwt s

=0, (2.11)

onde u? = dz”/d) é a 4-velocidade da particula com respeito ao sistema
de referéncia comovel e A é um parametro afim. A 4-velocidade pode ser
expressa em termos da 3-velocidade ordindria v* = dz'/dt pela relagao
familiar u? = (u%,u?) = (v, onde v? = ;0™ e v = (1 — 0?72 Se
escolhermos o parametro afim como sendo o comprimento préprio, dA = ds, a
componente p = 0 da equagdo geodésica (2.11) para a métrica de Robertson-

Walker fornecerd a seguinte relagao entre velocidade e fator de escala

U a

- = ——. 2.12

o= (2.12)
Lembrando que o 4-momento é p* = muf, vemos que a magnitude do

3-momento de uma particula se propagando livremente sofre um redshift
proporcional a a~!. A auséncia do parametro afim na Eq.(2.12) significa que
este resultado é véalido também para particulas sem massa onde ds = 0

A 3-velocidade v de um observador fisico que estd inicialmente em um
instante ¢t e move-se nao-relativisticamente em relacio ao sistema comovel
até um momento posterior ¢ty pode ser obtida diretamente integrando-se a

Eq.(2.12). Fazendo isso obtemos,

(2.13)

Este resultado nos diz que um observador em queda livre vai para o repouso
num sitema comével mesmo se ele tiver velocidade inicial nao-nula com
respeito ao préprio sistema comével.

A luz emitida por um objeto distante pode ser vista como fétons
propagando-se livremente. Como o comprimento de onda de um féton é

inversamente proporcional ao seu momento (A = h/p), que é proporcional a
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a~!, o comprimento de onda num instante ty, denotado por )g, mudard em
um instante posterior ¢ pela razao
A a(t)
X alte)

Como o Universo expande, o comprimento de onda de um féton propagando-

(2.14)

se livremente aumenta, da mesma maneira que todas as distancia fisicas
aumentam com a expansao.

Por fim, introduziremos uma nova varidvel relacionada ao fator de escala
a(t) que é mais diretamente observdvel: o redshift de um objeto, 2z, definido
em termos da relagdo entre o comprimento de onda detectado Ag € o
comprimento de onda emitido A

Ao —A

_ (I(to)
X — 1+2= a(t) . (2.15)

Qualquer aumento (diminui¢do) em a(t) conduz a uma desvio para o

vermelho (para o azul) da luz de fontes distantes. Por isso, visto que
atualmente as observagdes mostram que o espectro de galaxias distantes
é visto deslocado para o vermelho, podemos concluir que o Universo estd
expandindo e a Eq.(2.15) nos diz que o desvio para o vermelho, que
observamos em escalas cosmoldgicas, é uma conseqiiéncia direta apenas da
expansao do Universo. Além disso, podemos concluir também, de acordo
com a Eq.(2.8), que todas as distancias coméveis sao igualmente “esticadas”

pelas expansdo do Universo por um fator proprocional a 1 + z.

Lei de Hubble

Para a luz emitida por galdxias préximas, temos to — ¢t = d, onde d é a
distancia propria atual para a galdxia. Portanto, para galdxias proximas,
temos

a(to) w a(t) + (to — t)a . (2.16)
Assim, usando (2.15) obtemos a relagdo entre a distancia até um objeto e

seu redshift
22 Hd=10"%cm™! x d, (2.17)
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que é exatamente a relacio linear redshift -distancia descoberta por Hubble.
O redshift de galdxias distantes desvia da lei linear acima, dependendo de
como a(t) varia com t. A quantidade H é o parametro de Hubble ou, como é
mais conhecido, constante de Hubble, apesar de néo ser constante no tempo,

e é definido por

H(t) = Z—Eg— . (2.18)
Expandindo a(t) em série de Taylor para t préximo de to, obtemos
alt) = alto) |1+ Holt — to) % OH2(E— 1) + .| | (2.19)
onde . . ..
O I EOR~

sao o valor atual do parametro de Hubble e da desaceleracgao,
respectivamente.

A incerteza no parametro de Hubble medido hoje, Hy, é parametrizada
por uma quantidade h definida por Hy = 100 h km s 'Mpc™! =~
3000/h Mpc . As ultimas medidas da radiagdo césmica de fundo feitas pelo
satelite WMAP indicam que h = 0.71+0.04 [16]. Apresentamos, na Fig.(2.1),
varios resultados destas observagoes.

O tempo de Hubble representa a escala de tempo caracteristica do fator
de escala e é um observivel fundamental na medida da idade do Universo.
O valor atual do tempo de Hubble é, Hy' ~ 9.778 x h=! Ganos . Por outro
lado, o raio de Hubble d4 uma estimativa do tamanho do Universo observavel
que é dado pela distdncia que a luz viajou desde o Big Bang até hoje e
que define o que chamamos de horizonte de particulas. Seu valor atual é
cHy' ~2.998 x h~! Mpc .



2.2. Aspectos Cinemdticos 14

3x104 __I T 1 L ' 1 1 i 1 ' T LI 1 I ¥ 1 LB .!'.' ]
| e I-band Tully—Fisher .,,.?'9 265-
- 4 Fundamental Plane - e
= - ¢ Surface Brightness .4 |
o - = Supernovae la Mg .
L 2x104 - o Supernovae Il
L i Ry’ J
r? o "'.,
.8 L A_"' ..._.' -
9 104 A _
0] L Iy 4
> . St i
g 0 et b
= = = B
S 100 : 72 .
© 80 F 3
~ F ] 3
g 60 3
S 40F =
=:° SEFEETTRE S AT TN SO S T T SO ST N N N R S B
0 100 200 300 400

Distance (Mpc)

Figura 2.1: Apresentamos aqui cinco medidas independentes do parametro de
Hubble em baixos redshifts. Na parte inferior apresentamos a convergéncia

das medidas para um valor tipico, Hy ~ 72 km s~*Mpc~!. (Reproduzido de

[17])

Distancia de luminosidade

Suponha que uma fonte produz uma luminosidade absoluta £ !, sua distancia
de luminosidade é definida em termos do fluxo F (energia por tempo por

drea) medido por um detector

(2.21)

L
2 ——
% dnF’

Se a fonte localizada na coordenada comével r emite luz no instante ¢ e um

detector na coordenada comével r = 0 detecta a luz em t = ¢y, ja levando

! A luminosidade absoluta ¢ definida como a energia por unidade de tempo produzida

por uma fonte no seu referencial de repouso
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em conta o efeito da expansao em todo o processo, a conservagao de energia

(V,T* = () implica que

L (a(t)) __£ (14+2)? - dp=r*(1+2), (2.22)

T drairi \ ao ) dmair?
onde o termo r* = ag r é a distancia prépria comével do observador até a
fonte. Podemos notar que na auséncia de expansdo (z = 0) a distancia de
luminosidade é simplesmente a distancia até a fonte.

A distancia de luminosidade d; serd um observavel se a luminosidade
absoluta L for conhecida e é de extrema importancia na determinacao dos
parametros cosmoldgicos. Determinar luminosidades absolutas envolve o uso
de “velas padroes”, i.e., classes de objetos brilhantes o suficiente para serem
vistos em distancias cosmologicas e cujas luminosidades absolutas podem ser

determinadas.

2.3 Aspectos dinamicos

Até agora tratamos de questOes essencialmente cinemdticas. No entanto,
para calcular a(t) precisamos fazer alguma suposigio sobre o conteudo de
matéria do Universo e entdao derivar a métrica de Robertson-Walker como
uma solugdo das equagoes de campo da Relatividade Geral. Nas préximas
secOes vamos estudar os modelos desenvolvidos por Alexander Friedmann
(1888-1925), George Lemaitre (1894-1966) e Willem de Sitter (1872-1934)
o primeiro a obter solugdes nao-estaticas para as equagdes de campo da
Relatividade Geral.

Tensor Energia-Momento

Inicialmente vamos supor que estamos em um sistema de referéncia no qual
o fluido estd em repouso, i.e., estamos nos movimentando junto com fluido.

A hipétese de fluido perfeito 2 nos diz que o tensor enegia-momento tem a

20 fluido é chamado perfeito devido a auséncia de processos dissipativos.
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forma caracteristica da simetria esférica

T = , (2.23)

l
o O O v
o o o
oW o O
bW O o O

onde os coeficientes p e p sdo a pressao e a densidade prépria de energia,
respectivamente. Agora vamos para um sistema em repouso no laboratério
e consideremos que um ponto qualquer do fluido neste sistema se move com
velocidade ¥. A conecgdo entre as coordenadas coméveis T# e as coordenadas
do laboratério z¥ é tal que z, = A,” (V) Z, , onde A,”(¥) sdo os "boosts”de
Lorentz. Por outro lado, o tensor energia-momento T, no sistema de

laboratério é T, = A,*(¥) AP(¥) Tags , ou explicitamente

1
To = (p+p?) T—#° (2.24)
v.
To = (p+P) 7= > (2.25)
V;U;
T; = pbi;+(p+p) 1_,][;2 : (2.26)
Podemos reescrever as Eqgs.(2.24)-(2.26) numa dnica equagdo como
Tuu = (,0 + p)uuuu + PGy » (227)

onde u* é a 4-velocidade de um ponto do fluido medida no sistema do
laboratério.

Usando as identidades de Bianchi, conforme [18], podemos mostrar que
o divergente do tensor energia-momento (2.27) se anula. Isto nos leva a

seguinte equagdo de continuidade
VT =0. (2.28)

Note que a componente (0 — 0) da Eq.(2.28) fornece a seguinte relagdo entre

a densidade energia do Universo e o parametro de Hubble H

p+3H(p+p)=0, (2.29)
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que corresponde & primeira lei da termodinamica e, portanto, representa
uma lei de conservacao do contetido de energia do Universo. O 29 termo esté
ligado a diluicdo da densidade de energia p devido & expansdo, enquanto o

32 termo representa o trabalho feito pela pressio do fluido.

Equacao de Estado

Naturalmente, visto que modelamos o Universo como um sistema
termodinamico, devemos definir uma relacdo entre os parametros que
caracterizam o sistema quando em equilibrio para podermos derivar a
evolucdo dindmica do fator de escala a(t). Isto define o que chamamos de
equagdo de estado para o fluido, p = p(p). Tal equacdo de estado tem a

forma padréao
p=wp, (2.30)
onde w define a natureza do fluido.

Se o Universo esta preenchido com um fluido sem pressido de matéria néo-
relativistica (dust), entdo p <« p e portanto w = 0. No caso de radiagdo, a
equacao de estado para um gés relativistico ideal é p = 1/3p, e temos que
w = 1/3. Outra equacao de estado interessante é p = —p, correspondendo
a w = —1. Este caso estd associada & constante cosmoldgica, a qual,
numa interpretagdo moderna, estd do lado direito das equagoes de Einstein e

representa a energia de vacuo contribuindo para a densidade de energia total

com:
o= % . (2.31)
Integrando a Eq.(2.29) podemos vemos que
pal+®) = const . (2.32)
Em particular temos, para dust
W=0 — Ppud =const — pra = Pmaro(l +2)%; (2.33)

para um Universo dominado por radiacao

w=1/3 — prga*=const — prag = praao(l +2)*; (2.34)
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e para energia de vicuo
w=-1 — py=pro= const. (2.35)

A Eq.(2.33) expressa a conservagio da massa de repouso € a Eq.(2.34) nos
mostra que a densidade de energia da radiagdo decai mais rapidamente do
que a~3, sendo portanto dominante no universo primordial. O fator a™* pode
ser pensado como uma combinacdo do fator a=2 que expressa a diminuigdo

1 ocorre

do nimero de fétons (densidade de fétons), enquanto o fator a~
devido ao fato do Universo estd em expansao, o que foi comprovado pela
observagao do fendmeno do desvio para o vermelho dos fétons (redshift ). A
Eq.(2.35) expressa claramente o fato que, no passado, a energia de vdcuo era

subdominante.

2.3.1 Modelo de Einstein-de

Sitter-Friedmann-Lemaitre

A expansao do Universo é determinada pelas equacoes de Einstein,

1
Guw =R, — §guvR = 81GT,, + Agy, » (2.36)

onde
R,=R,w e R=g"R, (2.37)

sao, respectivamente, o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, e A é a constante
cosmoldgica. Para a métrica de RW (2.7) as componentes ndo-nulas do tensor

e do escalar de Ricci sao

i i a2k
R00=—35, Rfij=_|:5+2§+gz’:lgij’
. -2 k
R = -6 [g+%+§J . (2.38)

A componente (0—0) das equagoes de Einstein (2.36), d4 a chamada equagéo

de Friedmann

o\ 2
a 87Gp k A
(5) =3 23 (2:39)
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e a componente (i — ) da

. . 2 A
2 (9) + (9) = —87Gp — i2 A, (2.40)
a a a
Combinando (2.39) e (2.40), obtemos:
a 4G A
2l == —. 241
(2) =56+ )+ 3 (2.41)

As equagbes acima sao bastante gerais e permitem-nos obter nao apenas
as solugbes que caracterizam o modelo estdtico de Einstein como também
as solugdes dindmicas obtidas por Friedmann, Lemaitre e de Sitter. Nesta
capitulo, estudaremos com detalhes apenas o modelo de Friedmann. Porém,
devido a relevancia histérica, resumimos no quadro abaixo os principais
aspectos dos modelos cosmoldgicos desenvolvidos por FEinstein, de Sitter e
Lemaitre para o caso de um Universo dominado por matéria tipo dust. Note
que o modelo de FEinstein € finito e nao-limitado, com curvatura e densidade
de energia positivas. O modelo de de Sitter é essencialmente vazio e plano
e embora nao sirva como modelo cosmoldgico realista devido a auséncia de
matéria, é sempre lembrado por ser a solugao assintética de qualquer modelo
com A > 0 quando a — oo. No modelo de Lemaitre o espago é positivamente
curvado e o Universo possui mais energia que no modelo estdtico de Einstein.

Lembrando que para todos eles a constante cosmoldgica é positiva, temos

k=+1, ppr >0, — a=L H=0 —  FEinstein ,

X

AN 12
k=0, pt =0, = axel® H= (5) —  de Sitter,

k=+1, pior > pe, — ax sinh(\//{t), H coth(\/xt) —  Lemaitre .

Vejamos algumas conseqiiéncias imediatas das Eqgs.(2.39)-(2.41) para o
caso A = 0. No préximo capitulo analisaremos com mais detalhes o caso
A # 0. Hoje temos @ > 0; se no passado p + 3p era sempre positivo, entao
G era sempre negativo, e portanto em algum tempo finito no passado af(t)

era nulo e a densidade de energia era infinita; nesse instante define-se o que
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conhecemos como singularidade do Big Bang. Da equagdo de Friedmann
(2.39), vemos que, para um dado valor do parametro de Hubble, existe uma
densidade particular, conhecida como densidade critica p., para a qual o

Universo é espacialmente plano. Isto é dado por

pe(t) = 3;((;) ,

sendo, portanto, uma funcdo do tempo. Seu valor atual é p.o = 1.88 X

(2.42)

10-% h2g . em~3. E usualmente mais simples medir a densidade de energia
como uma fragdo da densidade critica, definindo o parametro de densidade
a0=L2. (2.43)
Pe
Isso pode ser aplicado separadamente para varios tipos diferentes de matéria,
tais como matérias relativistica (radiagéo) e ndo-relativistica, matéria escura
e energia escura. Com isso, o parametro de densidade total é, entao, expresso
como $dr = 3. (pi/Pe)-
Usando a Eq.(2.43), a equagdo de Friedmann (2.39) pode ser reescrita

como se segue
kK 8nGp

H?a? ~ 3H?
onde €2y0; = Qe + (dreqg para um Universo constituido por matéria, radiagio

1= Qtot -1 N (244)

e energia vacuo. Visto que H?a®? > 0, existe uma correspondéncia entre o

sinal de k, que define a geometria do 3-espaco, e o sinal de (Q;; — 1)

k=-1 = Qo < 1 geometria hiperboélica
k=0 = Qiot =1 geometria plana
k= +1 = Qior > 1 geometria esférica

O valor atual de €);,; serd denotado por € e, segundo sugerem observagoes
de supernovas em altos redshifts, tem um valor entre 0.2 e 0.5.

Reescalonando a defini¢do do parametro de desaceleragéo g da Eq.(2.20)
e usando as Eqs.(2.39) e (2.41), podemos reescrevé-lo como

3/1
q= 5 (5 + w) Q. (2.45)
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Isso mostra que w = —1/3 é um valor critico, separando modelos
qualitativamente diferentes. Um periodo da evolugdo tal que w < —1/3
(g < 0) é chamado inflaciondrio. Para o valor atual do parametro de
desaceleragdo qp, vemos que para um modelo dominado por matéria temos
go = $2/2, para um modelo dominado por radiagdo temos go = {29, € para
um modelo dominado pelo vacuo temos qo = —$2, sendo que neste caso a
expansao ¢ acelerada. a > 0.

Para calcular o parametro de densidade {2 em um redshift arbitrario z
como uma funcdo do parametro de densidade atual {29, podemos combinar a
expressdo (2.43) com as Eqgs.(2.39) e (2.41), para obter a relagdo

Qo(l + z)1+3w

z) = (1 =) + (1 + 2)1+3w

(2.46)

Note que se {3y > 1, entdo 2(z) > 1 para qualquer z; caso contrario, se
(2 < 1, entdo Q(z) < 1 para qualquer z; por outro lado, se {Jg = 1, entdo
Q(z) = 1 para qualquer z. A razao para isso é que a expansdo nao pode
mudar o sinal do parametro de curvatura k. Pode-se notar também que,
quando z — oo, i.e., quando nos aproximamos do Big Bang, vemos que
2(z) — 1 para Q(z) > —1/3.

Solucoes para a Equacao de Friedmann

A titulo de ilustracdo vamos agora resolver exatamente as equagbes de
Friedmann para o caso de um Universo dominado por matéria sem presséo,
dust. Nao iremos obter as solugoes das equagoes de Friedmann explicitamente
para o caso de um Universo dominado por radiagdo para ndo nos tornamos
repetitivos, visto que podemos obter as solugbes aplicando exatamente o
mesmo procedimente que aplicaremos no caso de um Universo dominado por
matéria tipo dust. Lembramos ainda que a era da radiagdo é relativamente
curta quando comparada com a era da matéria, o que torna esta tltima mais
importante no calculo dos parametros cosmolégicos. Consideremos, entao,
que a densidade de matéria, medida no instante atual pelo parametro {2y é,

em ultima andlise, a grandeza responsavel pelo comportamento dindmico do
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Universo. Assim, vamos reescrever a Eq.(2.39) com a ajuda das Eqgs.(2.44) e

(2.33) em fungéo dos pardmetros observaveis Hy e {Jg. Obtemos, entao
a* — HE Q % + H}(Qp-1)=0, (2.47)

onde fizemos ag = 1.

Seja a transfomacdo paramétrica

a = cld (248)

t202£

onde ¢; e ¢y sdo constantes arbitrarias. Aplicando estas transformacgoes na
Eq.(2.48) e definindo as contantes da transformagéo convenientemente como
sendo ¢; = /(1 — Q) e ¢y = Hy' Qo/(1 —£2)*?, podemos entdo escrever
a equacao de Friedmann na forma

~\ 2
(%) 2=, (2.49)

sendo o sinal positivo adotado quando €2y < 1 e o sinal negativo adotado

quando €2y > 1. A integracao formal da Eq.(2.49) pode ser expressa na

f= / \/: dé (2.50)

e dependendo do sinal no denominador temos as solugbes parametrizadas

forma

Omat = 2(1—?090—)(1 — cos7) , (2.51)
tmat = %ﬂ%(n —sinn), (2.52)
para {lp > 1le
Omat = 2(1—{2_090—)(cosh77 -1), (2.53)
tmat = 2(1}@_—19{)2)03/2(&11}”7 -n), (2.54)

para {lp < 1. O pardmetro 7 é tal que seu valor atual dé o valor correto de

a(to);
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O caso critico (€2 = 1) pode ser resolvido de forma direta voltando para

a Eq.(2.47) e tem como solugao

2\ 1/3
@mdn==(9§ﬁ) 23, (2.55)

Na Fig.(2.2) ilustramos essas trés possiveis evolucées do Universo

correspondendo aos diferentes sinais de k.

I k=—-1

aft)

t
Figura 2.2: Solugbes para matéria tipo dust

2.3.2 Escalas Caracteristicas

Idade do Universo

Vamos fazer uma estimativa da idade do Universo considerando que o modelo

apresentado nas se¢Oes anteriores é dominante até hoje. Com a ajuda das
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que corresponde a primeira lei da termodinamica e, portanto, representa
uma lei de conservacdo do conteiido de energia do Universo. O 29 termo est4
ligado a dilui¢do da densidade de energia p devido a expansdo, enquanto o

39 termo representa o trabalho feito pela pressio do fluido.

Equacao de Estado

Naturalmente, visto que modelamos o Universo como um sistema
termodindmico, devemos definir uma relacio entre os parametros que
caracterizam o sistema quando em equilibrio para podermos derivar a
evolucdo dinamica do fator de escala a(t). Isto define o que chamamos de
equacdo de estado para o fluido, p = p(p). Tal equagdo de estado tem a

forma padréo
p=wp, ' (2.30)

onde w define a natureza do fluido.

Se o Universo estd preenchido com um fluido sem pressdo de matéria nao-
relativistica (dust), entdo p <« p e portanto w = 0. No caso de radiago, a
equacdo de estado para um gés relativistico ideal é p = 1/3p, e temos que
w = 1/3. Outra equagao de estado interessante é p = —p, correspondendo
a w = —1. KEste caso estd associada & constante cosmoldgica, a qual,
numa interpretacido moderna, estd do lado direito das equagoes de Einstein e

representa a energia de vdcuo contribuindo para a densidade de energia total

com:
oA = éﬂAG_ . (2.31)
Integrando a Eq.(2.29) podemos vemos que
pal+¥) = const . (2.32)
Em particular temos, para dust
W=0 —— pnua’=const — pPmar = praro(l+2)°; (2.33)

para um Universo dominado por radiagao

w = 1/3 — pmda4 =const — Prod = prad,O(]- + 2)4 5 (234)



2.3. Aspectos dindmicos 18

e para energia de vacuo
w=—-1 — py=pro=const. (2.35)

A Eq.(2.33) expressa a conservagao da massa de repouso e a Eq.(2.34) nos
mostra que a densidade de energia da radia¢do decai mais rapidamente do
que a3, sendo portanto dominante no universo primordial. O fator a=* pode
ser pensado como uma combinagio do fator =3 que expressa a diminuigao

1 ocorre

do nimero de fétons (densidade de fétons), enquanto o fator a~
devido ao fato do Universo estd em expansdo, o que foi comprovado pela
observacao do fenomeno do desvio para o vermelho dos fétons (redshift ). A
Eq.(2.35) expressa claramente o fato que, no passado, a energia de vécuo era

subdominante.

2.3.1 Modelo de Einstein-de

Sitter-Friedmann-Lemaitre

A expansao do Universo é determinada pelas equacgoes de Einstein,

1
Guw =R, — §gWR = 8mGT . + Aguy (2.36)

onde

R,=R, e R=g"R, (2.37)
sao, respectivamente, o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, e A é a constante
cosmoldgica. Para a métrica de RW (2.7) as componentes nédo-nulas do tensor

e do escalar de Ricci sao

i i a2 2%
Roo=—3g, R¢j=“‘[a+2§+'a—2‘}gij,

. .2 k
R = -6 [9+a—2+—2-} : (2.38)
a a a

A componente (0—0) das equagdes de Einstein (2.36), d4 a chamada equagédo

de Friedmann

N
a 8tGp k A
21 = _—— — 2.
(a) 3 a7 3 (2:39)
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e a componente (7 — i) d4
i a\? k
2(3) + ()« -ono- £ o0
a a

Combinando (2.39) e (2.40), obtemos:

a A7 GG

() --5k+m+5. (241)

As equagbes acima sdo bastante gerais e permitem-nos obter ndo apenas
as solugbes que caracterizam o modelo estatico de Einstein como também
as solugdes dinamicas obtidas por Friedmann, Lemaitre e de Sitter. Nesta
capitulo, estudaremos com detalhes apenas o modelo de Friedmann. Porém,
devido a relevancia histérica, resumimos no quadro abaixo os principais
aspectos dos modelos cosmoldgicos desenvolvidos por Einstein, de Sitter e
Lemaitre para o caso de um Universo dominado por matéria tipo dust. Note
que o modelo de Einstein é finito e ndo-limitado, com curvatura e densidade
de energia positivas. O modelo de de Sitter é essencialmente vazio e plano
e embora ndo sirva como modelo cosmoldgico realista devido a auséncia de
matéria, é sempre lembrado por ser a solugao assintdtica de qualquer modelo
com A > 0 quando a — oo. No modelo de Lemaitre o espacgo é positivamente
curvado e o Universo possui mais energia que no modelo estatico de Einstein.

Lembrando que para todos eles a constante cosmoldgica é positiva, temos

1 . .
k=+1, ptor >0, = a= \/—/_\, H=0 —  FEinstein ,
A\ V2
k=0, po: =0, = axe, H= <§) —  de Sitter,

k=41, ptor > pe, = ax sinh(\/Kt), Hx co’ch(\/Kt) —  Lemaltre .

Vejamos algumas conseqiiéncias imediatas das Eqs.(2.39)-(2.41) para o
caso A = 0. No préximo capitulo analisaremos com mais detalhes o caso
A # 0. Hoje temos @ > 0; se no passado p + 3p era sempre positivo, entao
a era sempre negativo, e portanto em algum tempo finito no passado a(t)

era nulo e a densidade de energia era infinita; nesse instante define-se o que
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conhecemos como singularidade do Big Bang. Da equagao de Friedmann
(2.39), vemos que, para um dado valor do parametro de Hubble, existe uma
densidade particular, conhecida como densidade critica p., para a qual o
Universo é espacialmente plano. Isto é dado por
3H(t)
() = )
pelt) &G

sendo, portanto, uma funcdo do tempo. Seu valor atual é p.,o = 1.88 x

(2.42)

10~2° h2g - cm~%. E usualmente mais simples medir a densidade de energia
como uma fracio da densidade critica, definindo o parametro de densidade
=2, (2.43)
Pe
Isso pode ser aplicado separadamente para vérios tipos diferentes de matéria,
tais como matérias relativistica (radiagdo) e nao-relativistica, matéria escura
e energia escura. Com isso, o parametro de densidade total é, entao, expresso
como or = 3. (pi/pec).
Usando a Eq.(2.43), a equagdo de Friedmann (2.39) pode ser reescrita

como se segue
k  8rGp

H?2e? ~ 3H?
onde yor = Qmat + (2reg para um Universo constituido por matéria, radiagao

1=Q— 1, (2.44)

e energia vdcuo. Visto que H2%a? > 0, existe uma correspondéncia entre o

sinal de k, que define a geometria do 3-espago, e o sinal de (§;or — 1)

k=-1 = Qs < 1 geometria hiperbdlica
k=0 = Qo = 1 geometria plana
k=+1 = Qiot > 1 . geometria esférica

O valor atual de €}, serda denotado por ) e, segundo sugerem observagoes
de supernovas em altos redshifts, tem um valor entre 0.2 e 0.5.

Reescalonando a definigdo do parametro de desaceleragiao q da Eq.(2.20)
e usando as Eqgs.(2.39) e (2.41), podemos reescrevé-lo como

3/1
=_(Z Q. 2.45
q 2<3+w) ) ( )
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Isso mostra que w = —1/3 é um valor critico, separando modelos
qualitativamente diferentes. Um periodo da evolugdo tal que w < —1/3
(g < 0) é chamado inflaciondrio. Para o valor atual do pardmetro de
desaceleracdo gy, vemos que para um modelo dominado por matéria temos
go = §2/2, para um modelo dominado por radiagao temos gy = 2, e para
um modelo dominado pelo vicuo temos gy = —{2y, sendo que neste caso a
expansao é acelerada, a > 0.

Para calcular o parametro de densidade §2 em um redshift arbitrrio z
como uma fungao do pardmetro de densidade atual €2y, podemos combinar a
expressao (2.43) com as Eqs.(2.39) e (2.41), para obter a relagao

Qo(]. +Z)1+3w
(]. - Qo) + Qo(l + Z)1+3w '

(z) = (2.46)

Note que se €}y > 1, entdo §2(z) > 1 para qualquer z; caso contrario, se
(29 < 1, entdo €2(z) < 1 para qualquer z; por outro lado, se §p = 1, entdo
{(z) = 1 para qualquer z. A razio para isso é que a expansdo nao pode
mudar o sinal do pardmetro de curvatura k. Pode-se notar também que,
quando z — 00, i.e., quando nos aproximamos do Big Bang, vemos que
QU(z) — 1 para §2(z) > —1/3.

Solucoes para a Equacao de Friedmann

A titulo de ilustragdo vamos agora resolver exatamente as equagoes de
Friedmann para o caso de um Universo dominado por matéria sem presséo,
dust. Nao iremos obter as solugdes das equagoes de Friedmann explicitamente
para o caso de um Universo dominado por radiagao para nao nos tornamos
repetitivos, visto que podemos obter as solugbes aplicando exatamente o
mesmo procedimente que aplicaremos no caso de um Universo dominado por
matéria tipo dust. Lembramos ainda que a era da radiacdo é relativamente
curta quando comparada com a era da matéria, o que torna esta ultima mais
importante no célculo dos pardmetros cosmolégicos. Consideremos, entao,
que a densidade de matéria, medida no instante atual pelo pardmetro {2y é,

em ultima anélise, a grandeza responsavel pelo comportamento dinamico do
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Universo. Assim, vamos reescrever a Eq.(2.39) com a ajuda das Eqgs.(2.44) e

(2.33) em funcdo dos pardmetros observaveis Hy e ()y. Obtemos, entdo
a® — HZ % + H3(Qp-1)=0, (2.47)

onde fizemos ag = 1.

Seja a transfomacgdo paramétrica

a = ca (2.48)
T = CQE
onde c; e ¢, sdo constantes arbitrarias. Aplicando estas transformagoes na
Eq.(2.48) e definindo as contantes da transformagio convenientemente como

sendo ¢; = /(1 — Qo) e ca = Hy' Qy/(1 — )*?, podemos entdo escrever

a equacao de Friedmann na forma
N 2
(d_‘f) o, (2.49)
dt a

sendo o sinal positivo adotado quando )y < 1 e o sinal negativo adotado

quando )y > 1. A integracdo formal da Eq.(2.49) pode ser expressa na

t”=/ (| —— da (2.50)
0 1+a

e dependendo do sinal no denominador temos as solugdes parametrizadas

forma

Qo
= ——(1- 2.51
Hit Qo .
mat = —————m(n— , 2.52
para g > 1le
a = Q—0( shn—1) (2.53)
met T A=) '
-1
Hy Sk (sinhn —7) , (2.54)

tma. = 5T N a0

t 2(1 — Q)32

para {)y < 1. O parametro 7 é tal que seu valor atual da o valor correto de
a(to).
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O caso critico (2p = 1) pode ser resolvido de forma direta voltando para

a Eq.(2.47) e tem como solugio

a2\ 1/3
amat(t)=(-94ﬂ> 213, (2.55)

Na Fig.(2.2) ilustramos essas trés possiveis evolugdes do Universo

correspondendo aos diferentes sinais de k.

1 k= —1

t

Figura 2.2: Solugbes para matéria tipo dust

2.3.2 Escalas Caracteristicas

Idade do Universo

Vamos fazer uma estimativa da idade do Universo considerando que o modelo

apresentado nas seg¢oes anteriores é dominante até hoje. Com a ajuda das
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equacdes de movimento, vemos que a idade do Universo como uma fungao
do redshift é dada por

at) g,/ (142)7!
t = / da’_ -1 / 4z (2.56)
0 a' 0 \/7—Qo+£20$_1

Resolvendo a integral acima obtemos

o L2201 -2)] 2% — 1)V3(Q0z + 1)V
{Cos { Qo(1+2) }— (21 + 2)) }

_ —1
b= H 2(Qp — 1)3/2

(2.57)

paraocaso )y >1e

2 2= 21— 2)] | 21— 00) (02 + 1)V
: {_COSh [ Slo($+z) ] (1 +2)) }

— -1
t b HO 2(1 _ 90)3/2

(2.58)

para o caso )y < 1. Podemos verificar que ambas as solucoes se aproximam
assintoticamente de t = 2/3H;'(1 + z) quando §)y ~ 1, como esperado.
A idade atual do Universo é dada pelas expressoes acima quando z = 0.
Se lembrarmos algumas estimativas recentes que apontam 2y ~ 0.3 — 0.4,
a idade do Universo é de aproximadamente 11.8Ganos. Por outro lado,
a idade do Universo pode ser estimada através de métodos astrofisicos
utilizando os objetos mais velhos conhecidos na Galdxia. Vdrios métodos
diferentes de medida tém indicado uma idade de aproximadamente 14Ganos.
A discrepéancia vem do fato que o Universo nao é dominado nos dias atuais
por matéria face as evidéncias de que estamos passando por uma fase de
aceleragdo recente. Assim, essas inconsisténcias podem ser resolvidas no

contexto dos modelos cosmoldgicos de energia escura.

Raio de Curvatura

Podemos definir uma escala de curvatura pois, como ja vimos, a constante de
curvatura k na equagao de Friedmann estd relacionada & geometria espacial

do Universo. Lembrando que o escalar de curvatura 3-dimencional para a
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métrica de RW (2.7) é PR = ka™2, o raio de curvatura 7, definido como

2

r2.. = 1/ R, pode ser escrito da seguinte forma

Tewr = alk|™V/2 (2.59)

Portanto, percebemos de imediato que o raio de curvatura para um Universo

hiperbélico (k = —1) é imagindrio, para um Universo plano (k = 0) é infinito

e para um Universo esférico (k = +1) é o préprio fator global de escala a(t).

Utilizando as Eqgs.(2.44) e (2.59), o raio de curvatura pode ser escrito em

termos de parametros dinamicos como se segue
H-1

Tour = Norst

Quando |2y — 1| se aproxima da unidade, o raio de curvatura e o raio de

(2.60)

Hubble sdo compardveis; quando |y — 1| é muito pequeno, 7o > H™L.
O Universo préximo da densidade critica é muito plano. Assim, visto que
|€20—1| deve ter sido muito pequeno em épocas primordiais é seguro desprezar

a curvatura espacial no Universo primordial.

Horizonte de particulas

Como j& vimos, o horizonte de particulas define o tamanho do Universo
observavel. Portanto, é importante expressa-lo em funcido de parametros
observéveis tais como Hj e §29. Usando as equacoes de movimento, a integral

(2.10) para dp,. pode ser reescrita em funcéo do redshift como

a(?) da(t’) Ho—l (142)"1 da
dpor(t) = - = .6
h (t) /0 a(t')a(t’) (1 -+ z) /0 \/x2(1 _ QO) + Qo:v(l—&u) (2 1)

Para um Universo dominado por matéria (w = 0), realizando a integragao,

obtemos

g L 2% -1)
dhor(t) = EEN e cos [1 - Q()(—1+z—)] (2.62)

para §)g > 1,

dhor(t) = 2Hy (1 + 2)73/2 (2.63)
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para{y=1e

_ H;! 1 2(1 — Q)
dhor(t) = i z)h cosh [1 + ] z)] (2.64)

para-Slo < 1. Como podemos notar para 1 + z > Q5', dpor(t) —
2H; /(1 + 2)%2% = 3t.

2.4 Teoria da Inflacao

A inflagao é um mecanismo microfisico que opera em um instante muito
primordial da expansdo do Universo (t ~ 10734s) , bem acima do tempo
de Planck de acordo com o qual o Universo, em um estagio dominado pela
energia de vacuo e preenchindo com a energia potencial de um campo escalar
¢ (chamado inflaton), sofre uma breve época de expansdo acelerada.

Em um Universo dominado por um campo escalar homogéneo ¢ com
potencial V(¢), minimamente acoplado a gravidade, a equagiao de movimento

é dada por
oV

Frie

O critério para o qual o potencial deve ser suficientemente plano é

¢+3Ho+ 0. (2.65)

quantificado pela condigdo slow-rolling:

1 /V\?

@) = Ha (7> <1, (2.66)
%

m@l = |g 57| <1 (2.67)

onde V' = dV (¢)/dg.

Devido ao periodo de expansdo acelerada do Universo, todas as
perturbagoes presentes antes da inflagao ficaram irrelevantes para a formagao
de galdxias, visto que a inflacdo anulou todas as inomogeneidades iniciais;
por outro lado, o mesmo mecanismo amplificou as flutuagdes quanticas o
suficiente para produzir perturbagoes escalares (densidade) e tensorias (ondas

gravitationais) em escalas cosmoldgicas relevantes.
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O grande successo da inflacdo é sem divida d4 uma explicacao causal para
o processo de formacao de estrutura. Além disso, o mecanismo inflacionario
fornece uma possivel solucao para alguns dos principais problemas existentes
na Teoria do Big Bang, tais como o problema do horizonte, a questao da

planaridade, e o problema das reliquias ndo-observadas.

O Problema do horizonte

A radiagao CMB caracteriza-se por ser fortemente isotrépica. De fato, duas
antenas de microondas apontadas para o céu em diregoes opostas fornecem
uma radiacao térmica com variagdo de AT /T < 107°, onde T é a temperatura
do corpo negro. O problema é que essas duas regides que emitem uma
radiagdo com uma distribuicdo de temperatura estritamente uniforme nao
poderiam estd em contato causal no momento do iltimo espalhamento, pois o
horizonte causal naquele momento subtendia um angulo aparente de somente
2 graus hoje. Como entdo duas regides causalmente desconectadas do céu
poderiam produzir as mesmas anisotropias na temperatura?

A inflacdo pode resolver esse problema: de fato, duas regides que
num momento inicial causalmente conectadas sdo separadas uma da outra
pela expansao inflaciondria exponencial do préprio Universo e sai de seus
horizontes, tal que agora nds vemos regides do céu desconectadas no

desacoplamento, mas que estiveram conectadas antes da inflacao.

O problema da planaridade

Da (2.46) aprendemos que o parametro de densidade {2 evolui rapidamente
para 1 a medida que o Universo expande. Dado que as observagdes indicam
que §) estd muito préximo de 1 hoje, concluimos que ele deveria ter sido
muito menor que 1 no passado. Indo para o tempo de Planck obtemos
1€2(107%3s) — 1| ~ O(10757), e mesmo no momento da nucleossintese obtemos
1€2(1s) — 1] ~ O(1071%). Isso significa, por exemplo, que {2 no tempo de

Planck fosse levemente maior que 1, digamos 2(107%s) = 1 + 107%, o
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Universo teria colapsado milhdes de anos atras. Pelas estimativas atuais,
a densidade de massa do Universo local estd certamente restrita ao intervalo
0,2 < Qp <1 e portanto o Universo primordial deve ter sido criado com um
ajuste extraordinariamente fino sobre o parametro de densidade. Em outras
palavras. O valor de 2 no tempo de Planck era praticamente indistinguivel
da unidade por menos de uma pequena diferenga a partir da quadragésima
casa decimal.

A inflacdo pode contornar esse ajuste-fino (fine-tuned) das condigbes
iniciais, pois, qualquer que fosse a curvatura do espago-tempo local, a forte
expansao inflaciondria estica ao médximo todos os comprimentos. incluindo o
raio de curvatura, tal que ele fica grande o suficiente para que no final da

inflacao o Universo seja tao plano quanto nds desejarmos.

O problema das reliquias nao-observadas

Existe uma superprodugao de reliquias cosmolédgicas devido as transigoes de
fase no Universo primitivo que, no entanto, nido sdo observadas hoje em
dia. Como exemplo, podemos citar os defeitos topoldgicos (e.g., monopolos
magnéticos), que sdo produzidos em grande abundancia pelo mecanismo
de Kibble e fornecem hoje um n0p longe de ultrapassar 1, claramente
intoleravel cosmologicamente.

Como nos casos anteriores, a chave é a forte expansdo produzida por
uma era primordial inflaciondria, que dilue a abundancia dos monopolos

magnéticos ou de qualquer outra reliquia cosmoldgica “poluente”.

2.5 Radiacao Césmica de Fundo

No estégio primordial de evolugao do Universo o fator de escala era bem
menor ¢ a densidade de energia era muito maior. Em decorréncia disso,
o livre caminho médio de particulas relativisticas e nao-relavisticas deve ter

sido também muito menor do que é hoje. Naquela época, gracas a abundante
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interacdo entre matéria e radiagéo, todo o meio devia certamente se encontrar
em um estado muito préximo do equilibrio termodindmico com os fétons.
Portanto a temperatura do gés de fétons devia ser exatamente a mesma da
matéria. Com a expansao violenta a que este meio estava sendo submetido,
o gés de fétons se resfriou, a densidade de energia diminuiu e possibilitou que
prétons e elétrons se recombinassem. Com isso, o gés de fétons desacoplou-se
da matéria, escoou livremente, e originou o fundo de fétons de baixa energia
que permeia o Universo local com um espectro de corpo negro. Por outro

lado, sabemos que um espectro de corpo negro obedece a lei de Wien
Amazl = 0.2898Kcm , (2.68)

que relaciona o comprimento de onda em que ocorre o maximo da emissao
do corpo negro com a temperatura. Vimos anteriormente que num Universo
em expansdo o comprimento de onda evolui proporcionalmente ao fator de
escala, A « a, indicando que no passado os fétons desse fundo de radiacdo
eram mais energéticos. Portanto, a temperatura do fundo de microondas
deve ter sido necessariamente maior no passado [15]

%=%=1+z, (2.69)
onde Ty é a temperatura atual do fundo de microondas.

Em 1989, o satélite COBE (Cosmic Background Explorer) conseguiu
demonstrar com alto grau de precisao que este fundo de microondas segue
com absoluta precisdo uma distribui¢do de corpo negro e que a temperatura
atual é de aproximadamente 2.76 + 0.001K. O espectro obtido pelo COBE
é mostrado na Fig.(2.2) [19]). Os resultados obtidos pelo COBE foram
confirmados com uma precisao ainda maior pelo satélite WMAP (Wilkinson
Microwave Anitropy Porbe) em 2003, o qual também foi capaz de medir as
amplitudes das flutuagoes na radiagdo césmica de fundo como podemos ver
na Fig.(2.3)
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Figura 2.2: Resultado obtido pelo satélite COBE mostrando que o espectro
do fundo de microondas segue perfeitamente uma distribui¢ao de corpo negro.
Igualdade Matéria-Radiacao

Combinando as Egs.(2.33) e (2.34) podemos também obter, com o auxilio
das Eqs.(2.15) e (2.43), a seguinte rela¢do entre a densidades de matéria e de

radiacéo

t Q
Prad _ Prad,0 CL( O) _ rad,0 (1 ) , (270)
Pmat Pmat,0 CL(t) Qmat,O
a qual indica uma maior contribui¢do da densidade de energia da
radiagdo no passado quando temos grandes redshifts. Como conseqiiéncia

pratica imediata, podemos lembrar que atualmente pruq0/Pmato = 0.001,
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0 Tom 123C

Figura 2.3: Imagem das inomogeneidades presentes no espectro da radiagao
césmica de fundo em microondas observadas pelo satélite WMAP apds retirar

todas as contaminagbes devido a fontes galaticas.

considerando-se apenas matéria bariénica na forma de galxias, resultando
portanto que a densidade de energia do campo de radiagdo deve ter dominado
o Universo a partir de 1 + z = 3500 — 4000.

Portanto, no momento da histéria térmica do Universo em que as
densidades de matéria e energia se equivalem vemos, seguindo a Eq.(2.70)

que o redshift , a temperaratura e o tempo séo dados por [15]

(14 2e) = 24.000 h* Qnaro - (2.71)
Teg = To(l+ zeg) = 65500 h® Qmato K (2.72)

%Hglgzgl/zu + 2eg) "% = 1.4 x 103(Qpnar 0h?) %% anos
(2.73)

1R

leg
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2.5.1 Desacoplamento e Recombinagao

No Universo primordial, matéria e radiagao estavam em contato térmico
devido as rapidas interagoes entre fétons e elétrons. Como resultado, apoés
tais interagbes estes fétons primordiais nao se propagavam em trajetérias
retilineas para distancias longas; em outras palavras, o Universo era opacuo
para a radiagdo eletromagnética. Entretanto, quando os elétrons ficaram
lentos o suficiente, eles foram capturatados pelos prétons, formando dtomos
de hidrogéneo estaveis. Apds esse processo, chamado recombinagao, os fétons
ndo encontram mais elétrons livres para interagir novamente, e com isso a
matéria fica transparente para a radiacao, e os f6tons desacoplados continuam
a se mover em geodésicas a partir da ultima superficie de espalhamento.
Um célculo apropriado da época da recombinagdo usa a equagao de Saha,
que calcula a fragdo de ionizagdo de um gas em equilibrio térmico. A equagdo
de Saha é derivada assumindo que somente hidrogénio estd presente, e
considera a fungao de distribuigdo para o hidrogénio, prétons livres e elétrons,
que estdao em equilibrio térmico e quimico. Definindo a fragdo de ionizagdo
como X = np/np, onde n, ¢ np sdo as densidades de niimero de prétons

livres e de bérions, a ionizagao fracional no equilibrio é

1——X n_H(kBT

3.8

3/2
%2 m ) exp(13.6/k,T) , (2.74)

by
onde a razdo barions/fétons é dada por ng/n, =6 x 10710

Uma definicdo padrdo do momento da recombinagdo é X, = 0.1,
quando 90% do processo estava completo. Uma vez que o valor de
ng/n, seja conhecido, a equagao de Saha pode ser resolvida interativa
ou numericamente para obtermos kyI;... = 0.31eV, que implica numa
temperatura de recombinacgdo T... = 3600K. Somente a partir deste ponto
é que o nuimero de fétons ionizantes diminuiu o suficiente para permitir
que os elétrons pudessem ser capturados pelos protons, sem o risco de
serem novamente arrancados pelos fétons mais energéticos presentes no meio.
Utilizando a Eq.(2.69), podemos estimar que nesse ponto o redshift era da
ordem de (1 + z.e.) = 1089
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2.5.2 Flutuagoes na Radiagao de Fundo

As flutuagoes de temperatura, estando acopladas as de densidade,
certamente contém alguma informacao sobre o Universo primordial. E fato
que a radiac¢ao de fundo é extremamente uniforme com variagoes de uma parte
em 105. Mas apesar de serem tdo pequenas, estas flutuacdes sao relevantes
pois o Universo certamente se formou num estado, no minimo, levemente
inomogéneo. Portanto, ainda que estas flutuagdes possuam uma amplitude
tao pequena, essas variacoes na temperatura contém de fato uma impressao
digital do processo de formagdo de estrutura no Universo primordial.

Podemos estudar as flutuagbes na radiacdo de fundo perturbando a
métrica e o tensor de matéria nas solugbes de FRW. As equagoes de
movimento dessas perturbagdes podem ser determinadas, numa aproximagao
linear, por 4G, = 8wGdT,,. No entanto, devido a dificuldade de estudar
individualmente cada perturbacdo, a estratégia usual para estudar essas
flutuagdes consiste em expandir a temperatura observada em fungdo das
coordenadas angulares de cada ponto e descrever as observagdes em funcao
dos momentos estatisticos da sua distribuicio projetada na esfera celeste.
Como o fundo de microondas tem simetria esférica, a forma mais natural
de fazer isto consiste na adogdo de uma expansdo em série de harmonicos
esféricos 5

L 6,6) =3 tumYim(6) ) (2.75)
&m
onde Yy, (6, ) sdo os harmonicos esféricos usuais que satisfazem & condigio

de ortogonalidade

2w
/ d¢/ m’ 9 ¢ }/gm(g ¢) sin 6df = 6Z’€6mm . (276)
Usando a ortogonalidade de Yy, (6, ¢) e invertendo (2.75), obtemos
Qo = /}Q:n((),gb)é?T((),gb) sinfdfde . (2.77)

Visto que as diregdes angulares em um Universo homogéneo séo

igualmente equivalentes, devemos estimar o espectro de autocorrela¢iao no
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qual se comparam os valores médios das flutuacoes de temperatura de duas

diregoes arbitrarias quaisquer n1(6;, ¢;) e 72(62, P2) na esfera celeste

oT 0T >

c(©) = <?<m> L) (2.78)

em que a média amostral é obtida comparando-se as medidas em um conjunto
de diregbes arbitrarias e o © representa a separagao angular entre essas
dire¢oes determinada pelos vetores unitdrios, cos © = 7 - M.

Combinando as Eqgs.(2.75) e (2.78), obtemos

CO)= > (Ampm) Yom(1) Y (R2) | (2.79)
2,0/ m,m/’
a qual podemos intregrar sobre a esfera para obter os coeficientes da matriz

de correlagéo
(Qem@my) = / / Y (7)o (72)C(©) sin 0y sin 66y dbaden gy . (2.80)

Podemos verificar agora que nem todas as combinagoes desta matriz de
correlacao sdo independentes. Como esta expressao é vélida para qualquer
abertura angular, podemos, sem perda de generalidade, considerar o caso
© = 0 que corresponde a 6, = 0y e ¢; = ¢5. Sendo assim, a integracao sobre
um dos angulos sélidos, utilizando a condicdo de ortogonalidade, nos permite
dizer que todos os coeficientes com ¢ # ¢ e m # m' devem ser igualmente

nulos. Além disso, os harmonicos esféricos satisfazem ao teorema de adigdo

2¢
5 Vi) Ven(2) = 1P (eos®), (281)

onde P, sdo os polinémios de Legendre. Levando em conta todas essas
simplificagbes podemos concluir a partir da Eq.(2.79) que
1 oo
C(0) == > (20 +1)c}Py(cos®), (2.82)

47 o

sendo portanto independente dos coeficientes azimutais m.
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A determinagdo dos coeficientes da funcdo de correlagdo é dada pela

expressao

c = QW/Pg(COS@)C(@)d(COS@) ; (2.83)

em que C(O) é determinado operacionalmente aplicando-se a Eq.(2.78) nos
dados observacionais.

De fato, os coeficientes c,’'s nos fornecem, com precisdo, o comportamento
dos picos do expectro de poténcia da radiagido césmica de fundo. Os modos
da flutuacdo sao determinados pelo parametro ¢ e um célculo mais apurado

mostra que a posigao prevista do maximo deve ser [20]

(2.84)
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Figura 2.4: Espectro de poténcia da radiacao de fundo, obtido pelo satélite
WMAP em fungdo do nimero de multipolo. A posicao do primeiro pico é

consistente com {2 = 1 favorecendo os modelos inflacionarios.
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Resultados observacionais como os da Fig.(2.4) obtidos pelo WMAP nos
mostram que a posi¢do do primeiro pico favorece fortemente o modelo plano

{2 = 1, concordando portanto com as do modelos inflaciondrios.
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Capitulo 3

O Universo Acelerado

Atualmente existe uma forte evidéncia de que o Universo estd sofrendo
uma fase de expansido acelerada. Tal evidéncia se manifesta atravéis de uma
combinagdo de resultados observacionais, entre os qualis, medidas da relacdo
distancia-redshift obtida a partir de dados recentes de supernovas do tipo
Ia. Os resultados obtidos pelos grupos independentes Supernova Cosmology
Project[1] (SCP) e High-Z Supernova Search Team[2] (HZSNS) comegaram
a ser divulgados em 1998 e deram inicio a uma nova fase da Cosmologia pois
os resultados mostraram que a densidade de energia total do Universo deve
ser dominada atualmente por uma componente que tem pressao negativa.

Inicialmente examinemos a questdo do uso de supernovas como velas
padrao para realizar medidas em Cosmologia. Uma Supernova é um
fenémeno explosivo que ocorre quando uma estrela perde seu equilibrio
gravitacional e colapsa formando uma estrela de néutrons ou um buraco
negro. Este evento se inicia com o colapso do nicleo da estrela que
provoca um violento processo de fusdo nuclear capaz de liberar uma enorme
quantidade de energia. O gds exterior é entdo ejetado dando origem a
supernova. As supernovas do tipo la ocorrem quando uma estrela and

1

branca ' explode. As supernovas do tipo I sdo caracterizadas por nio

'Uma ana branca é o estdgio final de uma estrela de pequena massa quando ocorre

37
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apresentarem linhas de hidrogéneo em seu espectro. Elas sao ditas do tipo
Ia quando apresentam fortes linhas de silicio. Para que ocorra a produgao
de uma supernova tipo la, a and branca deve fazer parte de um sistema
bindrio. Nesses sistemas, parte da massa ejetada a partir da componente
visivel é capturada pela ani banca que gradativamente vai aumentando a
sua massa. Quando o limite de massa de 1,44 M é rompido a estrela perde
o equilibrio gravitacional e explode em um evento de supernova. Como a
explosdo sé ocorre quando este limite de massa é atingido, a luminosidade
das supernovas do tipo la é razoavelmente constante, o que garante a sua
utilidade como indicador de distancias cosmoldgicas e o titulo de “vela
padrao” da Cosmologia.

A luminosidades absoluta £ e aparente F de uma estrela estdo

relacionadas com suas respectivas magnitudes pelas seguintes expressoes [14]:

M = -25logL +cte,
m = —2.5logF + cte. (3.1)

Combinando esta defini¢do com a Eq.(2.22) podemos relacionar a distancia de
luminosidade d;, com o modulo da distancia de uma estrela m — M. Fazendo

isso, obtemos
m— M = —-5+ 5logd(pc) (3.2)

Lembrando que d; = 7*(1 + z) e visto que a distancia prépria comével do
observador até uma fonte qualquer r* é obtida integrando fo". dr/«v/1—kr? =
ftto dt'/a(t'), tal que, obtemos, em funcdo do redshift 2

[szoz + (0 -2) (-1+ \/1_+Toz)] , (3.3)

o colapso do niicleo central diminuindo as dimensoes da estrela e aumentando muito sua

1
T =2Hl ————
021+ 2)

densidade. Logo apds a sua formacao estes objetos tém uma elevada temperatura de
cerca de (10*K) e posteriomente se resfriam gradualmente devido & emissdo de fétons e &
auséncia de uma fonte nuclear ativa. A maior massa possivel para uma ana branca é cerca

de 1.44M , onde Mg é a massa do Sol.
?Esta expressdo é conhecida como férmula de Mattig [21].
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podemos relacionar o médulo da distancia m — M de uma estrela com o
redshift para um dado modelo do Universo determinado pelo parametro {.
Observe que, para pequenos valores do redshift podemos expandir a Eq.(3.2)

e obter, para um Universo constituido apenas por matéria,

Q
m— M =42.38 — 5logh + 5log z — 1.086 (%)z—i— . (3.4)

Os resultados obtidos pelos grupos Supernova Cosmology Project [1] e
Supernova Search Team [2] sdo mostrados na Fig.(3.1). Se aplicarmos a
Eq.(3.4) aos dados obtidos, por exemplo, por Permultter et al [22] veremos
que €y ~ —0.4, o que corresponderia a um Universo com uma quantidade
de massa negativa. Este é o problema mais importante da Cosmologia
atualmente, visto que, em um Universo constituido apenas por matéria,
deveriamos observar hoje uma desaceleragdo, i.e., £y > 0. A seguir,
estudaremos a primeira solugdo proposta para resolver essa discrepéncia,

considerar uma constante cosmoldgica nao nula.

3.1 A Constante Cosmolégica

A partir da divulgagao dos dados de supernovas do tipo Ia os cosmdlogos
ficaram com um sério problema para resolver. Como sabemos, para
um Universo constituido apenas por matéria, diferentes tipos de medidas
garantem que l,,:0 ~ 0.3. Por outro lado, medidas em radiagdo csmica
de fundo (CMB) favorecem os modelos cosmolégicos inflacionarios e sugerem
que o parametro de densidade total é {2y ~ 1. Visto que para um Universo
constituido por matéria e por uma componente desconhecida z temos )y =
Qmat 0+, entdo Q, ~ 0.7. Ou seja, esta componente desconhecida responde
por cerca 70% da densidade de energia do Universo observado hoje.

Considerando a equagdo de conservagido associada a este novo termo,
pz + 3H(py + p.) = 0, se p, é constante, entdo, temos que p, = —p, € de

forma natural podemos identificar esta nova componente como uma energia
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de vacuo que, por sua vez, estd associada & constante cosmoldgica, A, com

um parametro de densidade

A
37
No capitulo 1 derivamos as equagdes de movimento para o caso geral

de um Universo com uma densidade de energia de vacuo nao-nula. Para
um Universo constituido apenas por matéria tipo dust e energia de vacuo,

reescrevendo a Eq.(2.41), obtemos

4G A
0=——- — 3.6

a qual nos diz que quando A = 0, a aceleragao do parametro de escala
é necessariamente negativa e resulta do poder de aglutinacdo da matéria.
Mesmo quando A # 0, esta situagdo poderia se manter inalterada desde que
—%p a-+ % a < 0. No entanto, se A > 47Gp, entdo, o parametro de escala
sofre uma aceleracdo. Este comportamento dindmico é 1til para explicar os
resultados obtidos da observagio de supernovas.

Para um Universo plano a Eq.(2.39) imp0e que a seguinte condigdo seja

satisfeita no instante atual

A 3H?
=0 3.7
Pot o = g = a0 (3.7)
podendo ser expressa em termos do pardmetro de densidade como
Qmat, o+ =1, (38)

onde {2, representa a contribui¢do do vacuo para o pardmetro de densidade e
$mat, o corresponde & defini¢do usual do parametro de densidade da matéria.
Na Fig.(3.2)vemos os resultados das observagoes de supernovas indicando
que os modelos cosmoldgicos compativeis com estes dados estao contidos
dentro da 4rea da elipse com uma margem de erro de menos de 10%.
Considerando que vivemos em um Universo plano, cendrio favorecido pelo
modelo inflacionério e pelas observagdes da radiacdo de fundo, verifica-se
que Q4 ~ 0.7 € et 0 =~ 0.3. Em tltima anélise isto significa que vivemos
em um Universo com apenas 1/3 de energia proveniente da matéria e 2/3 da

energia vém do vacuo.
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Idade do Universo e Parametro de Aceleracao

Como vimos no capitulo 1, em um modelo cosmoldgico onde o Universo
é constituido apenas por matéria o valor da idade do Universo calculado
de cerca de 9.93 x 10° anos é incompativel com os dados observacionais
que estima um valor da ordem 14 x 10° anos. Nos modelos com constante
cosmoldbgica esta discrepancia pode ser bastante melhorada. Combinando as

Egs.(2.39) e (3.8) temos no caso plano,

da 2 1
(%) = Hg Szmat,O 21- + Hg (]. — K)mat‘ 0) 0,2 , (39)
a qual, apds integrar, fornece a seguinte estimativa de idade
: 2 da 92
tg = H_l/ a ~ _H—l §2—0.3 , 3.10
T o Vet ot (- Omaro) @@ 3 0 meb® (3.10)

Portanto, se considerarmos {24z, 0 = 0.3 obtemos um valor de 14.2x 10° anos,
bastante compativel com as estimativas de idade dos aglomerados globulares.
A inclusdo da constante cosmoldgica afeta basicamente a taxa de

expansao recente, ou seja, o parametro de desaceleracio

GoQ 1
do = “_Zgo =5 Qmat,0 — 4, (3.11)
que para um Universo plano fica
1 3
==~——-0Q 12
qo 573 Qa, (3.12)

e portanto para que tenhamos um Universo plano acelerado devemos ter
QA >1 / 3.

Problemas com a Constante Cosmolégica

Visto que no sistema de unidades que adotamos nesta tese a constante
cosmolégica tem dimensdo de [distancia] 2, definindo uma certa escala. numa
interpretacdo quéntica é natural relacionar esta escala com o comprimento
de Planck Lp; = (87G)V? ~ 1073%cm, i. e.,

A= Lzt~ 10%em™. (3.13)
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Idade do Universo e Parametro de Aceleragao

Como vimos no capitulo 1, em um modelo cosmolégico onde o Universo
é constituido apenas por matéria o valor da idade do Universo calculado
de cerca de 9.93 x 10° anos é incompativel com os dados observacionais
que estima um valor da ordem 14 x 10° anos. Nos modelos com constante
cosmolégica esta discrepancia pode ser bastante melhorada. Combinando as

Eqgs.(2.39) e (3.8) temos no caso plano,

da\? 1
(E) = Hg S)mat, 0 ;l_ + Hg (]_ — gzmat, 0) a? : (39)
a qual, apos integrar, fornece a seguinte estimativa de idade
' 2 da 2
t ...—.H"l/ a ."_"'—H_l g2—0.3 : 3.10
i ’ 0 \/Qmat, 0+ (1 — Quat0) a® 3770 mat, O ( )

Portanto, se considerarmos Qpq;, ¢ >~ 0.3 obtemos um valor de 14.2 x 10° anos,
bastante compativel com as estimativas de idade dos aglomerados globulares.
A inclusdo da constante cosmoldgica afeta basicamente a taxa de

expansao recente, ou seja, o parametro de desaceleracao

doao 1
do = —"Zg_ = 5 Qma.t:,O - QA ) (311)

que para um Universo plano fica

1 3 :
=~ — - (] 3.12
qo 575 A ( )

e portanto para que tenhamos um Universo plano acelerado devemos ter
QA >1 / 3.

Problemas com a Constante Cosmolégica

Visto que no sistema de unidades que adotamos nesta tese a constante
cosmoldgica tem dimensio de [distancia] =2, definindo uma certa escala, numa
interpretacao quantica é natural relacionar esta escala com o comprimento
de Planck Lp; = (87G)Y? ~ 10732¢m, i. e.,

A~ Ly~ 10%em™. (3.13)
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Utilizando a massa de Planck, Mp; = (87G)Y/? =~ 107'8GeV, podemos
estimar a densidade da energia do vacuo

A 1_312 72 4 .
=~ T~ GeV)* . 3.14
Pn &G 1312 07%(GeV) ( )

Por outro lado, como vimos anteriormente, o paradmetro de densidade de
energia {24 ~ 0.7, portanto, a densidade de energia da constante cosmolégica
pa € dado por

on = Qape ~ 1078(GeV)? | (3.15)

onde p. é a densidade de energia critica. Finalmente, comparando as
Egs.(3.14) e (3.15) vemos que

Pvac = 10120 PA s (316)

o que compromete totalmente a interpretacdo da energia do vacuo como
responsavel pela aceleracdo do Universo. Este problema é conhecido
como problema do ajuste-fino, pois uma forma de contorna-lo seria fixar
arbitrariamente A tal que obtivéssemos a densidade de energia do vacuo
prevista.

Outro problema de utilizar modelos com a constante cosmolédgica estd
relacionado com a dinamica da energia escura e é conhecido como problema
da coincidéncia. O periodo de transi¢do da fase de dominio da matéria para
a fase de dominio da energia escura ocorreu, segundo cenério favorecido pelos
dados observacionais, em um momento muito especifico, logo apds o periodo
de formacao de galdxias. Sendo A por definigdo constante, é uma coincidéncia
que no processo de evolu¢ao dindmica o Universo entre na fase acelerada em

um regime descrito exatamente pela energia de vacuo.

3.2 Regime Superacelerado

As mesmas medidas das distancias de supernovas divulgadas em 1998

pelos grupos Supernova Cosmology Project[l] e Supernova Search Team|2]
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que demonstraram que o Universo estd passando por uma fase de expansao
acelerada, estabeleceram um quadro ainda mais preocupante para muitos
cosmologos, pois os resultados mostraram-se compativeis também com
modelos que até entao acreditava-se estarem definitivamente descartados
como, por exemplo, modelos que nao satisfaziam condi¢oes de energia
classicas tais como Condicdo Fraca de Energia e a Condigdo Dominante de
Energia. No inicio, usando-se apenas os dados de supernovas, tais modelos
eram fortemente favorecidos. Com o tempo, os grupos observacionais
passaram a combinar os dados de supernovas com observagoes completamente
distintas tais como radiacao de fundo (CMB) e medidas na superficie de
ultimo espalhamento (LSS). Com essa anslise mais completa, w se aproximou
bastante da constante cosmoldgica, sem no entanto descartar solugoes no
regime w < —1. Vemos na Fig.(2.3) resultados recentes[7] que restringem o
valor de w para o intervalo w = —1.02 (fg:ig) compativel com modelos para
w < —1.

As condicoes de energia mencionadas vém da relatividade geral e nds
costumamos uséa-las quando nao sabemos a natureza de uma determinada
componente dinamica, para garantir que ela seja fisicamente aceitavel. Cada
condi¢do de energia pode ser definida em termos do tensor 7, e de algum
campo vetorial especifico tipo-tempo (¢,t* < 0), nulo (¢,¢# = 0) ou tipo-
espago (s,s* > 0).

As principais condigbes de energia séo as seguintes:

e Condigao Nula de Energia ou NEC: estabelece que 7,,¢¢” > 0 para

todo vetor nulo ##, ou equivalentemente imp&e que p + p > 0.

¢ Condicao Fraca de Energia ou WEC: estabelece que 7),,t*t > 0 para

todo vetor tipo-tempo t*, ou equivalentemente que p > 0e p+p > 0.

e Condicao Dominante de Energia ou DEC: inclue a WEC e impoe que
T#"1, satisfaga a condicao T, T" st#t* < 0 (d.e., ndo é um vetor tipo-
espago). Essas condigbes juntas sdo equivalentes as restricoes p > 0 e
ptp=0.
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e Condigdo Forte de Energia ou SEC: estabelece que T),,t#t* > 3Tt
para todo vetor tipo-tempo t#, ou equivalentemente que p+p > O e

p+3p > 0.

Seja a Eq.(2.41) reescrita na forma

a anG 4G

° =——" p(1+4+3w), 3.17

- 5 (P +3p) 7~ (1+3w) (3.17)
onde w = p/p. Vemos claramente que sé ocorre aceleragdo para w <

—1/3, ou seja p + 3p < 0. Portanto, para um Universo acelerado, a
SEC é necessariamente violada. Os teoremas cldssicos de singularidade da
relatividade geral mostram que a SEC é uma condigio suficiente (mas néo
necessiria) para a existéncia da singularidade do Big Bang [25]. Ou seja,
como estes teoremas nao tém inverso, a existéncia da singularidade do Big
Bang ndo implica na condigdo w > —1. Se chamarmos de matéria “normal”
aquela que satisfaz todas as condigbes de energia, entdo, concluimos que
a “matéria” desconhecida responsavel pela aceleragdo do Universo é “nao-
normal” por violar a SEC.

Da Eq.(2.29) vemos que

d
d—? =—3H (p+p)=-3H p (1+w). (3.18)

Portanto, a NEC garante que a densidade de energia do Universo diminue
quando, devido a expansio, ele aumenta o seu tamanho. Assim, os valores
w < —1, que violam a NEC, podem ser um problema muito sério se for muito
negativo w, pois a densidade poderia ser infinita. Na literatura toda matéria
que viola a NEC é chamada de matéria “exética”. Na verdade, a condigao
w < —1 viola todas as condigoes classicas de energia, por isso chamamos esse

regime de superacelerado.

3.3 Modelos de Quintesséncia
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Modelos de Quintessséncia sdo modelos que incluem como nova
componente um campo escalar ¢. O termo “quintesséncia” é uma alusdo
ao Quinto Elemento evocado pelos gregos para explicar a ordem do mundo.
Segundo eles existiriam quatro elementos relacionados com a terra, o ar, o
fogo e a agua. E, para evitar que os planetas caissem na Terra, existiria
um quinto elemento que manteria estes astros ligados a esfera celeste.
Estes modelos constituem uma alternativa vidvel aos modelos de constante
cosmolodgica que parecem indicar uma solugdo para alguns dos problemas
dos modelos cosmoldgicos cuja atual dindmica seria dominada pela energia
de vécuo.

Nos modelos usuais de quintesséncia o Universo é composto por um fundo
de matéria mais um campo escalar ¢ interagindo com o campo gravitacional.
O fundo de matéria pode ser composto por matéria relativistica (wy = 1/3),
ndo-relativistica (wy = 0) ou por ambas as componentes. Este modelo pode

ser descrito pela acao

— 1 4
S = 167rG_/d v/ —gR +

1

onde R é o escalar de Ricci, £; é a densidade de Lagrangiana do fundo de

matéria e L, a densidade de Lagrangiana do campo de quintesséncia que é

dada por
Ly =—50°60,6~ V(9) (3.20)
O tensor energia-momento para o campo escalar fica, ent3o,
v = L 9(V/=gLy)
¢ V=9 0w
- 00000 (30°000-V®)).  (320)

Aplicando o principio da minima agdo, S = 0, a Eq.(3.19), vemos que
Guv = Ty, s + T, ¢, onde T, 5 é 0 tensor energia-momento para o fundo de
matéria modelado por um fluido perfeito. Usando a identidade de Bianchi e
lembrando que o tensor energia-momento do fundo de matéria é conservado,

obtemos a equagdo de conservagdo py + 3H(py + ps) = 0 a qual, apds
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integrada, implica uma evolugdo da densidade de energia de quintesséncia

Po = Pg, 0 €XP {/ -3[1+ w¢(t)]dt} . (3.22)

Observe que wy = —1 corresponde ao modelo de constante cosmoldgica, a
densidade de energia se mantém constante ao longo da evolugdo cosmolégica.

A evolucdo do campo escalar é descrita pela equacdo de Klein-Gordon,

. . dV
b+3Ho+ 5o =0, (3.23)
com .
2
H? = % ps + % +V(d)|, (3.24)

onde p; é a densidade de energia do fundo de matéria.
Em um Universo de FRW plano para um campo escalar homogéneo,
a densidade de energia e a pressdo do campo de quintesséncia para um

observador comével sdao, respectivamente,

1.
po = 58 +V(9) (3.25)

Py = %éﬁ? - V(¢) . | (3.26)

Como parte da densidade total de energia do Universo, a quintesséncia
também comporta-se como um fluido perfeito com uma equacio de estado

dependente do tempo dada por

_pe_92-V()_z-1 (3.27)

Po $/2+V(g) z+1

onde

(14 wy)
i w:) , (3.28)

Podemos reescrever a equagio de Friedmann (2.41) em termos de pg € pg

x

e usar a Eq.(3.27) para obter

(é) _ G gy 4G <1 +3“’¢> . (329
a 1+w¢
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Portanto, segundo a Eq.(3.29), a condi¢ao necesséria para a aceleragdo no
modelo de quintesséncia é dada por V > 0, implicando numa restrigdo ao
pardmetro da equagdo de estado —1 < wy < —1/3. Se lembrarmos que
a aproximacgdo slow-roll corresponde ao dominio da densidade de energia
potencial V(¢) sobre a densidade de energia cinética, V(¢) > ¢?, vemnos que
neste regime p ~ V a condigdo necessdria para a aceleragdo V > 0 se reduz
a condic¢do de positividade da densidade de energia.

Podemos ver agora como a quintesséncia ameniza o problema do ajuste-
fino que afeta fortemente os modelos de constante cosmoldgica. Seja a

3 vemos

densidade de matéria usual tipo dust presente no Universo, pn, X a
que a contribui¢do relativa das componentes de quintesséncia e matéria varia
de acordo com a relagéo

Lo _ POy 4 p)3ws (3.30)
Pm Pm, 0

e uma vez que wy < —1/3 resulta que a contribuicio de energia escura
era subdominante no passado evolutivo do Universo. No caso da constante
cosmolégica vimos que seu valor no universo primordial é muito alto,
violando os vinculos de formagéo de estrutura. No contexto dos modelos
de quintesséncia que acabamos de apresentar, isto ndo acontece mais. No
entanto, o problema do ajuste-fino ainda néo est4 satisfatoriamente resolvido,
pois ainda precisamos realizar um ajuste no valor inicial do campo para obter
a densidade de energia medida hoje. No entanto o mecanismo dinémico
parece fornecer uma explicagdo mais “natural” ou, digamos “confortavel”,

para o valor da densidade de energia de vacuo hoje.

Solugoes tracking

Existe uma classe de solugdes em modelos de quintesséncia para as quais
as equacgdes de movimento possuem solugdes tipo-atrator no sentido que
um amplo conjunto de condigbes iniciais converge para uma mesma solucao
dindmica. Essa classe de solugdes foi originalmente desenvolvida por [26, 27]

ao estudar consequéncias cosmoldgicas de um campo escalar homogéneo.
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Para ilustra essa propriedade do modelo, consideremos a Eq.(3.28). Tomando
a derivada do logaritmo de z dado pela Eq.(3.28) e usando as Egs.(3.23) e
(3.25), obtemos [28, 29).

d(lnz) 1V [ 3 Q

1=z =,/ =

1
- 31
6 d(lna) 3V \81G 1+w,’ (3:31)

onde utilizamos ainda a defini¢ao 24 = py/pior. Visto que as solugoes tracking
ocorrem sempre num regime onde o potencial domina o termo cinético, z < 1
e da Eq.(3.27) vemos que w, é aproximadamente constante com um valor
restrito ao intervalo —1 < wy < wp. Para 1+ wy = O(1), ¢ ~ QuH? e

obtemos da Eq.(3.31) a seguinte condigdo tracker
.1 H
V% ¢

a qual assegura basicamente que quando o campo ¢ cai fortemente ambos os

(3.32)

lados da relagdo decrescem.

O possivel comportamento tracking das solugdes do campo escalar pode
ser determinado de forma geral pela funcdo ' = V"V/(V')? que reduz o
teste para verificar a existéncia de solugdes tracking a uma simples condi¢ao
sobre o potencial V{¢) sem ter que resolver a Eq.(3.31) diretamente [29).
Tomando a derivada da Eq.(3.31) com respeito a ¢ e combinando com ela

propria, obtemos

wr—weg l4+wr—2wy =z 2 T
=1+ — — — . (3.33
2(1+ wy) 2014+ wy) 6+ (l+wy) (6+1)? (3:33)

onde z é dado por (3.28), # = d(Ilnz)/d(Ina) e & = d*(Inz)/d(Ina)?.

Para garantir a condigdo tracker e o conseqilente comportamento
convergente das solugoes, a fungao I" deve ser aproximadamente constante.
Expandindo a Eq.(3.33) e desprezando termos em z e em derivadas de z, as

quais estdo associadas & derivadas de wy, a equacgdo de estado para o campo

¢ fica
~ wf—Q(F— 1)

Wy = 1+2(P— 1) . (334)
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Se ' > 1, devemos ter w, < wy para satisfazer a condigdo tracker. A condigao
I' < 1, implica wg > wy é descartada pois implicaria Q4 > 25 no passado e
nao existira um periodo dominado por matéria nem formacao de estrutura.

Vejamos agora como os modelos de quintesséncia atenuam o problema
da coincidéncia. Em geral, Q4 é proprocional a a3@s—s) o ¢2ws=we)/(+wy)

onde ja mostramos na Eq.(3.34)

AT - Diws+1)

—s = 3.35
I T T T - 1) (3.35)
Portanto, verficamos que §24 o t¥ onde
AT —1)
P=—_ " 3.36
T2 1) (3:36)

Para

potenciais gerais, P aumenta com a idade do Universo. Conseqilientemente,
{2, cresce como uma funcdo do tempo até alcangar as densidades de energia
de radiagdo e de matéria, levando o Universo em seguida a uma fase de
aceleragdo cosmica. Ou seja, neste cenario dindmico, o0 momento em que o
Universo entra no regime acelerado é simplesmente uma conseqiiéncia natural
da prépria evolugao dindmica do modelo. No entanto, esta ndo é uma solugao
completamente satiafatdéria do problema da coincidéncia. Existe uma certa
artificialidade no fato de que o valor inicial do campo ¢ deve ser tal que o
potencial V(¢) descreva a densidade de energia atual do Universo e isto ndo

é explicado pelo modelo.
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Figura 3.1: Dados de distincias de supernovas indicam que o Universo
estd passando por um regime acelerado. Na parte inferior apresentamos
as distdncias residuais relativas para um Universo com ,,; = 03 e
2mat = 0.7. Os objetos para z < 0.15 de ambos os grupos concordam com os
resultados obtidos anteriormente pelo Calan/Tololo Supernova Search [23].
(Reproduzido de [24])
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Figura 3.2: Regides de confianca para ambos os grupos SCP [1] e HZSNS [2]
para {25 e {nq:. Os dois experimentos mostraram, com notdvel concordancia,
que a condigdo 24 > 0 é necesséria para reconciliar teoria e observagoes. Os
resultados do SCP sdo baseados em medidas de distancia de 42 supernovas.
Os resultados do HZSNS sio baseados em medidas de 16 supernovas.
(Reproduzido de [24])
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Figura 3.3: As observacoes de supernovas favorecem um pardmetro de
densidade do véacuo 2, ~ 0.7, compativel com um Universo plano e
Qmat =~ 0.3. (Reproduzido de [7])



Capitulo 4

Modelos de Quintesséncia com

Acoplamento Nao-Minimo

E fato que em teorias construidas com base em campos escalares
precisamos obrigatoriamente de um termo de acoplamento entre o campo
escalar e a curvatura do espago-tempo. Segundo Callan, Coleman e Jackiw
[30] argumentam, mesmo em um espago-tempo plano e sem considerar a
priori qualquer acoplamento, ele aparerce quando renormalizamos o tensor
energia-momento do campo escalar cldssico [31, 32] ou ¢ simplesmente gerado
por corregdes quanticas [33]. A generalizacdo para um espago-tempo curvo
de uma equacdo de movimento para o campo escalar no espago-tempo
plano (equagdo de Klein-Gordon) inclue a possibilidade de um termo de
acoplamento explicito £ R¢ entre o campo escalar e a curvatura de Ricci
R do espago-tempo.

O comportamento dos modelos cosmoldgicos é profundamente afetado
pela introducdo de um termo de acoplamento ndo-minimo. Os modelos
resultantes sio particularmente tteis para procurar modelos cosmolégicos
compativeis com as atuais observagdes astrofisicas [34, 35, 36, 37, 38, 39, 40],
as quais indicam que o Universo passa por uma fase de aceleracdo na expansao

césmica. A vantagem dos modelos generalizados é a possibilidade de obter

53
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solugdes no regime superacelerado sem precisar recorrer aos famosos modelos
phanton[41], onde a tnica forma de conseguir tais solugdes é trocando o sinal

da energia cinética.

4.1 Teoria Escalar-Tensorial da Gravidade

Nesta secdao apresentaremos a densidade de lagrangiana geral para as

teorias escalares-tensoriais da gravidade dada por
_— 4 1 W(¢) u
S= [ d'av=g |56, B) = S2V*6V,8 ~ V(9) + Lnat| - (&)

Aqui, R é o escalar de Ricci e as unidades sdo escolhidas tal que 877G = 1.
As fungdes w(g) e V(¢) especificam as energias cinética e potencial do campo
escalar, respectivamente. A lagrangiana L,,,; inclue todas as componentes
menos ¢. Assumiremos que a func¢do f tem a forma f(¢, R) = F(¢) R.

As equagBes de movimento podem ser obtidas variando-se a agdo (4.1)
com respeito a ¢ e ao tensor métrico g, e usando o principio da minima
agao, 65 = 0. A variagdo com respeito ao campo fornece a equagdo de

Klein-Gordon generalizada
iy ; 1 142 ’ ’
¢+3H¢=——(wq§ —FR+2V) , (4.2)
2w

onde ' denota a derivada com relacdo ao campo escalar. A variagdo da

Eq.(4.1) com respeito a g, é bem mais complicada e devemos usar as relagdes

5 (V=9) = ~5v/=8 9 66 43)

]' v
) (\/—g R) =+/—g (R,“, — §guuR> g =v—-9GL, 66" . (4.4)
Apés uma série de manipulacoes algébricas obtemos

1

H?= —
3F

(mat + 28+ V() - 3HF) (4.5)
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H=—— [(pmat + Ponat) + wd? + F — HF] , (4.6)

A equacao de Klein-Gordon fica realmente muito complicada neste caso mais

geral. Usando que

R = 6(H +2H?
= % [pmat — 3Pmat — W + 4V — 3(F + 3HF)] , (4.7)

podemos reescrever a equagao de Klein-Gordon generalizada na forma

3F2 : 1 . 1 F
X, — - -V — +
(b (]_ -+ —2 ) = 3H¢ w (b oFw ( Pmat 3pmat)
F’ 3F F'2 :
2 " 12
¢ 2 —_F"$? — 2 Ho . (4.8)

Dois tipos diferentes de teorias sdo usualmente estudadas. Uma € o
pioneiro modelo de gravidade de Brans-Dicke [42], que pode ser obtido
fazendo a escolha w = wpp/¢p e F = ¢, onde wpp é conhecido como
parametro de acoplamento. A outra, genericamente chamada teoria nao-
minimamente acoplada (embora o campo da gravidade de Brans-Dicke
também seja um campo escalar ndo-minimamente acoplado), pode ser obtida
escolhendo w = 1, e mantendo F e o potencial V como fungdes genéricas do

campo.

4.2 Modelos tipo Brans-Dicke

Nesta se¢do vamos estudar modelos chamados tipo Brans-Dicke por serem
inpirados no modelo desenvolvido por Carl H. Brans e Robert Dicke na
década de 1960 quando propuseram uma generalizacio da relatividade geral
baseados no principio de Mach. N&o vamos estudar com detalhes este
modelo, veremos apenas algumas caracteristicas fundamentais decorrentes da
sua construgdo que podem torna-los fisicamente inconsistentes. Em seguida

veremos como contornar os problemas que porventura sejam identificados.
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Considere a agéo tipo Brans-Dicke [42] dada por

S = / diz\/=g |F [ ()R—% ¢V“¢J / A2/ =gl , (4.9

onde F(¢) = ¢, R é o escalar de curvatura e L é a densidade de
langrangiana de matéria incluindo todas as componentes menos ¢. O campo
¢ tem um papel andlogo & G~! e possui dimensdo ML~3T2. Assumiremos
que o conteido de matéria do Universo é composto por um ou varios fluidos
ndo-interagentes com tensor energia-momento conservado V,T4". = 0 dado
por T;n* = (p+p)u,u,+pgp, onde u,ut = —1. Variando as componentes do
tensor métrico e suas primeiras derivadas na Eq.(4.9), obtemos as equagoes
de movimento para o campo métrico

1 (Tmet 79 (4.10)

Gu 3

onde G, é o tensor de Einstein e

T;ﬁ/ = % (vuvu(b - %g;wva(bva(b) + (vuvud) - guuD¢) . (4'11)

Aqui O é o operador D’Alembertiano. Agora, se multiplicarmos a Eq.(4.10)

por ¢ e tomarmos a derivada covariante, vemos que
V,,Td‘,“’ =V, (¢G*) . (4.12)

Portanto, nos modelos tipo Brans-Dicke a equacado de continuidade néo é
satisfeita e o tensor energia-momento do campo escalar ndo é conservado tal
que pg+3a/a(ps+py) # 0. Uma conseqiiéncia deste fato é que nao podemos
definir a razéo py/p, como uma equagio de estado visto que néo temos uma
lei de conservacdo associada a ela.

Assumindo ainda que o Universo é homogéneo, isotrépico e espacialmente

plano, temos a seguite equacdo de movimento

@ ad wd V. oop
2725769 36 36 (419)

at ¢ a? w ¢ vV _ (4.14)



4.3. O Significado Fisico da Razao pg/pg a7

(p—3zv)Jr 2
2w+ 3 2w+ 3 d(b

Usando as equagbes de movimento (4.13) a (4.15) podemos escrever a

(4.15)

§+3%= [V s
a

densidade de energia e pressiao para esse modelo

2
p¢=3[%%— 3——] (4.16)
2
p¢=[§;§——V+¢+2 ¢J (4.17)

£ importante notar que dados recentes precisos obtidos no sitema solar
implicam w > 1 [43] para as teorias puramente Brans-Dicke (w(¢) = wpp

constante).

4.3 O Significado Fisico da Razao p,/p;

Nesta se¢do vamos construir um formalismo onde a razéo ps/p, representa
uma equagao de estado no sentido usual da termodindmica. Faremos isso no
contexto das teorias escalares-tensoriais. Inicialmente vamos reescrever as

equagdes de campo para uma teoria nao-minimamente acoplada [?] tal que
G =T, (4.18)

onde definimos um novo tensor energia-momento dado por
T = T + Tuld)] - (4.19)

Como conseqiiéncia verificamos que as identidades de Bianchi garantem que
T w € conservado. E visto que ndo existe acoplamento explicito entre o
campo escalar e a matéria, seus tensores energia-momento sdo conservados
separadamente

VAT = VAT, [¢] = 0. (4.20)
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Neste formalismo, a forma explicita para T;w [¢] é dada por

= 1
Tp.u [¢] = w V#QSVUQZS - égpuvxﬁbvkﬁb - Vgp.u + Vp.VUF - guuV2F
+(1-F)G . (4.21)

Para obter a Eq.(4.18) apenas adicionamos e subtraimos G,, no lado

esquerdo das equacoes de Einstein generalizadas, i.e,
Gu =Tp" + T2, (4.22)
com

1
T;?u =w V#¢VU¢ - 'égpuvxﬁbvxd{l - Vg,“, + V#VUF — g,u,VzF . (423)

Isso fixa imediatamente a expressio T}, [¢] acima. A novas densidade de

energia e pressio efetivas que esse tensor energia-momento produz séo

12

ﬁ¢=w%+V(¢)—3HF+3H2(1—F) , (4.24)
)
Do = w% ~V(¢)+2HF + F —(3H*+2H)(1-F) . (4.25)

No caso da teoria de Brans-Dicke, lembramos que w = wgp/¢ € F = ¢.
Note entdo que gy = pg+3H2(1— F), p, era dado pela Eq.(4.16). A equaggo
de estado definida, wy, portanto, é exatamente dada por fg/pg4, visto que ela

foi definida usando a equacio de Friedmann H? = 1/3(pma: + P¢)- De fato,

1
Py = ~Pmat+ E—.‘(pmat + ,0¢)
= —Pmat T 3H?

= —(3H®F — pg) + 3H*
= ps+3H*(1-F). (4.26)

Ao mesmo tempo, vemos que

P =ps— (3H? +2H) (1 - F). (4.27)
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Concluimos, entdo, que nesta abordagem a definicBo para pg/pe
representa uma equacdo de estado real, visto que ela esta relacionada a
uma lei de conservagdo e esta diretamente relacionada ao observavel H,
devendo portanto ser considerada em futuras comparagoes com as previsoes

da relatividade geral.

4.4 Modelos Nao-Minimamente Acoplados

Consideremos o modelo nao-minimamente acoplado descrito pela agéo [?]

S=3 [ dov=g (-R+EPR+ 0006 -2V) . (428)

onde R é o escalar de curvatura, ¢ é o campo escalar, e £ é a contante de
acoplamento ndo-minimo. Uma constante cosmolégica A, se presente, fica

incorporada no potencial do campo escalar V(¢), que escolheremos
LT
V(¢) = 3ag® — Z¢ - 9w, (4.29)

consistindo de um termo de massa, um termo de auto-acoplamento quartico
e um termo de constante cosmolégica. Aqui a = m?/6, onde m é a massa
campo escalar, e w = —A/9.

O tensor energia-momento conservado do campo escalar é

Ty = 0,00, — (V¥ — 00) (6%) + EC 6 — 5050 (3a0°6 — 2V(8))

(4.30)
Consideramos aqui a dindmica de um universo de Friedmann-Robertson-
Walker espacialmente plano com elemento de linha ds? = —dt? +
a’(t) (dz® + dy® + dz?). Com isso obtemos a equagio do traco R =

— (p — 3p), que fornece a equacdo

61— £(1-66)¢7) (H +2H7) ~ (66 ~ 1 ¢" - V(6) + 669 52 =0,

(4.31)
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o vinculo de energia 3H? = p que pode ser escrito

59+ 66Hop— 3H? (1~ 667) + V(9) =0, (432
e a equagao de Klein-Gordon |
¢+ 3H¢3+§R¢+%§)¢) =0. (4.33)

Aqui usamos o fato que a densidade de energia p e a pressdo p sdo dados
respectivamente por (4.24) e (4.25) com w = 1.

No sistema de Egs.(4.31)-(4.33), o subsistema [(4.31) e (4.32)] é um
sistema bidimensional fechado para ¢ e H. Apds resolver estas equagoes

implicitas para ¢ e H, obtemos

b= —66Hp+ %\/Q(H, 9 (4.34)
1 2,92
H = T [3(26 — 1) H? +3¢(66 — 1)(46 — 1)H?¢
T£(66 — VHOVG + (1 - 26) V() — a% , (4.35)
onde
G(H,¢) =8 [3H® — V() + 3£(6¢ — 1)H?¢°] . (4.36)

Devido ao vinculo de energia (4.32), as trajetérias estdo restritas a uma
variedade bidimensional no espago de fase tridimensional (H,$,$) original,
com regides dinamicamente proibidas correspondendo & condi¢ao G(H, ¥) <
0 (cf. Eq.(4.34)). A variedade ¥ é composta de duas folhas correspondendo
aos sinais positivo ou negativo na Eq.(4.34) [Ver Fig.(4.1)]. As duas folhas séo
suavemente ligadas pela condicdo de fronteira G = 0 da regido dinamicamente

proibida.

Espaco de Fase

Agora vamos analisar o espago de fase do modelo acima projetado sobre o
plano (H,4). Os pontos fixos do sistema (4.31)-(4.33) admitem solugdes de
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Figura 4.1: Aspecto da variedade bidimensional ¥, imersa no espago de
fase tridimensional (1, H, $), para o potencial (4.29). O grafico & esquerda
representa a folha “+”, enquanto grifico & direita representa a folha “-
7. De fato, eles ndo estdo desconectados, as duas folhas estdo suavemente
ligadas pela condicdo de fronteira G = 0 da regido dinamicamente proibida,
correspondendo aos buracos mostrados. As linha de G sdo desenhadas sobre

as folhas.

Sitter do tipo a ~ ef!* com campo escalar constante
3(a? — Qw) 6(a — 6Ew)
H2 — 2_ 22— T/ 4.37

(Q # 6af), e as solugdes (H,¢) = (£v/—3w,0). Os pontos fixos (4.37)
existem também para w = 0, devido a presenca do campo de matéria ¢.
A partir deste ponto, nos restrigiremos ao caso do acoplamento conforme,
£=1/6.
A funcao
L$, ) = 38" + 56" — 3¢ + V(9) (4.38)

é tal que dL/dt = —3H¢? ao longo das trajetérias. Para H > 0, L é uma
funcao de Lyapunov em uma regido contendo a origem; as solugdes sao entdo
confinadas por linhas fechadas de L constante, implicando numa convergéncia
assintética para os pontos fixos sobre o eixo H [Ver Apéndice A]. Um visdo

qualitativa é apresentada na Fig.(4.2).
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No caso €2 = 2a o espago de Minkowski (H , b, qb) = (0,0,0) é um ponto
fixo, atrativo para H > 0 e repulsivo para H < 0; as projecoes dos espagos
de Sitter (£ Hy, ¢0,0) sdo pontos de sela, i.e. eles possuem auto-diregoes
atrativas e repulsivas no espaco de fase (Fig.(4.2a)). Elas sdo de dois tipos:
H¢ > 0 (expansdo) ou H¢ < 0 (contracdo). Para o caso particular que

estamos analisando temos ainda as seguintes solugbes

H(r) = \/g tanh (\/557) . d=tdy = V6 (4.39)

onde C = H + 2H?> = —R/6 e constante), correspondendo a linhas
heteroclinicas ligando pontos fixos de Sitter, partindo de uma auto-direcao
repulsiva para uma atrativa (Fig.(4.2a)). Elas s@o tangentes & regices de
fronteira proibida em (H, ¢) = (0,%¢). Para |H| > 1/C/2, outra solugdes

em forma de linhas é da forma geral

H(T) _ g wieVv Crar _ Woe™ clar ,’(,[J - 7,[10 ’ (440)
V 2 wle,/C/zr + wze—,/C/zr

onde w; e w, sdo constantes de integracdo. As solugoes ndo-singulares (4.39)

conectam um regime de Sitter contraindo (7 — —o0) a um valor minimo nao-
nulo do fator de escala (7 = 0), e entdo a um regime de Sitter expandindo
(T — 400).

Préximo do ponto fixo (0,0,0), a analise numérica confirma o
comportamento peculiar sugerido pela funcdo de Lyapunov: as érbitas que
se aproximam deste ponto com H positivo sao atraidas para ele Fig.(4.2a).

No semi-plano H < 0 a situacéo é invertida: as 6bitas que comegam com
H < 0 sao repelidas pela origem e partem da fronteira G = 0.

O caso 2 > 2a [Fig.(4.2b)] é andlogo ao anterior, mas agora as solugdes
heteroclinicas ndo sdo linhas heteroclinicas, as solugoes partem de um ponto
fixo de Sitter que se contrai e escapam para o infinito ou vém do infinito e
alcangam um ponto fixo de Sitter que expande.

No caso a < 2 < 2a [Fig.(4.2c)] ndo existem linhas retas heteroclinicas.

Temos uma nova solugdo heteroclinica que parate da origem e acaba em
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um ponto fixo de Sitter que expande. A caracteristica mais importante
deste caso é que temos um denso conjunto de solugdes homoclinicas
[Fig.(4.2d))] partindo da origem com H negativo e retornando com H
positivo, contornando a regido dindmicamente proibida.

No caso 0 < 2 < « [Fig.(4.2¢)] os pontos fixos desaparecem e somente
solugdes limitadas sao homoclinicas associadas com a origem. Essa situacgao
é, portanto, a mais favoravel para a saida classica espontanea do espago vazio
de Minkowski.

No caso w < 0 [Fig.(4.2f)] vemos que resultados anilogos valem mesmo
se a constante cosmolégica estiver presente, sendo que o espago de fase é

classificado de acordo com £2/(a — w).
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A4

(a)

o< Q<200 4

T

o<Q<2a *H

(c)

(d)

(0—)<Q<2(0—w)

(e)

Figura 4.2: Comportamento qualitativo do espaco de fase para o sistema
[(4.31)-(4.33)]. A regido hachurada corresponde as regides dinamicamente
proibidas (G(H,¢) < 0, cf. Eq.(4.34)). Os gréficos (a)-(e) foram obtidos
usando {1/a= 2,5,3/2 e 1/2, respectivamente, w = 0; O gréfico (f)
corresponde ao caso w = 1/10e Q/(a —w) = 3/2.



Capitulo 5

Energia Escura no Regime

Superacelerado

A natureza da componente de energia escura responsavel pela expansao
acelerada do universo [7, 22] é um dos problemas mais importantes da
Fisica atualmente [44]. Como j& vimos, 0 modo mais simples de descrever a
energia escura € através da constante cosmoldgica A, que age nas equagoes
de Einstein como uma fonte homogénea e isotrépica com equagdo de estado
—pa = pa = A. Questdes diretas sobre possiveis flutuacoes da energia
escura levam naturalmente & introdug¢do de um campo escalar ¢(z), mais
conhecido na literatura como campo quintessencial [8, 9]. Além da questao
das flutuagdes, a descrigio por um campo é preferivel pois para os modelos
com solugdes tipo-tracker, o surgimento de uma fase de expansdo acelerada
(de Sitter) é um comportamento dindmico genérico, permitindo avaliar,
conseqliientemente, problemas com o ajuste-fino de condigdes iniciais no
universo primordial.

Questdes observacionais recentes [10] e especulagdes tedricas [45, 46]
motivaram a analise da possibilidade de modelos realistas para os quais, pelo
menos temporariamente, possamos ter w < —1. De fato, dados recentes do

telescopio espacial Hubble de supernovas Tipo Ia em altos redshifts (z > 1)
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[7] favorecem cenarios com w evoluindo lentamente e restringem seu valor
para o intervalo w = —1.02 (fg:ig). Eles sao compativeis, portanto, com
modelos que apresentam regimes com w < —1.

Em [4], Carroll, Hoffman e Trodden avaliaram a viabilidade de se
construir modelos com w < —1. Os chamados campos phantom, i.e.,
campos escalares minimamente acoplados com energia cinética “negativa”,
sao geralmente usados para construir tais modelos. Apesar de a condigao
de energia dominante (na verdade, todas as condigbes usuais de energia) ser
violada em modelos com w < —1, os autores foram capazes de construir
um modelo classicamente estavel envolvendo campos phantom. Entretanto,
devido a energia cinética peculiar do phantom, o modelo é instével quando
qualquer processo quantico é considerado. Em particular, como o potencial
phantom ndo é limitado por baixo, existem decaimentos catastréficos do
vécuo [4]. Portanto, os resultados gerais [47] sugerem que qualquer teoria
minimamente acoplada com w < -1 tém gradientes de instabilidades
espaciais que sao descartadas por observagdes CMB. Esses resultados colocam
serias duvidas sobre a viabilidade de modelos de energia escura baseados em
campos phantom.

Neste capitulo apresentamos um modelo de quintesséncia estudado por
nés que pode exibir uma fase assintotica genérica de Sitter com muitas
solugdes para as quais w evolui lentamente e é menor que —1, sem a

introducdo de quaisquer instabilidades classica e/ou quéntica [48].

5.1 Equacgoes Dinamicas do Modelo

Consideramos um campo quintessencial ndo-minimamente acoplado a

gravidade descrito pela acao
S = [ d'ay=g{F@R - 0,60 -2V (9)}, (5.1)

onde F(¢) = 1 — &¢% € < 0, e temos um potencial de auto-interagio
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exponencial do tipo
V() = Ae, (5.2)

onde A e o sdo constantes. Potenciais exponenciais tém sido usados
recentemente em Cosmologia, principalmente no estudo de campos tracker
[49, 50]. Eles aparecem naturalmente em modelos inspirados em cordas e
teorias de dimensdes de ordem superior [51, 52, 53].

As equagoes de Einstein, obtidas variando a agdo (5.1), podem ser escritas

na forma
FG,, =V, 6V, ¢ — % (VodV°e + 2V — 20F) + V,V,F,  (5.3)
enquanto a equagdo de Klein-Gordon generalizada é
O¢ — V' + %F’R = 0. (5.4)

Uma questdo relevante neste momento é como definir uma equacdo de
estado para o campo ¢ das equagdes (5.3) e (5.4). O lado direito de (5.3)
ndo corresponde a um tensor energia-momento covariantemente conservado
devido & presenga de F(¢) em seu lado esquerdo. Para definir a pressdo
e a energia para o campo ¢ de uma maneira consistente com a equacao
de continuidade, precisamos de um tensor energia-momento covariantemente

conservado, e de (5.3) obtemos G, = T, com [54]
T = VuVu$ = (9,697 + 2V — 20F) + V.V, F + (1 = F)Gyu (5.5)
Assumindo um universo espacialmete plano e isotrépico,
ds? = —dt* + a*(t) (dz® + dy* + dz?) , (5.6)

obtemos, da componente temporal das equagoes de Einstein (5.3), o vinculo

de energia

12

3H (FH + F’¢3> = S +V(9), (5.7)
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onde H = a/a. Das componentes espaciais, obtemos a equagéo de Friedmann

modificada

1!
! +22F # -V (Ho+V')F, (58)

—2F H =3 (F +2(F')*) H* +

onde Fi(¢) = F(¢) + 3 (F'(¢))?. Para a métrica (5.6), a equagdo de Klein

Gordon fica

. b H) .
3+ C2 ;5 v =0 (59)
1
onde
G, H) = 3F,H + %(1 +3FF'$ (5.10)
€
1
(@) = 7 (FV' —2F'V). (5.11)
1

Os pontos fixos da equacdes (5.7)-(5.9) sdo as solucdes constantes @(t) = ¢
e H(t) = H, correspondendo as solugdes a(t) et para as quais w =
—1. Apesar do potencial (5.2) néo ter pontos de equilibrio, por causa do
acoplamento ndo-minimo, o modelo tem de fato os pontos fixos (¢_, =H_) e

(¢4, £H,), onde

b= == (17 VIT ) (5.2

0 = V(gs) (5.13)

3F (qbi)
Os pontos fixos existem, naturalmente, somente para ¢ < —o?/4. Na préxima
secao estudaremos o espago de fase deste modelo. Como veremos, se o
ponto fixo (¢_, H_) é um atrator, grandes conjuntos de solucdes tendem
espontaneamente & essa fase de Sitter, independente de sua condigdes iniciais.
Quando nos aproximamos do ponto de Sitter, as solug¢oes podem ter w < —1,

sem qualquer instabilidade induzida.
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Finalizamos esta segdo com a definicdo de p, e energia py. Essas
quantidades sdo definidas do tensor energia-momento T, = (p + p)uyu, +
PYgu, onde u, é um vetor globalmente tipo-tempo. Com a hipétese de
isotropia e homogeneidade, apresentamos, no referencial comével, pgy = 3H?
epp=— (ZH + 3H2), levando a

w=— (1-&-%%) . (5.14)

Como podemos ver, a razio w definida em (5.14) néo estd sujeita a restrigdo
w > —1. Note que a equagdo de continuidade py + 3H(pp + pp) = 0, que
€ uma consequeéncia direta das identidades de Bianchi para as equagoes de

Einstein, vale aqui.
5.2 O espaco de fase

Estudamos o espago de fase do modelo usando o abordagem adotada em
[3, 55]. O espago de fase é 3-dimensional (@, ¢, H), mas devido ao vinculo
de energia (5.7) a dinamica fica restrita a uma sub-variedade 2-dimensional.
Nenhuma restri¢do é imposta sobre o espago de fase (¢, QS), mas para o espaco
de fase (¢, H), somente a regido H?> > V/3F; é dinamicamente permitida
[Ver Fig. (5.1)]. Visto que H = 0 ndo é permitida pela dinamica, as
trajetorias sao confinadas aos semi-espagos H > 0 e H < 0. Estamos
interessados aqui apenas no caso H > 0. Lembremos que as trajetérias
reais movem-se sobre uma variedade 2-dimensional definida pelo vinculo de
energia (5.7). Portanto, na projegio sobre o plano (¢, H), cada ponto sobre
a regiao permitida corresponde, de fato, a dois valores possiveis para qﬁ (duas
folhas), com excecao das linhas H? = V/3F;, onde somente um valor para bé
permitido. Solugbes que vém de fora vao de uma folha a outra tangenciando
as linhas H? = V/3F;.

O aspecto de Vg(¢) obtido de (5.11) é crucial para a identificagdo dos
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Figura 5.1: Pontos fixos para as equagoes (5.7)-(5.9) sobre o palno (¢, H).
A regio hachurada (H? < V/3F)) é dinamicamente inacessivel. Para esse

grafico, € = o = 1.

pontos atratores no espago de fase. De (5.11), temos
(¢ —9¢+) (¢—¢-)
1-¢(1-6£)¢*

que pode ser integrado por partes em termos da funcdo Integral Exponencial

s (¢) = Aoke™? (5.15)

Ei(z) [56]. Da Fig.(5.2), estd claro que o ponto fixo correspondendo a @
é iﬂsté,vel, enquanto ¢_ corresponderd a um ponto estivel. Entretanto,
apesar do claro fato de que ¢_ ser um minimo de V., néo se pode concluir
seguramente que ele de fato corresponde a um atrator devido a funcao
G(¢, ¢, H) dada por (5.10). Se G(¢,é,H) > 0, as solugdes da equagdo
de Klein-Gordon em torno do ponto ¢_ seriam oscilacbes simplesmente
amortecidas. Isso pode ser checado pela introducéo da fungao

. @
L(¢,¢) = 7 T Vet (9), (5.16)



5.2. O espago de fase 71
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Figura 5.2: Aspecto do potencial (a linha sélida) Veg(¢) para —§ = o = 1.
Os contornos correspondem a linhas constantes de L(¢, @) (5.16). Visto que
elas séo fechadas em torno do ponto fixo ¢_, a condicdo L < 0 nas solugdes

implica que eles tendem assintoticamente para ¢_.

e notando que L = —G¢* nas solucdes da equacdo de Klein-Gordon.
Contanto que G(¢, é, H ) > 0, a fungdo L(¢, cb) ¢ uma funcéo de Lyapunov
[55, 3] para o ponto fixo @, assegurando sua estabilidade. Da Eq. (5.8),
vemos que quando ¢(t) se aproxima é_, H — 0 and H(t) se aproxima H_,
estabelecendo o carater atrator do ponto fixo (¢_, H_). De (5.10), temos

6(0.6.1) =3 (FoH + 55 F(03) + S (FOPE, (517

e do vinculo de energia (5.7), temos que F(¢)H + F'(¢)¢ > 0 sobre o semi-
espaco H > 0, implicando na positividade de G e, portanto, estabelecendo o
cardter atrator do ponto fixo (¢_, H_), para £ > —5/6. Entretanto, essa é
uma estimativa muito conservadora para o limite inferior de &.

Nossas simulagdes nimericas sugerem que ele pode ser consideravelmente
menor. Poderemos verificar o cardter do ponto fixo (¢, H_) mesmo

para £ < —100, sugerindo que eventuais amplificacoes futuras das regioes
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Figura 5.3: Espaco de fase tipico (¢, H), correspondendo ao caso —§ =
A = o = 1. Devido as simetrias da Eq. (5.7)-(5.9), as trajetérias H < 0
sao obtidas de H > 0 por uma reflexdo sobre H = 0 e reversao das setas

(operagdo de reversdo temporal).

G(o, d}, H) < 0 nao sdo suficientes para vencer o potencial Veg em torno de
é_.

Um espago de fase tipico é mostrado na Fig.(5.3), correspondendo ao
caso —§ = A = 0 = 1. A bacia de atracdo é consideravelmente maior que
a estimativa conservadora baseada nas linhas fechadas de L constante em
torno dos pontos fixos. Note que todas as solugdes comecando com ¢ > ¢
séo solugdes que se afastam.

A Fig.(5.4) mostra que as curvas w(t) para algumas solugtes na Fig.(5.3).
De acordo com (5.14), as solugdes se aproximam do ponto fixo por baixo tém

w < —1, enquanto que as solugdes que se aproximam por cima tém w > —1.
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Figura 5.4: O pardmetro w de algumas solugdes apresentadas no espago de
fase Fig.(5.3). de acordo com (5.14), as solucdes tém w < —1 quando H > 0,
e w> —1 quando H < 0.



Capitulo 6

Conclusoes

Mostramos aqui que modelos quintessenciais ndo-minimamente acoplados
com potenciais exponenciais podem exibir fases assintéticas de Sitter
para grandes conjuntos de condigoes iniciais. Algumas dessas fases sao
caracterizadas por um pardmetro w = ps/ps < -1, compativel, em
principio, com os recentes dados observacionais. Nossa andlise estd baseada
na existéncia de uma funcdo de Lyapunov para a equacdo de Klein-Gordon
que pode ser usada para estimar a bacia de atragao dos pontos fixo relevantes.
Como j4 foi mencionado, as bacias de atragio reais sdo tipicamente maiores
que essas estimativas. Nossos resultados estdo de acordo com a andlise
linearizada recentemente proposta em [57].

Frisamos que o modelo apresentado aqui estd livre das instabilidades que
sao usualmente associadas a modelos phantom. Classicamente, visto que
F(¢) # 0, o modelo ndo apresenta as singularidades anisotrépicas descritas
em [58, 59]. Além disso, visto que F(¢) é sempre positiva e V(¢) é limitada
por baixo, o modelo estd também livre das instabilidades quéinticas descritas
em [4] para campos phantom.

Para os proximos anos espera-se que diversos experimentos fornegam mais
informagdes sobre o Universo primordial. Um destes experimentos é o SNAP

[60] (Supernova/Acceleration Probe), satélite que serd lancado em 2007.
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Segundo seus defensores, ele serd capaz de medir cerca de 2000 supernovas em
altos redshifts cobrindo um extenso angulo sélido. Os resultados incluirdo a
histéria detalhada da expansio do Universo cobrindo os ultimos 10 bilhdes de
anos, determinaréo a sua curvatura espacial fornecendo um teste fundamental
para a inflagio e o comportamento da energia escura e sua evolug¢do no tempo.
Se for bem sucedido, o SNAP pode revelar novos dados sobre o universo
primordial, confirmando ou descartando modelos. E neste momento que
esperamos que os modelos de quintesséncia estendidos sejam testados. Para
serem validos, tais modelos precisam ser consistentes e robustos. Entendemos
que modelos como o que estudamos nesta tese sdo ainda muito artificiais para
a Cosmologia, sendo, portanto, importante para uma possivel continuacdo

desta linha de pesquisa implementar vinculos observacionais neste modelo.
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