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“Nada estimo mais,
entre todas as coisas que ndo estdo em meu poder,
do que contrair uma alianca de amizade com seres

que amem sinceramente a verdade.”

Espinosa



Dedico aos meus pais e a Jilia.



Resumo

Usando o principio variacional de méxima entropia, deduzimos as equagoes de Gross-
Pitaevskii e de Hartree-Fock-Bogoliubov que descrevem, respectivamente, os estados de
equilibrio e as excitagoes coletivas de uma mistura homogénea de atomos bosonicos em
dois estados hiperfinos diferentes, a temperatura finita e na presenca de um termo de
acoplamento de Josephson interno. Para corrigir o problema da auséncia de um ramo
sem lacuna do espectro de energia de excitagdo na teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov,
mostramos como estender a aproximacao de Popov para o caso de misturas de condensa-
dos. Para temperaturas abaixo da temperatura de transicao do condensado, calculamos,
como fungio da temperatura, o nimero de particulas em cada condensado, o espectro das
excitagoes coletivas, a lacuna e a velocidade do som. Examinamos como a bi-estabilidade
do sistema muda com a temperatura. Quando aquecemos a mistura, dependendo dos
valores dos parametros do sistema, verificamos que a bi-estabilidade desaparece para uma
temperatura menor que a temperatura de transicao, ou pela instabilidade de um dos

estados de equilibrio, ou pela degenerescéncia dos dois estados de equilibrio estével.



Abstract

We use the principle of maximum entropy to derive the Gross-Pitaevskii and the Hartree-
Fock-Bogoliubov equations which describe the equilibrium states and the collective ex-
citations of a binary homogeneous mixture of bosonic atoms in two different hyperfine
states, in the presence of an internal Josephson coupling, at a finite temperature. To
correct the absence of a gapless excitation branch in the Hartree-Fock-Bogolibov theory,
we show how to extend the Popov approximation to the case of condensate mixtures.
We calculate, as function of the temperature, physical quantities such as the fraction of
atoms in the condensates, the spectra of collective excitations, the gap and the speed of
sound. We investigate how the bistable structure found at null temperature changes when
we increase the temperature, starting at 7' = 0. When one heat the mixture, depending
on the values of the system’s parameters, we note that the bi-stability disappears at a
temperature smaller than the transition temperature, either by the instability of one of

the equilibrium states or by the degeneracy of the two stable equilibrium states.
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Capitulo 1

Introducao

“O conhecimento do efeito nada mais é que adquirir
um mazis perfeito conhecimento da causa.”

Espinosa

1.1 Um pouco de histéria

A obtencdo do condensado de Bose-Einstein em gases diluidos de 4tomos alcalinos em
1995 [1, 2, 3] abriu um excitante caminho para a mecénica quantica e, em especial, serviu
de um grande laboratério para as teorias de muitos corpos. Podemos dizer, sem exageros,
que uma nova era iniciou-se no estudo da matéria condensada. Ciente disso, a comunidade
cientifica laureou com o prémio Nobel os fisicos Carl Wieman, Eric Cornell e Wolfgang
Ketterle [4, 5] apenas seis anos ap6s terem conseguido produzi-lo em laboratério.

Contudo, a histéria dos condensados nao comeca em 1995 com a descoberta experimen-
tal, ela origina-se nos primérdios da mecanica quantica quando, em 1924, Bose desenvolve
uma nova estatistica, mais tarde denominada de “estatistica de Bose-Einstein”, para de-
duzir a lei de Planck para a radiacio de corpo negro [6]. Por problemas de publicagiao Bose
pediu recomendacao a Einstein que reconheceu o valor do trabalho. Em 1925, Einstein
estendeu a aplicagdo da nova estatistica de fétons para qualquer objeto massivo [7] e como
resultado dessa extensao observou uma condensac¢ao de particulas no estado fundamental
motivada unicamente pela estatistica, sem a presenca das interagoes. Era a primeira vez
que alguém falava de transicao de fase para o gas ideal.

Na época que Einstein fez essa descoberta, muitos opunham-se a realidade desse



fenomeno, acreditando ser um caso patolégico do gés ideal e que desapareceria tdo logo
levé-se em conta a interacéo entre as particulas. Entretanto, passados 14 anos, London [§]
reconsiderou a idéia notando que, para um gés ideal com a massa e a densidade do *He,
a temperatura na qual ocorre o fendémeno de condensagao, Ty = 3.13K, é muito préxima
da temperatura de transi¢cdo da fase superfluida do géas, T = 2.19K. Assim, associou o
fendmeno da superfluidez como uma manifestagao da presenga do condensado no fluido.

As idéias de London inspiraram Tisza [9] a propor um modelo fenomenoldgico de dois
fluidos, um fluido de particulas condensadas e outro fluido de particulas ordindrias. O
fluido das condensadas comportar-se-ia como um superfluido apresentando propriedades
de viscosidade nula e as particulas fora do condensado pertenceriam ao fluido normal.

Landau, por outro lado, opos-se as idéias de Tisza de associar a componente conden-
sada como sendo a componente superfluida e propos uma teoria hidrodindmica de dois
fluidos, [10, 11, 12], na qual considera a componente superfluida como a parte do ligiiido
que permanece no estado fundamental com entropia nula e a componente normal como as
excitacoes de quasi-particulas do sistema. Dessa forma, as propriedades de transporte € a
termodinamica de baixa temperatura do *He superfluido sdo consegiiéncias da excitacdo
coletiva do superfluido ser proporcional ao momento dessa excitagdo no limite de baixo
momento [13].

A teoria de Landau é fenomenolégica pois tanto as propriedades de superfluidez quanto
a natureza do espectro de excitacio sao postulados de modo intuitivo. Faltava uma des-
crigdo microscépica dos fenémenos dada por Bogoliubov, [14], no caso em que considera-
mos o fluido como um gés, e depois por Feynman e Cohen, [15, 16], para o caso em que
consideramos o fluido como liquido.

Bogoliubov considerou um gés diluido de 4tomos que obedecem a estatistica de Bose-
Einstein e interage uns com os outros através de uma interagdo binaria fracamente re-
pulsiva. Ele assumiu que em tal sistema, como no caso do gés ideal, ocorre o fenémeno
de condensagao, e entdo, usando uma série de aproximacoes controladas que veremos
adiante, ele foi capaz de mostrar que o espectro de energia para grandes momentos cor-
responde aproximadamente a uma excitacao de dtomos nao interagentes do condensado
e para momento pequeno o espectro é fonoénico como postulado por Landau.

A teoria de Bogoliubov nao é vilida para o * He superfluido. Apesar da teoria descrever

propriedades de superfluidez, a teoria falha na descrigdo do liquido pois os d4tomos estao



tao préximos um dos outros que ficam sensiveis a forma da interagdo de van der Waals.
Feynman e Cohen, por sua vez, desenvolveram uma teoria macroscépica para o *He
liquido com base no método variacional. Entre outras coisas, esses trabalhos mostraram
que o espectro de excita¢do tem um comportamento de fénons em baixos momentos e um
de rétons para momentos maiores [16]. Nao entramos em detalhe dessa teoria pois, como

veremos, estamos interessados num sistema diluido.

1.2 As experiéncias

Desde a previsao tedrica dos condensados por Bose e Einstein até a obtencao dos con-
densados em 4tomos bosonicos alcalinos de 8 Rb [1], 2 Na [2] e "Li [3], o tinico fendémeno
onde se observava a presencga do condensado atomico de Bose-Einstein era a transicdo
do *He liquido para a fase superfluida [13]. Levaram-se 70 anos da predicao de Einstein
até que uma combinagdo de técnicas de resfriamento por evaporacdo e por laser numa
armadilha magneto-6tica conduziu ao sucesso a busca da condensacao de gases de dtomos
alcalinos.

Nos dtomos de 8 Rb, 2 Na e "Li, todas as camadas eletrénicas sdo preenchidas exceto
uma iltima camada s que contribue com spin, S = 1/2, para o momento angular total
do atomo. Por esses dtomos serem neutros, o nimero de prétons tem que ser impar,
e como o nucleo desses adtomos tem peso atdémico impar, o niimero de néutrons é par.
Como conseqiiéncia, vemos que o momento angular total, F' = I + 1/2, (nuclear mais
eletronico) desses elementos é inteiro e que, portanto, o sistema é simétrico pela troca
de duas particulas e obedece a estatistica de Bose-Einstein o que torna possivel sua con-
densacao.

Confina-se esses elementos através do aprisionamento magneto-6ptico. A técnica con-
siste na associacao de um campo magnético ndo homogéneo com um minimo no centro
da armadilha e da utilizacdo de feixes de laseres polarizados apontados para o centro [17].
A associacao dessas técnicas de confinamento e resfriamento faz diminuir a temperatura
do sistema confinado num potencial harmoénico anisotrépico, tornando possivel obter uma
densidade no centro do potencial em torno de 10'cm=3 a 10®cm~3 e uma temperatura
extremamente baixa, de centenas de nano-Kelvin a dezenas de micro-Kelvin. Por ser um

gas diluido em temperaturas baixas, a interacao entre duas particulas é dada por um po-



tencial de contato parametrizado pelo comprimento de espalhamento de onda s da ordem
de nanometros. Essas condigoes de temperatura, densidade e interagao entre particulas no
sistema permitiram os experimentais obter de dezenas de milhares a milhoes de particulas
condensadas num regime meta-estdvel de dezenas de segundos [18].

Para termos uma idéia qualitativa de quao sao baixas as energias envolvidas no sistema,
comparamos, na tabela 1.1, as ordens de magnitudes tipicas das vérias energias relevantes

de um conjunto de 10% dtomos ultrafrios de 8 Rb numa armadilha magnética tipica [18],

Tabela 1.1: Energias para um conjunto de 10° 4tomos de 8 Rb numa tipica armadilha

magnética.
Unidades de freqiiéncia
Energia da transicido ns — np 2~ 4 x 10'%Hz
Energia de interagao entre dois 4tomos h?/2ma? ~ 2 x 10Hz
Temperatura de transicdo kpTy == 10kHz
Energia de campo médio Mp = 2kHz
Energia de ponto zero do pogo harménico Fhwp =~ 100Hz

A primeira quantidade da tabela 1.1 é a energia da transicao entre estados eletronicos
num 4tomo isolado de 8" Rb e nio depende das condigoes de confinamento. Observa-se
que esse valor é 10'° vezes maior que a energia correspondente a temperatura de transicao
desses atomos nessas condigoes de densidade. A energia correspondente a temperatura de
transigdo é maior que a energia de campo médio do sistema e muito maior que a energia
de ponto zero da armadilha.

Em condicbes usuais das experiéncias, o comprimento de espalhamento de onda s,
as =~ bnm, é duas ordens de grandeza menor que a distdncia média entre as particula,
~ 450nm para uma densidade de 10*3cm™3. Isso permite considerar o sistema como sendo
diluido e caracterizar o estado do condensado como produto de estados de particulas
independentes.

Apbés a descoberta dos condensados em dtomos alcalinos diluidos, vérios grupos ex-
perimentais mediram as energias das excitacoes coletivas do sistema. A primeira técnica
proposta e realizada foi excitar os estados coletivos através da modificagao do poten-
cial de confinamento [19, 20]. Uma outra técnica usa a espectroscopia de Bragg de dois

fétons sugerida em [21] para medir o fator de estrutura do condensado num regime de
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fénons [22], verificando que essa quantidade estd de acordo com as predigdes do gés ho-
mogéneo de Bose usando uma aproximacgao de densidade local. Usando a mesma técnica
foi possivel observar o espectro de excitagdo no centro da armadilha, o que permitiu extra-
polar medidas do espectro de excitagdo de um condensado confinado para um condensado
homogéneo. Observou-se um comportamento fondnico do espectro de excitagdo [23] e o
seu respectivo modo [24] estdo de acordo com as previsoes da teoria de Bogoliubov para
0 caso homogéneo.

O préximo desafio experimental foi a observacdo de misturas de condensados. Num
dos primeiros trabalhos [25] conseguiu-se condensar uma mistura de dtomos em diferentes
estados hiperfinos. A técnica consiste em produzir um condensado de ¥ Rb no estado
hiperfino |F = 2,mr = 2) e, por contato térmico, esfriar 4tomos de 3" Rb no estado
hiperfino |F = 1,mp = —1), a uma temperatura que induza a condensagdo dos adtomos
nesse estado hiperfino.

Um outro tipo de mistura foi obtido em [26, 27] condensando 4tomos no mesmo estado
hiperfino, porém com diferentes orientacées do momento angular total, mg. A técnica
nsa uma. armadilha éptica ao invés da armadilha magnética, pois na armadilha Gtica
nao se tem a selecao da projecao do momento angular para que o dtomo seja confinado.
Dessa forma, condensou-se dtomos de sédio de momento angular total F' = 1 e projecdes
mp = —1,0 e 1. Para certificar-se que estas seriam as projegoes desligou-se a armadilha
e aplicou-se um campo magnético constante ocasionando o fenéomeno de Stern-Gerlach,
isto é, conseguiu-se separar os d&tomos com diferentes projecdes mp [27]. Esses tipos de
condensados sdo denominados de condensados spinoriais.

Em outra experiéncia, [28], conseguiu-se obter uma mistura de condensados em dois
estados espacialmente distintos, usando como armadilha externa um potencial com dois
minimos e observou-se, ao desligar o potencial de confinamento, o fenémeno de inter-
feréncia entre os dois condensados na evolucao temporal desse sistema. Mantendo o
potencial de confinamento observou-se, através da interferéncia dos condensados acopla-
dos, o tunelamento das particulas de um minimo para outro indicando a existéncia de um
acoplamento de Josephson externo entre os dois estados [29].

Um grupo de véarios pesquisadores, tanto tedricos quanto experimentais, propuseram
um esquema de dois fétons para popular estados excitados correspondentes a dois estados

hiperfinos do 4tomo [30]. Da idéia surgiu um método de obter misturas de condensados que



consistia em aprisionar, da maneira usual, particulas num determinado estado hiperfino e
com um esquema de dois fétons induzir uma transigdo para outro estado hiperfino dando
um completo acesso de um nivel hiperfino para o outro. A transi¢do de dois fétons usada
para mudar o estado hiperfino é mostrado na figura 1.1. O mecanismo funciona com a
aplicagdo de uma micro-onda numa freqiiéncia ligeiramente menor do que a diferenca de
energia entre o estado hiperfino com F' =1 e mp = —1 (|1, ~1)) e 0 estado hiperfino com
F=2emp=1(21)) do 8 Rb (=6.8GHz), juntamente com um campo magnético de
rédio freqiiéncia com ~2MHz. Isso conecta o estado |1, —1) com o estado |2,1) através

de um estado intermedidrio com uma. dessintonia de 2.2MHz do estado F' =2 e mp =0

(12,0)).

12,0>

11,-1>

Figura 1.1: O diagrama da transi¢do do estado hiperfino |1, —1) para |2, 1).

No caso dessas misturas temos dois papéis diferentes para o campo de radiacgdo. Em
um, o laser é usado para transferir 4tomos do estado hiperfino |1, —1) para o |2, 1) e depois
desligado. Nesse caso o papel do campo de radiagao € estabelecer o estado inicial da mis-
tura de dois condensados mudando a populagado de 4tomos de cada estado hiperfino [31].
No outro, caso este que estamos particularmente interessados, as medidas sdo realizadas
com o laser ligado [32] e, portanto, o campo de radiagzo tem como funcao acoplar os dois
estados, onde o acoplamento é definido como sendo de Josephson interno [18].

Recentemente, conseguiu-se observar condensados heteronucleares, ou seja, conden-
sados de elementos bosénicos distintos como *'K — 87Rb [33]. Nesse caso, conseguiu-se
esfriar os 4tomos de 'K até alcancar a temperatura de transicdo por contato térmico
com o condensado de 8Rb. Observou-se, também, misturas de férmions e bésons por

exemplo misturas de um gds de Fermi de °Li com um condensado de 7Li, [34], ou com



um condensado de #Na, [35].

Até entdo, todas as experiéncias mencionadas consideram nula a temperatura do sis-
tema. Das poucas experiéncias que investigam efeitos relacionados com a temperatura,
vemos como exemplo que, em condensados com uma componente, mediu-se a dependéncia
com a temperatura da energia e do decaimento das excitacdes coletivas [36, 37]. Observou-
se que as energias e os decaimentos dos modos dependem da temperatura, indicando uma
significativa interagdo entre o condensado e a nuvem térmica. Em misturas de conden-
sados nao temos conhecimento de trabalhos experimentais sobre os estados de equilibrio

em temperatura finita € nem das excitagoes coletivas em temperatura nula ou finita.

1.3 As teorias

Os condensados produzidos experimentalmente sao sistemas confinados, diluidos e
fracamente interagentes de gases de atomos bosbnicos a uma temperatura tao baixa que
pode-se considerar como nula. Gases corn essas propriedades sdo exemplos de sistemas que
sdo descritos pela teoria de Bogoliubov estendida para sistemas confinados onde supomos
que os dtomos ocupam o mesmo estado, denominado de funcéo de onda do condensado.
Nessa teoria a equacdo de Gross-Pitaevskii independente do tempo [38, 39, 40] determina
os estados de equilibrio [41, 42, 43]. A dindmica do sistema é dada pela equacdo de Gross-
Pitaevskii dependente do tempo [44] e sua linearizacio em torno do estado fundamental
descreve as excitagdes coletivas de baixa energia [45, 46, 47] e corresponde as equacgoes de
Bogoliubov generalizadas para sistemas confinados. Os célculos tedricos [47] reproduzem
os dados experimentais e sugerem, por exemplo, que as excitagoes coletivas estdo rela-
cionadas com a translacao e as oscilagbes monopolares e quadrupolares da densidade do
estado fundamental do condensado [48, 49)].

A teoria de Bogoliubov para misturas de condensados, tanto com acoplamento quanto
sem, é uma generalizacgo natural da teoria para o sistema de uma componente [18, 50].
Vemos, como exemplo, que para misturas de duas componentes desacopladas, isto é,
o numero de atomos em cada componente é conservado, temos duas equagoes de Gross-
Pitaevskii independentes do tempo acopladas [52] que determinam os estados de equilibrio.
De um modo andlogo, estende-se as equagoes de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

para misturas de condensados [18, 50] e sua linearizagdo em torno do estado fundamental
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determina as excitages coletivas do sistema [53, 54, 55, 56, 57] e correspondem as equagoes
de Bogoliubov generalizadas para misturas confinadas de condensados.

Em misturas acopladas ndo hé conserva¢ao do niamero de atomos de cada componente
da mistura, o que se conserva é o numero total de 4tomos. Nesse caso, a presenca de
apenas um potencial quimico e de um termo que transfere 4tomos entre os condensados
sao as unicas diferencas entre as equagoes. Como anteriormente, os estados de equilibrio
para misturas acopladas sao determinados resolvendo as equagdes de Gross-Pitaevskii
independente do tempo [18, 50| e sua dindmica é dada pela equagdes de Gross-Pitaevskii
dependente do tempo [51]. A lineariza¢do das equagdes de Gross-Pitaevskii dependente
do tempo em torno do estado fundamental descreve as excitagdes coletivas [18, 50].

Nas experiéncias em condensados confinados & temperatura nula, o nimero de dtomos
fora dos condensados é desprezivel (da ordem de 1% do ntmero total de dtomos) e a
teoria de Bogoliubov é vilida. Por outro lado, quando a temperatura é diferente de zero
e com o seu aumento, o efeito da presenca de 4tomos fora do condensado comeca a ser
consideravel e a teoria de Bogoliubov nao pode ser usada.

Uma teoria que leva em consideracio a presenca de uma nuvem térmica no sistema €é
a teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov a uma temperatura finita [59]. A teoria de Hartree-
Fock-Bogoliubov determina, de forma auto-consistente, os estados de equilibrio e as ex-
citagoes coletivas. Porém, no caso de um sistema homogéneo, o espectro de energia das
excitacoes coletivas tem uma lacuna no limite de momento nulo, o que viola o teorema de
Hugenholtz-Pines [60], que afirma ndo haver lacuna no espectro de excitagdo. Pode-se ir
além da teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov considerando-se as interagoes entre pares de
quasi-particulas e obter um espectro sem lacuna [61], porém essa teoria é computacional-
mente complicada.

Uma outra forma de contornar o problema da lacuna no espectro de excitacio foi
proposta por Popov [62] e consiste em desprezar de forma ad hoc a contribuigdo da den-
sidade de pares dos 4tomos fora do condensado na teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov.
Essa aproximacao foi usada em [63, 64] para determinar o perfil da densidade do con-
densado, a deplecdo e a dependéncia com a temperatura das energias de excitacdo de
um gds de dtomos bosodnicos confinados numa armadilha harménica. Para temperaturas
menores que 60% da temperatura de transi¢ao, os cdlculos estao de acordo com os dados

experimentais, porém quando a temperatura aproxima-se da temperatura de transicdo ha
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discordancia entre os valores calculados e os dados experimentais possivelmente por, essa
teoria, ndo considerar as excitagdes da nuvem térmica [64, 65, 66].

A teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov a temperatura finita pode ser estendida
para descrever misturas de condensados & temperatura finita. Existem poucos trabalhos
tedricos sobre misturas de condensados a temperatura finita. Um exemplo é o estudo,
na referéncia [67], do efeito da temperatura na estabilidade de uma mistura binaria de
condensados desacoplados.

Do ponto de vista teérico, varios trabalhos estudam as propriedades do sistema de
condensados no limite homogéneo. Apesar do carater qualitativo na comparagio entre
os calculos em sistemas homogéneos e em sistemas confinados, as vantagens conceituais e
computacionais de trabalhar numa geometria uniforme supera, em larga escala, possiveis
imprecisdes nesta comparacdo. Nao menos importante, sua simplicidade revela, para qual
intervalo de valores dos parametros do sistema, novos fenémenos ocorrem, sugerindo uma
investigacao tanto tedrica quanto experimental em sistemas confinados.

Nos atendo a4 misturas homogéneas de condensados, em temperatura nula e no limite
de gases diluidos, na referéncia [68] deduz-se a generalizagdo da teoria de Bogoliubov
para misturas de condensados desacoplados. Para misturas bindrias acopladas, a fracio
de dtomos em cada condensado, a energia de excitacdo e a estabilidade do sistema sao
estudadas em trabalhos recentes [58, 69, 70].

Em especial, a referéncia [70] mostra como reduzir a equacdo de Gross-Pitaevskii para
os estados de equilibrio a uma equagao para a fracao relativa de 4tomos nos condensados
que dependem de dois pardmetros de controle definidos pela combinaciao dos pardmetros
do sistema. Na determinacao dos estados de equilibrio mostra-se que existe uma regido no
espaco de pardmetros de controle onde tem-se uma estrutura de bi-estabilidade, ou seja, o
sistema pode estar em dois minimos locais. Como conseqiiéncia da bi-estabilidade ocorre o
fenomeno de histerese, ou seja, o estado do sistema depende de sua histéria, e o de colapso
de um dos estados de equilibrio, com a possibilidade de mudangas abruptas da fracio
relativa de atomos nos condensados. Para examinar até que ponto o termo de acoplamento
de Josephson influencia as propriedades da mistura de condensados, calcula-se a deplecao
dos condensados, o espectro de energia de excitagoes coletivas, sua estabilidade, a lacuna
e a velocidade do som. Os calculos dessas propriedades fisicas indicam que o acoplamento

de Josephson interno influencia a fisica de muitos corpos da mistura de condensados.
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No trabalho de tese, examinamos como as propriedades de uma mistura binaria de
condensados na presenca de um termo de acoplamento de Josephson interno dependem
da temperatura. Fizemos esse estudo no contexto da teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov-
Popov a uma temperatura finita e generalizada para descrever misturas homogéneas de
condensados acoplados. Investigamos o comportamento da bi-estabilidade do sistema
como funcio da temperatura. Calculamos quantidades fisicas tais como fragoes de 4tomos
condensados, lacuna do espectro de energia das excitacoes coletivas e velocidade do som
do sistema para elucidar o papel da temperatura nas propriedades de misturas coerentes

de condensados.

1.4 Escopo da tese

A tese estd organizada do seguinte modo:

No capitulo 2 utilizamos o principio de maxima entropia para deduzir as equacgoes
de Hartree-Fock-Bogoliubov para um sistema homogéneo de misturas de condensados
com acoplamento interno de Josephson a temperatura finita. Para contornar o bem
conhecido defeito da teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov, na qual o espectro de energia das
excitagoes coletivas tem uma lacuna no limite de momento nulo, mostramos como definir a
aproximacao de Popov para misturas acopladas de condensados. Seguindo a referéncia [70]
reduzimos a equacao de Gross-Pitaevskii a uma equacao para a fracao relativa de dtomos
condensados com os parametros de controle dependentes da temperatura. Deduzimos
expressoes explicitas para energias das excitagoes coletivas, a lacuna e a velocidade do
som.

No capitulo 3 apresentamos e discutimos os resultados dos cédlculos, como fungio da
temperatura, da populacao de dtomos nos condensados, da lacuna e da velocidade do
som e examinamos a dependéncia com a temperatura da estrutura de bi-estabilidade
determinada na referéncia [70].

No capitulo 4 finalizamos a tese com nossas conclusoes. Dedugoes mais formais foram

anexadas nos apéndices A e B para que o leitor nao se perca na leitura.
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Capitulo 2

A teoria e suas aproximacoes

“Os corpos distinguem-se uns dos outros em razdo
do movimento e do repouso, da rapidez e da lentiddo,
4

e nao em razao da substancia.’

Espinosa

2.1 O hamiltoniano do sistema

Supomos que o sistema seja composto por N atomos em 2 estados hiperfinos dis-
tingiiveis, |1) e |2), confinados em uma caixa de volume {2 e interagindo com um campo
de radiagido que acople os dois estados hiperfinos. Por ser homogéneo, escrevemos o ha-
miltoniano do sistema em segunda quantiza¢ao em termos dos operadores de criagao (de
destruicao), a' -(a,z), de um dtomo com momento k, no a-ésimo estado hiperfino, onde

ak
a = 1,2. Desse modo, o hamiltoniano na sua forma mais geral é dada por:

H= Yy

1 ~
i i
i Xﬁ: Z Vas( D)y 5,50k g Pk ok
«, k‘k"(j’

RE 4 i
v ;o5 + 2’; Z: Aaﬁaagaﬁ; + (2.1)
af kg

Nesse hamiltoniano, o primeiro termo corresponde a energia cinética do sistema. O
segundo termo descreve a interacao entre os 4tomos e o campo de radiacao, onde A,g, é

um elemento da matriz real e simétrica

-

(2.2)

NS T
.

eI
N—
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Os elementos diagonais dependem da dessintonia ¢ e introduzem uma energia de particula
independente efetiva para os estados hiperfinos. Os elementos nao diagonais sao as inten-
sidades do termo de acoplamento de Josephson, J, que permite a transicdo atomica de
uma, espécie para outra conservando o momento do dtomo.

O dltimo termo corresponde a interagao binaria entre os dtomos do sistema. O ele-
mento de matriz que aparece na expressao do operador de dois corpos, Vag((j), é dado

pela transformada de Fourier do potencial entre os 4tomos nos estados hiperfinos « e 3,

Vapl@) = [ Vag(Pe a7 (2.3)
onde V,3(7) é o potencial de interagdo entre os atomos. Como o potencial de interagdo
¢é hermiteano e invariante por reflexdo espacial segue que a transformada de Fourier do
potencial, Vaﬁ(q’), é uma funcdo real, par do momento transferido, ¢, e simétrica nos

indices hiperfinos.

Observamos que, nesse sistema, o operador numero de particulas
_ L
N =32 ¢k . (2.4)
= =
k

comuta com o hamiltoniano (2.1) fazendo com que o ndmero total de particulas seja
conservado. Entretanto, o niimero de particulas em cada estado hiperfino, cujo operador
é No =21 aLEaa,;, nao se conserva devido ao termo de acoplamento de Josephson.

Em um sistema cujo nimero de particulas é grande, N > 1, podemos assumir a
existéncia de dois estados quénticos coerentes de momento nulo correspondendo um para
cada estado hiperfino, e que esse estado quantico coerente seja auto-estado dos operado-
res de aniquilacdo de momento nulo, a9, com autovalor z,, a qual chamamos de fungéo
de onda do condensado da a-ésima espécie. A introdugao dessa fungio de onda no pro-
blema, é feita deslocando os operadores de criagao e aniquilagao dessas particulas por essas
quantidades,
fooot 1 s

=cl -+ 25050 | (2.5)
a’aE = caE + Za‘SE,o
assim os novos operadores de aniquilacdo tém como vacuo os seus respectivos estados
coerentes.

Ao fazermos a transformacio (2.5), expandimos o hamiltoniano (2.1) na ordem normal

dos operadores deslocados

H:H0+H1+H2+H3+H4 (26)
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onde

Ho =Y Aupzl2s +55 ZV 0)|z4|%|25]%, (2.7)
aB

Va i Vas(0
H, = Z (AQBZZ; + ( )|25|2 )Cao + Z ( ap28 + —#kg]zza) CLO (2.8)

aff af
hzkz 1 V NOTAY
ZZ ( ; lzﬁ‘2> t okt ZZ ( a0 2% | Cogtar +
20 Z Z Vas(k zaz[;c —c 7 T 2a25C,5C5 k), (2.9)
T
Z Z (Hk,)cﬁkcak, + zac;kc e Caiei) (2.10)
aB gk

e, finalmente,

4 QQZZVQB (j) a(k+¢j) B(k’ 3 ak Bkl (211)

aB g kk'g
Em termos dos operadores deslocados de criacao e de destrui¢ao, o operador de niimero

pode ser escrito como

[o

N = Z(|Za|2 + Z;Cao + Cloza + ZCLECQE) (212)
E

e esse operador comuta com o hamiltoniano mostrando a conservacdo do nimero de
atomos.

Notamos que a ordem normal estabelece uma hierarquia nos termos da expansio:
H, envolve somente particulas no condensado de 4tomos com momento zero, H; envolve
uma particula fora do condensado, H, duas, Hj trés e, finalmente, Hy envolve somente
particulas fora do condensado.

Uma aproximagao freqiientemente usada e introduzida por Bogoliubov em [14] consiste
em desprezar os termos de terceira e quarta ordem no numero de operadores de criagio e
destruicdo, Hs e Hy, sob o pretexto de que esses termos envolvem um numero de particulas
fora do condensado maior do que os outros termos e, portanto, despreziveis em relagéo

a Hy, H, e Hy. Com efeito, vemos nesta aproximacgao a necessidade do sistema ter uma
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fracao consideravel de particulas no condensado. Uma outra constatagao é que a teoria
de Bogoliubov conduz-nos a um hamiltoniano que nao comuta com o operador ntmero,
ou seja, quebra a simetria do nimero de particulas no sistema.

Quando a temperatura é diferente de zero, sabemos que o numero de particulas fora
do condensado torna-se importante, limitando, portanto, o uso da teoria de Bogoliubov.
Uma teoria que leve em consideracao a presenca de atomos fora dos condensados é a
teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov onde considera-se os termos desprezados da teoria de
Bogoliubov, H3 e H;. Assim, motivados por descrever o sistema a temperatura diferente
de zero, desenvolvemos a teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov para misturas através de uma

teoria variacional considerando todos os termos da expansao no hamiltoniano.

2.2 Principio de entropia maxima

O sistema a temperatura nao nula pode ser descrito por um operador de densidade
estatistica, D, que atua no espaco de Fock. Esse operador tem como caracteristica ser
hermiteano, definido positivo e de trago igual a unidade. Em termos de seus autovetores,

um operador de densidade estatistica € representado na forma
D=3 pifi)i (2.13)
i

com p; > 0etrD = 1=}, p;. Identificamos os autovalores, p;, como sendo a probabili-
dade de encontrar o sistema no estado de Fock |i¢). Um caso especial é quando o sistema
encontra-se somente num estado |i) (estado puro), isso corresponde a p; = §;;. Nesse
caso, o operador D se torna um projetor, D = |i)(i|, e, como tal, satisfaz a condicao de
D= D2

O significado fisico desse operador manifesta-se no calculo da média térmica de qual-
quer observdvel. Sabendo que o sistema € descrito pelo operador de densidade estatistica

D, a média térmica de qualquer observavel, A, é definida como
(A) =TrDA = pi(i|Als), (2.14)

onde o trago é tomado sobre todo espaco de Fock.
Em mecénica estatistica, uma das maneiras de obter o operador densidade estatistica

é buscar um que maximize a entropia do sistema. Para isso, devemos primeiro definir a
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fungio entropia como a média térmica do logaritimo do operador densidade estatistica,
S = —kgTrDIn D, (2.15)

onde kp é a constante de Boltzman. Dessa forma, usamos o principio de méxima entropia
e o método variacional para determinar um operador densidade de equilibrio que torne
a entropia um ponto de maximo, ou seja, um operador D, tal que 4.5(D.y) = 0, sujeito
as condicOes adicionais que o sistema tenha uma energia média, £ = (H), e um nimero

médio de particulas N = (N) conhecidos. Posto dessa forma, devemos minimizar o

funcional !
1
#(D) = TrD[E InD+ H — uN] (2.16)

onde ( e u sdo multiplicadores de Lagrange com = 1/kgT.

Considerando a variagao em (2.16) temos

5¢=%%anD+1+A+MH—uNﬂ (2.17)

onde A assegura a normalizagao do operador densidade estatistica, TrD = 1. Como d¢ é

nulo em D = D, e como 4D é uma variacdo arbitraria, vemos que
InDgy=—1-A—B(H — uN), (2.18)

e com isso, podemos afirmar

e BH-1N) (2.19)

(1] —

Deg =

O trago do operador D,, tem que ser igual a 1, com isso é possivel identificar a constante

= como a funcdo de particao grao-canoénica dado por

E = Tre AH-#N) (2.20)

2.3 Determinacao do hamiltoniano grao-canénico e-
fetivo

O operador densidade estatistica (2.19) é exato, contudo calcular a média térmica

usando esse operador € impossivel pois nao conhecemos uma base no espaco de Fock

'O funcional ¢(D) é conhecido como potencial termodinidmico, pois recupera o caso em que ¢(D) =

E—uN -TS.
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que torne H — uN diagonal. Para contornar esse problema usamos a teoria de Hartree-
Fock-Bogoliubov que aproxima o operador densidade estatistica por um operador teste
da forma

o~ BKes

D= Too=PRer

(2.21)

onde K.; é um hamiltoniano na forma quadrética nos operadores deslocados CLE ec.,

. 1 . -
Kef = % Z hag(k)c';gcﬂ,; +5 Z; Z(Aag(k)clgc;_g + Asg(k)egzcs i)y (2.22)
«, k «, k

-

cujos coeficientes, hag(E), Aag(E) e A%s(k), sdo pardmetros determinados através do

principio variacional.

Como K,s tem que ser um operador hermiteano, a matriz, h(E), cujos elementos sdo
0s hag(E), é uma matriz hermiteana e a matriz, A(k), cujos elementos so os Agp(k), é
uma matriz simétrica.

O hamiltoniano efetivo é determinado através do método variacional e consiste em

procurar valores de hag(E), Aag(E) € z, que minimizem o funcional
1
o= TrD[B InD+ H — uN]. (2.23)

Dado (2.21), mostrou-se na referéncia [71] que (2.23) pode ser reescrito como

In Eef

B

onde Z.; = Tre PKes, Ao minimizar (2.24), ¢ = 0, temos a expressio
f

6= — TrDK,; + TeD(H — puN) (2.24)

TréDKop = 6TeD(H — uN). (2.25)

que relaciona a variacdo da média de H — u/N com a variagdo da média térmica do
hamiltoniano efetivo, K., considerando os pardmetros variacionais desse hamiltoniano
efetivo fixo na variagéo.

Com o propésito de calcular a média térmica de H — uN, fatoramos as médias de
produtos de quatro operadores usando o teorema de Wick demonstrado no apéndice A.

Assim, vemos que a média térmica pode ser escrita como a soma de trés termos [71],

TeD(H — uN) = E. + Eg + Vi (2.26)
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onde

E. = Z( |za|2 Z VaB IEN |Zl3|2 + Z Aapzy2s, (2.27)
@ o,

corresponde a contribui¢do para a média térmica dos dtomos condensados,

h2k?
B = 2.2 (% —ﬂ) CLgCak) + D 2 Naslc]
a i afB i
1 .
+ = Z > Vas(0)(c! o cop ) chﬁk) +53 YN Vas(k — k)(cLE,cﬁ;,)(cLEca,;) +
B kkr .0 kk/
t 59 ZZVaﬂ — k) i (CakCsR)- (2.28)
aﬁ kk/

corresponde a contribuicdo dos 4tomos fora do condensado, e

zz(@| ) Mk+zz(

+ ZZVaﬁ(k (zazﬁ >+ Z zﬁ( akcﬁ k)) (229)

é o termo de interacdo entre os dtomos condensados e os ndo condensados.
Do principio variacional (2.25) somos capazes de deduzir os pardmetros do hamilto-
niano efetivo (2.21) derivando a média de H — uN em relacdo as médias térmicas dos

produtos bilineares de operadores deslocados. Desta forma, vemos que o termo hag(E) é

dado por
- OTYxD(H — uN
apl(k) = (T ), (2.30)
B(CQEcﬁ,;)
ou seja,
- h2k? 9
haﬁ(k) = 2_ —p+ = Z Vaa “Za’l + Z 'k' 'k' 5a,l3 +
+ Ao+ ﬁvaﬁ(ﬁ)zﬁza + = Z Vas(k — k) {c! e eCair)s (2.31)
e, por sua vez, o pardmetro do emparelhamento é dado por
-~ OTrD(H — uN
Aaﬁ(k) = P (T T )7 (232)
(el g )
ou seja,
e 1~ - B,
Aag(k) ﬁ (k)zaz5 + = Z Vag k‘ K )(Caic',cﬁ_];,). (233)



De (2.31) concluimos que hqp(k) = hga(E), ou seja, a matriz, h(k), cujos elementos sdo
os coeficientes hag(E), é hermiteana, consistente com a hipétese do hamiltoniano efetivo
ser hermiteano. De (2.33) vem que Aqs(k) é simétrico, com isso, a matriz, A(k), cujos
elementos sao os coeficientes Aag(E), é simétrica, concordando com o fato do hamiltoniano
efetivo ser hermiteano.

Notamos que o hamiltoniano efetivo (2.22) ndo comuta com o operador nimero, isso
implica, da mesma forma que na teoria de Bogoliubov, na quebra da simetria de niimero.
Entretanto, vemos que os coeficientes de (2.22) contém, de sua dedugdo, contribuicdes
de H; que na teoria de Bogoliubov foram desprezados. Esperamos, com isso, que a
aproximacao por um hamiltoniano efetivo (2.22) seja mais geral que a teoria de Bogoliubov

e que permita-nos descrever o sistema com uma deple¢ao nao desprezivel.

2.4 Equacoes de Hartree-Fock-Bogoliubov dependen-
te da temperatura

Deduzimos as equacoes de Hartree-Fock-Bogoliubov de maneira semelhante a descrita
por de Gennes na referéncia [72] para um sistema supercondutor.
Conhecidos os coeficientes do hamiltoniano efetivo (2.22) determinamos, a partir deles,

um hamiltoniano efetivo de quasi-particulas livres,
ef - ZZE k 'yk (2'34)

Isso é possivel pois sabemos que um hamﬂtomano bosonico quadratico nos operadores
de criagdo e aniquilagdo pode ser diagonalizado por uma transformacio canodnica nos

operadores deslocados, d

o (Caf);
= 3, [uay (B)b,z + 0%, (B)B! ]
cL,; = zv[ucw(l?)b* + vcm(k) b, ]

onde os coeficientes uag(E) e ’Uag(E) transformam o hamiltoniano efetivo (2.22) no ha-

(2.35)

miltoniano efetivo de quasi-particulas livres (2.34). Essa transformagao é conhecida por
transformacgado de Bogoliubov. Como a transformacao é candnica devemos impor as se-
guintes regras de comutagdo para os novos operadores,

b O ol = 5& a’d“ L’
{ [ ak k] & ke k ) (236)
(6o bori] = 0
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Assim, da equacao (2.35) vemos que

)UEW(EI)[ 7k’ ]+U (E)Uﬂn(l?)[b _B n Bt

sy
Q

X
IDO—"
&

Il
—
I~

R

2

—
=1

Ysn(K) b5, b, o] + iy (K)uy (R[B! g, B2 ]} = 60,05 0 (2.37)

+
1S3
o3

2
oyt

com isso, e das condigées (2.36), temos que

> oy (BYuf, (E) — 05 (k)0 (E) = 8,p, (2.38)
e
chegando assim, a uma condigdo de completeza para os coeficientes da transformacéo
(2.35).
Do mesmo modo, vemos que os comutadores
[CQE’ cl@];’] = Z{ua')’( )u,@"](k )[b'yE’ bng’] + ua')'(k)vgn(kl) [b'yk’ bj:’ k’]
B

Ry (F)B g b + 0 (B3, (OB bl =0 (2:39)
sdo nulos, e, de (2.36), temos
Z ua’Y vﬂ'y v:z'y (E)uﬂ’Y (E) = O) (240)

onde usamos a propriedade de que o sistema ¢ invariante por reflexao espacial, implicando
em uqg(k) e vas(k) serem fungdes pares de k.

Agora, vamos determinar as equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov usando as proprie-

dades dos comutadores.

O comutador do hamiltoniano efetivo de quasi-particula, (2.34), com o operador des-

locado c_j; €

[Kesscafl = Zuaﬂ ey, bgil + Vi (R)[Ker, 0] ]

-

- —Z E(k)[uap(R)bgg — vag (B)B]_] (2.41)

Isso se deve ao fato do comutador do operador transformado b_; com o hamiltoniano

efetivo de quasi-particula ser dado por
[Kes, bog) = _Ea(l;)ba;; (2.42)

e da mesma forma o comutador do operador transformado blE com o hamiltoniano efetivo

de quasi-particula seja

T pt
[Kes, b ] = Ea(R)0 . (2.43)
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Como o hamiltoniano efetivo é hermiteano, vemos, imediatamente, que o comutador

do hamiltoniano efetivo de quasi-particulas com o operador deslocado CLE é dado por
[Keh <, Z Eg(k [U’aﬂ b ~ Vag(k ) 5 il (2.44)

Por outro lado, calculando os mesmos comutadores usando a expressao do hamiltoni-
ano efetivo, equacao (2.22), temos

[K€f7caE] = Zzhﬂ’Y ﬂk’ 'y k» ak] +
ﬂ'r k

ZZ(Aﬂ‘rk)[%pc o o‘,C]—I-Am(k’)[ 58 Cyi Cal)- (2.45)

ﬂ Yk
Como os operadores deslocados sdo operadores bosonicos, segue que
(et o) = = 3 lhoor (R)eyi + Bawr (R, g (2.46)
Da mesma forma vemos que
[Keg,c ] = Z[ rer (B)e 2+ AL (B)ey ). (2.47)

Substituindo a transformagéo (2.35) em (2.47) chegamos a
[KepsCopl = — Z aar( Uoz’ E) + Aaa’(E)va’v(E))b71€ +
+ (haa/ (k)0 () + Do (E)u;,y(E))bi_E (2.48)
e, do mesmo modo, a

[Kefv CLE] = Z(hza’(E)uz’v(E) + Aaa’ (E)v;’v(’lg))b;g +

a’y

+ (haa’ (k)’Ua/ ( ) + Aaa’ (E)ua’7(E))b7—E (249)

Relacionando (2.48) e (2.49) com (2.41) e (2.44) respectivamente, temos a seguinte ex-
pressao

ZEV(E)[Uav(E)bﬁ - v;q(l;)bi_g] = Z(haa’(];)ua’v(;) + Aaa’(E)va’v(E))b7; +

o’y

+ (hoo (k)05 (k) + Dow (k)ul. (k))b!

! o (250)

e seu complexo conjugado.
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Como os operadores transformados, b' . e b %> sdo independentes entre si, podemos
ak «a
igualar os coeficientes dos operadores de quasi-particula em (2.50), e dessa forma obtemos
as equacoes de Hartree-Fock-Bogoliubov do sistema

E,Y(E)UQ,Y(E) = Z(haa’(g)utx”y(g) + Aaa’(g)va”)'(g))? (251)

al

— B (k)vary () = Y (B (kYvarn (k) + Ay (B)tters (K))- (2:52)

o

Uma maneira de reescrever (2.51) e (2.52) é usar uma forma matricial

hua(k)  hia(k) Au(k) Anp(k)\ [u(F) 10 0 0Y [un(k)
hlz(li) hzz(’g) Alz(’f) Azz(’f) u2‘7(§) — E,(F) 01 0 O u2‘7(’§) (2.53)
Afi(k) A(k)  Rii(k)  hia(k) V14(k) 00 -1 0 v14(k)
A(k) Asy(k)  Ria(R)  h3a(k) ) \wz(R) 00 0 -1/ \vx(k)

As equagdes de Hartree-Fock-Bogoliubov, (2.53), equivalem a uma equagdo secular de

uma matriz ndo hermiteana. Para mostrar essa propriedade basta reescrever (2.53) como

M (k)X (k) = E, (k) X, (k), (2.54)
I 0 . hk) Ak . . hR) AR
onde n = (0 —I) e H(k) = (A*(E) h*(E))’ ou seja, nH(k) = (—A*(E) —h*(E))

)

é a matriz nao hermiteana a ser diagonalizad
Os autovalores reais e positivos de (2.54) sdo os dois ramos de excitagdo coletiva do
sistema. Os autovetores, (X, (k))! = (u{7(E) u§7(E) v{7(E) v§7(E) ), sdo os modos
normais e sdo normalizados com a métrica bosonica, (Xv(l_c‘))TnXA,(E) =1.
A equagdo secular (2.54) nao é linear e pode ser calculada de forma auto-consistente,
ou seja, a matriz a ser diagonalizada depende dos autovalores, autovetores e da solugdo

de Gross-Pitaeviskii a serem determinados.

2.5 Equacoes de Gross-Pitaevskii dependente da tem-
peratura

O funcional, ¢, descrito na equagéo (2.23), depende do operador densidade, (2.21), e
das funcoes de onda dos condensados, z,. Como vimos, a minimizagao desse funcional

com respeito as médias térmicas dos produtos bilineares dos operadores deslocados leva
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as equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov para as excitagoes coletivas. Por sua vez, a
minimizagdo com respeito as fungées de onda dos condensados levam as equagoes de

Gross-Pitaevskii.

Assim, ao minimizarmos o funcional em relacao as fungoes de onda do condensado,

chegamos a:

8TtD(H — uN) _ §TrD(H — uN)

o = o =0 (2.55)

pois o tnico termo dependente das fungdes de onda dos condensados, z,, é a média térmica
do hamiltoniano grao-candnico, H — u/N. Dessa forma, as equagoes de Gross-Pitaevskii
[=) ? )

para condensados com duas componentes sao dadas por:

( ZVaB (|26 +Z xCok)) )Za+
N zﬁj( ag+QZVag o ak))zw
é;zvaﬁu%xcazcg_az;:& (256)
k

As quatro equagées deduzidas de (2.56) sdo as equagdes de Gross-Pitaevskii estendidas
para o caso em que o sistema tenha duas componentes. Essas equagoes dependem das
quatro incégnitas, que sdo as funcées de onda dos condensados, z,, do potencial quimico,
, das deplegbes, <CLECQE>, e das densidades de pares, (cﬁ,;ca_,;).

As incégnitas devido aos dtomos fora do condensado sdo determinadas pelas equagées
de Hartree-Fock-Bogoliubov (2.53). Com isso, o sistema de cinco incégnitas necessita de
somente mais uma equagdo para ficar determinado e essa equagdo vem do ntmero de

particulas no sistema dado por:
Z (|20l + Z ! c.p) (2.57)

A equagdo de numero (2.57), as quatro equagbes de Gross-Pitaevskii (2.56) e as
equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov (2.53) determinam as fungées de onda dos con-
densados, o espectro e os modos de excitagao coletiva.

Antes de prosseguir na discussao de como resolver as equagoes de Gross-Pitaevskii e de
Hartree-Fock-Bogoliubov, investigamos as conseqiiéncias da conservac¢io de ntiimero total

de particulas do sistema nas propriedades dessas equagoes.
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2.6 Invariancia de calibre do sistema

Em geral, dada uma transformacao, se o hamiltoniano for invariante por essa trans-
formacao dizemos que ha uma simetria no sistema referente a ela e como conseqiiéncia
vemos que hd uma constante de movimento associada a essa simetria.

Uma simetria a ser considerada no nosso caso é a conservagao de nimero. Sabemos que
o hamiltoniano (2.1) comuta com o operador nimero, ou seja, o nimero total de particulas
se conserva. Assim, para que a teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov fique consistente com
essa simetria, esperamos a existéncia de uma transformagao nos parametros variacionais
que torne as equagbes de Gross-Pitaeviskii e as equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov
invariantes.

A transformacao associada a simetria de niimero é a transformagcéao de calibre, ou seja,
a multiplicacdo dos operadores de criacdo e de aniquilagao por uma fase,

Gof = € Vagg

i i0 1
- —> -
aak ¢ aak

(2.58)

E facil verificar que o hamiltoniano (2.1) permanece o mesmo por essa transformacao.
Nas fungdes de onda do condensado e nos operadores deslocados, a transformagao (2.58)
age como

2y — €92,

Coip — e‘ieca,; (2.59)

t 0 .1
o -
cak ¢ Cak

o que implica na seguinte transformacao dos parametros de Bogoliubov,

Uap(k) — e Ouyp(k) (2.60)

vig(k) — e Purg(k) '

A transformagdo (2.58) torna as equagbes de Gross-Pitaeviskii invariante pois vemos,

por inspecdo, que o fator e fatora ao fazer a transformacio dos parametros nas equacdes
de Gross-Pitaevskii (2.56).

A transformacgdo (2.59) faz com que as expressdes dos parametros variacionais do

hamiltoniano efetivo sofram a seguinte transformacao

-

hag(k) — hag(k)

_ ) . (2.61)
Aaﬁ(k) - e_zzoAaﬁ(k)
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Para mostrarmos a invariancia das equagdes de Hartree-Fock-Bogoliubov (2.53), aplicamos

a transformacao (2.59) nelas e vemos que
k
( )>, (2.62)

hk)y e AKR)\ (e Pu, (k) _ it 0 e~ 0.,
eBA* (k) h*(k) efu By ) 7(k) 0 -1 . (k)

=

7 U’l’Y(E) -' v1y (k)

onde u, (k) = . | ev,(k) = . |. Podemos reescrever (2.62) como

v y
U’2’Y(k) U2'y(k)

(ony o) () =20 (s ) (U

e com mais uma manobra algébrica chegamos a

e o R(E) A(R) uwy(B)\ o (e 0 1 0 U~y (K)
( 0 ew) (A"(E) h'(E)) (u7(E))’E7(k)( 0 e“’) (o —1> (W(E)) (2.64)

que nos conduz a invariancia das equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov.

) e

2.6.1 Simplificagoes nas equagoes de Gross-Pitaevskii

Na secg@o anterior mostramos que as equacoes de Gross-Pitaevskii e Hartree-Fock-
Bogoliubov sdo invariantes pela transformacdo de calibre (2.58). Isto permite assumir
que uma das fung¢des de onda do condensado seja real. Assim podemos escolher z; tal que
seja real e positiva, isto é, z; = 2] = /Ny, com 8; = 0. Além disso, procuramos solugoes
das equagoes de Gross-Pitaevskii tais que as fungoes de onda dos condensados sejam reais,
2y = /Npze™%2 com 8, = 0 ou 8, = 7. A conseqiiéncia dessa restricdo é que agora temos
duas classes de estados de equilibrio, uma onde as funcoes de onda dos condensados tém a
mesma fase, 612 = 0, — 6, = 0 (modo 0), e outra onde tém fases opostas, 1o = 02— 6, = 7

(modo 7). Impondo essas condigbes nas equagoes (2.56) podemos escrevé-las como

1 -
q 2 Vas(0) N0g+z LRCoR)) +
B

+ Zcos@am /]]:[[0/3 (Aaﬁ + % > Vas(R)(clgeop) + (ca,;cﬁ_,;>]) (2.65)
O k

onde 0,5 = 03 — 0, € cos b5 = 1.
Dessa expressdao vemos, imediatamente, que uma condi¢ao suficiente para que as
funcgoes de onda, z,, sejam reais é impor, por sua vez, que as médias térmicas do pro-

duto bilinear dos operadores deslocados, (c;];ca,;) e {c,zC5_) sejam reais. Essas médias
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térmicas estao relacionadas com os autovalores e os autovetores das equacoes de Hartree-

Fock-Bogoliubov através das expressoes

caits-i) = [ (5 +14(F)) (e B30y (B) + 0y (Brssn(F)] (2.66)
(el cogp) = D1y (B)ua (k)up, (B) + (1 + vy (B))vay (R) v}, (k)] (2.67)

onde V7(E) = m é o ntimero de ocupacdo de quasi-particulas no modo v e com
momento k. A demonstracio de (2.66) e (2.67) pode ser vista no apéndice A.

Com isso, assumir que essas médias térmicas sejam reais é equivalente a tornar as
componentes dos autovetores, uag(E) e vaB(E), reais. Isto é consistente com as equacoes
de Hartree-Fock-Bogoliubov, equagdo (2.53), pois nesse caso, vemos das equagoes (2.31) e
(2.33) que haB(E) e Aqp(k) séo elementos de matrizes reais e simétricas, conseqiientemente,
0s parametros uqs(k) e vaB(E) podem ser escolhidos reais.

Das equagoes de Gross-Pitaevskii e da equagdo de ntimero somos capazes de calcular

os parametros dos condensados, Ny, e u. Realmente, igualando as duas expressdes para

o potencial quimico em (2.65) chegamos a

1~ 1.~ .
0 = An—Ax+ ?2“/11 (No1 + Z CzC1E)) — 5‘/22(0)(]\702 + Z(ngczE» +
k
1~
+ 5‘/12 ) (Noz2 + Z iCok) — Now — Z(CI;CUE» +
k
1 - o
+ 5 Z[Vu(k)((Cl,;ClE} +(cyper_ ) — Vaa(R)((chon) + (copea i) + (2.68)
/Noz /N01 7 1 (L
+ ( Nos NOQ) cos 612 [J + = Q Z V12 k CZk 5 % Vlg(k) <CIECQ—E>
com
N = Noy+ N+ Z(%;%E% (2.69)
@ k

o que determina os valores de Ny, e Ny, desde que sejam conhecidos os valores das médias
P t 5
térmicas dos produtos de C 7€ Cup-

Para simplificar as equagoes de Gross-Pitaevskii, introduzimos a fracdo relativa de

atomos nos dois condensados, f, como a razdo da diferenca de nimero de atomos con-

densados em cada estado hiperfino pelo nimero total de 4&tomos condensados
s Noi — Npz

= 2.70
f No1 + Npz ( )
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e a deplecao total do sistema, x, como a razao do numero total de atomos fora do con-

densado de ambas espécies pelo nimero total de dtomos

x = 3 Sllclgess) + (el
k

(2.71)

Das definigdes (2.69), (2.70) e (2.71), o niimero de dtomos condensados em cada estado

hiperfino é dado em termos dessas quantidades como

{ Nor =5 (1=x)(1+f)
Noz = F(1=x)(1 - f)

[Nee  [Noo _ _ 2f
Noy Noa ,/1_f2'

Com isso podemos reescrever (2.68) como sendo

0 = 6+ 3(—1—1"—)(1711(0) — Va(0)) +

2
b & SUT(0) + Vi B) — Tial0))iel o) + T (Beseer ]
k
Y (V(0) + Vo) — Vra(0))elgene) + VaaB ey i) +

E

N M(mm + Vra(0) — 2722(0)) F —
l—r 7 2f
— cosf) [J a % mz(k)“CIEC?E) + <01502_E>)J \/1_%—]‘:5

onde p é a densidade total do sistema.

(2.72)

(2.73)

(2.74)

Vemos, na equacio (2.74), um termo independente de f, um termo linear em f e, por
tltimo, um termo linear em f/4/1 — f2. Para esclarecer o significado fisico dessa equacao

que determina a fracdo relativa de 4tomos nos condensados, definimos os coeficientes de

cada um dos termos acima.

O termo independente de f é a dessintonia efetiva

S = %{(5 + p(l 2_ X)(VII(O) — Vas(0)) +

+ éZ[(VIl(O) + Vi (k) - 1712(0))@:;015) + Vu@)(g,;q_,;)] -
k

- ~

& SlTa(0) + Voal) ~ Va0 ebgesg) + VonlR) ez )},
k
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o coeficiente do termo linear em f é o parametro de interacdo mutua efetiva

a6 = 212X (74(0) + Vial0) — 27(0)), (2.76)

e, finalmente, o coeficiente do Ultimo termo é o coeficiente de Josephson efetivo dado por:
1 = L =
Jer =J+ 5 Z Via(E)(c egp) + Q Z Via(k){ey5¢,-5)- (2.77)
k k

Diferentemente da referéncia [70], a dessintonia efetiva, des, € a dessintonia do sistema
em temperatura nula e deplecao desprezivel mais contribui¢cbes que envolvem a interagdo
de atomos condensados e nao condensados. Por sua vez, a interacdo mutua, a.s, ob-
tida no nosso caso difere do correspondente em [70] por ser proporcional a densidade do
condensado enquanto em [70] é proporcional 4 densidade do sistema.

O Josephson efetivo difere do definido em [70] por conter termos que envolvem a
interacdo entre dtomos condensados e dtomos nao condensados. Como exemplo para
elucidar o significado fisico desses termos, vemos que, do mesmo modo que o acoplamento
de Josephson é responsdvel pela transi¢do que troca o estado hiperfino de d4tomos nos
condensados, o segundo termo de (2.77) faz essa transi¢ao através da intera¢do entre um
atomo no condensado com um nao condensado.

Introduzidos esses pardmetros, podemos reescrever a equagdo (2.74) como

5ef+aeff—.]ef005912—f— =0 (2.78)

V1—f?

que se dividirmos por J.; teremos uma expressdao dada por

Aes + Aesf — cos912———]i——_— =0, (2.79)
onde Acf = bep/Jef € Aef = aes/Jes. Comparando com a obtida em [70] vemos que elas
tém a mesma forma diferindo no fato de que, no nosso caso, os parametros de controle
dependem do estado do sistema. Naturalmente, se desprezarmos as quantidades que
dependem dos 4tomos fora dos condensados na equagdo (2.79), retornariamos a equagéo

da referéncia [70].
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2.6.2 As energias das excitagoes coletivas

Ao escolhermos que todos os parametros das equagoes de Gross-Pitaevskii sejam reais,

vemos, por inspecdo, que os parametros do hamiltoniano efetivo sao reais,

has(k) = b2 4(k
{ o(h) = hag(k) (2.80)
Aaﬁ(k): Zﬁ(k)
Isso simplifica a equacéo secular, (2.54), pois agora temos um problema de diagonalizacao,
hi(k)  ha(k)  An(k)  Awnk) w1 (K) u14(k)
hia(E)  hoo(K)  Ap(k)  Asa(k 2y (K . k
o b)) dalh) | | e ®
—Aui(k) —Ai2(k) —hu(k) —hia(k) | | viy(k) v14()
~D1a(R) —Dx(k) —hiak) ~ha2(R)/ \vey(k) vay(K)

onde a matriz a ser diagonalizada é real.

Como queremos estados de equilibrio estaveis, devemos considerar somente as energias
de excitacdo do sistema que forem reais e positivas. Essa condi¢do implica que a matriz,
’H(E), seja sempre definida semi-positiva, como demonstrado na referéncia [71], Uma
conseqiiéncia dessa propriedade é que os autovetores podem ser escolhidos reais. Desse
fato, concluimos que as solugées de Hartree-Fock-Bogoliubov sdo consistentes com as
consideracOes feitas para as solucoes da equacao de Gross-Pitaevskii.

Ao diagonalizar (2.81) chegamos & equagao de quarto grau nos autovalores dada por: '

E, (k)* — &k)’E, (k) +T(k)* =0 (2.82)

onde a solucao séo os dois ramos de energia

B_(R) = p\[e(Ry2 — \Je(Rys — 4T (o
. - = — (2.83)
B (F) = %\/ 2(R)2 + J2 Ryt — 4T (R
E(RY? = (3,(F) + Wy (F) + 205, (0)) — (A%, (B) + A%(F) + 205,()),  (284)

) (
— (Apa(kYhaa(k) — ha1(B)A2s(E))? ~ (Ara(k)haa(k) — hao(K) A1 (K))? —
= 2(hn(B)A12(K) — hia(B)AL () (haa(B) Az (k) — hia(E)Am(E)).  (2.85)

1
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Apesar de ser possivel encontrar expressées analiticas para os autovetores de (2.81),
nao fizemos pois sua forma explicita é complicada e desnecessaria para a compreensao das
propriedades fisicas do sistema.

No limite de momento nulo esperamos, pelo teorema de Hugenholtz-Pines [60], que o
ramo de menor energia se anule. No entanto, a presenca da densidade anémala, (c, ¥Ca i
que corresponde a correlagdo de pares de atomos fora dos condensados com momentos
opostos, introduz uma lacuna nas energias de excitagao no limite de momento nulo.

O mesmo acontece em condensados com uma componente. Nesse caso, o problema
da existéncia da lacuna é contornado desprezando os termos que envolvem a densidade
anoémala. Essa aproximacdo ad hoc, conhecida como a aproximacao de Popov, tem uma
analoga no caso de condensados de duas componentes acopladas como demonstraremos

adiante.

2.7 Aproximacao de Popov

Como dissemos, uma maneira ad hoc de corrigirmos a teoria, de forma que um dos
ramos do espectro de excitacdo ndo tenha lacuna, é desprezar a densidade anémala do
sistema, (ca,;cﬁ_,;) = 0. Ao fazermos isso, vemos que os termos de emparelhamento

dependem somente das fungoes de onda dos condensados,

v 1 o
Aaﬁ(k) = aVaﬁ(k)zazﬁ, (286)

0 que mostraremos implicar em
lim E_(k) = 0, (2.87)

E—0
evitando, com isso, a lacuna no espectro de menor energia de excitagdo do sistema.
Provamos a afirmagao (2.87) mostrando que se desprezarmos as densidades anémalas,
(cozCs i) € (CLECL_ z), nas equagdes de Gross-Pitaevskii (2.56) e de Hartree-Fock-Bogoliubov
(2.51) e (2.52), as equagbes de Hartree-Fock-Bogoliubov tém uma solugdo de energia zero
quando o momento da excitagdo é nulo, k=0.
Realmente vemos que, desprezando a densidade anomala e no limite de k= 0, as

equagoes de Gross-Pitaevskii (2.56) sdo dadas por
=~ Nﬁ ]. -~ s T
25: Vaﬁ(O)ﬁ —u|za + zﬁ: Aos + a Z Vag(k)(cﬁgca,;) 253 =0 (2.88)
E
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onde N é o ntimero total de particulas no (-ésimo estado hiperfino. E as equacdes de

Hartree-Fock-Bogoliubov sdo dadas por

By (0)tanl0) = (Zvaﬁ )~ im0+

8 k
+ 3 Vapl(0) 22 0s,(0) (2.89)
. 8
B, (0)0ar 0 ( 7os(0 % - )0 +
+ Eﬂ: ( )Z;‘SB + é 2,;: Vaﬂ(E)<ClECﬂE)>Uﬂ7(O) +
+ Xﬂ: 0(0)2222 g (0). (2.90)
Ao identificarmos ug,(0) = 23 e vg,(0) = —2; e considerando a energia nula, £,(0) =

0, temos uma solugdo para as equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov na aproximacao de
Popov com energia nula, pois a equagio (2.89) se reduz a equacdo de Gross-Pitaevskii
(2.88) e a equagdo (2.90) a seu complexo conjugado. Para completar a demonstracéo, sé
nos resta identificar o modo de energia nula no limite de momento nulo como sendo o
modo (—). Como consideramos somente energias de excitacdo reais e positivas, sabemos
que a energia do modo (+) é maior ou igual a0 modo (—), E4 (k) > E_(k), e, portanto,
o ramo que se anula na aproximagéo de Popov é o do modo (—).

Salientamos que a associagao dos autovetores no limite de k — 0 aos modos de Golds-
tone, modos que se degeneram com o condensado, s6 € possivel se fizermos a aproximacao
ad hoc de Popov. Apesar de ndo conseguirmos buscar uma justificativa razodvel para essa
aproximagao, vamos usa-la daqui em diante pois ela considera a interacao de pares no
condensado e, diferente da teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov, nao contem a indesejavel
lacuna no espectro de energia.

Nesse ponto é apropriado especificar o potencial de interacdo entre os atomos. No
caso de um gés diluido, ele pode ser aproximado por uma funcio finita, independente do

momento, parametrizada pelo comprimento de espalhamento de onda s, a,g, € dado por

Vaﬂ(E) = —— = Aag, (2.91)



onde uma discussao sobre a validade dessa aproximacao pode ser encontrada na referéncia

[73] e usaremos essa aproximacao daqui por diante.

2.7.1 A equacgao de Gross-Pitaevskii na aproximagao de Popov

Diante de tais aproximacoes, a equagdao de Gross-Pitaevskii é escrita em funcéo da
densidade de particulas de cada espécie presente nos condensados, pg1 = Np1/Q € po2 =
No2/Q, e em fungdo da densidade de particulas de cada espécie fora do condensado,

denominadas como deplegoes do sistema e definidas como
ot
dgo = 9 Z(cal;cﬂ,;). (2.92)
k
No limite termodinamico?, a deplecao é determinada pela integral
1 oo, 4 9
dsa = 55 /0 (c! cor) K2dE (2.93)

onde a média térmica, (cLEcﬂ,;), depende do moédulo de k e, de (2.67), pode ser escrita

como

<CLECﬁE> = Z[Vv(k)uav(k)uﬁv(k) + (1 + vy (K))ary (K)vg, (K)]. (2.94)

i8]
Com as densidades e as deplegoes definidas no limite termodinamico, vemos que a

dessintonia efetiva em (2.78) é dada por

1+
25ef =+ %()\11 — )\22) + ()\11 + )\22 — )\12)(d11 — d22), (295)

a interacdo mutua é reescrita como

1-—-
aef = '0(—4&()\11 + )\22 - 2)\12), (296)

e o coeficiente de Josephson efetivo é

Jef =J + )\lgdlg. (297)

2Ao aplicar o limite termodinamico (N — oo, 2 — co e N/ — p # 0) a somatéria nos momentos

transforma-se em ZE — (—2% fk2 sin O dkdbrdopx.
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2.7.2 A lacuna e a velocidade do som na aproximacao de Popov

As aproximacoes feitas para esse modelo faz com que os pardmetros do hamiltoniano

efetivo possam ser escritos, também, em funcao da densidade do condensado e da deplecio.

Dessa forma, os parametros sio dados por

- h2k?
haﬂ(k) - ( 2m — K + Z)‘aa'(pOa' + daa')) 5a,ﬂ +

+ A+ )\ag[COS 8as+/PoaPos + dag], (2.98)

que ao substituir o potencial quimico,
u= Z l)\ag(pog + dgg) + cos eam / I'Z%ﬂ (Aag + )\agdag)J , (2.99)
ﬂ [0

determinado pelas equagoes de Gross-Pitaevskii em (2.98), temos

hu(E) ik + A11p01 — €OS 912\/%0] + A12di2)
k

=2m

hgz( ) % + )\22,002 — COS 9121 /;Lg;‘(:] + )\12d12) 3 (2100)
hiz = J + A12di2 + A1z cos 6124/Po1 P02

e os emparelhamentos

Aag = COS Oag)\ag,/pmpog. (2.101)

Considerando o modo m, pois o estado fundamental estd nesta classe de solugdes [70],
e dado as expressoes analiticas para os parametros (2.100) e (2.101), podemos, pelas

equagoes (2.83), (2.84) e (2.85), achar expressdes explicitas para as energias de excitacao

do sistema.

Assim, de (2.84), vemos que (k)% é um polinémio de segunda ordem em e,
&(k)? = 262 + 216 + co (2.102)

onde

2
Co = ‘]e2f ( % + %) + 2Jef\/p01p02()\11 + )\22 - 2)\12), (2103)
V V 01

c = Jef ( pﬂ + @) + )\11/)01 + )\22,002, (2104)
\/ Po2 V Po1
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Rk?

2.
o (2.105)

€ =

é a energia cinética de cada atomo.

Por sua vez, o discriminante das energias de excitacdo do sistema, é(k)* — 4T'(k)*, é,

também, um polindmio de segunda ordem em e,

Lyt

é(k)" — AT(k)* = dcsel + doaer + f, (2.106)

rol + @E> + )\11p01 —+ )\22p02) X (2107)
Po2 V Po1

2
X (Jer ( Po &> + 2Jepv/por1po2(A11 + Aoz — 2)\12)) —

Po2 Po1

com

— Jey ( Pt 4 @3) (QJef\/PmPoz (Au‘pﬂ + )\22@2 + 2>\12) + 4po1P02(M1A22 — A%z))
02 Po1 Po2 Po1

2
Cy = Je2f ( —Zﬂ + BOE) + 2Jef\/p01p02()\11 + )\22 - 2)\12) - (2108)
v 02

Po1
Po1 Po2 2 9
—  2Jef/Po1P02 ()\11p— + )\22p— + 2)\12) + (AM1po1 + A22P02)° — 4po1poa( A1 A2 — ALs).
02 01

Com isso, os dois ramos de energia de excitagao s@o dados por

2

Ei(E) = $€z + C1€x + 0—20 + \/03612c + Cco€x + % (2109)

No limite de momento nulo, o ramo de energia de excitagio do modo (—), E_(k),

tende linearmente a zero, como esperado, e o outro, £, (k), tende a um valor finito, a

lacuna, e dado por

g=E.+(0) = \/ao. (2.110)

Do ramo do modo (—), podemos extrair a velocidade do som segundo o critério de

Landau [74] na qual
. OE_

36



assim obtemos
1 C
2 2
= - 2. 2.112
Ys 2m (Cl ) ( )

ou, mais explicitamente,

v? (po1 + po2) (‘]"’f (/\11;’3_; +Asap + 2’\12) + 2¢/porpoz (A1 A2z — /\§2)>

= - 5 (2.113)
Jef ( ‘:—gé + %) + 24/Po1poz (A + A2z — 2A12)

Inspecionando as expressdes para as energias de excitagdo, (2.109), vemos que no limite
de momento muito grande, K — o0, as energias convergem para a energia cinética dos

atomos somado a uma constante,

E_(k +a—ve
{ (k= 00) = e+ (2.114)

Eo(f— o0) — e + S50E

A velocidade do som, por ser proporcional a densidade de dtomos condensados, vZ o

(po1 + po2), tende a zero na temperatura de transicdo, entretanto o mesmo nao acontece

. 2J. ~
para a lacuna pois essa tende a 7—1"—[—2 que nao se anula.
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Capitulo 3

Apresentacao e comentarios dos

resultados numeéricos

3.1 Meétodo da solucao das equacoes de Gross-Pitaevskii
e de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov

Entendemos o sistema de equacoes como dois grupos, a equacgdo de Gross-Pitaevskii
que determina as densidades dos condensados de cada espécie no estado de equilibrio, e
as equacdes de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov pelas quais determinamos os modos de
excitacao coletiva do sistema. Esses dois grupos sdo dependentes entre si, ou seja, hd
um acoplamento entre a densidade de particulas no condensado e os modos coletivos do
sistema. O acoplamento na equacao de Gross-Pitaevskii estd na presenca das deplegoes,
dap, nas expressoes que definem os parametros de controle do sistema. J4 nas equagdes de
Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov, ao construirmos os elementos de matriz, vemos que eles
dependem da densidade do condensado em ambos estados hiperfinos. Posto dessa forma,
vemos que a equagao de Gross-Pitaevskii e as equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov
devem ser resolvidas auto-consistentemente e simultaneamente.

Estamos interessados em resolver a equacdo de Gross-Pitaevskii e as equagdes de
Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov para uma temperatura, 7', menor que a temperatura de
transicao na qual o sistema deixa de ter uma populagao macroscépica no estado com mo-
mento nulo. Para isso, dividimos o eixo da temperatura em intervalos iguais e, para cada

temperatura, calculamos de maneira auto-consistente as equagoes de Gross-Pitaevskii e
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de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov.

Na figura 3.1 esbogamos, em um fluxograma, a rotina usada para calcular as fragdes
de particulas condensadas em cada espécie, np; = Npy/N € ngy = Nya/N e os estados
coletivos do sistema. Para uma temperatura, T, diferente de zero, iniciamos a rotina
assumindo como dados de entrada os autovalores e autovetores da equacdo de Hartree-
Fock-Bogoliubov-Popov calculados na temperatura anterior. Com esses dados calculamos
as deplecdes, d,g, €, com elas, determinamos 0s novos parametros de controle da equagao
de Gross-Pitaeviskii e, ao resolvé-la, encontramos novas fragées de particulas condensadas
em cada espécie e a fragdo do total de particulas condensadas no sistema, ng = ng; +
npz. Usamos a fragdo total para comparar com a calculada na iteracdo anterior e caso
o erro relativo seja menor que 0.1%, assumimos os resultados do passo anterior como
solugdo do sistema de equagOes, caso contrario construimos os elementos de matriz de
nH, diagonalizamos essa matriz e com os autovalores e autovetores iniciamos novamente
o ciclo. Continuamos esse procedimento tantas vezes quanto forem necessdrias para obter

um erro relativo na fracao total de particulas no condensado inferior ao estabelecido.

r—— n —
GPE | o £ <0.0001
| ng |
i n,
o 3 n
o g 02
2%
8 uri' E.
Ucw b E+
dap Vay ' HFB-Popov *
E Aqg. N

Figura 3.1: O fluxograma da rotina.

Na temperatura nula, os dados de entrada sao os autovalores e autovetores calculados
de acordo com a teoria de Bogoliubov [70]. Com esses dados de entrada, calculamos as
deplecOes e procedemos da maneira descrita para temperatura diferente de zero.

No nosso procedimento, partindo da temperatura nula, resolvemos a equacio de Gross-
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Pitaevskii e as equagbes de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov em func¢ao da temperatura
até atingirmos a temperatura de transicao, ou seja, a temperatura em que, a partir dela,
a densidade de particulas no condensado é nula. Como resultado do célculo, temos dois
espectros de excitacao coletiva sendo um com uma lacuna para momento nulo e outro
sem essa lacuna, seus respectivos modos e as fracoes de particulas condensadas em cada
nivel hiperfino como fun¢ao da temperatura.

Consideramos o caso na qual a fase relativa entre os condensados seja 7, pois 08
minimos locais de energia sempre ocorrem para essa diferenga de fase [70]. Dependendo
do valor dos parametros de controle, a equagao de Gross-Pitaevskii tem uma solucdo
estavel ou trés solugoes, duas estaveis e uma instavel. Na figura 3.2, destacamos as duas
regioes, a regifo branca tendo uma solugdo, a cinza trés e a curva que delimita essas

regides é dada por
Aoy = £(A —1)3? (3.1)

onde a solugdo positiva bifurca na curva com sinal positivo e a negativa na curva com

sinal negativo.

cf

Figura 3.2: Gréfico do espago de pardmetros de controle da equagdo de Gross-Pitaevskii.
Na regiao cinza existe trés solugoes da equacdo de Gross-Pitaevskii, duas estdveis e uma
instdvel e na branca uma tdnica solucao. Na curva (+) ocorre a bifurcagdo da solugdo

positiva e na curva (—) a da solugéo negativa (ver equagao (3.1)).

Ao resolver a equacio de Gross-Pitaevskii (2.79), teremos uma tinica solucdo, f, caso o

par ordenado composto pela dessintonia efetiva e pela interagdio mitua efetiva, (Aey, Aes),
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esteja na regido branca do gréafico. Essa solugio serd positiva se a dessintonia efetiva for
negativa, e negativa se for positiva. Caso o par ordenado esteja na regido cinza, a equagio
de Gross-Pitaevskii tera duas solugdes estdveis, uma positiva e outra negativa.

No nosso caso, os parametros de controle dependem da temperatura. Desse modo,
quando variamos a temperatura a partir da temperatura nula, os parametros de controle
da equagao de Gross-Pitaevskii descrevem uma curva no plano A.; x Ags. Com isso,
podemos investigar a dependéncia da bi-estabilidade com a temperatura a partir da anélise
da curva que o sistema descreve nesse plano.

Aplicamos o método da solugdo da equacdo de Gross-Pitaevskii e das equacgoes de
Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov para uma mistura de 4tomos de 8" Rb em dois estados
hiperfinos, um estado correspondendo a F' =2 e mp = 1, |1) = |2,1), e outro correspon-
dendo a FF =1empg = -1, |2) = [1,—-1). A dessintonia do campo de radiagio é igual a
8 = R{wg —wi-1) — fuw [30], onde Awpm, sio as energias de um dtomo no estado hiperfino
|F,mp) e w é a soma das freqiiéncias dos dois fétons envolvidos no processo. Nessa tese

consideramos a dessintonia como sendo nula.

2 e

Por conveniéncia, medimos a energia e o comprimento em unidades de A® /2ma
a respectivamente, com a = 100a;3, com a;» sendo o comprimento de espalhamento
de onda s entre dtomos em estados hiperfinos diferentes. Assim, dado das referéncias
[30, 31] a massa do 8 Rb, m = 1.4432 x 10~%kg, e o comprimento de espalhamento,
a12 = 5.5(3) x 107°m, vemos que a unidade de energia nessa escala é 55‘%2— = h(192Hz).

Trés casos foram considerados, o primeiro correspondendo a uma escolha onde os
parametros do sistema sdo préoximos dos valores experimentais e outros dois escolhidos de
modo a propiciar a investigacao da dependéncia da bi-estabilidade com a temperatura.

Em cada um dos casos teremos como objetivos investigar a dependéncia com a tem-
peratura da populacao dos condensados, da lacuna e da velocidade do som do espectro
de excitacgoes, determinar a temperatura de transicdo onde a populagao dos condensa-
dos se anula e, para os dois ultimos casos, examinar como a bi-estabilidade depende da

temperatura.
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3.2 Um caso “realista”

Para simularmos algo mais préximo da experiéncia, fixamos os comprimentos de espa-
lhamento de onda s de acordo com os valores experimentais [30, 31]. Dessas referéncias,
sabemos que o comprimento de espalhamento entre 4tomos de 87Rb no estado hiperfino
|1) = |F = 2,mpr = 1) e |2) = |1,—1) é da ordem de nanometros, a;z = 5.5(3) x 107°m
e as particulas no mesmo estado hiperfino tém uma interacao cujo comprimento de espa-
lhamento € de a;; = 0.97a;2 para o primeiro estado hiperfino e de as; = 1.03a,, para o
segundo. Para fixarmos o hamiltoniano de muitos corpos (2.1), consideramos J/h = 192Hz
ed=0.

No intervalo de densidades que esses condensados ocorrem 10'cm=3 < p < 10¥cm 3,
escolhemos um regime suficientemente diluido, p ~ 103cm=3, para que o pardmetro do
gés seja pad, = 107°.

Acidentalmente, esses valores de comprimentos de espalhamento fazem com que a
interacdo miutua efetiva, Aef, seja nula. Entretanto, a dessintonia efetiva, para uma
temperatura nula, é negativa, Ay = —0.0038, e decresce com o aumento da temperatura
até alcancar o valor de A = —0.0075, na temperatura de transicao. No espaco de
parametros de controle, vemos que a curva que descreve a sua varia¢ao com a temperatura
corresponde a um segmento de reta na regiao onde existe apenas um estado de equilibrio,

figura 3.3.

ef

ef

Figura 3.3: Grafico da curva descrita pelos pardmetros de controle quando variamos a

temperatura desde zero, T' = 0, até a temperatura de transicao, T = T;.
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Na regido onde a curva se situa, podemos resolver a equagdo de Gross-Pitaevskii
exatamente e a solugdo é dada por
Fo_Bes
=.
V1+ A

Como o médulo da dessintonia efetiva é muito menor que a unidade |A.¢| < 1, o valor

(3.2)

da solucdo da equacido de Gross-Pitaevskii é, também, pequeno, |f| < 1, isso provoca
uma diferenca diminuta entre as populagbes de particulas condensadas em cada estado
hiperfino. Na figura 3.4 vemos que, independente da temperatura, a fragdo de particulas
condensadas no primeiro estado hiperfino quase nao se distingiie da fracao de particulas

condensadas no segundo estado.
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Figura 3.4: Grafico da fragao total e de cada espécie de particulas condensadas como

funcéo da temperatura. A seta indica o valor da temperatura de transicao, T;, calculado

analiticamente.

Nessa mesma figura vemos que, ao aumentarmos a temperatura do sistema, a fracdo
do total de particulas condensadas e as fragoes de cada espécie decrescem e tendem a zero,
Ng, o1 € Ngz — 0, para uma determinada temperatura, 7;. Notamos que, devido & ca-
racteristica coerente do acoplamento Josephson entre os estados hiperfinos, as populacées
dos condensados se anulam simultaneamente e a temperatura de transicao é menor que

a temperatura de transi¢cao para o gas livre com densidade igual a da mistura, Tp, dado
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Figura 3.5: Gréfico da temperatura de transigdo como fungao de X, equacdo (B.24), onde
X = —2%f__ A estrelano grafico denota o resultado da solugdo numérica das equacgoes

kpTo+/ l—sz )

de Gross-Pitaevskii e Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov.

em (B.10). Para o caso “realista” a temperatura transicdo do sistema corresponde a
ﬂ /ITO = (.8.

Na temperatura de transi¢ido, ndo hd um ndmero macroscépico de 4tomos no estado
de momento nulo. Com isso, conhecendo o Josephson efetivo e a solugdo da equacéo de
Gross-Pitaevskii, podemos calcular exatamente a temperatura de transicao pela equagéao
transcendental (B.19) que, naturalmente, concorda com a calculada através da solugao
numérica das equacao de Gross-Pitaevskii e Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov, ver figura
3.5.

Também calculamos as energias dos modos de excitagdo coletiva do sistema e vemos
que, independente da temperatura, sempre temos dois ramos de excitacdo, um com uma
lacuna no limite em que o momento seja nulo, e outro sem a lacuna. Na figura 3.6
mostramos um caso no qual 7/Tp = 0.3.

Esses dois ramos tém aspectos semelhantes aos existentes nos modos de excitagio
coletiva de um cristal diatémico unidimensional. No espectro de excitacdo coletiva desse
sélido, identificamos um ramo com lacuna, conhecido como ramo éptico, e outro sem,
ramo acustico [75]. No ramo acistico temos um comportamento linear na regido de
momento pequeno e sua inclinacao se relaciona com a velocidade do som do sélido. No
ramo 6ptico temos uma lacuna correspondendo a energia necesséaria para que os 4tomos

de espécies diferentes oscilem com fase relativa igual a 7. A analogia que podemos fazer
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2 i

0 25 5
ka

Figura 3.6: Os dois ramos de excitacdo coletiva numa temperatura de 7/T; = 0.3 em

unidades de h?/2ma?. E uma ampliacio do grafico para eventual observacio do ramo

acustico.

com os espectros, por nés determinado, limita-se a associar os nomes de ramo 6ptico e
acustico aos ramos do espectro de excitagdo e identificar, nos respectivos ramos, a lacuna

e a velocidade do som.

Lacuna

185 -

Figura 3.7: Gréfico da lacuna do ramo éptico em unidades de /%/2ma? como fungéo da

temperatura.

Caracterizamos o ramo 6ptico por sua lacuna no limite de momento nulo e vemos, no
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grafico 3.7, o comportamento dessa em funcao da temperatura. Notamos que a lacuna
decresce monotonicamente quando aumentamos a temperatura, sendo finita na tempera-
tura de transicao. Comparamos os valores da lacuna obtido pelo calculo numérico, com
os valores obtidos da expressao analitica (2.103) e verificamos que eles coincidem.
Extraimos a velocidade do som a partir da inclinacdo do espectro do ramo acustico
no limite de momento nulo. Esses valores foram determinados através do limite de mo-
mento nulo da derivada da energia do ramo acustico em relacdo ao momento e verificados
pela expressao analitica (2.112). No grifico 3.8 observamos um acentuado decréscimo
da velocidade do som quando a temperatura aproxima-se da temperatura de transicao.
Pelo cdlculo analitico da velocidade do som, expressao (2.112), vemos que ela se anula na

temperatura de transicdo por ser proporcional a densidade de particulas no condensado.

08 . T r T . 7

e
&

velocidade do som

°
o

Figura 3.8: Grafico da velocidade do som extraida do ramo actuistico em unidades de

i/2ma como funcdo da temperatura.
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3.3 Um caso na regiao de bi-estabilidade com uma
dessintonia efetiva diferente de zero

Procuramos estudar um sistema cujos parametros de controle, para temperatura nula
e deplecdo desprezivel, estejam na regido de bi-estabilidade. A priori, devido a interacao
mutua efetiva ser proporcional a densidade de particulas condensadas, vemos que, com a
temperatura aproximando-se da temperatura de transicdo, a interacdo mutua efetiva, Ay,
anula-se. Desse modo, a curva que descreve a evolucdo dos parametros de controle com a
temperatura necessariamente sai da regido de duas solucoes estaveis de Gross-Pitaevskii
e entra na de uma tnica solu¢ao. Quando isso ocorre, pode ser que uma das solucdes
est4veis colapsa e, portanto, desaparece a bi-estabilidade.

Com o objetivo de localizar o sistema na regidgo de bi-estabilidade, alteramos os
parametros do caso “realista” para que os novos parametros de controle da Gross-Pitaevskii
estejam, em temperatura nula, na regiao de duas solucdes estaveis. Para isso, escolhemos
um parametro do gas uma ordem de grandeza maior do que no caso “realista”, pal, =
10~%, mudamos as proporcoes dos comprimentos de espalhamento para a;; = 0.375a;2
e ayy = 0.125a;2, permanecemos com a dessintonia nula e diminuimos a freqiiéncia de
Rabi que acopla os dois estados hiperfinos para dezenas de Hertz, J/h ~ 60Hz. Dessa
forma, temos um sistema cuja interacao mutua e a dessintonia efetiva, num regime de
temperatura e deplecdo nula, séo iguais a A,y = —3 e A,y = 0.5 respectivamente; o que
localiza o sistema na regido de bi-estabilidade, Aef < —1 € —|Ag| < Aey < |Agr|, com
Acr(Aey = —3) = 1.12. Assim a equacgao de Gross-Pitaevskii tem duas solugbes estédveis,
uma positiva, f, = 0.91, e outra negativa, f_ = —0.96.

Resolvendo auto-consistentemente as equacoes de Gross-Pitaevskii e de Hartree-Fock-
Bogoliubov-Popov na regiao de bi-estabilidade, achamos duas solucdes estdveis: uma onde
a fracdo, f, é positiva e outra que é negativa. Como os parametros de controle dependem
dos estados temos, como funcdo da temperatura, curvas distintas para cada uma dessas
duas solugoes. Quando a temperatura cresce, a partir da temperatura nula, vemos que a
solugdo positiva aproxima-se da curva de bifurcacdo das soluctes positivas, curva (+), e
desaparece como mostrado na figura 3.9.

No nosso calculo, tivemos problemas numéricos para atingir a temperatura de colapso

pois na regiao proxima dessa temperatura, 7'/Tp = 0.29, uma pequena variacao da mesma
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faz com que a solucdo positiva desapareca. Na figura 3.12, temos uma evidéncia da difi-
culdade numérica mencionada pois a lacuna do ramo éptico decresce rapidamente quando
nos aproximamos da curva de bifurcagdo, porém néo atingimos a temperatura de colapso
pois, como mostrado em [70], a expressdo analitica da lacuna (2.103) é proporcional a
segunda derivada da energia e se anula na curva de bifurcacgo. A nossa conclusdo, dis-
cutida adiante, afirma que a solugao positiva deixa de existir pelo fato do sistema ficar

instével antes do colapso, como sugerido na referéncia [70] em um outro contexto.

— positivo
4 — - negativo

Aef
8
I
N
|

Figura 3.9: Gréfico da interacao mutua efetiva como fungao da dessintonia efetiva.

Para a solugdo negativa, vemos que a curva de evolucao dos paradmetros de controle com
a temperatura afasta-se da curva de bifurcagdo (—), cruza a curva (+) na temperatura
de T/Ty = 0.29 e é a tUnica solugdo para temperaturas maiores que essa temperatura.
Quando o sistema aproxima-se da temperatura de transicdo, a interagao mutua efetiva
tende a zero e a dessintonia efetiva nessa temperatura é maior do que para temperatura
nula, A, = 1.75.

Ao observar o grafico da fragdo de particulas em fungao da temperatura, figura 3.10,
para a solugao positiva, vemos que a fracao de particulas no segundo estado hiperfino
cresce quando aumentamos a temperatura, enquanto a fracao total de particulas conden-
sadas e de particulas no primeiro estado hiperfino decresce. Para temperaturas maiores

que a temperatura de colapso, s6 existe um estado de equilibrio que corresponde & solugao
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negativa. Essa solucdo apresenta uma temperatura de transicdo de 7;/7p = 0.69 e tem

um comportamento muito semelhante ao caso “realista”, ver figura 3.11.
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Figura 3.10: Gréfico da fracao total e de cada espécie de particulas condensadas como

funcdo da temperatura para a solucdo positiva.

Na figura 3.12, onde apresentamos o grafico da lacuna como funcdo da temperatura
tanto para a solucdo positiva quanto para a negativa, vemos que a lacuna da solucédo
positiva decresce a medida que nos aproximamos da temperatura de colapso. Esse é o
comportamento esperado pois, quando a solucdo positiva aproxima-se da curva de bi-
furcagdo (+), a lacuna, que é proporcional a derivada segunda da energia interna [70],
tende a zero. Para a lacuna da solugao negativa temos um comportamento parecido com
a lacuna da sess@o anterior. Ambas curvas coincidem com a expressao analitica (2.110).

Na figura 3.13, também, apresentamos os graficos da velocidade do som como funcao
da temperatura tanto para a solugdo positiva quanto para a negativa. No caso da solugdo
positiva vemos que a velocidade do som decresce rapidamente quando a temperatura
aproxima-se do valor de colapso. Por problemas numéricos, nio conseguimos estabelecer
se a velocidade do som tende a zero antes da curva que corresponde a solucdo positiva
alcance a curva de bifurcagdo, indicando que o sistema fica instavel antes de ocorrer o

cruzamento.

Entretanto, uma anélise qualitativa baseada na expressao analitica para a velocidade
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Figura 3.11: Gréfico da fracao total e de cada espécie de particulas condensadas como

funcdo da temperatura para a solucao negativa.

do som, (2.112), sugere que o sistema fica instdvel antes de atingir a temperatura de
colapso, em concordancia com a referéncia [70]. Com efeito, como a lacuna tende a
zero quando nos aproximamos da curva de bifurcacdo, vemos que, pela expressdo para
v? (2.111), o quadrado da velocidade do som diverge com o sinal da divergéncia dado
por c;. Como o calculo numérico mostra que v? diminui, concluimos que v — —oo
na temperatura de colapso da solucdo positiva e, por conseguinte, se anula e assume
valores negativos antes de ocorrer o cruzamento. Sendo assim, a solugdo positiva fica
instavel antes de atingir a curva de bifurcacao. Porém, observamos que isso ocorre para
temperaturas muito préximas a temperatura de colapso.

Para a solucao negativa a velocidade do som decresce com a temperatura tendendo a
zero na temperatura de transicao como esperado. O céalculo usando a expressiao analitica,
para a velocidade do som, (2.112), ajusta-se com os dados das curvas na figura 3.13.

Um exame das equagoes de Gross-Pitaevskii e de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov mos-
tra-nos que, dada uma solugao com a interacao mutua efetiva negativa, A,y < 0, e a
dessintonia efetiva positiva, A.; > 0, existe uma outra solugdo onde as densidades, as
deplecoes e os parametros da interacao sao trocados, pgy = pPo2, d11 = daz € A1 = Ago.

Nesse caso a interagao mutua efetiva permanece invariante, Ac; — A.s, a dessintonia
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Figura 3.13: Gréfico da velocidade do som em unidades de &/2ma como fun¢do da tem-

peratura.

efetiva troca de sinal, Ay — —A,y, €, por conseguinte, temos a troca de sinal da solugéo
da equacdo de Gross-Pitaevskii, f — —f. Desse modo, a curva no espaco dos pardmetros
de controle, para esse novo conjunto de pardmetros do sistema, é a reflexdao em torno
do eixo da interacdo mutua efetiva, A.s, da curva da figura 3.9, isto é, (A.f, Aes, f) €

(Aef, —Des, —f) sdo pares de solugdes.

Quanto a equagoes de Hartree-Fock-Bogolibov-Popov, vemos que o espectro das ex-
citagoes coletivas é invariante pela troca dos parametros dos estados hiperfinos. Desse
modo, o comportamento, como funcao da temperatura, das grandezas fisicas sao iguais

as do caso anterior, lembrando que troca-se o sinal da solugao. Exemplificando, para
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esse caso, o estado de equilibrio que desaparece é o correspondente & solugdo negativa, a
solugdo positiva permanecendo estavel até atingir a temperatura de transicao.
Resumindo, devido & bi-estabilidade, o que acontece com o sistema quando aumen-
tamos a temperatura, a partir de zero, depende de sua histéria. Ao seguir a solugao
positiva, existe uma temperatura de colapso para a qual essa solucdo desaparece e o es-
tado de equilibrio muda repentinamente para a solucao negativa que é o unico estado
de equilibrio para temperaturas maiores que a temperatura de colapso. Entretanto, ao
esfriarmos o sistema, ele sempre percorre a curva da solugdo negativa mesmo quando
a temperatura fica abaixo da temperatura de colapso. Esse fenémeno de histerese do

sistema é uma conseqiiéncia da sua bi-estabilidade.
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3.4 Um caso na regiao de bi-estabilidade com uma
dessintonia nula

Mudando somente as razoes entre os comprimentos de espalhamento, a;; = 0.25a;5 €
age = 0.25a12, e mantendo os demais parametros, temos, na temperatura nula e sem con-
siderar as deple¢oes, um sistema com interagdo mutua efetiva igual ao da sec¢ao anterior
porém com a dessintonia efetiva igual a zero.

Diferentemente do caso anterior, nenhuma das duas solucgoes da equacgao de Gross-
Pitaeviskii desaparece apesar de estarmos na regiao de bi-estabilidade, ver figura 3.14.
De fato, vemos que, nesse caso limite, as curvas que descrevem a evolugao dos parametros
da Gross-Pitaevskii estdo em regides onde o sinal da dessintonia efetiva é oposto ao das
suas respectivas solugoes. Desse modo, nao existe o desaparecimento das solugoes pois as

curvas ao deixar a regiao de bi-estabilidade ndo cruzam as respectivas curvas de bifurcagéo.

ef

Figura 3.14: Gréfico da interagdo mutua efetiva como fungdo da dessintonia efetiva. As

curvas estdo relacionadas por uma reflexao em torno do eixo Og,,.

As duas solugbes da equagao de Gross-Pitaevskii, para uma determinada temperatura,
tém valores iguais em médulos diferindo somente pelo sinal de cada solugao. Isso se deve ao
fato das curvas no espago dos parametros de controle de cada solugao estarem relacionadas

por uma reflexdo em torno do eixo Oa,,, isto &, (Acf, Aef, f) € (Aep, —Acs, —f) sio pares

de solugdes. Se continuarmos a aumentar a temperatura, as duas solugoes degeneram-se
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indo ambas a zero para uma temperatura em torno de T'/Tp = 0.57. Nessa temperatura
a intera¢do mutua efetiva é maior que —1 e a dessintonia efetiva se anula. Na figura 3.15
vemos as solugbes negativa e positiva da equacao de Gross-Pitaevskii indo a zero drasti-
camente nessa temperatura, havendo um ponto onde as duas solugoes estaveis coincidem.
Para temperaturas maiores que essa temperatura de degenerescéncia das solugoes, temos

apenas uma unica solucdo da equacao de Gross-Pitaevskii, f = 0.

-7

— positivo
~=— ncgativo

05—

0.5 / 1

Figura 3.15: Gréfico das fragoes relativas de atomos nos condensados como fungdo da

temperatura.

Com as solugdes da equagao de Gross-Pitaevskii se anulando nessa temperatura, vemos
que as populacoes de ambas espécies assumem os mesmo valores, ver figura 3.16. Note
que, na temperatura da degenerescéncia, a derivada das fracoes relativas é descontinua.

Nesse mesmo gréafico podemos ver que a temperatura de transi¢do é de T; /Ty = 0.67.

No caso das energias de excitacao, vemos que elas coincidem para as duas solugdes. A
razao dessa igualdade estd na propriedade de, quando A;; = A € para uma determinada,
temperatura, as equacoes que determinam os espectros de excitacao dependerem do qua-
drado da fragdo relativa, ver equagao (2.109). Assim, vemos que os espectros de excitacao
da solugdo positiva da equacdo de Gross-Pitaevskii é idéntico ao da solucdo negativa e,
portanto, tanto a lacuna quanto a velocidade do som sao as mesmas independente do sinal
da solugdo da equagao de Gross-Pitaevskii.

Nas figuras 3.17 e 3.18 vemos o comportamento da lacuna do ramo 6ptico e da veloci-
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Figura 3.16: Grafico da fragdo total e de cada espécie de particulas condensadas como

funcao da temperatura escolhendo a solugdo negativa (a) ou a positiva (b).

dade do som extraida do ramo acistico como fungao da temperatura. Observamos uma,

descontinuidade na derivada em relacao a temperatura dessas duas grandezas na tem-

peratura de degenerescéncia, correspondendo a descontinuidade na derivada das fragoes

relativas. Como nos casos anteriores, na temperatura de transicdo a lacuna é finita e

a velocidade do som é nula. Verificamos que ambas curvas coincidem com as solugdes

analiticas (2.103) e (2.112) respectivamente.
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Figura 3.17: Gréfico da lacuna do ramo éptico em unidades de /%/2ma? como funcio da

temperatura.

Figura 3.18: Gréfico da velocidade do som em unidades de %/2ma como funcéo da tem-

peratura.
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Capitulo 4

Conclusao

Usando o principio de maxima entropia, deduzimos as equacoes de Gross-Pittaevskii,
para os estados de equilibrio, e as equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov, para as excitagoes
coletivas, de uma mistura homogénea de atomos bosonicos em dois estados hiperfinos
diferentes acoplados por uma interacao de Josephson interno e a uma temperatura finita.

Do mesmo modo que em condensados com apenas uma componente, os dois ramos do
espectro de energia na teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov tém uma lacuna, o que viola
o teorema de Hugenholtz-Pines. Mostramos como contornar esse problema fazendo uma
aproximagao conhecida na literatura como aproximacao de Popov que despreza a contri-
buicao das densidades de pares (densidades anémalas) nas equacgoes de Gross-Pitaevskii
e nas de Hartree-Fock-Bogoliubov. Essa aproximacdo para mistura é uma generalizagdo
natural da mesma aproximacdo em condensados com uma componente.

Guiados pela referéncia [70] que estuda o mesmo sistema na aproximacao de Bogoliu-
bov e para temperatura nula, reduzimos as equagoes de Gross-Pitaevskii a uma equagdo
para a fragdo relativa de atomos dos dois condensados considerando a simetria de ca-
libre do sistema. Essa equacao tem a mesma forma da equagao para a fracdo relativa
em T = 0, a diferenca entre elas reside no fato dos parametros de controle dependerem
da temperatura. Naturalmente, se desprezarmos efeitos relacionados com a deplegio dos
condensados, recuperamos a equagido deduzida em [70].

A equagdo para a fragao relativa de particulas nos dois condensados e as equacoes
de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov para as excitagoes coletivas sao acopladas e foram
resolvidas auto-consistentemente. Com isso, calculamos, como funcdo da temperatura,

a densidade de atomos em cada condensado, a lacuna do ramo Optico e extraimos a
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velocidade do som do sistema através do espectro do ramo acustico.

Analisamos trés casos que diferem entre si pelos valores dos parametros do sistema,
as intensidades da interacdo entre os atomos e a intensidade do termo de acoplamento de
Josephson e consideramos a dessintonia nula nos trés casos.

No primeiro caso escolhemos os parametros do sistema de acordo com os dados experi-
mentais que, acidentalmente, tem o paradmetro de interacdo mutua, A.s, nulo. Nesse caso
existe apenas um estado de equilibrio como pode ser verificado pela localizagdo da curva
descrita pelo sistema no espaco de parametros de controle, pois essa curva esta sempre
na regido de apenas uma solucdo da equacao de Gross-Pitaevskii. Vimos que, quando a
temperatura tende & temperatura de transi¢ao T;/Tp = 0.80, as densidades de 4tomos nos
dois condensados se anulam simultaneamente como conseqiiéncia da coeréncia da mis-
tura. A velocidade do som decresce monotonicamente como funcao da temperatura, se
anulando na temperatura de transi¢cao. A lacuna tem um comportamento analogo mas
tem um valor finito na temperatura de transicdao. Tanto os resultados da velocidade do
som quanto da lacuna estao de acordo com os calculos usando as expressoes explicitas
para essas grandezas fisicas determinadas no capitulo 2.

No segundo caso, escolhemos os parametros do sistema de tal modo que, em tempe-
ratura nula, a mistura esteja na regiao onde existe a bi-estabilidade com a dessintonia
efetiva positiva. Nesse caso existem dois estados de equilibrio estaveis, um onde a fragao
relativa é positiva e outra onde é negativa. Ao aquecermos o sistema a solugdo com fragao
positiva aproxima-se da sua correspondente curva de bifurcagdo e desaparece quando
T./To =~ 0.29. Atribuimos esse desaparecimento a instabilidade do espectro do ramo
acustico de excitacdo. Chegamos a essa conclusdao analisando a expressdo explicita do
quadrado da velocidade do som, grandeza essa extraida do espectro do ramo acustico, e
o comportamento dele nas proximidades da curva de bifurcagdo. Como o quadrado da
velocidade do som do sistema decresce abruptamente quando a temperatura se aproxima
da temperatura de colapso e como ele é inversamente proporcional a lacuna que é nula
quando os parametros de controle estao na curva de bifurcacdao, vemos que o quadrado
da velocidade do som diverge negativamente. Um valor negativo do quadrado da velo-
cidade do som implica em valores imagindrios para energia do ramo acustico, ou seja, o
sistema fica instavel antes de atingir a curva de bifurcagao provocando o desaparecimento

da solugao para uma temperatura menor que a temperatura de colapso.
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Por outro lado, se seguirmos a solugao com fragdo negativa, vemos que a curva descrita
no espaco dos pardmetros de controle estd numa regiao onde essa solugdo sempre existe
e, em especial, é o dnico estado de equilibrio para T/Tp > 0.29. As densidades dos
condensados, a lacuna e a velocidade do som comportam-se como no caso anterior com
uma temperatura de transi¢do sendo igual a T3/Tp = 0.69.

Resumindo, vemos que, ao aquecer o sistema seguindo a solugdo com fragio positiva,
existe uma temperatura préoxima a temperatura de colapso para a qual a mistura fica
instdvel podendo, entdo, colapsar ou decair para o estado de equilibrio com fragdo ne-
gativa ocorrendo uma variagdo abrupta da populagdo dos condensados. Assim, préximo
a temperatura de colapso o valor das densidades dos condensados permanece finito, en-
quanto a lacuna e a velocidade do som tendem a zero.

No terceiro caso escolhemos os parametros do sistema tal que, em T = 0, a dessin-
tonia efetiva é nula e a mistura esteja na regiao de bi-estabilidade. Nesse caso, quando
aquecemos o sistema, a curva no espago de parametros de controle para as duas solugdes
afastam-se das suas respectivas curvas de bifurcagao. Inicialmente as fracoes positivas e
negativas mantém-se relativamente constantes e ao nos aproximarmos da temperatura de
degenerescéncia das solugdes, Ty/Tp = 0.57, vao a zero repentinamente. A partir dessa
temperatura, o sistema tem apenas um estado de equilibrio com a fragdo relativa nula,
f =0, até atingir a temperatura de transicao de T;/T;, = 0.66.

O fato das fragGes, tanto positiva quanto negativa, irem a zero abruptamente, pro-
voca descontinuidades na derivada calculada na temperatura de degenerescéncia para as
densidades dos condensados, para a lacuna e para a velocidade do som.

Nesse ponto, parece-nos apropriado fazer um breve comentédrio sobre a validade da
teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov. Para o sistema confinado em uma armadilha,
conjectura-se que a teoria de Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov deve ser quantitativamente
correta para temperaturas menores que 0.67; [64]. Extrapolando essa andlise para o
sistema homogéneo, vemos que, para o segundo caso, a temperatura do colapso da bi-
estabilidade do sistema estd na regiao de validade da teoria, T./7T; = 0.42. Entretanto,
para o terceiro caso, a temperatura de degenerescéncia estd numa regido de temperatura
em que a teoria supostamente néao é valida quantitativamente, T,/T; = 0.83, e, portanto,

devemos esperar que nossa analise desse fendmeno tenha um cardter qualitativo.
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Para finalizar a conclusdo da tese, anunciamos os principais resultados do estudo da

mistura. Destacamos,

e Bi-estabilidade dependente da temperatura

— Encontramos dois mecanismos para o fim da bi-estabilidade
x 0 desaparecimento de um dos estados de equilibrio causada pela instabili-
dade do ramo acustico nas proximidades da temperatura de colapso

* os estados de equilibrio coincidem
e Determinamos trés temperaturas importantes para a mistura e suas caracteristicas

— Na temperatura de transi¢do (para todos os casos)

* a temperatura de transicao estd num intervalo de 0.63 < T;/Tp < 1
x a populagao dos condensados se anulam simultaneamente
x a lacuna do espectro ¢ finita

x a velocidade do som se anula
— Na temperatura de colapso (para o caso em que desaparece uma das solugdes)

* a lacuna tende a zero

x a velocidade do som torna-se imaginaria e o espectro actstico torna-se

inst4vel nas proximidades da temperatura de colapso

— Na temperatura de degenerescéncia das solugbes (para o caso em que nenhuma

das solugdes cruza com a correspondente curva de bifurcacgao)

*x a populacao de ambos condensados sao iguais, e mantem-se assim até

atingir a temperatura de transi¢ao

*x a lacuna e a velocidade do som apresentam uma descontinuidade na sua

derivada
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Apéndice A

O teorema de Wick em mecanica

estatistica

Vamos assumir que o operador estatistico D possa ser escrito na seguinte forma:
e":BKef

= (A1)

D

onde K.¢ é um hamiltoniano quadrético e, diferentemente da referéncia [76], dado por:

1 .
K= 5 Z[hij (afaj + eajaf) + Aija;ra; + Aijaiaj], (A.2)
j
como sugerido em [71] para a aproximacao de Hartree-Fock-Bogoliubov. O fator € é
igual a +1 para quando a for um operador de bdsons e —1 quando for de férmions
e, conseqiilentemente, os operadores a; e a:-r obedecem as regras de comutacdo e anti-

comutacao canonicas,

1 _ T 1.
{ [ai, aj]e = aiaj - eajai = (57;_7' . (Ag)

[, ajle = oy — eajoy =0
Como K.y estd na forma quadrética, sempre existe uma transformacao nos operadores
de criacao e aniquilacao, a;r , @; que torne o hamiltoniano (A.2) diagonal e que os novos
operadores, n;r e 1; obedecam as mesmas regras de comutacao dos antigos.

Considerando essa transformacao de Bogoliubov

{ aj =% u;-n} + i1, (A.4)

@ = X uyT; + Vi)
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vemos que o hamiltoniano assume a forma diagonal, K.y = >, Em;fni impondo que

os parametros da transformacao de Bogoliubov satisfagam a equacao de Hartree-Fock-

Bogoliubov.

Usando a defini¢éo (A.1), demonstramos o teorema de Wick através da média térmica,
Tr{abc---efD}, onde abc- - - ef é um produto de um ntimero par de operadores de criagio
ou de aniquilacdo. Observamos que o produto de um nimero impar de operadores tem
sua média térmica nula pois tal produto nao conserva nimero total de quasi-particulas.

O procedimento para a demonstracao foi assumir o operador a, indicado na média,

como sendo a;f e escrever o trago em termos dos operadores transformados, 17;r e n;,

Tr{albc---efD} =3 ujTr{nlbc- - -efD} + vy;Tr{n;bc- - -ef D}. (A.5)
J

Ao comutar sucessivamente 17; com os operadores bc- - -ef D, pudemos escrever a média

como
Tr{nlbcd - --efD} =
= [n},b)Tt{cd- - -efD} +elnl, | Tr{bd- - -ef D} +
+ [}, d|Tr{bc---efD} +---+ [n}, f]Tr{bed - --eD} +
+ €Tr{bc---efniD}. (A.6)
Devido o hamiltoniano, K.y, ser diagonal nesses novos operadores, vemos que
Tr{bc---efn}D} = eﬁEjTr{n}bcd-- -efD} (A.7)
pois n}D = PP Dn} . Assim temos

Tr{n;[bcd---efD} =

[;vb] [n;,c]
= uinf{Cd--.efD}+€mﬁ{bd-..efD}+
: '
+ Uﬂ_e(f’]@)ﬂ{bc"'efl)}-'_"'—'__(1[1_7J;ej;]15j)ﬂ{66d"'ep}' (A.8)

Da mesma maneira, e lembrando que 7;D = e #Ei Dp;, temos

Tr{n;bcd - --efD} =
= 8 oDy b et g efpy 4

(1 —ee™PEs) (1 — ee=PE5)
)] _[_nZ;flLEj)Tr{bc' efD} 4+ %Tr{bcd- --eD}.  (A.9)
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Usando (A.8) e (A.9) em (A.5) e agrupando de forma que fique em evidéncia os tragos,
temos
Tr{albc---efD} =

’LL:] ;7b Vij j,b
- Z((l —[ZeﬁE]j) + (l_iz_BLj))T‘r{cd--.efD}+

J

* TC viilna. ¢
+ eZ((u“[nj’] U )Tr{bd---efD}+---

7 1 —eefPli) (1 — ee™PEs)

* T
+ Z((uij[njaf] + vij[1;, f] ))Tr{bcd---eD} (A.10)

1—eefEi) (1 —eePE;
e do mesmo modo vemos que para a = o
Tr{a;bc---efD} =
- blugs T’b v;.".
fry Z(( [77]’ ]u] + [77] ] ]))T\I.{Cd...efD}_'_

7 \(1—eePB) (1 — eePEi

+ eZ( gy (), % )Tr{bd cefD}+---

1 —ecePB)  (1- eeﬁE 7)

T Z(( o Tl s Sl ))Tr{bd eD}. (A1)

7\ (1 —ee™PFs) (1 — eePPi
Usando o mesmo procedimento acima, podemos mostrar que a média térmica do pro-
duto de dois operadores a e b é dada por:

i [nT b] i'[n'vb] _ T
ZJ ((1 Jee ) + (liiejﬁEj) se a=q;

(ab) = (A.12)

[, b]"-’-zz z 2 _
z ( l—ee™ (1—ee S€ 4=y
Assim, podemos escrever a média térmica como

Tr{abc---efD} = (ab)Tr{cd---efD} + elac)Tr{bd---efD} +
+ {ad)Tr{bc---efD} +---+ (af)Tr{bed---eD}  (A.13)

e, portanto, demonstrar o teorema de Wick em mecénica estatisticas na qual a regra de

contragdo é dada em (A.12).

Como exemplo de uma aplicacao do teorema de Wick, calculamos a média térmica do

produto de quatro operadores bosénicos, cl i)’ C;(,;,_a), Coi € Cyp- Usando (A.13) temos
A
T‘I‘{Dca(k-i-li) ﬁ(k' q) akcak'} < a(k-Hj) B(k, ®>ﬂ{Dcakcﬂk’}+

+ <ca(E+') ak)Tr{Dcﬁ(k, cﬁk,} + (! Cols ,)cﬁk,)Tr{Dcﬁ(k, 2 Cit (A.14)

63



e com isso

_ At t o
Tr{De] g, o Chiio ot} = (Coer Coior—ay) (CarCor) +

i RV ) f RYE )
+ <ca(E+ti) ak>< ﬁ(E’—q)cﬂk'> + <ca(E+q)cﬁk’><cﬂ(E1_q)cak>'

onde as contragoes de (A.15) sdo calculadas através de (A.12) e dadas por
carcar) = | (5 + () Ctan B (B) + v (R () 8 g

8
(el ceap) = vy (B)an (k) (6) + (1 + v (k) vary (B)0, ()]67

8

1

com v, (k) = FEmT
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Apéndice B

Determinacao das temperaturas de

transicao

B.1 Para um sistema ideal de uma componente

Para um sistema ideal e homogéneo de bésons, vemos que o hamiltoniano leva s em

conta a energia cinética e, portanto, é dado por

R%k?
H= Z v a;%a,;. (B.1)
E
Com o hamiltoniano diagonal no momento é direto ver que o nimero de ocupacio é dado
por
1

A partir do nimero de ocupagio calculamos o nimero de particulas médio do sistema,
N = Z Vi, (B.3)
k
e a energia média do sistema,

E= Z Ekyl-c" (B4)
E

Ao tomar o limite termodindmico o espectro de excitacao se torna continuo, e disso

temos

Z — (22)3 /d3E. (B.5)
k
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Fazendo a mudanca de varidvel de momento para energia cinética do sistema em (B.3)

reescrevemos o numero médio de particulas no sistema em fungdo de uma integral dada

por

M=

1 /2m\$ fo €
p=ga(57)" | oo (B6)

Fazendo mais uma mudanca de varidvel apropriada na integral tal que z = Be e z = e®#

chegamos a

1
p= )\—393/2(2) (B.7)
T

] . s .
onde g3/2(2) = X172, 77z € Ar corresponde ao comprimento de onda térmico! dado por

2k
A7 = 4 o (B.8)

Notamos que a equagdo (B.6) tem sentido somente para € — p > 0, caso contrario o

nimero de ocupacio, v, serd menor que zero para algum valor de €. Como ¢ > 0, vemos
que para satisfazer a condicao de v, > 0 temos que garantir a negatividade do potencial
quimico, x < 0. Com isso, definimos uma temperatura de transicao, 7' = Tp, em que o

sistema tenha um potencial quimico nulo, de (B.7) temos
PN = g3/2(1) = 2.612, (B.9)
onde Ag é o comprimento de onda térmico para essa temperatura. Vemos que essa tem-

peratura de transicdo (em que o potencial quimico é nulo) é comparavel a raiz ctibica do

volume especifico do gés,

2mh? p )%
T = SEL—— B.10
°" mkg (93/2(1) ( )

Quando a temperatura estd abaixo da temperatura de transicao, Tp, hd a formacédo

do condensado [73].

B.2 Para um sistema ideal de duas componentes com
acoplamento Josephson

Supondo que o sistema contenha duas espécies de particulas com acoplamento Joseph-

son e sabendo que as particulas nao interagem entre si, a dindmica do sistema é dado pelo

. o 2. , . 2,2
!Supomos que a energia cinética corresponde a térmica por h2—1’7°1 = kpT sabendo que £ = 27/Ar
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hamiltoniano
R2k? ;
H = Z Z %aalzaa; + Z Z JaﬁaaEaﬁE (Bll)
@ i af g
que leva em conta a energia cinética e o termo de Josephson que acopla os estados hiper-

finos.

Diagonalizamos esse hamiltoniano por uma transformacdo canénica para novos ope-

radores de bdsons dado por

bor=L(a,z+ay)
+F = V3t T O
{ 7 . (B.12)

bg= \/i(alE — ag)
Dessa transformacao vemos que as energias de excitacdo do sistema livre com acoplamento
Josephson sao
hk?
2m

Ei(k)= —+J (B.13)

Dessa forma, vemos que o nimero de ocupacao é dado por

1
Vek = eBEx(R)—p) — 1" (B.14)

E, com isso, calculamos o nimero de particulas médio do sistema,
N = ZZ’@:E- (B.15)
* K
Ao tomar o limite termodinamico temos para o nimero médio de particulas

1 3
p= ; EoE /ui,;d k (B.16)

e, fazendo a mudancga de varidvel de momento para energia cinética, vemos que o niimero

de particula é dado por

1 ,2m\3 [ €2
ngﬁ(?) /0 P e b (B.17)

Mais uma vez, notamos que a equagao (B.17) tem sentido somente para e —J —p > 0.
Como ¢ > 0, vemos que para satisfazer a condicao de v, > 0 temos que garantir que o

potencial quimico seja menor que o valor negativo do coeficiente de Josephson, u < —J.
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Com isso, lembrando que na temperatura de transi¢ao, ' = 7; o sistema tem um potencial

quimico igual & —J, temos de (B.7)

b= Ai?(gmm T gayale25)). (B.18)

o que faz chegarmos a uma equagcao transcendental para a temperatura de transicao,

kgl = . B.19
oo (93/2(1) + gaja(e=27Pe))2/3 ( )
que pode ser escrita como
ﬁ _ ( g3/2(1) )2/3 (B.20)
To (93/2(1) + g3/2(e~27%+)) '

B.3 Para um sistema interagente de duas componen-
tes com acoplamento Josephson

Sabemos que além da temperatura de transicao do sistema nao hd um agrupamento
macroscopico de particulas no mesmo estado quantico. Conseqiientemente, as densidades
de particulas condensadas em cada estado hiperfino sdo nulas nessa temperatura. Dessa
forma vemos que, nas equagoes de Hartree-Fock-Bogoliubov na aproximagao de Popov,
os termos que acoplam os coeficientes da transformacao de Bogoliubov vao a zero e o

hamiltoniano efetivo do sistema se reduz a

h2k? 1-f
Kef = Z: o +N f—.(J‘I-/\ude) CIECIE-'_
B\
K k> f ;
+ ; \2m +\ T 7+ Andia) | cpeyr +

+ Z(J+ /\12d12) "c2k +
k

+ Y. (J+ /\12d12) C1i (B.21)
k

onde assumimos a diferenca de fase entre os condensados como sendo 7. Diagonaliza-

mos (B.21) pela transformacgao (B.12) e obtemos como energias de excitagio

BelB) =ty + \/_l—fL (B.22)
E_(k) = &2—&3

2m
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Com o espectro de excitagao do sistema calculamos o nimero de ocupacao de estados e,

conseqiientemente, a densidade do sistema da mesma forma que feita na secgdo anterior.

Vemos, com os mesmos argumentos usados para o caso ideal, que a temperatura de

transicdo do sistema é dada pela solucdo da equagao transcendental

T _ ( g3/2(1) i} )2/3
Ty (g3/2(1) + g3/2(e=27B))

onde J = \/—Jl"'—? Essa equacgado pode ser reescrita como

T _ ( go2(1) )2/ 3
To (g3/2(1) + 93/2(6_)(?3))

onde X = k—i;‘;—o é o parametro usado para descrever o grafico da figura 3.5.
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