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ResumoApresentamos o estudo de três modelos estoástios, governados porequações mestras, que desrevem a propagação de epidemias em uma o-munidade de indivíduos: o modelo de ontato, o modelo susetível-infetado-reuperado (SIR) e o modelo susetível-infetado-reuperado-susetível(SIRS). Os modelos são de�nidos em uma rede regular em que ada sítioda rede representa um indivíduo ao qual assoiamos uma variável estoás-tia que representa seu estado epidêmio. No modelo de ontato ada in-divíduo pode assumir apenas dois estados: susetível (S) ou infetado (I),enquanto os outros dois modelos, que desrevem o proesso de propagaçãode uma epidemia om imunização, apresentam um estado adiional que serefere ao indivíduo estar imune/reuperado (R). Esses modelos exibem umestado absorvente de susetíveis, orrespondente à ausênia da propagaçãoda epidemia, e uma fase ativa, em que há a disseminação da epidemia. A faseativa do modelo SIR é tal que, para tempos su�ientemente grandes, os indi-víduos permaneem susetíveis ou se tornaram imunes devido a imunizaçãode todos os indivíduos infetados.Para a análise dos modelos, utilizamos as simulações de Monte Carlo,as aproximações de ampo médio dinâmio e o proesso estoástio denomi-nada nasimento-e-morte, deduzido a partir da equação mestra. Construímoso diagrama de fase e determinamos a linha rítia entre a fase ativa e a faseabsorvente. As simulações ao redor da linha rítia indiam que o modeloSIRS pertene à lasse de universalidade da perolação direionada. Parao modelo SIRS, observamos a existênia, na fase ativa, do omportamentoosilante além do omportamento usual não osilante. Também veri�amosque, para o modelo de ontato e o modelo SIR, a difusão explíita dos indiví-duos, onsiderada omo responsável pela migração, apresenta forte in�uêniano limiar epidêmio.
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AbstratWe present a study of three stohasti models, governed by master equa-tions, that desribe the an epidemi spreading in a ommunity of individu-als: the ontat model, the suseptible-infeted-reovered (SIR) model andthe suseptible-infeted-reovered-suseptible (SIRS) model. The models arede�ned on a regular lattie in whih eah site represents an individual towhom we assoiate a stohasti variable that represents his epidemi state.In the ontat model eah individual an take only two states: suseptible(S) or infeted (I), while the other two models, that desribe the propaga-tion proess of an epidemi with immunization, present an additional stateassoiated to the individual being immune/reovered (R). These modelsexhibit an absorbing state of suseptibles, orresponding to the absene ofepidemi spreading, and an ative, in whih there is epidemi dissemination.The ative phase of the SIR model is suh that, for su�ient long times,either the individuals have remained suseptible or have beome immune bythe immunization of all infeted individuals.To analyze the models, we used Monte Carlo simulations, dynami mean-�eld approximations and the so alled birth-and-death stohasti proess, de-rived from the master equation. We built the phase diagram and determinedthe ritial line between the ative and absorbing phases. The simulationsaround the ritial line indiates that the SIRS model belong to the diretedperolation universality lass. For the SIRS model, we observed the exis-tene, in the ative phase, of an osillatory behavior in addition to the usualnonosillatory behavior. We also veri�ed that, for the ontat and SIR modelthe di�usion of individuals, onsidered as responsible for migration, presentsstrong e�et in the epidemi threshold.v
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Capítulo 1IntroduçãoHistoriamente o primeiro modelo matemátio elaborado para estudo dapropagação de doenças epidemias foi desenvolvido por Daniel Bernoulli em1760 [1℄. Contudo somente no último séulo houve maior interesse em mode-lar proessos de espalhamento de doenças. Em 1927, Kermak eMKendrik [2℄ propuseram um modelo relativamente simples para desrevera transmissão de uma doença epidêmia oorrendo em uma população u-jos indivíduos são dividos em três lasses: suseptível (saudável sem ontatoom o agente ausador da doença), infetado e imune (o qual torna-se inerteem relação à doença, de modo que nuna mais �ará doente devido a ela).Embora seja um modelo simples, os autores obtiveram uma urva epidêmiaque apresenta uma desrição qualitativa da peste oorrida em Bombaimentre dezembro de 1905 e julho de 1906. Além disso o modelo permite,onheidos os parâmetros envolvidos, uma desrição qualitativa para o limiarde espalhamento de uma erta epidemia ujas araterístias sejam onor-dantes às hipóteses do modelo.Usualmente, a dinâmia de transmissão é modelada em termos de equaçõesdifereniais baseadas na lei de ação das massas, e omo todo modelo, éneessário que o onjunto de equações possa desrever os meânismosessêniais envolvidos no proesso de propagação da doença [?, 3, 4, 5, 6,7, 8℄. Entretanto, oniliar uma boa desrição da realidade e minimizar aquantidade de parâmetros não é uma tarefa fáil [9℄. É neessário oonheimento da relação vetor (patógeno)-hospedeiro e seus ilos de vida[10, 11℄, bem omo a pro�laxia da doença [12, 13℄. Ao fazer esta análise,pode-se determinar o tempo de inubação, a durabilidade da infeção e imu-nidade, taxa de transmissão, resposta imunólogia e outros fatores envolvi-dos. Atualmente, há um onheimento relativamente grande sobre diversasdoenças epidêmias, o que permite determinar alguns dos parâmetros asso-iados à transmissão om preisão satisfatória [8, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19℄.1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�OOs modelos estoástios para espalhamento de uma epidemia são im-portantes para a área de saúde públia e iênias médias em geral, poispodem possibilitar uma melhor ompreensão da dinâmia de espalhamentode uma doença. Do ponto de vista da físia estatístia, estes modelos,analisados no âmbito da dinâmia estoástia, possibilitam a investigaçãode transições de fase de não-equilíbrio e araterização de lasses de univer-salidade de modelos irreversíveis. Atualmente, já existe um bom desenvolvi-mento teório na área de transições de fase de não equilíbrio [20, 21, 22, 23℄.Este tem sido empregado em diversos problemas omo perolação [24, 25, 26℄,inétia químia [27, 28, 29℄, dinâmia de populações [?, 28, 30, 31, 32, 33,34, 35, 36, 37, 38℄, teoria de jogos [39, 40℄ e da omputação [41, 42℄.Usando o formalismo da meânia estatístia de não-equilíbrio estudamostrês diferentes modelos estoástios, nos quais onsideramos os indivíduos dapopulação residindo em retiulados, om interações loais, e evoluindo notempo de aordo om uma equação mestra. Nestes modelos onsideramosque ada indivíduo é aloado em um sítio da rede e lassi�ado onformeseu estado de saúde. Busamos aprimorar estes modelos introduzindo a es-trutura espaial e para dois deles analisamos também o efeito de migraçãopopulaional.No apítulo 2 é apresentado o estudo do modelo de ontato também de-nominado proesso de ontato [4, 20, 26, 43, 44℄. Neste modelo ada indivíduopode estar infetado ou susetível. Um indivíduo susetível pode tornar-se infetado devido ao ontato om um primeiro vizinho infetado. Não éonsiderado que haja período de latênia e um indivíduo infetado podeespontâneamente reuperar-se, �ando novamente susetível, entretanto oproesso de reuperação não garante imunidade ao indivíduo.O proesso deinfeção é auto-atalítio, isto signi�a que para riar um novo infetadoé neessário que haja a presença de pelo menos um vizinho infetado. Aprobabilidade de ontaminação é proporional ao número de vizinhos infe-tados. Dadas estas regras de reação, vemos que probabilidades baixas deontaminação não permitem a manutenção de disseminação da doença e emalgum instante não resta nenhum infetado no agregado e, portanto, a epi-demia essa atingindo um estado absorvente em que toda a população estásusetível. Entretanto, a partir de um erto limiar de ontaminação o regimeestaionário é araterizado por exibir densidade não nula de infetados,orrespondendo à um estado ativo no qual a epidemia nuna essa. Por-tanto, embora seja um modelo simples, o proesso de ontato exibe umatransição de fase fora do equilíbrio termodinâmio, o que faz dele um impor-tante modelo para estudo de transições de fase.No apítulo 3, analisamos o modelo SIR [2, 5, 6, 13, 30℄, no qual supõe-seque a ontaminação, omo no proesso de ontato, seja um proesso auto-



3atalítio, e uma vez infetado o indivíduo espontaneamente pode reuperar-se �ando imune. Assim os indivíduos podem pertener a uma das seguinteslasses: suseptível (S), infetado (I) ou reuperado/imune (R). Ao analisareste modelo perebe-se que há um limiar de ontaminação/reuperação quede�ne se partindo de um únio foo, haverá ou não proliferação da doença.Neste modelo o parâmetro de ordem é a densidade de imunes e há umafase que apresenta densidade nula de imunes, orrespondente ao aso emque a epidemia essa rapidamente sem se espalhar, e uma outra fase emque a epidemia se espalha afetando uma parela signi�ativa da população eque portanto apresenta densidade não nula de imunes. Para tempos longos,sempre é atingido um estado absorvente pois uma vez que o indivíduo torna-seimune ele não sai mais deste estado. Deste modo o modelo apresenta estadosabsorvente em ambas as fases. O que as diferenia é que em uma a epidemiase espalha e na outra ela se enerra rapidamente sem deixar vítimas. Estemodelo tem sido amplamente estudado e apresenta uma série de apliaçõesno estudo de diversas doenças em que o proesso de reuperação onduznaturalmente à imunização [45, 46, 47, 48, 49, 50℄.Embora o modelo SIR seja um pouo mais realístio que o modelo deontato, há doenças que o proesso de reuperação garante apenas uma imu-nidade temporária e espontaneamente um indivíduo imune perde sua re-sistênia à doença tornando-se susetível. Nestes asos temos um proessoílio, no qual um indivíduo susetível torna-se infetado, e uma vez infe-tado ele pode reuperar-se espontâneamente �ando temporariamente imu-nizado, mas espontaneamente ele perde a resistênia adquirida e volta a �arsusetível a uma nova ontaminação. Com estas regras de reação de�ne-se omodelo SIRS [51, 52, 53℄, de�nido no apítulo 4, o qual pode ser entendidoom uma generalização do modelo SIR devido à adição de mais uma transiçãoespontânea. Entretanto, diferentemente do modelo SIR, este modelo apre-senta um únio estado absorvente orrespondente à população totalmentesuseptível e um estado ativo, no qual as densidades de suseptíveis, infe-tados e imunes são não nulas. Ademais, temos o interesse em determinar alasse de universalidade do modelo SIRS, pois embora tenha sido apontadoque modelos om um únio estado absorvente pertenem à lasse da per-olação direionada [54, 55℄, não temos onheimento de estudos espeí�ospara o modelo SIRS estruturado.Para o modelo de ontato e SIR analisamos também o efeito de difusãoentre os indivíduos na rede. A existênia de um proesso loalmente difu-sivo permite um indivíduo migrar e assim pode ser interpretado omo ummeanismo gerador da mobilidade dos indivíduos na rede [35, 56, 57℄. Estaé uma tentativa de agregar uma dinâmia de difusão à população e omoveremos apresenta forte in�uênia nos limiares de ontaminação.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O



Capítulo 2Modelo de ContatoO modelo de ontato é um modelo estoástio de�nido em uma rede de Nsítios. Em ada sítio reside um indivíduo que pode assumir somente os esta-dos susetível ou infetado. Os indivíduos infetados podem ontaminar seusprimeiros vizinhos e assim, para que um indivíduo susetível �que infetadoé neessário que haja pelo menos um vizinho infetado, e a probabilidade deinfeção é proporional ao número de vizinhos infetados. Por outro lado, uminfetado pode espontâneamente reuperar-se, �ando novamente susetível.Na �gura 2.1 representamos os proessos de ontaminação (riação deinfetado) e reuperação (aniquilação de infetado) para uma rede linearonde ada sítio possui apenas dois vizinhos. A transmissão oorre om taxa
nλ/ζ em que n é o número de vizinhos infetados e ζ é a oordenação darede. proesso de ontaminação

◦ ◦ • λ/2 // ◦ • •

• ◦ • λ // • • •proesso de reuperação
� • �

1 // � ◦ �Figura 2.1: Representação dos proessos de ontaminação e reuperação.Neste diagrama ◦ representa um indivíduo susetível e • denota um indivíduoinfetado. O símbolo � signi�a que o proesso independe dos vizinhos.5



6 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATO2.1 Equação Mestra para o Modelo de ContatoUsando a equação mestra [22, 29, 43, 44℄ que governa a dinâmia de pro-essos markovianos
d

dt
P (η, t) =

∑

η′

{W (η|η′)P (η′, t) − W (η′|η)P (η, t)} (2.1)em que P (η, t) é a probabilidade do sistema ser enontrado na on�guraçãomirosópia η no instante t. No aso de uma rede om N sítios a on�gu-ração do sistema é denotada por,
η = (η1, η2, . . . , ηi, . . . , ηN ) (2.2)em que a variável estoástia ηi é uma variável estoástia assoiada ao sítio

i que assume dois valores ηi = 0 (sítio vazio/susetível) ou ηi = 1 (sítiooupado/infetado).A partir da equação mestra podemos alular a média uma função f(η)dependente de η. Para tanto onsideramos uma dinâmia temporal assín-rona em que somente um sítio é atualizado por unidade de tempo (dinâmiade um sítio). Isso signi�a que a probabilidade de transição W (η|η′) é dadapor
W (η|η′) =

N
∑

i=1

δ(η1, η
′

1)δ(η2, η
′

2) . . . δ(ηi
i, η

′

i) . . . δ(ηN , η
′

N)wi(η
′) (2.3)em que ηi (índie superesrito à direita) é a on�guração obtida de η′ pelaatualização do i-ésimo sítio para seu próximo estado anti-ílio (1 → 0, 0 →

1) e δ(α, β) denota o delta de Kroneker, wi(η
′) denota a probabilidade detransição por sítio.A média da grandeza de estado f(η) sobre a distribuição deprobabilidade P (η, t) é de�nida por

< f(η) >=
∑

η

f(η)P (η, t) (2.4)Utilizando as equações (2.1), (2.3) e (2.4) obtemos a equação de evolução



2.1. EQUAÇ�O MESTRA PARA O MODELO DE CONTATO 7temporal de f(η)

d

dt
< f(η) > =

N
∑

i

∑

η

∑

η′

{f(η
′

1, . . . , η
′

i, . . . , η
′

N , t)δ(ηi, 1 − η
′

i) (2.5)
N
∏

j=1
(j 6=i)

δ(ηj, η
′

j)wi(η
′

1, . . . , η
′

i, . . . , η
′

N)P (η
′

1, . . . , η
′

i, . . . , η
′

N , t)} −

N
∑

i

∑

η

∑

η′

{f(η1, . . . , ηi, . . . , ηN , t)δ(1 − η
′

i, ηi)

N
∏

j=1
(j 6=i)

δ(η
′

j, ηj)wi(η1, . . . , ηi, . . . , ηN)P (η1, . . . , ηi, . . . , η, t)}.Este proedimento possibilita esrever a variação temporal da média deuma grandeza de estado numa notação ompata, dependente apenas daprobabilidade de transição por sítio wi(η).Como todos os deltas de Kroneker serão nulos, exeto
δ(ηi, 1 − η

′

i) = δ(ηi, η
i
i) e δ(1 − ηi, η

′

i) = δ(ηi
i, ηi). Podemos esrever

d

dt
< f(η) > =

∑

i

∑

η

{f(η)ωi(η
i)P (ηi, t) − f(η)ωi(η)P (η, t)}

=
∑

i

< {f(iη) − f(η)}ωi(η) >, (2.6)
iη denota a on�guração obtida de η em o i-ésimo sítio atinge seu próximoestado ílio (0 → 1, 1 → 0).Para alular a probabilidade do i-ésimo sítio estar oupado (infetado)onsideramos

f(η) = δ(ηi, 1),e de�nimos a densidade de infetados
Pi(1) =< δ(ηi, 1) > .Usando a equação (2.6) temos

d

dt
Pi(1) =< {δ(iηi, 1) − δ(ηi, 1)}ωi(η) >, (2.7)mas δ(iηi, 1) = δ(ηi, 0) e assim

d

dt
Pi(1) =< δ(ηi, 0)ωi(η) − δ(ηi, 1)ωi(η) > . (2.8)



8 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATOA probabilidade de transição para o proesso de ontato pode ser esritaomo
ωi(η) =

1

1 + λ
δ(ηi, 0) +

1

ζ

λ

1 + λ

∑

δ

δ(ηδ, 1), (2.9)em que ζ é a oordenação da rede, λ é a taxa de infeção e a soma é feitasobre os primeiros vizinhos do sítio i.Substituindo a equação (2.9) na equação (2.8) obtemos
d

dt
Pi(1) =<

λ

ζ
δ(ηi, 0)

∑

δ

δ(ηi+δ, 1) − δ(ηi, 1) >ou
d

dt
Pi(1) =

λ

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(01) − Pi(1), (2.10)o índie δ no somatório representa a soma sobre os primeiros vizinhos do sítio
i, ontabilizando o total de vizinhos infetados. A probabilidade onjunta
Pi,i+δ(01) é a probabilidade do sítio i estar vazio (susetível) e seu vizinhoestar oupado (infetado).Considerado que a rede seja espaialmente isotrópia, temos

d

dt
Pi(1) = λ

∑

δ

Pi,ij(01) − Pi(1). (2.11)Uma breve disussão deste mesmo modelo om anisotropia espaial éapresentada na referênia [20℄.2.1.1 Aproximação de Campo Médio SimplesA aproximação de ampo médio simples onsiste em desorrelaionar aprobabilidade onjunta
Pij(αβ) = Pi(α)Pj(β) (2.12)nesta aproximação a equação (2.11) se esreve:
d

dt
ρ = λρ(1 − ρ) − ρ, (2.13)em que introduzimos Pi(1) = ρ (densidade de sítios oupados) e usamos aondição de normalização Pi(0) + Pi(1) = 1.As soluções estaionárias da equação (2.13) são

ρ = 0 (2.14)



2.1. EQUAÇ�O MESTRA PARA O MODELO DE CONTATO 9e
ρ =

λ − 1

λ
. (2.15)A primeira solução orresponde ao estado absorvente (todos os indivíduossusetíveis) enquanto a segunda orresponde à fase ativa, om oexistêniade indivíduos saudáveis e infetados. A transição de fase oorre no pontorítio λc = 1 e o parâmetro de ordem apresenta o omportamento

ρ ∼ (λ − λc)
β, λ > λc, (2.16)em que β é o expoente rítio assoiado ao parâmetro de ordem ρ; naaproximação de ampo médio temos β = 1.A equação (2.13) pode ser analitiamente resolvida tendo omo resultado

ρ(t) =
λ − λc

λ(1 − e−(λ−λc)t)
. (2.17)No limite assintótio de tempo longos temos

lim
t→∞

ρ(t) =

{

0 se λ < λc
λ−1

λ
se λ ≥ λc.

(2.18)Na �gura 2.2 mostramos a dependênia do parâmetro de ordem em relaçãoà taxa de infeção λ na aproximação de ampo médio simples para uma redeunidimensional. Vemos abaixo do limiar de infeção λc = 1 a densidade deinfetados é nula (orrespondendo ao estado absorvente de susetíveis) e para
λ > λc a densidade de infetados é não nula, o que orresponde à fase ativa.

0 2 4 6 8 10

λ
0

0,2

0,4

0,6

0,8

c. m. simples

ρ

Figura 2.2: Densidade estaionária de infetados ρ versus taxa de infeção
λ, na aproximação de ampo médio simples para uma rede unidimensional.



10 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATO2.1.2 Campo Médio om Aproximação de ParesA equação de evolução temporal para a orrelação de pares P (01) éalulada usando a equação (2.6) om
f(η) = δ(ηi, 0)δ(ηj, 1), e, portanto, < δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) >= Pij(01).Podemos esrever
d

dt
Pij(01) =

N
∑

k=1

< {δ(kηi, 0)δ(kηj , 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)}ωk(η) > . (2.19)Analisando a soma do lado direito da equação (2.19) há três asos háonsiderar1. Se k 6= i e k 6= j então:
δ(kηi, 0)δ(kηj , 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) =

δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) = 0.2. Se k = 1 e k 6= j então:
δ(kηi, 0)δ(kηj , 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) =

δ(iηi, 0)δ(iηj, 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) =

δ(ηi, 1)δ(ηj, 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) =

{δ(ηi, 1) − δ(ηi, 0)}δ(ηj, 1),que substituido na somatória, ontribui om o termo
< {δ(ηi, 1) − δ(ηi, 0)}δ(ηj, 1)ωi(η) >=

< 1δ(ηi, 1)δ(ηj, 1) − λ

ζ

∑

δ

δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)δ(ηi+δ, 1) > . (2.20)3. Se k 6= i e k = j então:
δ(kηi, 0)δ(kηj , 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) =

δ(jηi, 0)δ(jηj , 1) − δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) =

δ(ηi, 1){δ(ηj, 0) − δ(ηj , 1)},



2.1. EQUAÇ�O MESTRA PARA O MODELO DE CONTATO 11e, portanto, este termo ontribui, na somatória om
< δ(ηi, 0){δ(ηj, 0) − δ(ηj , 1)}ωj(η) > .Tomando ηj = 0 no primeiro termo entre haves e ηj = 1 no segundo, temos

<
λ

ζ

∑

δ

δ(ηi, 0)δ(ηj, 0)δ(ηj+δ, 1) − 1δ(ηi, 0)δ(ηj, 1) > . (2.21)Para exempli�ar omo se ontabiliza a quantidade de infetados vizinhosa uma dado sítio, na expressão (2.21), usaremos uma rede regular quadrada,que portanto tem oordenação (ζ = 4). Neste aso o aglomerado de sítios aser analisado é esrito na forma
P





η2 η3

η1 ηi ηj η4

η6 η5



 .Então, a soma realizada na vizinhança do sítio i, om ηi = 0 e ηj = 1 é
Pi,j,i+δ(011) =

∑

δ

δ(ηi, 0)δ(ηj, 1)δ(ηi+δ, 1) =

∑

η1,η2,η6

(

1 + δ(η1, 1) + δ(η2, 1) + δ(η6, 1)
)

P





η2

η1 0 1
η6





=
∑

η1,η2,η6

P





η2

η1 0 1
η6



 +
∑

η1,η2,η6

δ(η1, 1)P





η2

η1 0 1
η6



 +

+
∑

η1,η2,η6

δ(η2, 1)P





η2

η1 0 1
η6



 +
∑

η1,η2,η6

δ(η6, 1)P





η2

η1 0 1
η6





= P (01) + P (101) + P

(

1
0 1

)

+ P

(

0 1
1

)

.Como estamos tratando uma rede om isotropia espaial,
∑

i,j,i+δ

P (011) = P (01) + (ζ − 1)P (101). (2.22)A soma na vizinhança do sítio j, om ηi = 0 e ηj = 0 é
∑

δ

Pi,j,j+δ(001) =< δ(ηi, 0)δ(ηj, 0){δ(ηi, 1) + δ(η3, 1) + δ(η4, 1) + δ(η5, 1)} >
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=

∑

η3,η4,η5

{δ(η3, 1) + δ(η4, 1) + δ(η5, 1)}P





η3

0 0 η4

η5





= P

(

1
0 0

)

+ P (001) + P

(

0 0
1

)

.Portanto, na ausênia de anisotropia,
∑

δ

Pi,j,j+δ(001) = (ζ − 1)P (001). (2.23)Deste modo, om auxílio das equações (2.22) e (2.23), a equação (2.19)pode ser esrita omo
d

dt
Pij(01) = Pij(11) − Pij(01) + λ

ζ − 1

ζ

[

Pi,j,k(001) − Pk,i,j(101)
]

. (2.24)Na aproximação de pares, trunamos a dependênia nas orrelações de trêssítios da forma
Pijk(αβγ) =

Pij(αβ)Pjk(βγ)

Pj(β)
, (2.25)onsiderando no máximo probabilidades orrelaionadas até segunda ordem.As expressões (2.12) e (2.25) advém de uma expressão geral, omo desritona referênia [31℄, em que um agregado de sítios C, formado pelo núleo A evizinhança B é desorrelaionado fazendo a aproximação

P (C) = P (A)P (B|A) ∼= P (A)
∏

i∈B

P (i, A)

P (A)
. (2.26)Assim, na aproximação de pares, devemos usar as equações (2.11) e (2.24),desorrelaionando probabibilidades de distribuições de ordem superior a doissítios.Quando as redes apresentam isotropia espaial, apliando a aproximaçãoom pares, as equações para evolução dos momentos da distribuição são:

dρ

dt
= λϕ − ρ,

dϕ

dt
= −2λ

ζ − 1

ζ

ϕ2

1 − ρ
+

[

λ
ζ − 2

ζ
− 2

]

ϕ + ρ, (2.27)em que
P (1) = ρ e P (01) = ϕ, (2.28)



2.1. EQUAÇ�O MESTRA PARA O MODELO DE CONTATO 13e foi empregado as ondições de normalização
P (1) + P (0) = 1,

P (01) + P (11) = P (1). (2.29)No regime estaionário,
dρ

dt
= 0 ∴ ϕ =

ρ

λ
,e substituindo este resultado na expressão (2.27) temos

dϕ

dt
= 0 = −2

ζ − 1

ζ

ρ2

λ(1 − ρ)
+

(

λ
ζ − 2

ζ
− 2

)ρ

λ
+ ρ,ujas soluções são

ρ = 0 (estado absorvente)e
ρ =

λ(ζ − 1) − ζ

λ(ζ − 1) − 1
(estado ativo).Assim, a transição de fase oorre no limiar

λc =
ζ

ζ − 1
. (2.30)Na �gura 2.3 temos o parâmetro de ordem ρ versus a taxa de infeção λ naaproximação de ampo médio simples e por pares, para o proesso de ontatoem uma rede regular bidimensional (ζ = 4). Vemos que na aproximação deampo médio simples a taxa rítia é λc(cms) = 1 enquanto na aproximaçãode ampo médio om pares λc(cmp) = 4/3, valor este que está mais próximode valor obtido por simulações de Monte Carlo λc = 1, 6488(1) [20℄. As-sim, vemos que onsiderando orrelações de ordem superior nas orrelaçõesobtemos uma signi�ativa melhora na determinação do ponto rítio.
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Figura 2.3: Densidade estaionária de infetados ρ versus taxa de infeção
λ, na aproximação de ampo médio simples e por pares para uma rede bidi-mensional (ζ = 4).2.2 Modelo de Contato om DifusãoDesejamos tratar o modelo de ontato numa população não sedentária,ujos indivíduos, embora estejam dispostos em retiulados, possam realizarmigrações loais. Analisamos o aso em que a migração explíita oorraatravés de um proesso de difusão simples, no qual o movimento da partíulano retiulado seja efetuado por meio de uma troa de posição om um deseus primeiros vizinhos. Assim a dinâmia do modelo de ontato é sutilmentemodi�ada, adiionando o termo difusivo. O algoritmo onsiste em sortearum sítio do retiulado, optar por realizar difusão (permutando a posiçãoda partíula om um de seus primeiros vizinhos) ou realizar o proesso dereação (proesso de ontato intrínseo). O proesso de difusão oorre omprobabilidade d e a reação om probabilidade omplementar 1 − d. Quando
d vai a zero reaimos no modelo de ontato original e o extremo d = 1representa o movimento aleatório.2.2.1 Proesso Difusivo UnidimensionalComo o modelo de ontato exibe transição de fase em uma dimensão,primeiramente analisamos as propriedades do modelo em uma dimensão. Pormeio de aproximações de ampo médio enontramos o diagrama de fase domodelo em função da probabilidade de difusão, e posteriormente estendemoso proedimento para uma rede quadrada.



2.2. MODELO DE CONTATO COM DIFUS�O 15Como o proesso difusivo não aniquila nem ria partíulas, a soluçãode ampo médio simples não sofre modi�ação alguma quando há difusão.Entretanto, na aproximação de ampo médio om pares, é neessário alulara probabilidade de enontrar infetados ao lado de susetíveis e o proessode difusão altera a densidade destes pares.Representando um sítio oupado (infetado) por • e vazio (susetível)por ◦, mostramos na tabela 2.1 os aglomerados de sítios que apresentammudança no número de pares devido ao proesso difusivo, om as respetivastaxas de transição e variação no total de pares P (01) = ∆◦• riados (sinal
+) ou aniquilados (sinal −).Tabela 2.1: Aproximação de pares para o proesso de ontato unidimensionalom difusão.Proesso aproximação de pares taxa ∆◦•
◦ ◦ ◦•• d→ ◦•◦• P (00)P (01)P (11)

P (0)P (1)
(1−ρ−ϕ)(ρ−ϕ)ϕ

ρ(1−ρ)
+2

•◦•◦ d→ ••◦◦ P (01)3

P (0)P (1)
ϕ3

ρ(1−ρ)
-2Assim, as equações (2.11) e (2.24) se esrevem

dPi(1)

dt
= λP (10) − P (1), (2.31)

d

dt
Pij(01) = (1 − d)

{

Pij(11) − Pij(01) + λ
ζ − 1

ζ

[

Pi,j,k(001) − (2.32)
Pk,i,j(101)

]}

+ d
{

P (0011)− P (1010)
}

.Realizando a aproximação de ampo médio om pares e usando as de�nições(2.28) juntamente om a ondição de normalização (2.29) temos
dρ

dt
= λϕ − ρ e (2.33)

dϕ

dt
= (1 − d)

{

− λϕ2

1 − ρ
− 2ϕ + ρ

}

+ (2.34)
dρ(1 − ρ)

{

(1 − ρ − ϕ)(ρ − ϕ)ϕ − ϕ3
}

.No regime estaionário, temos a seguinte equação
ϕ =

ρ

λ
,



16 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATOque substituida na equação (2.34) resulta
0 = (1 − d)

ρ

λ
[− ρ

1 − ρ
− 2 + λ] +

dρ

λ(1 − ρ)
{(1 − ρ − ρ

λ
)(1 − 1

ρ
) − ρ

λ2
}.As soluções dessa equação são:

ρ = 0 (2.35)ou
0 = (1 − d){−ρ + (λ − 2)(1 − ρ)} + d{1 − ρ − 1

λ
}.Isolando ρ nesta última equação temos:

ρ{(1 − d)(λ − 1) + d} = (1 − d)(λ − 2) + d(1 − 1

λ
),

ρ =
(1 − d)(λ − 1) + d − (1 − d) + d

λ

(1 − d)(λ − 1) + d
,

ρ = 1 − (1 − d) + d
λ

λ − 1 + d(2 − λ)
; λ ≥ λc. (2.36)No ponto rítio:

λ − 1 + d(2 − λ) = (1 − d) +
d

λ
,

λ2(1 − d) + (3d − 2)λ − d

λ
= 0 e

λc =
(2 − 3d) ±

√

(2 − 3d)2 + 4d(1 − d)

2(1 − d)
. (2.37)Mas, analisando o aso d = 0 perebe-se que apenas a raiz positiva apresentasigni�ado físio.Na �gura 2.4 exibimos o diagrama de fase deste modelo no plano d− λ etambém o omportamento de ρ omo função de d e λ. Conforme a equação(2.37) há uma linha rítia, no plano d − λ na qual, ada probabilidade dedifusão se assoia a um ponto rítio.
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dFigura 2.4: Diagrama de fase, no plano d−λ, para o proesso de ontato difu-sivo unidimensional. Este grá�o também exibe o parâmetro de ordem ρ dadopela equação (2.36), em função da probabilidade de difusao d e parâmetrode ontrole de infeção λ.2.2.2 Proesso Difusivo BidimensionalConforme aumentamos a oordenação da rede, havendo difusão, ampli-amos também os graus de liberdade de movimento de uma partíula. Parauma rede quadrada (z = 4), devemos analisar todos os aglomerados de sítiosuja alteração dos sítios entrais provoam modi�ção do número de pares
∆◦• a �m de que possamos esrever o termo difusivo na equação (2.24).Como esboçado na �gura 2.5, representamos um aglomerado de oito sítios,formado por um par entral ηiηj , em que ηi = 0 e ηj = 1 os quais permutamom a probabilidade de difusão d. A vizinhança pode ser representada pelavariável estoástia ηk, (k = 1, . . . , 6), a qual pode tomar os valores 0 ou 1.Para o aso unidimensional obtemos failmente os aglomerados de sítiosque sofrem alteração da quantidade de pares devido ao proesso difusivo.Porém, para uma rede quadrada, temos um total de 26 aglomerados de oitosítios a serem analisados, e portanto é onveniente alular as taxas de tran-sição e as respetivas variações de pares omputaionalmente. Nesta análisedevemos tomar o uidado de exluir estruturas que diferem entre si apenaspor re�exão, omo está exempli�ado na �gura 2.6.



18 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATO
η1 η6

η2 0 1 η5

η3 η4

d→
η1 η6

η2 1 0 η5

η3 η4Figura 2.5: Representação de um proesso difusivo em uma rede quadrada.Devido à permutação de posições dos sítios entrais; dependendo davizinhança podemos ter variação da quantidade de pares P (01).
η1 η6

η2 0 1 η5

η3 η4

=
η3 η4

η2 0 1 η5

η1 η6Figura 2.6: Uma vez �xado os estados dos sítios que formam a vizinhançado agregado, aglomerados que diferem entre si por uma re�exão devem serontabilizados uma únia vez no álulo da riação/aniquilação de pares.Os dois agregados mostrados nesta �gura distinguem-se por uma rotação de
180o.Uma vez determinados as taxas de transição e o número de paresriados/aniquilados (em onsequênia do proesso difusivo), reesrevemos asequações (2.11) e (2.24) omo

dρ

dt
= λϕ − ρ (2.38)e

dϕ

dt
= (1 − d)

{

− λϕ2

1 − ρ
− 2ϕ + ρ

}

+
2dϕ

[ρ(1 − ρ)]3
{

(1 − ρ − ϕ)3(ρ − ϕ)[2ϕ2 +

4ϕ(ρ − ϕ) + 3(ρ − ϕ)2] + (1 − ρ − ϕ)2ϕ[−2ϕ3 + 5ϕ(ρ − ϕ)2 +

2(ρ − ϕ)3] + (1 − ρ − ϕ)ϕ2[−4ϕ3 − 5ϕ2(ρ − ϕ) + 2(ρ − ϕ)3] −
ϕ4[3ϕ2 + 2ϕ(ρ − ϕ) + 2(ρ − ϕ)2]

}

. (2.39)Para determinar o ponto rítio, resolvemos numeriamente este sistemade equações usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4).Na �gura 2.7 é mostrado o diagrama de fase do modelo obtido om estaaproximação.
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Figura 2.7: Probabilidade rítia de infeção versus probabilidade de difusão,na aproximação de ampo médio om pares, para o proesso de ontato bidi-mensional om difusão. A partir deste grá�o vemos que a difusão provoaa redução no limiar de infeção, e assim quanto maior a mobilidade dos in-divíduos maiores serão as hanes de espalhamento da epidemia.2.3 Simulações de Monte CarloO método de Monte Carlo [58, 43℄ permite reproduzir a natureza estoás-tia de um dado sistema realizando simulações omputaionais. Para isso,desenvolvemos um algoritmo que possibilita gerar on�gurações mirosópi-as que evoluem a partir de uma dinâmia temporal que ompreende asprobabilidades de transição do modelo.Para o modelo de ontato usaremos o seguinte algoritmo:1. Gera-se uma on�guração da rede regular om Ld sítios, em que d é adimensão da rede, na qual todos os sítios vazios om exeção do sítioentral, se enontram no estado infetado.2. Efetua-se o sorteio de um sítio da rede e um número aleatório γ per-tenente ao intervalo [0, 1).3. Compara-se a probabilidade de transição. Se γ < d, em que d é aprobabilidade de difusão, então esolhe-se um sítio vizinho e permuta-se seus estados. Senão aplia-se o proesso de reação (item seguinte).



20 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATO3.a Sorteia outro número aleatório e ompara om a probabilidade de tran-sição do sítio (equação 2.9). Se o número aleatório for maior que aprobabilidade de transição, então o sítio é alterado para seu próximoestado ílio.3.b Se houver apenas um infetado na rede, impedimos que ele seja aniquilado.4. Após o sorteio de Ld sítios, ontabiliza-se um passo de Monte Carlo ealula-se as médias das grandezas de interesse.5. Repete-se o ilo a partir do passo 2 por um número de passos que oprogramador estipular.A ondição (3.b) introduzida em [59℄ onsiste em uma pequena pertur-bação que impede uma realização air no estado absorvente, pois para sis-temas �nitos o estado absorvente sempre é atingido. Note que esta ondição éfundamental apenas nas proximidades do ponto rítio, e esta perturbação setorna desprezível para redes muito grandes. Uma alternativa à esta hipótese éapresentada em [60℄ está relaionada à geração da distribuição deprobabilidades das distribuições das on�gurações mirosópias no regimequasi-estaionário.Há outros algoritmos similares ao aqui desrito, que apresentam otimiza-ção de proessamento omputaional. Um dos mais usados está desrito nasreferênias [61, 62℄ e onsiste em riar uma lista dos sítios oupados e suasrespetivas oordenadas. Isto permite sortear somente sítios oupados, ouprimeiros vizinhos de infetados, aos quais o proesso de reação se aplia.Neste aso, o tempo passa a ser inrementado em intervalos ∆t = 1/Ni, emque Ni é o número de sítios oupados.2.3.1 Simulações EstaionáriasAs simulações estaionárias são assim denominadas porque neste tipo desimulação alula-se médias de grandezas no estado estaionário. A mé-dia é efetuada sobre um intervalo de tempo em que a realização esteja�termalizada�, isto é, que não esteja sob efeito transiente. Para adarealização omputa-se a densidade
ρt =

1

N

N
∑

i=1

δ(ηi, 1), t>tempo transiente(tt)



2.3. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 21em que N = Ld é o total de sítios da rede. O valor médio, é alulado sobretodo o intervalo de tempo
< ρ >=

1

tmax − tt

tmax
∑

t>tt

ρt,em que tmax é o tempo máximo de evolução desejado (dado em passos deMonte Carlo). Na prátia uma simulação é feita utilizando várias realizações,sobre as quais se alula o valor médio.O modelo de ontato exibe transição de fase de segunda ordem, e, por-tanto, o parâmetro de ordem vai a zero ontinuamente na transição. Contudoisto só oorre no limite termodinâmio, no qual o tamanho do sitema é in-�nito. Para tamanhos �nitos, omo está ilustrado na �gura 2.8, o que seperebe é que, na transição, a medida que se aumenta o tamanho da rede, oparâmetro de ordem torna-se mais próximo de zero nas vizinhanças de λc.A teoria de esala de tamanho �nito [58, 20, 21, 22, 59℄ mostra que pode-mos determinar o ponto rítio usando o umulante reduzido de segundaordem,
u =

< ρ2 > − < ρ >2

< ρ >2
, (2.40)uja magnitude no ponto rítio independe do tamanho do sistema. Mostra-se ainda que próximo ao ponto rítio o parâmetro de ordem esala om otamanho da rede segundo a relação

ρ(∆, L) ∼ L−β/ν⊥f(∆L1/ν⊥) (2.41)em que f(x) é uma função universal, ∆ = λ−λc, om λ > λc; β é o expoenterítio assoiado ao parâmetro de ordem da transição,
ρ ∼ (∆)β (2.42)e ν⊥ é o expoente rítio assoiado ao omprimento de orrelação espaial ξque omporta-se omo

ξ ∼ |∆|−ν⊥. (2.43)Nas sub-seções seguintes são apresentados resultados de simulações om-putaionais do proesso de ontato difusivo em redes unidimensionais e bidi-mensionais om os respetivos diagramas de fase.



22 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATO(a) Caso UnidimensionalNa �gura 2.8 é mostrada a densidade estaionária de infetados ρ versusa taxa de infeção λ para diferentes tamanhos de rede unidimensionais detamanho L om ondições periódias de ontorno. Embora seja esperadoque o parâmetro de ordem, no limite termodinâmio se anule na transiçãode fase, omo realizamos simulações omputaionais em redes de tamanho�nito, devemos usar um método omplementar para determinar om maiorpreisão o ponto rítio. Neste trabalho usamos o umulante reduzido desegunda ordem, alulado onforme a equação (2.40). Na �gura 2.9 temosgrá�o do umulante reduzido em função da taxa de infeção λ para diferentestamanhos de rede unidimensional de tamanho L. Como no ponto rítio,o umulante independe do tamanho da rede, as urvas de umulantes dediferentes tamanhos apresentam uma interseçao, e assim podemos delimitaro ponto rítio om razoável preisão numéria.
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Figura 2.8: Densidade estaionária de infetados versus a taxa de infeçãopara vários tamanhos de rede.Conforme a equação (2.42), podemos alular o expoente rítio assoiadoao parâmetro de ordem da transição a partir de um grá�o logρ versus log∆,omo mostrado na �gura 2.3.1. Ao fazer esta análise devemos lembrar quea equação (2.42) é válida no limite L → ∞, e assim, é neessário que assimulações para alular a densidade de infetados, sejam realizadas pararedes de tamanho grande.
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Figura 2.9: Cumulante reduzido versus o parâmetro de ontrole λ para di-versos tamanhos de rede L. O ponto de interseção das urvas delimita oponto rítio, λc = 3, 310(19) e uc = 0, 196(18).
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Figura 2.10: Densidade de infetados versus a distânia ao ponto rítio
∆. Ajustando uma reta ao pontos obtemos o expoente β = 0, 26(1). Assimulações foram exeutadas para rede de tamanho L = 640.



24 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATOPela expressão (2.41), onforme exibido na �gura 2.11, no ponto rítio,fazendo um grá�o de logρ versus logL, em que L é o tamanho da rede,podemos alular a razão β/ν⊥, e tendo alulado β previamente, obtemos
ν⊥.
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Figura 2.11: Densidade de infetados ρ versus tamanho da rede L. Ajustandouma reta aos dados, obtemos o oe�iente linear β/ν⊥ = 0, 252(3).Para probabilidade de difusão não nula realizamos as simulações esta-ionárias e determinamos o ponto rítio por meio do umulante reduzido.Entretanto não foram alulados os expoentes rítios para o modelo difusivo.Na �gura 2.12 mostramos grá�os dos umulantes para duas probabilidadesdistintas de difusão. Nestes grá�os vemos que o aumento da probabilidadede difusão provoa a redução no limiar de infeção.
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Figura 2.12: Cumulantes em função do parâmetro de ontrole λ, paradiferentes tamanhos de rede. À esquerda a probabilidade de difusão é d = 0.2e no grá�o à direita d = 0.5.
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Figura 2.13: Diagrama de fase para o proesso de ontato difusivo unidi-mensional. Este grá�o exibe a probabilidade rítia de infeção λ/(λ + 1)em função da probabilidade de difusão d. A linha ontínua é a soluçãoobtida na aproximação de ampo médio om pares (equação 2.37). Cadaponto em destaque na outra urva foi enontrado usando simulações om-putaionais estaionárias, a linha interlingando-os é um guia para os olhos.Comparando as duas soluções, vemos que a solução de ampo médio qualita-tivamente onorda om os resultados provenientes de simulações omputa-ionais. Para d → 1 os resultados de simulações de Monte Carlo devem on-vergir para os resultados de ampo médio. Porém, neste limite as simulaçõestornam-se demasiadamente lentas e não foram realizadas neste trabalho.



26 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATO(b) Caso BidimensionalTambém investigamos o modelo de ontato de�nido em uma rede regularquadrada, om e sem difusão, por meio de simulações omputaionais esta-ionárias. A �gura 2.14 exibe a densidade de infetados ρ versus a taxa deinfeção λ para diferentes tamanhos de rede de lado L para o aso não difu-sivo. Pela análise do umulante reduzido de segundo ordem, ujo grá�o émostrado na �gura 2.15, que no ponto rítio apresenta uma interseção dasurvas dos umulantes alulados para diferentes tamanhos de rede, podemosdeterminar o ponto rítio.
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Figura 2.14: Densidade estaionária de infetados versus a taxa de infeção
λ para vários tamanhos de rede regular quadrada de lado L.Para o modelo de ontato difusivo bidimensional, também foram re-alizadas simulações omputaionais estaionárias para diferentes probabil-idades de difusão. Como no aso não difusivo, estimamos o ponto rítio apartir da análise grá�a do umulante reduzido de segunda ordem em funçãoda taxa de infeção.A �gura 2.16 exibe os diagramas de fase do modelo de ontato difusivobidimensional na aproximação de ampo médio om pares e por meio de sim-ulações omputaionais estaionárias. Neste diagrama vemos que a aproxi-mação de ampo médio om pares desreve qualitativamente os resultadosenontrados por meio de simulações de Monte Carlo. Além disso, vemos quedo mesmo modo que modelo de�nido em uma rede unidimensional, a faseativa rese em função do aumento da probabilidade de difusão.
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Figura 2.15: Cumulante versus o parâmetro de ontrole λ para diversostamanhos de rede L. O ponto de interseção das urvas delimita o pontorítio, o qual estimamos ser λc = 1, 6490(5) e uc = 0, 5680(8).
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Figura 2.16: Probabilidade rítia de infeção versus a probabilidade de di-fusão d, delimitando o diagrama de fase para o proesso difusivo bidimen-sional. A linha ontínua é a solução obtida na aproximação de ampo médioom pares (equação 2.39). Cada ponto da outra urva foi determinado us-ando simulações omputaionais estaionárias, a linha traejada é um guiapara os olhos. Para d → 1 os resultados de simulações de Monte Carlo de-vem onvergir para os resultados de ampo médio. Porém, neste limite assimulações tornam-se demasiadamente lentas e não foram realizadas nestetrabalho.



28 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATONa tabela 2.2 é apresentada a síntese dos resultados obtidos para o modelode ontato disutidos no presente apítulo.Tabela 2.2: Parâmetros e expoentes rítios para o modelo não difusivo.rede λc β β/υ⊥unidimensional 3,310(19) 0,26(1) 0,252(3)bidimensional 1,6490(5)2.3.2 Simulações Dependentes do TempoNas simulações dependentes do tempo, usamos o algoritmo desrito naseção 2.3, exluindo o passo 3.b e o passo 5 é modi�ado: o tempo máximo deevolução é livre, ada simulação termina quando a realização atinge o estadoabsorvente ou algum infetado atinge a borda da rede; quando isso oorreiniiamos uma nova realização. A ada passo de tempo alulamos o númerode infetados n(t) e o raio quadrátio de espalhamento dos infetados R2(t),onforme as seguintes expressões:
n(t) =

L
∑

i=1

δ(ηi, 1),e a distânia quadrátia dos indivíduos infetados em relação ao entro darede ,
r2(t) =

L
∑

i=1

δ(ηi, 1)(i − L/2)2.O sub-índie i representa a oordenada de ada sítio. Estas expressõesreferem-se à uma rede unidimensional, para o aso bidimensional as so-matórias preisam de mais um sub-índie para perorrer toda a rede.Após simular um onjunto de Na realizações, alula-se o número médiode infetados N(t), o raio quadrátio médio dos infetados R2(t) e a proba-bilidade de sobrevivênia do proesso epidêmio Ps(t) onforme as expressões
N(t) =

1

Na

Na
∑

k=1

n(t), (2.44)
R2(t) =

1

Nas(t)

∑

t

r2(t) e (2.45)
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Ps(t) =

1

Na

Na
∑

k=1

H(t). (2.46)Na equação (2.45) Nas(t) é o número de realizações que apresentam infetadosno instante t, e na equação (2.46) H(t) é a função degrau e assume o valor 1se ainda há infetado no instante t ou zero aso ontrário.Conforme Grassberger e de la Torre [21℄, no ponto rítio estas grandezasomportam-se de aordo om as seguintes leis de potênia,
N(t) ∼ tη, (2.47)
R2(t) ∼ tz (2.48)e Ps(t) ∼ t−δ, (2.49)em que os expoentes rítios dinâmios η, z e δ, satisfazem a relação dehiperesala 2η + 4δ = dz, sendo d a dimensão espaial, e juntamente omos expoentes rítios estátios araterizam a lasse de universalidade domodelo.Construindo os grá�os de logN(t), logR2(t) e logPs(t) versus logt noponto rítio devemos obter retas, onde o oe�iente linear é o expoentedinâmio assoiado. Fora do ponto rítio obteremos urvas onvexas noregime superrítio e �navas no regime subrítio. Deste modo podemosdeterminar o ponto rítio om elevada preisão.Efeitos de tamanho �nito tornam-se expressivos neste tipo de simulação,na prátia deve-se usar tamanhos de rede su�ientemente grandes, para seobter um amplo intervalo de tempo. Como desrito por [35℄, podemos estimarum limite para o tempo máximo a ser usado na linearização dos dados fazendouma análise mais detalhada dos efeitos de borda, o que na prátia nos habilitaa usar redes de tamanho não neessariamente muito grande.A seguir apresentamos resultados de simulações dependentes do tempopara o proesso de ontato unidimensional sem difusão. Neste trabalho nãoalulamos os expoentes rítios para o modelo difusivo.(a) Caso UnidimensionalPor meio de simulações dependentes do tempo, obtemos que a transiçãode fase para o proesso de ontato de�nido em uma dimensão oorre em

λc = 3, 2980(5). Algumas urvas para o número de infetados, probabilidadede sobrevivênia e raio quadrátio são mostradas nas �guras 2.17, 2.18 e2.19, respetivamente, para diferentes valores do parâmetro λ. Para obterboa preisão númeria na determinação do ponto rítio é neessário que se



30 CAPÍTULO 2. MODELO DE CONTATOfaça muitas simulações para ada valor do parâmetro, aqui foi empregadoum total de 105 realizações. Curvas om taxa de infeção muito próximasnão serão mostradas a �m de failitar a visualização.
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Figura 2.17: Número de infetados versus tempo para diferentes valores de
λ. Perebe-se que λ = 3, 100 pertene à fase ativa equanto λ = 3, 270 estána fase absorvente. Nossa estimativa para o valor do parâmetro rítio e doexpoente η são λc = 3, 2980(5) e η = 0, 313(3).
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Figura 2.18: Probabilidade de sobrevivênia versus tempo para diferentesvalores do parâmetro λ próximos à transição de fase. No ponto rítio al-ulamos o expoente δ = 0, 159(3).
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Figura 2.19: Raio quadrátio dos infetados em relação ao entro da redeversus tempo. Ajustando uma reta aos dados estimamos z = 1, 255(5).Os resultados aqui obtidos onordam om os resultados onheidos parao modelo de ontato [20, 63℄. Nosso intuito foi estudar o modelo om di-fusão, para o qual obtemos o diagrama de fase em uma e duas dimen-sões. Entretanto não foram determinados os expoentes rítios ao longoda linha de transição. De todo modo, os proedimentos usados servem debase para estudo de outros modelos om transição de fase fora do equilíbriotermodinâmio. Em partiular, sabendo que a difusão aumenta a fase ativa,podemos analisar modelos om mais de duas lasses de indivíduos, apliandoo proesso difusivo para apenas duas lasses.
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Capítulo 3Modelo SIR
3.1 Desrição do ModeloKermark e MKendrik em 1927 [2℄ propuseram um modelo paradesrever a dinâmia de doenças infeto-ontagiosas, em que ada indiví-duo da população (suposta onstante) é lassi�ado onforme seu estado desaúde, podendo estar susetível (S), infetado (I) ou reuperado/imune (R).Uma hipótese implíita no modelo, é que o tempo de vida do hospedeiro sejamuito maior que o tempo de inubação.O proesso de ontaminação é autoatalío enquanto o proesso de re-uperação é espontâneo, omo ilustrado na �gura 3.1. Assim, indivíduossusetíveis tornam-se infetados devido à população infetada, e indivíduosinfetados podem se reuperar, adquirindo imunidade. Dessa forma o modeloinlui os meanismos básios neessários para desrever um proesso de espal-hamento epidêmio om imunização [5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 30, 32, 47, 48, 64℄.

Figura 3.1: Esboço das transições entre os estados para o modelo SIR.33



34 CAPÍTULO 3. MODELO SIRExaminamos aqui um modelo estoástio espaialmente estruturadode�nido em uma rede quadrada regular om N sítios. A ada sítio assoiamosuma variável estoástia ηi que assume três valores ηi = {0, 1 ou 2} on-forme o sítio esteja oupado por um únio indivíduo imune, um únio indiví-duo susetível ou um únio indivíduo infetado, respetivamente. A dinâmiaque onsideramos é assínrona e os estados de ada sítio sãoatualizados onforme as seguintes regras loais:i) um indivíduo susetível pode-se infetar om probabilidade b se pelomenos um de seus primeiros vizinhos estiver infetado. Sendo a rede deoordenação ζ , então esse proesso oorre om probabilidade b
ζ
n, emque n é o número de primeiros vizinhos infetados.ii) O proesso de imunização é espontâneo, oorrendo om probabilidade

c. Consideramos a ondição
b + c = 1. (3.1)Isto implia que temos somente um parâmetro externo independente.Esta ondição não implia em perda de generalidade. De fato, omodelo que estamos onsiderando ompreende um proesso markovianoa tempo ontínuo desrito por uma equação mestra. Portanto, podemosreesalar onvenientemente o tempo nesta equação para que a ondição(3.1) seja observada.As regras (i) e (ii) podem ser expliitadas por meio da probabilidade detransição por sítio, através da qual o i-ésimo sítio tem seu estado ηi atualizadode aordo om a expressão

ωi(η) = cδ(ηi, 2) +
1

ζ
bδ(ηi, 1)

∑

j

δ(ηj, 2), (3.2)em que a somatória no segundo termo desta equação diz respeito aos primeirosvizinhos j do sítio i.Este modelo exibe uma transição de fase ontínua entre uma fase A emuma fase B, pertenente a lasse de universalidade da perolação dinâmia.Em ambas fases (A e B) a atividade epidêmia é interrompida, pois em umdado instante, não restará nenhum indivíduo infetado. A diferença entre asfases é que em uma a atividade se enerra após um urto intervalo de tempo,e por isso, no limite termodinâmio apresenta densidade nula de indivíduosimunes (fase A). Por outro lado, a outra fase apresenta densidade não nulade imunes (fase B). Esta última fase exibe in�nitos estados absorventes,pois em ada realização atinge um estado uja on�guração absorvenete serádiferente de uma outra.



3.2. APROXIMAÇ�O DE CAMPO MÉDIO SIMPLES 353.2 Aproximação de Campo Médio SimplesSeguindo o formalismo e a notação análoga aos usados para o modelode ontato (apítulo 2), esrevemos as equações de evolução dos primeirosmomentos da distribuição:
dPi(1)

dt
= − b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12), (3.3)
dPi(2)

dt
=

b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12) − cPi(2) e (3.4)
dPi(0)

dt
= cPi(2), (3.5)obtidas a partir da equação mestra para esta dinâmia e onsiderando aprobabilidade de transição dada na equação (3.2).Apliando a aproximação de ampo médio simples e onsiderando o espaçohomogêneo e isotrópio este sistema de equações assume a forma

ẋ = −bxy, (3.6)e
ẏ = bxy − cy. (3.7)Neste sistema de equações, substituimos P (1) = x, P (2) = y e P (0) = z querepresentam a densidade de susetíveis, infetados e imunes, respetivamente.O ponto super-esrito representa a derivação em relação ao tempo. Comoa população é onsiderada onstante, não há nasimento ou mortalidade, aequação (3.5) torna-se desneessária pois

x(t) + z(t) + y(t) = 1. (3.8)Portanto o parâmetro rítio ρo = c
b
separa as duas fases, e de�ne o limiar deinfetados neessários para desenadear uma epidemia. Podemos interpretar

ρo omo a taxa básia de reprodução da infeção, a partir de uma populaçãototalmente saudável [7, 48, 65℄.O sistema de equações (3.6)-(3.7) tem omo pontos �xos o estadoabsorvente de susetíveis (x∗, y∗) = (1, 0) o qual é estável se c > b einstável aso ontrário. O estado absorvente de removidos (x∗, y∗) = (0, 0)também é solução, sendo sempre estável.A �gura 3.2 exibe as urvas de evolução para a densidade de susetíveis,infetados e imunes para o modelo SIR, na aproximação de ampo médiosimples. Vemos que mesmo quando há espalhamento da epidêmia, omo éo aso mostrado, para tempos longo, a densidade de infetados se anula e aepidemia essa em razão da imunização de todos os indivíduos infetados.
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Figura 3.2: Evolução da densidade de susetíveis, infetados e imunes, naaproximação de ampo médio simples, para probabilidade de imunização
c = 0, 25. As urvas foram obtidas pela iteração das equações (3.6) e (3.7).3.3 Aproximação de Campo Médio por ParesAnalisamos também o modelo SIR estoástio e espaialmente estruturadoutilizando uma aproximação de pares. Neste aso onsideramos que orre-lações de dois ou mais sítios são esritas em termos de orrelações de dois eum sítio. Demais orrelações são desprezadas. Dentro desta aproximação asequações para os momentos da distribuição são:

Pi(1)

dt
= − b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12), (3.9)
Pi(2)

dt
=

b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12) − cPi(2), (3.10)
Pi,j(01)

dt
= − b

ζ

∑

δ
(j 6=i+δ)

Pi,j,i+δ(012) + cPi,j(21), (3.11)
Pi,j(12)

dt
=

b

ζ

{

∑

δ
(j 6=i+δ)

Pi,j,i+δ(112) −
∑

δ
(i6=i+δ)

Pi,j,i+δ(212)
}

−
( b

ζ
+ c

)

Pi,j(12),(3.12)
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Pi,j(02)

dt
=

b

ζ

∑

δ
(j 6=i+δ)

Pi,j,i+δ(012) + c
(

Pi,j(22) − Pi,j(02)
)

. (3.13)Considerando isotropia e homogeneidade espaial, omo na seção (3.2),de�nimos x = P (1), y = P (2), u = P (01), v = P (12) e w = P (02). Fazendoa aproximação de pares, as orrelações de trios que apareem do lado direitodas equações (3.11)-(3.13) passam a ser esritas em termos das variáveis
x, y, u, v e w. Reesrevendo as equações (3.9)-(3.13) temos:

ẋ = −bv, (3.14)
ẏ = bv − cy, (3.15)

u̇ = b
ζ − 1

ζ

uv

x
+ cv, (3.16)

v̇ = b
ζ − 1

ζ

x − u − 2v

x
−

( b

ζ
+ c

)

v, (3.17)e ẇ = b
ζ − 1

ζ

uv

x
+ c

(

y − v − 2w
)

. (3.18)Esse sistema de equações apresenta o ponto �xo
(x = 1, y = 0, u = 0, v = 0, w = 0), que orresponde ao estado absorvente desusetíveis. A análise de estabilidade [66, 67℄ mostra que este ponto é estávelsomente se c < ζ−2

2(ζ−1)
.Na �gura 3.3 é apresentado as urvas de evolução da densidade desusetíveis, infetados e imunes, na aproximação de ampo médio por pares.As urvas foram obtidas pela iteração das equações (3.14)-(3.18), a partir deuma baixa densidade de infetados.A �gura 3.4 exibe os diagramas de fases para o modelo SIR naaproximação de ampo médio simples e por pares para o aso de rede regularquadrada ζ = 4.
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Figura 3.3: Evolução da densidade de susetíveis, infetados e imunes, naaproximação de ampo médio por pares, para probabilidade de imunização
c = 0, 25. As urvas foram obtidas pela iteração das equações (3.14)- (3.18)om ζ = 4 orrespondente à uma rede regular quadrada.
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Figura 3.4: Densidade de imunes versus o parâmetro de imunização c obtidapor meio de aproximação de ampo médio simples (linha traejada) e pormeio de aproximação de pares (linha ontínua). A densidade de imunesfoi alulada pela iteração das equações (3.6)-(3.7) e (3.9)-(3.13), respetiva-mentes, usando o método de integração de Runge-Kutta de quarta ordem. Naaproximação de pares �xamos ζ = 4 que orresponde a uma rede quadrada.



3.4. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 393.4 Simulações de Monte CarloUsamos simulações de Monte Carlo para determinar o ponto rítio para omodelo SIR estoástio de�nido em uma rede regular bidimensional. Foramrealizadas simulações estaionárias e dependentes do tempo om as quaisalulamos alguns dos expoentes rítios do modelo.Em simulações estaionárias, o fato do modelo SIR apresentar in�nitosestados absorventes representa um grande problema quando se deseja alularmédias estaionárias. A hipótese que é usada para modelos om um estadoabsorvente não se aplia a este modelo. Além disso, o parâmetro de ordem,que é a densidade de imunes, é uma função estritamente reente do tempoe que atinge um valor estaionário assintotiamente.Entretanto, em simulações dependentes do tempo, os estados absorventesnão representam problema algum, e mostraram-se de grande e�iênia paradeterminação do ponto rítio [49℄.Nas próximas seções desreveremos detalhadamente omo foramrealizadas as simulações omputaionais de Monte Carlo estaionárias e asdependentes do tempo. Posteriomente mostraremos o estudo do modelo SIRestoástio, espaialmente estruturado e om difusão entre as lasses de in-divíduos.3.4.1 Simulações EstaionáriasNas simulações estaionárias do modelo, empregamos o seguintealgoritmo:1. Iniializa-se uma rede regular quadrada bidimensional, om L2 sítios, eondições periódias de ontorno. Todos o sítios estão iniialmente noestado sueptível, exeto o sítio entral, disposto no estado infetado.2. Sorteia-se um sítio da rede, e um número aleatório α. Efetua-se oálulo da probabilidade de transição do sítio ωi(η) usando a equação(3.2). Se α 6 ωi(η) então o sítio assume seu próximo estado ílio.3. O passo 2 é repetido até que o último infetado torne-se reuperado. Aada L2 sítios sorteados o tempo é inrementado de um passo de MonteCarlo e a densidade de imunes é armazenada em uma lista.O fato do parâmetro de ordem ser uma função estritamente resenteno tempo evidenia que não podemos fazer uma média no tempo para adaamostra. Além disso, ada realização atinge um estado absorvente om ertaquantidade de indivíduos imunizados. Na �gura 3.5 mostramos histogramas



40 CAPÍTULO 3. MODELO SIRdas distribuições de probabilidades para diferentes probabilidades de imu-nização e tamanhos de rede. Notamos que há duas distribuições distintas.Uma oorre para baixa onentração de imunes e está assoiada às realiza-ções que atingem o estado absorvente em um urto intervalo de tempo. Asegunda é orrespondente às realizações que apresentam espalhamento dadoença. Isto nos mostra que para alular a densidade média de imunes,não podemos onsiderar que ada realização entre om igual peso, pois umagrande quantidade delas estarão ontribuindo om uma densidade baixíssimapois atingiram o estado absorvente sem que houvesse propagação da doença.O que podemos adotar, é que a média de imunizados seja alulada ape-nas sobre as realizações que apresentam atividade, ou seja, seleionar entreum onjunto de Na realizações somente as Nas que exibiram espalhamentoepidêmio. De�nimos que uma realização Nai apresenta espalhamento seno instante de máxima atividade de propagação da doença (alulado sobrevárias realizações) ela ainda não aiu em um estado absorvente.Na �gura 3.6 mostramos omo obtemos o tempo de máxima atividade ts.Enontrado este tempo veri�amos, dentre todas as realizações, quais que noinstante t = ts apresentavam um número não nulo de infetados. Somentepara as realizações sobreviventes (que denominamos Nas) foi omputada adensidade de reuperados no estado absorvente onforme a expressão:
zs =

Na
∑

n=1
(tn>ts)

zn(zo, tn)/Nas. (3.19)Nesta expressão, zn é um vetor de dimensão 2×Na, que armazena a densidadede imunizados da n-ésima realização quando ela atinge um estado absorventeno instante tn. Na �gura 3.7 mostramos as diferenças entre a média deimunizados quando alulada sobre todas as realizações e quando o áluloé efetuado ontabilizando apenas as realizações que apresentam atividadeepidêmia. Devemos ressaltar que se o valor do parâmetro c estiver próximoao do ponto rítio e se o tamanho da rede for muito grande então a densi-dade de imunizados alulada usando todas as realizações tende a zero para
t → ∞. Isto oorre tanto na fase em que há espalhamento omo na fase emque não há espalhamento.
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Figura 3.5: Probabilidade que uma realização no estado absorvente apre-sente a densidade z de reuperados. Em (a) a probabilidade de imunização
c = 0, 1500 e em (b), c = 0, 1750. Nestes grá�os vemos que a probabilidadede enontrar uma realização que exibe baixa densidade de imunizados é umadistribuição extremamente aguda, ujo pio rese em função da redução daprobabilidade de imunização. Por outro lado, a probabilidade de enontrarrealizações om alta densidade de imunizados é uma distribuição aguda parabaixa probabilidade de imunização, mas que vai se espalhando em razão doaumento desta probabilidade.



42 CAPÍTULO 3. MODELO SIR

0 200 400 600
t

0

0,005

0,01

0,015

0,02

0,025

0,03

y

t sFigura 3.6: Densidade de infetados em função do tempo para rede detamanho L = 64 om o parâmetro c = 0, 1700. Exibimos a média realizadasobre todas as realizações (linha traejada), e a média efetuada somente sobreas realizações que apresentaram espalhamento da doença (linha ontínua).De�nimos ts omo o tempo de máxima atividade de ontaminação, aluladoa partir da densidade de infetados sobre todas as realizações.
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Figura 3.7: Densidade de imunes em função do tempo para uma redequadrada de lado L = 64 om o parâmetro c = 0, 1700 e total de Na = 5000realizações. Nesta �gura exibimos a média realizada sobre todas as realiza-ções (linha traejada), e a média efetuada somente sobre as realizações queapresentaram espalhamento da doença (linha ontínua).



3.4. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 43A �gura 3.8 exibe a densidade média de imunes versus a probabilidade deimunização c, para diferentes tamanhos de rede quadrada de lado L. Entre-tanto as urvas desta �gura não nos possibilitam determinar preisamente oponto rítio, pois as simulações são efetuadas para redes de tamanho �nito,e somente no limite termodinâmio é que o parâmetro de ordem apresentaráum omportamento singular.
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Figura 3.8: Densidade de imunes versus a probabilidade de imunização paradiferentes tamanhos de redes quadradas de lado L.No ponto rítio c = cc, o parâmetro de ordem obedee a lei de esala,
zs(c) = L−β/ν⊥g((c − cc)L

1/ν⊥) (3.20)em que g(x) é uma função universal e para um sistema in�nito se omportade aordo om
zs ∼ (cc − c)β, (3.21)

β e ν⊥ são expoentes rítios assoiados ao parâmetro de ordem e ao om-primento de orrelação espaial. A �gura 3.9 mostra a densidade de imunesversus o tamanho da rede para probabilidades próximas à rítia. A partirda equação (3.20) pode-se determinar o ponto rítio e alular β/ν⊥.Para uma rede su�ientemente grande obtivemos o omportamento dadensidade de imunes em função da distânia ao ponto rítio(∆ = cc − c). Ajustando uma reta aos dados obtidos por simulações om-putaionais estimamos o expoente β = 0, 129(10), omo exibido na �gura3.10.Como os expoentes estátios da perolação dinâmia, da qual este modelopertene, são onheidos exatamente [63℄, então podemos usar o valor exato
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Figura 3.9: Densidade de imunes versus o tamanhos da rede L paradiferentes probabilidades de imunização. No ponto rítio c = cc a densidadedeai onforme a equação (3.20); probabilidades maiores (regime subrítio)geram urvas onvexas e probabilidades inferiores (regime superrítio) ap-resentam urvas �navas. Por meio de simulações realizadas para prob-abilidades de imunização espaçadas em intervalos menores estimamos que
cc = 0, 17650(5) e a razão entre os expoentes estátios seja β/ν⊥ = 0, 096(7).do expoente β para enontrar o ponto rítio. Na �gura 3.11 mostramos adensidade de imunes reesalada om β. A extrapolação para zc → 0 nosfornee o valor para c rítio. Este resultado está em onordânia om oponto rítio que obtivemos usando simulações estaionárias mostrado na�gura 3.9.
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Figura 3.10: Densidade de imunes versus a distânia ao ponto rítio
(∆ = cc − c), para a fase ativa. Ajustando uma reta aos dados relativosà L = 512, estimamos β = 0, 129(10).
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Figura 3.11: Densidade de imunes reesalada om o expoente 1/β em funçãoda probabilidade de imunização (resultados para uma rede quadrada de lado
L = 512). O ajuste de uma reta aos dados e a extrapolação para z

1/β
s = 0,em que β = 5/36 leva a obtenção de uma estimativa para a probabilidaderítia cc = 0, 177(1).



46 CAPÍTULO 3. MODELO SIR3.4.2 Simulações Dependentes do TempoNas simulações dependentes do tempo para o este modelo, usamos oalgoritmo desrito abaixo:1. Iniializa-se uma rede regular quadrada bidimensional, om L2 sítios.Todos o sítios estão iniialmente no estado sueptível, exeto o sítioentral, disposto no estado infetado.2. Sorteia-se um sítio da rede, e um número aleatório α. Efetua-se oálulo da probabilidade de transição do sítio ωi(η) usando a equação(3.2). Se α 6 ωi(η) então o sítio assume seu próximo estado ílio.Caso o último indivíduo infetado se reupere, ou se algum sítio dafronteira da rede tornar-se infetado a simulação é interrompida3. O passo 2 é repetido até que o último infetado torne-se reuperado. Aada L2 sítios sorteados o tempo é inrementado de um passo de MonteCarlo e são omputados o número de infetados,
n(t) =

L
∑

i,j=1

δ(ηi,j, 2),e a distânia quadrátia dos indivíduos infetados em relação ao entroda rede ,
r2(t) =

L
∑

i,j=1

δ(ηi,j, 2)[(i − L/2)2 + (j − L/2)2].Os sub-índies i,j representam as oordenadas de ada sítio.Após simular um onjunto de Na realizações, alula-se o número médiode infetados N(t), o raio quadrátio dos infetados R2(t) e a probabilidadede sobrevivênia do proesso epidêmio Ps(t) onforme as expressões
N(t) =

1

Na

Na
∑

k=1

n(t), (3.22)
R2(t) =

1

Nas(t)

∑

t

r2(t) e (3.23)
Ps(t) =

1

Na

Na
∑

k=1

H(t), (3.24)em que Nas(t) é o número de realizações que ainda não atingiram o estado ab-sorvente no instante t e a função H(t) assume o valor 1 se ainda há infetadono instante t ou zero aso ontrário.
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Figura 3.12: Número de infetados versus tempo para diferentesprobabilidades de imunização. De aordo om a equação a (2.45) naritialidade o número de infetados rese om expoente η, assim no pontorítio devemos observar uma reta quando fazemos um grá�o de logN(t)versus logt. Estimamos o ponto rítio cc = 0, 1765(5) e η = 0, 586(1).
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Figura 3.13: Probabilidade de sobrevivênia versus tempo para diversasprobabilidades de imunização. É esperado que a probabilidade de sobrevivên-ia, no ponto rítio deresa om o expoente δ (equação (2.47)). Ajustandouma reta aos dados obtidos para cc = 0, 1765 estimamos δ = 0, 094(3).
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Figura 3.14: Raio quadrátio versus tempo para diferentes probabilidades deimunizaçao. No ponto rítio, seguindo a equação (2.46), o raio quadrátiorese no tempo om o expoente z, o qual a partir do ajuste de uma reta aosdados obtidos leva a estimativa z = 1, 773(1).



3.5. MODELO SIR COM DIFUS�O 493.5 Modelo SIR om DifusãoTal qual realizado para o proesso de ontato, estudamos o modelo SIRestoástio om difusão. Por meio do proesso difusivo uma partíula podepermutar sua posição na rede om uma partíula em um sítio adjaente.Como o modelo SIR apresenta três lasses distintas de indivíduos, analisamosas diferentes possibilidades de difusão em que indivíduos de uma das lassesnão sofrem o proesso de difusão explíita. Também onsideramos o aso dedifusão isotrópia, na qual indivíduos de qualquer umas das lasses sofremdifusão om a mesma probabilidade.A �gura 3.15 exibe retratos em diferentes instantes para uma realizaçãodo modelo SIR sem difusão, a qual será usada para �ns de omparação omos asos difusivos.

Figura 3.15: Retratos das simulações nos instantes t = 50 (à esquerda) e
t = 100 (à direita) passos de Monte Carlo. A rede tem tamanho L = 128e a probabilidade de imunização é c = 0, 15 e não há difusão d = 0, 00.Denotamos por pontos azuis os indivíduos imunes, por vermelhos (infetados)e branos (susetíveis).



50 CAPÍTULO 3. MODELO SIRA seguir disutimos ada um dos proessos difusivos que investigamos:(a) Difusão entre infetados e susetíveisSe o proesso de difusão oorre somente entre infetados e susetíveis, on-forme mostrado na �gura 3.16, vemos que omo o indivíduo susetível quepartiipa do par entral (que om probabilidade d sofre a permutação deposições) se mantém vizinho do infetado e ainda pode tornar-se vizinhode outros infetados, aumentando a probabilidade dele tornar-se infetado.Em deorrênia do proesso difusivo, perebe-se que o indivíduo infetadoenvolvido no proesso aaba sendo imerso em loais parial ou totalmenteirundado de susetíveis originando novos foos epidêmios.
◦ ◦ ◦ ◦

• • ◦ ◦ d→ • ◦ • ◦

◦ ◦ ◦ ◦Figura 3.16: Diagrama exempli�ando omo a difusão entre susetíveis einfetados favoree a propagação da epidemia. Neste diagrama onsideramosum �luster� de oito sítios omposto por dois sítios entrais e seus primeirosvizinhos. Representamos um indivíduo susetível por ◦, um infetado por
•. Neste aso partiular, na permutação entre os estados dos dois sítiosentrais, o indivíduo infetado passa a ter ontato somente om susetíveis,enquanto o susetível que já era seu vizinho ganha mais um vizinho infetado,aumentando a probabilidade de adquirir a doença.Na �gura 3.17 temos alguns retratos da rede em diferentes instantes parauma realização em que há difusão entre susetíveis e infetados. Como amaioria dos pares (susetível-infetado) estão na fronteira de propagaçãoepidêmia, a dinâmia de riação de novos foos epidêmios, disutida pre-viamente, favoree o espalhamento da doença e quando omparado ao asonão difusivo vemos também que isto aumenta a veloidade de expansão dafronteira.
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Figura 3.17: Retratos das simulações nos instantes t = 50 (à esquerda) e
t = 100 (à direita) passos de Monte Carlo. A rede tem tamanho L = 128e a probabilidade de imunização é c = 0, 15, a probabilidade de difusãoé d = 0, 40. Neste proesso, a difusão oorre apenas entre susetíveis einfetados. Denotamos por pontos azuis os indivíduos imunes, por vermelhos(infetados) e branos (susetíveis).



52 CAPÍTULO 3. MODELO SIR(b) Difusão entre infetados e imunesSe somente o proesso de difusão entre infetados e imunes, onforme mostradonas �guras 3.18, veri�a-se que esta dinâmia difusiva ontribui, predominan-temente, para o isolamento de um foo epidêmio. Por haver uma grandequantidade de pares (infetado-imune) na interfae de propagação epidêmia,em deorrênia do proesso difusivo, origina uma barreira natural de imunesque ontribui para o impedimento do avanço da epidemia.
• ◦ • ◦

• • • ◦ d→ • • • ◦

• ◦ • ◦Figura 3.18: Diagrama exempli�ando omo a dinâmia entre imunes e infe-tados inibe a propagação da epidemia. Usamos os símbolos ◦ para denotarum indivíduo susetível, • para infetado e • para imune. Devido a per-mutação entre os dois sítios entrais do �luster�, o indivíduo infetado �aisolado, impedindo que os susetíveis que antes eram seus vizinhos tornem-seinfetados.Neste tipo de difusão também pode oorrer o proesso mostrado na �gura3.19, que ilustra a possibilidade de infeção de susetíveis pertenentes ailhas que �esaparam� da epidemia. Neste proesso, indivíduos infetados,por difusão, podem sair da fronteira de propagação e imergir em ilhas desusetíveis. Por este meanismo, notamos que ao essar a epidemia, o númerode �ilhas� de susetíveis é menor, se omparado ao aso não difusivo.
◦ • ◦ •

◦ • • ◦ d→ ◦ • • ◦

◦ • ◦ •Figura 3.19: Diagrama exempli�ando omo a dinâmia entre infetados eimunes pode ausar a imersão de um infetado numa �ilha� de susetíveis. Aopermutar as posições dos indivíduos entrais do �luster�, os três indivíduos àesquerda, pertenentes a uma �ilha� de susetíveis �am expostos a epidemia.Usamos os símbolos ◦ para denotar um indivíduo susetível, • para infetadoe • para imune.



3.5. MODELO SIR COM DIFUS�O 53Na �gura 3.20 é apresentado retratos da rede em diferentes instantespara uma realização na qual há difusão entre infetados e imunes. Quandoomparamos estas imagens om as exibidas na �gura 3.15 (aso não difusivo)perebemos que há uma onsiderável redução na quantidade e tamanho das�ilhas� de susetíveis e na fronteira de propagação perebe-se o isolamentode indivíduos infetados, proesso este que ontribui para erradiação dadoença.

Figura 3.20: Retratos das simulações nos instantes t = 50 (a), t = 100 (b),
t = 150 () e t = 200 (d) passos de Monte Carlo. A rede tem tamanho L =
128 e a probabilidade de imunização é c = 0, 15, o proesso de difusão oorresomente entre infetados e imunes om probabilidade d = 0, 40. Denotamospor pontos azuis os indivíduos imunes, por vermelhos (infetados) e branos(susetíveis).



54 CAPÍTULO 3. MODELO SIR() Difusão entre susetíveis e imunesSe susetíveis difundem om imunes, notamos dois efeitos prinipais. Um é afragmentação das �ilhas� de susetíveis mostrado na �gura 3.21. E o outro éo isolamento de susetíveis em agregados de imunes, omo ilustrado na �gura3.22. Note que estes efeitos tem onsequênias distintas. A fragmentação deuma �ilha� de susetíveis oorre pela saída de um indivíduo susetível, isto dealgum modo faz om que ele torne-se mais vulnerável pois tende a aproximá-lo de indivíduos infetados. Entretanto, a inserção de um indivíduo susetívelem um agregado de imunes, favoree o isolamento do mesmo, afastando-o deindivíduos infetados.
• • • •

◦ ◦ • • d→ ◦ • ◦ •

• • • •Figura 3.21: Diagrama exempli�ando a dinâmia de exposição de um in-divíduo susetível de uma ilha ao proesso epidêmio devido ao proessode difusão entre imunes e susetíveis. Por difusão um indivíduo susetíveldo �luster� permuta de posição om um indivíduo imune, tornando-se viz-inho de dois infetados. Usamos os símbolos ◦ para denotar um indivíduosusetível, • para infetado e • para imune.
• • • •

• • ◦ ◦ d→ • ◦ • ◦

• • • •Figura 3.22: Diagrama exempli�ando a dinâmia de isolamento de umindivíduo susetível em detrimento do proesso de difusão entre imunes esusetíveis. Por difusão um indivíduo susetível permuta de posição om umindivíduo imune, evitando assim que um dos susetíveis do �luster� ontinuetendo omo vizinho um infetado. Proessos deste tipo devem oorrer pre-dominante na fronteira de propagação da epidemia. Usamos os símbolos ◦para denotar um indivíduo susetível, • para infetado e • para imune.



3.5. MODELO SIR COM DIFUS�O 55Pela observação de retratos da rede �gura 3.23 para uma realização omdifusão entre susetíveis e imunes notamos que as �ilhas� de susetíveis queesaparam da epidemia apresentam uma grande dinâmia, sofrendo rupturas.E na fronteira de propagação da epidemia há imunes espalhados entre infe-tados e susetíveis, formando �barreiras� que inibem a proliferação da doença.

Figura 3.23: Retratos das simulações nos instantes t = 100 (a), t = 200,
t = 150 () e t = 200 (d) passos de Monte Carlo. A rede tem tamanho
L = 128 e a probabilidade de imunização é c = 0, 15, neste aso o proessode difusão oorre entre susetíveis e imunes om probabilidade d = 0, 40.Denotamos por pontos azuis os indivíduos imunes, por vermelhos (infetados)e branos (susetíveis).



56 CAPÍTULO 3. MODELO SIR(d) Difusão isotrópiaQuando indivíduos de todas as diferentes lasses sofrem difusão om mesmaprobabilidade, os proessos difusivos disutidos (a), (b) e () ompetem entresi e assim há uma superposição de todos os efeitos deorrentes da difusão.Analisando uma sequênia de retratos da rede (�gura 3.24), perebemos quehá uma grande redução no tamanho das ilhas de susetíveis (�a menosprovável uma erta região não ser afetada pela epidemia). Na fronteira depropagação há infetados distribuídos por quase toda a interfae, o que ausauma expansão mais homogênea da fronteira. Além disso, há a formação denovos foos epidêmios e �ilhas� de imunes ao longo da fronteira. Os foosfavoreem e aeleram a propagação da epidemia, enquanto as ilhas de imunesapresentam efeito ontrário.

Figura 3.24: Retratos das simulações nos instantes t = 50 (a), t = 100,
t = 150 passos de Monte Carlo. A rede tem tamanho L = 128 e a proba-bilidade de imunização é c = 0, 15, neste aso o proesso de difusão oorreentre de qualquer uma das lasses om probabilidade d = 0, 40. Denotamospor pontos azuis os indivíduos imunes, por vermelhos (infetados) e branos(susetíveis).



3.5. MODELO SIR COM DIFUS�O 57Pelos diagramas de fase para os diferentes proessos difusivos investiga-dos, apresentado na �gura 3.25, notamos que na difusão isotrópia, há aprevalênia ao favoreimento da propagação da epidemia, quando ompara-mos aos demais proessos difusivos isoladamente, apresenta limiar epidêmiosuperior à todos os outros para uma mesma probabilidade de difusão. Estadiferença advém da não formação de domínios bem de�nidos, pois se indiví-duos de todas as lasses podem migrar não há a formação de um �luster�bem de�nido de imunes, apaz de isolar indivíduos susetíveis, e os pouosindivíduos imunes na fronteira, que se interpõe entre infetados e susetíveis,�am nessa situação por pouo tempo, não tendo e�iênia em inibir o es-palhamento da doença.Para os proessos difusivos isolados (a), (b) e () é mais fáil ompreendero motivo que ausa a redução do limiar de imunização na ordem (a), (b) e ().A razão é: havendo difusão somente entre infetados e susetíveis (aso (a)),não existe nenhum meanismo que favorea o isolamento dos susetíveis, e,portanto, o limiar de imunização rese em função do aumento da probabil-idade de difusão.Por outro lado, tanto na difusão entre infetados e imunes (aso (b))quanto na difusão entre susetíveis e imunes (aso ()), há meanismos deinibição à propagação da epidemia e por isso o limiar de imunização abaixaem função do aumento da probabilidade de difusão. Esta redução é maisaentuada para a difusão entre susetíveis e imunes porque neste aso a nãomobilidade de infetados impede a formação de novos foos epidêmios.
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Figura 3.25: Diagramas de fase no plano d−cc para os proessos SIR difusivoom os diferentes tipos de difusão onsiderados. d é a probabilidade dedifusão e cc é a probabilidade rítia (obtida via simulações dependentesdo tempo). A difusão isotrópia signi�a que indivíduos de qualquer umadas lasses podem permutar de posição om um vizinho de lasse diferenteom probabilidade d e om probabilidade 1 − d o sítio sofre um proessode infeção ou imunização onforme a equação (3.2). Vemos que tanto adifusão isotrópia quanto a difusão entre susetíveis e infetados favorem oespalhamento da epidemia. Por outro lado, tanto os proessos de difusãoentre susetíveis e imunes omo o proesso de difusão entre infetados eimunes provoam uma inibição na disseminação da doença.



Capítulo 4Modelo SIRS
4.1 Desrição do ModeloO modelo SIRS pode ser entendido omo uma generalização do modelo SIR,no qual onsidera-se que a imunidade aquirida não seja permanente. Istoé, um indivíduo pode perder sua resistênia �ando novamente susetívelao proesso de ontaminação. Nesse aso podemos esboçar o proesso deevolução nas etapas S → I → R → S omo mostrado na �gura 4.1. As regrasdinâmias do modelo são as regras estoástias do modelo SIR (de�nido noapítulo 3), devendo-se adiionar o proesso de perda de imunidade atravésdo qual indivíduos imunes sofrem perda espontânea de imunidade omprobabilidade a tornando-se susetíveis novamente.

Figura 4.1: Esboço das transições entre os estados para o modelo SIRS.59



60 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSAssim o modelo SIRS agrega os proessos esseniais neessários paradesrever a propagação de uma epidemia om perda de imunidade [?, 3, 5, 6,68, 69℄ e que serve omo modelo introdutório ao estudo de disseminação dedoenças om dinâmia populaional [53, 56, 70℄ e gereniamento de polítiaspúblias de ontrole omo vainação [18, 45, 46, 47, 71℄. Considerando queindivíduos de três lasses: susetíveis (S), infetados (I) e reuperados (R)oupam os sítios de uma rede hiperúbia. As regras de transição do modelopodem ser esritas em termos da probabilidade de transição por sítio:
ωi(η) = aδ(ηi, 0) + cδ(ηi, 2) +

1

ζ
bδ(ηi, 1)

∑

j

(ηj , 2), (4.1)através da qual o sítio i tem sua variável estoástia ηi atualizada. A somado lado direito da equação é feita sobre os primeiros vizinhos do sítio i. Avariável ηi denota o estado do sítio i e pode assumir três valores ηi = 1, 2, 0orrespondendo ao sítio estar oupado por um indivíduo susetível, infetadoou imunizado, respetivamente. O parâmetro ζ é o número de sítios vizinhosdo sítio i.Os dois primeiros termos no lado direito da equação (4.1) representam osproessos de perda de imunidade e imunização, respetivamente, enquantoo tereiro termo desreve o proesso de ontaminação, por meio do qual oi-ésimo sítio que se enontra susetível pode adquirir a doença por ontatoom um primeiro vizinho j infetado. A somatória ontabiliza o total deprimeiros vizinhos do sítio i que se enontram infetados.Analisando a dinâmia deste modelo veri�a-se que ela se mapeia nadinâmia do modelo SIR de�nida na equação (3.2) para a → 0.4.1.1 Aproximação de Campo Médio SimplesAdotaremos aqui o formalismo e a notação similar aos utilizada para omodelo de ontato de�nido no apítulo (2) e modelo SIR (seção 3.2). Levandoem onta a probabilidade de transição dada na equação (4.1)podemos esrever a equação mestra para o modelo e a partir dessa podemosdeduzir as equações de evolução para os primeiros momentos da distribuiçãode probabilidades:
dPi(1)

dt
= − b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12) + aPi(0), (4.2)
dPi(2)

dt
=

b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12) − cPi(2) e (4.3)
dPi(0)

dt
= cP (2) − aP (0). (4.4)



4.1. DESCRIÇ�O DO MODELO 61Apliando a aproximação de ampo médio simples às equações (4.2)-(4.3)e onsiderando o espaço homogêneo e isotrópio obtemos o onjunto deequações
ẋ = −bxy + a(1 − x − y), (4.5)e

ẏ = bxy − cy. (4.6)em que x = P (1), y = P (2) e z = 1 − x − y = P (0).Uma vez que as equações (4.5) e (4.6) são obtidas a partir de uma equaçãomestra, a qual nos permite reesalar onvenientemente o tempo através de deuma transformação a → τa, b → τb, c → τc, em que τ é uma onstante pos-itiva, podemos em partiular esolher τ de modo que a satisfazer a seguinteondição:
a + b + c = 1. (4.7)Esta ondição é satisfeita através da transformação a = (1 − c)/2 − p,

b = (1 − c)/2 + p, c = c; em que o parâmetro p = (b − a)/2 está de�nidono intervalo [−1/2, 1/2]. A �gura 4.2 mostra o espaço de parâmetros domodelo. Podemos entender a transformação realizada om sendo uma pro-jeção do espaço de parâmetros de�nido em uma superfíie ℜ3 sobre o plano
pc. Portanto, embora ao realizar a transformação o número de parâmetrosseja reduzido para duas variáveis independentes (p e c) elas onservam todasas propriedades do modelo. Os resultados a serem obtidos serão apresentadosem termos dos parâmetros p e c.

ẋ = −(
1 − c

2
+ p)xy + (

1 − c

2
− p)(1 − x − y), (4.8)

ẏ = (
1 − c

2
+ p)xy − cy. (4.9)Este sistema de equações difereniais apresenta os seguintes pontos �xos:

(x∗, y∗) = (1, 0)e
(x∗, y∗) =

(c

b
,
a

b

b − c

a + c

)

, om b > c.O primeiro ponto �xo representa o aso de uma população livre de epi-demia (estado absorvente de susetíveis). Contudo, para o segundo ponto�xo a densidade de infetados e imunes é não nula e, portanto, haverá per-sistênia da doença (fase ativa).
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-1/2 1/2Figura 4.2: O triângulo de�nido pelas linhas em azul na �gura à esquerdadelimita o espaço dos parâmetros (a, b e c) do modelo. Por uma mudançaonveniente de variável podemos rede�nir este espaço tornando-o uma su-perfíie de�nida no plano p − c (�gura à direita), e que, portanto, neessitaapenas dois parâmetros para desrever ompletamente as probabilidades detransição do modelo.Realizando a análise de estabilidade [66, 67℄ das soluções deste sistemade equações por meio da matriz jaobiana:
J =

(

a − by∗ −a − bx∗

by∗ −c + bx∗

)

,veri�a-se que a solução trivial possui os autovalores λ1 = −a e λ2 = b− c e,portanto, esta solução é estável para b < c. Ademais, nota-se que a transiçãode fase oorre na linha b = c, que em termos da variáveis p e c se esreve:
c = (1+2p)/3. Por outro lado, para a fase ativa, os autovalores são as raízesda equação

λ =
1

2

(

− a(a + b)

a + c
±

√
∆

)

,em que o disriminante é
∆ = a2

(a + b

a + c

)2 − 4a(b − c).Para ∆ > 0 os autovalores são reais e negativos e assim a solução é umnó. Contudo, se ∆ < 0 os autovalores são omplexos e o ponto �xo torna-seum foo. Ambas soluções são estáveis, e a transição de nó para foo oorrequando ∆ = 0, ou seja
a2(a + b)2 − 4a(b − c)(a + c)2 = 0. (4.10)



4.1. DESCRIÇ�O DO MODELO 63Resolvendo a equação (4.10), onstruimos o diagrama de fase domodelo, na aproximação de ampo médio simples, onforme mostrado na�gura 4.3. Para a fase ativa apresentamos na �gura 4.5 omo evolui a den-sidade de imunes na região osilante e não-osilante. Perebe-se que apóso transiente em que a densidade de imunes é estritamente resente (o queoorre às espensas da reuperação e imunização de indivíduos infetados)a densidade deai devido à perda de imunidade. Contudo os proessosde infeção, imunização e perda de imunidade ompetem entre si, levandoà �utuações que vão assintotiamente para o valor estaionário. Portantoeste omportamento é totalmente diferente aos desritos nasreferênias [70, 72, 73, 74, 75℄ nos quais há osilações que podem ser onse-quentes desazonalidade ou mutação do agente transmissor da doença. Vale ressaltarque ao longo da linha a = 0, 0 o modelo SIRS torna-se SIR o qual não ap-resenta osilação alguma nas densidades. A medida que a se aproxima dezero, o tempo que um indivíduo reuperado leva para perder a imunidade
(τ ∼ 1/a) torna-se muito longo e onsequentemente as osilações desapare-em.A �gura 4.4 mostra a evolução das densidades de susetíveis, infetadose imunes (na aproximação de ampo médio simples) om a probabilidadede imunização c = 0, 12 para dois diferentes parâmetros p. Por esta �guravemos, mantendo c �xo e aumentando a probabilidade de ontaminação b, háuma redução no tempo transiente, e obviamente, o arésimo na densidadede infetados e imunes om a respetiva redução na densidade de susetíveis.Na �gura 4.5 é exibido a evolução da densidade de imunes para o regimeosilante e não-osilante. O mesmo omportamento oorre para a densidadede susetíveis e infetados, mas as urvas não são mostradas a �m de eviden-iar esta diferença de regimes.
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Figura 4.5: Evolução da densidade de imunes obtida pela iteração dasequações(4.8) e (4.9). Ambas as urvas foram obtidas para uma região em quea probabilidade de perda de imunidade a é maior que probabilidade de on-taminação b. Os parâmetros relativos à urva ontínua (p = 0, 30, c = 0, 35)pertenentem ao domínio da fase osilante (os) enquanto os da urva trae-jada (p = 0, 35, c = 0, 05) estão no domínio da fase não-osilante (no).4.1.2 Aproximação de Campo Médio por ParesSeguindo o formalismo e a notação idêntias às utilizadas na seção (3.3),analisamos o modelo SIRS por meio da aproximação de ampo médio porpares. Dentro desta aproximação, usando a equação mestra deste problemajuntamente om a equação (4.1) para a probabilidade de transição entre osestados, obtemos as equações de evolução para os momentos da distribuição:
dPi(1)

dt
= − b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12) + aPi(0), (4.11)
dPi(2)

dt
=

b

ζ

∑

δ

Pi,i+δ(12) − cPi(2), (4.12)
dPi,j(01)

dt
= − b

ζ

∑

δ
i+δ 6=j

Pi+δ,i,j(012) + cPi,j(21) − aPij(01), (4.13)
dPi,j(02)

dt
=

b

ζ

∑

δ
i6=j+δ

Pi,j,j+δ(012) + cPi,j(22) − cPi,j(02) − aPij(02) e (4.14)
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dPi,j(12)

dt
=

b

ζ

{

∑

δ
i6=j+δ

Pi,j,j+δ(112) −
∑

δ
i6=j+δ

Pi,j,j+δ(212)

}

− (4.15)
b

ζ
Pi,j(12) − cPi,j(12) + aPij(02).Como na seção (3.3), onsideramos isotropia e homogeneidade espaiale de�nimos x = P (1), y = P (2), u = P (01), v = P (12) e w = P (02).Em função destas variáveis e empregando a aproximação de ampo médiopor pares para desorrelaionar os trios que apareem no lado direito dasequações (4.13)-(4.16), as equações (4.11)-(4.16) passam a ser esritas omo:
ẋ = −bv + a(1 − x − y), (4.16)

ẏ = bv − cy, (4.17)
u̇ = −b

ζ − 1

ζ

uv

x
+ cv − au, (4.18)

v̇ = b
ζ − 1

ζ

v

x
(x − u − 2v) − (

b

ζ
+ c)v + aw, e (4.19)

ẇ = b
ζ − 1

ζ

uv

x
+ c(y − v − 2w) − aw. (4.20)Este sistema de equações apresenta somente um ponto �xo trivial,

(x∗, y∗, u∗, v∗, w∗) = (1, 0, 0, 0, 0, 0), que se refere ao estado absorvente desusetíveis. Para efetuar a análise de estabilidade deste ponto, esrevemos amatriz jaobiana
J =













−a −a 0 −b 0
0 −c 0 b 0
0 0 −a c 0

0 0 0 b ζ−2
ζ

− c a

0 c 0 −c −(a + 2c)













.Veri�a-se que dois dos autovalores de J são: λ1,2 = −a e os demais são asraízes da equação
(c + λ)

{[

(1 − c + 2p)
ζ − 2

2ζ
− c − λ

](1 − c − 2p

2
+ 2c + λ

)

− (4.21)
c

2
(1 − c − 2p)

}

+
c

4
(1 − c)2 − p2 = 0.O ponto �xo é estável desde que ambos autovalores sejam negativos. Natransição de fase os autovalores se anulam e neste aso a equação (4.21),para o aso de uma rede om oordenação ζ = 4, se esreve:

c
[

(1 − 5c + 2p)(2 + 6c − 4p) − 2c(1 − c − 2p) + (1 − c)2 − 4p2
]

= 0. (4.22)



4.2. PROCESSO �BIRTH AND DEATH� 67As raízes da equação (4.22) são
c = 0 (4.23)e

c∓ = − 1

18

[

10 − 24p ±
√

(10 − 24p)2 + 108(1 − 4p2)
]

. (4.24)Como o parâmetro c está restrito ao intervalo [0,1℄, a equação para a transiçãode fase orresponde à solução c+, visto que uma das raízes é nula e outra énegativa.Nesta aproximação também oorre um regime osilante uja linha detransição para o regime não-osilante deve ser diferente da urva enontradana aproximação de ampo médio simples. Contudo, na aproximação de paresa determinação desta linha é muito mais difíil e não foi obtida aqui.Na �gura 4.23 apresentamos o diagrama de fase do modelo SIRS, segundoos diferentes métodos empregados neste trabalho. A transição de fase naaproximação de ampo médio por pares, dada pela equação (4.24) apresentagrande onordânia om a aproximação de ampo médio simples no limitede transmição de infeção om probabilidade unitária. Neste aso o modeloSIRS pode ser mapeado no modelo de ontato, disutido no apítulo (2), noqual o proesso de infeção oorre om taxa λ = b/c.4.2 Proesso �Birth and Death�Um método alternativo para estudo do modelo SIRS é apliar o proessomarkoviano de tempo ontínuo onheido omo �birth and death� [7, 36, 76℄,também denominado �one-step proess� [20, 28, 29, 68℄. Este método é similarao modelo das urnas de Ehrenfest [77℄, mas no presente aso há 3 estadosdistintos e as regras de transição são diferentes das adotadas para o modeloda urna.Consideramos uma população de N indivíduos, em que ada um delespertene a uma das três lasses, susetível, infetado ou reuperado. Asvariáveis estoástias são: o número de susetíveis,
n =

N
∑

i=1

δ(ηi, 1), (4.25)e o número de infetados,
m =

N
∑

i=1

δ(ηi, 2). (4.26)



68 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSA equação mestra que desreve a evolução da probabilidade P (n, m, t) é
d

dt
P (n, m, t) = N

1
∑

σ=−1

1
∑

τ=−1

{

Aστ (n − σ, m − τ)P (n − σ, m − τ, t) −

Aστ (n, m)P (n, m, t)
}

. (4.27)As probabilidades de transições possíveis são estabeleidas onforme os seguintesproessos:� proesso de infeçãoNeste proesso, om probabilidade b, e proporionalmente à quantidadede infetados (m), um indivíduo susetível torna-se infetado, e, por-tanto, o número de susetíveis deai (n → n − 1) enquanto o númerode infetados é aresido (m → m + 1), neste aso a probabilidade detransição é esrita omo
A−+(n + 1, m − 1) = w(n → n − 1, m → m + 1) = bxy. (4.28)� imunização espontâneaUma vez infetado, um indivíduo pode reuperar, adquirindo momen-taneamente uma resistênia natural à ontaminação. Uma vez que esteproesso é espontâneo, a probabilidade de transição depende apenas daquantidade de indivíduos infetados (n), e o deaimento de (n) resultano arésimo da população imunizada (N − n−m). Podemos esrevera probabilidade de imunização da forma

A0−(n, m − 1) = w(n → n, m → m − 1) = cy. (4.29)� perda espontânea de imunidadeConsiderando que a imunidade aquirida expire após algum tempo,deixando o indivíduo novamente susetível à ontaminação, podemosesrever esta transição omo
A+0(n − 1, m) = w(n → n + 1, m → m) = az. (4.30)Nas equações (4.28)-(4.30), x = n/N , y = m/N e z = 1 − x − y são asdensidades de susetíveis, infetados e imunes respetivamente. A �gura 4.6mostra omo as probabilidades (4.28)-(4.30) atuam no espaço nm formadopelo número de suseptíves e infetados. Para o modelo SIR temos A+0 = 0,neste aso, omo exibido na �gura 4.7, há, no limite termodinâmio, in�nitosestados absorventes.



4.2. PROCESSO �BIRTH AND DEATH� 69Em termos destas probabilidades, a equação mestra (4.27) torna-se
dP

dt
(n, m, t) = A−+(n + 1, m − 1)P (n + 1, m − 1) − A−+(n, m)P (n, m) +

A+0(n − 1, m)P (n − 1, m) − A+0(n, m)P (n, m) +

A0−(n, m + 1)P (n, m + 1) − A0−(n, m)P (n, m). (4.31)
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•. Cálulo da média de uma grandeza de estadoPara alular a média de uma grandeza de estado, que a prinípio pode de-pender da densidade de susetíveis e/ou da densidade de infetados,
< f(n, m) >, emprega-se a equação equação mestra (4.31) omo segue,

< f(n, m) > =
d

dt

∑

n,m

f(n, m)P (n, m) =
∑

n,m

d

dt
P (n, m)

=
∑

n,m

f(n, m){A−+(n + 1, m − 1)P (n + 1, m − 1) −

A−+(n, m)P (n, m) + A+0(n − 1, m)P (n − 1, m) −
A+0(n, m)P (n, m) + A0−(n, m + 1)P (n, m + 1) −
A0−(n, m)P (n, m)},
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< f(n, m) > =

∑

n,m

{f(n − 1, m + 1)A−+P (n, m) −

f(n, m)A−+(n, m)P (n, m) + f(n + 1, m)A+0(n, m)P (n, m) −
f(n, m)A+0(n, m)P (n, m) + f(n, m − 1)A0−(n, m)P (n, m) −
f(n, m)A0−(n, m)P (n, m)}
=

∑

n,m

{[f(n − 1, m + 1) − f(n, m)]A−+(n, m)P (n, m) +

[f(n + 1, m) − f(n, m)]A+0(n, m)P (n, m) +

[f(n, m + 1) − f(n, m)]A0−(n, m)P (n, m)}. (4.32)Uma vez obtida uma expressão genéria para se alular a média de umagrandeza de estado, podemos determinar a densidade média de susetíveis,
d

dt
< x > =

d

dt
<

n

m
>=

d

dt
< f(n) >

= N
∑

n,m

(
n − 1

N
− n

N
)b

n

N

m

N
P (n, m) +

(
n + 1

N
− n

N
)a(

N − n − m

N
)P (n, m) + (

n

N
− n

N
)c

m

N
P (n, m)(4.33)que resulta em

d

dt
< x >= −b < xy > +a < z > . (4.34)E de forma similar alula-se a densidade de infetados,

d

dt
< y > =

d

dt
<

m

N
>=

d

dt
< f(m) >

= N
∑

n,m

{(m + 1

N
− m

N
)b

n

N

m

N
P (n, m) +

(
m

N
− m

N
)a

N − m − n

N
P (n, m) +

(
m + 1

N
− m

N
)c

m

N
P (n, m)

= b < xy > −c < y > . (4.35)Entretanto, as equações (4.34) e (4.35) estão aopladas de forma que nãoonseguimos obter < x(t) > e < y(t) > exatamente.



72 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSSimulação do proesso �birth and death�Além da abordagem analítia, o proesso �birth and death� pode sersimulado omputaionalmente e assim tornar-se uma ferramenta auxiliar àaproximação de ampo médio, possibilitando investigar algumas propriedadesdo modelo que tenham sido detetadas. Em partiular podemos enontrar alinha de transição, que separa a fase ativa da inativa, e também analisar aregião da fase ativa que apresenta osilações.Empregando o proesso �birth and death�, foram efetuadas simulaçõesomputaionais empregando um onjunto de N = 5000 partíulas, uja tran-sição entre as lasses oorre om as probabilidades (4.28)-(4.30).A simulação do modelo SIRS por meio do proesso �birth and death�segue o seguinte algoritmo:1. ria-se um a lista de lista de N partíulas, que representa os N indiví-duos de uma população. À ada partíula está assoiada uma variávelestoástia ηi que pode assumir os valores ηi = {0, 1 ou 2} onforme oestado seja, susetível, infetado ou imune. No instante iniial há N−1susetíveis e apenas um indíviduo infetado, o qual é sorteado entre as
N partíulas.2. Sorteia-se uma partíula e um número aleatório γ. Calula-se aprobabilidade de transição ωi onforme as equações (4.28),(4.29) ou(4.30), aso o indivíduo esteja susetível, infetado ou imune respe-tivamente. Se γ ≤ ωi então a partíula assume seu próximo estadoílio (0 → 1 → 2 → 0).3. Repete-se o passo 2 até um tempo máximo, de�nido previamente. Paraada N partíulas sorteadas o tempo é inrementado em um passo deMonte Carlo, e se o tempo for maior que o tempo transiente, aquiva-seo valor das densidades para que se alule posteriormente o valor médioou fazer estudos das séries temporais das densidades.A �gura 4.8 ilustra omo evoluem as densidades de susetíveis, infetadose removidos. Após um tempo transiente, que próximo da linha a → 1 éurto mas torna-se longo a medida que se aproxima de a → 0 om b → 1,as densidades apresentam um ruído que pode ser onsequênia da estoas-tiidade agregada ao proesso de evolução; mas, nos asos em que o ruídoapresenta orrelação, veri�a-se que há �utuações inerentes ao proesso emquestão.Na �gura 4.9 vemos a dependênia do parâmetro de ordem em relaçãoao tamanho do sistema. Para determinar o ponto rítio, em ada valor do
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Figura 4.8: Evolução das densidades de susetíveis, infetados e imunes paraos parâmetros p = 0, 24 e c = 0, 40, om um total de N = 5000 partíulas.parâmetro p é neessário que a quantidade de partíulas seja su�ientementegrande para tornar as �utuações nas densidades desprezíveis. Para enontrara linha de transição, varia-se o parâmetro p e a partir dele, uma vez que aprobabilidade a é �xada, alula-se c, a �m de determinar ada ponto dalinha, e assim onstruir o diagrama de fase, o qual é exibido na �gura 4.10.Pode-se avaliar a estabilidade das densidades, analisando o desvio padrão
σ =

√
< x2 > − < x >2, onde x representa uma das densidades (sueptíveis,infetados ou imunes). A �gura 4.11 mostra a dependênia de σ em relaçãoao tamanho da população. Perebe-se que mesmo na região que apresentaosilações, as �utuações deaem om o inverso do tamanho populaional.Portanto, estas osilações só existem para sistema de tamanho �nito, e nolimite termodinâmio não deve existir osilações.Além disso, onforme [35, 33℄ podemos determinar a separação entre asfases osilante e não-osilante a partir da função auto-orrelação temporal.A auto-orrelação de uma função f(k) é de�nida omo

c(t) =< f(0)f(t) >= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(k)f(k + t)dk, (4.36)em que f(k) é uma função ontínua e t é o intervalo de tempo. Analogamente,de�ne-se a auto-orrelação ruzada entre as funções f(k) e g(k) omo
cfg(t) = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

f(k)g(k + t)dk. (4.37)
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Figura 4.9: Densidade estaionária de infetados em função do parâmetro
p para diferentes tamanhos populaionais N . A probabilidade de perda deimunidade é onstante (a = 0, 25). A transição de fase é determinada fazendoa extrapolação para densidade de infetados nula. Perebe-se que próximo àtransição de fase a densidade de infetados apresenta uma dependenia emrelação ao tamanho do sistema, a qual deve desapareer no limite N → ∞.Para uma série de dados da forma x = {x1, x2, . . . , xn}, espaçado em in-tervalos disretos iguais, a auto-orrelação é alulada onforme a expressão

c(t) =
1

(n − t)σ2

n−t
∑

m=1

(xm − x̄)(xm+t − x̄), (4.38)onde σ é o desvio quadrátio médio.A auto-orrelação para duas séries dis-retas é de�nida de modo similar.Assumindo que na região em que as densidades apresentam osilações aauto-orrelação seja uma função da forma
c(t) ∼ e−αtcos(ωt), (4.39)em que −α e ω são as partes reais e imaginárias dos autovalores. En-quanto, para a região não-osilante, sendo os autovalores puramente reais aexpressão (4.39) se reduza à

c(t) ∼ e−αt. (4.40)Uma vez que a mudança entre os regimes osilante para não-osilanteoorre ontinuamente em função do período. Podemos onvenionar que as
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σ ∼ 1/N . Pela linearização, linha ontínua, enontramos que o expoente dedeaimento é α = −1.



76 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSosilações sejam dadas da forma
cn = (−1)nen ατ

2 , n = 1, 2, 3, . . . . (4.41)nesta equação, n representa a suessão de vales (n ímpar) e pios (n par).Quando observamos a auto-orrelação temporal para a densidade deimunes, mostrada na �gura 4.12, ou demais densidades do modelo, vemosque os pios se desloam em relação ao tempo (mudança de período deosilação) e a amplitude da auto-orrelação possui uma forte dependeniaem relação aos parâmetros do modelo. Embora este omportamento sejapereptível para todos os vales e pios, ele é mais evidente para o primeirovale, pois é o que possui maior amplitude.Fazendo um grá�o da amplitude da função de auto-orrelação temporaldo primeiro vale (c1) em função da probabilidade de imunização c, tendo�xado p, podemos perorrer o espaço todo o diagrama de fase, e obter alinha que delimita a região om osilações nas densidades. A �gura 4.15exibe este proedimento, onde foi alulada a orrelação para a densidadede imunes, sob a linha om p = 0, 25. Nesta �gura nota-se que quando aprobabilidade de imunização é muito baixa, c . 0, 15, as densidades nãoapresentam osilações e portanto a amplitude da função de auto-orrelaçãoé nula. Entretanto, na região 0, 15 . c . 0, 5 as densidades apresentamosilações periódias. Conforme c aumenta, o sistema sai da região omosilações, deixando de apresentar qualquer osilação, e para valores aindamaiores de c a fase absorvente é atingida. Embora seja difíil de determinarpreisamente uma separação destes regimes em simulações omputaionais,obtemos resultados oerentes om a previsão de ampo médio simples. Doponto de vista da termodinâmia este tipo de transição não representa umatransição de fase, e sim uma mudança de regime que se perebe na evoluçãotemporal das densidades.Para enontrar toda a urva de transição de regime, é neessário quese faça a análise para todo o espaço de parâmetros (�gura 4.2). Contudo,nosso objetivo é apenas mostrar omo é possível obter esta separação a partirdas séries temporais advindas de simulações omputaionais do modelo SIRSusando o proesso birth and death.Pode-se determinar o período das osilações através da análise da funçãode auto-orrelação temporal, ontudo este proedimento pode resultar ausaruma impreisão grande, visto que apenas os primeiros pios e vales estãobem loalizados. Seguindo [78℄ podemos alular a transformada de Fourierda orrelação temporal, realizada para uma das densidades, ou mesmo daorrelação ruzada. Este álulo é realizado onforme a seguinte expressão
S(ω) =

∫

c(t)

c(0)
eiωtdt (4.42)



4.2. PROCESSO �BIRTH AND DEATH� 77em que c(t) é alulada onforme a equação (4.38). O fator c(0) orrespondeà normalização da orrelação.
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Figura 4.12: Auto-orrelação temporal para a densidade de indivíduos imunesquando p = 0, 20. Conforme a probabilidade de imunização aumenta a sis-tema passa de uma região sem osilações para um região om osilações, masaumentando ainda mais esta probabilidade as osilações desapareem.
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Figura 4.14: Auto-orrelação temporal para a densidade de infetados (inf-inf), imunes (imu-imu) e a orrelação ruzada entre suseptíves e imunes (sus-imu) versus tempo. As densidades são resultados de simulações do proesso�birth and death� om os parâmetros p = 0, 25 e c = 0, 40.
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Figura 4.15: Transformada de Fourier da orrelação temporal de infetados,
ν = ω/2π é a frequênia. Neste grá�o vemos que há apenas um pio queoorre para frequênia ν = 0, 013(3) que orresponde ao período τ = 72(3)passos de Monte Carlo.4.3 Simulações de Monte CarloEmpregando o método de Monte Carlo, analisamos o modelo SIRS emredes regulares quadradas om oordenação ζ = 4, om o intuito de determi-nar a linha de transição de fase bem omo alguns dos expoentes rítios domodelo.Em detrimento do tempo omputaional exigido, usamos simulações de-pendentes do tempo para determinar a transição de fase ao longo do espaçode parâmetros do modelo. Uma vez determinado o ponto rítio om a pre-isão desejada, alulamos os expoentes rítios desejados realizando o tiposimulação apropriada.4.3.1 Simulações Dependentes do TempoPor ser uma generalização do modelo SIR, nas simulações dependentes dotempo para o modelo SIRS, podemos empregar o mesmo algoritmo desritona sessão (3.4.2), exeto que no segundo passo é neessário que se use a regrade transição (4.1) a qual ontém o termo que desreve o proesso de perdade imunidade.Dado o espaço de parâmetros exibido na �gura 4.2, exeutamos assimulações ao longo de superfíies om probabilidade de perda de imunidadeonstante, que são linhas paralelas à a = 0. Uma exeção é o ponto p = 0,



80 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSque representa o aso em que a probabilidade de infeção e perda de imu-nidade são iguais (a = b). Em ambos os asos, �xa-se um dos parâmetros, aou p, e varia c até enontrar o ponto rítio.As �guras 4.16-4.19 mostram retratos da rede referentes à realizações paradiferentesparâmetros. Em todas as �guras a simulação iniia om o sistema naiminênia de air no estado absorvente, ou seja, todos os indivíduos da redeenontram-se suseptíves, om exeção do sítio entral que é oupado porum infetado. Pelas �guras 4.16, 4.17 e 4.19, as quais possuem a mesmaprobabilidade de imunização, vemos que o arésimo na probabilidade deperda de imunidade ausa redução na quantidade de indivíduos imunes, on-forme esperado. Além disso, mesmo sem fazer o álulo apropriado, nota-seque a veloidade de espalhamento da doença também diminui em funçãodo aumento da probabilidade de perda de imunidade. Esta redução na ve-loidade pode ser ompreendida diretamente pela ondição (4.7), pois se c éonstante e a está desresendo, então a probabilidade de infeção b deve re-duzir e onsequentemente desaelerar o proesso de espalhamento da doença.As �guras 4.17 e 4.18 mostram realizações efetuadas para a mesma proba-bilidade de perda de imunidade a = 0, 30 mas om diferente probabilidadede imunização, na primeira c = 0, 15 enquanto a segunda possui c = 0, 19 eque, onforme a previsão de ampo médio, está mais próxima da transiçãode fase. Nestas �guras vemos que onforme se aproxima da transição de fasea veloidade de espalhamento epidêmio diminui e que a região afetada peladoença apresenta menor densidade de indivíduos infetados e imunizados.Nas �guras 4.20-4.22 são exibidos grá�os para a evolução do número deinfetados N(t), o raio quadrátio médio R2(t) e a probabilidade de persistên-ia da doença Ps(t) para diferentes parâmetros do modelo. Nas simulaçõesuma das probabilidades entra omo parâmetro, e varia-se uma segunda atéque seja possível determinar o ponto rítio assoiado.
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PSfrag replaements PSfrag replaementsFigura 4.16: Retratos da evolução de uma realização exeutada para osparâmetros a = 0, 10; c = 0, 15 e L = 128. As �guras exibem fotogra�asda rede nos instantes (a), (b), (c) e (d) equivalentes à t =50, 100, 150 e 200passos de Monte Carlo, respetivamente. As ores dos sítios orrespondem:brano (susetível), vermelho (infetado) e azul (imune).
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PSfrag replaements PSfrag replaementsFigura 4.17: Retratos da evolução de uma realização exeutada para osparâmetros a = 0, 30; c = 0, 15 e L = 128. As �guras exibem fotogra�asda rede nos instantes (a), (b), (c) e (d) equivalentes à t =50, 100, 200 e 300passos de Monte Carlo, respetivamente. As ores dos sítios orrespondem:brano (susetível), vermelho (infetado) e azul (imune).
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PSfrag replaements PSfrag replaementsFigura 4.18: Retratos da evolução de uma realização exeutada para osparâmetros a = 0, 30; c = 0, 19 e L = 128. As �guras exibem fotogra�asda rede nos instantes (a), (b), (c) e (d) equivalentes à t =200, 300, 400 e 500passos de Monte Carlo, respetivamente. As ores dos sítios orrespondem:brano (susetível), vermelho (infetado) e azul (imune).
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Figura 4.19: Retratos da evolução de uma realização exeutada para osparâmetros p = 0, 00; c = 0, 15 e L = 128. As �guras exibem fotogra�asda rede nos instantes (a), (b), (c) e (d) equivalentes à t =100,200, 300 e 500passos de Monte Carlo, respetivamente. As ores dos sítios orrespondem:brano (susetível), vermelho (infetado) e azul (imune).



4.3. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 85

1 10 100 1000
t

1

10

0,2315
0,2320
0,2325
0,2326
0,2327
0,2328
0,2329
0,2330

N

c

10
1

10
2

10
3

t

10
1

10
2

10
3

10
4

0,2315
0,2320
0,2325
0,2326
0,2327
0,2328
0,2329
0,2330

R²

c

10
0

10
1

10
2

10
3

t

0,1

1

0,2315
0,2320
0,2325
0,2326
0,2327
0,2328
0,2330

c

PSfrag replaements
Ps

Figura 4.20: Grá�os do número de infetados N(t), do raio quadrátio R2(t)e probabilidade de sobrevivênia da doença Ps em função do tempo. Osparâmetros adotados foram a = 0, 10 e L = 256. Analisando estes grá�os,obtemos que a transição de fase oorre em cc = 0, 23270(5), e para temposlongos, fazendo um ajuste linear veri�a-se que N(t) ∼ tη, om η = 0, 230(8);
R2(t) ∼ tz em que z = 1, 126(10) e Ps(t) ∼ t−δ sendo δ = 0, 435(12).
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Figura 4.21: Grá�os do número de infetados N(t), do raio quadrátio R2(t)e probabilidade de sobrevivênia da doença Ps em função do tempo. Osparâmetros adotados foram a = 0, 20 e L = 160. Analisando estes grá�os,obtemos que a transição de fase oorre em cc = 0, 2377(1), e para temposlongos, fazendo um ajuste linear veri�a-se que N(t) ∼ tη, om η = 0, 227(2);
R2(t) ∼ tz em que z = 1, 132(2) e Ps(t) ∼ t−δ sendo δ = 0, 446(2).
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Figura 4.22: Grá�os do número de infetados N(t), do raio quadrátio R2(t)e probabilidade de sobrevivênia da doença Ps em função do tempo. Osparâmetros adotados foram a = 0, 70 e L = 160. Analisando estes grá�os,obtemos que a transição de fase oorre em cc = 0, 10870(5), e para temposlongos, fazendo um ajuste linear veri�a-se que N(t) ∼ tη, om η = 0, 22(1);
R2(t) ∼ tz em que z = 1, 12(1) e Ps(t) ∼ t−δ sendo δ = 0, 46(1).



88 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSRealizando simulações dependentes do tempo para diferentesprobabilidades de perda de imunidade, obtivemos pontos da linha de tran-sição e alulamos também os expoentes dinâmios. O onjunto de pontosrítios e expoentes rítios que analisamos está mostrado na tabela 4.1 eo diagrama de fase está mostrado na �gura 4.23. Os valores dos expoentesrítios aqui estimados apresentam boa onordânia om os melhores val-ores obtidos para a lasse de universalidade da perolação direionada em
2 + 1 dimensões [63℄. Portanto, os nossos resultados apontam que o modeloSIRS estoástio de�nido em uma rede bidimensional está na mesma lassede universalidade da perolação direionada. Além disso, omo mostrado na�gura 4.24, vemos que se a > 0 o modelo exibe expoentes rítios ara-terístios da perolação direionada, mas se a = 0 (modelo SIR), oorre umamudança abrupta nos expoentes rítios e nesse aso partiular, o modelopassa a pertener à lasse da perolação dinâmia. Na �gura 4.20 vemosque para tempos urtos, o número de partíulas rese om um determinadoexpoente diferente do observado para tempos longos. Analisando estes doisregimes separadamente vemos que para tempos urtos, no limite a → 0, omodelo paree exibir um omportamento ompatível om os expoentes ríti-os da perolação dinâmia, mas passado esse transiente, o modelo passa aexibir os expoentes pertenentes à lasse da perolação direionada.

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4

p

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

c

CMS
CMP
MC

inativa

ativa

a=0
b=

0

Figura 4.23: Diagrama de fase do modelo SIRS. Neste diagrama é apre-sentada a linha de transição determinada na aproximação de ampo médiosimples (CMS) e por pares (CMP) e via simulação de Monte Carlo (MC).
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Figura 4.24: Variação do expoente rítio η em função da probabilidade deperda de imunidade a. (η está de�nido na equação (2.47).)4.3.2 Simulações Computaionais EstaionáriasAssim omo o modelo de ontato, o modelo SIRS apresenta um únioestado absorvente, e deste modo pode-se empregar, sem perda de on�abili-dade, a perturbação que evita que as realizações aiam no estado absorvente[59℄. Com esta perturbação o algoritmo usado nas simulações omputaionaisestaionárias ompreende as seguintes etapas:1 Iniializa-se uma rede quadrada de lado L, om um total de L2 sítios,e ondições periódias de ontorno. Cada sítio da rede é oupado porum únio indivíduo, e no instante iniial, apenas o sítio entral é ou-pado por um indivíduo infetado, todos os demais sítios da rede sãopreenhidos por indivíduos susetíveis.2-a Sorteia-se um sítio da rede e um número aleatório γ ontido intervalo[0,1). Calula-se a probabilidade de transição de estado para o sítio
ωi(η) onforme a equação (4.1). Se γ ≤ ωi(η) então o sítio assume seunovo estado ílio (S → I → R → S).2-b No passo (2− a) veri�a se o sítio a ser atualizado não orresponde aoúltimo indivíduo infetado, aso seja, impede-se que ele torne-se imune.3 A ada L2 sítios sorteados, ontabiliza-se um passo de Monte Carlo,inrementado o tempo em uma unidade. Desarta-se os primeiros pas-sos que dizem respeito ao transiente. A realização é interrompida após



90 CAPÍTULO 4. MODELO SIRSa exeução de um número máximo de passos de Monte Carlo, de�nidopreviamente pelo programador, usualmente isto é feito ao de�nir osparâmetros a serem simulados.É neessário que se faça uma averiguação prévia do tempo neessáriopara se atingir o regime estaionário e assim determinar um tempo tran-siente, a partir do qual deve-se omputar as grandezas de estado, que serãoutilizadas para alular as grandezas médias. Sabendo a duração deste tran-siente esolhe-se o tempo máximo de evolução de ada realização. Umasimulação é omposta de várias realizações, em que ada uma delas evolui apartir das mesmas on�gurações iniiais, mas as séries de números aleatóriosusadas para sortear os sítios e probabilidades de transição são diferentes paraada realização.A título de exemplo, mostramos na �gura 4.25 umulantes para diferentesprobabilidades de infeção a = 0, 20. A �gura 4.26 exibe urvas para a den-sidade estaionária de imunes para diferentes tamanhos de redes quadradasregulares de lado L. Ambas �guras possibilitam estimar o ponto rítio mas arealização de simulações dependentes do tempo se mostraram mais e�ientespara este �m.Uma vez estabeleido que o modelo pertene à lasse de universalidadeda perolação direionada, para a qual foram alulados os expoentes rítiosom elevada preisão [63℄, podemos fazer uso do expoente rítio β assoiadoao parâmetro de ordem para reesalar as densidades onforme a relação deesala (3.21) e fazendo uma extrapolação para ρ1/β → 0, determinar o pontorítio. A �gura 4.27 exibe as densidades reesaladas om 1/β em função daprobabilidade c, para dados relativos a simulações em redes de lados L = 80.Ajustando uma reta para as densidades na fase ativa e extrapolando para
ρ1/β → 0 estimamos o ponto rítio cc = 0, 2378(1), resultado que está empleno aordo om os obtidos via simulações dependentes do tempo.



4.3. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 91

0,23 0,2325 0,235 0,2375 0,24 0,2425 0,245
c

0

0,25

0,5

0,75

1

1,25

L=40
L=80
L=160
L=320

u

Figura 4.25: Cumulantes versus probabilidade de imunização c, paradiferentes tamanhos de rede quadrada de lado L. A probabilidade de perdade imunidade é a = 0, 20. Na transição de fase o umulante independe dotamanho da rede, e assim os diferentes umulantes se olapsam. Neste grá�oestimamos que a transição oorra no ponto cc = 0, 2377(1).
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Figura 4.26: Densidade de imunes versus probabilidade de imunização c paradiferentes tamanhos de rede quadrada de lado L. A probabilidade de perdade imunidade é a = 0, 20.



92 CAPÍTULO 4. MODELO SIRS

0,225 0,23 0,235 0,24
c

0

0,02

0,04

0,06

0,08 inf
rem
sus

PSfrag replaements
ρ1/β

Figura 4.27: Densidades ρ1/β em função da probabilidade de imunização.Para os susetíveis ρ = 1 − x, em que x é a densidade de susetíveis. Ajus-tamos uma reta para os dados orrespondentes a simulações para uma redequadrada de lado L = 80 e onsiderando apenas os dados referentes à faseativa. A extrapolação para ρ1/β → 0, adotando β = 0, 583, leva à estimativapara a probabilidade rítia cc = 0, 2378(1).



4.3. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 93Na tabela 4.1 é apresentado os parâmetros rítios e expoentes rítiospara o modelo SIRS de�nido em uma rede regular quadrada. Para ada prob-abilidade de perda de imunidade a realizamos simulações de Monte Carlo de-pendentes do tempo para determinar a probabilidade rítia de imunização
c, exeto o ponto a = b no qual a probabilidade de infeção é igual à prob-abilidade de perda de imunidade, aso em o parâmetro p é nulo. Sabendo oponto rítio, alulamos os expoentes dinâmios η, z e δ a partir da evoluçãodo número de infetados, do raio quadrátio dos infetados em relação aoentro da rede, e da probabilidade de sobrevivênia da epidemia, grandezasestas que no ponto rítio satisfazem às equações (2.47)-(2.49). Os expoentesrítios estátios foram determinados por meio de simulações de Monte Carloestaionárias empregando redes de lado L = 256.Tabela 4.1: Parâmetros e expoentes rítios relativos à transição para o es-tado absorvente de susetíveis para o modelo SIRS.a cc β β/υ⊥ η z δ0 0,1765(5) 0,129(10) 0,096(7) 0,586(1) 1,773(1) 0,094(3)0,025 0,19640(5) 0,575(9) 0,806(11) 0,22(2) 1,2(1) 0,42(3)0,050 0,21355(5) 0,577(7) 0,805(14) 0,232(7) 1,163(7) 0,424(15)0,10 0,23270(5) 0,576(8) 0,790(10) 0,230(8) 1,126(10) 0,435(12)0,20 0,2377(1) 0,576(15) 0,793(10) 0,227(2) 1,132(2) 0,446(2)0,30 0,2238(2) 0,21(3) 1,13(2) 0,46(2)0,3994(5) 0,20115(5) 0,57(2) 0,79(2) 0,235(5) 1,130(2) 0,447(6)0,50 0,1730(2)0,60 0,1425(5)0,70 0,10870(5) 0,22(1) 1,12(1) 0,46(1)0,80 0,07365(5)0,90 0,03733(1)0,95 0,0187(1)
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Capítulo 5ConlusãoApresentamos neste trabalho três diferentes modelos estoástios empre-gados no estudo de propagação epidemias. Na modelagem é onsideradaa estrutura espaial do ambiente, sobre a qual distribui-se uma população.Cada indivíduo da população é araterizado onforme sua posição espaiale quanto ao seu estado de saúde, e as interações oorrem loalmente.Para o modelo de ontato e SIR estudamos também o efeito de di-fusão entre os indivíduos da população. Através do proesso difusivo doisvizinhos podem permutar suas posições e assim migrar pela estrutura es-paial. No modelo SIR, que apresenta três lasses distintas, foi estudado adifusão isotrópia (por meio da qual quaisquer dois indivíduos de lasses dis-tintas podem permutar suas posições) e a difusão anisotrópia (onde apenasduas lasses espeí�as podem difundir).Ambos modelos possuem pelo menos uma probabilidade de transiçãoproibida (o modelo SIR possui duas) e, portanto, são intrinseamenteirreversíveis, pois uma vez que o estado absorvente é atingindo não há omomudar de estado. Além disso estes modelos exibem transição de fase forado equilíbrio termodinâmio. No aso do modelo SIR todos os estados esta-ionários são absorventes e a transição de fase está relaionada ao limiar dapropagação epidêmia.Por meio de aproximações de ampo médio dinâmio e simulações deMonte Carlo obtivemos os diagramas de fase para os modelos. Em todos osmodelos, os resultados da aproximação de ampo médio inluindo orrelaçõesde dois sítios são qualitativamente onordantes om os resultados obtidospor simulações de Monte Carlo.Nos modelos de ontato e SIR veri�amos que a introdução do termodifusivo provoa a ampliação da fase ativa, isto é, se indivíduos infetadospodem se mover eles aabam entrando em ontato om maior número deindivíduos susetíveis ampliando a possibilidade de transmissão da doença.95



96 CAPÍTULO 5. CONCLUS�ONo modelo SIR veri�amos que se a difusão é anisotrópia, oorrendo apenasentre algumas lasses, tanto a difusão entre suseptíveis e imunes quanto entreinfetados e imunes ausa redução da fase ativa, enquanto a difusão entresuseptíveis e infetados favoree a propagação da epidemia. Portanto, amobilidade dos indivíduos imunes em onjunto om susetíveis ou infetadosdi�ulta a propagação epidêmia.Conluímos também que no limite puramente difusivo (d → 1) a linharítia, obtida na aproximação de ampo médio por pares, quanto os resul-tados de simulações de Monte Carlo, onverge para os resultados de ampomédio simples. Este resultado é plausível pois espera-se que quando a difusãoé muito alta resultados de ampo médio simples sejam válidos. Ou seja, ospressupostos do modelo estoástio espaialmente estruturados, em que osindivíduos estão loalizados e são disretos, ontinuam válidos, mas não sãorelevantes neste limite.Nossos resultados de ampo médio mostram que o modelo SIRS apresentana fase ativa (a qual apresenta densidade não nula de suseptíveis, infeta-dos e imunes) um regime om osilações nas densidades que assintotiamenteatingem o valor estaionário. Entretanto, estudando o modelo através de umproesso estoástio do tipo �birth & death� onstatamos que estas osilaçõespodem se tornar estáveis. Analisamos também a função de auto-orrelaçãotemporal das séries para as densidades de indivíduos. Veri�amos que es-sas funções apresentam osilações ujas amplitudes deaem om o tempo equanto maior o tamanho da população maior o deaimento.Por meio de simulações omputaionais foi possível alular alguns dosexpoentes rítios dos modelos. Nossos resultados onordam om osmelhores valores onheidos na literatura. Em partiular, foram determi-nados os expoentes rítios para diferentes pontos rítios do modelo SIRS,o que nos permitiu inferir que o modelo pertene a lasse da perolação di-reionada, e somente no limite de imunidade permanente, no qual o modelomapeia-se no modelo SIR, há a mudança na lasse de universalidade passandoa pertener a lasse da perolação dinâmia. Essa é a primeira determinaçãoda lasse de universalidade do modelo SIRS. Isto mostra que este modelo estána mesma lasse de universalidade do proesso de ontato, em onordânia àonjetura de Grassberger [21℄, que a�rma que modelos om um únio estadoabsorvente pertenem à lasse de universalidade da perolação direionada.
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