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Resumo.Elaboramos um estudo detalhado de alguns aspetos d(e uma versão d)aorrespondênia AdS/CFT, onjeturada por Maldaena [Mal98℄ e Witten[Wit98℄, entre teorias quântias de ampo num fundo gravitaional dado porum espaço-tempo assintotiamente anti-de Sitter (AAdS), e teorias quânti-as de ampos onformalmente ovariantes no in�nito onforme (no sentidode Penrose) deste espaço-tempo, aspetos estes: (a) independentes d(o pard)e modelos espeí�os em Teoria Quântia de Campos, e (b) susetíveis auma reformulação em moldes matematiamente rigorosos. Adotamos omoponto de partida o teorema demonstrado por Rehren [Reh00℄ no ontexto daFísia Quântia Loal (também onheida omo Teoria Quântia de CamposAlgébria) em espaços-tempos anti-de Sitter (AdS), denominado hologra�aalgébria ou dualidade de Rehren.O orpo do presente trabalho onsiste em estender o resultado de Rehrenpara uma lasse razoavelmente geral de espaços-tempos AAdS d-dimensionais(d > 3), esrutinar omo as propriedades desta extensão são enfraqueidase/ou modi�adas em relação ao espaço-tempo AdS, e omo efeitos gravita-ionais não-triviais se manifestam na teoria quântia no in�nito onforme.Dentre os resultados obtidos, itamos: ondições razoavelmente geraissobre geodésias nulas no interior (uja plausibilidade justi�amos por meiode resultados de rigidez geométria) não só garantem que a nossa generali-zação é geometriamente onsistente om ausalidade, omo também per-mite uma reonstrução �holográ�a� da topologia do interior na ausêniade horizontes e singularidades; a implementação das simetrias onformes nafronteira, que assoiamos expliitamente a uma família de isometrias assin-tótias do interior onstruída de maneira intrínsea, oorre num aráter pu-ramente assintótio e é atingida dinamiamente por um proesso de retornoao equilíbrio, mediante ondições de ontorno adequadas no in�nito; efei-tos gravitaionais podem eventualmente ausar obstruções à reonstruçãoda teoria quântia no interior, ou por torná-la trivial em regiões su�iente-mente pequenas ou devido à existênia de múltiplos váuos inequivalentes,que por sua vez levam à existênia de exitações solit�nias loalizadas aoredor de paredes de domínio no interior, similares a D-branas. As demons-trações fazem uso extensivo de geometria Lorentziana global. A linguagemempregada para as teorias quântias relevantes para nossa generalização dadualidade de Rehren segue a formulação funtorial de Brunetti, Fredenhagene Verh para a Físia Quântia Loal [BFV03℄, estendida posteriormente porSommer [Som06℄ para inorporar ondições de ontorno.vii





Abstrat.We elaborate a detailed study of ertain aspets of (a version of) theAdS/CFT orrespondene, onjetured by Maldaena [Mal98℄ and Witten[Wit98℄, between quantum �eld theories in a gravitational bakground gi-ven by an asymptotially anti-de Sitter (AAdS) spaetime, and onformallyovariant quantum �eld theories in the latter's onformal in�nity (in thesense of Penrose), aspets suh that: (a) are independent from (the pair of)spei� models in Quantum Field Theory, and (b) suseptible to a reast ina mathematially rigorous mould. We adopt as a starting point the theoremdemonstrated by Rehren [Reh00℄ in the ontext of Loal Quantum Physis(also known as Algebrai Quantum Field Theory) in anti-de Sitter (AdS)spaetimes, alled algebrai holography or Rehren duality.The main body of the present work onsists in extending Rehren's resultto a reasonably general lass of d-dimensional AAdS spaetimes (d > 3),srutinizing how the properties of suh an extension are weakened and/ormodi�ed as ompared to AdS spaetime, and probing how non-trivial gra-vitational e�ets manifest themselves in the onformal in�nity's quantumtheory.Among the obtained results, we quote: not only does the impositionof reasonably general onditions on bulk null geodesis (whose plausibilitywe justify through geometrial rigidity tehniques) guarantee that our ge-neralization is geometrially onsistent with ausality, but it also allows a�holographi� reonstrution of the bulk topology in the absene of horizonsand singularities; the implementation of onformal symmetries in the boun-dary, whih we expliitly assoiate to an intrinsially onstruted family ofbulk asymptoti isometries, have a purely asymptoti harater and is dy-namially attained through a proess of return to equilibrium, given suitableboundary onditions at in�nity; gravitational e�ets may ause obstruti-ons to the reonstrution of the bulk quantum theory, either by making thelatter trivial in su�iently small regions or due to the existene of multipleinequivalent vaua, whih on their turn lead to the existene of solitoniexitations loalized around domain walls, similar to D-branes. The proofsmake extensive use of global Lorentzian geometry. The language employedfor the quantum theories relevant for our generalization of Rehren dualityfollows the funtorial formulation of Loal Quantum Physis due to Bru-netti, Fredenhagen and Verh [BFV03℄, extended afterwards by Sommer[Som06℄ in order to inorporate boundary onditions.ix





AgradeimentosMeu sinero obrigado para o Prof. João Barata, por me aolher no Departamentode Físia Matemátia, por ter-me proposto o presente tema de investigação e por terareditado em mim mesmo nos momentos mais difíeis do desenvolvimento deste pro-jeto, dando assim suporte sólido e essenial.A meu antigo grupo de iniiação ientí�a, amigos até hoje que muito estimo: Profs.Alinka Lépine-Szily, Rubens Lihtenthäler Filho e Valdir Guimarães, pelo apoio e in-entivo quando deidi migrar da Físia Nulear experimental/omputaional para aFísia Matemátia, e sobretudo por me ensinarem o bê-a-bá da pesquisa ientí�a euma atitude íntegra frente a ela.Aos (ex-)olegas do Departamento de Físia Matemátia (IFUSP) Alessandro Mar-ques, Alex Dias, Amílar Queiroz, Brenno Vallilo, Davi Giugno, Ivan Pontual, KarluioCastello Brano, Leandro Beviláqua, Marelo Pires, �digníssimo� Leonardo Siou� e Pa-tríia Teles, pelas onversas impagáveis (em ambos os sentidos!) e pela ompanhia aolongo desses mais que quatro anos.Aos mestres e ompanheiros do Instituto de Matemátia e Estatístia, por teremsido abertos às enriqueedoras troas de idéias que muito ontribuíram para meu apren-dizado, em partiular o grupo de Álgebras de Operadores (Cíntia da Silva, David Dias,Marela Merklen, Patríia Hess e Profs. Cristina Cerri, Martha Salerno, Riardo Bi-anoni e Severino Tosano), o grupo do Prof. Mihael Forger (Bruno Soares, EderAnnibale, Fernando Antoneli, Getúlio Bulhões, Leandro Gomes, Mário Salles, PaolaGaviria, Sandra Yepes e Sandro Romero) e também aos Profs. Helena Ávila, PauloCordaro e aos olegas Alexandre Kawano, Arthur Julião, Ant�nio Ronaldo Garia eNestor Centurión.Gostaria também de agradeer aos Profs. Bert Shroer, Christian Jäkel, DanielVanzella, Fernando Auil, Jens Mund e, uma vez mais, ao Prof. Mihael Forger pelapaiênia e entusiasmo durante sua partiipação na série de seminários informais aolongo dos anos 2004�2005 dediada ao estudo da referênia [BFV03℄, que onstitui pe-xi



dra fundadora do arabouço oneitual subjaente à presente Tese. Agradeço outrossima estes e aos Profs. Aiyalam Balahandran, Detlev Buhholz, Henning Rehren, KlausFredenhagen, Kostas Skenderis, Sumati Surya e Walter Wreszinski, pelos diálogos e/ousequênias de troa de emails inspiradores em momentos ruiais do desenvolvimentodo presente trabalho, e que, assim, onstituíram auxílio inestimável om suas sugestõese rítias onstrutivas.Às seretárias do Departamento de Físia Matemátia: Amélia Genova, ElizabethVargas e Simone Shinomiya, pela soliitude e inansável simpatia.À FAPESP, pelo apoio �naneiro (este projeto foi agraiado om Bolsa de Douto-rado Direto referente ao proesso 01/14360-1).Bom, é bastante gente, e ertamente esquei alguém aima... Obrigado e desulpasa estes!E, por último (e primeiro), os agradeimentos mais que espeiais:A meus pais, pois esta jornada também foi deles, de todos nós!Ao meu irmão Franiso, pelo ontraponto espiritual.À Clau, por manter (aturar!) a minha (in)sanidade mental, e me ensinar a impor-tânia das oisas que preisam ser ditas.A Deus, Pai Eterno Todo-Poderoso, por me mostrar um aminho que me fasinoue me dar forças para segui-lo. Oxalá renda bons frutos em Sua honra!

xii



Sumário
Prefáio xviiLista de Figuras xxvNotações e onvenções de uso freqüente xxviiI A orrespondênia AdS/CFT e suas manifestações geo-métrias 11 A geometria dos espaços-tempos assintotiamente anti-de Sitter 31.1 Generalidades sobre formas espaiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Geometria de AdSd: ondições de ontorno no in�nito . . . . . . . . . 61.2.1 Estrutura do in�nito onforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2.2 Cunhas em AdS e diamantes na fronteira . . . . . . . . . . . . 91.3 Espaços-tempos AAdS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.3.1 Geometria global e geodésias nulas . . . . . . . . . . . . . . . 161.3.1.1 Causalidade (interior para fronteira) . . . . . . . . . 161.3.1.2 Conexidade simples (interior versus fronteira) . . . . 231.3.1.3 Loalização (fronteira para interior) . . . . . . . . . . 242 Dinâmia e evolução temporal 312.1 Gravitação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.2 A expansão de Fefferman-Graham . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.3 �Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdS . . . . . . . . . . . . 402.3.1 Evolução temporal geométria em diamantes . . . . . . . . . . 402.3.2 Construção de isometrias assintótias . . . . . . . . . . . . . . 472.3.3 �Retorno ao equilíbrio� em unhas . . . . . . . . . . . . . . . . 51xiii



II Avatares holográ�os da Físia Quântia Loal 573 Teorias Quântias Loalmente Covariantes 593.1 De�nições básias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.2 Relação om os axiomas usuais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613.3 Estados quântios em espaços-tempos urvos . . . . . . . . . . . . . . 643.4 Campos quântios loalmente ovariantes . . . . . . . . . . . . . . . . 644 Implementando o Prinípio Holográ�o em espaços-tempos AAdS 694.1 Covariânia loal om ondições de ontorno . . . . . . . . . . . . . . 694.2 Teorias quântias loalmente ovariantes em AdS . . . . . . . . . . . . 744.2.1 Valores de fronteira omo ondição dinâmia . . . . . . . . . . 754.3 Hologra�a algébria em espaços-tempos AAdS . . . . . . . . . . . . . 844.4 Análise holográ�a dos setores de superseleção . . . . . . . . . . . . . 874.4.1 Uma digressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 884.4.2 Dualidade de Haag (essenial) em espaços-tempos (A)AdS . . 914.4.3 Obstruções à inversão da dualidade de Rehren . . . . . . . . 97III Uma síntese 99Coda 101Apêndies 104A Elementos de geometria Lorentziana 107A.1 Teoria loal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107A.2 Teoria global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113A.2.1 Estrutura ausal, ompleteza geodésia . . . . . . . . . . . . . 113A.2.2 In�nito onforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119B Elementos de álgebras de operadores 123B.1 *-Álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124B.2 C*-álgebras e álgebras de von Neumann . . . . . . . . . . . . . . . 129B.2.1 C*-álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129B.2.2 Álgebras de von Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132B.2.3 Teoria modular de Tomita-Takesaki . . . . . . . . . . . . . 136B.2.4 Sistemas C*- e W*-dinâmios. Condição KMS . . . . . . . . . 140B.3 *-álgebras loalmente onvexas e álgebras de Borhers-Uhlmann . 144xiv



C Categorias e funtores 149C.1 Rudimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149C.2 Funtores e transformações naturais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152D Rudimentos de homotopia 157D.1 Apliações homotópias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157D.2 O grupo fundamental e espaços de reobrimento . . . . . . . . . . . . 158Referênias Bibliográ�as 161Notas e traduções das epígrafes 173

xv





Prefáio
SemântiaEu sei lá o que querem dizer as palavras.Sou aminhoe se imanto as limalhas a meu jeitoo desenho não é �gurativo.E se empreendo, gaguejando,a leitura do meu ampo de esforçoo feitoinfante aindaé mensagem ifrada.Edith Pimentel Pinto�Normativa� (Sinais e Conheençasv, 1986)Dois dos maiores problemas em aberto da Físia Teória ontemporânea são a faltade ompreensão quantitativa dos aspetos não-perturbativos das Teorias de Gauge não-Abelianas (on�namento de quarks, et.) e a quantização do ampo gravitaional, quese faz fenomenologiamente neessária devido aos limites de onsistênia físia da Re-latividade Geral, que desreve a gravitação lássia até onde fomos apazes de testarexperimentalmente. Uma das idéias orrentes mais tantalizantes na literatura é a de queambos os problemas estão, de erta forma, ligados por uma orrespondênia holográ�a,na qual a gravitação numa erta região do espaço-tempo admitiria uma desrição �dual�na fronteira desta região por meio de uma teoria de gauge, da mesma forma que umholograma bidimensional reproduz uma imagem tridimensional. Mais ainda, os regi-mes de energia dos proessos físios assoiados às duas teorias são de natureza tal queaspetos não-perturbativos da teoria de gauge se manifestariam no regime gravitaional(semi-)lássio. xvii



A história de omo essa idéia surgiu remonta à déada de 70. As 4 leis da dinâmia deburaos negros, estabeleidas por Bardeen, Carter e Hawking [BCH73℄, possuemforte analogia om as 4 leis da termodinâmia:Lei 0 [BCH73℄: A gravidade de superfíie κ é onstante ao longo do horizonte de even-tos de um burao negro estaionário 1 ↔ um banho térmio em equilíbrio possuitemperatura T onstante ao longo de toda a sua extensão.Lei 1 [BCH73℄: δM = ΩHδJ+ 1
8π
κδA, ondeM é a massa do burao negro, ΩH é o valorda omponente axial do ampo de Killing tipo tempo tangente ao horizonte,

J o momento angular do burao negro e A a área d(e uma seção espaial d)ohorizonte de eventos. As variações da métria implíitas na fórmula são também(quase-)estaionárias 1 ↔ δQ = PδV + TδS, onde Q é a quantidade de alor, Pa pressão, V o volume e S a entropia.Lei 2 [Haw71℄: Teorema de Área � a área d(as seções espaiais d)o horizonte de eventosnão pode dereser ao longo da evolução de Cauhy de um burao negro não-estaionário satisfazendo a ondição de energia nula 2 ↔ a entropia num sistemafehado não pode dereser por meio de nenhum proesso.Lei 3 [Isr86℄: Um burao negro não-estaionário su�ientemente regular e satisfazendoa ondição de energia fraa não pode se tornar extremal, i.e., �ar sem super-fíies aprisionadas (i.e., superfíies aausais de odimensão 2 tais que ambas asongruênias nulas normais possuem expansão negativa) externas ao horizonte deeventos em tempo (retardado) �nito, impliando κ→ 0 3 ↔ não é possível atingir
T = 0 em tempo �nito por nenhum proesso físio.1 Embora as leis 0, 1 e 2 sejam formuladas em [BCH73℄, somente as leis 0 e primeira são de-monstradas nesta referênia, para perturbações de buraos negros estaionários (a tereira lei é apenassugerida numa forma rudimentar).2 O enuniado e prova da segunda lei foram elaborados anteriormente por Hawking [Haw71℄ numontexto não-estaionário.3 A tereira lei foi formulada da presente maneira preisa e demonstrada por Israel [Isr86℄.Lembrar que a formulação de Nernst para a tereira lei, i.e., S = 0 em T = 0, não é universalmenteválida (um exemplo típio é o gelo, que possui uma entropia residual em T = 0 em virtude das pontesde hidrogênio. Tal fato foi estabeleido de maneira exata em duas dimensões por Lieb [Lie67a, Lie67b℄.Note que o gás de Bose livre, que sofre ondensação de Bose-Einstein em T = 0 e, portanto, possuidegeneresênia no estado fundamental, não onstitui outro (ontra-)exemplo, pois o omportamentoassintótio dessa degeneresênia na função de partição à medida que T ց 0 é apenas polinomial, enão exponenial omo no aso do gelo, resultando em S = 0 se adotarmos a de�nição de Boltzmannpara a entropia. Agradeço ao Prof. Walter Wreszinski por hamar minha atenção para este ponto), etampouo seu análogo �natural� para buraos negros o é [Wal97℄.xviii



Em partiular, a área do horizonte de um burao negro orresponde à entropia.Bekenstein [Bek74℄ sugeriu que tal identi�ação era mais que uma mera analogia �a entropia de um burao negro em equilíbrio seria, de fato, dada pela fórmula
S =

Ahor
4

,e uma generalização da segunda lei da termodinâmia, levando em onta tanto a en-tropia da matéria (fora do burao negro) quanto a entropia do burao negro, deveriaser válida. Este enário, sugerido pelo Teorema de Área de Hawking [Haw71℄, nãoé neessariamente válido lassiamente; entretanto, o trabalho de Hawking [Haw75℄mostrou 1 que um ampo quântio aoplado ao ampo gravitaional de um buraonegro termaliza, após um intervalo de tempo su�ientemente longo, preisamente natemperatura T = κ
2π
, sugerida pela primeira lei da dinâmia de buraos negros! Esteresultado é surpreendente, pois esta última é uma quantidade puramente geométria,o que india um aráter universal (i.e., independente do modelo de ampos quântiosque aoplamos ao ampo gravitaional lássio) para as leis da termodinâmia de bu-raos negros.2 Motivado por tal resultado, 't Hooft [Hoo93℄ prop�s levar a idéia deBekenstein às últimas onseqüênias: os graus de liberdade mirosópios de umateoria quântia de gravitação estão ompletamente odi�ados na fronteira do volumedo espaço-tempo onde tal teoria é de�nida. Tal prinípio, formalizado posteriormentepor Susskind [Sus95℄, é denominado prinípio holográ�o.Na desrição integrada das Teorias de Gauge e da gravitação proposta pela Teoriade Cordas, dois resultados sugerem que esta teoria pode forneer uma possível rea-lização do prinípio holográ�o: o álulo mirosópio da entropia de Bekensteinfeito por Strominger e Vafa [SV96℄, e, prinipalmente, o trabalho de Maldaena[Mal98℄, que, por meio de um (limite efetivo de um) modelo de ordas no espaço-tempode fundo AdS5 × S5, onde o fator AdS5 é o espaço-tempo anti-de Sitter (AdS) emino dimensões, obteve o multipleto de uma teoria de gauge supersimétria e on-formalmente invariante om grupo estrutural SU(N) no limite N → ∞, vivendo nafronteira onforme de AdS5. Maldaena onjeturou que a relação estabelee umaorrespondênia biunívoa entre as duas teorias, mesmo fora do limite efetivo. Talorrespondênia tornou-se onheida na literatura omo orrespondênia AdS/CFT. A1A aproximação de óptia geométria para a função de dois pontos próxima ao horizonte de umburao negro de Shwarzshild, adotada por Hawking em [Haw75℄, é difíil de justi�ar, pois oomportamento da métria nessa região implia num índie de refração que varia muito rápido ao longoda oordenada temporal relevante. Um álulo oneitualmente preiso da radiação de Hawking foiobtido por Fredenhagen e Haag [FH90℄.2Do ponto de vista do aparentado efeito Unruh, isto não é tão surpreendente, tendo em vistaos resultados de Bisognano e Wihmann no ontexto de ampos quântios de Wightman [BW75,BW76, Sew82℄. Entretanto, tal omparação exige uidado, pois as irunstânias do efeito Hawkingsão diferentes em vários aspetos [Wal94℄. xix



formulação desta em termos das funções de k pontos foi obtida por Gubser, Kleba-nov e Polyakov [GKP98℄ num aso partiular, e mais em geral porWitten [Wit98℄.Nestes dois trabalhos, mostrou-se que as funções (de Shwinger) de k pontos paraa teoria de gauge no limite aima podiam ser obtidas a partir de variações da ação(Eulidiana) lássia de supergravidade ao redor de seu valor na geometria de fundo,mediante variação das ondições de ontorno no in�nito onforme. Mais ainda, a pres-rição de Witten para o funional gerador da teoria onforme permitiu refrasear aorrespondênia AdS/CFT uniamente em termos de teorias de ampos usuais, sem re-ferênia a ordas. Por meio desta formulação, a onjetura de Maldaena foi testadaom suesso em uma miríade de asos partiulares.3A formulação de Witten para a orrespondênia AdS/CFT abriu aminho para aseguinte pergunta: seria possível estabeleer uma orrespondênia entre Teorias Quânti-as de Campos (TQC) em AdS e teorias quântias de ampos onformalmente ovarian-tes em seu in�nito onforme, uniamente a partir dos prinípios fundamentais da TQC?A pergunta de fato tem resposta positiva: dentro de uma versão da formulação axio-mátia de Wightman [SW00℄ para ampos quântios em AdS, uma orrespondêniaentre funções de k pontos no interior deste último e funções de k pontos onformal-mente invariantes na fronteira onforme foi estabeleida rigorosamente por Bertola,Bros, Moshella e Shaeffer [BBMS00℄. Outrossim, uma orrespondênia entreálgebras de observáveis loais no interior e na fronteira foi demonstrada por Rehren[Reh00℄, dentro do formalismo algébrio de Haag e Kastler [HK64, Haa96℄ para aTQC (Físia Quântia Loal) � esta última orrespondênia é denominada hologra�aalgébria ou dualidade de Rehren. Embora a relação entre essas duas formulações e apresrição deWitten tenha sido investigada em vários aspetos [DR02, DR03, Reh05℄,uma pergunta fundamental permaneeu sem resposta: omo efeitos gravitaionais sãoodi�ados nessas formulações?Como ambas as versões se referem uniamente a espaços-tempos AdS (pois depen-dem ritiamente de sua estrutura ausal), e não a geometrias mais gerais que possuamo mesmo in�nito onforme de AdS (i.e., espaços-tempos assintotiamente AdS (AAdS)),até mesmo a formulação per se dessas ontrapartes rigorosas num ontexto geométriomais geral torna-se elusiva. Há, inlusive, indíios [AS02℄ de que, em geometrias AAdSnão-triviais, a dualidade de Rehren se torne �siamente inompatível om testes o-3Infelizmente, a atividade fenomenal que se seguiu aos trabalhos fundamentais aera da orres-pondênia AdS/CFT, itados aima, tornou pratiamente impossível elaborar uma bibliogra�a se-quer pretensamente representativa de suas diferentes vertentes (só o trabalho [Mal98℄ sozinho pos-sui mais de 4.700 itações, segundo dados de 30/07/2007 no bano de dados online SPIRES-HEP).Assim, onformar-nos-emos a itar uniamente trabalhos de relevânia direta ao nosso desenvolvi-mento, à medida que for neessário, e enaminhamos o leitor interessado à homepage do SPIRES-HEP(http://www.sla.stanford.edu/spires/) para outras direções.xx



nheidos da onjetura de Maldaena, e, omo tal, preise ser reformulada. O quenos leva à segunda pergunta, intimamente ligada à anterior: Quanto do arabouço sub-jaente à dualidade de Rehren e de suas propriedades sobrevive em espaços-temposAAdS �genérios�?O orpo da presente Tese propõe uma generalização natural da dualidade de Reh-ren para espaços-tempos AAdS e investiga omo as propriedades da versão originalsão modi�adas por efeitos gravitaionais no interior, visando eluidar as duas questõeselaboradas aima.Uma das lições fundamentais da Físia Quântia Loal é que a informação físiade uma teoria quântia de ampos está ontida não nos ampos / observáveis indivi-duais, mas na inlusão relativa das álgebras loais. Em partiular, tal informação éextremamente sensível à estrutura ausal do espaço-tempo. Assim, é de se esperar quea distorção da estrutura ausal no interior de um espaço-tempo AAdS em virtude deefeitos gravitaionais seja �sentida� na teoria �dual� na fronteira. Veremos, após umestudo qualitativo global dessa deformação dentro de um onjunto de hipóteses razo-avelmente geral sobre a geometria do interior, que de fato isso oorre. Mostraremosefeitos de duas naturezas:1. A implementação das isometrias assintótias, longe de ser um fato imediato omono aso AdS, é atingida dinamiamente omo um proesso de retorno ao equilí-brio, o que tem por onseqüênia a quebra potenial da simetria onforme. Osestados na teoria quântia na fronteira obtidos por esse proesso possuem umaestrutura bastante ria, da qual apenas arranhamos a superfíie, e ujas propri-edades térmias que se desviam do equilíbrio odi�am detalhes não-triviais dageometria do interior.2. A estrutura de setores de superseleção é radialmente modi�ada por efeitos gra-vitaionais. Dentro da hipótese de que regiões arbitrariamente pequenas no in-terior possuem observáveis não-triviais, mais outras hipóteses naturais dentro doontexto da teoria algébria de setores de superseleção [Ara99, Haa96℄, mostrare-mos que a teoria no interior adquire exitações solit�nias loalizadas em paredesde domínio, similares às D-branas que oorrem na formulação original da or-respondênia AdS/CFT, sinalizando a quebra espontânea de simetrias internas.O aumento não-trivial das álgebras loais na fronteira neessário à inorporaçãodos �intertwiners� entre os diferentes váuos pariais faz om que estas álgebrasadquiram elementos não-loais (i.e., estendidos) implementando simetrias inter-nas na região onde ada váuo parial difere do váuo total. E, preisamentepor ausa desses elementos, torna-se fundamentalmente impossível, ao ontráriodo que oorre no aso do espaço-tempo AdS, reonstruir ompletamente a teoriaxxi



quântia no interior a partir uniamente da teoria onforme na fronteira (Subseção4.4.3, página 97).Coloamos ênfase neste trabalho em resultados robustos, matematiamente rigo-rosos e independentes de um modelo espeí�o de ampos quântios, em virtude doaráter universal de vários aspetos da orrespondênia AdS/CFT. Não investigare-mos em detalhe, todavia, a relação do formalismo proposto aqui om a presrição deWitten � tal tarefa enontra-se além do esopo deste trabalho.Sobre a estrutura desta TeseEsta Tese possui três partes. Na Parte I, que ompreende os Capítulos 1 e 2, desen-volvemos a parte geométria do trabalho. Na Parte II, que ompreende os Capítulos 3e 4, apresentamos a nossa proposta de generalização da dualidade de Rehren dentrode um formalismo geral para TQC em espaços-tempos urvos que inorpora ovariâniae loalidade de maneira funtorial, e estudamos onsequênias universais (i.e., indepen-dentes de modelos espeí�os) dos pontos de vista dinâmio e estrutural. A Parte IIIonsiste apenas da Coda, que onlui o trabalho.No Capítulo 1, iniiaremos um tratamento sistemátio dos espaços-tempos anti-deSitter (AdS) e assintotiamente anti-de Sitter (AAdS). Investigaremos, dentro deum onjunto de hipóteses aera do omportamento global das geodésias nulas, omoa estrutura ausal é globalmente modi�ada por efeitos gravitaionais onsistentes omas ondições de ontorno no in�nito (Proposição 1.8, página 21) � o efeito se deve prini-palmente ao atraso temporal gravitaional das geodésias nulas atravessando o interior(Teorema 1.3, página 17). Alguns desses resultados não são novos [Woo94, GW00℄, masa ténia do atraso temporal gravitaional é fundamental para a maioria dos desenvol-vimentos geométrios a seguir. De�niremos uma generalização simples das regiões tipounha (�wedge�), empregadas por Rehren em [Reh00℄, para espaços-tempos AAdS(De�nição 1.5, página 15) � tais regiões generalizam, num erto sentido, a unha deRindler {x1 > |x0|} no espaço-tempo de Minkowski, e onstituem o protótipo deum horizonte de eventos de um burao negro assintotiamente estaionário num fundoom onstante osmológia negativa. Mostraremos omo é possível reonstruir a topo-logia do interior por meio de interseções de unhas �envelopando� diamantes ausaissu�ientemente pequenos (Subsubseção 1.3.1.3, página 24). Este resultado é original[Rib07℄, e a demonstração envolve uma interessante apliação do método empregadopor Penrose [HE73, Wal84℄ para provar a existênia de singularidades omo resultadodo olapso gravitaional, juntamente om um argumento de ompaidade, na obtençãode um prinípio geométrio de máximo que garante a envoltória preisa (Teorema 1.14,página 28). A apresentação deste Capítulo possui vários aprimoramentos em relação axxii



[Rib07℄.No Capítulo 2, investigaremos a dinâmia das equações de Einstein em espaços-tempos AAdS (Seção 2.2, página 33). Tal disussão visa estimar de maneira maisquantitativa efeitos gravitaionais não-triviais em termos de quantidades geométriasde�nidas na fronteira onforme. Também onstruímos de maneira intrínsea famíliasde isometrias assintótias (�boosts�) naturalmente assoiadas a ada unha AAdS (Pro-posição 2.5, página 47), e, mais em geral, famílias de difeomor�smos assintotiamenteonformes a qualquer diamante relativamente ompato em espaços-tempos ausal-mente simples (fórmulas (2.42)�(2.44), página 47). A tais famílias, é possível assoiaruma gravidade de superfíie no horizonte de ada unha ou diamante (De�nição 2.2,página 53) e, assim, formular um análogo assintótio da lei zero da (termo)dinâmia deburaos negros (Teorema 2.6, página 53), e resultados orrespondentes para a segundalei (ontida na Proposição 1.8, página 21, e devidamente reinterpretada no ontextodeste Capítulo) e a araterização de proessos reversíveis (Teorema 2.7, página 56,que segue diretamente da Proposição 1.8 e da Observação 1.7, página 22). A ons-trução apresentada é su�ientemente robusta para ser implementada em situações nãoneessariamente ligadas ao ontexto geométrio da orrespondênia AdS/CFT.No Capítulo 3, introduziremos uma generalização do formalismo de Haag e Kas-tler para espaços-tempos urvos, proposta por Brunetti, Fredenhagen e Verh[BFV03℄ e formulada em termos da linguagem de ategorias e funtores.No Capítulo 4, apresentamos de maneira preisa nossa proposta de generalizaçãopara a dualidade de Rehren. Para tal, é neessário adaptar as onstruções do Capí-tulo 3 ao presente ontexto geométrio, o que demanda a imposição de ondições deontorno de maneira ovariante. Assim, iniiamos nossa disussão om o tratamentoalgébrio desta questão proposto por Sommer [Som06℄, que investiga omo é possívelestender uma teoria quântia loalmente ovariante no sentido de Brunetti et al.para espaços-tempos não globalmente hiperbólios (De�nição 4.1, página 72). Segue-seo exemplo de teorias quântias loais em espaços-tempos anti-de Sitter � aqui, pro-uramos inserir a formulação proposta por Buhholz, Florig e Summers [BFS00℄dentro de um ontexto loalmente ovariante. A vantagem desta formulação, além donúmero mínimo de premissas, é a imposição de ondições de ontorno no in�nito sobreos estados �elementares� na forma de uma ondição de estabilidade termodinâmia (fór-mulas (4.6) e (4.7), página 75) � que, no aso de espaços-tempos AAdS, é generalizadana forma de uma ondição de �retorno ao equilíbrio� (ondição (d), página 86). Empre-gando as ténias de Borhers e Yngvason [BY99℄ (enuniados nos Teoremas 4.1,4.2 e 4.3, página 77�.), mostraremos que tal ondição pode ser entendida omo umapresrição para o omportamento de esala dos observáveis numa vizinhança do in�nito(Proposição 4.4, página 80), que pode ser generalizada para espaços-tempos assintoti-xxiii



amente anti-de Sitter. Com este arabouço em mãos, a generalização da dualidadede Rehren (De�nição 4.3, página 75) que busamos surge naturalmente (De�nição4.8, página 84). Investigamos a estrutura dos estados da teoria da fronteira obtidapor meio dessa generalização, e terminamos por delinear uma orrespondênia entre ossetores de superseleção da teoria quântia no interior e sua dual na fronteira, ligandosetores loalizados em diamantes (i.e., no sentido de Dopliher, Haag e Roberts[Haa96℄) na fronteira a setores solit�nios no interior, loalizados ao redor de paredesde domínio de odimensão 2, bastante similares a D-branas.Na Coda, apresentamos nossas onlusões e listamos possíveis direções futuras deinvestigação sugeridas pelo presente trabalho.Um obstáulo pedagógio à onepção da presente Tese foi o amplo espetro de té-nias matemátias empregadas � geometria Lorentziana global, álgebras de operadores,ategorias e funtores. Assim, oletamos a maioria dos oneitos matemátios neessá-rios em quatro Apêndies, para não desviar a atenção do leitor das idéias entrais dopresente trabalho e tornar o texto matematiamente auto-ontido.O Apêndie A sumariza as noções neessárias de geometria Lorentziana e estruturaausal.O Apêndie B apresenta oneitos básios de Álgebras de Operadores (C*-álgebras,álgebras de von Neumann e álgebras de Borhers-Uhlmann), inlusive uma in-trodução minimal à teoria de Tomita-Takesaki, empregada no Capítulo 4. EsseApêndie omeça om um tratamento em detalhe de *-álgebras, visando uni�ar aapresentação dos resultados e oneitos de Álgebras de Operadores que dependem uni-amente da estrutura algébria.O Apêndie C ondensa os oneitos básios de ategorias e funtores empregadosnos Capítulos 3 e 4.O Apêndie D pinela rapidamente os oneitos de homotopia neessários no Capí-tulo 1.Desejo uma boa leitura a todos! O AutorSão Paulo, setembro de 2007xxiv



Lista de Figuras
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Notações e onvenções de uso freqüente
• Z, R, C � respetivamente, o anel de números inteiros e os orpos de númerosreais e omplexos. Z+/−, R+/− � respetivamente, os inteiros positivos (> 0) /negativos (< 0) e os reais positivos / negativos. Z̄+/−, R̄+/− � respetivamente,os inteiros não negativos (≥ 0) / não positivos (≤ 0) e os reais não negativos /não positivos.
• As partes real e imaginária de z = x+ iy ∈ C são respetivamente denotadas por
ℜz .

= x e ℑz .
= y, e o omplexo onjugado de z, por z̄ .

= x− iy.
• O onjunto das partes de um onjunto X é denotado por P (X)

.
= {U ⊂ X}.

• Dados quaisquer onjuntos A, S, AS .
= {a : S → A} denota a potênia Carte-siana de A por S. Em partiular, se S = {1, . . . , n}, esrevemos AS .

= An =
{(a1, . . . , an) : ai ∈ A, ∀i = 1, . . . , n}.

• Dado um aberto O num espaço topológio X, K ⋐ O denota que K possui feho
K̄ ompato e K̄ ⊂ O .

• Dada uma forma bilinear simétria não-degenerada g sobre Rd, a assinatura de gé dada pelo par de inteiros (p, q) ou pela sua diferença p− q, onde p+ q = d e p éo número de autovalores negativos de g, denominado índie de g. Assoiamos a ga forma bilinear simétria não-degenerada g−1 .
= [gij]

−1, de mesmo índie, sobreo dual de Rd, e a d-forma de volume dada por √|g| .=
√

((−1)p det[gij ])
1
2 , onde

[gij] é a matriz assoiada a g numa base ortonormal qualquer.
• Variedades e subonjuntos destas são denotadas por arateres aligrá�os maiús-ulos (e.g. M , O , I , et.). Todas as variedades empregadas no texto são C∞,
σ-ompatas (e, portanto, para-ompatas), onexas e orientáveis, quando nãoindiado o ontrário (para as noções de topologia envolvidas, ver [Dug66℄).

• Dada uma variedade M , denotamos os espaços tangente e otangente a p ∈ Mrespetivamente por TpM e T ∗pM , e os �brados tangente e otangente, por TMe T ∗M . xxvii



• Mais em geral, esrevemos um �brado vetorial qualquer sobre uma M d-dimen-sional omo E
p−→ M , onde p denota a apliação (submersão sobrejetora) deprojeção, E o espaço total (D + d)-dimensional e M a base. A �bra típia é emgeral denotada por Ex .

= p−1(x) ∼= RD, ∀x ∈ M .
• Dado um ampo vetorial X, denotamos a derivada de Lie de funções / seções aolongo de X por £X .
• Índies tensoriais são dados por arateres gregos minúsulos µ, ν, et. quandoesritos em termos de oordenadas loais, e dados por arateres latinos minús-ulos a, b, et. quando apenas indiativos do posto do tensor, sem referênia aoordenadas (notação abstrata de Penrose e Rindler). Em ambos os asos, aontração de índies segue a onvenção de Einstein.
• Denotamos por δab o delta de Kroneker (= matriz identidade omo transfor-mação linear em T (∗)M ).
• Dado um tensor de posto (r, s) T µ1···µr

ν1...νs
, denotamos respetivamente as partessimétria e anti-simétria de T om relação aos índies ontravariantes µj , . . . , µk,

1 ≤ j < k ≤ r por
T
µ1···(µj ···µk)···µr

ν1···νs

.
=

1

(k − j + 1)!

∑

π∈Sk−j+1

T
µ1···µπ(j)···µπ(k)···µr

ν1···νse
T
µ1···[µj ···µk ]···µr

ν1···νs

.
=

1

(k − j + 1)!

∑

π∈Sk−j+1

sgn(π)T
µ1···µπ(j)···µπ(k)···µr

ν1···νs ,onde Sl é o grupo de permutações de l elementos e sgn(π) = 1 aso π envolvaum número par de troas de 2 elementos, e −1 se envolver um número ímpar.Analogamente, denotamos respetivamente as partes simétria e anti-simétriade T om respeito aos índies ovariantes νm, . . . , νn, 1 ≤ m < n ≤ s, por
T µ1···µr

ν1···(νm···νn)···νs
e T µ1···µr

ν1···[νm···νn]···νs
. Se quisermos exluir o intervalo µj, . . . , µk dasimetrização ou da anti-simetrização dos índies µ1, . . . , µl, esreveremos respe-tivamente (µ1 · · · |µj · · ·µk| · · ·µl) ou [µ1 · · · |µj · · ·µk| · · ·µl]. As fórmulas orres-pondentes para (anti-)simetrização de um tensor devem ter o fator ombinatório

1
l!
substituído por 1

(l−k+j−1)!
. Todas essas onvenções valem sem alteração paraíndies abstratos. xxviii



• Rp,q denota a variedade semi-Riemanniana (Rp+q, η) (ver Apêndie A), onde amétria η é dada pela forma bilinear simétria não-degenerada de índie p
η = diag( p

− · · ·−
q

+ · · ·+)
.
=




−1 0. . . 0
0 −1

+1 0

0
. . .

0 +1




.

Em partiular, o espaço-tempo deMinkowski d-dimensional é dado por R1,d−1 �ou seja, adotamos a onvenção de assinatura (−+ · · ·+) (índie 1) para métriasLorentzianas.
• Dados x, y ∈ Rd, a norma Eulidiana de x é denotada |x|, e o produto esalarorrespondente, 〈x, y〉. A medida de Lebesgue de um subonjunto Boreliano
A de Rd é denotada |A| (para as noções relevantes de teoria da medida, ver[Mun71, Rud87℄).

• Sd denota a esfera d-dimensional {x ∈ Rd+1 : |x| = 1}, uja métria Eulidi-ana induzida é denotada dΩ2
d = (dθ1)2 + sin2 θ1((dθ2)2 + sin2 θ2(· · · ((dθd−1)2 +

sin2 θd−1(dθd)2) · · · )) = (dθ1)2 + sin2 θ1dΩ2
d−1, onde θI = (θ1, . . . , θd) são as oor-denadas angulares (esférias) de Sd, i.e., 0 ≤ θ1, . . . , θd−1 ≤ π e 0 ≤ θd < 2π.

• A norma de um espaço vetorial normado é denotada ‖.‖, om indiação adiionalquando neessário.
• O produto esalar de um espaço pré-Hilbertiano (real ou omplexo) é denotado
〈., .〉. Convenionamos que, no aso omplexo, a forma sesquilinear 〈., .〉 é linearna segunda variável e anti-linear na primeira variável.

• *-álgebras, em partiular C*- e de von Neumann, são denotadas por arateresgótios maiúsulos (e.g. F, A, R, et.). Tais álgebras, se unitais, tem seu elementoidentidade denotado por 1 (ver Apêndie B).
• Funtores também são denotados por arateres gótios maiúsulos.
• Comportamento assintótio � dizemos que f(x) = O(g(x)) à medida que x→ x0(x0 pode ser ±∞) se existe uma vizinhança U ∋ x0 e C > 0 tais que |f(x)| ≤
C|g(x)|, ∀x ∈ U e f(x) = o(g(x)) à medida que x → x0 se para todo ǫ > 0existe uma vizinhança U ∋ x0 tal que |f(x)| < ǫ|g(x)|, ∀x ∈ U ; f e g sãoditas equivalentes (notação: f(x) ∼ g(x)) à medida que x → x0 se existe umavizinhança U ∋ x0 e C > 0 tais que C−1g(x) ≤ f(x) ≤ Cg(x), ∀x ∈ U . Dadaxxix



uma seqüênia de funções {gk}k∈Z+, dizemos que f é soma assintótia de gk, k ∈Z+ à medida que x→ x0 (notação: f ∼x→x0

∑∞
k=1 gk) se |f−∑K

k=1 gk| = O(gK+1),para todo K.
• D(O) denota o espaço das funções C∞ de suporte ompato em O (funções teste),e S (Rd), das funções C∞ ujas derivadas de ordem ≥ 0 tendem a 0 mais rápidoque qualquer polin�mio em x à medida que |x| → ∞ (funções teste temperadas oude Shwartz). Esrevemos também, seguindo L. Shwartz, E (O) = C∞(O).Empregaremos essas diferentes notações alternadamente ao longo do texto. Res-petivamente, as distribuições, distribuições temperadas e distribuições de su-porte ompato são dadas pelos duais topológios D ′(O), S ′(Rd), E ′(O).
• Quando O ⊂ M , onde (M , g) é uma variedade semi-Riemanniana d-dimensionalorientável, usamos o elemento de volume invariante√|g| para identi�ar espaçosde funções teste om as densidades (= d-formas, uma vez que assumimos Morientável) teste orrespondentes. Assim, os duais topológios são distribuições enão densidades distribuionais (i.e., pelo �smearing� u(f) de uma distribuição uom uma função teste f , entende-se a expressão u(f√|g|), uma vez que a métriaé sempre lara em ontexto).
• Dado um �brado vetorial E

p−→ M , o espaço das seções C∞ de E é o C∞(M )-módulo denotado por Γ∞(M , E )
.
= {φ : M

C∞

−→ E : p ◦ φ = idM }. Denotando aseção zero de E (i.e., que assume o valor da origem em ada �bra) simplesmentepor 0, de�nimos o suporte suppφ de uma seção φ omo o omplementar do maioraberto em M onde φ = 0. Denotamos, então, o espaço das seções C∞ de suporteompato de E por Γ∞c (M , E ).

xxx



En efeto, rematado ya su juiio, vino adar en el más estraño pensamiento que jamásdio loo en el mundo, y fue que le pareióonvenible y neesario, así para el aumento desu honra omo para el serviio de surepúblia, haerse aballero andante y irse portodo el mundo on sus armas y aballo abusar las aventuras y a ejeritarse en todoaquello que él había leído que los aballerosandantes se ejeritaban, deshaiendo todogénero de agravio y poniéndose en oasiones ypeligros donde, aabándolos, obrase eternonombre y fama. Imaginábase el pobre yaoronado por el valor de su brazo, por lomenos del imperio de Trapisonda; y así, onestos tan agradables pensamientos, llevado delestraño gusto que en ellos sentía, se dio priesaa poner en efeto lo que deseaba. Y lo primeroque hizo fue limpiar unas armas que habíansido de sus bisabuelos, que, tomadas de orín yllenas de moho, luengos siglos había queestaban puestas y olvidadas en un rinón.viMiguel de Cervantes SaavedraEl ingenioso hidalgo don Quijote de laManhavii, Primero Libro, Cap. I

Parte IA orrespondênia AdS/CFT e suasmanifestações geométrias1





Capítulo 1A geometria dos espaços-temposassintotiamente anti-de SitterDevia ou não devia ontar-lhe, por motivos detalvez. Do que digo, desubro, deduzo. Será,se? Apalpo o evidente? Trebuso. Será estenosso desengonço e mundo o plano �interseção de planos � onde se ompletam defazer as almas? João Guimarães Rosa�O espelho� (Primeiras Estóriasviii)1.1 Generalidades sobre formas espaiaisDentre as métrias Lorentzianas d-dimensionais g que resolvem as equações de Eins-tein sem matéria e om onstante osmológia Λ(1.1) Ri(g) − 1

2
R(g)g + Λg = 0,as mais simples são aquelas om urvatura seional onstante.1 Mais preisamente,se g é tal que sua urvatura seional(1.2) K(g)(X, Y )

.
=

g(Riem(g)(X, Y )X, Y )

g(X,X)g(Y, Y ) − g(X, Y )2
= C1Para d < 4, estas são as únias soluções de (1.1)! Ver Apêndie A, fórmula (A.2), página 108 e adisussão que se segue. 3



1. Geometria AAdSpara todo par X, Y de vetores tangentes a um ponto p gerando um plano no qual g éuma forma bilinear não-degenerada 2 (C pode, em prinípio, depender de p), então gsatisfaz (1.1) se e somente se C = 2
(d−1)(d−2)

Λ. Neste aso, temos:(1.3) Riem(g)abcd =
2Λ

(d− 1)(d− 2)
(gacgbd − gadgbc)(gacgbd − gadgbc pode ser vista omo a métria induzida por g no espaço tangente de2-vetores; Riem(g)abcd, por sua vez, é uma forma bilinear simétria neste espaço. Aidentidade (1.3) segue então de (1.2) por polarização). Conversamente, toda variedadeLorentziana d-dimensional de urvatura seional onstante C satisfaz (1.1) om Λ =

(d−1)(d−2)
2

C. Nestas irunstânias, podemos invoar dois resultados (ver [O'N83℄ paraa demonstração de ambos):Teorema 1.1 ([O'N83℄) Sejam duas variedades Lorentzianas d-dimensionais (M , g)e (M ′, g′) de urvatura seional onstante K(g) = K(g′) = C. Então, quaisquerpontos p ∈ M , p′ ∈ M ′ possuem vizinhanças isométrias. Se M ′ é geodesiamenteompleta, a isometria em questão se estende uniamente a uma isometria loal φ :
M → M ′ (i.e., a apliação tangente dφ(p) : TpM → Tp′M ′ é uma isometria, paratodo p ∈ M ). �Teorema 1.2 ([O'N83℄) Sejam duas variedades Lorentzianas d-dimensionais (M , g)e (M ′, g′), geodesiamente ompletas, onexas e de urvatura seional onstante K(g) =
K(g′) = C. Então, para quaisquer pontos p ∈ M , p′ ∈ M ′ e toda isometria L : TpM →
Tp′M ′, existe uma únia apliação isométria de reobrimento (ver De�nição D.3, pá-gina 159) φ : M → M ′ tal que dφ(p) = L. �Definição 1.1 Uma variedade Lorentziana geodesiamente ompleta e de urvaturaseional onstante é dita ser uma forma espaial.Segue do Teorema 1.2 que toda forma espaial simplesmente onexa é uniamentedeterminada por Λ. Listamos abaixo tais soluções.
Λ > 0 � Espaços-tempos de Sitter (notação: dSd(Λ)), dado pelo hiperbolóide espa-ialmente ompato(1.4) dSd(Λ)

.
= {X ∈ R1,d : η(X,X) = R2}, R =

√
(d− 1)(d− 2)

2Λ
.2O denominador em (1.2) denota o quadrado da área Lorentziana do paralelogramo om lados Xe Y .4



Generalidades sobre formas espaiaisSeu grupo de isometrias é o grupo de de Sitter O(1, d), om omponente onexaà identidade3 SOe(1, d).
Λ = 0 � Espaço-tempo de Minkowski R1,d−1. Seu grupo de isometrias é o grupo dePoinaré O(1, d−1)⋉Rd, om omponente onexa à identidade SOe(1, d−1)⋉Rd .

= P↑
+,d.

Λ < 0 � Espaços-tempos anti-de Sitter (notação: AdSd(Λ)), dado pelo reobri-mento universal (ver Apêndie D, De�nição D.3, página 159) do hiperbolóidetemporalmente ompato
AdSd(Λ)

.
= {X ∈ R2,d−1 : (X0)2 − (X1)2 − · · · − (Xd−1)2 + (Xd)2 = R2},(1.5)

R =
√
− (d−1)(d−2)

2Λ
.Seu grupo de isometrias é o grupo anti-de Sitter, dado no domínio fundamental(1.5) por O(2, d− 1), om omponente onexa à identidade SOe(2, d− 1).Observação 1.2 Em ligeiro abuso de notação, omitiremos em geral a onstante os-mológia ao empregarmos a notação aima para as diferentes formas espaiais simples-mente onexas (i.e., apenas (A)dSd ao invés de (A)dSd(Λ)), sempre que tal prátia nãoausar onfusão. Contrariamente a uma prátia reorrente na literatura, não identi�-amos AdSd om o domínio fundamental (1.5), pois este último tem papel mínimo aolongo deste trabalho, além de ausar ompliações ténias desneessárias.Todas as soluções aima são maximalmente simétrias: a álgebra de Lie dos amposde Killing de ada forma espaial possui dimensão maximal d(d+1)

2
(onversamente,toda variedade Lorentziana onexa uja álgebra de Lie de ampos de Killing pos-sui dimensão maximal possui urvatura seional onstante). Por um resultado padrão[O'N83℄, ada ampo de Killing estende-se uniamente a um grupo uniparamétrio deisometrias, donde segue que o grupo de Lie de isometrias de uma forma espaial possuitambém dimensão d(d+1)

2
. Mais ainda: sejam dois pontos p, q de uma forma espaial M .Podemos ligá-los por uma seqüênia �nita de segmentos geodésios γi, i = 1, . . . , k omparâmetros a�ns λi ∈ [0, 1] � neste aso, γi(1) = γi+1(0), γ1(0) = p e γk(1) = q � reo-brindo qualquer segmento de urva ligando p a q om um número �nito de vizinhançasnormais. Considere o ponto médio p̄i de γi, e a isometria Li : Tp̄i

M → Tp̄i
M dada por

−idTp̄i
M . Pelo Teorema 1.1, ada Li determina uma isometria φi : M → M , nesteaso satisfazendo φi(γi(0)) = γi(1). Por �m, φ = φk ◦ · · · ◦ φ1 é uma isometria ligando

p a q. Ou seja, quaisquer pontos p, q estão ligados por uma isometria, i.e., toda forma3Para variedades Lorentzianas orientáveis e orientáveis no tempo, esta é dada pelas isometriaspróprias (que preservam a orientação do elemento de volume, i.e., sua apliação tangente possuideterminante 1) e ortóronas (que preservam a orientação temporal). 5



1. Geometria AAdSespaial é um espaço homogêneo (i.e., a ação do grupo de isometrias é transitiva). Empartiular, o grupo de isometrias age em formas espaiais sem pontos �xos, i.e., dadoqualquer ponto p, existe uma isometria φ tal que φ(p) 6= p.1.2 Geometria de AdSd: ondições de ontorno noin�nitoPodemos esrever um sistema global de oordenadas esferiamente simétrias noespaço para AdSd. Considere (τ, r, e) ∈ R× R̄+ × Sd−2. Esrevendo(1.6) 



X0 =
√
R2 + r2 sin t

X = re

Xd =
√
R2 + r2 cos t

, R dado por (1.5),a métria de AdSd �a(1.7) ds2 = −R2

(
1 +

r2

R2

)
dt2 +

(
1 +

r2

R2

)−1

dr2 + r2dΩ2
d−2.O domínio fundamental é obtido om a restrição −π < t ≤ π. Como o reobrimentoé, assim, obtido �desenrolando-se� a oordenada temporal τ , denominaremos a artaglobal (1.6�1.7) arta de reobrimento. Um sistema de oordenadas de�nido apenas nodomínio {X : Xd−1 + Xd > 0} (denominado domínio (fundamental) de Poinaré),mas bem mais onveniente para a análise de vários aspetos geométrios de AdSd, édado por (xµ, z) ∈ R1,d−2 × R+, se esrevermos(1.8) 




Xµ = R
z
xµ (µ = 0, . . . , d− 2)

Xd−1 =R
(

1−z2

2z
+ 1

2z
xµx

µ
)

Xd =R
(

1+z2

2z
− 1

2z
xµx

µ
)Neste aso, (1.7) �a om a seguinte forma:(1.9) ds2 =

R2

z2

(
ηµνdx

µdxν + dz2
)
.Esta arta é denominada arta horoília ou de Poinaré. Pode-se ver pelafórmula (1.9) que ada hipersuperfíie de tipo tempo no domínio de Poinaré dadapor z = const. é onforme a R1,d−2 por um fator6



Geometria de AdSd: ondições de ontorno no in�nito
(1.10) (Xd−1 +Xd)2 =

R2

z2
.Assim, o domínio de Poinaré orresponde à metade z > 0 de R1,d−1 ∋ (xµ, xd−1

.
=

z), a menos do fator onforme (1.10). Podemos obter a ação de vários subgrupos de
SOe(2, d − 1) sobre AdSd a partir do subgrupo d(a omponente onexa d)o grupoonforme SOe(2, d) de R1,d−1 que preserva individualmente ada metade {(xµ, xd−1) :
xd−1 ≷ 0} usando essa parametrização, a saber:

• Subgrupo de Poinaré:(1.11) (z, xµ) 7→ (z,Λµ
νx

ν + aµ), Λ ∈ SOe(1, d− 2), a ∈ Rd.Este subgrupo preserva as hipersuperfíies de z onstante, e age em ada umaomo o grupo de Poinaré age em R1,d−2.
• Subgrupo de dilatações:(1.12) (z, xµ) 7→ (λz, λxµ), λ ∈ R+.As isometrias restantes, que não preservam o domínio fundamental de Poinaré,serão apresentadas na Subseção 1.2.1.1.2.1 Estrutura do in�nito onformeConsideremos a parametrização de reobrimento (1.6). Mostraremos agora que

AdSd possui um in�nito onforme no sentido da De�nição A.3. Efetuando a mudançade variáveis
τ = t, u = 2

(√
1 + r2

R2

)
− r

R
, dr = −R

(
1
u2 + 1

4

)
du(1.13)

r ∈ [0,+∞) ↔ u ∈ (0, 2],a métria (1.7) �a(1.14) ds2 =
R2

u2

[
−
(

1 +
u2

4

)2

dt2 + du2 +

(
1 − u2

4

)2

dΩ2
d−2

]
.O in�nito espaial de AdSd é obtido tomando-se r → ∞, que orresponde ao limite

uց 0. A métria do ompletamento onforme ds̄2 = u2ds2, neste limite, �a(1.15) ds̄2 = R2(−dt2 + dΩ2
d−2 + du2) = R2(du2 + ds2

0), 7



1. Geometria AAdSonde ds2
0 é a métria do universo estátio de Einstein (d− 1)-dimensional (ESUd−1),que é isométrio a R × Sd−2. Para vermos qual a fronteira onforme do domínio fun-damental, retornemos às oordenadas τ , r; nota-se que a fronteira é, então, onformea R1,d−2 por um fator (Xd−1 +Xd)−2. Tomando-se oordenadas projetivas (de Dira-Weyl), temos:(1.16) xµ =

Xµ

Xd−1 +Xd

r→∞−→
{
x0 = sin τ

cos τ+ed

x = e

cos τ+ed

.Mais preisamente, a fronteira onforme do domínio fundamental de AdSd orres-ponde à ompati�ação onforme de R1,d−2 (notação: cR1,d−2).
ESUd−1, ao ontrário de cR1,d−2, não sofre de on�itos de ausalidade devido à açãodo grupo onforme de R1,d−2, a qual se estende ao reobrimento universal 4 S̃Oe(2, d−1).Seu ordenamento ausal global é dado por [LM75℄(1.17) (τ, e) ≪I (τ ′, e′) se e somente se τ − τ ′ > 2Aros(e.e′),onde Aros(a) orresponde ao ramo prinipal de cos−1(a) (−π < a ≤ π). Em termos daparametrização de Poinaré (1.8), ada hipersuperfíie de z onstante orresponde,em oordenadas projetivas, exatamente a R1,d−2, resultado que se estende a z = 0.Assim, onversamente a (1.16), podemos reobter a arta global de ESUd−1 esrevendoexpliitamente o mergulho onforme de R1,d−2 neste último. A saber, reesrevendo amétria η em oordenadas �espaialmente� esférias

η = −(dx0)2 + dx.dx = −(dx0)2 + dr2 + r2dΩ2
d−3e passando para oordenadas radiais avançada (v) e retardada (u) no one de luz

v
.
= t+ r

u
.
= t− r

}
⇒ η = −du dv +

1

4
(v − u)2dΩ2

d−3,vemos que, mediante a esolha de fator onforme Ω2 = 4
(1+u2)(1+v2)

e as mudanças deoordenadas (u, v) 7→ (U, V ) (dada por U = 2artanu e V = 2artanv) e (U, V ) 7→
(T

.
= V+U

2
, R

.
= V−U

2
), segue que

ds2
0 = Ω2η = −dT 2 + dR2 + sin2RdΩ2

d−3 = −dT 2 + dΩ2
d−2,de aordo om (1.15). Ou seja, a mudança de oordenadas (xµ) 7→ (T, θ1 .

= R, θ2, . . . , θd−2)orresponde do ponto de vista passivo ao que, do ponto de vista ativo, é o mergulhoonforme de R1,d−2 em ESUd−1 (U e V são as oordenadas radiais de one de luz em4Modulo o grupo Z2 de re�exões ao redor do in�nito espaial de cR1,d−2.8



Geometria de AdSd: ondições de ontorno no in�nito
ESUd−1). Convém também notar, à luz destas onsiderações, que AdSd, expresso emtermos das oordenadas projetivas (1.16) devidamente estendidas ao reobrimento, or-responde a metade de ESUd. O domínio de Poinaré, por sua vez, orresponde àimagem do mergulho onforme da metade xd−1 > 0 de R1,d−1 em ESUd, e seu in�nito(xd−1 = 0), à imagem do mergulho onforme de R1,d−2 em ESUd−1. A análise aima ésintetizada pitorialmente na Figura 1.1.A partir do que foi dito aima, é imediato identi�ar o subgrupo restante de
S̃Oe(2, d − 1). A onjugação do subgrupo de translações em xµ (ver (1.11), página7) pela apliação de inversão relativístia em R1,d−1

I : (xµ, xd−1) = (xµ, z) 7→ − 1

z2 + xνxν
(xµ, z), xνx

ν = ηρσx
ρxσresulta nas transformações onformes espeiais

(xµ, z) 7→ I ◦ (.+ bµ) ◦ I(xµ, z) =
1

1 − 2bµxµ + b2(x2 + z2)
.(1.18)

.(xµ − bµ(x2 + z2), z), b ∈ R1,d−2 ∋ aµ, a2 := aµa
µ.Tais transformações, se onjugadas por elementos adequados dos subgrupos (1.11�1.12) e estendidas ao espaço de parâmetros de S̃Oe(2, d − 1), não mais preservam odomínio de Poinaré, mas preservam o in�nito de AdSd omo um todo. Para z = 0,(1.18) se reduz às transformações onformes espeiais em R1,d−2. Os subgrupos dadospor (1.11) e (1.12) sobre as oordenadas projetivas xµ orrespondem, respetivamente,às ações dos grupos de Poinaré e de dilatações em R1,d−2. Em suma, o grupo deisometrias do domínio fundamental de AdSd (resp. AdSd) orresponde preisamente aogrupo onforme de (c)R1,d−2 (resp. ESUd−1).1.2.2 Cunhas em AdS e diamantes na fronteiraConsideremos, em AdSd, a seguinte região ausalmente ompleta, denominada u-nha (padrão) (notação: W0):

W0 = {X ∈ R2,d−1 : η(X,X) = −R2 e Xd−1 > |X0|},(1.19)ou, em oordenadas de Poinaré (z, xµ):(1.20) W0 = {(z, xµ) :
√
z2 + x · x < 1 − |x0|, z < 1}. 9



1. Geometria AAdS

(a)

(b) ()

(d)
I

AdSd/Z
Poi(p)

p

¯̄p

Poi(p) p̄

AdSd

¯̄p

M in(p)

I

¯̄p

p

p̄

p(= ¯̄p/Z)

p

p̄

I

ESUd

I = ESUd−1

Figura 1.1: (a) Domínio fundamental de AdSd (vermelho), dado pelo quoiente modulo Z,onde o in�nito espaial é representado em azul e o domínio (fundamental) de Poinaréé a parte superior do orte pontilhado; (b) Imagem do mergulho onforme de AdSd em
ESUd (vermelho). O in�nito I de AdSd é representado em azul e o domínio de Poinaré
Poi(p) é delimitado pelas urvas pontilhadas; () Poi(p) (vista lateral) delimitado pelaslinhas pontilhadas em vermelho, om I representado em azul; (d) Visualização de I omo
ESUd−1 (vermelho) om o domínio de Minkowski M in(p), orrespondente à imagem domergulho onforme de R1,d−2 em ESUd−1, em azul.Ao tomarmos o limite z → 0, nota-se que a interseção de W0 om a fronteiraonforme (notação: K0) é dada por(1.21) K0 = {xµ : |x| < 1 − |x0|},ou seja, K0 orresponde a um diamante (de raio espaial 1) em R1,d−2.10



Geometria de AdSd: ondições de ontorno no in�nitoUma unha em AdSd é o ompletamento ausal da órbita de um observador unifor-memente aelerado. Pela fórmula 1.19, vemos que tais órbitas são dadas pela restriçãoao domínio fundamental de AdSd dos �boosts� no plano X0 −Xd−1:
X0 7→ X0 cosh λ+Xd−1 sinhλ;

Xd−1 7→ X0 sinh λ+Xd−1 coshλ;(1.22)
X 7→ X; Xd 7→ Xd, λ ∈ R.Em oordenadas de Poinaré, é mais fáil visualizar a transformação no mergulhoonforme de AdSd em ESUd. W0 é a metade xd−1 > 0 de um diamante ontido nomergulho onforme de R1,d−1 em ESUd, om vérties em I . (1.22) orresponde aoúnio subgrupo uniparamétrio de S̃Oe(2, d − 1) que preserva esse diamante. A açãodeste é simétria por rotações ao redor do eixo determinado pelos vérties, e, restritaao plano x0 − z, �a(1.23) z± 7→ z±(λ)

.
=

(1 + z±) − e−λ(1 − z±)

(1 + z±) + e−λ(1 − z±)
, λ ∈ R,onde empregamos as oordenadas no one de luz z± .

= x0 ± z. O subgrupo de isotropiaorrespondente para D0 é obtido, digamos, no plano x0 − x1 substituíndo z por x1 e asoordenadas no one de luz z± por x± .
= x0±x1 em (1.23). O subgrupo uniparamétriode SOe(2, d−1) dado por (1.23) orresponde à onjugação (x, z) 7→ (K−1◦(eλ.)◦K)(x, z)da dilatação (x, z) 7→ (eλx, eλz) om a transformação onforme K em R1,d−1 dada pelaomposição

W0 ∋ (x, z)
.
= (x0,x, z) 7→ K(x, z)

.
= I(x0 − 1,x, z) −

(
1

2
, 0, 0

)
,onde I é a apliação de inversão relativístia. Nesta forma, �a evidente a simetriarotaional da fórmula (1.23) ao redor do eixo x0, invoada aima.Finalmente, omo um prelúdio para a Seção 1.3, passaremos a proeder de ma-neira independente de oordenadas. Denotando os vérties de D0 por p0 = (−1, 0) e

q0 = (1, 0), vemos que, se AdSd é o feho onforme de AdSd, então (I−(p0, AdSd) ∩
I+(q0, AdSd)) ∩ AdSd = W0 e .(I−(p0, AdSd) ∩ I+(q0, AdSd)) ∩ I = (I−(p0,I ) ∩
I+(q0,I )) = D0. Mais em geral, de�namos para p, q ∈ R1,d−2, p≪I q a unha(1.24) Wp,q

.
= (I−(p, AdSd) ∩ I+(q, AdSd)) ∩AdSde o diamante(1.25) Dp,q

.
= (I−(p, AdSd) ∩ I+(q, AdSd)) ∩ I = I−(p,I ) ∩ I+(q,I ) 11



1. Geometria AAdSassoiados a p, q. Em partiular, W0 = Wp0,q0 e D0 = Dp0,q0. Denotemos por uλp,q osubgrupo uniparamétrio de isometrias de AdSd que preservam Wp,q e Dp,q, dado por(1.23) no aso p = p0, q = q0. Este subgrupo é dado por
uλp,q(x, z) = K−1

p,q (e
λKp,q(x, z)), onde(1.26)

Kp,q(x, z)
.
= K

(
Λp,q

(
x− x(p) + x(q)

2

)
, z

)
,onde Λp,q é o �boost� de Lorentz ao redor da origem que torna a direção −−−−−→

x(p)x(q) pa-ralela ao eixo x0, e K é a apliação usada para de�nir o subgrupo de isotropia (1.23) de
W0 aima. Estes subgrupos uniparamétrios serão de importânia ruial nos Capítulos2 e 4.Vamos agora tornar a desrição da imagem do mergulho onforme de R1,d−2 em
ESUd−1 independente do ponto esolhido para representar o in�nito espaial do pri-meiro. Seja p ∈ M in(r). Todas as geodésias nulas emanando de p irão se foalizar emum únio ponto de I , que onstitui o extremo futuro de todas as geodésias aronaispertenentes a ∂I+(p,I ). Esse ponto é denominado antípoda de p, denotado por p̄. Oantípoda de p possui as seguintes propriedades:

∂I+(p,I ) r {p} = ∂I−(p̄,I ) r {p̄};(1.27)
∂I+(p, AdSd) r {p} = ∂I−(p̄, AdSd) r {p̄}.(1.28)De�namos M in(p)

.
= Dp, ¯̄p, o domínio de Minkowski ao futuro de p ∈ I . Essaregião orresponde ao mergulho onforme de R1,d−2 em I tal que p orresponde ao�in�nito� do passado temporal de R1,d−2. Poi(p)

.
= Wp, ¯̄p orresponde ao domínio deuma arta de Poinaré em AdSd, sendo portanto denominado domínio de Poinaréao futuro de p. Estendemos as de�nições (1.24) de unha e (1.25) de diamante paratodos os pares de pontos p ≪I q tais que p, q ∈ M in(r) para algum r ∈ I , om amesma notação.Observação 1.3 Uma maneira equivalente de araterizar unhas Wp,q e diamantes

Dp,q tais que p, q ∈ M in(r) para algum r ∈ I é a seguinte: omo ESUd−1 é global-mente hiperbólio, segue que Dp,q é relativamente ompato e, portanto, globalmentehiperbólio. É possível, então, distinguir três situações possíveis:1. Não existe r ∈ I tal que p, q ∈ M in(r): neste aso, tomemos r = p; segue que
r̄ = p̄ ≪I q e, portanto, Dp,q ontém uma superfíie de Cauhy para I . Empartiular, as superfíies de Cauhy de Dp,q são ompatas e, mais importante,não-ontráteis (para a de�nição de ontratibilidade, ver a Seção D.1, página 157).12



Geometria de AdSd: ondições de ontorno no in�nito
I

q

p

p

M in(p)

p̄

Poi(p)

¯̄p

M

(a) (b)
Dp,q

Wp,q

Figura 1.2: (a) Correspondênia entre unhas no interior e diamantes na fronteira. (b) Umdomínio de Minkowski e o domínio de Poinaré orrespondente.2. p, q ∈ M in(r) para algum r ∈ I : omo aqui Dp,q pode ser entendido omo umdiamante em M in(r), as superfíies de Cauhy de Dp,q são não-ompatas eontráteis.3. p, q ∈ ∂M in(r) para algum r ∈ I : este aso limítrofe inlui os próprios domíniosde Minkowski, e, por de�nição, Dp,q pode então ser obtido omo o limite Dp,q =
limn→∞Dp,qn =

⋃∞
n=1 Dp,qn, onde novamente esolhemos r = p e {qn}n∈Z+ ⊂

M in(r) é uma seqüênia de pontos tais que qn
n→∞−→ q e qn ≪I qn+1 ≪I qpara todo n. Em partiular, Dp,qn ∈ M in(rn), onde rn ≪I r é su�ientementepróximo de r = p. As superfíies de Cauhy de Dp,q também são não-ompatase ontráteis.Ressaltamos que o aso 1 não pode de maneira alguma ser englobado por algumlimite de uma seqüênia resente de diamantes dentro do aso 2, omo no aso 3. Emsuma, a oleção de diamantes que nos interessa é aquela omposta de diamantes omsuperfíie de Cauhy ontrátil. Os diamantes dentro do aso 2 são, de erta forma,�densos� nessa oleção � dado qualquer Dp,q om superfíie de Cauhy ontrátil equalquer q′ ≪I q, não importa quão próximo de q, temos que Dp,q′ é um diamantedentro do aso 2. 13



1. Geometria AAdSA estrutura de ESUd−1 implia ainda nos seguintes fatos de grande importânia paranós:1. De (1.27) e (1.28), segue que(1.29)
Wq,p̄ = (Wp,q̄)

′
AdSd

e Dq,p̄ = (Dp,q̄)
′
I , ∀p, q ∈ M (r) para algum r e p≪I q̄,e, omo onseqüênia disto,2. (1.30) M in(r) = ({r̄})′I = ({r̄})′
AdSd

∩ I , Poi(r) = ({r̄})′
AdSd

∩ AdSd.3. A bijeção(1.31)
ρAdSd

: Wp,q 7→ ρAdSd
(Wp,q)

.
= Dp,q, p, q ∈ M in(r) para algum r e p≪I q,denominada bijeção de Rehren, preserva omplementos ausais.4. A ação de S̃Oe(2, d− 1) sobre I é transitiva e preserva a estrutura ausal. Por-tanto, age transitivamente sobre o onjunto dos diamantes. Como SOe(2, d−1) éo grupo onforme do espaço-tempo deMinkowski, segue que este age transitiva-mente sobre a oleção dos diamantes ontidos em algum domínio deMinkowski.5. Como S̃Oe(2, d− 1) também preserva a estrutura ausal de AdSd, segue tambémque este grupo age transitivamente sobre o onjunto de unhas.6. Todo elemento de S̃Oe(2, d− 1) pode ser obtido a partir de uma seqüênia �nitade isometrias da forma (1.26) para uma família adequada de diamantes / unhasdentro do aso 3 da Observação 1.3, página 12.A onstrução aima, que faz uso apenas das relações ausais no feho onforme,onstitui o arabouço geométrio da dualidade de Rehren [Reh00℄, e foi empregadanesta forma independente de oordenadas por Bousso e Randall [BR02℄ para estudaraspetos qualitativos da orrespondênia AdS/CFT.1.3 Espaços-tempos AAdSTendo esrutinado om su�iente detalhe a estrutura de AdSd, vamos preeder agoraom o aso geral de nosso interesse. Seguindo a nomenlatura do Apêndie A, onsi-dere espaços-tempos estavelmente ausais (M , g) dotados de ompletamento onforme

(M , ḡ), in�nito onforme (I , ḡ(0)) e fator onforme z satisfazendo as ondições da De-�nição A.3 (página 119).14



Espaços-tempos AAdSDefinição 1.4 Dizemos que (M , g) é um espaço-tempo tipo AdS se (I , ḡ(0)) é umavariedade Lorentziana (d − 1)-dimensional (ou, equivalentemente, o ovetor normal a
I , dz↾z=0, é tipo espaço om respeito a ḡ) e difeomorfo a R×Sd−2. Se, além disso, ḡ(0)pertener à lasse onforme da métria de ESUd−1, (M , g) é dito ser assintotiamenteAdS (AAdS).Finalmente, um espaço-tempo (M , g) dotado de in�nito onforme (I , ḡ(0)) é ditoloalmente tipo AdS (resp. loalmente AAdS) se todo p ∈ I possui uma vizinhançaaberta U no ompletamento onforme (M , ḡ) tal que (U , ḡ ↾U ) é isométria a umavizinhança V de q ∈ J , onde J é o in�nito onforme de um espaço-tempo tipo AdS(resp. AAdS).A de�nição de espaços-tempos loalmente tipo AdS e loalmente AAdS englobaos exemplos de buraos negros om onstante osmológia negativa (Shwarzshild-AdS,Reissner-Nordström-AdS,Kerr-Newman-AdS, et.), não ontemplados pelade�nição de espaços-tempos AAdS e tipo AdS.Com a De�nição 1.4 em mãos, de�nimos em espaços-tempos AAdS o antípoda p̄ eo domínio de Minkowski M in(p) ao futuro de p ∈ I exatamente omo no aso AdS,uma vez que essas de�nições não se referem à geometria do interior. Mais em geral,temos aDefinição 1.5 Seja (M , g) um espaço-tempo loalmente tipo AdS om in�nito on-forme (I , ḡ(0)), e p≪I q ∈ I tais que I+(p,M )∩I−(q,M ) é relativamente ompato(portanto, globalmente hiperbólio) e I+(p,I )∩I−(q,I ) possui superfíies de Cauhyontráteis. Denotemos a oleção dos pares (p, q) ∈ I 2 satisfazendo estas ondições por
D(I ).A unha (no interior) assoiada a p, q é a região

Wp,q = I+(p,M ) ∩ I−(q,M ) ∩ M ,e o diamante (na fronteira) assoiado a p, q, a região
Dp,q = I+(p,I ) ∩ I−(q,I ).O horizonte passado ∂−Wp,q (resp. horizonte futuro ∂+Wp,q) de Wp,q é dado por

∂−Wp,q
.
= (∂I+(p,M )r{p})∩I−(q,M )∩M , ∂+Wp,q

.
= (∂I−(q,M )r{q})∩I+(p,M )∩M ,e o horizonte passado ∂−Dp,q (resp. horizonte futuro ∂+Dp,q) de Dp,q, por

∂−Dp,q
.
= (∂I+(p,I ) r {p}) ∩ I−(q,I ), ∂+Dp,q

.
= (∂I−(q,I ) r {q}) ∩ I+(p,I ). 15



1. Geometria AAdSDenotamos por W (M , g)
.
= {Wp,q : (p, q) ∈ D(I )} a oleção das unhas em (M , g), e

D(M , g)
.
= {Dp,q : (p, q) ∈ D(I )}, a oleção dos diamantes em (I , ḡ(0)). A bijeçãode Rehren assoiada a (M , g) é dada por

ρ(M ,g) : W (M , g) −→ D(M , g)(1.32)
Wp,q 7→ ρ(M ,g)(Wp,q)

.
= Dp,q.Note que é a Observação 1.3 que nos permitiu estender naturalmente a de�nição deunhas e diamantes para espaços-tempos loalmente tipo AdS. Se (M , g) é um espaço-tempo AAdS, o domínio de Poinaré ao futuro de r ∈ I oinide, assim omo noaso de domínios de Minkowski, om a de�nição no aso AdS: Poi(r)

.
= Wr,¯̄r.As unhas num espaço-tempo loalmente tipo AdS reobrem preisamente a região

I−(I ,M ) ∩ I+(I ,M ) ∩ M
.
= W (I ),denominada domínio de omuniação exterior de (M , g), que é identi�ada em váriosexemplos om o exterior de buraos negros AAdS.Nas Subseção 1.3.1 abaixo, estudaremos as propriedades ausais, topológias e deloalização de ρ(M ,g), em termos das geodésias nulas dos espaços-tempos AAdS.1.3.1 Geometria global e geodésias nulas1.3.1.1 Causalidade (interior para fronteira)O universo estátio de Einstein I é globalmente hiperbólio, e as órbitas geradaspelo subgrupo de S̃Oe(2, d−1) orrespondente à translação temporal em AdSd (rotaçãodos pontos da hiperquádria (1.5), página 5, no plano X0−Xd) orrespondem às linhasparalelas ao ilindro 5 R×Sd−2, onstituíndo geodésias de tipo tempo que maximizamo tempo próprio entre seus pontos. Mais ainda, todo ponto em I pertene a uma úniageodésia desta família, e podemos esolher uma parametrização omum a todas essasgeodésias (denominadas geradores temporais de I ) tal que a união dos pontos orres-pondentes a ummesmo valor do parâmetro a�m onstituem uma superfíie de Cauhy.Com isso, podemos de�nir o atraso temporal (gravitaional) de uma geodésia nulaompleta γ em M , om extremos em I : grosso modo, ele representa o quanto que oextremo futuro de γ se afasta do antípoda do extremo passado de γ, que no aso de5O gerador desse grupo orresponde a 1/2(P 0 + K0) num domínio de Minkowski, onde P 0 é ogerador de translações na direção x0, e K0 o gerador de transformações onformes espeiais na direção

x0.16



Espaços-tempos AAdSAdS, é o extremo futuro.Primeiro, vamos provar que, dadas ertas ondições extras, o atraso temporal gra-vitaional de geodésias nulas inextensíveis é sempre positivo (ver Figura 1.3 para ilus-tração do resultado):

p

p̄

Poi(p)

¯̄p

M in(p)

q

Figura 1.3: Atraso temporal gravitaional. As geodésias nulas que emanam de p ∈ I epermaneem em I (linhas heias) são foadas no antípoda p̄. Enquanto que uma geodésianula emanando de p e atravessando o interior também teria extremo futuro em p̄ em AdSd(linha pontilhada), num espaço-tempo AAdS satisfazendo a hipótese de foalização global doTeorema 1.3 tal geodésia tem extremo futuro em q ∈ I+(p,I ) (linha alternando pontos etraços).Teorema 1.3 (atraso temporal gravitaional positivo) Seja (M , g) um es-paço-tempo AAdS satisfazendo a seguinte hipótese de foalização global: toda geodésianula inextensível possui um par de pontos onjugados (ver no Apêndie A a disussãoque segue a equação (A.14), página 112). Então, dado p ∈ I , toda geodésia nulainextensível em M om extremo passado em p possui, se houver, extremo futuro em
I+(p,I ). O mesmo resultado vale se troarmos o futuro pelo passado, e I+(p,I ) por
I−(p,I ).Prova. Iniialmente, provaremos dois Lemas: 17



1. Geometria AAdSLema 1.4 (Ausênia de atalhos ausais) Sejam p, p′ ∈ I . Se p ⊥I p′,então não pode existir uma urva ausal em (M , ḡ) ligando p a p′.Prova. Suponha que p′ >M p (o aso oposto é tratado de formasimilar). Provaremos que o atraso temporal gravitaional impliadopelas hipóteses do Teorema ontradiz a disjunção ausal de p e p′ emrelação a I . Denote por T (p′) o únio gerador temporal de (I , ḡ(0))ontendo p′.Note que ∂I+(p,I )
.
= Σ é uma superfíie fehada e aronal, que orta

(I , ḡ(0)) em dois abertos disjuntos I+(p,I )
.
= A e I rI+(p,I )

.
= B,e interseta ada gerador temporal de I preisamente uma vez, já quetodo gerador temporal possui pontos em I+(p,I ) e I−(p̄,I ). Porhipótese, p′ ∈ B. Mais ainda, T (p′) deve ruzar Σ em algum instante.Portanto, existe um p′′ ∈ T (p′) tal que p′′ ≫I p′ e p′′ ∈ Σ. Seja ηo gerador nulo de Σ que ontém p′′. Como o segmento de η que liga

p a p′′ é nulo e aronal, η é neessariamente a urva mais rápida em
(I , ḡ(0)) ligando p a T (p′).Agora, onsidera a fronteira aronal ∂I+(p,M ) = ∂J+(p,M )

.
= Σ.

Σ∩I é fehado, aronal e interseta ada gerador temporal de I empreisamente um ponto, pois todo gerador temporal possui pontos em
I+(p,M ) e I−(p,M ), e Σ separa M em dois abertos disjuntos (doponto de vista de uma variedade om bordo, é laro) I+(p,M )

.
= Ȧ e

M r I+(p,M )
.
= Ḃ. Portanto, T (p′) preisa ruzar Σ em, digamos,

p′′′. Uma vez que p < p′ do ponto de vista de (M , ḡ), devemos ter
p′′′ ≪I p′ ou p′′′ = p′. Em ambos os asos, temos p′′′ ≪I p′′, o queimplia que o gerador nulo η̄ de Σ ontendo p′′′ é estritamente maisrápido que η. Como η era a urva mais rápida em (I , ḡ(0)) ligando pa T (p′), η̄ neessariamente atravessa M , o que ontradiz as hipótesesdo Teorema, pois η̄ deve ser neessariamente aronal e, portanto, nãopode ter um par de pontos onjugados [BEE96, HE73, Wal84℄. �Lema 1.5 Seja p, p′ ∈ I . Se p′ ∈ ∂I+(p,I ) e p′ 6= p̄, então não pode existirum segmento geodésio nulo em (M , ḡ) que não pertença a I ligando p a p′.Prova. Seja η o (neessariamente únio) gerador nulo de ∂I+(p,I )ligando p a p′. Suponha que exista outra geodésia nula η̄ atravessando
mathscrM e ligando p a p′. Como (I , ḡ(0)) é totalmente geodésia poronstrução, segue que η̄ neessariamente inide em p′ transversamentea I . Então, se esolhermos qualquer ponto p′′ em η depois de p′, entãoexiste um segmento geodésio nulo futuro e quebrado ligando p a p′′,o que implia, por sua vez, que existe uma urva de tipo tempo em
(M , ḡ) ligando p a p′′ [HE73℄.Seja T (p′′) o gerador temporal de (I , ḡ(0)) ontendo p′′. Agora, on-sidere Σ omo no Lema anterior. Novamente, T (p′′) deve ruzar Σ,18



Espaços-tempos AAdSdigamos em p′′′. Então, neessariamente p′′′ ≪I p′′. Mas isto impliaque, dado que (M , ḡ) é (fortemente) ausal, p ⊥I p′. Isto ontradiz oresultado do Lema 2.1. �Retornando à demonstração do Teorema, seja γ um segmento geodésio nuloemanando de p, atravessando M e om extremo futuro p′ ∈ I . Como assumimosque (M , g) é (fortemente) ausal, vê-se que p′ /∈ I−(p,M ). Os Lemas 1.4 e 1.5impliam que, se p′ não é arrastado para dentro de I+(p,I ) por atraso temporalgravitaional, então p′ = p̄, exatamente omo no aso de AdSd. Mas, mesmoneste aso, a presença de um par de pontos onjugados em γ implia que existeuma urva tipo tempo atravessando o interior e ligando p a p′ = p̄. Repetindoo argumento do Lema 1.5, o resultado segue. A demonstração para o aso omorientação temporal reversa é a mesma. �Observação 1.6 O método usado na demonstração é similar à demonstração do teo-rema de massa positiva para espaços-tempos assintotiamente planos demonstrado porPenrose, Sorkin e Woolgar [PSW93℄, e para espaços-tempos AAdS por Wool-gar [Woo94℄ e Page, Surya e Woolgar [PSW02℄ � uma disussão breve aerado resultado de [PSW02℄ terá lugar no Capítulo 2. Uma prova de resultado similarao Teorema 1.3, empregando uma estratégia diferente, foi proposta por Gao e Wald[GW00℄.A ondição expressa no Teorema 1.3 aera da foalização global de geodésias nulasexere um papel ruial na sua demonstração, pois a onipresença de pares de pontosonjugados exlui a presença de linhas nulas, i.e., geodésias nulas ompletas e aronais.Isto vem do fato de que, dado um par de pontos onjugados p < q numa geodésia nula
γ, qualquer ponto r > q, resp. r < p satisfaz p ≪ r, resp. q ≫ r. Mais preisamente,a prova do Teorema 1.3 onsiste em mostrar que, em todas as instânias possíveis deviolação da assertiva, é possível onstruir uma linha nula atravessando o interior. Talsituação ontrasta nitidamente om o aso de AdSd, uma vez que, neste último, todasas geodésias nulas emanando de p e atravessando o interior se enontram em p.Esta ondição de foalização é válida se, por exemplo, as equações de Einsteinsem matéria (1.1) são satisfeitas em toda parte, pois estas impliam na validade daondição de energia nula Ri(g)abkakb ≥ 0 para todo ka tipo luz, e se a hamada ondi-ção genéria nula é satisfeita em todas as geodésias nulas inextensíveis (ver [BEE96℄para uma disussão aera dessa ondição). Esta última ondição é neessária paraque a expansão de ∂I+(p,M ) ∩ M eventualmente se torne negativa em ada um deseus geradores � a equação de Rayhaudhuri (A.7) e a ondição de energia nula seenarregam então de mostrar que existem dois pontos onjugados na extensão maximalde ada gerador (ver no Apêndie A a disussão seguindo as fórmulas (A.11), página 19



1. Geometria AAdS112, e (A.23), página 115).A violação da ondição genéria nula sugere uma erta rigidez geométria parahipersuperfíies nulas om tal propriedade. Que esta intuição é justi�ada em nívelglobal, pode ser visto pelos seguintes resultados:Teorema 1.6 (Teorema Geométrio do Máximo [AGH98a, Gal00℄) Seja S1uma hipersuperfíie tipo luz futura (i.e., ujos geradores nulos (futuros) são inextensí-veis no futuro) e S2 uma hipersuperfíie tipo luz passada (i.e., ujos geradores nulos(passados) são inextensíveis no passado). Suponha que:1. S1 e S2 possuem um ponto omum p ∈ M e S2 enontra-se no lado futuro de
S1 numa vizinhança de p;2. S1 tem expansão nula θ1 > 0 (ver no Apêndie A a disussão preedendo imedia-tamente a fórmula (A.9), página 111) no sentido de suporte 6 tal que o onjuntodas segundas formas fundamentais nulas das hipersuperfíies de suporte S,ǫ élimitado por baixo;3. S2 possui expansão θ2 ≤ 0 no sentido de suporte,então S1 e S2 oinidem numa vizinhança O de p. Mais ainda, S1 ∩ O = S2 ∩ O éuma hipersuperfíie C∞ tipo luz om expansão θ = 0. �A prova do Teorema 1.6 onsiste em denotar S1 e S2 loalmente por um grá�ode uma função Lipshitziana, e, nessas oordenadas, reesrever a expansão nula omoum operador elíptio quase-linear de segunda ordem, similar ao operador de urvaturamédia presrita numa subvariedade Riemanniana de odimensão 1, para o qual existemprinípios de máximo (ver, por exemplo, [AGH98a, GT98℄). Do Teorema 1.6 segue oTeorema 1.7 (Teorema da Cisão Nula [Gal00℄) Seja (M , g) um espaço-tempo do-tado de ompleteza geodésia nula e om tensor de Rii satisfazendo a ondição deenergia nula em toda a parte. Se M possui uma linha nula γ, então γ pertene a uma6Dada uma hipersuperfíie C 0 tipo luz futura S e p ∈ S , uma hipersuperfíie de suporte futuro(resp. passado) para S em p é uma hipersuperfíie C∞ futura (resp. passada) Sp que tem umsegmento geodésio nulo, ontendo p em seu interior, em omum om S , loalizada no lado futuro(resp. passado) de S numa vizinhança de p. De�nimos analogamente hipersuperfíies de suportepara hipersuperfíies C 0 tipo luz passadas. Dizemos que uma hipersuperfíie C 0 tipo luz S futura(resp. passada) possui expansão θ ≥ 0 (resp. ≤ 0) no sentido de suporte se, para ada p ∈ S , ǫ > 0,existe uma hipersuperfíie de suporte passado (resp. futuro) Sp,ǫ para S em p tal que a expansão θp,ǫde Sp,ǫ satisfaz θp,ǫ(p) ≥ −ǫ (resp. ≤ +ǫ). Hipersuperfíies de suporte onstituem uma maneira deestudar a expansão de hipersuperfíies nulas não-difereniáveis devido à presença de áustias, omopor exemplo fronteiras aronais, horizontes de buraos negros, et..20



Espaços-tempos AAdShipersuperfíie nula, aronal, sem bordo e totalmente geodésia, i.e., qualquer geodésiatangente à hipersuperfíie em qualquer ponto pertene a esta última numa vizinhançadeste ponto. �Retornando ao nosso estudo, outra diferença fundamental entre espaços-temposAdS e espaços-tempos AAdS �genérios� está expressa na seguinte Proposição, que empartiular implia que a oleção das unhas em um espaço-tempo AAdS pode não serfehada por omplementos ausais, embora ainda haja preservação de ausalidade pelabijeção de Rehren neste aso. Mais preisamente, temos que W ′
p,q̄ ∩ W ′

q,p̄ 6= ∅ (verFigura 1.4), em virtude daProposição 1.8 (Segunda Lei da Dinâmia de Cunhas AAdS) Seja (M , g) umespaço-tempo AAdS satisfazendo a ondição de energia nula Ri(g)kakb ≥ 0 para todovetor tipo luz ka e as ondições do Teorema 1.3. De�na Ξ+
p
.
= ∂I+(p,M ) r {p, p̄} e

Ξ−p̄
.
= ∂I−(p̄,M ) r {p, p̄}. Então:(i) Ξ+

p ∩ I−(p̄,M ) = Ξ−p̄ ∩ I+(p,M ) = ∅.(ii) Ξ+
p ∩ Ξ−p̄ ∩ M = ∅.Prova. (i) Sabemos que Ξ+

p ∩ I = Ξ−p̄ ∩ I , então vamos nos onentrarapenas no interior. A saber, suponha que existe q ∈ M tal que q ∈ Ξ−p̄ e q /∈ Ξ+
p .Se q ≫ p, isso ontradiz o fato de que não existe uma urva de tipo tempo ligando

p a p̄. Repetir o argumento troando passado pelo futuro, e os papéis de p e p̄.(ii) Suponha que Ξ+
p e Ξ−p̄ oinidem em algum ponto q ∈ M . Sabemos que(a) S1

.
= Ξ−p̄ ∩ M é uma hipersuperfíie C 0 nula futura, e S2

.
= Ξ+

p é umahipersuperfíie C 0 nula passada. Tomando quaisquer q2 ≤ q ≤ q1 om qi ∈ Si,
i = 1, 2, vemos que ∂I−(q1,M ) ontém uma hipersuperfíie de suporte passado
S− para S1 em q e ∂I+(q2,M ), uma hipersuperfíie de suporte futuro S+ para
S2 em q. Usando a hipótese de que Ri(g)abk

akb ≥ 0 para todo vetor tipoluz ka, podemos invoar a equação de Rayhaudhuri (A.7) (página 110) e,lembrando que as ongruênias de geodésias nulas dadas por S− e S+ têmtorção ω+ab = ω−ab = 0, mostrar que − 1
θ2−

dθ−
dλ−

≤ − 1
d−2 e − 1

θ2+

dθ+
dλ+

≥ + 1
d−2 , onde

λ± é uma parametrização a�m das geodésias nulas γ± respetivamente em S2e S1 tal que γ±(0) = q, γ−(λ) = q2 e γ+(λ) = q1, para algum λ > 0. Daí segueque θ−(p) ≥ −d−2
λ e θ+(p) ≤ d−2

λ . Tomando q2 su�ientemente próximo de p e q1su�ientemente próximo de p̄, podemos tomar λ arbitrariamente grande. Logo,(b) S1 e S2 satisfazem θ2 ≤ 0 ≤ θ1 no sentido de suporte. Conluímos, assim,de (a), (i) e (b) que S1 e S2 satisfazem as hipóteses do Teorema 1.6 e, portanto,ambas oinidem numa vizinhança de q, onde formam uma hipersuperfíie C∞tipo luz om expansão zero. Isso implia que Ξ+
p e Ξ−p̄ devem oinidir ao longo deuma geodésia nula ontendo q e portanto atravessando o interior. Neste aso, γ 21



1. Geometria AAdSdeve possuir p omo extremo passado e p̄ omo extremo futuro. Mas essa geodésiapertene a uma fronteira aronal, e portanto deve ser aronal, ontradizendo ashipóteses do Teorema 1.3. �

p

q̄

I

p̄

q

M

Wq,p̄ Wp,q̄

p̄

q

p

q̄

(a) (b)

W ′
q,p̄ ∩ W ′

p,q̄

Figura 1.4: Efeito do atraso temporal gravitaional (ujo efeito sobre geodésias nulas éexempli�ado pelas linhas pontilhadas no orte longitudinal (b) de (a)) sobre unhas e seusomplementos ausais em espaços-tempos AAdS. Enquanto que, em AdSd, o omplementoausal da unha Wp,q̄ é a unha Wq,p̄ (vermelho), os omplementos ausais de ambas as u-nhas (respetivamente verde e azul) não mais o são em espaços-tempos AAdS satisfazendo asondições da Proposição 1.8 e, portanto, do Teorema 1.3, e de uma maneira tal que a regiãoaberta W ′
p,q̄ ∩ W ′

q,p̄ 6= ∅ é não-vazia, o que não pode oorrer em AdSd.
22



Espaços-tempos AAdSObservação 1.7 Note que, antes de invoarmos a hipótese de foalização global doTeorema 1.3 na demonstração de (ii), vimos que, novamente, foi produzida uma li-nha nula γ ontida em Ξ+
p e Ξ−p̄ . No momento em que invoamos o Teorema 1.6, se

(M , g) fosse assintotiamente simples, poderíamos ter ido mais longe: pelo Teoremade Cisão Nula 1.7, a hipersuperfíie tipo luz que ontém a linha nula em M ligando
p a p̄ não possui bordo, o qual seria onstituído de pontos extremais de ∂I+(p,M ) e
∂I−(p̄,M ) aso existisse. Portanto, segue da ompleteza geodésia nula de (M , g) que
∂I+(p,M ) = ∂I−(p̄,M ) é C∞ e totalmente geodésia em relação a g.Uma onseqüênia importante da Proposição 1.8 é que a ondição de foalizaçãoausa um �enolhimento� não-trivial das unhas de AAdS rumo ao in�nito onforme,omo podemos ver na Figura 1.4 � ver a disussão no �nal do Capítulo 2 para umainterpretação dinâmia deste fen�meno, que explia o porquê de denominarmos estaProposição Segunda Lei da Dinâmia de Cunhas AAdS.1.3.1.2 Conexidade simples (interior versus fronteira)Citaremos agora, por ompleteza, dois resultados que mostram que toda unha
Wp,q ∈ W (M , g) num espaço-tempo loalmente tipo AdS (M , g), satisfazendo ertasondições adiionais, é simplesmente onexa se Dp,q o for (por exemplo, unhas ontidasem um domínio de Poinaré de um espaço-tempo AAdS). Mais preisamente, todaurva ausal no interior om extremos em p e q é homotópia a uma urva ausal em
I ligando p a q. Em suma, a topologia de Wp,q é determinada pela topologia de Dp,q,mostrando que toda unha Wp,q ∈ W (M , g) é ontrátil.Este é um aso partiular de ensura topológia � a topologia da região exteriorao horizonte de eventos de um burao negro é determinada pela topologia de I �demonstrada no presente ontexto por Galloway, Shleih, Witt e Woolgar[GSWW99℄.Teorema 1.9 (Galloway, Shleih, Witt e Woolgar [GSWW99℄) Seja umespaço-tempo loalmente tipo AdS (M , g) tal que (M , ḡ) é globalmente hiperbólio e
I possui uma omponente onexa I0 om um orte tipo espaço ompato.7 Suponhaque toda geodésia nula ompleta no futuro γ em (M , ḡ) emanando de algum p = γ(0)numa vizinhança de I0 satisfaz ∫ +∞

0
Ri(ḡ(γ(λ)))abγ̇

a(λ)γ̇b(λ)dλ ≥ 0. Então, nãoexiste omuniação ausal futura de I0 através de M om nenhuma outra omponentede I , i.e., J+(I0,M ) ∩ (I r I0) = ∅. �O Teorema 1.9 omplementa esplendidamente o Lema 1.4, empregado na demons-tração do Teorema 1.3. Empregando-se o Teorema 1.9 e argumentos de espaços de7Dado uma variedade (onexa) M , um orte é uma hipersuperfíie sem bordo Σ tal que M r Σpossui duas omponentes onexas. 23



1. Geometria AAdSreobrimento [GH81, O'N83℄, pode-se provar �nalmente o seguinte teorema de ensuratopológia:Teorema 1.10 (Galloway, Shleih, Witt e Woolgar [GSWW99℄) Seja umespaço-tempo loalmente tipo AdS (M , g) tal que (W (I )∪I , ḡ↾W (I )∪I ) é globalmentehiperbólio e I possui um orte tipo espaço ompato. Suponha que toda geodésia nulaompleta no futuro γ em (M , ḡ) emanando de algum p = γ(0) numa vizinhança de Isatisfaz ∫ +∞

0
Ri(ḡ(γ(λ)))abγ̇

a(λ)γ̇b(λ)dλ ≥ 0. Então toda urva ausal γ : (0, 1) →
W (I ) om extremos γ(0), γ(1) ∈ I é homotópia om extremos �xos a uma urva
γ0 : [0, 1] → I (ver Apêndie D). �Segue imediatamente do Teorema 1.10 a ontratividade de Wp,q para p, q ∈ D(I ).Em partiular, se p, q ∈ D(I ) são os extremos de γ no Teorema 1.10, podemos esolher
γ0 ronológia.1.3.1.3 Loalização (fronteira para interior)Ao longo desta Subsubseção, será assumido que (M , g) é um espaço-tempo AAdSassintotiamente simples satisfazendo as hipóteses do Teorema 1.3.Conheer a loalização dos proedimentos físios nas unhas pode não ser su�ientepara a reonstrução ompleta da teoria quântia no interior no ontexto do Capítulo4, empregando-se apenas informação da fronteira e a bijeção de Rehren ρ(M ,g) in-troduzida pela De�nição 1.5. Preisamos ser apazes de espei�ar a loalização dosproedimentos físios em abertos arbitrariamente pequenos, ou, o que dá no mesmo,sua loalização om respeito a uma base para a topologia do interior. Isto pode ser ob-tido, em prinípio, tomando-se interseções de unhas, mas não é nem um pouo larose isto resulta numa base para a topologia ou não. Isto preisa ser feito de maneiramais preisa.É sabido que um espaço-tempo ronológio, tal que toda geodésia nula inextensívelpossui um par de pontos onjugados, é fortemente ausal [BEE96℄. Para tais espaços-tempos, a topologia gerada pelos diamantes (topologia de Alexandrov) oinide oma topologia da variedade subjaente. Portanto, em AdS, a questão aima é resolvida deforma positiva, pois qualquer diamante em AdS (para o propósito de gerar a topologiada variedade, estes bastam) pode ser envolvida por unhas em AdSd: dados(1.33) Op,q

.
= I+(p, AdSd) ∩ I−(q, AdSd), p≪AdSd

q,podemos esrever(1.34) Op,q =
⋂

r∈∂I−(p,AdSd)∩I ,

s∈∂I+(q,AdSd), r,s∈Min(u)

Wr,s.24



Espaços-tempos AAdSVeremos em breve que a aronalidade das geodésias nulas inextensíveis em AdSé ruial para uma envoltória preisa. Já num espaço-tempo AAdS assintotiamentesimples satisfazendo as hipóteses do Teorema 1.3, a questão é mais deliada, por ausadas seguintesProposição 1.11 Seja p ∈ M . Então, ∂I+(p,M ) interseta ada gerador de tipotempo de (I , ḡ(0)) preisamente uma vez.Prova. Pela aronalidade de ∂I+(p,M ), este interseta ada gerador de tipotempo de (I , ḡ(0)) no máximo uma vez. Suponha, então, que a tese é falsa.Então, dado um gerador de tipo tempo T , temos as seguintes possibilidades:(i) T ⊂ I+(p,M ) � Considere uma geodésia nula ompleta γ ruzando p, eseja q o extremo passado de γ. Então, existe um valor t do parâmetro a�mde T tal que T (t) ≪I q. Portanto, T (t) ≪M p, o que é absurdo uma vezque (M , ḡ) é ronológio.(ii) T ∩ J+(p,M ) = ∅ � Considere uma geodésia nula ompleta γ ruzando p,e seja r o extremo futuro de γ. Então, existe um valor t do parâmetro a�mde T tal que T (t) ≫I r. Portanto, T (t) ≫M p, ontradizendo a hipótese.
�Proposição 1.12 Sejam q, r ∈ M tal que r ∈ ∂I−(q,M ), e γ um gerador nulo de

∂I−(q,M ) ao qual r pertene. Sejam s1(r), s2(r), s3(r) ∈ I de�nidos omo segue:
• s1(r) é o extremo futuro de γ;
• s2(r) é o ponto onde ∂I+(q,M ) interseta o gerador de tipo tempo de T (s1(r))ao qual s1(r) pertene;
• s3(r) é o ponto onde ∂I+(r,M ) interseta T (s1(r)).Então:(i) s3(r) ≤I s2(r) ≤I s1(r).(ii) s3(r) = s2(r) = s1(r) se e somente se o segmento de γ ligando r a s1(r) foraronal.Prova. (i) Imediato, assim omo (ii) ⇒. Resta apenas provar (ii) ⇐. Asaber, suponha que s3(r) oinide om s2(r). Então, o segmento geodésio nuloligando q a s2(r) deve pertener a γ, pois aso ontrário haveria um segmentogeodésio quebrado ligando r a s3(r), ontradizendo a de�nição do último (isto,em partiular, prova que s1(r) = s3(r) mesmo se nós só assumirmos que s2(r) =

s3(r)). Se γ não for aronal, uma vez mais temos uma ontradição om a de�niçãode s3(r). � 25



1. Geometria AAdSObservação 1.8 Resultados análogos às Proposições 1.11 e 1.12 valem se troarmoso futuro om o passado.Agora, seja de agora em diante Op,q ⊂ M um diamante relativamente ompatopossuindo uma superfíie de Cauhy ontrátil � qualquer diamante su�ientementepequeno satisfaz ambas as ondições. Consideremos agora a região(1.35) Qp,q =
⋂

r∈∂I−(p,M)∩I ,

s∈∂I+(q,M)∩T (r)

Wr,s.Segue naturalmente desta de�nição que Qp,q ⊃ Op,q, é ausalmente ompleta, porser a interseção de regiões ausalmente ompletas, e(1.36) Qp,q ∩ J+(q,M ) = Qp,q ∩ J−(p,M ) = ∅.Em AdS, Qp,q = Op,q. Para espaços-tempos AAdS assintotiamente simples sa-tisfazendo as hipóteses do Teorema 1.3, no entanto, pode aonteer que Qp,q % Op,q.Analogamente, de�nindo Ep,q
.
= ∂I+(p,M ) ∩ ∂I−(q,M ), vamos omeçar a partir de(1.37) Q̃p,q =

⋂

r∈Ep,q

Ws′3(r),s3(r),onde s′3(r) orresponde a s3(r) se troarmos o futuro om o passado no enuniado daProposição 1.12. Aqui, Q̃p,q ⊂ Qp,q é novamente ausalmente ompleto, se não-vazio.Entretanto, se a métria bem �fundo� no interior é su�ientemente �distorida�, fazendoom que um número su�iente de geradores nulos de, digamos, ∂I−(q,M ) adquira paresde pontos onjugados entre Ep,q e I , até onde sabemos (Proposição 1.12, página 25)
Q̃p,q pode muito bem ser vazio. Isto é sugerido pelas seguintes observações:1. Num espaço-tempo ausalmente simples, qualquer diamante relativamente om-pato Op,q é uma região globalmente hiperbólia, para a qual qualquer superfíiede Cauhy possui fronteira igual a Ep,q;2. Qualquer região ausalmente ompleta U possui a seguinte propriedade: se S ⊂

U é um onjunto fehado e aronal om respeito a U , então D(S ) ⊂ U .Ambas as observações juntas mostram que, se r ∈ Ep,q é tal que um gerador nulo de,digamos, ∂I−(q,M ) ruzando r adquire um par de pontos onjugados entre r e s1(r),então, por simpliidade ausal, segue que existe uma vizinhança de q ausalmente dis-junta de s3(r), e, portanto, I−(s3(r),M ) não pode onter uma superfíie de Cauhypara Op,q. Uma vez que, por outro lado, isto não exlui tampouo a possibilidade deque Q̃p,q possa onter pontos fora de Op,q, não é nem um pouo laro se as oleções de26



Espaços-tempos AAdS
Qp,q's e Q̃p,q's produzem bases para a topologia de M ou não.Uma maneira de ontornar estes problemas poderia ser restringir nossas onside-rações a diamantes su�ientemente pequenos, tais que nenhum dos geradores nulos de
∂I+(q,M ) pode perorrer um aminho longo o su�iente além de q que o permita ad-quirir um par de pontos onjugados. Há, no entanto, uma situação na qual não importaquão pequena a extensão, esta sempre deixará de ser aronal: é quando o próprio q éonjugado a s1(r). Neste aso limite, s1(r) = s2(r) mas s2(r) 6= s3(r).Mostraremos agora que a have para o �m destes problemas é tentar onstruir umaregião similar a Q̃p,q, mas empregando, ao invés dos pontos s3(r), s′3(r) para r ∈ Ep,q, ospontos para os quais o problema aima, impliado pela Proposição 1.12, é, num ertosentido, �minimizado�. Para levarmos a abo tal tarefa e assim otimizarmos a nossaonstrução, omeçaremos de um ponto de vista diferente, que aabará por mostrar quea situação rítia menionada no parágrafo anterior é exluída por ompleteza geodé-sia nula.Primeiro, notar que, por meio de um argumento similar ao empregado em [HE73℄ e[Wal84℄ para provar a existênia de uma estrutura de variedade topológia (Lipshitz)para fronteiras aronais, pode-se mostrar que Ep,q é loalmente o grá�o de uma funçãoloalmente Lipshitz a valores em R om d−2 argumentos, e portanto é uma subvarie-dade topológia (Lipshitz) aausal, ompata e mergulhada em M , om odimensão2. Pereber também que pode-se parametrizar de maneira C∞ a família de geradoresde tipo tempo de (I , ḡ(0)) por meio de uma superfíie de Cauhy S deste último,homeomorfa a Sd−2 e portanto também ompata. Seja t o parâmetro a�m omum aosgeradores de tipo tempo de (I , b) menionados aima. De�na a função(1.38) τ : Ep,q × S ∋ (r, θ) 7→ τ(r, θ) ∈ R,onde(1.39) ∂I+(R,M ) ∩ T (θ) = {T (θ)(τ(r, θ))}.A Proposição 1.11 mostra que a de�nição de τ não é vazia. Mais ainda:Proposição 1.13 τ é ontínua por ima em r para θ �xo.Prova. Seja ǫ > 0. r �a no passado ronológio do ponto T (θ)(τ(r, θ) + ǫ),e portanto existe uma vizinhança aberta U de r em Ep,q que �a no passadoronológio de T (θ)(τ(r, θ)+ǫ). Portanto, para todo r′ ∈ U , devemos ter τ(r′, θ) <

τ(r, θ) + ǫ. � 27



1. Geometria AAdSPode-se ainda provar que τ é loalmente Lipshitziana em θ para r �xo, mas istonão será usado no que se segue. A função τ(., θ) será denominada potenial (futuro)de Fermat om respeito a θ.8 O nome é remanesente do prinípio de Huygens-Fermat em óptia geométria (ver, por exemplo, páginas 249-250 de [Arn89℄ parauma bela demonstração). Agora, estenda a de�nição de τ(., θ) para o feho Fp,q dealguma superfíie de Cauhy Fp,q para Op,q, denotando-a pelo mesmo símbolo, umavez que não há aqui margem para ambigüidade. Pelo mesmo argumento empregadona Proposição 1.13, segue que τ(., θ) é ontínua por ima em Fp,q. Uma vez que tanto
Ep,q = ∂Fp,q omo Fp,q são subonjuntos fehados do ompato Op,q, eles mesmossão ompatos. Segue então de um resultado padrão em Análise (ver, por exemplo,páginas 110-111 de [KF75℄) que τ(., θ) possui um máximo tanto em Fp,q omo em
Ep,q. O próximo Teorema mostra que τ(., θ) possui, de fato, uma propriedade típia depoteniais:Teorema 1.14 (Prinípio de máximo para o potenial de Fermat) O valormáximo de τ(., θ) em Fp,q é atingido em Ep,q.Prova. Seja r um ponto de Ep,q onde τ(., θ) atinge seu máximo em Ep,q, eseja r′ um ponto de Fp,q tal que τ(r′, θ) ≥ τ(r′, θ). Neste aso, é óbvio que Ep,q�a no passado ausal de T (θ)(τ(r′, θ)). Pegue um segmento de urva em Fp,qomeçando em r′, iniialmente apontando para fora de J−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) eterminando em algum ponto de Ep,q. Então, qualquer tal segmento de urva deveruzar ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) pelo menos uma vez mais depois de r′, e antes deatingir (ou atingindo) Ep,q. Isso mostra que ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M )∩Fp,q ontémum subonjunto aberto X de Fp,q fora do passado ausal de T (θ)(τ(r′, θ)).O restante da prova é análogo à prova do teorema de singularidade de Penrose[HE73, Wal84℄: a saber, mostraremos que as propriedades de ∂X impliam naexistênia de uma geodésia nula inompleta em (M , g). Primeiro, vamos mos-trar que o onjunto fehado e aausal ∂X = ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) ∩ Fp,q éaprisionado no passado, i.e., ∂I−(X,M ) é ompato. As geodésias nulas pas-sadas �entrando� em ∂X onstituem o horizonte de Cauhy passado de X, oqual é assim ontido em Op,q e, portanto, ompato, por ser fehado. As geodési-as nulas �saindo� são preisamente os geradores nulos de ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M )que ruzam ∂X. Adotemos uma parametrização a�m omum aos geradores nulosde ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) tal que o zero do parâmetro a�m orresponde a ∂X.Então, seja t0 o maior valor do parâmetro a�m para o qual um extremo pas-sado de ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) é atingido. Este valor deve ser �nito, pois todageodésia nula inextensível deve adquirir um par de pontos onjugados antes deatingir o in�nito, embora o valor do parâmetro a�m num extremo passado dosegmento de gerador nulo omeçando, digamos, em r′′ ∈ ∂X pode ser zero se8Na verdade, τ também depende da esolha de folheação de I por superfíies de Cauhy, mastal dependênia é irrelevante para o uso que faremos de τ e será ignorada.28



Espaços-tempos AAdS
r′ aontee de ser ele mesmo um extremo passado. De qualquer forma, a por-ção de ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) no passado ausal de ∂X, sendo fehada, possuiuma imagem inversa fehada no ompato [0, t0] × ∂X pela parametrização es-olhida para os geradores nulos, e assim sendo é ompata. Logo, o onjunto
∂I−(∂X,M ) = H−(X)∪∂X ∪ (∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M )∩J−(∂X,M )) é um sub-onjunto ompato e aronal de M , omo a�rmamos.Entretanto, qualquer espaço-tempo ausalmente simples é estavelmente ausal[BEE96℄. Ou seja, pode-se folhear de maneira C∞ M por superfíies �de tempoonstante� de tipo espaço e odimensão 1. Pela estrutura do in�nito onforme,estas superfíies não podem ser ompatas. Mais ainda, ada órbita de tipotempo desta folheação ruza um onjunto aronal no máximo uma vez. Seguindoestas órbitas, pode-se mapear ontinuamente ∂I−(∂X,M ) numa folha de tipoespaço desta folheação. Como a imagem desta apliação é ompata, ela deveter uma fronteira não-vazia. É, no entanto, sabido que um onjunto da forma
∂I−(Y,M ), Y ⊂ M é uma subvariedade topológia sem fronteira de M . Istomostra que algum gerador nulo de ∂I−(T (θ)(τ(r′, θ)),M ) deve atingir uma sin-gularidade antes de atingir seu extremo passado. Mas isto entra em on�ito oma ompleteza geodésia nula de M̂ , impliada por simpliidade assintótia. Por-tanto, nenhum ponto de Fp,q pode atingir um máximo para τ(., θ) em Fp,q � estesempre oorre em Ep,q. �A Proposição 1.13 e o Teorema 1.14 juntos mostram que, para ada θ, sempre háum r ∈ Ep,q tal que, dada qualquer superfíie de Cauhy Fp,q para Op,q, o onjunto

Fp,q sempre �a no passado ausal de T (θ)(τ(r, θ)). Pela Proposição 1.12 e pelas obser-vações aima, isso só pode oorrer se o segmento geodésio nulo aronal γ(r, θ) ligando
r a T (θ)(τ(r, θ)) ruza q. Logo, este ponto de máximo é únio: suponha o ontrá-rio. Então, haveria outro r′ ∈ Ep,q tal que existe um segmento geodésio nulo aronal
γ(r′, θ) ligando r′ a T (θ)(τ(r′, θ)) = T (θ)(τ(r, θ)) e ruzando q. Agora, onsidere osegmento de urva γ′(r, θ), que oinide om γ(r, θ) de r a q, e oinide om γ(r′, θ)de q a T (θ)(τ(r, θ)). Este segmento é neessariamente quebrado, o que on�ita om aaronalidade de γ(r, θ). Troando os papéis de r e r′, pode-se ver que este argumentotambém entra em on�ito om a aronalidade de γ(r′, θ).Perebamos, ontudo, que um r ∈ Ep,q arbitrário não preisa maximizar τ(., θ) paraalgum θ. As duas situações em que isto de fato não pode oorrer são:1. r é onjugado a q ao longo de um gerador nulo de ∂I−(q,M ) � qualquer extensãofutura desse gerador além de q não será aronal;2. q é onjugado a s2(r) ao longo de um gerador nulo de ∂I+(q,M ), pelas observa-ções feitas aima. 29



1. Geometria AAdSA segunda instânia, no entanto, é exluída pela nossa linha de raioínio, poistorna impossível, pela Proposição 1.12 e pelo Teorema 1.14 que τ(., θ) atinja um má-ximo em Ep,q. Isto não pode oorrer, uma vez que para ada θ um máximo preisaexistir pela Proposição 1.13. A primeira instânia pode ser ontornada se pegarmos
Op,q ontido, digamos, numa vizinhança normal onvexa, o que sempre pode ser feito,pois aqui (M , g) é fortemente ausal. Pode-se ir além e tomar Op,q su�ientementepequeno (onquanto não-vazio) de modo que todo r ∈ Ep,q é um máximo de τ(., θ) paraalgum θ, pois o únio obstáulo a isto seria a segunda instânia aima, exluída peloargumento aqui apresentado. Todos estes resultados possuem uma ontraparte para opassado, se troarmos q om p e invertermos a orientação temporal.Em suma, mostramos que qualquer Op,q su�ientemente pequeno pode sempre serpreisamente envolvido por unhas. Neste aso, qualquer ponto que não pertença a Op,qai ou no futuro ronológio de ∂I−(q,M ) ou no passado ronológio de ∂I+(p,M ),e, omo tal, falhará em pertener a qualquer unha envolvendo Op,q. Já que os pontosem ∂Op,q estão automatiamente exluídos da interseção por onstrução, onlui-seque Op,q = Qp,q para Op,q su�ientemente pequeno. Mais ainda, nesta situação, adaunha na de�nição (1.35) de Qp,q está garantidamente ontida em algum domínio dePoinaré. Note ainda que o proedimento que propusemos permite também enveloparos diamantes regulares (su�ientemente pequenos) de�nidos em [GLRV01℄.
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Capítulo 2Dinâmia e evolução temporal
Beause I know that time is always timeAnd plae is always and only plaeAnd what is atual is atual only for onetimeAnd only for one plae ix T. S. Eliot�I. Beause I do not hope to turn again�(Ash-Wednesdayx, 1930)Fez-se uso extensivo da estrutura global dos espaço-tempos AAdS no Capítulo 1,mas as equações de Einstein exereram um papel seundário nestes desenvolvimentos.Todavia, �ou laro ao longo do Capítulo anterior que geometrias não-triviais no interiorde um espaço-tempo AAdS provoam uma distorção da estrutura ausal em longasdistânias, e que, portanto, deve ser pereptível do ponto de vista de uma teoria deobserváveis loais na fronteira. Assim sendo, é altamente desejável estabeleer umaonexão mais quantitativa entre esses efeitos e a própria dinâmia gravitaional, vistoque a onjetura de Maldaena e muitas de suas onseqüênias envolvem efeitosgravitaionais de maneira essenial.2.1 Abordagem variaional para a gravitaçãolássia. Fundamentos oneituaisAs equações de Einstein (1.1) são obtidas na abordagem Lagrangiana por meiodo prinípio variaional de Einstein-Hilbert: para todo ompato K ⋐ M omfronteira C∞ por partes (assumimos que o onjunto dos pontos não-difereniáveis de31



2. Dinâmia e evolução temporal
∂K tem medida de Lebesgue (d− 1)-dimensional zero), o funional de ação(2.1) SK [g]

.
=

1

16πGd

∫

K

(R(g) + 2Λ)︸ ︷︷ ︸
.
=LΛ(g);

√
|g|dx (1)é estaionário para variações de g arbitrárias ao redor de uma solução do prinípiovariaional, suportadas no interior de K. A saber, uma variação �nita de g é obtida apartir de uma urva C∞ de métrias gλ, λ ∈ (−1, 1), que diferem de g num ompato

K1 ⊂ int(K) e tais que g0 = g. A variação in�nitesimal (vetor tangente) orrespondenteao redor de g é dada por δg = d
dλ
|λ=0gλ. A variação orrespondente em (2.1) é dadapor(2.2)

(δSK)[g, δg] =

∫

K


∇a

(
∇bδgab − gcd∇aδgcd

)
︸ ︷︷ ︸

.
=θa(g,δg);

+

(Riab − 1

2
Rgab + Λgab

)
δgab



√

|g|dx,onde o primeiro termo do segundo membro é a divergênia de uma 1-forma, dualde Hodge da (d − 1)-forma θa1√| det g|
[a1···ad]

, que se anula em ∂K para a lasse devariações onsiderada. O segundo termo é o tensor de Einstein G(g)ab
.
= Ri(g)ab −

1
2
R(g)gab, mais a parte da onstante osmológia Λ. Assim, temos as equações de Eins-tein (1.1). Notemos que o uso de um domínio de integração K ompato re�ete o fatode que o prinípio variaional que leva a 1.1 é inerentemente loal, omo toda teoria deampos.Finalizamos esta Seção ressaltando aqui que, para qualquer vetor T a, a expressão(Ri(g)ab − 1

2
R(g)gab + Λgab

)
T b não possui derivadas de segunda ordem na direção T a.Se T a é tipo tempo, determinando assim (loalmente) um �uxo temporal, vemos queas omponentes (Ri(g)ab − 1
2
R(g)gab + Λgab

)
T b = 0 das equações de Einstein são,na verdade, vínulos, expressando a simetria destas por transformações gerais de o-ordenadas (ponto de vista passivo) ou, equivalentemente em termos matemátios, pordifeomor�smos loais (ponto de vista ativo). O signi�ado físio deste fato, segundoEinstein, é que a gravitação não possui uma noção intrínsea de evolução temporal(dinâmia), pois a própria esolha de oordenada temporal é uma simetria � tal eso-lha, portanto, deve ser feita por meio de um proedimento físio onreto, de maneiratal que as leis físias que regem tais proedimentos no nosso fundo gravitaional sejamindependentes dessa esolha. Há duas maneiras de fazer isso: uma loal � pela espei-�ação de um tensor de energia-momento não-trivial � e outra global, aso a métria1Gd é a onstante de Newton d-dimensional; daqui em diante, esolhemos unidades Gd = (16π)−1,de modo que o fator numério multipliando o segundo membro de (2.1) passe a ser igual a 1.32



A expansão de Fefferman-Grahamse aproxime de alguma geometria de fundo �xa em distânias su�ientemente longas,para a qual tal esolha pode ser feita naturalmente. Esta última irunstânia inluipreisamente o aso de espaços-tempos AAdS.Na próxima Seção, faremos uso deste fato para explorar em detalhe a geometria deespaços-tempos (loalmente) AAdS nas proximidades do in�nito onforme.2.2 A expansão de Fefferman-GrahamConsideremos o aso de espaços-tempos tipo AdS (M , g) omo na De�nição 1.4, daqual adotamos a notação. Vamos agora esrutinar a forma das soluções de (1.1) paratais espaços-tempos numa vizinhança de olarinho U ǫ
∼= I × [0, ǫ) ∋ (x, z), ǫ > 0, de

I em M . Isto será feito por meio da expansão assintótia obtida por Feffermane Graham [FG85℄, uja dedução apresentamos abaixo. No que se segue, seguimos deperto [HIM05℄ e, em menor medida, [Gra00, GL91, HSS01℄.Uma maneira equivalente de esrever (1.1) é diretamente em termos do tensor deRii, resultando em(2.3) Ri(g)ab =
2Λ

d− 2
gab.Invoando agora a fórmula (A.25) da transformação onforme de Ri(g) em Ri(ḡ),

ḡ = z2gRi(g)ab = Ri(ḡ)ab +
d− 2

z
∇̄a∇̄bz + ḡabḡ

cd

(
1

z
∇̄c∇̄dz −

d− 1

z2
∇̄cz∇̄dz

)
,temos a expressão de(2.3) em termos de ḡ(2.4) Ri(ḡ)ab +

d− 2

z
∇̄a∇̄bz + ḡabḡ

cd

(
1

z
∇̄c∇̄dz −

d− 1

z2
∇̄cz∇̄dz

)
=

2Λ

(d− 2)z2
ḡab.Note, em partiular, que se multipliarmos (2.4) por z2 e tomarmos z = 0, segueque dz neessariamente satisfaz(2.5) ḡ−1(dz, dz)↾I = − 2Λ

(d − 1)(d− 2)
=

1

R2
,onde R é o raio AdS de (M , g), de�nido no Capítulo 1.Restrinjamos agora (2.4) às hipersuperfíies tipo tempo I ′
ǫ
.
= z−1(ǫ′), 0 ≤ ǫ′ < ǫ.Primeiramente, vamos usar a liberdade que temos na esolha de z para de�nir umsistema de oordenadas Gaussianas normais em Uǫ: 33



2. Dinâmia e evolução temporalLema 2.1 Dada qualquer métria tipo AdS g satisfazendo as equações de Einstein(2.3) em Uǫ para algum ǫ > 0, podemos esolher z e ǫ de modo que (∗) ḡ−1(dz, dz)
.
= ζ2é onstante em Uǫ. Em partiular, ζ2 = R−2.Prova. Sejam z′ = eσz e ḡ′ = e2σ ḡ; então, dz′ = eσ(dz + zdσ), e daí

ḡ′−1(dz′, dz′) = ḡ−1(dz + zdσ, dz + zdσ) =

= ḡ−1(dz, dz) + 2zḡ−1(dz, dσ) + z2ḡ−1(dσ, dσ).Logo, a ondição (∗) para dz′ é equivalente à equação diferenial parial não-linearde primeira ordem
2zḡ−1(dz, dσ) + z2ḡ−1(dσ, dσ) =

ζ2 − ḡ−1(dz, dz)

z
,onde o segundo membro estende-se de maneira C∞ a z = 0 em razão de (2.5),o que por sua vez �xa ζ2 = R−2. Pelo método das araterístias [Joh82℄ (vertambém a Subseção 6.4 de [Hör90℄), existe ǫ > 0 e uma únia solução C∞ destaequação em U2ǫ para valores arbitrários de σ↾I . O resultado segue globalmenteempregando-se uma partição de unidade subordinada ao reobrimento {U2ǫ,M r

Uǫ} de M . �Apliando a esolha de z ditada pelo Lema 2.1 a (2.4), vemos que o último termodo primeiro membro anela o segundo membro, resultando em(2.6) Ri(ḡ)ab +
d− 2

z
∇̄a∇̄bz + ḡabḡ

cd1

z
∇̄c∇̄dz = 0.Note ainda que, pelas fórmulas (A.22�A.24) (páginas 115�117), a multipliação de ḡpor uma onstante K = κ2 > 0 não modi�a a onexão de Levi-Civita, nem os tenso-res de Riemann e de Rii. Assim, podemos fazer a substituição g 7→ − (d−1)(d−2)

2Λ
g =

R2g e, simultaneamente, tomar Λ = − (d−1)(d−2)
2

, no que resulta que ḡ−1(dz, dz) = 1em Uǫ. Neste aso, denotando por Za .
= ∇̄az a normal (unitária!) à folheação de Uǫinduzida pela nossa esolha de z, segue que Kab

.
= −∇̄aZb é a urvatura extrínsea de

Iz. Podemos, assim, esrever ḡ omo
ḡ(x, z)ab = ḡ(0)(x, z)ab + ZaZb,onde ḡ(0)(z, .) é a métria induzida em ada uma destas hipersuperfíies (ḡ(0)(x, 0)

.
=

ḡ(0)(x)). Notando que
ZaKab = −(∇̄az)∇̄a∇̄bz = −(∇̄az)∇̄b∇̄az = −1

2
∇̄b(∇̄az∇̄az) = 0,podemos projetar (2.6) na sua parte tangente às Iz's:34



A expansão de Fefferman-Graham
(2.7) ḡ(0)(z)caḡ

(0)(z)dbRi(ḡ)cd − d− 2

z
Kab −

1

z
ḡ(0)(z)abTrK = 0.onde TrK .

= ḡ(0)(z)cdKcd é a urvatura média. Finalmente, apliando a equação deGauss (A.3) a Ri(ḡ)(2.8) ḡ(0)(z)caḡ
(0)(z)dbRi(ḡ)cd = Riem(ḡ)acbdZ

cZd + Ri(ḡ(0))ab +Ke
aKeb − (TrK)Kab,e fazendo uso da identidade (análoga à equação de Riati (A.6))(2.9) Riem(ḡ)acbdZ

cZd = Ze∇̄eKab −Ke
aKeb,hegamos, após multipliação por z nos dois membros, em(2.10) z Ze∇̄eKab︸ ︷︷ ︸

=− 1
2
∂2

z ḡ
(0)(z)

+zRi(ḡ(0))ab − z(TrK)Kab − (d− 2)Kab − ḡ(0)(z)abTrK = 0,que é a equação de evolução que prourávamos.2 Note, ontudo, que (2.10) possuivínulos, pois a ontração das equações de Einstein (2.3) om qualquer vetor Xa nãopossui derivadas de segunda ordem na direção de Xa. A ontração de (2.6) e (2.8) om
ḡ(0)ab, mais a equação de Codazzi-Mainardi (A.4) juntamente om (2.6), resultamrespetivamente nas equações de vínulo (2.11) e (2.12) para a evolução de (ḡ(0), K)ditada por (2.10):

R(ḡ(0)) +KabK
ab − (TrK)2 + 2

d− 2

z
TrK = 0,(2.11)

∇̄(0)
a Ka

b − ∇̄(0)
b TrK = 0.(2.12)A onservação dos vínulos (2.11�2.12) ao longo da evolução é garantida pelas iden-tidades de Bianhi ontraídas ∇aGΛ(g)ab = 0, reexpressas em termos de ḡ.(2.10) onstitui um sistema Fuhsiano não-linear de segunda ordem (ver, por exem-plo, [Ki04℄ para uma de�nição do oneito de sistema Fuhsiano no aso não-linear),que pode ser formalmente resolvido adotando-se iniialmente o ansatz de séries deTaylor(2.13) ḡ(0)(z) = ḡ(0) +

∞∑

j=1

zj ḡ(j).2Esta equação é ligeiramente diferente da equação de evolução derivada em [FG85℄ e estudada em[Gra00, GL91, HSS01℄. Na verdade, Fefferman e Graham partem de onsiderações diferentes dasnossas em [FG85℄ para hegar em seu análogo de (2.10). 35



2. Dinâmia e evolução temporalNote que, tomando-se z = 0 em (2.10), temos que Kab ↾ I = 0, �xando assimnossos dados iniiais (g(0), 0). Os oe�ientes g(j) são obtidos apliando-se ∂j−1
z nosdois membros de (2.10), resultando em

d− 1 − j

2
∂jz ḡ

(0)(z)ab +
1

2
ḡ(0)(z)abḡ

(0)(z)cd∂jz ḡ
(0)(z)cd =(2.14)

= (só termos om ∂kz ḡ
(0)(z), k < j).Para uso futuro, é onveniente separarmos (2.12�2.14) nas partes de traço TrK ede traço nulo Pab .= Kab − 1

d−1
ḡ(0)(z)abTrK

(d− 2 − j)P
(j)a
b = Ri(ḡ(0))

(j−1)a
b − 1

d− 1
R(ḡ(0))(j−1)δab +(2.15)

−
j−1∑

m=0

(TrK)(m)P
(j−1−m)a
b ,

(2d− 3 − j)(TrK)(j) = R(ḡ(0))(j−1) −
j−1∑

m=0

(TrK)(m)(TrK)(j−1−m),(2.16)de onde podemos obter, invoando a identidade ∂z ḡ(0)(z)ab = −2∂z ḡ
(0)(z)bcK

c
a, a formaexplíita de (2.13)(2.17) jḡ(j) = −2

j−1∑

m=0

(
ḡ

(m)
bc P (j−1−m)c

a +
1

d− 1
ḡ

(m)
ab K

(j−1−m)

)
.O vínulo �Hamiltoniano� (2.11) garante a invariânia da solução de (2.10), a me-nos de difeomor�smos, por reparametrizações da variável z, e não exere nenhum papeldireto na determinação dos oe�ientes da expansão (2.13).Vemos, assim, que ḡ(j), j < d− 1, é uniamente determinado por ḡ(0) em I e suasderivadas tangeniais a I (em partiular, se ḡ(0) é a métria do ESU, estes oe�ientesdevem oinidir om os oe�ientes da métria AdS numa arta similar numa vizinhançade I ). Em partiular, omo (2.10) é invariante pela transformação de paridade z 7→ −z,segue que ḡ(j) = 0 para j ímpar, j < d − 1. Para j = d − 1, as relações de reursãodadas por (2.14) são trunadas, e, neste aso, temos dois enários possíveis:(i) d par: Uma vez mais, invariânia por paridade exige Trḡ(d−1) = 0, mas a parte sem traçode ḡ(d−1) é sujeita somente à lei de onservação ∇̄(0)aḡ

(d−1)
ab = 0, proveniente de(2.12).(ii) d ímpar: (2.14) �xa não-trivialmente o traço de ḡ(d−1), e (2.12) resulta em ∇̄(0)aḡ

(d−1)
ab =

∇̄(0)
b Trḡ(d−1), presrevendo assim a divergênia da parte de traço nulo.36



A expansão de Fefferman-GrahamNo aso de d ímpar, é neessário seguir a estratégia usual de solução de sistemasFuhsianos, modi�ando o ansatz adotado iniialmente de modo a inluir termos daforma zk log z, k ≥ d − 1 (tais termos inexistem para d par). Tal análise foi esboçadaoriginalmente por Fefferman e Graham [FG85℄ para ḡ(0) om assinatura arbitrária,tendo sido analisada no aso de assinatura Eulidiana por vários autores, dentre os quaisitamos em partiular os trabalhos de Graham e Lee [GL91℄ e Graham [Gra00℄. Degrande importânia foi o álulo dos oe�ientes ḡ(j), j < d−1, e do oe�iente h̄(d−1) dotermo proporional a zd−1 log z, bastante trabalhoso e realizado em detalhe para ertosvalores de d por de Haro, Skenderis e Solodukhin [HSS01℄. Assim proedendo, aexpansão de ḡ ao redor de z = 0, devidamente orrigida pelas onsiderações aima, �a(i) d par: ḡ(z, x) ∼zց0 dz2 + ḡ(0)(x) + (z2)ḡ(2)(x) + · · · + (z2)(
d−2
2 )ḡ(d−2)(x) +

+zd−1ḡ(d−1) + · · · ;(2.18)(ii) d ímpar: ḡ(z, x) ∼zց0 dz2 + ḡ(0)(x) + (z2)ḡ(2)(x) + · · · + (z2)(
d−3
2 )ḡ(d−3)(x) +

+(zd−1 log z)h̄(d−1) + zd−1ḡ(d−1) + · · · .(2.19)(entendemos (2.18) e (2.19), por ora, num aráter apenas assintótio � a questão deonvergênia será disutida mais adiante). O oe�iente h̄(d−1), denominado tensor deFefferman-Graham, possui propriedades notáveis: assim om ḡ(j) om j < d − 1,só depende de ḡ(0) e suas derivadas tangeniais a I ; é onformalmente invariante; e seanula se e somente se a lasse onforme de g(0) possui um representante que resolva asequações de Einstein sem matéria e om onstante osmológia nula (omo, por exem-plo, ESUd−1). Neste último aso, não há oe�ientes da forma zj log z em (2.19), masisso laramente deixa de ser verdade para perturbações de g(0) om suporte ompatoe não provenientes de resalonamento onforme loal, o que afeta o álulo de tensoresde energia-momento para teorias de ampo na fronteira obtidas pela orrespondêniaAdS/CFT, ausando uma anomalia no traço deste tensor e, assim, quebrando a inva-riânia de esala. Tal anomalia, neste ontexto, é denominada anomalia holográ�a deWeyl [HS98, HS00℄.Vamos aqui, ao invés de detalhar estes álulos (para os quais não teremos uso norestante do presente trabalho, e que podem ser enontrados nas referênias supraita-das), explorar mais detalhadamente as omponentes restantes de Riem(ḡ), de modo apreisar melhor a parte de ḡ(d−1) não determinada pelas relações de reursão (2.14).Primeiro, vamos simpli�ar (2.6) em termos de Kab. Para tal, introduzimos o tensorde Shouten assoiado a ḡ
S(ḡ)ab

.
=

1

d− 2

(Ri(ḡ)ab − 1

2(d− 1)
R(ḡ)ḡab

)
.Este tensor possui uma transformação onforme e uma relação envolvendo Riem(ḡ) e 37



2. Dinâmia e evolução temporal
C(ḡ) mais simples que o tensor de Rii; esta última �a(2.20) Riem(ḡ)acbd = C(ḡ)acbd + 2ḡa[bS(ḡ)c]d − 2ḡc[bS(ḡ)d]a,enquanto que (2.6) vira(2.21) S(ḡ)ab =

1

z
Kab.Combinando (2.9), (2.20) e (2.21), temos:(2.22) C(ḡ)acbdZ

cZd =

(
∂z −

1

z

)
Kab −Kc

aKcb.Usando a expansão de ḡ(0)(z) (2.13) e denotando por K(j)
ab

.
= − j+1

2
ḡ(j+1) o j-ésimooe�iente da expansão orrespondente para Kab, obtemos os oe�ientes da expansãode C(ḡ)acbdZ

cZd ao redor de z = 0:(2.23) (C(ḡ)acbdZ
cZd)(j) = jK

(j+1)
ab +

j∑

m=0

K(j−m)c
a K

(m)
cb .(2.23) mostra expliitamente que a informação perdida pelo trunamento das rela-ções de reursão (2.14) em j = d − 1, referente à parte de traço zero de ḡ(d−1)

ab , estáontida em (C(ḡ)acbdZ
cZd)(d−3). De fato, se somos apazes de obter ḡ(d−1)

ab por outrosmeios, podemos prosseguir em ordem superior e determinar ompletamente os oe�i-entes da expansão (2.14). Assim, podemos dizer que os dados iniiais �orretos� para(2.10) são (ḡ(0), ḡ(d−1)).Vamos agora nos restringir à lasse de métrias AAdS, i.e., ḡ(0) é a métria de
ESUd−1. Neste aso, os oe�ientes ḡ(j), j < d − 1, devem oinidir, após uma eso-lha adequada de oordenadas em I , om os da métria do ompletamento onformede AdSd (1.15). Assim, uma métria AAdS geral tem em Uǫ, após normalização daonstante osmológia, a forma(2.24) ds2 =

1

z2

[
−
(

1 +
z2

4

)2

dt2 + dz2 +

(
1 − z2

4

)2

dΩ2
d−2 +O(zd−1)

]
.Temos assim a partir de (2.20), (2.21) e (2.24) a seguinte propriedade grosseira de�peeling� para o tensor de Weyl: C(ḡ)

(j)
abcd = 0 para j < d− 3, e, devido à equação deCodazzi-Mainardi (A.4) (página 109), (ḡ(0)(.)eaḡ

(0)(.)fb ḡ
(0)(.)hcZ

dC(ḡ)abcd)
(j) = 0 para

j ≤ d−3. Em AdSd, d ≥ 6, sabemos que ḡ(d−1)
ab = 0 e, omo AdSd é uma forma espaial,38



A expansão de Fefferman-Graham
C(ḡ)abcd = 0. Portanto, a soma no segundo membro de (2.23) também se anula. Comoela é a mesma para todas as métrias AAdS e todo j ≤ d − 3, ela se anula em todosesses asos. Assim,(2.25) K

(d−2)
ab =

1

d− 3
(C(ḡ)acbdZ

cZd)(d−3), ∀d ≥ 6.No aso d = 4, a soma no segundo membro de (2.23) se reduz a 2K
(1)c
a K

(0)
cb = 0, eem d = 5, a K(1)c

a K
(1)
cb = 1

8
ḡ

(0)
ab , em virtude de (2.15�2.17). Assim, onluímos que(2.26) ḡ(d−1) =

{ − 2
d−1

Eab (d = 4 ou d ≥ 6)

−1
2
Eab + 1

16
ḡ

(0)
ab (d = 5)

,onde Eab = 1
d−3

limzց0 z
3−dC(ḡ)acbdZ

cZd é a parte elétria resalonada do tensor deWeyl de ḡ (o limite existe e é C∞ pois vimos que os oe�ientes de ordem inferior a
d − 3 da expansão de C(ḡ)acbdZ

cZd se anulam), o que deixa uma métria AAdS geralsatisfazendo (2.3) na forma
ḡ(0)(z) = −

(
1 +

z2

4

)2

dt2 + dz2 +

(
1 − z2

4

)2

dΩ2
d−2 +(2.27)

+

{
− 2
d−1

Eabz
d−1 (d = 4 ou d ≥ 6)(

−1
2
Eab + 1

16
ḡ

(0)
ab

)
z4 (d = 5)

}
+O(zd).Observação 2.1 O problema da onvergênia das expansões (2.18�2.19) para z < ǫsu�ientemente pequeno foi a�rmativamente resolvido, no aso de ḡ

(0)
ab e Eab real-analítios, por Kihenassamy [Ki04℄. No aso não-analítio, não é possível, nopresente estado da arte, proeder por meio de aproximações analítias, por falta de es-timativas su�ientemente fortes da solução em termos destes dados de fronteira. Isso,numa primeira impressão, era de se esperar, pois o problema de Cauhy para equaçõeshiperbólias é sabidamente mal posto para dados iniiais em hipersuperfíies tipo tempo[Had03℄. Todavia, tal intuição é possivelmente apenas parialmente orreta, pois osdados iniiais �de verdade� para nosso problema (i.e., ḡ(0)

ab e Eab) o tornam onsidera-velmente diferente do problema de Cauhy usual para equações hiperbólias de segundaordem (lembrar que ∂z ḡ(0)(z)↾z=0 = 0!) � de fato, estimativas om peso envolvendo otensor de Weyl exerem um papel fundamental na prova da estabilidade não-linear glo-bal do espaço-tempo de Minkowski [CK93℄. Resultados pariais nesta direção podemser enontrados em [And06, And05, And06b, And06a℄ e nas referênias ali itadas.Assim, nos asos não-analítios, devemos entender as expansões (2.18�2.19) apenasom expansões assintótias à medida que z ց 0.Notar, �nalmente, que, em virtude do aráter puramente loal da análise feita aima,ela permanee válida sem nenhuma alteração para um domínio de Poinaré qualquer 39



2. Dinâmia e evolução temporalde um espaço-tempo AAdS e, mais em geral, para qualquer espaço-tempo loalmenteAAdS (toda a disussão preedendo a fórmula (2.24) é válida até mesmo para espaços-tempos loalmente tipo AdS gerais). No aso de domínios de Poinaré, devemossubstituir as oordenadas (1.6) pelas oordenadas (1.8), e a métria (1.15), pela métria(1.9) multipliada por z2. Uma vantagem desta arta no presente ontexto é que ḡ(j)
ab = 0para 1 ≤ j ≤ d − 2, de onde segue que ḡ(d−1)

ab = 2
d−1

Eab para todo d ≥ 4, ao ontráriode (2.26). A forma assintótia de uma métria AAdS na vizinhança de um domínio deMinkowski �a então(2.28) ḡ(0)(z)ab =

(
ηab −

2

d− 1
zd−1Eab

)
+O(zd).2.3 �Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdSMostraremos omo assoiar a ada unha Wp,q de um espaço-tempo loalmenteAAdS (M , g), p, q ∈ D(I ), um �uxo de difeomor�smos que se estendem a Dp,q demaneira tal que sua ação oinide nesta região om a ação do subgrupo uniparamétrio(1.26). Neste aso, segue que estes difeomor�smos são isometrias assintótias, i.e., se

T a é o ampo vetorial tangente ao �uxo, então £Tg(x, z) = o(z) à medida que z ց 0.A onstrução que faremos é um aso partiular de um proedimento mais geral,apliável a qualquer diamante Op,q = I+(p)∩I−(q) relativamente ompato num espaço-tempo ausalmente simples (M , g), aparentado ao método de Geroh [Ger70℄ para aonstrução de funções tempo globais em espaços-tempos globalmente hiperbólios.2.3.1 Evolução temporal geométria em diamantesMostraremos iniialmente omo assoiar a ada diamante Dp,q no in�nito onformede um espaço-tempo loalmente AAdS (M , g), p, q ∈ D(I ) uma função tempo globalassoiada à ação do subgrupo uniparamétrio (1.26).Teorema 2.2 Considere um espaço-tempo AAdS d-dimensional (M , g), r ∈ I e
p0, q0 ∈ M in(r) tais que, se M in(r) ∋ p 7→ xµ(p) é a arta global do espaço-tempo deMinkowski, temos que xµ(p0) = (−1, 0) e xµ(q0) = (1, 0). Considere o grupo unipa-ramétrio uλp0,q0 de difeomor�smos onformes (1.26) de (Dp0,q0, η↾Dp0,q0

), dado para pno plano x0 − x1 por
x±(uλp0,q0(p))

.
=

(1 + x±) − e−λ(1 − x±)

(1 + x±) + e−λ(1 − x±)
, λ ∈ R(x± = x0 ± x1 são as oordenadas de one de luz no plano x0 − x1) e estendido para

p ∈ Dp0,q0 por rotações espaiais. De�na a seguinte folheação λ 7→ Σλ
p0,q0

de Dp0,q0 porsuperfíies de Cauhy:40



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdS
• Σp0,q0

.
= Σ0

p0,q0 = Dp0,q0 ∩ {x0 = 0};
• Σλ

p0,q0 = uλp0,q0(Σ
0
p0,q0), i.e., a folheação é dada pelo difeomor�smo Fp0,q0 : R ×

Σp0,q0 ∋ (λ, p) 7→ uλp0,q0(p) ∈ Dp0,q0.
• λ é, portanto, a função tempo global assoiada a Fp0,q0.Então,(2.29) λ =

1

d− 1
log

[
|Dp0,uλ

p0,q0
(p)|

|Duλ
p0,q0

(p),q0 |

]
= log

[
dη(p0, u

λ
p0,q0

(p))

dη(uλp0,q0(p), q0)

]
, ∀p ∈ Σp0,q0,onde dη é a distânia Lorentziana assoiada a η (ver Apêndie A). Lembrar quea medida de Lebesgue é preisamente a medida induzida pelo elemento de volume√

|η| (notamos por onveniênia que |Dp0,q0| = 2
∫ 1

0
|Br(0)|dr = 2

∫ 1

0
rd−2

d−2
VolSd−3dr =

2
(d−1)(d−2)

VolSd−3).Prova. Devido à simetria rotaional de uλp0,q0 , podemos restringir nossas on-siderações ao plano x0 − x1. Neste aso, esrevamos xµ(p) = (0, x1, 0, . . . , 0),
x1 ∈ [−1, 1], de onde segue que

x±(uλp0,q0(p)) =
(1 ± x1) − e−λ(1 ∓ x1)

(1 ± x1) + e−λ(1 ∓ x1)
,e, portanto,

x0(uλp0,q0(p)) =
1

2
(x+(uλp0,q0(p)) + x−(uλp0,q0(p))) =

=
(1 − (x1)2)(1 − e−2λ)

(1 − (x1)2)(1 + e−2λ) + 2e−λ(1 + (x1)2)e
x1(uλp0,q0(p)) =

1

2
(x+(uλp0,q0(p)) − x−(uλp0,q0(p))) =

=
4x1e−λ

(1 − (x1)2)(1 + e−2λ) + 2e−λ(1 + (x1)2)
.Seja o ponto q = (t,0), t ∈ (−1, 1). O diamante Dp0,q é uma translação de

1+t
2 Dp0,q0 , e o diamante Dq,q0 é uma translação de 1−t

2 Dp0,q0 � logo, temos que
|Dp0,q| =

(
1+t
2

)d−1 |Dp0,q0| e |Dq,q0| =
(

1−t
2

)d−1 |Dp0,q0|. Mais em geral, se q =
(t, r, 0, . . . , 0), existe um �boost� de Lorentz no plano x0 − x1 ao redor de p0que leva Dp0,q em Dp0,q+, onde q+ = (((1 + t)2 − r2)

1
2 − 1,0), e um �boost�de Lorentz no plano x0 − x1 ao redor de q0 que leva Dp0,q em Dq−,q0 , onde 41



2. Dinâmia e evolução temporal
q− = (1 − ((1 − t)2 − r2)

1
2 ,0). Como transformações de Lorentz preservamvolume, temos que

|Dp0,q| =

(
((1 + t)2 − r2)

1
2

2

)d−1

|Dp0,q0|e
|Dq,q0 | =

(
((1 − t)2 − r2)

1
2

2

)d−1

|Dp0,q0|.Finalmente, tomando q = q(λ) = uλp0,q0(p), segue que
(1 + x0(q(λ)))2 − x1(q(λ))2 =

4(1 − (x1)2)

(1 − (x1)2)(1 + e−2λ) + 2e−λ(1 + (x1)2)e
(1 − x0(q(λ)))2 − x1(q(λ))2 =

4e−2λ(1 − (x1)2)

(1 − (x1)2)(1 + e−2λ) + 2e−λ(1 + (x1)2)
,e daí a fórmula (2.29). A segunda identidade segue do fato de que |Dp,q| =

1
2d−2(d−1)(d−2)

VolSd−3dη(p, q)d−1. �A importânia do Teorema (2.2) �ará lara em breve.É importante ter em mente que, em espaços-tempos fortemente ausais d-dimen-sionais (M , g), a distânia Lorentziana dg oinide om a distânia geodésia em vizi-nhanças normais onvexas (ver a fórmula 2.36, página 45, e a disussão que se seguepara mais detalhes). De�namos, para tais espaços-tempos, a medida µdg
através dosseguintes passos:1. Para um diamante (aberto e relativamente ompato) Op,q

.
= I+(p)∩I−(q), p≪ q,seja(2.30) µdg

(Op,q)
.
=

1

2d−1d(d− 1)
VolSd−2dg(p, q)

d.2. Considere uma métria Riemanniana auxiliar h em M , de�nindo uma distâniaRiemanniana dh (i.e., (M , dh) é um espaço métrio, om a mesma topologia de
M ). Todo U ⊂ M pode ser reoberto por uma oleção enumerável de Op,q'ssatisfazendo diamdh

Op,q
.
= sup{dh(r, s) : r, s ∈ Op,q} ≤ 1

n
para qualquer n ∈ Z+,em virtude da σ-ompaidade de M . Portanto,(2.31)

µ∗,ndg
(U )

.
= inf

{
∞∑

i=1

µdg
(Opi,qi) : pi ≪ qi ∈ M ,

∞⋃

n=1

Opi,qi ⊃ U , diamdh
Opi,qi ≤

1

n

}42



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdSde�ne uma medida exterior no onjunto das partes P (M ) de M para todo n,i.e., µ∗,ndg
≥ 0, µ∗,ndg

(∅) = 0 e µ∗,ndg
(
⋃∞
i=1 Ui) ≤

∑∞
i=1 µ

∗,n
dg

(Ui), para todo Ui ⊂ M .Como µ∗,n+1
dg

(U ) ≥ µ∗,ndg
(U ), segue então que µ∗dg

(U )
.
= limn→∞ µ

∗,n
dg

(U ) existe(embora possa ser igual a +∞) e de�ne uma medida exterior métria, i.e., sedistdh
(U ,V )

.
= inf{dh(r, s) : r ∈ U , s ∈ V } > 0, então µ∗dg

(U ∪V ) = µ∗dg
(U ) +

µ∗dg
(V ).3. Pelo Teorema de Extensão de Carathéodory [Mun71℄, a oleção de onjuntos

µdg
mensuráveis(2.32) Pdg

(M )
.
= {U ⊂ M : µ∗dg

(V ) = µ∗dg
(V ∩ U ) + µ∗dg

(V r U )}onstitui uma σ-álgebra de onjuntos, i.e., ∅,M ∈ Pdg
(M ), U ∈ Pdg

(M ) ⇒
M r U ∈ Pdg

(M ) e Un ∈ Pdg
(M ), ∀n ∈ Z+ ⇒

⋃∞
n=1 Un ∈ Pdg

(M ), e
µ∗dg

↾Pdg (M ) é uma medida, i.e., satisfaz µ∗dg
(
⋃∞
n=1 Un) =

∑∞
n=1 µ

∗
dg

(Un), para todaseqüênia {Un} de elementosmutualmente disjuntos de Pdg
(M ). Mais ainda, emrazão da metriidade de µ∗dg

, Pdg
(M ) inlui todos os onjuntos fehados de M e,portanto, todos os onjuntos Borelianos de M � em partiular, Op,q ∈ Pdg

(M )para todo p ≪ q ∈ M . Assim, estendemos a notação e denotamos por µdg
arestrição de µ∗dg

aos onjuntos Borelianos de M .4. Se µg é a medida Boreliana assoiada ao elemento de volume √|g|dx, pode-semostrar [GS07℄, empregando as fórmulas (A.4)�(A.6), que(2.33) µg(Op,q) = µdg
(Op,q)(1 +O(dg(p, q)

2)), ∀p≪ q ∈ M ,de onde segue que µdg
é absolutamente ontínua om respeito a µg [Rud87℄, e,portanto, a derivada de Radon-Nikódym de µdg

om respeito a µg(2.34) dµdg

dµg
(r) = lim

p≪r≪q,
dg(p,r),dg(r,q)ց0

µdg
(Op,q)

µg(Op,q)
= 1.Suponhamos agora que (M , g) é ausalmente simples, de modo que todo diamante

Op,q não-vazio e relativamente ompato é globalmente hiperbólio, ujas superfíies deCauhy Sp,q são onjuntos aausais om bordo igual a ∂I+(p)∩∂I−(q). Note, ontudo,que se Op,q não está ontido em nenhuma vizinhança geodesiamente onvexa, então Op,qnão é igual aD(Sp,q) em M , pois neste aso ∂Op,q = (∂I+(p)∩J−(q))∪(∂I−(q)∩J+(p))possui segmentos geodésios om pares de pontos onjugados, ou seja, há pontos em
∂Op,q que pertenem a geodésias nulas que deixam de ser aronais antes de atingir obordo de Sp,q. Assim, temos que intD(Sp,q) % Op,q neste aso (a igualdade só oorrese os segmentos geodésios nulos que geram ∂Op,q são aronais, omo por exemplo no 43



2. Dinâmia e evolução temporalaso em que Op,q está ontido em alguma vizinhança geodesiamente onvexa).Não obstante, se Op,q é relativamente ompato, mesmo que não geodesiamenteonvexo, podemos apliar o argumento de Geroh [Ger70, HE73℄, omplementadopelas onsiderações de Diekmann [Die88℄, para onstruir uma folheação ontínuade Op,q por superfíies de Cauhy a partir de µdg
. Vamos delinear a onstrução nopresente aso empregando as propriedades de dg no aso em que (M , g) é ausalmentesimples, até porque veremos que a função tempo global que aabaremos por onstruirpossui regularidade maior que a onstruída por Geroh, independentemente do tama-nho de Op,q.A propriedade que usaremos é a desigualdade triangular reversa (ver Apêndie A,página 115)

p ≤ r ≤ q ⇒ dg(p, q) ≥ dg(p, r) + dg(r, q).Segue desta desigualdade que, se γ : [0, 1] → M é uma urva ausal inextensívelem Op,q, então λ 7→ dg(γ(λ), q) (resp. λ 7→ dg(p, γ(λ))) é uma função limitada por
dg(p, q) (< +∞ em virtude da ompaidade de Op,q e da De�nição A.1 de distâniaLorentziana) e estritamente deresente (resp. resente) de λ � lembrar que toda urvaausal maximal (i.e., ujo omprimento de aro entre dois pontos quaisquer é igual àdistânia Lorentziana) é neessariamente uma geodésia, a menos de reparametrização.Assim, as superfíies de nível de dg(., q) e dg(p, .) são aausais para valores diferentes dezero. Mais ainda, dg(p, .) (resp. dg(., q)) tende a zero ao longo de qualquer urva ausalinextensível passada (resp. futura) em Op,q. Empregando as propriedades obtidasaima, podemos repetir a demonstração da Proposição 3.1 em [AGH98b℄ no nossoontexto, obtendo a seguinteProposição 2.3 ([AGH98b℄) dg(p, .) e dg(., q) são semi-onvexas, i.e., para ada r ∈
Op,q existe uma vizinhança de U ∋ r, uma arta loal x : U → Rd e f ∈ C∞(U ) talque (dg(p, .)↾U + f) ◦ x−1 e (dg(., q)↾U + f) ◦ x−1 são onvexas em x(U ). �Na verdade, o resultado que obtemos é o seguinte: existem φp,r, φr,q ∈ C∞(Utais que dg(p, r) = φp,r(r) e dg(r, q) = φr,q(r), dg(p, .) ≥ φp,r e dg(., q) ≥ φr,q em Ue as Hessianas D2φp,r e D2φr,q são tais que D2φp,r(r) − cp,r1 e D2φr,q(r) − cr,q1 sãomatrizes positivas semi-de�nidas para cp,r, cr,q ∈ R, o que não só implia em semi-onvexidade no sentido da Proposição 2.3 [AGH98a℄, omo também garante que ade�nição dada é independente de oordenadas. Nestas irunstânias, podemos invoaro resultado lássio de Alexandrov, que nos diz que uma função onvexa não só éloalmente Lipshitz, mas também é duas vezes difereniável quase em toda parteom respeito à medida de Lebesgue (ver [EG92℄ para uma demonstração deste fato).Tal resultado obviamente se estende a funções semi-onvexas. Como a restrição de44



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdS
µg (e, portanto, µdg

) a vizinhanças normais é absolutamente ontínua om respeito àmedida de Lebesgue, obtemos destarte a seguinteProposição 2.4 dg(p, .) e dg(., q) são loalmente Lipshitzianas e duas vezes diferen-iáveis quase em toda a parte. �Podemos �nalmente de�nir nossa função tempo global em Op,q assoiada a dg:(2.35) λgp,q(r)
.
= log

[
dg(p, r)

dg(r, q)

]
=

1

d
log

[
µdg

(Op,r)

µdg
(Or,q)

]
,onde a segunda igualdade dá a relação entre a λgp,q e a função tempo global deGeroh em Op,q assoiada a µdg

(a normalização da medida não tem onseqüênia al-guma). Que (λgp,q)
−1(t) é uma superfíie de Cauhy para todo t ∈ R, segue da (únia)Proposição em [Die88℄.Mostraremos agora o omportamento assintótio de λgp,q(r) no aso em que Op,q éontido numa vizinhança geodesiamente onvexa, à medida que(i) dg(p, r) → 0 mantendo dg(r, q) 6= 0, e(ii) dg(r, q) → 0 mantendo dg(p, r) 6= 0.A restrição sobre o tamanho de Op,q garante que dg(p, .), dg(., q) e, portanto, λgp,q são

C∞, mas ressaltamos que as fórmulas que se seguem dependem apenas de derivadas deordem ≤ 2 de dg(p, .) e dg(., q). Disutiremos mais adiante outras onseqüênias destahipótese.Seja U uma vizinhança geodesiamente onvexa. De�namos então a função-mundode Synge(2.36) ΓgU × U ∋ (p, q) 7→ Γg(p, q)
.
= −1

2

∫ 1

0

g(γ̇p,q(s), γ̇p,q(s))ds,onde γp,q : [0, 1] → U é o (únio) segmento geodésio ligando p = γp,q(0) e q = γp,q(1).
Γg possui as seguintes propriedades (ver [Fri75℄ para as demonstrações):

• Γg ∈ C∞
(⋃

p∈M{p} × Up

), onde Up é uma vizinhança aberta e geodesiamenteonvexa de p;
• Γg(p, q) = Γg(q, p); 45



2. Dinâmia e evolução temporal
• ∇aΓg(p, .) = −γ̇ap,.(.) e ∇aΓg(., q) = −γ̇a.,q(.), onde . denota a variável onde age ∇.Segue imediatamente a fórmula fundamental(2.37) g−1(dpΓg(p, q), dpΓg(p, q)) = g−1(dqΓg(p, q), dqΓg(p, q)) = −2Γg(p, q),onde dp e dq denotam respetivamente a diferenial om respeito à primeira esegunda variáveis.
• (∇a∇bΓg(p, .))(p) = −gab(p).Primeiramente, devemos notar que dg e 2(Γg)

1
2 oinidem em U × J+(U ,U ), pois

(M , g) é ausalmente simples por hipótese e, portanto, fortemente ausal (ver Teorema4.27 em [BEE96℄). (Γg)
1
2 é ontínua mas não-difereniável em d−1

g (0)∩(U ×J+(U ,U ),em virtude da presença da raiz quadrada. Assim, empregaremos a fórmula equivalente(2.38) λgp,q(r) =
1

2
(log(dg(p, r)

2) − log(dg(r, q)
2)) =

1

2
(log(Γg(p, r)) − log(Γg(r, q)))ao invés de (2.35) no que se segue. Assumimos, de agora em diante, p e q �xos e

Γg(p, r) e Γg(r, q) omo funções só de r, ou seja, difereniais e derivadas ovariantesatuam apenas em r. Desta forma, podemos aliviar um boado de notação.Vamos iniialmente obter a forma in�nitesimal do �uxo de difeomor�smos induzidopela função tempo global λgp,q:(2.39) ∇aλ
g
p,q(r) =

1

2

(∇aΓg(p, r)

Γg(p, r)
− ∇aΓg(r, q)

Γg(r, q)

)
.Consideremos agora o ampo de vetores T a em Op,q uniamente determinado pelasseguintes ondições algébrias:

• T a∇aλ
g
p,q(r) = 1 para todo r ∈ Op,q;

• g(T,X) = 0 para todo Xa tangente a (λgp,q)
−1(t), t ∈ R.Em outras palavras, T a é o ampo vetorial que gera o �uxo de difeomor�smosinduzido pela folheação de Op,q pelas hipersuperfíies de nível de λp,q. Temos, então,que(2.40) g(T, T ) =

1

g−1(dλgp,q, dλ
g
p,q)

,onde(2.41) g−1(dλgp,q, dλ
g
p,q) = −1

2

(
1

Γg(p, r)
+

1

Γg(r, q)
+
g−1(dΓg(p, r), dΓg(r, q))

Γg(p, r)Γg(r, q)

)
.46



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdSLogo,
T a =

1

g−1(dλgp,q, dλ
g
p,q)

∇aλgp,q =(2.42)
=

Γg(p, r)∇aΓg(r, q) − Γg(r, q)∇aΓg(p, r)

Γg(p, r) + Γg(r, q) + g−1(dΓg(p, r), dΓg(r, q))
.Fia laro a partir de (2.42) que, assintotiamente à medida que r → p e r → q,ou seja, respetivamente (�) dg(p, r) ց 0, dg(r, q) ր dg(p, q) e (+) dg(r, q) ց 0,

dg ր dg(p, q), T a aproxima-se de um ampo de Killing onforme, i.e.,
∇aTb + ∇bTa = f(.)gab + o(min{dg(p, r), dg(r, q)}) =(2.43)

=
2

d
(∇cT

c)gab + o(min{dg(p, r), dg(r, q)})à medida que r → p ou r → q. Mais preisamente, T a (resp. −T a) se aproxima de umadilatação in�nitesimal ao redor de p (resp. q). Em oordenadas normais geodésias
(xµ) ao redor de p (resp. q), as omponentes de T a �am(2.44) T µ = xµ − xµ(p) +O((x− x(p))2) (resp. xµ − xµ(q) +O((x− x(q))2)).2.3.2 Construção de isometrias assintótiasEspeializando-nos uma vez mais em espaços-tempos (loalmente) tipo AdS (M , g),vemos que, devido ao fato de que (I , ḡ(0)) é totalmente geodésio om respeito a (M , ḡ)(e, portanto, 1

2
d2
ḡ↾I 2∩U 2 = Γḡ↾I 2∩U 2 = Γḡ(0)↾I 2∩U 2 , onde U é uma vizinhança geodesi-amente onvexa em M � ver Proposição 4.32 em [BEE96℄), λḡp,q↾I ≡ λḡ

(0)

p,q para todopar p ≪I q ∈ I tal que Wp,q está ontido numa vizinhança geodesiamente onvexaem (M , ḡ), uma vez que λḡp,q é onstruída uniamente a partir de Γḡ. Em partiu-lar, se (M , g) é (loalmente) AAdS, e x(p) = (−1, 0) e x(q) = (1, 0) em uma artaCartesiana x : (M in(r), ḡ(0)↾M in(r)) → (R1,d−2, η) sobre um domínio de Minkowski
M in(r) para algum r ∈ I , segue que λḡp,q↾I ≡ λ, onde λ é dada pela fórmula (2.29),que é a onlusão do Teorema 2.2. Ou seja, T a não só é tangente a I omo T a↾Ioinide om o ampo vetorial em Dp,q gerado pelo subgrupo uniparamétrio λ 7→ uλp0,q0do grupo onforme de (I , ḡ(0)) dado por (1.23). Estendendo a assertiva do Teorema2.2 a (p, q) ∈ D(I ) pelas relações de omutação de SOe(2, d − 1) e lembrando que(resp. a omponente onexa à identidade d)o grupo onforme é preisamente o on-junto de difeomor�smos que preservam a estrutura ausal (resp., mais a orientação e aorientação temporal), obtemos:Proposição 2.5 Seja (M , g) um espaço-tempo loalmente AAdS, (p, q) ∈ D(I ) taisque Wp,q está ontido numa vizinhança geodesiamente onvexa em (M , ḡ). Então T a 47



2. Dinâmia e evolução temporalé tangente a I e λḡp,q↾I = λḡ
(0)

p,q = λ, onde uλp,q é o subgrupo de isotropia (1.26) de Dp,qdo grupo onforme de (I , ḡ(0)). �Segue da Proposição 2.5 que T a gera um grupo uniparamétrio de isometrias assin-tótias de (Wp,q, g↾Wp,q
), i.e., £T g = o(z) à medida que z ց 0.Convém notar que, no aso AdS, vemos a partir da demonstração do Teorema 2.2e empregando artas de Poinaré que T a é preisamente o ampo de Killing em

Wp,q que gera o subgrupo onforme de isotropia deste último, para todo (p, q) ∈ D(I ).Portanto, nossa onstrução generaliza naturalmente os ampos de Killing de AdSd.O que aontee agora para Wp,q's �grandes�, i.e., tais que Wp,q é relativamente om-pato em M , mas não está ontido numa vizinhança geodesiamente onvexa em
(M , ḡ)? Temos problemas de dois tipos, ambos om a mesma origem (a saber, nospontos rítios da apliação geodésia), mas om onseqüênias diferentes, mais oumenos graves para nós:1. Lg deixa de ser bem de�nida, e dg deixa de ser C∞ em dg(p, .)

−1((0, dg(p, q)))e dg(., q)−1((0, dg(p, q))). Entretanto, omo sabemos (Proposição 2.4) que dg éduas vezes difereniável em dg(p, .)
−1((0, dg(p, q))) e dg(., q)−1((0, dg(p, q))) a me-nos de um onjunto U satisfazendo µg(U ) = µdg

(U ) = 0, todas as fórmulasque obtivemos ontinuam valendo nos pontos onde dg(p, .)2 e dg(., q)2 são duasvezes difereniáveis. Não podemos, todavia, garantir a validade dos limites deexpressões envolvendo segundas derivadas de dg(., q)2 à medida que r → p, ouenvolvendo segundas derivadas de dg(p, .)2 à medida que r → q, uma vez quenada sabemos sobre a ontinuidade destas fora de vizinhanças geodesiamenteonvexas.2. O segundo problema é espeí�o de espaços-tempos (loalmente) AAdS. Podeoorrer que (um)a geodésia tipo tempo maximal (om respeito a dḡ) ligando p a
q passe por M ao invés de permaneer em I . Isso implia não só que T a deixa deser tangente a I , omo também faz om que T a possua pontos de desontinuidadeem I . A hipótese de que tal foalização de geodésias tipo tempo não oorre émais forte e não pode ser obtida omo onseqüênia de que toda geodésia nulaem M om extremos em I e atravessando M tem um par de pontos onjugados,empregada por exemplo no Teorema 1.3. Podemos, é laro, impor a hipótese deque geodésias ausais maximais em M ligando pontos p e q neessariamentepertenem a I , em linhas similares ao que �zemos om geodésias nulas ao longodo Capítulo 1. Entretanto, essa hipótese tem a araterístia inonveniente dedepender globalmente do fator onforme z, ao ontrário do aso mais frao degeodésias nulas, que só depende da estrutura ausal.48



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdSUma maneira de ontornar esses problemas é regularizar λgp,q de modo que a regu-larização, denotada aqui λ̄gp,q por onreteza, satisfaça λ̄gp,q↾Dp,q
= λ, onde uλp,q é dadopor (1.26). O problema aqui é omo regularizar uma função tempo global de�nidanum espaço-tempo om bordo � resolveremos o problema da seguinte forma: de�namoso duplo 2M de um espaço-tempo loalmente tipo AdS M omo a união disjunta deduas ópias de M om os pontos em I identi�ados. 2M pode ser imbuído de umaestrutura difereniável ompatível om a de ada ópia e tal que a inlusão natural deada uma das ópias é um mergulho difereniável [Hir76℄. A métria em 2M induzidapor ḡ (também denotada ḡ, uma vez que não há onfusão) é C∞ no interior de adaópia, e C d−1,1 (resp. C∞) em I para d ímpar (resp. d par 3), devido à expansão deFefferman-Graham para espaços-tempos loalmente tipo AdS onstruída na Seçãoanterior � a regularidade é C∞ para d arbitrário se (M , g) é loalmente AAdS ou, maisem geral, se ḡ(0) possui um representante ḡ(0)′ na sua lasse onforme que satisfaçaRi(ḡ(0)′) = 0. Esta onstrução é uma generalização da identi�ação onforme de AdSdom metade de ESUd, vista no Capítulo 1, página 10.Podemos estender z a z < 0 em 2M , de�nindo assim um sistema de oordenadasGaussianas normais ao redor de I . O duplo (2M , ḡ) possui um grupo de isometriasglobais, isomorfo a Z2, gerado pela re�exão ζ através de I de um ponto numa ópiade M , tendo omo imagem sua ontraparte na outra ópia (loalmente perto de I ,temos z ◦ ζ = −z).De�niremos agora λ̄ḡp,q num espaço-tempo AAdS ausalmente simples (M , g) quesatisfaz a hipótese de foalização do Teorema 1.3, página 17 (esses requerimentos ga-rantem, omo vimos no Capítulo 1, que I+(p,M ) ∩ I−(q,M ) ∩ I = Dp,q), seguindoos seguintes passos:

• Primeiro, de�nimos λḡp,q em (2M , ḡ) (mais preisamente, em Op,q = Wp,q ∪Dp,q ∪
ζ(Wp,q)), om a mesma fórmula.

• Em seguida, regularizamos λḡp,q empregando o método de Bernal e Sánhez[BS03, BS05℄ (ver [Sán05℄ para um esboço introdutório do método), obtendouma função tempo global C∞ λ̃ḡp,q que folheia Op,q por superfíies de Cauhy.Assumimos ainda que a regularização obtida satisfaz |λ̃ḡp,q − λḡp,q| < δ para δ < 1su�ientemente pequeno [Sei77℄.
• De�namos λ̂ḡp,q = 1

2
(λ̃ḡp,q+λ̃

ḡ
p,q◦ζ). Como tanto λ̃ḡp,q omo λ̃ḡp,q◦ζ são funções tempoglobais em Op,q ujas hipersuperfíies de nível são superfíies de Cauhy em Op,q,3A regularidade adiional deve-se (i) à ausênia de termos logarítmios na expansão deFefferman-Graham e (ii) à simetria de paridade em z na fórmula (2.10), página 35, que dá origemàs relações de reursão. 49



2. Dinâmia e evolução temporale a oleção de tais funções é fehada por ombinações lineares onvexas [Sei77℄,segue que λ̂ḡp,q também satisfaz essas propriedades, mais a propriedade adiional(que será ruial em breve) ∂zλ̂ḡp,q↾I = 0 e a estimativa no item anterior. A partirdaqui, a utilidade do duplo aaba � restringimos λ̂ḡp,q a M , e prosseguimos apenasnesta variedade.
• Estendemos λḡ(0)p,q de Dp,q a uma vizinhança de olarinho U δ′

p,q
∼= Dp,q × [0, δ′ >

0) ∋ (x, w) deste em Wp,q pela fórmula λḡ(0)p,q (x, w) = λḡ
(0)

p,q (x), tomando δ′ pequenoo su�iente para que ∇̄aλḡ
(0) permaneça tipo tempo em U δ′

p,q e mantendo a mesmanotação para a extensão (note que tal restrição a δ′ é independente da restriçãoa δ no primeiro item).
• Esolhemos uma partição de unidade {φ, 1 − φ} de Wp,q ∪ Dp,q subordinada aoreobrimento {Dp,q × [0, 3δ′

4
),Wp,q r (Dp,q × [0, δ

′

2
]}, satisfazendo |∂wφ| ≤ K(δ′)−1[Whi34℄ e independente de x ∈ Dp,q (omo φ ≡ 0 fora de U δ′

p,q, não há problemasom a segunda propriedade). De�namos(2.45) λ̄ḡp,q
.
= φλḡ

(0)

p,q + (1 − φ)λ̂ḡp,q,que satisfaz(2.46) dλ̄ḡp,q = (λḡ
(0)

p,q − λ̂ḡp,q)∂wφdw + φdλḡ
(0)

p,q + (1 − φ)dλ̂ḡp,q.

• Vemos imediatamente que preisamos ontrolar o tamanho de |λḡ(0)p,q − λ̂ḡp,q| em
U δ′

p,q tanto para que |λ̄ḡ(0)p,q − λ̂ḡp,q| seja tão pequeno quanto queiramos e, ao mesmotempo, dλ̄ḡ(0)p,q seja um ampo de ovetores tipo tempo futuros; o impedimentomais severo a tais requerimentos reside no ovetor tipo espaço proporional a ∂wφem (2.46), devido à estimativa de Whitney invoada no item anterior, que éessenialmente optimal. Esrevemos, pois,(2.47) |λḡ(0)p,q (x, w) − λ̂ḡp,q(x, w)| ≤ |λḡ(0)p,q (x) − λ̂ḡp,q(x, 0)|
︸ ︷︷ ︸

<δ (a)

+ |λ̂ḡp,q(x, w) − λ̂ḡp,q(x, 0)|
︸ ︷︷ ︸

≤K ′δ′2 (b)

,onde a estimativa (a) é válida por onstrução, e a estimativa (b) deorre do fatode que λ̂ḡp,q é C∞ e ∂wλ̂ḡp,q↾Dp,q
≡ 0.

• Tomando δ = K ′(δ′)2 e δ′ su�ientemente pequeno, segue que λ̄ḡp,q é uma funçãotempo global C∞ que:1. satisfaz |λ̄ḡp,q − λḡp,q| < δ′′, onde δ′′ > 0 é tão pequeno quanto se queira,2. estende λḡ(0)p,q a Wp,q ∪ Dp,q, e tal que50



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdS3. ∇̄aλ̄ḡp,q é um ampo vetorial tipo tempo futuro e tangente a I , e4. (λ̄ḡp,q)
−1(t) é uma superfíie de Cauhy para Wp,q ∪ Dp,q para todo t ∈ R(segue diretamente da primeira propriedade [Die88℄ e da ontinuidade de

λ̄ḡp,q).
• Em virtude dos resultados aima, segue que(2.48) T̄ a

.
=

1

ḡ−1(dλ̄ḡp,q, dλ̄
ḡ
p,q)

∇̄aλ̄ḡp,qé um ampo de Killing assintótio em (Wp,q, g↾Wp,q
) que satisfaz T̄ a↾I =

du.
p,q

dλ
, e,portanto, as fórmulas (2.43) e (2.44), omo desejávamos.Apesar de λ̄ḡp,q ter todas as propriedades de que neessitamos, ela infelizmente nãopossui mais em (M , g) a interpretação geométria natural que λḡp,q possui, emboraesteja tão próxima disto quanto queiramos. Não obstante, mostramos que é possívelonstruir expliitamente famílias de isometrias assintótias em (pratiamente) qualquerunha. Faremos uso extensivo deste fato no Capítulo 4.2.3.3 �Retorno ao equilíbrio� em unhasNo trabalho de Martinetti e Rovelli [MR03℄, foi proposto assoiar um �efeitoUnruh� ao grupo uλp,q assoiado a um diamante Dp,q no espaço-tempo deMinkowski,ujas órbitas foram imaginadas omo as linhas-mundo de �observadores om tempo devida �nito�. Para teorias quântias de ampo om váuo onformalmente invariante, érealmente possível provar tal assoiação [BGL93℄, mas uma disussão apropriada desteponto terá de aguardar o Capítulo 4. Não obstante, as fórmulas (2.43) e (2.44) tor-nam natural a seguinte pergunta: e se tal temperatura fosse atingida somente no limite

λ → ±∞ ? Em teorias quântias de ampo dotadas de liberdade assintótia, inva-riânia de esala de fato é realizada somente no limite de urtas distânias, sendo asorreções ao omportamento �rítio� dadas, por exemplo, pela expansão de produtosde operadores (OPE). Assim, podemos pensar que a �Hipótese de Tempo Térmio�de Martinetti e Rovelli, itada aima, só é realizada na forma mais fraa de umretorno ao equilíbrio, em razão de uma invariânia assintótia de esala (daremos umsentido mais preiso a estas onsiderações no Capítulo 4).Transplantemos este raioínio para unhas AAdS. Do ponto de vista das leis dadinâmia de buraos negros, se imaginarmos a fronteira de uma unha (suposta geode-siamente onvexa, por simpliidade) Wp,q omo um horizonte de eventos �assintotia-mente estaionário�, e Wp,q omo um �domínio de omuniação exterior�, podemos nosperguntar se existe algum análogo assintótio para essas leis. É agora nosso objetivo 51



2. Dinâmia e evolução temporalmostrar que isso de fato oorre, pelo menos para a lei zero.Primeiramente, vamos dar a de�nição preisa de gravidade de superfíie no nossoontexto. Seja T a omo em (2.42). Tomando, por exemplo, r → r− ∈ ∂−Wp,q, temosque Γḡ(p, r−) = 0, Γḡ(r−, q) 6= 0 e dΓḡ(p, r−) 6= 0. Mais ainda,(2.49) lim
r→r−

ḡ(T, T ) = − lim
r→r−

2Γḡ(p, r)Γḡ(r, q)

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
= 0por onstrução. Igualmente, se r → r+ ∈ ∂+Wp,q, temos que Γḡ(r+, q) = 0, Γḡ(p, r+) 6=

0, dΓḡ(r+, q) 6= 0 e limr→r+ ḡ(T, T ) = 0. No aso em que r → r0 ∈ ∂I+(p,M ) ∩
∂I−(q,M ), temos que T a → 0. Em suma, T a é, ao mesmo tempo, tangente e normalao horizonte passado ∂−Wp,q e ao horizonte futuro ∂+Wp,q de Wp,q (notar que a de�niçãode horizonte que demos na página 15 exlui preisamente os pontos de ∂Wp,q onde
T a → 0). Assim, temos que(2.50) lim

→∂±Wp,q

∇̄aḡ(T, T )
.
= −2κ̄±( lim

→∂±Wp,q

Ta),onde κ̄+ (resp. κ̄−) é uma função C∞ na subvariedade ∂+Wp,q (resp. ∂−Wp,q), dada por(2.51) κ̄± = − lim
→∂±Wp,q

T a∇̄aḡ(T, T )

2ḡ(T, T )
=
g−1(dλḡp,q, dḡ

−1(dλḡp,q, dλ
ḡ
p,q))

2ḡ−1(dλḡp,q, dλ
ḡ
p,q)2

.Suponhamos momentaneamente que T a é um ampo de Killing onforme omrespeito a ḡ. Neste aso,
∇̄aḡ(T, T ) = 2T b∇̄aTb = 2T b(∇̄aTb + ∇̄bTa) − 2T b∇̄bTa =

=
4

d
(∇̄bT

b)Ta − 2T b∇̄bTa
→∂±Op,q−→ −2κ̄±Ta,(2.52)de onde segue que(2.53) κ±

.
= lim
→∂±Wp,q

T aT b∇̄bTa
ḡ(T, T )

.
= lim
→∂±Wp,q

T aT b∇̄aTb
ḡ(T, T )

+ κ̄± = lim
→∂±Wp,q

(
2

d
∇̄aT

a

)
+ κ̄±de�ne preisamente a falha da parametrização das órbitas de T a em ∂±Dp,q em seruma parametrização a�m, uma vez que T a é tangente às geodésias nulas que geram

∂+Wp,q e ∂−Wp,q. Mais preisamente, se λ− (resp. λ+) é um parâmetro a�m omumàs geodésias nulas futuras que emanam de p (resp. atingem q) tal que λ− = 0 em p(resp. λ+ = 0 em q), temos que(2.54) λ± = ∓eκ±λg
p,q .Outra interpretação para κ±, que segue das fórmulas (2.51)�(2.53), é a aeleraçãoneessária para manter um orpo de teste a uma distânia �xa, mas �in�nitesimalmentepequena�, do horizonte, ompensada pelo fator de �redshift� (−ḡ(T, T ))

1
2 da órbita[Wal84, Wal94℄.52



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdSDefinição 2.2 κ− (resp. κ+) é dita ser a gravidade de superfíie passada (resp.futura) de Op,q.Para T a arbitrário, usamos a(s duas) primeira(s) igualdade(s) em (2.53) para de�nir
κ±, mas a última igualdade na fórmula (2.53) é só assintotiamente válida, à medidaque r− → p, r+ → q. Com essa ressalva em mente, podemos agora formular nossa �leizero da dinâmia�:Teorema 2.6 (Lei Zero da Dinâmia de Cunhas AAdS) Seja (M , g) um espaço-tempo (loalmente) AAdS, e Wp,q uma unha ontida numa vizinhança geodesiamenteonvexa em (M , g). Então lim→p κ− = − lim→q κ+ = 1.Prova. Um álulo direto empregando as propriedades de Γḡ nos dá

T a∇̄aḡ(T, T ) =
2Γḡ(p, r)Γḡ(r, q)

(Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)))2
.

.

[
(Γḡ(r, q) − Γḡ(p, r))

(
2 +

ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

)
+

−Γḡ(r, q)∇̄aΓḡ(p, r)∇̄bΓḡ(p, r)∇̄a∇̄bΓḡ(r, q) − Γḡ(p, r)∇̄aΓḡ(r, q)∇̄bΓḡ(r, q)∇̄a∇̄bΓḡ(p, r)

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

]
,e, portanto,

−T a∇̄aḡ(T, T )

2ḡ(T, T )
= − 1

2(Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)))
.

.

[
(Γḡ(r, q) − Γḡ(p, r))

(
2 +

ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

)
+

−Γḡ(r, q)∇̄aΓḡ(p, r)∇̄bΓḡ(p, r)∇̄a∇̄bΓḡ(r, q) − Γḡ(p, r)∇̄aΓḡ(r, q)∇̄bΓḡ(r, q)∇̄a∇̄bΓḡ(p, r)

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

]
.

κ̄+ (resp. κ̄−) é obtida tomando-se o limite Γḡ(r, q) ց 0, dΓḡ(r, q) 6= 0 (resp.
Γḡ(p, r) ց 0, dΓḡ(p, r) 6= 0). Assim, temos que

κ̄+ =
1

2(Γḡ(p, r) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)))
.

.

[
Γḡ(p, r)

(
3 − Γḡ(p, r)

Γḡ(p, r) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

)
+

−Γḡ(p, r)∇̄aΓḡ(r, q)∇̄bΓḡ(r, q)∇̄a∇̄bΓḡ(p, r)

Γḡ(p, r) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

]e
κ̄− = − 1

2(Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)))
. 53



2. Dinâmia e evolução temporal
.

[
Γḡ(r, q)

(
3 − Γḡ(r, q)

Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

)
+

−Γḡ(r, q)∇̄aΓḡ(p, r)∇̄bΓḡ(p, r)∇̄a∇̄bΓḡ(r, q)

Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))

]
.A divergênia de T a, por sua vez, dá

∇̄aT
a =

1

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
.

[
Γḡ(p, r)∇̄a∇̄aΓḡ(r, q) − Γḡ(r, q)∇̄a∇̄aΓḡ(p, r) − 1

Γḡ(p, r) + Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
.

.
(
(Γḡ(p, r) − Γḡ(r, q))ḡ

−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)) + Γḡ(r, q)∇̄aΓḡ(p, r)∇̄bΓḡ(p, r)∇̄a∇̄bΓḡ(r, q)+

−Γḡ(p, r)∇̄aΓḡ(r, q)∇̄bΓḡ(r, q)∇̄a∇̄bΓḡ(p, r)
)]

,que no horizonte futuro ∂+Wp,q �a
∇̄aT

a↾∂+Wp,q
=

1

Γḡ(p, r) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
.

[
Γḡ(p, r)∇̄a∇̄aΓḡ(r, q) −

1

Γḡ(p, r) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
.

.
(
Γḡ(p, r)ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)) − Γḡ(p, r)∇̄aΓḡ(r, q)∇̄bΓḡ(r, q)∇̄a∇̄bΓḡ(p, r)

)]
,e no horizonte passado ∂−Wp,q,

∇̄aT
a↾∂−Wp,q

= − 1

Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
.

[
Γḡ(r, q)∇̄a∇̄aΓḡ(p, r) − 1

Γḡ(r, q) + ḡ−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q))
.

.
(
Γḡ(r, q)ḡ

−1(dΓḡ(p, r), dΓḡ(r, q)) − Γḡ(r, q)∇̄aΓḡ(p, r)∇̄bΓḡ(p, r)∇̄a∇̄bΓḡ(r, q)
)]

.Obtemos imediatamente das fórmulas aima que
lim
→q

κ̄+ = 1 = − lim
→p

κ̄−, lim
→q

∇̄aT
a = −d = − lim

→p
∇̄aT

a.O resultado segue então da fórmula (2.53) e da disussão que segue a De�nição2.2. �Observação 2.3 O resultado e a demonstração do Teorema 2.6 valem para diamantesgeodesiamente onvexos Op,q em espaços-tempos ausalmente simples arbitrários semnenhuma alteração.54



�Termodinâmia� gravitaional em unhas AAdSHá duas ressalvas que devem ser feitas aera do Teorema 2.6 no que onerne ainterpretação da unha Wp,q omo o exterior de um horizonte de eventos.
• Todos os resultados desta Subseção envolvem a métria ḡ do feho onforme, enão a métria físia g. Temos, no entanto, que(2.55) T a∇̄aḡ(T, T )

ḡ(T, T )
=
T a∇ag(T, T )

g(T, T )
+ 2z〈dz, T 〉e

∇̄aT
a = ḡab∇̄aTb =

1

z2
gab∇̄aTb =(2.56)

=
1

z2
∇aT

a − 1

z2
gabCc

abTc =
1

z2
∇aT

a +
d− 2

2z3
〈dz, T 〉 ⇒

⇒ ∇aT
a = z2∇̄aT

a − d− 2

2z
〈dz, T 〉,onde Cc

ab é o tensor (A.27) que relaiona as onexões ∇̄ e ∇ (ver página 120).Como T a é tangente a I e se anula em p e q (ver fórmula (2.44), página 47),segue que 〈dz, T 〉 = o(z) à medida que nos aproximamos de p ou q. Levando emonsideração que T a é um ampo de Killing assintótio, obtemos que κ± de�netambém a gravidade de superfíie assintótia passada/futura om respeito a g àmedida que nos aproximamos de p, q. Como os valores assintótios para κ± sãoos mesmos para todo ampo de Killing assintótio a duλ
p,q

dλ
em Wp,q à medidaque z ց 0, segue que a onlusão do Teorema 2.6 vale também para unhasnão geodesiamente onvexas e os ampos de Killing assintótios onstruídosna Subseção 2.3.2.

• O sinal de κ+ que obtivemos é o ontrário do que se espera de um horizonte deeventos, pois a origem do nosso parâmetro a�m para os geradores (orientadospara o futuro) de ∂+Wp,q orresponde a q e não a ∂I+(p,M ) ∩ ∂I−(q,M ), queorresponderia à �superfíie de bifuração� do horizonte (note a mudança de sinalem (2.54)). Uma orreção deste problema leva à mudança desejada do sinal de
κ+.Notemos, por �m, que há uma hipótese sobre a normalização de T a implíita nade�nição de κ±. Mais preisamente, nossa de�nição está ondiionada ao seguintefato: se Γḡ(0)(p, r) = Γḡ(0)(r, q), i.e., r é o ponto médio da geodésia tipo tempo ma-ximal em M in(r) ∋ p, q ligando p e q, impliando laramente que (0)∇̄aΓḡ(0)(p, r) =

−(0)∇̄aΓḡ(0)(r, q), então ḡ(0)(T, T )(r) = −d
ḡ(0) (p,q)

2

16
. Se resalonarmos T a por um fator

R ∈ R, κ± é resalonada pelo mesmo fator, por de�nição. Isto tem, por exemplo, a on-seqüênia de que, se tomarmos p0 = (−1, 0), q0 = (1, 0) e se resalonarmos T a assoiado 55



2. Dinâmia e evolução temporalao diamante DRp0,Rq0 por um fator 2
R
, de modo a manter ḡ(0)(T, T )(r) = η(T, T )(0) =

−1, segue que κ± R→+∞−→ 0, de forma onsistente om o fato de que 2
R
T a

R→+∞−→ (∂0)
a(�siamente, a �temperatura de Unruh� assoiada às translações temporais no espaço-tempo de Minkowski é zero).Podemos entender a Proposição 1.8 omo uma formulação da segunda lei da dinâ-mia de buraos negros para unhas AAdS, pois o �enolhimento� das unhas AAdSlá expresso provoa uma diminuição da área das seções transversais dos horizontespassados e futuros, tão maior quanto mais fundo penetramos no interior, ou seja, nosentido ontrário ao da evolução temporal (note que, ao ontrário do Teorema de Áreade Hawking, não podemos expressar este resultado diretamente em termos do espaço-tempo físio (M , g), pois as seções transversais de horizontes de unhas AAdS sãonão-ompatas e destarte têm sempre área in�nita). O aso em que não há aumentode entropia, que arateriza proessos reversíveis, �a:Teorema 2.7 (Caraterização de proessos reversíveis em unhas AAdS)Seja (M , g) um espaço-tempo AAdS assintotiamente simples satisfazendo as hipótesesda Proposição 1.8, e (p, q̄) ∈ D(I ), r ∈ Dp,q̄. Suponha que, para r su�ientementepróximo de q, temos que W ′

r,q̄ ∩ W ′
q,r̄ = ∅. Então ∂+Ws,q̄ é uma hipersuperfíie tipo luz

C∞ e totalmente geodésia em relação a g para todo s ∈ I tal que (s, q̄) ∈ D(I ). Empartiular, W ′
s,q̄ ∩ W ′

q,s̄ = ∅ para todo s ∈ I tal que (s, q̄) ∈ D(I ).Prova. Segue imediatamente da Proposição 1.8 e da Observação 1.7. �Note que, em virtude do Teorema 2.6, não faz sentido falar de uma �Tereira Lei�para a dinâmia de unhas AAdS e diamantes.
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� A lo que yo imagino � dijo donQuijote �, no hay historia humana en elmundo que no tenga sus altibajos,espeialmente las que tratan de aballerías, lasuales nuna pueden estar llenas de prósperossuesos.xi Miguel de Cervantes SaavedraEl ingenioso hidalgo don Quijote de laManha, Segundo Libro, Cap. III

Parte IIAvatares holográfios da FísiaQuântia Loal57





Capítulo 3Teorias Quântias Loalmente Covariantes
(Hamlet.) � O God! I ould be bounded ina nutshell, and ount myself a king of in�nitespae, were it not that I have bad dreams.xiiWilliam ShakespeareHamlet, Prine of Denmarkxiii, Ato II, Cena IIHavendo-nos onvenido da neessidade de repensar a implementação de isome-trias assintótias do espaço-tempo já no ontexto da gravitação lássia, introduzire-mos agora um formalismo adequado para a disussão desta questão no nível de teoriasquântias loais. Tal formalismo foi proposto reentemente por Brunetti, Frede-nhagen e Verh [BFV03℄, e pode-se baseá-lo na observação, relaionada à ressalvano iníio do Capítulo 2 (ver página 32), de que a espei�ação de proedimentos físiose seu ordenamento relativo são inerentemente loais � estes são insensíveis à estruturado Universo omo um todo, onde a região de loalização destes proedimentos estámergulhada. Isso, omo veremos, generaliza as noções de isotonia e ovariânia dosproedimentos físios de uma só taada. Podemos elevar esta observação à ategoriade prinípio � digamos, da ovariânia loal.Por outro lado, somos imediatamente forçados, à luz destas onsiderações, a onsi-derar todas as regiões de todos os espaços-tempos possíveis em pé de igualdade. Maispreisamente, devemos espei�ar os proedimentos físios possíveis de uma teoria paraada uma dessas regiões, de maneira oerente. Matematiamente, devemos espei�arum funtor da ategoria de regiões �admissíveis� de espaços-tempos na ategoria de pro-edimentos físios possíveis (orientamos o leitor não familiarizado om as noções deategoria e funtor a onsultar o Apêndie C, página 149). É agora nosso objetivo pre-isar a estrutura que aabamos de esboçar, e investigar algumas de suas propriedades.59



3. Teorias Quântias Loalmente Covariantes3.1 De�nições básiasPrimeiro, onsideraremos uma teoria quântia loalmente ovariante sobre espaços-tempos globalmente hiperbólios, pois tal lasse é �dinamiamente fehada� om res-peito a equações de movimento que onduzem a uma propagação ausal dos dadosde Cauhy. Neste aso, as relações de omutação ausal entre observáveis podemser uniamente determinadas (as modi�ações neessárias desse oneito em asos nãoglobalmente hiperbólios serão indiadas no Capítulo 4, página 69).Definição 3.1 Sejam as ategorias
G lhd =





objetos: ObjG lhd = espaços-tempos (M , g) d-dimensionaise globalmente hiperbólios;mor�smos: HomG lhd
((M , g), (M ′, g′)) = {ψ : (M , g) → (M ′, g′)mergulhos isométrios om imagem aberta e ausalmenteonvexa};e

A lg =

{ objetos: ObjA lg = C*-álgebras unitais A;mor�smos: HomA lg(A,A
′) = {α : A → A′ *-monomor�smos unitais}.Uma teoria quântia loalmente ovariante é um funtor ovariante A de G lhd em A lg.Dizemos que A:

• é loalmente ausal se, para todo par (Oi, gi), (M , g) ∈ ObjG lhd, ψi ∈ HomG lhd

((Oi, gi), (M , g)), i = 1, 2, tal que ψ1(O1) e ψ2(O2) são ausalmente disjuntos em
(M , g), então

[(Aψ1)(A(O1, g1)), (Aψ2)(A(O2, g2))] = 0em A(M , g).
• é primitivamente ausal se, dados (O , g), (M , g) ∈ ObjG lhd, ψ ∈HomG lhd

((O ,
g), (M , g)), tais que ψ(O) ontém uma superfíie de Cauhy para (M , g), então
(Aψ)(A(O , g)) = A(M , g), i.e., Aψ é um C*-isomor�smo.

• é aditivo se, dados (Oi, gi) ∈ ObjG lhd, ψi ∈ HomG lhd
((Oi, gi), (M , g)), i ∈ I, taisque a oleção {ψi(Oi)} é um reobrimento aberto de (M , g), então

∨

i∈I

(Aψi)(A(Oi, gi)) = A(M , g), onde ∨i∈I denota a *-álgebra gerada pelas *-álgebras indexadas por i ∈ I e ofeho aima é na C*-norma de A(M , g).60



Relação om os axiomas usuaisDados (Mi, gi) ∈ ObjG lh, i = 1, 2, tais que M1 ⊂ M2 e g1 = g2↾M1, denotamos,para onveniênia futura, por iM1,M2 a inlusão natural de M1 em M2.O leitor atento pereberá que poderíamos generalizar a De�nição 3.1 de modo ainorporar qualquer on�guração de ampos externos lássios a valores em �bradossobre os objetos de G lh, e não apenas a métria. Um aso partiular seriam os parâ-metros dimensionais (massas, onstantes de aoplamento, et.) da teoria quântia deampos em questão. Essa possibilidade �ará mais evidente na Seção 3.4 (página 64,onde de�nimos ampos quântios loalmente ovariantes.3.2 Relação om os axiomas usuaisMostraremos agora omo reuperar o esquema axiomátio de Haag e Kastler[HK64, Haa96℄ para teorias de observáveis loais num espaço-tempo �xo a partir deuma teoria quântia loalmente ovariante A.Considere um espaço-tempo �xo (M , g) ∈ ObjG lhd, om grupo de isometrias (pos-sivelmente trivial) G(M , g). Seja(3.1) K (M , g)
.
= {O ⊂ M aberto e ausalmente onvexo}.Note que, pela de�nição (3.1), (O , g↾O) é automatiamente globalmente hiperbóliopara todo O ∈ K (M , g), em virtude da hiperboliidade global de (M , g). De�nindo(3.2) AM (O)

.
= AiO,M (A(O , g↾O)),segue que1. A orrespondênia K (M , g) ∋ O 7→ AM (O) é isótona, i.e., dados O1,O2 ∈

K (M , g) tais que O1 ⊂ O2, temos que AM (O1) ⊂ AM (O2).Para mostrar isto, note que
AiO1,O2(A(O1, g↾O1)) ⊂ A(O2, g ↾O2) ⇒

⇒ AiO2,M (AiO1,O2(A(O1, g↾O1))) = AiO1,M (A(O1, g↾O1)) ⊂
⊂ AiO2,M (A(O2, g↾O2)),onde a igualdade segue da ovariânia de A.Em outras palavras, K (M , g) ∋ O 7→ AM (O) é um pré-ofeixe de C*-álgebrassobre os abertos ausalmente onvexos de M , ordenados por inlusão (ver pá-gina 152 no Apêndie C para a de�nição ategória do oneito). Se K (M , g)é direionado (i.e., dados O1,O2 ∈ K (M , g), existe O3 ∈ K (M , g) tal que

O1,O2 ⊂ O3), então K (M , g) ∋ O 7→ AM (O) é uma rede. 61



3. Teorias Quântias Loalmente Covariantes2. Existe uma representação de G(M , g) ∋ u por *-automor�smos αu .
= Au de

A(M , g) oerente om a estrutura de pré-ofeixe (rede) aima, isto é, αu1 ◦αu2 =
αu1u2 e αu(AM (O)) = AM (u(O)), ∀u, u1, u2 ∈ G(M , g), O ∈ K (M , g).A primeira propriedade segue imediatamente da ovariânia de A. Para mostrara segunda propriedade, notar que u↾O é um mergulho isométrio de (O , g↾O) em
(u(O), g↾u(O)), e que iO,M = iu(O),M ◦ u, para todo u ∈ G(M , g), O ∈ K (M , g).O resultado segue então, uma vez mais, da ovariânia de A, omo no item 1.3. Se A é loalmente ausal, segue que o pré-ofeixe (rede) O 7→ AM (O) é loalmenteausal no sentido usual de Haag e Kastler, i.e., dados O1,O2 ∈ K (M , g)tais que O1 ⊥M O2, então [AM (O1),AM (O2)] = {0} (segue imediatamente daDe�nição 3.1).4. Analogamente ao item 3, se A for primitivamente ausal (resp. aditivo), o pré-ofeixe (rede) O 7→ AM (O) é primitivamente ausal (resp. aditivo) no sentidousual de Haag e Kastler.Definição 3.2 Sejam A uma teoria quântia loalmente ovariante, e (M , g) ∈ ObjG lh.O pré-ofeixe K (M , g) ∋ O 7→ AM (O) (rede, se K (M , g) for direionado) é dito seruma realização de A em (M , g).Há um detalhe da realização de A em (M , g) que requer erto uidado em relação aooneito de pré-ofeixe (rede) de observáveis loais de Haag-Kastler. Ele onerne ade�nição de álgebra quase-loal: esta última é dada pelo limite indutivo (ver ApêndieC, fórmula C.1, página 154 para a de�nição ategória do oneito)(3.3) AM

.
=

⋃

O∈K (M ,g)

A(O)‖.‖,onde ‖.‖ é a norma de A(M , g). Embora laramente AM ⊂ A(M , g), não é ne-essariamente verdade que AM = A(M , g)! Não obstante, se ignorarmos A(M , g) eentendermos A(O) omo C*-subálgebras loais de AM , então vemos que a realizaçãode A em (M , g) de fato de�ne um pré-ofeixe de Haag-Kastler. Uma generalizaçãodo oneito de álgebra quase-loal que permite de�nir teorias quântias loalmente o-variantes em espaços-tempos não globalmente hiperbólios e inorporar a espei�açãode ondições de ontorno será apresentada no Capítulo 4, página 69.Vamos agora investigar algumas propriedades dinâmias de A primitivamente au-sal. Considere uma folheação de (M , g) por superfíies de Cauhy R ∋ t 7→ Σt =
τ−1(t), dada pela função tempo global τ � mais preisamente, tal folheação é dada pelodifeomor�smo F τ : R×Σ ∋ (t, x) 7→ F τ (t, x) ∈ Σt ⊂ M , onde onvenionamos Σ

.
= Σ0(i.e., F τ (t,Σ) = Σt e F τ (R, x) é a órbita de x ∈ Σ0 induzida pela folheação). Atribua62



Relação om os axiomas usuaisa ada Σt uma vizinhança aberta e ausalmente onvexa Nt ⊃ Σt,1 e de�na a famíliabiparamétria de *-isomor�smos [BF07, Ver96℄(3.4) R2 ∋ (t1, t2) 7→ ατt1,t2
.
= (AiNt2 ,M

)−1 ◦ AiNt1 ,M
: A(Nt1 , g↾Nt1

) → A(Nt2 , g↾Nt2
),denominada propagador de A em (M , g) assoiado a τ . O propagador ατ.,. satisfaz(3.5) ατt2,t3 ◦ α

τ
t1,t2

= ατt1,t3 , α
τ
t,t = idA(M ,g), ∀t1, t2, t3, t ∈ R,i.e., ατ.,. implementa o grupóide de pares PR assoiado a R.2 É importante notar que,embora o propagador preserve, por de�nição, a loalização dos proedimentos físiosao longo do tempo (i.e., das órbitas da folheação), ele não implementa de maneira ge-ométria o �uxo de difeomor�smos F (. + t, .) ◦ F−1, t ∈ R: onsidere, por exemplo,um aberto S de Σ, e de�na St

.
= F τ (t,S ). É falso que ατt1,t2(ANt1

(D(St1) ∩ Nt1 , g↾

D(St1)∩Nt1
)) = ANt2

(D(St2) ∩ Nt2 , g ↾D(St2)∩Nt2
) (D(.) denota o desenvolvimento deCauhy; note que a interseção de dois abertos ausalmente onvexos é ausalmenteonvexa), indiando que ατ.,. é, de fato, um objeto dinâmio e não inemátio.Ressaltamos também que o tamanho de Nt é essenialmente irrelevante. De fato,podemos tomar o onjunto Nt de todas as vizinhanças abertas e ausalmente onvexasde Σt e de�nir os limites projetivos (ver Apêndie C, fórmula C.1, página 154 para ade�nição ategória do oneito)

AΣt

.
=

⋃

Nt∈Nt

A(Nt, g↾Nt
)/ ∼,(3.6)

AΣt
(St)

.
=

⋃

Nt∈Nt

ANt
(D(St) ∩ Nt, g↾D(St∩Nt))/ ∼′, S ⊂ Σ aberto,onde a relação de equivalênia ∼ identi�a os elementos das órbitas da família de *-isomor�smos AiN 1

t ,N
2

t
e a relação de equivalênia ∼′ identi�a os elementos das órbitasda família de *-isomor�smos AiD(St)∩N 1

t ,D(St)∩N 2
t
, N i

t ∈ Nt, i = 1, 2, N 1
t ⊂ N 2

t .Esse proedimento de�ne a álgebra quase-loal e as subálgebras loais de germes de1Note que não de�nimos primeiro Nt0 para um t0 �xo para depois de�nir Nt omo a imagem de Nt0pelo �uxo de t0 a t induzido pela folheação. Como esta família de difeomor�smos não neessariamentepreserva a estrutura ausal de Nt0 � para tal, é neessário e su�iente que os difeomor�smos sejam aquitransformações onformes [BEE96℄ �, a imagem de Nt0 pode não ser ausalmente onvexa. Ademais, épor vezes onveniente tratar duas superfíies deCauhy disjuntas sem que, neessariamente, tenhamoso �uxo de uma folheação onetando ambas; uma situação em que isto oorre será ilustrada maisadiante.2Dado um onjunto S, o grupóide de pares PS assoiado a S é de�nido da seguinte forma (paraa de�nição de grupóide, ver o Apêndie C, página 151): ObjPS
.
= S, ArrPS = S2 ∋ (s1, s2), onde

D((s1, s2)) = s1, CD((s1, s2)) = s2, 1s = (s, s) e a lei de omposição é dada por (s2, s3)(s1, s2) =
(s1, s3). 63



3. Teorias Quântias Loalmente Covariantesproedimentos físios no instante t em relação à folheação induzida por τ . Denotamostambém por ατt1,t2 o propagador ligando AΣt1
a AΣt2

induzido por (3.6). Note que olimite projetivo não é a �restrição de A(M , g) a Σt� (tal identi�ação só é possívelpara teorias quântias de ampo livres, para as quais a restrição a hipersuperfíies tipoespaço é uma operação matematiamente bem de�nida).3.3 Estados quântios em espaços-tempos urvosJá a noção de estados requer mais uidado neste formalismo, pois, ao ontráriodos proedimentos físios, os estados são inerentemente não-loais � tanto são sensíveisà geometria global do espaço-tempo omo podem responder de maneira não-loal aperturbações loais da métria.Definição 3.3 Seja a ategoria
S ts =





objetos: ObjS ts = onjuntos S de estados sobre C*-álgebrasunitais;mor�smos: HomS ts(S,S
′) = {σ : S → S′ apliações lineares positivas}.Dada uma teoria quântia loalmente ovariante A, um espaço de estados (loalmenteontravariante) é um funtor ontravariante S de G lhd em S ts, tal que Sψ = (Aψ)∗ é odual de Aψ para todo ψ ∈ ArrG lh, i.e., dado ω ∈ S(M ′, g′) e ψ ∈ HomG lh((M , g), (M ′, g′)),temos que Sψ ∈ HomS ts(S(M ′, g′),S(M , g)) é de�nido por Sψ(ω) = (Aψ)∗(ω)

.
=

ω ◦ Aψ.3.4 Campos quântios loalmente ovariantesNos desenvolvimentos apresentados até agora, a estrutura topológia de C*-álgebrasatribuída aos objetos de A lg teve apenas um papel seundário (de�nição de álgebrasquase-loais, et.). De fato, poderíamos ter de�nido os objetos de A lg omo *-álgebrasunitais, e atribuir uma estrutura topológia onforme a onveniênia. Antes de prosse-guir, de�namos a ategoria
T alg =

{ objetos: ObjT alg = *-álgebras topológias unitais F;mor�smos: HomT alg(F,F
′) = {α : F → F′ *-monomor�smos unitais}.e o funtor de �pushforward� de funções teste D : G lhd → T vs dado por

D(M , g) = C∞c (M ),(3.7)
Dψ(f)(p) = ψ∗(f)(p)

.
=

{
f(q) (p = ψ(q))
0 de outra forma ,64



Campos quântios loalmente ovariantesonde T vs é a ategoria de espaços vetoriais topológios (ver o Apêndie C). Podemostambém, eventualmente, entender D omo um funtor de G lh na ategoria T op deespaços topológios.Definição 3.4 Uma teoria quântia de ampos loalmente ovariante é um funtorovariante F : G lh → T alg. Um ampo quântio esalar loalmente ovariante é umatransformação natural Φ : D → F, onde D e F são aqui entendidos omo funtores de
G lh em T op. Dizemos que Φ é linear se Φ(M ,g) ∈ ArrT vs para todo (M , g) ∈ ObjG lh.Observação 3.5 Note que a hipótese de Φ(M ,g) ser linear no sentido da De�nição 3.4nada tem a ver om a natureza de sua auto-interação!As noções de ausalidade loal, ausalidade primitiva, aditividade, realização de Fem (M , g) ∈ ObjG lh e de espaço de estados são obtidas naturalmente omo extensõesdos oneitos orrespondentes para teorias quântias loalmente ovariantes (a úniamodi�ação neessária é a substituição de �C*-álgebra� por �*-álgebra� na fórmula (3.7)da De�nição 3.3, página 64).Um exemplo típio (ainda que aparentemente trivial) de teoria quântia de am-pos loalmente ovariante é a atribuição, a ada (M , g) ∈ ObjG lh, da álgebra deBorhers-Uhlmann F (M ) (ver Apêndie B.3, De�nição B.11, página 146) � é ime-diato ver que F satisfaz a De�nição 3.4. Esta teoria quântia de ampos loalmenteovariante serve uniamente para de�nir a inemátia de um ampo esalar hermiti-ano, e é denominada doravante funtor de Borhers-Uhlmann. A realização deste
F em (M , g) ∈ ObjG lh possui omo álgebra quase-loal FM = F(M ) (basta apliarpartições de unidade), e exemplos possíveis de ampos quântios esalares loalmenteovariantes assoiados a F são:

• Φ(M ,g) = idC∞
c (M ), i.e, Φ identi�a f ∈ C∞c (M ) om o elemento orrespondentede F(M );

• Φ(M ,g)(f) = [f ], onde [f ] é a lasse de equivalênia de f pelo quoiente de F(M )por um *-ideal I(M , g). Para que (M , g) 7→ F(M )/I(M , g) de�na uma teoriaquântia de ampos loalmente ovariante, é neessário que a orrespondênia
(M , g) 7→ I(M , g) de�na um funtor ovariante de G lh em T alg. Neste aso, aapliação quoiente de�ne uma transformação natural, em virtude de sua propri-edade universal [Ja85℄ (ver também o Apêndie C, página 146). A espei�açãode *-ideais omo I(M , g) onstituem uma maneira de impor uma dinâmia àálgebra de Borhers-Uhlmann. Tanto este exemplo omo o anterior resultamem ampos lineares. 65



3. Teorias Quântias Loalmente Covariantes
• Aqui elaboramos o exemplo anterior, baseando-nos nas onsiderações no �nalda Seção B.3. Considere um espaço de estados S, onde S(M , g) onsiste numonjunto de hierarquias ω de distribuições de k pontos ωk ∈ D ′(M k) e Sψ onsisteno �pullbak� ψ∗ de distribuições por ψ ∈ ArrG lh, tal que

I(M , g) ⊂
⋂

ω∈S(M ,g)

Annω.Neste aso, o ampo quântio loalmente ovariante Φ do exemplo anterior in-duz naturalmente um onjunto de estados Φ∗(M ,g)S(M , g) em ada F̃(M , g)
.
=

F(M )/I(M , g)

(Φ∗(M ,g)ωk)([f1], . . . , [fk]) = ωk(f1, . . . , fk),de modo que Φ∗. S(.) é um espaço de estados loalmente ontravariante.A possibilidade de proeder omo no formalismo de Wightman e de�nir amposquântios a partir de estados por meio da representaçãoWightman-GNS pode, é laro,ser feita para a realização do funtor de Borhers-Uhlmann em um (M , g) ∈ G lhqualquer, mas deve ser onsiderada om uidado no que onerne o Prinípio de Co-variânia Loal, uma vez que estados individuais não são loalmente ontravariantes.Podemos, todavia, onsiderar a seguinte situação � por sinal, já onsiderada por Haage Kastler em [HK64℄, e que lhes serviu de motivação para a introdução da abordagemalgébria à TQC � à luz dos exemplos tratados aima.Seja S um espaço de estados assoiado a F, tal que(3.8)Annω(M ,g) = Annω′(M ,g)
.
= I(M , g), ∀ω(M ,g), ω

′
(M ,g) ∈ S(M , g), (M , g) ∈ ObjG lh.Empregando a ontravariânia de S, podemos mostrar que, neste aso, a orrespon-dênia (M , g) 7→ I(M , g) de�ne uma teoria quântia de ampos loalmente ovariante.Portanto, omo vimos, Φ(M ,g)(f) = [f ] = f/I(M , g) de�ne então um ampo esalarloalmente ovariante, realizando assim nosso desideratum de inorporar a informaçãodinâmia de uma teoria quântia de ampos loalmente ovariante na espei�ação deum espaço de estados, mostrando ao mesmo tempo que o ampo quântio obtido éindependente da esolha de um representante do onjunto de estados, pelo PrimeiroTeorema de *-Isomor�smo.Do ponto de vista de uma teoria quântia loalmente ovariante A, (3.8) possui umainterpretação ainda mais profunda: as representações GNS de A(M , g) assoiadas aada ω(M ,g) ∈ S(M , g) não apenas são quase-equivalentes entre si (i.e., os onjuntos deestados normais em πω(M,g)

(A(M , g))′′ e πω′
(M,g)

(A(M , g))′′ oinidem, ou, equivalente-mente, essas duas álgebras de von Neumann são *-isomorfas � ver o Teorema 2.4.2666



Campos quântios loalmente ovariantesde [BR87℄), omo também, por onseguinte, as representações GNS da álgebra quase-loal AM da realização de A em qualquer (M , g) são loalmente quase-equivalentesentre si, ou seja, os onjuntos de estados normais em πω(M,g)
(A(O))′′ e πω′

(M,g)
(A(O))′′oinidem. Assim, quase-equivalênia loal torna-se um requerimento altamente dese-jável para espaços de estados �siamente relevantes e nos permite essenialmente passarde C*-álgebras loais para álgebras de von Neumann loais da mesma maneira queno formalismo de Haag-Kastler. Uma disussão mais detalhada aera do papelda quase-equivalênia loal no ontexto do Prinípio de Covariânia Loal pode serenontrada em [BFV03℄.
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Capítulo 4Implementando o Prinípio Holográ�oem espaços-tempos AAdS
In due modi si raggiunge Despina: per naveo per ammello. La ittà si presenta di�erentea hi viene da terra e a hi dal mare.(...)Ogni ittà rieve la sua forma dal deserto aui si oppone; e osì il ammelliere e ilmarinaio vedono Despina, ittà di on�ne tradue deserti.xiv Italo Calvino�Le ittà e il desiderio 3� (Le ittà invisibili)xv

4.1 Covariânia loal om ondições de ontornoNo Capítulo 3, onstruímos um arabouço geral para a desrição de teorias quân-tias loalmente ovariantes dentro de espaços-tempos globalmente hiperbólios. Emtal lasse, relações de omutação entre os proedimentos loais (dados pelos elementosdas álgebras loais) podem ser estabeleidas sem ambigüidades pois espaços-temposglobalmente hiperbólios onstituem sistemas �fehados� om respeito a leis dinâmi-as ausais, i.e., que propagam efeitos físios loais om veloidade inferior ou igualà da luz. Entretanto, sabemos que podemos sempre reobrir qualquer espaço-tempoom vizinhanças abertas globalmente hiperbólias e ausalmente onvexas � no asode espaços-tempos fortemente ausais, tais vizinhanças onstituem inlusive uma basepara a topologia do espaço-tempo. E nem por isso devemos esperar que, nesses sistemas69



4. Prinípio Holográfio em AAdS�abertos�, possamos assumir ausalidade loal a priori.No aso da realização de A num espaço-tempo globalmente hiperbólio, a au-salidade loal é oerente om as inlusões das álgebras, pois mediante uma esolhaadequada da família de vizinhanças globalmente hiperbólias, sempre é possível enon-trar, dadas duas tais vizinhanças ausalmente disjuntas (sendo, eventualmente, umadelas su�ientemente pequena), uma tereira que ontenha ambas.1 É preisamente aviolação desta propriedade que ausa di�uldades no aso de espaços-tempos não glo-balmente hiperbólios.Para preisar melhor tais di�uldades na extensão do Prinípio de Covariânia Lo-al a espaços-tempos tais omo (A)AdS, exibiremos agora uma maneira mais geral deonstruir a realização de uma teoria quântia loalmente ovariante A, válida inlusivepara espaços-tempos (M , g) não globalmente hiperbólios. Esta maneira foi propostapor Sommer [Som06℄ e torna mais transparentes a neessidade e o papel das ondiçõesde ontorno na imposição de ausalidade loal e ausalidade primitiva � para tornarmais laro o ontexto desta última propriedade, restringiremo-nos a espaços-temposestavelmente ausais, pois estes, omo visto no Apêndie A, podem ser folheados porhipersuperfíies �de tempo onstante�, para as quais tem signi�ado formular um pro-blema de valor iniial (misto).Seja, então, um espaço-tempo estavelmente ausal (M , g), e K (M , g) o onjuntodas regiões abertas globalmente hiperbólias e ausalmente onvexas (O , g ↾O), O ⊂
M (eventualmente, omitiremos g ↾O quando tal proedimento não ausar onfusão).Consideremos iniialmente, dada uma teoria quântia loalmente ovariante A,(4.1) AM =

∨
{(A,O) : A ∈ A(O , g↾O), O ∈ K (M , g)},a *-álgebra livre gerada pelos elementos indiados aima. Seja agora o *-ideal IM

.
=

AM EM AM , onde EM é a *-álgebra gerada pelas relações
(A,O) + (B,O) − (A+B,O),(4.2)

(A,O)(B,O) − (AB,O),

λ(A,O) − (λA,O), ∀λ ∈ C e
(A,O1) − (AiO1,O2(A),O2), ∀O , O1, O2 ∈ K (M , g), O1 ⊂ O2.Sabemos que ada elemento (A,O) possui (C*-)norma ‖(A,O)‖ = ‖A‖, onsis-tente om as relações (4.2) (lembrar que AiO1,O2 é um *-monomor�smo para O1,O2 ∈1Ver [GLRV01℄. Esse fato é de suma importânia na Teoria Algébria de Setores de Superseleção.70



Covariânia loal om ondições de ontorno
K (M , g), e, portanto, ‖(AiO1,O2(A),O2)‖ = ‖(A,O1)‖ = ‖A‖!). Empregando agoraa onstrução universal de Blakadar [Bla85, Bla06℄,2 aos geradores em (4.1) e àsrelações (4.2), de�nimos a oleção Π(AM , IM ) das *-representações admissíveis do par
(AM , IM ), onsistindo das *-representações π de AM tais que π(IM ) = {0}. Segueentão que a C*-seminorma universal ‖A‖u = supπ∈Π(AM ,IM ) ‖π(A)‖ é �nita para todo
A. Denotando o *-ideal ĪM

.
= {A : ‖A‖u = 0}, obtemos então a C*-álgebra quase-loal

A(M , g) omo a C*-álgebra universal dada pelos geradores AM e relações IM :3(4.3) A(M , g)
.
= (AM /ĪM )‖.‖u .Vamos ver agora omo �am os *-mor�smos induzidos por mergulhos isométrios ψ :

(M1, g1) → (M2, g2) om imagem ausalmente onvexa. Obviamente, ψ(K (M1, g1)) ⊂
K (M2, g2), e ψ↾O , O ∈ K (M1, g1), de�ne um mergulho isométrio de O em ψ(O),de�nindo naturalmente um *-monomor�smo de AM1 em AM2 . De�namos o seguinte*-mor�smo:

Aψ : A(M1, g1) → A(M2, g2)(4.4)
A + ĪM1 7→ Aψ(A) + ĪM2 .Note que, em razão das onsiderações do parágrafo anterior, temos que, se [A]Mi

éa lasse de equivalênia de A ∈ AMi
pelo quoiente por ĪMi

(i.e., [A]Mi
= [A+ J ]Mi

se
J ∈ ĪMi

), i = 1, 2, segue que Aψ([A+ J ]M1) = [Aψ↾O(A)]M2 , para todo A ∈ A(O , g↾O),mostrando que a de�nição (4.4) não é vazia e de�ne de fato um *-mor�smo não-trivial.
Aψ é unital, mas não é neessariamente injetivo! Assim, temos que enfraqueer aspropriedades dos mor�smos da ategoria de (C)*-álgebras para que A de�na um funtorovariante da (super)ategoria (plena) dos espaços-tempos estavelmente ausais nestaúltima � a ovariânia de A é garantida pelo Primeiro Teorema de *-Isomor�smo (Teo-rema B.2, página 125). Exibiremos agora uma situação que ilustra om perfeição omoesse fato omplia a imposição da ausalidade loal.Considere O1, O2 ∈ K (M1, g1) ausalmente disjuntos, tais que não existe O3 ∈
K (M1, g1) tal que O1, O2 ⊂ O3, mas existe O4 ∈ K (M2, g2) tal que ψ(O1), ψ(O2) ⊂
O4. Seja A loalmente ausal (i.e., om respeito a regiões globalmente hiperbólias).Então, temos que

[(A(iψ(O1),O4
◦ ψ)(A),O4), (A(iψ(O2),O4

◦ ψ)(B),O4)] = 0.2Agradeço ao Prof. Severino Tosano do Rêgo Melo por trazer a referênia [Bla85℄ à minha atenção.3Note que não tomamos o quoiente pelo *-ideal IM . Caso houvesse uma maneira de garantira existênia de uma *-representação admissível π tal que Kerπ = IM , poderíamos equivalentementetomar tal quoiente. Todavia, isso em geral é impossível, pois IM não é neessariamente fehado naC*-norma de�nida nos elementos de AM . 71



4. Prinípio Holográfio em AAdSEntretanto, nada sob nossas hipóteses impede que
[(A,O1), (B,O2)] = C 6= 0,a menos que A = 0 ou B = 0. Assim, para A,B 6= 0, segue que C /∈ IM1 e

[C]M1 ∈ KerAψ, potenialmente espoliando a injetividade de Aψ (pode oorrer, on-tudo, que C ∈ ĪM1 , mas não há omo garantir isso a priori). Não obstante, os *-mor�smos A(ψ ◦ iO,M1) são sempre injetivos, para todo O ∈ K (M1, g1).A onstrução aima permite esrever a seguinteDefinição 4.1 Sejam as ategorias
S tcd =





objetos: ObjG lhd = espaços-tempos (M , g) d-dimensionaise estavelmente ausais;mor�smos: HomS tcd((M , g), (M ′, g′)) = {ψ : (M , g) → (M ′, g′)mergulhos isométrios om imagem aberta e ausalmenteonvexa};(G lh é, portanto, uma subategoria plena de S tc) e
A lgb =





objetos: ObjA lg = C*-álgebras unitais A;mor�smos: HomA lg(A,A
′) = {α : A → A′ *-mor�smos unitais(não neessariamente injetivos)}.Uma teoria quântia loalmente ovariante estendida é um funtor ovariante A de

S tcd em A lgb, tal que A↾G lh é uma teoria quântia loalmente ovariante no sentidoda De�nição 3.1, página 60. Dado (M , g) ∈ ObjS tcd, a realização de A em (M , g)é dada pelo pré-ofeixe K (M , g) ∋ O 7→ A(O)
.
= ({(A,O) : A ∈ A(O , g↾O)}/ĪM )‖.‖,seguindo a onstrução de Blakadar dada aima. Dizemos ainda que A é regular seada álgebra loal A(M , g) oinide om a álgebra quase-loal da realização de A em

(M , g), dada por (4.3).4É imediato ver que a realização de A em (M , g) ∈ ObjG lhd no sentido da De�nição4.1 oinide om a De�nição 3.2 a menos de um *-isomor�smo. A perda da injetividadedos *-mor�smos induzidos por A se traduz na liberdade de esolha de ondições deontorno. Antes de preisar melhor esta idéia, vamos mostrar omo �am as demaispropriedades de A.4Aqui, permitimo-nos um ligeiro abuso de notação, uma vez que só lidaremos om o aso regularno que se segue.72



Covariânia loal om ondições de ontorno
• Se (M , g) possui um grupo não-trivial de isometrias G ∋ ψ, �a laro que ψ induzuma bijeção de K (M , g) ∋ O em si mesmo. Assim, vemos que o *-mor�smo Aψé expliitamente inversível, om inversa dada por A(ψ−1), para todo ψ ∈ G.Assim, o Prinípio de Covariânia Loal permite implementar a ação de gruposde isometrias mesmo no aso não globalmente hiperbólio.
• Causalidade loal vale no seguinte sentido: se a restrição de A à ategoria deespaços-tempos globalmente hiperbólios for loalmente ausal, e dados, omono exemplo aima, O1, O2 ∈ K (M1, g1) ausalmente disjuntos om respeito a

O3 ∈ K (M1, g1) (i.e., O3 ⊃ O1,O2 e O1 ⊥O3 O2), segue por ovariânia loal que
[AiO1,M (A1),AiO2,M (A2)] = 0,para todo Ai ∈ A(Oi, g↾Oi
), i = 1, 2.

• Aditividade permanee válida sem alterações, ontanto que o reobrimento on-sista de regiões globalmente hiperbólias.
• Causalidade primitiva não possui nenhuma extensão imediata para espaços-tem-pos não globalmente hiperbólios. No aso de espaços-tempos estavelmente au-sais, uma de�nição tentativa pode ser a seguinte: seja τ uma função tempo glo-bal de (M , g), e N ⊂ M uma vizinhança aberta e ausalmente onvexa de,digamos, Σ = τ−1(0). Então, dizemos que A é fraamente primitivamente au-sal se for primitivamente ausal om respeito a regiões globalmente hiperbóliase AiN ,M for um *-epimor�smo. Tal de�nição é onveniente, pois a ambigüi-dade na esolha de ondições de ontorno passa a ser expressa de maneira pura-mente algébria, da seguinte forma: onsidere qualquer *-ideal J de A(N , g↾N )ontendo KerAψ. Se A for fraamente primitivamente ausal, então a aplia-ção A + J 7→ Aψ(A) + AiN ,M (J) é um *-isomor�smo de A(N , g ↾ N )/J em

A(M , g)/AiN ,M (J), pelo Primeiro Teorema de *-Isomor�smo.A espei�ação do ideal J no ontexto de ausalidade primitiva fraa orrespondepreisamente à esolha de ondições de ontorno. Que uma esolha �minimal� sem-pre é possível, é garantido pela de�nição de ausalidade primitiva fraa (basta tomar
J = KerAiN ,M ). Uma esolha �maximal� seria o aso em que J é um ideal maximalde A(N , g ↾ N ) (a existênia de *-ideais maximais segue do Lema de Zorn; ver oApêndie C para um enuniado em ontexto ategório) � então, a *-álgebra quoiente
A(N , g↾N )/J é simples, i.e., não possui *-ideais não-triviais, e qualquer *-epimor�smoom domínio em A(N , g↾N )/J é automatiamente um *-isomor�smo.É importante esolher *-ideais de ontorno J que sejam preservados por {Aψ : ψ ∈
G(M , g)}, pois só neste aso G(M , g) é implementado em A(M , g)/AiN ,M (J) por 73



4. Prinípio Holográfio em AAdSum grupo de *-automor�smos. A ovariânia loal é preservada pelo quoiente, pois
AiO,N (A(O , g↾O))/(J ∩ AiO,N (A(O , g↾O))) ∼= (AiO,N (A(O , g↾O)) + J)/J, pelo SegundoTeorema de *-Isomor�smo (Teorema B.3, página 126).Observação 4.2 Como as onstruções aima fazem referênia uniamente às pro-priedades de *-álgebras, elas se estendem naturalmente para álgebras de Borhers-Uhlmann e, por onseguinte, para ampos quântios loalmente ovariantes. De fato,no aso de ampos livres, a imposição algébria de ondições de ontorno engloba ooneito funional-analítio orrespondente no espaço de Hilbert de uma partíula(i.e., extensões auto-adjuntas do gerador Hamiltoniano do operador unitário de evolu-ção temporal) � ver [Som06℄ para o aso partiular da álgebra de Weyl do ampo deKlein-Gordon em {x ∈ R1,d−1 : xd−1 > 0} om ondições de ontorno de Dirihletou Neumann em xd−1 = 0. Ambos os *-ideais neste exemplo são maximais.4.2 Teorias quântias loalmente ovariantes em AdSVamos agora onsiderar a realização de uma teoria quântia loalmente ovariante Aem AdSd no espírito da Seção 4.1, seguindo o trabalho de Buhholz, Florig e Sum-mers [BFS00℄. (A omponente onexa à identidade d)o grupo de isometrias de AdSdinduz, omo visto na Seção 4.1, um grupo de *-automor�smos {αg : g ∈ SOe(2, d− 1)}em A(AdSd) que preserva a estrutura loal de A.De partiular interesse são as álgebras (quase-)loais assoiadas às unhas Wp,q,
p ≪ q ∈ M in(r), r ∈ I . Como visto na Subseção 1.2.2, ada Wp,q possui um grupouniparamétrio de isometrias {uλp,q, λ ∈ R} de AdSd que a preservam, dado pela fórmula(1.26). Ressaltamos aqui uma propriedade de uλp,q obtida no ontexto mais geral doCapítulo 2 (ver página 50) e que será de grande importânia no presente Capítulo: oomportamento assintótio de gλp,q à medida que λ → ±∞. Segue imediatamente dasfórmulas (1.26) (página 12), (2.45) (página 50) e da ação adjunta de SOe(2, d− 1) que,em oordenadas de Poinaré,(4.5) uλp,q(x, z) ∼

{
(e−λ(x− x(q)), e−λz) (λ→ +∞)
(eλ(x− x(p)), eλz) (λ→ −∞)

, ∀(x, z) ∈ Wp,q,i.e., uλp,q age assintotiamente omo transformações de esala ao redor de p (resp. q) àmedida que λ → −∞ (resp. λ → +∞). Passada esta preliminar geométria, vamosespei�ar o que assumimos de nossos modelos físios:1. O modelo é dado pela realização de uma teoria quântia loalmente ovarianteestendida regular A na oleção W (AdSd) das unhas de AdSd, que, por sua vez,74



Teorias quântias loalmente ovariantes em AdSforneem por ovariânia loal uma realização de A em AdSd, onforme a ons-trução da Seção 4.1.2. Supomos que o grupo Auλp,q de *-automor�smos de A(Wp,q) é fortemente ontínuopara todo (p, q) ∈ D(I ).3. A é loalmente ausal om respeito a regiões globalmente hiperbólias.5Optamos por realizar A não apenas em AdSd, mas também em ada unha indi-vidualmente, pois isto não apenas nos permitirá introduzir ondições de ontorno �si-amente razoáveis omo também estender boa parte das onsiderações que se seguempara espaços-tempos loalmente AAdS. A ondição sobre os estados �elementares� serádisutida na Subseção 4.2.1 a seguir.Conluímos esta Subseção esboçando, por ompleteza, a versão original da dualidadede Rehren [Reh00℄.Definição 4.3 A teoria quântia Rehren-dual à realização de A em AdSd é o pré-ofeixe onformalmente ovariante Dp,q 7→ A(Dp,q)
.
= A(ρ−1

AdSd
(Dp,q)) = A(Wp,q) deC*-álgebras, indexado pela oleção de diamantes em I . Aqui, ρAdSd

é a bijeção deRehren (1.32) (página 16).4.2.1 Valores de fronteira omo ondição dinâmiaÉ natural entender ada A(Wp,q) omo um sistema C*-dinâmio, ujo grupo de*-automor�smos é dado por Auλp,q. Os estados �elementares� ω em A(AdSd) devemrepresentar uma situação de equilíbrio termodinâmio, uma vez que a dinâmia é *-automorfa � �siamente, o sistema dinâmio quântio (A(Wp,q),Au
.
p,q) é fehado.Exigimos que, para qualquer observador uniformemente aelerado assoiado a Auλp,q,um estado ω sobre A(Wp,q) seja passivo, i.e.,(4.6) −iω(U∗δp,qU) ≥ 0para todo U ∈ U1(A(Wp,q)) ∩ D(δp,q), onde δp,q é a derivação que gera Auλp,q, om do-mínio D(δp,q) ⊂ A(Wp,q), e U1(A(Wp,q)) é a omponente onexa à identidade do grupode elementos unitários de A(Wp,q). O requerimento de passividade signi�a que não épossível extrair energia de ω por um proesso ílio � por isso, entende-se perturbaçõesinternas ao sistema dependentes do tempo que são desligadas fora de um intervalo �nitode tempo. Equivalentemente, ω satisfaz a segunda lei da termodinâmia na formulaçãode Kelvin (em partiular, ω é invariante por Auλp,q, garantindo a implementabilidade5Esta ondição não é assumida em [BFS00℄, que emprega uma adaptação minimal do formalismode Haag e Kastler para espaços-tempos AdS. 75



4. Prinípio Holográfio em AAdSunitária de Auλp,q no espaço de Hilbert GNS Hω), e o primeiro membro de (4.6) or-responde à entropia (relativa) do estado ω(U∗.U) em relação ao estado ω (ver ApêndieB, página 138). Requeremos ainda que ω satisfaça ergodiidade fraa (em média):(4.7) lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

ω(AAuλp,q(B))dλ = ω(A)ω(B), ∀A,B,signi�ando que ω é um estado invariante extremal, ou seja, todo parâmetro de ordem(elemento do omutante da representação GNS de A assoiada a ω invariante pela açãode Auλp,q) é um �-number�. Nesse aso, segue que ω é um estado KMS para algumatemperatura inversa β ∈ [0,+∞], i.e., para toda f ∈ S (R) om f̂ ∈ C∞c (R), segue que(4.8) ∫ +∞

−∞

ω(AAuλp,q(B))f(λ)dλ =

∫ +∞

−∞

ω(Auλp,q(B)A)f(λ+ iβ)dλ, ∀A,B.O aso β = +∞, orrespondendo ao aso em que ω é um estado fundamental, éexluído pela seguinte onsideração: onsiderando, por exemplo, a unha W = {X :
η(X,X) = −1, X1 > |X0|, Xd > 0} no domínio fundamental (1.5) de AdSd (página 5),temos que o gerador do subgrupo de isotropia de W é o gerador M01 de SOe(2, d− 1).Como e−iπM12M01e

−iπM12 = −M01, segue da invariânia do espetro por transformaçõesunitárias [RS80℄ que o operador Hamiltoniano no espaço de Hilbert GNS Hω imple-mentandoM01 não pode ser um operador positivo � o mesmo vale, portanto, para todasas unhas. Buhholz, Florig e Summers [BFS00℄ mostraram que todo ω que satis-faz (4.6)�(4.7) apresenta o efeito Unruh, i.e., é um estado KMS om β = 1
kT

= 2π
κ

= 2π,onde κ = 1 é a gravidade de superfíie em ∂±Wp,q (Teorema 2.6, página 53). Maisainda, obtemos que a realização de A em AdSd é ω-fraamente loalmente ausal omrespeito a W (AdSd): dados A ∈ A(Wp,q) e B ∈ A(Wp′,q′), Wp′,q′ ⊂ W ′
p,q, temos que

ω(AB) = ω(BA), mesmo se não exigirmos ausalidade loal de A em forma alguma.Vamos agora estabeleer um sentido no qual as ondições (4.6)�(4.7) orrespondema uma esolha de ondições de ontorno no in�nito onforme. Se um estado ω em
A(Wp,q) é passivo (4.6) e fraamente ergódio em média (4.7) om respeito ao grupode *-automor�smos Auλp,q, então o vetor ílio Ω no espaço de Hilbert GNS Hωassoiado a ω é separante om respeito a πω(A(Wp,q))

′′, em virtude da ondição KMS,e Auλp,q estende-se a um grupo de *-automor�smos de πω(A(Wp,q))
′′ que oinide om ogrupo modular de Tomita-Takesaki σ(2π)−1λ

ω (ver Apêndie B, em partiular o LemaB.18, página 143, e o Teorema B.19, página 144). Uma vez que assumimos passividadee ergodiidade fraa em média de um estado �elementar� ω em AAdSd
om respeito atodos os sistemas C*-dinâmios (A(Wp,q),Au

λ
p,q), p≪ q ∈ I , segue que tal ω satisfaz:

• A propriedade de Reeh-Shlieder om respeito à oleção de unhas W (AdSd),i.e., ω é ílio e separante om respeito às subálgebras de von Neumann76



Teorias quântias loalmente ovariantes em AdS
πω(A(Wp,q))

′′,6 e
• A ação de Auλp,q em πω(A(Wp,q))

′′ é dada preisamente pelo grupo modular deTomita-Takesaki σ(2π)−1λ
ω↾πω(A(Wp,q))′′

.Denotaremos por ∆p,q o operador modular que implementaAuλp,q, i.e., πω(Au2πλ
p,q (A)) =

∆−iλp,q πω(A)∆iλ
p,q para todo A ∈ A(Wp,q). Consideremos agora a inlusão de álgebrasde von Neumann πω(A(Wr,q))

′′ ⊂ πω(A(Wp,q))
′′, onde p ≪I r ≪I q e, portanto,

Wr,q ⊂ Wp,q e ∂+Wr,q ⊂ ∂+Wp,q. A inlusão das respetivas C*-álgebras subjaentessatisfaz as seguintes propriedades, em virtude da regularidade e da ovariânia loal de
A: 1. ∪λ∈RAuλp,q(A(Wr,q)) é C*-densa em A(Wp,q);2. Auλp,q(A(Wr,q)) ⊂ A(Wr,q) para todo λ ≥ 0.Segue de 1.) e 2.) que a inlusão πω(A(Wr,q))

′′ ⊂ πω(A(Wp,q))
′′ satisfaz as ondiçõespropostas no trabalho de Borhers e Yngvason [BY99℄. Os resultados prinipaisdeste trabalho, refraseados para nosso presente ontexto, são:Teorema 4.1 ([BY99℄, Teorema 2.1) De�na M

.
= πω(A(Wp,q))

′′, N
.
= πω(A(Wr,q))

′′,
∆iλ
p,q

.
= T (−2πλ) e N(λ) = AdT (λ)N

.
= T (λ)NT (−λ). Neste aso,(i) Ad∆iu

r,qN(λ) = N(ϕ(u, λ)), onde
ϕ(u, λ) = log(1 + e−2πu(eλ − 1))para todo (u, λ) ∈ R2 para o qual o lado direito é de�nido. Em partiular,Ad∆iu

r,qM ⊂ M para todo u ≥ 0, e N = ∩u≥0Ad∆iu
r,qM.(ii) O operador G .

= log ∆p,q − log ∆r,q é não-negativo e essenialmente auto-adjuntonum �ore� omum a log ∆p,q e log ∆r,q.7 O grupo unitário uniparamétrio Γ(τ)
.
=

e(2π)−1iτḠ satisfaz T (λ)Γ(τ)T (λ) = Γ(eλτ) e AdΓ(τ)N(λ) = N(ψ(τ, λ)), onde
ψ(τ, λ) = λ+ log(1 + τe−λ)para todo (τ, λ) ∈ R2 para o qual o lado direito é de�nido. Em partiular,AdΓ(τ)M ⊂ M e AdΓ(τ)N ⊂ N para todo τ ≥ 0, e N = AdΓ(1)M. �6Essa propriedade é onheida pelos espeialistas em Teoria de Campos Conforme omo �orres-pondênia operador-estado�.7Um �ore� omum aqui é um subonjunto linear D denso em Hω tal que D ⊂ D(log ∆p,q) ∩

D(log ∆r,q) e tal que log ∆p,q↾D = log ∆p,q e log ∆r,q↾D = log ∆r,q, onde D(log ∆p,q), D(log ∆r,q) ⊂ Hωsão respetivamente os domínios dos operadores log ∆p,q e log ∆r,q. 77



4. Prinípio Holográfio em AAdSEm suma, o Teorema 4.1 não só dá uma forma preisa para as relações de omutaçãoentre ∆iλ
p,q e ∆iu

r,q, omo também fornee uma realização geométria para a ação de
u 7→ Ad∆iu

r,q a partir da de λ 7→ Ad∆iλ
p,q sem que tenhamos que assumir a existêniada primeira. Os próximos dois Teoremas mostram que as ações destes grupos unitáriostornam-se essenialmente indistinguíveis se estamos geometriamente su�ientementelonge de ∂−Wr,q:Teorema 4.2 ([BY99℄, Teorema 2.2) Empregando a notação do Teorema 4.1, se

A ∈ N(λ) e B ∈ N′, temos que
|〈BΩ,∆iu

r,qAΩ〉 − 〈BΩ, T (−2πu)AΩ〉| ≤ 2 max{‖AΩ‖‖BΩ‖, ‖A∗Ω‖‖B∗Ω‖}.

.min

{ |2e2πu − 1|
eλ − 1

, 1

}para todo λ > 0, u ∈ R. �Teorema 4.3 ([BY99℄, Teorema 2.3) Empregando a notação do Teorema 4.1, te-mos que:(i)
lim

λ→+∞
‖∆iu

r,q(AdT (λ)A)Ψ − T (−2πu)(AdT (λ)A)Ψ‖ = 0para todo A ∈ M e Ψ ∈ Hω, om onvergênia uniforme em u ∈ (−∞, u0] paratodo u0 < +∞;(ii)
lim

λ→+∞
‖∆iu

r,qAdT (λ)A− T (−2πu)AdT (λ)A‖ = 0para todo A numa subálgebra fortemente densa em M, om onvergênia uniformeem u ∈ (−∞, u0] para todo u0 < +∞. �Em suma, denotando Dp,q = I−(q,M in(p) ∼= R1,d−2), segue que tais grupos sãoessenialmente indistinguíveis das dilatações por um fator e−2πλ ao redor de q para
λ → +∞. Levando em onsideração a ação do subgrupo de dilatações de R1,d−2 em
AdSd, obtemos que os grupos modulares assoiados a ω e às unhas em AdSd imple-mentam assintotiamente transformações de esala ao redor de pontos de I , no sentidopreiso dado pelos Teoremas 4.2 e 4.3 � todas as onsiderações aima permaneem vá-lidas se invertemos a orientação temporal, i.e., troando os papéis de p e q.Mais em geral, inspirando-nos no formalismo proposto em [BV95℄, esrevemos aseguinte78



Teorias quântias loalmente ovariantes em AdSDefinição 4.4 Sejam p ≪ q ∈ M in(r) para algum r ∈ I , onde assume-se que
M in(r) é dotado das operações de espaço vetorial de R1,d−2. A álgebra de esalafutura A+(Wp,q) (resp. passada A−(Wp,q)) em Wp,q onsiste das funções uniforme-mente limitadas em norma (0, 1] ∋ θ 7→ A±(θ)

.
= A±θ ∈ A(Wp,q) satisfazendo A+

1
.
=

A+ ∈ A(Wr,s) ⇒ A+
θ ∈ A(Wθr+(1−θ)q,θs+(1−θ)q) (resp. A−1

.
= A− ∈ A(Wr,s) ⇒ A−θ ∈

A(Wθr+(1−θ)p,θs+(1−θ)p)), para todo p ≤I r ≪I s ≤I q, θ ∈ (0, 1]. As operações algébri-as são de�nidas ponto a ponto, e a C*-norma é dada por ‖A±‖ .
= sup0<θ≤1 ‖A±θ ‖.Observação 4.5 Podemos dizer que o oneito de álgebras de esala de�ne uma ver-são abstrata do Grupo de Renormalização em Físia Quântia Loal. Uma de�niçãodiferente, mais rudimentar, para álgebras de esala assoiadas a unhas em AdSd foiproposta pelo Autor em [Rib04℄.Note que a de�nição aima preserva isotonia e ausalidade loal das subálgebrasloais de A(Wp,q).Dado um estado ω em A(Wp,q), podemos efetuar seu levantamento (�lift�) ω±θ a

A±(Wp,q) na esala θ ∈ (0, 1] de�nindo ω+
θ (A+)

.
= ω(A+

θ ) e ω−θ (A−)
.
= ω(A−θ ). Obvia-mente, ω+

θ de�ne um estado em A±(Wp,q).Consideremos s = q na De�nição 4.4, i.e., temos a situação de inlusão onsideradanos Teoremas 4.1 a 4.3. Neste aso, temos que θ 7→ A+
θ

.
= Au

f−1
r,+(θ)
p,q (A), onde A ∈

A(Wr,q) e
fr,+(λ) =

dḡ(0)(u
λ
p,q(r), q)

dḡ(0)(r, q)
, fr,−(λ) =

dḡ(0)(p, u
−λ
p,q (r))

dḡ(0)(p, r)são funções bijetoras, C∞ e estritamente deresentes de [0,+∞) ∋ λ em (0, 1] ∋ θ,de�ne um elemento de A+(Wr,q) e, portanto, de A+(Wp,q). Conversamente, podemos de-�nir uma família de *-automor�smos δµ,+p,q de A+(Wp,q) implementando transformaçõesde esala ao redor de q por um fator µ ∈ (0, 1] através da fórmula (δµ,+p,q A
+)(θ)

.
= A+

µθ.Levando em onsideração a relação de omutação(4.9) θuλp,q(r) + (1 − θ)q = uθλθp+(1−θ)q,q(θr + (1 − θ)q),podemos induzir uma ação de Auλp,q em A+(Wp,q) através da fórmula(4.10) A+uλp,q(A
+)(θ)

.
= Auθλθp+(1−θ)q,q(A

+
θ ).Considerações análogas valem para as álgebras de esala passadas, om notação deaordo, se invertermos a orientação temporal, troarmos os papéis de r e s e substituir-mos fr,+ por fs,−. Assumimos que a ação (4.10) e seu análogo passado são fortemente 79



4. Prinípio Holográfio em AAdSontínuas respetivamente em A+(Wp,q) e A−(Wp,q).A razão de ser da desrição redundante da realização de A em AdSd feita pelas álge-bras de esala passadas e futuras vem do fato de que podemos, om ela, de�nir limitesde esala: notemos que a rede de estados {ω+
θ : θ ∈ (0, 1]} induzidos por ω semprepossui subredes pontualmente onvergentes (topologia *-fraa no dual de A+(Wp,q)) aestados ω+

0,ι em A+(Wp,q) (I ∋ ι é algum onjunto de índies), pelo teorema de Banah-Alaoglu [RS80℄. A representação GNS π+
0,ι assoiada a ada ω+

0,ι dos elementos de
A+(Wp,q) têm, assim, a interpretação de limites (fraos) de esala dos proedimentosloais. Entretanto, resta a questão da uniidade das representações π+

0,ι a menos de iso-mor�smos de rede, i.e., da existênia ou não de *-isomor�smos φι,ι′ de π+
0,ι(A

+(Wp,q)) em
π+

0,ι′(A
+(Wp,q)) que preservem a estrutura loal � φι,ι′(π+

0,ι(A
+(Wr,s))) = π+

0,ι′(A
+(Wr,s))para todo p ≤I r ≪I s ≤I q, ι, ι′ ∈ I. Tal questão é parialmente eluidada pelaseguinteProposição 4.4 Suponha que ω é um estado em AAdSd

passivo e fraamente ergó-dio em média om respeito aos sistemas C*-dinâmios (A(Wp,q),Au
λ
p,q), para todo par

(p, q) ∈ D(I ). Então,(i) O estado limite ω+
0,ι é β-KMS om β = 2π em relação ao sistema dinâmio

(π+
0,ι(A

+(Wp,q)),A
+
0,ιu

λ
p,q), onde A+

0,ιu
λ
p,q(π

+
0,ι(A))

.
= π+

0,ι(A
+uλp,q(A)).(ii) Os limites de esala π+

0,ι(A
+(Wr,s)) e π+

0,ι(A
+(uλp,q(Wr,s))) são unitariamente equi-valentes, para todo p ≤I r ≪I s ≤I q.(iii) Se ω for primário, i.e. πω(AAdSd

)′′ é um fator (ver Apêndie B, página 132),satisfaz então a seguinte propriedade de de�niteza loal holográ�a: dado r ∈ I ,temos que ⋂

(p,q)∈D(I ),
Wp,q∋r

πω(A(Wp,q))
′′ = C1.Segue desta que os onjuntos de limites de esala {(ω′)+

0,ι′ : ι′ ∈ I ′} de qualquerestado ω′ no fólio loal de ω om respeito à oleção de unhas (i.e., ω′ ↾A(Wp,q)de�ne um estado normal em πω(A(Wp,q))
′′ para todo (p, q) ∈ D(I )) oinidemom {ω+

0,ι : ι ∈ I}. Em onseqüênia disto e de (i), ada álgebra de von Neu-mann πω(A(Wp,q))
′′, se in�nita (o que é geralmente o aso em Teoria Quântiade Campos), é tipo III (ver Apêndie B, De�nição B.5, página 135).(iv) Suponha que a apliação linear de πω(A(Wp,q)) em Hω dada por

πω(A) 7→ Ep,q(K)πω(A)Ω,onde Ep,q é a medida de Borel a valores nas projeções de Hω que de�ne a re-solução espetral do operador log ∆p,q e K é um ompato em R = σ(log ∆p,q), é80



Teorias quântias loalmente ovariantes em AdSuma apliação ompata, i.e., leva onjuntos limitados no domínio em onjuntosrelativamente ompatos na imagem, para todo (p, q) ∈ D(I ).8 Então as aplia-ções φι : π+
0,ι(A

+) 7→ w − limκ πω(Au
−f−1

p,+(θκ)
p,q (A+

θκ
)), onde {ω+

θκ
}κ é uma subredeque onverge *-fraamente a ω+

0,ι, de�nem isomor�smos de rede om a represen-tação GNS da rede original assoiada a ω. Em partiular, em virtude de (i), oslimites de esala são todos unitariamente equivalentes entre si, e o grupo modularde qualquer limite de esala age assintotiamente omo o grupo modular assoiadoa ω+
1 para λ→ +∞.Prova (esboço).(i) Segue do Teorema 5.3.30 em [BR97℄ que o limite *-frao de uma rede deestados β-KMS é β-KMS.(ii) Segue imediatamente da hipótese de ontinuidade de A+uλp,q a existênia deum *-isomor�smo, que é unitariamente implementado em virtude da exis-tênia de vetores ílios e separantes para ambas as álgebras (ver o Teorema2.5.32 em [BR87℄ para uma prova deste último fato).(iii) A primeira assertiva é obtida empregando-se a dualidade de Rehren: Emvirtude de (i) e (ii), o grupo onforme de M in(r) ∼= R1,d−2 para todo r ∈ Ié unitariamente implementado em Hω pelos grupos modulares de Tomita-Takesaki assoiados a A ◦ ρ−1

AdSd
(Dp,q) = A(Wp,q), e ω é um estado onfor-malmente invariante da teoria Rehren-dual A ◦ ρ−1

AdSd
. Em virtude das re-lações de omutação resultantes entre os diferentes grupos modulares, segueda Proposição 2.3 em [BS93℄ que os geradores Pµ das translações em M in(r)satisfazem a ondição espetral, i.e., σ(P ) ⊂ J+(0,R1,d−2) � em suma, ω éum váuo. Como ω é primário, segue então do Teorema 4.6 em [Ara99℄ que

ω é puro e que todo elemento de Hω invariante por translações é propori-onal a Ω. Seja agora um elemento Z ∈
⋂

(p,q)∈D(I ),
Wp,q∋r

πω(A(Wp,q))
′′ .

= N(r).Neste aso, Z∗ ∈ N(r) e, se R1,d−2 ∋ xαx é o grupo de *-automor�smosque implementa as translações em M in(s) ∋ 0 = x(r), onde x é uma artaCartesiana em M in(s), então [Z∗, αx(Z)] = 0 para todo x tipo espaço e,por ontinuidade fraa de αx, também para x = 0 e x tipo luz. Considerea função limitada R ∋ t 7→ 〈Ω, Z∗αte(Z)Ω〉, onde e é um vetor tipo luz emR1,d−2. A transformada de Fourier desta função possui, em virtude da8Como apliações lineares ompatas são araterizadas por poderem ser aproximadas em normapor apliações lineares de posto �nito om preisão arbitrária, tal ondição nos diz que a densidadeespetral de exitações loais do estado fundamental não rese rápido demais om a energia. Tal on-dição sobre o omportamento do espaço de fase de teorias quântias de ampos foi proposta por Haage Swiea para o gerador (Hamiltoniano) de translações temporais no espaço-tempo de Minkowski.Seria interessante saber se a ondição de ompaidade que demos pode ser deduzida, da mesma formaque a ondição de ompaidade de Haag-Swiea, de outras ondições estruturais exploradas naliteratura de Teoria Quântia de Campos Algébria, tais omo nulearidade modular [Haa96℄. 81



4. Prinípio Holográfio em AAdSondição espetral, suporte em R̄+. Devido à omutatividade tipo luz esta-beleida aima, tal função oinide om a função R ∋ t 7→ 〈Ω, αte(Z)Z∗Ω〉,uja transformada de Fourier possui suporte em R̄−. Segue destarte quea transformada de Fourier da primeira é suportada em {0} e, omo talfunção é limitada, é neessariamente onstante. Portanto, se x 7→ U(x) é aimplementação unitária das translações em Hω, segue que U(te)ZΩ = ZΩpara todo t ∈ R e e tipo luz, logo U(x)ZΩ = ZΩ para todo x. Pela unii-dade de Ω, temos portanto que ZΩ = 〈Ω, ZΩ〉Ω. Como Ω é separante para
πω(A(Wp,q))

′′ para todo (p, q) ∈ D(I ), temos que Z = 〈Ω, ZΩ〉1, omo a�r-mamos. A segunda assertiva segue do fato de que, em virtude da de�nitezaloal holográ�a, limθց0 ‖(ω−ω′)↾A(Wθp+(1−θ)q,q)‖ = 0 (isso pode ser demons-trado de maneira análoga à segunda parte da prova do Lema 4.1 em [BV95℄,uja primeira parte é essenialmente a demonstração da primeira assertivade (iii) aima). A tereira assertiva segue do ritério de Driessler (Teo-rema B.17, página 139), que, de erta forma, foi riado espeialmente paraa situação em que nos enontramos.(iv) Demonstra-se de maneira análoga à Proposição 5.1 em [BV95℄. A últimaassertiva segue então dos Teoremas 4.2 e 4.3.
�Observação 4.6 Vale o análogo da Proposição 4.4 para álgebras de esala passadas,se invertermos a orientação temporal e substituirmos fp,+ por fq,− no item (iv). Maisainda, há equivalênia unitária entre limites de esala passados e futuros em virtude doitem (ii) desta Proposição.Observação 4.7 A implementabilidade unitária das transformações onformes no es-paço de Hilbert GNS de um váuo onformalmente invariante pelos grupos modula-res de Tomita-Takesaki foi demonstrada anteriormente por Brunetti, Guido eLongo [BGL93℄. Assim, nossa linha de raioínio pode ser vista omo uma versão�holográ�a� desse resultado. Mais ainda, segue do Teorema 2.3 (i) em [BGL93℄ que a*-representação πω satisfaz dualidade de Haag em I e dualidade de Haag essenialem M in(r) para todo r ∈ I (para a de�nição e uma expliação da utilidade e sentidoda dualidade de Haag (essenial), ver a Subseção 4.4.1, página 88). Podemos fazeruso do fato de que dualidade de Haag essenial vale para os limites de esala e re�nara onlusão do item (iii), provando que πω(A(Wp,q))

′′ é um fator tipo III1 se empre-garmos um ritério diferente para a estrutura desta álgebra [BV95℄. Não provamoseste resultado mais forte porque não preisamos desta informação mais re�nada no quese segue, e o ritério de Driessler, além de mais simples, possui uma interpretaçãobastante natural no nosso ontexto.A equivalênia no item (iv) da Proposição 4.4 mostra que, de fato, (4.6) e (4.7)atuam efetivamente omo uma ondição sobre limites de esala ao redor de pontos em82



Teorias quântias loalmente ovariantes em AdS
I , revelando assim a relação entre esse onjunto de hipóteses e a formulação de Ber-tola et al. [BBMS00℄, baseada em funções deWightman de k pontos em AdSd. Asondições de ontorno empregadas neste trabalho, similares às propostas por Witten[Wit98℄ para a orrespondênia AdS/CFT, são dadas preisamente por um limite deesala das funções de k pontos ao redor de I . O importante item (iii) mostra que olimite de esala é, de fato, uma ondição sobre o fólio loal de ω e, portanto, sobreos *-ideais Annω↾A(Wp,q). Tal ondição é loalmente ovariante em virtude de (ii) e doPrimeiro Teorema de *-Isomor�smo (Teorema B.2, página 125), de�nindo assim umaondição de ontorno loalmente ovariante no sentido da Seção 4.1.Há, todavia, um ponto muito importante a ser ressaltado: no trabalho de Bertolaet al., o limite de esala de�ne a teoria quântia dual na fronteira (equivalentemente,a teoria quântia na fronteira orresponde neste aso à lasse de universalidade dateoria quântia no interior mediante o ��uxo de grupo de renormalização� induzido portransformações de esala ao redor de pontos em I ), o que não oorre om a dualidadede Rehren, que onsiste em transplantar o onjunto que indexa o pré-ofeixe querealiza a teoria quântia loalmente ovariante A em AdSd por meio da bijeção deRehren. Uma propriedade estrutural que ilustra bem esta diferença é a propriedadedo tubo tipo tempo de Borhers: se A é aditiva, e existe uma oleção de regiões
Oi ⊂ M reobrindo uma vizinhança aberta arbitrariamente pequena de um segmentode urva tipo tempo om extremos r ≪ s ∈ M tais que I+(r) ∩ I−(s) é simplesmenteonexo, então

∨

i

A(Oi) = A(I+(r) ∩ I−(s)).Ou seja, o germe das álgebras loais ao redor de um segmento de urva tipo tempoe, em partiular, de uma subvariedade tipo tempo é *-isomorfo à álgebra loal asso-iada ao seu ompletamento ausal (uma prova deste fato para ampos quântios emespaços-tempos real-analítios pode ser enontrada em [Str00℄). Tal resultado mostraque a dualidade de Rehren (De�nição 4.3, página 75) onerne realmente os germesdas álgebras ao redor de I (uja de�nição exige, de fato, a imposição de algum tipode ondição de ontorno omo a elaborada aima 9), sendo portanto mais ria que ummero limite de esala. Tal diferença também se manifesta nas propriedades das álgebrasloais da teoria quântia dual na fronteira em ambas as abordagens, onforme disutidopor Dütsh e Rehren [DR03, Reh05℄.9 Na verdade, fomos um pouo abusivos em nossa de�nição da propriedade do tubo tipo tempo deBorhers. A formulação orreta (da qual não faremos uso) envolve as álgebras de von Neumannloais e fehos na topologia fraa, assoiados a uma representação GNS gerada por um estado ω.Assim, a de�nição envolve também propriedades de ω, ou, mais preisamente, de seu fólio loal. 83



4. Prinípio Holográfio em AAdSO item (iii) da Proposição 4.4 e os Teoremas 4.2 e 4.3 podem, por outro lado, serentendidos omo propriedades de retorno ao equilíbrio, se imaginarmos as isometrias
uλp,q em AdSd omo evoluções de Cauhy om ondições de ontorno em I , à luz dosresultados do Capítulo 2. Assim, temos uma relação estreita (podemos dizer �holo-grá�a�) entre limites de esala ao redor de pontos de I e termalização dos estados�elementares� ω através da dinâmia gerada por Auλp,q. No aso de AdSd, esse retorno étrivial, pois vimos que ω é um estado KMS om respeito a essa dinâmia e, ao mesmotempo, ω é um estado da teoria Rehren-dual invariante por transformações de esala.Na próxima Seção, faremos uso deste ponto de vista mais geral e onsiderar estados �ele-mentares� que, em virtude de efeitos gravitaionais não-triviais, retornam, de aordo,�não-trivialmente� ao equilíbrio e, equivalentemente, apresentam invariânia de esalaapenas assintótia ao redor de I4.3 Hologra�a algébria em espaços-tempos AAdSChegamos �nalmente ao momento de de�nir as teorias quântias de interesse paranós em espaços-tempos AAdS (M , g) satisfazendo as hipóteses do Teorema 1.3, quegarante que I+(p,M ) ∩ I−(q,M ) ∩ I = I+(p,I ) ∩ I−(q,I )

.
= Dp,q para todo

(p, q) ∈ D(I ). A parte mais deliada onerne a implementação das isometrias as-sintótias assoiadas a unhas onstruídas no Capítulo 2 (páginas 47�52). Todavia,antes disto, esrevamos:Definição 4.8 A teoria quântia Rehren-dual à realização de A em (M , g) é o pré-ofeixe Dp,q 7→ A(Dp,q)
.
= A(ρ−1

(M ,g)(Dp,q)) = A(Wp,q) de C*-álgebras, indexado pelaoleção de diamantes em I . Aqui, ρ(M ,g) é a bijeção de Rehren (1.32), introduzidana página 16.Consideremos agora uma unha Wp,q om feho geodesiamente onvexo. De�namos,para λ ∈ R, ǫ > 0 �xo, as regiões(4.11) W +
p,q(λ)

.
= (λḡp,q)

−1((λ− ǫ,+∞)) ∩ M , W −
p,q(λ)

.
= (λḡp,q)

−1((−∞, ǫ− λ)) ∩ M ,e, orrespondentemente em I ,(4.12) D+
p,q(λ)

.
= (λḡp,q)

−1((λ− ǫ,+∞)) ∩ I , D−p,q(λ)
.
= (λḡp,q)

−1((−∞, ǫ− λ)) ∩ I .Seja A uma teoria quântia loalmente ovariante estendida regular, satisfazendo asseguintes hipóteses:(a) A realização de A em (M , g) é loalmente ausal om respeito à oleção dasunhas W (M , g);84



Hologra�a algébria em espaços-tempos AAdS(b) A é fraamente primitivamente ausal om respeito às unhas de (M , g) (garan-tindo destarte a possibilidade de impor uma evolução temporal, sujeita a ondi-ções de ontorno);() Existe um espaço de estados S tal que S(M , g) possui um representante ω primá-rio satisfazendo a propriedade de de�niteza loal holográ�a (de�nida no item (iii)da Proposição 4.4, página 80) e tal que seu fólio loal om respeito às subregiõesausalmente onvexas de unhas está ontido em S(M , g).Omitimos no que se segue a notação de restrição da métria g e de quoiente pelos *-ideais não-triviais que anulam os propagadores (*-ideais de ontorno), por simpliidade,tendo em mente sempre os Teoremas de *-Isomor�smo. Segue de (b) que A(W ±
p,q(λ), g)é *-isomorfa a A(Wp,q) para todo γ, (p, q) ∈ D(I ), modulo *-ideais de ontorno. Maisainda, podemos de�nir o germe A(∂±Wp,q) de A(Wp,q) nos horizontes passado e futuro

∂±Wp,q pelos limites projetivos (modulo *-ideais de ontorno)(4.13) A(∂±Wp,q)
.
= lim
←−−−−−−−
λր+∞,A

A(W ±
p,q(λ), g),lembrando que a relação de equivalênia que de�ne o limite é dada pela identi�ação(modulo *-ideais de ontorno) A ∈ A(W ±

p,q(λ), g) ∼ (AiW ±
p,q(λ),W ±

p,q(λ′))
−1(A), para todo

λ′ ≥ λ, similarmente ao aso dos germes de álgebras loais em superfíies de Cauhy,de�nidos no Capítulo 3 (ver a fórmula (3.6), página 63).Com as de�nições aima, se r ∈ (λḡp,q)
−1(λ0) ∩ I e r ≪I s ≤I q, obviamente

Wr,s ⊂ W +
p,q(λ0) e, portanto, Wuλ

p,q(r),uλ
p,q(s) ⊂ W +

p,q(λ0 + λ) para todo λ ≥ 0.Definição 4.9 Sejam p ≪ q ∈ M in(r) para algum r ∈ I , onde assume-se que
M in(r) é dotado das operações de espaço vetorial de R1,d−2. A álgebra de esala fu-tura A+(Wp,q) (resp. passada A−(Wp,q)) em Wp,q onsiste das funções uniformementelimitadas em norma (0, 1] ∋ θ 7→ A+(θ)

.
= A+

θ ∈ A(W +
p,q(f

−1
p,+(θ)), g) (resp. (0, 1] ∋ θ 7→

A−(θ)
.
= A−θ ∈ A(W −

p,q(f
−1
q,−(θ)), g)) satisfazendo A+

1
.
= A+ ∈ A(Wr,s), r ∈ W +

p,q(λ0) paraalgum λ0 implia A+
θ ∈ A(W +

p,q(λ0+f−1
r,+(θ)), g) (resp. A−1 .

= A− ∈ A(Wr,s), s ∈ W −
p,q(λ0)para algum λ0 implia A−θ ∈ A(W −

p,q(λ0 + f−1
s,−(θ)), g)), para todo p ≤I r ≪I s ≤I q,

θ ∈ (0, 1], onde fr,+ e fs,− são de�nidas na página 79. As operações algébrias sãode�nidas ponto a ponto, e a C*-norma é dada por ‖A±‖ .
= sup0<θ≤1 ‖A±θ ‖.A de�nição mais geral dada aima lida om a perda da loalização �espaial� ausadapela ação dos propagadores(4.14) α±λ,λ′

.
= (AiW ±

p,q(λ′),Wp,q
)−1 ◦ AiW ±

p,q(λ),Wp,q
,que podem ser então usados para onstruir elementos de A±(Wp,q) (modulo *-ideaisde ontorno) da mesma forma que empregamos Auλp,q no aso de AdSd. Supomos, de 85



4. Prinípio Holográfio em AAdSaordo, que os propagadores (4.14) são fortemente ontínuos na norma das álgebras deesala.Notamos agora um ponto muito importante: as imagens dos elementos das álgebrasde esala pertenem às álgebras intrínseas, e não a suas imagens em A(Wp,q), queidenti�am elementos que diferem por um elemento de um *-ideal de ontorno. Issoelimina uma aparente ontradição entre os germes de álgebras loais nos horizontespassado e futuro e o prinípio de de�niteza loal holográ�a. As apliações(4.15) A+
θ 7→ I+

p,q(A
+)(θ)

.
= AiW +

p,q(f−1
p,+(θ)),Wp,q

(A+
θ )e(4.16) A−θ 7→ I−p,q(A

−)(θ)
.
= AiW −

p,q(f−1
q,−(θ)),Wp,q

(A−θ )de�nem *-mor�smos das álgebras de esala nas funções uniformemente limitadas de
(0, 1] ∋ θ em A(Wp,q) e preservam a loalização �temporal�. De�nindo o levantamento
ω±θ do nosso estado de referênia ω a I±p,q(A±(Wp,q)) na esala θ da mesma maneira queno aso AdS, podemos �nalmente impor nossas ondições de ontorno:(d) AnnS(W ±

p,q(λ), g)
.
=

⋂

ω′∈S(W ±
p,q(λ),g)

Annω′ ⊃ KerAiW ±
p,q(λ),Wp,qpara todo λ ∈ R, e os limites de esala ω±0,ι de�nem representações GNS ligadas por*-isomor�smos de rede om respeito à oleção das unhas em (M , g), e *-isomorfasà *-representação de A(∂±Wp,q) induzida pelo quoiente por AnnS(∂±W ±

p,q) (esseespaço de estados é de�nido empregando-se a ontravariânia de S e a universa-lidade de limites projetivos). A ação *-automorfa (0, 1] ∋ µ 7→ δµ,±p,q das transfor-mações de esala em π0,ι(I
±
p,q(A

±(Wp,q))) é unitariamente implementada no limitede esala na forma(4.17) π0,ι(δ
exp(±κ±λ),±
p,q (I±p,q(A

±))) = Ad∆
i

2π
λ

p,q π0,ι(I
±
p,q(A

±)),onde ∆p,q é o operador modular de Tomita-Takesaki assoiado a ω0,ι (que é,portanto, essenialmente únio para todo ι), e κ± = ∓1 é a gravidade de superfíieassintótia passada/futura de Wp,q, obtida no Teorema 2.6 (página 53).A ondição (d), embora bastante ompliada, é naturalmente motivada pela Pro-posição 4.4 e pelo Teorema 2.6 no aso de AdSd. Juntamente om (), ela não só éomum a todos os estados no fólio loal de ω omo também implia que as álgebrasde von Neumann πω(A(Wp,q))
′′ são tipo III, analogamente ao item (iii) da Proposição4.4. A ontinuidade assumida dos propagadores, juntamente om a ovariânia loal,86



Análise holográ�a dos setores de superseleçãogarante que os limites de esala de diferentes unhas vivem no mesmo espaço de Hil-bert, omo no item (ii). O aráter geométrio em I da ação dos grupos modulares,por sua vez, segue do Teorema 4.1. Em virtude do valor assintótio que enontra-mos para as gravidades de superfíie das unhas e das relações de omutação entre osdiferentes grupos modulares, resultantes do Teorema 4.1, temos que os grupos modu-lares agem geometriamente exatamente omo transformações onformes em I , e olimite de esala ω0,ι de�ne um váuo [BS93℄ onformalmente invariante no pré-ofeixe
Dp,q 7→ π0,ι((I

±
p,q(A

± ◦ ρ−1
(M ,g))(Dp,q))

′′. Em suma, o limite de esala que de�nimos perdetoda a informação geométria aera de (M , g), e poderia ser tomado omo uma teoriaquântia Rehren-dual a uma teoria quântia em AdSd. Mais ainda, a implementaçãodas isometrias assintótias só oorre no limite de esala. Notamos aqui o forte paren-teso da onstrução aima om a hologra�a na frente de luz proposta por Shroer[Sh06, Sh05℄.Enfatizamos uma de�nição dinâmia omo a De�nição 4.9 para as álgebras de esalaem unhas AAdS, ao invés da De�nição mais simples 4.4 dada no aso de AdSd (que,em prinípio é também apliável aqui) por várias razões. Primeiro, a ondição de on-torno (d) dada nos moldes da De�nição 4.9 enfatiza o aráter de retorno ao equilíbriodual ao limite de esala, e se estende a ontextos mais gerais (i.e., diamantes relativa-mente ompatos em espaços-tempos ausalmente simples), tal omo a onstrução defunções tempo globais no Capítulo 2. Segundo, abre-se a possibilidade de sondarmosdinamiamente desvios do omportamento de equilíbrio térmio da mesma forma quesondamos desvios do omportamento rítio (i.e., invariante de esala) por meio de,digamos, expansões de produto de operadores [FH81, Wei96, Bos05, BOR02℄.4.4 Análise holográ�a dos setores de superseleçãoO desenvolvimento que onlui esta Tese onsiste em mostrar omo as propriedadesgeométrias de espaços-tempos AAdS não-triviais (i.e., diferentes de AdSd) dentro dashipóteses empregadas ao longo do Capítulo 1 modi�am de maneira radial não só a im-plementação de simetrias geométrias, mas também das simetrias internas, odi�adasna estrutura de setores de superseleção. No que se segue, faremos o seguinte onjuntode hipóteses sobre os espaços-tempos e as teorias quântias loalmente ovariantes denosso interesse:(i) (M , g) é um espaço-tempo AAdS satisfazendo as hipóteses da Proposição 1.8;(ii) A é uma teoria quântia loalmente ovariante estendida, uja realização em
(M , g) satisfaz ausalidade loal om respeito a W (M ); 87



4. Prinípio Holográfio em AAdS(iii) Temos à nossa disposição um espaço de estados S0, dito de referênia, tal quequaisquer ω, ω′ ∈ S0(Wp,q) satisfazem a ondição (3.8) (página 66) para todo
(p, q) ∈ D(I ). Em partiular, omo vimos, as álgebras de von Neumann
πω(A(Wp,q))

′′, ω ∈ S0(Wp,q), são todas *-isomorfas entre si.(iv) S0(Wp,q) possui um representante ω0, (também) dito de referênia, que satisfaz:
• A propriedade de Reeh-Shlieder, i.e., o vetor ílio Ω0 no espaço deHilbert GNS H0

.
= Hω0 assoiado a ω0 é separante para π0(A(Wp,q))

′′,onde π0
.
= πω0 é a *-representação GNS assoiada a ω0;

• A propriedade de de�niteza loal holográ�a;
• A propriedade (III), i.e., π0(A(Wp,q))

′′ é tipo III para todo (p, q) ∈ D(I )(ver Apêndie B, De�nição B.5, página 135).Condições adiionais serão eventualmente aresentadas ao longo dos desenvolvi-mentos a seguir. Note que os estados ω0 satisfazendo as ondições de ontorno ()�(d)impostas na Seção anterior satisfazem as propriedades enumeradas pela hipótese (iv).Observação 4.10 As hipóteses (iii) e (iv) sobre o espaço de estados de referênia S0são similares às adotadas por Brunetti e Ruzzi [BR07℄ em sua formulação loal-mente ovariante para a Teoria Algébria de Setores de Superseleção. Não adotaremos,ontudo, a abordagem desse trabalho por simpliidade, uma vez que abordaremos apenaselementos básios desta Teoria no que se segue.4.4.1 Uma digressão. Dualidade de Haag e elementos daTeoria Algébria de Setores de SuperseleçãoO fato de que a oleção W (AdSd) das unhas em AdSd é fehada pela operação deomplemento ausal (mais preisamente, as fórmulas (1.29) são válidas) garante que nãoapenas ausalidade loal é preservada pela bijeção de Rehren, omo também a possívelmaximalidade das álgebras loais om respeito a esta propriedade. Veremos na próximaSubseção que, devido à geometria das unhas em espaços-tempos AAdS não-triviais,essa maximalidade ganha ontornos de um teorema �no-go� aera da não-trivialidadedas álgebras loais no interior de tais espaços-tempos, om impliações sobre a estru-tura dos setores de superseleção. Entretanto, antes disso, formularemos de maneirapreisa essa hipótese se maximalidade, e ilustraremos seu papel na determinação destaestrutura.Definição 4.11 Seja A uma teoria quântia loalmente ovariante estendida, (M , g) ∈
ObjS tcd, π uma *-representação de AM no espaço de Hilbert H , e Q(M , g) umaoleção de abertos ausalmente ompletos de (M , g). Dizemos que a realização de88



Análise holográ�a dos setores de superseleção
A em (M , g) é π-Haag-dual om respeito a Q(M , g) se as álgebras de von Neu-mann assoiadas a π e loalizadas em elementos de Q(M , g) são maximalmente lo-almente ausais, i.e., π(A(O))′′ = π(A(O ′))′, onde π(A(O))′ denota o omutante de
π(A(O)) em H (ver no Apêndie B a disussão que preede imediatamente a De-�nição B.4, página 132) � lembrar que ausalidade loal de A implia apenas que
π(A(O ′))′′ ⊂ π(A(O))′. Mais em geral, dizemos que a realização de A em (M , g)é essenialmente π-Haag-dual om respeito a Q(M , g) se a extensão Haag-dual
Q(M , g) ∋ O 7→ π(A(O))d

.
= π(A(O ′))′ da realização de A em (M , g) na representação

π é loalmente ausal, i.e., π(A(O1))
d ⊂ (π(A(O2))

d)′ para todo par O1,O2 ∈ Q(M , g)tal que O1 ⊥ O2. Uma *-representação π de AM é dita ser (resp. essenialmente)Haag-dual se a realização de A em (M , g) for (resp. essenialmente) π-Haag-dual.Observação 4.12 Há uma sutileza na de�nição de dualidade de Haag essenial:é imediato ver que, se Q(M , g) for fehado por omplementos ausais, i.e., O ∈
Q(M , g) ⇔ O ′ ∈ Q(M , g), então dualidade de Haag e dualidade de Haag essenialom respeito a Q(M , g) oinidem. Assim, os efeitos interessantes que surgem quandoa realização de A em (M , g) é apenas essenialmente π-Haag-dual om respeito a
Q(M , g) só apareem quando este último não é fehado por omplementos ausais. Oexemplo típio é (M , g) = R1,d−1 e Q(R1,d−1) = {I+(p) ∩ I+(q) : p≪ q ∈ R1,d−1}.A quebra da dualidade de Haag implia, por exemplo, na quebra espontânea desimetrias internas para a representação induzida por um váuo em teorias de observá-veis loais no espaço-tempo de Minkowski [Haa96℄. A razão, em termos intuitivos, éa seguinte: a presença de simetrias internas, manifestas na estrutura dos multipletosde partíulas que apareem em proessos de espalhamento, é odi�ada nas álgebrasloais por meio dos �intertwiners� 10 entre as representações unitárias do grupo de si-metrias internas. A dualidade de Haag garante que há �intertwiners� su�ientes parareonstruir ompletamente a teoria de representação deste grupo (= estrutura dos se-tores de superseleção) e, portanto, o próprio grupo � este resultado, onsiderado umdos grandes triunfos da abordagem algébria para a Teoria Quântia de Campos, foidemonstrado por Dopliher e Roberts [Ara99, Haa96℄, e onstitui uma formulaçãoabstrata para a dualidade entre grupos ompatos e suas representações irredutíveis(teorema de Tannaka-Kre�in).Se apenas dualidade de Haag essenial é válida, é possível reonstruir a parte dassimetrias internas que não sofre quebra espontânea repetindo o proedimento deDopli-her e Roberts para a extensão Haag-dual das álgebras loais, onforme a De�nição10Dado um grupo G e duas representações unitárias G ∋ g 7→ U1(g), U2(g) de G respetivamentenos espaços de Hilbert H1 e H2, um �intertwiner� entre U1 e U2 é um operador linear limitado
T : H1 → H2 tal que TU1(g) = U2(g)T para todo g ∈ G. Em partiular, tal de�nição se aplia, omoserá freqüentemente utilizado, a *-representações de *-álgebras. 89



4. Prinípio Holográfio em AAdS4.11. O proedimento para identi�ar a parte espontaneamente quebrada das simetriasinternas é, todavia, um pouo mais sutil [Haa96℄.Vamos agora preisar melhor omo a estrutura de setores de superseleção é odi�-ada na realização de A em (M , g), seguindo o tratamento em [Ara99℄ e [GLRV01℄, aque nos referimos para detalhes. Sejam A, (M , g) e Q(M , g) omo na De�nição 4.11, e
π0 uma *-representação Haag-dual de AM no espaço de Hilbert H0, que adotaremosomo referênia. Dizemos que uma *-representação π de AM num espaço de Hilbert
H satisfaz o ritério DHR 11 om respeito a Q(M , g) se, para todo O ∈ Q(M , g),
π↾A(O′) é unitariamente equivalente a π0↾A(O′). Seja, então, V um operador unitáriode H em H0 tal que V π(A)V ∗ = π0(A) para todo A ∈ A(O ′). De�na o seguinte*-mor�smo de π0(AM ) em B(H0):(4.18) ρ(π0(A))

.
= V π(A)V ∗.Por onstrução, ρ ◦ π0 é unitariamente equivalente a π. Assumindo, por ora, que

Q(M , g) é direionado mediante o ordenamento parial induzido por inlusões de on-juntos, onsidere O1,O2 ∈ Q(M , g) tais que O2 ⊃ O ,O1. Então,(4.19) [ρ(π0(A)), ρ(π0(B))] = [ρ(π0(A)), π0(B)] = 0para todo A ∈ A(O1) e B ∈ A(O ′2) ⊂ A(O ′). Devido à dualidade de Haag, temos que
ρ(π0(A)) ∈ π0(A(O ′2))

′ = π0(A(O2))
′′. Segue que, pela de�nição de álgebra quase-loal,

ρ ◦ π0(AM ) ⊂ ρ(π0(AM )′′) ⊂ π0(AM )′′.O argumento aima é uma linha de raioínio reorrente na Teoria Algébria deSetores de Superseleção. Com ele, podemos de�nir o transporte de *-endomor�smosloalizados de π0(AM )′′ sem o auxílio da implementação de um grupo de translações.Mais preisamente, temos os seguintes fatos:
• Dados dois *-endomor�smos ρ1, ρ2 loalizados respetivamente em O1 e O2 etais que as representações ρ1 ◦ π0 e ρ2 ◦ π0 são unitariamente equivalentes, i.e.,
ρ1 ◦ π0(A) = Uρ2 ◦ π0(A)U∗, então U ∈ π0(A(O ′3))

′, onde O3 ⊃ O1,O2. Ou seja,*-endomor�smos loalizados em O podem ser transportados para qualquer outroelemento de Q(M , g) por meio de �intertwiners� loais.
• A omposição ρ1◦ρ2 é laramente loalizada em O3 ⊃ O1,O2, onde ρi é loalizadoem Oi. Mais ainda, se O1 ⊥ O2, então ρ1 ◦ ρ2 = ρ2 ◦ ρ1.11DHR responde pelos nomes de Dopliher, Haag e Roberts.90



Análise holográ�a dos setores de superseleçãoUm *-endomor�smo ρ é dito irredutível se a *-representação ρ◦π0 o for. Neste aso,dizemos que o onjunto dos estados puros no fólio de ρ ◦ π0 é o setor (de superseleção)assoiado a ρ.Denotamos o espaço deBanah dos �intertwiners� (loais) entre os *-endomor�smosloalizados ρ e σ por (ρ, σ)
.
= {U : Uρ(A) = σ(A)U, ∀A}. Dados T ∈ (ρ, σ), T ′ ∈ (ρ′, σ′)podemos de�nir o produto tensorial T ⊗ T ′

.
= Tρ(T ′) ∈ (ρ ◦ ρ′, σ ◦ σ′). Podemos provarque, se T e T ′ são ausalmente disjuntos, então T⊗T ′ = T ′⊗T . Segue daí que, se σ e σ′são loalizados em regiões ausalmente disjuntas, então (T ′⊗T )∗ ◦ (T ⊗T ′) .

= ǫ(ρ, ρ′) ∈
(ρ◦ρ′, ρ′◦ρ) é independente de σ, σ′ ou de T, T ′. Generalizando para n *-endomor�smosloalizados ρi, i = 1, . . . , n, obtemos �intertwiners� ǫp(ρ1, . . . , ρn) para ada permuta-ção p de {1, . . . , n}, de forma tal que ǫp′(ρ1, . . . , ρn) ◦ ǫp(ρ1, . . . , ρn) = ǫp′◦p(ρ1, . . . , ρn).Desta forma, se ρ1 = · · · = ρn = ρ a apliação Sn ∋ p 7→ ǫp(ρ, . . . , ρ) ∈ ρn(π0(AM ))′onstitui uma representação unitária do grupo Sn de permutações de n elementos em
ρn ◦ π0. Os operadores ǫ são denominados operadores de estatístia, pois re�etem arelação spin-estatístia dos setores de superseleção. São preisamente tais operadores,juntamente om estruturas adiionais (onjugados, inversas à esquerda), permitem re-onstruir o grupo de simetrias internas e os multipletos de partíulas.Da mesma forma que a omposição de *-endomor�smos orresponde ao produtotensorial de representações, podemos desrever subrepresentações e somas diretas porsubobjetos e somas diretas de *-endomor�smos: dizemos que σ é subobjeto de ρ se existeuma isometria W ∈ (σ, ρ) (i.e., W ∗W = 1 e, portanto, WW ∗ é uma projeção), e dize-mos que τ é soma direta de ρ e σ se existem isometrias V ∈ (ρ, τ), W ∈ (σ, τ) tais que
V V ∗ +WW ∗ = 1 e, portanto, τ(.) = V ρ(.)V ∗ +Wσ(.)W ∗. Para garantir que estes *-endomor�smos permaneem loalizados, preisamos invoar a hamada propriedade Bde Borhers, válida, por exemplo, para fatores tipo III: dados O1,O2 ∈ Q(M , g) taisque O1 ⊂ O2 e uma projeção E ∈ π0(A(O1))

′′, existe uma isometria W ∈ π0(A(O1))
′′tal que WW ∗ = E. No aso de fatores tipo III, podemos tomar O2 = O1.Quando Q(M , g) não é direionado, o *-mor�smo ρ de�nido em (4.18) é de�nidoapenas no pré-ofeixe Q(M , g) ∋ O ⊂ O1 7→ π0(A(O1))

′′, e satisfaz aqui A ∈ A(O1) ⇒
ρ(π0(A)) ∈ π0(A(O1))

′′.4.4.2 Dualidade de Haag (essenial) em espaços-tempos(A)AdSAgora, om a linguagem adequada em mãos, voltemos a disutir a questão sus-itada no primeiro parágrafo da Subseção anterior. Consideremos um espaço-tempoAAdS (M , g), uma teoria quântia loalmente ovariante estendida A realizada em 91



4. Prinípio Holográfio em AAdS
(M , g) e π0 uma *-representação de referênia de AM , que assumimos irredutível porsimpliidade. Novamente, tanto D(AdSd) quanto W (AdSd) são fehados por omple-mentos ausais, em razão das fórmulas (1.29) (página 14). Empregando a bijeção deRehren (1.32) (página 16), segue automatiamente que a realização de A em AdSd é
π0-Haag-dual om respeito a W (AdSd) se e somente se a realização Rehren-dual de
A em ESUd−1 o for em relação a D(AdSd) � lembrar também que, em ambos os asos,dualidade de Haag e dualidade de Haag essenial oinidem.Vejamos agora o que oorre se (M , g) é um espaço-tempo AAdS não-trivial, satisfa-zendo as hipóteses do Teorema 1.3, página 17. Neste aso, W (M , g) não é mais fehadopor omplementos ausais, havendo assim uma diferença fundamental entre dualidadede Haag e dualidade de Haag essenial. Não obstante, ainda vale o seguinteLema 4.5 Se π0 é (essenialmente) Haag-dual om respeito a D(M , g), então éHaag-dual om respeito a W (M , g) e π0(A(Wp,q̄))

′′ = π0(A(W ′
q,p̄))

′′ = π0(A(Wp̄,q)
′)′para todo par p, q ∈ I tal que (p, q̄) ∈ D(I ), onde p̄ é o antípoda de p (ver fórmulas(1.27)�(1.28) e a disussão que as preedem na página 12).Prova. Dualidade de Haag essenial om respeito a D(M , g) não só é equi-valente a dualidade de Haag (pois a oleção dos diamantes em I é fehada poromplementos ausais), omo implia em dualidade de Haag para unhas, pois

π0(A(Dp,q̄))
′′ = π0(A(Wp,q̄))

′′ ⊂ π0(A(W ′
p,q̄))

′ ⊂ π0(A(Wq,p̄))
′ = π0(A(Dq,p̄))

′ =

π0(A(D ′p,q̄))
′. A última assertiva segue das igualdades π0(A(Wp,q̄))

′′ = π0(A(Dp,q̄))
′′

= π0(A(D ′q,p̄))
′′ = π0(A(Dq,p̄))

′ = π0(A(Wq,p̄))
′ = π0(A(W ′

q,p̄))
′′. �A última expressão do Lema 4.5 é trivial para AdSd, mas possui onseqüêniaspotenialmente dramátias para espaços-tempos AAdS não-triviais, pois, neste aso,

π0(A(Wp,q̄))
′′ ∩ π0(A(Wp̄,q))

′′ ⊃ π0(A(W ′
p̄,q ∩ W ′

p,q̄))
′′, e a região W ′

p̄,q ∩ W ′
p,q̄ é um abertonão-vazio se (M , g) satisfaz as hipóteses da Proposição 1.8 (página 21), mais fortes queas do Teorema 1.3 (ver Figura 1.4, página 22). Supondo que o pré-ofeixe de álgebrasde von Neumann K (M , g) ∋ O 7→ π0(A(O))′′ satisfaz a propriedade de loalidadeestendida(4.20) π0(A(O1))

′′ ∩ π0(A(O1))
′′ = C1, ∀O1,O2 ∈ K (M , g) : O1 ⊥ O2,segue então que π0(A(W ′

p̄,q∩W ′
p,q̄))

′′ = C1 e, portanto, π0(A(Or,s))
′′ = C1 para quaisquer

r, s ∈ M tais que Op,q
.
= I+(r,M ) ∩ I−(s,M ) ⊂ W ′

p̄,q ∩ W ′
p,q̄. Como:

• Qualquer diamante su�ientemente pequeno em (M , g) satisfaz a ondição aimapara algum par p, q ∈ I satisfazendo as ondições do Lema 4.5, e
• No espaço-tempo de Minkowski R1,d−1, qualquer teoria de observáveis loaisaditiva, ovariante por translações e loalmente ausal na representação GNS π092



Análise holográ�a dos setores de superseleçãoassoiada a um estado puro de váuo (i.e., o espetro onjunto dos geradores detranslações está ontido em J+(0,R1,d−1) e o vetor de váuo é um autovetor dosgeradores om autovalores zero) satisfaz loalidade estendida [Lan69℄,somos levados ao seguinte �teorema `no-go' �:Corolário 4.6 Sejam (M , g) um espaço-tempo AAdS satisfazendo as hipóteses daProposição 1.8, A uma teoria quântia loalmente ovariante estendida realizada em
(M , g) e π0 uma *-representação irredutível de AM satisfazendo as hipóteses do Lema4.5. Se π0 satisfaz loalidade estendida (4.20), então qualquer álgebra de von Neu-mann loalizada em um aberto su�ientemente pequeno onsiste apenas em múltiplosde 1. Se o pré-ofeixe de álgebras de von Neumann K (M , g) ∋ O 7→ π0(A(O))′′ for,além disso, aditivo, então π0(AM )′′ = C1. �Observação 4.13 Não existe, no onheimento do Autor, uma demonstração da pro-priedade de loalidade estendida em espaços-tempos urvos dentro de hipóteses similaresàs empregadas no espaço-tempo de Minkowski (i.e., mediante a substituição da ondi-ção espetral do váuo por, digamos, alguma versão da ondição de espetro miroloal[BFK96℄). Conjeturamos, todavia, que tal demonstração é possível em espaços-temposAAdS real-analítios, em linhas similares à demonstração da propriedade do tubo tipotempo de Borhers (página 83 e nota de rodapé 9).Conluímos a partir do Corolário 4.6 que a dualidade de Haag essenial om res-peito a D(M , g) impliam potenialmente numa teoria quântia trivial se ombinadasom aditividade no interior, e mesmo uma teoria não-aditiva no interior pode aabarsendo trivial em esalas su�ientemente pequenas � em partiular, o proedimento dereonstrução holográ�a da realização de A em (M , g) a partir da teoria dual na fron-teira, uja parte geométria foi esquematizada na Subsubseção 1.3.1.3 (página 24), éinútil em ambos os asos! 12 A seguinte hipótese, ontudo, leva a resultados não-triviais:(v) π0 é essenialmente Haag-dual om respeito a W (M , g), mas não é (essenial-mente) Haag-dual om respeito a D(M , g).12Por outro lado, a possibilidade de que π0 seja Haag-dual e π0(A(W ′

p,q̄ ∩ W ′
q,p̄))

′′ = C1 não deixade ser interessante do ponto de vista físio � omo unhas modelam, num erto sentido, o exterior deburaos negros, podemos imaginar a região W ′
p,q̄ ∩ W ′

q,p̄ omo �dentro do horizonte�. Desse ponto devista, vemos que uma teoria quântia om as araterístias aima é inapaz de �enxergar� eventosfísios loalizados �dentro do horizonte de eventos�. Como dualidade de Haag om respeito a D(M , g)é neessária para que a teoria quântia Rehren-dual na fronteira seja onformalmente ovariante eque π0 seja a representação GNS assoiada a um estado de váuo [BGL93℄, onjeturamos que tal teoriaquântia (não-aditiva) provavelmente não sofre do paradoxo de informação de buraos negros, mas étambém essenialmente insensível aos detalhes da geometria no interior, da mesma forma que o limitede esala onstruído na Seção anterior. 93



4. Prinípio Holográfio em AAdSA segunda premissa nos permite esapar do Corolário 4.6. Em partiular, nesteaso o pré-ofeixe de álgebras de von Neumann D(M , g) ∋ Dp,q̄ 7→ π0(A(Dq,p̄))
′ nãoé loalmente ausal, mas o pré-ofeixe(4.21) W (M , g) ∋ Wp,q 7→ B(Wp,q)

.
= π0(A(W ′

p,q))
′o é, pela hipótese (v).Lema 4.7 Suponha que π0 satisfaz a hipótese (v). Então, π0 satisfaz de�niteza lo-al holográ�a se e somente se as álgebras quase-loais B′′Poi(r) são irredutíveis, i.e.

B′Poi(r) = C1, para todo r ∈ I . Em partiular, neste aso B′′M é irredutível.Prova. Segue imediatamente da fórmula
⋂

(p,q̄)∈D(I ),
Wp,q̄∋r̄

π0(A(Wp,q̄))
′′ =

⋂

(p,q̄)∈D(I ),
Wp,q̄∋r̄

π0(A(W ′
q,p̄))

′′ =

=


 ⋃

q≪I p̄∈M in(r)

B(Wq,p̄)



′

,e do fato de que ⋂

(p,q̄)∈D(I ),
Wp,q̄∋r̄

W ′
q,p̄ =

⋂

(p,q̄)∈D(I ),
Wp,q̄∋r̄

Wp,q̄ = {r̄},em virtude da Proposição 1.8 e do Teorema 1.3. �Em partiular, simetrias internas do pré-ofeixe Wp,q 7→ B(Wp,q) não podem es-tar espontaneamente quebradas em H0 se π0 satisfaz de�niteza loal holográ�a ea hipótese (v). Note que isto não implia que as simetrias internas do pré-ofeixe
Wp,q 7→ π0(A(Wp,q))

′′ não estejam quebradas.Consideremos, agora, uma *-representação π de AM no espaço de Hilbert Hπsatisfazendo(4.22)
∀p, q ∈ D(I ), ∃V ∈ B(H0,Hπ) unitário tal que π(A) = V π0(A)V ∗, ∀A ∈ A(W ′

p,q).Em partiular, π satisfaz o ritério DHR om respeito a D(M , g) mediante a bijeçãode Rehren. O fato de que π0 não satisfaz dualidade de Haag essenial om respeito a
D(M , g) garante que as *-representações satisfazendo (4.22) onstituem uma sublasseprópria de exitações DHR.Convém notar que, mesmo do ponto de vista da forma original da dualidade deRehren, i.e., (M , g) = AdSd, paree estranho à primeira vista empregar um ritério94



Análise holográ�a dos setores de superseleçãode seleção que visa modelar exitações do váuo orrespondendo a partíulas, uma vezque teorias quântias de ampo onformes não são teorias de partíulas elementares.Entretanto, foi demonstrado por Buhholz, Mak e Todorov [BMT88℄ que:Teorema 4.8 ([BMT88℄) Se π0 é a representação GNS de um estado de váuo ω0onformalmente invariante (e que, portanto, é Haag-dual om respeito a D(AdSd)[BGL93℄), qualquer estado ω om representação GNS πω de energia positiva é umaexitação DHR de ω0, i.e., dado qualquer (p, q) ∈ D(I ), temos que πω↾A(D ′
p,q) é unita-riamente equivalente a π0↾A(D ′

p,q).Prova. Considere os seguintes fatos: (i) (p, q̄) ∈ D(I ) se e somente se (q, p̄) ∈
D(I ); (ii) ω0↾π0(A(Dp,q))′′ é normal e �el para todo (p, q) ∈ D(I ) (propriedade deReeh-Shlieder). Como a propriedade de Reeh-Shlieder também vale sesubstituirmos π0 por π em virtude da positividade da energia-momento, segue quea apliação π0(A) 7→ π(A) para A ∈ A(Dp,q) se estende a um *-isomor�smo normalentre π0(A(Dp,q))

′′ e πω(A(Dp,q))
′′. Como os vetores ílios Ω0 e Ω nos respetivosespaços de Hilbert GNS H0 e Hω assoiados a ω0 e ω são também separantespela propriedade de Reeh-Shlieder, segue do Teorema 2.5.32 em [BR87℄ (vertambém o Teorema 7.2.9 em [KR86℄) que tal *-isomor�smo é implementado porum operador unitário entre os espaços de Hilbert GNS de ω0 e ω. A partir de(i), vemos �nalmente que π satisfaz o ritério DHR, om ρ loalizado no diamante

D ′p,q. �Como a propriedade de Reeh-Shlieder é válida para as representações de refe-rênia π0 que adotamos para espaços-tempos AAdS, vemos que tal ritério é su�iente-mente geral para nossos propósitos. O endomor�smo ρ orrespondente a π e loalizado,digamos, em Dp,q̄ possui as seguintes propriedades:1. Por onstrução, ρ ◦ π0(A) = π0(A) para todo A ∈ A(Dq,p̄);2. Se (p′, q′) ∈ D(I ) são tais que p, q̄, p′, q′ ∈ M in(r) para algum r ∈ I e B ∈
A(Dp′,q′), então ρ ◦ π0(B) ∈ B(Dp′′,q′′) para (p′′, q′′) ∈ D(I ) tal que Dp,q̄,Dp′,q′ ⊂
Dp′′,q′′ (repetir o argumento usado na Subseção 4.4.1, página 88).A segunda propriedade aima leva ao seguinte enário: ρ ◦ π0 só assume valores em

π0(AM ) para A ∈ A
(⋃

(p′,q′)∈D(I ):Wp′,q′⊃Wp,q̄
Wp′,q′

). Entretanto, se ρ′ é o endomor�smoassoiado a π e loalizado em Wq,p̄, temos que ρ′ ainda pode ser obtido pelo transportede ρ por meio de �intertwiners� loais, pois, embora não exista (p′, q′) ∈ D(I ) tal que
Wp′,q′ ⊃ Wp,q̄ ∪ Wq,p̄, ρ sempre pode ser transportado para uma unha menor ontidaem Wq,p̄. 95



4. Prinípio Holográfio em AAdSPodemos imaginar, em vista da possibilidade da quebra espontânea de simetriasinternas permitida pela dualidade de Haag essenial, que π0 não é irredutível. Maispreisamente, suponhamos que o endomor�smo (trivialmente) loalizado ι .= idπ0(AM )assoiado à π0 possui subobjetos não-triviais, i.e., para ada (p, q̄) ∈ D(I ) existe umaprojeção 1 6= E ∈ π0(A(Wp,q̄))
′, um *-endomor�smo σ de π0(AM ) loalizado em Wp,q̄e uma isometria W ∈ (σ, ι) tal que WW ∗ = E (pela propriedade B de Borhers,

W ∈ π0(A(Wp,q̄))
′). Na verdade, só preisamos da existênia de E (garantida, porsua vez, pela não-irredutibilidade de π0), pois a existênia de W e, portanto, de σ(σ(π0(A))

.
= W ∗π0(A)W ) segue da propriedade B. Assim, podemos onsiderar tambéma isometria V e o endomor�smo loalizado σ′ assoiados à projeção 1−E. Tanto σ ◦π0omo σ′ ◦ π0 satisfazem dualidade de Haag essenial om respeito a W (M , g).Definição 4.14 Se σ e σ′ são subobjetos de ι que geram representações disjuntas, suaslasses de equivalênia unitária são então denominadas fases do estado de referênia

ω0. Uma fase σ é dita pura se a representação orrespondente for irredutível.Tomemos os subobjetos σ e σ′ de ι onstruídos no parágrafo anterior loalizadosrespetivamente, digamos, em Dp,q̄ e Dq,p̄ Como neste aso σ(π0(A)) = σ′(π0(A)) =
π0(A) se A ∈ A(W ′

p,q̄)∩A(W ′
q,p̄) ⊃ A(W ′

p,q̄ ∩W ′
q,p̄), podemos onsiderar então o seguinte*-endomor�smo τ de π0(AM )′′, que satisfaz as seguintes propriedades:(S1) τ ◦ σ(π0(A)) = σ(π0(A)) para todo A ∈ A(Wp,q̄);(S2) τ ◦ σ′(π0(A)) = σ′(π0(A)) para todo A ∈ A(Wq,p̄).Obviamente, temos que τ ◦ σ(π0(A)) = τ ◦ σ′(π0(A)) = τ(π0(A)) se A ∈ A(W ′

p,q̄ ∩
W ′
q,p̄). Podemos então dizer que τ está �loalizado� em W ′

p,q̄ ∩ W ′
q,p̄ e interpola as fases

σ e σ′ (lembremos que, em espaços-tempos AAdS satisfazendo, omo assumimos nestaSeção, as hipóteses da Proposição 1.8 e, portanto, do Teorema 1.3, W ′
p,q̄ ∩ W ′

q,p̄ 6= ∅!Ver Figura 1.4, página 1.4).Definição 4.15 Um endomor�smo τ que satisfaz (S1) e (S2) para algum par de fases
σ, σ′ de ω0 loalizadas respetivamente em unhas Wp,q̄, Wq,p̄ é dito solit�nio. Dizemosentão que τ separa ou interpola σ e σ′ , e que a lasse de equivalênia unitária de τ éum sóliton.Note que um �intertwiner� que transporte σ da unha Wp,q̄ a uma unha su�iente-mente próxima Wp′,q̄′, quando apliado a σ′, transporta-o de Wq,p̄ a Wq′,p̄′ e, portanto,quando apliado a τ , produz um endomor�smo solit�nio �loalizado� em W ′

p′,q̄′
∩W ′

q′,p̄′no sentido aima. Portanto, é-nos líito remover as aspas e dizer que τ é, de fato,loalizado em W ′
p,q̄ ∩ W ′

q,p̄. A omposição de endomor�smos solit�nios τ, τ ′ não é sem-pre de�nida, pois exige que os endomor�smos orrespondentes representando as fasesinterpoladas por τ e τ ′ �se enaixem�.96



Análise holográ�a dos setores de superseleção4.4.3 Obstruções à inversão da dualidade de RehrenResta disutir a possibilidade de, partindo de um pré-ofeixe Dp,q 7→ A(Dp,q) rea-lizando uma teoria quântia loalmente ovariante A em (I , ḡ(0)), onstruirmos paraada espaço-tempo AAdS (M , g) satisfazendo as hipóteses da presente Seção um pré-ofeixe O 7→ A(O) indexado pelas regiões abertas, globalmente hiperbólias e au-salmente onvexas O ⊂ M , e não apenas unhas (ujas álgebras loais são obtidasde�nindo A(Wp,q)
.
= A ◦ ρ(M ,g)(Wp,q)).Tomemos um estado de referênia ω na realização de A em (M , g). Se o pré-ofeixe de álgebras de von Neumann O 7→ πω(A(O))′′ for aditivo, podemos tentarfazer essa reonstrução empregando os resultados da Subsubseção 1.3.1.3 (página 24)se de�nirmos, para um diamante relativamente ompato e ausalmente onvexo Op,q ⊂

M su�ientemente pequeno,(4.23) B(Op,q)
.
=

⋂

Wp,q⊃Op,q

πω(A(Wp,q))
′′.Proposição 4.9 Suponha que o pré-ofeixe de álgebras de von Neumann O 7→

πω(A(O))′′ é aditivo e satisfaz dualidade de Haag para unhas. Então B(Op,q) =
πω(A(O ′p,q))

′.Prova. Notemos que a operação que leva uma álgebra de von Neumannno seu omutante satisfaz as mesmas propriedades que a operação de omple-mento ausal em regiões ausalmente ompletas (ver Apêndie A, �nal da Sub-seção A.2.1, página 119), se substituirmos a união de álgebras pela álgebra ge-rada pela união. Segue então de (4.23) que B(Op,q)
.
=
⋂

Wp,q⊃Op,q
πω(A(W ′

p,q))
′ =(∨

Wp,q⊃Op,q
πω(A(Wp,q)

′)′′
)′

= πω

(
A

(⋃
Wp,q⊃Op,q

W ′
p,q

))′
= πω(A(O ′p,q))

′. �Se o pré-ofeixe O 7→ πω(A(O))′′ for Haag-dual, então é também aditivo e, assim,o proedimento de reonstrução baseado em (4.23) pode ser onduzido até o �m demaneira bem suedida. Se assumirmos, por outro lado, apenas dualidade de Haagessenial, o pré-ofeixe Haag-dual O 7→ πω(A(O ′))′ não preisa ser aditivo. Tendoem vista o enário de quebra espontânea de simetrias internas, podemos dar uma in-terpretação físia natural para este fen�meno: a rede Haag-dual ontorna a quebraespontânea de simetrias internas inluindo preisamente observáveis orrespondendoa proedimentos físios estendidos, loalizados, por exemplo, ao redor de paredes dedomínio, tal qual os setores solit�nios onstruídos na Subseção anterior. Tal situaçãoé análoga a fases ordenadas em modelos de spin quântios em Meânia Estatístia,onde a dualidade de Kramers-Wannier produz um gás de �ontornos ao redor dedomínios de fase pura� que, por sua vez, enontra-se na fase simétria (desordenada)[Kad00, Min00℄. Se imaginarmos a região W ′
p,q̄ ∩ W ′

q,p̄ (6= ∅!), esboçada na Figura 1.4 97



4. Prinípio Holográfio em AAdS(página 1.4) omo a loalização aproximada de uma parede de domínio, i.e., uma sub-variedade de M maximal (ou seja, que não pode ser mergulhada em nenhuma outrasubvariedade de mesma odimensão) e aausal de odimensão 2, é bastante tentadorinterpretar os sólitons na De�nição 4.15 à luz da orrespondênia AdS/CFT omo D-branas, pois, omo vimos, estes ompartilham essenialmente as mesmas propriedadesdos objetos de mesmo nome em Teoria de Cordas [Zwi04℄.Notamos ademais que setores de superseleção induzidos gravitaionalmente já foramonsiderados anteriormente na literatura, em partiular om relação à regra de super-seleção de arga elétria [AS80, Sor79℄. Tais setores gozam de razoável universalidade,e são induzidos até mesmo em teorias quântias de ampo livres.Enfatizamos que os setores solit�nios que onstruímos não existem em AdSd,pois neste aso dualidade de Haag e dualidade de Haag essenial em relação a
W ((M , g) = AdSd), omo vimos, oinidem (isto, é laro, é diretamente relaionado aofato de que W ′

p,q̄ ∩W ′
q,p̄ = ∅ em AdSd), e a soma direta de *-representações de referên-ia satisfazendo dualidade de Haag não neessariamente também o faz, mas a somadireta de *-representações de referênia essenialmente Haag-duais é essenialmenteHaag-dual [Rob04℄. Mais em geral, a dualidade de Haag para unhas leva, pelo Lema4.7, à irredutibilidade de π0, impossibilitando a existênia de setores solit�nios mesmose onseguirmos esapar do Corolário 4.6 e ter observáveis não triviais para O ⊂ Marbitrariamente pequeno para (M , g) 6= AdSd (em AdSd, não há problema em assumirdualidade de Haag, e neste aso a dualidade de Rehren original permite uma orres-pondênia biunívoa). Assim, a presença de setores solit�nios paree essenialmenteinutilizar ou impossibilitar (modulo a validade da propriedade de loalidade estendida)a reonstrução inequívoa da teoria quântia no interior por meio da presrição (4.23)em geometrias AAdS não-triviais. Espeulamos que uma possibilidade alternativa, maisindireta, para uma reonstrução pelo menos parial, mas além da mera espei�açãoda loalização dos observáveis em unhas dada pela bijeção de Rehren, seria elaboraruma expansão de produto de operadores ao redor do limite de esala, tal qual sugeridono �nal da Seção 4.3.
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� ¾Cómo puede ser eso? � respondiódon Quijote �. ¾Tan de esenia de la historiaes saber las abras que han pasado porestenso, que si se yerra una del número nopuedes seguir adelante on la historia?� No, señor, en ninguna manera �respondió Sanho �; porque así omo yopregunté a vuestra mered que me dijesteuántas abras habían pasado, y me respondióque no sabía, en aquel mesmo instante se mefue a mí de la memoria uanto que quedabapor deir, y a fe que era de muha virtud yontiento.� ¾De modo � dijo don Quijote � queya la historia es aabada?� Tan aabada es omo mi madre � dijoSanho.� Dígote de verdad � respondió donQuijote � que tú has ontado unas de las másnuevas onsejas, uento o historia que nadiepudo pensar en el mundo, y que tal modo deontarla ni dejarla jamás se podrá ver nihabrá visto en toda la vida, aunque noesperaba yo otra osa de tu buen disurso;mas no me maravillo, ques quizá estos golpesque no esan te deben de tener turbado elentendimiento.xviMiguel de Cervantes SaavedraEl ingenioso hidalgo don Quijote de laManha, Primero Libro, Cap. XX

Parte IIIUma síntese99





Coda. Considerações �nais
Go, go, go, said the bird: human kindCannot bear very muh reality.Time past and time futureWhat might have been and what has beenPoint to one end, whih is alwayspresent.xvii T. S. Eliot�Burnt Norton� (Four Quartetsxviii, 1943), IO presente trabalho foi apaz de revelar uma estrutura geral bastante ria sub-jazendo à orrespondênia AdS/CFT, da qual fomos apazes apenas de arranhar asuperfíie.As prinipais ontribuições do presente trabalho, omo um todo, podem ser listadasa seguir:

• Foram espei�ados os aspetos esseniais subjaentes à dualidade de Rehren.Em partiular, o aráter geométrio e ausal da mudança de loalização propostapor Rehren foi delineado tanto do ponto de vista global (Capítulo 1) omo loal(i.e., numa vizinhança de I � Capítulo 2).
• O elaborado maquinário de geometria Lorentziana global desenvolvido a partir dedois diferentes pontos de vista � inemátio (estrutura ausal, in�nito onforme)e dinâmio (evolução temporal, retorno ao equilíbrio) � permitiu determinar on-dições su�ientemente robustas sobre a geometria dos espaços-tempos AAdS taisque ertas propriedades básias da dualidade de Rehren são preservadas e ou-tras são modi�adas de forma relativamente lara, onforme visto no Teorema 1.3(página 17), na Proposição 1.8 (página 21) e no Teorema 1.14 (página 28).
• Propusemos uma maneira geometriamente intrínsea de onstruir funções tempoglobais assoiadas a diamantes relativamente ompatos em espaços-tempos au-101



salmente simples e unhas AAdS, que admite uma formulação das leis zero (as-sintótia) e segunda da dinâmia de buraos negros (Seção 2.3, página 40�.).
• Em nível quântio, implementamos uma instânia do prinípio de ovariânialoal, proposto por Brunetti, Fredenhagen e Verh (Capítulo 3), numasituação que demanda a imposição de ondições de ontorno (ver De�nição 4.1,página 72, e a disussão que se segue) adaptadas à geometria de espaços-tempos(A)AdS, om a ajuda do formalismo algébrio desenvolvido por Sommer e doaso-protótipo de AdSd (Proposição 4.4, página 80).
• Propomos um formalismo de �álgebras de esala� ao redor de pontos no in�nitoonforme de espaços-tempos AAdS que, auxiliado pelos poderosos resultados es-truturais de Borhers e Yngvason (Teoremas (4.1) a (4.3), página 77�.) epelo ponto de vista geométrio da Seção 2.3, não só permitem uma determina-ção preisa de ondições de ontorno para estados �siamente relevantes, omotambém estabeleem uma estreita relação entre retorno ao equilíbrio térmio pelaação de isometrias assintótias e limites de esala (ondição (d), página 86 e adisussão que se segue).
• Indiamos omo exitações solit�nias similares a D-branas (De�nição 4.15, pá-gina 96) podem surgir no aso de geometrias AAdS não-triviais, relaionando-as auma estrutura não trivial de váuo (De�nição 4.14, página 96) e a uma potenialimpossibilidade de reonstruir a teoria quântia no interior a partir de seu dualde Rehren por meio da presrição (4.23) (página 97).Um problema de grande interesse na literatura de Geometria Lorentziana onernea estabilidade e rigidez de espaços-tempos AAdS mediante ondições similares às assu-midas no Teorema 1.3 e na Proposição 1.8. Um importante resultado parial foi obtidoreentemente por Anderson [And06b℄, que nos diz que, dados (i) uma função tempoglobal t num espaço-tempo AAdS (M , g) assintotiamente simples, geodesiamenteompleto e satisfazendo uma ondição ténia de uniidade de ontinuação de soluçõesdas equações de Einstein linearizadas através do in�nito onforme, (ii) uma seqüêniade dados de Cauhy de�nidos em níveis distintos t−1(ti) de t, tais que ti i→∞−→ +∞, eque tendem a dados de Cauhy estaionários, então (M , g) é globalmente estaioná-rio. Embora este não seja um resultado estrito de rigidez, ilustra omo as ondiçõesde ontorno no in�nito onforme atuam para impedir a dispersão de perturbações nosdados de Cauhy. Estamos, ontudo, longe de um resultado aera da estabilidadenão-linear global de espaços-tempos (A)AdS om a mesma preisão que o de Chris-todoulou e Klainerman [CK93℄ para o espaço-tempo deMinkowski (ver tambéma Observação 2.2, página 53, para mais onsiderações a respeito). Outra questão emaberto é a fatibilidade de se demonstrar a rigidez de espaços-tempos AdS medianteausênia de atraso temporal gravitaional de geodésias nulas [PSW02℄ (Ver Figura 1.3,102



página 17). Tais questões nos interessam na medida em que respondê-las nos diria quãonaturais são nossas hipóteses geométrias do ponto de vista gravitaional.A onstrução de funções tempo globais para diamantes relativamente ompatosque obtivemos podem, areditamos, ser ainda mais aprofundadas, na direção de aná-logos assintótios das outras leis da dinâmia de buraos negros, que nos dariam maisdetalhes sobre as ��utuações� de quantidades geométrias ao redor do limite de esalanas extremidades dos diamantes, busando assim um análogo d(e uma generalizaçãod)a primeira lei da dinâmia de buraos negros para diamantes. Do ponto de vistadas unhas AAdS, interessa-nos relaionar alguma quantidade deste tipo om a parteelétria resalonada Eab do tensor de Weyl, que entra omo parte dos �dados iniiais�para a expansão de Fefferman-Graham da métria ao redor do in�nito.A limitação mais gritante do presente trabalho é a total ausênia de exemplos não-triviais, tanto no que onerne a geometria omo modelos (mesmo livres) em TeoriaQuântia de Campos. A questão geométria, omo vimos aima, envolve enontrarexemplos não triviais de espaços-tempos AAdS que não sejam singulares, o que é muitodifíil sem um resultado geral omo no aso de onstante osmológia zero. Em relaçãoà parte quântia, uma direção futura de investigação que é bastante onvidativa é heara ondição de ontorno (4.17), pelo menos para ampos livres, em termos de premissasmais familiares. Fazer isto em espaços-tempos gerais envolve mergulhar no arsenal deanálise miroloal [Hör71, DH72, Dui96, Hör90℄ para onstruirmos de maneira preisaas funções de Green.A onstrução de uma expansão de produto de operadores dentro de nossa extensãoda dualidade de Rehren representa um desa�o à parte, mas do mais alto interesse,pois pode potenialmente revelar relações entre desvios do equilíbrio térmio em u-nhas AAdS om quantidades geométrias tais omo Eab. Um exemplo que motiva talonjetura é a relação entre os pólos das funções de dois pontos retardadas da teoriaquântia dual na fronteira, que determinam as propriedades de retorno ao equilíbrio, emodos quase-normais em buraos negros AAdS [HH00, SS02℄. Tal relação deve possuirum análogo para unhas e ampos livres em AAdS.Por �m, obviamente apresentamos na Subseção 4.4.2 (página 91�.) apenas o maisbásio das propriedades dos setores solit�nios na teoria quântia no interior assoiadosa pares de fases (satisfazendo o ritério DHR) da sua teoria Rehren-dual na fronteira.Os resultados apresentados aima ertamente mereem um esrutínio mais profundo,nas linhas dos trabalhos de Müger [Müg98, Müg96℄ e Shlingemann [Sh96℄ noaso geral, e nas linhas dos trabalhos de Ashtekar e Sen [AS80℄ e Sorkin [Sor79℄na onstrução de exemplos, ombinando as ténias destes artigos om o ferramentalde análise miroloal supraitado. 103
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Apêndie AElementos de geometria LorentzianaApresentaremos aqui as de�nições neessárias e o enuniado de alguns resultadosúteis em geometria Lorentziana. Nossas referênias são [BEE96, HE73, O'N83, Wal84℄.A.1 Teoria loalSeja M uma variedade d-dimensional, d ≥ 2. Uma métria semi-Riemanniana deíndie p é uma seção g de T ∗M ⊗ T ∗M tal que g(r) é uma forma bilinear simétrianão-degenerada de índie p, ∀r ∈ M . O par (M , g) é dito ser uma variedade semi-Riemanniana � para p = 0, (M , g) é simplesmente uma variedade Riemanniana. Se
p = 1, dizemos que (M , g) é uma variedade Lorentziana.Em todos os asos, denotaremos por ∇a a onexão de Levi-Civita assoiada a
g � lembrar que uma onexão (de Koszul) num �brado vetorial E

p−→ M é umaapliação ∇ : Γ∞(M , TM ) × Γ∞(M , E ) → Γ∞(M , E ) C∞(M )-linear na primeiravariável e tal que, para todo X ∈ Γ∞(M , TM ), ∇X · é uma derivação no C∞(M )-módulo Γ∞(M , E ), i.e.,(A.1) ∇X(fS) = 〈df,X〉S + f∇XS, ∀S.Devido a (A.1), a diferença entre duas onexões ∇ e ∇̃ é uma apliação C∞(M )-bilinear a valores em Γ∞(M , E ), i.e., é uma seção de TM ⊗ E ∗ ⊗ E . Uma onexão
∇ induz funtorialmente uma únia onexão em todos os �brados tensoriais E (r,s) =
(⊗rE ) ⊗ (⊗sE ∗) (E ∗ é o �brado dual a E ) por meio da regra de Leibniz:
∇X(S1 ⊗ S2) = (∇XS1) ⊗ S2 + S1 ⊗ (∇XS2), (∇XS

′)(S) + S ′(∇XS) = 〈dS ′(S), X〉.No aso E = TM , dizemos que ∇ é simétria se o tensor de torção T (X, Y )
.
=

∇XY − ∇YX − [X, Y ] se anula para todo X, Y ([X, Y ] = £XY denota o olhete107



A. Geometria Lorentzianade Lie de X om Y ). Numa variedade semi-Riemanniana (M , g), uma onexão deLevi-Civita é a (únia!) onexão simétria ∇ em TM que satisfaz ∇Xg = 0 paratodo X. Usamos, para esta, a notação ∇a para denotar seu aráter tensorial.O tensor de urvatura de Riemann Riem(g) assoiado a g (mais preisamente,assoiado a ∇a) é dado por 2∇[a∇b]Xc = Riem(g)dabcXd, para todo Xa. Denotamosainda o tensor de Rii e a urvatura esalar assoiados a g respetivamente porRi(g)ab .= Riem(g)cacb e R(g) = gabRi(g)ab, onde gab .= (g−1)ab, gabgbc = δac . O tensorde Weyl C(g) assoiado a g é dado, em d ≥ 3, por(A.2) Cabcd = Riemabcd −
2

d− 2
(ga[cRid]b − gb[cRia]d) +

2

(d− 1)(d− 2)
Ra[cgd]b.Esta expressão se anula algebriamente para d ≤ 3, e, neste aso, Riem(g) é omple-tamente determinado por Ri(g), através da fórmula (A.2). Adotamos nesta fórmula,assim omo em vários lugares ao longo do presente trabalho, um ligeiro abuso de no-tação ao omitirmos a espei�ação de g para o tensor de Weyl. Faremos isso se talprátia não ausar onfusão, para aliviar a notação).Dada uma variedade semi-Riemanniana (M , g), p ∈ M dizemos que X(p) ∈ TpMé tipo tempo, tipo espaço, ausal ou tipo luz (nulo) se, respetivamente, g(X,X)(p) < 0,

> 0, ≤ 0 ou = 0. Um ampo vetorial X é tipo tempo, tipo espaço, ausal ou tipo luz /nulo se X(p) o for para todo p ∈ M . De�nimos analogamente ovetores e ampos deovetores tipo tempo, tipo espaço, ausais e tipo luz / nulos troando g por g−1. Talaraterístia de um (ampo de) (o)vetor(es) é dita ser seu aráter ausal. O levanta-mento e abaixamento de índies por g, g−1 não modi�a o aráter ausal.Uma urva C∞ por partes γ é dita de tipo tempo, espaço ou nula se em ada om-ponente C∞ γα, α = 1, . . . , k, o vetor tangente γ̇a satisfaz respetivamente γ̇aαγ̇αa < 0,
γ̇aαγ̇αa > 0 ou γ̇aαγ̇αa = 0. γ é dita ausal se γ̇aαγ̇αa ≤ 0. Neste aso, γ é dita passada oufutura se, para ta denotando um ampo vetorial de tipo tempo que determina a orien-tação temporal de (V , gab), temos respetivamente taγ̇αa > 0 ou taγ̇αa < 0 ao longo deada omponente γα.Uma urva C∞ γ é uma geodésia se seu vetor tangente é ovariantemente onstante:
γ̇a∇aγ̇b = 0. Assim, uma geodésia é uniamente determinada pela esolha de umponto p de M e de um vetor tangente a p, pelo teorema de existênia e uniidade deequações difereniais ordinárias em variedades. Dados O1 ⊂ O ⊂ M , dizemos que
O1 é geodesiamente onvexo em relação a O se, dados quaisquer p, q ∈ O1, existeuma únio segmento geodésio ontido em O ligando p e q. Todo p ∈ M possui umavizinhança geodesiamente onvexa. Mais em geral, uma vizinhança U de p ∈ M édita geodesiamente normal se para todo q ∈ U existe uma únia geodésia ligando108



Teoria loal
p a q (i.e., não assumimos que isto é verdade para q, q′ 6= p). Para tais vizinhanças,podemos esrever o seguinte sistema de oordenadas: a apliação exponenial(A.3) expp : V ⊂ TpM → U

X 7→ expp(X) = γX(1),onde γX : [0, 1] → M é o (únio) segmento geodésio tal que γ(0) = p e γ̇(0) = X, éum difeomor�smo para U su�ientemente pequena. Neste aso, exp−1
p (U ) = V é umavizinhança estrelada (�star-shaped�) da origem em TpM ∼= Rd (i.e., dado q ∈ V , temosque tq ∈ V para todo t ∈ [0, 1]), ujas oordenadas Cartesianas (exp−1
p )µ

.
= xµ : U →

V são denominadas oordenadas normais. A métria em U , expressa por meio destasoordenadas, �a [BGM71, Spi79℄
gµν(p) = (g ◦ x−1)µν(0) = ηµν , ∂µ(g ◦ x−1)(0) = 0;(A.4)

gµν(expp(x)) = ηµν −
1

3
Riem(g ◦ x−1)(0)µρνσx

ρxσ + o(x2);(A.5)
⇓

√
| det(g ◦ x−1)|(expp(x)) = 1 − 1

6
Ri(g ◦ x−1)(0)ρσx

ρxσ + o(x2).(A.6)As fórmulas (A.4)�(A.5), já presentes em forma embrionária na élebre Habilita-tionsshrift de B. Riemann, foram demonstradas em ompleta generalidade por ÉlieCartan.No aso de variedades Lorentzianas, dizemos que uma hipersuperfíie (i.e., umasubvariedade de odimensão 1) é tipo tempo, tipo espaço ou tipo luz / nula se a nor-mal na em ada ponto for respetivamente um vetor tipo espaço, tipo tempo ou tipoluz. Hipersuperfíies tipo tempo e tipo espaço, quando dotadas do �pullbak� de gpela apliação de inlusão (denominada por vezes primeira forma fundamental), sãorespetivamente variedades Riemannianas e Lorentzianas. O aso nulo é exepional,pois nesse aso a normal é também tangente à hipersuperfíie, e o �pullbak� de g re-sulta numa forma bilinear simétria degenerada, pois o subespaço unidimensional devetores tangentes nulos possui autovalor 0 � as direções restantes são neessariamentetipo espaço, pois não existem dois vetores linearmente independentes e mutuamenteortogonais om respeito a g tais que um é tipo luz e o outro ausal.Seja uma hipersuperfíie não-degenerada Σ numa variedade Lorentziana (M , g)(i.e., Σ tipo tempo ou espaço), om normal na e métria induzida hab = gab−g(n, n)nanb(tal que h(X,X) = g(X,X) se X ∈ TΣ, e h(n, .) = 0). Podemos de�nir, para um ǫ > 0,oordenadas geodésias normais (p, ǫ′) numa vizinhança tubular U de Σ em M de�-nindo Σ × {0} .
= Σ e, para p ∈ Σ e ǫ′ satisfazendo |ǫ′| < ǫ (ǫ pode depender de p, 109



A. Geometria Lorentzianaa menos que Σ seja ompata), de�na (p, ǫ′) = γ(ǫ′), onde γ é a únia geodésia om
γ(0) = p e γ̇(0)a = na(p) � om isto, podemos estender na de Σ a U , onde permaneevalendo que g(n, n) = ±1 (usamos a mesma notação para a extensão de n, uma vezque não há onfusão). Como, neste aso, vemos que g(n, .) = dφ, onde φ : U → R édada por φ((p, ǫ′) = ǫ′, segue que ∇anb = ∇bna e na∇anb = na∇bna = 0.Usaremos do seguinte expediente para relaionar as geometrias intrínsea (dada por
h) e extrínsea (dada por g) de Σ: seja ∇(0) a onexão de Levi-Civita assoiada àrestrição g(0) de g a Σ (= �pullbak� de g pela apliação / mergulho natural iΣ,M deinlusão de Σ em M ), e identi�quemos X, Y ampos vetoriais em Σ om os amposvetoriais emU obtidos por meio de transporte paralelo deX e Y ao longo das geodésiasnormais a Σ. Podemos, então, identi�ar a onexão ∇(0) om a omponente de ∇XYtangenial a Σ, i.e.,

∇(0)
X Y = (g−1h)∇XY,onde (g−1h)ab = gachbc = hab é o projetor no subespaço tangente à folheação. A om-ponente de ∇XY normal a Σ, dada por g(∇XY, n) = −XaY b∇anb, de�ne a urvaturaextrínsea (ou segunda forma fundamental) Kab

.
= −1

2
(£nh)ab = −∇anb. Notar que,devido às onsiderações aima, K é simétrio e realmente um tensor em Σ. A relaçãodesejada é, então, dada pelas equações de Gauss (A.7) e de Codazzi-Mainardi (A.8)

hqah
r
bh

s
ch

t
dRiem(g)qrst = Riem(h)abcd − 2g(n, n)Ka[cKd]b,(A.7)
hcbn

dRi(g)cd = 2hc[aD|c|K
a
b].(A.8)O aso tipo luz pode ser tratado da seguinte maneira: tomando-se uma hiper-superfíie tipo luz S , vemos que as geodésias tipo luz onstruídas omo no asonão-degenerado aima são, ao mesmo tempo, normais e tangentes a S , e geram estaúltima, no sentido de que é possível esolher uma parametrização a�m λ omum a to-das estas geodésias (usando, por exemplo, uma métria Riemanniana auxiliar em Mpara normalizar as direções tipo luz), de modo que as subvariedades de λ onstantesão subvariedades espaiais de M de odimensão 2, om normal nula e tangente a Sdenotada por ka = ( d

dλ
)a. É possível, nesta situação, impor a seguinte estrutura Rie-manniana em S : em ada p ∈ S , ujo parâmetro a�m assume o valor λp, dizemos que

X(p), Y (p) ∈ TpS são equivalentes se X(p) − Y (p) é tipo luz, denotando tal lasse deequivalênia por X̂(p)(= Ŷ (p)). Ou seja, tomamos em ada p o quoiente T̂pS ∋ X̂(p)de TpS pelo seu subespaço unidimensional degenerado. A métria ĥ induzida em TSpelo quoiente é uma métria Riemanniana não-degenerada om uma dimensão a me-nos, que é identi�ada em ada subvariedade de λ onstante om a métria induzidadiretamente por g. Assim, podemos de�nir a urvatura extrínsea nula K̂ = −1
2
d
dλ
ĥ.Podemos visualizar loalmente uma hipersuperfíie Σ não-degenerada omo umaparametrização da família de geodésias normais a Σ. Podemos, mais geralmente, on-110



Teoria loalsiderar uma família (ou ongruênia) de geodésias de mesmo aráter ausal, passandopor um aberto O ⊂ M , tal que, por ada p ∈ O , passa uma únia geodésia da fa-mília (loalmente, qualquer ampo vetorial Xa gera uma família de urvas om estapropriedade, que são geodésias se Xa∇aX
b = 0). A diferença em relação ao aso de hi-persuperfíies é que a distribuição de subespaços de TpO normais à ongruênia em ada

p não preisa ser integrável, isto é, não preisa gerar uma família de hipersuperfíies nor-mais à ongruênia. Podemos, não obstante, ainda neste aso de�nir a primeira formafundamental da ongruênia no aso não-degenerado hab .= gab−g(X,X)XaXb e no asotipo luz ĥab .= (gab−XaXb)/
∧, e a segunda forma fundamental (nula) (∧)

Kab = ∇bXa(/
∧),1onde X é o ampo (o)vetorial tangente à ongruênia, a qual é parametrizada de ma-neira tal que X é normalizado em ±1 no aso não-degenerado (resp. normalizado em

1 em relação a uma métria Riemanniana auxiliar no aso tipo luz).É imediato ver que, no aso não-degenerado, K age nos subespaços normais à on-gruênia, pois XaKab = 1
2
∇bX

aXa = 0 e XbKab = Xb∇bXa = 0. No aso nulo, K(sem o hapéu) age não-trivialmente no subespaço normal tipo espaço e na outra dire-ção nula normal a este subespaço, ujo ampo vetorial tangente de mesma orientaçãotemporal que Xa denotamos por X̄a. Este ampo vetorial gera loalmente uma ou-tra ongruênia de geodésias nulas, naturalmente assoiada à primeira � a saber, é aúnia outra ongruênia que ompartilha os mesmos subespaços normais tipo espaço.A normalização adotada para X̄a é dada por g(X, X̄) = −2.Ao ontrário do aso de hipersuperfíies, no entanto, Kab não é neessariamente umtensor simétrio: (∧)

ωab
.
=

(∧)

K[ab] (denominado torção (�twist�) (nula) da ongruênia) ex-pressa preisamente a falha da distribuição de subespaços normais à ongruênia em serintegrável. Pelo teorema de Frobenius [Wal84℄, a ongruênia é normal a uma famíliade hipersuperfíies se e somente se (∧)

K[ab] ≡ 0. A parte simétria pode ser deompostaem termos do traço em relação a (∧)

h, denominado expansão (ou urvatura média) (nula)
θ
.
=

(∧)

Kab

(∧)

hab (o hapéu no aso nulo é desneessário no primeiro membro por se tratarde um esalar), e da parte de traço zero, denominada isalhamento (�shear�) (nulo)
(∧)

σab
.
=

(∧)

K(ab) − 1
d−1

(∧)

θ .
(∧)

hab (o fator (d − 1) deve ser substituído por (d − 2) no aso nulo,por ausa do abaixamento de dimensão devido ao quoiente pela relação de equivalêniaassoiada a ∧). Em suma,(A.9) (∧)

Kab =
(∧)

ωab +
(∧)

σab +
1

d− 1(2)
θ
(∧)

hab.1Usamos, para ongruênias, uma onvenção de sinal oposta à empregada para hipersuperfíies aode�nirmos a segunda forma fundamental. 111



A. Geometria LorentzianaA maneira omo a geometria normal à ongruênia muda ao longo do transporteparalelo é dada pela equação matriial de Riati(A.10) Xc∇cKab = −Kc
bKac + Riem(g)cbadX

cXd.Vamos tomar o quoiente de (A.10) no aso nulo, que é o aso de interesse no pre-sente trabalho, e deompor o resultado em termos da expansão, isalhamento e torçãono primeiro membro. Denotando por λ a parametrização a�m omum da ongruênia,temos:
dθ

dλ
= − 1

d − 2
θ2 − σ̂abσ̂ab + ω̂abω̂ab − RcdX

cXd;(A.11)
Xc∇cσ̂ab = −θσ̂ab + C(g)cbadX

cXd; 2(A.12)
Xc∇cω̂ab = −θω̂ab.(A.13)A equação (A.11) é a elebrada equação de Rayhaudhuri.Qualquer subfamília uniparamétria de geodésias γλ, −ǫ < λ < ǫ, ǫ > 0 de umaongruênia produz um ampo vetorial Y .

= d
dλ

↾λ=0 em γ0, que denota o desloamentorelativo de uma geodésia �in�nitesimalmente próxima a γ0�. A aeleração relativa deduas tais geodésias é dada pela equação de desvio geodésio (também denominadaequação de Jaobi)(A.14) Xc∇c(X
b∇bY

a) = −Ra
cbdX

cXdY b.Mais em geral, podemos de�nir um ampo de Jaobi numa geodésia γ omo umasolução Y de (A.14) om X = γ̇. Dizemos que uma geodésia ausal γ possui um parde pontos onjugados p = γ(λ1), q = γ(λ2), λ1 < λ2, se existe um ampo de Jaobi Yque não se anula em γ((λ1, λ2)) e se anula em p e q. Geometriamente, isto signi�a queas geodésias emanando de p e �in�nitesimalmente próximas� a γ tendem a se foalizarem q.Para visualizar esse fen�meno no aso não-degenerado, tomemos um referenialortonormal eai (λ), i = 0, . . . , d − 1 paralelamente propagado ao longo de γ, tal que
ea0(λ) = Xa(λ). Tomando λ1 = 0 por simpliidade, temos Y a(0) = 0 e, portanto,

Y i(λ) =
d−1∑

j=1

Aij(λ)
dY j

dλ
(0),2C(g)cbadX

cXd é um tensor simétrio que assume um únio valor em ada lasse de equivalêniaassoiada a ∧.112



Teoria globalonde a matriz Aij expressa em termos do referenial esolhido satisfaz
d2Aij
dλ2

= −Ri
klmX

kXmAlj.Como
dY i

dλ
= eibX

a∇aY
b = eibY

a∇aX
b =

d−1∑

j=1

Ki
jY

j,temos que
Ki
j =

[
dA

dλ

]i

k

[A−1]kj ,e, daí, θ = tr[K] = 1
detA

d
dλ

(detA). Logo, detA → 0, o que implia que A possui umsubespaço de autovetores normais aXa om autovalor 0 e, portanto, existe um ampo deJaobi que se anula em p e q, se e somente se θ → −∞ em q. O aso tipo luz é tratadoadotando-se um referenial paralelamente propagado ao longo de γ tal que ea0 = Xa,
ea1 = X̄a, e ea2, . . . , ead−1 um onjunto ortonormal tal que g(e0, ei) = g(e1, ei) = 0,
i = 2, . . . , d− 1. As fórmulas aima não envolvem ea1 neste aso.A.2 Teoria globalPor espaço-tempo entende-se uma variedade Lorentziana (M , g) temporalmente ori-entável, i.e., existe um ampo vetorial C∞ T a tipo tempo em M que não se anula emparte alguma (em partiular, podemos esolher g(T, T ) = −1).A.2.1 Estrutura ausal, ompleteza geodésiaSeja (M , gab) um espaço-tempo, O ⊂ M , p ∈ O . O futuro ronológio (resp.ausal) de p em relação a O , denotado por I+(p,O) (resp. I+(p,O)) é dado pelosseguintes onjuntos:

I+(p,O) =̇ {x ∈ O : ∃γ : [0, a]
C ∞

−→ O de tipo tempoe futura tal que γ(0) = p, γ(a) = x};(A.15)
J+(p,O) =̇ {x ∈ O : x = p ou ∃γ : [0, a]

C ∞

−→ U ausale futura tal que γ(0) = p, γ(a) = x}.(A.16)Troando-se futuro por passado, de�ne-se de maneira dual o passado ronológio(resp. ausal) I−(p,O) (resp. J−(p,O)) de p em relação a O . Seguem dessas de�nições 113



A. Geometria Lorentzianaque I±(p,O) é aberto e int(J±(p,O)) = I±(p,O). Um onjunto O1 ⊂ O é dito serausalmente onvexo em relação a O se, dados quaisquer p ≤O q ∈ O1, temos que
J+(p,O) ∩ J−(q,O) ⊂ O1.Usando-se esses onjuntos aima podemos de�nir relações de ronologia e ausali-dade entre dois pontos. Sejam p, q ∈ O ⊂ M . Dizemos que p preede ronologiamente(resp. ausalmente) q em relação a O se p ∈ I−(q,O) (resp. p ∈ J−(q,O)). Denotamosessa relação por p ≪O q (resp. p ≤O q). Equivalentemente, dizemos neste aso que qsuede ronologiamente (resp. ausalmente) p em relação a O , om a notação q ≫O p(resp. q ≥O p). Se p ≤O q e p 6= q, esrevemos p <O q, ou, dualmente, q >O p. Se p 6= q,
p 6≪O q e p 6≫O q (resp. p ≮O q e p ≯O q), dizemos que p e q são ronologiamente(resp. ausalmente) disjuntos � neste aso, esrevemos p fO q (resp. p ⊥O q). Todasas relações de ronologia e ausalidade de�nidas aima, bem omo o futuro e passadoronológios ou ausais, são de�nidos para onjuntos não-unitários e não-vazios de ma-neira óbvia. Se p 6= q ∈ O ⊂ M implia pfO q (resp. p ⊥O q), dizemos que O é aronal(resp. aausal) em relação a O .Algumas onsequênias das de�nições do parágrafo anterior são:

• ≪O é uma relação aberta, ou seja,
p≪O q ⇒ ∃O1,O2 ⊂ M abertos tais que(A.17)

p ∈ O1, q ∈ O2 eO1 ∩ O ≪O O2 ∩ O .

• (A.18) J+(J+(p,O),O) = J+(p,O), i.e., p ≤O q e q ≤O r ⇒ p ≤O r.

•
I+(I+(p,O),O) = I+(J+(p,O),O) = J+(I+(p,O),O) = I+(p,O),i.e., (p≪O q e q ≪O r) ou (p≪O q e q ≤O r) ou (p ≤O q e(A.19)

q ≪O r) ⇒ p≪O r.

• (A.20) I+(O1,O2) = J+(O1,O2), ∀O1 ⊂ O2,onde o feho é tomado na topologia relativa de O2.
• (A.21) ∂I+(O1,O2) = ∂J+(O1,O2), ∀O1 ⊂ O2,onde a fronteira é tomada na topologia relativa de O2.114



Teoria globalO onjunto de�nido em (A.21) é denominado fronteira aronal futura de O1 emrelação a O2, e onstitui uma subvariedade topológia e aronal de M tal que todo
p ∈ ∂I+(O1,O2) pertene a um (neessariamente únio) segmento geodésio, aro-nal em relação a O2 e ontido em ∂I+(O1,O2), que ou é inextensível no passado oupossui um extremo passado em O1. Tais geodésias são denominadas geradores de
∂I+(O1,O2). Note que (A.17)-(A.21) ontinuam valendo se troarmos o futuro pelopassado.Uma das ferramentas mais poderosas na análise da geometria global de variedadesLorentzianas é a distânia Lorentziana. Sejam p ≤M q ∈ M , e denote por Ωp,q oespaço de urvas ausais futuras C∞ por partes ligando p a q (este espaço é vazio se
p �M q). Ωp,q herda a seguinte topologia do espaço Path(M ) de urvas C 0 em M :dizemos que uma seqüênia de urvas C∞ por partes {γn : [0, λ] → M } onvergepara γ : [0, λ] → M se γn(0) → γ(0) e, dado qualquer aberto O ⊂ M ontendo
γ([0, λ]), existe N ∈ Z+ tal que γn([0, λ]) ⊂ O para todo n ≥ N . Esta topologia édenominada topologia C 0. Considere λ ∈ Ωp,q parametrizada por λ ∈ [λ0 = 0, λk], omomponentes C∞ γi, i = 1, . . . , k, de�nidas respetivamente nos intervalos [λi−1, λi],
λ0 < λ1 < · · · < λk. O omprimento de aro Lorentziano de γ é dado por(A.22) Lg(γ)

.
=

k∑

i=1

∫ λi

λi−1

√
−g(γ̇i(λ), γ̇i(λ))dλ.Para urvas de tipo tempo, que orrespondem a trajetórias de observadores, (A.22)também é dita ser o tempo próprio da trajetória.Definição A.1 A distânia Lorentziana em (M , g) é a função dg : M × M → R̄+ ∪

{+∞} dada por(A.23) (p, q) 7→ dg(p, q) =

{
supγ∈Ωp,q Lg(γ) se p ≤M q;

0 de outra forma.Segue imediatamente da de�nição que dg satisfaz uma desigualdade triangular re-versa: se p ≤M r ≤M q, então
dg(p, q) ≥ dg(p, r) + dg(r, q).Um exemplo onde o valor dg(p, q) = +∞ pode ser obtido é no espaço-tempo deReissner-Nordström extremal (ver [BEE96℄). No aso p = q, temos que dg(p, p) = 0ou dg(p, p) = +∞. dg é ontínua por baixo para todo (p, q) onde dg(p, q) < +∞. Di-zemos que γ ∈ Ωp,q é maximal se L(γ) = dg(p, q). Pode-se provar [BEE96℄ que, se γ émaximal, é uma geodésia (C∞) ausal a menos de reparametrização. Em partiular,uma geodésia nula maximal é aronal. Em ontrapartida, se uma geodésia ausal, 115



A. Geometria Lorentzianadigamos, futura γ possui um par de pontos onjugados p ≤ q, então, dados quaisquerpontos p′, q′ em γ om p′ no passado de p e q′ no futuro de q, temos que os segmentosde γ que ligam p′ a q e p a q′ não mais maximizam o omprimento de aro Lorentzianoentre esses pares de pontos � em partiular, se γ é tipo luz, ela deixa de ser aronalse su�ientemente estendida. O mesmo oorre se uma geodésia ausal, distinta de γ,ligar p e q.Agora, reapitularemos algumas ondições de ausalidade. Dizemos que o espaço-tempo (M , g) é ronológio (resp. ausal) se não existe p ∈ M tal que p≪M p (resp.
p <M p) � equivalentemente, (M , g) é ronológio se e somente se dg(p, p) = 0, e ausalse e somente se Ωp,p = ∅, para todo p ∈ M . Dizemos que (M , g) é fortemente ausalse, para todo p ∈ M , existem vizinhanças abertas arbitrariamente pequenas O de ptais que nenhuma urva ausal possui interseção desonexa om O . Isso implia quenenhum ompato ontém ompletamente uma urva ausal inextensível (i.e., que nãoestá propriamente ontida em nenhuma outra urva) no passado ou no futuro, e, empartiular, que (M , g) é ausal.Uma lasse partiularmente interessante de espaços-tempos é aquela que admiteuma folheação por hipersuperfíies aausais, pois estes admitem uma noção global deevolução temporal (possivelmente suplementada por ondições de ontorno). A saber,dizemos que t ∈ C 0(M ) é uma função tempo global se t ◦ γ é estritamente resentepara toda urva ausal futura γ. Se t for C 1, dizemos equivalentemente que t é umafunção tempo global se dt é tipo tempo futuro e t(M ) = R. Neste aso, t−1(τ) éuma hipersuperfíie tipo espaço para todo τ ∈ R, e todo p ∈ M pertene a t−1(τ)para preisamente um valor de τ . Como dt induz a mesma orientação temporal que aadotada em (M , g), segue que t−1(τ) é aausal para todo τ ∈ R. Um espaço-tempoque admite uma função tempo global (ontínua) é dito estavelmente ausal. O nomevem do fato de que tais espaços-tempos podem ser de�nidos de maneira equivalentepela seguinte propriedade: existe um ampo de ovetores de tipo tempo Ta tal que amétria Lorentziana gab − TaTb é ronológia. No nosso aso, T = dt; onversamente,dado Ta, é possível onstruir uma função tempo global (ontínua) [Ger70, Wal84℄. Aquestão de omo onstruir funções tempo globais C∞ neste ontexto foi respondidaparialmente por Seifert [Sei77℄ e Diekmann [Die88℄, e ompletamente há pouotempo por Bernal e Sánhez [BS03, BS05, BS06℄, eliminando a neessidade de as-sumir difereniabilidade de funções tempo globais na de�nição de ausalidade estável.Destarte, omo t difereniável não possui pontos rítios, todas as hipersuperfíies de tonstante são difeomorfas entre si.Por �m, dizemos que um espaço-tempo fortemente ausal (M , g) é ausalmentesimples se, para todo p ∈ M tem-se que J±(p,M ) é fehado, ou, equivalentemente,
J±(p,M ) r I±(p,M ) = ∂I±(p,M ), e globalmente hiperbólio se , para todo p, q ∈ V ,116



Teoria globalo onjunto J−(p,M )∩ J+(q,M ) é ompato se não-vazio.3 Equivalentemente, (M , g)é globalmente hiperbólio se e somente se Ωp,q é ompato na topologia C 0 se não-vazio. Daí segue que, num espaço-tempo globalmente hiperbólio, dg é ontínua e
dg(p, q) < +∞, ∀p, q ∈ M . Hiperboliidade global laramente implia ausalidadesimples, que, por sua vez, implia ausalidade estável (para a última a�rmação, ver[BEE96℄). Todas as ondições aima podem ser de�nidas para subonjuntos de M .Seja agora S ⊂ M fehado e aronal. O domínio de dependênia futuro (resp.passado) de S , denotado por D+(S ) (resp. D−(S )) onsiste no seguinte onjunto:
D+/−(S ) =̇ {p ∈ M : ∀γ : [0, a) −→ M inextensível, ausal e passada/futuratal que γ(0) = p, ∃b < a tal que γ(b) ∈ I }.(A.24)
D(S )

.
= D+(S )∪D−(S ) é denotado domínio de dependênia ou desenvolvimentode Cauhy de S . O bordo de S (notação: Ṡ ) onsiste dos pontos p ∈ S taisque toda vizinhança aberta de p possui pontos q ∈ I−(p), r ∈ I+(p) e uma urva γde tipo tempo ligando q a r om interseção vazia om S . Se Ṡ = ∅, então S éuma subvariedade topológia de odimensão 1, mergulhada em M . Um domínio dedependênia possui as seguintes propriedades:

• O onjunto int(D(S )) é globalmente hiperbólio (neste aso, dizemos que S éuma superfíie de Cauhy para int(D(S ))), assim omo também o é D(S ) se
Ṡ = ∅. Conversamente, pode-se provar que toda região globalmente hiperbóliapossui uma superfíie de Cauhy � mais ainda, pode-se onstruir uma funçãotempo global t tal que t−1(τ) é uma superfíie de Cauhy para ada τ ∈ R.

• O onjunto fehado e aronal H+(S )
.
= D+(S ) r I−(D+(S )), denominadohorizonte de Cauhy futuro de S possui a seguinte propriedade: todo p ∈

H+(S ) está ontido em um (neessariamente únio) segmento geodésio nulo,aronal e ontido em H+(S ), que ou é inextensível no passado ou possui umextremo passado em Ṡ . De�nição análoga existe para H−(S ), o horizonte deCauhy passado de S ;
• O horizonte de Cauhy H(S )

.
= H+(S ) ∪H−(S ) é igual a ∂D(S ).A prinipal araterístia de um espaço-tempo globalmente hiperbólio é que ele é�dinamiamente fehado�, i.e., o problema de Cauhy para qualquer equação de mo-vimento que propaga os dados iniiais de maneira loalmente ausal (i.e., o suporte dasolução em ada instante rese no tempo om veloidade menor que a da luz), omo,3Muito reentemente, Bernal e Sánhez [BS07℄ mostraram que podemos substituir �fortementeausal� por �ausal� na de�nição de hiperboliidade global dada aqui. 117



A. Geometria Lorentzianapor exemplo, a equação de onda, é bem posto, i.e., possui uma únia solução, que de-pende ontinuamente dos dados iniiais, pois a solução assoiada a dados iniiais omsuporte ompato na hipersuperfíie de tempo zero possui suporte espaialmente om-pato em ada instante. Isto elimina a neessidade de ondições de ontorno, o que nãooorre nos asos mais gerais de espaços-tempos estavelmente ausais ou ausalmentesimples [Wal80℄.Sobre ompleteza geodésia: dizemos que uma geodésia futura γ é ompleta no pas-sado, futuro ou simplesmente ompleta se, respetivamente, seu parâmetro a�m podeser estendido para R+, R− ou R. (M , g) é dito espaialmente, temporalmente ou nu-lamente geodesiamente ompleto se, respetivamente, toda geodésia de tipo tempo,espaço ou nula for ompleta. Os ontra-exemplos oletados e onstruídos por Gerohem [Ger68℄ mostram que as três de�nições são logiamente inequivalentes, isto é, ne-nhuma dessas três de�nições implia em outra. Inompleteza geodésia temporal ounula são ritérios omumente utilizados para determinar a presença de singularidades.Conluindo, devemos onsiderar duas noções importantes para teorias de observáveisloais: o omplemento ausal de um aberto O em relação a O ⊃ O1 é o onjunto
(O1)

′
O
.
= int{p ⊥O O1}, e o ompletamento ausal de O1 em relação a O é dado por

(O1)
′′
O ≡ (O1)

′
O)′O .4 Se (O1)

′′
O = O1, dizemos que O1 é ausalmente ompleto em relaçãoa O . Dessas de�nições segue que:

• (O1)
′′
O é o menor aberto ausalmente ompleto em relação a O que ontém O1.Note aqui a importânia de tomarmos O1 aberto na nossa de�nição de omple-mento ausal � se, por exemplo, O1 = {p} ou, mais em geral, um onjunto aronaldisreto, temos (O1)

′′
O = ∅. Ver logo adiante omo faremos para de�nir as ope-rações de omplemento ausal para onjuntos não neessariamente abertos, paraos quais a propriedade aima não é obrigatoriamente válida.

• (O1)
′′′
O = (O1)

′
O ;

• O1 ⊂ O2 ⇒ (O1)
′
O ⊃ (O2)

′
O ;

• (∪αOα)
′
O = ∩α(Oα)

′
O ⇒ (∪α(Oα)

′
O)′O = ∩α(Oα)

′′
O e, portanto, toda interseçãode onjuntos ausalmente ompletos é ausalmente ompleta � usaremos estasfórmulas para estender a de�nição de omplemento ausal a onjuntos arbitrários.

• Todo diamante Op,q
.
= I−(p,O) ∩ I+(q,O) = ({p, q})′′O, p ≪O q, é ausalmenteompleto.4Tais de�nições diferem das adotadas em [Rib07℄, onde não assumimos O aberto. As diferençasenvolvidas, todavia, não impliam em nenhuma alteração nas demonstrações dos resultados de [Rib07℄.118



Teoria globalAo longo do presente trabalho, assumimos que todos os nossos espaços-tempos sãofortemente ausais, a menos que seja dito o ontrário.Observação A.2 Se O = M , a parte das notações desta Subseção indiando O podeser omitida.A.2.2 In�nito onformeDefinição A.3 O in�nito onforme ou fronteira onforme de um espaço-tempo d-di-mensional (M , g) é um espaço-tempo d − 1-dimensional (I , ḡ(0)) tal que existe umavariedade Lorentziana d-dimensional (M , ḡ) om bordo (o feho onforme ou omple-tamento onforme de (M , g)) satisfazendo:
• I ≡ ∂M ; existe um difeomor�smo Φ de M em Φ(M )

.
= M r ∂M ;

• ḡ(0) é a métria semi-Riemanniana (possivelmente degenerada) induzida por ḡ em
I ;

• Existe um fator onforme ou de Weyl, isto é, uma função z real, positiva e C∞em M , que admite uma extensão C∞ a M tal que z↾I ≡ 0 e dz↾I 6= 0 em I(o fator de Weyl e sua extensão ao feho onforme são sempre denotados pelamesma letra, uma vez que não há onfusão aqui) satisfazendo ḡ = z2g. Denotamosrespetivamente por ∇̄a e (0)∇̄a as onexões de Levi-Civita assoiadas a ḡ e ḡ(0).Mostraremos agora omo �am as fórmulas para ∇̄a, Riem(ḡ) e Ri(ḡ) em M .Primeiramente, lembremos que quaisquer duas onexões lineares ∇a e ∇̄a diferem emsua ação sobre o C∞-módulo Γ(M , T ∗M ) por um tensor Cc
ab de posto (1, 2), i.e.,(A.25) ∇̄aXb = ∇aXb − Cc

abXc.Assim, a partir das ondições de Levi-Civita
∇agbc = 0, ∇a∇bf = ∇b∇af, ∀f ∈ C∞(M ),obtemos

Cc
ab =

1

2
ḡcd(∇aḡbd + ∇bḡad −∇dḡab).

5Em partiular, tomando g e ḡ omo na De�nição A.3, segue que ∇aḡbc = 2zgbc∇az e,portanto,(A.26) Cc
ab =

1

z
gcd(gbd∇az + gad∇bz − gab∇dz).5Espeializando esta fórmula no aso de uma arta loal e tomando a métria de Minkowski,obtemos assim a expressão usual em oordenadas loais para os símbolos de Christoffel. 119



A. Geometria LorentzianaGeodésias em relação a ∇a em geral não mais o são em relação a ∇̄a, pois
Xa∇aX

b = 0 ⇒ Xa∇̄aX
b = XaCb

acX
c =

2

z
XbXc∇cz −

g(X,X)

z
gbd∇dz.Entretanto, se Xa = γ̇a(λ) é nulo em relação a g (e, portanto, ḡ), onde λ é a parame-trização a�m original de γ, esolhendo λ̄ = e2 log z(γ(λ))λ = z2λ, segue que

d2

dλ̄2
γ(λ̄) = 0,i.e., γ é uma geodésia nula em relação a ḡ a menos de reparametrização. As relaçõesenvolvendo os tensores de Riemann e Rii �am (tomando-se z−1∇az = ∇a log z)Riem(ḡ)dabc = Riem(g)dabc − 2∇[aC

d
b]c + 2Ce

c[aC
d
b]e =(A.27)

= Riem(g)dabc + 2δd[a∇b]∇c log z − 2gdegc[a∇b]∇e log z +

+2(∇[a log z)δdb]∇c log z − 2(∇[a log z)gb]cg
df∇f log z +

−2gc[aδ
d
b]g

ef(∇e log z)∇f log ze (ontraindo-se os índies d e b em (A.23))Ri(ḡ)ac = Ri(g)ac − d− 2

z
∇a∇cz −

1

z
gacg

de∇d∇ez +(A.28)
+2

d− 2

z2
(∇az)∇cz −

d− 3

z2
gacg

de(∇dz)∇ez.É onveniente termos à disposição a forma inversa de (A.28), empregada no Capítulo2. Invertendo os papéis de g e ḡ e tomando z 7→ z−1, hegamos em(A.29) Ri(g)ac = Ri(ḡ)ac +
d− 2

z
∇̄a∇̄cz + ḡacḡ

de

(
1

z
∇̄d∇̄ez −

d− 1

z2
(∇̄dz)∇̄ez

)
.Segue das fórmulas (A.2), (A.27) e (A.28) que o tensor de Weyl é invariante pormudanças onformes da métria, i.e.,

C(ḡ)dabc = C(g)dabc, ou C(ḡ)abcd = z2C(g)abcd,onde subentende-se que o levantamento e abaixamento de índies de tensores onstruí-dos uniamente a partir de uma métria g devem ser feitos om g (outros asos sãotratados individualmente de aordo om o ontexto).Retornando a I , apontamos que sempre é possível esolher z tal que ∇̄a∇̄bz↾I = 0,sem restrições ao representante esolhido para a lasse onforme de ḡ(0) (uma demons-tração deste fato no aso em que g satisfaz as equações de Einstein sem matéria é apre-sentada na Seção 2.2). Costuma-se denotar o espaço-tempo (M , g) simplesmente por120



Teoria globalinterior (�bulk�), e o in�nito onforme orrespondente (I , ḡ(0)), por fronteira (�bound-ary�).Uma araterístia importante de mudanças onformes de uma métria Lorentzianaé que a estrutura ausal é um invariante da estrutura onforme dessa métria. Empartiular, o in�nito onforme também é denominado in�nito nulo, devido à invariâniado oneito de geodésias nulas por mudanças onformes na métria, omo visto aima.Isto baseia-se na idéia de que geodésias nulas e ompletas podem ter, do ponto de vistade (M , ḡ), extremos passados e futuros (no sentido dos �pontos ideais� de Geroh,Kronheimer e Penrose [GKP72℄) em I . No entanto, note-se que I não preisa sero �in�nito� para toda geodésia nula ompleta. Um aso em que isso ertamente oorreé quando (M , g) é fortemente ausal e (M , ḡ) é ompato (por exemplo: espaço-tempode Minkowski); ontudo, se (M , ḡ) não é ompato, pode aonteer que algumasgeodésias nulas não onsigam hegar em I . Isto motiva a seguinteDefinição A.4 Seja (M , g) um espaço-tempo d-dimensional om in�nito onforme
(I , ḡ(0)). Dizemos que (M , g) é assintotiamente simples se toda geodésia nula em
(M , g) possui uma únia extensão a (M , ḡ) tal que I ontém preisamente os doisextremos desta.Obviamente, isto só é possível se (M , g) é nulamente geodesiamente ompleto. Naverdade, no aso em que (I , ḡ(0)) é de tipo tempo (e, portanto, um espaço-tempo porsi só), pode-se dizer mais, justi�ando o nome �assintotiamente simples�:Teorema A.1 Se (M , g) for assintotiamente simples om in�nito onforme de tipotempo, então ele é ausalmente simples.Prova. Primeiro, notar que se p, q ∈ M é tal que p 6≪M q, então p 6≪M q(analogamente troando-se o futuro pelo passado), pois uma urva de tipo tempoem M ligando p a q pode sempre ser ligeiramente deformada de modo a resultarnuma urva de tipo tempo ontida em M e ligando p a q. Agora, suponha que p ∈

∂I−(q,M ) e p /∈ J−(q,M ). Pelo argumento aima, temos que p ∈ ∂I−(q,M ).Mais ainda, por hipótese, um gerador nulo γ de ∂I−(q,M ) preisa atingir seuextremo futuro no in�nito sem ruzar q antes disso. Seja r tal extremo. Então,
r ∈ ∂I−(q,M ) já que este onjunto é fehado. Uma vez que o in�nito é totalmentegeodésio[Rib07℄, γ deve atingi-lo transversalmente e, portanto, qualquer extensãoausal de γ deve ser quebrada 6. Logo, se estendermos γ ligeiramente para ofuturo por um segmento de gerador nulo γ′ de ∂I−(q,M ) ruzando r (digamos,ajustando o parâmetro a�m t de γ′ igual a zero em r e estendendo-o até t = ǫ > 0),6Lembrar que um segmento de urva ontínua é dito quebrado se ele for C ∞ por partes, mas nãoé C 1 em um onjunto �nito de pontos. 121



A. Geometria Lorentzianaentão existe uma urva de tipo tempo em M ligando p a γ′(ǫ) [HE73℄, o que violaa aronalidade de ∂I−(q,M ). Repetir o argumento troando o futuro om opassado. �Um espaço-tempo assintotiamente simples não preisa, no entanto, ser globalmentehiperbólio � um exemplo típio é o espaço-tempo AdS.

122



Apêndie BElementos de álgebras de operadores
O formalismo de álgebras de operadores é uma linguagem bastante poderosa paraa disussão de aspetos estruturais da Físia Quântia que são independentes da re-presentação dos operadores em algum espaço de Hilbert �xo, algo absolutamentefundamental no aso relativístio (i.e., Teoria Quântia de Campos) e, mais em geral,no estudo de sistemas om um número in�nito de graus de liberdade (limites termodi-nâmios em Meânia Estatístia Quântia, et.).C*-álgebras e álgebras de von Neumann (a serem vistas na Seção B.2) são ade-quadas à disussão de operadores limitados. Podemos, ao onsiderar operadores não-limitados, fazer uso do álulo funional ontínuo (teorema espetral) quando este seaplia e tratar apenas de funções limitadas desses operadores, evitando assim problemasténios referentes à determinação dos domínios. Ao disutirmos operadores de ampo,bem omo seu aráter distribuional, é todavia onveniente ter à nossa disposição umarabouço algébrio para tratar tais operadores ilimitados diretamente, mas ainda assimde maneira independente de representações. Para tal, apresentamos um estudo razoa-velmente detalhado de *-álgebras na Seção B.1, antes de introduzirmos C*-álgebras ouálgebras de von Neumann, para mostrar que vários resultados onheidos no ontextode C*-álgebras ontinuam válidos ou sofrem apenas algumas modi�ações ténias noontexto de *-álgebras. Isto permite tratar os asos de álgebras de observáveis e deampos mais ou menos em paralelo. Para os últimos, mostraremos o formalismo pro-posto por Wightman, Borhers e Uhlmann na Seção B.3.Limitamo-nos a demonstrar resultados uja prova é simples do ponto de vista analí-tio e ao mesmo tempo instrutiva, e aqueles que são exigidos no presente trabalho numaforma não-padrão. Nossas referênias prinipais para este Apêndie são [BR87, BR97℄,e empregamos omo referênias auxiliares [Mur90, SW00, Tak01, Tak03a℄. Para aspe-tos funional-analítios, adotamos [RS80, Rud91℄.123



B. Álgebras de operadoresB.1 *-ÁlgebrasEsta Seção é dediada a aspetos puramente algébrios. Começaremos de�nindo anoção de *-álgebra e algumas de suas propriedades.Definição B.1 Uma *-álgebra (assoiativa) é um espaço vetorial F sobre C, dotadode um produto assoiativo e distributivo x, y 7→ xy que omuta om a multipliação poresalares, e de uma operação de involução x 7→ a∗ que satisfaz x∗∗ = x, (xy)∗ = y∗x∗ e
(αx+βy)∗ = ᾱx∗+ β̄y∗, para todo x, y ∈ F, α, β ∈ C. Dizemos que F é unital se existeuma identidade 1 ∈ F tal que 1x = x1 = x, para todo x ∈ F (neste aso, 1 é únio).O entro de F é dado por Z(F)

.
= {x ∈ F : [x, y] = 0, ∀y ∈ F}, onde [x, y]

.
= xy− yxdenota o omutador de x om y. Uma *-álgebra F é Abeliana se Z(F) = F; no outroextremo, dizemos que F é fatorial se Z(F) = {0}. Uma *-subálgebra G ⊂ F é umsubespaço vetorial fehado por produto e involução. Exemplos de *-subálgebras de Fsão Z(F) e, mais em geral, o omutante (relativo) ou normalizador de uma *-subálgebra

G ⊂ F, dado por G′ = {x ∈ F : [x, y] = 0, ∀y ∈ G}.Podemos adjuntar uma identidade 1 a uma *-álgebra não-unital F da seguinte forma:seja F̃ = F ⊕ C1 ∋ (x, λ) om produto (x, λ)(y, µ)
.
= (xy + µx + λy, λµ) e involução

(x, λ)∗
.
= (x∗, λ̄). F é naturalmente identi�ada om a *-subálgebra (F, 0), e temos que1 = (0, 1).Sejam F, G *-álgebras. Um *-mor�smo é uma apliação linear π : F → G que pre-serva produto e involução. Se π é respetivamente injetor, sobrejetor, bijetor, dizemosque π é um *-monomor�smo, *-epimor�smo, *-isomor�smo � esrevemos F ∼= G seexiste um *-isomor�smo de F em G. Se F = G, dizemos que π é um *-endomor�smo, eum *-automor�smo se π, neste aso, for bijetor. Uma *-representação de F num espaçode Hilbert H 1 é um *-mor�smo π : F → B(H ). Dizemos, então, que π é �el se πfor um *-monomor�smo, e irredutível (abreviada irrep) se os únios subespaços de Xinvariantes por π(F) são {0} e X � pelo lema de Shur, π é irredutível se e somentese {a ∈ B(X ) : [a, π(x)] = 0, ∀x ∈ F} = {0}.Um *-ideal de F é um subespaço I ⊂ F invariante por ∗, tal que x ∈ F, y ∈ I implia

xy ∈ I. Por *-invariânia, segue automatiamente que (x∗y∗)∗ = yx ∈ I. Note que,em ontrapartida, ideais (não neessariamente *-invariantes) à esquerda de F não o sãoneessariamente à direita, e vie-versa. F é simples se não possui *-ideais não-triviais1 Demandamos uma estrutura de espaço de Hilbert para evitar nos preouparmos om a de�niçãode involução em EndCH . Uma de�nição de *-representação por elementos deste último (i.e., semreferênia ao produto interno) envolveria termos à nossa disposição uma de�nição de involução, pelomenos na imagem da *-álgebra em EndCH .124



*-Álgebras(i.e., diferentes de {0} e F) � qualquer representação não-trivial π de F simples é �el,pois kerπ é um *-ideal de F.Dado um *-ideal I ⊂ F, a *-álgebra quoiente F/I de F por I tem omo elementosos �osets� [x] = x+I ⊂ F, onde [x] = [y] se x−y ∈ I. Por exemplo, se π : F → G é um*-mor�smo, segue que F/kerπ ∼= π(F) ⊂ G. O quoiente possui a seguinte propriedadeuniversal: dados uma *-álgebra G e um *-mor�smo ρ : F → G tal que kerρ ⊂ I , existeum únio *-mor�smo [ρ] : F/I → G tal que ρ(x) = [ρ]([x]) para todo x ∈ F. Um *-endomor�smo π de F induz um *-endomor�smo [π] : F/I ∋ [x] 7→ π([x]) = π(x)+π(I )se e somente se I é invariante por π, i.e., π(I) ⊂ I. Em partiular, [π] é um *-endomor�smo injetivo de F/I se e somente se, em adição, kerπ ⊂ I e π(I)supseteqqI.Enuniamos a seguir quatro teoremas fundamentais sobre *-álgebras � os 3 últimossão os hamados Teoremas de *-Isomor�smo, análogos aos Teoremas de Isomor�smopara anéis e módulos (a inorporação da operação de involução ∗ é imediata e pode serheada diretamente).Teorema B.1 (Teorema Fundamental de *-Morfismos) Sejam F e G duas *-álgebras, e ρ : F → G um *-mor�smo. Então o *-mor�smo induzido ρ̃ : F/Kerρ →
ρ(F) ⊂ G é um *-isomor�smo.Prova. Imediato. �O Teorema B.1 pode ser generalizado, resultando noTeorema B.2 (Primeiro Teorema de *-Isomorfismo 2) Sejam F e G duas *-álgebras, e ρ : F → G um *-epimor�smo. Então, H 7→ ρ(H) estabelee uma orres-pondênia biunívoa entre os subgrupos aditivos H ⊃ Kerρ de F e os subgrupos aditivosde G. Mediante esta orrespondênia, H é uma *-subálgebra (resp. *-ideal) de F se esomente se ρ(H) for uma *-subálgebra (resp. *-ideal) de G. Mais ainda, se I ⊃ Kerρé um *-ideal, então a apliação

x+ I 7→ ρ(x) + ρ(I)é um *-isomor�smo de F/I em G/ρ(I).Prova. A primeira assertiva segue imediatamente do Teorema B.2. O restanteé demonstrado de maneira análoga ao aso de anéis � ver a demonstração doTeorema 2.6 de [Ja85℄, páginas 107�108. �2Não paree haver um aordo na literatura sobre a designação �Primeiro Teorema do Isomor�smo�,nem para anéis e módulos, nem para grupos. Alguns autores atribuem este nome ao análogo doTeorema B.1, e outros, ao análogo do Teorema B.2, omo fazemos aqui, pois o Teorema B.2 podeser entendido, omo dito aima, omo uma generalização do Teorema B.1, e mais em aordo om oSegundo e Tereiro Teoremas de (*-)Isomor�smo. 125



B. Álgebras de operadoresTeorema B.3 (Segundo Teorema de *-Isomorfismo) Seja F uma *-álgebra, Guma *-subálgebra de F, e I um *-ideal de F. Então G + I é uma *-subálgebra de F,
G ∩ I é um *-ideal de G, I é um *-ideal de G + I, e (G + I)/I ∼= G/(G ∩ I).Prova. Análogo ao aso de anéis � ver [Ja85℄, página 108. �Teorema B.4 (Tereiro Teorema de *-Isomorfismo) Seja F uma *-álgebra, e
I ⊂ J dois *-ideais de F. Então I é um *-ideal de J, e F/J ∼= (F/I)/(J/I).Prova. Segue imediatamente do Teorema B.2. �A demonstração dos análogos dos Teoremas B.2 e B.3 para anéis onsistem tãosomente na onstrução dos isomor�smos e heagem explíita das propriedades rele-vantes.Observação B.2 No aso de *-álgebras topológias, em partiular os exemplos a se-rem disutidos ao longo deste Apêndie, os Teoremas de B.1 a B.4 valem não só emnível algébrio mas também em nível topológio, ontanto que se adiione o adjetivo�fehado� (nas respetivas topologias) aos termos �subgrupo�, �*-subálgebra� e �*-ideal�� a ontinuidade dos *-mor�smos é automátia em todos os asos, em virtude da pro-priedade C* das (semi)normas (ver as De�nições B.3 e B.8). Neste aso, dada uma(semi)norma ‖.‖ numa *-álgebra F, a (semi)norma orrespondente na *-álgebra quoi-ente F/I, onde I ⊂ F é um *-ideal, é dada por

F/I ∋ [x] 7→ ‖[x]‖ .
= inf

y∈I
‖x+ y‖.Completeza desta norma (ou família separante de seminormas) pode ser heada dire-tamente; para a veri�ação da propriedade C* no aso de C*-álgebras, ver a Proposição2.2.19 de [BR87℄.Um estado ω sobre uma *-álgebra unital F é um funional linear positivo sobre F,i.e., ω(x∗x) ≥ 0 para todo x ∈ F, que satisfaz ω(1) = 1.3 Dizemos que ω é �el se

ω(x∗x) > 0 para todo x 6= 0 (a razão do nome virá em breve). O onjunto dos estadossobre F é onvexo: se ω1 e ω2 são estados, então λω1 +(1−λ)ω2 também o é, para todo
λ ∈ (0, 1). Se ω não admite uma deomposição ω = λω1 + (1 − λ)ω2 para ω1, ω2 6= ω,
λ ∈ (0, 1), dizemos que ω é puro (equivalentemente, ω é puro se não pode ser esritoomo a soma de dois funionais lineares positivos φ1, φ2 /∈ R+ω). Caso ontrário, dize-mos que ω é misto. Denotamos o onjunto de todos os estados sobre F por SF.A positividade de ω leva à seguinte propriedade ruial:3Se há uma topologia em F à nossa disposição, podemos de�nir a ondição de normalização de umestado mesmo na ausênia de identidade.126



*-ÁlgebrasLema B.5 (Desigualdade de Cauhy-Shwarz) Seja φ um funional linear po-sitivo sobre uma *-álgebra (não neessariamente unital) F. Então, (i) φ(x∗y) = φ(y∗x)(em partiular, se F é unital, φ(x∗) = φ(x)) e (ii) |φ(x∗y)|2 ≤ φ(x∗x)φ(y∗y), para todo
x, y ∈ F (em partiular, se F é unital, |φ(x)|2 ≤ φ(1)φ(x∗x)).Prova (esboço). Para todo λ ∈ C, temos que φ((λx + y)∗(λx + y)) ≥ 0. Porlinearidade,

|λ|2φ(x∗x) + λ̄φ(x∗y) + λφ(y∗x) + φ(y∗y) ≥ 0.A realidade do primeiro membro da desigualdade aima implia (i), de onde segueque podemos tomar agora λ ∈ R. Esolhendo apropriadamente um intervalo para
λ, prova-se (ii). �De posse do Lema B.5, podemos failmente onstruir uma representação de F poroperadores lineares densamente de�nidos num espaço de Hilbert Hφ naturalmenteassoiado a um funional linear positivo φ. Primeiro, notar que o aniquilador Annφde φ, dado por Annφ = {x ∈ F : φ(x∗x) = 0}, é um ideal à esquerda de F. De fato,Annφ é um subespaço vetorial de F, devido à linearidade de φ e ao Lema B.5. Maisainda, dados x ∈ Annφ, y ∈ F, temos que φ((yx)∗yx)2 ≤ φ(x∗x)φ((x∗y∗y)(y∗yx)) = 0.Considere agora o espaço quoiente F/Annφ ∋ [x], [y], que admite o produto esalardado por 〈[x], [y]〉 .= φ(x∗y). Completando F/Annφ ∋ [x], [y] om respeito à norma ‖.‖assoiada a 〈., .〉, obtemos o espaço de Hilbert Hφ

.
= (F/Annφ)‖.‖.Consideremos o operador π̃φ(x) assoiado a x, de�nido no subespaço linear denso

F/Annφ por π̃φ(x)[y] .
= [xy]. Como o adjunto de π̃φ(x) é dado por π̃φ(x)∗↾F/Annφ =

π̃φ(x
∗) e ambos são densamente de�nidos, segue que π̃φ(x) é fehável [RS80℄, om feho

πφ(x) = πφ(x)
∗∗ ⊂ πφ(x

∗)∗ (lembrar que, dados operadores lineares densamente de�ni-dos A,B om respetivos domínios D(A), D(B), A ⊂ B denota que B é uma extensãode A, i.e., D(B) ⊃ D(A) e B↾D(A) = A) Logo, πφ(x) = πφ(x) = πφ(x)
∗∗ de�ne umarepresentação de F por operadores lineares fehados e densamente de�nidos em Hφ.O operador anti-linear densamente de�nido dado por S0 : [x] 7→ [x∗] será ruial nodesenvolvimento da teoria modular de Tomita-Takesaki mais adiante.Note que a representação πφ é �el se e somente se φ(x∗x) > 0 para todo x 6= 0. Se

F é unital e ω é um estado, portanto, φω é �el se e somente se ω é �el, justi�andoo nome que demos. Para F unital, há ainda um elemento espeial de Hω, dado por
Ω = [1]. Obviamente, ‖Ω‖ = 1 se ω é um estado; mais importante, segue que o on-junto πω(F)Ω = F/Annφ é denso em Hω, i.e., Ω é um vetor ílio para πω(F).4 Nesteaso, a representação onstruída aima, denotada pela tripla (Hω, πω,Ω), é denominada4No aso de C*-álgebras, é possível onstruir um vetor ílio mesmo na ausênia de uma identidade[Mur90℄. 127



B. Álgebras de operadoresrepresentação ília ou representação Wightman-GNS de F assoiada ao funionallinear positivo ω.5 πω é �el se e somente se Ω, além de ílio, for separante para F,i.e., πω(x)Ω = 0 ⇒ x = 0.A representação Wightman-GNS de uma *-álgebra unital F assoiada a um fun-ional linear positivo φ é únia no seguinte sentido: seja π uma representação de F poroperadores lineares densamente de�nidos e fehados num espaço de Hilbert H , talque:
• Existe um domínio D , omum a todos π(x)'s, denso em H e tal que πFD ⊂ D ;
• Existe um vetor Φ′ ∈ D ílio para π(F) tal que π(F)Φ′ = D e 〈Φ′, π(x)Φ′〉 =
φ(x) para todo x ∈ F.Podemos então de�nir o operador linear U : F/Annφ → H omo U [x]

.
= π(x)Φ′.

U é densamente de�nido e satisfaz 〈U [x], U [y]〉 = φ(x∗y) = 〈π(x)Φ′, π(y)Φ′〉 para todo
x, y ∈ F, ou seja, U é uma isometria. Pelo Teorema BLT [RS80℄, U se estende unia-mente a uma isometria U de Hφ em H , injetora e om imagem densamente de�nida.Invoando uma vez mais o Teorema BLT, temos que U é uma bijeção, e sua inversa
U−1 = U∗ também é uma isometria. Ou seja, as representações πφ e π são unitaria-mente equivalentes.6 Outra onseqüênia importante é que, se Φ = [1] é o vetor íliode πφ, então UΦ = Φ′. Uma onseqüênia imediata deste fato, que podemos delararomo um Corolário, é:Corolário B.6 Se α é um *-automor�smo de uma *-álgebra unital F e φ, um funi-onal linear positivo tal que φ ◦ α = φ, então existe um únio operador unitário Uα em
Hφ tal que πφ(α(x)) = Uπφ(x)U

−1. �Ou seja, uma ondição su�iente para que um *-automor�smo α seja unitariamenteimplementável em Hφ é que φ seja invariante pela ação de α. Este é o prinipal me-anismo de implementação de simetrias na teoria quântia. Por �m, há uma relaçãoestreita entre a pureza de um estado ω e uma ontraparte �fraa� da noção de irredu-tibilidade para πω:5GNS atende pelos nomes de Gel'fand e Naimark [GN43℄ e Segal [Seg47℄, que propuseram aonstrução aima no aso em que F é uma C*-álgebra � ver Seção B.2. O nome de Wightman vemanexo pois a onstrução aima é a parte entral de seu Teorema de reonstrução de ampos quântiosa partir de uma hierarquia de funções de n pontos [SW00℄. Teremos mais a dizer a respeito na SeçãoB.3.6No aso em que F é uma C*-álgebra, a uniidade da representação GNS, dada por U , permaneemesmo se F não possui identidade, mas neste aso o vetor ílio de πφ não neessariamente pertenea F/Annφ, e devemos impor analogamente apenas que π(F)Φ′ ⊂ D é denso em H .128



C*-álgebras e álgebras de von NeumannTeorema B.7 Seja ω um estado sobre uma *-álgebra unital F. De�na o omutantefrao
πω(F)′w

.
= {T ∈ B(Hω) : 〈T ∗[x], πω(y)[z]〉 = 〈πω(y∗)[x], T [z]〉, ∀x, y, z ∈ F}de πω(F); πω(F)′w é um subespaço linear *-invariante de B(Hω). Então, πω(F)′w = C1se e somente se ω for puro. Mais ainda, existe uma orrespondênia biunívoa ωT ↔ Tentre funionais lineares positivos ωT satisfazendo ωT ≤ ω e elementos positivos T de

piω(F)′w satisfazendo ‖T‖ ≤ 1.Prova. (⇒) Suponha que ω é misto. Então existe um funional linear positivo
ω′ tal que ω′(x∗x) ≤ ω(x∗x), para todo x, e tal que ω′ não é um múltiplo de
ω. Apliando a desigualdade de Cauhy-Shwarz, temos que |ω′(x∗y)|2 ≤
‖πω(x)Ω‖2‖πω(y)‖2. Portanto, πω(x)Ω × πω(y)Ω 7→ ω′(x∗y) de�ne uma formasesquilinear limitada e densamente de�nida em Hω. Assim, existe um úniooperador limitado T em Hω tal que 〈πω(x)Ω, Tπω(y)Ω〉 = ω′(x∗y), e T não éum múltiplo de 1. Mais ainda, 0 ≤ 〈πω(x)Ω, Tπω(x)Ω〉 ≤ ‖πω(x)‖2, e, assim,
0 ≤ T ≤ 1. Mas, neste aso,
〈πω(x)Ω, Tπω(y)πω(x)Ω〉 = ω′(x∗yz) = ω′((y∗x)∗z) = 〈πω(y∗)πω(x)Ω, Tπω(z)Ω〉para todo x, y, z ∈ F, provando que T é um elemento não-trivial de πω(F)′w.
(⇐) Suponha que T ∈ πω(F)′w, T /∈ C1. Então, T ∗ e, portanto, T +T ∗ pertenema πω(F)′w, sendo que o último é auto-adjunto e não-trivial. De�na S

.
= λ(2‖T +

T ∗‖1 + (T + T ∗)) ∈ πω(F)′w, onde λ > 0 é esolhido tal que ‖S‖ < 1. Então,
0 < S < 1, e portanto existe um projetor espetral P de S tal que 0 < P < 1 e
P ∈ πω(F)′w. Considere o funional linear ω′(x) = 〈PΩ, πω(x)Ω〉. ω′ é positivo,pois
ω′(x∗x) = 〈PΩ, πω(x∗)πω(x)Ω〉 = 〈πω(x)Ω, Pπω(x)Ω〉 = 〈Pπω(x)Ω, πω(x)Ω〉 ≥ 0.Finalmente,

ω(x∗x) − ω′(x∗x) = 〈πω(x)Ω, Pπω(x)Ω〉 ≥ 0,mostrando que ω é misto.A assertiva �nal segue automatiamente dos argumentos aima. �B.2 C*-álgebras e álgebras de von NeumannB.2.1 C*-álgebrasVamos agora dar uma ondição su�iente para que os operadores fehados πφ(x)onstruídos por meio da representaçãoWightman-GNS na Seção B.1 sejam limitados. 129



B. Álgebras de operadoresSe pudermos enontrar para todo x um C(x) > 0 tal que φ((xa)∗xa) ≤ C(x)2φ(a∗a)para todo a ∈ F e todo funional linear positivo φ (i.e., C não depende de φ), então se-gue que ‖πφ(x)[a]‖ ≤ C(x)‖[a]‖. Portanto, pelo teorema BLT, πφ(x) admite uma úniaextensão a Hφ, e ‖πφ(x)Ψ‖ ≤ C(x)‖Ψ‖ para todo Ψ ∈ Hφ. Neste aso, πφ(x∗) = πφ(x)
∗e, assim, πφ de�ne uma *-representação de F por operadores limitados em Hφ.A maneira mais óbvia de obter C omo no parágrafo anterior é impor uma norma

‖.‖ em F tal que o produto e a involução de F sejam ontínuas om respeito a estanorma, de�nindo uma *-álgebra normada. Em partiular, podemos esolher uma normaequivalente à original tal que ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ e, portanto, ‖1‖ = 1 se F for unital (talpropriedade está subentendida ao longo de todo o presente trabalho). Veremos que
C(x)

.
= ‖x‖ satisfaz a ondição no parágrafo anterior se:1. F é ompleta om respeito a ‖.‖ (dizemos então que F é uma *-álgebra de Ba-nah), e2. ‖x∗x‖ = ‖x‖2. Neste aso, segue que ‖x‖2, ‖x∗‖2 ≤ ‖x‖.‖x∗‖ e, portanto, ‖x‖ =
‖x∗‖.Definição B.3 Uma C*-álgebra A é uma *-álgebra de Banah uja norma satisfaza ondição C* ‖x∗x‖ = ‖x‖2.7Um exemplo típio de C*-álgebra é a *-álgebra unital B(H ) de operadores limita-dos num espaço de Hilbert omplexo H . Vamos itar agora dois resultados de usofreqüente, que mostram outrossim a força da De�nição B.3.Proposição B.8 Todo *-mor�smo ρ de uma *-álgebra de Banah unital B numaC*-álgebra C satisfaz ‖ρ(x)‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ B. Se B é uma C*-álgebra, então

ρ(B) é uma C*-subálgebra de C, e ‖ρ(x)‖ = ‖x‖ para todo x se e somente se ρ é um*-monomor�smo.Prova. Ver as Proposições 2.3.1 e 2.3.3 de [BR87℄. �Proposição B.9 Todo funional linear positivo φ sobre uma C*-álgebra A (não ne-essariamente unital) satisfaz as seguintes propriedades:(i) φ(x∗) = φ(x);(ii) |φ(x)|2 ≤ ‖φ‖φ(x∗x) (em partiular, ‖φ‖ = φ(1) se A for unital);7 Na verdade, não é neessário impor a ondição ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ ou mesmo a ontinuidade doproduto e da involução omo axiomas de�nindo uma C*-álgebra. Araki e Elliott [AE73℄ mostraramque a primeira ondição, e, portanto, a ondição ‖x‖ = ‖x∗‖ seguem dos demais axiomas (ompletezada norma, estrutura de *-álgebra e a ondição C*).130



C*-álgebras e álgebras de von Neumann(iii) |φ(x∗yx)| ≤ φ(x∗x)‖y‖;(iv) ‖φ‖ = sup{φ(x∗x) : ‖x‖ = 1}.Prova. Ver a Proposição 2.3.11 de [BR87℄. �Segue da Proposição B.9(iii) que φ((xy)∗xy) ≤ ‖x‖2φ(y∗y). Portanto, C(x) = ‖x‖satisfaz a estimativa no primeiro parágrafo desta Seção, e a representação GNS πφ é,assim, uma *-representação de A por elementos da C*-álgebra B(Hφ). O exemploaparentemente partiular de C*-álgebra dado por πφ(A), na verdade, é o mais geralpossível, poisGel'fand eNaimark provaram [GN43℄ que toda C*-álgebra é *-isomorfaa uma C*-subálgebra de B(H ) para algum espaço de HilbertH . Mais preisamente,a representação universal
Hu =

⊕

ω∈SA

Hω, πu =
⊕

ω∈SA

πωé �el, pois pode-se provar [BR87℄ que, dado x ∈ A , existe um estado puro ωx tal que
ωx(x

∗x) = ‖x‖2. Como πωx
neste aso é irredutível (ver próximo parágrafo), segueque πu possui, dentre suas subrepresentações irredutíveis, πωx

para todo x. Portanto,
πu(x) 6= 0 para todo x 6= 0.Por �m, onsideremos a seguinte lasse de elementos de uma C*-álgebra A. Dizemosque x ∈ A é positivo se for auto-adjunto e seu espetro σ(x) satisfaz σ(x) ⊂ R̄+, ou,equivalentemente, pode ser esrito omo x = y∗y, y ∈ A.8 Os elementos positivos de Aformam um one onvexo A+ que satisfaz A+ ∩ (−A+) = {0}, e todo elemento auto-adjunto x ∈ A pode ser esrito omo a deomposição ortogonal x = x+ − x−, onde
x± = 1

2
(x ± |x|) ∈ A+, |x| =

√
x∗x e x+x− = 0. Podemos, assim, impor o seguinteordenamento ≤ aos elementos auto-adjuntos de A, dado por x ≤ y ⇔ y − x ∈ A+.Vemos imediatamente que A ≤ B e B ≤ A impliam A = B, e, pela fórmula do raioespetral [RS80, Rud91℄, segue que A+ ∋ x ≤ ‖x‖1. Assim, quando nos referimos asubonjuntos (de)resentes de A+ e a limites superiores, supremos, limites inferioresou ín�mos de subonjuntos de A+, será sempre em relação ao ordenamento ≤ de�nidoaima.8À primeira vista, poderíamos de�nir positividade diretamente numa *-álgebra na Seção B.1usando esta ondição. Evitamos esta terminologia explíita neste aso mais geral (exeto, é laro,na de�nição de funional linear positivo e estado numa *-álgebra), pois a representação Wight-man-GNS de um elemento �positivo� neste sentido de�ne um operador fehado e simétrio, mas nãoneessariamente auto-adjunto. Assim, a noção intuitiva de operador positivo omo referindo-se à não-negatividade do espetro se perde para *-álgebras, o que poderia levar a mal-entendidos perigosos. 131



B. Álgebras de operadoresB.2.2 Álgebras de von NeumannConsideremos agora um estado ω sobre A. Neste aso, o omutante frao πω(A)′wé uma C*-álgebra, e oinide om o omutante πω(A)′
.
= {T ∈ B(Hω) : [T, πω(A)]

.
=

Tπω(A) − πω(A)T = 0, ∀A ∈ A} de πω(A) em B(Hω). Podemos então reforçar aonlusão do Teorema B.7: ω é puro se e somente se πω é irredutível. Mais ainda,
πω(A)′ é uma C*-álgebra de um tipo bastante partiular, pois πω(A)′ = (πω(A)′)′′.Definição B.4 Seja uma C*-álgebra unital R onretamente realizada omo uma C*-subálgebra de B(H ) para algum espaço de Hilbert H . Dizemos que A é uma álgebrade von Neumann se R = R′′.Dizemos que uma álgebra de von Neumann R fatorial, i.e., Z(F)

.
= F ∩ F′ = C1,é simplesmente um fator. O Teorema do Duplo Comutante de von Neumann nosdiz que uma *-subálgebra não-trivial R de B(H ) é uma álgebra de von Neumannse e somente se R fehada nas topologias forte, fraa e σ-fraa (também hamadaultrafraa) de B(H ). Esta última é dada pelas seminormas ∑∞i=1 |〈Ψi, .Φi〉|, onde

{Ψi}i, {Φi}i ⊂ H satisfazem ∑∞
i=1 ‖Ψi‖2,

∑∞
i=1 ‖Φi‖2 < ∞. Mais ainda, dada umaC*-subálgebra A ∈ B(H ), temos que A′′ é o feho de A nas topologias forte, fraa e

σ-fraa. Citamos dois resultados aera dessa última topologia:Proposição B.10 Seja R uma álgebra de von Neumann, e I um ideal σ-fraamentefehado à esquerda e à direita em R. Então I é um *-ideal, e existe uma projeção
E ∈ Z(R) tal que I = ER.Prova. Ver a Proposição 2.4.22 de [BR87℄. �Teorema B.11 Dadas duas álgebras de von Neumann R e S, um *-mor�smo de
R em S é neessariamente σ-fraamente ontínuo.Prova. Ver o Teorema 2.4.23 de [BR87℄. �Se A é uma C*-subálgebra de B(H ), vê-se que A é densa em A′′ nas topologiasforte, fraa e σ-fraa de B(H ).Note que, se um elemento T ∈ B(H ) omuta om x = x∗ ∈ R, ele omuta omtodas os projetores espetrais de x. Portanto, essas projeções pertenem a R. Utili-zando a deomposição de um elemento de B(H ) numa ombinação linear de elementosauto-adjuntos, segue que as projeções de R são densas em R na norma; já utilizando-sea deomposição numa ombinação linear de elementos unitários [RS80℄, mostra-se que
x ∈ R se e somente se a isometria parial u e o elemento positivo |x| oorrendo nadeomposição polar x = u|x| de x, bem omo todos os projetores espetrais de |x|,pertenem a R [BR87℄. Mais em geral, dado um operador linear densamente de�nido132



C*-álgebras e álgebras de von Neumanne fehado T em H , dizemos que T é a�liado a R se R′D(T ) ⊆ D(T ) e Tx ⊇ xT paratodo x ∈ R′. Equivalentemente, T é a�liado a R se e somente se a isometria parial
U e os projetores espetrais do operador positivo |T | oorrendo na deomposição polar
T = U |T | de T pertenem a R.Dada uma álgebra de von Neumann R, seu predual R∗ onsiste dos funionais σ-fraamente ontínuos em R. Este é um subespaço de Banah do dual R∗ do espaço deBanah R, sendo que este último oinide preisamente om o dual (R∗)∗ de R∗ [BR87℄.O exemplo típio é B(H ) (H separável), ujo predual é dado pelos operadores �traelass� L1(H ), e o pareamento dual é dado pelo traço em H . Temos, em geral, oseguinte resultado estrutural, devido a Sakai:Teorema B.12 (Sakai [Tak01℄) Uma C*-álgebra A é *-isomorfa a uma álgebra devon Neumann se e somente se for o dual de algum espaço de Banah. �Devido ao Teorema B.12, é ostume denominar tais álgebras de von Neumann�abstratas� por W*-álgebras (W orresponde a �weak�, denotando feho na topologiafraa), mas aqui usaremos os dois termos alternadamente ao tratar de tais C*-álgebras.Vemos também que a topologia mais naturalmente assoiada a uma álgebra de vonNeumann é a topologia σ-fraa, e é a esta que, por exemplo, nos referimos ao empre-gar a versão �topologizada� dos Teoremas de B.1 a B.4 no ontexto de W*-álgebras,onforme a Observação B.2. Contudo, onforme a Proposição 2.4.2 de [BR87℄, a ope-ração de multipliação é separadamente σ-fraamente ontínua nas duas variáveis, masnão é onjuntamente σ-fraamente ontínua se a W*-álgebra em questão for �elmenterealizada num espaço de Hilbert de dimensão in�nita.Dada uma C*-álgebra A e um estado ω, temos uma álgebra de von Neumannem Hω naturalmente assoiada a este par, dada por πω(A)′′. Mais em geral, é possívelmostrar que o duplo dual A∗∗ de A é uma C*-álgebra *-isomorfa a πu(A)′′, denotadaW*-álgebra envolvente (universal) de A. Esta é a menor W*-álgebra que ontém A, e é*-isomorfa a πω(A)′′ se ω for �el. Um estado ω sobre uma álgebra de von Neumann Rsobre H é dito normal se existe um elemento �trae lass� ρ ∈ B(H ) tal que Tr(ρ) = 1e ω(x) = Tr(ρx). Todo estado ω sobre uma C*-álgebra A admite uma únia extensãonormal a A∗∗, que é �el se e somente se ω o é [Tak01℄.Estados normais possuem a seguinte araterização:Teorema B.13 Seja ω um estado sobre uma álgebra de von Neumann R no espaçode Hilbert H. Então, são equivalentes:(i) ω é normal; 133



B. Álgebras de operadores(ii) ω é σ-fraamente ontínuo;(iii) Dada qualquer rede resente {Aα} ⊂ R+ limitada superiormente, segue que
ω(supαAα) = supα ω(Aα).Prova. Ver o Teorema 2.4.21 de [BR87℄. �Cabe aqui um omentário sobre a ondição (iii) do Teorema B.13. Não é óbvio que,dada uma rede resente {Aα} ⊂ R+ limitada superiormente, existe supαAα ∈ R. Queisto é verdade, pode ser visto a seguir: seja Rα o feho de {Aβ : β > α} na topologiafraa de B(H ). Como a bola unitária fehada B(H )1 deste último é fraamenteompata, 9 segue da estrutura de one de R+ que existe A ∈ ∩αRα. Para todo Aα,

{B ∈ B(H )+ : B ≥ Aα} é σ-fraamente fehado e ontém Rα, portanto A ≥ Aαpara todo α. Qualquer elemento B majorando {Aα} majoriza seu feho frao e, assim,
B ≥ A. Logo, A = supαAα. Mais ainda, Aα → A na topologia σ-fraa, pois estaoinide om a topologia fraa em B(H )1 [BR87℄, estabeleendo assim (ii)⇒(iii) noTeorema B.13. Dizemos em geral que um funional linear positivo φ numa álgebra devon Neumann R é normal se satisfaz a ondição (iii) do Teorema B.13.10Conluímos esta seção om a lassi�ação de álgebras de von Neumann introdu-zida por Murray e von Neumann: seja

P(R)
.
= {E ∈ R : E = E∗ = E2}o onjunto das projeções da álgebra de von Neumann R. P(R) possui um ordena-mento parial ≤ herdado de R+, e dados quaisquer E,F ∈ P(R), temos que existemo omplemento E⊥ .

= 1 − E de E, o ín�mo E ∧ F .
= s − limn→∞(EF )n (por s − limentende-se o limite na topologia forte de R) e o supremo E ∨ F .

= (E⊥ ∧ F⊥)⊥ de Ee F om respeito ao ordenamento ≤ 11 � ou seja, (P(R),≤,∨,∧, ⊥) é um retiulado9Note que todo B(H ) é uma álgebra de von Neumann e, omo tal, é o dual de um espaço deBanah � este último, neste aso, é formado pelos seus elementos �trae lass� [BR87℄. A assertivasegue então do teorema de Banah-Alaoglu [RS80℄.10Foi demonstrado por Kadison [Tak01℄ que uma C*-álgebra A é uma W*-álgebra se e somente setoda rede resente {Aα} ⊂ A+ limitada superiormente possui supremo supα Aα ∈ A e os estados quesatisfazem a ondição (iii) do Teorema B.13 separam elementos em A+, i.e., dado 0 6= x ∈ A+, existeum estado normal ω tal que ω(A) 6= 0.11Dado um onjunto parialmente ordenado (S,≤), o ín�mo de x, y ∈ S é um elemento x ∧ y ∈ Stal que x ∧ y ≤ x, y e z ≤ x, y ⇒ z ≤ x ∧ y, o supremo de x, y ∈ S é um elemento x ∨ y ∈ Stal que x, y ≤ x ∨ y e x, y ≤ w ⇒ x ∨ y ≤ w, e uma operação de omplemento é uma bijeção
⊥ : S → S que satisfaz (x⊥)⊥ = x, (x ∧ y)⊥ = x⊥ ∨ y⊥ e (x ∨ y)⊥ = x⊥ ∧ y⊥. Se todo par x, y ∈ Spossui supremo e ín�mo, dizemos que (S,≤,∨,∧) é um retiulado (�lattie�) � em partiular, todoretiulado é direionado, i.e., dados x, y ∈ S, existe z ≥ x, y. Se, mais ainda, S possui uma operaçãode omplemento ⊥, então dizemos que (S,≤,∨,∧,⊥) é um retiulado ortoomplementado.134



C*-álgebras e álgebras de von Neumannortoomplementado.Introduzimos a seguinte relação de equivalênia em P(R): dados E,F ∈ P(R),dizemos que E ∼ F se existe W ∈ R tal que W ∗W = E e WW ∗ = F (i.e., W é umaisometria parial om fonte E e alvo F ). Dizemos ainda que E é uma subprojeçãode F se E ≤ F (E é própria se, além disso, E 6= F ), e de�nimos a seguinte relaçãode ordem em P(R)/ ∼∋ [E], [F ]: [E] 6= [F ] se E é equivalente a uma subprojeçãode F (a de�nição laramente independe da esolha de representante). Usando uma*-representação �el de R num espaço de Hilbert H , é fáil provar que E ≤ F see somente se EF = E, justi�ando nossa terminologia. Mais ainda, usando a or-respondênia biunívoa E 7→ RanE que existe entre os elementos de P(B(H )) e ossubespaços fehados de H , vemos quedim RanE ≤ +∞ se e somente se não existe 0 6= F � E tal que F ∼ E.Podemos de�nir abstratamente, então, que E ∈ P(R) é �nita se satisfaz a ondiçãoaima, que obviamente não depende da realização de R em H . Dizemos ainda que Eé in�nita, aso ontrário.Definição B.5 (Murray-von Neumann) Seja R uma álgebra de von Neumann.Uma função d : P(R) → R̄+ ∪ {+∞} é dita ser uma função dimensional se d(E) =
0 ⇒ E = 0, E ∼ F ⇒ d(E) = d(F ) e E ≤ F⊥ ⇒ d(E ∨F ) = d(E+F ) = d(E) + d(F )� tais propriedades determinam d a menos de um múltiplo λ ∈ Rr {0}, e d(E) < +∞se e somente se E for �nita. Dizemos que R é �nita se d(1) < +∞, e in�nita asoontrário. R é semi�nita se todo E ∈ P(R) possui uma subprojeção �nita F 6= 0, epuramente in�nita se toda E ∈ P(R) é in�nita.Se R é um fator, dizemos que R é:

• Tipo In se Rand = λ{0, 1, . . . , n}, n = 0, . . . ,+∞ (equivalentemente, R é tipo Ise possui uma projeção minimal E 6= 0, i.e., F 6= E ⇒ F = E). R é �nito se esomente se n < +∞;
• Tipo II se for semi�nito, mas não for tipo I. R é, então, tipo II1 se Rand = λ[0, 1](equivalentemente, se R for �nito) e tipo II∞ se Rand = R̄+ ∪ {+∞};
• Tipo III se for puramente in�nito, i.e., Rand = {0,+∞}.Vários dos resultados mais avançados aera de álgebras de von Neumann fazemuso do oneito de peso, que generaliza o oneito de funional linear positivo. Dadauma W*-álgebra R, um peso em R é uma função ω : R+ → R̄+ ∪{+∞} (onde onven-ionamos 0.+∞ = 0) que satisfaz (i) ω(A) +ω(B) = ω(A+B) e (ii) ω(αA) = αω(A), 135



B. Álgebras de operadorespara todo A,B ∈ R+, α ∈ R̄+. Um peso τ é dito traial (ou simplesmente um traço)se ω(A∗A) = ω(AA∗), para todo A. Denominando Rω+
.
= {A ∈ R+ : ω(A) < +∞} e

Lω
.
= {A ∈ R : ω(A∗A) < +∞}, temos imediatamente que Rω+ é um one hereditárioem R+, i.e., 0 ≤ A ≤ B ∈ Rω+ ⇒ A ∈ Rω+, e Rω

.
= spanCRω+ = L∗ωLω. Assim, o peso

ω se estende por linearidade a um funional linear positivo na *-álgebra Rω � em parti-ular, se ω é um traço, então ω(AB) = ω(BA) para todo A,B ∈ Rω. Dizemos que umpeso ω é normal se satisfaz a ondição (iii) do Teorema B.13, �el se ω↾Rω
for �el, e semi-�nito se Rω for σ-fraamente densa em R. É possível provar que toda álgebra de vonNeumann R admite um peso normal, �el e semi�nito, e que R é semi�nita se e somentese admitir um traço τ normal, �el e semi�nito [Tak01, Tak03a℄ � a reíproa da últimaassertiva é imediata, pois se E é uma projeção em Rτ , então E é neessariamente �nita.Álgebras de von Neumann R σ-�nitas, i.e., tais que todo subonjunto S ∈ P(R)mutualmente ortogonal (i.e., que satisfaz E ≤ F⊥ para todo E,F ∈ S) é enumerável,podem ser deompostas R numa �integral direta� de fatores, em termos do onjunto deprojeções entrais Z(R)∩P(R). R é σ-�nita se e somente se admite um estado normale �el ω [BR87℄. Assim, pode-se dizer que, para tais álgebras, a tarefa de lassi�açãose reduz à lassi�ação de fatores. Um re�namento da lassi�ação dada pela De�niçãoB.5, para fatores de tipo III, será apresentado suintamente no �nal da Seção B.2.3.B.2.3 Teoria modular de Tomita-TakesakiEstamos agora em ondições de disutir uma estrutura típia de álgebras de vonNeumann, extremamente útil e poderosa. Considere uma C*-álgebra A e um estado�el ω. Identi�amos então a W*-álgebra envolvente A∗∗ = πω(A)′′
.
= R no espaçode Hilbert Hω

.
= H , o qual possui, por onseguinte, um vetor ílio e separante

Ω. De�namos os operadores anti-lineares densamente de�nidos S0 (já menionado enpassant na Seção B.1) e F0 omo
D(S0) = RΩ, S0AΩ

.
= A∗Ω; D(F0) = R′Ω, S0A

′Ω
.
= A′∗Ω(F0 é densamente de�nido, pois um vetor Φ é ílio para uma álgebra de von Neu-mann S se e somente se for separante para S′). Segue que S0 ⊆ F ∗0 e F0 ⊆ S∗0 , e,portanto, tanto S0 e F0 são feháveis. Pode-se ainda provar que [BR87℄(B.1) F ∗0 = S̄0

.
= S e S∗0 = F̄0

.
= F.Definição B.6 Sejam J o operador anti-unitário (i.e., J é anti-linear, inversível etal que 〈JΦ, JΨ〉 = 〈Φ,Ψ〉 = 〈Ψ,Φ〉 para todo Φ,Ψ ∈ H ) e ∆ o operador positivoda deomposição polar S = J∆

1
2 de S. Dizemos que ∆ é o operador modular, e J , aonjugação modular, assoiados a R,Ω.136



C*-álgebras e álgebras de von NeumannO nome tem sua origem em Análise Harm�nia: ao de�nirmos a involução da *-álgebra de onvolução das funções ontínuas de suporte ompato sobre um grupo to-pológio loalmente ompato, preisamos introduzir a derivada de Radon-Nikódymda medida de Haar invariante à direita em relação à medida de Haar invarianteà esquerda, que é denominada função modular (essa função é igual a 1 para gruposAbelianos ou ompatos). Segue de (B.1) que(B.2) ∆ = FS, ∆−1 = SF, F = J∆−
1
2 , J = J∗ (e, portanto, J2 = 1) e ∆−

1
2 = J∆

1
2J.O resultado mais importante envolvendo J e ∆ é oTeorema B.14 (Tomita-Takesaki [BR87, Tak03a℄) Seja R uma álgebra de vonNeumann em H om vetor ílio e separante Ω, e ∆ e J respetivamente o operadormodular e a onjugação modular assoiados a (R,Ω). Então,

JRJ = R′ e ∆itR∆−it = R, ∀t ∈ R.
�Em partiular, t 7→ ∆it de�ne um grupo uniparamétrio fortemente ontínuo deoperadores unitários em H , om gerador log ∆, de�nido pelo Teorema Espetral, que,pelo Teorema B.14, implementa um grupo σ-fraamente ontínuo de automor�smos de

R e de R′ (neste último, o sinal de t é troado), denominado grupo modular. Para
R = πω(A)′′, onde A é uma C*-álgebra, e Ω o vetor GNS ílio e separante assoiadoa um estado ω, esrevemos, então, para ada x ∈ A:

j(x)
.
= π−1

ω (Jπω(x)J), e(B.3)
σωt (x)

.
= π−1

ω (∆itπω(x)∆
−it).(B.4)Note que as fórmulas (B.3) e (B.4) assumem valores em A∗∗, i.e., π−1

ω denota, emligeiro mas inóuo abuso de notação, a sua únia extensão σ-fraamente ontínua a
πω(A)′′. Uma fórmula da mais alta importânia que segue da de�nição dos objetosmodulares é:

〈∆ 1
2πω(x)Ω,∆

1
2πω(y)Ω〉 = 〈Jπω(x∗)Ω, Jπω(y∗)Ω〉 = 〈πω(y∗)Ω, πω(x∗)Ω〉

⇓
ω(σωi/2(x)σ

ω
−i/2(y)) = ω(yx).(B.5)A teoria modular de Tomita-Takesaki pode ser estendida a álgebras de vonNeumann arbitrárias se empregarmos um peso normal, �el e semi�nito ao invés de um 137



B. Álgebras de operadoresestado normal e �el. As demonstrações, ontudo, são onsideravelmente mais ompli-adas.Por �m, há uma relação rígida entre os grupos modulares assoiados a dois estados(ou, mais em geral, pesos semi�nitos) normais e �éis φ, ω sobre uma álgebra de vonNeumann R, dada peloTeorema B.15 (Connes) Existe uma família uniparamétria t 7→ Γt
.
= (Dφ : Dω)tde elementos unitários de R que satisfaz σφt (A) = Γtσ

ω
t (A)Γ∗t e a relação de oilo

Γt+s = Γtσ
ω
t (Γs). Em partiular, se φ = ω(U.U∗), onde U ∈ R é um elemento unitário,então neessariamente Γt = U∗σωt (U).Prova. Ver o Teorema 2.7.16 de [BR87℄ e o Teorema 5.3.34 de [BR97℄. �A expressão S(φ|ω)

.
= d

dt
ω((Dφ : Dω)t)↾t=+0 de�ne também a entropia relativa de

φ em relação a ω [Ara76, BR97, OP93℄. Os oilos de�nidos no Teorema B.15 são deimportânia fundamental na lassi�ação de fatores de tipo III realizada por Connes[BR87, Tak03a℄. Seja R um fator σ-�nito, e R ∋ u 7→ αg um grupo uniparamétrio
σ-fraamente ontínuo de *-automor�smos de R, de modo que faz sentido falar daintegral σ-fraa

L1(R) ∋ f 7→ αf(A)
.
=

∫
f(t)αt(A)dt, A ∈ R.Isto é, o funional R∗ ∋ φ 7→ φ(αf (A))

.
=
∫
f(t)φ(αt(A))dt de�ne um elemento de

(R∗)
∗ = R para ada A ∈ R, f ∈ L1(R). De�na a subálgebra de ponto �xo Rα .

= {A ∈
R : αt(A) = A, ∀t ∈ R}. O espetro de Arveson de α. é dado pela interseção dossuportes das distribuições temperadas a valores em R f 7→ αf (A) para A ∈ R, ou,equivalentemente,

σ(α)
.
= R r

⋃
{U ⊂ R aberto: αf (A) = 0, ∀A ∈ R, f ∈ L1(R), suppf ⊂ U},e o espetro de Connes é dado por

Γ(α)
.
=

⋂

E∈P(R)∩Rα

σ(α↾RE).Consideremos agora o grupo modular α. = σω. assoiado ao estado normal e �el ω. Comoo espetro de um operador auto-adjunto é invariante pela ação adjunta de um operadorunitário [RS80℄, segue do Teorema B.15 que Γ(R)
.
= Γ(σω) independe de ω. Pode-seainda provar [BR87, Tak03a℄ que expΓ(R) = S(R)r{0} é um subgrupo multipliativode R+, onde S(R) =

⋂
ω∈R∗,Annω={0} σ(∆ω) e ∆ω é o operador modular de Tomita-Takesaki assoiado a ω, e que Γ(R) = {0} se e somente se R for semi�nito. Segue daíque as possibilidades restantes para S(R) em virtude de sua estrutura multipliativa138



C*-álgebras e álgebras de von Neumann
• S(R) = {0, 1};
• S(R) = {0} ∪ {λn : n ∈ Z}, λ ∈ (0, 1);
• S(R) = R̄+,só se realizam para R de tipo III.Definição B.7 (Connes) Dizemos que R é tipo III0 se S(R) = {0, 1}, tipo IIIλ,

λ ∈ (0, 1), se S(R) = {0} ∪ {λn : n ∈ Z}, λ ∈ (0, 1), e tipo III1 se S(R) = R̄+.De partiular interesse em Teoria Quântia de Campos são os fatores hiper�nitos(uma álgebra de von Neumann R é hiper�nita ou injetiva se for gerada pela uniãode uma seqüênia de álgebras matriiais de dimensão resente) de tipo III1. Estestipiamente apareem omo limites termodinâmios de álgebras loais assoiadas auma rede, tais omo o fator de Araki-Woods, dado pelo limite termodinâmio deálgebras de observáveis de sistemas de spin em temperatura �nita [BR97℄. Foi provadopor Haagerup, ompletando resultados pariais anteriores de Connes, que o fator deAraki-Woods é o únio fator hiper�nito tipo III1 a menos de *-isomor�smo [Tak03b℄.Finalizamos esta Seção om dois ritérios úteis para determinar se R é tipo III.Teorema B.16 Dado um estado normal e �el ω, R é tipo III se e somente se σω. ↾REnão for um grupo de automor�smos internos (i.e., não existe um grupo σ-fraamenteontínuo R ∋ t 7→ Ut de unitários de R tal que σωt (.) = U∗t .Ut, ∀t ∈ R) para nenhum
E ∈ P(R) ∩ Z(R).Prova. Ver o Teorema 2.7.17 de [BR87℄ e a disussão preedendo o Teorema5.3.35 de [BR97℄. �O segundo ritério é devido a Driessler [Dri77℄:Teorema B.17 ([Dri77℄) Seja H um espaço de Hilbert separável, R uma subálge-bra de von Neumann de B(H ) e Ω um vetor ílio e separante para R. Suponha queexiste uma subálgebra de von Neumann in�nita R1 ⊂ R e {αn}n∈Z+ uma seqüêniade *-automor�smos de B(H ) satisfazendo:1. αn(R1) ⊂ R1, para todo n;2. w − limn→∞ αn(A1) = ω(A1)1, para todo A1 ∈ R1, 0 6≡ ω ∈ R1∗;3. s− limn→∞[A, αn(A1)] = {0}, para todo A ∈ R, A1 ∈ R1.Então R é tipo III. 139



B. Álgebras de operadoresProva. Suponha que P 6= 0 é uma projeção �nita. Neste aso, PRP é �nita e,omo vimos no �nal da Subseção B.2.2, possui um traço normal, �el e semi�nito τ .Como PΩ é ílio e separante para PRP em PH , segue do análogo do Teorema2.5.31 em [BR87℄ para pesos [Tak03a℄ que τ é implementado por um únio vetortraial ξ ∈ PH . Obtemos, então, que
lim
n
〈ξ, αn(A)Pαn(B)ξ〉 3.)

= lim
n
〈ξ, αn(AB)ξ〉 2.)

= 〈ξ,ABξ〉 = 〈ξ,BAξ〉.O limite aima de�ne, portanto, um traço normal, �el e �nito τ1 em M1, i.e.,
τ1(A) < +∞ para todo A ∈ R1, impliando que R1 é �nita, o que é absurdo. �B.2.4 Sistemas C*- e W*-dinâmios. Condição KMSVamos hegar agora numa interpretação físia para a fórmula (B.5). Primeiro, notarque, dado A ∈ R, as integrais σ-fraas(B.6) An =

√
n

π

∫
σωt (A)e−nt

2

dt, n ∈ Z+

(i.e., φ(An) =

√
n

π

∫
φ(σωt (A))e−nt

2

dt para todo φ ∈ F∗

)de�nem uniamente uma seqüênia de elementos (An) que onvergem σ-fraamentepara A (ver Proposição 2.5.18 de [BR87℄), e tais que ada An é um elemento analítiopara σωt , i.e., existe λ > 0 e uma função fAn
: R + i(−λ, λ) → R tal que f(t) = σωt (A)para todo t ∈ R e z 7→ φ(f(z)) é analítia em R + i(−λ, λ) para todo φ ∈ R∗. Logo,

σωt possui um onjunto σ-fraamente denso de elementos analítios B em R. Para tais,esrevemos fB(z) = σωz (B).Retornemos a (B.5). Esolhendo A = 1 e B um elemento analítio de R na faixaR + i(−1/2, 1/2) (isso sempre pode ser obtido por resalonamento adequado de fB),temos que a função F (z) = ω(σωz+i/2(B)) é ontínua e limitada em R + i[−1, 0], ana-lítia em R + i(−1, 0), e periódia de período 1 em ℑz, devido a (B.5). Portanto, Fadmite uma extensão analítia limitada a todo C (inlusive em R+ iZ, pelo prinípio dere�exão de Shwarz). Portanto, pelo teorema de Liouville, F deve ser onstante,i.e., F (z) = ω(B) para todo z ∈ C, em partiular para z = t ∈ R. Como os elementosanalítios são densos em R, segue que ω é invariante por σωt .Mais em geral, dados A,B ∈ R, podemos esolher seqüênias (An), (Bn) tais que
‖An‖ ≤ ‖A‖, ‖Bn‖ ≤ ‖B‖ e A(∗)

n Ω → A(∗)Ω, B(∗)
n Ω → B(∗)Ω (isto é sempre possívelpelo Teorema de Densidade de Kaplansky � ver [BR87℄, Teorema 2.4.16). Neste aso,segue de (B.5) e do Teorema de Três Linhas de Phragmén-Lindelöf (ver Teorema140



C*-álgebras e álgebras de von Neumann6.4 em [Lan99℄) que ω(AnfBn
(z)) onverge uniformemente em R+i[−1/2, 1/2] para umafunção F ′A,B ontínua e limitada em R + i[−1/2, 1/2] e analítia em R + i(−1/2, 1/2)(ver Proposição 5.3.7 em [BR97℄ para uma demonstração mais detalhada), tal que, paratodo t ∈ R,(B.7) F ′A,B(t+ i/2) = ω(Aσωt (B)) e F ′A,B(t− i/2) = ω(σωt (B)A).Podemos reformular a assertiva aima da seguinte forma: seja f ∈ S (R) tal que

f̂ ∈ C∞c (R). Neste aso, existe R > 0 tal que suppf̂ ⊂ [−R,R] e, portanto, peloTeorema de Paley-Wiener [Hör90℄, f é uma função inteira que satisfaz |f(x+ iy)| =
O(x−∞eR|y|) para todo x, y ∈ R (de fato, esse Teorema nos diz também que essa esti-mativa arateriza ompletamente as f 's que satisfazem a hipótese aima). Podemosentão reesrever (B.7) omo(B.8) ∫

f(t+ i/2)ω(Aσωt (B))dt =

∫
f(t− i/2)ω(σωt (B)A)dt, ∀f : f̂ ∈ C∞c (R).Definição B.8 Sejam A uma C*-álgebra e R ∋ t 7→ αt um grupo uniparamétrio de*-automor�smos de A, que assumimos por simpliidade ser fortemente ontínuo, i.e.,

‖αt(x) − x‖ t→0−→ 0 para todo x ∈ A. O par (A, αt) é dito ser um sistema C*-dinâmio.Se A é uma álgebra de von Neumann e α é σ-fraamente ontínuo, dizemos que opar (A, αt) é um sistema W*-dinâmio.Note que, se A é uma C*-subálgebra em B(H ) par algum H , o sistema C*-dinâmio (A, αt) se estende uniamente ao sistema W*-dinâmio (A′′, αt), devido aoTeorema B.11.Definição B.9 Seja (A, αt) um sistema C*- (resp. W*-)dinâmio, β ∈ R ∪ {±∞}.Um estado (resp. normal) ω sobre A é dito um estado (α, β)-KMS se satisfaz a ondiçãode Kubo, Martin e Shwinger: dados x, y ∈ A, existe uma função Fx,y ontínua elimitada em R + (sgnβ)i[0, |β|] e analítia em R+ (sgnβ)i(0, |β|), tal que
Fx,y(t) = ω(xαt(y)) e Fx,y(t+ iβ) = ω(αt(y)x).No aso β = 0, ω satisfaz ω(xy) = ω(yx) para todo x, y; dizemos então que ω é umestado traial. No aso β = +∞, dizemos que ω é um estado fundamental.Segue de onsiderações similares às feitas para o grupo modular que um estado

(α, β)-KMS ω é invariante por αt, e, pela uniidade da representação GNS, existe umaúnia implementação de αt por operadores unitários Uα(t) em Hω. Uma onseqüêniadisto é que a (únia) extensão normal de um estado (α, β)-KMS em A para A∗∗ é tam-bém um estado (α, β)-KMS para o sistema W*-dinâmio (A∗∗, αt), onde αt denota a 141



B. Álgebras de operadoressua extensão σ-fraamente ontínua.A importânia desse oneito se deve ao fato de que a ondição KMS arateriza oequilíbrio termodinâmio do estado ω na temperatura T = (kBβ)−1, onde kB é a ons-tante de Boltzmann. De fato, em sistemas quântios om um número �nito de grausde liberdade, a ondição KMS arateriza os estados de Gibbs ωβ = Tr(e−βH .)Tr(e−βH)
, onde

H é o operador Hamiltoniano que gera αt. A ondição KMS, no entanto, sobrevive aolimite termodinâmio, o que não oorre om a araterização de equilíbrio baseada emestados de Gibbs. Sua formulação original, dada por Kubo, Martin e Shwinger,era baseada em funções de Green assoiadas a operadores de riação e aniquilação,tendo sido refraseada para sistemas C*-dinâmios na versão dada pela De�nição B.9por Haag, Hugenholtz e Winnink [HHW67℄.Equivalentemente, pelas onsiderações aima, ω é um estado (α, β)-KMS se e so-mente se, para toda f tal que f̂ ∈ C∞c (R),(B.9) ∫
f(t)ω(xαt(y))dt =

∫
f(t+ iβ)ω(αt(y)x)dt, ∀x, y ∈ A.O aso β = +∞ é iluminado pela seguinte onsideração: o primeiro membro de(B.9) nada mais é do que a transformada de Fourier distribuional de ω(xαt(y)). Sesuppf̂ ⊂ R−, segue que f(t + iβ) deai exponenialmente à medida que β → +∞, e,portanto, o segundo membro de (B.9) tende a zero nesse limite. Assim, onluímos queo suporte da transformada de Fourier distribuional de πω(αt(x))Ω está ontido emR̄+, justi�ando o nome �estado fundamental� para ω.Para 0 < β < +∞, um estado (α, β)-KMS ω satisfaz a seguinte �relação de�utuação-dissipação�: ω(x∗αt(x)) e ω(αt(x)x

∗) são distribuições positivas; pelo Teo-rema de Bohner-Shwartz [RS75℄, as transformadas de Fourier distribuionais
µ̂x(f̂)

.
=

∫
f(t)ω(x∗αt(x))dt, ν̂x(f̂)

.
=

∫
f(t)ω(αt(x)x

∗)dtde�nem medidas de Radon em R. Uma maneira de ver isso é usando a deomposiçãoespetral dos operadores unitários Uα(t) que implementam αt. Podemos, então, verque µ̂x e ν̂x são absolutamente ontínuas uma em relação à outra, e a derivada deRadon-Nikódym de µ̂x em relação a ν̂x é dada por(B.10) dµ̂x
dν̂x

(p) = e−βp, ou, formalmente, dµ̂x(p) = e−βpdν̂x(p).Se onsiderarmos as medidas om sinal δ̂x,y e φ̂x,y dadas respetivamente pelas trans-formadas de Fourier de ω([x, αt(y)]) e ω({x, αt(y)}) ({a, b} .
= ab+ ba denota o anti-142



C*-álgebras e álgebras de von Neumannomutador de a, b ∈ A), temos que(B.11) dδ̂x,y(p) = tanh

(
βp

2

)
dφ̂x,y(p),que é preisamente a relação de �utuação-dissipação que arateriza a ondição KMS,relaionando perturbações limitadas da dinâmia om �utuações das medidas de ob-serváveis ao longo do tempo. Outras relações equivalentes a (B.10) e (B.11) podem seranalogamente obtidas entre outras funções de Green assoiadas a ω(x∗αt(y)).Finalmente, vemos que todo estado normal e �el ω sobre uma álgebra de vonNeumann R é um estado (σω−βt, β)-KMS.12 Este exemplo, num erto sentido, é oaso mais geral possível: onversamente, dado um estado (α, β)-KMS ω sobre umaC*-álgebra A, segue queLema B.18 Ω é separante para πω(A)′′.Prova. Primeiro, notar que, se A é uma C*-subálgebra de B(H ) para algumespaço de Hilbert H e ω = 〈Ω, .Ω〉 é um estado sobre A tal que Ω é ílio para

A e Annω é *-invariante, então Ω é separante para A: dado x tal que ω(x∗x) = 0,temos que yxΩ = 0 para todo y ∈ A. Mas, neste aso, (yx)∗Ω = x∗y∗Ω = 0.Pela iliidade de Ω, segue que x = 0. Retornando a nossas hipóteses, onsidereagora a C*-subálgebra R = πω(A)′′ de B(Hω). Obviamente, Ω é ílio para
R. Tomando A ∈ R tal que ω(A∗A) = 0, onsidere a função FA∗,A(z) omona De�nição B.9. Então, FA∗,A(t) = ω(A∗αt(A)) = 〈AΩ, Uα(t)AΩ〉 = 0. PeloTeorema �Edge-of-the-Wedge� [SW00℄, segue que FA∗,A(z) = 0 para z ∈ R+i[0, β].Mas, neste aso, FA∗,A(iβ) = ω(AA∗) = 0. Portanto, pelo argumento aima,
A = 0. �Considere agora a seguinte situação: dado um sistema W*-dinâmio (R, αt) e umestado normal (α, β)-KMS, segue do Lema B.18 que ω é �el em πω(R). Entretanto,Annω é então um ideal σ-fraamente fehado à esquerda e à direita. Invoando aProposição B.10, existe uma projeção E ∈ R ∩ R′ tal que Annω = (1− E)R. Assim,

ω(1−E) = {0} e ω é �el em RE. Mais ainda,
ω(AE) = ω(A) = 〈Ω, πω(A)Ω〉.Conluímos esta Subseção om o seguinte surpreendente resultado devido a Takesaki,que segue da teoria modular apresentada na Subseção B.2.3:12Curiosamente, o trabalho de Haag, Hugenholtz e Winnink [HHW67℄ preedeu por pouo otrabalho original não publiado de Tomita [Tom67℄, e, de erto modo, motivou a inepção da teoriamodular, onforme pode ser visto pela exposição pioneira de Takesaki [Tak70℄. 143



B. Álgebras de operadoresTeorema B.19 (Takesaki [BR97, Tak03a℄) Sejam R uma álgebra de von Neumanne ω um estado normal sobre R. Então, são equivalentes:1. ω é �el em πω(R), i.e., existe uma projeção E ∈ R ∩ R′ tal que ω(1− E) = 0 e
ω↾RE é �el.2. Existe um grupo σ-fraamente ontínuo αt de *-automor�smos de R tal que ω éum estado KMS para o sistema W*-dinâmio (R, αt).Mais ainda, se as ondições aima são satisfeitas, segue que αt(E) = E, e αt ↾ REoinide om o grupo modular de RE assoiado a ω. Em partiular, αt↾RE é uniamentedeterminado por ω.Prova. Ver o Teorema 5.3.10 de [BR97℄. �B.3 *-álgebras loalmente onvexas e álgebras deBorhers-UhlmannLembramos, seguindo [Rud91℄ e [RS80℄, que um espaço vetorial topológio (sem-pre aqui assumido Hausdorff) X (sempre sobre C, a menos que seja dito o ontrá-rio) é loalmente onvexo se admite um sistema fundamental de vizinhanças abertas

V = {Vα ∋ 0}α∈I tal que ada uma dessas vizinhanças é onvexa, i.e., tx+(1−t)y ∈ Vαpara todo x, y ∈ Vα, t ∈ (0, 1). Equivalentemente, um espaço vetorial topológio é lo-almente onvexo se admite uma família {‖.‖β}β∈J de seminormas (i.e., apliações
‖.‖α : X → R̄+ que satisfazem as mesmas propriedades de uma norma, exeto possi-velmente ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0) que separa pontos em X, i.e., dados x 6= y ∈ X, existe
β ∈ J tal que ‖x‖β 6= ‖y‖β. Um sistema de vizinhanças abertas loalmente onve-xas da origem orrespondente a esta família de seminormas é dado, por exemplo, por
Vβ1,...,βk,n = {x ∈ X : ‖x‖βi

< n−1
i , ∀i = 1, . . . , k, ni ∈ Z+}. Conversamente, notar quetodo espaço vetorial loalmente onvexo admite um sistema fundamental de vizinhan-ças abertas, onvexas e balaneadas (i.e., eitVα = Vα, para todo t ∈ [0, 2π)). De�nindo

‖x‖β .
= inf{t > 0 : t−1x ∈ Vβ}, segue da ontinuidade da multipliação por esalarese do fato de que Vβ é balaneada que ‖.‖β de�ne uma seminorma ontínua � note que

‖Vβ‖β ⊂ [0, 1), pois Vβ é aberto. Mais ainda, a família {‖.‖β}β∈J de seminormas separapontos em X, pois para todo x 6= 0 existe β tal que x /∈ Vβ e, em partiular, ‖x‖β ≥ 1.Nosso exemplo representativo de espaço vetorial topológio loalmente onvexo será
D(O) = C∞c (O), O ⊂ Rd aberto, uja topologia loalmente onvexa é de�nida daseguinte forma: esse espaço é dado pela união de subespaços

∞⋃

n=1

DKn
(O),144



*-álgebras loalmente onvexas e álgebras de Borhers-Uhlmannonde DKn
(O)

.
= {f ∈ D(O) : suppf ⊂ Kn} possui topologia loalmente onvexa dadapelas seminormas

‖f‖k,Kn
=
∑

|α|≤k

sup
Kn

|∂(α)f |,eKn = K̄n ⋐ O satisfazKn ⋐ Kn+1 e ∪nKn = O (i.e., a oleção {Kn}n∈Z+ é uma exaus-tão de O), impliando DKn
(O) ⊆ DKn+1(O) de maneira que a topologia de DKn

(O) élaramente induzida pela topologia de DKn+1(O). A topologia de D(O) é a topologiamais �na tal que as inlusões DKn
(O) →֒ D(O) são ontínuas para todo n, denominadalimite indutivo d(as topologias d)a oleção (DKn

(O))n∈Z+.Uma oleção separante de seminormas que de�na a topologia de um limite indutivonão é (note bem!) neessariamente enumerável, embora a oleção de seminormas dadaaima o seja (i.e., nem sempre estas são su�ientes para gerar a topologia de um limiteindutivo). Se, no entanto, O é substituído por K ompato e/ou os requerimentos desuporte são abandonados, e enumerarmos a família de seminormas dada aima omo
‖.‖k, k = 1, 2, .... De�nindo

d(x, y)
.
=

∞∑

k=1

‖x− y‖k
2k(1 + ‖x− y‖k)

,temos que d(., .) de�ne uma métria invariante por translações que gera a topologiado espaço. Temos, não obstante, que C∞(c)(O) e C∞(c)(K) são seqüenialmente ompletos,i.e., toda seqüênia de Cauhy (para espaços topológios em geral, uma seqüênia (xn)é dita de Cauhy se, para toda vizinhança V de 0, existe N ∈ Z+ tal que xn−xm ∈ Vpara todo n,m > N) onverge. Em partiular, C∞(O) e C∞(c)(K) são espaços métriosompletos (espaços de Fréhet). A topologia dos respetivos duais topológios dedistribuições é equivalente à topologia de onvergênia pontual de seqüênias, sendoque tal topologia também é seqüenialmente ompleta.Podemos agora dar aDefinição B.10 Uma *-álgebra loalmente onvexa é uma *-álgebra F que, omoespaço vetorial, é loalmente onvexa, e tal que as operações de produto e involuçãosão ontínuas nesta topologia. Exigimos que as seminormas ‖.‖α de F satisfaçam apropriedade C*, i.e., ‖x∗x‖α = ‖x‖2
α, para todo α.Vamos agora onstruir o exemplo que mais nos interessa, a álgebra de Borhers-Uhlmann [Bor62, Uhl62, Bor65℄. O espaço D(O) é nulear : existe uma únia topo-logia loalmente onvexa no produto tensorial algébrio D(O) ⊗ D(O) ⊂ D(O × O)que estende a topologia de D(O). O ompletamento de Cauhy de D(O) ⊗ D(O)nesta topologia é preisamente D(O × O). Dualmente, o Teorema do Núleo de L. 145



B. Álgebras de operadoresShwartz [Hör90℄ asserta que a toda apliação linear ontínua K : D(O) → D ′(O)orresponde um únio u ∈ D ′(O × O) tal que (Kφ)(ψ) = u(φ⊗ ψ).Definição B.11 A álgebra de Borhers-Uhlmann assoiada a O é a *-álgebraunital loalmente onvexa F(O) dada por
F(O)

.
=

∞∑

k=0

⊗kC∞c (O),onde ⊗0C∞c (O) = C1 denota a adjunção da identidade 1. Mais preisamente, é aálgebra Z̄+-graduada omposta de elementos f = (f(0), f(1), . . .), onde f(k) ∈ ⊗kC∞c (O)e f(k) = 0 exeto para um onjunto �nito de valores de k. As operações algébrias sãodadas por:
• αf + βg = (αf(0) + βg(0), αf(1) + βg(1), . . . , );
• fg = f ⊗ g = (f(0)g(0), f(1)g(0) + f(0)g(1), . . . ,

∑
i+j=k f(i) ⊗ g(j), . . .);

• f ∗ = (f ∗(0), f
∗
(1), . . .), onde f ∗(0) = f(0) e, para f(k) = f 1

(k)(x1) · · · fk(k)(xk), xi ∈ O, i =

1, . . . , k, de�nimos f ∗(k) = fk(k)(x1) · · · f 1
(k)(xk), estendendo a operação a ⊗kC∞c (O)por linearidade.As seminormas de F(O) são as herdadas de C∞c (O). Segue imediatamente da regra deLeibniz que estas seminormas satisfazem a propriedade C*.Um estado ω sobre F(O) é dado por uma hierarquia de distribuições ωn ∈ D ′(On),

ω0(f(0)1) = f(0), sujeitas ao requerimento de positividade: ∑k
n,m=0 ωn+m(f ∗(n)⊗f(m)) ≥ 0,

∀f(n) ∈ ⊗nC∞c (O), n = 0, . . . , k, k ∈ Z̄+. Note que a positividade é su�iente paragarantir a ontinuidade fraa de ωn, e, de fato, uma boa dose de regularidade é garan-tida a priori para ωn. Demanda-se diretamente que as ωn's de�nem distribuições parainluir a possibilidade de ω não ser um funional positivo (uma situação em que issooorre é o aso de ampos de alibre).A representação Wightman-GNS de F(O) assoiada a ω produz uma distribuição
φ em C∞c (O) que assume valores nos operadores fehados e (densamente) de�nidos em
F(O)/Annω ⊂ Hω. φ satisfaz a ondição de hermitiidade φ(f̄)∗ = φ(f).Tudo o que �zemos aima passa sem mudanças esseniais de Rd para uma variedade
d-dimensional M qualquer. Mais ainda, esse exemplo é a base para onstruirmos aálgebra de Borhers-Uhlmann assoiada a ampos de spin arbitrário, o que será146



*-álgebras loalmente onvexas e álgebras de Borhers-Uhlmannfeito esboçadamente a seguir. Considere um �brado vetorial E
p−→ M om �bra

E ∼= RD. Dado O ⊂ M aberto, tomamos
F(O)

.
=
∞∑

k=0

⊗kΓ∞c (O , E ).Neste aso, a função de n pontos ωn assoiada a um estado ω assume valores em ⊗nE,e o ampo obtido é uma D-tupla de distribuições a valores em operadores.Chamamos aqui a atenção para o fato, extremamente importante, de que a álgebrade Borhers-Uhlmann ontém apenas informação inemátia sobre a teoria, deter-minando o suporte, o aráter tensorial e as simetrias internas globais do ampo oumultipleto de ampos. Toda a informação dinâmia da teoria (equações de movimento,relações de omutação, espetro, et.) está ontida em ω. Podemos alternativamentede�nir φ tomando o quoiente de F(O) por algum *-ideal I (tratamos várias instâniasdeste enário nos Capítulos 3 e 4). Neste aso, um estado bona �de ω sobre o ampo φdeve satisfazer Annω ⊃ I, pois segue do Tereiro Teorema de *-Isomor�smo (TeoremaB.4), suplementado pela Observação B.2, que (F(O)/I)/(Annω/I) ∼= F(O)/Annω.Pode-se onstruir, sob irunstânias espeiais (omo, por exemplo, no aso de umateoria quântia de ampos satisfazendo os axiomas de Wightman), uma versão dateoria modular de Tomita-Takesaki para *-álgebras omo a álgebra de Borhers-Uhlmann. Este problema, tratado pela primeira vez por Bisognano e Wihmann[BW75, BW76℄, é ataado de maneira sistemátia em [Ino98℄.
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Apêndie CCategorias e funtoresAqui, introduzimos de maneira minimalista os oneitos neessários da teoria deategorias e funtores, uma linguagem que surgiu om a �nalidade de organizar as es-truturas que apareem nas diferentes áreas da Matemátia. Nossa referênia para esteApêndie é o texto lássio [Lan98℄ de Ma Lane, um dos pais do oneito.Cabe aqui um breve omentário sobre o uso da teoria de onjuntos feito quando sefala em ategorias. Estritamente falando, o oneito de ategoria 1 (De�nições C.1 eC.2) não faz menção essenial a nenhum dos axiomas da teoria dos onjuntos. De fato,é omum (e bastante útil) onsiderar ategorias �grandes�, i.e., em que os objetos e assetas (mor�smos) onstituem agregados mais gerais que onjuntos, tais omo lasses 2.Segundo o sistema de axiomas onjuntístios de Gödel e Bernays, a noção de lasseé realizada por todas as instânias positivas de uma determinada função proposiionalque de�ne as propriedades dos objetos da lasse. Para nossas neessidades, bastar-nos-á dizer que uma lasse é um onjunto se ada uma das instânias positivas que aformam se reduz a um únio elemento do universo. Em suma, onjuntos são agregados�pequenos� (i.e., elementos do universo) e lasses, agregados �grandes�.3 Não teremosneessidade de oneitos onjuntístios mais gerais.C.1 RudimentosDefinição C.1 Uma metaategoria onsiste de:1Mais preisamente, de metaategoria � ver De�nição C.1.2O oneito de lasse se faz neessário toda vez que se tenta onstruir �onjuntos� om ardinalidademaior que o universo da teoria de onjuntos adotada (ingênua ou segundo os axiomas de Zermelo-Fraenkel). O exemplo paradigmátio, apontado pela primeira vez por B. Russell, é a lasse dossubonjuntos do universo.3 Existem ertas ategorias ujos objetos podem não onstituir uma lasse, omo no aso deategorias de funtores (ver Seção C.2). 149



C. Categorias e funtores1. objetos a, b, c, . . .;2. setas (ou mor�smos) f, g, h, . . .;3. operações de domínio (ou fonte) D(.) e ontradomínio (ou alvo) CD(.) sobre assetas, resultando nos objetos D(f), CD(f), D(g), CD(g), . . . (é ostume empregara notação
f : a −→ b ou a

f−→ b, para a = D(f), b = CD(f));4. uma operação de identidade id. ≡ 1. sobre os objetos, resultando nas setas1a, 1b, . . . om D(1a) = CD(1a);5. e uma operação de omposição . ◦ . sobre pares ordenados de setas (f, g) om
D(f) = CD(g), resultando nas setas f ◦ g om D(f ◦ g) = D(g) e CD(f ◦ g) =
CD(f),sendo as operações aima sujeitas aos seguintes axiomas:Cat1 (assoiatividade): Para quaisquer objetos e setas arranjados na forma

a
f−→ b

g−→ c
h−→ d,temos que h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ;Cat2 (lei unitária): Para qualquer seta f , temos que 1CD(f) ◦f = f ◦1D(f) = f .4Para nossos propósitos, será su�iente onsiderar uma ategoria omo sendo a se-guinte realização de uma metaategoria dentro da teoria de onjuntos (ver a nota derodapé 3):Definição C.2 Uma ategoria C onsiste de uma lasse de objetos ObjC (por vezesidenti�ada, por abuso de notação, om C ), e de uma lasse de setas ArrC 5, dota-das de operações satisfazendo os axiomas de uma metaategoria, tal que as sublasses

HomC (a, b)
.
= {f : D(f) = a, CD(f) = b} são onjuntos, para todo par a, b ∈ ObjC .4 Como este axioma determina 1a ompletamente para qualquer objeto a, é por vezes onvenienteidenti�ar a om a seta 1a. Em partiular, isso torna possível de�nir uma metaategoria apenas pormeio de setas (ver [Lan98℄ para uma disussão detalhada).5Esta pode, em virtude da disussão na nota de rodapé 4, ser onsiderada omo uma superlasse de

ObjC . Sob este ponto de vista, seria mais adequado identi�ar C om ArrC , mas aqui nos rendemosà prátia orrente.150



RudimentosUma subategoria D de C onsiste de uma ategoria ujos objetos formam umasublasse ObjD de ObjC e as setas formam uma sublasse ArrD de ArrC , tal queas operações de D são herdadas de C . D é uma subategoria plena se HomD(a, b) =
HomC (a, b), ∀a, b ∈ D . Dizemos também que uma ategoria C é pequena se ObjC (e,portanto, ArrC ) for um onjunto. Podemos assoiar a C a ategoria oposta C op tal que
ObjC op = ObjC e HomC op(a, b) = HomC (b, a), om a lei de omposição ◦ invertidaem relação a C .Uma vez que as setas abstraem da ategoria S et de onjuntos a noção de funçõesentre onjuntos, é natural busar a abstração ategória das funções injetoras, sobreje-toras e bijetoras. Dizemos que uma seta f é sobrejetora, épia ou simplesmente uma epi(resp. injetora, m�nia ou uma mono) se dadas duas setas g1, g2 ∈ HomC (CD(f), b)(resp. h1, h2 ∈ HomC (a,D(f))) tais que g1◦f = g2◦f (resp. f ◦h1 = f ◦h2), temos que
g1 = g2 (resp. h1 = h2) 6. Uma seta e é inversível à direita (resp. esquerda) se existeuma seta e′ tal que D(e′) = CD(e), CD(e′) = D(e) e satisfazendo e ◦ e′ = 1CD(e) (resp.
e′◦e = 1D(e)), e simplesmente inversível (ou um isomor�smo) se ambas as propriedadessão satisfeitas e toda a inversa à direita o for à esquerda e vie-versa. Neste aso, ainversa é únia, o que não oorre nos asos anteriores. Também dizemos neste aso que
D(e) e CD(e) são isomorfos. Um grupóide é uma ategoria pequena tal que toda setaé um isomor�smo.Sejam f epi e g mono. Se f ◦ g = 1D(g), é praxe dizer que g é uma seção de f (emanalogia om seções de �brados), e f uma retração de g. Também aqui dizemos que
f é uma epi indida e g, uma mono indida. Neste aso, h = g ◦ f : D(f) −→ D(f)é uma seta idempotente (ou uma projeção), i.e., h2 .

= h ◦ h = h. Conversamente, umaseta idempotente h ∈ HomC (a, a) é dita indida por um objeto b se existem uma epi
f : a −→ b e uma mono g : b −→ a tais que f ◦ g = 1b e g ◦ f = h.Por �m, passemos a alguns exemplos, que também nos servirão para �xar a notaçãopara algumas ategorias padrão que serão utilizadas om freqüênia:
1: Categoria dotada de um únio objeto a e uma únia seta 1a;
2: Categoria dotada de apenas dois objetos a, b e três setas 1a, 1b, a f−→ b;6 Não se busou de�nir setas épias (resp. m�nias) por meio de inversas à direita (resp. esquerda)pois, embora tal de�nição se aplique a S et, o mesmo não oorre, por exemplo, om a ategoria G rp degrupos � epimor�smos possuem uma inversa onjuntístia à direita, mas pode não ser possível esolherum homomor�smo om essa propriedade. A de�nição que demos, por outro lado, omporta todos osasos de interesse. 151



C. Categorias e funtores
U : Categoria (pequena) disreta, onde ObjU = U é um onjunto, HomU(a, b) = ∅se a 6= b, e HomU(a, a){1a} (em suma, podemos também esrever U = ObjU =

ArrU);
C × D: Produto das ategorias C e D � ObjC × D ∋ (a, b), onde a ∈ ObjC e

b ∈ ObjD , HomC×D((a, b), (c, d)) ∋ (f : a → c, g : b → d), 1(a,b) = (1a, 1b) e
(f, g) ◦ (f ′, g′) = (f ◦ f ′, g ◦ g′);

C I : Potênia Cartesiana de uma ategoria C pelo onjunto I � formalmente,ObjC ∋
a : I → ObjC (a é então dito ser o produto dos a(α)'s), HomC I (a, b) = {f : I ∋
α 7→ f(α) ∈ HomC (a(α), b(α))}, 1a : I ∋ α 7→ 1a(α) e (f◦g) : I ∋ α 7→ f(α)◦g(α);

(U,≤): Conjunto parialmente ordenado � Obj(U,≤) = U é o onjunto subjaente, e
H (U,≤)(a, b), se não vazio, possui uma únia seta ≤, denotada também por a ≤ b,satisfazendo as propriedades usuais de uma relação de ordem, aqui devidamenterefraseadas em linguagem ategória: 1a = a ≤ a e (b ≤ c) ◦ (a ≤ b) = a ≤ c.Neste aso, Arr(U,≤)

.
=≤ é dita ser uma ordem parial em U . Dizemos destarteque (U,≤) é: direionado se, dados a, b ∈ U , existe c ∈ U tal que a ≤ c e

b ≤ c; e totalmente ordenado se para quaisquer a, b ∈ U neessariamente a ≤ bou b ≤ a. O Lema de Zorn aqui �a enuniado da seguinte forma: qualquersubategoria C plena e totalmente ordenada de (U,≤) possui um objeto terminal
u, i.e., para todo a ∈ C existe uma únia seta a ≤ u (dualmente, a ∈ ObjC éum objeto iniial se para todo b ∈ ObjC existe uma únia seta a → b). Umexemplo de onjunto direionado é o onjunto das partes ordenado por inlusões
(U,≤) = (P (X),⊆) do onjunto X � em partiular, esse onjunto direionadopossui um objeto terminal X e objetos iniiais {x}, x ∈ X;

S et: Conjuntos, ujas setas são funções;
G rp: Grupos, ujas setas são homomor�smos;
T op: Espaços topológios, ujas setas são funções ontínuas;
T vs: Espaços vetoriais topológios (no texto assumidos Hausdorff e loalmenteonvexos � ver Seção B.3), ujas setas são apliações lineares ontínuas.Outras ategorias serão introduzidas no texto à medida da neessidade.C.2 Funtores e transformações naturaisDefinição C.3 Sejam as ategorias A e B. Um funtor ovariante (resp. ontravari-ante) de A em B é uma regra F que assoia a ada a ∈ ObjA um objeto Fa ∈ ObjBe a ada f ∈ ArrA uma seta Ff ∈ ArrB satisfazendo D(Ff) = FD(f) (resp.152



Funtores e transformações naturais
D(Ff) = FCD(f)), CD(Ff) = FCD(f) (resp. CD(Ff) = FD(f)) e tal que, para
a, b, c ∈ ObjA e f, g ∈ ArrA satisfazendo a f−→ b

g−→ c, temos que
F(g ◦ f) = Fg ◦ Ff (resp. F(g ◦ f) = Ff ◦ Fg).É praxe esrever o funtor omo uma �seta entre ategorias�, i.e., F : A → B ou mesmo

A
F−→ B.Podemos, equivalentemente, dizer que um funtor ontravariante F : A → B é umfuntor ovariante F : A → Bop. Assim, quando dizemos funtor, queremos dizer apenas�funtor ovariante�.

F é dito ser uma equivalênia de ategorias se for inversível, i.e., existe um funtor
F−1 tal que F−1◦F = idA e F◦F−1 = idB, onde C

idC−→ C é o funtor identidade assoiadoà ategoria C (i.e., idC a = a, idC f = f , ∀a ∈ ObjC , f ∈ ArrC ). Um outro exem-plo é o funtor iC ,D dado pela inlusão de uma ategoria C numa superategoria D de C .Daremos agora alguns exemplos de funtores que nos serão de grande utilidade:
• Sejam C uma ategoria e (U,≤) um onjunto parialmente ordenado. Um funtor

F : (U,≤) → C op (resp. G : (U,≤) → C ) é dito ser um pré-(o)feixe (de objetosde C ) em U .7 Se (U,≤) for direionado, dizemos que F é um sistema inverso em
C indexado por U , e G, uma rede (de objetos de C ) em U , ou um sistema diretoem C indexado por U ;

• A potênia Cartesiana de C por I pode ser entendida omo um funtor F : I → C ,onde I aqui é entendido omo uma ategoria (disreta);
• Sejam I um onjunto e C uma ategoria. O funtor diagonal ∆ : C → C I é dadopor ObjC ∋ a 7→ (∆a : I ∋ α 7→ a) e ArrC ∋ f 7→ (∆f : I ∋ α 7→ f);
• Dado um funtor F : C → D e d ∈ ObjD , uma seta universal de d em F (resp. de

F em d) onsiste num par (u, f), onde u ∈ ObjC e f : d→ Fu (resp. f : Fu→ d)que satisfazem a seguinte propriedade universal: dados quaisquer c ∈ ObjC ,
g : d→ Fc (resp. g : Fc→ d), existe uma únia seta g′ : u → c (resp. g′ : c→ u)tal que Fg′◦f = g (resp. f◦Fg′ = g). Neste aso, dizemos que (u, f) é um elementouniversal do funtor HomD(d,F.) : C → S et (a ação deste funtor sobre setas édada por HomD(d,F.) : (g : a→ b) 7→ (HomD(d,Fa) ∋ h 7→ Fg◦h ∈ Hom(d,Fb)))� mais em geral, se H : C → S et, um objeto universal de H onsiste do par (u, e),7Na verdade, a de�nição usual de pré-(o)feixe em U onsiste num funtor F : (P (U),⊆) → Cou, mais em geral, F : (τ(U),⊆) → C , onde τ é uma topologia (possivelmente disreta, omo no asoanterior) em U . Não é difíil ver que tal de�nição é englobada pela que demos aima. 153



C. Categorias e funtoresonde u ∈ ObjC e e ∈ Hu são tais que para todo a ∈ ObjC , x ∈ Ha existe umaúnia seta f : u → a tal que (Hf)(e) = x. Conversamente, interpretando e omo
e : {∗} ∋ ∗ 7→ (Hu)(∗) .

= e, vemos que (u, e) é uma seta universal de ∗ em H.O aso dual itado paralelamente aima onsiste apenas em troar D por Dop.Exemplos de setas universais ompreendem:� Geradores de grupos livres (C = G rp, D = S et e F identi�a um grupoom o onjunto subjaente): dado X ∈ ObjS et, seja u o grupo livre geradopor X e f identi�ando x ∈ X om o elemento orrespondente de u;� Coprodutos (D = C I , onde I é um onjunto, e F = ∆): dado a : I ∋
α 7→ a(α) e (u, f) uma seta universal de a em ∆, dizemos então que u é ooproduto ou soma direta dos a(α)'s, por vezes denotado u .

=
∐

α∈I a(α) ou
u
.
=
⊕

α∈I a(α), e f(α), a injeção de a(α) em u;� Produtos (D = C I , onde I é um onjunto, e F = ∆): dado a : I ∋ α 7→ a(α)e (u, f) uma seta universal de ∆ em a, dizemos então que u é o produto dos
a(α)'s, por vezes denotado u .

=
∏

α∈I a(α), e f(α), a projeção de u em a(α);� Completamento de espaços topológios, álgebras tensoriais livres, et.,e de objetos universais:� Quoiente S/ ∼ de um onjunto S por uma relação de equivalênia ∼ (C =
S et, H : X 7→ HX = {f : S → X : s, s′ ∈ S, s ∼ s⇒ f(s) = f(s′)});� Produto tensorial de dois espaços vetoriais (aso partiular do exemplo an-terior), et..

• Dada uma ategoria C , um onjunto direionado (U,≤) e um sistema direto(resp. inverso) F em C indexado por U , o limite indutivo (resp. projetivo),direto (resp. inverso) ou simplesmente olimite (resp. limite) de a ∈ ObjC U ésimplesmente uma seta universal (u, f) de a em ∆ (resp. de ∆ em a), tal que
f(α′) = f(α) ◦ F(α′ ≤ α) (resp. f(α′) = F(α′ ≤ α) ◦ f(α)) � denotamos(C.1) u

.
= lim
−−→
α,F

a(α) (resp. u .
= lim
←−−
α,F

a(α)).Definição C.4 Sejam as ategorias A e B, e os funtores 8 F,G : A → B. Umatransformação natural Φ de F em G é uma regra que assoia a ada a ∈ ObjA uma seta
Φa ∈ ArrB satisfazendo D(Φa) = Fa, CD(Φa) = Ga e tal que, para toda f : a → b,
a, b ∈ ObjA , temos que

Φa ◦ Ff = Gf ◦ Φb.154



Funtores e transformações naturaisUma transformação natural φ entre funtores F, G é dita ser uma equivalênianatural entre F e G se existe uma transformação natural φ−1 de G em F tal que
φ−1
a ◦ φa = φa ◦ φ−1

a = 1a. Por exemplo, um funtor F de uma ategoria C numa su-perategoria D de C é dito ser esqueido se for naturalmente equivalente ao funtor deinlusão de C em D , i.e., F �esquee� parte da estrutura de C .Uma vez que a omposição de transformações naturais é laramente assoiativa, esempre existe, para ada funtor F, uma identidade 1F dada por (1F)a
.
= 1Fa, podemosonsiderar formalmente a ategoria de funtores C D , om ObjC D = {F : D → C } e

ArrC D onsistindo de todas as transformações naturais entre funtores de D em C ,modulo as onsiderações onjuntístias no iníio deste Apêndie, em partiular a notade rodapé 3. Um exemplo de tal ategoria é, dada uma ategoria A , a ategoria desetas A 2.

8Usando a noção de ategoria oposta, podemos estender a de�nição para funtores ontravariantes. 155





Apêndie DRudimentos de homotopiaIntroduzimos aqui algumas de�nições e resultados básios que são empregados emvários pontos do Capítulo 1. Nossa referênia para o assunto é a Parte I (Seções 1�7)de [GH81℄. Para as apliações relaionadas a variedades difereniáveis (isotopias, et.),seguimos [Hir76℄.D.1 Apliações homotópiasDefinição D.1 Dados dois espaços topológios X, Y e duas apliações ontínuas f, g :
X → Y , dizemos que f é homotópia a g se existe uma apliação (juntamente) ontínua
F : X × [0, 1] → Y tal que F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x), para todo x ∈ X (tal F édita uma homotopia entre f e g). Em partiular, se A ⊂ X e f↾A = g↾A, dizemos que
f é homotópia a g em relação a A se podemos esolher a homotopia F de maneiratal que F (x, t) = f(x) = g(x) para todo t ∈ [0, 1] � neste aso, dizemos que F é umahomotopia entre f e g em relação a A.Dizemos que X é ontrátil se a apliação identidade idX : X ∋ x 7→ x é homotó-pia à apliação onstante fp(x) : X ∋ x 7→ p para algum p ∈ X. X é ontrátil se esomente se, dado qualquer espaço topológio Y , quaisquer duas apliações ontínuas
f, g : Y → X são homotópias � a impliação direta é imediata, e a impliação inversaé obtida através da homotopia G : Y × [0, 1] → X dada por G(y, t) = F (f(y), 2t)(t ∈ [0, 1

2
]) e G(y, t) = F (g(y), 1 − 2t) (t ∈ [1

2
, 1]), onde F é uma homotopia entre idXe fp. Em onseqüênia disto, um espaço topológio ontrátil X é sempre onexo poraminhos, i.e., dados quaisquer pontos x, y ∈ X, existe uma urva ontínua ligando xa y � a saber, γ : [0, 1] → X dada por γ(t) = F (x, 2t) (t ∈ [0, 1

2
]) e γ(t) = F (y, 1 − 2t)(t ∈ [1

2
, 1]).Um espaço topológio ontrátil X é também simplesmente onexo, i.e., quaisquerduas urvas γ, γ′ : [0, 1] ∋ s → X tais que γ(0) = γ′(0) e γ(1) = γ′(1) são homotópias157



D. Rudimentos de homotopiaom extremos �xos, i.e., homotópias em relação a {0, 1}.Consideremos agora duas variedades difereniáveis M ,N . Dadas duas apliações
C∞ f, g : M → N e uma homotopia F entre f e g, sempre é possível regularizar Fde modo tal que F é uma apliação C∞ de M × [0, 1] em N . O mesmo vale se f = gnum subonjunto U ⊂ M e F é uma homotopia entre f e g em relação a U . Assim,uma vez transportado o oneito de homotopia da ategoria C 0 para a ategoria C∞,podemos re�ná-lo da seguinte forma:

• Se F (., t) é um mergulho de M em N para todo t ∈ [0, 1] (e, em partiular, f e
g também o são), dizemos que F é uma isotopia entre f e g. Um exemplo típiode isotopia é dado por uma folheação de K ⊂ N por ópias difeomorfas de M �neste aso, K = F (M , [0, 1]) e F (M , t1) ∩ F (M , t2) = ∅ se t1 6= t2.

• Se M = N , F (., t) é um difeomor�smo para todo t ∈ [0, 1] e f = idM , dizemosque F é uma difeotopia ou isotopia ambiente. Um exemplo de difeotopia é arestrição de um grupo uniparamétrio de difeomor�smos M ×R ∋ (x, t) 7→ φt(x)(i.e., φt1+t2 = φt1 ◦ φt2 e φ0 = idM ) a M × [0, 1] � neste aso, g = φ1.D.2 O grupo fundamental e espaços de reobrimentoDefinição D.2 Seja X um espaço topológio e x0 ∈ X, denominado base. O espaçode laços Ω(X, x0) de X baseado em x0 onsiste das urvas ontínuas γ : [0, 1] → X taisque γ(0) = γ(1) = x0. Considere a seguinte relação de equivalênia ∼ em Ω(X, x0):
γ1 ∼ γ2 ⇔ γ1 é homotópia a γ2 om extremos �xos,as operações de

• Produto: γ1, γ2 ∈ Ω(X, x0) → γ1γ2 dada por(D.1) γ1γ2(t) =

{
γ1(2t) (t ∈ [0, 1

2
])

γ2(2t− 1) (t ∈ [1
2
, 1])

, e

• Inversão: γ−1(t) = γ(1 − t)e o laço identidade γ0(t) ≡ x0 em Ω(X, x0). O grupo fundamental (ou primeirogrupo de homotopia) de X baseado em x0 é dado onjuntistiamente por π1(X, x0) =
Ω(X, x0)/ ∼∋ [γ], e om operações de grupo [γ1][γ2]

.
= [γ1γ2], [γ]−1 .

= [γ−1] e identidade1 .
= [γ0].158



O grupo fundamental e espaços de reobrimentoClaramente, a omponente onexa por aminhos de X à qual x0 pertene é simples-mente onexa se e somente se π1(X, x0) = {1}. Se X é onexo por aminhos, então
π1(X, x1) é isomorfo a π1(X, x2) para todo x1, x2 ∈ X, e podemos então de�nir o grupofundamental π1(X)

.
= π1(X, x0) de X.Definição D.3 Dados dois espaços topológios X, Y , uma apliação φ : Y → X édita de reobrimento se ada x ∈ X possui uma vizinhança aberta U ∋ x tal que

φ−1(U) = ∪̇α Vα, onde {Vα} é uma oleção de abertos disjuntos (∪̇ denota uniãodisjunta) de Y tais que φ↾Vα
é um homeomor�smo tal que F (Vα) = U , para todo α.Neste aso dizemos que Y é um (espaço de) reobrimento de X � empregamos tambéma notação ondensada Y

φ−→ X. Y é dito universal se for onexo por aminhos esimplesmente onexo.Se Y φ−→ X é um reobrimento do espaço topológio X, segue imediatamente daDe�nição D.3 que:(i) φ−1(x) é disreto para todo x ∈ X,(ii) φ é um homeomor�smo loal, e(iii) φ é sobrejetora, e a topologia de X é preisamente a topologia quoiente de Epela relação de equivalênia y1 ∼ y2 ⇔ φ(y1) = φ(y2).A importânia do reobrimento universal deorre do fato de que, apesar de ter umaestrutura global bastante simples, ele odi�a de maneira bastante onveniente o grupofundamental do espaço topológio que reobre. De�nindo o grupo das transformaçõesde reobrimento G(Y,X) de um reobrimento universal Y de X omo o grupo dos ho-meomor�smos f de Y tais que φ ◦ f = φ, pode-se provar [GH81℄ que G(Y,X) ∼= π1(X).Mais ainda, o reobrimento universal Y de X é essenialmente únio: dado qualqueroutro reobrimento universal Y ′ φ′−→ X, existe um homeomor�smo f : Y ′ → Y tal que
φ ◦ f = φ′. Podemos então falar do reobrimento universal de X. Conversamente,dado um grupo G de homeomor�smos de um espaço topológio onexo por aminhos esimplesmente onexo Y que age propriamente desontinuamente, i.e., para todo y ∈ Yexiste uma vizinhança aberta V ∋ y tal que f(V )∩ V = ∅ para todo f ∈ G, segue que
π1(Y/G) ∼= G � note que, aima, G(Y,X) age propriamente desontinuamente em Y .Dizemos então que X = Y/G é o domínio fundamental de Y om respeito a G.
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Notas e tradução das epígrafesi�Ver o que são as oisas em si, distinguindo matéria, ausa, �m.� (Tr. Jaime Bruna)iiA tradução literal é �A mim mesmo�. Todavia, a tradução latina �o�ial� para o título aabou sendoo nome pelo qual estes esritos pessoais, originalmente em grego, do imperador romano tornaram-semais onheidos � �Meditações�. In: Os Pensadores, tereira edição, editora Abril Cultural, 1985.iii�Só ouvimos as perguntas para as quais somos apazes de enontrar resposta.� (Tr. Paulo Césarde Souza)iv�A Gaia Ciênia�. Editora Companhia das Letras, 2001.vEditora Melhoramentos, 1986.vi �Então, já de todo sem juízo, veio a dar om o mais estranho pensamento om quejamais deu algum louo neste mundo, e foi que lhe pareeu onveniente e neessário, tantopara o aumento de sua honra omo para o serviço de sua repúblia, fazer-se avaleiroandante e sair pelo mundo om suas armas e seu avalo em busa de aventuras e doexeríio em tudo aquilo que lera que os avaleiros andantes se exeritavam, desfazendotodo gênero de agravos e pondo-se em transes e perigos que, venidos, lhe rendessemeterno nome e fama. Imaginava-se o pobre homem já oroado pelo valor do seu braço,quando menos do império da Trebizonda; e, assim, om tais e tão gratos pensamentos,movido pelo estranho prazer que deles tirava, se deu pressa em levar o seu desejo a termo.E a primeira oisa que fez foi limpar umas armas dos bisavós que, obertas de ferrugeme azinhavre, longos séulos havia que estavam postas e esqueidas num anto.�(Tr. Sérgio Molina)vii�O engenhoso �dalgo dom Quixote de la Manha�. Primeira edição bilíngüe, Editora 34, 2002.viiiEditora Nova Fronteira, 1988.ix�Pois sei que o tempo é sempre o tempo / E o espaço é sempre e apenas o espaço / E que o realsomente o é dentro de um tempo / E apenas para o espaço que o ontém� (Tr. Ivan Junqueira)x�Quarta-Feira de Cinzas�. In: T. S. Eliot � Obra Completa, Volume I � Poesia, edição bilíngüe,editora Arx, 2004.xi �� Pelo que eu imagino � disse D. Quixote �, não há história humana nomundo que não tenha os seus altos e baixos, espeialmente as que tratam de avalaria,as quais nuna podem estar plenas de prósperos aonteimentos.�(Tr. Pedro Lauridsen Ribeiro, a partir da edição em espanhol da Real Aademia Española (2004))xii�Ó Deus! Eu poderia estar reluso numa asa de noz, e julgar-me rei do espaço in�nito, nãofossem os meus sonhos maus.� (Tr. Périles Eugênio da Silva Ramos)xiii�Hamlet, Prínipe da Dinamara�. Editora Abril Cultural, 1976.173



xiv�Há duas maneiras de se alançar Despina: de navio ou de amelo. A idade se apresenta de formadiferente para quem hega por terra ou por mar. (...) Cada idade reebe a forma do deserto a quese opõe; é assim que o ameleiro e o marinheiro vêem Despina, idade de on�m entre dois desertos.�(Tr. Diogo Mainardi)xv�`As idades e o desejo 3' (As idades invisíveis)�. Segunda edição, editora Companhia das Letras,2006.xvi �� Como pode ser isso? � respondeu D. Quixote. � Tão da essênia da históriaé saber ao erto quantas abras atravessaram que, errando-se uma do seu número, nãopodes prosseguir om ela?� Não, senhor, de maneira alguma � respondeu Sanho �; pois quando euperguntei a vossa merê quantas abras tinham passado, e me respondeu que não sabia,naquele mesmo instante me fugiu da memória o quanto me faltava dizer, e à fé que erade muita virtude e ontento.� De modo � disse D. Quixote � que a história já está aabada?� Tão aabada omo a minha mãe � disse Sanho.� Digo-te à vera � respondeu D. Quixote � que ontaste uma das mais novasfábulas, onto ou história que alguém p�de pensar no mundo, e que tal jeito de ontá-lae deixá-la jamais se poderá ver nem terá visto em toda a vida, embora eu não esperasseoutra oisa do teu bom disurso; mas isto não me espanta, pois talvez estes golpes quenão essam tenham embotado o teu entendimento.�(Tr. Sérgio Molina)xvii�Vai, vai, vai, disse o pássaro: o gênero humano / não pode suportar tanta realidade. / O tempopassado e o tempo futuro / O que poderia ter sido e o que foi, / Convergem para um só �m, que ésempre presente.� (Tr. Ivan Junqueira)xviii�Quatro Quartetos�. In: T. S. Eliot � Obra Completa, Volume I � Poesia, edição bilíngüe, editoraArx, 2004.
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