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Resumo.

Elaboramos um estudo detalhado de alguns aspectos d(e uma versao d)a
correspondéncia AdS/CFT, conjeturada por Maldacena [Mal98] e Witten
[Wit98]|, entre teorias quanticas de campo num fundo gravitacional dado por
um espago-tempo assintoticamente anti-de Sitter (AAdS), e teorias quanti-
cas de campos conformalmente covariantes no infinito conforme (no sentido
de Penrose) deste espago-tempo, aspectos estes: (a) independentes d(o par
d)e modelos especificos em Teoria Quéantica de Campos, e (b) suscetiveis a
uma reformulagao em moldes matematicamente rigorosos. Adotamos como
ponto de partida o teorema demonstrado por Rehren [Reh00] no contexto da
Fisica Quantica Local (também conhecida como Teoria Quantica de Campos
Algébrica) em espagos-tempos anti-de Sitter (AdS), denominado holografia
algébrica ou dualidade de Rehren.

O corpo do presente trabalho consiste em estender o resultado de Rehren
para uma classe razoavelmente geral de espacos-tempos AAdS d-dimensionais
(d > 3), escrutinar como as propriedades desta extensao sdo enfraquecidas
e/ou modificadas em relagdo ao espago-tempo AdS, e como efeitos gravita-
cionais nao-triviais se manifestam na teoria quantica no infinito conforme.

Dentre os resultados obtidos, citamos: condi¢oes razoavelmente gerais
sobre geodésicas nulas no interior (cuja plausibilidade justificamos por meio
de resultados de rigidez geométrica) ndo s6 garantem que a nossa generali-
zagao é geometricamente consistente com causalidade, como também per-
mite uma reconstrucao “holografica” da topologia do interior na auséncia
de horizontes e singularidades; a implementacao das simetrias conformes na
fronteira, que associamos explicitamente a uma familia de isometrias assin-
toticas do interior construida de maneira intrinseca, ocorre num carater pu-
ramente assintotico e é atingida dinamicamente por um processo de retorno
ao equilibrio, mediante condicoes de contorno adequadas no infinito; efei-
tos gravitacionais podem eventualmente causar obstrucoes a reconstrucao
da teoria quantica no interior, ou por torné-la trivial em regides suficiente-
mente pequenas ou devido a existéncia de miltiplos vacuos inequivalentes,
que por sua vez levam a existéncia de excitagoes solitonicas localizadas ao
redor de paredes de dominio no interior, similares a D-branas. As demons-
tracoes fazem uso extensivo de geometria Lorentziana global. A linguagem
empregada para as teorias quanticas relevantes para nossa generalizacao da
dualidade de Rehren segue a formulacao funtorial de Brunetti, Fredenhagen
e Verch para a Fisica Quantica Local [BFV03], estendida posteriormente por
Sommer [Som06]| para incorporar condi¢Ges de contorno.
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Abstract.

We elaborate a detailed study of certain aspects of (a version of) the
AdS/CFT correspondence, conjectured by Maldacena [Mal98| and Witten
[Wit98|, between quantum field theories in a gravitational background gi-
ven by an asymptotically anti-de Sitter (AAdS) spacetime, and conformally
covariant quantum field theories in the latter’s conformal infinity (in the
sense of Penrose), aspects such that: (a) are independent from (the pair of)
specific models in Quantum Field Theory, and (b) susceptible to a recast in
a mathematically rigorous mould. We adopt as a starting point the theorem
demonstrated by Rehren [Reh00] in the context of Local Quantum Physics
(also known as Algebraic Quantum Field Theory) in anti-de Sitter (AdS)
spacetimes, called algebraic holography or Rehren duality.

The main body of the present work consists in extending Rehren’s result
to a reasonably general class of d-dimensional AAdS spacetimes (d > 3),
scrutinizing how the properties of such an extension are weakened and/or
modified as compared to AdS spacetime, and probing how non-trivial gra-
vitational effects manifest themselves in the conformal infinity’s quantum
theory.

Among the obtained results, we quote: not only does the imposition
of reasonably general conditions on bulk null geodesics (whose plausibility
we justify through geometrical rigidity techniques) guarantee that our ge-
neralization is geometrically consistent with causality, but it also allows a
“holographic” reconstruction of the bulk topology in the absence of horizons
and singularities; the implementation of conformal symmetries in the boun-
dary, which we explicitly associate to an intrinsically constructed family of
bulk asymptotic isometries, have a purely asymptotic character and is dy-
namically attained through a process of return to equilibrium, given suitable
boundary conditions at infinity; gravitational effects may cause obstructi-
ons to the reconstruction of the bulk quantum theory, either by making the
latter trivial in sufficiently small regions or due to the existence of multiple
inequivalent vacua, which on their turn lead to the existence of solitonic
excitations localized around domain walls, similar to D-branes. The proofs
make extensive use of global Lorentzian geometry. The language employed
for the quantum theories relevant for our generalization of Rehren duality
follows the functorial formulation of Local Quantum Physics due to Bru-
netti, Fredenhagen and Verch [BFVO03|, extended afterwards by Sommer
[Som06| in order to incorporate boundary conditions.
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Prefacio

SEMANTICA

Fu sei ld o que querem dizer as palavras.

Sou caminho
e se imanto as limalhas a meu jeito
o desenho nao € figurativo.

E se empreendo, gaguejando,

a leitura do meu campo de esforco
o feito

infante ainda

€ mensagem cifrada.

EpiTH PIMENTEL PINTO
“Normativa” (Sinais e Conhecengas", 1986)

Dois dos maiores problemas em aberto da Fisica Tedrica contemporanea sao a falta
de compreensao quantitativa dos aspectos nao-perturbativos das Teorias de Gauge nao-
Abelianas (confinamento de quarks, etc.) e a quantizacao do campo gravitacional, que
se faz fenomenologicamente necessiria devido aos limites de consisténcia fisica da Re-
latividade Geral, que descreve a gravitacao classica até onde fomos capazes de testar
experimentalmente. Uma das idéias correntes mais tantalizantes na literatura é a de que
ambos os problemas estao, de certa forma, ligados por uma correspondéncia hologrifica,
na qual a gravitagao numa certa regiao do espago-tempo admitiria uma descrigao “dual”
na fronteira desta regiao por meio de uma teoria de gauge, da mesma forma que um
holograma bidimensional reproduz uma imagem tridimensional. Mais ainda, os regi-
mes de energia dos processos fisicos associados as duas teorias sao de natureza tal que
aspectos nao-perturbativos da teoria de gauge se manifestariam no regime gravitacional
(semi-)cldssico.
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A histéria de como essa idéia surgiu remonta a década de 70. As 4 leis da dinamica de
buracos negros, estabelecidas por BARDEEN, CARTER e HAWKING [BCHT73|, possuem
forte analogia com as 4 leis da termodinamica:

LEel 0 [BCH73|: A gravidade de superficie k é constante ao longo do horizonte de even-
tos de um buraco negro estacionério ! <+ um banho térmico em equilibrio possui
temperatura 7" constante ao longo de toda a sua extensao.

LEI 1 [BCH73]: 6M = QpudJ+5=kdA, onde M é a massa do buraco negro, Qp é o valor
da componente axial do campo de KILLING tipo tempo tangente ao horizonte,
J o momento angular do buraco negro e A a area d(e uma segao espacial d)o
horizonte de eventos. As variagoes da métrica implicitas na férmula sao também
(quase-)estacionérias ' < §Q = P§V + T3S, onde Q é a quantidade de calor, P
a pressao, V o volume e S a entropia.

LEI 2 [Haw71]: Teorema de Area — a area d(as secoes espaciais d)o horizonte de eventos
nao pode decrescer ao longo da evolugao de CAUCHY de um buraco negro nao-
estacionério satisfazendo a condicao de energia nula 2 «+ a entropia num sistema
fechado nao pode decrescer por meio de nenhum processo.

LEI 3 [Isr86]: Um buraco negro nao-estacionario suficientemente regular e satisfazendo
a condicao de energia fraca nao pode se tornar extremal, i.e., ficar sem super-
ficies aprisionadas (i.e., superficies acausais de codimensdo 2 tais que ambas as
congruéncias nulas normais possuem expansao negativa) externas ao horizonte de
eventos em tempo (retardado) finito, implicando x — 0 3 < ndo & possivel atingir
T = 0 em tempo finito por nenhum processo fisico.

! Embora as leis 0, 1 e 2 sejam formuladas em [BCH73], somente as leis 0 e primeira sdo de-
monstradas nesta referéncia, para perturbagoes de buracos negros estacionarios (a terceira lei ¢ apenas
sugerida numa forma rudimentar).

2 0 enunciado e prova da segunda lei foram elaborados anteriormente por HAWKING [Haw71] num
contexto nao-estacionério.

3 A terceira lei foi formulada da presente maneira precisa e demonstrada por ISRAEL [Isr86.
Lembrar que a formulacao de NERNST para a terceira lei, i.e., S =0 em T = 0, nao é universalmente
valida (um exemplo tipico é o gelo, que possui uma entropia residual em 7' = 0 em virtude das pontes
de hidrogeénio. Tal fato foi estabelecido de maneira exata em duas dimensdes por LIEB [Lie67a, Lie67b].
Note que o gas de BOSE livre, que sofre condensacao de BOSE-EINSTEIN em T = 0 e, portanto, possui
degenerescéncia no estado fundamental, nao constitui outro (contra-)exemplo, pois o comportamento
assintotico dessa degenerescéncia na funcao de particao a medida que T\, 0 é apenas polinomial, e
nao exponencial como no caso do gelo, resultando em S = 0 se adotarmos a definicao de BOLTZMANN
para a entropia. Agradeco ao Prof. Walter Wreszinski por chamar minha atencdo para este ponto), e
tampouco seu analogo “natural” para buracos negros o ¢ [Wal97].
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Em particular, a drea do horizonte de um buraco negro corresponde a entropia.
BEKENSTEIN [Bek74] sugeriu que tal identificagdo era mais que uma mera analogia —
a entropia de um buraco negro em equilibrio seria, de fato, dada pela férmula

o Ahor

=

e uma generalizacao da segunda lei da termodinamica, levando em conta tanto a en-
tropia da matéria (fora do buraco negro) quanto a entropia do buraco negro, deveria
ser valida. Este cenario, sugerido pelo Teorema de Area de HAWKING [Haw71], nio
¢ necessariamente valido classicamente; entretanto, o trabalho de HAWKING [Haw75]
mostrou ! que um campo qudntico acoplado ao campo gravitacional de um buraco
negro termaliza, ap6s um intervalo de tempo suficientemente longo, precisamente na
temperatura T = 3=, sugerida pela primeira lei da dindmica de buracos negros! Este
resultado ¢ surpreendente, pois esta tltima é uma quantidade puramente geométrica,
o que indica um caréater universal (i.e., independente do modelo de campos quanticos
que acoplamos ao campo gravitacional classico) para as leis da termodinamica de bu-
racos negros.? Motivado por tal resultado, 'T HOOFT [Ho093| propos levar a idéia de
BEKENSTEIN as ultimas conseqiiéncias: o0s graus de liberdade microscopicos de uma
teoria qudantica de gravitacao estao completamente codificados na fronteira do volume
do espaco-tempo onde tal teoria € definida. Tal principio, formalizado posteriormente
por SUSSKIND [Sus95|, é denominado principio hologrdfico.

S

Na descrigao integrada das Teorias de Gauge e da gravitacao proposta pela Teoria
de Cordas, dois resultados sugerem que esta teoria pode fornecer uma possivel rea-
lizacao do principio holografico: o célculo microscopico da entropia de BEKENSTEIN
feito por STROMINGER e VAFA [SV96], e, principalmente, o trabalho de MALDACENA
[Mal98|, que, por meio de um (limite efetivo de um) modelo de cordas no espago-tempo
de fundo AdSs x S5, onde o fator AdSs é o espago-tempo anti-DE SITTER (AdS) em
cinco dimensoes, obteve o multipleto de uma teoria de gauge supersimétrica e con-
formalmente invariante com grupo estrutural SU(N) no limite N — oo, vivendo na
fronteira conforme de AdS;. MALDACENA conjeturou que a relagao estabelece uma
correspondéncia biunivoca entre as duas teorias, mesmo fora do limite efetivo. Tal
correspondéncia tornou-se conhecida na literatura como correspondéncia AdS/CFT. A

TA aproximacdo de éptica geométrica para a funcdo de dois pontos préxima ao horizonte de um
buraco negro de SCHWARZSCHILD, adotada por HAWKING em [Haw75], é dificil de justificar, pois o
comportamento da métrica nessa regiao implica num indice de refracio que varia muito rapido ao longo
da coordenada temporal relevante. Um céalculo conceitualmente preciso da radiagdo de HAWKING foi
obtido por FREDENHAGEN e HaAG [FH90).

2Do ponto de vista do aparentado efeito UNRUH, isto ndo é tdo surpreendente, tendo em vista
os resultados de BISOGNANO e WICHMANN no contexto de campos quanticos de WIGHTMAN [BW75,
BW76, Sew82]. Entretanto, tal comparagao exige cuidado, pois as circunstincias do efeito HAWKING
sao diferentes em varios aspectos [Wal94].
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formulagao desta em termos das funcoes de k£ pontos foi obtida por GUBSER, KLEBA-
NOV e POLYAKOV [GKP98| num caso particular, e mais em geral por WITTEN [Wit98].
Nestes dois trabalhos, mostrou-se que as fun¢oes (de SCHWINGER) de k pontos para
a teoria de gauge no limite acima podiam ser obtidas a partir de variacoes da acao
(Euclidiana) cldssica de supergravidade ao redor de seu valor na geometria de fundo,
mediante variacao das condicoes de contorno no infinito conforme. Mais ainda, a pres-
cricao de WITTEN para o funcional gerador da teoria conforme permitiu refrasear a
correspondéncia AdS/CFT unicamente em termos de teorias de campos usuais, sem re-
feréncia a cordas. Por meio desta formulacao, a conjectura de MALDACENA foi testada
com sucesso em uma miriade de casos particulares.?

A formulagdo de WITTEN para a correspondéncia AdS/CFT abriu caminho para a
seguinte pergunta: seria possivel estabelecer uma correspondéncia entre Teorias Quanti-
cas de Campos (TQC) em AdS e teorias quanticas de campos conformalmente covarian-
tes em seu infinito conforme, unicamente a partir dos principios fundamentais da TQC?
A pergunta de fato tem resposta positiva: dentro de uma versao da formulacao axio-
méatica de WIGHTMAN [SWO00] para campos quanticos em AdS, uma correspondéncia
entre fungoes de k£ pontos no interior deste ultimo e funcoes de k pontos conformal-
mente invariantes na fronteira conforme foi estabelecida rigorosamente por BERTOLA,
BROS, MOSCHELLA e SCHAEFFER [BBMS00]. Outrossim, uma correspondéncia entre
algebras de observaveis locais no interior e na fronteira foi demonstrada por REHREN
[Reh00], dentro do formalismo algébrico de HAAG e KASTLER [HK64, Haa96| para a
TQC (Fisica Qudntica Local) — esta tltima correspondéncia é denominada holografia
algébrica ou dualidade de REHREN. Embora a relacao entre essas duas formulacoes e a
prescricao de WITTEN tenha sido investigada em vérios aspectos [DR02, DR03, Reh05],
uma pergunta fundamental permaneceu sem resposta: como efeitos gravitacionais sao
codificados nessas formulacoes?

Como ambas as versoes se referem unicamente a espagos-tempos AdS (pois depen-
dem criticamente de sua estrutura causal), e ndo a geometrias mais gerais que possuam
o mesmo infinito conforme de AdS (i.e., espagos-tempos assintoticamente AdS (AAdS)),
até mesmo a formulacao per se dessas contrapartes rigorosas num contexto geométrico
mais geral torna-se elusiva. H4, inclusive, indicios [AS02] de que, em geometrias AAdS
nao-triviais, a dualidade de REHREN se torne fisicamente incompativel com testes co-

3Infelizmente, a atividade fenomenal que se seguiu aos trabalhos fundamentais acerca da corres-
pondéncia AdS/CFT, citados acima, tornou praticamente impossivel elaborar uma bibliografia se-
quer pretensamente representativa de suas diferentes vertentes (s6 o trabalho [Mal98] sozinho pos-
sui mais de 4.700 citagbes, segundo dados de 30/07/2007 no banco de dados online SPIRES-HEP).
Assim, conformar-nos-emos a citar unicamente trabalhos de relevancia direta ao nosso desenvolvi-
mento, & medida que for necessério, e encaminhamos o leitor interessado & homepage do SPIRES-HEP
(http://www.slac.stanford.edu/spires/) para outras diregoes.
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nhecidos da conjectura de MALDACENA, e, como tal, precise ser reformulada. O que
nos leva a segunda pergunta, intimamente ligada a anterior: Quanto do arcabougo sub-
jacente a dualidade de REHREN e de suas propriedades sobrevive em espacos-tempos
AAdS “genéricos™?

O corpo da presente Tese propoe uma generalizacao natural da dualidade de REH-
REN para espacos-tempos AAdS e investiga como as propriedades da versao original
sao modificadas por efeitos gravitacionais no interior, visando elucidar as duas questoes
elaboradas acima.

Uma das li¢goes fundamentais da Fisica Quéantica Local é que a informacao fisica
de uma teoria quantica de campos esta contida ndo nos campos / observaveis indivi-
duais, mas na inclusao relativa das algebras locais. Em particular, tal informacao é
extremamente sensivel a estrutura causal do espacgo-tempo. Assim, é de se esperar que
a distorcao da estrutura causal no interior de um espago-tempo AAdS em virtude de
efeitos gravitacionais seja “sentida” na teoria “dual” na fronteira. Veremos, ap6s um
estudo qualitativo global dessa deformacao dentro de um conjunto de hipoteses razo-
avelmente geral sobre a geometria do interior, que de fato isso ocorre. Mostraremos
efeitos de duas naturezas:

1. A implementacao das isometrias assintoticas, longe de ser um fato imediato como
no caso AdS, é atingida dinamicamente como um processo de retorno ao equili-
brio, o que tem por conseqiiéncia a quebra potencial da simetria conforme. Os
estados na teoria quantica na fronteira obtidos por esse processo possuem uma
estrutura bastante rica, da qual apenas arranhamos a superficie, e cujas propri-
edades térmicas que se desviam do equilibrio codificam detalhes nao-triviais da
geometria do interior.

2. A estrutura de setores de superselecao é radicalmente modificada por efeitos gra-
vitacionais. Dentro da hipotese de que regioes arbitrariamente pequenas no in-
terior possuem observaveis nao-triviais, mais outras hipoteses naturais dentro do
contexto da teoria algébrica de setores de superselegao [Ara99, Haa96|, mostrare-
mos que a teoria no interior adquire excitagoes solitonicas localizadas em paredes
de dominio, similares as D-branas que ocorrem na formulacao original da cor-
respondéncia AdS/CFT, sinalizando a quebra espontanea de simetrias internas.
O aumento nao-trivial das algebras locais na fronteira necessario a incorporacao
dos “intertwiners” entre os diferentes vacuos parciais faz com que estas algebras
adquiram elementos ndo-locais (i.e., estendidos) implementando simetrias inter-
nas na regiao onde cada vacuo parcial difere do vacuo total. E, precisamente
por causa desses elementos, torna-se fundamentalmente impossivel, ao contrario
do que ocorre no caso do espaco-tempo AdS, reconstruir completamente a teoria
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quéantica no interior a partir unicamente da teoria conforme na fronteira (Subsegao
4.4.3, pagina 97).

Colocamos énfase neste trabalho em resultados robustos, matematicamente rigo-
rosos e independentes de um modelo especifico de campos quanticos, em virtude do
carater universal de varios aspectos da correspondéncia AdS/CFT. Nao investigare-
mos em detalhe, todavia, a relacao do formalismo proposto aqui com a prescricao de
WITTEN — tal tarefa encontra-se além do escopo deste trabalho.

Sobre a estrutura desta Tese

Esta Tese possui trés partes. Na Parte I, que compreende os Capitulos 1 e 2, desen-
volvemos a parte geométrica do trabalho. Na Parte II, que compreende os Capitulos 3
e 4, apresentamos a nossa proposta de generalizacao da dualidade de REHREN dentro
de um formalismo geral para TQC em espagos-tempos curvos que incorpora covariancia
e localidade de maneira funtorial, e estudamos consequéncias universais (i.e., indepen-
dentes de modelos especificos) dos pontos de vista dinamico e estrutural. A Parte 111
consiste apenas da Coda, que conclui o trabalho.

No Capitulo 1, iniciaremos um tratamento sistemético dos espacos-tempos anti-DE
SITTER (AdS) e assintoticamente anti-DE SITTER (AAdS). Investigaremos, dentro de
um conjunto de hipdteses acerca do comportamento global das geodésicas nulas, como
a estrutura causal é globalmente modificada por efeitos gravitacionais consistentes com
as condigoes de contorno no infinito (Proposicao 1.8, pagina 21) — o efeito se deve princi-
palmente ao atraso temporal gravitacional das geodésicas nulas atravessando o interior
(Teorema 1.3, pagina 17). Alguns desses resultados nao sao novos [Wo094, GW00|, mas
a técnica do atraso temporal gravitacional é fundamental para a maioria dos desenvol-
vimentos geométricos a seguir. Definiremos uma generalizacao simples das regides tipo
cunha (“wedge”), empregadas por REHREN em |[Reh00|, para espagos-tempos AAdS
(Definigao 1.5, pagina 15) — tais regides generalizam, num certo sentido, a cunha de
RINDLER {z! > |2°|} no espago-tempo de MINKOWSKI, e constituem o prototipo de
um horizonte de eventos de um buraco negro assintoticamente estacionario num fundo
com constante cosmoldgica negativa. Mostraremos como é possivel reconstruir a topo-
logia do interior por meio de interseccoes de cunhas “envelopando” diamantes causais
suficientemente pequenos (Subsubsecao 1.3.1.3, pagina 24). Este resultado é original
[Rib07], e a demonstracao envolve uma interessante aplicagio do método empregado
por PENROSE [HE73, Wal84| para provar a existéncia de singularidades como resultado
do colapso gravitacional, juntamente com um argumento de compacidade, na obtengao
de um principio geométrico de méximo que garante a envoltoria precisa (Teorema 1.14,
pagina 28). A apresentacao deste Capitulo possui varios aprimoramentos em relagio a
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[Rib07].

No Capitulo 2, investigaremos a dinamica das equagoes de FKINSTEIN em espacos-
tempos AAdS (Segao 2.2, pagina 33). Tal discussdao visa estimar de maneira mais
quantitativa efeitos gravitacionais nao-triviais em termos de quantidades geométricas
definidas na fronteira conforme. Também construimos de maneira intrinseca familias
de isometrias assintoticas (“boosts”) naturalmente associadas a cada cunha AAdS (Pro-
posi¢do 2.5, pagina 47), e, mais em geral, familias de difeomorfismos assintoticamente
conformes a qualquer diamante relativamente compacto em espagos-tempos causal-
mente simples (formulas (2.42)—(2.44), pagina 47). A tais familias, é possivel associar
uma gravidade de superficie no horizonte de cada cunha ou diamante (Defini¢ao 2.2,
péagina 53) e, assim, formular um anélogo assintotico da lei zero da (termo)dinamica de
buracos negros (Teorema 2.6, pagina 53), e resultados correspondentes para a segunda
lei (contida na Proposigao 1.8, pagina 21, e devidamente reinterpretada no contexto
deste Capitulo) e a caracterizagdo de processos reversiveis (Teorema 2.7, pagina 56,
que segue diretamente da Proposigao 1.8 e da Observacao 1.7, pagina 22). A cons-
trucao apresentada é suficientemente robusta para ser implementada em situacoes nao
necessariamente ligadas ao contexto geométrico da correspondéncia AdS/CFT.

No Capitulo 3, introduziremos uma generalizacao do formalismo de HAAG e KASs-
TLER para espacos-tempos curvos, proposta por BRUNETTI, FREDENHAGEN e VERCH
[BEV03] e formulada em termos da linguagem de categorias e funtores.

No Capitulo 4, apresentamos de maneira precisa nossa proposta de generalizacao
para a dualidade de REHREN. Para tal, é necessario adaptar as construcoes do Capi-
tulo 3 ao presente contexto geométrico, o que demanda a imposicao de condi¢oes de
contorno de maneira covariante. Assim, iniciamos nossa discussao com o tratamento
algébrico desta questdo proposto por SOMMER [Som06]|, que investiga como é possivel
estender uma teoria quantica localmente covariante no sentido de BRUNETTI ET AL.
para espagos-tempos nao globalmente hiperbolicos (Defini¢ao 4.1, pagina 72). Segue-se
o exemplo de teorias quanticas locais em espacos-tempos anti-DE SITTER — aqui, pro-
curamos inserir a formulacao proposta por BUCHHOLZ, FLORIG e SUMMERS [BFS00|
dentro de um contexto localmente covariante. A vantagem desta formulacao, além do
nimero minimo de premissas, é a imposicao de condi¢oes de contorno no infinito sobre
os estados “elementares” na forma de uma condicao de estabilidade termodinamica (for-
mulas (4.6) e (4.7), pagina 75) — que, no caso de espagos-tempos AAdS, é generalizada
na forma de uma condigao de “retorno ao equilibrio” (condigao (d), pagina 86). Empre-
gando as técnicas de BORCHERS e YNGVASON |[BY99| (enunciados nos Teoremas 4.1,
4.2 e 4.3, pagina 77ff.), mostraremos que tal condigdo pode ser entendida como uma
prescricao para o comportamento de escala dos observaveis numa vizinhanca do infinito
(Proposicao 4.4, pagina 80), que pode ser generalizada para espagos-tempos assintoti-
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camente anti-DE SITTER. Com este arcabouco em maos, a generalizacao da dualidade
de REHREN (Defini¢do 4.3, pagina 75) que buscamos surge naturalmente (Defini¢ao
4.8, pagina 84). Investigamos a estrutura dos estados da teoria da fronteira obtida
por meio dessa generalizagao, e terminamos por delinear uma correspondéncia entre os
setores de superselecao da teoria quantica no interior e sua dual na fronteira, ligando
setores localizados em diamantes (i.e., no sentido de DOPLICHER, HAAG e ROBERTS
[Haa96|) na fronteira a setores solitonicos no interior, localizados ao redor de paredes
de dominio de codimensao 2, bastante similares a D-branas.

Na Coda, apresentamos nossas conclusoes e listamos possiveis direcoes futuras de
investigacao sugeridas pelo presente trabalho.

Um obstaculo pedagogico a concepcao da presente Tese foi o amplo espectro de téc-
nicas mateméticas empregadas — geometria Lorentziana global, dlgebras de operadores,
categorias e funtores. Assim, coletamos a maioria dos conceitos matematicos necessa-
rios em quatro Apéndices, para nao desviar a atencao do leitor das idéias centrais do
presente trabalho e tornar o texto matematicamente auto-contido.

O Apéndice A sumariza as no¢oes necessarias de geometria Lorentziana e estrutura
causal.

O Apéndice B apresenta conceitos basicos de Algebras de Operadores (C*-algebras,
algebras de VON NEUMANN e algebras de BORCHERS-UHLMANN), inclusive uma in-
troducao minimal a teoria de TOMITA-TAKESAKI, empregada no Capitulo 4. Esse
Apéndice comeca com um tratamento em detalhe de *-algebras, visando unificar a
apresentacao dos resultados e conceitos de Algebras de Operadores que dependem uni-
camente da estrutura algébrica.

O Apéndice C condensa os conceitos basicos de categorias e funtores empregados
nos Capitulos 3 e 4.

O Apéndice D pincela rapidamente os conceitos de homotopia necessarios no Capi-
tulo 1.

Desejo uma boa leitura a todos!

O Autor
Sao Paulo, setembro de 2007
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Lista de Figuras

(a) Dominio fundamental de AdS; (vermelho), dado pelo quociente modulo Z,
onde o infinito espacial é representado em azul e o dominio (fundamental) de
POINCARE é a parte superior do corte pontilhado; (b) Imagem do mergulho
conforme de AdSy; em ESU, (vermelho). O infinito .# de AdS, é representado
em azul e o dominio de POINCARE Poi(p) ¢ delimitado pelas curvas pontilha-
das; (¢) Poi(p) (vista lateral) delimitado pelas linhas pontilhadas em vermelho,
com .# representado em azul; (d) Visualizacao de .# como ESU;_; (vermelho)

com o dominio de MINKOWSKI .Zin(p), correspondente & imagem do mergulho

conforme de RM2 em ESU; 1, emazul. . . . . . . . . . ... 10
(a) Correspondéncia entre cunhas no interior e diamantes na fronteira. (b) Um
dominio de MINKOWSKI e o dominio de POINCARE correspondente. . . . . . . . 13

Atraso temporal gravitacional. As geodésicas nulas que emanam de p € & e
permanecem em . (linhas cheias) sdo focadas no antipoda p. Enquanto que uma
geodésica nula emanando de p e atravessando o interior também teria extremo
futuro em p em AdSy (linha pontilhada), num espaco-tempo AAdS satisfazendo
a hipotese de focalizacao global do Teorema 1.3 tal geodésica tem extremo futuro
em q € I (p, #) (linha alternando pontos e tragos). . . . . . . . . . . . . ... 17
Efeito do atraso temporal gravitacional (cujo efeito sobre geodésicas nulas é exem-
plificado pelas linhas pontilhadas no corte longitudinal (b) de (a)) sobre cunhas
e seus complementos causais em espacos-tempos AAdS. Enquanto que, em AdSy,
o complemento causal da cunha %, ; ¢ a cunha #;, 5 (vermelho), os complementos
causais de ambas as cunhas (respectivamente verde e azul) ndo mais o sao em
espagos-tempos AAdS satisfazendo as condi¢oes da Proposi¢ao 1.8 e, portanto,
do Teorema 1.3, e de uma maneira tal que a regiao aberta %/@ N "//q"ﬁ + e
nao-vazia, o que nao pode ocorrer em AdSy. . . . . . . ... 22
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Notacoes e convencoes de uso frequente

Z, R, C — respectivamente, o anel de niimeros inteiros e os corpos de niimeros
reais e complexos. Z,,_, Ry,_ — respectivamente, os inteiros positivos (> 0) /
negativos (< 0) e os reais positivos / negativos. Z,,_, Ry ,_ — respectivamente,
os inteiros ndo negativos (> 0) / ndo positivos (< 0) e os reais ndo negativos /
nao positivos.

As partes real e imaginéria de z = x + 1y € C sao respectivamente denotadas por
Rz =1x e Iz =y, e o complexo conjugado de z, por z =z — iy.

O conjunto das partes de um conjunto X é denotado por P(X) = {U C X}.

Dados quaisquer conjuntos A, S, A% = {a : S — A} denota a poténcia Carte-
siana de A por S. Em particular, se S = {1,...,n}, escrevemos A% = A" =
{(at,...,a,):a; € AVi=1,...,n}.

Dado um aberto & num espago topologico X, K € & denota que K possui fecho
K compactoe K C 0.

Dada uma forma bilinear simétrica nao-degenerada g sobre R?, a assinatura de g
¢ dada pelo par de inteiros (p, ¢) ou pela sua diferenca p— g, onde p+qg=depé
o nimero de autovalores negativos de g, denominado indice de g. Associamos a g
a forma bilinear simétrica ndo-degenerada ¢! = [g;;]~', de mesmo indice, sobre

o dual de R?, e a d-forma de volume dada por /|g| = \/((—l)p det[gij])%, onde

[gi] ¢ a matriz associada a g numa base ortonormal qualquer.

Variedades e subconjuntos destas sao denotadas por caracteres caligraficos maits-
culos (e.g. A, O, 7, etc.). Todas as variedades empregadas no texto sdo €,
o-compactas (e, portanto, para-compactas), conexas e orientaveis, quando nao
indicado o contrario (para as nogoes de topologia envolvidas, ver [Dug66]).

Dada uma variedade .#, denotamos os espacos tangente e cotangente a p € .#
respectivamente por T),.# e T;./, e os fibrados tangente e cotangente, por T.4
e T/ .
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Mais em geral, escrevemos um fibrado vetorial qualquer sobre uma .# d-dimen-
sional como & -2~ ., onde p denota a aplicacio (submersao sobrejetora) de
projecao, & o espaco total (D + d)-dimensional e .Z a base. A fibra tipica é em
geral denotada por E, = p~!(x) 2R’ Vx € A .

Dado um campo vetorial X, denotamos a derivada de LIE de fung¢oes / se¢bes ao
longo de X por £x.

Indices tensoriais sio dados por caracteres gregos mintsculos p, v, etc. quando
escritos em termos de coordenadas locais, e dados por caracteres latinos mints-
culos a, b, etc. quando apenas indicativos do posto do tensor, sem referéncia a
coordenadas (notagao abstrata de PENROSE e RINDLER). Em ambos os casos, a
contragao de indices segue a convencao de EINSTEIN.

Denotamos por d o delta de KRONECKER (= matriz identidade como transfor-
macao linear em T™.%).

Dado um tensor de posto (r,s) T} #r denotamos respectivamente as partes
simétrica e anti-simétrica de 7" com relagao aos indices contravariantes y;, . .., t.
1<j<k<rpor

Tlﬁtll_::l'j(sﬂj"'ﬂk)"'ﬂr - s Z “Hw (k) Hr
(k a j + 1 TESE_ j+1
e
Tﬂll [+ ]+ por - Z sgn(W)T M (G) P (k)b
V1V Y | VyUs )
(k: j + ]‘) 7T€Sk7j+1

onde S; é o grupo de permutagoes de [ elementos e sgn(m) = 1 caso 7 envolva
um nimero par de trocas de 2 elementos, e —1 se envolver um ntmero impar.
Analogamente, denotamos respectivamente as partes simétrica e anti-simétrica

de T" com respeito aos indices covariantes v,,...,v,, 1 < m < n < s, por
Ml K Ml o . . . )

T, () e T, v Se quisermos excluir o intervalo p;,...,u; da

s1metrlzaga0 ou da antl simetrizacao dos indices pq, ..., p, escreveremos respec-

tivamente (o -+ |pj - gl - ) ow [y - [y g - As formulas corres-
pondentes para (anti-)simetrizacado de um tensor devem ter o fator combinatério

L substituido por ( Todas essas convencoes valem sem alteracao para

1
I T—k+j—1)!"
indices abstratos.

xXXVviil



e RP7 denota a variedade semi-Riemanniana (RP™% 7)) (ver Apéndice A), onde a
métrica 1 é dada pela forma bilinear simétrica nao-degenerada de indice p

Em particular, o espaco-tempo de MINKOWSKI d-dimensional é dado por
ou seja, adotamos a convengao de assinatura (— -+ - - -

Lorentzianas.

+1

0

+1 ]

|R1,d71 _

+) (indice 1) para métricas

Dados x,y € R?, a norma Euclidiana de x ¢ denotada |z|, e o produto escalar
correspondente, (x,y). A medida de LEBESGUE de um subconjunto Boreliano
A de R? & denotada |A| (para as nocdes relevantes de teoria da medida, ver

[Mun71, Rud87]).

S? denota a esfera d-dimensional {x € R¥! : |z| = 1}, cuja métrica Euclidi-
(dO1)? + sin? 01 ((d6?)? + sin® 6(- - - ((d9?=1)2 +

ana induzida ¢ denotada dQ? =

sin? 97=1(d6?)?) - - -

)) = (d61)? + sin? 0'dQ%_|, onde 67 = (0, ...,609) sdo as coor-
denadas angulares (esféricas) de S¢,ie., 0 < @', ... 0971 <7me0<6?<2m.

A norma de um espago vetorial normado é denotada ||.||, com indicagao adicional

quando necessario.

O produto escalar de um espago pré-Hilbertiano (real ou complexo) é denotado
(.,.). Convencionamos que, no caso complexo, a forma sesquilinear (.,.) é linear
na sequnda variavel e anti-linear na primeira variavel.

*_4lgebras, em particular C*- e de VON NEUMANN, sao denotadas por caracteres
goticos maiusculos (e.g. §, A, R, etc.). Tais dlgebras, se unitais, tem seu elemento

identidade denotado por 1 (ver Apéndice B).

Funtores também sao denotados por caracteres goticos maitsculos.

Comportamento assintotico — dizemos que f(z) = O(g(x)) a medida que x — x
(zo pode ser +o0) se existe uma vizinhanga % > xy e C' > 0 tais que |f(z)] <
Clg(z)], YV € % e f(x) = o(g(z)) & medida que = — z( se para todo € > 0
existe uma vizinhanca % > xzo tal que |f(z)| < €lg(z)|, Vx € %Z; [ e g sdo
ditas equivalentes (notacdo: f(x) ~ g(x)) a medida que x — =z se existe uma
vizinhanga % 3 zy e C' > 0 tais que C~'g(z) < f(z) < COg(z), Vxr € %. Dada
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uma seqiiéncia de funcoes {gi}rez, , dizemos que f é soma assintotica de gy, k €

7, amedida que x — zo (notacio: f ~u my Soo0 gi) se | f=S 1, gkl = O(gx11),
para todo K.

2(0) denota o espago das fungdes € de suporte compacto em & (fungoes teste),
e Z(RY), das fungoes €™ cujas derivadas de ordem > 0 tendem a 0 mais rapido
que qualquer polinémio em x & medida que |z| — oo (fungoes teste temperadas ou
de SCHWARTZ). Escrevemos também, seguindo L. SCHWARTZ, &(0) = €>(0).
Empregaremos essas diferentes notacoes alternadamente ao longo do texto. Res-
pectivamente, as distribuicoes, distribuicoes temperadas e distribuicoes de su-
porte compacto sdo dadas pelos duais topologicos 2'(0), /' (RY), &'(0).

Quando & C ., onde (4, g) é uma variedade semi-Riemanniana d-dimensional
orientavel, usamos o elemento de volume invariante \/m para identificar espagos
de fungoes teste com as densidades (= d-formas, uma vez que assumimos .#
orientavel) teste correspondentes. Assim, os duais topologicos sao distribuigoes e
nao densidades distribucionais (i.e., pelo “smearing” u(f) de uma distribuigao u
com uma funcao teste f, entende-se a expressao u(j‘\/@), uma vez que a métrica
¢ sempre clara em contexto).

Dado um fibrado vetorial & -~ . o espaco das secioes €= de & é o C>(M)-
modulo denotado por I'°(A#Z, &) = {¢ : A e po¢ =1id 4}. Denotando a
se¢do zero de & (i.e., que assume o valor da origem em cada fibra) simplesmente
por 0, definimos o suporte supp¢ de uma secao ¢ como o complementar do maior

aberto em .# onde ¢ = 0. Denotamos, entao, o espaco das secoes > de suporte
compacto de & por I'®(4,&).
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En efeto, rematado ya su juicio, vino a
dar en el més estrafno pensamiento que jamas
dio loco en el mundo, y fue que le pareci6
convenible y necesario, asi para el aumento de
su honra como para el servicio de su
republica, hacerse caballero andante y irse por
todo el mundo con sus armas y caballo a
buscar las aventuras y a ejercitarse en todo
aquello que él habia leido que los caballeros
andantes se ejercitaban, deshaciendo todo
género de agravio y poniéndose en ocasiones y
peligros donde, acabandolos, cobrase eterno
nombre y fama. Imagindbase el pobre ya
coronado por el valor de su brazo, por lo
menos del imperio de Trapisonda; y asi, con
estos tan agradables pensamientos, llevado del
estrafio gusto que en ellos sentia, se dio priesa
a poner en efeto lo que deseaba. Y lo primero
que hizo fue limpiar unas armas que habian
sido de sus bisabuelos, que, tomadas de orin y
llenas de moho, luengos siglos habia que
estaban puestas y olvidadas en un rincon."!

MIGUEL DE CERVANTES SAAVEDRA
El ingenioso hidalgo don Quijote de la
Mancha"'', Primero Libro, Cap. I

PARTE |

A CORRESPONDENCIA ADS/CFT E SUAS
MANIFESTACOES GEOMETRICAS






CAPITULO 1

A geometria dos espacos-tempos
assintoticamente anti-DE SITTER

Dewvia ou nao devia contar-lhe, por motivos de
talvez. Do que digo, descubro, deduzo. Serd,
se? Apalpo o evidente? Trebusco. Serd este
nosso desengong¢o e mundo o plano —
intersecgao de planos — onde se completam de
fazer as almas?

JOAO GUIMARAES ROSA
“O espelho” (Primeiras Estérias™)

1.1 Generalidades sobre formas espaciais

Dentre as métricas Lorentzianas d-dimensionais g que resolvem as equagoes de EINS-
TEIN sem matéria e com constante cosmologica A

) 1
(1.1) Ric(g) — 5R(9)g + Mg =0,
as mais simples sao aquelas com curvatura seccional constante.! Mais precisamente,

se g ¢ tal que sua curvatura seccional

g(Riem(g)(X,Y)X,Y) _c
g(X’X)g(K Y) _g(Xv Y)2

(1.2) K(g)(X,Y) =

!Para d < 4, estas sao as tinicas solugoes de (1.1)! Ver Apéndice A, formula (A.2), pagina 108 e a
discussao que se segue.
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para todo par X,Y de vetores tangentes a um ponto p gerando um plano no qual g é
uma forma bilinear nao-degenerada ? (C' pode, em principio, depender de p), entdo g

satisfaz (1.1) se e somente se C' = mA. Neste caso, temos:

(1.3) Riem(g)abed = #@_2)(9@%(1 — Gadbe)
(Gacba — Gadgve POde ser vista como a métrica induzida por g no espaco tangente de
2-vetores; Riem(g)upcq, pOr sua vez, é uma forma bilinear simétrica neste espaco. A
identidade (1.3) segue entdo de (1.2) por polariza¢do). Conversamente, toda variedade
Lorentziana d-dimensional de curvatura seccional constante C' satisfaz (1.1) com A =
WC. Nestas circunstancias, podemos invocar dois resultados (ver [O’N83| para
a demonstragao de ambos):

TEOREMA 1.1 (JO'N83|) Sejam duas variedades Lorentzianas d-dimensionais (A , g)
e (A',g') de curvatura seccional constante K(g) = K(g¢') = C. Entao, quaisquer
pontos p € M, p € M possuem vizinhancas isométricas. Se M’ € geodesicamente
completa, a isometria em questao se estende unicamente a uma isometria local ¢ :
M — M (i.e., a aplicagio tangente dp(p) : T, M — Ty M' é uma isometria, para
todop € M ). O

TEOREMA 1.2 ([O'N83|) Sejam duas variedades Lorentzianas d-dimensionais (A, g)
e(A',q"), geodesicamente completas, conexas e de curvatura seccional constante K(g) =
K(g¢') = C. Entao, para quaisquer pontosp € M, p' € M e toda isometria L : T, # —
Ty A, existe uma unica aplicag¢ao isométrica de recobrimento (ver Defini¢ao D.3, pd-
gina 159) ¢ - M — A tal que dp(p) = L. O

DEFINICAO 1.1 Uma variedade Lorentziana geodesicamente completa e de curvatura
seccional constante € dita ser uma forma espacial.

Segue do Teorema 1.2 que toda forma espacial simplesmente conexa é unicamente
determinada por A. Listamos abaixo tais solugoes.

A > 0 — Espagos-tempos DE SITTER (notacao: dSy(A)), dado pelo hiperboloide espa-
cialmente compacto

(d—1)(d—-2)

(1.4) dSq(A) = {X e R" :n(X,X)=R*}, R= \/ oA

20 denominador em (1.2) denota o quadrado da &rea Lorentziana do paralelogramo com lados X
eY.
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Seu grupo de isometrias é o grupo de DE SITTER O(1,d), com componente conexa
a identidade® SO.(1,d).

A = 0 — Espaco-tempo de MINKOWSKI RM~!. Seu grupo de isometrias é o grupo de
POINCARE O(1,d—1) x R%, com componente conexa a identidade SO,(1,d—1) x

Ri = 2! .

+.d

A < 0 - Espagos-tempos anti-DE SITTER (notacdo: AdS,(A)), dado pelo recobri-
mento universal (ver Apéndice D, Definigao D.3, pagina 159) do hiperboloide
temporalmente compacto

(LBMS(A) = (X € R24-1: (X0)2 — (X1)2 — - — (X412 4 (X9)2 = R?),
R— _(d—12)/(\d—2).

Seu grupo de isometrias é o grupo anti-DE SITTER, dado no dominio fundamental
(1.5) por O(2,d — 1), com componente conexa a identidade SO.(2,d — 1).

OBSERVACAO 1.2 Em ligeiro abuso de notacao, omitiremos em geral a constante cos-
mologica ao empregarmos a nota¢ao acima para as diferentes formas espaciais simples-
mente conezxas (i.e., apenas (A)dSy ao invés de (A)dSy(N)), sempre que tal prdtica nao
causar confusao. Contrariamente a uma prdtica recorrente na literatura, nao identifi-
camos AdSy com o dominio fundamental (1.5), pois este tltimo tem papel minimo ao
longo deste trabalho, além de causar complicacoes técnicas desnecessdarias.

Todas as solugoes acima sao mazimalmente simétricas: a élgebra de LIE dos campos
de KILLING de cada forma espacial possui dimensao maximal @ (conversamente,
toda variedade Lorentziana conexa cuja dlgebra de LIE de campos de KILLING pos-
sui dimensao maximal possui curvatura seccional constante). Por um resultado padrao
[O'N83], cada campo de KILLING estende-se unicamente a um grupo uniparamétrico de
isometrias, donde segue que o grupo de LIE de isometrias de uma forma espacial possui
também dimensao @. Mais ainda: sejam dois pontos p, ¢ de uma forma espacial .Z .
Podemos ligi-los por uma seqiiéncia finita de segmentos geodésicos ~;,7 =1, ...,k com
parametros afins \; € [0, 1] — neste caso, v;(1) = v;11(0), 71(0) = p e (1) = g — reco-
brindo qualquer segmento de curva ligando p a ¢ com um niimero finito de vizinhancas
normais. Considere o ponto médio p; de ;, e a isometria L; : T;.# — T;.# dada por
—idr, 4. Pelo Teorema 1.1, cada L; determina uma isometria ¢; : .# — ./, neste
caso satisfazendo ¢;(7;(0)) = v;(1). Por fim, ¢ = ¢y, 0 --- 0 ¢; é uma isometria ligando

p a q. Ou seja, quaisquer pontos p, g estao ligados por uma isometria, i.e., toda forma

3Para variedades Lorentzianas orientaveis e orientaveis no tempo, esta é dada pelas isometrias
proprias (que preservam a orientagdo do elemento de volume, i.e., sua aplicagdo tangente possui
determinante 1) e ortdcronas (que preservam a orientacdo temporal).
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espacial é um espagco homogéneo (i.e., a agdo do grupo de isometrias é transitiva). Em
particular, o grupo de isometrias age em formas espaciais sem pontos fizos, i.e., dado
qualquer ponto p, existe uma isometria ¢ tal que ¢(p) # p.

1.2 Geometria de AdS,;: condicoes de contorno no
infinito

Podemos escrever um sistema global de coordenadas esfericamente simétricas no
espaco para AdSy. Considere (7,7,e) € R x R x S%72. Escrevendo

X0=+vR?2+r2sint
(1.6) X =re , R dado por (1.5),
X%=+/R2 + r2cost

a métrica de AdSy, fica

2 2\ —1
(1.7) ds? = —R? (1 + %) 2 + (1 + %) dr? + r2d02_,.

O dominio fundamental é obtido com a restricao —m < t < w. Como o recobrimento
é, assim, obtido “desenrolando-se” a coordenada temporal 7, denominaremos a carta
global (1.6-1.7) carta de recobrimento. Um sistema de coordenadas definido apenas no
dominio {X : X971 + X? > 0} (denominado dominio (fundamental) de POINCARE),
mas bem mais conveniente para a analise de varios aspectos geométricos de AdSy, é
dado por (z#,z) € RY72 x R, se escrevermos

Xt =8 (p=0,...,d-2)

d—1 _ 1—22 1 m

(1.8) XTI =R+ gm0
d _ 1422 1 m

XY =R 22 Lul

Neste caso, (1.7) fica com a seguinte forma:

RZ
(1.9) ds* = = (Nudz*da” + d2?) .

Esta carta é denominada carta horociclica ou de POINCARE. Pode-se ver pela
formula (1.9) que cada hipersuperficie de tipo tempo no dominio de POINCARE dada
por z = const. é conforme a R%~2 por um fator
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_ R?
(1.10) (X4 X9 = =

Assim, o dominio de POINCARE corresponde & metade z > 0 de RV~ 5 (z#, 29—1 =
z), a menos do fator conforme (1.10). Podemos obter a a¢io de vérios subgrupos de
SO.(2,d — 1) sobre AdS,; a partir do subgrupo d(a componente conexa d)o grupo
conforme SO,(2,d) de R4~ que preserva individualmente cada metade {(z*,z%!) :
2?71 = 0} usando essa parametrizagao, a saber:

e Subgrupo de POINCARE:
(1.11) (z,2") — (2, Abz"” +a"), A € SO.(1,d —2), a € Ry.

Este subgrupo preserva as hipersuperficies de z constante, e age em cada uma
como o grupo de Poincaré age em R“42,

e Subgrupo de dilatacgoes:
(1.12) (z,2") — (Az, \x*), A € Ry.

As isometrias restantes, que nao preservam o dominio fundamental de POINCARE,
serao apresentadas na Subsecao 1.2.1.

1.2.1 Estrutura do infinito conforme

Consideremos a parametrizagao de recobrimento (1.6). Mostraremos agora que
AdSy possui um infinito conforme no sentido da Definicao A.3. Efetuando a mudanca
de variaveis

(1.13) T=tu= ( 1+;—2)—}—g,dr:—3(§+§)du

(1.14) ds* = —

u?\’ u?\’
- (1 + Z) dt* + du® + (1 — Z) del_Q] :

O infinito espacial de AdS, é obtido tomando-se r — o0, que corresponde ao limite
u ™\, 0. A métrica do completamento conforme ds? = u?ds?, neste limite, fica

(1.15) ds® = R*(—dt* +dQ_, + du®) = R*(du® + ds?),
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onde ds? ¢ a métrica do universo estdtico de EINSTEIN (d — 1)-dimensional (ESU,_4),
que é isométrico a R x S%2. Para vermos qual a fronteira conforme do dominio fun-
damental, retornemos as coordenadas 7, r; nota-se que a fronteira é, entao, conforme
a RY¥~2 por um fator (X941 + X4)=2. Tomando-se coordenadas projetivas (de DIRAC-
WEYL), temos:

- Xd-1 4 xd e

cos T+ed

X m oo 0__ _sinT
(].]_6) M - = {ZL‘ cos T+e?

Mais precisamente, a fronteira conforme do dominio fundamental de AdS, corres-
ponde & compactificacio conforme de R¥~2 (notacio: cRV42).

ESU,_4, ao contrario de cR%¥2, nio sofre de conflitos de causalidade devido & acao
do grupo conforme de RY¥~2, a qual se estende ao recobrimento universal * %6(2, d—1).
Seu ordenamento causal global é dado por [LM75]

(1.17) (1,e) <z (7',€¢) se e somente se 7 — 7" > 2Arccos(e.€),

onde Arccos(a) corresponde ao ramo principal de cos™!(a) (—7 < a < 7). Em termos da
parametrizacdo de POINCARE (1.8), cada hipersuperficie de z constante corresponde,
em coordenadas projetivas, exatamente a RV?~2, resultado que se estende a z = 0.
Assim, conversamente a (1.16), podemos reobter a carta global de E.SU;_; escrevendo
explicitamente o mergulho conforme de R"~2 neste wltimo. A saber, reescrevendo a
métrica 17 em coordenadas “espacialmente” esféricas

n = —(dz°)? + dx.dx = —(da®)* + dr* + r*dQ7_,

e passando para coordenadas radiais avangada (v) e retardada (u) no cone de luz
1

} =n=—dudv+ Z(U —u)?dQ3_,,

vemos que, mediante a escolha de fator conforme 2 = WM e as mudancas de

coordenadas (u,v) — (U,V) (dada por U = 2arctanu e V = 2arctanv) e (U,V) —

(T = XY R = YY), segue que

dsi = 0% = —dT? + dR? + sin® RAQ3_, = —dT* + dQ2_,,

de acordo com (1.15). Ou seja, a mudancga de coordenadas (2#) — (T,0' = R, 0% ..., 09°2)
corresponde do ponto de vista passivo ao que, do ponto de vista ativo, ¢ o mergulho
conforme de RY*2 em ESU,; ; (U e V sao as coordenadas radiais de cone de luz em

4 Modulo o grupo Z, de reflexdes ao redor do infinito espacial de cR'¢72,
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ESU;_1). Convém também notar, a luz destas consideragoes, que AdSy, expresso em
termos das coordenadas projetivas (1.16) devidamente estendidas ao recobrimento, cor-
responde a metade de ESU;. O dominio de POINCARE, por sua vez, corresponde a
imagem do mergulho conforme da metade z¢~! > 0 de R"~! em ESUy, e seu infinito
(z%7! = 0), & imagem do mergulho conforme de R"4=2 em ESU, ;. A anlise acima ¢
sintetizada pictorialmente na Figura 1.1.

A partir do que foi dito acima, é imediato identificar o subgrupo restante de
SO¢(2,d — 1). A conjugacdo do subgrupo de transla¢oes em z# (ver (1.11), pagina
7) pela aplicacio de inversdio relativistica em RY4~1

1

I (" 2% = (2 -
(2%, 277) = (@, 2) 22+ x,av

(29, 2), xya” = npealx’

resulta nas transformacoes conformes especiais
B 1
C 1= 2bar + b2 (2% + 22)

(o —b(2* + 2%),2), b€ RM2 3 0¥, 0 = a,a*.

(1.18) (¥, 2) ¥ To(.+b")ol(aM, 2)

Tais transformacoes, se conjugadas por elementos adequados dos subgrupos (1.11-
1.12) e estendidas ao espago de parametros de %e(Q,d — 1), ndo mais preservam o
dominio de POINCARE, mas preservam o infinito de AdS; como um todo. Para z = 0,
(1.18) se reduz as transformacgoes conformes especiais em R¥~2. Os subgrupos dados
por (1.11) e (1.12) sobre as coordenadas projetivas x* correspondem, respectivamente,
as acoes dos grupos de POINCARE e de dilatacoes em RY¥~2. Em suma, o grupo de
isometrias do dominio fundamental de AdS, (resp. AdS,) corresponde precisamente ao
grupo conforme de (¢)RV¥=2 (resp. ESU,_1).

1.2.2 Cunhas em AdS e diamantes na fronteira

Consideremos, em AdSy, a seguinte regiao causalmente completa, denominada cu-
nha (padrao) (notagdo: #p):

(1.19) Wy = {XeR* (X, X)=—-R*e X! > X"},

ou, em coordenadas de POINCARE (z, z#):

(1.20) Wo={(z,2") V22 +x-x<1— 2",z < 1}.
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(b)

i

AdSqy

902(})) u p

(a) T

AdS,)Z

p(=p/Z)

Figura 1.1: (a) Dominio fundamental de AdS,; (vermelho), dado pelo quociente modulo Z,
onde o infinito espacial é representado em azul e o dominio (fundamental) de POINCARE
¢ a parte superior do corte pontilhado; (b) Imagem do mergulho conforme de AdS; em
ESU, (vermelho). O infinito .# de AdSy é representado em azul e o dominio de POINCARE
Poi(p) é delimitado pelas curvas pontilhadas; (c¢) Poi(p) (vista lateral) delimitado pelas
linhas pontilhadas em vermelho, com .# representado em azul; (d) Visualizacao de .# como
ESU4—1 (vermelho) com o dominio de MINKOWSKI .Z'in(p), correspondente a imagem do
mergulho conforme de R14~2 em ESU,_;, em azul.

Ao tomarmos o limite z — 0, nota-se que a interseccao de #;, com a fronteira
conforme (notacao: %) é dada por

(1.21) Hy = {z": x| < 1—|2%},

ou seja, %, corresponde a um diamante (de raio espacial 1) em RY4-2,
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Uma cunha em AdS; é o completamento causal da 6rbita de um observador unifor-
memente acelerado. Pela formula 1.19, vemos que tais 6rbitas sao dadas pela restri¢ao
ao dominio fundamental de AdS; dos “boosts” no plano X° — X1

X% — X%cosh A+ X% 'sinh \;
(1.22) X X%sinh A + X% cosh \;
X — X; X4 X4 NeR.

Em coordenadas de POINCARE, ¢ mais facil visualizar a transformagao no mergulho
conforme de AdS; em ESU,;. #; é a metade 2% ' > 0 de um diamante contido no
mergulho conforme de RY*~! em ESU,, com vértices em .#. (1.22) corresponde ao
tnico subgrupo uniparamétrico de %E(Q,d — 1) que preserva esse diamante. A agao
deste é simétrica por rotacoes ao redor do eixo determinado pelos vértices, e, restrita
ao plano 2 — z, fica

(L4 2z4) —e ™M1 —2)

(1.23) R A TP prp Y g

,AER,

onde empregamos as coordenadas no cone de luz zy = 2° & 2. O subgrupo de isotropia
correspondente para %, ¢ obtido, digamos, no plano xy — x; substituindo z por z! e as
coordenadas no cone de luz zy por xy = 2°+z! em (1.23). O subgrupo uniparameétrico
de SO.(2,d—1) dado por (1.23) corresponde & conjugacio (x, z) — (K to(e*.)oK)(x, 2)
da dilatacgao (z, z) — (e*z,e*z) com a transformacao conforme K em RY¢~! dada pela

cOMposicao
1
Wo o (2,2) = (2%, x,2) — K(z,2) = I[(2° — 1,x, 2) — <§,0,0) :

onde I é a aplicacao de inversao relativistica. Nesta forma, fica evidente a simetria
rotacional da formula (1.23) ao redor do eixo 2°, invocada acima.

Finalmente, como um prelidio para a Secao 1.3, passaremos a proceder de ma-
neira independente de coordenadas. Denotando os vértices de %, por pg = (—1,0) e
¢ = (1,0), vemos que, se AdS, é o fecho conforme de AdS,, entdao (I~ (po, AdSz) N
I (qo, AdSy)) N AdSy; = #y e (I~ (po, AdSy) N I (qo, AdSy)) N .7 = (I~ (po,-#) N
I (qo, #)) = Dy. Mais em geral, definamos para p,q € RV"2 p <, q a cunha

(124) Wlhq = (I_ (p7 Adsd) N I+(q7 Ade)) N Ade
e o diamante

(1.25) Dpq = (I~ (p, AdSy) NI (¢, AdS))) NI =1 (p,I) NI (q,.7)

11
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associados a p,q. Em particular, #5 = #;4, € Do = Dpy.qo- Denotemos por u,, o
subgrupo uniparamétrico de isometrias de AdS; que preservam %, , e 9, ,, dado por
(1.23) no caso p = py, ¢ = qo. Este subgrupo é dado por

(1.26) wy (2,2) = K, ('K, 4(z,2)), onde

p,q

) & 101y (5 OE0Y )

_
onde A, , ¢ 0 “boost” de LORENTZ ao redor da origem que torna a dire¢ao x(p)z(q) pa-
ralela ao eixo z°, e K ¢ a aplicagao usada para definir o subgrupo de isotropia (1.23) de

#, acima. Estes subgrupos uniparamétricos serao de importancia crucial nos Capitulos
2ed.

Vamos agora tornar a descricio da imagem do mergulho conforme de RY?~2 em
ESU,;_; independente do ponto escolhido para representar o infinito espacial do pri-
meiro. Seja p € #in(r). Todas as geodésicas nulas emanando de p irao se focalizar em
um tunico ponto de .#, que constitui o extremo futuro de todas as geodésicas acronais
pertencentes a I (p, .#). Esse ponto é denominado antipoda de p, denotado por p. O
antipoda de p possui as seguintes propriedades:

(1.27) oI (0, )~ {p} = oI (p,.#)~ {p}:
(1.28) oI (p, AdS;) ~ {p} = OI (p. AdSy) ~ {p}.

Definamos #in(p) = Z,5, o dominio de MINKOWSKI ao futuro de p € .#. Essa
regido corresponde ao mergulho conforme de R¥¥~2 em .# tal que p corresponde ao
“infinito” do passado temporal de R¥*~2. Poi(p) = #,,5 corresponde ao dominio de
uma carta de POINCARE em AdSy, sendo portanto denominado dominio de POINCARE
ao futuro de p. Estendemos as defini¢oes (1.24) de cunha e (1.25) de diamante para
todos os pares de pontos p <, ¢ tais que p,q € #'in(r) para algum r € £, com a
mesma notacao.

OBSERVAGQAO 1.3 Uma maneira equivalente de caracterizar cunhas %, , e diamantes
Dy q tais que p,q € Min(r) para algum r € I é a sequinte: como ESUg_y € global-
mente hiperbolico, seque que 9, , € relativamente compacto e, portanto, globalmente
hiperbolico. E possivel, entdo, distinguir trés situacdes possiveis:
1. Nao existe r € & tal que p,q € M in(r): neste caso, tomemos r = p; seque que
T =p <Ly q e portanto, D, , contém uma superficie de CAUCHY para .#. Em
particular, as superficies de CAUCHY de 9, , sao compactas e, mais importante,
nao-contrateis (para a defini¢ao de contratibilidade, ver a Se¢ao D.1, pagina 157).
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Figura 1.2: (a) Correspondéncia entre cunhas no interior e diamantes na fronteira. (b) Um
dominio de MINKOWSKI e o dominio de POINCARE correspondente.

2. p,q € Min(r) para algum r € I : como aqui D, , pode ser entendido como um
diamante em A in(r), as superficies de CAUCHY de 9, , sdo nado-compactas e
contrateis.

3. p,q € 0Min(r) para algum r € Z: este caso limitrofe inclui os préprios dominios
de MINKOWSKI, e, por defini¢ao, &, , pode entao ser obtido como o limite I, , =
lim, oo Zpg, = Upei Dpgns 0nde novamente escolhemos v = p e {qn}nez, C
Min(r) é uma segiiéncia de pontos tais que ¢, —= q € @n KLg Gui1 <z q
para todo n. Em particular, 9,,, € AMin(r,), onde r, Ky r € suficientemente

prozimo de r = p. As superficies de CAUCHY de P, , também sao nao-compactas
e contrdteis.

Ressaltamos que o caso 1 nao pode de maneira alguma ser englobado por algum
limite de uma seqiiéncia crescente de diamantes dentro do caso 2, como no caso 3. Em
suma, a colecao de diamantes que nos interessa € aquela composta de diamantes com
superficie de CAUCHY contratil. Os diamantes dentro do caso 2 sao, de certa forma,
“densos” nessa cole¢ao — dado qualquer Z,, com superficie de CAUCHY contrdtil e
qualquer ¢ <.y q, nao importa quao prozimo de q, temos que Z,, € um diamante
dentro do caso 2.

13
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A estrutura de ESU,;_; implica ainda nos seguintes fatos de grande importancia para
nos:

1. De (1.27) e (1.28), segue que
(1.29)
Yoy = Woa)nas, © Yas = (Zpa)s, Vp,q € A (r) para algum r e p < ¢,

e, como conseqiiéncia disto,

(130)  in(r) = ({7}, = ({7} gz N 7, Poi(r) = ({7} g N AdSa.

3. A bijecao
(1.31)
padas, : Wpa = Padasi Ppq) = Dpg, p,q € Ain(r) para algum r e p < s ¢,

denominada bijecao de REHREN, preserva complementos causais.

4. A acao de nge(Q, d — 1) sobre .# & transitiva e preserva a estrutura causal. Por-
tanto, age transitivamente sobre o conjunto dos diamantes. Como SO.(2,d—1) é
o grupo conforme do espaco-tempo de MINKOWSKI, segue que este age transitiva-
mente sobre a colegao dos diamantes contidos em algum dominio de MINKOWSKI.

5. Como 566(2, d — 1) também preserva a estrutura causal de AdSy, segue também
que este grupo age transitivamente sobre o conjunto de cunhas.

6. Todo elemento de 566(2, d — 1) pode ser obtido a partir de uma seqiiéncia finita
de isometrias da forma (1.26) para uma familia adequada de diamantes / cunhas
dentro do caso 3 da Observacao 1.3, pagina 12.

A construcao acima, que faz uso apenas das relacoes causais no fecho conforme,
constitui o arcabougo geométrico da dualidade de REHREN [Reh00], e foi empregada
nesta forma independente de coordenadas por BOUsso e RANDALL [BR02| para estudar
aspectos qualitativos da correspondéncia AdS/CFT.

1.3 Espacos-tempos AAdS

Tendo escrutinado com suficiente detalhe a estrutura de AdS,, vamos preceder agora
com o caso geral de nosso interesse. Seguindo a nomenclatura do Apéndice A, consi-
dere espagos-tempos estavelmente causais (4, g) dotados de completamento conforme
(A, g), infinito conforme (.#, (V) e fator conforme z satisfazendo as condigdes da De-
finicdo A.3 (pagina 119).
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DEFINICAO 1.4 Dizemos que (A, g) é um espago-tempo tipo AdS se (&, g")) ¢ uma
variedade Lorentziana (d — 1)-dimensional (ou, equivalentemente, o covetor normal a
I, dz].—o, € tipo espaco com respeito a §) e difeomorfo a R x S92, Se, além disso, g
pertencer a classe conforme da métrica de ESUy_y, (M, g) € dito ser assintoticamente

AdS (AAdS).

Finalmente, um espaco-tempo (A ,g) dotado de infinito conforme (&,g?) ¢ dito
localmente tipo AdS (resp. localmente AAdS) se todo p € . possui uma vizinhanga
aberta % no completamento conforme (A ,g) tal que (% ,gl7) € isométrica a uma
vizinhanca ¥ de q € F, onde # ¢ o infinito conforme de um espago-tempo tipo AdS
(resp. AAdS).

A defini¢do de espagos-tempos localmente tipo AdS e localmente AAdS engloba
os exemplos de buracos negros com constante cosmologica negativa (SCHWARZSCHILD-
AdS, REISSNER-NORDSTROM-AdS, KERR-NEWMAN-AAS, etc.), ndo contemplados pela
definicao de espacos-tempos AAdS e tipo AdS.

Com a Defini¢ao 1.4 em maos, definimos em espacos-tempos AAdS o antipoda p e
o dominio de MINKOWSKI .Z'in(p) ao futuro de p € .# exatamente como no caso AdS,
uma vez que essas definicoes nao se referem a geometria do interior. Mais em geral,
temos a

DEFINIGAO 1.5 Seja (A, g) um espago-tempo localmente tipo AdS com infinito con-
forme (F,3), ep <y q € I tais que I (p, M)NI (q, . #) ¢é relativamente compacto
(portanto, globalmente hiperbdlico) e I (p, #)NI~(q, %) possui superficies de CAUCHY
contrdteis. Denotemos a colegao dos pares (p,q) € F2 satisfazendo estas condigoes por

D).

A cunha (no interior) associada a p,q € a regiao

Wy =10, )N T (q,4)" M,
e o diamante (na fronteira) associado a p,q, a regiao
Dpq=1"(p, ) N1 (¢, 7).

O horizonte passado 0_%#,,, (resp. horizonte futuro 0, %,,) de #,, é dado por
O Wy = OI (p, M) Ap})N (g, M)OM , D Wy = (1 (g, A )N{g})N " (p, M)A,
e o horizonte passado 0_9,, (resp. horizonte futuro 04 %,,) de 2,4, por

0Dy = (1 (p, 7) ~ p}) N T (0, 7), 03Dy = (I1(¢,.7) ~ {a}) N I* (p, 7).
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Denotamos por W (M, q) = {Wpq: (p,q) € Z(F)} a colecao das cunhas em (M, g), e
DM, g) = {Dpy: (p,q) € D(F)}, a colegio dos diamantes em (F,5). A bijecio
de REHREN associada a (A, g) é dada por

(1.32) Png) W (M, g) — D(M,g)
Woa p(%7g)(%,q)i-@pvq-

Note que é a Observacao 1.3 que nos permitiu estender naturalmente a definicao de
cunhas e diamantes para espagos-tempos localmente tipo AdS. Se (.#, g) é um espago-
tempo AAdS, o dominio de POINCARE ao futuro de r € . coincide, assim como no
caso de dominios de MINKOWSKI, com a definicdo no caso AdS: Poi(r) = #,. .

As cunhas num espacgo-tempo localmente tipo AdS recobrem precisamente a regiao
I (I, M)NT(I, M)A =W (I),

denominada dominio de comunica¢ao exterior de (M, g), que é identificada em varios
exemplos com o exterior de buracos negros AAdS.

Nas Subsecao 1.3.1 abaixo, estudaremos as propriedades causais, topoléogicas e de
localizacao de p(. 4), em termos das geodésicas nulas dos espacos-tempos AAdS.

1.3.1 Geometria global e geodésicas nulas
1.3.1.1 Causalidade (interior para fronteira)

O universo estatico de EINSTEIN .# ¢ globalmente hiperbdlico, e as érbitas geradas
pelo subgrupo de SO.(2,d—1) correspondente & translac¢io temporal em AdS, (rotagao
dos pontos da hiperquadrica (1.5), pdgina 5, no plano X°— X9) correspondem as linhas
paralelas ao cilindro ® R x S92, constituindo geodésicas de tipo tempo que maximizam
o tempo proprio entre seus pontos. Mais ainda, todo ponto em .# pertence a uma tinica
geodésica desta familia, e podemos escolher uma parametrizacao comum a todas essas
geodésicas (denominadas geradores temporais de #) tal que a unido dos pontos corres-
pondentes a um mesmo valor do parametro afim constituem uma superficie de CAUCHY.

Com isso, podemos definir o atraso temporal (gravitacional) de uma geodésica nula
completa v em .Z, com extremos em .#: grosso modo, ele representa o quanto que o
extremo futuro de ~ se afasta do antipoda do extremo passado de =, que no caso de

0 gerador desse grupo corresponde a 1/2(P° + K°) num dominio de MINKOWSKI, onde P° é o

erador de translacoes na direcio 22, e K9 o gerador de transformacoes conformes especiais na direcio
b)
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AdS, € o extremo futuro.

Primeiro, vamos provar que, dadas certas condigoes extras, o atraso temporal gra-
vitacional de geodésicas nulas inextensiveis é sempre positivo (ver Figura 1.3 para ilus-
tracao do resultado):

Figura 1.3: Atraso temporal gravitacional. As geodésicas nulas que emanam de p € & e
permanecem em ¢ (linhas cheias) sdo focadas no antipoda p. Enquanto que uma geodésica
nula emanando de p e atravessando o interior também teria extremo futuro em p em AdSy
(linha pontilhada), num espago-tempo AAdS satisfazendo a hipotese de focalizagao global do
Teorema 1.3 tal geodésica tem extremo futuro em ¢ € I (p,.#) (linha alternando pontos e
tragos).

TEOREMA 1.3 (ATRASO TEMPORAL GRAVITACIONAL POSITIVO) Seja (A, g) um es-
paco-tempo AAdS satisfazendo a sequinte hipotese de focalizagao global: toda geodésica
nula inextensivel possui um par de pontos conjugados (ver no Apéndice A a discussao
que seque a equa¢do (A.14), pdgina 112). FEntao, dado p € &, toda geodésica nula
inextensivel em M com extremo passado em p possui, se houver, extremo futuro em
I't(p,#). O mesmo resultado vale se trocarmos o futuro pelo passado, e I (p, %) por

I~ (p, 7).

PrRoOvA.  Inicialmente, provaremos dois Lemas:

17
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LEMA 1.4 (AUSENCIA DE ATALHOS CAUSAIS) Sejam p,p’ € . Sep Ly 7,
entdo nao pode existir uma curva causal em (A ,gG) ligando p a p'.

PROVA. Suponha que p’ > D (o caso oposto é tratado de forma
similar). Provaremos que o atraso temporal gravitacional implicado
pelas hipoteses do Teorema contradiz a disjuncdo causal de p e p’ em
relacio a .#. Denote por T'(p') o tnico gerador temporal de (.#,g(®))
contendo p'.

Note que O (p, #) = 3 ¢ uma superficie fechada e acronal, que corta
(#,39) em dois abertos disjuntos I (p, .#) = Ae S~ I+ (p,.#) = B,
e intersecta cada gerador temporal de . precisamente uma vez, ja que
todo gerador temporal possui pontos em It (p,.#) e [~ (p,.#). Por
hipotese, p’ € B. Mais ainda, T'(p’) deve cruzar ¥ em algum instante.
Portanto, existe um p” € T(p') tal que p” >, p' e p” € ¥. Seja n
o gerador nulo de ¥ que contém p”. Como o segmento de 1 que liga
p a p” & nulo e acronal, 1 é necessariamente a curva mais rapida em
(#,39) ligando p a T(p').

Agora, considera a fronteira acronal OIT (p,.#) = 0J (p, . #) = X.
YN .7 é fechado, acronal e intersecta cada gerador temporal de .# em
precisamente um ponto, pois todo gerador temporal possui pontos em
It(p,#) e I"(p,#), e ¥ separa .4 em dois abertos disjuntos (do
ponto de vista de uma variedade com bordo, é claro) I (p,.Z) = A e
M~ I+ (p,#) = B. Portanto, T(p') precisa cruzar ¥ em, digamos,
p"”. Uma vez que p < p’ do ponto de vista de (.#,g), devemos ter
p" < s p oup” = p'. Em ambos os casos, temos p” < s p”, o que
implica que o gerador nulo 7 de ¥ contendo p é estritamente mais
rapido que 7. Como 7 era a curva mais rapida em (., ")) ligando p
a T(p'), 7 necessariamente atravessa ., o que contradiz as hipoteses
do Teorema, pois 77 deve ser necessariamente acronal e, portanto, nao

pode ter um par de pontos conjugados [BEE96, HE73, Wal84]. O

LEMA 1.5 Sejap,p' € . Sep € dIt(p, ¥) e p' # p, entdo naio pode existir
um segmento geodésico nulo em (A ,g) que nao pertenca a & ligando p a p'.

PROVA.  Sejan o (necessariamente tinico) gerador nulo de 91 (p, %)
ligando p a p’. Suponha que exista outra geodésica nula 7 atravessando
mathser M e ligando p ap’. Como (&, g(o)) é totalmente geodésica por
construcao, segue que 7] necessariamente incide em p’ transversamente
a .. Entdo, se escolhermos qualquer ponto p” em 1 depois de p’, entdo
existe um segmento geodésico nulo futuro e quebrado ligando p a p”,
o que implica, por sua vez, que existe uma curva de tipo tempo em
(A ,g) ligando p a p” [HET3].

Seja T'(p") o gerador temporal de (., ) contendo p”. Agora, con-

sidere X como no Lema anterior. Novamente, T'(p") deve cruzar X,
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digamos em p”. Entdo, necessariamente p"’ < p”. Mas isto implica
que, dado que (.#,g) é (fortemente) causal, p L » p’. Isto contradiz o
resultado do Lema 2.1. O

Retornando & demonstragao do Teorema, seja v um segmento geodésico nulo
emanando de p, atravessando .# e com extremo futuro p’ € .#. Como assumimos
que (A ,g) ¢ (fortemente) causal, vé-se que p’ & I~ (p,.#). Os Lemas 1.4 e 1.5
implicam que, se p’ ndo é arrastado para dentro de I (p, .#) por atraso temporal
gravitacional, entao p’ = p, exatamente como no caso de AdSy;. Mas, mesmo
neste caso, a presenca de um par de pontos conjugados em  implica que existe
uma curva tipo tempo atravessando o interior e ligando p a p’ = p. Repetindo
o argumento do Lema 1.5, o resultado segue. A demonstraciao para o caso com
orientacao temporal reversa é a mesma. ]

OBSERVACAO 1.6 O método usado na demonstracao é similar a demonstracao do teo-
rema de massa positiva para espacos-tempos assintoticamente planos demonstrado por
PENROSE, SORKIN ¢ WOOLGAR [PSW93/, e para espagos-tempos AAdS por WOOL-
GAR [Wo009/] e PAGE, SURYA ¢ WOOLGAR [PSW02] — uma discussao breve acerca
do resultado de [PSWO02] terd lugar no Capitulo 2. Uma prova de resultado similar
ao Teorema 1.3, empregando uma estratégia diferente, foi proposta por GAO e WALD
[GW00].

A condicao expressa no Teorema 1.3 acerca da focalizacgao global de geodésicas nulas
exerce um papel crucial na sua demonstracao, pois a onipresenca de pares de pontos
conjugados exclui a presenca de linhas nulas, i.e., geodésicas nulas completas e acronazs.
Isto vem do fato de que, dado um par de pontos conjugados p < ¢ numa geodésica nula
v, qualquer ponto r > ¢, resp. r < p satisfaz p < r, resp. ¢ > r. Mais precisamente,
a prova do Teorema 1.3 consiste em mostrar que, em todas as instancias possiveis de
violacao da assertiva, é possivel construir uma linha nula atravessando o interior. Tal
situacao contrasta nitidamente com o caso de AdS,;, uma vez que, neste tltimo, todas
as geodésicas nulas emanando de p e atravessando o interior se encontram em p.

Esta condicao de focalizagao é valida se, por exemplo, as equacoes de EINSTEIN
sem matéria (1.1) sdo satisfeitas em toda parte, pois estas implicam na validade da
condi¢do de energia nula Ric(g)apk®k® > 0 para todo k¢ tipo luz, e se a chamada condi-
¢ao genérica nula é satisfeita em todas as geodésicas nulas inextensiveis (ver [BEE96|
para uma discussao acerca dessa condigao). Esta tltima condi¢do é necessaria para
que a expansao de 8[*(]9,%) N ./ eventualmente se torne negativa em cada um de
seus geradores — a equacao de RAYCHAUDHURI (A.7) e a condi¢do de energia nula se
encarregam entao de mostrar que existem dois pontos conjugados na extensao maximal

de cada gerador (ver no Apéndice A a discussao seguindo as formulas (A.11), pagina
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112, e (A.23), pagina 115).

A violagao da condicao genérica nula sugere uma certa rigidez geométrica para
hipersuperficies nulas com tal propriedade. Que esta intuicao é justificada em nivel
global, pode ser visto pelos seguintes resultados:

TEOREMA 1.6 (TEOREMA GEOMETRICO DO MAXIMO [AGH98a, Gal00]) Seja .7
uma hipersuperficie tipo luz futura (i.e., cujos geradores nulos (futuros) sao inextensi-
veis no futuro) e 5 uma hipersuperficie tipo luz passada (i.e., cujos geradores nulos
(passados) sao inextensiveis no passado). Suponha que:

1. .S e .S possuem um ponto comum p € M e S5 encontra-se no lado futuro de
A1 numa vizinhanca de p;

2. A tem expansao nula 1 > 0 (ver no Apéndice A a discussao precedendo imedia-
tamente a formula (A.9), pdgina 111) no sentido de suporte © tal que o conjunto
das sequndas formas fundamentais nulas das hipersuperficies de suporte .. €
limitado por baixo;

3. S5 possui expansao Oy < 0 no sentido de suporte,

entao . e Sy coincidem numa vizinhanca O de p. Mais ainda, 1 N O = SN0 é
uma hipersuperficie €°° tipo luz com expansao 6 = 0. U

A prova do Teorema 1.6 consiste em denotar . e .% localmente por um gréfico
de uma funcao Lipschitziana, e, nessas coordenadas, reescrever a expansao nula como
um operador eliptico quase-linear de segunda ordem, similar ao operador de curvatura
média prescrita numa subvariedade Riemanniana de codimensao 1, para o qual existem
principios de maximo (ver, por exemplo, [AGH98a, GT98]). Do Teorema 1.6 segue o

TEOREMA 1.7 (TEOREMA DA CISAO NULA [Gal00|) Seja (4, g) um espago-tempo do-
tado de completeza geodésica nula e com tensor de RICCI satisfazendo a condicao de
energia nula em toda a parte. Se M possui uma linha nula v, entao v pertence a uma

6Dada uma hipersuperficie €° tipo luz futura . e p € ., uma hipersuperficie de suporte futuro
(resp. passado) para . em p é uma hipersuperficie > futura (resp. passada) .¥), que tem um
segmento geodésico nulo, contendo p em seu interior, em comum com .¥, localizada no lado futuro
(resp. passado) de . numa vizinhanga de p. Definimos analogamente hipersuperficies de suporte
para hipersuperficies € tipo luz passadas. Dizemos que uma hipersuperficie €° tipo luz . futura
(resp. passada) possui expansdo 6 > 0 (resp. < 0) no sentido de suporte se, para cada p € .7, ¢ > 0,
existe uma hipersuperficie de suporte passado (resp. futuro) .#,  para . em p tal que a expanséo 6, .
de .7, . satisfaz 0, (p) > —e (resp. < +¢). Hipersuperficies de suporte constituem uma maneira de
estudar a expansao de hipersuperficies nulas nao-diferenciaveis devido & presenca de causticas, como
por exemplo fronteiras acronais, horizontes de buracos negros, etc..
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hipersuperficie nula, acronal, sem bordo e totalmente geodésica, i.e., qualquer geodésica
tangente a hipersuperficie em qualquer ponto pertence a esta ultima numa vizinhanca
deste ponto. O

Retornando ao nosso estudo, outra diferenca fundamental entre espacos-tempos
AdS e espagos-tempos AAdS “genéricos” estd expressa na seguinte Proposicao, que em
particular implica que a colecao das cunhas em um espaco-tempo AAdS pode nao ser
fechada por complementos causais, embora ainda haja preservacao de causalidade pela
bijecio de REHREN neste caso. Mais precisamente, temos que %, . N %/, # & (ver
Figura 1.4), em virtude da

PROPOSIGAO 1.8 (SEGUNDA LEI DA DINAMICA DE CUNHAS AADS) Seja (4 ,g) um
espaco-tempo AAdS satisfazendo a condicao de energia nula Ric( )k“kb > 0 para todo
vetor tipo luz k* e as condigoes do Teorema 1.3. Defina = = OI*(p, M)~ {p,p) e

5 = 0I - (p,.#)~ {p,p}. Entio:
(i) Ef 01~ (p, M) =Z, NI (p, M) =2.
(i) EXNE; N = @.
PROVA. (i) Sabemos que Z}f N.# = =5 N .7, entdo vamos nos concentrar

apenas no interior. A saber, suponha que existe ¢ € .# tal que ¢ € Z; e q ¢ E;.
Se g > p, isso contradiz o fato de que nao existe uma curva de tipo tempo ligando
p a p. Repetir o argumento trocando passado pelo futuro, e os papéis de p e p.

(ii) Suponha que El‘f e =5 coincidem em algum ponto ¢ € .#. Sabemos que
(a) S = E; N A é uma hipersuperficie €0 nula futura, e S = E;,r ¢ uma
hipersuperficie €° nula passada. Tomando quaisquer ¢» < ¢ < ¢ com ¢; € .7,
i = 1,2, vemos que 0I (q1,.#) contém uma hipersuperficie de suporte passado
S para % em q e OI " (qo,.#), uma hipersuperficie de suporte futuro ., para
 em ¢. Usando a hipotese de que Ric(g)qpk®k® > 0 para todo vetor tipo
luz k%, podemos invocar a equacao de RAYCHAUDHURI (A.7) (péagina 110) e
lembrando que as congruéncias de geodésicas nulas dadas por _ e .4 tém

~ N o 1 di— 1 1 doy 1
torgao wygp = w_gp = 0, mostrar que R T 7T Dy > +4-5, onde

A+ é uma parametrizacao afim das geodésicas nulas v+ respectivamente em .7
e 7 tal que ’yi(O) =q, V- ()\) = q2 e 74+ (\) = q1, para algum A > 0. Dai segue
que 0_(p) > —%45=efy(p) < d . Tomando ¢9 suficientemente proximo de p e ¢
suficientemente pr0x1m0 de p, podemos tomar A arbitrariamente grande. Logo,
(b) A1 e S satisfazem Oy < 0 < 01 no sentido de suporte. Concluimos, assim,
de (a), (i) e (b) que .1 e ¥ satisfazem as hipoteses do Teorema 1.6 e, portanto,

ambas coincidem numa vizinhanca de ¢, onde formam uma hipersuperficie €°

—t
=p

uma geodésica nula contendo ¢ e portanto atravessando o interior. Neste caso, 7y

tipo luz com expansao zero. Isso implica que =7 e =5 devem coincidir ao longo de
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deve possuir p como extremo passado e p como extremo futuro. Mas essa geodésica
pertence a uma fronteira acronal, e portanto deve ser acronal, contradizendo as
hipéteses do Teorema 1.3. O

(a) (b)

Figura 1.4: Efeito do atraso temporal gravitacional (cujo efeito sobre geodésicas nulas é
exemplificado pelas linhas pontilhadas no corte longitudinal (b) de (a)) sobre cunhas e seus
complementos causais em espacos-tempos AAdS. Enquanto que, em AdSy, o complemento
causal da cunha %, ; é a cunha %, ; (vermelho), os complementos causais de ambas as cu-
nhas (respectivamente verde e azul) ndo mais o sdo em espacos-tempos AAdS satisfazendo as
condigoes da Proposi¢ao 1.8 e, portanto, do Teorema 1.3, e de uma maneira tal que a regiao
aberta %’7(1 N 7%1/47 % @ & nao-vazia, o que nao pode ocorrer em AdSy.
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OBSERVACAO 1.7 Note que, antes de invocarmos a hipdtese de focalizacao global do
Teorema 1.3 na demonstracao de (ii), vimos que, novamente, foi produzida uma li-
nha nula v contida em E; e Z;. No momento em que invocamos o Teorema 1.6, se
(A ,g) fosse assintoticamente simples, poderiamos ter ido mais longe: pelo Teorema
de Cisao Nula 1.7, a hipersuperficie tipo luz que contém a linha nula em 4 ligando
p a p nao possui bordo, o qual seria constituido de pontos extremais de 01 (p, . #) e
OI~(p, #) caso ezistisse. Portanto, seque da completeza geodésica nula de (A ,g) que

oIt (p, M) =0l (p,H#) é € e totalmente geodésica em relagao a g.

Uma conseqiiéncia importante da Proposicao 1.8 é que a condicao de focalizacao
causa um “encolhimento” nao-trivial das cunhas de AAdS rumo ao infinito conforme,
como podemos ver na Figura 1.4 — ver a discussao no final do Capitulo 2 para uma
interpretacao dinamica deste fenomeno, que explica o porqué de denominarmos esta
Proposicao Sequnda Lei da Dindmica de Cunhas AAdS.

1.3.1.2 Conexidade simples (interior versus fronteira)

Citaremos agora, por completeza, dois resultados que mostram que toda cunha
Wyq € W(AM,g) num espaco-tempo localmente tipo AdS (.#, g), satisfazendo certas
condigoes adicionais, ¢ simplesmente conexa se I, , o for (por exemplo, cunhas contidas
em um dominio de POINCARE de um espago-tempo AAdS). Mais precisamente, toda
curva causal no interior com extremos em p e ¢ é homotopica a uma curva causal em
# ligando p a ¢. Em suma, a topologia de %), , é¢ determinada pela topologia de Z, ,,
mostrando que toda cunha W,, € W (M, g) é contratil.

Este & um caso particular de censura topologica — a topologia da regiao exterior
ao horizonte de eventos de um buraco negro é determinada pela topologia de % —
demonstrada no presente contexto por GALLOWAY, SCHLEICH, WITT e WOOLGAR
[GSWW99.

TEOREMA 1.9 (GALLOWAY, SCHLEICH, WITT E WOOLGAR [GSWW99|) Seja um

espago-tempo localmente tipo AdS (. ,g) tal que (M, G) € globalmente hiperbdlico e
& possui uma componente conexa Fy com um corte tipo espaco compacto.” Suponha
que toda geodésica nula completa no futuro v em (. ,g) emanando de algum p = v(0)
numa vizinhanga de %y satisfaz f0+oo Ric(g(v(A\)aY (M)A (N)d\ > 0.  Entdo, nao
existe comunicacao causal futura de %y através de M com nenhuma outra componente

de f, i.e., J+(jo,%)ﬁ(j\jo) = . O

O Teorema 1.9 complementa esplendidamente o Lema 1.4, empregado na demons-
tracao do Teorema 1.3. Empregando-se o Teorema 1.9 e argumentos de espagos de

"Dado uma variedade (conexa) .#, um corte ¢ uma hipersuperficie sem bordo ¥ tal que .Z \ %
possui duas componentes conexas.
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recobrimento [GH81, O'N83|, pode-se provar finalmente o seguinte teorema de censura
topologica:

TEOREMA 1.10 (GALLOWAY, SCHLEICH, WITT E WOOLGAR [GSWW99|) Seja um
espago-tempo localmente tipo AdS (A, g) tal que (W (F)UI, gly () € globalmente
hiperbdlico e & possui um corte tipo espaco compacto. Suponha que toda geodésica nula
completa no futuro v em (M ,g) emanando de algum p = v(0) numa vizinhanca de &
satisfaz f0+oo Ric(g(v(A\) a7 (M)A (N)dX > 0. Entao toda curva causal v : (0,1) —
W (F) com extremos v(0),v(1) € & € homotdpica com extremos fizos a uma curva
Yo : [0,1] — & (ver Apéndice D). O

Segue imediatamente do Teorema 1.10 a contratividade de %, , para p,q € Z(.%).
Em particular, se p,q € Z(.¥) sao os extremos de v no Teorema 1.10, podemos escolher
Yo cronoldgica.

1.3.1.3 Localizacao (fronteira para interior)

Ao longo desta Subsubsecao, sera assumido que (., g) é um espaco-tempo AAdS
assintoticamente simples satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.3.

Conhecer a localizacao dos procedimentos fisicos nas cunhas pode nao ser suficiente
para a reconstrucao completa da teoria quantica no interior no contexto do Capitulo
4, empregando-se apenas informacao da fronteira e a bijecao de REHREN p( 4 ) in-
troduzida pela Definicao 1.5. Precisamos ser capazes de especificar a localizagao dos
procedimentos fisicos em abertos arbitrariamente pequenos, ou, o que d4 no mesmo,
sua localizacao com respeito a uma base para a topologia do interior. Isto pode ser ob-
tido, em principio, tomando-se interseccoes de cunhas, mas nao é nem um pouco claro
se isto resulta numa base para a topologia ou nao. Isto precisa ser feito de maneira
malis precisa.

E sabido que um espaco-tempo cronolégico, tal que toda geodésica nula inextensivel
possui um par de pontos conjugados, é fortemente causal [BEE96|. Para tais espagos-
tempos, a topologia gerada pelos diamantes (topologia de ALEXANDROV) coincide com
a topologia da variedade subjacente. Portanto, em AdS, a questao acima é resolvida de
forma positiva, pois qualquer diamante em AdS (para o proposito de gerar a topologia
da variedade, estes bastam) pode ser envolvida por cunhas em AdSy: dados

(1.33) Opq = 1" (p, AdSy) NI (g, AdSy), p < aas, 4,

podemos escrever

(1.34) Opq= N .

redl~ (p,AdSy)N.7,
sedlt (q,AdSy), rs€Min(u)
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Veremos em breve que a acronalidade das geodésicas nulas inextensiveis em AdS
é crucial para uma envoltoria precisa. Ja num espaco-tempo AAdS assintoticamente
simples satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.3, a questao é mais delicada, por causa
das seguintes

PROPOSIGAO 1.11 Seja p € A . Entao, OI" (p, #) intersecta cada gerador de tipo
tempo de (&, g?) precisamente uma vez.

PROVA.  Pela acronalidade de I (p, #), este intersecta cada gerador de tipo
tempo de (#,§")) no mdzimo wma vez Suponha, entdo, que a tese ¢ falsa.
Entao, dado um gerador de tipo tempo 7', temos as seguintes possibilidades:

(i) T c I'*(p,.#) — Considere uma geodésica nula completa 7 cruzando p, e
seja ¢ o extremo passado de . Entdo, existe um valor ¢ do parametro afim
de T' tal que T'(t) < q. Portanto, T'(t) <—; p, o que é absurdo uma vez
que (., g) ¢ cronologico.

(ii) TN J*(p,.#) = @ — Considere uma geodésica nula completa ~ cruzando p,
e seja r o extremo futuro de . Entdo, existe um valor ¢ do parametro afim
de T' tal que T'(t) >, r. Portanto, T'(t) > p, contradizendo a hipotese.

O

PROPOSIGAO 1.12 Sejam q,r € A tal que r € 01 (q,.#), e v um gerador nulo de
0l (q, A ) ao qual v pertence. Sejam s1(r), so(r), s3(r) € & definidos como segue:

e s1(r) € o extremo futuro de ~y;

e sy(r) € o ponto onde I (q,.#) intersecta o gerador de tipo tempo de T(s1(r))
ao qual s1(r) pertence;

e s3(r) € o ponto onde QI (r, A ) intersecta T(s,(r)).
Entao:
(i) s3(r) < sa2(r) <z s1(r).

(i1) s3(r) = sa(r) = s1(r) se e somente se o segmento de ~y ligando v a s1(r) for
acronal.

PROVA. (i) Imediato, assim como (ii) =. Resta apenas provar (ii) <. A
saber, suponha que s3(r) coincide com sy(r). Entao, o segmento geodésico nulo
ligando ¢ a s(r) deve pertencer a -, pois caso contrario haveria um segmento
geodésico quebrado ligando r a s3(r), contradizendo a defini¢do do ultimo (isto,
em particular, prova que s1(r) = s3(r) mesmo se nos s6 assumirmos que Sa(r) =
s3(r)). Se « ndo for acronal, uma vez mais temos uma contradi¢ao com a definigao
de s3(r). O
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OBSERVACAO 1.8 Resultados andlogos as Proposicoes 1.11 e 1.12 valem se trocarmos
o futuro com o passado.

Agora, seja de agora em diante 0,, C .# um diamante relativamente compacto
possuindo uma superficie de CAUCHY contrdtil — qualquer diamante suficientemente
pequeno satisfaz ambas as condi¢oes. Consideremos agora a regiao

(1.35) D= N W,
r€0I~ (p, H)NI,
s€dIt (q,.#)NT(r)
Segue naturalmente desta definicao que 2,, D 0, ,, é causalmente completa, por
ser a interseccao de regioes causalmente completas, e

(1.36) 2, NI g, M) =2,,0 T (p, M) = 2.

Em AdS, 2,, = 0,, Para espagos-tempos AAdS assintoticamente simples sa-
tisfazendo as hipoteses do Teorema 1.3, no entanto, pode acontecer que <2, ; Op.q
Analogamente, definindo &, , = 0l (p, . #) NIl (q,.# ), vamos comegar a partir de

(137) o@pg: ﬂ ng(r),s;g(r))

TE€ED.q

onde s4(r) corresponde a s3(r) se trocarmos o futuro com o passado no enunciado da
Proposicao 1.12. Aqui, épg C 2, , ¢ novamente causalmente completo, se nao-vazio.
Entretanto, se a métrica bem “fundo” no interior é suficientemente “distorcida”, fazendo
com que um numero suficiente de geradores nulos de, digamos, 01~ (g, .#) adquira pares
de pontos conjugados entre &,, e .#, até onde sabemos (Proposigao 1.12, pagina 25)
épg pode muito bem ser vazio. Isto ¢ sugerido pelas seguintes observagoes:

1. Num espacgo-tempo causalmente simples, qualquer diamante relativamente com-
pacto 0, , é uma regiao globalmente hiperbdlica, para a qual qualquer superficie
de CAUCHY possui fronteira igual a &, 4

2. Qualquer regiao causalmente completa % possui a seguinte propriedade: se . C
7% & um conjunto fechado e acronal com respeito a %, entdo D() C % .

Ambas as observacoes juntas mostram que, se r € &, , € tal que um gerador nulo de,
digamos, I~ (q, .#) cruzando r adquire um par de pontos conjugados entre r e s1(7),
entao, por simplicidade causal, segue que existe uma vizinhanca de ¢ causalmente dis-
junta de s3(r), e, portanto, I~ (s3(r),.#) nio pode conter uma superficie de CAUCHY
para 0,,. Uma vez que, por outro lado, isto nao exclui tampouco a possibilidade de

que 2, , possa conter pontos fora de &, ,, nao é nem um pouco claro se as colegoes de
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2,45 e 2,,'s produzem bases para a topologia de .# ou nao.

Uma maneira de contornar estes problemas poderia ser restringir nossas conside-
racoes a diamantes suficientemente pequenos, tais que nenhum dos geradores nulos de
OI*(q,.#) pode percorrer um caminho longo o suficiente além de ¢ que o permita ad-
quirir um par de pontos conjugados. Ha, no entanto, uma situacao na qual nao importa
quao pequena a extensao, esta sempre deixara de ser acronal: é quando o prdprio q é

conjugado a s1(r). Neste caso limite, s1(r) = sa(r) mas so(r) # s3(r).

Mostraremos agora que a chave para o fim destes problemas é tentar construir uma
regido similar a 2, ,, mas empregando, ao invés dos pontos s3(r), s5(r) parar € &, 4, 0s
pontos para os quais o problema acima, implicado pela Proposicao 1.12, é, num certo
sentido, “minimizado”. Para levarmos a cabo tal tarefa e assim otimizarmos a nossa
construcao, comecaremos de um ponto de vista diferente, que acabara por mostrar que
a situacao critica mencionada no paragrafo anterior é excluida por completeza geodé-
sica nula.

Primeiro, notar que, por meio de um argumento similar ao empregado em [HE73]| e
[Wal84] para provar a existéncia de uma estrutura de variedade topolégica (LIPSCHITZ)
para fronteiras acronais, pode-se mostrar que &, , é localmente o grafico de uma funcgao
localmente LIPSCHITZ a valores em R com d—2 argumentos, e portanto é uma subvarie-
dade topologica (LIPSCHITZ) acausal, compacta e mergulhada em .#, com codimensao
2. Perceber também que pode-se parametrizar de maneira > a familia de geradores
de tipo tempo de (£, ) por meio de uma superficie de CAUCHY . deste tltimo,
homeomorfa a S¢2 e portanto também compacta. Seja ¢ o parametro afim comum aos
geradores de tipo tempo de (.#,b) mencionados acima. Defina a fungao

(1.38) T:68y, %S 3 (r,0)— 7(r,0) € R,
onde
(1.39) OI™ (R, #)NT(0) = {T()((r,0))}.

A Proposicao 1.11 mostra que a definicdo de 7 nao é vazia. Mais ainda:

PROPOSICAO 1.13 7T € continua por cima em r para 6 fizo.

PROVA.  Seja € > 0. r fica no passado cronolégico do ponto T'(0)(7(r,0) + €),
e portanto existe uma vizinhanca aberta U de r em &, que fica no passado
cronologico de T'(6)(7(r, 0)+€). Portanto, para todo r’ € U, devemos ter 7(r’,6) <
7(r,0) + €. O
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Pode-se ainda provar que 7 é localmente Lipschitziana em 6 para r fixo, mas isto
nao serd usado no que se segue. A funcao 7(.,0) serd denominada potencial (futuro)
de FERMAT com respeito a 6.5 O nome é remanescente do principio de HUYGENS-
FERMAT em Optica geométrica (ver, por exemplo, paginas 249-250 de [Arn89| para
uma bela demonstragao). Agora, estenda a definicao de 7(.,0) para o fecho .%,, de
alguma superficie de CAUCHY %, , para 0, ,, denotando-a pelo mesmo simbolo, uma
vez que nao hi aqui margem para ambigiiidade. Pelo mesmo argumento empregado
na Proposigao 1.13, segue que 7(.,8) é continua por cima em .%,,. Uma vez que tanto
Epq = 0%,, como #,, sao subconjuntos fechados do compacto m, eles mesmos
sdo compactos. Segue entdo de um resultado padrao em Andlise (ver, por exemplo,
paginas 110-111 de [KF75]) que 7(.,6) possui um maximo tanto em .%,, como em
&y,4- O proximo Teorema mostra que 7(.,0) possui, de fato, uma propriedade tipica de
potenciais:

TEOREMA 1.14 (PRINCIPIO DE MAXIMO PARA O POTENCIAL DE FERMAT) O walor
mdzimo de 7(.,0) em %, , € atingido em &, .

PROVA. Seja r um ponto de &,, onde 7(.,0) atinge seu méximo em &, 4, €
seja r’ um ponto de .%, , tal que 7(r’,0) > 7(r’,0). Neste caso, & 6bvio que &, 4
fica no passado causal de T(0)(7(r',0)). Pegue um segmento de curva em .7, ,
comecando em 7/, inicialmente apontando para fora de J~(T(8)(7(+',0)),.#) e
terminando em algum ponto de &, ;. Entao, qualquer tal segmento de curva deve
cruzar O~ (T(0)(7(r",0)),.#) pelo menos uma vez mais depois de 7/, e antes de
atingir (ou atingindo) &, 4. Isso mostra que 01— (T(0)(7 (1", 0)),.#)N.Z, , contém
um subconjunto aberto X de .%, , fora do passado causal de T'(0)(7(r',0)).

O restante da prova é andlogo & prova do teorema de singularidade de PENROSE
[HE73, Wal84]: a saber, mostraremos que as propriedades de dX implicam na
existéncia de uma geodésica nula incompleta em (.#,g). Primeiro, vamos mos-
trar que o conjunto fechado e acausal 0X = I~ (T(0)(1(r",0)), . #) N Fpq ¢
aprisionado no passado, i.e., I~ (X, . #) é compacto. As geodésicas nulas pas-
sadas “entrando” em 0X constituem o horizonte de CAUCHY passado de X, o
qual é assim contido em @ e, portanto, compacto, por ser fechado. As geodési-
cas nulas “saindo” sdo precisamente os geradores nulos de dI~(T(0)(7(r',0)), #)
que cruzam 0X. Adotemos uma parametrizacao afim comum aos geradores nulos
de OI~(T(0)(r(+",0)),.#) tal que o zero do parametro afim corresponde a 9X.
Entao, seja tg o maior valor do parametro afim para o qual um extremo pas-
sado de OI—(T(0)(7(r',0)),.#) ¢ atingido. Este valor deve ser finito, pois toda
geodésica nula inextensivel deve adquirir um par de pontos conjugados antes de
atingir o infinito, embora o valor do parametro afim num extremo passado do

segmento de gerador nulo comegando, digamos, em r” € 0X pode ser zero se

8Na verdade, 7 também depende da escolha de folheacdo de .# por superficies de CAUCHY, mas
tal dependéncia é irrelevante para o uso que faremos de 7 e serd ignorada.
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r’ acontece de ser ele mesmo um extremo passado. De qualquer forma, a por-

¢ao de OI(T(0)(7(r',0)),.#) no passado causal de X, sendo fechada, possui
uma imagem inversa fechada no compacto [0,%p] x 0X pela parametrizacao es-
colhida para os geradores nulos, e assim sendo é compacta. Logo, o conjunto
OI=(0X,.#) = H-(X)UdX UOI~(TO)(r(r",0)),.#)NJ~(0X,.#)) ¢ um sub-

conjunto compacto e acronal de .#, como afirmamos.

Entretanto, qualquer espaco-tempo causalmente simples é estavelmente causal
[BEE96]. Ou seja, pode-se folhear de maneira € .# por superficies “de tempo
constante” de tipo espaco e codimensao 1. Pela estrutura do infinito conforme,
estas superficies ndo podem ser compactas. Mais ainda, cada drbita de tipo
tempo desta folheacao cruza um conjunto acronal no méximo uma vez. Seguindo
estas Orbitas, pode-se mapear continuamente 9I~ (0X,.#) numa folha de tipo
espaco desta folheagdo. Como a imagem desta aplicacdo é compacta, ela deve
ter uma fronteira nio-vazia. E, no entanto, sabido que um conjunto da forma
oI— (Y, #),Y C . & uma subvariedade topologica sem fronteira de .#. Isto
mostra que algum gerador nulo de I~ (T'(0)(7(r',0)),.#) deve atingir uma sin-
gularidade antes de atingir seu extremo passado. Mas isto entra em conflito com
a completeza geodésica nula de ///{\ implicada por simplicidade assintética. Por-
tanto, nenhum ponto de .%, , pode atingir um méximo para 7(.,0) em %, , — este
sempre ocorre em &, 4. O

A Proposicao 1.13 e o Teorema 1.14 juntos mostram que, para cada #, sempre ha
um r € &,, tal que, dada qualquer superficie de CAUCHY .%#, , para O, ,, o conjunto
Fp.q sempre fica no passado causal de T'(0)(7(r, 8)). Pela Proposicao 1.12 e pelas obser-
vagoes acima, isso s6 pode ocorrer se o segmento geodésico nulo acronal v(r, #) ligando
r a T(0)(r(r,0)) cruza q. Logo, este ponto de méaximo é unico: suponha o contra-
rio. Entao, haveria outro r’ € &, , tal que existe um segmento geodésico nulo acronal
~(r",8) ligando " a T(0)(r(r',0)) = T(0)(7(r,0)) e cruzando q. Agora, considere o
segmento de curva +/(r,8), que coincide com v(r,0) de r a g, e coincide com ~(r',0)
de g a T'(0)(7(r,0)). Este segmento é necessariamente quebrado, o que conflita com a
acronalidade de y(r,#). Trocando os papéis de r e 7', pode-se ver que este argumento
também entra em conflito com a acronalidade de (7, 6).

Percebamos, contudo, que um r € &, , arbitrario ndo precisa maximizar 7(., ¢) para
algum 0. As duas situacoes em que isto de fato nao pode ocorrer sao:

1. r é conjugado a ¢q ao longo de um gerador nulo de 91~ (g, .#) — qualquer extensao
futura desse gerador além de ¢ nao sera acronal;

2. ¢ é conjugado a sy(r) ao longo de um gerador nulo de dI*(q,.# ), pelas observa-
coes feitas acima.
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A segunda instancia, no entanto, é excluida pela nossa linha de raciocinio, pois
torna impossivel, pela Proposi¢ao 1.12 e pelo Teorema 1.14 que 7(.,0) atinja um ma-
ximo em &,,. Isto nao pode ocorrer, uma vez que para cada § um maximo precisa
existir pela Proposicao 1.13. A primeira instancia pode ser contornada se pegarmos
0,4 contido, digamos, numa vizinhanca normal convexa, o que sempre pode ser feito,
pois aqui (.#,g) é fortemente causal. Pode-se ir além e tomar &, , suficientemente
pequeno (conquanto ndo-vazio) de modo que todo r € &, , ¢ um méaximo de 7(.,8) para
algum 6, pois o tnico obstaculo a isto seria a segunda instancia acima, excluida pelo
argumento aqui apresentado. Todos estes resultados possuem uma contraparte para o
passado, se trocarmos ¢ com p e invertermos a orientacao temporal.

Em suma, mostramos que qualquer 0, , suficientemente pequeno pode sempre ser
precisamente envolvido por cunhas. Neste caso, qualquer ponto que nao pertenca a @
cai ou no futuro cronoldgico de 91~ (q,.#) ou no passado cronologico de OI* (p, #),
e, como tal, falhard em pertencer a qualquer cunha envolvendo &, ,. Ja que os pontos
em 00, , estao automaticamente excluidos da intersec¢do por construgao, conclui-se
que O, , = 2,, para 0, , suficientemente pequeno. Mais ainda, nesta situagao, cada
cunha na defini¢do (1.35) de 2, , esta garantidamente contida em algum dominio de
POINCARE. Note ainda que o procedimento que propusemos permite também envelopar
os diamantes regulares (suficientemente pequenos) definidos em [GLRVO1].



CAPITULO 2

Dinamica e evolucao temporal

Because I know that time is always time

And place is always and only place

And what is actual is actual only for one
time

And only for one place *

T.S. ErLioT
“I. Because I do not hope to turn again”
(Ash-Wednesday™, 1930)

Fez-se uso extensivo da estrutura global dos espaco-tempos AAdS no Capitulo 1,
mas as equacoes de EINSTEIN exerceram um papel secundario nestes desenvolvimentos.
Todavia, ficou claro ao longo do Capitulo anterior que geometrias nao-triviais no interior
de um espago-tempo AAdS provocam uma distor¢ao da estrutura causal em longas
distancias, e que, portanto, deve ser perceptivel do ponto de vista de uma teoria de
observaveis locais na fronteira. Assim sendo, é altamente desejavel estabelecer uma
conexao mais quantitativa entre esses efeitos e a propria dindmica gravitacional, visto
que a conjectura de MALDACENA e muitas de suas conseqiiéncias envolvem efeitos
gravitacionais de maneira essencial.

2.1 Abordagem variacional para a gravitagao
classica. Fundamentos conceituais
As equagoes de EINSTEIN (1.1) sdo obtidas na abordagem Lagrangiana por meio

do principio variacional de EINSTEIN-HILBERT: para todo compacto K € .# com
fronteira € por partes (assumimos que o conjunto dos pontos nao-diferenciaveis de
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0K tem medida de LEBESGUE (d — 1)-dimensional zero), o funcional de agao

(2.1) Sklg WG / 9) + 2A) /|g|dz ™

__i,ﬂA
¢ estacionério para variagoes de g arbitririas ao redor de uma solugao do principio
variacional, suportadas no interior de K. A saber, uma variacao finita de g é obtida a
partir de uma curva > de métricas gy, A € (—1,1), que diferem de g num compacto
K, Cint(K) e tais que go = g. A variagao infinitesimal (vetor tangente) correspondente

ao redor de g é dada por §g = -k|,_og). A variacdo correspondente em (2.1) é dada
por

(2.2)

1 wl
<5SK>[97 59] = / % (vbégab - ngva(sgcd) + (Rlcab - iRgab + Agab) 59 ’ |g‘dﬂ?,
K NS ~~ >

=0a(9,09);

onde o primeiro termo do segundo membro é a divergéncia de uma 1-forma, dual
de HODGE da (d — 1)-forma 6 /| det g\[al___ad], que se anula em JK para a classe de
variacoes considerada. O segundo termo é o tensor de EINSTEIN G(g)q = Ric(g)a —
%R(g)gab, mais a parte da constante cosmologica A. Assim, temos as equagoes de EINS-
TEIN (1.1). Notemos que o uso de um dominio de integracdo K compacto reflete o fato
de que o principio variacional que leva a 1.1 é inerentemente local, como toda teoria de
campos.

Finalizamos esta Secao ressaltando aqui que, para qualquer vetor T, a expressao
(Ric(g)ab — %R(g)gab + Agab) T® nao possui derivadas de segunda ordem na direcio 7.
Se T é tipo tempo, determinando assim (localmente) um fluxo temporal, vemos que
as componentes (Ric(g)ab — %R(Q)gab —i—Agab) T® = 0 das equacdes de EINSTEIN sdo,
na verdade, vinculos, expressando a simetria destas por transformacoes gerais de co-
ordenadas (ponto de vista passivo) ou, equivalentemente em termos mateméaticos, por
difeomorfismos locais (ponto de vista ativo). O significado fisico deste fato, segundo
EINSTEIN, é que a gravitacdo nao possui uma nogao intrinseca de evolugao temporal
(dinamica), pois a propria escolha de coordenada temporal é uma simetria — tal esco-
lha, portanto, deve ser feita por meio de um procedimento fisico concreto, de maneira
tal que as leis fisicas que regem tais procedimentos no nosso fundo gravitacional sejam
independentes dessa escolha. HA duas maneiras de fazer isso: uma local — pela especi-
ficacao de um tensor de energia-momento nao-trivial — e outra global, caso a métrica

LG, é a constante de Newton d-dimensional; daqui em diante, escolhemos unidades G4 = (167) !
de modo que o fator numérico multiplicando o segundo membro de (2.1) passe a ser igual a 1.



A expansao de FEFFERMAN-GRAHAM

se aproxime de alguma geometria de fundo fixa em distancias suficientemente longas,
para a qual tal escolha pode ser feita naturalmente. Esta ultima circunstancia inclui
precisamente o caso de espacos-tempos AAdS.

Na proxima Secao, faremos uso deste fato para explorar em detalhe a geometria de
espacos-tempos (localmente) AAdS nas proximidades do infinito conforme.

2.2 A expansao de FEFFERMAN-GRAHAM

Consideremos o caso de espagos-tempos tipo AdS (.#, g) como na Defini¢ao 1.4, da
qual adotamos a notagdo. Vamos agora escrutinar a forma das solu¢oes de (1.1) para
tais espacos-tempos numa vizinhanca de colarinho %, = .# x [0,¢) 3 (z, 2), € > 0, de
& em A . Isto sera feito por meio da expansio assintotica obtida por FEFFERMAN
e GRAHAM [FG85|, cuja dedugao apresentamos abaixo. No que se segue, seguimos de
perto [HIMO05] e, em menor medida, [Gra00, GL91, HSS01].

Uma maneira equivalente de escrever (1.1) é diretamente em termos do tensor de
Riccr, resultando em

2A

(2.3) Ric(g)ap = 1-9

Gab-

Invocando agora a formula (A.25) da transformacao conforme de Ric(g) em Ric(g),
o2
9g==z9

d—2- = 1o = d—1- =
RiC(g)ab = RiC(ﬁ)ab —+ 7Vavbz -+ gabg?“l (;chdz — TVszd’Z> s
temos a expressao de(2.3) em termos de g
o d=20 = 1o d—1_ 20
(2.4) Ric(g)ap + TVaVbZ + Gung (;ch(iz - 7chvd2) = m!}ab-

Note, em particular, que se multiplicarmos (2.4) por 2>

que dz necessariamente satisfaz

e tomarmos z = 0, segue

2AA 1
(d—1)(d-2) R

onde R ¢é o raio AdS de (.#, g), definido no Capitulo 1.

(2.5) g Hdz,d2)y = —

Restrinjamos agora (2.4) as hipersuperficies tipo tempo %/ = 271(¢'), 0 < ¢ < e.
Primeiramente, vamos usar a liberdade que temos na escolha de z para definir um
sistema de coordenadas Gaussianas normais em %,:
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LEMA 2.1 Dada qualquer métrica tipo AdS g satisfazendo as equagoes de EINSTEIN
(2.8) em %, para algum e > 0, podemos escolher z e € de modo que ) g='(dz, dz) = (>
¢ constante em %.. Em particular, (> = R72.

PROVA.  Sejam 2’ = €7z e §' = €%7§; entdo, dz’ = €7 (dz + zdo), e dai
g7H(d7,d?') = g7 H(dz + zdo, dz + zdo) =

=g Ydz,dz) + 225 *(dz,do) + 2*5 ' (do, do).

Logo, a condicao () para dz’ ¢ equivalente a equacio diferencial parcial ndo-linear
de primeira ordem
<2 B gil(d'zv dZ)

225" Y(dz,do) + 22g " (do,do) = - ,

onde o segundo membro estende-se de maneira € a z = 0 em razao de (2.5),
o que por sua vez fixa (2 = R™2. Pelo método das caracteristicas [Joh82| (ver
também a Subsecao 6.4 de [H6r90]), existe € > 0 e uma tunica solugdo € desta
equagao em %4, para valores arbitrarios de o[ ». O resultado segue globalmente
empregando-se uma parti¢do de unidade subordinada ao recobrimento {%., . #

U} de M . O

Aplicando a escolha de z ditada pelo Lema 2.1 a (2.4), vemos que o tltimo termo
do primeiro membro cancela o segundo membro, resultando em

d—2_ _ 1 _
(2.6) RiC(g)ab -+ 7Vavbz + gabng;chdZ =0.

Note ainda que, pelas formulas (A.22-A.24) (paginas 115-117), a multiplicagao de g
por uma constante K = x? > 0 ndo modifica a conexao de LEVI-CIVITA, nem os tenso-

res de RIEMANN e de RiccCI. Assim, podemos fazer a substituicao g — —%g =

R?g e, simultaneamente, tomar A = —W, no que resulta que g~'(dz,dz) = 1
em %.. Neste caso, denotando por Z, = V,z a normal (unitaria!) a folheagio de %
induzida pela nossa escolha de z, segue que K, = —V,Z, é a curvatura extrinseca de

#.. Podemos, assim, escrever g como
g(l‘v Z)ab = g(O)(xa Z)ab + ZaZba

onde g (z,.) é a métrica induzida em cada uma destas hipersuperficies (g°(z,0) =
g9 (x)). Notando que

7Kgy = —(V2)VoVyz = —(V*2)VpVaz = —avb(?“z?az) =0,

podemos projetar (2.6) na sua parte tangente as .#,’s:
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d—2 1
(2.7) 79(2)39(2)iRic(§)eq — ——Kap — -0 (2) o TrK = 0.
VA VA

onde TrK = g (2)*K_.; ¢ a curvatura média. Finalmente, aplicando a equacdo de

GAUss (A.3) a Ric(g)

(2.8) g9(2)29 0 (2){Ric(g)ea = Riem(§)acraZ°Z + Ric(§ ) ap + KEK ey — (TrK) Ko,

e fazendo uso da identidade (analoga & equagio de RICCATI (A.6))

(2.9) Riem(§)ewaZ°Z% = Z°V Koy — KEK o,

chegamos, apdés multiplicacao por z nos dois membros, em

(2.10) 2z Z°V. Ky +2Ric(3)a — 2(TrK) Ko — (d — 2) Koy — §0(2)a TrK = 0,
=—3025)(2)

que é a equagao de evolugao que procurdvamos.? Note, contudo, que (2.10) possui
vinculos, pois a contragdo das equagoes de EINSTEIN (2.3) com qualquer vetor X* nao
possui derivadas de segunda ordem na dire¢ao de X*. A contracao de (2.6) e (2.8) com
g% mais a equacio de CODAZZI-MAINARDI (A.4) juntamente com (2.6), resultam
respectivamente nas equagdes de vinculo (2.11) e (2.12) para a evolucio de (g, K)
ditada por (2.10):

d—2
(2.11) R(G) + Ky K® — (TrK)* + 2—=TK = 0,
(2.12) VOR: - VOTrk = 0.

A conservagao dos vinculos (2.11-2.12) ao longo da evolugao é garantida pelas iden-
tidades de BIANCHI contraidas VG (g)a = 0, reexpressas em termos de g.

(2.10) constitui um sistema Fuchsiano nao-linear de segunda ordem (ver, por exem-
plo, [Kic04] para uma defini¢do do conceito de sistema Fuchsiano no caso nao-linear),
que pode ser formalmente resolvido adotando-se inicialmente o ansatz de séries de
TAYLOR

j=1

2Esta equagdo ¢é ligeiramente diferente da equagio de evolugio derivada em [FG85] e estudada em
[Gra00, GL91, HSS01]. Na verdade, FEFFERMAN e GRAHAM partem de consideragoes diferentes das
nossas em [FG85] para chegar em seu anélogo de (2.10).
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Note que, tomando-se z = 0 em (2.10), temos que K, [ » = 0, fixando assim
nossos dados iniciais (¢(®,0). Os coeficientes g\ sio obtidos aplicando-se &~ nos
dois membros de (2.10), resultando em

d—1—7 . 1
OO+ 590 (g ()0 (s =

= (s6 termos com 8Z§ (Z), k<3j).

(2.14)

Para uso futuro, é conveniente separarmos (2.12-2.14) nas partes de traco TrK e
de traco nulo Py = Ko — 7579 (2) 0 Tr K

(2.15) (d—2-5)B7" = Ric(g?); ™" _ﬁR( 0)U D +

—_

j_

)

j—1—m)a
(Trk ) pU=1=m

m=0

Jj—1
(2.16)  (2d -3 —j)(TrK)Y = NG = ST (Te k) (Te k) U1,

m=0
de onde podemos obter, invocando a identidade 0,5 (2)q = —20.5(2) K¢, a forma
explicita de (2.13)

1 .
_ (j—1—-m)c —(m) 1~(j—1—m)

(217) - 22 (gbc Paj _'_d_lgab KJ ) .

O vinculo “Hamiltoniano” (2.11) garante a invariancia da solugao de (2.10), a me-
nos de difeomorfismos, por reparametrizacoes da variavel z, e nao exerce nenhum papel
direto na determinacao dos coeficientes da expansao (2.13).

Vemos, assim, que g%, j < d — 1, é unicamente determinado por g em .# e suas
derivadas tangenciais a .# (em particular, se g0 ¢ a métrica do ESU, estes coeficientes
devem coincidir com os coeficientes da métrica AdS numa carta similar numa vizinhanca
de .#). Em particular, como (2.10) é invariante pela transformagao de paridade z — —z,
segue que §g¥) = 0 para j impar, j < d — 1. Para j = d — 1, as relacdes de recursio
dadas por (2.14) sdo truncadas, e, neste caso, temos dois cenarios possiveis:

i) d PAR: Uma vez mais, invariancia por paridade exige Trg(*~! = 0, mas a parte sem traco
g g ¢
de g4V ¢é sujeita somente a lei de conservacio ?(0)“@%_1) = 0, proveniente de

(2.12).

(i) d IMPAR: (2.14) fixa ndo-trivialmente o traco de g, e (2.12) resulta em V©@ug!f 1 —
véo)Trg(dfl), prescrevendo assim a divergéncia da parte de traco nulo.
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No caso de d impar, é necessario seguir a estratégia usual de solucao de sistemas
Fuchsianos, modificando o ansatz adotado inicialmente de modo a incluir termos da
forma 2¥logz, k > d — 1 (tais termos inexistem para d par). Tal analise foi esbogada
originalmente por FEFFERMAN e GRAHAM [FG85| para §(® com assinatura arbitraria,
tendo sido analisada no caso de assinatura Euclidiana por varios autores, dentre os quais
citamos em particular os trabalhos de GRAHAM e LEE [GL91| e GRAHAM |[Gra00|. De
grande importancia foi o calculo dos coeficientes gV, j < d—1, e do coeficiente AV do
termo proporcional a 2%~ !log z, bastante trabalhoso e realizado em detalhe para certos
valores de d por DE HARO, SKENDERIS e SOLODUKHIN [HSS01|. Assim procedendo, a
expansao de g ao redor de z = 0, devidamente corrigida pelas consideracoes acima, fica

(i) d PAR: §(z,2) ~oo d2+3O@) + ()P @) + - + (A7) gl (2) +

(2.18) podlglan
(i) d MPAR:  g(z,2) ~ao d2°+ 7O (2) + (237 (@) + - - + ()T g (@) +
(2_19) _i_(zdfl log z)ﬁ(dfl) + delg(dfl) 4.

(entendemos (2.18) e (2.19), por ora, num cardter apenas assintotico — a questao de
convergéncia serd discutida mais adiante). O coeficiente 24" denominado tensor de
FEFFERMAN-GRAHAM, possui propriedades notéaveis: assim com g¥) com j < d — 1,
s6 depende de g e suas derivadas tangenciais a .#; é conformalmente invariante; e se
anula se e somente se a classe conforme de ¢(°) possui um representante que resolva as
equagoes de EINSTEIN sem matéria e com constante cosmologica nula (como, por exem-
plo, ESU,_1). Neste tiltimo caso, nao ha coeficientes da forma 27 log z em (2.19), mas
isso claramente deixa de ser verdade para perturbacoes de ¢ com suporte compacto
e nao provenientes de rescalonamento conforme local, o que afeta o calculo de tensores
de energia-momento para teorias de campo na fronteira obtidas pela correspondéncia
AdS/CFT, causando uma anomalia no trago deste tensor e, assim, quebrando a inva-
riancia de escala. Tal anomalia, neste contexto, é denominada anomalia hologrdfica de

WEYL [HS98, HS00].

Vamos aqui, ao invés de detalhar estes célculos (para os quais ndo teremos uso no
restante do presente trabalho, e que podem ser encontrados nas referéncias supracita-
das), explorar mais detalhadamente as componentes restantes de Riem(g), de modo a
precisar melhor a parte de g Y nao determinada pelas relacdes de recursio (2.14).
Primeiro, vamos simplificar (2.6) em termos de K,,. Para tal, introduzimos o tensor
de SCHOUTEN associado a g

S(0)a = 7 (Ricla)o 55 Rl )

Este tensor possui uma transformagiao conforme e uma relacao envolvendo Riem(g) e

37



2. DINAMICA E EVOLUCAO TEMPORAL

38

C'(g) mais simples que o tensor de RICCTI; esta tltima fica

(2.20) Riem(g)acsd = C(G)acbd + 2905 (9)Ja — 2G¢p:S(9) das

enquanto que (2.6) vira

(2.21) S(@)as =~ K
Combinando (2.9), (2.20) e (2.21), temos:
(2.22) C(§)acbaZ 2" = (az — %) Ko — KK,
Usando a expansio de g©(z) (2.13) e denotando por K9 = — g+ o j-ésimo

coeficiente da expansao correspondente para K,,, obtemos os coeficientes da expansao
de C(§)acraZZ? ao redor de z = 0:

J
(2.23) (C@aena2° 2D = JEG + 3~ KI=mK Y.
m=0
(2.23) mostra explicitamente que a informagao perdida pelo truncamento das rela-
(d-1)

cOes de recursao (2.14) em j = d — 1, referente & parte de traco zero de g,, ’, estd
contida em (C/(7)ewaZ¢Z%) @, De fato, se somos capazes de obter g\ ) por outros

meios, podemos prosseguir em ordem superior e determinar completamente os coefici-

entes da expansido (2.14). Assim, podemos dizer que os dados iniciais “corretos” para
(2.10) sdo (g, gld=v).

Vamos agora nos restringir a classe de métricas AAdS, ie., g & a métrica de
ESU,;_1. Neste caso, os coeficientes g, j < d — 1, devem coincidir, ap6s uma esco-
lha adequada de coordenadas em .#, com os da métrica do completamento conforme
de AdSy (1.15). Assim, uma métrica AAdS geral tem em %, ap6s normaliza¢ao da
constante cosmologica, a forma

2 1 22\’ 2 2 22\’ 2 d—1
(2.24) ds =2 | 1+Z dt” + dz" + 1_Z dQ; 5+ 0z .

Temos assim a partir de (2.20), (2.21) e (2.24) a seguinte propriedade grosseira de
“peeling” para o tensor de WEYL: C(g)g]b)cd = (0 para j < d — 3, e, devido a equacgao de
CODAZZI-MAINARDI (A.4) (pagina 109), (3 ()¢5 ()] gO( ) ZC(§)apea)?) = 0 para

j <d—3. Em AdSy, d > 6, sabemos que gfg_l) = 0 e, como AdSy é uma forma espacial,
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C(9)avea = 0. Portanto, a soma no segundo membro de (2.23) também se anula. Como
ela é a mesma para todas as métricas AAdS e todo 7 < d — 3, ela se anula em todos
esses casos. Assim,

_ 1
(2.25) Ky = =2 (C@aanaZ° 2, d 2 6.

No caso d = 4, a soma no segundo membro de (2.23) se reduz a QKS)CKS))) =0, e
emd=>5,a K(gl)CKC(;) = %ggf)), em virtude de (2.15-2.17). Assim, concluimos que

2

(d —=Ey (d=4oud>6)

(2.26) 5@ :{ EE =0
2 ab+1ﬁgab ( - )

onde EF, = d%slimz\o 23_d0(§)acbchZd é a parte elétrica rescalonada do tensor de
WEYL de g (o limite existe e & € pois vimos que os coeficientes de ordem inferior a
d — 3 da expansao de C(§)qaZ°Z? se anulam), o que deixa uma métrica AAdS geral
satisfazendo (2.3) na forma

2\ 2 2\ 2
(227) §9() = - (1 + %) dt* + d=* + (1 - %) sy, +
2 d—1
——=FEuz (d=4oud>6)
d—1
+ _ +0(2%.
{ (—Ba + 5538)) = (d=5) } =

OBSERVACAO 2.1 O problema da convergéncia das expansoes (2.18-2.19) para z < €
suficientemente pequeno foi afirmativamente resolvido, no caso de gé?)) e Fy real-
analiticos, por KICHENASSAMY [Kic0/]. No caso nao-analitico, nao é possivel, no
presente estado da arte, proceder por meio de aprorimacgoes analiticas, por falta de es-
timativas suficientemente fortes da solugao em termos destes dados de fronteira. Isso,
numa primeira impressao, era de se esperar, pois o problema de CAUCHY para equacoes
hiperbolicas € sabidamente mal posto para dados iniciais em hipersuperficies tipo tempo
[Had03]. Todavia, tal intuicao é possivelmente apenas parcialmente correta, pois os
dados iniciais “de verdade” para nosso problema (i.e., gé?)) e Eu) o tornam considera-
velmente diferente do problema de CAUCHY usual para equagoes hiperbolicas de sequnda
ordem (lembrar que 0.3 (2).—o = 0!) — de fato, estimativas com peso envolvendo o
tensor de WEYL ezercem um papel fundamental na prova da estabilidade nao-linear glo-
bal do espago-tempo de MINKOWSKI [CK93]. Resultados parciais nesta diregao podem
ser encontrados em [And06c, And05, And06b, And06a] e nas referéncias ali citadas.
Assim, nos casos nao-analiticos, devemos entender as expansoes (2.18-2.19) apenas
com expansoes assintoticas a medida que z ™\, 0.

Notar, finalmente, que, em virtude do carater puramente local da anéalise feita acima,
ela permanece valida sem nenhuma alteracao para um dominio de POINCARE qualquer
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de um espago-tempo AAdS e, mais em geral, para qualquer espaco-tempo localmente
AAdS (toda a discussao precedendo a formula (2.24) é valida até mesmo para espagos-
tempos localmente tipo AdS gerais). No caso de dominios de POINCARE, devemos
substituir as coordenadas (1.6) pelas coordenadas (1.8), e a métrica (1.15), pela métrica

(1.9) multiplicada por z2. Uma vantagem desta carta no presente contexto é que ?]c%) =0
para 1 < j < d — 2, de onde segue que gfg_l) = ﬁEab para todo d > 4, ao contrario

de (2.26). A forma assintética de uma métrica AAdS na vizinhanga de um dominio de
MINKOWSKI fica entao

(2.28) 7(2)a = (nab —

d—1

zdlEab) +0(2%).

2.3 “Termodinamica” gravitacional em cunhas AAdS

Mostraremos como associar a cada cunha %, , de um espaco-tempo localmente
AAdS (A, qg), p,q € Z(F), um fluxo de difeomorfismos que se estendem a Z,, de
maneira tal que sua acao coincide nesta regiao com a agao do subgrupo uniparamétrico
(1.26). Neste caso, segue que estes difeomorfismos sao isometrias assintdticas, i.e., se
T é o campo vetorial tangente ao fluxo, entdao £rg(z, z) = o(z) a medida que z \ 0.

A construcao que faremos é um caso particular de um procedimento mais geral,
aplicavel a qualquer diamante &, , = I (p)NI~(q) relativamente compacto num espago-
tempo causalmente simples (.Z, g), aparentado ao método de GEROCH [Ger70| para a
construcao de fungoes tempo globais em espacos-tempos globalmente hiperbélicos.

2.3.1 Evolugao temporal geométrica em diamantes

Mostraremos inicialmente como associar a cada diamante &, , no infinito conforme
de um espacgo-tempo localmente AAdS (4, g), p,q € Z(¥) uma fungao tempo global
associada a a¢ao do subgrupo uniparamétrico (1.26).

TEOREMA 2.2 Considere um espago-tempo AAdS d-dimensional (M ,g), v € F e
Do, Go € Ain(r) tais que, se Ain(r) > p — x*(p) € a carta global do espago-tempo de
MINKOWSKI, temos que zt(py) = (—1,0) e 2*(q0) = (1,0). Considere o grupo unipa-
ramétrico ug‘m de difeomorfismos conformes (1.26) de (Dpy.q0-1 | ), dado para p
no plano 2° — z' por
xi(u)‘ (p>) - (1 + xi> — 6_)\(1 — xi>
10,90 (1 + xi) + 67)‘(1 _ xi)’
(v% = 2° &+ 2! sd0 as coordenadas de cone de luz no plano 2° — z') e estendido para

D € Dpy.qo POT TOtACOES espaciais. Defina a sequinte folhea¢ao A\ — Z;))\o,qo de Dyy.q0 POT
superficies de CAUCHY:

@PO,QO

AER

0
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R (] _ 0 _ .
i 2pmqo - 2po,qo o ‘@po,QO n {x - 0}:
° ZI),‘MO = uz’}o,qo(ngqo), i.e., a folheagio é dada pelo difeomorfismo F,, 4 @ R X

Ypoo 2 (A, p) = Uﬁo,qo(p) € Do.q0-

e )\ € portanto, a funcao tempo global associada a F, 4 .

Entao,
1 |'@po,u>‘ (p)| dn(p07 uA <p>>
(2.29) A= ——log | —ren Pt ), Po.fo VD € Soyaos
d - 1 |9u1>)\0,q0 (p)7q0| dn(uli\quO (p)’ qo) o

onde d, € a distancia Lorentziana associada a n (ver Apéndice A). Lembrar que
a medida de LEBESGUE € precisamente a medida induzida pelo elemento de volume
VIl (notamos por conveniéncia que | Dy, 4| = 2f01 |B-(0)|dr = 2f01 ZT;VOISd*?’dT =
%VOISCI*?’).

d—1
Prova.  Devido & simetria rotacional de uz))\o,qm podemos restringir nossas con-
sideracdes ao plano 2° — x'. Neste caso, escrevamos z*(p) = (0,2%,0,...,0),
x! € [-1,1], de onde segue que

ld+al)—e (152!
2 (U 40 (D) = El ixli +e—AE1 ixli

e, portanto,
o)) = 3 (g0 (0)) + 2 (10 (9) =
. (1 - @) - e
(= @))A+e ) + 27 1+ (21)?)
P (o)) = 5 (g0 (9)) — 2 (1}, 4, () =

4gle?
(= @+ e )+ 2031+ (@)

Seja o ponto ¢ = (£,0), t € (—1,1). O diamante Z,,, ¢ uma translacdo de

9, a0, € 0 diamante 4, ¢ uma translagio de 15£%,, 4 — logo, temos que
1+4t)\d—1 1—¢\d—1 .

(Dol = (%t) D00l € |Dgq0] = (Tt) |Dpo,q0l- Mais em geral, se ¢ =

(t,r,0,...,0), existe um “boost” de LORENTZ no plano 2° — 2! ao redor de pg

que leva Py, q em Dy 4+, onde ¢t = ((1 + 1) — 7“2)% —1,0), e um “boost”

de LORENTZ no plano z° — 2! ao redor de ¢y que leva Dpo,q €M Dy 4, onde
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¢ =01-(1-1?2~- 7’2)%,0). Como transformagoes de LORENTZ preservam

volume, temos que
1y d—1
(L+1)*—r?)2
‘gpovq’ = ( 9 ‘gpm%‘

¢ 22\
|‘@CI7C]O| = <((1 t)2 ) > |-@p07QO|'
Finalmente, tomando ¢ = ¢(\) = u;,‘(),qo (p), segue que
_ 4(1 - (21)?)
(1 + :UO(Q(A)))2 - xl(Q(A))2 - (1 _ ($1)2)(1 n 672)\) I 267)‘(1 I (271)2)

4e=2\ (1 — (2)2)

(1 - xO(q()\)))Z - xl(q()‘))Z = (1 _ (ml)z)(l 4 6_2>‘) + 2€—>\(1 + (x1)2)’

e dai a formula (2.29). A segunda identidade segue do fato de que |Z,,4| =
1 d—3 d—1

A importancia do Teorema (2.2) ficara clara em breve.

E importante ter em mente que, em espacos-tempos fortemente causais d-dimen-
sionais (.#, g), a distancia Lorentziana d, coincide com a distancia geodésica em vizi-
nhangas normais convexas (ver a formula 2.36, pagina 45, e a discussdo que se segue
para mais detalhes). Definamos, para tais espacos-tempos, a medida f4, através dos
seguintes passos:

1. Para um diamante (aberto e relativamente compacto) &, , = I (p)NI~(q), p < ¢,
seja

(2.30) VolS=2d,(p, q)".

1
o )= "
:udg( P#I) Qd_ld(d o 1)

2. Considere uma métrica Riemanniana auxiliar A em .#, definindo uma distancia
Riemanniana dj, (i.e., (A ,dy) é um espago métrico, com a mesma topologia de
A). Todo % C .# pode ser recoberto por uma colecao enumeravel de 0, ,'s
satisfazendo diamg, 0, , = sup{d(r,s) : r,s € O, ,} < % para qualquer n € 7,
em virtude da o-compacidade de .#. Portanto,

(2.31)
NS R - . 1
:ud; (%) = inf {;Mdg(ﬁpiyqi) Y ZRSSAS %7 LJl ﬁpi,qz' ) %7 dlamdhﬁpi,qi < g}
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define uma medida exterior no conjunto das partes P(///) de .# para todo n,
Le., pg" >0, pg"(@) = 0 e py" (UZ, %) < 2205, 1y (%), para todo % C M.
Como ,u* "H(%) > ng “(%), segue entdo que py (%) = limy, o ng "(%) existe
(embora possa ser igual a +00) e define uma medida exterior métrica, i.e., se
disty, (%, ) = inf{dy(r,s) : 7 € %, s € V'} > 0, entdo py (% VYV) = py (%) +
#dg(n//)-

3. Pelo Teorema de Extensao de CARATHEODORY |[Mun71|, a colegao de conjuntos
Hd, MENSUTAVELS

(232)  Pa M) =AU C My (V) = i, (Y OU) + 1, (VN U))

constitui uma o-dlgebra de conjuntos, ie., @, .4 € Py (M), U € Po, (M) =
MU € P M) e Uy € Pa( M), € L = U, " U € Py, (M), e
f1, 124, () € uma medida, i.e., satisfaz pi; (U;2) %) = D202, 1y, (%), para toda
seqiiéncia {%,} de elementos mutualmente disjuntos de Py, (.#). Mais ainda, em
razao da metricidade de i , &y, (/) inclui todos os conjuntos fechados de . e,
portanto, todos os conjuntos Borelianos de .# — em particular, 0,, € Py, ()
para todo p < q € .#. Assim, estendemos a notagao e denotamos por jig, a
restricao de uz}g aos conjuntos Borelianos de .7 .

4. Se i, ¢ a medida Boreliana associada ao elemento de volume \/|g|dz, pode-se
mostrar [GS07|, empregando as formulas (A.4)—(A.6), que

(2-33) :ug(ﬁp,q) = ﬂdg(ﬁlhq)(l + O(dg(p, 9)2))7 Vp <L qe A,

de onde segue que ji4, é absolutamente continua com respeito a p, [Rud87], e,
portanto, a derivada de RADON-NIKODYM de 4, com respeito a pg

dtay (. _ #d,(Op.q)

<Lr
g a0 Ha(Opg)

(2.34) = 1.

Suponhamos agora que (.#, g) é causalmente simples, de modo que todo diamante
0, , nao-vazio e relativamente compacto é globalmente hiperbdlico, cujas superficies de
CAUCHY .%,, sdo conjuntos acausais com bordo igual a 91" (p)NdI~(¢q). Note, contudo,
que se @ nao esta contido em nenhuma vizinhanca geodesicamente convexa, entao 0, ,
nao éigual a D(.%,,) em .# , pois neste caso 00, , = (01" (p)NJ~(q))U(OI~(¢)NJ T (p))
possui segmentos geodésicos com pares de pontos conjugados, ou seja, ha pontos em
00, , que pertencem a geodésicas nulas que deixam de ser acronais antes de atingir o
bordo de ., ,. Assim, temos que intD(.%,,) 2 O,  neste caso (a igualdade s6 ocorre

=
se os segmentos geodésicos nulos que geram 00, , sao acronais, como por exemplo no
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caso em que 0, , estd contido em alguma vizinhanca geodesicamente convexa).

Nao obstante, se 0, , é relativamente compacto, mesmo que nao geodesicamente
convexo, podemos aplicar o argumento de GEROCH |[Ger70, HE73|, complementado
pelas consideragoes de DIECKMANN [Die88|, para construir uma folheagao continua
de 0, , por superficies de CAUCHY a partir de pi4,. Vamos delinear a construgao no
presente caso empregando as propriedades de d, no caso em que (., g) é causalmente
simples, até porque veremos que a fungao tempo global que acabaremos por construir
possui regularidade maior que a construida por GEROCH, independentemente do tama-
nho de 0, ,.

A propriedade que usaremos é a desigualdade triangular reversa (ver Apéndice A,
pagina 115)
p <1< q=dg(p.q) = dg(p,r) + dy(r, q).

Segue desta desigualdade que, se 7 : [0,1] — .# é uma curva causal inextensivel
em O,,, entao X\ — dy(v(A\),q) (resp. A — dy(p,7()))) é uma func¢ao limitada por
dy(p,q) (< +oo em virtude da compacidade de €, , e da Definicao A.1 de distancia
Lorentziana) e estritamente decrescente (resp. crescente) de A — lembrar que toda curva
causal mazimal (i.e., cujo comprimento de arco entre dois pontos quaisquer é igual a
distancia Lorentziana) é necessariamente uma geodésica, a menos de reparametrizacao.
Assim, as superficies de nivel de d(., q) e dy(p, .) sdo acausais para valores diferentes de
zero. Mais ainda, dy(p,.) (resp. d,(.,¢)) tende a zero ao longo de qualquer curva causal
inextensivel passada (resp. futura) em &,,. Empregando as propriedades obtidas
acima, podemos repetir a demonstracao da Proposi¢io 3.1 em [AGH98b| no nosso
contexto, obtendo a seguinte

PROPOSIGAO 2.3 (JAGH98b|) dy(p,.) e dy(.,q) sao semi-convexas, i.e., para cada r €
O, existe uma vizinhanca de % > v, uma carta local x : % — R e f € €°(%) tal
que (dy(p, Nz + f)ox™ e (dy(.,q)lw + f) ox™" sio convexas em x(%). O

Na verdade, o resultado que obtemos é o seguinte: existem ¢, ,, ¢., € €*(%
tais que dy(p,r) = ¢p, (1) € dy(r,q) = Grg(r), do(p,.) > Opr € dy(.,q) > ¢rqg em %
e as Hessianas D?¢,, e D?¢,, sdo tais que D?*@, (1) — ¢, 1 e D?*¢, ,(r) — ¢, sido
matrizes positivas semi-definidas para c,,,c., € R, o que nao s6 implica em semi-
convexidade no sentido da Proposigao 2.3 [AGH98a|, como também garante que a
definicao dada é independente de coordenadas. Nestas circunstancias, podemos invocar
o resultado cléssico de ALEXANDROV, que nos diz que uma funcao convexa nao s6 é
localmente LIPSCHITZ, mas também é duas vezes diferenciavel quase em toda parte
com respeito a medida de LEBESGUE (ver [EG92| para uma demonstragao deste fato).
Tal resultado obviamente se estende a fungoes semi-convexas. Como a restricao de
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1y (e, portanto, ,udg) a vizinhancas normais é absolutamente continua com respeito a
medida de LEBESGUE, obtemos destarte a seguinte

PROPOSIGAO 2.4 dy(p,.) e dy(.,q) sao localmente Lipschitzianas e duas vezes diferen-
cidveis quase em toda a parte. [

Podemos finalmente definir nossa fungao tempo global em &, , associada a d:

259 = s 5] e )

onde a segunda igualdade da a relagdo entre a AJ e a fungdo tempo global de
GEROCH em 0, , associada a (14, (a normaliza¢ao da medida nao tem conseqiiéncia al-
guma). Que (A )7'(t) € uma superficie de CAUCHY para todo ¢ € R, segue da (inica)
Proposi¢do em [Die88|.

Mostraremos agora o comportamento assintotico de AJ (r) no caso em que &, , ¢
contido numa vizinhanca geodesicamente convexa, a medida que

(i) dgy(p,r) — 0 mantendo d,(r,q) # 0, e
(ii) dy(r,q) — 0 mantendo d,(p,r) # 0.

A restrigdo sobre o tamanho de &), ; garante que dy(p, .), dy(., q) e, portanto, \? = sao
% >°, mas ressaltamos que as formulas que se seguem dependem apenas de derivadas de
ordem < 2 de d,(p,.) e dy4(.,q). Discutiremos mais adiante outras conseqiiéncias desta
hipotese.

Seja 7/ uma vizinhanga geodesicamente convexa. Definamos entao a func¢ao-mundo
de SYNGE

230) T3 0 = Tyl = = [ i) Sl

onde 7,,: [0,1] — % ¢ o (tnico) segmento geodésico ligando p = 7, ,(0) e ¢ = 7,4(1).
', possui as seguintes propriedades (ver [Fri75] para as demonstragoes):

o I'ycE™ (Upe%{p} X %), onde %, é uma vizinhanca aberta e geodesicamente

convexa de p;

e I'y(p,q) =Ty(q,p);
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o VeTy(p,.) = =4, () e VI,(.,q) = —3%,(.), onde . denota a variavel onde age V.
Segue imediatamente a formula fundamental

(2.37) gil<dprg(pa q),dprg(p, q)) = gil(dqrg@a q),dqrg(p, q)) = _QFQ(pu q),

onde d, e d, denotam respectivamente a diferencial com respeito a primeira e
segunda variaveis.

o (VoVil'y(p,.))(p) = —9gan(p).

Primeiramente, devemos notar que d, e Q(Fg)% coincidem em % x JY (%, %), pois
(A, g) é causalmente simples por hipotese e, portanto, fortemente causal (ver Teorema
4.27 em [BEE96]). (I',)2 é continua mas nao-diferenciavel em A, 0)N (U < TH U, ),
em virtude da presenca da raiz quadrada. Assim, empregaremos a formula equivalente

(238) 20, (r) = 5 (108 (dy (p. 7)) ~ log(dy(r. )?)) = 5 (08(Ty(p. 7)) — log(T, (1, )

ao invés de (2.35) no que se segue. Assumimos, de agora em diante, p e ¢ fizos e
Ly(p,7) e Ty(r,q) como funges sé de r, ou seja, diferenciais e derivadas covariantes
atuam apenas em r. Desta forma, podemos aliviar um bocado de notacao.

Vamos inicialmente obter a forma infinitesimal do fluxo de difeomorfismos induzido
pela fungao tempo global AJ :

g 1 (Valy(p,r)  Vally(r,q)
(2.39) Va)\p,q('f’) =35 ( T, (p, 1) — T, q) ) )

Consideremos agora o campo de vetores 7T em €, , unicamente determinado pelas
seguintes condic¢oes algébricas:

o 19V, )\ (r) =1 para todo r € &,

P.q>
e (T, X) =0 para todo X* tangente a (A )" (t), t € R.
Em outras palavras, T é o campo vetorial que gera o fluxo de difeomorfismos

induzido pela folheacao de &), , pelas hipersuperficies de nivel de \,,. Temos, entao,
que

1
2.4 T T)=
2:40) AT = g o dg,)
onde
_ 1 1 1 9~ (dly(p, 1), dTy(r, q))
2.41 g (dN,, dN :——( + + AR A .
GAD @ ) =\ o T T T Ty T,0na)
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Logo,

1
2.42 T = N =
(242 DL D) P
Fg<p, T)VQFQ(Tv Q) _ F9<T7 q)V“Fg(p, T)

Ly(p,r) +Ty(r,q) + g~ (dly(p,7),dly(r,q))

Fica claro a partir de (2.42) que, assintoticamente & medida que r — p e r — ¢,

ou seja, respectivamente (—) dy(p,7) N\, 0, dy(r,q) / dy(p,q) e (+) dy(r,q) . 0,
dy /" dy(p,q), T* aproxima-se de um campo de KILLING conforme, i.e.,

(243) vaTb + vbTa = f(-)gab + O(min{dg(pv 7"), dQ(T7 Q)}) -

2 :

= E(VcTc)gab + o(mln{dg(p, r), dg(T, q)})

a medida que r — p ou r — ¢. Mais precisamente, T (resp. —T) se aproxima de uma
dilatagao infinitesimal ao redor de p (resp. ¢). Em coordenadas normais geodésicas
(z*) ao redor de p (resp. q), as componentes de T ficam

(244) T =" —a"(p) + O((x — x(p))*) (resp. 2" — " (q) + O((z — z(q))?)).

2.3.2 Construcao de isometrias assintéticas

Especializando-nos uma vez mais em espagos-tempos (localmente) tipo AdS (.#, g),
vemos que, devido ao fato de que (.#, g?)) ¢ totalmente geodésico com respeito a (4, §)

(e, portanto, %dé | 2022 = Uglsznaz = g0l s2q22, onde % ¢ uma vizinhanga geodesi-
0)

camente convexa em .# — ver Proposicao 4.32 em [BEE96]), Y [, = )\gfq

par p <, q € .# tal que #,, estd contido numa vizinhanca geodesicamente convexa
em (.#,g), uma vez que A9, € construida unicamente a partir de I';, Em particu-
lar, se (#,g) é (localmente) AAdS, e z(p) = (—1,0) e z(q) = (1,0) em uma carta
Cartesiana = : (Ain(r), 7O sin) — (R472,7) sobre um dominio de MINKOWSKI
Ain(r) para algum r € &, segue que A [, = A, onde A é dada pela formula (2.29),
que é a conclusao do Teorema 2.2. Ou seja, T* nao so € tangente a & como T*| 4

. . . . L, . A
coincide com o campo vetorial em %, , gerado pelo subgrupo uniparamétrico X — uy

do grupo conforme de (#,g")) dado por (1.23). Estendendo a assertiva do Teorema
2.2 a (p,q) € 2(F) pelas relagoes de comutacao de SO.(2,d — 1) e lembrando que
(resp. a componente conexa a identidade d)o grupo conforme é precisamente o con-
junto de difeomorfismos que preservam a estrutura causal (resp., mais a orientagio e a
orientagao temporal), obtemos:

para todo

PROPOSIGAO 2.5 Seja (A, g) um espago-tempo localmente AAdS, (p,q) € D(.F) tais
que W, , estd contido numa vizinhanga geodesicamente convexa em (A ,g). Entao T°
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€ tangente a I e qufy = )\gfs) =\, onde u;}vq é o subgrupo de isotropia (1.26) de D, ,
do grupo conforme de (.#,g"). OJ

Segue da Proposicao 2.5 que T gera um grupo uniparamétrico de isometrias assin-
toticas de (Wpq,9lw,.,), i.e., £rg = o(z) & medida que z \ 0.

Convém notar que, no caso AdS, vemos a partir da demonstragao do Teorema 2.2
e empregando cartas de POINCARE que T* é precisamente o campo de KILLING em
W4 que gera o subgrupo conforme de isotropia deste ultimo, para todo (p, q) € Z(.%).
Portanto, nossa construcao generaliza naturalmente os campos de KILLING de AdS;.

O que acontece agora para #,,’s “grandes”, i.e., tais que % é relativamente com-
pacto em .#, mas ndo estd contido numa vizinhanca geodesicamente convexa em
(A ,g)? Temos problemas de dois tipos, ambos com a mesma origem (a saber, nos
pontos criticos da aplicagdo geodésica), mas com conseqiiéncias diferentes, mais ou
menos graves para nos:

1. L, deixa de ser bem definida, e d, deixa de ser €> em d,(p,.) ' ((0,d,(p,q)))
e dy(.,q)"*((0,dy(p,q))). Entretanto, como sabemos (Proposi¢ao 2.4) que d, é
duas vezes diferenciavel em d,(p,.) 1 ((0,d,(p, q))) e dy(.,q)~1((0,dy(p, q))) a me-
nos de um conjunto % satisfazendo ji,(%) = jpa,(%) = 0, todas as formulas
que obtivemos continuam valendo nos pontos onde dy(p,.)? e d,(.,q)* sao duas
vezes diferencidveis. Nao podemos, todavia, garantir a validade dos limites de
expressoes envolvendo segundas derivadas de d,(.,q)* a medida que r» — p, ou
envolvendo segundas derivadas de dy(p,.)? & medida que r — ¢, uma vez que
nada sabemos sobre a continuidade destas fora de vizinhancas geodesicamente
convexas.

2. O segundo problema é especifico de espagos-tempos (localmente) AAdS. Pode
ocorrer que (um)a geodésica tipo tempo mazimal (com respeito a d;) ligando p a
q passe por .# ao invés de permanecer em .#. Isso implica nao so6 que T deixa de
ser tangente a ., como também faz com que T'* possua pontos de descontinuidade
em .#. A hipdétese de que tal focalizagdo de geodésicas tipo tempo nao ocorre é
mais forte e nao pode ser obtida como conseqiiéncia de que toda geodésica nula
em . com extremos em .# e atravessando .# tem um par de pontos conjugados,
empregada por exemplo no Teorema 1.3. Podemos, é claro, impor a hipotese de
que geodésicas causais maximais em .# ligando pontos p e ¢ necessariamente
pertencem a .#, em linhas similares ao que fizemos com geodésicas nulas ao longo
do Capitulo 1. Entretanto, essa hipotese tem a caracteristica inconveniente de
depender globalmente do fator conforme z, ao contrario do caso mais fraco de
geodésicas nulas, que s6 depende da estrutura causal.
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Uma maneira de contornar esses problemas é regularizar \j , de modo que a regu-
larizacao, denotada aqui )\ g 4 bor concreteza, satisfaga )\ququ = )\, onde u g € dado
por (1.26). O problema aqui é como regularizar uma fun¢io tempo global deﬁnlda
num espacgo-tempo com bordo — resolveremos o problema da seguinte forma: definamos
o duplo >4 de um espaco-tempo localmente tipo AdS .# como a unido disjunta de
duas copias de .#Z com os pontos em . identificados. 2.# pode ser imbuido de uma
estrutura diferenciavel compativel com a de cada copia e tal que a inclusao natural de
cada uma das copias ¢ um mergulho diferenciavel [Hir76|. A métrica em 2./ induzida
por g (também denotada g, uma vez que nao ha confusdo) é € no interior de cada
copia, e €4t (resp. €°°) em .# para d impar (resp. d par ), devido a expansio de
FEFFERMAN-GRAHAM para espacos-tempos localmente tipo AdS construida na Se¢ao
anterior — a regularidade é € para d arbitrario se (#, g) é localmente AAdS ou, mais
em geral se g possui um representante §© na sua classe conforme que satisfaca
RlC(g(O ) = 0. Esta construcao é uma generalizac¢ao da identificagdo conforme de AdS,
com metade de ESUy, vista no Capitulo 1, pagina 10.

Podemos estender z a z < 0 em 2./, definindo assim um sistema de coordenadas
Gaussianas normais ao redor de .#. O duplo (>.#,g) possui um grupo de isometrias
globais, isomorfo a Z,, gerado pela reflexao ( através de .# de um ponto numa copia
de ., tendo como imagem sua contraparte na outra copia (localmente perto de .#,
temos z o ( = —z).

Definiremos agora )\pq num espago-tempo AAdS causalmente simples (M, g) que
satisfaz a hipdtese de focaliza¢ao do Teorema 1.3, pdgina 17 (esses requerimentos ga-
rantem, como vimos no Capitulo 1, que I*(p, . #) N1 (q,.#)N ¥ = D,,), seguindo
0s seguintes passos:

e Primeiro, definimos A em (.4, g) (mais precisamente, em &, , = #; ,U %, ,U

((#,,)), com a mesma formula.

e Em seguida, regularizamos \J = empregando o método de BERNAL e SANCHEZ
[BS03, BS05] (ver [San05] para um esbogo introdutorio do método), obtendo
uma fungao tempo global € A = que folheia &, por superficies de CAUCHY.
Assumimos ainda que a regularizagio obtida satisfaz |/~\qu — AN | <dparad <1
suficientemente pequeno [Sei77|.

N = L(\a 4 )\g \ \ 3 5
. Deﬁn‘flmos A= ‘Q(Apg%—)\p’qog). Qomo tanto )N\p’q como )\.Mog“ sao funcoes tempo
globais em &), , cujas hipersuperficies de nivel sao superficies de CAUCHY em &, .

3A regularidade adicional deve-se (i) & auséncia de termos logaritmicos na expansio de
FEFFERMAN-GRAHAM e (ii) & simetria de paridade em z na formula (2.10), pagina 35, que da origem
as relacoes de recursao.
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e a colegdo de tais fungoes é fechada por combinagoes lineares convexas [Sei77],
segue que X também satisfaz essas propriedades, mais a propriedade adicional

(que sera cruc1a1 em breve) 0, )\p /7 = 0 e a estimativa no item anterior. A partir

daqui, a utilidade do duplo acaba — restringimos S\g,q a ., e prosseguimos apenas
nesta variedade.

Estendemos )\gfz) de 9,, a uma vizinhanca de colarinho %, = 9,, x [0, >
0) 3 (z,w) deste em 7_/@,} pela formula )\gfz)(x,w) = )\gfz)(x), tomando ¢’ pequeno
o suficiente para que Vapi© permaneca tipo tempo em %p‘f; e mantendo a mesma

notagao para a extensao (note que tal restrigdo a ¢’ é independente da restrigdo
a 0 no primeiro item).

Escolhemos uma parti¢do de unidade {¢,1 — ¢} de #,,U Z,, subordinada ao
recobrimento {Z,, x [0,3), %, , ~ (2,4 % [0, 5]}, satisfazendo |0,,¢| < K(5')~
[Whi34] e independente de x € D, (como ¢ = 0 fora de %2,

q» N0 hd problemas
com a segunda propriedade). Definamos

(2.45) M=oY 4 (1— )N,

g
Dsq

que satisfaz

15 ORI <0> N
(2.46) d)\g’q = ()\gg — )\27 )Owpdw + gbd)\g +(1— gb)d)\;q.
Vemos imediatamente que premsamos controlar o tamanho de |)\9() S\gﬂ| em
?/5 tanto para que \)\gfq) p,q| seja tao pequeno quanto queiramos e, a0 mesmo

tempo, d)\g() seja um campo de covetores tipo tempo futuros; o impedimento
mais severo a tais requerimentos reside no covetor tipo espaco proporcional a d,,¢
m (2.46), devido a estimativa de WHITNEY invocada no item anterior, que é
essencialmente optimal. Escrevemos, pois,

O) N O) N g N
(247) X4 (2, w) = AJ (@, w)] < ]X) (@) = AT (2, 0)| + A (w, w) = ] (w,0)],

<4 (a) <K'3 (b)

onde a estimativa (a) é valida por construgio, e a estimativa (b) decorre do fato
de que A & € e 0y, l9,, = 0.

Tomando § = K'(0')% e ¢ suficientemente pequeno, segue que j\qu ¢ uma funcao
tempo global > que:

1. satisfaz |5\9 — A | < 8", onde 0" > 0 é tao pequeno quanto se queira,

2. estende )\g( "a WpgU Dy, € tal que
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3. ?“5\27(1 é um campo vetorial tipo tempo futuro e tangente a .7, e

4. (M )7!(t) ¢ uma superficie de CAUCHY para ¥, , U %, para todo ¢t € R
(segue diretamente da primeira propriedade [Die88] e da continuidade de

Ai?q)‘
e Em virtude dos resultados acima, segue que

_ 1 o
2.48 T = — —V)\I
(2:48) @ Dy

du;
D,q
dax €,

¢ um campo de KILLING assint6tico em (%}, 4, gly, ) que satisfaz T/, =
portanto, as formulas (2.43) e (2.44), como desejavamos.

Apesar de j\qu ter todas as propriedades de que necessitamos, ela infelizmente nao
possui mais em (.Z,g) a interpretagdo geométrica natural que )\qu possui, embora
esteja tao proxima disto quanto queiramos. Nao obstante, mostramos que é possivel
construir explicitamente familias de isometrias assintoticas em (praticamente) qualquer
cunha. Faremos uso extensivo deste fato no Capitulo 4.

2.3.3 “Retorno ao equilibrio” em cunhas

No trabalho de MARTINETTI e ROVELLI [MRO03], foi proposto associar um “efeito
UNRUH” a0 grupo u;‘,q associado a um diamante Z, , no espago-tempo de MINKOWSKI,
cujas oOrbitas foram imaginadas como as linhas-mundo de “observadores com tempo de
vida finito”. Para teorias quanticas de campo com vacuo conformalmente invariante, é
realmente possivel provar tal associacao [BGL93|, mas uma discussao apropriada deste
ponto tera de aguardar o Capitulo 4. Nao obstante, as formulas (2.43) e (2.44) tor-
nam natural a seguinte pergunta: e se tal temperatura fosse atingida somente no limite
A — doo ? Em teorias quanticas de campo dotadas de liberdade assintotica, inva-
riancia de escala de fato é realizada somente no limite de curtas distancias, sendo as
correcoes ao comportamento “critico” dadas, por exemplo, pela expansao de produtos
de operadores (OPE). Assim, podemos pensar que a “Hipotese de Tempo Térmico”
de MARTINETTI e ROVELLI, citada acima, so é realizada na forma mais fraca de um
retorno ao equilibrio, em razao de uma invariancia assintdtica de escala (daremos um
sentido mais preciso a estas considera¢oes no Capitulo 4).

Transplantemos este raciocinio para cunhas AAdS. Do ponto de vista das leis da
dindmica de buracos negros, se imaginarmos a fronteira de uma cunha (suposta geode-
sicamente convexa, por simplicidade) %, , como um horizonte de eventos “assintotica-
mente estacionario”, e #,, como um “dominio de comunicagao exterior”, podemos nos
perguntar se existe algum analogo assintotico para essas leis. E agora nosso objetivo
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mostrar que isso de fato ocorre, pelo menos para a lei zero.

Primeiramente, vamos dar a definicao precisa de gravidade de superficie no nosso
contexto. Seja T como em (2.42). Tomando, por exemplo, r — r_ € 0_%#,,,, temos
que ['y(p,r_) =0, I'z(r_,q) # 0 e dl'4(p,r—) # 0. Mais ainda,

2F§(p> T’)Fg('f’, q)

2.49 lim g(1,7T) = — lim — =0
(249 M 90 T) = = 1 o 0 a) + 94Ty (7). Ty, 4))

por construcao. Igualmente, se r — r € 0, %, ,, temos que I';(ry,q) =0, Iy(p,r4) #
0, dTy(ry,q) # 0 e lim,_,, g(T,T) = 0. No caso em que r — 19 € It (p,.#) N
OI~(q,.#), temos que T® — 0. Em suma, T* ¢, a0 mesmo tempo, tangente e normal
ao horizonte passado 0_%#,,, e ao horizonte futuro 0, %, , de #, , (notar que a defini¢ao
de horizonte que demos na pagina 15 exclui precisamente os pontos de 0%, , onde
T% — 0). Assim, temos que

(2.50) dim Vog(LT) = —2r4(_ lm To),

onde R (resp. £_) é uma funcdo ¥ na subvariedade 0, %, , (resp. 0_#,,), dada por

TV, g(T, T (N, dgT (dN ., AN
(251) Ky = — lim v_ g( ’ ) — 9 ( _pvq g _ ( P:q p,q>).
—0+"p,q 29(T7 T) 29_1<d)\g7(17 d)\gH)z
Suponhamos momentaneamente que 7% é um campo de KILLING conforme com
respeito a g. Neste caso,

V. g(T,T) = 2T°V,T, = 2TV, T, + Vi T,) — 2T°V, T, =

4 - _ =
(2.52) = (V"L = 21"V, 02000 9k, T,
de onde segue que
. . TaTbvbTa . . TaTbvaTb _ . 2= a _
050 ne= iy Tt st S e m, (G50) o

define precisamente a falha da parametrizacao das orbitas de 7% em 0y %,, em ser
uma parametrizagao afim, uma vez que T'* é tangente as geodésicas nulas que geram
Oy Wpy € O-W,, Mais precisamente, se A_ (resp. A;) é um parametro afim comum

as geodésicas nulas futuras que emanam de p (resp. atingem ¢) tal que A_ = 0 em p
(resp. A, =0 em ¢), temos que
(2.54) A = Fertiba,

Outra interpretagio para k4, que segue das formulas (2.51)—(2.53), é a aceleragao
necessaria para manter um corpo de teste a uma distancia fixa, mas “infinitesimalmente
pequena”, do horizonte, compensada pelo fator de “redshift” (—g(T, T))% da oOrbita
[Wal84, Wal94].
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DEFINIGAO 2.2 k_ (resp. ky) € dita ser a gravidade de superficie passada (resp.
futura) de 0,,.

Para T arbitrario, usamos a(s duas) primeira(s) igualdade(s) em (2.53) para definir
K+, mas a ultima igualdade na férmula (2.53) é s6 assintoticamente valida, & medida
que r_ — p, ry — ¢q. Com essa ressalva em mente, podemos agora formular nossa “lei
zero da dinamica’

TEOREMA 2.6 (LEI ZERO DA DINAMICA DE CUNHAS AADS) Seja (A, g) um espago-
tempo (localmﬂlte) AAdS, e W, , uma cunha contida numa vizinhanca geodesicamente
convexa em (A ,g). Entao lim_,,k_ = —lim_, k; = 1.

ProvAa.  Um célculo direto empregando as propriedades de I' nos da

2F§(Pa7°)rg(7°a Q)
(Fg(])ﬂ“) + P?J(Ta Q) + g_l(drg(pﬂa)? drg(ﬁ Q)))Q .
§_1(dré(pa7"),drg(7'ﬂ)) > +
g(p,r) + Tg(r,q) + g7 (dlg(p, ), dl'3(r,q))
I'y ( T)v vbF ( T q ) FQ(P,T’)vaFE(Ta Q)vbrg(’ra Q)vavbrg(par):|
L'y (p,?”) +F (Ta Q) —{—gil(drg(p,r),drg(’l“, Q)) ,

T°V.g(T,T) =

st = Tt (24

e, portanto,
T°V.g(T,T) 1
2§(T7 T) Q(Pg(p7 74) + F?(T7 Q) + g_l(drg(p’ T)7 dr?y(ﬁ q))) .

1 (dTy(p, 1), dTy(r, 0))
>>> -

g
[mstma = mson (24 g G
Ly(r,q)VTy(p, ) VTy(p, ) VaVil'g(r, q) — Tg(p, )V Ty (r, ¢) V Ty (r, q)VaVng(p,T)}
Lg(p.r) +Tg(r,q) + g~ (dlg(p,7),dl5(r, q)) '
R4 (resp. RK_) é obtida tomando-se o limite I'z(r,q) \, 0, dI'5(r,q) # O (resp.
Ig(p,r) \\ 0, dl'g(p,r) # 0). Assim, temos que

L 1
T T r) + g (g (p ), ATy (1, 0)))
_ r _ FE(PJ")
'[Fg(p’)<3 ) 75 Ty r r<rq>>>+

), d
Ty(p, 1)V Ty(r, ) VTy(r,q)VaVily(p, v )]
Lg(p,7) 4+ g=t(dlg(p,7),dly(r, q))

1
Q(Pg(ﬂ Q) + g—l(dl“g(p, T)? dr?}(r? q))) .

K_ = —
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—(r _ F?J(ra Q)
. |:F9( ’Q) <3 Fg(T’, Q) +§_1(drg(pa7")7drg(7"7 q)))

B Ly(r, q)VeT5(p, T)vbI’g (p, )V Vlg(r, q)]
F.’j(ra q) + gfl(drg(% T)’ drg(ra Q))

A divergéncia de T'%, por sua vez, da

_ 1
V. 1% = — .
Fg(pa T) + Fg(ra Q) + gfl(drg(l), T)a drg(ra Q))

- 1

Li(p,7)VaVT4(r,q) — Ty(r,q)VaVTy(p, 1) — — .

R R e R = P By e

. <(F§ (p’ T) - Fg (T’ Q))g_l (drg(l), T)a drg (T’ Q)) + FQ(T, Q)varg(l), T)vbrg(pa T)vavbrg(r, Q)+
_Fg(p7 T)?arg(rv Q)?brg(ﬁ Q)?a?brg(pv T)):| 3

que no horizonte futuro d,%, , fica

- 1
aTlo, = .
\% ra-#%#] Pg(pjr) + g—l(drg(pﬂ“),drg(ﬁ q))

1
Ly(p,r) + 971 (dlg(p, ), dl4(r,q)) *

(T3, )3 (@(p.7), dT5(r,9)) = Tg(p. 1)V Ty (r.0) VT3, @) Va Vil (p.) ) |

e no horizonte passado 0_%, .

[rg (p,7)VaVTy(r,q) —

i 1
oI =— '
Vel loAha = 1 G ) + 5 1@y (oo 1) A5 (1 0)

1
F?(n q) + g—l(dl“g(p,r),dl“g(r, Q)) .

- (Talr, @7 (d0g(p.7), Ty (. ) = Dy, @)V Ty, 1) VL5 .1V Vil (r,0)) |

Obtemos imediatamente das formulas acima que

I ALIINE

limi, =1=—lim&_, imV,T* = —d = —lim V,T°.
—p

—q —-p —4q

O resultado segue entao da formula (2.53) e da discussao que segue a Definigao
2.2. O

OBSERVACAO 2.3 O resultado e a demonstragcao do Teorema 2.6 valem para diamantes
geodesicamente converos U, , em espagos-tempos causalmente simples arbitrdrios sem
nenhuma alteracao.
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Ha duas ressalvas que devem ser feitas acerca do Teorema 2.6 no que concerne a
interpretagao da cunha %, , como o exterior de um horizonte de eventos.

e Todos os resultados desta Subsecao envolvem a métrica g do fecho conforme, e
nao a métrica fisica g. Temos, no entanto, que

2.55 - = + 22(dz, T
(2:59) J(T.T) T T
e
_ _ 1 _
(2.56) V. I* = g*V. T, = 59"Vl T, =
z
1 S 1 od=2
= ;VGT —;g Cach:;VaT + 3 <dZ,T> =

_ d—2
= V.= 2V, T" - 2—<dz, T),
z

onde C¢ é o tensor (A.27) que relaciona as conexdes V e V (ver pagina 120).
Como T“ é tangente a .# e se anula em p e ¢ (ver formula (2.44), pagina 47),
segue que (dz,T) = o(z) & medida que nos aproximamos de p ou ¢. Levando em
consideracao que 7% é um campo de KILLING assintotico, obtemos que k4 define
também a gravidade de superficie assintotica passada/futura com respeito a g a
medida que nos aproximamos de p,q. Como os valores assintéticos para k4 sao

os mesmos para todo campo de KILLING assintdtico a dzaq em #,, a medida
que z \, 0, segue que a conclusao do Teorema 2.6 vale também para cunhas
nao geodesicamente convexas e os campos de KILLING assintoticos construidos
na Subsecao 2.3.2.

e O sinal de kK, que obtivemos é o contrario do que se espera de um horizonte de
eventos, pois a origem do nosso parametro afim para os geradores (orientados
para o futuro) de 9, %, , corresponde a q e ndo a I (p, . #) N OI~(q,.#), que
corresponderia a “superficie de bifurcag¢ao” do horizonte (note a mudanga de sinal
em (2.54)). Uma corre¢ao deste problema leva & mudanga desejada do sinal de

Ky

Notemos, por fim, que ha uma hipotese sobre a normalizacao de T implicita na
definicao de k4. Mais precisamente, nossa definicao estd condicionada ao seguinte
fato: se I'yo (p,7) = L'y (r,q), ie., 7 & o ponto médio da geodésica tipo tempo ma-
ximal em .Zin(r) > p,q ligando p e ¢, implicando claramente que <O>vargm) (p,7) =

_ d_ ,q)?
—OV ;0 (r,q), entdo gO (T, T)(r) = —#(:q). Se rescalonarmos 7'* por um fator
R € R, k4t é rescalonada pelo mesmo fator, por defini¢ao. Isto tem, por exemplo, a con-

seqiiéncia de que, se tomarmos py = (—1,0), go = (1, 0) e se rescalonarmos 7' associado

)
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2 de modo a manter g (T, T)(r) = n(T,T)(0) =

R— . R—
—1, segue que K4 maryy 0, de forma consistente com o fato de que %T“ e (0o)”
(fisicamente, a “temperatura de UNRUH” associada as translagdes temporais no espago-
tempo de MINKOWSKI é zero).

ao diamante Zry,, gy, pOr um fator %

Podemos entender a Proposi¢ao 1.8 como uma formulagao da segunda lei da dina-
mica de buracos negros para cunhas AAdS, pois o “encolhimento” das cunhas AAdS
14 expresso provoca uma diminui¢ao da area das secoes transversais dos horizontes
passados e futuros, tao maior quanto mais fundo penetramos no interior, ou seja, no
sentido contrario ao da evolugio temporal (note que, ao contrario do Teorema de Area
de HAWKING, nao podemos expressar este resultado diretamente em termos do espaco-
tempo fisico (., g), pois as se¢Oes transversais de horizontes de cunhas AAdS sdo
nao-compactas e destarte tém sempre area infinita). O caso em que nido ha aumento
de entropia, que caracteriza processos reversiveis, fica:

TEOREMA 2.7 (CARACTERIZAGAO DE PROCESSOS REVERSIVEIS EM CUNHAS AADS)
Seja (A, g) um espago-tempo AAdS assintoticamente simples satisfazendo as hipdteses
da Proposi¢cao 1.8, e (p,q) € Z(I), r € D 4. Suponha que, para r suficientemente
prozimo de q, temos que W, .NW, . = @. Entao 0, ¥, é uma hipersuperficie tipo luz
€ e totalmente geodésica em relagao a g para todo s € S tal que (s,q) € Z(F). Em
particular, W/ . NW, s = @ para todo s € 7 tal que (s,q) € Z(5).

PROVA.  Segue imediatamente da Proposicao 1.8 e da Observacao 1.7. O

Note que, em virtude do Teorema 2.6, nao faz sentido falar de uma “Terceira Lei”
para a dinamica de cunhas AAdS e diamantes.



— A lo que yo imagino — dijo don
Quijote —, no hay historia humana en el
mundo que no tenga sus altibajos,
especialmente las que tratan de caballerias, las
cuales nunca pueden estar llenas de prosperos
sucesos. X!

MIGUEL DE CERVANTES SAAVEDRA

El ingenioso hidalgo don Quijote de la
Mancha, Segundo Libro, Cap. TII

PARTE [1

AVATARES HOLOGRAFICOS DA FISICA
QUANTICA LOCAL
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CAPITULO 3

Teorias Quanticas Localmente Covariantes

(HAMLET.) — O God! I could be bounded in
a nutshell, and count myself a king of infinite
space, were it not that I have bad dreams. !

WILLIAM SHAKESPEARE
Hamlet, Prince of Denmark™, Ato II, Cena II

Havendo-nos convencido da necessidade de repensar a implementacao de isome-
trias assintOticas do espaco-tempo ja no contexto da gravitagao cléssica, introduzire-
mos agora um formalismo adequado para a discussao desta questao no nivel de teorias
quanticas locais. Tal formalismo foi proposto recentemente por BRUNETTI, FREDE-
NHAGEN e VERCH [BFV03|, e pode-se basea-lo na observacao, relacionada a ressalva
no inicio do Capitulo 2 (ver pagina 32), de que a especificacao de procedimentos fisicos
e seu ordenamento relativo sao inerentemente locais — estes sao insensiveis a estrutura
do Universo como um todo, onde a regiao de localizacao destes procedimentos esta
mergulhada. Isso, como veremos, generaliza as nocoes de isotonia e covariancia dos
procedimentos fisicos de uma sé tacada. Podemos elevar esta observacao a categoria
de principio — digamos, da covaridancia local.

Por outro lado, somos imediatamente forcados, a luz destas consideracoes, a consi-
derar todas as regioes de todos os espacos-tempos possiveis em pé de igualdade. Mais
precisamente, devemos especificar os procedimentos fisicos possiveis de uma teoria para
cada uma dessas regioes, de maneira coerente. Matematicamente, devemos especificar
um funtor da categoria de regioes “admissiveis” de espagos-tempos na categoria de pro-
cedimentos fisicos possiveis (orientamos o leitor ndo familiarizado com as nogoes de
categoria e funtor a consultar o Apéndice C, pagina 149). E agora nosso objetivo pre-
cisar a estrutura que acabamos de esbocar, e investigar algumas de suas propriedades.
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3.1 Definicoes basicas

Primeiro, consideraremos uma teoria qudantica localmente covariante sobre espacos-
tempos globalmente hiperbolicos, pois tal classe é “dinamicamente fechada” com res-
peito a equacoes de movimento que conduzem a uma propagacao causal dos dados
de CAucHY. Neste caso, as relacoes de comutacao causal entre observaveis podem
ser unicamente determinadas (as modifica¢oes necessarias desse conceito em casos nao
globalmente hiperbdlicos serdo indicadas no Capitulo 4, pagina 69).

DEFINIGAO 3.1 Sejam as categorias

objetos: Obj9lhg = espagos-tempos (M , g) d-dimensionais
e globalmente hiperbolicos;
Glhg = morfismos: Homgu,((A, ), (M',q) =Y (M, g) = (A,

mergulhos isométricos com imagem aberta e causalmente

converal;
e
objetos: Objellg = C*-dlgebras unitais U,
dlg = _ N ' ' % .y
morfismos: Homg,(A,A') = {a: A — A" *monomorfismos unitais}.

Uma teoria quantica localmente covariante € um funtor covariante A de 4lhy em </lg.

Dizemos que 2:

e ¢ localmente causal se, para todo par (0, ¢;), (A ,g) € ObjYlhg, 1; € Homyy,
((Oi,9:), (A, q)), 7= 1,2, tal que ¢, (0}) e 19(03) sao causalmente disjuntos em
(A, g), entao

[(RAep1) (A1, 91)), (Ah2) (A(O2, g2))] = 0

em A(A , g).
e & primitivamente causal se, dados (O, g), (A, g) € Obj9lhy, » €Homgy,,((O,

9), (A, q)), tais que (&) contém uma superficie de CAUCHY para (., g), entao
) (AM(O, g)) =M A, g), i.e., Ap é um C*-isomorfismo.

e & aditivo se, dados (0}, g;) € Obj¥lhg, ; € Homgy,,((O4, 9:), (A, g)), i € I, tais
que a cole¢ao {;(0;)} é um recobrimento aberto de (., g), entao

\/(sz')@[(@', 9:)) =A(A , g)

el

, onde V,cr denota a *-algebra gerada pelas *-algebras indexadas por i € I e o
fecho acima é na C*-norma de (.#, g).



Relagao com os axiomas usuais

Dados (#;, g;) € Obj¥9lh, i = 1,2, tais que 4, C M2 e g1 = g2| .4, denotamos,
para conveniéncia futura, por i 4 4 a inclusao natural de . em .#5.

O leitor atento perceberd que poderiamos generalizar a Definicao 3.1 de modo a
incorporar qualquer configuracao de campos externos classicos a valores em fibrados
sobre os objetos de ¢[h, e nao apenas a métrica. Um caso particular seriam os para-
metros dimensionais (massas, constantes de acoplamento, etc.) da teoria quéantica de
campos em questao. Essa possibilidade ficard mais evidente na Segdo 3.4 (pagina 64,
onde definimos campos quanticos localmente covariantes.

3.2 Relacao com os axiomas usuais

Mostraremos agora como recuperar o esquema axiomatico de HAAG e KASTLER
[HK64, Haa96| para teorias de observaveis locais num espago-tempo fizo a partir de
uma teoria quantica localmente covariante 2.

Considere um espago-tempo fizo (A, g) € Obj¥1hy, com grupo de isometrias (pos-
sivelmente trivial) G(#, g). Seja

(3.1) H (M ,g) ={0 C 4 aberto e causalmente convexo}.

Note que, pela defini¢ao (3.1), (0, gls) é automaticamente globalmente hiperbdlico
para todo 0 € J (. ,g), em virtude da hiperbolicidade global de (.#, g). Definindo

(3.2) /(0) =Jig.0 (A0, 9gls)),
segue que
1. A correspondéncia & (A ,q9) > O — A ,(0) é isdtona, i.e., dados O, 0y €
H (M, g) tais que O C Oy, temos que A 4, (01) C A 4(05).

Para mostrar isto, note que

Wig, 0,(A(O1, gl0,)) C W02, 9 16y) =
= ig, #(Jio, 0,(A(O1,916,)) = Yig, .«(UO1,916,)) C
C ml’[}%///(m(ﬁ%grﬁz)))

onde a igualdade segue da covariancia de 2.

Em outras palavras, # (#,g) > O — A ,(0) é um pré-cofeize de C*-algebras
sobre os abertos causalmente convexos de .#, ordenados por inclusdo (ver pa-
gina 152 no Apéndice C para a definigdo categorica do conceito). Se A (A, g)
é direcionado (i.e., dados 0y,0y € H (M ,g), existe O3 € H (M ,g) tal que
0y, 0y C O3), entao K (M ,g) > O — A 4(0) é uma rede.
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2. Existe uma representacao de G(#,g) > u por *-automorfismos «, = Au de
A(A , g) coerente com a estrutura de pré-cofeixe (rede) acima, isto €, a,, 0y, =

Aoyyuy € Oéu(m///(ﬁ» = Q[//l<u<ﬁ))a vuvubu? S G(///,g), (/S ‘%/(%7!])

A primeira propriedade segue imediatamente da covariancia de 2. Para mostrar
a segunda propriedade, notar que u[ys ¢ um mergulho isométrico de (&, g[s) em
(w(O), glue)), € que ig_y = iye).n o u, para todo u € G(A ,g), O € X (M,qg).
O resultado segue entao, uma vez mais, da covariancia de 2[, como no item 1.

3. Se 2 é localmente causal, segue que o pré-cofeixe (rede) & — A ,(0) é localmente
causal no sentido usual de HAAG e KASTLER, i.e., dados 01,0y € A (M, g)
tais que 0y L 4 O,, entao [A ,(01), A 4(05)] = {0} (segue imediatamente da
Definigao 3.1).

4. Analogamente ao item 3, se 2 for primitivamente causal (resp. aditivo), o pré-
cofeixe (rede) & — A ,(0) é primitivamente causal (resp. aditivo) no sentido
usual de HAAG e KASTLER.

DEFINICAO 3.2 Sejam 2 uma teoria qudntica localmente covariante, e (A, g) € Obj91h.
O pré-cofeize X (M ,q) > O — U 4(O) (rede, se K (M ,g) for direcionado) é dito ser
uma realizagao de 2 em (A, g).

H& um detalhe da realizagao de 2 em (., g) que requer certo cuidado em relagao ao
conceito de pré-cofeixe (rede) de observaveis locais de HAAG-KASTLER. Ele concerne a
definicao de dlgebra quase-local: esta tltima é dada pelo limite indutivo (ver Apéndice
C, formula C.1, pagina 154 para a defini¢ao categorica do conceito)

(3.3) A= |J WO,
oex (M,g)

onde [|.|[ ¢ a norma de A(.#,g). Embora claramente A , C A(A,g), nao é ne-
cessariamente verdade que A, = A(A ,g)! Nao obstante, se ignorarmos A(.Z, g) e
entendermos 2A(&) como C*-subalgebras locais de 2 4, entdo vemos que a realizagao
de A em (A, g) de fato define um pré-cofeixe de HAAG-KASTLER. Uma generalizac¢ao
do conceito de algebra quase-local que permite definir teorias quanticas localmente co-
variantes em espagos-tempos nao globalmente hiperboélicos e incorporar a especificacao
de condigoes de contorno seré apresentada no Capitulo 4, pagina 69.

Vamos agora investigar algumas propriedades dinamicas de 2 primitivamente cau-
sal. Considere uma folheagdo de (., g) por superficies de CAUCHY R 3 t — ¥, =
771(t), dada pela funcio tempo global 7 — mais precisamente, tal folheagio ¢ dada pelo
difeomorfismo F7™ : Rx X 3 (t,z) — F7(t,x) € ¥; C ., onde convencionamos ¥ = ¥
(i.e., F7(t,3) =3; e F7(R,z) é a orbita de x € Xy induzida pela folheagio). Atribua
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a cada Y, uma vizinhanca aberta e causalmente convexa .4 O X;,! e defina a familia
biparamétrica de *-isomorfismos [BF07, Ver96]

(34) R*> (ty,t2) — af 4, = i, )" oWy, - WAy, 9ln,) = XAy, 9lm,),s
denominada propagador de 2l em (.4, g) associado a 7. O propagador a” satisfaz
(35) 05;7253 o O‘;,tQ = a;,tg’ O‘Zt = idg[(///7g), th,tQ, t3,t € [R,

i.e., a7 implementa o grupdide de pares &R associado a R.2 E importante notar que,
embora o propagador preserve, por definicao, a localizacao dos procedimentos fisicos
ao longo do tempo (i.e., das orbitas da folheacdo), ele ndo implementa de maneira ge-
ométrica o fluxo de difeomorfismos F(. +t,.) o F~1 ¢t € R: considere, por exemplo,
um aberto . de ¥, e defina .%, = F"(t,.#). E falso que of, &y (D(F) N Ay, gl
b, ) = U, (D(F,) N Ny, g1 pisynm,) (D(.) denota o desenvolvimento de
CAUCHY; note que a interseccao de dois abertos causalmente convexos é causalmente
convexa), indicando que a’ ¢, de fato, um objeto dindmico e nao cinematico.

Ressaltamos também que o tamanho de .4; é essencialmente irrelevante. De fato,
podemos tomar o conjunto O; de todas as vizinhancas abertas e causalmente convexas
de ¥; e definir os limites projetivos (ver Apéndice C, formula C.1, pagina 154 para a
definigao categorica do conceito)

(3.6) As, = (J WA gLn)/ ~,
MEN
mZt (‘%) = U QIJ%(D(‘%) N %79[[)@%5&%))/ Nl? S CX abertoa
N €M

onde a relacao de equivaléncia ~ identifica os elementos das orbitas da familia de *-
isomorfismos 24i 41 2 e a relacao de equivaléncia ~' identifica os elementos das orbitas
da familia de *-isomorfismos Aip(s)nat,D(F)ns2s Ne My, i = 1,2, 41 C A2
Esse procedimento define a dlgebra quase-local e as subalgebras locais de germes de

'Note que ndo definimos primeiro .47, para um t; fixo para depois definir .#; como a imagem de .4},
pelo fluxo de ¢y a ¢ induzido pela folheacao. Como esta familia de difeomorfismos nao necessariamente
preserva a estrutura causal de .47, — para tal, é necessario e suficiente que os difeomorfismos sejam aqui
transformagoes conformes [BEE96] —, a imagem de .45, pode nao ser causalmente convexa. Ademais, é
por vezes conveniente tratar duas superficies de CAUCHY disjuntas sem que, necessariamente, tenhamos
o fluxo de uma folheacao conectando ambas; uma situacdo em que isto ocorre serd ilustrada mais
adiante.

2Dado um conjunto S, o grupdide de pares &S associado a S é definido da seguinte forma (para
a definigdo de grupéide, ver o Apéndice C, pagina 151): Obj 2S = S, ArrPS = 5% > (s1, s2), onde
D((s1,s2)) = s1, CD((s1,82)) = s2, Ls = (s,s) e a lei de composicao é dada por (s2,s3)(s1,52) =
(81, 83).

63



3. TEORIAS QUANTICAS LOCALMENTE COVARIANTES

64

procedimentos fisicos no instante ¢ em relagao a folheacao induzida por 7. Denotamos
também por «af ,, o propagador ligando s, a %y, induzido por (3.6). Note que o
limite projetivo ndo é a “restricio de A(A,g) a 3,” (tal identificagdo s6 é possivel
para teorias quanticas de campo livres, para as quais a restricao a hipersuperficies tipo
espaco é uma operagao matematicamente bem definida).

3.3 Estados quanticos em espacos-tempos curvos

J4 a nocao de estados requer mais cuidado neste formalismo, pois, ao contrario
dos procedimentos fisicos, os estados sao inerentemente nao-locais — tanto sao sensiveis
a geometria global do espaco-tempo como podem responder de maneira nao-local a
perturbacoes locais da métrica.

DEFINIGAO 3.3 Seja a categoria

objetos: Obj.Sts = conjuntos & de estados sobre C*-dlgebras
Sts = unitais;
morfismos: Homgy(S,8") = {o: & — & aplicacoes lineares positivas}.

Dada uma teoria qudantica localmente covariante 2, um espago de estados (localmente
contravariante) € um funtor contravariante & de Glhg em Sts, tal que S = (A)* € o
dual de 20 para todo ) € Arr9lh, i.e., dadow € &(A',q") ep € Homeg, (A, g), (A", 3")),
temos que S € Homgs(S(M', '), S( A ,g)) € definido por Gp(w) = (A)*(w) =

w o .

3.4 Campos quanticos localmente covariantes

Nos desenvolvimentos apresentados até agora, a estrutura topologica de C*-algebras
atribuida aos objetos de &/lg teve apenas um papel secundério (definigao de algebras
quase-locais, etc.). De fato, poderiamos ter definido os objetos de o/lg como *-algebras
unitais, e atribuir uma estrutura topologica conforme a conveniéncia. Antes de prosse-
guir, definamos a categoria

objetos: Obj T alg = *-algebras topologicas unitais §;
morfismos: Hom 74, (5, §) = {o: § — § *-monomorfismos unitais}.

falg:{

e o funtor de “pushforward” de fungoes teste © : ¥lhy — Jwvs dado por
(3.7) D(M,g) = €M),

D) (p) = vu(f)p) = { g(q) (p=(q))

de outra forma

)
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onde Jus é a categoria de espagos vetoriais topologicos (ver o Apéndice C). Podemos
também, eventualmente, entender ® como um funtor de ¥lh na categoria Jop de
espacos topologicos.

DEFINICAO 3.4 Uma teoria quantica de campos localmente covariante é um funtor
covariante § : 9lh — Zalg. Um campo quantico escalar localmente covariante € uma
transformacao natural ® : D — F, onde ® e § sao aqui entendidos como funtores de
G1lh em Fop. Dizemos que ® € linear se ®( 4 o € Arr T vs para todo (A, g) € ObjYlh.

OBSERVAGAO 3.5 Note que a hipdtese de ®( 4 4 ser linear no sentido da Defini¢ao 3.4
nada tem a ver com a natureza de sua auto-interac¢ao!

As nocoes de causalidade local, causalidade primitiva, aditividade, realizacao de §
em (A ,q) € Obj91h e de espago de estados sao obtidas naturalmente como extensoes
dos conceitos correspondentes para teorias quanticas localmente covariantes (a tnica
modificagdo necessaria é a substitui¢ao de “C*-algebra” por “*-algebra” na formula (3.7)
da Definigao 3.3, pagina 64).

Um exemplo tipico (ainda que aparentemente trivial) de teoria quantica de cam-
pos localmente covariante é a atribuicdo, a cada (A#,g) € Obj¥9lh, da dlgebra de
BORCHERS-UHLMANN .Z () (ver Apéndice B.3, Defini¢ao B.11, pagina 146) — é ime-
diato ver que § satisfaz a Definicao 3.4. Esta teoria quantica de campos localmente
covariante serve unicamente para definir a cinematica de um campo escalar hermiti-
ano, e é denominada doravante funtor de BORCHERS-UHLMANN. A realizacao deste
S em (A, g) € Obj¥4lh possui como algebra quase-local § , = §(#) (basta aplicar
parti¢oes de unidade), e exemplos possiveis de campos quanticos escalares localmente
covariantes associados a § sao:

o &y 0 = idg(u), i.e, @ identifica [ € € °(.#) com o elemento correspondente

de §(A);

o Oy (f)=1[f], onde [f] é a classe de equivaléncia de f pelo quociente de §(.Z)
por um *-ideal J(.#Z, g). Para que (A, qg) — F(A)/I( A, g) defina uma teoria
quantica de campos localmente covariante, é necessario que a correspondéncia
(M ,g) — T(AM,g) defina um funtor covariante de ¥lh em Falg. Neste caso, a
aplicagao quociente define uma transformacao natural, em virtude de sua propri-
edade universal [Jac85| (ver também o Apéndice C, pagina 146). A especificagdo
de *-ideais como J(.Z,g) constituem uma maneira de impor uma dinamica a
algebra de BORCHERS-UHLMANN. Tanto este exemplo como o anterior resultam
em campos lineares.
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e Aqui elaboramos o exemplo anterior, baseando-nos nas consideracoes no final
da Segao B.3. Considere um espago de estados &, onde &(.#, g) consiste num
conjunto de hierarquias w de distribui¢oes de k pontos wy, € Z'(.#*) e G consiste

“pullback” 1* de distribuicoes por ¢ € Arrélh, tal que

J(A,g) C ﬂ Annw.

Neste caso, o campo quantico localmente covariante ® do exemplo anterior in-
duz naturalmente um conjunto de estados @ , /&(.#,g) em cada 3. g) =

§(A)[3(A , g)
(Lwgwe)([fils - U]) = welfr -5 fi),

de modo que ®*&(.) é um espaco de estados localmente contravariante.

A possibilidade de proceder como no formalismo de WIGHTMAN e definir campos
quanticos a partir de estados por meio da representacao WIGHTMAN-GNS pode, é claro,
ser feita para a realizacao do funtor de BORCHERS-UHLMANN em um (.#,g) € 4lh
qualquer, mas deve ser considerada com cuidado no que concerne o Principio de Co-
variancia Local, uma vez que estados individuais nao sao localmente contravariantes.
Podemos, todavia, considerar a seguinte situacao — por sinal, ja considerada por HAAG
e KASTLER em [HK64], e que lhes serviu de motivagao para a introdugao da abordagem
algébrica a TQC — a luz dos exemplos tratados acima.

Seja & um espaco de estados associado a §, tal que
(3.8)
Annw( g g = Annw 4 = I(A , g), Yo(n.g), W i g) € S(A,9), (M, g) € ObjYIh.

Empregando a contravariancia de &, podemos mostrar que, neste caso, a correspon-
déncia (A, g) — JI(A , g) define uma teoria quantica de campos localmente covariante.
Portanto, como vimos, ®, o (f) = [f] = f/I(A,g) define entdao um campo escalar
localmente covariante, realizando assim nosso desideratum de incorporar a informacao
dinamica de uma teoria quantica de campos localmente covariante na especificacao de
um espaco de estados, mostrando ao mesmo tempo que o campo quantico obtido é
independente da escolha de um representante do conjunto de estados, pelo Primeiro
Teorema de *-Isomorfismo.

Do ponto de vista de uma teoria quantica localmente covariante 2, (3.8) possui uma
interpretagdo ainda mais profunda: as representagbes GNS de (.#,g) associadas a
cada w(z 4 € 6(A,g) ndo apenas sdo quase-equivalentes entre si (i.e., os conjuntos de
estados normais em 7,  (A(A#,g))" e Tt )( (A, qg))" coincidem, ou, equivalente-

mente, essas duas algebras de VON NEUMANN sao *-isomorfas — ver o Teorema 2.4.26
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de [BR8&7]), como também, por conseguinte, as representacoes GNS da algebra quase-
local 21, da realizagdo de 2 em qualquer (.Z,g) sao localmente quase-equivalentes
entre si, ou seja, os conjuntos de estados normais em 7, , (A(0))" e Tl 4o (o))"
coincidem. Assim, quase-equivaléncia local torna-se um requerimento altamente dese-
javel para espacos de estados fisicamente relevantes e nos permite essencialmente passar
de C*-algebras locais para algebras de VON NEUMANN locais da mesma maneira que
no formalismo de HAAG-KASTLER. Uma discussao mais detalhada acerca do papel
da quase-equivaléncia local no contexto do Principio de Covariancia Local pode ser
encontrada em [BFVO03].
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CAPITULO 4

Implementando o Principio Holografico
em espacos-tempos AAdS

In due modi si raggiunge Despina: per nave
o per cammello. La citta si presenta differente
a chi viene da terra e a chi dal mare.

Ogni citta riceve la sua forma dal deserto a
cut 81 oppone; e cosi il cammelliere e il
marinaio vedono Despina, citta di confine tra
due deserti. ¥

ITALO CALVINO
“Le citta e il desiderio 3" (Le citta invisibili)*¥

Covariancia local com condicoes de contorno

No Capitulo 3, construimos um arcabouco geral para a descricao de teorias quan-
ticas localmente covariantes dentro de espacos-tempos globalmente hiperboélicos. Em
tal classe, relagoes de comutagao entre os procedimentos locais (dados pelos elementos
das algebras locais) podem ser estabelecidas sem ambigiiidades pois espagos-tempos
globalmente hiperbolicos constituem sistemas “fechados” com respeito a leis dinami-
cas causais, i.e., que propagam efeitos fisicos locais com velocidade inferior ou igual
a da luz. Entretanto, sabemos que podemos sempre recobrir qualquer espaco-tempo
com vizinhancas abertas globalmente hiperbdlicas e causalmente convexas — no caso
de espacos-tempos fortemente causais, tais vizinhancas constituem inclusive uma base
para a topologia do espaco-tempo. E nem por isso devemos esperar que, nesses sistemas
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“abertos”, possamos assumir causalidade local a priori.

No caso da realizacao de 2 num espago-tempo globalmente hiperbdlico, a cau-
salidade local é coerente com as inclusoes das algebras, pois mediante uma escolha
adequada da familia de vizinhancas globalmente hiperbolicas, sempre é possivel encon-
trar, dadas duas tais vizinhangas causalmente disjuntas (sendo, eventualmente, uma
delas suficientemente pequena), uma terceira que contenha ambas.! E precisamente a
violacao desta propriedade que causa dificuldades no caso de espagos-tempos nao glo-
balmente hiperbolicos.

Para precisar melhor tais dificuldades na extensao do Principio de Covariancia Lo-
cal a espagos-tempos tais como (A)AdS, exibiremos agora uma maneira mais geral de
construir a realizacao de uma teoria quantica localmente covariante 2(, valida inclusive
para espagos-tempos (.#, g) nao globalmente hiperbdlicos. Esta maneira foi proposta
por SOMMER [Som06] e torna mais transparentes a necessidade e o papel das condi¢oes
de contorno na imposicao de causalidade local e causalidade primitiva — para tornar
mais claro o contexto desta tultima propriedade, restringiremo-nos a espacos-tempos
estavelmente causais, pois estes, como visto no Apéndice A, podem ser folheados por
hipersuperficies “de tempo constante”, para as quais tem significado formular um pro-
blema de valor inicial (misto).

Seja, entdo, um espago-tempo estavelmente causal (#Z, g), e J# (.#,g) o conjunto
das regides abertas globalmente hiperbolicas e causalmente convexas (&,¢g[¢), O C
A (eventualmente, omitiremos ¢ [, quando tal procedimento niao causar confusdo).
Consideremos inicialmente, dada uma teoria quantica localmente covariante %A,

(4.1) Ay =\/{(A,0): Ac U0, gls), O € X (M, g)},

a *-algebra livre gerada pelos elementos indicados acima. Seja agora o *-ideal J , =
A,€ A 4, onde €, ¢ a *-algebra gerada pelas relagoes

(4.2) (A, 6)+ (B,0) - (A+ B, 0),
(A, 6)(B,0) — (AB, 6),
MA, 0) — (AA, 0), YA € C e
(A, 01) — (Nig,.0,(A), On), YO, O1, Oy € K (M, g), O, C O,

Sabemos que cada elemento (A, &) possui (C*-)norma |[[(A4, O)| = [|A||, consis-
tente com as relagoes (4.2) (lembrar que iy, g, ¢ um *~monomorfismo para 0, Oy €

Ver [GLRVO01]. Esse fato ¢ de suma importancia na Teoria Algébrica de Setores de Superselegao.
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H (M, g), e, portanto, |[(Aig, 6,(A), Oo)| = ||[(A, O1)] = ||A|'!). Empregando agora
a construgio universal de BLACKADAR [Bla85, Bla06|,> aos geradores em (4.1) e as
relagoes (4.2), definimos a colegao II(A ,, T ) das *-representacdes admissiveis do par
(A.#,T 4), consistindo das *-representagoes m de 2, tais que w(J ,) = {0}. Segue
entdo que a C*-seminorma universal || A, = sup,ena , 5, I7(A)| € finita para todo
A. Denotando o *-ideal J 4 = {A : ||A|, = 0}, obtemos entdo a C*-algebra quase-local
A(A ,g) como a C*-algebra universal dada pelos geradores 2 e relagoes J_;:3

(4.3) UM, g) = (Ru/Ta)l v

Vamos ver agora como ficam os *-morfismos induzidos por mergulhos isométricos ¢ :
(A, 1) — (Mo, g2) com imagem causalmente convexa. Obviamente, (. # (A1, g1)) C
H (Mo, g2), € V]g, O € H(M,¢91), define um mergulho isométrico de & em ¢ (0),
definindo naturalmente um *-monomorfismo de 2 4 em 2 4. Definamos o seguinte
*-morfismo:

(4-4) le/119[(///1791) - Q[(///%gz)
A+j//[1 — 91@/)(A)+j///2

Note que, em razao das consideragoes do paragrafo anterior, temos que, se [A] 4, é
a classe de equivaléncia de A € 2 4, pelo quociente por J 4, (i.e., [A] 4 = [A+ J].z, se
J € j///l)a 1=1,2, segue que Ql¢([A+ J]///l) = [QWV/(A)]/@ para todo A € 91(@9[0),
mostrando que a defini¢do (4.4) nao é vazia e define de fato um *-morfismo nao-trivial.
20 é unital, mas nao € necessariamente injetivo! Assim, temos que enfraquecer as
propriedades dos morfismos da categoria de (C)*-algebras para que 2 defina um funtor
covariante da (super)categoria (plena) dos espagos-tempos estavelmente causais nesta
ultima — a covariancia de 2 é garantida pelo Primeiro Teorema de *-Isomorfismo (Teo-
rema B.2, pagina 125). Exibiremos agora uma situac¢ao que ilustra com perfei¢ao como
esse fato complica a imposicao da causalidade local.

Considere 0, Oy € H (M1, q) causalmente disjuntos, tais que nao eziste O3 €
H (M, g1) tal que Oy, Oy C O3, mas existe O; € K (Mo, g2) tal que (01), P(03) C
Oy. Seja A localmente causal (i.e., com respeito a regides globalmente hiperbolicas).
Entao, temos que

[(A(ig(o1).01 © V)(A), On), (Ali(0n).04 © ¥)(B), O)] = 0.

2 Agradeco ao Prof. Severino Toscano do Régo Melo por trazer a referéncia [Bla85] & minha atengao.

3Note que ndo tomamos o quociente pelo *-ideal J 4. Caso houvesse uma maneira de garantir
a existéncia de uma *-representacao admissivel 7 tal que Kerm = J_ 4, poderfamos equivalentemente
tomar tal quociente. Todavia, isso em geral é impossivel, pois J_; ndo é necessariamente fechado na
C*-norma definida nos elementos de 2 4.
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Entretanto, nada sob nossas hipoteses impede que
[(Av ﬁl)’ (B7 ﬁQ)] =C 7"é 0,

a menos que A = 0 ou B = 0. Assim, para A, B # 0, segue que C' ¢ T ,4 e
[Clw € Ker2ly, potencialmente espoliando a injetividade de 24t (pode ocorrer, con-
tudo, que C' € J 4, mas ndo ha como garantir isso a priori). Nao obstante, os *-

morfismos A(¢ o ig 4, ) sd0 sempre injetivos, para todo & € & (A1, ¢1).

A construcao acima permite escrever a seguinte

DEFINIGAO 4.1 Sejam as categorias

objetos: Obj9lhy = espagos-tempos (A, g) d-dimensionais
e estavelmente causais;
Fteqg = morfismos: Homgy,((AM,q), (M, q)) =L : (M, g) — (A" J)
merqgulhos isométricos com imagem aberta e causalmente
convera};

(G1h €, portanto, uma subcategoria plena de Stc) e

objetos: Objllg = C*-dlgebras unitais ;
Algb =< morfismos: Homg (A, A) = {o: A — A *morfismos unitais
(nao necessariamente injetivos)}.

Uma teoria quantica localmente covariante estendida € um funtor covariante A de
Steqg em A lgb, tal que Ulgy, € uma teoria qudantica localmente covariante no sentido
da Defini¢ao 3.1, pdgina 60. Dado (A, q) € Obj S tcy, a realizacio de A em (A, g)
¢ dada pelo pré-cofeize H (M ,q) > O — AO) = ({(A,0): Ac A0, glo)})I.),
sequindo a construg¢ao de BLACKADAR dada acima. Dizemos ainda que 2 € regular se
cada dlgebra local A(A ,g) coincide com a dlgebra quase-local da realizagao de 2 em

(A ,g), dada por (4.3).

E imediato ver que a realizacio de A em (.#, g) € Obj%1hg no sentido da Definicdo
4.1 coincide com a Defini¢ao 3.2 a menos de um *-isomorfismo. A perda da injetividade
dos *-morfismos induzidos por 2 se traduz na liberdade de escolha de condigoes de
contorno. Antes de precisar melhor esta idéia, vamos mostrar como ficam as demais
propriedades de 2.

4Aqui, permitimo-nos um ligeiro abuso de notacio, uma vez que s6 lidaremos com o caso regular
no que se segue.
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e Se (A, g) possui um grupo nao-trivial de isometrias G 3 ), fica claro que v induz
uma bijecao de (A, g) > € em si mesmo. Assim, vemos que o *-morfismo
¢ explicitamente inversivel, com inversa dada por (¢~!), para todo ¥ € G.
Assim, o Principio de Covariancia Local permite implementar a acao de grupos
de isometrias mesmo no caso nao globalmente hiperbolico.

e Causalidade local vale no seguinte sentido: se a restricao de 2l & categoria de
espacos-tempos globalmente hiperbolicos for localmente causal, e dados, como
no exemplo acima, 0y, Oy € J (#,qg1) causalmente disjuntos com respeito a
Os € K (M, q1) (ie., O3 D O1,05 e O Lg, O,), segue por covariancia local que

[miﬁl,/f(Al)v Quﬁ27=//l(‘42>] =0,
para todo A; € A(0;, gls,), i = 1,2.

e Aditividade permanece valida sem alteracoes, contanto que o recobrimento con-
sista de regioes globalmente hiperboélicas.

e Causalidade primitiva nao possui nenhuma extensao imediata para espacos-tem-
pos nao globalmente hiperbolicos. No caso de espacos-tempos estavelmente cau-
sais, uma definicao tentativa pode ser a seguinte: seja 7 uma funcao tempo glo-
bal de (A ,g), e A C . uma vizinhanga aberta e causalmente convexa de,
digamos, ¥ = 771(0). Entao, dizemos que 2l é fracamente primitivamente cau-
sal se for primitivamente causal com respeito a regioes globalmente hiperboélicas
e Aiy_» for um *-epimorfismo. Tal definicdo é conveniente, pois a ambigiii-
dade na escolha de condicoes de contorno passa a ser expressa de maneira pura-
mente algébrica, da seguinte forma: considere qualquer *-ideal J de 20(.A4", g] »)
contendo Ker2y. Se 2 for fracamente primitivamente causal, entao a aplica-
cio A+ 3J — AYP(A) + Wiy 4(J) € um *-isomorfismo de A(A", g | 4)/T em
(A, qg)/Uiy_n(3J), pelo Primeiro Teorema de *-Isomorfismo.

A especificacao do ideal J no contexto de causalidade primitiva fraca corresponde
precisamente & escolha de condicoes de contorno. Que uma escolha “minimal” sem-
pre é possivel, é garantido pela defini¢do de causalidade primitiva fraca (basta tomar
J = Keri 4 »). Uma escolha “maximal” seria o caso em que J é um ideal mazimal
de A(A ", g ») (a existéncia de *-ideais maximais segue do Lema de ZORN; ver o
Apéndice C para um enunciado em contexto categorico) — entao, a *-algebra quociente
(AN, gl y)/J € simples, i.e., ndo possui *-ideais ndo-triviais, e qualquer *-epimorfismo
com dominio em A(A", g| »)/J é automaticamente um *-isomorfismo.

E importante escolher *-ideais de contorno J que sejam preservados por {9 €
G(A,qg)}, pois s6 neste caso G(A,g) é implementado em A(A#,g)/Uiy »(J) por
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um grupo de *-automorfismos. A covariancia local é preservada pelo quociente, pois

ig v (MO, 9l6))/(FN™Uig (A0, gl0))) = (Aie v (A0, gls)) +3I)/J, pelo Segundo
Teorema de *-Isomorfismo (Teorema B.3, pagina 126).

OBSERVACAO 4.2 Como as construgoes acima fazem referéncia unicamente as pro-
priedades de *-dlgebras, elas se estendem naturalmente para dlgebras de BORCHERS-
UHLMANN e, por consequinte, para campos qudnticos localmente covariantes. De fato,
no caso de campos livres, a imposicao algébrica de condicoes de contorno engloba o
conceito funcional-analitico correspondente no espagco de HILBERT de uma particula
(i.e., extensoes auto-adjuntas do gerador Hamiltoniano do operador unitdrio de evolu-
¢ao temporal) — ver [Som06] para o caso particular da dlgebra de WEYL do campo de
KLEIN-GORDON em {x € RV~ : 2471 > 0} com condig¢oes de contorno de DIRICHLET
ou NEUMANN em 297! = 0. Ambos os *-ideais neste exemplo sao mazimais.

4.2 Teorias quanticas localmente covariantes em AdS

Vamos agora considerar a realizacao de uma teoria quantica localmente covariante
em AdSy no espirito da Secao 4.1, seguindo o trabalho de BUCHHOLZ, FLORIG e SUM-
MERS [BFS00]. (A componente conexa a identidade d)o grupo de isometrias de AdSy
induz, como visto na Se¢do 4.1, um grupo de *-automorfismos {a, : g € SO.(2,d—1)}
em 2A(AdS;) que preserva a estrutura local de 2.

De particular interesse sdo as algebras (quase-)locais associadas as cunhas %,
p < q€ Ain(r), r € #. Como visto na Subsegao 1.2.2, cada #,, possui um grupo
uniparamétrico de isometrias {u?,,q, A € R} de AdS; que a preservam, dado pela formula
(1.26). Ressaltamos aqui uma propriedade de uz’)q obtida no contexto mais geral do
Capitulo 2 (ver pagina 50) e que sera de grande importancia no presente Capitulo: o
comportamento assintético de g;q a medida que A\ — Fo00. Segue imediatamente das
formulas (1.26) (pagina 12), (2.45) (pagina 50) e da a¢ao adjunta de SO.(2,d — 1) que,
em coordenadas de POINCARE,

A (e™(z = 2(g)),e7*2) (A — +00)
(4.5) Ui (T, 2) ~ { (eMz — z(p)), e*2) (A — —o0) (2, 2) € W,
A

i.e., uy, , age assintoticamente como transformagoes de escala ao redor de p (resp. q) a
medida que A — —oo (resp. A — +00). Passada esta preliminar geométrica, vamos
especificar o que assumimos de nossos modelos fisicos:

1. O modelo é dado pela realizacao de uma teoria quantica localmente covariante
estendida regular 2l na colegao # (AdS,) das cunhas de AdSy, que, por sua vez,
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fornecem por covariancia local uma realizacao de 2 em AdS,, conforme a cons-
trucao da Secao 4.1.

2. Supomos que o grupo Au) - de *-automorfismos de A(%#,,) é fortemente continuo
para todo (p,q) € Z(.7).

3. 2 é localmente causal com respeito a regides globalmente hiperbolicas.’?

Optamos por realizar 20 nao apenas em AdS,;, mas também em cada cunha indi-
vidualmente, pois isto nao apenas nos permitira introduzir condi¢oes de contorno fisi-
camente razoaveis como também estender boa parte das consideracoes que se seguem
para espacos-tempos localmente AAdS. A condicao sobre os estados “elementares” sera
discutida na Subsecao 4.2.1 a seguir.

Concluimos esta Subse¢ao esbocando, por completeza, a versao original da dualidade
de REHREN [Reh00).

DEFINICAO 4.3 A teoria qudntica REHREN-dual a realizacdao de 20 em AdSy é o pré-
cofeize conformalmente covariante Z,q — WU Zpq) = Apags,(Dog)) = A(Hp) de
C*-dlgebras, indezado pela cole¢ao de diamantes em &. Aqui, paas, € a bijecao de
REHREN (1.32) (pdgina 16).

4.2.1 Valores de fronteira como condigao dindmica

E natural entender cada 2A(%,,) como um sistema C*-dinamico, cujo grupo de
*-automorfismos é dado por 2u, . Os estados “elementares” w em A(AdSy) devem
representar uma situacao de equilibrio termodinamico, uma vez que a dinamica é *-
automorfa — fisicamente, o sistema dinamico quantico (A(%},,),2lu;, ) é fechado.

Exigimos que, para qualquer observador uniformemente acelerado associado a 2Au

um estado w sobre A(%,,) seja passivo, i.e.,

A
p,q’

(4.6) —iw(U*6,,U) > 0

para todo U € 41 (A(#},4)) N D(6,,), onde 0,4 € a derivacao que gera Auy ., com do-
minio D(6,,) C A(H#p,), € 4 (A(#,,)) € a componente conexa a identidade do grupo
de elementos unitarios de A(%),,). O requerimento de passividade significa que néo é
possivel extrair energia de w por um processo ciclico — por isso, entende-se perturbacgoes
internas ao sistema dependentes do tempo que sao desligadas fora de um intervalo finito
de tempo. Equivalentemente, w satisfaz a segunda lei da termodinamica na formulacgao

de KELVIN (em particular, w é invariante por Qlu;},q, garantindo a implementabilidade

®Esta condic¢do nao é assumida em [BFS00], que emprega uma adaptagio minimal do formalismo
de HaAG e KASTLER para espagos-tempos AdS.
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unitaria de Qlu;;,q no espa¢o de HILBERT GNS .,), e o primeiro membro de (4.6) cor-
responde a entropia (relativa) do estado w(U*.U) em relagao ao estado w (ver Apéndice
B, pagina 138). Requeremos ainda que w satisfaca ergodicidade fraca (em média):

1T A
(4.7) TLHEOO T/o w(ARluy, (B))d\ = w(A)w(B), VA, B,
significando que w é um estado invariante extremal, ou seja, todo parametro de ordem
(elemento do comutante da representacao GNS de 2 associada a w invariante pela a¢ao
de QLuI’}’q) ¢ um “c-number”. Nesse caso, segue que w ¢ um estado KMS para alguma

temperatura inversa [ € [0, +0c], i.e., para toda f € .¥(R) com fe ¢>°(R), segue que

+o0 +00
(4.8) / w(AAw) (B)) f(N)dA = / w(u) (B)A) f(A+1iB)d), VA, B.

O caso # = +oo, correspondendo ao caso em que w é um estado fundamental, é
excluido pela seguinte consideragao: considerando, por exemplo, a cunha # = {X :
n(X,X)=-1,X'>|X°, X?> 0} no dominio fundamental (1.5) de AdS,; (pagina 5),
temos que o gerador do subgrupo de isotropia de # é o gerador My, de SO.(2,d — 1).
Como e~ M2 Ny e=Mi2 — My, segue da invariancia do espectro por transformacoes
unitarias [RS80| que o operador Hamiltoniano no espa¢o de HILBERT GNS 47, imple-
mentando My, nao pode ser um operador positivo — o mesmo vale, portanto, para todas
as cunhas. BUCHHOLZ, FLORIG E SUMMERS [BFS00| mostraram que todo w que satis-
faz (4.6)—(4.7) apresenta o efeito UNRUH, i.e., é um estado KMS com = kiT = 2% = 2,
onde kK = 1 ¢ a gravidade de superficie em 0,%),, (Teorema 2.6, pagina 53). Mais
ainda, obtemos que a realizacao de 2 em AdS,; é w-fracamente localmente causal com
respeito a # (AdS,): dados A € A(#,,) e B € U W), Wy C W, temos que

P9’
w(AB) = w(BA), mesmo se nao exigirmos causalidade local de 20 em forma alguma.

Vamos agora estabelecer um sentido no qual as condigoes (4.6)—(4.7) correspondem
a uma escolha de condicoes de contorno no infinito conforme. Se um estado w em
20(#,,) ¢ passivo (4.6) e fracamente ergodico em média (4.7) com respeito ao grupo
de *-automorfismos QLuI’},q, entao o vetor ciclico 2 no espaco de HILBERT GNS JZ,
associado a w é separante com respeito a 7, (20(%,,))", em virtude da condicao KMS,

A * " s
e ™Auy , estende-se a um grupo de *-automorfismos de 7, ((#,4))" que coincide com o

grupo modular de TOMITA-TAKESAKI 0082”)_1’\ (ver Apéndice B, em particular o Lema

B.18, pagina 143, e o Teorema B.19, pagina 144). Uma vez que assumimos passividade
e ergodicidade fraca em média de um estado “elementar” w em 2445, com respeito a
todos os sistemas C*-dinamicos (U4(#,4), Au, ), p < q € I, segue que tal w satisfaz:

e A propriedade de REEH-SCHLIEDER com respeito a cole¢ao de cunhas % (AdSy),
i.e., w é ciclico e separante com respeito as subélgebras de VON NEUMANN



Teorias quanticas localmente covariantes em AdS

o (A(#7.4))",° €

2o em 7, (A(#,,4))" € dada precisamente pelo grupo modular de

—1
TOMITA-TAKESAKI o™ .
Yo (A (Hp,g))"”

e A acao de Au

Denotaremos por A, , 0 operador modular que implementa Qlugq, ie., m, (Qluf,f;A(A)) =

AP (A)AD, para todo A € A(#,,). Consideremos agora a inclusao de algebras
de VON NEUMANN 7, (A(#,,))" C m,(A(#,,))", onde p <y r < s ¢ e, portanto,
Wy C Wpg € 0 Wy C 0+ Wy, A inclusido das respectivas C*-algebras subjacentes
satisfaz as seguintes propriedades, em virtude da regularidade e da covariancia local de

2A:
1. Urer2u), (A(#4)) € C*-densa em A(#,,,);
2. Aupy (A(Hrq)) C AH,) para todo A > 0.

Segue de 1.) e 2.) que a inclusao 7, (A(#,.,))" C 7, (A(#,,))" satisfaz as condicoes
propostas no trabalho de BORCHERS e YNGVASON [BY99]. Os resultados principais
deste trabalho, refraseados para nosso presente contexto, sao:

TEOREMA 4.1 ([BY99], TEOREMA 2.1) Defina M = 7,(A(#,,))", N = m,(A(#,.4))",
AR =T(=2rA) e M(A) = AdT(A\)N = T(A)NT(—A). Neste caso,

(i) AAAIN(N) = N(p(u, ), onde
o(u, \) =log(1 + e 2™ (e — 1))

para todo (u,\) € R?® para o qual o lado direito ¢ definido. Em particular,
AdAZIN C M para todo u > 0, e N = NyzoAdAL M.

q

(i) O operador G =log A, , —log A, , € nao-negativo e essencialmente auto-adjunto
num “core” comum alogA,, elog A, ,." O grupo unitdrio uniparamétrico I'(1) =
e TG satisfaz T(NT(1)T(N) = D(e*r) e AdT(T)M(N) = N(Y(r, \)), onde

U(T,A) = A+ log(1 + e )

para todo (7,\) € R?® para o qual o lado direito é definido. Em particular,
AdI'(7)9 C M e AAL(7)0 C N para todo T > 0, e N = AdI'(1)I0. O

6Essa propriedade é conhecida pelos especialistas em Teoria de Campos Conforme como “corres-
pondéncia operador-estado”.

"Um “core” comum aqui ¢ um subconjunto linear D denso em %, tal que D C D(logA, ) N
D(log A, 4) etal quelog A, 4[p =log A, 4 elog A, 4Ip =log A, 4, onde D(log A, 4), D(log A, 4) C H,
sao respectivamente os dominios dos operadores log A, 4 e log A, 4.
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Em suma, o Teorema 4.1 nao s6 da uma forma precisa para as relacoes de comutacao
entre A;,Aq e A’r”q, como também fornece uma realizacao geométrica para a acao de

U — AdAi”q a partir da de \ — AdA;Aq sem que tenhamos que assumir a existéncia
da primeira. Os proximos dois Teoremas mostram que as agoes destes grupos unitérios

tornam-se essencialmente indistinguiveis se estamos geometricamente suficientemente

longe de 0_%,

TEOREMA 4.2 (|[BY99|, TEOREMA 2.2) Empregando a nota¢ao do Teorema 4.1, se
AeN(A) e BeI, temos que

(BQ, AT AQ) — (BQ, T (—2mu) AQ)| < 2max{[AQ|[| B, [[A*Qll| B}

) |22 — 1|
.min{ ———. 1
et —1
para todo A > 0, u € R. O

TEOREMA 4.3 (|[BY99|, TEOREMA 2.3) Empregando a notagao do Teorema 4.1, te-
mos que:

(1)
)\liT HAﬁ‘q(AdT(A)A)\D — T(=2mu)(AdT (M) A)¥|| =0
para todo A € M e W € J,, com convergéncia uniforme em u € (—o0, up| para
todo uy < 400;

(ii)
Jim A% AAT(N\)A — T(—27u) AdT(N)A| =0
— 400 ’
para todo A numa subdlgebra fortemente densa em N, com convergéncia uniforme
em u € (—o0, ug| para todo uy < +00. O

Em suma, denotando %,, = I~ (q, #in(p) = R“72), segue que tais grupos sao
essencialmente indistinguiveis das dilatacdes por um fator e=2™ ao redor de ¢ para
A — 400. Levando em consideracio a acido do subgrupo de dilatacoes de 2142 em
AdSy, obtemos que os grupos modulares associados a w e as cunhas em AdSy; imple-
mentam assintoticamente transformacoes de escala ao redor de pontos de .#, no sentido
preciso dado pelos Teoremas 4.2 e 4.3 — todas as consideracoes acima permanecem va-
lidas se invertemos a orientacao temporal, i.e., trocando os papéis de p e q.

Mais em geral, inspirando-nos no formalismo proposto em [BV95|, escrevemos a
seguinte
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DEFINIGAO 4.4 Sejam p < q € Ain(r) para algum r € F, onde assume-se que
AMin(r) é dotado das operagoes de espaco vetorial de RM=2. A &lgebra de escala
futura AT (#,,) (resp. passada A~ (#,,)) em #,, consiste das fungdes uniforme-
mente limitadas em norma (0,1] > 0 — A(0) = Ay € A(#,,) satisfazendo Af =
AT e AH,s) = A € U Hrra-0)qos+(1-0)g) (resp. AT = A~ € UMW) = A, €
(W ogr+(1-0)p.0s+(1-0)p) )» Para todo p <y 1 L 55 <5 q, 0 € (0,1]. As operagies algébri-
cas sio definidas ponto a ponto, e a C*-norma € dada por ||A*|| = supg<; || A7 |-

OBSERVAGAO 4.5 Podemos dizer que o conceito de dlgebras de escala define uma ver-
sao abstrata do Grupo de Renormalizacao em Fisica Qudntica Local. Uma defini¢cao
diferente, mais rudimentar, para dlgebras de escala associadas a cunhas em AdS, foi
proposta pelo Autor em [Rib0/].

Note que a definicao acima preserva isotonia e causalidade local das subalgebras
locais de A(%},,).

Dado um estado w em A(%,,), podemos efetuar seu levantamento (“lift”) wy a

A*(#,,) na escala 6 € (0,1] definindo wy (A7) = w(A]) e w, (A7) = w(4,). Obvia-
mente, w, define um estado em A=(%,,,).

Consideremos s = ¢ na Definicao 4.4, i.e., temos a situacao de inclusao considerada
nos Teoremas 4.1 a 4.3. Neste caso, temos que 0 — A = Qlu;:f;jr( )(A), onde A €

m(%,q> e

dgo) (u 4(7), q) -
Jrr () = =2 dgo (r,q) fre(A) =

dg(o) (pv u;; (’I"))
dg(o) (pa T)

sao fungoes bijetoras, ¥ e estritamente decrescentes de [0,4+00) > A em (0,1] > 0,
define um elemento de 2A* (%, ,) e, portanto, de A" (%, ,). Conversamente, podemos de-
finir uma familia de *-automorfismos 04" de A" (%, ,) implementando transformagoes
de escala ao redor de ¢ por um fator u € (0,1] através da formula (557 A7) (0) = A .
Levando em consideracao a relagao de comutacao

(4.9) Oup o (1) + (1= 0)q = gy gy o (07 + (1= 0)q),

p.q

podemos induzir uma acio de Au) , em AT (¥, ,) através da formula
(4.10) A (A7) (6) = Al 1y a(AS).

Consideracoes analogas valem para as algebras de escala passadas, com notacao de
acordo, se invertermos a orientacao temporal, trocarmos os papéis de r e s e substituir-
mos f. 4 por fs_. Assumimos que a agao (4.10) e seu analogo passado sao fortemente
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continuas respectivamente em A (%, ,) e A~ (#,.,)-

A razao de ser da descricao redundante da realizagao de 2 em AdS, feita pelas alge-
bras de escala passadas e futuras vem do fato de que podemos, com ela, definir limites
de escala: notemos que a rede de estados {w) : 6 € (0,1]} induzidos por w sempre
possui subredes pontualmente convergentes (topologia *-fraca no dual de A7 (%#,,)) a
estados wy, em AT (#,,) (I > ¢ & algum conjunto de indices), pelo teorema de BANACH-
ALAOGLU [RS80|. A representacao GNS 7y, associada a cada wy, dos elementos de
At (#,,) tém, assim, a interpretagio de limites (fracos) de escala dos procedimentos
locais. Entretanto, resta a questao da unicidade das representagoes 7T8:L a menos de iso-
morfismos de rede, i.e., da existéncia ou nao de *-isomorfismos ¢, » de 7, (A (#;,,)) em
7o (AT (#,4)) que preservem a estrutura local — ¢, (ng, (AT (#.5))) = 7o, (AT (#.5))
para todo p <, r <, s <y q, 1,/ € I. Tal questao é parcialmente elucidada pela
seguinte

PROPOSIGAO 4.4 Suponha que w € um estado em Auqs, passivo e fracamente ergd-

dico em média com respeito aos sistemas C*-dindmicos (A(#pq), 2w ), para todo par
(p,q) € 2(¥). Entio,

(i) O estado limite wg, é B-KMS com = 21 em relagio ao sistema dindmico
(70, (A (#7.0)), U5 11y ), onde Ag g (4, (A)) = 75, (AT (A)).

(ii) Os limites de escala 7§, (AT (#,.5)) e 7, (AT (u) (#r.5))) sio unitariamente equi-
valentes, para todo p <, r <, s <, q.

(1ii) Se w for primario, i.e. m,(Aaas,)” € um fator (ver Apéndice B, pdgina 132),
satisfaz entao a sequinte propriedade de definiteza local holografica: dado r € &,
temos que

N m@(#,)" =CL.

(p,g9)€2(S),
Wp,q3T

Seque desta que os conjuntos de limites de escala {(w’)ar?u /€ I'} de qualquer

estado w' no folio local de w com respeito a colegio de cunhas (i.e., W' [aey,,)
define um estado normal em 7,(A(#,,))" para todo (p,q) € Z(.F)) coincidem
com {wafL : 1 € I}, Em conseqiiéncia disto e de (i), cada dlgebra de VON NEU-
MANN 7, (A(#,,))", se infinita (o que é geralmente o caso em Teoria Qudntica
de Campos), € tipo III (ver Apéndice B, Defini¢ao B.5, pdgina 135).

(iv) Suponha que a aplicagdo linear de 7,(A(#,,)) em &, dada por
mo(A) = Epg(K)m,(A)9,

onde E,, ¢ a medida de BOREL a valores nas projegoes de J¢, que define a re-
solugao espectral do operador log A, , e K é um compacto em R = o(logA,,), €
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uma aplicagao compacta, i.e., leva conjuntos limitados no dominio em conjuntos

relativamente compactos na imagem, para todo (p,q) € 2(.#).2 Entao as aplica-

e
goes ¢, : 7y, (AT) — w — lim, Ww(Qlup,g”’Jr(e“)(Aa)), onde {wy }. € uma subrede

que converge *-fracamente a w(IL, definem isomorfismos de rede com a represen-
tacao GNS da rede original associada a w. Em particular, em virtude de (i), os
limites de escala sao todos unitariamente equivalentes entre si, e o grupo modular
de qualquer limite de escala age assintoticamente como o grupo modular associado
a wy para X\ — +oo.

PROVA (ESBOGO).

(i) Segue do Teorema 5.3.30 em [BRI7| que o limite *-fraco de uma rede de
estados B-KMS é 5-KMS.

(ii) Segue imediatamente da hipotese de continuidade de Ql+u1),‘,q a existéncia de
um *-isomorfismo, que é unitariamente implementado em virtude da exis-
téncia de vetores ciclicos e separantes para ambas as algebras (ver o Teorema
2.5.32 em |BR87| para uma prova deste tltimo fato).

(iii) A primeira assertiva é obtida empregando-se a dualidade de REHREN: Em
virtude de (i) e (ii), o grupo conforme de .Zin(r) = RV¥~2 para todo r € .¥
é unitariamente implementado em 7, pelos grupos modulares de TOMITA-
TAKESAKI associados a 2 o p;cllsd(@pg) =A(W}pq). € w é um estado confor-

malmente invariante da teoria REHREN-dual 2 o pzcllsd. Em virtude das re-
lacoes de comutagao resultantes entre os diferentes grupos modulares, segue
da Proposigao 2.3 em [BS93] que os geradores P das translagoes em .Zin(r)
satisfazem a condigdo espectral, i.e., o(P) C J¥(0,RY¥72) - em suma, w é
um VACUO. Como w é primério, segue entdo do Teorema 4.6 em [Ara99] que
w é puro e que todo elemento de 7, invariante por translacdes é proporci-
onal a €. Seja agora um elemento Z € (\poecas), Tw(A(#pq))" = N(r).

Wp,q3T
Neste caso, Z* € MN(r) e, se RY¥2 3 za, é o grupo de *-automorfismos
que implementa as translagoes em Zin(s) 3 0 = z(r), onde = é uma carta
Cartesiana em .Zin(s), entdo [Z*,a,(Z)] = 0 para todo z tipo espaco e,
por continuidade fraca de «,, também para x = 0 e = tipo luz. Considere
a func¢ao limitada R 2 t — (Q, Z* a4 (Z)Q2), onde e é um vetor tipo luz em
R14=2 A transformada de FOURIER desta funcdo possui, em virtude da

8Como aplicacdes lineares compactas sdo caracterizadas por poderem ser aproximadas em norma
por aplicacoes lineares de posto finito com precisao arbitraria, tal condi¢do nos diz que a densidade
espectral de excitagoes locais do estado fundamental ndo cresce rapido demais com a energia. Tal con-
dicao sobre o comportamento do espaco de fase de teorias quanticas de campos foi proposta por HAAG
e SWIECA para o gerador (Hamiltoniano) de translagoes temporais no espago-tempo de MINKOWSKI.
Seria interessante saber se a condi¢ao de compacidade que demos pode ser deduzida, da mesma forma
que a condi¢do de compacidade de HAAG-SWIECA, de outras condi¢Oes estruturais exploradas na
literatura de Teoria Quéantica de Campos Algébrica, tais como nuclearidade modular [Haa96].
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condicio espectral, suporte em R,. Devido & comutatividade tipo luz esta-
belecida acima, tal func¢do coincide com a fungdo R 3 ¢t — (2, e (Z)Z*Q),
cuja transformada de FOURIER possui suporte em R_. Segue destarte que
a transformada de FOURIER da primeira é suportada em {0} e, como tal
funcao é limitada, é necessariamente constante. Portanto, se z +— U(x) é a
implementagao unitaria das translacoes em .7, segue que U(te)ZQ = ZQ
para todo t € R e e tipo luz, logo U(x)ZQ = ZQ para todo z. Pela unici-
dade de Q, temos portanto que ZQ = (2, ZQ)Q. Como (2 é separante para
7w (A(#p,4))" para todo (p,q) € Z(F), temos que Z = (Q, ZQ)1, como afir-
mamos. A segunda assertiva segue do fato de que, em virtude da definiteza
local holografica, limg\ o ||(W—W/)f2l(%p+(1,9)q,q)|| = 0 (isso pode ser demons-
trado de maneira anéloga a segunda parte da prova do Lema 4.1 em [BV95],
cuja primeira parte é essencialmente a demonstracao da primeira assertiva
de (iii) acima). A terceira assertiva segue do critério de DRIESSLER (Teo-
rema B.17, pagina 139), que, de certa forma, foi criado especialmente para
a situagao em que nos encontramos.

(iv) Demonstra-se de maneira andloga a Proposigdo 5.1 em [BV95]. A dltima
assertiva segue entao dos Teoremas 4.2 e 4.3.

O

OBSERVACAO 4.6 Vale o andlogo da Proposi¢ao 4.4 para dlgebras de escala passadas,
se invertermos a orienta¢ao temporal e substituirmos f, por f,_ no item (iv). Mais
ainda, hd equivaléncia unitdria entre limites de escala passados e futuros em virtude do
item (ii) desta Proposi¢ao.

OBSERVACAO 4.7 A implementabilidade unitdria das transformacoes conformes no es-
pa¢o de HILBERT GNS de um vdcuo conformalmente invariante pelos grupos modula-
res de TOMITA-TAKESAKI foi demonstrada anteriormente por BRUNETTI, GUIDO e
LONGO [BGL93]. Assim, nossa linha de raciocinio pode ser vista como uma versao
“hologrdfica” desse resultado. Mais ainda, seque do Teorema 2.3 (i) em [BGLIS] que a
*_representacado w, satisfaz dualidade de HAAG em .# e dualidade de HAAG essencial
em A in(r) para todo r € . (para a defini¢cao e uma explicacao da utilidade e sentido
da dualidade de HAAG (essencial), ver a Subsecao 4.4.1, pagina 88). Podemos fazer
uso do fato de que dualidade de HAAG essencial vale para os limites de escala e refinar
a conclusao do item (iii), provando que m,(A(#p4))" € um fator tipo III, se empre-
garmos um critério diferente para a estrutura desta dlgebra [BV95]. Nao provamos
este resultado mais forte porque nao precisamos desta informacao mais refinada no que
se seque, € o critério de DRIESSLER, além de mais simples, possui uma interpreta¢ao
bastante natural no nosso contexto.

A equivaléncia no item (iv) da Proposi¢do 4.4 mostra que, de fato, (4.6) e (4.7)
atuam efetivamente como uma condicao sobre limites de escala ao redor de pontos em
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#, revelando assim a relacao entre esse conjunto de hipdteses e a formulacao de BER-
TOLA ET AL. [BBMS00], baseada em fun¢oes de WIGHTMAN de k pontos em AdSy. As
condic¢oes de contorno empregadas neste trabalho, similares as propostas por WITTEN
[Wit98| para a correspondéncia AdS/CFT, sao dadas precisamente por um limite de
escala das fungoes de k pontos ao redor de .#. O importante item (iii) mostra que o
limite de escala é, de fato, uma condicao sobre o félio local de w e, portanto, sobre
os *-ideais Annw/g(y, ). Tal condicdo é localmente covariante em virtude de (ii) e do

Primeiro Teorema de *-Isomorfismo (Teorema B.2, pagina 125), definindo assim uma
condigao de contorno localmente covariante no sentido da Secao 4.1.

H4, todavia, um ponto muito importante a ser ressaltado: no trabalho de BERTOLA
ET AL., o limite de escala define a teoria quantica dual na fronteira (equivalentemente,
a teoria quantica na fronteira corresponde neste caso a classe de universalidade da
teoria quantica no interior mediante o “fluxo de grupo de renormalizacao” induzido por
transformagoes de escala ao redor de pontos em .#), o que nao ocorre com a dualidade
de REHREN, que consiste em transplantar o conjunto que indexa o pré-cofeixe que
realiza a teoria quantica localmente covariante 2l em AdS; por meio da bijecao de
REHREN. Uma propriedade estrutural que ilustra bem esta diferenca é a propriedade
do tubo tipo tempo de BORCHERS: se 2 é aditiva, e existe uma colecao de regioes
O; C M recobrindo uma vizinhanca aberta arbitrariamente pequena de um segmento
de curva tipo tempo com extremos r < s € 4 tais que I7(r) NI~ (s) é simplesmente
conexo, entao

\/ A(0;) = AT (r) NI (s)).

Ou seja, o germe das algebras locais ao redor de um segmento de curva tipo tempo
e, em particular, de uma subvariedade tipo tempo é *-isomorfo a algebra local asso-
ciada ao seu completamento causal (uma prova deste fato para campos quanticos em
espagos-tempos real-analiticos pode ser encontrada em [Str00]). Tal resultado mostra
que a dualidade de REHREN (Definigdo 4.3, pagina 75) concerne realmente os germes
das algebras ao redor de .# (cuja defini¢ao exige, de fato, a imposi¢ao de algum tipo
de condi¢ao de contorno como a elaborada acima ?), sendo portanto mais rica que um
mero limite de escala. Tal diferenca também se manifesta nas propriedades das algebras
locais da teoria quantica dual na fronteira em ambas as abordagens, conforme discutido
por DUTSCH e REHREN [DR03, Reh05].

9 Na verdade, fomos um pouco abusivos em nossa definicio da propriedade do tubo tipo tempo de
BORCHERS. A formulagdo correta (da qual nédo faremos uso) envolve as algebras de VON NEUMANN
locais e fechos na topologia fraca, associados a uma representacao GNS gerada por um estado w.
Assim, a definicao envolve também propriedades de w, ou, mais precisamente, de seu folio local.
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O item (iii) da Proposi¢do 4.4 e os Teoremas 4.2 e 4.3 podem, por outro lado, ser
entendidos como propriedades de retorno ao equilibrio, se imaginarmos as isometrias
u?, em AdS,; como evolugoes de CAUCHY com condigoes de contorno em ¢, a luz dos
resultados do Capitulo 2. Assim, temos uma relagao estreita (podemos dizer “holo-
grafica”) entre limites de escala ao redor de pontos de & e termalizag¢io dos estados
“elementares” w através da dinamica gerada por QLul’},q. No caso de AdSy, esse retorno é
trivial, pois vimos que w é um estado KMS com respeito a essa dinamica e, a0 mesmo
tempo, w é um estado da teoria REHREN-dual invariante por transformacoes de escala.
Na proxima Secao, faremos uso deste ponto de vista mais geral e considerar estados “ele-
mentares” que, em virtude de efeitos gravitacionais nao-triviais, retornam, de acordo,
“nao-trivialmente” ao equilibrio e, equivalentemente, apresentam invariancia de escala
apenas assintotica ao redor de &

4.3 Holografia algébrica em espacos-tempos AAdS

Chegamos finalmente ao momento de definir as teorias quanticas de interesse para
nos em espagos-tempos AAdS (.#, g) satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.3, que
garante que I+ (p, . Z) NI (¢, #4) NS = It(p,I) NI (¢,F) = D, para todo
(p,q) € 2(F). A parte mais delicada concerne a implementacdo das isometrias as-
sintoticas associadas a cunhas construidas no Capitulo 2 (paginas 47-52). Todavia,
antes disto, escrevamos:

DEFINICAO 4.8 A teoria qudntica REHREN-dual a realizacao de A em (A, g) é o pré-
cofeize Dy, — WDpy) = Ql(,o(f%l/’g)(‘@pﬂ)) = UH,,) de C*-dlgebras, indezado pela
cole¢io de diamantes em J. Aqui, piy.q) € a bije¢cio de REHREN (1.32), introduzida
na pagina 16.

Consideremos agora uma cunha %, , com fecho geodesicamente convexo. Definamos,
para A € R, € > 0 fixo, as regioes

(411) #4400 = (08,7 — e +00) N, 7y (N) = ()™ ((—o0,e — X)) Nt
e, correspondentemente em .7,
(4.12) @;fq(/\) = (/\;";q)*l((/\ —6+00))NI, D, (N) = (/\;";q)*l((—oo, e—A)NAS.

Seja 2 uma teoria quantica localmente covariante estendida regular, satisfazendo as
seguintes hipoteses:

(a) A realizagdo de 2 em (.#,g) é localmente causal com respeito a colegdo das

cunhas # (A , g);
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(b) 2 é fracamente primitivamente causal com respeito as cunhas de (.#, g) (garan-
tindo destarte a possibilidade de impor uma evolucao temporal, sujeita a condi-
¢oes de contorno);

(c) Existe um espaco de estados & tal que &(.#, g) possui um representante w prima-
rio satisfazendo a propriedade de definiteza local hologréfica (definida no item (iii)
da Proposigao 4.4, pagina 80) e tal que seu folio local com respeito as subregioes
causalmente convexas de cunhas esta contido em S(.Z, g).

Omitimos no que se segue a notagao de restrigdo da métrica g e de quociente pelos *-
ideais nao-triviais que anulam os propagadores ( *~ideais de contorno), por simplicidade,
tendo em mente sempre os Teoremas de *-Isomorfismo. Segue de (b) que A(#,%()), g)
¢ *-isomorfa a 2(#,,) para todo v, (p,q) € Z(.¥), modulo *-ideais de contorno. Mais
ainda, podemos definir o germe 2A(0+%#,,,) de A(#,,,) nos horizontes passado e futuro
01+, , pelos limites projetivos (modulo *-ideais de contorno)

(4.13) A0 Hy0) = _lim A5 o),
lembrando que a relacao de equivaléncia que define o limite é dada pela identificacao
(modulo *-ideais de contorno) A € A(#,E(A),g) ~ (Qli%:’tq()\),%ﬁ()\,))_l(A), para todo

A > )\, similarmente ao caso dos germes de algebras locais em superficies de CAUCHY,
definidos no Capitulo 3 (ver a formula (3.6), pagina 63).

Com as defini¢oes acima, se 7 € (M )7' (X)) NI e r <y s <, ¢, obviamente
Wrs C W, (o) e, portanto, Wy () o(s) C W,E (Mo + A) para todo A > 0.

DEFINICAO 4.9 Sejam p < q € Ain(r) para algum r € 7, onde assume-se que
Min(r) é dotado das operagoes de espago vetorial de R14=2. A 4lgebra de escala fu-
tura AT (#,,) (resp. passada A~ (#,,)) em ¥, , consiste das fung¢oes uniformemente
limitadas em norma (0,1] 3 0 — A™(0) = A € AW, (f,1(0)),9) (resp. (0,1] 2 6 —
A(0) = Ay € A, (1,2(0)), 9)) satisfazendo Af = AT € A(H,,), r € #,(Xo) para
algum X implica Af € A(H,(No+ f,1(0)),9) (resp. A] =A™ € UH,.), s € W, o(No)
para algum Ao implica Ay € AW, (Ao + [200)),9)), para todo p <5 r <, s <, q,
0 € (0,1), onde f, 4 e fs— sao definidas na pdgina 79. As operagoes algébricas sao
definidas ponto a ponto, e a C*-norma é dada por ||AF|| = supy_p<; | AZ]|.

A defini¢cao mais geral dada acima lida com a perda da localizacao “espacial” causada
pela acao dos propagadores

+ . . _ .
(4.14) A = iy oy, ) 0 Aigt ), 0

que podem ser entdo usados para construir elementos de 2A*(%,,) (modulo *-ideais

de contorno) da mesma forma que empregamos Qlu;,‘q no caso de AdS,;. Supomos, de
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acordo, que os propagadores (4.14) sdo fortemente continuos na norma das algebras de
escala.

Notamos agora um ponto muito importante: as imagens dos elementos das élgebras
de escala pertencem as algebras intrinsecas, e ndo a suas imagens em (%, ,), que
identificam elementos que diferem por um elemento de um *-ideal de contorno. Isso
elimina uma aparente contradicao entre os germes de &lgebras locais nos horizontes
passado e futuro e o principio de definiteza local holografica. As aplicacoes

(4.15) Ag = Lg(AT)(0) = R (-1 0,0, (Ad)
e
(4.16) Ay = L (A7)(0) = %%jq(f;i(e)),%,q(AE)

definem *-morfismos das algebras de escala nas funcoes uniformemente limitadas de
(0,1] > 6 em 2A(#,,,) e preservam a localizagao “temporal”. Definindo o levantamento
wi do nosso estado de referéncia w a IF (A% (#},4)) na escala § da mesma maneira que
no caso AdS, podemos finalmente impor nossas condicoes de contorno:

(d)
AnnG(V/pi()\),g) = ﬂ Annw’ D Keri)li%%q(/\)v%’q
W ES(553(M).9)

paratodo A € R, e os limites de escala wojfb definem representacoes GNS ligadas por
*-isomorfismos de rede com respeito a cole¢ao das cunhas em (., g), e *-isomorfas
a *-representacao de 2(0:#, ) induzida pelo quociente por AnnG(9+%,%) (esse
espago de estados é definido empregando-se a contravariancia de G e a universa-
lidade de limites projetivos). A agao *-automorfa (0,1] 3 p+— 6% das transfor-
magoes de escala em 7o, (I, (A*(#,4))) é unitariamente implementada no limite
de escala na forma

exp(£r %)\
(417) 7T07L(5p,qp(i jE>\)7:|:(IZ:)|,:q(Ai))) = AdAqu 7T07L(I;|?q(Ai))7

onde A, , ¢ o operador modular de TOMITA-TAKESAKI associado a wg, (que &,
portanto, essencialmente tnico para todo ¢), e k1 = F1 é a gravidade de superficie
assintotica passada/futura de %, ,, obtida no Teorema 2.6 (pagina 53).

A condigao (d), embora bastante complicada, é naturalmente motivada pela Pro-
posi¢ao 4.4 e pelo Teorema 2.6 no caso de AdS;. Juntamente com (c), ela ndo so é
comum a todos os estados no folio local de w como também implica que as algebras
de VON NEUMANN 7, ((#,,))" sdo tipo I1I, analogamente ao item (iii) da Proposi¢ao
4.4. A continuidade assumida dos propagadores, juntamente com a covariancia local,
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garante que os limites de escala de diferentes cunhas vivem no mesmo espaco de HIL-
BERT, como no item (ii). O carater geométrico em % da acdo dos grupos modulares,
por sua vez, segue do Teorema 4.1. Em virtude do valor assintético que encontra-
mos para as gravidades de superficie das cunhas e das relagoes de comutacao entre os
diferentes grupos modulares, resultantes do Teorema 4.1, temos que os grupos modu-
lares agem geometricamente exatamente como transformagoes conformes em ., e o
limite de escala wy, define um vacuo [BS93| conformalmente invariante no pré-cofeixe
Drq — o (I, (AF o p(fl ) (Dpq))". Em suma, o limite de escala que definimos perde
toda a informagao geométrica acerca de (A, g), e poderia ser tomado como uma teoria
quantica REHREN-dual a uma teoria quantica em AdS;. Mais ainda, a implementacao
das isometrias assintoticas s6 ocorre no limite de escala. Notamos aqui o forte paren-

tesco da construcao acima com a holografia na frente de luz proposta por SCHROER
[Sch06, Sch05].

Enfatizamos uma definicao dindmica como a Definicao 4.9 para as dlgebras de escala
em cunhas AAdS, ao invés da Defini¢do mais simples 4.4 dada no caso de AdSy (que,
em principio é também aplicavel aqui) por vérias razdes. Primeiro, a condi¢ao de con-
torno (d) dada nos moldes da Defini¢do 4.9 enfatiza o carater de retorno ao equilibrio
dual ao limite de escala, e se estende a contextos mais gerais (i.e., diamantes relativa-
mente compactos em espagos-tempos causalmente simples), tal como a construgao de
fungoes tempo globais no Capitulo 2. Segundo, abre-se a possibilidade de sondarmos
dinamicamente desvios do comportamento de equilibrio térmico da mesma forma que
sondamos desvios do comportamento critico (i.e., invariante de escala) por meio de,
digamos, expansoes de produto de operadores [FH81, Wei96, Bos05, BOR02].

4.4 Analise holografica dos setores de superselecao

O desenvolvimento que conclui esta Tese consiste em mostrar como as propriedades
geométricas de espagos-tempos AAdS nao-triviais (i.e., diferentes de AdS;) dentro das
hipoteses empregadas ao longo do Capitulo 1 modificam de maneira radical nao s6 a im-
plementacao de simetrias geométricas, mas também das simetrias internas, codificadas
na estrutura de setores de superselecao. No que se segue, faremos o seguinte conjunto
de hipo6teses sobre os espagos-tempos e as teorias quanticas localmente covariantes de
nosso interesse:

(i) (A ,g) é um espaco-tempo AAdS satisfazendo as hipoteses da Proposigao 1.8;

(ii)) 2 é uma teoria quantica localmente covariante estendida, cuja realizagdo em
(A, g) satisfaz causalidade local com respeito a # (.4 );
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(iii) Temos a nossa disposicdo um espago de estados &, dito de referéncia, tal que
quaisquer w,w’ € &¢(#,,) satisfazem a condigao (3.8) (pagina 66) para todo
(p,q) € 2(#). Em particular, como vimos, as édlgebras de VON NEUMANN
T (A(#,4))", w € So(#,,), sao todas *-isomorfas entre si.

(iv) S¢(#,,,) possui um representante wy, (também) dito de referéncia, que satisfaz:

e A propriedade de REEH-SCHLIEDER, i.e., o vetor ciclico 2y no espago de
HILBERT GNS J¢ = J,, associado a wy ¢ separante para mo(A(#,,))",
onde 7y = m,, é a *-representacdo GNS associada a wy;

e A propriedade de definiteza local hologréfica;

e A propriedade (III), i.e., mo(A(#,,))" € tipo III para todo (p,q) € 2(7)
(ver Apéndice B, Defini¢ao B.5, pagina 135).

Condicoes adicionais serao eventualmente acrescentadas ao longo dos desenvolvi-
mentos a seguir. Note que os estados wy satisfazendo as condigées de contorno (c¢)—(d)
impostas na Segao anterior satisfazem as propriedades enumeradas pela hipotese (iv).

OBSERVAGAO 4.10 As hipdteses (iii) e (iv) sobre o espago de estados de referéncia Sqy
sao similares as adotadas por BRUNETTI e Ruzz1i [BR0O7] em sua formulagao local-
mente covariante para a Teoria Algébrica de Setores de Superselecao. Nao adotaremos,
contudo, a abordagem desse trabalho por simplicidade, uma vez que abordaremos apenas
elementos bdsicos desta Teoria no que se seque.

4.4.1 Uma digressao. Dualidade de HAAG e elementos da
Teoria Algébrica de Setores de Superselegao

O fato de que a colegdo # (AdSy) das cunhas em AdSy é fechada pela operagao de
complemento causal (mais precisamente, as formulas (1.29) sao validas) garante que nao
apenas causalidade local é preservada pela bijecao de REHREN, como também a possivel
maximalidade das algebras locais com respeito a esta propriedade. Veremos na proxima
Subsecao que, devido a geometria das cunhas em espacos-tempos AAdS nao-triviais,
essa maximalidade ganha contornos de um teorema “no-go” acerca da nao-trivialidade
das algebras locais no interior de tais espagos-tempos, com implicacoes sobre a estru-
tura dos setores de superselecao. Entretanto, antes disso, formularemos de maneira
precisa essa hipotese se maximalidade, e ilustraremos seu papel na determinacao desta
estrutura.

DEFINICAO 4.11 Seja A uma teoria quantica localmente covariante estendida, (A, g) €
Obj S tcq, m uma *-representacao de A 4 no espa¢o de HILBERT S, e (M, g) uma
colegao de abertos causalmente completos de (M ,g). Dizemos que a realizagcdo de
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A em (M, g) é n-HAAG-dual com respeito a 2(M,q) se as dlgebras de VON NEU-
MANN associadas a 7 e localizadas em elementos de 2(.# ,g) sao maximalmente lo-
calmente causais, i.e., T(A(0))" = w(A(0")), onde w(A(O))" denota o comutante de
7(A(0)) em H (ver no Apéndice B a discussao que precede imediatamente a De-
fini¢ao B.4, pdgina 132) — lembrar que causalidade local de 21 implica apenas que
7(A(0")" C 7(A(O)). Mais em geral, dizemos que a realiza¢ao de A em (A ,g)
¢ essencialmente w-HAAG-dual com respeito a 2(A4,g) se a extensco HAAG-dual
DM, g)> O — w(A(0))? = (A(0")) da realizacio de A em (M , g) na representacio
7 ¢ localmente causal, i.e., 7(A(01))¢ C (7(A(02))?) para todo par Oy, Oy € 2(M , g)
tal que Oy L O,. Uma *-representacao © de A, € dita ser (resp. essencialmente)
HAAG-dual se a realizagao de A em (A, g) for (resp. essencialmente) m-HAAG-dual.

OBSERVACAO 4.12 Hd uma sutileza na defini¢ao de dualidade de HAAG essencial:
é imediato ver que, se 2(M,q) for fechado por complementos causais, i.e., O €
DM, qg) = 0" e (M, qg), entio dualidade de HAAG e dualidade de HAAG essencial
com respeito a 2(M , g) coincidem. Assim, os efeitos interessantes que surgem quando
a realizagao de A em (M ,qg) € apenas essencialmente m-HAAG-dual com respeito a
(M, q) s6 aparecem quando este iltimo ndo € fechado por complementos causais. O
exemplo tipico é (M ,g) = RV e Q(RVY1) = {IT(p)NITT(q): p < qe RV

A quebra da dualidade de HAAG implica, por exemplo, na quebra espontanea de
simetrias internas para a representacao induzida por um vacuo em teorias de observéa-
veis locais no espago-tempo de MINKOWSKI [Haa96]. A razao, em termos intuitivos, é
a seguinte: a presenca de simetrias internas, manifestas na estrutura dos multipletos
de particulas que aparecem em processos de espalhamento, é codificada nas algebras
locais por meio dos “intertwiners” '° entre as representacoes unitarias do grupo de si-
metrias internas. A dualidade de HAAG garante que ha “intertwiners” suficientes para
reconstruir completamente a teoria de representagao deste grupo (= estrutura dos se-
tores de supersele¢ao) e, portanto, o proprio grupo — este resultado, considerado um
dos grandes triunfos da abordagem algébrica para a Teoria Quantica de Campos, foi
demonstrado por DOPLICHER e ROBERTS [Ara99, Haa96|, e constitui uma formulacao
abstrata para a dualidade entre grupos compactos e suas representacoes irredutiveis
(teorema de TANNAKA-KREIN).

Se apenas dualidade de HAAG essencial é vélida, é possivel reconstruir a parte das
simetrias internas que nao sofre quebra espontanea repetindo o procedimento de DOPLI-
CHER e ROBERTS para a extensao HAAG-dual das &lgebras locais, conforme a Defini¢ao

Dado um grupo G e duas representagdes unitarias G' > g — U;(g), Ua(g) de G respectivamente
nos espacos de HILBERT J74 e 4, um “intertwiner” entre U; e Us é um operador linear limitado
T : 5 — s tal que TU;(g) = Ua(g)T para todo g € G. Em particular, tal defini¢do se aplica, como
sera freqiientemente utilizado, a *-representacoes de *-algebras.
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4.11. O procedimento para identificar a parte espontaneamente quebrada das simetrias
internas é, todavia, um pouco mais sutil [Haa96].

Vamos agora precisar melhor como a estrutura de setores de superselecao é codifi-
cada na realizagao de 2 em (.#, g), seguindo o tratamento em [Ara99| e [GLRVO01], a
que nos referimos para detalhes. Sejam 2, (#, g) e 2(.#, g) como na Defini¢ao 4.11, e
mo uma *-representacao HAAG-dual de 2, no espaco de HILBERT /%), que adotaremos
como referéncia. Dizemos que uma *-representacao m de 24 , num espaco de HILBERT
JH satisfaz o critério DHR "' com respeito a 2(., g) se, para todo 0 € 2(A4,g),
T [aery € unitariamente equivalente a o [ger). Seja, entao, V' um operador unitario
de S em 4 tal que Vr(A)V* = mo(A) para todo A € A(0"). Defina o seguinte
*-morfismo de my(A ) em B(H):

(4.18) p(mo(A)) = Vr(A)V™.

Por construcao, p o my é unitariamente equivalente a 7. Assumindo, por ora, que
(M, g) é direcionado mediante o ordenamento parcial induzido por inclusoes de con-
juntos, considere 0y, Oy € 2( M , g) tais que Oy, D O, 0. Entao,

(4.19) [p(mo(A)), p(m0(B))] = [p(mo(A)), m0(B)] = 0

para todo A € A(01) e B € A(0%) C A(0"). Devido a dualidade de HAAG, temos que
p(mo(A)) € mo(A(Y)) = mo(A(05))". Segue que, pela defini¢do de algebra quase-local,
pomo(Ay) C p(mo(Ay)") C mo(Ay).

O argumento acima é uma linha de raciocinio recorrente na Teoria Algébrica de
Setores de Superselecao. Com ele, podemos definir o transporte de *-endomorfismos
localizados de 7y(2_4)” sem o auxilio da implementacao de um grupo de translagoes.
Mais precisamente, temos os seguintes fatos:

e Dados dois *-endomorfismos p;, po localizados respectivamente em ) e Oy e
tais que as representacoes p; o my € po © Ty SA0 unitariamente equivalentes, i.e.,
p1omo(A) = Ups omg(A)U*, entdo U € mo(A(0Y))', onde O3 D 04, Oy. Ou seja,
*_endomorfismos localizados em & podem ser transportados para qualquer outro
elemento de 2(.#, g) por meio de “intertwiners” [ocais.

e A composi¢ao p;ops é claramente localizada em 03 D O, 05, onde p; é localizado
em ;. Mais ainda, se 01 | 05, entao p; o ps = ps 0 py.

'DHR responde pelos nomes de DOPLICHER, HAAG e ROBERTS.
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Um *-endomorfismo p é dito irredutivel se a *-representacao pom, o for. Neste caso,
dizemos que o conjunto dos estados puros no folio de pomy é o setor (de supersele¢ao)
associado a p.

Denotamos o espago de BANACH dos “intertwiners” (locais) entre os *-endomorfismos
localizados p e o por (p,0) = {U : Up(A) = d(A)U, VA}. Dados T € (p,0), T" € (¢, 0’)
podemos definir o produto tensorial T @ T' = Tp(T") € (pop',000’). Podemos provar
que, se T' e T" sao causalmente disjuntos, entdo T®T’ = T'®T. Segue dai que, se o e o’
sao localizados em regides causalmente disjuntas, entao (7" ®T)* o (T ®T") = €(p,p') €
(pop/, pop) é independente de o,0’ ou de T, T'. Generalizando para n *-endomorfismos

localizados p;, ¢ = 1,...,n, obtemos “intertwiners” €,(p1, ..., p,) para cada permuta-
cao p de {1,...,n}, de forma tal que €y (p1,...,pn) 0 €(P1,- -, Pn) = €pop(p1, .-, Pn)-
Desta forma, se p; = --- = p, = p a aplicacdo S,, 2 p — €,(p,...,p) € p"(m(A.x))

constitui uma representacao unitaria do grupo S,, de permutacoes de n elementos em
p" o my. Os operadores € sao denominados operadores de estatistica, pois refletem a
relacao spin-estatistica dos setores de superselecao. Sao precisamente tais operadores,
juntamente com estruturas adicionais (conjugados, inversas a esquerda), permitem re-
construir o grupo de simetrias internas e os multipletos de particulas.

Da mesma forma que a composicao de *-endomorfismos corresponde ao produto
tensorial de representacoes, podemos descrever subrepresentagoes e somas diretas por
subobjetos e somas diretas de *-endomorfismos: dizemos que o é subobjeto de p se existe
uma isometria W € (o, p) (i.e., W*W =1 e, portanto, WIW* é uma projecao), e dize-
mos que 7 é soma direta de p e o se existem isometrias V € (p, 1), W € (o0, T) tais que
VV* 4+ WW* =1 e, portanto, 7(.) = Vp()V* + Wo(.)W*. Para garantir que estes *-
endomorfismos permanecem localizados, precisamos invocar a chamada propriedade B
de BORCHERS, valida, por exemplo, para fatores tipo III: dados 0y, Oy € (M, g) tais
que O) C O, e uma projecio £ € my(A(0)))", existe uma isometria W € mo(A4(0))"
tal que WW™* = E. No caso de fatores tipo III, podemos tomar &5 = 0.

Quando 2(4,g) nao é direcionado, o *-morfismo p definido em (4.18) & definido
apenas no pré-cofeixe 2(4,g) 3 0 C 0y — my(UA(01))", e satisfaz aqui A € A(0)) =
p(mo(A)) € mo(2A(01))".

4.4.2 Dualidade de HAAG (essencial) em espagos-tempos
(A)AdS

Agora, com a linguagem adequada em maos, voltemos a discutir a questao sus-
citada no primeiro paragrafo da Subsecao anterior. Consideremos um espaco-tempo
AAdS (A, g), uma teoria quantica localmente covariante estendida 2 realizada em
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(A, g) e my uma *-representacao de referéncia de 2 4, que assumimos irredutivel por
simplicidade. Novamente, tanto Z(AdS,;) quanto # (AdS,) sdo fechados por comple-
mentos causais, em razao das formulas (1.29) (pagina 14). Empregando a bijecdo de
REHREN (1.32) (pagina 16), segue automaticamente que a realizagao de 2 em AdS, é
mo-HAAG-dual com respeito a # (AdS,) se e somente se a realizacio REHREN-dual de
A em ESU, 1 o for em relacao a Z(AdS,;) — lembrar também que, em ambos os casos,
dualidade de HAAG e dualidade de HAAG essencial coincidem.

Vejamos agora o que ocorre se (., g) é um espaco-tempo AAdS nao-trivial, satisfa-
zendo as hipoteses do Teorema 1.3, pagina 17. Neste caso, # (., g) nao é mais fechado
por complementos causais, havendo assim uma diferenca fundamental entre dualidade
de HAAG e dualidade de HAAG essencial. Nao obstante, ainda vale o seguinte

LEMA 4.5 Se my € (essencialmente) HAAG-dual com respeito a D (M ,q), entio é
HAAG-dual com respeito a W (M ,g) e mo( M H#pq)" = mo(MH ;)" = (M H#5.4))
para todo par p,q € & tal que (p,q) € (7)), onde p é o antipoda de p (ver formulas
(1.27)-(1.28) e a discussao que as precedem na pagina 12).

Prova.  Dualidade de HAAG essencial com respeito a Z(.#, g) nao s6 ¢ equi-
valente a dualidade de HAAG (pois a colegao dos diamantes em . é fechada por
complementos causais), como implica em dualidade de HAAG para cunhas, pois
70 A(Zp))" = To(A(Wpg)" C m@RH)Y C mo@A(Hp)) = mo(U(Zgp)) =
m0(A(Z, 7)) A tltima assertiva segue das igualdades mo(A(#4,q))" = m0(A(Zp,q))"
=m0 (A(Zy )" = m0(U(Zyp)) = mo(A(Hg5)) = mo(A(H{ )" O

A ultima expressao do Lema 4.5 é trivial para AdS,;, mas possui conseqiiéncias
potencialmente dramaticas para espacos-tempos AAdS nao-triviais, pois, neste caso,
mo(RM(Hp.q))" N o(A(Hp,4))" D mo(RUHAL , N H, 5))", e aregido #; N W, . é um aberto
nao-vazio se (., g) satisfaz as hipoteses da Proposicao 1.8 (pagina 21), mais fortes que
as do Teorema 1.3 (ver Figura 1.4, pagina 22). Supondo que o pré-cofeixe de algebras
de VON NEUMANN (A ,qg) > O — mo(A(0))" satisfaz a propriedade de localidade
estendida

(420) 7T0(Q[<ﬁ1))l/ N 7T0(Q[<ﬁ1))l/ = C]l, Vﬁl, ﬁQ € %(%,g) . ﬁl 1 ﬁg,

segue entao que o (AW, ,NH, ;)" = Cl e, portanto, m(A(0,.,))" = C1 para quaisquer
7,5 € M tais que Oy = IT(r, )N I~ (s,.4) C Wy, O W, ;. Como:

e Qualquer diamante suficientemente pequeno em (.#, g) satisfaz a condi¢ao acima
para algum par p,q € ¥ satisfazendo as condigoes do Lema 4.5, e

e No espaco-tempo de MINKOWSKI R4~ qualquer teoria de observaveis locais
aditiva, covariante por translacoes e localmente causal na representacao GNS 7
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associada a um estado puro de vacuo (i.e., o espectro conjunto dos geradores de
translagoes esta contido em J*(0, RV4~1) e o vetor de vacuo é um autovetor dos
geradores com autovalores zero) satisfaz localidade estendida [Lan69],

somos levados ao seguinte “teorema ‘no-go™”:

COROLARIO 4.6 Sejam (A ,qg) um espago-tempo AAdS satisfazendo as hipdteses da
Proposicao 1.8, A uma teoria qudntica localmente covariante estendida realizada em
(A, q) e my uma *-representacao irredutivel de A 4 satisfazendo as hipdteses do Lema
4.5. Se my satisfaz localidade estendida (4.20), entdao qualquer dlgebra de VON NEU-
MANN localizada em um aberto suficientemente pequeno consiste apenas em mailtiplos
de 1. Se o pré-cofeize de dlgebras de VON NEUMANN JZ (A ,qg) > O — mo(A(0))" for,
além disso, aditivo, entao m(2 4)" = CL. O

OBSERVACAO 4.13 Nao existe, no conhecimento do Autor, uma demonstracao da pro-
priedade de localidade estendida em espacos-tempos curvos dentro de hipoteses similares
as empregadas no espago-tempo de MINKOWSKI (i.e., mediante a substitui¢ao da condi-
cao espectral do vdcuo por, digamos, alguma versao da condi¢cao de espectro microlocal
[BFK96]). Conjeturamos, todavia, que tal demonstracao é possivel em espagos-tempos
AAdS real-analiticos, em linhas similares a demonstracao da propriedade do tubo tipo
tempo de BORCHERS (pdgina 83 e nota de rodapé 9).

Concluimos a partir do Coroléario 4.6 que a dualidade de HAAG essencial com res-
peito a Z(A , g) implicam potencialmente numa teoria quantica trivial se combinadas
com aditividade no interior, e mesmo uma teoria nao-aditiva no interior pode acabar
sendo trivial em escalas suficientemente pequenas — em particular, o procedimento de
reconstrugao holografica da realizacao de 2 em (.#, g) a partir da teoria dual na fron-
teira, cuja parte geométrica foi esquematizada na Subsubse¢ao 1.3.1.3 (pagina 24), é
intitil em ambos os casos! 2 A seguinte hipotese, contudo, leva a resultados nao-triviais:

(v) mo & essencialmente HAAG-dual com respeito a # (., g), mas nao é (essencial-
mente) HAAG-dual com respeito a Z(4, g).

"?Por outro lado, a possibilidade de que my seja HaAG-dual e 7o (A(#, ;N #, ;)" = C1 nao deixa
de ser interessante do ponto de vista fisico — como cunhas modelam, num certo sentido, o exterior de
buracos negros, podemos imaginar a regido %, . N #; ; como “dentro do horizonte”. Desse ponto de
vista, vemos que uma teoria quantica com as caracteristicas acima ¢ incapaz de “enxergar”’ eventos
fisicos localizados “dentro do horizonte de eventos”. Como dualidade de HAAG com respeito a Z(#, g)
é necesséria para que a teoria quantica REHREN-dual na fronteira seja conformalmente covariante e
que 7o seja a representacido GNS associada a um estado de vacuo [BGLI3], conjeturamos que tal teoria
quantica (ndo-aditiva) provavelmente nao sofre do paradozo de informagao de buracos negros, mas é
também essencialmente insensivel aos detalhes da geometria no interior, da mesma forma que o limite
de escala construido na Se¢ao anterior.
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A segunda premissa nos permite escapar do Corolario 4.6. Em particular, neste
caso o pré-cofeixe de algebras de VON NEUMANN Z(.4,g) 3 Dpq+— m0(A(Z,5)) ndo
é localmente causal, mas o pré-cofeixe

(4.21) W(M.9) 3 Wpg— B(Wpq) = mo(AHy,))
0 é, pela hipotese (v).
LEMA 4.7 Suponha que o satisfaz a hipdtese (v). Entao, m satisfaz definiteza lo-

cal hologrifica se e somente se as dlgebras quase-locais %iézoi(r) sao irredutiveis, i.e.
/ _ N " 5 s
Poi(r) = C1, para todo r € #. Em particular, neste caso B", ¢ irredutivel.

PrOVA.  Segue imediatamente da férmula

N w@H%)) = () m@,) =

(P, 9)€2(H), (P,7)€2(4),
Wp,g2T Wp,gdT

qL g peMin(r)

e do fato de que

N Y= () =17}

(p,@)€2(5), (p,9)€2(),
Wp’qaf WpquF
em virtude da Proposigao 1.8 e do Teorema 1.3. U

Em particular, simetrias internas do pré-cofeixe %, , — B(#,,) ndo podem es-
tar espontaneamente quebradas em .4 se m, satisfaz definiteza local holografica e
a hipotese (v). Note que isto ndo implica que as simetrias internas do pré-cofeixe
Wy.q — mo(A(H#,,))" nio estejam quebradas.

Consideremos, agora, uma *-representacao m de 2, no espaco de HILBERT .77,
satisfazendo
(4.22)

Vp,q € 2(5),3V € B(H, A7) unitario tal que 1(A) = Vrg(A)V*, VA € A, ,).

Em particular, 7 satisfaz o critério DHR com respeito a Z(.# , g) mediante a bije¢ao
de REHREN. O fato de que my nao satisfaz dualidade de HAAG essencial com respeito a
D(M , g) garante que as *-representacoes satisfazendo (4.22) constituem uma subclasse
propria de excitacoes DHR.

Convém notar que, mesmo do ponto de vista da forma original da dualidade de
REHREN, i.e., (A ,g) = AdS,, parece estranho a primeira vista empregar um critério
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de selecao que visa modelar excitagoes do vicuo correspondendo a particulas, uma vez
que teorias quanticas de campo conformes nao sao teorias de particulas elementares.
Entretanto, foi demonstrado por BUCHHOLZ, MACK e TODOROV [BMTS88| que:

TEOREMA 4.8 (|[BMTS88]) Se my € a representa¢io GNS de um estado de vicuo wy
conformalmente invariante (e que, portanto, é HAAG-dual com respeito a D(AdSy)
[BGLY3]), qualquer estado w com representa¢ao GNS m, de energia positiva é uma
excitagio DHR de wy, i.e., dado qualquer (p,q) € Z(F), temos que T,lu, ) € unita-
riamente equivalente a Wofm(%q).

Prova.  Considere os seguintes fatos: (i) (p,q) € Z(#) se e somente se (¢,p) €
P(I); (i) wolreu(2y.,)) € normal e fiel para todo (p,q) € Z() (propriedade de
REEH-SCHLIEDER). Como a propriedade de REEH-SCHLIEDER também vale se
substituirmos my por m em virtude da positividade da energia-momento, segue que
a aplicacao mo(A) — m(A) para A € A(Z, 4) se estende a um *-isomorfismo normal
entre mo(A(Zp 4))" € 7 (A(Zp 4))". Como os vetores ciclicos 2 e 2 nos respectivos
espacos de HILBERT GNS J7j e J7, associados a wg e w sao também separantes
pela propriedade de REEH-SCHLIEDER, segue do Teorema 2.5.32 em [BR87] (ver
também o Teorema 7.2.9 em [KR86]) que tal *-isomorfismo é implementado por
um operador unitario entre os espacos de HILBERT GNS de wy e w. A partir de
(i), vemos finalmente que 7 satisfaz o critério DHR, com p localizado no diamante
Dy o O

Como a propriedade de REEH-SCHLIEDER é valida para as representacoes de refe-
réncia my que adotamos para espacos-tempos AAdS, vemos que tal critério é suficiente-
mente geral para nossos propositos. O endomorfismo p correspondente a 7 e localizado,
digamos, em %, ; possui as seguintes propriedades:

1. Por construgdo, p o m(A) = mo(A) para todo A € A( D, ;);

2. Se (p/,q) € 2(F) sao tais que p,q,p',q € Min(r) para algum r € & e B €
WDy o), entao pomy(B) € B(Dpr o) para (p”,q") € 2(F) tal que D, 4, Dy ¢ C
Dy o (repetir o argumento usado na Subsegao 4.4.1, pagina 88).

A segunda propriedade acima leva ao seguinte cenario: p o my s6 assume valores em
/.
(A ») para A € 2 <U(p,7q,)69(j):%, g %l,q,) Entretanto, se p’ é o endomorfismo

associado a 7 e localizado em % ;, temos que p" ainda pode ser obtido pelo transporte
de p por meio de “intertwiners” locais, pois, embora nao exista (p’,¢') € Z(.#) tal que
Wy oy DO WpqgUWyp psempre pode ser transportado para uma cunha menor contida
em ¥y p.
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Podemos imaginar, em vista da possibilidade da quebra espontanea de simetrias
internas permitida pela dualidade de HAAG essencial, que my nao é irredutivel. Mais
precisamente, suponhamos que o endomorfismo (trivialmente) localizado ¢ = id, ()
associado & mg possui subobjetos nao-triviais, i.e., para cada (p,q) € Z(.#) existe uma
projecao 1 # E € mo(A(#,,4)), um *-endomorfismo o de m(2A ) localizado em %, ;
e uma isometria W € (o,¢) tal que WW* = E (pela propriedade B de BORCHERS,
W e m(U(#,5))). Na verdade, s6 precisamos da existéncia de E (garantida, por
sua vez, pela nao-irredutibilidade de mp), pois a existéncia de W e, portanto, de o
(o(mo(A)) = W*mg(A)W) segue da propriedade B. Assim, podemos considerar também
a isometria V' e o endomorfismo localizado ¢’ associados a proje¢ao 1 — E. Tanto oo
como o’ o my satisfazem dualidade de HAAG essencial com respeito a # (A , g).

DEFINICAO 4.14 Se o e o’ sao subobjetos de v que geram representacoes disjuntas, suas
classes de equivaléncia unitdria sao entao denominadas fases do estado de referéncia
wo. Uma fase o € dita pura se a representacao correspondente for irredutivel.

Tomemos os subobjetos o e ¢’ de ¢ construidos no paragrafo anterior localizados
respectivamente, digamos, em %, ; e %,; Como neste caso o(my(A)) = o'(m(A)) =
mo(A) se A € AW, ) NUH, ;) DU, N W, ;), podemos considerar entao o seguinte
*-endomorfismo 7 de 7y(2 )", que satisfaz as seguintes propriedades:

(S1) Tooa(my(A)) = o(m(A)) para todo A € A(#},4);
(S2) 7o0d'(m(A)) =o' (mo(A)) para todo A € A(#y ;).

Obviamente, temos que 7 o o(mo(A)) = 70 0'(m(A)) = T(mo(A)) se A € A(H, . N
¥, ;). Podemos entdo dizer que 7 esta “localizado” em %, . N ¥, e interpola as fases
o e ¢’ (lembremos que, em espacos-tempos AAdS satisfazendo, como assumimos nesta
Secdo, as hipoteses da Proposicao 1.8 e, portanto, do Teorema 1.3, %,/ . N W, # O!
Ver Figura 1.4, pagina 1.4).

DEFINIGAO 4.15 Um endomorfismo T que satisfaz (S1) e (S2) para algum par de fases
o, o' de wy localizadas respectivamente em cunhas W, g, Wy € dito solitonico. Dizemos
entao que T separa ou interpola o e o’ , e que a classe de equivaléncia unitdaria de T €
um soliton.

Note que um “intertwiner” que transporte ¢ da cunha %), ; a uma cunha suficiente-
mente préxima %/, -, quando aplicado a o', transporta-o de #; a #,, ; e, portanto,
quando aplicado a 7, produz um endomorfismo solitonico “localizado” em 7/1)’,7(1—, N 7/{1’,7];,
no sentido acima. Portanto, é-nos licito remover as aspas e dizer que 7 é, de fato,
localizado em W, N W, ;. A composicao de endomorfismos solitonicos 7,7’ nao é sem-
pre definida, pois exige que os endomorfismos correspondentes representando as fases
interpoladas por 7 e 7’ “se encaixem”.
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4.4.3 Obstrucoes & inversao da dualidade de REHREN

Resta discutir a possibilidade de, partindo de um pré-cofeixe %, , — A(%,,,) rea-
lizando uma teoria quantica localmente covariante 2 em (.#, ), construirmos para
cada espago-tempo AAdS (#, g) satisfazendo as hipoteses da presente Se¢ao um pré-
cofeixe & — () indexado pelas regides abertas, globalmente hiperbolicas e cau-
salmente convexas & C ., e ndo apenas cunhas (cujas élgebras locais sdo obtidas

definindo 2A(#;.4) = Ao pg)(Fpa).

Tomemos um estado de referéncia w na realizagdo de 2 em (.#,g). Se o pré-
cofeixe de algebras de VON NEUMANN & +— 7, (21(0))" for aditivo, podemos tentar
fazer essa reconstrucao empregando os resultados da Subsubsegao 1.3.1.3 (pagina 24)
se definirmos, para um diamante relativamente compacto e causalmente convexo &, , C
A suficientemente pequeno,

(4.23) B0 = | m(AWH,))"

Wp,q20p.q

PROPOSICAO 4.9 Suponha que o pré-cofeize de dlgebras de VON NEUMANN O
7,(A(0))" € aditivo e satisfaz dualidade de HAAG para cunhas. Entao B(0,,) =
m.(A(0},))"-

PrROVA. Notemos que a operagao que leva uma &algebra de VON NEUMANN
no seu comutante satisfaz as mesmas propriedades que a operacao de comple-
mento causal em regides causalmente completas (ver Apéndice A, final da Sub-
secao A.2.1, pagina 119), se substituirmos a uniao de algebras pela éalgebra ge-
rada pela unido. Segue entdo de (4.23) que B(Opq) =y, 0,  Tw(WH ) =

(Vapotna 7o @50 = 7o (2 (Unyio0 %)) = ml@(0})). O

Se o pré-cofeixe & — 7, (A(0))" for HAAG-dual, entdao é também aditivo e, assim,
o procedimento de reconstrugao baseado em (4.23) pode ser conduzido até o fim de
maneira bem sucedida. Se assumirmos, por outro lado, apenas dualidade de HAAG
essencial, o pré-cofeixe HAAG-dual & — 7,(A(0")) nao precisa ser aditivo. Tendo
em vista o cenario de quebra espontanea de simetrias internas, podemos dar uma in-
terpretacao fisica natural para este fendmeno: a rede HAAG-dual contorna a quebra
espontanea de simetrias internas incluindo precisamente observaveis correspondendo
a procedimentos fisicos estendidos, localizados, por exemplo, ao redor de paredes de
dominio, tal qual os setores solitonicos construidos na Subse¢ao anterior. Tal situacao
é analoga a fases ordenadas em modelos de spin quanticos em Mecanica Estatistica,
onde a dualidade de KRAMERS-WANNIER produz um gas de “contornos ao redor de
dominios de fase pura” que, por sua vez, encontra-se na fase simétrica (desordenada)
[Kad00, Min00]. Se imaginarmos a regiao %, . N ¥, ; (# @!), esbocada na Figura 1.4
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(pagina 1.4) como a localiza¢ao aproximada de uma parede de dominio, i.e., uma sub-
variedade de .# maximal (ou seja, que ndo pode ser mergulhada em nenhuma outra
subvariedade de mesma codimensao) e acausal de codimensao 2, é bastante tentador
interpretar os solitons na Defini¢ao 4.15 a luz da correspondéncia AdS/CFT como D-
branas, pois, como vimos, estes compartilham essencialmente as mesmas propriedades
dos objetos de mesmo nome em Teoria de Cordas [Zwi04].

Notamos ademais que setores de superselecao induzidos gravitacionalmente ja foram
considerados anteriormente na literatura, em particular com relacao a regra de super-
selegao de carga elétrica [AS80, Sor79|. Tais setores gozam de razoavel universalidade,
e sao induzidos até mesmo em teorias quanticas de campo livres.

Enfatizamos que os setores solitonicos que construimos nao existem em AdSy,
pois neste caso dualidade de HAAG e dualidade de HAAG essencial em relacao a
W (M, qg) = AdS,), como vimos, coincidem (isto, é claro, é diretamente relacionado ao
fato de que %, . N W, = @ em AdS;), e a soma direta de *-representagdes de referén-
cia satisfazendo dualidade de HAAG nao necessariamente também o faz, mas a soma
direta de *-representacoes de referéncia essencialmente HAAG-duais é essencialmente
HAAG-dual [Rob04]|. Mais em geral, a dualidade de HAAG para cunhas leva, pelo Lema
4.7, a irredutibilidade de 7y, impossibilitando a existéncia de setores solitonicos mesmo
se conseguirmos escapar do Coroléario 4.6 e ter observaveis nao triviais para & C .4
arbitrariamente pequeno para (.#,g) # AdSy (em AdSy, ndo ha problema em assumir
dualidade de HAAG, e neste caso a dualidade de REHREN original permite uma corres-
pondéncia biunivoca). Assim, a presenga de setores solitonicos parece essencialmente
inutilizar ou impossibilitar (modulo a validade da propriedade de localidade estendida)
a reconstrugao inequivoca da teoria quantica no interior por meio da prescrigao (4.23)
em geometrias AAdS nao-triviais. Especulamos que uma possibilidade alternativa, mais
indireta, para uma reconstrucao pelo menos parcial, mas além da mera especificacao
da localizacao dos observaveis em cunhas dada pela bijecao de REHREN, seria elaborar
uma expansao de produto de operadores ao redor do limite de escala, tal qual sugerido
no final da Secao 4.3.



— i Cémo puede ser eso? — respondid
don Quijote —. ;Tan de esencia de la historia
es saber las cabras que han pasado por
estenso, que si se yerra una del nimero no
puedes seguir adelante con la historia?

— No, senor, en ninguna manera —
respondié Sancho —; porque asi como yo
pregunté a vuestra merced que me dijeste
cudntas cabras habian pasado, y me respondi6
que no sabia, en aquel mesmo instante se me
fue a mi de la memoria cuanto que quedaba
por decir, y a fe que era de mucha virtud y
contiento.

— iDe modo — dijo don Quijote — que
ya la historia es acabada?

— Tan acabada es como mi madre — dijo
Sancho.

— Digote de verdad — respondi6 don
Quijote — que tu has contado unas de las més
nuevas consejas, cuento o historia que nadie
pudo pensar en el mundo, y que tal modo de
contarla ni dejarla jamés se podra ver ni
habra visto en toda la vida, aunque no
esperaba yo otra cosa de tu buen discurso;
mas no me maravillo, ques quiza estos golpes
que no cesan te deben de tener turbado el
entendimiento. X!

MIGUEL DE CERVANTES SAAVEDRA

El ingenioso hidalgo don Quijote de la
Mancha, Primero Libro, Cap. XX

PARTE 11

UMA SINTESE
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Coda. Consideracoes finais

Go, go, go, said the bird: human kind

Cannot bear very much reality.

Time past and time future

What might have been and what has been

Point to one end, which is always
present. XV

T. S. Erior
“Burnt Norton” (Four Quartets* i 1943), 1

O presente trabalho foi capaz de revelar uma estrutura geral bastante rica sub-
jazendo a correspondéncia AdS/CFT, da qual fomos capazes apenas de arranhar a
superficie.

As principais contribuices do presente trabalho, como um todo, podem ser listadas
a seguir:

e Foram especificados os aspectos essenciais subjacentes a dualidade de REHREN.
Em particular, o carater geométrico e causal da mudanga de localizagao proposta
por REHREN foi delineado tanto do ponto de vista global (Capitulo 1) como local
(i.e., numa vizinhanga de .# — Capitulo 2).

e O elaborado maquinério de geometria Lorentziana global desenvolvido a partir de
dois diferentes pontos de vista — cinematico (estrutura causal, infinito conforme)
e dinamico (evolugao temporal, retorno ao equilibrio) — permitiu determinar con-
dic¢oes suficientemente robustas sobre a geometria dos espagos-tempos AAdS tais
que certas propriedades béasicas da dualidade de REHREN sao preservadas e ou-
tras sao modificadas de forma relativamente clara, conforme visto no Teorema 1.3
(pagina 17), na Proposi¢ao 1.8 (pagina 21) e no Teorema 1.14 (pagina 28).

e Propusemos uma maneira geometricamente intrinseca de construir fungoes tempo
globais associadas a diamantes relativamente compactos em espacos-tempos cau-
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salmente simples e cunhas AAdS, que admite uma formulagao das leis zero (as-
sintotica) e segunda da dinamica de buracos negros (Segao 2.3, pagina 40ff.).

e Em nivel quantico, implementamos uma instancia do principio de covariancia
local, proposto por BRUNETTI, FREDENHAGEN e VERCH (Capitulo 3), numa
situagao que demanda a imposigao de condigdes de contorno (ver Defini¢ao 4.1,
pagina 72, e a discussdo que se segue) adaptadas a geometria de espagos-tempos
(A)AdS, com a ajuda do formalismo algébrico desenvolvido por SOMMER e do
caso-prototipo de AdS,; (Proposicao 4.4, pagina 80).

e Propomos um formalismo de “algebras de escala” ao redor de pontos no infinito
conforme de espacgos-tempos AAdS que, auxiliado pelos poderosos resultados es-
truturais de BORCHERS e YNGVASON (Teoremas (4.1) a (4.3), pagina 77ff.) e
pelo ponto de vista geométrico da Secao 2.3, nao s6 permitem uma determina-
cao precisa de condicoes de contorno para estados fisicamente relevantes, como
também estabelecem uma estreita relagao entre retorno ao equilibrio térmico pela
acao de isometrias assintoticas e limites de escala (condigao (d), pagina 86 e a
discussao que se segue).

e Indicamos como excitagoes solitonicas similares a D-branas (Defini¢ao 4.15, pa-
gina 96) podem surgir no caso de geometrias AAdS nao-triviais, relacionando-as a
uma estrutura nao trivial de vacuo (Defini¢ao 4.14, pagina 96) e a uma potencial
impossibilidade de reconstruir a teoria quantica no interior a partir de seu dual
de REHREN por meio da prescrigao (4.23) (pagina 97).

Um problema de grande interesse na literatura de Geometria Lorentziana concerne
a estabilidade e rigidez de espacos-tempos AAdS mediante condigoes similares as assu-
midas no Teorema 1.3 e na Proposi¢ao 1.8. Um importante resultado parcial foi obtido
recentemente por ANDERSON [And06b]|, que nos diz que, dados (i) uma fungao tempo
global t num espago-tempo AAdS (.#,g) assintoticamente simples, geodesicamente
completo e satisfazendo uma condicao técnica de unicidade de continuacao de solucoes
das equagoes de EINSTEIN linearizadas através do infinito conforme, (ii) uma seqiiéncia

de dados de CAUCHY definidos em niveis distintos ¢~1(¢;) de t, tais que ¢; —> +o0, e
que tendem a dados de CAUCHY estaciondrios, entdo (A, g) é globalmente estaciona-
rio. Embora este nao seja um resultado estrito de rigidez, ilustra como as condic¢oes
de contorno no infinito conforme atuam para impedir a dispersao de perturbacoes nos
dados de CAUCHY. Estamos, contudo, longe de um resultado acerca da estabilidade
nao-linear global de espagos-tempos (A)AdS com a mesma precisao que o de CHRIS-
TODOULOU e KLAINERMAN [CK93] para o espago-tempo de MINKOWSKI (ver também
a Observagio 2.2, pagina 53, para mais consideragoes a respeito). Outra questdo em
aberto é a factibilidade de se demonstrar a rigidez de espagos-tempos AdS mediante
auséncia de atraso temporal gravitacional de geodésicas nulas [PSW02| (Ver Figura 1.3,



pagina 17). Tais questdes nos interessam na medida em que respondé-las nos diria quao
naturais sao nossas hipdteses geométricas do ponto de vista gravitacional.

A construcao de func¢oes tempo globais para diamantes relativamente compactos
que obtivemos podem, acreditamos, ser ainda mais aprofundadas, na direcao de anéa-
logos assintoticos das outras leis da dinamica de buracos negros, que nos dariam mais
detalhes sobre as “flutuacoes” de quantidades geométricas ao redor do limite de escala
nas extremidades dos diamantes, buscando assim um anélogo d(e uma generalizacao
d)a primeira lei da dindmica de buracos negros para diamantes. Do ponto de vista
das cunhas AAdS, interessa-nos relacionar alguma quantidade deste tipo com a parte
elétrica rescalonada E,;, do tensor de WEYL, que entra como parte dos “dados iniciais”
para a expansao de FEFFERMAN-GRAHAM da métrica ao redor do infinito.

A limitacao mais gritante do presente trabalho é a total auséncia de exemplos nao-
triviais, tanto no que concerne a geometria como modelos (mesmo livres) em Teoria
Quantica de Campos. A questao geométrica, como vimos acima, envolve encontrar
exemplos nao triviais de espacos-tempos AAdS que nao sejam singulares, o que é muito
dificil sem um resultado geral como no caso de constante cosmoldgica zero. Em relacao
a parte quantica, uma direcao futura de investigacao que é bastante convidativa é checar
a condigao de contorno (4.17), pelo menos para campos livres, em termos de premissas
mais familiares. Fazer isto em espacos-tempos gerais envolve mergulhar no arsenal de
analise microlocal [Hor71, DH72, Dui96, H6r90| para construirmos de maneira precisa
as fungoes de GREEN.

A construcao de uma ezpansao de produto de operadores dentro de nossa extensao
da dualidade de REHREN representa um desafio & parte, mas do mais alto interesse,
pois pode potencialmente revelar relagoes entre desvios do equilibrio térmico em cu-
nhas AAdS com quantidades geométricas tais como FE,. Um exemplo que motiva tal
conjectura é a relacao entre os polos das fungoes de dois pontos retardadas da teoria
quantica dual na fronteira, que determinam as propriedades de retorno ao equilibrio, e
modos quase-normais em buracos negros AAdS [HH00, SS02|. Tal relagao deve possuir
um analogo para cunhas e campos livres em AAdS.

Por fim, obviamente apresentamos na Subse¢io 4.4.2 (pagina 91ff.) apenas o mais
bésico das propriedades dos setores solitonicos na teoria quantica no interior associados
a pares de fases (satisfazendo o critério DHR) da sua teoria REHREN-dual na fronteira.
Os resultados apresentados acima certamente merecem um escrutinio mais profundo,
nas linhas dos trabalhos de MUGER [Miig98, Miig96] e SCHLINGEMANN [Sch96] no
caso geral, e nas linhas dos trabalhos de ASHTEKAR e SEN [AS80] e SORKIN [Sor79|
na construcao de exemplos, combinando as técnicas destes artigos com o ferramental
de anélise microlocal supracitado.
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APENDICE A

Elementos de geometria Lorentziana

Apresentaremos aqui as defini¢oes necessarias e o enunciado de alguns resultados
tteis em geometria Lorentziana. Nossas referéncias sao [BEE96, HE73, O’N83, Wal84].

A.1 Teoria local

Seja .# uma variedade d-dimensional, d > 2. Uma métrica semi-Riemanniana de
indice p é uma se¢ao g de T*"# @ T".# tal que g(r) é uma forma bilinear simétrica
nao-degenerada de indice p, Vr € .#. O par (A ,g) é dito ser uma variedade semi-
Riemanniana — para p = 0, (.4, g) é simplesmente uma variedade Riemanniana. Se
p =1, dizemos que (., g) é uma variedade Lorentziana.

Em todos os casos, denotaremos por V, a conexao de LEVI-CIVITA associada a
g — lembrar que uma conexio (de KoszuL) num fibrado vetorial & —— .# é uma
aplicacio V : I'( M, TM) x T°(M,E) — T°(M,E) € (M )-linear na primeira
variavel e tal que, para todo X € I'°(#Z,T.#), Vx- é uma derivagio no € (M )-
modulo I'™(Z, &), i.e.,

(A.1) Vx(fS) = (df, X)S + fVxS, VS.

Devido a (A.1), a diferenca entre duas conexdes V e V é uma aplicacio € (.4 )-
bilinear a valores em I'*(.#, &), i.e., € uma se¢ao de T.Z ® &* ® &. Uma conexao
V induz funtorialmente uma tinica conexiao em todos os fibrados tensoriais &) =
(®R7E) @ (R°E™) (& é o fibrado dual a &) por meio da regra de LEIBNIZ:

VX<51 X 52) = (VXSl) ® Sy + 51 ® <VXSQ), (VXS/XS) -+ SI<VXS) = <dS/<S),X>

No caso & = T/, dizemos que V é simélrica se o tensor de tor¢ao T(X,Y) =
VxY — VyX — [X,Y] se anula para todo X,Y ([X,Y] = £xY denota o colchete
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de LIE de X com Y). Numa variedade semi-Riemanniana (.#,g), uma conexdo de
LEVI-CIVITA é a (tnical) conexdo simétrica V em T.# que satisfaz Vxg = 0 para
todo X. Usamos, para esta, a notacao V, para denotar seu carater tensorial.

O tensor de curvatura de RIEMANN Riem(g) associado a ¢g (mais precisamente,
associado a V,) é dado por 2V,VyX. = Riem(g)%,.X4, para todo X,. Denotamos
ainda o tensor de RICCI e a curvatura escalar associados a ¢ respectivamente por
Ric(g)a = Riem(g)S, e R(g) = g®Ric(g)ap, onde g% = (g7 1%, g%gy. = 62. O tensor

de WEYL (C(g) associado a g é dado, em d > 3, por

: 2 : :
(AQ) C(abcd = Riemgpeq — —(ga[cRICd}b - gb[cRICa]d> + (

2
= )f%@gﬂb

d—1)(d—2

Esta expressao se anula algebricamente para d < 3, e, neste caso, Riem(g) é comple-
tamente determinado por Ric(g), através da formula (A.2). Adotamos nesta formula,
assim como em véarios lugares ao longo do presente trabalho, um ligeiro abuso de no-
tacao ao omitirmos a especificacao de g para o tensor de WEYL. Faremos isso se tal
pratica nao causar confusio, para aliviar a notacao).

Dada uma variedade semi-Riemanniana (.#, g), p € .# dizemos que X (p) € T,.#
é tipo tempo, tipo espago, causal ou tipo luz (nulo) se, respectivamente, g(X, X)(p) < 0,
>0, <0 ou=0. Un campo vetorial X é tipo tempo, tipo espago, causal ou tipo luz /
nulo se X (p) o for para todo p € .#. Definimos analogamente covetores e campos de
covetores tipo tempo, tipo espago, causais e tipo luz / nulos trocando g por g~!. Tal
caracteristica de um (campo de) (co)vetor(es) é dita ser seu cardter causal. O levanta-
mento e abaixamento de indices por g, ¢~! nao modifica o carater causal.

Uma curva > por partes v é dita de tipo tempo, espago ou nula se em cada com-
ponente € ~,, « = 1,...,k, o vetor tangente * satisfaz respectivamente ¥¢,, < 0,
Y00 > 00U Y390q = 0. 7y € dita causal se ¥&Yaa < 0. Neste caso, v é dita passada ou
futura se, para t* denotando um campo vetorial de tipo tempo que determina a orien-
tacao temporal de (7, gap), temos respectivamente t%4,, > 0 ou t*9,, < 0 ao longo de
cada componente ~,.

Uma curva € v é uma geodésica se seu vetor tangente é covariantemente constante:
A*Vae¥ = 0. Assim, uma geodésica é unicamente determinada pela escolha de um
ponto p de .# e de um vetor tangente a p, pelo teorema de existéncia e unicidade de
equacoes diferenciais ordinarias em variedades. Dados 07 C & C ., dizemos que
01 é geodesicamente convero em relacao a O se, dados quaisquer p,q € O, existe
uma tnico segmento geodésico contido em & ligando p e q. Todo p € .# possui uma
vizinhanga geodesicamente convexa. Mais em geral, uma vizinhanca % de p € .# &
dita geodesicamente normal se para todo g € % existe uma tnica geodésica ligando
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p a ¢ (i.e., ndo assumimos que isto é verdade para ¢,q" # p). Para tais vizinhancas,
podemos escrever o seguinte sistema de coordenadas: a aplicacao exponencial

(A.3) exp,: V C Tyl — U
' X exp,(X) = yx(1),

onde vx : [0,1] — .# ¢é o (tinico) segmento geodésico tal que v(0) = p e 4(0) = X, é
um difeomorfismo para % suficientemente pequena. Neste caso, exp;l(?/) =77 éuma
vizinhanga estrelada (“star-shaped”) da origem em T,.# = R? (i.e., dado ¢ € ¥, temos
que tq € ¥ para todo t € [0, 1]), cujas coordenadas Cartesianas (exp;l)“ =al: U —
¥V sao denominadas coordenadas normais. A métrica em %/, expressa por meio destas
coordenadas, fica [BGMT1, Spi79|

(A.4) 9w (®) = (9027 ")uw(0) = N, du(goz~")(0) = 0;

1. ) i
(A.5) 9 (€xpy () = My = SRiem(g 0 &71)(0)pnoa’a” + o(a?);

(A6) /[det(goaD](exp,(x) = 1— éRiC(g o 271)(0),02”2 + o(z?).

As formulas (A.4)-(A.5), ja presentes em forma embrionaria na célebre Habilita-
tionsschrift de B. RIEMANN, foram demonstradas em completa generalidade por ELIE
CARTAN.

No caso de variedades Lorentzianas, dizemos que uma hipersuperficie (i.e., uma
subvariedade de codimensao 1) é tipo tempo, tipo espago ou tipo luz / nula se a nor-
mal n® em cada ponto for respectivamente um vetor tipo espaco, tipo tempo ou tipo
luz. Hipersuperficies tipo tempo e tipo espaco, quando dotadas do “pullback” de g
pela aplicagdo de inclusdo (denominada por vezes primeira forma fundamental), sdo
respectivamente variedades Riemannianas e Lorentzianas. O caso nulo é excepcional,
pois nesse caso a normal é também tangente a hipersuperficie, e o “pullback” de g re-
sulta numa forma bilinear simétrica degenerada, pois o subespaco unidimensional de
vetores tangentes nulos possui autovalor 0 — as direcoes restantes sao necessariamente
tipo espaco, pois nao existem dois vetores linearmente independentes e mutuamente
ortogonais com respeito a g tais que um ¢ tipo luz e o outro causal.

Seja uma hipersuperficie nao-degenerada ¥ numa variedade Lorentziana (., g)
(i.e., X tipo tempo ou espa¢o), com normal n® e métrica induzida hy, = gap—g(n, n)ngny
(tal que h(X, X) = g(X,X)se X € T3, e h(n,.) = 0). Podemos definir, para um ¢ > 0,
coordenadas geodésicas normais (p, €’) numa vizinhanca tubular % de ¥ em .# defi-
nindo ¥ x {0} = X e, para p € ¥ e € satisfazendo |¢/| < e (e pode depender de p,
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a menos que X seja compacta), defina (p,€) = v(¢'), onde «y é a tinica geodésica com
7(0) = p e ¥(0)* = n%p) — com isto, podemos estender n* de ¥ a %, onde permanece
valendo que g(n,n) = +1 (usamos a mesma notac¢do para a extensao de n, uma vez
que nao ha confusao). Como, neste caso, vemos que g(n,.) = do, onde ¢ : % — R é
dada por ¢((p,€) = €, segue que V,n, = Vyn, e n®V,n, = n®Vyn, = 0.

Usaremos do seguinte expediente para relacionar as geometrias intrinseca (dada por
h) e extrinseca (dada por g) de ¥: seja V(© a conexdo de LEVI-CIVITA associada &
restricio ¢*) de g a ¥ (= “pullback” de g pela aplicacio / mergulho natural =% de
inclusao de 3 em ), e identifiquemos X,Y campos vetoriais em Y com o0s campos
vetoriais em % obtidos por meio de transporte paralelo de X e Y ao longo das geodésicas
normais a Y. Podemos, entdo, identificar a conexdo V® com a componente de VxY
tangencial a X, i.e.,

VoY = (47'h) VY,

onde (¢g7'h)¢ = g*hy. = hi é o projetor no subespago tangente a folheagio. A com-
ponente de VxY normal a ¥, dada por ¢(VxY,n) = —X2Y’V,n, define a curvatura
extrinseca (ou sequnda forma fundamental) Kq, = —%(ﬁnh)ab = —V,n,. Notar que,
devido as consideracoes acima, K é simétrico e realmente um tensor em . A relagao
desejada é, entdo, dada pelas equacies de GAUSS (A.7) e de CODAZZI-MAINARDI (A.8)

(A7) hehphihiRiem(g)grse = Riem(h)apea — 29(n, n) KooK gy,
(A.8) hin'Ric(g)ea = 2h5,D)o k.

O caso tipo luz pode ser tratado da seguinte maneira: tomando-se uma hiper-
superficie tipo luz ./, vemos que as geodésicas tipo luz construidas como no caso
nao-degenerado acima sao, ao mesmo tempo, normais e tangentes a ., e geram esta
ultima, no sentido de que é possivel escolher uma parametrizacao afim A comum a to-
das estas geodésicas (usando, por exemplo, uma métrica Riemanniana auxiliar em .#
para normalizar as dire¢oes tipo luz), de modo que as subvariedades de A constante
sao subvariedades espaciais de .# de codimensao 2, com normal nula e tangente a .%
denotada por k% = (%)“. E possivel, nesta situacdo, impor a seguinte estrutura Rie-
manniana em .%’: em cada p € ./, cujo parametro afim assume o valor \,, dizemos que

X(p),Y(p) € T, sao equivalentes se X(p) — Y (p) é tipo luz, denotando tal classe de
equivaléncia por X (p)(= Y (p)). Ou seja, tomamos em cada p o quociente I{I,? > X(p)
de T,.# pelo seu subespago unidimensional degenerado. A métrica h induzida em T.%
pelo quociente é uma métrica Riemanniana nao-degenerada com uma dimensao a me-
nos, que é identificada em cada subvariedade de A constante com a métrica induzida
diretamente por g. Assim, podemos definir a curvatura extrinseca nula K=-1dp

Podemos visualizar localmente uma hipersuperficie > nao-degenerada como uma
parametrizacao da familia de geodésicas normais a Y. Podemos, mais geralmente, con-



Teoria local

siderar uma familia (ou congruéncia) de geodésicas de mesmo carater causal, passando
por um aberto & C ., tal que, por cada p € €, passa uma unica geodésica da fa-
milia (localmente, qualquer campo vetorial X* gera uma familia de curvas com esta
propriedade, que sdo geodésicas se X2V, X = 0). A diferenca em relacio ao caso de hi-
persuperficies ¢ que a distribuigao de subespagos de 7,0 normais a congruéncia em cada
P nao precisa ser integravel, isto é, nao precisa gerar uma familia de hipersuperficies nor-
mais & congruéncia. Podemos, nao obstante, ainda neste caso definir a primeira forma
fundamental da congruéncia no caso nao-degenerado hq, = gap— g(X, X)X, X} e no caso

~ N
tipo luz hap = (gap — XuX3) /", € a sequnda forma fundamental (nula) (K)ab =V X, (/M),!
onde X é o campo (co)vetorial tangente a congruéncia, a qual é parametrizada de ma-
neira tal que X é normalizado em +1 no caso nao-degenerado (resp. normalizado em
1 em relagdo a uma métrica Riemanniana auxiliar no caso tipo luz).

E imediato ver que, no caso nao-degenerado, K age nos subespacos normais a con-
gruéncia, pois XKy = 1V, X°X, = 0 e X°K, = X'V, X, = 0. No caso nulo, K
(sem o chapéu) age ndo-trivialmente no subespaco normal tipo espago e na outra dire-
¢ao nula normal a este subespaco, cujo campo vetorial tangente de mesma orientagao
temporal que X® denotamos por X? Este campo vetorial gera localmente uma ou-
tra congruéncia de geodésicas nulas, naturalmente associada a primeira — a saber, é a
tinica outra congruéncia que compartilha os mesmos subespacos normais tipo espaco.
A normalizacio adotada para X¢ ¢ dada por g(X, X) = —2.

Ao contrario do caso de hipersuperficies, no entanto, K, nao é necessariamente um
oy W . . 4 o
tensor simétrico: wy, = Kig) (denominado tor¢ao (“twist”) (nula) da congruéncia) ex-

pressa precisamente a falha da distribuicao de subespacos normais a congruéncia em ser

integravel. Pelo teorema de FROBENIUS [Wal84|, a congruéncia é normal a uma familia
de hipersuperficies se e somente se (IA()[ab] = 0. A parte simétrica pode ser decomposta
em termos do trago em relagao a(iAL), denominado expansao (ou curvatura média) (nula)
0 = (IA()QJ?L)‘“’ (o chapéu no caso nulo é desnecessario no primeiro membro por se tratar

de um escalar), e da parte de trago zero, denominada cisalhamento (“shear”) (nulo)

A o) (A) (M)
(Ui;b = Kap) — ﬁé’ .ha (0 fator (d — 1) deve ser substituido por (d — 2) no caso nulo,

por causa do abaixamento de dimensao devido ao quociente pela relacao de equivaléncia
associada a ). Em suma,

(A.9) R =0+ 5+ — i,
. ab = Wab Oab d— 1(2> ab-

1 Usamos, para congruéncias, uma convengao de sinal oposta & empregada para hipersuperficies ao
definirmos a segunda forma fundamental.
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A maneira como a geometria normal a congruéncia muda ao longo do transporte
paralelo é dada pela equacao matricial de RICCATI

(A.10) XV Ky = —K{ K, + Riem(g)paa XX

Vamos tomar o quociente de (A.10) no caso nulo, que é o caso de interesse no pre-
sente trabalho, e decompor o resultado em termos da expansao, cisalhamento e torcao
no primeiro membro. Denotando por A a parametrizacao afim comum da congruéncia,
temos:

do 1

(A.11) o= —mez — PG4+ OO0y — Rea XX
(A.12) XVby = —064+ C(9)ebaaX X2
(A.13) XVl = —00a.

A equagao (A.11) é a celebrada equa¢iao de RAYCHAUDHURI.

Qualquer subfamilia uniparamétrica de geodésicas v,, —€ < A < €, ¢ > 0 de uma
congruéncia produz um campo vetorial Y = %D:o em g, que denota o deslocamento
relativo de uma geodésica “infinitesimalmente proxima a ~,”. A aceleracao relativa de
duas tais geodésicas é dada pela equagio de desvio geodésico (também denominada
equagao de JACOBI)

(A.14) XV (X"V,) Y = —R% X XY?,

Mais em geral, podemos definir um campo de JACOBI numa geodésica v como uma
solugdo Y de (A.14) com X = 4. Dizemos que uma geodésica causal v possui um par
de pontos conjugados p = v(A1),q = v(A2), A1 < A9, se existe um campo de JACOBI Y
que nao se anula em y((A1, A2)) e se anula em p e ¢. Geometricamente, isto significa que
as geodésicas emanando de p e “infinitesimalmente proximas” a v tendem a se focalizar
em q.

Para visualizar esse fenomeno no caso nao-degenerado, tomemos um referencial
ortonormal e?(\), i = 0,...,d — 1 paralelamente propagado ao longo de 7, tal que
ed(A) = X*\). Tomando A; = 0 por simplicidade, temos Y*(0) = 0 e, portanto,

Y=Y 4050 0),

2C(g)cbachXd é um tensor simétrico que assume um tnico valor em cada classe de equivaléncia
associada a .
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onde a matriz A; expressa em termos do referencial escolhido satisfaz

dZA; % kym 7l
Como
vy’ by y el
= X VLY = Y VX = > K,
j=1
temos que '
, dAl"
K, = |:_:| [Ail]l?a
j x|, j
e, dai, 0 = tr[K] = ﬁ%(det A). Logo, det A — 0, o que implica que A possui um

subespaco de autovetores normais a X com autovalor 0 e, portanto, existe um campo de
JACOBI que se anula em p e ¢, se e somente se § — —oo em ¢. O caso tipo luz é tratado
adotando-se um referencial paralelamente propagado ao longo de v tal que ef = X,
e¢ = X% e e2,...,e% | um conjunto ortonormal tal que g(eg,e;) = g(er,e;) = 0,
t=2,...,d—1. As formulas acima nao envolvem e{ neste caso.

A.2 Teoria global

Por espago-tempo entende-se uma variedade Lorentziana (., g) temporalmente ori-
entdvel, i.e., existe um campo vetorial € T tipo tempo em .#Z que nao se anula em
parte alguma (em particular, podemos escolher g(T,7T) = —1).

A.2.1 Estrutura causal, completeza geodésica

Seja (A, gap) um espago-tempo, 0 C #, p € 0. O futuro cronoldgico (resp.
causal) de p em relagdo a ¢, denotado por It (p, &) (resp. I*(p,0)) é dado pelos
seguintes conjuntos:

I"(p,6) = {z€6:3y:[0,a] L5 & de tipo tempo
(A.15) e futura tal que v(0) = p, v(a) = z};

JHp,0) = {x e :x=pouy:|0,d 2 U causal
(A.16) e futura tal que v(0) = p, v(a) = z}.

Trocando-se futuro por passado, define-se de maneira dual o passado cronoldgico
(resp. causal) I~ (p, O) (resp. J~(p, 0)) de p em relacao a €. Seguem dessas defini¢oes
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que I%(p, 0) & aberto e int(J*(p, 0)) = I*(p, ). Um conjunto &, C O & dito ser
causalmente convexro em relacdo a € se, dados quaisquer p <, ¢ € 0, temos que
J+(p7 ﬁ) N J_<q7 ﬁ) - ﬁl-

Usando-se esses conjuntos acima podemos definir relacdes de cronologia e causali-
dade entre dois pontos. Sejam p,q € & C .# . Dizemos que p precede cronologicamente
(resp. causalmente) q em relacdo a & sep € 1~ (q, O) (resp. p € J (g, 0)). Denotamos
essa relagdo por p <4 ¢ (resp. p <4 q). Equivalentemente, dizemos neste caso que ¢
sucede cronologicamente (resp. causalmente) p em relagdo a &, com a notagao q >4 p
(resp. ¢ >o p). Se p <g qep # q, escrevemos p <g ¢, ou, dualmente, ¢ >4 p. Se p # ¢,
p Lo qep o q(resp. p Lo qep Fo q), dizemos que p e q sao cronologicamente
(resp. causalmente) disjuntos — neste caso, escrevemos p Ag q (resp. p Lg q). Todas
as relacoes de cronologia e causalidade definidas acima, bem como o futuro e passado
cronolégicos ou causais, sao definidos para conjuntos nao-unitarios e nao-vazios de ma-
neira 6bvia. Se p # q € 0 C .4 implicap Agq (resp. p Lg q), dizemos que & é acronal
(resp. acausal) em relagao a O.

Algumas consequéncias das defini¢oes do paragrafo anterior sao:
e <, ¢ uma relacao aberta, ou seja,

(A.17) p Lg q = 101, 0y C M abertos tais que
PEO,qE OyeON0O Ly O,NCO.

(A18> J+(‘]+<p7 ﬁ)u ﬁ) = JJr(p’ ﬁ)7 i'e': P Sﬂ qeq Sﬂ r=2p Sﬁ r.

[Y(I"(p,0),0)=1"(J"(p,0),0)=J (I"(p,0),0)=1I"(p,0),
(A.19) e, (p<Kopgeq<or)ou (p<Koqeqg<gr)ou(p<gqe
q<<ﬁ7’) =>p<Lo .

(AQO) I+(ﬁ1, ﬁg) = J+(ﬁ1, ﬁg), Vﬁl C ﬁg,

onde o fecho é tomado na topologia relativa de 0.

(AQl) 8[*(@’1, ﬁz) - 8J+(ﬁ1, ﬁz), Vﬁl C ﬁz,

onde a fronteira é tomada na topologia relativa de 0.
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O conjunto definido em (A.21) é denominado fronteira acronal futura de €) em
relacao a Oy, e constitui uma subvariedade topologica e acronal de .#Z tal que todo
p € OIt(0), 0y) pertence a um (necessariamente inico) segmento geodésico, acro-
nal em relagdo a 0 e contido em I (0, 0,), que ou é inextensivel no passado ou
possui um extremo passado em ¢;. Tais geodésicas sao denominadas geradores de
oIt (0, 0y). Note que (A.17)-(A.21) continuam valendo se trocarmos o futuro pelo
passado.

Uma das ferramentas mais poderosas na analise da geometria global de variedades
Lorentzianas é a distdncia Lorentziana. Sejam p <, q € 4, e denote por €, , o
espaco de curvas causais futuras € por partes ligando p a ¢ (este espaco é vazio se
p £ q). Qp, herda a seguinte topologia do espago Path(.#) de curvas €° em .#:
dizemos que uma seqiiéncia de curvas € por partes {7, : [0,\] — #Z} converge
para v : [0,A\] — A se v,(0) — ~v(0) e, dado qualquer aberto & C .# contendo
([0, A]), existe N € Z, tal que 7,([0,\]) C € para todo n > N. Esta topologia ¢
denominada topologia €°. Considere X € 0, , parametrizada por A € [\ = 0, A], com
componentes € ;, i = 1,...,k, definidas respectivamente nos intervalos [A\;_1, \;],
Ao < A1 < -+ < Ag. O comprimento de arco Lorentziano de v é dado por

k i
(A.22) L =Y [ Vol A

Para curvas de tipo tempo, que correspondem a trajetorias de observadores, (A.22)
também é dita ser o tempo proprio da trajetoria.

DEFINIGAO A.1 A distancia Lorentziana em (4, g) € a fungdo d, : M X M — Ry U
{+o0} dada por

_ Sup’yeﬂp,q Lg(W) sep S/// q;
(4.23) (p.a) = dg(p, 9= { 0 de outra forma.

Segue imediatamente da definicao que d, satisfaz uma desigualdade triangular re-
versa: se p < 4 r <_y q, entao

dg(p, Q> Z dg(p, T) + dg<T7 Q>

Um exemplo onde o valor d,(p,q) = +oo pode ser obtido é no espago-tempo de
REISSNER-NORDSTROM extremal (ver [BEE96]). No caso p = ¢, temos que dy(p,p) =0
ou dy(p,p) = +00. d, é continua por baixo para todo (p,q) onde d,(p,q) < +oo. Di-
zemos que v € €, , € mazimal se L(v) = dy(p,q). Pode-se provar [BEE9G| que, se v é
maximal, é uma geodésica (¢°°) causal a menos de reparametriza¢gdo. Em particular,
uma geodésica nula maximal é acronal. Em contrapartida, se uma geodésica causal,
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digamos, futura v possui um par de pontos conjugados p < ¢, entao, dados quaisquer
pontos p’, ¢ em v com p’ no passado de p e ¢’ no futuro de ¢, temos que os segmentos
de v que ligam p’ a ¢ e p a ¢’ ndo mais maximizam o comprimento de arco Lorentziano
entre esses pares de pontos — em particular, se v é tipo luz, ela deixa de ser acronal
se suficientemente estendida. O mesmo ocorre se uma geodésica causal, distinta de 7,

ligar p e q.

Agora, recapitularemos algumas condigoes de causalidade. Dizemos que o espaco-
tempo (., g) é cronoldgico (resp. causal) se nao existe p € 4 tal que p < 4 p (resp.
p <.# p) — equivalentemente, (., g) ¢ cronologico se e somente se dy(p,p) = 0, e causal
se e somente se (), , = &, para todo p € .#. Dizemos que (4, g) é fortemente causal
se, para todo p € .#, existem vizinhancas abertas arbitrariamente pequenas ¢ de p
tais que nenhuma curva causal possui interseccao desconexa com ¢. Isso implica que
nenhum compacto contém completamente uma curva causal inextensivel (i.e., que nao
esta propriamente contida em nenhuma outra curva) no passado ou no futuro, e, em
particular, que (.#, g) é causal.

Uma classe particularmente interessante de espacos-tempos é aquela que admite
uma folheagao por hipersuperficies acausais, pois estes admitem uma nocao global de
evolucao temporal (possivelmente suplementada por condigées de contorno). A saber,
dizemos que t € €°(A#) ¢ uma funcao tempo global se t o~ é estritamente crescente
para toda curva causal futura . Se t for ¢!, dizemos equivalentemente que ¢ é uma
fungio tempo global se dt é tipo tempo futuro e t(.#) = R. Neste caso, t7(7) é
uma hipersuperficie tipo espago para todo 7 € R, e todo p € .# pertence a t~1(7)
para precisamente um valor de 7. Como dt induz a mesma orientacao temporal que a
adotada em (., g), segue que t~1(7) é acausal para todo 7 € R. Um espago-tempo
que admite uma funcao tempo global (continua) é dito estavelmente causal. O nome
vem do fato de que tais espacos-tempos podem ser definidos de maneira equivalente
pela seguinte propriedade: existe um campo de covetores de tipo tempo 7, tal que a
métrica Lorentziana g,, — 1,7}, é cronologica. No nosso caso, 1" = dt; conversamente,
dado T,, é possivel construir uma fungao tempo global (continua) [Ger70, Wal84]. A
questao de como construir funcées tempo globais > neste contexto foi respondida
parcialmente por SEIFERT [Sei77] e DIECKMANN [Die88|, e completamente ha pouco
tempo por BERNAL e SANCHEZ [BS03, BS05, BS06], eliminando a necessidade de as-
sumir diferenciabilidade de funcoes tempo globais na definicao de causalidade estavel.
Destarte, como t diferenciavel nao possui pontos criticos, todas as hipersuperficies de ¢
constante sao difeomorfas entre si.

Por fim, dizemos que um espago-tempo fortemente causal (#,g) é causalmente
simples se, para todo p € . tem-se que J*(p, . #) é fechado, ou, equivalentemente,
JE(p, M)~ TE(p, M) = OIF(p, M), e globalmente hiperbdlico se , para todo p,q € ¥,
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o conjunto J~(p, # )N J*(q, #) é compacto se nao-vazio.> Equivalentemente, (.#, g)
¢ globalmente hiperbdlico se e somente se ,, ¢ compacto na topologia €° se nio-
vazio. Dai segue que, num espaco-tempo globalmente hiperbélico, d, é continua e
dy(p,q) < +o0,Vp,q € 4. Hiperbolicidade global claramente implica causalidade
simples, que, por sua vez, implica causalidade estavel (para a tltima afirmacao, ver
[BEE96]). Todas as condic¢oes acima podem ser definidas para subconjuntos de ..

Seja agora . C .# fechado e acronal. O dominio de dependéncia futuro (resp.
passado) de ., denotado por D1 () (resp. D~ (.)) consiste no seguinte conjunto:

DY =(S)={p € .M Vv :[0,a) — A inextensivel, causal e passada/futura
(A.24) tal que v(0) = p, 3b < a tal que v(b) € F}.

D(#) = DY ()U D~ () é denotado dominio de dependéncia ou desenvolvimento
de CAUCHY de .. O bordo de . (notagdo: ,7) consiste dos pontos p € . tais
que toda vizinhanca aberta de p possui pontos ¢ € I~ (p), r € I"(p) e uma curva =y
de tipo tempo ligando ¢ a r com intersec¢ao vazia com .%. Se S = &, entdo & &
uma subvariedade topoldgica de codimensao 1, mergulhada em .#. Um dominio de

dependéncia possui as seguintes propriedades:

e O conjunto int(D()) é globalmente hiperbolico (neste caso, dizemos que S é
uma superficie de CAUCHY para int(D(.¥))), assim como também o é D(.¥) se
S =. Conversamente, pode-se provar que toda regiao globalmente hiperbolica
possui uma superficie de CAUCHY — mais ainda, pode-se construir uma funcao
tempo global ¢ tal que ¢t~1(7) ¢ uma superficie de CAUCHY para cada 7 € R.

e O conjunto fechado e acronal H™ () = D+() ~ [ (D" (¥)), denominado
horizonte de CAUCHY futuro de . possui a seguinte propriedade: todo p €
HT(.%) esta contido em um (necessariamente tnico) segmento geodésico nulo,
acronal e contido em HT(.%), que ou é inextensivel no passado ou possui um
extremo passado em .¥. Defini¢do andloga existe para H= (), o horizonte de
CAUCHY passado de .7,

e O horizonte de CAUCHY H(Y) = HY () U H () é igual a 0D(.¥).

A principal caracteristica de um espaco-tempo globalmente hiperbolico é que ele é
“dinamicamente fechado”, i.e., o problema de CAUCHY para qualquer equagao de mo-
vimento que propaga os dados iniciais de maneira localmente causal (i.e., o suporte da
solugdo em cada instante cresce no tempo com velocidade menor que a da luz), como,

3Muito recentemente, BERNAL e SANCHEZ [BS07] mostraram que podemos substituir “fortemente
causal” por “causal” na defini¢do de hiperbolicidade global dada aqui.
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por exemplo, a equacao de onda, é bem posto, i.e., possui uma tnica solucao, que de-
pende continuamente dos dados iniciais, pois a solucao associada a dados iniciais com
suporte compacto na hipersuperficie de tempo zero possui suporte espacialmente com-
pacto em cada instante. Isto elimina a necessidade de condig¢oes de contorno, o que nao
ocorre nos casos mais gerais de espacos-tempos estavelmente causais ou causalmente
simples [Wal80).

Sobre completeza geodésica: dizemos que uma geodésica futura v é completa no pas-
sado, futuro ou simplesmente completa se, respectivamente, seu parametro afim pode
ser estendido para R, R_ ou R. (., g) é dito espacialmente, temporalmente ou nu-
lamente geodesicamente completo se, respectivamente, toda geodésica de tipo tempo,
espaco ou nula for completa. Os contra-exemplos coletados e construidos por GEROCH
em |Ger68| mostram que as trés defini¢bes sdo logicamente inequivalentes, isto é, ne-
nhuma dessas trés definicdes implica em outra. Incompleteza geodésica temporal ou
nula sao critérios comumente utilizados para determinar a presenca de singularidades.

Concluindo, devemos considerar duas nogoes importantes para teorias de observaveis
locais: o complemento causal de um aberto & em relacdo a & D O é o conjunto
(01), =int{p Ly O}, e o completamento causal de Oy em relaciao a € é dado por
(01}, = (01)y),.* Se (04)% = 0y, dizemos que O, é causalmente completo em relagao
a 0. Dessas defini¢oes segue que:

e (01)% & o menor aberto causalmente completo em relagdo a & que contém 0.
Note aqui a importancia de tomarmos &4 aberto na nossa definicao de comple-
mento causal — se, por exemplo, ¢} = {p} ou, mais em geral, um conjunto acronal
discreto, temos ()%, = @. Ver logo adiante como faremos para definir as ope-
racoes de complemento causal para conjuntos nao necessariamente abertos, para
0s quais a propriedade acima nao é obrigatoriamente valida.

o (O1)g = (O1)y;
° ﬁl C ﬁQ = (ﬁl)/ﬁ D (ﬁQ)/[/,
o (Un0o)y = NulO.)y = (Ua(04)y)y = Nal(0L)Y e, portanto, toda intersecgao

de conjuntos causalmente completos é causalmente completa — usaremos estas
formulas para estender a definicao de complemento causal a conjuntos arbitrarios.

e Todo diamante O,, = I~ (p,0)NI1"(q,0) = ({p,q})}, p <o q, ¢ causalmente
completo.

4Tais defini¢oes diferem das adotadas em [Rib07], onde ndo assumimos ¢ aberto. As diferencas
envolvidas, todavia, ndo implicam em nenhuma alteragao nas demonstragdes dos resultados de [Rib07].
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Ao longo do presente trabalho, assumimos que todos os nossos espacos-tempos sao
fortemente causais, a menos que seja dito o contrario.

OBSERVACAO A.2 Se O = .#, a parte das notagoes desta Subsecao indicando O pode
ser omitida.

A.2.2 Infinito conforme

DEFINICAO A.3 O infinito conforme ou fronteira conforme de um espaco-tempo d-di-
mensional (A ,g) é um espaco-tempo d — 1-dimensional (.#,§") tal que existe uma
variedade Lorentziana d-dimensional (.4 ,g) com bordo (o fecho conforme ou comple-
tamento conforme de (A, g)) satisfazendo:

o 7 =0.M; existe um difeomorfismo ® de M em O( M) = M ~ OM ;

o 0 ¢ a métrica semi-Riemanniana (possivelmente degenerada) induzida por § em

I

e FExiste um fator conforme ou de WEYL, isto €, uma funcao z real, positiva e €
em M, que admite uma extensio € a M tal que z[, =0 e dzl, #0 em I
(o fator de WEYL e sua extensao ao fecho conforme sao sempre denotados pela
mesma letra, uma vez que nao hd confusio aqui) satisfazendo g = z%g. Denotamos
respectivamente por V, e OV, as conexoes de LEVI-CIVITA associadas a g e §g\©.

Mostraremos agora como ficam as formulas para V,, Riem(g) e Ric(g) em ..
Primeiramente, lembremos que quaisquer duas conexoes lineares V, e V, diferem em
sua ac¢ao sobre o €*°-modulo I'(#Z, T*.#') por um tensor C¢, de posto (1,2), i.e.,

(A.25) VX = Vo X, — C5 X,
Assim, a partir das condi¢oes de LEVI-CIVITA
Vagbc = 0, Vabe = vaaf, Vf c (goo<%),

obtemos

1
b = 5g6d(vagbd + VGad — Vagas).”

Em particular, tomando g e § como na Definicao A.3, segue que VG = 22¢5.Vaz €,
portanto,

1
(A-26) éb = ;ng<gbdvaz + GadVoz — gabvdz)-

5Especializando esta formula no caso de uma carta local e tomando a métrica de MINKOWSKI,
obtemos assim a expressdo usual em coordenadas locais para os simbolos de CHRISTOFFEL.
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Geodésicas em relacao a V, em geral nao mais o sao em relagao a V,, pois

= 2 X, X
XavaXb -0 = XaVaXb _ Xacchc _ _XchVcZ o g( ) )
z

gdedz.

Entretanto, se X = 4%(\) é nulo em relacio a g (e, portanto, g), onde X é a parame-
trizacio afim original de 7, escolhendo A\ = 21820\ = 22X\ segue que
d2
ax’
i.e., 7 € uma geodésica nula em relacao a g a menos de reparametrizacao. As relacoes
envolvendo os tensores de RIEMANN e RICCI ficam (tomando-se 271V, z = V, log 2)

() =0,

(A.27) Riem(g)%. = Riem(9)%. — 2VuCi, +2C5,Chi, =
= Riem(g)gbc + 25[62Vb]Vc log z — diegc[avblve log z +
+2(V[, log z)égl] V.logz —2(V,log z)gb}cgdfvf log z +
—2gc[a5§}gef(ve log 2)V ¢ log 2
e (contraindo-se os indices d e b em (A.23))

d—2 1
(A.28) Ric(g)ee = Ric(g)ac — 7Vavcz - ;gacgdevdvez +

d—2

2

d—3
+2 (Vaz)Vez — 7gacgde(vdz)vez.

z

E conveniente termos a disposicio a forma inversa de (A.28), empregada no Capitulo
2. Invertendo os papéis de g e g e tomando z — z~!, chegamos em

d—2- - 1o - d—1 - =
(A29)  Ric(g)ac = Ric(g)ac + ——VaVez + GacG™ (;vdvez - (de)vez) .
Segue das formulas (A.2), (A.27) e (A.28) que o tensor de WEYL é invariante por
mudancas conformes da métrica, i.e.,

C(ﬁ)gbc = C(Q)ﬁbc? ou C(@)ade = zQC(g)abcdu

onde subentende-se que o levantamento e abaixamento de indices de tensores construi-
dos unicamente a partir de uma métrica g devem ser feitos com ¢ (outros casos sao
tratados individualmente de acordo com o contexto).

Retornando a .#, apontamos que sempre é possivel escolher z tal que V,V;,2[, = 0,
sem restricoes ao representante escolhido para a classe conforme de g(® (uma demons-
tracao deste fato no caso em que g satisfaz as equacoes de EINSTEIN sem matéria é apre-
sentada na Segao 2.2). Costuma-se denotar o espago-tempo (., g) simplesmente por
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interior (“bulk”™), e o infinito conforme correspondente (%, g(")), por fronteira (“bound-
ary”).

Uma caracteristica importante de mudancgas conformes de uma métrica Lorentziana
é que a estrutura causal é um invariante da estrutura conforme dessa métrica. Em
particular, o infinito conforme também é denominado infinito nulo, devido a invariancia
do conceito de geodésicas nulas por mudancas conformes na métrica, como visto acima.
Isto baseia-se na idéia de que geodésicas nulas e completas podem ter, do ponto de vista
de (A, ), extremos passados e futuros (no sentido dos “pontos ideais” de GEROCH,
KRONHEIMER e PENROSE [GKP72]) em .#. No entanto, note-se que .# ndo precisa ser
o “infinito” para toda geodésica nula completa. Um caso em que isso certamente ocorre
¢ quando (., g) é fortemente causal e (.Z, g) é compacto (por exemplo: espaco-tempo
de MINKOWSKI); contudo, se (.#,g) ndo é compacto, pode acontecer que algumas
geodésicas nulas nao consigam chegar em .#. Isto motiva a seguinte

DEFINICGAO A.4 Seja (A ,g) um espago-tempo d-dimensional com infinito conforme
(f,g(o)). Dizemos que (A ,g) é assintoticamente simples se toda geodésica nula em
(M, g) possui uma tnica extensio a (A ,g) tal que F contém precisamente os dois
extremos desta.

Obviamente, isto s6 é possivel se (.Z, g) é nulamente geodesicamente completo. Na
verdade, no caso em que (&, g(°>) é de tipo tempo (e, portanto, um espago-tempo por
si 86), pode-se dizer mais, justificando o nome “assintoticamente simples”

TEOREMA A.1  Se (., g) for assintoticamente simples com infinito conforme de tipo
tempo, entao ele é causalmente simples.

PROVA. Primeiro, notar que se p,q € .# ¢ tal que p K- ¢, entao p L » q
(analogamente trocando-se o futuro pelo passado), pois uma curva de tipo tempo
em ./ ligando p a ¢ pode sempre ser ligeiramente deformada de modo a resultar
numa curva de tipo tempo contida em .# e ligando p a q. Agora, suponha que p €
oI~ (q,.#) ep¢ J (q,.#). Pelo argumento acima, temos que p € 91 (q,.#).
Mais ainda, por hipotese, um gerador nulo v de 9I~ (q,.#') precisa atingir seu
extremo futuro no infinito sem cruzar ¢ antes disso. Seja r tal extremo. Entao,
r € dI~(q,.#) ja que este conjunto ¢ fechado. Uma vez que o infinito ¢ totalmente
geodésico|Rib07], v deve atingi-lo transversalmente e, portanto, qualquer extensao
causal de v deve ser quebrada 6. Logo, se estendermos ~ ligeiramente para o
futuro por um segmento de gerador nulo 4" de 81~ (q,.#) cruzando r (digamos,
ajustando o parametro afim ¢ de 7/ igual a zero em r e estendendo-o até t = € > 0),

6Lembrar que um segmento de curva continua é dito quebrado se ele for €°° por partes, mas nao
é €' em um conjunto finito de pontos.
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entdo existe uma curva de tipo tempo em .# ligando p a 7/(e) [HET3], o que viola
a acronalidade de 01~ (q, %) Repetir o argumento trocando o futuro com o
passado. O

Um espago-tempo assintoticamente simples nao precisa, no entanto, ser globalmente
hiperbélico — um exemplo tipico é o espaco-tempo AdS.



APENDICE B

Elementos de algebras de operadores

O formalismo de algebras de operadores é uma linguagem bastante poderosa para
a discussao de aspectos estruturais da Fisica Quantica que sao independentes da re-
presentacao dos operadores em algum espaco de HILBERT fixo, algo absolutamente
fundamental no caso relativistico (i.e., Teoria Quéantica de Campos) e, mais em geral,
no estudo de sistemas com um namero infinito de graus de liberdade (limites termodi-
namicos em Mecéanica Estatistica Quantica, etc.).

C*-algebras e algebras de VON NEUMANN (a serem vistas na Se¢ao B.2) sao ade-
quadas a discussao de operadores limitados. Podemos, ao considerar operadores nao-
limitados, fazer uso do célculo funcional continuo (teorema espectral) quando este se
aplica e tratar apenas de fun¢oes limitadas desses operadores, evitando assim problemas
técnicos referentes a determinacao dos dominios. Ao discutirmos operadores de campo,
bem como seu carater distribucional, é todavia conveniente ter a nossa disposicao um
arcabouco algébrico para tratar tais operadores ilimitados diretamente, mas ainda assim
de maneira independente de representacoes. Para tal, apresentamos um estudo razoa-
velmente detalhado de *-algebras na Secao B.1, antes de introduzirmos C*-4lgebras ou
algebras de VON NEUMANN, para mostrar que vérios resultados conhecidos no contexto
de C*-algebras continuam validos ou sofrem apenas algumas modificacoes técnicas no
contexto de *-algebras. Isto permite tratar os casos de algebras de observaveis e de
campos mais ou menos em paralelo. Para os tltimos, mostraremos o formalismo pro-
posto por WIGHTMAN, BORCHERS e UHLMANN na Secao B.3.

Limitamo-nos a demonstrar resultados cuja prova é simples do ponto de vista anali-
tico e a0 mesmo tempo instrutiva, e aqueles que sao exigidos no presente trabalho numa
forma nao-padrao. Nossas referéncias principais para este Apéndice sdo [BR87, BR97],
e empregamos como referéncias auxiliares [Mur90, SW00, Tak01, Tak03a|. Para aspec-
tos funcional-analiticos, adotamos [RS80, Rud91].
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B.1 *-Algebras

Esta Secao é dedicada a aspectos puramente algébricos. Comecaremos definindo a
noc¢ao de *-dlgebra e algumas de suas propriedades.

DEFINICAO B.1 Uma *-algebra (associativa) é um espago vetorial § sobre C, dotado
de um produto associativo e distributivo x,y — xy que comuta com a multiplicagao por
escalares, e de uma operagao de involucdo = — a* que satisfaz x*™* = x, (xy)* = y*z* e
(aw + By)* = az* + By*, para todo v,y € F, o, B € C. Dizemos que § € unital se eriste
uma identidade 1 € § tal que 1z = x1 = x, para todo x € §F (neste caso, 1 é inico).

O centro de § é dado por 3(F) = {z € §: [x,y] =0, Yy € §}, onde [z,y] = 2y — yx
denota o comutador de x com y. Uma *-algebra § é Abeliana se 3(F) = §; no outro
extremo, dizemos que § é fatorial se 3(F) = {0}. Uma *subdlgebra & C § é um
subespaco vetorial fechado por produto e involugao. Exemplos de *-subélgebras de §
sao 3(F) e, mais em geral, o comutante (relativo) ou normalizador de uma *-subalgebra

® C §, dado por & ={zx € §: [z,y] = 0,Vy € &}.

Podemos adjuntar uma identidade 1 a uma *-algebra nao-unital § da seguinte forma:
seja § = §@® C1 > (v,)) com produto (x,\)(y, ) = (zy + px + Ay, Ai) e involugio
(x, A\)* = (z*, A). § é naturalmente identificada com a *-subélgebra (§,0), e temos que
1=(0,1).

Sejam §, & *-algebras. Um *-morfismo é uma aplicacao linear 7 : § — & que pre-
serva produto e involucao. Se 7 é respectivamente injetor, sobrejetor, bijetor, dizemos
que w & um *-monomorfismo, *-epimorfismo, *-isomorfismo — escrevemos § = & se
existe um *-isomorfismo de § em &. Se § = &, dizemos que 7 & um *-endomorfismo, e
um *-automorfismo se w, neste caso, for bijetor. Uma *-representacao de § num espaco
de HILBERT 47 ! é um *-morfismo 7 : § — Z(). Dizemos, entdo, que 7 é fiel se
for um *-monomorfismo, e irredutivel (abreviada irrep) se os unicos subespacos de X
invariantes por 7(§) sdo {0} e X — pelo lema de SCHUR, 7 ¢ irredutivel se e somente

se {a € B(Z):|a,m(x)] =0, Ve € F} = {0}.

Um *-ideal de § é um subespaco J C § invariante por *, tal que x € §,y € J implica
xy € J. Por *-invariancia, segue automaticamente que (z*y*)* = yx € J. Note que,
em contrapartida, ideais (ndo necessariamente *-invariantes) a esquerda de § nao o sdo
necessariamente a direita, e vice-versa. § é simples se nao possui *-ideais nao-triviais

! Demandamos uma estrutura de espaco de HILBERT para evitar nos preocuparmos com a definicio
de involugdo em End¢s#. Uma definicho de *-representacio por elementos deste dltimo (i.e., sem
referéncia ao produto interno) envolveria termos a nossa disposi¢ao uma defini¢ao de involucao, pelo
menos na imagem da *-algebra em End¢ 7.
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(i.e., diferentes de {0} e §) — qualquer representacdo nao-trivial = de § simples é fiel,
pois kerm é um *-ideal de F.

Dado um *-ideal J C §, a *dlgebra quociente §/J de § por J tem como elementos
os “cosets” [x] = x+TJ C §, onde [z] = [y] se t—y € TJ. Por exemplo,se 7 : F — & é um
*-morfismo, segue que §/kerm = 7(F) C &. O quociente possui a seguinte propriedade
universal: dados uma *-algebra & e um *-morfismo p : § — & tal que kerp C .7, existe
um tnico *-morfismo [p] : §/T — & tal que p(x) = [p|([z]) para todo z € F. Um *-
endomorfismo 7 de § induz um *-endomorfismo [r] : §/7 3 [z| — 7([z]) = 7(x)+7(F)
se e somente se J & invariante por 7, i.e., 7(J) C J. Em particular, [7] é um *-
endomorfismo injetivo de §/J se e somente se, em adi¢do, kermr C J e 7(J)supseteqqd.

Enunciamos a seguir quatro teoremas fundamentais sobre *-algebras — os 3 ultimos
sao os chamados Teoremas de *-Isomorfismo, andlogos aos Teoremas de Isomorfismo
para anéis e modulos (a incorporagao da operagao de involugao * é imediata e pode ser
checada diretamente).

TEOREMA B.1 (TEOREMA FUNDAMENTAL DE *-MORFISMOS) Sejam § e & duas *-
dlgebras, e p : § — & um *-morfismo. Entao o *~morfismo induzido p : F/Kerp —
p(F) C & ¢ um *-isomorfismo.

Prova.  Imediato. O
O Teorema B.1 pode ser generalizado, resultando no

TEOREMA B.2 (PRIMEIRO TEOREMA DE *-ISOMORFISMO ?) Sejam § e & duas *-
dlgebras, e p : § — & um *-epimorfismo. Entao, $ — p(9) estabelece uma corres-
pondéncia biunivoca entre 0s subgrupos aditivos $ O Kerp de § e os subgrupos aditivos
de &. Mediante esta correspondéncia, $ é uma *-subdlgebra (resp. *-ideal) de § se e
somente se p(9) for uma *-subdlgebra (resp. *-ideal) de &. Mais ainda, se I D Kerp
é um *-ideal, entao a aplicacdo

z+ T p(z) + p(3)
é um *isomorfismo de §/J em &/p(7J).

ProvAa. A primeira assertiva segue imediatamente do Teorema B.2. O restante
¢ demonstrado de maneira analoga ao caso de anéis — ver a demonstracao do
Teorema 2.6 de [Jac85|, paginas 107-108. O

2Nao parece haver um acordo na literatura sobre a designacdo “Primeiro Teorema do Isomorfismo”,
nem para anéis e moédulos, nem para grupos. Alguns autores atribuem este nome ao anélogo do
Teorema B.1, e outros, ao anédlogo do Teorema B.2, como fazemos aqui, pois o Teorema B.2 pode
ser entendido, como dito acima, como uma generalizacao do Teorema B.1, e mais em acordo com o
Segundo e Terceiro Teoremas de (*-)Isomorfismo.
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TEOREMA B.3 (SEGUNDO TEOREMA DE *-ISOMORFISMO) Seja § uma *-dlgebra, &
uma *-subdlgebra de §F, e T um *-ideal de §. Entao & + T é uma *-subdlgebra de F,
&NT éum *ideal de &, T € um *-ideal de & +7T, e (B +7)/T=&/(&N7T).

PROVA.  Anélogo ao caso de anéis — ver [Jac85|, pagina 108. O

TEOREMA B.4 (TERCEIRO TEOREMA DE *-ISOMORFISMO) Seja § uma *-dlgebra, e
J C J dois *ideais de §. Entao T é um *-ideal de J, e F/J = (§/3)/(J/T).

PROVA.  Segue imediatamente do Teorema B.2. O

A demonstragao dos analogos dos Teoremas B.2 e B.3 para anéis consistem tao
somente na construcao dos isomorfismos e checagem explicita das propriedades rele-
vantes.

OBSERVACAO B.2 No caso de *-dlgebras topoldgicas, em particular os exemplos a se-
rem discutidos ao longo deste Apéndice, os Teoremas de B.1 a B.j valem nao s em
nivel algébrico mas também em nivel topologico, contanto que se adicione o adjetivo
“fechado” (nas respectivas topologias) aos termos “subgrupo”, “*-subdlgebra” e “*-ideal”
~ a continuidade dos *-morfismos é automdtica em todos os casos, em virtude da pro-
priedade C* das (semi)normas (ver as Defini¢oes B.3 e B.8). Neste caso, dada uma
(semi)norma ||.| numa *-dlgebra §, a (semi)norma correspondente na *-dlgebra quoci-

ente §/J, onde I C F é um *ideal, é dada por

§/3 3 [a] = ||[=]]| = inf [|z + y]|.
yeT

Completeza desta norma (ou familia separante de seminormas) pode ser checada dire-
tamente; para a verificacao da propriedade C* no caso de C*-dlgebras, ver a Proposicao
2.2.19 de [BR87].

Um estado w sobre uma *-algebra unital § é um funcional linear positivo sobre §,
i.e., w(z*z) > 0 para todo z € §, que satisfaz w(1) = 1.> Dizemos que w é fiel se
w(z*x) > 0 para todo = # 0 (a razao do nome vira em breve). O conjunto dos estados
sobre § é convero: se w; e wy sao estados, entao Aw; + (1 — A)wy também o é, para todo
A€ (0,1). Se w ndo admite uma decomposi¢do w = Aw; + (1 — Nwy para wy, wy # w,
A € (0,1), dizemos que w é puro (equivalentemente, w é puro se ndo pode ser escrito
como a soma de dois funcionais lineares positivos ¢y, ¢o ¢ Ryw). Caso contrario, dize-
mos que w € misto. Denotamos o conjunto de todos os estados sobre § por .#5.

A positividade de w leva a seguinte propriedade crucial:

3Se ha uma topologia em § & nossa disposicio, podemos definir a condicdo de normalizacdo de um
estado mesmo na auséncia de identidade.
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LEMA B.5 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ) Seja ¢ um funcional linear po-
sitivo sobre uma *-dlgebra (nao necessariamente unital) §. Entao, (i) ¢(x*y) = ¢(y*x)

(em particular, se § € unital, ¢(z*) = ¢(x)) e (i) |op(z*y)|? < ¢(z*x)d(y*y), para todo
z,y €F (em particular, se § é unital, |¢(x)|> < ¢(1)d(x*x)).

PRrROVA (ESBOGO).  Para todo A € C, temos que ¢((Ax +y)*(Az +y)) > 0. Por
linearidade,

IAPo(z*z) + Ap(z*y) + Ad(y*z) + ¢(y*y) > 0.

A realidade do primeiro membro da desigualdade acima implica (i), de onde segue
que podemos tomar agora A € R. Escolhendo apropriadamente um intervalo para
A, prova-se (ii). O

De posse do Lema B.5, podemos facilmente construir uma representacao de § por
operadores lineares densamente definidos num espago de HILBERT J7 naturalmente
associado a um funcional linear positivo ¢. Primeiro, notar que o aniquilador Anng
de ¢, dado por Ann¢g = {z € § : ¢(z*z) = 0}, é um ideal a esquerda de §. De fato,
Ann¢ é um subespago vetorial de §, devido a linearidade de ¢ e ao Lema B.5. Mais
ainda, dados = € Anng,y € §, temos que ¢((yx)*yz)? < ¢(z*z)d((z*y*y)(y*yz)) = 0.
Considere agora o espago quociente §/Ann¢ > [z],[y], que admite o produto escalar
dado por ([z], [y]) = ¢(x*y). Completando §/Ann¢ > [z], [y] com respeito & norma ||.||
associada a (.,.), obtemos o espago de HILBERT 47 = (§/Anng)l-.

Consideremos o operador 74(x) associado a z, definido no subespaco linear denso
§/Anng por 74(z)[y] = [ry]. Como o adjunto de 7y(x) é dado por 7Ty(x)*[5/Anne =
7y(2*) e ambos sdo densamente definidos, segue que 7,(z) é fechavel [RS80], com fecho
my(2) = me(x)** C my(2*)* (lembrar que, dados operadores lineares densamente defini-
dos A, B com respectivos dominios D(A), D(B), A C B denota que B é uma eztensao
de A, ie., D(B) D D(A) e Blpuy = A) Logo, my(x) = mg(x) = mg(x)* define uma
representacao de § por operadores lineares fechados e densamente definidos em J73.
O operador anti-linear densamente definido dado por Sy : [x] +— [z%] serd crucial no
desenvolvimento da teoria modular de TOMITA-TAKESAKI mais adiante.

Note que a representacao 7, ¢ fiel se e somente se ¢(x*z) > 0 para todo x # 0. Se
$ € unital e w é um estado, portanto, ¢, é fiel se e somente se w é fiel, justificando
o nome que demos. Para § unital, ha ainda um elemento especial de 7, dado por
2 = [1]. Obviamente, ||©2|| = 1 se w ¢ um estado; mais importante, segue que o con-
junto m,(F)Q = F/Anng é denso em JZ,, i.e., Q é um vetor ciclico para 7,(F).* Neste
caso, a representacao construida acima, denotada pela tripla (%, 7, 2), é denominada

4No caso de C*-algebras, é possivel construir um vetor ciclico mesmo na auséncia de uma identidade
[Mur90].
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representacao ciclica ou representacao WIGHTMAN-GNS de § associada ao funcional
linear positivo w.? m, ¢ fiel se e somente se ), além de ciclico, for separante para g,
ie., m,(z)2=0 = 2 =0.

A representacdo WIGHTMAN-GNS de uma *-algebra unital § associada a um fun-
cional linear positivo ¢ é tinica no seguinte sentido: seja m uma representagao de § por
operadores lineares densamente definidos e fechados num espaco de HILBERT 57, tal
que:

e Existe um dominio 2, comum a todos 7(z)’s, denso em JZ e tal que 7§27 C Z;

e Existe um vetor & € Z ciclico para 7(§) tal que 7(F)P’ = Z e (¥, 7(x)P") =
¢(x) para todo x € §.

Podemos entao definir o operador linear U : §/Ann¢ — 5 como Ulz] = m(x)P'.
U é densamente definido e satisfaz (Ulz], U[y]) = ¢(z*y) = (7(z)®’, 7 (y)P') para todo
x,y € §, ou seja, U é uma isometria. Pelo Teorema BLT [RS80], U se estende unica-
mente a uma isometria U de J7, em J, injetora e com imagem densamente definida.
Invocando uma vez mais o Teorema BLT, temos que U é uma bijecao, e sua inversa
U~1 = U* também é uma isometria. Ou seja, as representacoes m, e 7 sao unitaria-
mente equivalentes.® Outra conseqiiéncia importante é que, se ® = [1] é o vetor ciclico
de 7y, entdo U® = &’. Uma conseqiiéncia imediata deste fato, que podemos declarar
como um Corolario, é:

COROLARIO B.6 Se « é um *-automorfismo de uma *-dlgebra unital § e ¢, um funci-
onal linear positivo tal que ¢ o @ = @, entao existe um unico operador unitario U, em

H tal que my(a(z)) = Uny(x)U L. O

Ou seja, uma condicao suficiente para que um *-automorfismo « seja unitariamente
implementavel em JZ} é que ¢ seja invariante pela acao de . Este ¢ o principal me-
canismo de implementacao de simetrias na teoria quantica. Por fim, h4 uma relagao
estreita entre a pureza de um estado w e uma contraparte “fraca” da nocao de irredu-
tibilidade para m:

®GNS atende pelos nomes de GEL'FAND e NAIMARK [GN43] e SEGAL [Seg47|, que propuseram a
construcdo acima no caso em que § é uma C*-algebra — ver Secao B.2. O nome de WIGHTMAN vem
anexo pois a construcao acima é a parte central de seu Teorema de reconstru¢ao de campos quanticos
a partir de uma hierarquia de fun¢ées de n pontos [SW00]. Teremos mais a dizer a respeito na Se¢do
B.3.

6No caso em que § é uma C*-algebra, a unicidade da representacio GNS, dada por U, permanece
mesmo se § nao possui identidade, mas neste caso o vetor ciclico de 74 nado necessariamente pertence
a §/Anng, e devemos impor analogamente apenas que 7(§)®’ C Z é denso em S
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TEOREMA B.7 Seja w um estado sobre uma *-dlgebra unital §. Defina o comutante
fraco

To(§)w =T € B(A) : (T7[z], mu(y)[2]) = (mo(y)[a], T[2]), Vo, y, 2 € T}

de 7,(F); m,(§),, € um subespago linear *-invariante de HB(H,,). Entao, 7,(F),, = C1
se e somente se w for puro. Mais ainda, existe uma correspondéncia biunivoca wr < T

entre funcionais lineares positivos wr satisfazendo wr < w e elementos positivos T de
pin ()., satisfazendo ||T|| < 1.

w

PROVA. (=) Suponha que w é misto. Entao existe um funcional linear positivo
W' tal que W'(z*z) < w(z*x), para todo z, e tal que &’ nao é um multiplo de
w. Aplicando a desigualdade de CAUCHY-SCHWARZ, temos que |w'(z*y)|? <
|7 (2)2|?||70 (y)||2. Portanto, m,(z)Q x 7,(y)Q2 — W'(z*y) define uma forma
sesquilinear limitada e densamente definida em 57, Assim, existe um tnico
operador limitado 7' em %, tal que (m,(2)Q,T7,(y)?) = '(z*y), e T nao &
um multiplo de 1. Mais ainda, 0 < (7, (2)Q, Tm,(2)Q) < [|7u(2)|?, e, assim,
0 <T < 1. Mas, neste caso,

(s (2)Q, Ty (y) o (1)) = w'(27yz) = w'((y"2)"2) = (10 (y") 7 (2)Q2, Ty (2)Q2)

para todo x,y,z € §, provando que T' é um elemento nao-trivial de 7, (F).,.
(<) Suponha que T € 7,(F).,, T ¢ CL. Entao, T* e, portanto, T+ T™* pertencem

a 7, (F).,, sendo que o ultimo é auto-adjunto e nao-trivial. Defina S = A\(2||T" +

T + (T +T%)) € my(F),,, onde X > 0 ¢é escolhido tal que [|S| < 1. Entao,

w

0 < S < 1, e portanto existe um projetor espectral P de S tal que 0 < P < 1 e
P € 7,(%).,- Considere o funcional linear w'(x) = (P, m,(x)Q). w’ é positivo,
pois

W'(z*x) = (PQ, my, (2", (2)Q) = (7, (2)Q, Pry,(2)Q) = (Pr,(x)Q, m, (2)Q) > 0.

Finalmente,
w(r*z) — W' (2*z) = (7, (2)Q, Pr,(2)Q) >0,

mostrando que w é misto.

A assertiva final segue automaticamente dos argumentos acima. (]

B.2 C*-algebras e algebras de VON NEUMANN

B.2.1 C*-algebras

Vamos agora dar uma condigao suficiente para que os operadores fechados my(x)
construidos por meio da representacao WIGHTMAN-GNS na Secao B.1 sejam limitados.
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Se pudermos encontrar para todo z um C(z) > 0 tal que ¢((za)*za) < C(z)?*¢(a*a)
para todo a € § e todo funcional linear positivo ¢ (i.e., C ndo depende de ¢), entio se-
gue que ||74(z)[a]|| < C(x)]||[a]||. Portanto, pelo teorema BLT, m4(x) admite uma tnica
extensdo a J, e ||my(2)¥| < C(x)|| V| para todo U € J7,. Neste caso, m4(2*) = m4(x)*
e, assim, 7, define uma *-representacao de § por operadores limitados em 7.

A maneira mais 6bvia de obter C' como no paragrafo anterior € impor uma norma
|l.]| em § tal que o produto e a involucdo de § sejam continuas com respeito a esta
norma, definindo uma *-dlgebra normada. Em particular, podemos escolher uma norma

equivalente a original tal que ||zy|| < ||z||||ly]| e, portanto, ||1]| = 1 se F for unital (tal
propriedade esta subentendida ao longo de todo o presente trabalho). Veremos que
C(z) = ||x|| satisfaz a condi¢do no paragrafo anterior se:
1. § é completa com respeito a ||.|| (dizemos entdo que § é uma *-dlgebra de BA-
NACH), e
2. fla*z] = [lolf?. Neste caso, segue aue [lz]%, | < [|a]l.Jlo*|| e, portanto, [la]] =
[l

DEFINIGAO B.3 Uma C*-algebra 2 é uma *-dlgebra de BANACH cuja norma satisfaz
a condigao C* ||z*z|| = ||z||*>.”

Um exemplo tipico de C*-algebra é a *-algebra unital #() de operadores limita-
dos num espaco de HILBERT complexo 7. Vamos citar agora dois resultados de uso
freqiiente, que mostram outrossim a forca da Definicao B.3.

PROPOSIGAO B.8 Todo *-morfismo p de uma *-dlgebra de BANACH unital B numa
C*-dlgebra € satisfaz ||p(x)|| < ||z|| para todo x € B. Se B é uma C*-dlgebra, entdo
p(B) € uma C*-subdlgebra de €, e ||p(z)| = ||z|| para todo x se e somente se p é um
*_-monomorfismo.

PrOVA.  Ver as Proposigoes 2.3.1 e 2.3.3 de [BR87]. O

PROPOSICAO B.9 Todo funcional linear positivo ¢ sobre uma C*-dlgebra A (nao ne-
cessariamente unital) satisfaz as sequintes propriedades:

(i) ¢(z*) = $(x);
(ii) |o(x)]? < ||ol|d(x*z) (em particular, ||¢|| = ¢(1) se A for unital);

" Na verdade, ndo é necessério impor a condigao ||zy|| < |z||||y]| ou mesmo a continuidade do
produto e da involugdo como axiomas definindo uma C*-algebra. ARAKI e ELLIOTT [AE73] mostraram
que a primeira condigdo, e, portanto, a condigao ||z|| = ||z*|| seguem dos demais axiomas (completeza
da norma, estrutura de *-algebra e a condigao C*).
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(iii) |p(z"yx)| < ¢p(z"a)lyl;
(i) ||¢]] = sup{@(z*z) : ||| = 1}.

Prova.  Ver a Proposicao 2.3.11 de [BR8T7]. O

Segue da Proposi¢ao B.9(iii) que ¢((zy)*zy) < ||z]|*¢(y*y). Portanto, C(z) = ||z|
satisfaz a estimativa no primeiro paragrafo desta Secao, e a representacao GNS 7y ¢é,
assim, uma *-representacao de 2 por elementos da C*-algebra #(7;). O exemplo
aparentemente particular de C*-algebra dado por m4s(2(), na verdade, ¢ o mais geral
possivel, pois GEL'FAND e NAIMARK provaram [GN43| que toda C*-algebra é *-isomorfa
auma C*-subélgebra de B() para algum espaco de HILBERT /. Mais precisamente,
a representacao universal

%:@%7ﬂu:@ﬂw

wESy wESY

é fiel, pois pode-se provar [BR87| que, dado = € 7, existe um estado puro w, tal que
wy(x*z) = ||z[|>. Como m,, neste caso é irredutivel (ver proximo paragrafo), segue
que m, possui, dentre suas subrepresentacoes irredutiveis, 7, para todo x. Portanto,

mu(x) # 0 para todo z # 0.

Por fim, consideremos a seguinte classe de elementos de uma C*-algebra 2. Dizemos
que x € 2 é positivo se for auto-adjunto e seu espectro o(x) satisfaz o(x) C R, ou,
equivalentemente, pode ser escrito como z = y*y, y € A.®8 Os elementos positivos de A
formam um cone convexo 2 que satisfaz 2, N (—2A,) = {0}, e todo elemento auto-
adjunto z € A pode ser escrito como a decomposicao ortogonal x = x, — z_, onde
1y = 2(x+|z]) € Ay, 2] = Va*z e zyx_ = 0. Podemos, assim, impor o seguinte
ordenamento < aos elementos auto-adjuntos de 2, dado por v <y & y—x € A,
Vemos imediatamente que A < B e B < A implicam A = B, e, pela formula do raio
espectral [RS80, Rud91], segue que Ay > = < ||z||[1. Assim, quando nos referimos a
subconjuntos (de)crescentes de 2, e a limites superiores, supremos, limites inferiores
ou infimos de subconjuntos de 2, , serd sempre em relacao ao ordenamento < definido
acima.

8A primeira vista, poderiamos definir positividade diretamente numa *-algebra na Secdo B.1
usando esta condigdo. Evitamos esta terminologia explicita neste caso mais geral (exceto, é claro,
na definigdo de funcional linear positivo e estado numa *-algebra), pois a representacdo WIGHT-
MAN-GNS de um elemento “positivo” neste sentido define um operador fechado e simétrico, mas nao
necessariamente auto-adjunto. Assim, a noc¢ao intuitiva de operador positivo como referindo-se a nao-
negatividade do espectro se perde para *-algebras, o que poderia levar a mal-entendidos perigosos.
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B.2.2 Algebras de VON NEUMANN

Consideremos agora um estado w sobre 2. Neste caso, o comutante fraco m, (),

¢ uma C*-dlgebra, e coincide com o comutante 7,(A) = {T € B(HA,) : [T, 7,(A)] =
Tr,(A) — m,(A)T = 0, VA € A} de 7m,(A) em AB(H,). Podemos entdo reforcar a
conclusao do Teorema B.7: w é puro se e somente se m, ¢é irredutivel. Mais ainda,
7,(A) é uma C*-dlgebra de um tipo bastante particular, pois 7, ()" = (7, (2)")".

DEFINICAO B.4 Seja uma C*-dlgebra unital R concretamente realizada como uma C*-
subdlgebra de B(A) para algum espago de HILBERT 2. Dizemos que A € uma algebra
de VON NEUMANN se R = R”.

Dizemos que uma algebra de VON NEUMANN fR fatorial, i.e., 3(§) = §NF = C1,
é simplesmente um fator. O Teorema do Duplo Comutante de VON NEUMANN nos
diz que uma *-subéalgebra nao-trivial & de #(#’) é uma algebra de VON NEUMANN
se e somente se R fechada nas topologias forte, fraca e o-fraca (também chamada
ultrafraca) de AB(). Esta ultima ¢ dada pelas seminormas Y .~ [(¥;,.®;)|, onde
{U,}i,{®;}; C A satisfazem > ° || V]3> 0, |®i]|* < oo. Mais ainda, dada uma
C*-subélgebra 2 € B(), temos que A" é o fecho de A nas topologias forte, fraca e
o-fraca. Citamos dois resultados acerca dessa tltima topologia:

PROPOSICAO B.10 Seja R uma dlgebra de VON NEUMANN, e J um ideal o-fracamente
fechado a esquerda e a direita em R. Entdao J é um *-ideal, e existe uma projecao

E € 3(R) tal que 3 = E*R.
PrOVA.  Ver a Proposicao 2.4.22 de [BR87|. O

TEOREMA B.11 Dadas duas dlgebras de VON NEUMANN R ¢ &, um *morfismo de
R em & ¢ necessariamente o-fracamente continuo.

PrOVA.  Ver o Teorema 2.4.23 de [BR87]. O

Se 2 é uma C*-subélgebra de Z(), vé-se que A é densa em 2" nas topologias
forte, fraca e o-fraca de A().

Note que, se um elemento 7" € H(J) comuta com z = z* € R, ele comuta com
todas os projetores espectrais de x. Portanto, essas projecoes pertencem a ‘R. Utili-
zando a decomposi¢ao de um elemento de Z(.7’) numa combinacao linear de elementos
auto-adjuntos, segue que as projecoes de R sao densas em R na norma; ji utilizando-se
a decomposi¢do numa combinagao linear de elementos unitarios [RS80], mostra-se que
r € R se e somente se a isometria parcial v e o elemento positivo |z| ocorrendo na
decomposicao polar z = u|z| de x, bem como todos os projetores espectrais de |z|,
pertencem a R [BR87|. Mais em geral, dado um operador linear densamente definido
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e fechado T' em 7, dizemos que T é afiliado a R se W D(T) C D(T) e Tx O xT para
todo = € R’. Equivalentemente, T' ¢ afiliado a R se e somente se a isometria parcial
U e os projetores espectrais do operador positivo |T'| ocorrendo na decomposi¢ao polar
T =U|T| de T pertencem a ‘.

Dada uma &lgebra de VON NEUMANN R, seu predual ‘R, consiste dos funcionais o-
fracamente continuos em fR. Este é um subespaco de BANACH do dual R* do espaco de
Banach R, sendo que este tltimo coincide precisamente com o dual (fR,)* de R, [BR87].
O exemplo tipico é B(IH) (A separavel), cujo predual é dado pelos operadores “trace
class” L (), e o pareamento dual é dado pelo traco em 7. Temos, em geral, o
seguinte resultado estrutural, devido a SAKATI:

TEOREMA B.12 (SAKAI [Tak01]) Uma C*-dlgebra A € *-isomorfa a uma dlgebra de
VON NEUMANN se e somente se for o dual de algum espag¢o de BANACH. 0

Devido ao Teorema B.12, é costume denominar tais algebras de VON NEUMANN
“abstratas” por W*-dlgebras (W corresponde a “weak”, denotando fecho na topologia
fraca), mas aqui usaremos os dois termos alternadamente ao tratar de tais C*-algebras.
Vemos também que a topologia mais naturalmente associada a uma &lgebra de VON
NEUMANN ¢ a topologia o-fraca, e é a esta que, por exemplo, nos referimos ao empre-
gar a versao “topologizada” dos Teoremas de B.1 a B.4 no contexto de W*-algebras,
conforme a Observagao B.2. Contudo, conforme a Proposi¢ao 2.4.2 de [BR87|, a ope-
racao de multiplicacao é separadamente o-fracamente continua nas duas variaveis, mas
nao é conjuntamente o-fracamente continua se a W*-algebra em questao for fielmente
realizada num espaco de HILBERT de dimensao infinita.

Dada uma C*-algebra &/ e um estado w, temos uma algebra de VON NEUMANN
em ., naturalmente associada a este par, dada por 7, (2)”. Mais em geral, é possivel
mostrar que o duplo dual 2** de 2 é uma C*-algebra *-isomorfa a m,(2)”, denotada
W*-dlgebra envolvente (universal) de 2. Esta é a menor W*-algebra que contém 2, e é
*-isomorfa a 7, ()" se w for fiel. Um estado w sobre uma algebra de VON NEUMANN R
sobre . é dito normal se existe um elemento “trace class” p € B(H) tal que Tr(p) = 1
e w(z) = Tr(px). Todo estado w sobre uma C*-algebra 2 admite uma tnica extensao
normal a 2™, que ¢é fiel se e somente se w o ¢ |[Tak01].

Estados normais possuem a seguinte caracterizacao:

TEOREMA B.13 Seja w um estado sobre uma dlgebra de VON NEUMANN ‘R no espa¢o
de HILBERT $). Entao, sao equivalentes:

(i) w € normal;
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(ii)) w € o-fracamente continuo;

(11i)  Dada qualquer rede crescente {A,} C Ry limitada superiormente, seque que

(5P, Aq) = sup, w(Ad).
PrOVA.  Ver o Teorema 2.4.21 de [BR87]. O

Cabe aqui um comentario sobre a condigao (iii) do Teorema B.13. Nao é 6bvio que,
dada uma rede crescente {A,} C PR, limitada superiormente, existe sup, A, € R. Que
isto ¢ verdade, pode ser visto a seguir: seja R, o fecho de {4z : B > a} na topologia
fraca de Z(°). Como a bola unitaria fechada (), deste tltimo é fracamente
compacta, ? segue da estrutura de cone de R, que existe A € N,NR,. Para todo A,,
{B € #(); : B> A,} é o-fracamente fechado e contém R,, portanto A > A,
para todo a. Qualquer elemento B majorando {A,} majoriza seu fecho fraco e, assim,
B > A. Logo, A = sup, A,. Mais ainda, A, — A na topologia o-fraca, pois esta
coincide com a topologia fraca em (), |[BR87|, estabelecendo assim (ii)=-(iii) no
Teorema B.13. Dizemos em geral que um funcional linear positivo ¢ numa &lgebra de
VON NEUMANN %R é normal se satisfaz a condicao (iii) do Teorema B.13.1

Concluimos esta se¢cao com a classificacao de algebras de VON NEUMANN introdu-
zida por MURRAY e VON NEUMANN: seja

PR)={E€R: E=FE =E%

o conjunto das proje¢ées da algebra de VON NEUMANN R. Z(fR) possui um ordena-
mento parcial < herdado de JR, e dados quaisquer F, F' € Z(R), temos que existem
o complemento E+ =1 — E de E, o infimo ENF = s —lim,_.o(EF)" (por s — lim
entende-se o limite na topologia forte de R) e o supremo EV F = (E+ A F1)t de E
e F' com respeito ao ordenamento < ' — ou seja, (Z(R), <,V, A, 1) é um reticulado

Note que todo Z(#) ¢ uma &lgebra de VON NEUMANN e, como tal, é o dual de um espago de
BANACH — este ultimo, neste caso, é formado pelos seus elementos “trace class” [BR87]. A assertiva
segue entdo do teorema de BANACH-ALAOGLU [RS80].

'0F0i demonstrado por KADISON [Tak01] que uma C*-algebra 21 ¢ uma W*-algebra se e somente se
toda rede crescente {A,} C 2, limitada superiormente possui supremo sup,, A, € A e os estados que
satisfazem a condigdo (iii) do Teorema B.13 separam elementos em 2y, i.e., dado 0 # x € A, existe
um estado normal w tal que w(A) # 0.

1Dado um conjunto parcialmente ordenado (S, <), o infimo de z,y € S é um elemento z Ay € S
tal que x Ay < z,ye z < z,y = 2z <z Ay, osupremo de x,y € S é um elemento z Vy € S
tal que z,y < xVyex,y < w = zVy < w, e uma operacao de complemento é uma bijecao
L8 — S que satisfaz (z5)t =2, (rAy)t =zt vyte (zVy)t =2t Ayt Setodo par z,y € S
possui supremo e infimo, dizemos que (S, <,V,A) é um reticulado (“lattice”) — em particular, todo
reticulado é direcionado, i.e., dados z,y € S, existe z > x,y. Se, mais ainda, S possui uma operagao
de complemento *, entdo dizemos que (S, <,V,A,+) é um reticulado ortocomplementado.
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ortocomplementado.

Introduzimos a seguinte relagdo de equivaléncia em Z2(R): dados E, F € Z(R),
dizemos que E ~ F se existe W € R tal que W*W = E e WIW* = F (i.e., W é uma
isometria parcial com fonte E e alvo F). Dizemos ainda que E é uma subprojecao
de F se E < F (E é propria se, além disso, E # F), e definimos a seguinte relac¢ao
de ordem em Z(R)/ ~> [E|,[F]: [E] # [F] se E é equivalente a uma subproje¢ao
de F' (a defini¢do claramente independe da escolha de representante). Usando uma
*_representacao fiel de R num espaco de HILBERT 7, ¢ facil provar que E < F se
e somente se FF' = F, justificando nossa terminologia. Mais ainda, usando a cor-
respondéncia biunivoca F +— RanFE que existe entre os elementos de &2 (HAB(H)) e os
subespacos fechados de .77, vemos que

dim RanE < 400 se e somente se nao existe 0 # F' < E tal que F' ~ E.

Podemos definir abstratamente, entdo, que E € Z(R) é finita se satisfaz a condigio
acima, que obviamente nao depende da realizacao de R em 5. Dizemos ainda que F
é infinita, caso contrario.

DEFINIGAO B.5 (MURRAY-VON NEUMANN) Seja R uma dlgebra de VON NEUMANN.
Uma funcio d : P(R) — R, U {+oo} € dita ser uma fungio dimensional se d(E) =
0=E=0,E~F=dE)=dF)eE<F-=dEVF)=dE+F)=dE)+d(F)
— tais propriedades determinam d a menos de um multiplo A € R~ {0}, e d(E) < +o0
se e somente se E for finita. Dizemos que R € finita se d(1) < +oo, e infinita caso
contrdrio. R é semifinita se todo E € P (R) possui uma subprojecio finita F # 0, e
puramente infinita se toda E € Z(2R) € infinita.

Se R € um fator, dizemos que R €:

e Tipo I, se Rand = M0,1,....,n}, n=0,...,400 (equivalentemente, R € tipo I
se possui uma proje¢cao minimal E # 0, i.e., F # E = F = E). R € finito se e
somente se n < +00;

e Tipo IT se for semifinito, mas nao for tipo I. R €, entao, tipo II; se Rand = A0, 1]
(equivalentemente, se R for finito) e tipo Il se Rand = Ry U {+o0};

e Tipo III se for puramente infinito, i.e., Rand = {0, +oc}.

Varios dos resultados mais avancados acerca de algebras de VON NEUMANN fazem
uso do conceito de peso, que generaliza o conceito de funcional linear positivo. Dada
uma W*-algebra R, um peso em R é uma funcio w : R, — R, U{+o0} (onde conven-
cionamos 0. 4 oo = 0) que satisfaz (i) w(A) + w(B) =w(A+ B) e (ii) w(aA) = aw(A),
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para todo A, B € R;, a € R,. Um peso 7 é dito tracial (ou simplesmente um trago)
se w(A*A) = w(AA*), para todo A. Denominando R,y = {A € R, 1 w(A) < +oo} e
L, ={A€eR  w(A*A) < 400}, temos imediatamente que R, é um cone hereditdrio
emR,,ie, 0< A< BeR,, = AcR,, eR, =spancR,; = £ L,. Assim, o peso
w se estende por linearidade a um funcional linear positivo na *-algebra R, — em parti-
cular, se w é um traco, entao w(AB) = w(BA) para todo A, B € R,,. Dizemos que um
peso w é normal se satisfaz a condigao (iii) do Teorema B.13, fiel se wly, for fiel, e semi-
finito se R, for o-fracamente densa em PR. E possivel provar que toda algebra de VON
NEUMANN R admite um peso normal, fiel e semifinito, e que R é semifinita se e somente
se admitir um trago 7 normal, fiel e semifinito [Tak01, Tak03a| — a reciproca da tltima
assertiva é imediata, pois se £/ é uma projecao em R,, entao F é necessariamente finita.

Algebras de VON NEUMANN R o-finitas, i.e., tais que todo subconjunto S € 2 (%)
mutualmente ortogonal (i.e., que satisfaz £ < F* para todo E,F € S) é enumerdvel,
podem ser decompostas SR numa “integral direta” de fatores, em termos do conjunto de
proje¢oes centrais 3(R)N P (Z). R é o-finita se e somente se admite um estado normal
e fiel w [BR87|. Assim, pode-se dizer que, para tais algebras, a tarefa de classificagdo
se reduz a classificacao de fatores. Um refinamento da classificagao dada pela Defini¢ao
B.5, para fatores de tipo III, sera apresentado sucintamente no final da Secao B.2.3.

B.2.3 Teoria modular de TOMITA-TAKESAKI

Estamos agora em condicoes de discutir uma estrutura tipica de algebras de VON
NEUMANN, extremamente ttil e poderosa. Considere uma C*-algebra 2 e um estado
fiel w. Identificamos entao a W*-algebra envolvente 2A** = 7, ()" = R no espago
de HILBERT 47, = 7, o qual possui, por conseguinte, um vetor ciclico e separante
Q2. Definamos os operadores anti-lineares densamente definidos Sy (j4 mencionado en
passant na Secao B.1) e Fy como

D(Sy) = RO, SeAQ = A*Q; D(Fy) = R Q, SpA'Q = A*Q

(Fy é densamente definido, pois um vetor ® é ciclico para uma algebra de vVON NEU-
MANN & se e somente se for separante para &’). Segue que Sy C FJ e Fy C S, e,
portanto, tanto Sy e Fy sao fechaveis. Pode-se ainda provar que [BR87]

(B.1) Fy=5=SeS;=F=F

DEFINICAO B.6 Sejam J o operador anti-unitario (i.e., J € anti-linear, inversivel e
tal que (J®,JU) = (D, V) = (U, D) para todo ®,V € ) e A o operador positivo
da decomposicao polar S = JAz de S. Dizemos que A € o operador modular, e J, a
conjugacao modular, associados a R, ().
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O nome tem sua origem em Andlise Harmonica: ao definirmos a involugao da *-

algebra de convolugao das fungoes continuas de suporte compacto sobre um grupo to-
polégico localmente compacto, precisamos introduzir a derivada de RADON-NIKODYM
da medida de HAAR invariante & direita em relacao a medida de HAAR invariante
a esquerda, que é denominada fun¢dao modular (essa fungao é igual a 1 para grupos
Abelianos ou compactos). Segue de (B.1) que

(B2) A=FS, A~ = SF, F = JA2, J = J* (e, portanto, J> =1) e A2 = JAz .
O resultado mais importante envolvendo J e A é o

TEOREMA B.14 (ToMITA-TAKESAKI [BR87, Tak03a|) Seja R uma dlgebra de VON
NEUMANN em 7 com vetor ciclico e separante ), e A e J respectivamente o operador
modular e a conjugacao modular associados a (R, ). Entao,

JRJ =R e AYRA™" =R, YVt € R.
O

Em particular, ¢ — A% define um grupo uniparamétrico fortemente continuo de
operadores unitarios em 7, com gerador log A, definido pelo Teorema Espectral, que,
pelo Teorema B.14, implementa um grupo o-fracamente continuo de automorfismos de
R e de R’ (neste ultimo, o sinal de ¢t é trocado), denominado grupo modular. Para
R =7, (A)”, onde A é uma C*-algebra, e Q o vetor GNS ciclico e separante associado
a um estado w, escrevemos, entao, para cada x € .

(B.3) @) =75 (m(x)]), e
(B.4) o¥(x) = m (Alr,(2)A™).

Note que as formulas (B.3) e (B.4) assumem valores em 2**, i.e., 7! denota, em
ligeiro mas in6cuo abuso de notacao, a sua tnica extensao o-fracamente continua a
7,(20)”. Uma féormula da mais alta importancia que segue da defini¢do dos objetos

modulares é:

1 1

(Db (), Abmy ()2) = (T (0)2 Tr () Q) = {m(y") 2, i (2)2)
%
(B.5) (09, ()0, (1)) = w(ya).

A teoria modular de TOMITA-TAKESAKI pode ser estendida a algebras de VON
NEUMANN arbitrérias se empregarmos um peso normal, fiel e semifinito ao invés de um
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estado normal e fiel. As demonstragoes, contudo, sao consideravelmente mais compli-
cadas.

Por fim, ha uma relacao rigida entre os grupos modulares associados a dois estados
(ou, mais em geral, pesos semifinitos) normais e fiéis ¢,w sobre uma éalgebra de VON
NEUMANN ‘R, dada pelo

TEOREMA B.15 (CONNES) FEziste uma familia uniparamétrica t — Ty = (D¢ : Dw),
de elementos unitdrios de R que satisfaz o (A) = Tyo(A)TF e a relagio de cociclo
Lips =o' (Ts). Em particular, se ¢ = w(U.U*), onde U € R é um elemento unitdrio,
entao necessariamente I'y = U*oy (U).

ProvA.  Ver o Teorema 2.7.16 de [BR87] e o Teorema 5.3.34 de [BR97]. O

A expressio S(¢|lw) = Lw((D¢ : Dw);)li—to define também a entropia relativa de
¢ em relagao a w [Ara76, BR97, OP93|. Os cociclos definidos no Teorema B.15 sao de
importancia fundamental na classificacao de fatores de tipo III realizada por CONNES
[BR87, Tak03a|. Seja & um fator o-finito, e R 3 u — a, um grupo uniparamétrico
o-fracamente continuo de *-automorfismos de R, de modo que faz sentido falar da
integral o-fraca

LNR) > f > ap(A) = /f(t)ozt(A)dt, Aen.

Isto é, o funcional R, > ¢ — ¢(ap(A)) = [ f(t) ))dt define um elemento de
(R.)* =R para cada A € R, f € L}(R ) Deﬁna a subalgebm de ponto fizo R* ={A €
R (A = A vt € R}, O espectro de ARVESON de «. é dado pela interseccao dos
suportes das distribui¢oes temperadas a valores em R f +— af(A) para A € R, ou,
equivalentemente,

ola) =R~ U{U C R aberto: ay(A) =0,VA €N, f € L'(R), suppf C U},
e o espectro de CONNES é dado por

)= (] ololae)

EcZ(R)NR>

Consideremos agora o grupo modular ar, = 0“ associado ao estado normal e fiel w. Como
o espectro de um operador auto-adjunto é invariante pela acao adjunta de um operador
unitario [RS80], segue do Teorema B.15 que I'(R) = I'(0*) independe de w. Pode-se
ainda provar [BR87, Tak03a] que expI'(R) = S(R) \ {0} é um subgrupo multiplicativo
de Ry, onde S(R) = (,com., Annw—{0} 7(Au) € A, & o operador modular de TOMITA-
TAKESAKI associado a w, e que I'(!R) = {0} se e somente se R for semifinito. Segue dai
que as possibilidades restantes para S(R) em virtude de sua estrutura multiplicativa
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e S(R)=1{0,1};
e SR)={0}U{N":neZ}, A€ (0,1);
e S(R) =R,

sO se realizam para R de tipo III.

DEFINIGAO B.7 (CONNES) Dizemos que R € tipo Il se S(R) = {0,1}, tipo I,
A€ (0,1), se SR) ={0}U{\":neZ}, A€ (0,1), e tipo ITT; se S(R) = R,.

De particular interesse em Teoria Quantica de Campos sao os fatores hiperfinitos
(uma algebra de VON NEUMANN R é hiperfinita ou injetiva se for gerada pela uniao
de uma seqiiéncia de algebras matriciais de dimensao crescente) de tipo I11;. Estes
tipicamente aparecem como limites termodinamicos de algebras locais associadas a
uma rede, tais como o fator de ARAKI-WOODS, dado pelo limite termodinamico de
algebras de observaveis de sistemas de spin em temperatura finita [BR97]. Foi provado
por HAAGERUP, completando resultados parciais anteriores de CONNES, que o fator de
ARAKI-WOODS é o 4nico fator hiperfinito tipo I1I; a menos de *-isomorfismo |Tak03b|.
Finalizamos esta Secao com dois critérios uteis para determinar se (R é tipo III.

TEOREMA B.16 Dado um estado normal e fiel w, R € tipo 11I se e somente se 0*|mp
nao for um grupo de automorfismos internos (i.e., nao existe um grupo o-fracamente
continuo R > t v Uy de unitdrios de R tal que of(.) = US.Up, YVt € R) para nenhum
E e 2(R)N3R).

ProvA.  Ver o Teorema 2.7.17 de [BR87| e a discussao precedendo o Teorema
5.3.35 de [BR97|. O

O segundo critério é devido a DRIESSLER [Dri77]:

TEOREMA B.17 (|Dri77|) Seja 5 um espago de HILBERT separdvel, R uma subdlge-
bra de VON NEUMANN de B() e Q) um vetor ciclico e separante para R. Suponha que
existe uma subdlgebra de VON NEUMANN infinita 1 C R e {o,}nez, uma seqiiéncia
de *-automorfismos de B(H) satisfazendo:

1. a,(R1) C Ry, para todo n;
2. w —lim, o o, (A1) = w(A))1, para todo Ay € Ry, 0 Z w € Ry,
3. s —lim, . [A, a,(A1)] = {0}, para todo A € R, Ay € R;.

Entao R € tipo 111
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PROVA.  Suponha que P # 0 é uma projecao finita. Neste caso, PRRP é finita e,
como vimos no final da Subsec¢ao B.2.2, possui um traco normal, fiel e semifinito 7.
Como Pf) é ciclico e separante para PRP em P.J7 | segue do anédlogo do Teorema
2.5.31 em [BR87| para pesos [Tak03a] que 7 é¢ implementado por um tnico vetor
tracial £ € P#. Obtemos, entdo, que

lim (€, @, (4) Py (B)E) 2 lim (€, 0, (AB)E) 2 (€, ABE) = (€, BAY).

O limite acima define, portanto, um traco normal, fiel e finito 7 em My, i.e.,
T1(A) < 400 para todo A € Ry, implicando que R, ¢é finita, o que é absurdo. O

B.2.4 Sistemas C*- e W*-dinAmicos. Condicao KMS

Vamos chegar agora numa interpretacao fisica para a formula (B.5). Primeiro, notar
que, dado A € R, as integrais o-fracas

(B.6) A, = \/g/af(A)e—ntht, nesZ;

(i.e., P(A,) = \/g/gb(cr;”(/l))e_"ﬁdt para todo ¢ € S*)

definem unicamente uma seqiiéncia de elementos (A,) que convergem o-fracamente
para A (ver Proposi¢ao 2.5.18 de [BR87]), e tais que cada A,, é um elemento analitico
para oy, i.e., existe A > 0 e uma funcao fa, : R+ i(—\,A) — R tal que f(t) = oy(A)
para todo t € R e z — ¢(f(z)) é analitica em R + i(—\, \) para todo ¢ € R,. Logo,
oy possui um conjunto o-fracamente denso de elementos analiticos B em fR. Para tais,
escrevemos fgp(z) = 0¥ (B).

Retornemos a (B.5). Escolhendo A = 1 e B um elemento analitico de R na faixa
R+ i(—1/2,1/2) (isso sempre pode ser obtido por rescalonamento adequado de fg),
temos que a fungao F(2) = w(o?,,,(B)) é continua e limitada em R + i[—1,0], ana-
litica em R + i(—1,0), e periddica de periodo 1 em 3z, devido a (B.5). Portanto, F'
admite uma extensao analitica limitada a todo C (inclusive em R+4Z, pelo principio de
reflexdo de SCHWARZ). Portanto, pelo teorema de LIOUVILLE, F' deve ser constante,
i.e., F(z) = w(B) para todo z € C, em particular para z =t € R. Como os elementos
analiticos sao densos em R, segue que w é invariante por oy.

Mais em geral, dados A, B € R, podemos escolher seqiiéncias (A,), (B,) tais que
1Al < IAIl, |Ball < 1Bl e AYQ — A®Q, BYQ — BMQ (isto é sempre possivel
pelo Teorema de Densidade de KAPLANSKY — ver [BR87|, Teorema 2.4.16). Neste caso,
segue de (B.5) e do Teorema de Trés Linhas de PHRAGMEN-LINDELOF (ver Teorema
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6.4 em [Lan99|) que w(A, f5,(2)) converge uniformemente em R+i[—1/2,1/2] para uma
funcdo F) p continua e limitada em R +4[—1/2,1/2] e analitica em R+ i(—1/2,1/2)
(ver Proposicao 5.3.7 em [BR9O7| para uma demonstragao mais detalhada), tal que, para
todot € R,

(B.7) Fl p(t+i/2) = w(A0¥(B)) e Fj 5(t — i/2) = w(0%(B)A).

Podemos reformular a assertiva acima da seguinte forma: seja f € .7(R) tal que
f € €*(R). Neste caso, existe R > 0 tal que suppf C [-R,R] e, portanto, pelo
Teorema de PALEY-WIENER [H6r90|, f ¢ uma fungdo inteira que satisfaz | f(x +iy)| =
O(x_OOeR‘m) para todo z,y € R (de fato, esse Teorema nos diz também que essa esti-
mativa caracteriza completamente as f’s que satisfazem a hipotese acima). Podemos
entao reescrever (B.7) como

(B.8) / F(t +1i/2)w(Ac (B))dt = / F(t—i/2)w(0®(B)A)dL, VS : | € €(R).

DEFINIGAO B.8 Sejam A uma C*-dlgebra e R 3 t — «; um grupo uniparamétrico de
*_automorfismos de 2, que assumimos por simplicidade ser fortemente continuo, i.e.,
|| () — 2] 8.0 para todo x € A. O par (A, o) € dito ser um sistema C*-dinamico.
Se A € uma dlgebra de VON NEUMANN e a € o-fracamente continuo, dizemos que o
par (A, o) € um sistema W*-dinamico.

Note que, se A é uma C*-subalgebra em Z(J) par algum S, o sistema C*-
dindmico (2, ;) se estende unicamente ao sistema W*-dinamico (", ay), devido ao
Teorema B.11.

DEFINIGAO B.9 Seja (U, o) um sistema C*- (resp. W*-)dinamico, f € RU {£o00}.
Um estado (resp. normal) w sobre 2 € dito um estado («, 3)-KMS se satisfaz a condi¢ao
de KUBO, MARTIN e SCHWINGER: dados x,y € 2, existe uma funcao F, continua e
limitada em R + (sgnf)i[0, |5]] e analitica em R+ (sgnB)i(0,|5]), tal que

Fry(t) = w(@an(y)) e Foy(t +16) = wla(y)z).

No caso B = 0, w satisfaz w(zy) = w(yx) para todo x,y; dizemos entao que w é um
estado tracial. No caso 3 = +o0, dizemos que w € um estado fundamental.

Segue de consideracoes similares as feitas para o grupo modular que um estado
(cr, 3)-KMS w é invariante por a4, e, pela unicidade da representagdo GNS, existe uma
tinica implementagao de «; por operadores unitarios U, (t) em 5,. Uma conseqiiéncia
disto é que a (tinica) extensao normal de um estado (a, 3)-KMS em 2 para 2A** é tam-
bém um estado («, 5)-KMS para o sistema W*-dinamico (A**, a;), onde a; denota a
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sua extensao o-fracamente continua.

A importancia desse conceito se deve ao fato de que a condicao KMS caracteriza o
equilibrio termodindmico do estado w na temperatura 7' = (kp3)~!, onde kp é a cons-
tante de BOLTZMANN. De fato, em sistemas quanticos com um ntimero finito de graus

de liberdade, a condicao KMS caracteriza os estados de GIBBS wg = %1;(( BH'))

H é o operador Hamiltoniano que gera a;. A condicao KMS, no entanto, sobrevive ao
limite termodinamico, o que nao ocorre com a caracterizacao de equilibrio baseada em
estados de GIBBS. Sua formulacao original, dada por KUBO, MARTIN e SCHWINGER,
era baseada em funcoes de GREEN associadas a operadores de criacao e aniquilacao,
tendo sido refraseada para sistemas C*-dinamicos na versao dada pela Definicao B.9
por HAAG, HUGENHOLTZ e WINNINK [HHWG67].

, onde

Equivalentemente, pelas considerag¢oes acima, w é um estado (o, 3)-KMS se e so-
mente se, para toda f tal que f € €°(R),

(B.9) / F(Dw(wan(y))dt = / F(t + iB)w(an(y)a)dt, Y,y € 2L

O caso f = 400 é iluminado pela seguinte consideragao: o primeiro membro de
(B.9) nada mais é do que a transformada de FOURIER distribucional de w(xay(y)). Se
suppf C R_, segue que f(t + i) decai exponencialmente & medida que f — +oo, e,
portanto, o segundo membro de (B.9) tende a zero nesse limite. Assim, concluimos que
o suporte da transformada de FOURIER distribucional de 7, (ay(z))2 esta contido em
R,, justificando o nome “estado fundamental” para w.

Para 0 < [ < +oo, um estado («,3)-KMS w satisfaz a seguinte “relagao de
flutuacao-dissipacao™ w(z*oy(z)) e w(ay(z)z*) sdo distribui¢bes positivas; pelo Teo-
rema de BOCHNER-SCHWARTZ [RS75], as transformadas de FOURIER distribucionais

/f w(z*ay(z))dt, 0u(f /f w(ow(z)z")dt

definem medidas de RADON em R. Uma maneira de ver isso é usando a decomposi¢ao
espectral dos operadores unitarios U, (t) que implementam «;. Podemos, entdo, ver
que fi, e U, sao absolutamente continuas uma em relacao a outra, e a derivada de
RADON-NIKODYM de ji, em relacao a 7, é dada por

A

dfiy

B.1
(B.10) dv,

(p) = e‘ﬁp, ou, formalmente, dji,(p) = e_ﬁpdﬁm(P)-

Se considerarmos as medidas com sinal 5I7y e éx,y dadas respectivamente pelas trans-
formadas de FOURIER de w([z, ay(y)]) e w({z, as(y)}) ({a,b} = ab+ ba denota o anti-
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comutador de a,b € ), temos que

(B.11) d&;,y(p) = tanh (%) d(ix,y(p),

que é precisamente a relacao de flutuagao-dissipacao que caracteriza a condicao KMS,
relacionando perturbacgoes limitadas da dindmica com flutuacoes das medidas de ob-
servaveis ao longo do tempo. Outras relagoes equivalentes a (B.10) e (B.11) podem ser
analogamente obtidas entre outras fungdes de GREEN associadas a w(z*a;(y)).

Finalmente, vemos que todo estado normal e fiel w sobre uma algebra de VON
NEUMANN R é um estado (0%, 3)-KMS." Este exemplo, num certo sentido, é o
caso mais geral possivel: conversamente, dado um estado (o, 3)-KMS w sobre uma
C*-algebra 2L, segue que

LEMA B.18 Q ¢ separante para 7, (2)".

PROVA.  Primeiro, notar que, se 2 é uma C*-subélgebra de () para algum
espago de HILBERT 7 e w = (£2,.Q0) é um estado sobre 2 tal que € é ciclico para
2 e Annw ¢é *-invariante, entao 2 é separante para 2: dado z tal que w(z*z) = 0,
temos que yz{) = 0 para todo y € A. Mas, neste caso, (yx)*Q = z*y*Q = 0.
Pela ciclicidade de 2, segue que x = 0. Retornando a nossas hipoteses, considere
agora a C*-subalgebra R = m,(A)"” de £(H,). Obviamente, Q é ciclico para
M. Tomando A € R tal que w(A*A) = 0, considere a funcdo Fu- o(z) como
na Definicao B.9. Entao, Fa- 4(t) = w(A* o (A4)) = (AQ, Uy (t)AQ) = 0. Pelo
Teorema “Edge-of-the-Wedge” [SWO00], segue que Fa« 4(z) = 0 para z € R+4[0, 5].
Mas, neste caso, Fa» (i) = w(AA*) = 0. Portanto, pelo argumento acima,
A=0. O

Considere agora a seguinte situagao: dado um sistema W*-dinamico (R, o) e um
estado normal (o, 5)-KMS, segue do Lema B.18 que w é fiel em 7,(2R). Entretanto,
Annw é entao um ideal o-fracamente fechado & esquerda e & direita. Invocando a
Proposi¢ao B.10, existe uma projecdo F € RN R’ tal que Annw = (1 — E)R. Assim,
w(l—E)={0} ew é fiel em RE. Mais ainda,

W(AE) = w(A) = (Q, 1, (A)Q).

Concluimos esta Subsegao com o seguinte surpreendente resultado devido a TAKESAKI,
que segue da teoria modular apresentada na Subsecao B.2.3:

12Curiosamente, o trabalho de HAAG, HUGENHOLTZ e WINNINK [HHWG67] precedeu por pouco o
trabalho original nao publicado de ToMiTA [Tom67], e, de certo modo, motivou a incepgao da teoria
modular, conforme pode ser visto pela exposigao pioneira de TAKESAKI [Tak70].
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TEOREMA B.19 (TAKESAKI [BR97, Tak03a|) Sejam R uma dlgebra de VON NEUMANN
e w um estado normal sobre R. Entao, sao equivalentes:

1. w € fiel em m,(%R), i.e., existe uma projecao E € RN R tal que w(l — E) =0 e
w[mE € ﬁ€l

2. Eziste um grupo o-fracamente continuo «; de *-automorfismos de R tal que w é
um estado KMS para o sistema W*-dinamico (R, o).

Mais ainda, se as condi¢oes acima sao satisfeitas, seque que ou(E) = E, e ay | mp
coincide com o grupo modular de SRE associado a w. Em particular, oylme € unicamente
determinado por w.

PrOvVA.  Ver o Teorema 5.3.10 de [BR97]. O

B.3 *-algebras localmente convexas e algebras de
BORCHERS-UHLMANN

Lembramos, seguindo [Rud91] e [RS80], que um espago vetorial topologico (sem-
pre aqui assumido HAUSDORFF) X (sempre sobre C, a menos que seja dito o contra-
rio) ¢ localmente convero se admite um sistema fundamental de vizinhangas abertas
¥V = {V, 3 0},es tal que cada uma dessas vizinhangas é convexa, i.e., tx+(1—t)y € V,
para todo z,y € V,, t € (0,1). Equivalentemente, um espago vetorial topolégico é lo-
calmente convexo se admite uma familia {||.||g}ses de seminormas (i.e., aplicaces
|.lla : X — R, que satisfazem as mesmas propriedades de uma norma, exceto possi-
velmente ||z|| = 0 = 2 = 0) que separa pontos em X, i.e., dados z # y € X, existe
B € J tal que ||z|g # ||lylls- Um sistema de vizinhangas abertas localmente conve-
xas da origem correspondente a esta familia de seminormas é dado, por exemplo, por
Vo pom =10 € X 1 ||z|ls, <n;', Vi=1,...,k, n; € Z,}. Conversamente, notar que
todo espaco vetorial localmente convexo admite um sistema fundamental de vizinhan-
cas abertas, convexas e balanceadas (i.e., eV, = V,, para todo t € [0,27)). Definindo
|z|lg = inf{t > 0 : 7'z € V3}, segue da continuidade da multiplicagao por escalares
e do fato de que Vj ¢ balanceada que ||.||s define uma seminorma continua — note que
|Vslls C [0,1), pois V é aberto. Mais ainda, a familia {||.||3}ses de seminormas separa
pontos em X, pois para todo x # 0 existe 3 tal que x ¢ Vj e, em particular, ||z|/g > 1.

Nosso exemplo representativo de espaco vetorial topolégico localmente convexo sera

D(0) = €>*(0), 0 C R? aberto, cuja topologia localmente convexa é definida da
seguinte forma: esse espaco é dado pela uniao de subespacos

U 2x.(0),
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onde Pk, (O) ={f € 2(0) : suppf C K,} possui topologia localmente convexa dada
pelas seminormas

1 fllkscn = Sup 0 1],

laj<k 7"

e K, = K, € Osatisfaz K,, € K41 e U, K,, = O (i.e., a cole¢io { K, }nez, ¢ uma ezaus-
tao de 0), implicando Pk, (0) C Pk, ,,(0) de maneira que a topologia de Pk, (0) é
claramente induzida pela topologia de %, ., (&). A topologia de Z2(0’) é a topologia
mais fina tal que as inclusées Pk, (0) — Z(0) sao continuas para todo n, denominada
limite indutivo d(as topologias d)a colecdo (Zk, (O))nez, -

Uma colecao separante de seminormas que defina a topologia de um limite indutivo
nao é (note bem!) necessariamente enumeravel, embora a cole¢ao de seminormas dada
acima o seja (i.e., nem sempre estas sao suficientes para gerar a topologia de um limite
indutivo). Se, no entanto, & é substituido por K compacto e/ou os requerimentos de
suporte sao abandonados, e enumerarmos a familia de seminormas dada acima como
Il.llk, £ =1,2,.... Definindo

& o=yl
d =
@D =2 T - gl

temos que d(.,.) define uma meétrica invariante por translacoes que gera a topologia
do espago. Temos, nao obstante, que ‘5(?:‘)’(@’) e ‘5‘;’([() sao seqiiencialmente completos,
i.e., toda seqiiéncia de CAUCHY (para espagos topologicos em geral, uma seqiiéncia (z,,)
é dita de CAUCHY se, para toda vizinhanga V' de 0, existe N € Z, tal que x,, —x,, € V
para todo n,m > N) converge. Em particular, (&) e 6j(K) sdo espagos métricos
completos (espagos de FRECHET). A topologia dos respectivos duais topologicos de
distribuicoes é equivalente & topologia de convergéncia pontual de seqiiéncias, sendo
que tal topologia também ¢ seqliencialmente completa.

Podemos agora dar a

DEFINIGAO B.10 Uma *-algebra localmente convexa ¢é uma *-dlgebra § que, como
espaco vetorial, € localmente conveza, e tal que as operacoes de produto e involucao
sGo continuas nesta topologia. Ezxigimos que as seminormas ||.||o de § satisfacam a
propriedade C*, i.e., ||[z*x||, = ||z||2, para todo .

Vamos agora construir o exemplo que mais nos interessa, a algebra de BORCHERS-
UHLMANN [Bor62, Uhl62, Bor65]. O espago Z(0) é nuclear: existe uma unica topo-
logia localmente convexa no produto tensorial algébrico 2(0) @ 2(0) C 2(0 x 0)
que estende a topologia de Z(0). O completamento de CAUCHY de 2(0) ® 2(0)
nesta topologia é precisamente Z(& x €'). Dualmente, o Teorema do Nicleo de L.
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SCHWARTZ [Hor90| asserta que a toda aplicagdo linear continua K : 2(0) — 2'(0)
corresponde um tnico u € Z'(0 x 0) tal que (K¢)(v) = u(¢p @ V).

DEFINICAO B.11 A &lgebra de BORCHERS-UHLMANN associada a O é a *-dlgebra
unital localmente convera §(O) dada por

0)=> "0
k=0

onde @"€>(0) = C1 denota a adjungdio da identidade 1. Mais precisamente, é a
dlgebra Z . -graduada composta de elementos f = (f(), fa),--.), onde fu) € @ €>(0)
e fuy = 0 exceto para um conjunto finito de valores de k. As operagoes algébricas sio
dadas por:

o af +Bg = (afo + Bow).afa) + Bgay,---,);
o fg=[f®g= 090090 + f090) - 2irjr fi) @ 9G)s - )i

o 1= (fi iy ), onde f(0 f_e par foy = flofax) - ffyfov)s 1 € 0, =
.k, definimos [y = ( 1) ( k), estendendo a operagao a R*E>(0)
por linearidade.

As seminormas de §(O) sao as herdadas de €°(0'). Seque imediatamente da regra de
LEIBNIZ que estas seminormas satisfazem a propriedade C*.

Um estado w sobre §(&) é dado por uma hierarquia de distribui¢ées w,, € 2'(0™),
wo(fiy1) = f(0), sujeitas ao requerimento de positividade: szzo Wit ([l @ fimy) = 0
Vim € Q"€>X(0), n =0,....k, k € Z,. Note que a positividade é suficiente para
garantir a continuidade fraca de w,, e, de fato, uma boa dose de regularidade é garan-
tida a priori para w,. Demanda-se diretamente que as w,’s definem distribuicoes para
incluir a possibilidade de w nao ser um funcional positivo (uma situa¢ao em que isso
ocorre é o caso de campos de calibre).

A representacio WIGHTMAN-GNS de §(&) associada a w produz uma distribuicao
¢ em 6°(0) que assume valores nos operadores fechados e (densamente) definidos em
§(0)/Annw C JZ,. ¢ satisfaz a condigdo de hermiticidade ¢(f)* = ¢(f).

Tudo o que fizemos acima passa sem mudancas essenciais de R? para uma variedade
d-dimensional .#Z qualquer. Mais ainda, esse exemplo é a base para construirmos a
algebra de BORCHERS-UHLMANN associada a campos de spin arbitrario, o que sera
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feito esbocadamente a seguir. Considere um fibrado vetorial & —— .# com fibra
E =~ RP. Dado & C .# aberto, tomamos

3(0) = i@ka’(ﬁ, &).

Neste caso, a funcao de n pontos w,, associada a um estado w assume valores em Q" F,
e o campo obtido é uma D-tupla de distribuicoes a valores em operadores.

Chamamos aqui a atencao para o fato, extremamente importante, de que a algebra
de BORCHERS-UHLMANN contém apenas informacao cinemdtica sobre a teoria, deter-
minando o suporte, o carater tensorial e as simetrias internas globais do campo ou
multipleto de campos. Toda a informagao dindmica da teoria (equag¢oes de movimento,
relagoes de comutagio, espectro, etc.) esta contida em w. Podemos alternativamente
definir ¢ tomando o quociente de F(&') por algum *-ideal J (tratamos varias instancias
deste cenario nos Capitulos 3 e 4). Neste caso, um estado bona fide w sobre o campo ¢
deve satisfazer Annw D J, pois segue do Terceiro Teorema de *-Isomorfismo (Teorema
B.4), suplementado pela Observagao B.2, que (§(2)/3)/(Annw/T) = F(O)/Annw.

Pode-se construir, sob circunstancias especiais (como, por exemplo, no caso de uma
teoria quantica de campos satisfazendo os axiomas de WIGHTMAN), uma versao da
teoria modular de TOMITA-TAKESAKI para *-algebras como a algebra de BORCHERS-
UHLMANN. Este problema, tratado pela primeira vez por BISOGNANO e WICHMANN
[BW75, BWT76|, é atacado de maneira sistematica em [[no98|.
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APENDICE C

Categorias e funtores

Aqui, introduzimos de maneira minimalista os conceitos necessarios da teoria de
categorias e funtores, uma linguagem que surgiu com a finalidade de organizar as es-
truturas que aparecem nas diferentes areas da Matematica. Nossa referéncia para este
Apéndice é o texto classico [Lan98| de MAC LANE, um dos pais do conceito.

Cabe aqui um breve comentario sobre o uso da teoria de conjuntos feito quando se
fala em categorias. Estritamente falando, o conceito de categoria ! (Definigoes C.1 e
C.2) nao faz mencao essencial a nenhum dos axiomas da teoria dos conjuntos. De fato,
¢ comum (e bastante 1til) considerar categorias “grandes”, i.e., em que os objetos e as
setas (morfismos) constituem agregados mais gerais que conjuntos, tais como classes .
Segundo o sistema de axiomas conjuntisticos de GODEL e BERNAYS, a nocao de classe
é realizada por todas as instancias positivas de uma determinada fungao proposicional
que define as propriedades dos objetos da classe. Para nossas necessidades, bastar-
nos-a dizer que uma classe é um conjunto se cada uma das instancias positivas que a
formam se reduz a um unico elemento do universo. Em suma, conjuntos sao agregados
“pequenos” (i.e., elementos do universo) e classes, agregados “grandes”.® Nio teremos
necessidade de conceitos conjuntisticos mais gerais.

C.1 Rudimentos

DEFINICAO C.1 Uma metacategoria consiste de:

! Mais precisamente, de metacategoria — ver Definicdao C.1.

20 conceito de classe se faz necessario toda vez que se tenta construir “conjuntos” com cardinalidade
maior que o universo da teoria de conjuntos adotada (ingénua ou segundo os axiomas de ZERMELO-
FRAENKEL). O exemplo paradigmatico, apontado pela primeira vez por B. RUSSELL, ¢ a classe dos
subconjuntos do universo.

3 Existem certas categorias cujos objetos podem ndo constituir uma classe, como no caso de
categorias de funtores (ver Secao C.2).
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1. objetos a,b,c,...;
2. setas (ou morfismos) f, g, h,...;

3. operagoes de dominio (ou fonte) D(.) e contradominio (ou alvo) C'D(.) sobre as
setas, resultando nos objetos D(f),CD(f), D(g),CD(g),... (¢ costume empregar
a notacao

fra—b ou aLb, para a= D(f),b=CD(f));
4. uma operacao de identidade id. = 1. sobre os objetos, resultando nas setas
Lo, Lp, ... com D(1,) = CD(1,);

5. € uma opera¢do de composi¢do . o . sobre pares ordenados de setas (f,g) com
D(f) = CD(g), resultando nas setas f og com D(fog) = D(g) e CD(fog) =
CD(f),

sendo as operagoes acima sujeitas aos sequintes axriomas:

CAT1 (ASSOCIATIVIDADE):  Para quaisquer objetos e setas arranjados na forma

f h

g
a—b—c—d,

temos que ho(go f) = (hog)o f;

CAT2 (LEI UNITARIA):  Para qualquer seta f, temos que 1cppo f = folpyy = f.*

Para nossos propositos, sera suficiente considerar uma categoria como sendo a se-
guinte realizacao de uma metacategoria dentro da teoria de conjuntos (ver a nota de
rodapé 3):

DEFINICAO C.2 Uma categoria € consiste de uma classe de objetos Obj€ (por vezes
identificada, por abuso de notacio, com € ), e de uma classe de setas Arr€ °, dota-
das de operacgoes satisfazendo os axiomas de uma metacategoria, tal que as subclasses

Homg(a,b) ={f: D(f) =a,CD(f) = b} sao conjuntos, para todo par a,b € Obj% .

4 Como este axioma determina 1, completamente para qualquer objeto a, é por vezes conveniente
identificar a com a seta 1,. Em particular, isso torna possivel definir uma metacategoria apenas por
meio de setas (ver [Lan98] para uma discussdo detalhada).

®Esta pode, em virtude da discussio na nota de rodapé 4, ser considerada como uma superclasse de
Obj%. Sob este ponto de vista, seria mais adequado identificar € com Arr%’, mas aqui nos rendemos
a pratica corrente.



Rudimentos

Uma subcategoria ¥ de € consiste de uma categoria cujos objetos formam uma
subclasse ObjZ de Obj% e as setas formam uma subclasse Arr% de Arré, tal que
as operacoes de Z sdo herdadas de . Z é uma subcategoria plena se Homg(a,b) =
Homy(a,b), Ya,b € 9. Dizemos também que uma categoria € é pequena se Obj% (e,
portanto, Arr%) for um conjunto. Podemos associar a € a categoria oposta €°P tal que
ObjE? = Obj€¢ e Homgor(a,b) = Homy(b,a), com a lei de composigao o invertida
em relacao a % .

Uma vez que as setas abstraem da categoria .”et de conjuntos a nogao de fungoes
entre conjuntos, é natural buscar a abstracao categorica das funcoes injetoras, sobreje-
toras e bijetoras. Dizemos que uma seta f é sobrejetora, épica ou simplesmente uma epi
(resp. injetora, moénica ou uma mono) se dadas duas setas g1,92 € Homg(CD(f),b)
(resp. hy, hy € Homg(a, D(f))) tais que giof = goo f (resp. fohy = fohy), temos que
g1 = go (tresp. hy = hy) ®. Uma seta e ¢ inversivel a direita (resp. esquerda) se existe
uma seta €’ tal que D(e') = CD(e), CD(€') = D(e) e satisfazendo eo e’ = Leope) (resp.
e'oe = 1p(,), e simplesmente inversivel (ou um isomorfismo) se ambas as propriedades
sao satisfeitas e toda a inversa a direita o for a esquerda e vice-versa. Neste caso, a
inversa é tinica, o que nao ocorre nos casos anteriores. Também dizemos neste caso que
D(e) e CD(e) sao isomorfos. Um grupdide é uma categoria pequena tal que toda seta
é um isomorfismo.

Sejam f epi e g mono. Se fog=1p, é praxe dizer que g é uma se¢io de f (em
analogia com segoes de fibrados), e f uma retracio de g. Também aqui dizemos que
f é uma epi cindida e g, uma mono cindida. Neste caso, h = go f : D(f) — D(f)
¢ uma seta idempotente (ou uma projecdo), i.e., h> = h o h = h. Conversamente, uma
seta idempotente h € Homy(a,a) é dita cindida por um objeto b se existem uma epi
f:a— beumamono g:b— ataisque fog=1,ego f=h.

Por fim, passemos a alguns exemplos, que também nos servirao para fixar a notacao
para algumas categorias padrao que serao utilizadas com freqiiéncia:

1:  Categoria dotada de um tnico objeto a e uma tnica seta 1,;

2:  Categoria dotada de apenas dois objetos a, b e trés setas 1,, 15, a 7, b;

6 Nio se buscou definir setas épicas (resp. moénicas) por meio de inversas a direita (resp. esquerda)
pois, embora tal definicao se aplique a .%et, 0 mesmo nao ocorre, por exemplo, com a categoria ¥rp de
grupos — epimorfismos possuem uma inversa conjuntistica a direita, mas pode nao ser possivel escolher
um homomorfismo com essa propriedade. A definicdo que demos, por outro lado, comporta todos os
casos de interesse.
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U:  Categoria (pequena) discreta, onde ObjU = U é um conjunto, Homy (a,b) = &
se a # b, e Homy(a,a){1,} (em suma, podemos também escrever U = ObjU =
ArrU);

€ x P:  Produto das categorias € e ¥ — Obj% x ¥ > (a,b), onde a € ObjE e
b€ Obj2, Homgy((a,b),(c,d)) > (f :a — ¢,g : b — d), Ly = (La,1p) €
(fr9)o(f',9") = (fof'g0d);

¢!:  Poténcia Cartesiana de uma categoria % pelo conjunto I — formalmente, Obj€ >
a: 1l — Obj% (a é entdo dito ser o produto dos a(a)’s), Homgr(a,b) = {f : 1 >
a— f(a) € Homg(a(a),b(a))}, 1, : 1 5 a1y e (fog) : I 5 aw f(a)og(a);

(U,<):  Conjunto parcialmente ordenado — Obj(U, <) = U é o conjunto subjacente, e
I (v,<)(a,b), se nao vazio, possui uma tnica seta <, denotada também por a < b,
satisfazendo as propriedades usuais de uma relacao de ordem, aqui devidamente
refraseadas em linguagem categorica: 1, =a <ae (b<c)o(a <b) =a <c.
Neste caso, Arr(U, <) =< é dita ser uma ordem parcial em U. Dizemos destarte
que (U, <) é: direcionado se, dados a,b € U, existe ¢ € U tal que a < c e
b < c; e totalmente ordenado se para quaisquer a,b € U necessariamente a < b
oub < a. O Lema de ZORN aqui fica enunciado da seguinte forma: qualquer
subcategoria % plena e totalmente ordenada de (U, <) possui um objeto terminal
u, i.e., para todo a € € existe uma unica seta a < u (dualmente, a € Obj€ é
um objeto inicial se para todo b € Obj% existe uma unica seta a — b). Um
exemplo de conjunto direcionado é o conjunto das partes ordenado por inclusoes
(U,<) = (P(X), <) do conjunto X — em particular, esse conjunto direcionado
possui um objeto terminal X e objetos iniciais {z}, = € X;

Set:  Conjuntos, cujas setas sao funcoes;

“Yrp:  Grupos, cujas setas sao homomorfismos;

T op: Espacos topologicos, cujas setas sao fungoes continuas;

Jwvs:  Espagos vetoriais topologicos (no texto assumidos HAUSDORFF e localmente

convexos — ver Se¢ao B.3), cujas setas sdo aplicagoes lineares continuas.

Outras categorias serao introduzidas no texto a medida da necessidade.

C.2 Funtores e transformacoes naturais

DEFINIGAO C.3 Sejam as categorias o/ e %B. Um funtor covariante (resp. contravari-
ante) de o/ em B ¢é uma regra § que associa a cada a € Objo/ um objeto Fa € Obj B
e a cada [ € Arre/ uma seta Ff € ArrAB satisfazendo D(Ff) = FD(f) (resp.
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D(§f) = 3CD(f)), CD(Ef) = SCD(f) (resp. CD(Ff) = FD(f)) e tal que, para
a,b,c € Objef e f,g € Arra/ satisfazendo a EEAR AR ¢, temos que

S(go f)=8goFf (resp. F(go f) =3[ oFg)

E praze escrever o funtor como uma “seta entre categorias”, i.e., § : &/ — 9B ou mesmo

g = B

Podemos, equivalentemente, dizer que um funtor contravariante § : &/ — % é um
bl bl
funtor covariante § : & — %°. Assim, quando dizemos funtor, queremos dizer apenas
“funtor covariante”.

§ é dito ser uma equivaléncia de categorias se for inversivel, i.e., existe um funtor
S ltalque F loF =id e FoF ! =iy, onde € e %60 funtor identidade associado
a categoria € (i.e., 0ga = a, Wy f = f, Ya € Obj€, f € Arr€). Um outro exem-
plo é o funtor iy » dado pela inclusao de uma categoria ¢ numa supercategoria & de €.

Daremos agora alguns exemplos de funtores que nos serao de grande utilidade:

e Sejam % uma categoria e (U, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um funtor
§: (U, <) — €% (resp. & : (U, <) — ¥) é dito ser um pré-(co)feize (de objetos
de €) em U." Se (U, <) for direcionado, dizemos que § ¢ um sistema inverso em
% indexado por U, e &, uma rede (de objetos de €’) em U, ou um sistema direto
em % indexado por U;

e A poténcia Cartesiana de € por I pode ser entendida como um funtor § : I — %,
onde I aqui é entendido como uma categoria (discreta);

e Sejam I um conjunto e 6 uma categoria. O funtor diagonal A : € — €' ¢ dado
por Obj€ 3 a— (Aa:I>ar—a)e Arr€ > f— (Af: 13> aw— f);

e Dado um funtor §: ¢ — Z e d € Obj P, uma seta universal de d em § (resp. de
§ em d) consiste num par (u, f), onde u € Obj€ e f:d — Fu (resp. f: Fu — d)
que satisfazem a seguinte propriedade universal: dados quaisquer ¢ € ObjF,
g:d— Fc (resp. g : Fc — d), existe uma unica seta g' : u — ¢ (resp. ¢’ : ¢ — u)
tal que Fg'of = g (resp. foFg = g). Neste caso, dizemos que (u, f) é um elemento
universal do funtor Homg(d,§.) : € — et (a agao deste funtor sobre setas é
dada por Homg(d,§.) : (¢ : a — b) — (Homg(d, §a) > h — Fgoh € Hom(d, Fb)))
— mais em geral, se §) : € — Let, um objeto universal de § consiste do par (u, e),

"Na verdade, a defini¢io usual de pré-(co)feixe em U consiste num funtor . : (P(U),C) — €
ou, mais em geral, § : (7(U),C) — €, onde 7 é uma topologia (possivelmente discreta, como no caso
anterior) em U. Nao é dificil ver que tal defini¢do é englobada pela que demos acima.
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onde u € Obj¥ e e € Hu sao tais que para todo a € Obj€, v € Ha existe uma
unica seta f:u — a tal que (9 f)(e) = x. Conversamente, interpretando e como
e: {*x} 3 % — (Hu)(x) = e, vemos que (u,e) é uma seta universal de * em 9.
O caso dual citado paralelamente acima consiste apenas em trocar & por Y.
Exemplos de setas universais compreendem:

— Geradores de grupos livres (¢ = Yrp, 9 = Let e § identifica um grupo
com o conjunto subjacente): dado X € Obj.Zet, seja u o grupo livre gerado
por X e f identificando x € X com o elemento correspondente de wu;

— Coprodutos (2 = €*, onde I é um conjunto, e § = A): dado a : [ >
a — a(a) e (u, f) uma seta universal de a em A, dizemos entdo que u é o
coproduto ou soma direta dos a(a)’s, por vezes denotado u =[] ., a(a) ou
u=@,ca(a), e f(a),ainjegio de a(a) em u;

— Produtos (9 = €', onde I é um conjunto, e § = A): dado a: [ 3 a + a(«)
e (u, f) uma seta universal de A em a, dizemos entao que u é o produto dos

a(a)’s, por vezes denotado u = [[ ., a(a), e f(a), a projecao de u em a(a);

— Completamento de espacos topologicos, dlgebras tensoriais livres, etc.,
e de objetos universais:

— Quociente S/ ~ de um conjunto S por uma relagao de equivaléncia ~ (¢ =

Fet, H: X —=HX ={f: 5= X:s5,5 €S s~s= f(s)=f(s)});

— Produto tensorial de dois espagos vetoriais (caso particular do exemplo an-
terior), etc..

e Dada uma categoria ¢, um conjunto direcionado (U, <) e um sistema direto
(resp. inverso) § em ¥ indexado por U, o limite indutivo (resp. projetivo),
direto (resp. inverso) ou simplesmente colimite (resp. limite) de a € ObjEY ¢
simplesmente uma seta universal (u, f) de a em A (resp. de A em a), tal que

f(&) = fla)oF(a < a) (resp. f(a/) =F(a/ < a)o f(a)) — denotamos

(C.1) u = lima(a) (resp. u = lima(a)).
a,§ a,§

DEFINIGAO C.4 Sejam as categorias o/ e B, e os funtores F, 6 : o/ — B. Uma
transformacao natural ® de § em & € uma regra que associa a cada a € Obj/ uma seta
o, € Arr# satisfazendo D(®,) = §a, CD(P,) = Ba e tal que, para toda f : a — b,
a,b e Obja/, temos que

b, 05f=8fod,.
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Uma transformacao natural ¢ entre funtores §, & é dita ser uma equivaléncia
natural entre § e & se existe uma transformacio natural ¢! de & em F tal que
¢ oy = ¢y 0 ¢! = 1,. Por exemplo, um funtor § de uma categoria 4 numa su-
percategoria & de € é dito ser esquecido se for naturalmente equivalente ao funtor de
inclusao de € em 2, i.e., § “esquece” parte da estrutura de %.

Uma vez que a composicao de transformagoes naturais é claramente associativa, e
sempre existe, para cada funtor §, uma identidade 15 dada por (13), = 13,, podemos
considerar formalmente a categoria de funtores €7, com Obj¢7 = {F : 2 — €} e
Arr€? consistindo de todas as transformacdes naturais entre funtores de 2 em %,
modulo as consideracoes conjuntisticas no inicio deste Apéndice, em particular a nota
de rodapé 3. Um exemplo de tal categoria é, dada uma categoria o7, a categoria de
setas /2.

8Usando a noc¢do de categoria oposta, podemos estender a defini¢io para funtores contravariantes.
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APENDICE D

Rudimentos de homotopia

Introduzimos aqui algumas definicoes e resultados bésicos que sao empregados em
varios pontos do Capitulo 1. Nossa referéncia para o assunto é a Parte I (Se¢oes 1-7)
de |GH81]|. Para as aplicagoes relacionadas a variedades diferenciaveis (isotopias, etc.),
seguimos [Hir76].

D.1 Aplicacoes homotopicas

DEFINIGAO D.1 Dados dois espagos topoldgicos X, Y e duas aplica¢oes continuas f, g :
X — Y, dizemos que f é homotopica a g se existe uma aplica¢ao (juntamente) continua
F: X x[0,1] =Y tal que F(z,0) = f(z) e F(z,1) = g(x), para todo x € X (tal F é
dita uma homotopia entre f e g). Em particular, se A C X e fla = gla, dizemos que
f € homotopica a g em relacdo a A se podemos escolher a homotopia F de maneira
tal que F(x,t) = f(z) = g(x) para todo t € [0,1] - neste caso, dizemos que F' é uma
homotopia entre f e g em relagao a A.

Dizemos que X é contratil se a aplicacao identidade idx : X > x — x é homoto6-
pica a aplicagdo constante f,(x) : X 2 x — p para algum p € X. X é contratil se e
somente se, dado qualquer espaco topologico Y, quaisquer duas aplicagoes continuas
f,9:Y — X sao homotdpicas — a implicacao direta é imediata, e a implicagao inversa
¢ obtida através da homotopia G : Y x [0,1] — X dada por G(y,t) = F(f(y),2t)
(t €10,3]) e G(y,t) = F(g(y),1 —2t) (¢t € [3,1]), onde F é uma homotopia entre idy
e f,. Em conseqiiéncia disto, um espago topoldgico contratil X é sempre conexo por
caminhos, i.e., dados quaisquer pontos z,y € X, existe uma curva continua ligando x
a y — a saber, v : [0,1] — X dada por (t) = F(z,2t) (t € [0,3]) e v(t) = F(y, 1 — 2t)
(t € [3,1)).

Um espaco topologico contratil X é também simplesmente conero, i.e., quaisquer
duas curvas 7,7 : [0,1] 2 s — X tais que v(0) =~/(0) e v(1) = +/(1) sao homotdpicas
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com extremos fixos, i.e., homotopicas em relacao a {0,1}.

Consideremos agora duas variedades diferenciaveis .#,.4". Dadas duas aplicacoes
C> f,g: M — A e uma homotopia F entre f e g, sempre é possivel regularizar F'
de modo tal que F' é uma aplicagdo €*° de .# x [0,1] em 4. O mesmo vale se f =g
num subconjunto U C .# e F é uma homotopia entre f e g em relacao a U. Assim,
uma vez transportado o conceito de homotopia da categoria €° para a categoria €,
podemos refini-lo da seguinte forma:

e Se F(.,t) ¢ um mergulho de .#Z em .4 para todo t € [0, 1] (e, em particular, f e
g também o sdo), dizemos que F' é uma isotopia entre f e g. Um exemplo tipico
de isotopia é dado por uma folheacao de K C .4 por copias difeomorfas de .Z —
neste caso, K = F (4 ,[0,1]) e F(A ,11) N F(AM ,t3) = & se 1 # ts.

e Se M =N, F(.,t) ¢ um difeomorfismo para todo t € [0,1] e f = id 4, dizemos

que F' é uma difeotopia ou isotopia ambiente. Um exemplo de difeotopia é a
restrigdo de um grupo uniparamétrico de difeomorfismos .#Z x R 3 (z,t) — ¢4(x)

(i.e., Op1ty = P1, 0 by, € Po = 1id ) a A % [0, 1] — neste caso, g = ¢1.

D.2 O grupo fundamental e espacos de recobrimento

DEFINICAO D.2 Seja X um espaco topoldgico e xog € X, denominado base. O espaco
de lagos Q(X, zg) de X baseado em xq consiste das curvas continuas 7y : [0,1] — X tais
que ¥(0) = (1) = xy. Considere a sequinte rela¢io de equivaléncia ~ em (X, xg):

Y1 ~ Yo < Y1 € homotopica a v com extremos fixos,
as operacoes de

e Produto: 71,7 € QX,z¢) — 7172 dada por

1(2t te O,%
D nelt) = { /’;22%)— 1) Et € é 1])

o Inversao: v (t) = (1 —t)

e o laco identidade 7o(t) = zg em Q(X,z9). O grupo fundamental (ou primeiro
grupo de homotopia) de X baseado em xy € dado conjuntisticamente por m (X, xg) =
(X, 20)/ ~> 1], ¢ com operagdes de grupo [n][1a] = (1], (1] = [171] e identidade
1 = [70).
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Claramente, a componente conexa por caminhos de X & qual xy pertence é simples-
mente conexa se e somente se m (X, z9) = {1}. Se X é conexo por caminhos, entao
m (X, z1) € isomorfo a 7 (X, z5) para todo x1, 22 € X, e podemos entdo definir o grupo
fundamental m(X) = m (X, zo) de X.

DEFINICAO D.3 Dados dois espacos topoldgicos X,Y, uma aplica¢io ¢ : Y — X €
dita de recobrimento se cada x € X possui uma vizinhan¢a aberta U > x tal que
oY U) = U, Vs, onde {V,} € uma colecio de abertos disjuntos (U denota unido
disjunta) de Y tais que ¢[y, € um homeomorfismo tal que F(V,) = U, para todo «.
Neste caso dizemos que Y é um (espago de) recobrimento de X — empregamos também

~ é . g . .
a notacao condensada Y —— X. Y € dito universal se for conexo por caminhos e
simplesmente conezo.

Se Y -2 X é um recobrimento do espaco topologico X, segue imediatamente da
Definicao D.3 que:

(i) ¢~!(z) é discreto para todo = € X,
(ii) ¢ é um homeomorfismo local, e

(iii) ¢ é sobrejetora, e a topologia de X é precisamente a topologia quociente de F
pela relacao de equivaléncia y; ~ ys < o(y1) = ¢(y2).

A importancia do recobrimento universal decorre do fato de que, apesar de ter uma
estrutura global bastante simples, ele codifica de maneira bastante conveniente o grupo
fundamental do espaco topologico que recobre. Definindo o grupo das transformacoes
de recobrimento G(Y, X)) de um recobrimento universal Y de X como o grupo dos ho-
meomorfismos f de Y tais que ¢o f = ¢, pode-se provar [GH81| que G(Y, X) = 1 (X).

Mais ainda, o recobrimento universal Y de X é essencialmente wnico: dado qualquer

outro recobrimento universal Y’ -2 X, existe um homeomorfismo f: Y’ — Y tal que
po f = ¢. Podemos entao falar do recobrimento universal de X. Conversamente,
dado um grupo G de homeomorfismos de um espaco topolégico conexo por caminhos e
simplesmente conexo Y que age propriamente descontinuamente, i.e., para todoy € Y
existe uma vizinhanca aberta V' 3 y tal que f(V)NV = @& para todo f € G, segue que
m(Y/G) =2 G — note que, acima, G(Y, X) age propriamente descontinuamente em Y.
Dizemos entao que X =Y/G é o dominio fundamental de Y com respeito a G.
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Notas e traducao das epigrafes

“Ver o que sdo as coisas em si, distinguindo matéria, causa, fim.” (Tr. Jaime Bruna)

A traducdo literal & “4 mim mesmo”. Todavia, a traducao latina “oficial” para o titulo acabou sendo
o nome pelo qual estes escritos pessoais, originalmente em grego, do imperador romano tornaram-se
mais conhecidos — “Meditagoes”. In: Os Pensadores, terceira edicao, editora Abril Cultural, 1985.

fi“G¢ ouvimos as perguntas para as quais somos capazes de encontrar resposta.” (Tr. Paulo César
de Souza)

V44 Gaia Ciéncia”. Editora Companhia das Letras, 2001.

VEditora Melhoramentos, 1986.

Vi

“Entao, ja de todo sem juizo, veio a dar com o mais estranho pensamento com que
jamais deu algum louco neste mundo, e foi que lhe pareceu conveniente e necessario, tanto
para o aumento de sua honra como para o servigo de sua republica, fazer-se cavaleiro
andante e sair pelo mundo com suas armas e seu cavalo em busca de aventuras e do
exercicio em tudo aquilo que lera que os cavaleiros andantes se exercitavam, desfazendo
todo género de agravos e pondo-se em transes e perigos que, vencidos, lhe rendessem
eterno nome e fama. Imaginava-se o pobre homem ja coroado pelo valor do seu brago,
quando menos do império da Trebizonda; e, assim, com tais e tao gratos pensamentos,
movido pelo estranho prazer que deles tirava, se deu pressa em levar o seu desejo a termo.
E a primeira coisa que fez foi limpar umas armas dos bisavos que, cobertas de ferrugem
e azinhavre, longos séculos havia que estavam postas e esquecidas num canto.”

(Tr. Sérgio Molina)
vii“O) engenhoso fidalgo dom Quizote de la Mancha”. Primeira edicio bilingiie, Editora 34, 2002.
ViiiE ditora Nova Fronteira, 1988.
X4Pojis sei que 0 tempo é sempre 0 tempo / E o espaco é sempre e apenas o espaco / E que o real
somente o é dentro de um tempo / E apenas para o espago que o contém” (Tr. Ivan Junqueira)
*“Quarta-Feira de Cinzas”. In: T. S. Eliot — Obra Completa, Volume I — Poesia, edi¢ao bilingiie,
editora Arx, 2004.

X1

“— Pelo que eu imagino — disse D. Quixote —, ndo ha histéria humana no
mundo que ndo tenha os seus altos e baixos, especialmente as que tratam de cavalaria,
as quais nunca podem estar plenas de prosperos acontecimentos.”

(Tr. Pedro Lauridsen Ribeiro, a partir da edicdo em espanhol da Real Academia Espafiola (2004))
xii“) Deus! Eu poderia estar recluso numa casca de noz, e julgar-me rei do espaco infinito, nio
fossem os meus sonhos maus.” (Tr. Péricles Eugénio da Silva Ramos)
xii “Iamlet, Principe da Dinamarca”. Editora Abril Cultural, 1976.
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XiV¢H4, duas maneiras de se alcancar Despina: de navio ou de camelo. A cidade se apresenta de forma
diferente para quem chega por terra ou por mar. (...) Cada cidade recebe a forma do deserto a que
se opoe; é assim que o cameleiro e o marinheiro véem Despina, cidade de confim entre dois desertos.”
(Tr. Diogo Mainardi)

XV4iAs cidades e o desejo 3’ (As cidades invisiveis)”. Segunda edigao, editora Companhia das Letras,
2006.

XVl

“— Como pode ser isso? — respondeu D. Quixote. — Tao da esséncia da histéria
é saber ao certo quantas cabras atravessaram que, errando-se uma do seu ntmero, nao
podes prosseguir com ela?

— Nao, senhor, de maneira alguma — respondeu Sancho —; pois quando eu
perguntei a vossa mercé quantas cabras tinham passado, e me respondeu que nao sabia,
naquele mesmo instante me fugiu da memoria o quanto me faltava dizer, e a fé que era
de muita virtude e contento.

— De modo — disse D. Quixote — que a histoéria ja esta acabada?

— Tao acabada como a minha mae — disse Sancho.

— Digo-te a vera — respondeu D. Quixote — que contaste uma das mais novas
fabulas, conto ou historia que alguém pdde pensar no mundo, e que tal jeito de conté-la
e deixa-la jamais se podera ver nem tera visto em toda a vida, embora eu nao esperasse
outra coisa do teu bom discurso; mas isto nao me espanta, pois talvez estes golpes que
nao cessam tenham embotado o teu entendimento.”

(Tr. Sérgio Molina)

XVilVai, vai, vai, disse o passaro: o género humano / nio pode suportar tanta realidade. / O tempo
passado e o tempo futuro / O que poderia ter sido e o que foi, / Convergem para um so6 fim, que é
sempre presente.” (Tr. Ivan Junqueira)
xvilt“Ouatro Quartetos”. In: T. S. Eliot — Obra Completa, Volume I — Poesia, edicio bilingiie, editora
Arx, 2004.

As gravuras nos frontispicios de cada Parte sdo recortes, feitos pelo Autor, de ilustracoes de
GUsTAVE DORE para “O engenhoso fidalgo dom Quizote de la Mancha” (Primeiro Livro), de MI-
GUEL DE CERVANTES SAAVEDRA. As ilustracoes, desenhadas originalmente a bico-de-pena, foram
gravadas em madeira por HELIODORE PISAN; tendo sido empregadas na edicao anotada e tradu-
zida para o francés por Louis VIARDOT, publicada pela editora Hachette em 1863 (republicada
em 1978). Por terem sido publicadas pela primeira vez ha mais de 100 anos, estas ilustragoes es-
tao em dominio publico, e podem ser encontradas em formato eletréonico na Wikimedia Commons

(http://commons.wikimedia.org/wiki/Don_Quixote).
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