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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo Olami-Feder-Christensen (OFC). Fortes
correlacdes espaciais e temporais dificultam a obtencdo de resultacos analiticos
para este modelo. Assim, nossas investigacSes foram realizadas através de
simulactes computacionais. Afim de identificar o regime estaciondrio de
forma eficiente ¢ econdmica desenvolvemos algumas estatégias. Também
percebemos que a escolha adequada da configuragao inicial pode antecipar ou
retardar o inicio do regime estaciondrio. Por fim, a criticalidade do modelo
foi estudada através de uma abordagem totalmente nova. Em vez de tentar-
mos identificar o comportamento critico do sistema. por meio da distribuicéo
de avalanches, definimos uma grandeza ¢, que em um processo ramificado
simples seria a taxa de ramificacio do sistema. Analisando o comportamento
dessa varidvel em um espago de fases verificamos que o modelo OFC e sua
versao aleatdria (que de antemio sabemos que s6 apresenta criticalidade no
regime conservativo) tém um comportamento bastante similar. Obtivemos,
ao contrario do que se acreditava, fortes evidéncias de que o modelo OFC

apenas exibe criticalidade no regime conservativo.






Abstract

We have investigated the Olami-Feder-Christensen model. The model
presents strong temporal and spatial correlations what makes it very difficult
to perform analytical calculations. So our treatment was numerical. We
developed strategies to identify the regime with high level of accuracy. We
noticed that depending on the initial configurations, the statistical stationary
state can be reached faster. Finally we have investigated the criticality of the
model through new strategy. Instead of looking for power laws, we delined a
quantity o, very similar to the branching ratio in a simple branching process.
We were able to show the behavior of the Olami-Feder-Christensen and the
random version of this model are similar. We got strong numerical evidences
that, in oposition to previous results, the Olami-Fedel-Christensen model is

critical only in the conservative regime.
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Capitulo 1

Introducao

Existemn fendnemos, em dreas completamente distintas, onde sistemas
formados por véarios elementos idénticos e interagindo entre si de forma sim-
ples geram um comportamento coletivo rico e bastante complexo. O com-
portamento global do sistema ndo reproduz o comportamento individual de
cada uma das partes que o formam e nem pode ser previsto ou entendido a
partir das regras de interacio entre os elementos. Uma pequena mudanga
na forma como os elementos interagem gera um novo comportamento co-
letivo, totalmente diferente do anterior. Sistemas com estas caracteristicas
sdo denominados sistemas complexos. Por sua vez, o comportamento coleti-
vo dos sistemas complexos sao denominados de comportamento emergente.
Podemos encontrar complexidade em diversas dreas, como por exemplo bio-
logia molecular, neurobiologia, economia, geologia e engenharia, além da
fisica. Talvez o maior paradigma de complexidade seja o préprio cérebro
humano. Um tnico neurénio nio é capaz de pensar. No entanto, bilhoes
de neurdnios conectados entre si através das sinapses formam uma, estrutura

como o c¢érebro que possui a capacidade de raciocinar.

Nos tltimos anos tem havido um esforco no sentido de tentar compreen-
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der quais os mecanismos que levam ao surgimento de comportamentos com-
plexos, nas suas mais diferentes formas de manifestagio. A observacio de
certas regularidades na descrigdo estatistica de diversos sistemas complexos
fez nascer a crenga de que talvez possa haver principios gerais governando o
seu comportamento. Vemos o surgimento de uma visio holistica, em contra~
posigao ao reducionismo que sempre marcou as ciéncias de um modo geral
nos tltimos séculos. Essa nova proposta ainda néo fol totalmente aceita pela
comunidade cientifica. De fato, os estudos sobre complexidade ainda estao
em uma fase muito embriondria, ndo havendo até o momento resultados sub-

stanciais.

Dentro deste cendrio, a teoria da criticalidade auto-organizada tem des-
pertado um interesse muito grande da comunidade cientifica nos wltimos
anos. Proposta por Bak, Tang e Wiesenfeld em 1987 [1], originalmente tinha
0 propésito de explicar a vasta ocorréncia de invaridncia de escala espa-
cial e temporal na natureza. Um fendmeno apresenta invaridncia de escala
quando os resultados observados independem da escala de observacdo usada.
Invaridncia de escala espacial estd intimamente relacionada a fractais, que
$a0 objetos que apresentam a mesma ‘aparéncia’ geométrica, ndo importa a
escala de observacdo. Flocos de neve, a distribuicio de galdxias, etc., s&o
exemplos de fractais encontrados na natureza[2], [3]. Invaridncia de escala
também ocorre em séries temporais, onde as flutuagdes no tempo sdo sempre
similiares, indepedente da escala temporal de observacdo. Os espectros de
poténcia destas séries temporais geralmente se comportam como 1/f%, cara-
cterizando o chamado ruido 1/f. Como exemplos podemos citar a variacio

dos niveis dos rios, a variacio temporal do trifego nas rodovias, ete..

Em linhas gerais podemos dizer que criticalidade auto-organizada ou SOC

(Self-organized Criticality) ¢ um estado estatisticamente estaciondrio, carac-



1
Introdugio 3

terizado pela auséncia de qualquer comprimento de escala espacial ou tem-
poral. As funcdes de distribuicio das grandezas de interesse manifestam-se
em leis de poténcia, assim como ocorre em transicdes de fase de segunda
ordem em Mecanica Estatistica de equilibrio. Por isso o estado é dito critico.
O termo auto-organizado ¢ usado pois, ao contrdrio do que ocorre em tran-
sicdes de segunda ordem, onde o estado critico é atingido pelo ajuste externo
de algum pardmetro, agora a prépria dindmica conduz o sistema ao estado
critico. Além disso, a evolucdo até o estado critico independe das condigdes
iniciais, sendo este, portanto, um atrator da dindmica. Observa-se criticali-
dade auto-organizada em sistemas dinfimicos estendidos, isto ¢, sistemas que
apresentam muitos graus de liberdade espaciais e temporal, abertos e dissipa-
tivos. A evolugdo espago-temporal destes sistemas € pouco estudada, apesar
de tals sistermas serem bastante comuns em 4reas tio diversas como fisica,

biologia, economia e ciéncias socials.

A partir do trabalho inicial de Bak, Tang e Wiesenfeld, uma vasta lite-
ratura surgiu em torno do assunto. Diversos autores empregaram SOC para
explicar fenémenos tais como terremotos, incéndios florestais ¢ evolugédo das
espécies, motivando o surgimento de diversos modelos. No entanto, apesar do
grande nimero de trabalhos, a teoria carece de um formalismo matematico
e ndo existe uma defini¢gio precisa do que seja SOC. Também néo se conhece
quais os mecanismos bésicos que geram esse comportamento. Alguns autores
tém procurado estabelecer uma conexfio entre a teoria da criticalidade auto-
organizada. ¢ outros fendémenos ocorrendo em Mecénica Estatistica fora do
equilibrio [4]. Além disso, existem questdes que dizem respeito & criticalidade
dos modelos que exibem SOC. Quais sido os expoentes, as fungdes de escala,

classes de universalidade, etc..

Neste trabalho o objetivo principal é estudar o modelo Olami-Feder-
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Christensen {OFC), proposto dentro do contexto da dinamica de terremotos.
Nosso principal resultado foi estabelecer uma conexéo entre um modelo com
estrutura espacial e que supostamente exibe SOC com processos ramificados.
Até entdo, essa conexfo sd havia sido feita para modelos sem estrutura es-
pacial. Esta tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2 revemos
o coneeito de criticalidade auto-organizada com um pouco mais de detalhes.
Para introduzir as idéias principais usaremos o modelo de pilha de areia. No
capitulo 3 apresentaremos o modelo OFC, que ¢ o objeto principal de estudo
desta tese. Na primeira metade do capitulo reproduzimos diversos resulta-
dos, mostrando a suposta conexdo do modelo com terremotos. No restante
do capitulo enfatizaremos aspectos relacionados a implementacio numérica
do modelo. Em seguida, no capitulo 4, apresentaremos o modelo R-OFC,
que € uma versiao aleatdria do modelo OFC. Nesse capitulo explicitaremos
como ¢ possivel encarar os modelos de SOC como um processo ramificado.
No capitulo 5 fazemos uma breve revisio de alguns trabalhos que relacionam
as versdes de campo médio de modelos com criticalidade auto-organizada,
a processos ramificados. Apresentamos a teoria da quase-criticalidade, ex-
pondo as idéias por meio do modelo Feder e Feder extremal. O modelo
OFC ¢ retomado, mas dessa vez usando uma abordagem muito préxima, de
processos ramificados. Finalmente, no capitulo 6, apresentaremos as nos-
sas conclusdes, junto com algumas questdes recentes sobre o modelo OFC.

Discutiremos também pespectivas de continuidade.



Capitulo 2

Algumas questoes sobre

criticalidade auto-organizada

2.1 Consideracgoes Gerais

Por simetria entendemos uma invaridncia com relagio a alguma mudanca.
Algo {uma lei fisica, uma figura geométrica, etc.) permanece inalterado
mesmo tendo sido efetuada algum tipo de mudanga. A auto-similaridade
é uma forma de simetria, presente em fractais e multi-fractais, estando as-
sociada a leis de poténcia. Consiste em uma invaridncia com relagio a
variacoes de escala. Em outras palavras, continuamos observando a mes-
ma. estrutura, indepedente da escala que uscmos para isso. Por exemplo,
vamos considerar um fendmeno qualquer, cujos eventos sdo descritos pela
varidvel s, e a distribuicio de probabilidade de ocorréncia de eventos obe-
dece uma lei de poténcia, P(s) ~ s7? (8 > 1). Se P(s) ¢ a probabilidade de
que ocorram eventos maiores que s, a probabilidade de que ocorram even-
tos maiores que As, com A podendo assumir quaisquer valor, serd dada por

P(As) = MPP(s). Isso mostra que, uma ver fixado o valor de A, se fi-

5
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zermos medidas das grandezas de interesse no intervalo entre s e As, obte-
remos sempre os mesmos resultados, independentemente do valor escolhido
para s. A propor¢io de grandes e pequenos eventos serd sempre a mes-
ma, nao importa o intervalo que tomarmos para observar o fendmeno. Leis de
poténcia sao comuns em diversos ramos da ciéncia, como por exemplo em bio-
logia, quimica, economia, fisica, etc.. Em particular, podemos citar que em
Mecanica Estatistica de equilibrio, préximo a transicdes de fase continuas,
as grandezas de interesse do sistema considerado sfo muito bem descritas
por leis de poténcia. Resultados do grupo de renormaliza¢io mostram que
os detalhes microscépicos néo sao importantes na descrigiio das transicdes de
fase. Sistemas fisicos diferentes exibem o mesmo comportamento critico (is-
to 6, exibem os mesmos expoentes criticos) indepedente das particularidades
fisicas de cada sistema. Assim, é possivel classificar as diversas transicoes
de fase (em supercondutores, materias ferromagnéticos, etc..) em classes de
universalidade, caracterizadas por alguns poucos expoentes criticos, que de-
pendem da dimensionalidade do sistema, da dimensionalidade do pardmetro
de ordem ¢ da simetria do modelo considerado. Desde que as transiches
de fase apresentam wm cardter universal, ¢ possivel estudar os fenémenos
criticos por meio de modelos tedricos simples, como o modelo de Ising ou

Heisenberg, que capturam aspectos gerais do problema.

O sucesso na descri¢do de fendmenos criticos como um fenémeno univer-
sal pelo grupo de renormalizacio deve-se & presenca de invaridncia de escala
préximo a criticalidade. No entanto, para que os sistemas em Mecénica Bs-
tatistica estejam préximo & criticalidade, é necessédrio o ajuste externo de
algum pardmetro, como por exemplo a temperatura, o campo magnético,
etc.. Por outro lado, diversas manifestacbes de invaridncia de escala (es-

pacial e temporal) sfo ubfquas na natureza e, ao contrdrio de transicdes
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de fase continuas, aparentemente espontineas. Uma questdo surge natural-
mente entio sobre a ocorréncia generalizada de leis de poténcia na natureza;
seriam estas devido a algum principio geral ou cada caso seria devido as
causas particulares? Em um trabalho de 1987 Per Bak e colaboradores [1]
afirmam que esse principio geral existe, propondo a teoria da criticalidade
auto-organizada como possivel explicagio para as diversas manifestages de
invaridncia de escala na natureza. Conforme exposto neste trabatho {1], criti-
calidade auto-organizada seria a propriedade apresentada por vérios sistemas
dinédmicos fora do equilibrio e com muitos graus de liberdade espaciais e tem-
poral, dissipativos e abertos, de evoluirem naturalmente até um estado critico
estatisticamente estaciondrio, quando submetidos a uma lenta e permanente
perturbaciio externa. O estado critico, assim como em fendmenos criticos
de equilibrio, caracteriza-se por invaridncia de escala. Para os sistemas que
exibem criticalidade auto-organizada, uma vez atingido o estado estatisti-
camente estacionario, a resposta do sistema as perturbagdes podem ser de
qualquer tamanho (invaridncia de escala). As distribuicdes estatisticas das
srandezas de interesse (espaciais e temporais) sdo regidas por leis de poténcia.
Mas, ao contrario dos fendmenos criticos de equilibrio, o estado critico agora
é um atrator da dindmica sendo atingido sem qualquer tipo de ajuste externo
¢ independentemente das condigdes iniciais. Além disso, o estado critico é

robusto com relacdo a variagio de pardmetros locais e ruido.

Apesar de estarem fora do equilibrio, os modelos exibindo SOC diferem
daqueles geralmente estudados em Mecinica Estatistica fora do equilibrio,
pois possuem duas escalas temporais distintas. Enquanto em Mecénica Es-
tatistica fora do equilibrio a escala temporal da perturbagio externa (um
ruido por exemplo) ¢ da mesma ordem da escala temporal de evolugdo da

dindmica, para os modelos que exibem SOC existem duas escalas tempo-
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rais. Uma lenta, em que o sistema é perturbado externamente, e uma outra
rapida na qual o sistema relaxa. A escala temporal répida (relaxacio) é
praticamente instantinea se comparada com a escala temporal lenta (per-
turbagio). A existéncia dessas duas escalas temporais dificulta a abordagem

desses modelos por meio do formalismo de equacfes mestras.

O paradigma da criticalidade auto-organizada é a pilha de areia. Imagine
que em uma superficie plana comegamos a despejar graos de areia. A ca-
da unidade de tempo um tdnico gréo é adicionado em uma posicio aleatéria
sobre a superficie. Apés a adicdo de cada grio, espera-se até que todos os
graos estejam novamente em repouso. Apenas a partir desse momento é que
novos graos poderdo ser adicionados ao sistema. Passado um certo tempo,
um 1novo grao adicionado ao sisterma caird numa posi¢io onde j& existia um
outro grao. O gréo adicionado provavelmente se tornard instdvel e rolard,
originando uma avalanche microscépica. Dando prosseguimento com o pro-
cesso de deposicdo de graos haverd o surgimento de pequenas pithas. Para
que uma pilha se mantenha estavel é necessdrio que cada inclinacio local da
pilha seja inferior a um dado dngulo critico. No entanto, a constante injecéo
de graos no sistema acaba por criar uma séries de avalanches. Essas avalan-
ches acabam fazendo com que as diversas pilhas se fundam em uma tnica
grande pilha, que crescerd até um certo ponto. A inclinacio média da pilha
atinge um valor denominado &ngulo de repouso, que ndo serd excedido, por
mais que seja despejada areia na pilha. O estado atingido pela pilha de areia
¢ estatisticamente estaciondrio, onde a inje¢io de grios de areia no sistema é
compensada pela perda de graos ocasionada pelas avalanches. Desta maneira
¢ possivel que a inclinagdo média da pilha tenha um valor estatisticamente
estaciondrio. Todavia, continua havendo uma variagio muito grande das in-

clinagdes locais, que continuam ndo podendo exceder um certo valor critico
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sem que haja rolamento de grios. Quando um ‘sitio’ possui uma inclinagao
igual ao valor critico dizemos que este sitio estd em um estado minimamente
estavel. Assim, as avalanches ocorrem quando um grio é depositado em um
sitio minimamente estdvel conectado a outros sitios minimamente estdveis.
Devido a grande variagio das inclinacdes locais, é dificil prever qual o resul-
tado da deposigdo de um unico grio de areia. Pode ocorrer uma avalanche
global, ou o deslizamento de alguns poucos graos de areia, ou, quem sabe, 0
grao depositado pode simplesmanente permanecer no local onde caiu.

Ag idéias em torno do conceito de criticalidade auto-organizada foram
apresentadas através de wmn automato celular muito simples, denominado
modelo BTW {Bak, Tang e Weinsefeld). Este modelo também é conhecido
como modelo de pilha de areia, pois suas regras de evolucdo, pelo menos
intuitivamente, tentam descrever gréos de areia deslizando em avalanches
ocorrendo em pithas de areia reais. Na pdxima secao apresentamos o modelo

BTW em uma e duas dimensdes.

2.2 0O modelo de pilha de areia

Em uma dimensao, o modelo de ‘pilha de areia’ ou modelo BTW consiste
em um autémato celular definido em uma cadeia linear com N sitios. E
associada a cada sitio uma varidvel discreta h;, que pictoricamente representa
a altura da pilha de areia naguele sitio. A ‘inclinacdo’ local z; de um sitio ¢

qualquer da rede é definida como
2y = hi - hﬂ,l. (21)

Imporemos hg = h; e hAy.y = 0 como condicdes de contorno. Isto significa
que a extremidade esquerda é fechada e os gréos sé poderdo abandonar a

pilha pela extremidade direita. Pode-se tomar como configuragioe inicial uma
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configuragio totalmente plana (h; = 0, Vi) ou uma configuracéo totalmente
aleatéria. O sistema é perturbado pela adigdo de um grio de areia em um

sitio escolhido aleatoriamente,
hy = hi + 1, (22)

o que modifica as inclinagdes da pilha nos sitios ¢ e 4 — 1,

Z; — -+ 1,
(2.3)

Zin = o — L
Prossegue-se acrescentando gréos a sitios escolhidos aleatoriamente até que
alguma das inclinagdes z; torne-se instdvel, isto é, exceda a inclinacio critica
Ze, (2 > z). A partir desse momento o sisterna deixa de ser perturbado
externamente ¢ relaxa. Um grao pertecente ao sitio com inclinacio instdvel

rolard para o sitio mais a direita, modificando as alturas nos sitios ¢ ¢ ¢ - 1,

hi - hy; - ].,

(2.4)
h’i-H - hz’-{-l + 1.
Em consequéncia, as inclinagdes do sitios ¢ ¢ 1 & 1 se modificam,
Zy - oz 2
’ (2.5)

Zigl  Zig + L

Esta redistribui¢do de grios pode ocasionar algum novo sitio critico (z4),
acarrctando mais uma vez a redistribuigio de grios. Esta reacio em cadeia
¢ chamada de avalanche. Tal processo continua até que todas as inclinac@es
estejam novamente estdveis, z; < z, Vi. Caso o sitio hy seja perturbado,
vindo a se tornar critico, teremos entdo um grdo rolando para fora da pilha.
Isto leva a perda de grios de areia. Neste modelo unidimensional, apés
um transiente (que depende da configuragio inicial) o sistema atinge uma

configuracio onde z; = 2., V4. Assim, qualquer grio adicionado 3 pilha rolard
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para fora da pilha. Esta configuragio é um atrator trivial da dindmica, ja
que o sistema sempre retorna para esta configuracdo apds ser perturbado e
relaxar.

Um comportamento mais rico é obtido em duas dimensdes. As regras
(2.5) séo facilmente generalizadas para duas dimensdes. Neste caso néo é
tdo fédcil relacionar z;; com a inclinacdo da pilha. O sistema é perturbado
com o acréscimo de 1 grao, sempre escolhendo aleatoriamente o sitio a ser
perturbado. Quando um sitio torna-se critico, ou seja, z; ; > z, aplica-se a
regra de relaxagao:

Zij Zi,j'—‘.l:, (26)

Zngp ™ Znnt L
onde z,, corresponde aos quatro primeiros vizinhos do sitio que tornou-se
critico. Como resultado, um ou mais sitios podem tornar-se criticos, inician-
do uma avalanche. As atualizacdes dos sitios criticos séo feitas de forma
paralela ou sincrona, o que significa que todos os sitios sdo atualizados ao
mesmo tempo. Geralmente uma avalanche é caracterizada pelo seu tamanho
5, aduracdo 1" e a drea que ocupa a. O tamanho s da avalanche ¢ definido co-
mo sendo igual ao niimero de sitios que relaxam. Se um sitio relaxar n vezes
em uma avalanche, essas n vezes sao contadas para o tamanho da avalanche.
A area o ocupada pela avalanche corresponde ao numero de sitios que par-
ticiparam da avalanche. As atualizagoes, isto é, o processo de relaxamento
dos sitios criticos ocorrem de forma sincrona. Se mais de um sitio torna-se
critico, todos relaxam ao tempo (escala curta de tempo). Assim, definimos
como duracdo da avalanche T o mimero total de atualizacoes feitas durante
um processo de avalanche (note que aqui nos referimos & escala curta de
tempo).

Na Figura 2.1 podemos ver a funcdo distribuicdo do tamanho das ava-
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lanches P(s) para simulagdes realizadas no modelo pilha de areia em duas
dimensdes, para rede de tamanho L =50, L = 100 ¢ L = 200. As condi¢des
de contorno sfo abertas, ou s¢ja, se sitios que pertencem a borda tornam-se
criticos haverd a perda de grios pelo sistema, uma vez que sitios da borda
possuem um ndmero menor de vizinhos. Ao contrario da versio unidimen-
sional, este modelo apresenta, no estado estaciondrio, um comportamento
rico, com avalanches de todos os tamanhos, limitados apenas pelo tamanho
fisico do sistema. A distribuicdo de probabilidade P(s, L) dos tamanhos das
avalanches s, obedece uma lei de poténcia por vérias décadas (veja a Figu-
ra 2.1). A partir de um certo tamanho de avalanche s* (que depende do
tamanho de rede considerado) a distribuigio de probabilidade dos tamanhos
de avalanches deixa de obedecer a uma, lei de poténcia, sendo caracterizada
por um rapido decaimento exponencial P(s, L) ~ exp(—s/s*). Este rdpido
decaimento pode ser entendido como efeito do tamanho finito dos sistemas
considerados, pois o tamanho das avalanches ¢ limitado pelo tamanho fisico

do sistema.

O modelo BTW ilustra as principais propriedades de sistemas que exi-
bem SOC. Temos um sistema aberto, realizando troca com o meio externo
‘graos’ de areia sdo injetados no sistema e eventualmente perdidos pela pilha
nos processos de relaxamento dos sftios da borda). I um modelo totalmente
fora do equilibrio e evolul “espontaneamente” para um estado critico car-
acterizado por invaridncia de escala. Isto é, dada uma configuracio inicial
qualquer, aplicando as regras de evolugio sucessivamente, o sistema atinge
um estado de equilibrio estatistico, em que as grandezas macroscépicas flu-
tuam em torno de um valor médio. Além disso, este estado é caracterizado
por invaridncia de escala nas distribuicGes estatisticas. Apesar das regras de

evolugdo do sistema serem localmente conservativas (veja as equagdes (2.6)),
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Figura 2.1: Distribuigiio das avalanches no modelo pilha de areia para redes de
tamanho L = 50, L = 100 ¢ L = 200. Os resultados foram obtidos considerando-se

estatistica da ordem 20000000 de avalanches.

globalmente o sistema ¢ dissipativo. Grios de areia sdo perdidos pelo sis-
tema quando sitios pertencentes & borda relaxam. Uma vez que estes sitios
possuem um ndmero menor de vizinhos, quando tornam-se criticos ocorre dis-
sipacio da quantidade z;, que corresponde em termos pictéricos a um grao
caindo fora da pilha. Ao contrério das transigdes de fase de segunda ordem,
onde os efeitos de borda deixam de ter importancia a medida que o limite
termodindmico ¢ alcancado, as condi¢des de contorno sao importantes em
modelos de criticalidade auto-organizada. Elas garantem a estacionaridade

do sistema, influenciam as leis de escala observadas e, a depender da condigao
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de contorno, o sistema pode nem apresentar criticalidade auto-organizada.
O trabaltho inicial de Per Bak despertou um interesse muito grande da
comunidade cientifica. Desde entdo, uma infinidade de trabalhos tem surgido
a cada ano, sendo a maioria trabalhos tedricos ou de simulacdes numéricas.
Alguns trabalhos experimentais, com pilhas de areia reais, foram realiza-
dos (para uma revisdo destes trabalhos veja [5]}, conseguindo, no entanto,
produzir leis de poténcia em pequenas pithas apenas. O sistema passava a
exibir um comportamento oscilatério quando grandes pilhas de areia eram
consideradas. Acredita~se que efeitos inerciais impecam que pilhas de areia
reals exibam invaridncia de escala [6] e [7]. A medida que o grio desliza,
val ganhando energia cinética, ficando cada vez mais dificil parar. Aparente-
mente esta hipdtese foi confirmada em um trabalho, onde avalanches em
pilhas de arroz de diferentes espécies (e portanto, de diferentes formatos)
foram analisadas [8]. Pilhas de arroz com formato mais préximo do esférico
produziram apenas decaimento exponencial. J4 pilhas de arroz com formato
mais alongado, que restringe o movimento dos grios, favorencendo ao atri-
to (suprimindo assim os efeitos de inéreia) produziram leis de poténcia em
varias décadas. Baseado nesses resultados, os autores conclufram que SOC
ndo ¢ um fendémeno universal para sistemas granulares lentamente pertur-
bados. A diferenca no mecanismo de dissipagio levaria a uma mudanca de

comportamento critico para nao-critico.

2.3 Efeitos de tamanho finito

Boa parte dos resultados relacionados a criticalidade auto-organizada sio
obtidos através de simulagdes computacionais. Nessas simulagdes, em geral,

parte-se de uma configuracéo inicial aleatéria ¢ espera-se até que o sistema at-
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inja um regime estatisticamente estaciondrio, quando grandezas macroscopicas
flutuam em torno de um certo valor médio. Uma vez atingido este regime
estacionério, comega-se a coletar as estatisticas das grandezas de interesse.
Na grande maioria dos trabalhos publicados, os autores, de um modo geral,
admitem que o sistema ¢é invariante por escala caso seja constatada a pre-
senca de leis de poténcia na distribuicdo das grandezas de interesse, como por
exemplo, na distribuicio do tamanho das avalanches. Desde que o tamanho
das avalanches (e de outras grandezas de interesse) é limitado pelo tamanho
do sistema, as distribuicoes apresentam leis de poténcias em algumas décadas
apenas, como ¢ o caso, por exemplo, da distribuicdo de avalanches do mo-
delo BTW mostrada na Figura 2.1. Uma vez que ndo ¢ possivel simular
redes de tamanho infinito, deve-se verificar como o tamanho da rede inter-
fere nos resultados ¢ tentar prever o comportamento do sistema no limite
termodinamico, onde L — co.

Na vasta literatura em torno do conceito SOC é muito comum o emprego
da teoria da escala de tamanhos finitos (finite size scaling-FSS) [9] para estu-
dar a dependéncia dos modelos com o tamanho da rede. A teoria da escala de
tamanhos finitos foi desenvolvida no contexto de transigdes de fase continuas.
Basicamente consiste em um método para extrair pardmetros criticos (prin-
cipalmente expoentes) de sistemas finitos, nas proximidades do limite ter-
modindmico®, verificando-se como as grandezas termodinédmicas variam com
o tamanho do sistema. Assim, se uma funcio termodindmica I, (T, V) qual-

quer, que no limite termodindmico comporta-se como
Fuo(T, V) ~ Clot™?, (2.7

onde t = (T — T,)/T. — 0, quando este mesmo sistema estiver préximo

1O limite termodinidmico ¢ obtido quando o nimero N de particulas do sistemas ¢ o

volume ¥ do sistema tendem ao infinito com a densidade p = N/V mantida fixa.
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a criticalidade e L for suficientemente grande, o comportamento da funcio

Fr(T,V) deixa de ser descrito pela expressio (2.7) e passa a ser
Fu(T,V) ~ Lg(¢tL*"), (2.8)

onde g(tL'/*), denominada funcio de escala, representa os efeitos de tamanho
finito sobre o comportamento critico do sistema.

O emprego da teoria de I'SS em modelos de criticalidade auto-organizada
consiste em analisar como a cauda das distribuiges estatisticas (em um
grifico log —log) das grandezas de interesse se comportam com o aumento
do tamanho da rede. Sendo P(z, L) a fungfo distribuigio de uma grandeza
z qualquer (z podendo ser a, s ou T') para um dado sistema de tamanho I,
espera-se que P(x, L) ~ 27", quando L — co. No caso de sistemas finitos,
P(z, L) deve obedecer & uma lei de poténcia para ¢ < LP», onde D, é um
expoente que caracteriza como a cauda da curva escala com o tamanho da
rede. Por outro lado, para & > LP* espera-se que P(z, L) decaia muito
rapidamente. Em geral, para descrever este comportamento, emprega-se o
ansatz

Pz, L) ~ L™P=G(z/LP") (2.9)

ou

P(z,L) ~ x™™ F(z/ L), (2.10)

onde 8, = D7, e 7, é 0 expoente referente & lei de poténcia. As funcdes de

escala nas expressoes {2.9) e (2.10) devem satisfazer & seguinte relacio
Fly) =y™G{y), (2.11)

qualquer que seja y. Além disso, quando y — 0, a fungdo G(y) tende a uma

lei de poténcia (enquanto F(y) — cte).
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De um modo geral, para determinar se um sistema obedece ou ndo ao
FSS, plota-se em um mesmo grafico ln [P(;z;, L)Lﬁ-’“} ou ln [P(z, L)a™] versus
In{z/LP+) para diversos tamanhos diferentes de rede L. Se o sistema obe-
dece ao 'SS espera-se que todas as curvas colapsem em uma Unica curva,
dita curva universal. No entanto, devido as limitagdes computacionais, na
pratica torna-se muito dificil distinguir entre lei de poténcia e um decaimento
exponencial zfe~%/% com o tamanho caracteristico =, muito grande. Diver-
sas investigacdes, em modelos do tipo pilha de arela em que ajustes de F'SS
foram empregados, conduziram a resultados contraditérios (veja por exemplo
110, [11] e [12]).

Recentemente no estudo da dependéncia dos modelos com o tamanho da
rede tem sido empregada a técnica da andlise dos momentos [13]. Introduzida
em 1998 por Menech [14] e colaboradores, essa técnica consiste em analisar

os momentos da distribuicio de interesse, isto &,
< gt > fPS(S,L)Sq ds, (2.12)

a0 invés de analisar diretamente a distribuicio. A idéia é escrever os mo-
mentos em termo do espectro multifractal da distribuiciio de probabilidade
~ integrada f(a) [15], definido por

oy = U B, D) 013

onde o = Insg/InL e é implicito que L — 0o, para escrever 0s momentos
da distribuicdo. Com um pouco de esfor¢o {veja o apéndice C para maiores

detalhes) é possivel mostrar que
< sl >= / exp [f (@) + gl da ~ 1710, (2.14)

onde o(g) = max,|f(a) + qa}. Com este resultado é possivel testar se as

grandezas estudadas obedecem ou ndo ao FSS. Se adimitirmos como ver-
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dadeiro o ansatz (2.10), o espectro multifactral deve comporta-se como (veja

o apéndice C)

~(1s —1) para 0< o< D,
fla} =

—00 para  « > Dy,

Dig—7,+1) para 0<a< Dy,
o(q) =
0 para > D,

Se a distribuicio de eventos obedece ao FSS, o(q) deve ser uma funcéo linear
com relagdo a seus argumentos, correspondendo & inclinacdo em um grifico
log —log do q-ésimo momento < s? > versus o tamanho da rede L. Desde
que Dy = doy(q)/dg, T, pode ser obtido a partir da relacio o(1) = D,(2—7,).

A andlise de momentos consiste basicamente em um teste para verificar
se o sistema obedece ou néo ao FSS. Caso o sistema ndo obedeca ao FSS,
pode-se tentar um ajuste mais geral, denominado de multifractal e propros-
to por Kadanoff e colabores {16]. Consiste em tentar fazer um ajuste de
log P(s, L)/ log(AL) versus log(s)/ log(AL) para um valor conveniente de A.
E interessantc ressaltar que este ponto fica um pouco obscuro na literatura.
Efetuar a andlise de momentos, ndo significa que o sistema seja multifractal,

como parece vem sendo assumido As vezes na literatura.

2.4 Principais modelos

Desde o surgimento da teoria de criticalidade auto-organizada uma infinidade
de modelos foram propostos. Em sua grande maioria sdo automatos celulares

ou mapas acoplados, onde existe um valor limiar a partir do qual o processo de
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avalanche é deflagrado. Devido ao grande niimero, € impossivel citar todos os
modelos. No entanto, como muitos modelos possuem muitas caracteristicas
em comum, é possivel separar os diversos modelos em grupos com algumas
caracteristicas similares.

Naturalmente o primeiro grupo é o dos modelos tipo “pilha de areia”.
Esses modelos sao definidos em uma rede, cuja dimensionalidade pode vari-
ar. A varidvel que descreve o estado de cada sitio é discreta. Na maioria
dos casos as regras da dinimica local desses modelos sdo deterministicas e
localmente conservativas. A dissipacio ocorre apenas nas bordas do sistema.
A perturbagdo ¢ feita localmente ¢ de forma aleatdria. As regras de relaxacgdo
em duas dimensdes sdo dadas pela expressdo (2.6). Duas excessbes impor-
tantes, bastantes estudadas na literatura, séo um modelo introduzido por
Zhang em 1989 [17] e um modelo introduzido por Manna [18]. No modelo de
Zhang associa-se a cada sitio (4, j) da rede uma varidvel real £; ;. Perturba-se
o sistema aleatoriamente acrescentando uma quantidade 0F a um sitio es-
colhido aleatoriamente, isto ¢, B, ; — E;; +¢E. Quando algum sitio excede

o valor critico, isto é, B;; > E; o sistema relaxa de acordo com

En,n — En,n + ﬁEi,ja (2 15)

Ez',j — 0,

onde e = (0.25. O modelo de Zhang, assim como o modelo BTW também é
conservativo, com a dissipacdo ocorrendo apenas nas bordas. Este modelo é
estudado para F, = 1 e §F tomado uniformemente no intervalo [0, 0.5]. Para
€ < 0.25 o modelo é ndo conservativo, deixando de exibir lei de poténcia.
Ja no modelo de Manna, também conhecido como modelo de dois estados, a
cada sitio da rede ¢é associada uma varidvel inteira. O sistema é perturbado
pela adicio de uma grio em um sitio escolhido aleatoriamente. Quando

um sitio fica critico (z,; = 2), este sitio relaxa distribuindo os seus dois
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grao para dois vizinhos escolhidos aleatoriamente. Ainda dentro deste grupo
¢ possivel uma outra classificagio em termos da regra dinfmica local de
evolugdo. Existem os modelos para os quals regras de evolugiio dependem da
diferencas das alturas e aqueles que dependem apenas do valor absoluto da
altura. Os modelos cuja as regras da dindmica dependem apenas da altura
possuem propriedades comutativas. Hsta propriedades permite que sejam
definidos operadores que geram um subgrupo abeliano [19]. Por isso estes
modelos sdo chamados de abelianos. Devido a estrutura de grupo é possivel
um tratamento analitico de vdrias propriedades dos modelos abelianos.
Uma outra classe de modelos foi inspirada em modelos mecanicos do tipo
massa-mola. Dentro desse grupo, os modelos mais importantes séo o modelo
Feder e Ieder (FF) ¢ o modelo Olami-Feder-Christensen (OFC), propostos
dentro do contexto da din&mica de terremotos. As regras de evolucdo sio
totalmente deterministicas, estando o tnico elemento de aleatoriedade pre-
sente nas condigdes iniciais. A perturbacio é global, ou seja, todos os sitios

s&0 perturbados ao mesmo tempo e de forma idéntica, isto é,
Ei,j - Ei,j -+ (SE, (216)

para todos os sitios (4, 7) da rede.

Estes modelos possuem um pardmetro o por meio do qual é possivel con-
trolar o grau de dissipaciio do sistema. Os dois modelos diferem no momento
em que os sitios criticos relaxam. Sendo E; ; a varidvel associada a cada sitio

da rede, quando E;; > E, temos

En,n - En,n+A:
Ei,j — 0,

(2.17)

onde A = af; ; no modelo OFC e A = « no modelo FF. Note que, em duas

dimensoes e & = 0.25, o modelo OFC é conservativo, enquanto o modelo
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FF jamais é conservativo. Além disso, para que néo sincronize, ao simular
o modelo FF é necessario acrescentar um pequeno ruido ao sitio que relaxa.
Fortes evidéncias numeéricas parecem demonstrar que tais modelos exibem
SOC mesmo quando sao dissipativos. Ao longo desta tese retornaremos ao
modelo OFC.

Existem modelos que ndo se enquadram nem na categoria dos modelos
com dinamica local conservativa, nem na categoria dos modelos com dindmica
local nao-conservativa. Vamos apresentar dois dos mais importantes dessa
classe de modelos. O modelo fogo floresta ¢ o modelo Bak-Sneppen. Ini-
clalmente falaremos do modelo fogo floresta ou FFM. Proposto em 1992 por
Drossel e Schwabl [20], suas regras de evolugdo sio estocdsticas, ndo conser-
vativas, e o modelo geralmente é definido em uma rede. Cada sitio da rede
pode estar em trés estados. Vazio, ocupado por uma drvore ou ocupado por
uma arvore em chamas. As condigdes de contorno sio periddicas e a configu-
racdo inicial é totalmente aletéria. A dindmica do modelo é feita de forma

paralela de acordo com as seguintes regras:

a) Um sitio que contém uma drvore em chamas se tornard um sitio vazio

na proxima unidade de tempo.
b) Um sitio vazio pode receber uma arvore verde com probabilidade p.

¢) Um sitio que estd com uma arvore verde, desde que ndo esteja conectada
a um outro sitio com uma arvore em chamas, podera com probabilidade

f a tornar-se uma arvore em chamas.

Simulagdes computacionais e analises tedricas mostram que o modelo
FFM exibe invaridncia de escala quando p— O e f/p — 0.
Por fim, citaremos o modelo de evolu¢do proposto por Bak Sneppen [21].

Em uma cadela unidimensional (a generalizagiio para dimensdes superiores é
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imediata) a cada sitio da rede associa-se uma varidvel real z; € {0,1]. A cada
unidade de tempo escolhe-se o sitio com menor z;. Seu valor é trocado por um
outro valor escolhido aleatoriamente no intervalo [0,1], o mesmo ocorrendo
para seus dois vizinhos mais préximos. O conceito de avalanches nesse modelo
¢ um pouco diferente, precisando ser redefinido. O comportamento estatistico
originado é bastante rico. Para uma revisio dos principais resultados veja a
referéncia [22]

Finalmente também ¢ interessante citar uma classe de modelos que de-
nominaremos de modelos de vizinhos aleatérios. Estes modelos, em geral,
sdo modelos derivados de outros modelos definidos em uma rede. Enquanto
nos modelos definidos em uma rede, ao relaxar, o sitio distribui sua energia
para vizinhos mais préximos, nos modelos de vizinhos aleatérios os sitios que
recebem a energia sdo escolhidos aleatoriamente. Esta propriedade permite
que resuitados analiticos sejam obtidos, sendo estes modelos uma espécie de

versdo de campo médio dos modelos correspondentes definidos etn uma rede.

2.5 Criticas ao conceito de SOC

O termo criticalidade auto-organizada é amplamente utilizado, porém ainda
hoje seu significado ¢ vago e pouco preciso. Originalmente, a idéia era de que
certos sistemas atingiriam um estado critico sem necessidade de ajustes exter-
no em algum pardmetro do sistema. O estado critico seria caracterizado por
invarifincia de escala e a distribuicdo espectral de poténcia associada a respos-
ta do sistema (avalanches) teria um comportamento descrito por 1/ %, onde
¢ ~ 1. O surgimento de estruturas fractais e do ruido 1/f seria consequéncia
natural da dindmica de sistemas criticamente auto-organizados. Como visto

neste capitulo, tais idéias foram testadas em um automato celular denom-
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inado modelo BTW. Pouco apés o surgimento da teoria, porém, uma série
de trabalhos vieram obscurecer a aplicabilidade desta. Jensen, Christensen e
Fogedby [23] mostram que o modelo BT'W exibe ruido 1/f? {conhecido como
ruido browniano) ao invés do ruido 1/f, como exposto no trabalho original
de Per Bak e colaboradores [1]. Kadanoff e colaboradores apresentam uma
séries de modelos unidimensionais com comportamento altamente complexo
[16], violando a proposta original de Per Bak de que SOC scria um com-
portamento caracteritisco de sistemas de duas ou trés dimensoes. Diversos
experimentos realizados com pilhas de areia reals mostram que o COmpor-
tamento das pilhas reais ¢ muito mais complexo do que uma simples lei de
poténcia. Em face desses resultados ndo é mais possivel encarar SOC como
uma teoria geral capaz de explicar a vasta ocorréncia de estruturas fractais
e do rufdo 1/f. Resta ainda o apelo do estado critico atingido sem ajustes
externo, em oposicao a transi¢oes de fase de segunda ordem, onde o sistema
s6 atinge o estado critico se algum parimetro externo for ajustado (campo
magnético, temperatura, ete.). Porém, aqui residem duas ambiguidades. O
termo auto-organizagdo ¢ empregado em uma série de fendmenos distintos,
com o intuito de expressar a idéia de que uma certa ordem ou padrdo surge
espontaneamente. No entanto, quando colocado sobre o ponto critico, qual-
quer que seja a configuragido inicial, apds certo tempo, o modelo de Ising
atinge uma configuragao ordenada sem que este fato seja mencionado como
auto-organizado. No caso de SOC, como tem sido apontado por virios au-
tores [24], [25] e [26], para que o sistema atinja a criticalidade ¢ necessério
que a taxa de perturbacio do sistema scja ajustada a zero (o que equivale
a uma separacdo infinita na escala de perturbagio e relaxagio do sistema).
Este ajuste estaria oculto na defini¢iio dos modelos. A implementacio deste

ajuste em modelos computacionais ¢ muito fdcil, ja que consiste em uma
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separagdo infinita nas escalas temporais. Em realizacoes experimentais, por

sua vez, este ajuste ndo é tao facil de ser realizado.



Capitulo 3

O modelo Olami-Feder e

Christensen

3.1 Aspectos gerais sobre terremotos

I4 comum os meios de comunicacio veicularem noticias a respeito de terre-
motos (medidos com certa intensidade em uma escala conhecida como escala
Richter) ocorridos em lugares como México, Turquia, Japao ou Chile. O
que talvez a maior parte das pessoas nao saiba é que a maioria dos terre-
motos nio ocorrem em pontos aleatdrios no globo terrestre, mas em regioes
bem determinadas . Essas regides quase sempre possuem grande atividade
sismica como atividade vulcanica e a presenca de grandes cadelas de montan-
has. Certamente estes nio sfo fatos isolados e serviram de ponto de partida
para a teoria das placas tectdnicas [27]. Esta teoria é a mais aceita para a
explicacio da maioria dos terremotos (¢ importante salientar que terremo-
tos podem ser causados por outros fatores como atividade vulcanica ou a
explosdo de um artefato nuclear).

Para entender a teoria das placas tectdnicas é preciso conhecer a estrutura

25
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interna da Terra. Com base em informagdes obtidas a partir de investigacoes
sismicas, a Terra pode ser dividade em trés zonas principais: crosta, manto
e nicleo [28]. A zona mais externa ¢ a crosta, camada sélida constituida de
diversos minerais. Os continentes e o leito ocednico formam a crosta, cu-
Jja espessura varia de 30km a 40km sob os continentes (esta espessura pode
chegar a 70km sob as grandes montanhas) e 10km cm média sob o leito
ocednico. Em seguida encontramos o manto, uma larga camada, constituida
principalmente de rocha densa e dxidos metdlicos. O manto ocupa aproxi-
madamente 80% do volume do globo terrestre. O niicleo é a porgiio central,
com um raio de cerca de 3400 km e temperaturas da ordem de 6000 °C,
formado basicamente por metais (principalmente Niquel e Ferro). O micleo
pode ser divido em niicleo interior e niicleo exterior. Devido As altas pressdes,
o niicleo interior é sélido, enquanto que o nicleo exterior se apresenta sob a

forma liguida.

A crosta e a parte mais externa do manto formam a litosfera, regiso
onde se concentram todos os terremotos, com espessura variando de 50km a
200km. A litosfera repousa sobre a astenosfera. Devido as altas temperatu-
ras e pressoes, a astenosfera se comporta como um fluido viscoso para tempos
geolégicos (da ordem de milhdes a bilhes de anos) e como um sélido eldstico
para tempos curtos (isto é, de segundos a minutos). A litosfera é formada por
vérias placas, que se formam devido a transigdes de fases ocasionadas pelas
diferencas de temperaturas entre as varias camadas. Cada placa consiste em
enormes blocos de rocha, e estdo se movimentando horizontalmente umas em
relagio as outras, muito lentamente. O movimento das placas é induzido por
correntes de convecgio que ocorrem na astenosfera, devido as altas tempe-
raturas existentes nesta regido. O movimento relativo causa colisdes entre

as placas (Figura 3.1 B), que ocasionam deformacdes nas suas bordas. As
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tensoes nas bordas das placas sao lenta e gradualmente acumuladas durante
centenas, milhares de anos. Quando o limite de resiténcia da rocha é exce-
dido, ocorre um movimento repentino e rdpido entre as duas placas (Figura
3.1 C). A energia liberada é convertida em calor e ondas eldsticas que se
propagam pela crosta terrestre provocando tremores de terras ou terremo-
tos, causando mortes e considerdveis perdas materias.

O plano onde ocorre o deslizamento das placas é denominado de falha
geoldgica. Apesar de menos frequente, é possivel haver falha geoldgica no
interior de urna placa tectonica (Veja a Figura 3.2) que muitas vezes vezes
nem chega a superficie. Os sismos originados em falha geolégica intraplaca,
com raras excecoes, sao de pequeno poder de destruicdo. O ponto sobre a
falha geoldgica a partir do qual se inicia a liberagio da energia acumulada
é denominado de hipocentro. Sua projecéio até a superficie corresponde ao
epicentro. A distincia entre o hipocentro e o epicentro é denominado de
distancia focal.

As ondas sismicas geradas durante a ruptura da rocha podem ser divididas
em dois grupos quanto ao meio de propagacdo. As ondas que se propagam
pelo interior da Terra podem ser longitudinais (ondas P) ou transversais
(ondas S) [29]. A velocidade de propagagio das ondas P é maior que a
velocidade de propagacgdo das ondas S. Temos dois tipos de ondas que se
progapagam proximo & superficie da Terra: as ondas Love, que correspondem
a uma superposicio de vérias ondas S com vibra¢Bes horizontais, e as ondas

Rayleight, que sdo uma combinacio de ondas S e P

3.1.1 Magnitude

Existem diversos registros de grandes abalos sismicos ocorridos ao longo da

histéria da humanidade. Civilizagdes de elevado grau de desenvolvimento



28 3 O modelo Olami-Feder e Christensen

Figura 3.1: Figura esquemédtica mostrando o mecanismo bésico que ocasiona os
terremotos: A - as placas tectonicas se movem em diregiio oposta e tensido é acumu-
lada nas bordas da placa. B - as placas nfio suportam a tensio. Ocorre um répido
¢ brusco deslocamento das placas. A energia acumulada é liberada. rapidamete em
formas de ondas elasticas que propagam em todas as diregdes (terremotos). C -

todo o processo se inicia novamente.
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Figura 3.2: DBsta Figura mostra esquematicamente o surgimento de urma falha

geoldgica intraplaca.
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floresceram em regides sujeitas a tremores de terra. Exemplos dessas civ-
ilizagOes podem ser encontradas na China, Grécia, fndia, Japio, México,
Pérsia e Roma, dentre outras. Algumas dessas regides foram habitadas con-
tinuamente até os dias de hoje. De uma forma ou de outra, o homem sempre
tentou entender os mecanismos que provocam o surgimento de terremotos.
Um velho sonho é o de poder prever quando vai ocorrer o préximo terremoto.
As tentativas iniciais de entendimento do fenémeno estiveram envoltos em
lendas e supersti¢bes. Durante um longo periodo a descrigdo dos terremotos
foi feita de uma forma totalmente subjetiva, bascada prioritariamente nos

estragos causados.

Um grande passo foi dado quando, ha cerca de 2000 anos atrds, os chineses
inventaram um aparelho que era capaz de registrar tremores de terra. Desde
esse pertodo, o sismografo sofreu uma série de aperfeicoamentos, pratica-
mente adquirindo sua versio moderna em 1890.! £ com base em amplitudes
de ondas sismicas registradas por sismégrafos, que C. F. Richter introduz em
1935, a idéia de escala de magnitudes de terremotos como uma medida de
intensidades desses fenémenos. Até entdo os terremotos continuavam sendo
medidos através dos estragos causados.

Dispondo de diversos registros sismogréficos feitos em estacdes do sul
da Califérnia, Richter propds comparar os diversos terremotos por meio das
amplitudes das ondas sismicas, acrescentando um termo de atenuacio para

levar em conta a distancia entre a estag@o e o epicentro do terremoto.? No

'0s sismoégrafos modernos amplificam e registram qualquer vibragio do solo (em
periodos da ordem de 0.1 a 100 segundos) em fungdo do tempo. Sio capazes de regis-
trar tremores de terra de qualquer natureza {um terremoto, a passagem de um caminhdo,

a explosdo de uma ogiva nuclear, etc.).
2B possivel determinar a localizacio do epicentro de wm terremoto a partir de dados

de trés estacdes sismograficas localizadas em trés pontos distintos.
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entanto, ndo foi facil encontrar um fator de atenuagio satisfatério. Inspirado
em um trabalho do professor K. Wadi, que comparava diferentes terremotos
representando graficamente a amplitude maxima das ondas sfsmica versus a
distancia até o epicentro, Richter decidin empregar o mesmo procedimento
em seus dados. Como havia uma variagdo muito grande entre os grandes e
pequenos terremotos, o Dr. Beno Guttenberg sugeriu o uso de logaritmos,
o que permitiu a Richter encontrar facilmente a curva de atenuacdo. Ao
longo de 50 anos a escala de magnitudes originalmente proposta por Richter
sofreu uma série de alteragdes [30]. Existem varias férmulas para o cdleulo
da magnitude de um terremoto que dependem do tipo de onda sismica que
é medida. Abaixo apresentamos uma das férmulas mais usadas [31], que
consiste em uma generalizagao da escala de magnitude original proposta por
Richter:

M, = log(A/T) + 1.66log A + 2.0, (3.1)
onde A é a amplitude da onda superficial Rayleigh (um) com periodo em
torno de 20 s, e A é a distAncia angular epicentral em graus (corresponde ao
dngulo no centro da Terra entre o epicentro e a estacio sismica).

A escala de magnitude proposta por Richter apresenta o inconveniente de
ser totalmente empirica, ndo levando em consideracao os mecanismos basicos
de ocorréncia dos terremotos. O desenvolvimento da sismologia, o surgimen-
to de computadores mais rapidos, a eficiéncia e rapidez dos modernos meios
de comunicagdo, que permitem a ripida troca de informacgio entre as es-
tagoes sismicas ao redor do mundo, tornou factivel medir os tamanhos dos

terremotos a partir do momento sismico, definido por [32]
M, :/ as e, (3.2)
Q

onde p é o médulo de cisalhamento da rocha, © é o movimento relativo de

um dos lados da falha com relacdo ao outro lado e §2 € a drea da falha. Uma
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nova escala de magnitude pode entéio ser definida [33]
2
]V[IrV = Slog .znl/fo e 107, (33)

que permite uma medida mais precisa da magnitude dos terremotos, pois é

baseada em processos fisicos que ocorrem durante o terremoto.

3.1.2 Energia

A quantidade de energia irradiada pelas ondas sismicas oferece uma medida
do poder de destruigio de um terremoto, principalmente em estruturas feitas
pelo homem. A determinacio precisa da energia irradiada por um terremo-
to envolveria a soma de diversos fluxos de energia, considerando um amplo
espectro de frequéncias correspondentes as ondas simicas geradas pelo ter-
remoto. Devido as limitagdes dos equipamentos de medida, as estimativas
de energia irradiada por um terremoto sio feitas por meio de uma relacio

empirica estabelecida por Gutenberg e Richter [34]:
log 2 = ¢+ dm, (3.4)

onde ¢ &2 11, d é igual 1 para pequenos terremotos e 3/2 para grandes terre-
motos e m é magnitude do terremoto.

Gutenberg e Richter também estabeleceram que a relacio entre a quan-
tidade de terremotos N com magnitude m maior que m, ¢ a magnitude

obedece uma lei de poténcia [35]
log N = a - bm. (3.5)

O pardmetro ¢ mede o nivel de atividade sismica da regido, variando entre
0.8 ¢ 1.06 para pequenos terremotos e de 1.23 até 1.54 para grandes terre-
motos. A lei é denominada lei de Gutenberg-Richter, sendo uma das mais

importantes leis empiricas da sismologia.
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As expressdes (3.5) e (3.4) permitem obter uma relagdo entre a quantidade

de terremotos e a energia irradiada
N(E,> E)~ Ei =E®, (3.6)

onde B é praticamente constante para todos os terremotos (grandes e pe-

quenos ) variando entre 0.80 e 1.05.

3.2 Criticalidade auto-organizada e terremo-
tos

Diversos autores tém apontado a dindmica dos terremotos como uma possivel
realizacdo experimental da teoria da criticalidade auto-organizada, justifican-
do a hipdtese por meio das diversas similaridades entre os dois fendmenos.
Tendo como ponto de partida a teoria das placas tectonicas para uma expli-
cacgdo da origem dos terremotos, podemos identificar os seguintes aspectos

em comum entre as duas teorias:

(a) Na teoria da criticalidade auto-organizada hé uma lenta e permanente
perturbagiio do sistema. Na dindmica dos terremotos a perturbacéo
do sistema ocorre através do lento movimento das placas tectdnicas,

originado pelas correntes de conveccdo que ocorrem no manto.

{(b) Os sistemas exibindo SOC possuem duas escalas temporais distintas.
Uma lenta, onde o sistema ¢ perturbado, e outra rapida, onde o sistema
relaxa. O mesmo ocorre nos terremotos, onde existe um lento e gradual
acumulo de tensdo nas bordas das placas tectOnicas durante centenas,
milhares de anos (escala lenta), que resulta numa répida liberacdo da

energia que provoca ondas sismicas que se propagam pelo interior e
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superficie da terra, correspondendo ao terremoto, que ocorre em um

tempo da ordem de minutos (escala rdpida).

(c) Leis de poténcia (a marca registrada de SOC) e propriedades fractais
estao presentes nos sistemas que exibem criticalidade auto-organizada.
Os terremotos apresentam diversas leis de poténcia, sendo a mais famosa
a lei de Gutenberg-Richter. Também podemos citar a estrutura fractal

exibida pelas falhas e pela distribuigéio espacial dos epicentros.

(d) Uma caracterfstica comum a todos os modelos com SOC é a presenca
de um valor limiar, que, quando superado, d4 inicio ao processo de
avalanche. No mecanismo proposto pela teoria das placas tecténicas
também existe um limiar, que corresponde & resisténcia da rocha a

esforgos.

A suposta conexdo entre SOC e terremotos fez renascer o interesse em
um modelo introduzido em 1967 por Burridge e Knopoff [36]. Uma versiio
bidimensional deste modelo, que denominaremos modelo BK, consiste em
um conjunto de varios blocos conectados entre si por meio de molas (veja a
Figura 3.3). Cada bloco também estd ligado a uma placa superior mével por
meio de wma mola e pode escorregar com atrito sobre outra placa inferior
estacionaria. De acordo com Burridge ¢ Knopoff este conjunto de blocos ¢
molas descreveria adequadamente o processo de acimulo/descarga de tensio
que ocorre nas bordas das placas tectoénicas durante um terremoto. O exato
momento em que o limiar de resisténcia da rocha é excedido, e as placas se
movem abruptamente (veja Figura 3.1), corresponderia, no modelo BK, ao
momento em que as forcas eldsticas que atuam sobre um dos blocos excedem
o limiar do atrito estdtico e o bloco comeca a deslizar. O deslizamente de um

bloco aumenta/diminui sua distincia com seus vizinhos. Isto aumenta a forca



3.2 Criticalidade auto-organizada e terremotos 35

eldstica sobre ele (tendendo a fred-lo) o que diminui sua velocidade, até que
a forca de atrito estdtico equilibra a forca eldstica novamente. No entanto,
esse movimento pode induzir o movimento de outros blocos, o que segun-
do Burridge ¢ Knopoff, corresponderia ao momento em que as superficies
das duas placas estio deslizando uma em relaciio a outra. Simulagdes com-
putacionais (para um nimero muito pequeno de blocos) e experimentos em
laboratdrios foram realizados. Os resultados mostravam uma lei de poténcia
para pequenos eventos, e um comportamento quase-periddico para grandes
eventbos.

O modelo BK foi novamente retomado pelos fisicos em 1989, quando
Carlson e Langer consideraram uma versdio deterministica [37]. Resolvendo
simultaneamente as equactes de movimento, eles obtiveram leis de poténcia
para pequenos eventos e um comportamento quase periddico para grandes
avalanches. Tentando evitar os longos tempos de simulagido da versdo de
Carlson e Langer, Nakanishi simplificou a dinAmica do sistema, discretizan-
do o tempo, obtendo um conjunto de mapas acoplados [38]. Além disso,
computacionalmente é mais facil simular um conjunto de mapas acoplados
do que resolver o conjunto de equacdes diferenciais acopladas da versao do
modelo proposto por Carlson e Langer. Uma série de versdes desses modelos
entdo foram propostos (para uma revisio veja [39]) com pequenas diferengas

entre si ¢ que obedecem, em linhas gerias, a dinfmica exposta a seguir.

3.2.1 Modelos massa-mola para terremotos

Em duas dimensées o modelo consiste em um conjunto de blocos idénticos
dispostos sobre uma placa. fixa formando uma rede quadrada. Cada bloco esta
conectado a uma placa mdvel superior por meio de uma mola de constante

eldstica K1, e sofre efeito do atrito estdtico com a placa fixa. Todos os blocos
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Figura 3.3: Sistema massa-mola da versio bidimensional do modelo Burridge-
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Figura 3.4: Detalhe de um bloco (4, j) com os seus primeiros vizinhos do sistema,

massa-mola da versdo bidimensional do model de Burridge-Knopoff.
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estdo conectados entre si por meio de molas de constante eldstica K| e K,
(veja as Figuras 3.4 e 3.3), onde K, # K, corresponde a situagio mais geral
possivel. Identificaremos cada bloco pelo par de inteiros (z,7), que definem
a posicdo do bloco na rede. A placa superior se move lentamente em relagio
a placa fixa com velocidade relativa constante ». Um bloco na posigao z; 5,

sofre portanto uma forga

Fij = Ki(@ioij+ Ty — 2%55)
+ K (%11 + Tige1 — 2Ti5) (3.7)
+I{L(Ut — Cl?i,j),

devido a acdo das molas. Esta for¢a aumenta a cada unidade de tempo
em consequéncia do movimento relativo entre as placas. O bloco (3,7) per-
manecerd em repouso até que a forqa Fy; exceda o limite mdximo para a forga

de atrito estdtico Fy,. Quando isto ocorre, o bloco (1,7) desliza para uma

f

;4> com consequente diminuigdo de energia potencial. Supoe-

nova posi¢ao x
se que apenas o bloco (4,7) se move, permanecendo todos os outros blocos
em repouso. Em sua nova posi¢ao 33;’;,-, a forca exercida pelas molas sobre o

bloco (%, 7) é agora

Fz",j = Ki(®im1j+ T — 255;,;;)
+Ko{xi i1 + Tyl — 2$;,) (3.8)

e a variacio da forca eldstica agindo sobre o bloco (4, j) é dado entdo por:

5Fi,j = Fi,j e F;,j == (2I(l + 2f{2 + I(L)(CL';;J- e LUijj). (39)

O deslizamento do bloco (i, j) causa ainda a variagido nas forgas elasticas que

agem sobre seus vizinhos mais préximos. Nao é dificil verificar que, apés o
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deslizamento, as forgas sobre os primeiros vizinhos do sitio (7, 7) sio

i = i+ Ko(g; — 3), (3.10)
ixy = Faag + Kzl — ).
Usando a expressao (3.9) podemos eliminar (z{; — z;;) das expressdes acima.
Assim,
Ky
Fl i, = Fij SF; ;,
Y T AN PR
K,

tpy = Fikrg + 6F; ;. (3.11)

2K+ 2K, + Ky,
Iissas expressdes nos dizem que, quando um bloco desliza para uma nova,
posigéo, uma fragio da variagdo de forga 0 F; ; sofrida na forca Fy; que atuava
sobre o bloco é redistribuida para seus primeiros vizinhos. Caso a resultante
das forgas eldsticas exercida sobre esses primeiros vizinhos exceda a forca de
atrito estatico, novos deslizamentos ocorrerdo.

Como ndo dispomos do conhecimento da variagao 0F; ;, devemos deduzi-

la, obviamente baseando-nos em argumentos fisicos. Abre-se assim a possi-

bilidade de definicdo de uma classe de modelos do tipo
Fog = Fj = ¢(Fiy — Fip) (3.12)

! —_— 1. . e !
vt = Figer+oa(Fy — F), (3.13)
iy = P ol = F),
onde a funcio ¢(z) descreve como a forga serd relaxada quando algum sitio

da rede exceder o limiar Fy, isto ¢, F; ; > F, e deve satisfazer as condigdes:

P07y = Fu, —6F

d(z)| < Fy, ,para z >0,

(3.14)

onde 0F é o menor evento possivel (que ocorre quando apenas um dnico
bloco estd envolvido [38]). Os pardmetros oy o sdo dados por

Y Ko
YT oK+ oK, Ky

(3.15)
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As regras de relaxamento séo muito parecidas com as do modelo BTW. No
entanto, para K7, > 0 a quantidade F;; ndo ¢ conservada. Apds um desliza-
mento de um sitio que excedeu o limiar de atrito estdtico Fy,, a variacdo total

de forcas no sistema ¢é
AF = (20 + 20 — 1)(FL; — Fy). (3.16)

Para que houvesse conservagdo com relagdo a redistribuicio de forgas, seria
necessrio que 2ay + 20, = 1. No entanto, isso significa K = 0, que fisica-
mente corresponde a um desacoplamento da placa superior mével, deixando
de haver perturbacdo do sistema. Assim nao é possivel haver conservagio
com relagio a redistribuicio de forcas no modelo BK.

O modelo OFC ¢ obtido quando ¢(0} = 0. Este vinculo significa que,
ao deslizar, o bloco retorna para sua posigdo de equilibrio. Também consid-
eramos apenas o caso isotrépico, isto €, oy = «p = «, 0 que corresponde a

K| = K, = K, sendo « dado por

K
e a expressdo (3.16) se reduz a

O modelo é conservativo para o = 1/4, 0 que corresponde a Ky, = 0, que
como visto no pardgrafo anterior corresponde a desacoplar a placa moével

superior.

3.3 O modelo Olami-Feder-Christensen

O modelo Olami-Feder-Christensen (OFC) ¢ o modelo mais conhecido e estu-

dado da classe dos modelos massa-mola. Foi originalmente definido em uma
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rede quadrada com N = L? sitios. A cada sitio (4, ) da rede associamos uma
variavel Fy;, que pode ser interpretada como tensio ou energia. Inicialmente
0s Fy;’s assumem valores distribuidos aleatoriamente no intervalo [0, F;]. A
tensao ou energia Fy; ¢ entdo aumentada lentamente e de maneira uniforme
em toda a rede. Em algum momento, para algum sitio (4, 7) da rede, Fy
se torna maior que o limiar Fy,. Dizemos que o sitio tornou-se critico ou
instdvel (vamos respresentar este sitio por Fj;). O sistema deixa entdo de ser

perturbado e relaxa de acordo com as seguintes regras,

Fop — Fn7a+aﬂ§: (3 19)
F,o—= 0,

onde I ¢ a tensdo do sitio critico, nn indica as coordenadas de seus primeiros
vizinhos e « é um pardmetro que controla a dissipagio no sistema, estando
definida no intervalo [0,1/4]. Esta redistribui¢ao de energia pode fazer com
que um ou mais dos sitios vizinhos ao sitio (%, j) se tornem criticos. As regras
(3.19) sdo entdo novamente aplicadas, até que todos os sitios da rede estejam
estaveis novamente, isto é, Fi; < Fy,, V (4, 7). A este processo denominamos de
avalanche (ou terremoto). O tamanho de uma avalanche é igual ao nimero
de relaxamentos que ocorrem durante o processo de relaxacio.

As condigfos de contorno desempenham um papel importante nos mode-
los de criticalidade auto-organizada, pois, dependendo da condi¢io de con-
torno adotada, o sistema pode nem exibir invaridncia de escala. Determinar
as condicoes de contorno implica em especificar de que forma os sitios da
borda, que possuem um ntmero menor de vizinhos, vao redistribuir sua
energia, caso venham a ficar criticos. No modclo OFC isso pode ser feito
determinando que sitios criticos, pertencentes & borda, ao redistribuirem sua
energia o facam com & = orae, podendo Qperge assumir valores diferentes

daquele usado no interior da rede. Cada condigdes de contorno corresponde
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a um determinado valor de qpords, existindo assim a possibilidade de uma in-
finidade de condi¢des de contorno. Se Retornarmos ao modelo massa-mola,
de onde é inspirada as regras de evolugiio do modelo OFC, veremos que ex-
istem duas situagdes limites em se tratando de condicBes de contorno. A
primeira situacio é considerar que cada bloco pertencente a alguma das bor-
das, esteja conectado apenas aos blocos que estdo sobre a placa estaciondria.
Podemos implementd-la impondo cporqe = 1/(1 — ) para sitios da borda
com trés vizinhos € qperge = 1/(1 — 2c¢) para os sitios do canto que possuem
dois vizinhos apenas.® Esta condigdo de contorno é denominada livre. A
outra situacdo limite ocorre se supusermos que que cada bloco da borda estd
conectado a um bloco imaginario por melo de uma mola de constante eldstica
K. Assim, ao relaxar o sitio da borda vai redistribuir uma fracéo de energia
para este sitio. Este tipo de condig¢iio de contorno, que denominaremos de
aberta ¢ implementada fazendo cyeqq = @, sendo portanto, mais dissipativa
que a condicio de contorno livre. De um modo geral, em nossas simulagoes
do modelo OFC, usamos sempre condi¢tes de contorno abertas.

Apesar das regras de evolugio do modelo OFC serem muito parecidas
com as regras de evolugdo do modelo BTW, existem algumas diferencas. No
modelo OFC, durante o processo de relaxagdo, ao contrario do que ocorre
no modelo BTW para pilha de areia, F; — 0 (no BTW, 2} — 2 — z.). O
modelo OFC é nfo abeliano {no sentido definido por Dhar [40}), e a atual-
izacio do sistema deve necessariamente ser feita de forma paralela. Além

disso, cada vez que um sitio critico (7, 7) relaxa, hd um descrécimo na tensao

3Em um sistema massa-mola (modelo BK) isotrdpico quando um bloco da borda desliza,
por exemplo o bloco na posigio (4, L), a redistribuigio de for¢as para seus trés vizinhos é
F! = P, + K(6F 1)/ (3K + Kp). Quando o sistema, & isotrépico a = K/(4K + K) e
entdo a/(1 — o) = K/(B3K + K). Definindo aperde = o/ (1 — ), podemos reescrever a

redistribuiciio de forgas nos vizinhos como F},, = Fan + 0torde, L.
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total do sistema de (1 —4a)f};. Para o < 1/4 o sistema ¢ dissipativo mesmo
quando o sftio critico pertence ao interior da rede. Outra diferenca impor-
tante entre este modelo ¢ o modelo BTW ¢é que suas regras de evolucio sio

deterministicas, sendo a unica aleatoridade a da configuracio inicial.

3.4 Simulacoes

3.4.1 Introducéao

A simulagio do modelo OFC se inicia com o sorteio de uma configuracio
aleatéria. Cada sitio recebe uma energia Fi; que estd no intervalo {0, Fy).
Bm nossas simulagdes assumimos Fy, = 1, o que nio afeta a generalidade dos
nossos resultados. O passo seguinte é perturbar o sistema. De acordo com a
defini¢iio do modelo deverfamos acrescentar a mesma pequena perturbacio
§ = d Fy/dt a todos os sitios da rede, até que algum sitio torne-se igual ou
exceda Fy,. No entanto, um pouco de reflexfio nos mostra que o sitio que vai
tornar-se critico ¢ aquele sftio que possui a maior tensio F,,. dentre todos os
sitios da rede. O acréscimo, em um tnico passo de tempo, de A = Fy, — Fppe

a todos os sitios da rede permite economizar algum tempo de simulacio.

Nas simulages também é conveniente manter uma lista dos sitios ativos,
isto ¢, dos sitios que acabam de se tornar criticos. Nesses modelos, na maior
parte do tempo, apenas poucos sitios participam do processo de avalanches.
Ao manter listas dos sitios ativos evita-se percorrer toda a rede a cada busca.

de sitios criticos, ganhando-se eficiéncia.
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3.4.2 Estatégias para identificacao do regime estaciondrio

Invariancia de escala sem ajuste fino externo constitul a marca registrada de
criticalidade auto-organizada. Os sistemas que exibem SOC s6 comecam
a manifestar invaridncia de escala apés um perfodo de tempo (um certo
nimero de avalanches), que depende da configuracio inicial e que corres-
ponde a um regime transiente. O sistema entra entdo em um estado estatis-
ticamente estaciondrio, onde as grandezas macroscopicas flutuam em torno
de um valor médio. O tempo gasto para atingir o estacdo estacionério pode
ser bem grande. A identificagio do regime estaciondrio constitui, portanto,
um primeiro passo na simulacdo desses modelos.

Seguindo a definiciao de SOC, a primeira possibilidade que se apresenta
na identificacio do infcio do regime estaciondrio ¢ a de fazé-la pelo monitora-
mento da evolugio temporal (isto é, apds cada avalanche) da tensdo média
na rede, definida por

1
Fo=13 ZFij, (3.20)
(i7)

onde L é o tamanho da rede considerada e a somatéria acima efetuada sobre
todos os sitios da rede. Enfatizamos que aquilo que chamamos de “tem-
po” corresponde ac nimero de avalanches que o sistema sofre, sendo ¢ uma
grandeza discreta. Uma vez alcangado o regime estacionario, esperamos que
F, flutue em torno de um valor médio. Na Figura 3.5 vemos a evolugio
temporal da tensio média na rede para o modelo OFC, em uma rede de
comprimento linear L = 256 ¢ em duas situacdes distintas. O grafico com
a linha mais grossa representa o caso conservativo (o = 0.25), enquanto o
gréfico com a linha mais fina mostra a evolugéo do sistema quando ha a pre-
senca de um pequeno grau de dissipagiio (o = 0.249). Observando a Figura

3.5 podemos perceber que, quando o sistema é conservativo, ¢ facil determi-
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nar o inicio do regime estaciondrio. A tensio média na rede cresce, quase
linearmente, até um certo momento, quando passa a flutuar em torno de um
valor médio. No entanto, o acréscimo de uma quantidade minima de dissi-
pacao muda completamente esse panorama. Agora a tensio média na rede
cresce rapidamente at¢ um certo valor, descrescendo logo em seguida. Volta
entdo a crescer muito lentamente, até um certo momento quando comeca
a flutuar em torno de um valor médio (veja a Figura 3.6). Para ¢ < 0.25
ocorre um aumento significativo do tempo associado ao transiente. Este au-
mento estd diretamente relacionado com a presenca de dissipaciio local, como
pode ser visto nas Figuras 3.5 ¢ 3.6. Para « = 0.25 a dissipacfio no sistema
ocorre apenas nas bordas, o que torna possivel o surgimento de avalanches
de tamanho maior. No entanto, quando ha dissipacio local, uma quantidade
maior de energia é dissipada pelo sistema e, em consequéncia, as avalanches
sao menores. Como o mecanismo que cria as correlagdes espaciais so as
avalanches, hd um aumento do tempo de transiente, que é justamente o tem-
po necessario para o sistema formar as correlagdes espaciais, responsdveis
pela invarifncia de escala no sistema. Portanto, quanto mais dissipativo for
0 sistema, maior serd o tempo que o sistema leverd para atingir o regime
estaciondrio. Salientamos também que quanto maior for o tamanho da rede
considerada, maior serd o tempo até o sistema atingir o regime estacionério.
Redes de tamanho maiores implicam uma drea maior que precisa ser varrida

pelas avalanches a fim de que as correlagdes espaciais sejam formadas.

O réapido crescimento do transiente, em fungio do grau de dissipacio e do
tamanho da rede, torna pouco eficiente ¢ muito custosa a determinacio do
regime estaciondrio pelo simples monitoramento da tensio média na rede F,
apos cada avalanche. Tempos de transiente cada vez maiores implicam séries

temporais cada vez maiores e portanto dificeis de serem manipuladas. Além
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Figura 3.5: Evolucdo temporal da tensio média na rede no modelo OFC, para

L =256, a =0.25 ¢ 0.249.

disso ¢ necessdrio bastante espago em disco para armazenar todos os pontos
destas séries. Outro obstdculo sdo as flutuacdes locais, que surgem ¢ tendem
a crescer a medida que o parametro o decresce, mascarando o inicio do regime
estaciondrio. Estas dificuldades podem ser contornadas usando o fato de que
0 regime estacionario ¢é caracterizado por equilibrio estatistico. Portanto,
flutuagdes locais ndo trazem informacio a respeito da estacionariedade do
sistema. Dessa forma, ndo perdemos informacio alguma se, ao invés de
mantermos toda a série F;, guardamos apenas as médias dos F}’s a cada

intervalo de 7 avalanches, isto é,

1 &
fi== >, Fy (3.21)
T ettt

onde ¢ ¢ multiplo de 7. A tenséo média na rede continua sendo calculada apds
cada avalanche. No entanto, a cada 7 avalanches, é feita uma nova média.
Esse processo gera uma nova série temporal, {f: : ¢t = 1,2,...M}. Esta
série possui um nimero menor de pontos e, principalmente, menos flutuagdes
locais que a série original {F; : ¢ = 1,2,... N}, como pode ser constatado

na Figura 3.7 (v = 1000 avalanches). Essa figura foi feita com os mesmos
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Figura 3.6: Evolugio temporal da tensdo média na rede no modelo OFC, para

L =128, a=0.25 ¢ 0.24.

dados da Figura 3.6. Comparando as Figuras 3.6 ¢ 3.7 podemos perceber que
ambas apresentam a mesma forma geral, sendo que a Figura 3.7 apresenta
menos flutuacoes que a Figura 3.6. A mesma informagio ¢ obtida, porém,
na construcdo da Figura 3.7, foram empregados apenas 10° pontos, enquanto
na Figura 3.6 foram utilizados 10°.

Infelizmente o procedimento descrito anteriormente nao elimina comple-
tamente as flutuacbes, principalmente para valores menores de a. O efeito
das flutuagdes remanescentes, no entanto, pode ser reduzido por meio do
calculo de médias méveis, que de forma geral pode ser descrito como um
filtro que elimina as flutuagdes de baixa frequéncia. Na pratica, consiste em
substituir cada ponto f;, de uma dada série {fi: t = 1,2,..., M} pela média
dos 2W + 1 pontos centrados em torno do ponto fi, ou seja,

! W
> fee (3.22)

fe= g i et

Note que, na realizacdo das médias moéveis, perdemos W observacbes em

cada extremidade da série. Nao existe uma regra geral na escolha do valor



3.4 Simulagdes 47

[oX - R

0.6

0.55

05

0 20000 40000 6000C 80000 12405

Figura 3.7: Evolugao temporal da tensdo média na rede no modelo OFC, para
L =128 e ¢ = 0.25 e 0.24. Cada ponto corresponde A das tensdes média durante

r = 1000 avalanches.

de W, que é feita através de tentativa e erro. Na Figura 3.8 é apresentado os
resultados da aplicagdo de médias moveis para dados oriundos da simulagiao
do modelo OFC em uma rede L = 200 e o = 0.18. Para este grau de
dissipacio as flutuagdes sdo fortissimas, por isso mesmo apresentamos apenas
os dados apds ter sido efetuadas médias méveis, considerando W = 100 (linha
preta) e W = 1000 (linha vermelha). Para W = 1000 ocorre uma redugéo
drastica das flutuacdes, permanecendo apenas a tendéncia de longo prazo.
Os procedimentos aqui expostos foram ultilizados para determinacio do
transiente ndo apenas do modelo OFC, mas de todos os outros modelos que

foram simulados nesta tese.

3.4.3 Resultados numéricos

Diversas simulac¢des do modelo OFC, para vérios tamanhos de rede e graus
de dissipac¢do foram realizadas.

Na Figura 3.9 apresentamos a evolugdo temporal da tensio média na
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Figura 3.8: Médias méveis aplicadas em dados oriundos da simula¢io no modelo
OFC, L=200 ¢ « = 0.18. O gréfico com linha preta representa as médias para

W =100. O gréfico com linha vermelha foi feito com W = 1000.

rede para a = 0.25 considerando varios tamanhos de rede. Cada ponto
corresponde a média das tltimas tensoes médias na rede, considerando inter-
valos regulares de 7 = 100 avalanches. Observando a Figura 3.9 percebemos
que, a medida que o tamanho da rede cresce, ocorre um aumento do tempo
necessario para o sistema atingir o regime estaciondrio. O valor médio da
tensao aumenta levemente, havendo uma pequena diminuic¢ao das flutuagoes.
Na Figura 3.10 é feita o mesmo tipo de andlise considerando a = 0.20. Pode-
mos observar que, também neste caso, ha um aumento do tempo de transiente
com o aumento do tamanho da rede. No entato, & medida que o tamanho da
rede cresce, temos um um leve decréscimo no valor médio da tensao na rede

e um aumento nas flutuagoes.

Uma questdo que surge naturalmente é se existe algum tipo de relagao
entre o tempo necessario para o sistema alcancar o regime estaciondrio e
o tamanho da rede considerada. Para verificar a possivel existéncia dessa

relacao é necessdrio um critério que forneca com razodvel precisao o momento
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Figura 3.9: Médias das tensdes médias no modelo OFC para o = 0.25. Da esquerda

para direta respectivamente [ = 25, 50, 100, 200 e 400.

exato em que o sistema entra no regime estaciondrio. Obviamente tal critério
s6 poder existir se houver uma maneira de distinguir claramente entre regime
transiente e estaciondrio. Resultados para o = 0.25 (veja a Figura 3.5)
nos fazem crer, pelo menos para este caso e em situagdes que o sistema

esteja proximo do caso conservativo, que tal critério exista. No entanto,

definir este critério ndo parece ser uma tarefa facil. Como visto na secdo
anterior, assumimos que o sisterma se encontra no estado estaciondrio, quando
séries temporais de grandezas macroscépicas (geralmente a tensio média na
rede) atingem o estado estaciondrio (isto é, flutuam em torno de um valor
médio). Porém, para determinar a estacionariedade de uma série temporal
¢ preciso fazer anélises do comportamento da série considerando diversos
periodos, o que na préatica, para o nosso problema em partircular, pode tornar
a identificacdo do regime transiente bastante complicada e trabalhosa.
Tentando contornar complicagBes de ordem pratica, optamos por um pro-

cedimento simples e intuitivo ao estimar o tempo associados ao transiente.
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Figura 3.10: Médias das tensdes médias no modelo OFC e « == 0.20. Da esquerda

para direita temos L == 100, 200 e 300.

O procedimento que adotamos estd esquematizado abaixo:

a)

Simulamos o modelo OFC para varios tamanhos de rede e valores de «
guardando sempre f; (veja expressio (3.21)). Quando preciso, médias

modveis eram eletuadas.

Através de uma inspecio visual em um grafico de f, versus ¢, deter-
mindvamos a partir de qual momento o sistema comegava a flutuar em
torno de um valor médio e calculavamos a média temporal envolvendo

todos os f;’s a partir deste ponto.

Verificamos para qual valor de ¢ a tensdo média correspondente, isto é,
[i supera pela primeira vez o valor médio calculado no item anterior.

Assumimos que este tempo corresponde & duracio do regime transiente.
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Como exemplo, vamos usar o procedimento acima na determinagio do
tempo associado ao transiente no modelo OFC para L = 200 e & = 0.23. Con-
sideramos 5 milhdes de avalanches, e apds cada avalanche calculamos a tenséao
média na rede. A cada 7 = 1000 avalanches a média das tensdes médias é
calculada (como podemos ver na Figura 3.11). Por volta de 1,5 milhdo de
avalanches o sistema comeca a flutuar em torne de um valor médio {linha hor-
izontal). Devido a presenca de fortes flutuagbes essa estimativa visual pode
ser enganosa. Empregando médias méveis (W = 50) as flutuagdes locais sdo
atenuadas, permanecendo apenas a tendéncia de longo prazo (Figura 3.12).
Consideramos como valor de transiente o valor de ¢ para o qual o valor da
média mdvel supera pela primeira vez o valor médio (que corresponde ao va-
lor da linha horizontal nas Figuras 3.12 ¢ 3.11), ou seja, t = 1035000 ~ 10°.
De forma similar determinamos o tempo de transiente para diversos valores
de o e tamanhos de rede. Os resultados obtidos sdo apresentados na tabela
3.1. Os cdlculos foram feitos para « = 0.23, 0.24 e 0.25. Devido aos longos
transientes ¢ dificil obter resultados para uma série de tamanhos de redes
diferentes para o < 0.23. Além disso, & medida que o pardmetro o decresce,
maiores sao as flutuacdes e mais dificil se torna a determinacio precisa do
transiente. Os dados da tabela 3.1 parecem se ajustar muito bem a uma reta
(veja a Figura 3.13). Portanto, a relacdo entre ¢ e L deve ser uma lei de
poténcia, t ~ L*, onde 2 = 1.92 £ 0.09, 4.1 £ 0.2 ¢ 3.6 & 0.2 respectivamente
para o = 0.25, 0.24 ¢ 0.23. Nédo devemos dar muita importincia ao fato do
expoente obtido para « = 0.23 ser ligeiramente maior que o expoente obtido
para o = 0.24. Esse resultado decorre da dificuldade em determinar o mo-
mento exato em que o sistema entra no regime estacionario, principalmente
quando aumenta a dissipacdo no sistema. Para o = 0.25, z = 2.0, o que

parece indicar que o sitema atinge o regime estaciondrio, quando cada sitio
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relaxa pelo menos uma vez. Por outro lado, para a = 0.24 ou oo = 0.23
temos z =~ 4.0. Isso indica que a simples presenga de uma leve dissipacao no
sistema, torna necessario gue cada, sitio da rede relaxe pele menos L? para
que o regime estacionario seja atingido.

Ressaltamos que o fato do tempo associado ao transiente obedecer a uma
lei de poténcia, estd de acordo com um resuitado anterior obtido por Middle-
ton e Tang [41], segundo o qual os sitios do interior rapidamente convergiriam
para um estado aproximadamente periddico com perfodo 1 — 4. No entanto,
os sitios das borda seriam aperiddicos e em tempos longos a regifio aperiddica,
invadiria a regido periédica destruindo a periodicidade e construindo as cor-
relagdes espaco-temporal. Fsta invasdo seria caracterizada por uma lei de

poténcia y(t) ~ 7% onde ¢ corresponde ao tempo (escala longa).

tirans €Stimado
=025 | a=024 | =023
50 | 4,60 x 10?2 | 8,5 % 10% | 5,0 x 10
100 1,60 x 10° | 1,8 x 10" | 1,5 x 10°
150 | 5,00 x 10° | 1,7 x 10% | 6,5 x 10°
200 | 5,70 x 10° | 3,1 x 10° | 1,0 x 10
300 | 17,00 x 10 | 1,5 x 10% | 5,5 x 108
400 | 22,50 x 10% | 4,0 x 108 | 11,0 x 10°

L

Tabela 3.1: Tabela contendo os transientes estitnados para modelo OFC ¢ « =

0.25,0.24 e 0.23.

Também tentamos verificar a existéncia de alguma relagdo entre o tempo
associado ao transiente ¢ o pardmetro o, mantendo o tamanho da rede L
fixo. Considerando redes de tamanho L = 200, determinamos os tempos

associado ao transiente para diversos valores do parametro . Os resultados
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Figura 3.11: Evolugio temporal no modelo OFC para L = 200 ¢ « = 0.23. Cada
ponto no grafico corresponde a média em um intervalo de 7 = 1000 avalanches.
A rcta (em verde) corresponde a média da tensfio média considerando as tensoes

média a partir de 2 x 10°.

podem ser vistos na tabela 3.2 e na Figura 3.14 ¢ tracado o gréfico de £y,0ns
versus L. A linha pontilhada corresponde ao melhor ajuste obtido para os

pontos, ciuja expressao ¢
Lirans = A() + Ay + /12(.}!2, (323)

onde Ay = (1.8 £0.3) x 105, 4, = (—9 £ 1) x 10% e Ay = (1.1 0.1) x 107,
Noie que 0s exros obtidos para cada uimn dos coeficientes do polinémio é muito
grande, 0 que mostra que o ajuste nio é muito bom. Isso se a deve 4 grande
dificuldade em determinar o tempos associado ao transiente & medida que o
pardmeltro o decresce.

Por fim, vale destacar que, & medida que aumenta o grau de dissipacio (is-

to 6, descresce o valor de «v), torna-se cada vez mais dificil a determinagio do
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Figura 3.12: Para construir esta figura foram usados os mesmos dados da Figura
3.11, sendo efetuada médias médveis para eliminar as flutuagdes com W = 50. A
linha horizontal corresponde ao valor médio da tensdo média, sendo caleulada para
dados a partir de £ = 2000000. No caso f; = 0.56533 £ 0.00006. O valor estimado

do transiente € ty.4ns = 1035000.

inicio do regime estaciondrio por meio da tensfo média na rede (veja Figura
3.15). A dissipagfio torna-se tdo grande que o valor médio em torno do qual
a tensfo média flutua, no regime estaciondrio, é muito préximo de Fy, /2, que
corresponde ao valor médio da configuragio inicial {sorteada aleatoriamente
no intervalo [0, Fi,]). Nesse caso ¢ mais conveniente usarmos o valor médio
do tamanho das avalanches (veja Figura 3.16 ), onde usamos, no célculo das

médias todos os procedimentos até aqui discutidos para o valor médio da
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Figura 3.13: Tempos de transiente estimados para vdrios tamanhos de redes e

valores de a. Os ajustes foram feitos supondo tyans ~ L#, sendo obtido z =

1.92 £0.00,4.1+£0.2 e 3.6 = 0.2 para o = 0.25,0.24 e 0.23.

tensdo na rede.

104

torans €stimado

0.25
0.24
0.23
0.22
0.20
0.18

5,0 x 10°
3,0 x 10°
1,0 x 10°
2,5 x 108
4,9 x 10°
1,0 x 107

Tabela 3.2: Tabela contendo os transientes estimados para modelo OFC e L = 200

o =0.25,0.24 ¢ 0.23.
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Figura 3.14: Tempos de transiente estimados para varios valores de o ¢ L = 200.
Os pontos ficam bem ajustados por uma curva do tipo fuens = Ay + A1 + Ara?,

onde Ay = {1.8£0.3) x 10°, A; = (—9+1) x 10% ¢ Ag = (1.1 £0.1) x 10.
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Figura 3.15: Evolucdo temporal da tensdo média na rede no modelo OFC para
L =100 e o = 0.10. Médias méveis foram efetuadas sobre os dados originais

(W = 100).

. \
v I
A

0 20407 4a:07 6e+07 8e+07 te+08
t

Fignra 3.16: Evolugdo temporal do tamanho médio das avalanches para o modelo
OFC L = 100 e o = 0.10. Médias mdveis foram efetuadas sobre os dados originais

(W = 1000).
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3.4.4 Estratégias para reducdo do tempo associado regime

ao transiente

Até o momento o estudo do modelo OFC tem sido feito por meio de simu-
lagbes numéricas. As fortes correlagdes espaciais e temporais que este modelo
exibe dificultam uma abordagem por meio de técnicas analiticas. Por outro
lado, para que os resultados analiticos sejam confidveis ¢ necessdrio veri-
ficar a depedéncia dos resultados com o tamanho da rede, tentando efetuar
simulagoes em redes tdo grandes quanto possivel. No entanto, os longos tran-
sientes, que como ja vimos anteriormente, crescem com o tamanho da rede
e com a taxa de dissipacdo presente no sistema, sdo grandes obstdculos na
simulagdo do modelo OFC. Dentro deste cendrio, é de grande importéncia
téenicas que permitam uma redugio nos tempos gastos na simulacio.

Uma das possiveis estratégias para economizar tempo de simulacéio con-
siste em criar formas de reduzir o tempo associado ao transiente, perfodo
durante o qual sdio formadas as correlagdes espaciais e temporais que resul-
taréo na invaridncia de escala presente no sistema no regime estaciondrio.
Notamos que, se iniciarmos as simulagdes com uma configuracio que jé con-
tenha parte das correlages espaciais e temporais formadas, o sistema atingirs,
0 regime estaciondrio em um tempo significativamente menor. Note que este
procedimento se justifica pela prépria definigio de SOC, que afirma que o sis-
tema deve atingir invaridncia de escala independentemente da configuracio
inicial escolhida.

Uma maneira muito simples de conseguir uma configuracio inicial que
Ja contenha correlagbes espaciais e temporais parcialmente formada consiste
em juntarmos quatro redes menores, que por sua vez ja tenham alcancado
0 regime estaciondrio, para formar uma rede maior. Assim, se desejamos

simular o modelo OFC para uma rede de tamanho L ¢ pardmetro de con-
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servacdo a, simulamos o modelo para o mesmo valor do parametro o em
quatro redes de tamanho L/2, com condi¢des iniciais aleatorias e diferentes.
Uma vez que cada uma das quatro redes atinjam o regime estacionario, jun-
tamos entfo as quatro redes formando uma tnica rede de tamanho L. Esta
configuracio é usado como configuragdo inicial (em vez de uma configuragao
inicial aleatéria) e atingird o regime estaciondrio mais rapidamente do que
se usdssemos uma configuracao inicial totalmente aleatdria, como podemos
constatar nas Figuras 3.17 e 3.18. Nas duas Figuras estamos considerando
o modelo OFC para « = 0.20 ¢ dois valores diferentes de rede L = 200 e
L = 400. Na Figura 3.17 o grifico com linha mais grossa corresponde a
evolugiio temporal da tensio média para L = 200 ¢ o = 0.20 tendo uma
configuracio inicial aleatéria. J4 o grifico com linha mais grossa mostra a
evolucio temporal do OFC para L = 200 e a = 0.20, porém a configuragao
inicial é formada por quatro redes de tamanho L = 100, o = 0.20, sendo que
cada uma destas configuracdes ja estdo no regime estaciondrio. Devido as
fortes flutuacdes, foram empregadas médias méveis (W=400). Observando
a Figura 3.9 vemos que, partindo de uma configuragio inicial aleatdria, a
tensio média na rede cresce lentamente até atingir um ponto onde comega
a flutuar em torno de um valor médio. Mas, quanto o modelo é simulado
partindo de uma configuracio formada por quatro outras redes jé no regime
estaciondrio, o tempo gasto para atingir o estado estaciondrio ¢ bern menor.
Bste fato fica ainda mais claro na Figura 3.18, onde consideramos redes de

tamanho L = 400.

O grifico com linha preta foi obtido a partir de uma configuragio inicial
totalmente aleatéria. A configuragio inicial usada para se obter grafico com
linha vermelha foi formada por quatro outras configuragdes, ji no regime

estaciondrio, obtidas a partir da simulacido do modelo OFC para L = 200,
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o = 0.20 e configuragdo inicial aleatoéria.

0.54 ‘ j - | ‘ , : ;

0.53 -

«— 0.52 + ’ -

0.51 F -

05 4 I x I . 1 N i N
0 2e+06 4e+08 6e+06 8e+06 1e+07

Figura 3.17: Evolucio temporal da tensio média na rede no modelo OFC para
L = 200 ¢ ¢ = 0.20. O grifico com linha mais fina foi obtido a partir de uma
configuracio inicial totalmente alcatéria. A configuragio inicial usada para se
obter o grafico com linha mais grossa foi formada por quatro outras configuragdes,
j& no regime estaciondrio, obtidas a partir da simulagdo do modelo OFC para
L = 200, & = 0.20 e configuragio inicial aleatéria. casos foram feitas médias

méveis, tomando W = 400.
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Figura 3.18: Evolucdo temporal da tensio média na rede no modelo OFC para

L = 400 e o = 0.20. O grifico com linha preta foi obtido a partir de uma

configuragdo inicial totalmente aleatéria.

A configuragéo inicial usada para se

obter grdfico com linha vermelha foi formada por quatro outras configuracdes,

J4 no regime estaciondrio, obtidas a partir da simulagio do modelo OFC para

L =200, a = 0.20 e configuragio inicial aleatéria. Em ambos os casos foram feitas

médias méveis, tomando W = 1000.
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Capitulo 4

O modelo Olami-Feder e
Christensen com vizinhos

aleatorios

4.1 Introducao

Como visto no capitulo anterior, o modelo OFC é um mapa acoplado cuja
dindmica, acredita-se, consegue capturar os principais aspectos da dindmica
de terremotos proposta pela teoria das placas tectdnicas. No entanto, fortes
correlagdes espaciais e temporais presentes nesse modelo dificultam uma
abordagem analitica. Porém, as correlacdes espaciais podem ser eliminadas
se a redistribui¢io de energia durante o relaxamento do sitio critico for fei-
ta para quatro sitios escolhidos aleatoriamente, ao invés de ser feita para
0s primeiros vizinhos, Uma versio do modelo OFC com ‘vizinhos’ tomados
aleatoriamente, que denominaremos de modelo R-OFC, foi proposta por Lise
e Jensen [42]. Fazendo suposicdes injustificadas, Lise e Jensen concluiram

que o modelo R-OFC deixava de exibir criticalidade quando o parimetro
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conservativo o assumia valores abaixo de o, = 2/9. Posteriormente, andlises
mais cuidadosas revelaram [43]-[45] que de fato o modelo R-OFC sé exibe
criticalidade no regime conservativo.

Na proxima secdo apresentaremos com mais detalhes a definigio do mode-
lo R-OFC. Em seguida expomos brevemente a abordagem do modelo em ter-
mos de processos ramificados, seguindo a andlise efetuada por Lise e Jensen.
Por fim, faremos alguns comentdrios a respeito da implementacio numérica

do modelo.

4.2 O modelo R-OFC

Em uma cadeia com N sitios associa-se a cada sitio 1 uma varidvel real F;,
cujo valor inicial é escolhido aleatoriamente no intervalo [0, E.). Em seguida
o sistema passa a ser perturbado globalmente, isto é, E; — E; -+ § para todos
os sitios da rede, tendo & um valor pequeno. Quando a energia de algum
sitio ¢ da rede supera o limiar de energia E,, isto é E; > F,, entdo o sistema
deixa de ser perturbado e k vizinhos sdo escolhidos aleatoriamente. O sistema

relaxa de acordo com as regras abaixo:

E - Epy +aly,
se By, > FE. = N i ’ (4.1)

O indice RN se refere aos k vizinhos escolhidos aleatoriamente, E; corres-
ponde a energia do sitio critico ¢ @ é um pardmetro que controla o grau de
conservacao do sistema, assurnindo valores no intervalo {1, 1/k]. O sistema é
conservativo quando e = 1/k. Note que, a cada vez que um sitio fica critico,
novos vizinhos sdo escolhidos (desordem annealed), o que evita o surgimento
de correlacdes espaciais. A redistribui¢iio de energia durante o processo de

relaxamento pode fazer com que algum outro sitio torne-se critico. As regras
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(4.1) séo aplicadas sucessivamente até que todos os sitios da rede estejam em
equilibrio novamente, isto ¢, F; < E,, Vi. Na prética, em vez de perturbar o
sistema com um § arbitrério, toma-se § = B, — B¢, onde Fpu. corresponde

a energia do sitio com maior energia na rede.

4.3 Taxa de ramificacdao no modelo R-OFC

Nesta se¢do vamos analisar 0 modelo R-OFC em termos de um processo
ramificado seguindo os passos de Lise and Jensen [42).

Designaremos sitios estdveis aqueles sitios cuja energia supera o limiar
critico (E; > E.), enquanto sitios instdveis serio aqueles com energia, abaixo
do limiar critico (E; < E,). Usaremos os superescritos (+) ¢ (—) para re-
presentar os sitios instdveis e estdveis respectivamente. Um sitio instdvel, ao
relaxar, doa B de sua energia para cada um de seus & vizinhos. Portanto,
a0 ser atingido por uma avalanche, um sitio qualquer sé poderd tornar-se
critico se possuir energia E no intervalo [E, — a£*, F,]. Um pouco de re-
flexdo mostra que a probabilidade com que um sitio qualquer torna-se critico

a0 ser varrido por uma avalanche é dada por

P(EY) = [ p(B)dE, (4.2)

Fe—afit

onde p(E) ¢ a densidade de probabilidade de que um sitio qualquer da
rede tenha energia F, uma vez que apenas sitios com energia no interva-
lo [E. — aE*, E,] podem tornar-se critico. Portanto, um sitio com energia
E* produz em média kP (ET) novos sitios criticos. O niimero médio de
sitios instdveis (criticos) gerados a partir de um sftio instdvel é denominado
de taxa ramificagiio [42] e serd identificada pela letra 0. S6 é possivel a ex-

isténcia de avalanches de tamanho infinito se & > 1, pois, neste caso, teremos
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em média pelo menos um sitio critico sendo gerado a cada relaxamento de
um sitio critico.

Para que novos sitios criticos sejam gerados durante o processo de rela-
xamento de um sitio critico é necessario que os vizinhos escolhidos tenham
energia no intervalo [E. — B, E.], 0 que ocorre com probabilidade P (E™).
Ja que a densidade de probabilidade de um sitio ter energia & é p(E), a taxa

de ramificacéio do sistema é

o0
o=k P (ET)p(EY)dE+. (4.3)
e
O cédleulo exato de o néo é simples, sendo necessario necessdrio o conhec-
imento da forma funcional de p(E) que ndo é simples. Na Figura 4.1 apre-
sentamos resultados numéricos para p(F£) em uma rede de tamanho L = 400

e o= 0.23.

PE)

r

o}

IWAAWAN

Figura 4.1: Densidade de probabilidade de energia de que um sitio tenha energia
FE, modelo R-OFC com sitios de borda (veja texto). Os dados foram obtidos para
uma rede de tamanho L = 400, o = 0.23, tomando uma estatistica de 4 000000 de

avalanches.
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Lise e Jensen sugeriram a seguinte forma funcional para p(E) [42]

1

— se I < F,,
o(E) = E. (4.4)
0 skE>E.
Com esta escolha P, (E™") torna-se
- L
P (E*) = o (4.5)
Logo o ¢é dado por
00 Et
o= 5% gyt = pa P > (4.6)

Ec Fe Ec

Resta entdo estimar < E* >. Seja j um sitio qualquer da rede que em um
instante de tempo ¢ {na escala de tempo curta) recebe um contribuicio aF;"
de um sitio ¢. A energia do sitio j imediatamente apés o relaxamento do sitio
B é

Ef(t + At) = Ef (8) + aEf (1) (4.7)

Considerando-se diversas avalanches é possivel escrever
< Bf >=<E] > +a< Ef >, (4.8)

Por outro lado £, — aE; < By < E.. O valor médio de E; neste intervalo é

S apr Bi p(ET) dET

Eo-al
< BT e i = : — —, (49)
! f}':,l’;c—cx]b‘i p(E;) dI;

onde p(£) é a densidade de probabilidade de um sitio qualquer da rede ter
energia B. Mais uma vez usando a aproximacéo uniforme sugerida por Lise

e Jensen para p(E), a integral acima torna-se

N 1
< Ej >= B, JoE}. (4.10)
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Uma vez que a densidade de probabilidade de energia por sitio converge para
um valor estaciondrio, temos < Ef »>=< B >=< B >, < Bj >=<
E~ >. Substituindo a expressdo (4.10) na (4.8) encontramos

E,

) T 4.11
1 — /2 (4.11)
Desta forma o é igual a
ha (4.12)
T = e s
1—af2
A condigdo para se obter avalanches de tamanho infinito, ¢ > 1, é obtida
quando
1
> — 4.13
R N (4.13)

Para k = 4 obtém-se o > 2/9.

Os resultados dos calculos tedricos aparentemente foram confirmados por
meio de simulagtes numéricas. Lise e Jensen simularam o modelo R-OFC
em redes de tamanho L = 100, 200 e 400, tanto para a < o, quanto para
o > «,. Bfeitos de bordas foram considerados, escolhendo aleatoriamente
alguns sitios que ao tornarem-se critico relaxavam para um nimero menor
de vizinhos, dissipando parte da energia. Diversas simulacoes confirmaram
os resultados tedricos. Assim, para o < ¢, a distribui¢ao de avalanches para
os diferentes tamanhos de redes colapsavam em uma Wnica curva indicando
a existéncia de um tamanho caracteristico. Por outro lado, para o > a, 0
tamanho maximo das avalanches pareciam crescer com o tamanho da rede.

Os calculos de Lise e Jensen foram refeitos por Kinouchi, Pinho e Prado, e
desta vez foi uma usada uma distribuicio mais realista para p(F), consistindo
de quatro picos quadrados idénticos. Cada pico tinha largura 24, e eram
separados entre si por uma distdncia A, e centrados em 0, aF,, 2aF, ¢ 3aF,.
Realizando cdlculos trabalhosos, porém simples [45], é possivel mostrar que

no limite conservativo, isto é, A, — 0 e Ay — aF,, ¢ = 1 implica em
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Figura 4.2: Distribuicdo de avalanches, modelo R-OFC com sitios de borda (veja
texto} para o = 0.23. Da esquerda para direita temos redes de tamanho L=400 ¢

600.

« = 0.25. Os resultados de Lise e Jensen podem ser obitdos impondo A, — 0
e Ap = E./7. Nesse caso para ¢ = 1 obtemos o = 2/9. Também foi
mostrado que, se aumentarmos o tamanho da rede, o colapso das curvas é

observado

4.4 Efeitos de superficie no modelo R-OFC

Em modelos com estrutura espacial, quando simulados com condigdes de con-
torno aberta, os sitios pertencentes & borda, ao relaxarem acabam dissipando
parte de sua energia. Acredita-se que as inomogeinidades geradas pelas bor-
das seja o principal mecanismo responsdvel pelo surgimento das correlacdes
espaciais e temporais, que por sua vez se manifestam através de invaridncia

de escala no modelo OFC. Desde que o modelo R-OFC é um modelo sem
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estrutura espacial, alguns autores acham desnecessdrio a inclusio de sitios
de borda [43]. Outros porém, acham que os efeitos de bordas devem ser con-
siderados, pois ndo havendo sitios de superficie para dissipar parte da energia
do sistema, quando I — oo e o = 0.25 haveria apenas uma avalanche infinita

146).

Efetuamos simulagoes considerando ¢ nfo considerando sitios de superficie.
Percebemos que, para valores de « abaixo de 2/9, ndo faz qualquer diferenca
a presenca ou nao de sitios de superficie, como pode ser visto na Figura 4.3.
Aqui a distribuicao de avalanches para o modelo R-OFC considerando e sem
considerar efeitos de superficie colapsam em uma Gnica curva, indicando a ex-
isténcia de um tamanho médio de avalanche finito. A curva cheia corresponde
ao modelo R-OFC sem considerar efeitos de bordas, isto ¢, todos os sitios
tem o mesmo numero de vizinhos, Por outro lado, a curva com estrelinhas
corresponde ao modelo R-OFC, onde alguns sitios escolhidos aleatoriamente,
ao tornarem-se criticos relaxam sua energia para um ndmero menor de viz-
inhos. Esse resultado ndo tem nada de surpreendente. Apenas mostra que
para valores do pardmetro dissipativo abaixo de 2/9 o tamanho médio das
avalanches rapidamente converge para um valor caracteristico. Desta forma
a inclusdo ou nao de sitios de superficie ndo faz muita diferenca no resuitado

final.

Para o > 2/9 a situagfo muda um pouco. O grau de dissipacio é menor,
o que possibilita que as avalanches atinjam um maior ntimero de sitios. Na
versao com sitios de borda, serd maior a probabilidade de que sitios de su-
perficie sejam participem das avalanches. Como esses sitios possuem um
nimero menor de vizinhos, para « > 2/9 a dissipac¢do na versdo com sitios
de superficie serd bem maior que na versdo sem sitios de superficie, o que

se reflete na distribuicdo de avalanches. Na Figura 4.4 apresentamos a dis-
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tribui¢do de avalanches no modelo R-OFC para L = 200 e v = 0.23. A curva
com linha grossa corresponde & situagio em que sistema possui sftios de su-
perficie. A curva com linha fina, por sua vez foi obtido sem considerar sitios
de superficie. Note que a versio sem sitios de superficie apresenta avalanches

maiores. Obviamente quando L — oo as duas curvas devem colapsar.

1 10 100 1000 10000

Figura 4.3: Distribuigfo integrada de avalanches para o modelo R-OFC, con-
siderando « = 0.22. A linha cheia corresponde aos dados obtidos sem considerar
efeitos de borda para L = 200. As estrelas corresponde ao modelo R-OFC simulado

considerando efeitos de borda para uma rede de tamanho L = 100.
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1 10 100 1000 10000 100000

Figura 4.4: Distribuicdo integrada de avalanches para o modelo R-OFC, con-
siderando a = 0.23 ¢ redes de tamanho L = 200. A curva com linha mais grossa
corresponde a dados obtidos considerando efeitos de borda, enquanto que a curva
com linha mais fina corresponde a dados obtidos sem levar em considera¢io os

efeitos de borda.
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Criticalidade no Modelo OFC

5.1 Introducao

Desde o surgimento da teoria de criticalidade auto-organizada, diversas analises
de campo médio, em diferentes modelos, foram realizadas, todas conduzin-
do a uma distribuiciio de probabilidade de eventos com expoente 7 = 3/2
(P{s) ~ s77) [47]. Por outro lado 7 = 3/2 é o expoente que surge natu-
ralmente na distribuicado de eventos de um processo ramificado com taxa de
ramificagiio constante e igual a ¢ = 1 (veja o apéndice B). A conexfo entre
SOC e processos ramificados fol investigada por diversos autores [48], que
conseguiram descrever a versiao de campo médio do modelo de pilha de areia
como um processo ramificado. No entanto, de acordo com Zapperi e colabo-
radores [49] essas andlises continham um paradoxo, j& que, para o sistema
ser critico, era necessario ajustar a taxa de ramificacio em ¢ = 1, o que
equivale a sintonizar o sistema no ponto critico, violando a idéia central da
criticalidade auto-organizada. Eles introduzem entdo um modelo denomina-
do processo ramificado auto-organizado, ou SOBP (self-organized branching

process), facilmente mapeado no modelo de pilha de arcia de dois estados
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[18], e que atinge o estado critico sem ajustes externo. Dentro deste cendrio
Kinouchi e Prado [50] sugerem que o processo de avalanches em modelos com
estrutura espacial seria controlado por uma varidvel dinfdmica oy = o(p,(E)),
que em um processo ramificado simples corresponderia & taxa de ramificagio
e que seria fungdo da densidade de probabilidade de energia p,(E)} do sistema
considerado. Assim, como as demais grandezas estatiticas que caracterizam
os modelos de criticalidade auto-organizada, apés o regime transiente, p;(E)
converge para uma distribuigdo estaciondria po(£). Como consequéncia oy
também converge para um valor estaciondrio g, independentemente da con-
figuragao inicial. Portanto, 0., deve depender apenas de parimetros refer-
entes a0 modelo estudado, como por exemplo, a taxa de dissipacio no caso
do modelo OFC. A criticalidade do sistema, que ocorre para o, = 1, pode
entdo ser analisada em termos dos valores assumidos por o, em um espago
de fase definido pelos pardmetros que caracterizam o sistema estudado. Tem
sido empregado o termo SOC genérica quando o, = 1 em toda uma regido
do espaco de fase considerado, para diferenciar do caso em que g, = 1 em
um unico ponto. Neste 1iltimo caso ¢ possivel interpretar que a dindmica,
do sistema foi definida de modo que o, = 1, 0 que corresponderia a um
ajuste externo. Isto ocorre, por exemplo, com o modelo pilha de areia, que
50 exibe criticalidade quando sua dindmica é localmente conservativa. Para
outros modelos, como o OFC, o estado estaciondrio critico parece ser atingi-
do mesmo no regime néo conservativo. Kinouchi e Prado [50], estudando o
comportamento de um modelo solivel analiticamente (modelo Feder-Feder
extremal ou modelo EFF), notaram que uma classe de modelos tem um com-
portamento curioso, que denominaram quase-critico. Nesses modelos, embo-
ra a criticalidade exista apenas para um valor do pardmetro de conservacio

o (ou seja, 0, = 1 apenas se o = "), observa-se que o,() é fortemente
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nao linear em «, de modo que g, =~ 1 em todo um intervalo de valores de
a proximo de a*. Nessa situacdo leis de poténcia sdo observadas por muitas
décadas, sendo praticamente impossivel determinar se o sistema, é critico ou

nao com base apenas na observacio das distribuicoes de eventos.

Na préxima secdo, apresentaremos o modelo EFF e reproduziremos alguns
do principais resultados obtidos por Kinouchi e Prado [50]. Em seguida,
tendo em mente as idéias de quase-criticalidade, apresentamos uma nova
abordagem para o modelo OFC, apresentando algumas similaridades com a

teoria dos processos ramificados.

5.2 0O modelo Feder e Feder extremal

Associa-se a cada elemento de uma cadeia com NV sitios uma varidvel real E;,
g =1,..., N com valores igualmente distribuidos no intervalo [0, 1], que, sem
perda de generalidade, denominaremos de energia. A cada unidade de tempo
(escala de tempo longa), escolhe-se aquele sitio j da rede que possui o maior
valor de energia dentre todos os sitios da rede, que denominaremos Y. Este
sitio relaxa, descarregando toda ou parte de sua energia em £k sitios escolhidos
aleatoriamente. A cada vez que um sitio fica critico e relaxa, novos vizinhos
sao escolhidos aletoriamente {desordem annealed). O novo valor de £ para o
sitio que dispara € zero mais um ruido n igualmente distribuido no intervalo
[0,€]. A introdugéo deste ruido, cujo valor maximo ¢ serd discutido mais
adiante, é essencial para que o modelo néo sincronize. Os k vizinhos recebem
uma descarga o mais um ruido ngy, também identicamente distribuidos no
intervalo [0,¢]. Note que cada vizinho recebe um valor de ruide diferente.

Se E;(t) = max{E;} > 1, ent8o as regras de evolugio do modelo podem ser
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sintetizadas pelas expressoes

o
K (5.1)
Epy — Egy + o+ nny,

onde I/* é o sitio que relaxa, RN indica os k& vizinhos escolhidos aleatoria-
mente e ¢ corresponde ao tempo na escala curta. Este processo pode ocasion-
ar um novo sitio critico, que também relaxa, gerando uma reacdo em cadeia
(avalanche) que prossegue até que todos os sitios da rede estejam novamente
em cquilibrio, ou seja, até que F; < 1,Vi. O tamanho da avalanche s é igual
ao numero de relaxamentos ocorridos. Ao proporem este modelo, Kinouchi
e Prado [50] consideraram ngpy # 0 (modelo EFF com ruido) e npy = 0
(modelo EFF sem ruido).

Apés um ndmero muito grande de avalanches, quando todos os sitios
da rede tiverem relaxado pelo menos uma vez, cada sitio da rede assumird

apenas valores de energia F; que estejam em um dos intervalos
I, =[(n - 1a, (n— Da+ ne, (5.2)

onde nn = 1,2, ..., Nnaz, corresponde ao niimero de vezes que o sitio j par-
ticipou de alguma avalanche (a primeira vez como sitio critico ¢ as outras
como vizinho de algum sitio critico), sendo np., ¢ nimero maximo de vezes
que cada sitio pode participar de alguma avalanche antes de tornar-se critico.
Se tomarmos € < &t/ ny,,, deixa de haver sobreposigio dos respectivos interva-
los. Assim, quando um sftio qualquer tiver energia em determinado intervalo,
diremos simplesmente que o sitio em questio estd ou pertence ao intervalo
I,. A probablidade de que um sitio qualquer esteja no intervalo I, é dada
pela expressao

(n—1)a+ne

-1}
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onde p(E} é a densidade de probabilidade de que um sitio qualquer da rede
tenha energia E. Se N é o ntimero total de sitios da rede, entao NP, corres-
ponde a fracio de sitios da rede que estdo no intervalo £,,. A redistribuigao de
energia durante as avalanches faz com que os sitios scjam transferidos entre
os intervalos I,,’s. Ao relaxar, o sitio critico passa para o intervalo I;. Os
seus k sitios vizinhos (que podem estar em qualquer intervalo I,), devido a
contribuicdo que recebem passam para o intervalo I, Em média kP sitios
sio transferidos do intervalo I; para o intervale Ir. Quando n # 1, em média,
kP,_; sitios sdo transferidos do intervalo I, para o intervalo I,. Apds um
niimero muito grande de avalanches, os P,'s devem obedecer as scguintes

equagdes:
Plt+1) = R0+l - RO
(5.4)

Pt+1) = Palt) + lhPanslt) — KPa(8)]

onde t agora é o tempo na escala de tempo longa. No regime estaciondrio as
grandezas nio devemn mais depender do tempo. Portanto, P,(t+ 1) = Pu(t),

para qualquer intervalo /. Logo

kP, = 1,
(5.5)
anl - Pn:

de onde conclui-se que P, = 1/k. Portanto, a probabilidade de que um
sitio qualquer da rede tenha energia em qualquer um dos intervalos I, é 1/k,
qualquer que seja este intervalo I,,. Por outro lado, como p(E) é normalizado

é possivel escrever

Nmazx Nmaow 1

EP:ZE:L (5.6)

n=1
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0 que implica em Ny, = k. Portanto, para que ndo haja sobreposic¢io dos

intervalos I, os valores que ¢ deve tomar devem ser tais que
(83

Dessa forma para o caso em que cada sitio possua 4 vizinhos, p(E) serd
formado por 4 “picos” localizados em cada um do 4 intervalos I,’s.
Estamos agora em condicdes de caleular oo (), que serd igual ao nimero
médio de sitios criticos gerados. Inicialmente vamos tratar o caso conserva-
tivo, ¢ == 1/k, o que implica ¢ < 1/k?. Para que o sistema seja critico (e
nao super-critico} € preciso que o limite superior do ultimo intervalo I, esteja

abaixo do limiar critico, ou seja,
(k—Da+ke <1, (5.8)

o que também garante que apenas os sitios que est@o no ultimo intervalo
podem tornar-se criticos. Por outro lado, como todos os sitios que estdo no
tltimo intervalo I, recebem uma contribui¢do de pelo menos 1/k, toda vez
que estes sitios sdo atingidos por uma avalanche tornam-se criticos. Entao o

nlimero médio de sitios criticos gerados é

o= kP = ke = 1, (5.9)
k

que corresponde a taxa de ramificacdo do sistema. Uma vez que oo € con-
stante, podemos aplicar os resultados da teoria de processos ramificados sim-
ples (veja o apéndice B). Neste caso a distribuico de avalanches obedece

uma lei de poténcia P(s) ~ s77, com expoente 7 = 3/2.
O calculo da taxa de ramificagdo para o caso ndo conservativo é um
pouco mais trabalhoso e exige o conhecimento explicito de p(£) (detalhes

desse cdlculo sdo deixados para o apéndice D). Aqui também os sitios que
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contribuem para a taxa de ramificagio pertencem ao ltimo intervalo, haven-
do uma pequena diferenca em relacio ao caso conservativo, pois nem todos
os sftios que estdo no iltimo intervalo tornam-se criticos, como ¢é o caso dos
sitios com energia E < 1 — « — €. J4 os sifios com energia £ > 1 — « sempre
tornam-se criticos se atingidos por uma avalanche, contribuindo com

1

o=k p(E) dE, (5.10)

1—o

para a taxa de ramificacdo. Usando a forma explicita de p(F) (veja o apéndice

D) a expressio acima pode ser reescrita como
, 4o N
o' = fa p(zk) d, (5.11)

onde z, =F —{k—1l)aed=1— ko

Por sua vez, sitios com energia 1 —a — ¢ < F < 1 — « poderdo torna-se
criticos, desde que recebam a quantidade adequada de ruido, isto é, > 1 —
F —a. Com alguns argumentos simples é possivel mostrar que a contribuicéo
desses sitios para a taxa de ramificacio é

o' = ﬁ!;p(zk) (1 _o zk) dzp. (5.12)

€

As expressdes (5.11) e {5.12) permitem calcular a taxa de ramificagio do
sistema, 0. = ¢ + 0", dada por

§—e J s 1 9
o =1~ [o p(z) dz — —(:fé%p(z) dz + - [5_€ 2p(z) dz. (5.13)

Usando os resultados de processos ramificados também é possivel calcular
a distribuicdo de avalanches e o tamanho médio das avalanches. Maiores
detalhes desses cdculos podem ser encontrado na referéncia [50]. O principal
interesse aqui é investigar o comportamento da taxa de ramificacdo o em

fungéo do pardmetro a.
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Os mesmos cdlculos podem ser realizados para o modelo EFF sem ruido,
onde apenas o sitio que relaxa recebe ruido (ngpy(t) = 0). Nesse caso p(F)
assume a forma de k picos retangulares de altura 1/ke e os valores permitidos
de energia sdo F = (n—1)a+e. Os nicos sitios que podem torna-se criticos
sao aqueles pertencentes ao Gltimo pico. Assim a taxa de ramificacdo desse

sistema é

k 1 {k~1)o+e JE
o = "Eéfl_a : (5.14)

¢ portanto

I1-6/e D<éd<e
o= (5.15)

Na Figura 5.1 apresentamos o comportamento da taxa de ramificagio
para o modelo EFF com ruido (linhas cheias ¢ mais finas), sem ruido (linhas
pontilhadas) e uma curva tedrica que corresponderia 3 observacio de SOC
genérica. Na auséncia de ruido podemos perceber que grandes avalanches
sO poderdo se manisfestar quando « estiver muito préximo de 1/k, sendo
facilmente percebido por meio da distribuigéo de eventos, que o sistema 6
apresenta criticalidade para o = 1/k. No entanto, quando ¢ acrescenta-
do ruide ao sistema, mesmo em pequenas quantidades, grandes avalanches
estao presentes para toda uma regido préximo & « = 1/k. Nesses casos fica
dificil distinguir quase-criticalidade de criticalidade por meio de simulagdes
numéricas, onde busca-se observar a distribuicio de eventos apenas, como

vem sendo feito tradicionalmente na literatura.
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1.05 T g T
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0.02 0.23 0.24 0.25

Figura 5.1: A linha grossa corresponde a Criticalidade auto-organizada genérica.
As duas curvas em linha cheia mais fina correpondem ao modelo EFF com ruido
para ¢ = 0.0625, (curva que comega mais a esquerda) e ¢ = 0.05, (curva que
comega mais a direita). As duas curvas com linha pontilhada correspondem ao
modelo EFF sem ruido, para e = 0.25 (curva que comeca mais a direita) e e = 0.2

(curva que comega mais a esquerda).
5.3 Criticalidade no modelo OQFC

Inspirados pelo trabalho de Prado e Kinouchi [50] revisitamos o modelo QFC
propondo uma nova maneira de abordar o modelo. J4 introduzimos o modelo
OFC no capitulo 3, mostrando como suas regras de evolugdo podem ser
obtidas a partir do modelo mecénico de Burridge e Knopoff. Também ja
discutimos aspectos relacionados a sua simulacio. No entanto, deixamos para
este capitulo, as principais questdes envolvendo a criticalidade deste modelo,
que serd apresentada na préxima subseccio. Em seguida apresentaremos

nossas sugestoes no sentido de tentar estudar o modelo OFC e demais modelos
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de criticaliade auto-organizada de uma outra maneira.

5.3.1 Principais resultados

Evidéncias numéricas apontam a presenca de SOC neste modelo mesmo no
regime dissipativo (o < 1/4). Este é um resultado inesperado, ji que sis-
temas dinamicos fora do equilibrie, dirigidos e sujeitos a um ruido branco
externo apenas, exibem invaridncia de escala na presenca de leis de con-
servacdo [51]. Portanto, a invaridncia de escala no modelo OFC no regime
nao conservativo sugere a existéncia de um novo mecanismo responsavel pelo
surgimento criticalidade em modelos de criticalidade auto-organizada. De
um ponto de vista tedrico é bastante desejavel a existéncia de modelos local-
mente dissipativos exibindo SOC, pois 0s sistemas fisicos naturais raramente
sao conservativos. Os resultados de diversas simulacdes efetuadas por diver-
sos autores mostram a existéncia de invariancia de escala na distribuicao de
eventos desde o regime conservativo (o = 0.25) até um certo valor ¢, cujo
valor nunca ficou bem definido. No trabalho que introduziu o modelo na
literatura, baseado em simulagoes em redes de tamanho 25 < L < 45, os au-
tores concluem que . = 0.05 ¢ que a distribui¢des de eventos obedece a um
F'SS [52]. Posteriormente, simulagdes efetuadas em redes maiores, levaram
Grassberger a conculir que a, = 0.18 e que 0 modelo ndo obedecia a FSS
[53]. Middieton e Tang propuzeram e, = 0% [41]. De acordo com cstes au-
tores os sitios pertencentes 4 bordas do modelo funcionariam como fontes de
ruido, pois devido ao menor numerc de vizinhos n&o apresentariam a mesma
tendéncia & sincronizacio que os demals sitios pertencentes ao interior da
rede. As inomogeinidade criadas pelos sitios pertencentes a borda penetrari-
am lentamente no interior da rede, sendo que o tempo necessario para varrer

toda a rede aumentaria & medida que a decrescesse. Assim, seria necessiario
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gsperar um tempo muito grande para poder observar invaridncia de escala

para valores de « pequenos.

Também foi estudada a robustes das leis de poténcia exibidas pelo modelo
OFC na presenca de desordem. Christensen [54] investigou o modelo OFC
sendo perturbado de forma andloga ao modelo BTW, ou seja, escolhendo
um sitio aletério para acrescentar a perturbacio §E. Para grandes valores
de §F a distribui¢do das grandezas apresentam um decaimento exponencial.
No entanto, quando 6E — 0 a distribuigio se aproxima cada vez mais de
uma let de poténcia. Jénosi e Kertész consideraram o modelo OFC onde
o limiar Fy, a partir do qual o sitio torna-se critico variava de sitio a sitio
[55]. Eles observaram que para @ = (.25 o sistema continuava a exibir
invariancia de escala, que no entanto néo sobrevive no regime dissipativo. O
modelo OFC com desordem no pardmetro conservativo « foi investigado por
Mosseau [56]. Durante o processo de relaxamento, cada sitio o fazia com um
determinado valor do parfimetro dissipativo, a; = a + J;, onde §; € [-3,8].
Simulagdes em uma rede de tamanho L = 100 e condicdes nio periddicas
de contorno revelou um diagrama § x « rico, onde havia regides em que o
sistema sincronizava, exibia invaridncia de escala ¢ decaimento exponencial.
Considerando condicdes de contorno periddicas o sistema apenas exibia um

decaimento exponencial.

Devido as fortes correlagdes espaciais e temporais é muito dificil obter re-
sultados analiticos no modelo OFC. De um modo geral as investigacdes sobre
0 modelo OFC se fazem por meio de simulacdes numéricas, onde determinan-
do o comportamento da distribuigio de avalanches. Quando a distribuicio de
avalanches obedece a uma lei de poténcia por vérias décadas, assume-se que
o modelo exibe SOC. Entretanto, os diversos resultados sobre o modelo QFC

devem ser recebidos com muita cautela. Vamos supor, por excmplo, que a
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distribui¢io de avalanches obedeca a uma relagiio P{s) ~ s77 exp(—s/s,),
onde s, ~ L”, sendo que s, 36 cresce até um certo tamanho de rede L*.
Simulagbes efetuadas em redes de tamanho L < L* indicariam invaridncia
de escala na distribuigdo de avalanches, levando-nos a crer que o sistema
exibe SOC. Infelizmente, até o momento, nfo existe nenhum algoritmo que

permita indentificar, a priori, qual seria esse tamanho de rede L*.

5.3.2 Taxa de ramificagao no modelo OFC

Revisitamos o modelo OFC explorando as idéias contidas no trabalho de
Kinouchi e Prado [50]. Em vez de estudar o modelo observando o compor-
tamento da distribuigdo de eventos do sistema, como vem sendo feito na
literatura, tentamos identificar a varidvel dindmica o; que controla o proces-
so das avalanches, como sugerido por Kinouchi e Prado. Uma vez que pi(E}
néo assume uma forma simples no modelo OFC, néo temos como determinar
o, & priori. Também sabemos que os resultados de processos ramificacos nio
se aplicam ao modelo OFC. Um processo ramificado simples consiste de uma
particula inicial que gera n = 0,1,..., 00 novas cépias idénticas com prob-
abilidade p,. Por sua vez, cada wna dessas novas particulas geram novas
n copias, sempre com a mesma probabilidade p, e independentemente das
outras particulas. Na Figura 5.2 apresentamos um processo ramificado sim-
ples representado por uma estrututa em forma de arvore. A cada nodo dessa
arvore associamos uma particula. O tamanho da populag¢io na n—ésima
geracao € representada pela varidvel Z, e o tamanho total da populagéo
8= 2o+ 2+ Zo . ... Para um processo ramificado simples Zy = 1 sempre.
Como cada particula sempre produz novas copias de si mesma independen-
temente das demais e sempre com a mesma probabilidade, cada nodo dessa

arvore é equivalente aos demais nodo da drvore. Essa propriedade permite a
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obtengdo de resultados analiticos (veja o apéndice B). A probabilidade de ex-
tingao estd associada ao valor assumido pela taxa de ramificacio o, definida
Como
o0
o= np,. (5.16)

n=0

Quando ¢ < 1 a probabilidade de extincdo do processo é igual a um. No
entanto, quando o > 1 existe uma probabilidade finita de que o processa nio
se extinga nunca. Para ¢ = 1 a probabilidade de que o tamanho total da

populagdo seja s ¢ dado por P{s) ~ s7%2, Também ¢ possivel mostrar que

1/(1~0), o<1
<5 >= (5.17)

00, oc>1

Avalanches ocorrendo em modelos com estrutura. espacial também podem
ser vistos como uma estrutura em forma de drvore, onde os sitios criticos
correspondem aos nodos. No entanto, a simples presenca de uma estrutura
espacial introduz correlagdes e os resultados de processos ramificados simples
nao podem mais ser aplicados. Na Figura 5.3 mostramos esquematicamente
como essas correlagdes podem surgir por meio de uma hipotética avalanche.
O processo se inicia com o sitio representado pela bolinha cheia. Ao re-
distribuir uma fragéio de sua energia para seus primeiros vizinhos, dois deste
ficam criticos {sitios com bolinhas vazias). Note que temos dois sitios eriticos
que possuem um vizinho em comum, representado pelo quadrado cheio. Para
que este sitio torne-se critico é necessdrio que ele recebe um valor adeqguado
de energia dos dois sitios representado por bolinhas vazias. Vemos assim que
em uma avalanche ocorrendo em modelo com estrutura espacial a probabili-
dade de um sitio produzir novas cépias pode ser afetada por outros sitios. Qu

seja, se visualizarmos a avalanche como uma estrutura em forma de arvore,
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Figura 5.2: Estrutura em drvore para um processo ramificado simples. O proces-
80 se imicia com uma particula que produz n copias idénticas de si mesma com
probabilidade p,. Cada cdpia por sua vez produz n novas copias idénticas com
probabilidade p, e assim sucessivamente. A varidvel Z,, corresponde ao tamanho
da populagio na n—ésima geragdo. Fm um processe ramificado simples temos

sempre 2y = 1.

onde cada nodo corresponde a um sitio critico, a probabilidade de um nodo
qualquer na geracio n produzir novos nodos na geracdo n + 1 depende dos
outros nodos na geragéo n. Portanto, avalanches ocorrendo em modelos com

estruturas espacial nao correspondem a um processo ramificado simples.

Em face das dificuldades de uma abordagem analitica, tratamos o proble-
ma numericamente. Uma vez que nédo é possivel determinar o, a priori, foi
necessario definir uma grandeza ¢ que correpondesse de ;. Sugerimos que
o fosse igual ao niimero médio de sitios criticos gerados a partir do relaxa-
mento de cada um dos sitios criticos participando de um nimero significativo

de avalanches. Na pritica, para cada sitio critico medimos o numero b de
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Figura 5.3: O esquema acima mostra uma hipotética avalanche. O sitio que de-
flagra a avalanche estd representado por uma bolinha cheia. Ao redistribuir sua
energia para 0s seus primeiros vizinhos, dois destes acabam tornando-se criticos
(sitios representados por bolinhas vazias). Note que o sitio representado por um

quadrado cheio recebe energia de dois sitios criticos.

novos sitios criticos gerados, realizando uma estatistica para um conjunto
suficientemente grande de avalanches. Sendo N(b) o niimero total, isto ¢, ao
longo de diversas avalanches, de sitios que produzem b novos sitios criticos,

a expressao para ¢ é dado por

o= Ly V(D) (5.18)

e N{b)

Uma vez que as atualizagdes dos sftios criticos no modelo OFC é sincrona,
haverd situagbes em que mais de um sitio produz um nico sitio critico (como
por exemplo, na Figura 5.3). Nessas situa¢des contamos 1/n para cada um
dos n's “pais”.

Também ¢ possivel resgatar um resultado simples de processo ramificados.
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Se aplicarmos a defini¢io (5.18) para uma tnica avalanche, obtemos

o o o bNib) i1
P Nz(b) N S; ’

(5.19)

onde s; ¢ o tamanho da i—ésima avalanche, N;(b) correponde a0 nimero de
sitios criticos dentro dessa avalanche que produzirdo & novos sitios criticos e
o; a taxa de ramificacio média para essa avalanche. Para determinarmos a
taxa de ramificacdo média considerando agora um conjunto muito grande de
avalanches é necessdrio conhecer o peso da taxa de ramificacdo individual de
caca avalanche. Esse peso é proporcional ao tamanho da avalanche. Assim,

T oTs 0 <s> (5.20)

onde < s > é o tamanho médio da avalanche.

Também podemos interpretar ¢ como a probabilidade de um sitio visi-
tado por uma avalanche tornar-se critico. Basta considerar como conjunto
universo todos os sitios vizinhos aos sitios criticos participando do total de
avalanches consideradas. Os sitios criticos produzidos a cada relaxamento de
um sitio critico correspondem aos eventos favordveis. Note que ¢ depende do
estacdo microscépico do sistema. Se medirmos o para uma avalanche apenas,
guanto maior for a avalanche mais préximo da unidade serd o valor de o.
Assim, o valor assumido por g, quando medido sobre diversas avalanches,
reflete a propor¢do entre grandes e pequenas avalanches que o sistema apre-
sentou. Se o sistema jd se encontra no estado estatisticamente estacionario,
entdo o valor de o deve convergir para um valor fixo (se tomarmos um conjun-
to suficientemente grande de avalanches). Portanto, ¢ caracteriza o estado
macroscépico do sistema. Intuitivamente é facil perceber que quando o = 1
o sistema é critico, pois nesse caso haverd, em média, sempre um sitio critico

sendo produzido. Em um processo ramificado simples, ¢ corresponderia &
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taxa de ramificacho do sistema. Mesmo sabendo que avalanches que ocor-
rem em modelos com estrutura espacial ndo correspondem a um processo

ramificado simples, ainda assim denominaremos o de taxa de ramificacio.

Alguns cuidados precisam ser tomados, em trabalhos numéricos, uma vez
que fatores ndo relacionados diretamente com a fisica do problema podem
influir nos resultados. De um ponto de vista fisico esperamos que o deva
depender do pardmetro de conservagdo a. Uma vez que nossas simulacoes
foram realizadas em redes finitas, também haverd uma dependéncia com o
tamanho do sistema. Porém, em nossas simulacdes, também percebemos
uma leve depedéncia de o com a configuracio inicial. A dependéncia em
relagdo a configuragio inicial pode ser eliminada realizando médias para os
diversos valores de ¢ medido a partir de diferentes condi¢oes iniciais. Obvia-
mente nossos resultados foram obtidos quando o sistema, j4 se encontrava no
regime estacionario. Na determinagéo do regime estacionario usamos os pro-
cedimentos descritos no capitulo 3. Assim, os resultados obtidos dependem
apenas de a e L, isto é, o = o(e, L). Medimos o{a, L) para diversos valores
de & e L com o intuito de observar a depedéncia de ¢ em relacio a essas

varidveis.

Na Figura 5.4 ¢ apresentada a evolugéo da taxa de ramificagio de o (o, L)
em funcéo do pardmetro de conservacio «, considerando redes de tamanho
L = 100. As curvas representam resultados para o modelo OFC (bolinhas)
¢ 0 modelo R-OFC (quadrados). O comportamento do modelo R-OFC é
conhecido, apresentando criticalidade apenas no regime conservativo (veja
capitulo 4). Comparando as duas curvas vemos que a evolucdo da taxa de
ramificagio para ambos os modelos é bastante similar. A medida que nos
aproximamos do regime conservativo, a taxa de ramificacio lenta e gradual-

mente se aproxima de um. Ndo hd qualquer evidéncia de descontinuidade
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que pudesse indicar que ¢ = 1 para o < 0.25. Nas Figuras 5.5 e 5.6 apre-
sentamos a depedéncia da taxa de ramificagdo com o inverso do tamanho da
rede. Para o modelo OFC (veja a Figura 5.5) a taxa de ramificagido parece
crescer quase linearmente. Isso significa que mesmo para « = 0.24 se fizemos
L — oo teremos o < 1. Se bem gue nesse caso a taxa de ramificagio teria um
valor préximo de um e o sistema seria quase-critico. Dentro desse cenario, as
inomogeinidades criadas pela borda, que até entdo vinha sendo visto como o
mecanismo responsavel pelo surgimento de invaridncia de escala, funcionar-
iam como fontes de ruido que levariam a um comportamento quase-critico,
assim como ocorre como o modelo EFT.

1
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Figura 5.4: Taxa de ramificacdo em fungio do pardmetro de dissipacio «. Os pon-
tos representados por bolinhas {quadrados) correspondom & taxa de ramificagio

obtida para 0 modelo OFC (R-OFC). O tamanho de rede considerado foi L = 100.
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Figura 5.5: Taxa de ramifacaciio para o modelo OFC em fungdo do inverso do
tamanho da rede. Cada curva se refere a um determinado valor de do pardmetro

de conservacio .
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Figura 5.6: Taxa de ramifacacdo para o modelo R-OFC em funcio do inverso do

tamanho da rede. Cada curva se refere a um determinado valor do pardmetro de

CONServacio .



Capitulo 6

Conclusoes

O tema central dessa tese foi 0 modelo OFC. Este é um dos poucos modelos
proposto dentro do contexto de SOC com dindmica local ndo conservativa
e que apresenta evidéncias de criticalidade. O modelo apresenta fortes cor-
relagbes espaciais e temporais que impedem um tratamento analitico. Por
isso 0 modelo de um modo geral sempre ¢ estudado por meio de simulagdes
numéricas. Por outro lado longos transientes dificultam a simulagio desse
modelo. No capitulo 3 dessa tese mostramos como as regras de evolucio do
modelo podem ser obtida a partir de um modelo mecénico massa-mola. Na
outra parte do capitulo nos dedicamos a detalhes da simulacio do mode-
lo. Apresentamos um método para determinar quando o sistema entra no
regime estacionario. Notamos que para o = 0.25 e o« = {1.24 a relagfo entre o
tempo associado ao transiente e o tamanho rede é uma lei de poténcia, mas
com expoente bastante diferente o que indicaria classes de universalidade
diferentes. Desenvolvemos um método, a partir do qual, para uma escolha
adequada da configuracéo inicial é possivel reduzir o tempo necessdrio para o
sistema atingir o estado estacionario. No capitulo 4 revistamos o modelo OFC

explorando as idéias de quase criticalidade proposta por Prado e Kinouchi.
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94 6 Conclusoes

Ao invés de observar a distribui¢ho de eventos, como vem sendo feito na
literatura, procuramos definir uma grandeza, que em um processo ramificafi-
cado simples seria a taxa de ramificacdo do sistema. Essa grandeza depende
basicamente do pardmetro dissipativo do sistema ¢ do tamanho da rede.
Nossos resultados mostram que o modelo se comporta de forma bastante
similar & versao aleatéria do modelo OFC e s6 é critico no regime conservati-
vo. Também investigamos a dependéncia dessa grandeza com o tamanho da
rede. Aparentemente nossos resultados parecem ser vélidos mesmo quando o
tamanho do sistema tende ao infinito. Ndo temos a pretensio de afirmar que
nossos resultados sao conclusivos, uma que sdo evidéncias numéricas. No en-
tanto, apresentamos uma outra forma de analisar o problema ¢ propusemos
um novo cendrio para explicar a observagdo de leis de poténcia no regime

nao conservativo.



Apéndice A

Algumas consideracoes sobre

finite size scaling

As transicdes de fase em sistemas em equilibrio termodindmico ocorrem ape-
nas no limite termodindmico, isto é, quando o miumero de particulas N e o
volume do sistema V' tendem a infinito, com a densidade p = N/V manti-
da fixa. No entanto, em realizagbes experimentais, os sistema apresentam
transi¢cdes de fase caracterizadas por aparentes singularidades nas grandezas
termodindmicas. Nestes casos, apesar de N e V (se comparado com as
dimensdes de cada particula) serem grandes, ainda assim séo finitos. Co-
mo explicar esta suposta contradicao? Além disso, por que as aparentes
singularidades nas fungbes termodindmicas muitas vezes coincidem com as
divergéncias obtidas em cdlculos tedricos? Seria mera coincidéncia? As re-
spostas para estas e outras perguntas sdo dadas pela teoria da analise de
tamanho finito (finite size scaling-FSS). De um ponto de vista estritamente
formal, esta teoria considera o limite em que o sistema estd muito préximo
do ponto critico e seu tamanho tende ao infinito. Entretanto, suas conclusoes

podem ser empregados em sistemas bem menores. Desta forma, é possivel
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96 A Algumas consideracoes sobre finite size scaling

obter informacdes a respeito de pardmetros criticos para sistemas infinitos,
estudando como as grandezas termodindmicas variam com o tamanho, em
sistemas finitos.

A idéia basica da teoria de FSS é que a magnitude dos efeitos de tamanho
finito sdo determinados pelo comprimento de correlagio do parimetro de

ordem, cujo comportamento proximo ao ponto critico é
E~tT™ =0, (A1)

onde t = (T —T,)/T. e T, é a temperatura critica. O comportamento das

diversas grandezas termodindmicas passam a depender de
y = L/§(L) ~ It", (A.2)

onde L é o comprimento linear do sistema considedo, [ = L/a, sendo a
algum comprimento microscépico {por exemplo, o espagamento de rede para
um hipercubo d-dimensional de comprimento L}.

Desta forma o comportamento critico caracteristico do limite termodinamico
ocorreria para y >» 1. Por outro lado, quando y < 1 os efeitos de tamanho
finito devem se manifestar nas diversas grandezas termodinidmicas.

A hipétese de escala da teoria FSS [58] postula que para uma grandeza ter-
modinéinica X (T, que estd préxima a criticalidade e no limite termodinémico,
comporta-se como

Koo ~ Coot™ (A.3)
onde t = (T —T,)/T. — 0, para sistemas finitos, tenha seu comportamento
descrito por

Xo(T) ~ 1°Qp(1*1), (A.4)
A funcdo Q{z) comporta-se assintoticamente da maneira descrita abaixo

Coox™", para T ¥ 00,
Qz) ~ (A5)

s, para z = .
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Desta forma, para ¢ fixo ¢ | — oo,
Xop(L) ~ CooléPlvi=r, (A.6)
de onde conclui-se que w = p/v. Por outro lado para t — 0 ¢ | mantido fixo
Xr(L) ~ Qol*. (A7)

Este resultado mostra que o comportamento das propriedades termodindmicas
para sistemas finitos dependem de expoentes criticos do sistema no limite
termodinémico. Assim é possivel calcular os expoentes criticos a partir de
sistemas finitos.

A teoria de F'SS foi desenvolvida no contexto de transi¢des de fases continuas.
No entanto, analise semelhantes podem ser feitas para sistemas resultados de

simulagoes de modelos de Mecanica Estatistica fora do equilibrio.
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Apéndice B

Processos ramificados

O estudo de processos ramificados tem inicio por volta de 1874 com
Francis Galton ¢ H. W. Watson. Fol a primeira vez que o problema da
extingao de certos sobrenomes foi estudado em termos matemadticos. Na,
época, acreditava-se que melhores condi¢des de vida seriam inevitavelmente
acopanhadas de uma redugao na taxa de fertilidade da populagio. Essa era a
explicacdo comumente aceita para a extingio de sobrenomes, outrora muito
comuns, de origem nobre. No entanto, os resultados dos trabalhos de Galton
e Watson mostraram que esta hipdtese era infundada. A probabilidade de
exbin¢do de uma familia ndo tinha nenhuma relacdo com o fato da familia

ser de origem nobre ou nao.

O interesse do estudo de processos ramificados é descrever como evolui
determinada populagéo sujeita a determinadas taxas de fertili