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Resumo

Inicialmente, analisamos trés sistemas mecanicos ideais com impactos: um osci-
lador com impactos, um sistema com par de impactos e uma caixa de engrenagens.
Entre os impactos, o movimento ¢ descrito por uma equagio diferencial linear. Por
ocasido dos impactos, introduzimos na solugio analitica novas condicoes iniciais, de
acordo com a lei de Newton para impactos. Devidos aos impactos, as trajetorias no
espaco de fase sdo descontinuas e descritas por um mapa transcendental. O expo-
entes de Lyapunov, importantes para caracterizar a natureza dos atratores obtidos,
sao calculados através desses mapas. Nas simulagoes numéricas, observamos feno-
menos nao-lineares como crises, intermiténcias, transientes catdticos e coexisténcias
de atratores e obtemos as bacias de atracdo dos atratores coexistentes. Ademais,
mostramos como controlar comportamentos cadticos, a partir de um forgamento de
amplitude pequena, e pelo método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) de controle de caos.
Finalmente, investigamos a dindmica de um sistema ndo-ideal com impactos, que
¢ composto pelo sistema de par de impactos sobreposto ao um sistema nao-ideal
(para qual a agdo da fonte de energia depende da oscilagdo do sistema). A partir
de simula¢bes numeéricas, identificamos fenémenos nao-lineares como crise interior,
intermiténcias e coexisténcia de atratores. Associado & crise interior observamos um
tipo de intermiténcia que leva o sistema a oscilar entre trés atratores cadticos. Além
dessa intermiténcia, observamos uma outra, que envolve dois atratores periddicos e
um cadtico. Além disso, mostramos as bacias de atragao de dois atratores periddicos
coexistentes. Essas bacias possuem uma caracteristica de bacia crivada.
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Abstract

Initially, we analyze three ideal mechanical systems with impacts: an impact oscil-
lator, an impact-pair, and a gear-box (gear-rattling). Between impacts, the motion
is described by a linear differential equation. After each impact, we use the Newton
law of impact to determine new initial conditions of an analytical solution. Due to
impacts, the trajectories in phase space are discontinuous and described by a trans-
cendental map. The Lyapunov exponents, important to characterize the attractors,
are calculated from the transcendental map. In the numerical simulations, we ob-
serve nonlinear phenomena as crises, intermittency, chaotic behavior, and coexisting
attractors. Moreover, we present the basins of attraction of the coexisting attractors.
Furthermore, we show how to control the chaotic behavior, with a small perturbati-
on and by the OGY (Ott, Grebogi, and Yorke) method. Finally, we investigate the
dynamics of a non-ideal system with impacts, that is composed by an impact-pair
system on a non-ideal system (in this system, the energy source actions depend
on the system oscillations). From the numerical simulations, we identify nonlinear
phenomena as interior crises, intermittency, and coexisting attractors. Associated
to the interior crises, we observe an intermittency, for which the system oscillates
among three chaotic attractors. Besides this intermittency, we observe another one.
Associated to a chaotic and two periodic attractors. In addition, we show the riddle
basins of attraction of the two coexisting periodic attractors.
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Capitulo 1

Introducao

No final do século XIX, a partir do estudo de um sistema deterministico (pro-
blema de trés corpos), Henri Poincaré descobriu que esse tipo de sistema admite
solugdes complexas [1]. Tais solugdes correspondem a movimentos muito complica-
dos e imprevisiveis.

Em principio, a descoberta de Poincaré é um paradoxo aparente, pois, segundo o
principio do determinismo de Newton [2], o estado inicial de um sistema (o conjunto
das posicdes e velocidades dos pontos do sistema em um instante qualquer do tempo),
descrito por equacdes diferenciais, determina de maneira univoca todo o movimento
deste. No entanto, um sistema deterministico pode possuir solug¢oes imprevisiveis.
Isso & devido & sensibilidade as condigdes iniciais (estado inicial) do sistema. De ma-
neira que as trajetorias de tais solugdes, cujas condicdes iniciais sdo arbitrariamente
proximas, se afastam exponencialmente com o tempo. Por conseguinte, para uma
imprecisdo minima nas condigdes iniciais, a soluc¢do do sistema torna-se imprevisivel.
Neste caso, os comportamentos correspondentes a essas solugoes sao denominados
cadticos [3]. Essas solugdes sdo encontradas em sistemas conservativos e dissipativos.

Nas tltimas décadas, o caos (comportamento cadtico) foi identificado em diver-
sos sistemas dinamicos como na atmosfera terrestre [4], na fisica de plasmas [5-9], na
dinimica populacional [10,11], nos circuitos elétricos [12], nas reagoes quimicas [13|
e na dinamica de formagdo de gotas (torneira gotejante) [14-16].

Nesta tese, propomos, como objeto de estudo, a anilise e o controle de siste-
mas dindmicos nao-lineares que apresentam comportamento cadtico, tendo parti-
cularmente como interesse sistemas mecanicos. Dentre a ampla gama de sistemas
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mecénicos, estudaremos a classe de sistemas que apresenta impactos sucessivos, de-
corrente de folgas, levando a respostas dinémicas complexas [17-25]. Tais sistemas
sao denominados de vibratérios com impactos (vibro-impact). O estudo deles é de
grande interesse na area de engenharia mecénica, devido a sua aplicagio em proje-
tos de algumas maquinas e equipamentos [26-28]. Como esses sistemas sdo nio-lisos
(non-smooth), ha, também, um interesse na area de matematica [29-31].

Um exemplo de sistema vibratério com impactos, cuja dinamica é muito estuda-
da, é o oscilador com impactos [29-33]. Ele é composto por um oscilador forgado,
cuja amplitude de deslocamento é limitada por um obstaculo rigido (parede). O
seu movimento ¢ determinado, entre os impactos (free flight), a partir da solugao
de uma equagdo diferencial. Por ocasiao dos impactos, o sistema é reinicializado de
acordo com uma regra de impactos conhecida a priori. Em geral, utiliza-se a lei de
Newton para impactos [26,34], devido a sua simplicidade.

Alguns sistemas com impactos, estudados na fisica, sdo similares aos que apare-
cem na engenharia mecanica. Entre eles, o problema de Fermi [35-38] ¢ um exem-
plo classico de sistemas com sucessivos impactos. Originalmente, ele consiste em
um movimento de uma bola entre duas paredes rigidas, com uma parede fixa e a
outra oscilando no tempo. O modelo do problema de Fermi foi desenvolvido com o
objetivo de estudar um possivel mecanismo de aceleracao de raios c6smicos.

Como exemplo de sistema similar ao problema de Fermi, temos o par de impac-
tos (#mpact-pair) [39-43|. Esse sistema é constituido por uma bola deslocando-se
livremente dentro de uma caixa em movimento. Ou seja, ele consiste em um movi-
mento de uma bola entre duas paredes oscilando no tempo. O movimento da caixa
(das paredes) pode ser tanto periédico quanto cadtico.

O sistema de caixa de engrenagens, proposto nas referéncias [44,45], possui uma
modelo matematico semelhante ao sistema de par de impactos [46]. Portanto, o
sistema de caixa de engrenagens, também, é similar ao problema de Fermi. Esse
sistema, foi desenvolvido com a finalidade de proporcionar uma forma de estudo da
reducao de ruidos (barulho) em caixa de cAmbio de carros. Ele é composto por
duas engrenagens com uma folga (backlash) entre os dentes. Uma das engrenagens
desloca-se periodicamente e a outra de acordo com a solugdo de uma equacio di-
ferencial linear. Quando em movimento, devido & folga, h4 impactos sucessivos,
gerando um ruido (rattling). Outros sistemas com a finalidade de reduzir ruidos sio
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encontrados na literatura [47,48].

Em geral, quando estudamos a dinamica de um sistema néo-linear a partir de
simulages numéricas, o modelo matematico utilizado é dado por um conjunto de
equacdes diferenciais [4] ou por um conjunto de equagdes de diferengas (mapas) [49].
Assim, para obter a evolugdo temporal de um sistema descrito por equagoes dife-
renciais (como o sistema de Lorenz [4]), devemos usar um integrador numérico (por
exemplo, Runge-Kutta). Para um sistema descrito por equacoes de diferengas (como
o mapa de Hénon [49]), devemos apenas iterar o mapa, pois, neste caso, ha uma
relacdo de recorréncia.

No entanto, para os sistemas com impactos, aqui, considerados, as simulagoes
numéricas sdo feitas de uma forma diferente [50]. Isso porque, a dindmica do mo-
vimento entre os impactos é dada por uma equacdo diferencial linear, cuja solugao
&, facilmente, obtida de forma analitica. Assim sendo, ndo é necessério utilizar um
integrador numérico. Além das solugdes analiticas, para obter a evolugéo temporal
desses sistemas, usamos ainda uma regra de impactos para reinicializar, por ocasiao
dos impactos, tais solucdes.

Ademais, devido ao tipo de impacto considerado (obstéculo imével durante o
intervalo de duracgdo dos impactos), as trajetérias dos sistemas apresentam, no es-
paco de fase, descontinuidades, o que dificulta a sua anélise. Por exemplo, o calculo
dos expoentes de Lyapunov néo é trivial, para esse tipo de sistema nao-liso. Para
sistemas lisos (smooth) o procedimento para obter esses expoentes ¢ bem conhecido,
tanto para sistemas de tempo continuos (sistema descritos por equagoes diferenciais)
como de tempo discretizados (sistemas descritos por mapa) [51].

Os expoentes de Lyapunov sao coeficientes muito importantes na andlise diné-
mica de sistemas ndo-lineares, pois com eles podemos caracterizar a natureza de um
atrator a partir de seus expoentes de Lyapunov. Por exemplo, quando o maior expo-
ente de Lyapunov, de um atrator, for negativo dizemos que esse atrator é periédico,
se for zero o atrator é quase-periédico e se for positivo o atrator é caotico.

Para calcular os expoentes de Lyapunov nos sistemas com impactos, usamos um
mapa denominado, por nés, de transcendental [52-54]. Ele é obtido a partir das
solucdes analiticas e a regra de impactos. A relagdo entre as varidveis dinamicas,
para dois impactos sucessivos, sio dadas por equagdes transcendentais. Para de-
terminar os expoentes de Lyapunov, utilizamos um método, ja existente, de calculo



12 Introducgao

para mapas [55] e o mapa transcendental. Em outras palavras, a partir do mapa
transcendental calculamos tais expoentes, de forma similar ao calculo feito para os
mapas bidimensionais, como o mapa de Hénon. No entanto, é importante ressal-
tar, a partir do mapa transcendental ndo é possivel obter a evolucdo dos sistemas
considerados nesta tese. Para isso, devemos usar as solugdes analiticas e a regra de
impactos.

Além disso, o procedimento para o calculo dos expoentes utilizando o mapa
transcendental é novo, ou seja, foi introduzido por nés [53]. Tal mapa era utiliza-
do, na literatura [43,50], apenas no estudo de estabilidade de 6rbitas de periodo
1. Ademais, o procedimento, aqui indicado, néo é tinico. Podemos, também, obter
os expoentes de Lyapunov a partir de um algoritmo para fluxos (sistema de tempo
continuo) [51]. No entanto, nesse algoritmo é necessario introduzir, como indicado
na referéncia [56], algumas modificacdes que levam em consideraciio a caracteristica
do sistema impactante, ou seja, as descontinuidades. Além desses procedimentos,
podemos obter (estimar) o maior valor do expoente de Lyapunov, como descrito na
referéncia [57], a partir de um método que utiliza a sincronizacéo de caos.

Além do célculo dos expoentes de Lyapunov, utilizamos os mapas transcen-
dentais para implementar o método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) de controle de
caos [58]. Com isso, desenvolvemos um procedimento novo da aplicacio desse mé-
todo em sistemas com impactos [54]. O método OGY consiste em estabilizar uma
das infinitas érbitas periodicas instaveis, previamente determinadas, imersas em um
atrator cadtico. Isso é feito através de pequenas perturbagdes em um dos parimetros
de controle. Neste caso, as perturbagdes sio calculadas a partir de um mapa trans-
cendental. Ademais, na literatura [59-64] encontramos outras formas de controlar
sistemas cadticos com impactos, pelo método OGY e por outros métodos, mas sem
usar mapas transcendentais como neste trabalho.

Neste trabalho, utilizamos o oscilador com impactos e o sistema de par de im-
pactos, principalmente, para mostrar como calcular os expoentes de Lyapunov e
como implementar o método OGY em sistemas com impactos [53,54]. Além disso,
a descri¢do do sistema de par de impactos ¢ importante como uma introducio ao
sistema nao-ideal com impactos [65], mostrado no capitulo 6. Para o sistema de
caixa de engrenagens, além de calcular os expoentes de Lyapunov e implementar o
método OGY, investigamos sua dindmica a partir da variacdo dos parimetros de
controle [52]. Com isso, identificamos varios fenémenos nio-lineares (capitulo 4).



Introducao 13

Em nosso estudo, consideramos, também, um sistema de par de impactos [65],
cujo deslocamento da caixa (das paredes) é dado por um sistema nao-ideal [66,67].

Na analise dos sistemas dinamicos é quase sempre suposto que a fonte de energia
ndo sofre qualquer influéncia do sistema oscilante. Em outras palavras, a agdo da
fonte de energia independe da oscilagdo do sistema. Como isso, a descricio matema-
tica é simplificada, o que facilita a anéalise do sistema. Neste caso, o sistema é dito
ideal [68], pois possui uma fonte de energia denominada ideal [66]. Como exemplo de
sistema ideal, temos o oscilador forcado. Em geral, podemos dizer que os sistemas
ideais compreendem os problemas de oscilagdes for¢adas por um termo periddico
externo com uma amplitude e uma freqiiéncia especificas. Esse termo perioédico é a
fonte de energia do sistema, que é obtida a partir de um motor de poténcia infinita.
Como exemplo de sistema, ideal, temos o oscilador forcado.

As vezes, na formulacdo das equacdes dinamicas de um sistema, devemos con-
siderar, também, a influéncia do sistema oscilante sobre a fonte de energia. Neste
caso, o sistema e sua fonte de energia sdo denominados nao-ideais [66,68-74]. Essa
fonte de energia é obtida a partir de um motor de poténcia finita. Além disso, é
importante ressaltar, a fonte de energia nio-ideal ndo pode ser representada por
uma funcio puramente temporal. Assim sendo, é necesséario introduzir, na descri-
¢io mateméatica, uma equagao que relaciona a fonte de energia com a equagdo de
movimento do sistema.

No capitulo 2, descrevemos os modelos matematicos dos sistemas impactantes
considerados como objeto de estudo. Além disso, obtemos os mapas transcendentais
correspondentes a esses modelos. Inicialmente, descrevemos de forma sucinta a lei
de Newton para impactos [26, 34|, pois usamos essa lei para reinicializar os sistemas
por ocasido dos impactos. Além disso, apresentamos a descricdo matemaética do
oscilador com impactos [29-32]. Apresentamos, também, a descricdo do sistema de
par de impactos (impact-pair) [39-43]. Finalmente, descrevemos o sistema da caixa
de engrenagens [44,45, 52].

No capitulo 3, apresentamos os métodos utilizados na andlise dos sistemas me-
canicos com impactos. Como exemplos, aplicamos esses métodos nos trés sistemas
descritos no capitulo 2. Inicialmente, mostramos como identificar a natureza de
algumas solu¢des, usando, para isso, o plano de fase [75]. Descrevemos como usar o
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mapa de Poincaré, de uma forma adequada, em sistemas com impactos [50]. Mostra-
mos, também, como analisar o comportamento dindmico de um sistema a partir de
um dos pardmetros de controle. Para isso, utilizamos os diagramas de bifurcacéo.
Além disso, mostramos como obter diagramas isoperiédicos [76]. A partir desses
diagramas, que sdo determinados variando dois parametros de controle, podemos
analisar o comportamento dinimico de um sistema em uma grande variedade de
situacgoes.

Ainda neste capitulo, mostramos como calcular os expoentes de Lyapunov em
sistemas cujas trajetorias apresentam descontinuidades no espaco de fase [53]. As-
sim sendo, ¢ possivel caracterizar as soluges obtidas desses sistemas. Finalmente,
a partir do calculo do maior expoente de Lyapunov e variando dois parametros de
controle, apresentamos os diagramas denominados espagos dos parametros [77]. Tais
diagramas sdo, também, utilizados na anélise do comportamento dinamico.

No capitulo 4, apresentamos os resultados das simulagdes numéricas do sistema
da caixa de engrenagens. Nessas simulagdes, variando os parametros de controle, de-
tectamos fenémenos tipicamente nao-lineares como crise interior e de fronteira [78],
intermiténcia laminar-caos [79] e coexisténcia de atratores [52, 80, 81]. Préximo a
crise interior, observamos uma intermiténcia caos-caos [82]. Associado & crise de
fronteira, identificamos transientes caoticos [52,83,84]. O tempo de duracdo do
transiente depende das condices iniciais. Para mostrar essa dependéncia, fixando
uma das condigdes iniciais e variando as outras duas, graficamos o tempo de duracéo
do transiente. Com isso, identificamos uma figura com caracteristicas de uma bacia.
crivada (riddled basin) [84-87]. Para os atratores coexistentes, mostramos as bacias
de atragao e, usando o expoente de incerteza [88], analisamos a estrutura de suas
fronteiras. Assim, notamos que essas fronteiras sdo fractais [89)].

No capitulo 5, mostramos como controlar comportamentos cadticos em sistemas
mecanicos com impactos. Em primeiro lugar, apresentamos um método de supres-
sao de caos [90] obtido a partir de uma perturbacio periddica fraca, ou seja, um
forcamento peri6dico externo de amplitude pequena. Aplicamos tal método no siste-
ma da caixa de engrenagens. Além disso, descrevemos como implementar o método
OGY de controle de caos [58] em sistemas com impactos [54]. Como exemplos nu-
méricos, controlamos 6rbitas cadticas dos sistemas oscilador com impactos, par de
impactos e caixa de engrenagens.
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No capitulo 6, investigamos a dindmica de um sistema nao-ideal com impac-
tos, que, por sua vez, é composto pelo sistema de par de impactos sobreposto ao
sistema nao-ideal. Assim sendo, o sistema nao-ideal atua como funcao de excita-
¢ao do sistema de par de impactos. Em outras palavras, o sistema, em questao,
¢ constituido por uma bola que movimenta-se dentro de uma caixa sobreposta a
um sistema nao-ideal [65]. Além disso, consideramos, também, que tanto o sistema
de par de impactos quanto o sistema nao-ideal sofrem, por ocasido dos impactos,
mudancas abruptas em suas trajetérias. Essas mudancas ocorrem de acordo com as
massas e as velocidades desses sistemas. Com isso, a dinAmica do sistema néao-ideal
& completamente alterada, o que implica em mudancas na dindmica do sistema de
par de impactos. Em primeiro lugar, descrevemos o modelo matemético do sistema
nao-ideal e o sistema ideal correspondente. O sistema nao-ideal é constituido por
um oscilador, cujos coeficiente elastico da mola e amortecimento sao lineares. O
forcamento (fonte de energia) desse sistema é dado por um motor de massa desba-
lanceada. E o sistema ideal, correspondente, ¢ um oscilador linear forcado.

Além disso, nesse capitulo, apresentamos a regra de impactos utilizada. Essa
regra é obtida a partir das equagoes que representam a perda de energia e a conser-
vagio da quantidade de movimento. A perda de energia no instante dos impactos é
modelada por um coeficiente de restitui¢ao constante, ou seja, de forma semelhante
aos sistemas descritos no capitulo 2. No entanto, neste caso, devemos considerar
a conservacao da quantidade de movimento total imediatamente antes e depois de
cada impacto. Isso porque, como dito anteriormente, ambos os sistemas (par de im-
pactos e o ndo-ideal) sentem os impactos. Por fim, descrevemos o sistema néo-ideal
com impactos. A partir de simulagdes numeéricas, identificamos fenémenos tipica-
mente nao-lineares como crise interior, intermiténcias e coexisténcia de atratores.
Associado & crise interior observamos um tipo de intermiténcia que leva o sistema a
oscilar entre quatro atratores cadticos. Além dessa intermiténcia, observamos uma
outra, que envolve dois atratores periddicos e um caodtico. Além disso, mostramos
as bacias de atracgio de dois atratores periddicos coexistentes. Essas bacias possuem
uma caracteristica de bacia crivada (riddled basin).

Por fim, no capitulo 7, apresentamos as conclusoes relativas aos resultados obti-
dos. Todos os resultados numéricos apresentados nesta tese foram obtidos a partir
de programas computacionais desenvolvidos, por nés, em Linguagem C. Para a con-
fecgdo da maioria dos gréficos, utilizamos dois programas distintos: o “XMGR”, de-
senvolvido por P. J. Turner, e 0 “PGPLOT GRAPHICS SUBROUTINE LIBRARY”,
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desenvolvido por T. J. Pearson.



Capitulo 2

Sistemas Mecanicos com Impactos

Neste capitulo, descrevemos os modelos matematicos dos sistemas impactantes
considerados como objeto de estudo. Além disso, obtemos os mapas transcenden-
tais correspondentes a esses modelos. A partir de tais mapas podemos caracterizar
os sistemas e desenvolver alguns algoritmos numeéricos com maior facilidade. Em
principio, consideramos apenas os sistemas dito ideais, ou seja, sistemas cujas fontes
de excitacoes independem das oscilagbes dos mesmos. A dindmica do movimento
dos sistemas, aqui tratados, é composta pela solu¢ao analitica de uma equagao di-
ferencial linear, para o movimento entre os impactos. Por ocasido dos impactos,
reinicializamos tal solu¢ao, utilizando, para isso, a lei de Newton para impactos.

Inicialmente, na secao 2.1, descrevemos de forma sucinta a lei de Newton para
impactos [26,34]. Na secdo 2.2, apresentamos o modelo matematico do oscilador com
impactos [29-32]. Utilizamos esse oscilador, principalmente, para mostrar (capitulo
5) como implementar o método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) de controle de caos
em sistemas mecanicos com impactos. Na se¢ao 2.3, descrevemos o sistema de par
de impactos (impact-pair) [39-43]. Tal descri¢do é importante como introdu¢do ao
sistema nao-ideal com impactos abordado neste trabalho (capitulo 6). Finalmente,
na secio 2.4, apresentamos o sistema de caixa de engrenagens [44,45]. Para esse
altimo, a partir de um estudo feito com a variagdo dos parametros de controle,
identificamos varios fendémenos como crises, intermiténcias, transientes caoticos e

coexisténcia de atratores.
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2.1 Lei de Newton para impactos

A dinamica dos sistemas aqui tratados, como dito anteriormente, ¢ descrita pelas
solugbes de equagdes diferenciais, isso entre os impactos. Por ocasido dos impactos,
reinicializamos tais solugdes, a partir de uma regra de impactos conhecida a priori.

Nesta segao, direcionamos nossa atengio & regra de impactos, aqui, utilizada.
Porém, fazemos apenas uma descrigio sucinta (descricoes detalhadas de vérias re-
gras de impactos podem ser vistas na referéncia [91]). Tal regra é conhecida na
literatura como lei de Newton para impactos [26, 34].

Cumpre salientar que os sistemas dinamicos considerados sdo de apenas um grau
de liberdade, o que implica em impactos unidimensionais.

Em geral, quando os impactos sdo unidimensionais, adotamos a lei de Newton
para impactos, sendo essa decorrente de um modelo de impactos indicado na figura
2.1, que, por sua vez, utiliza o coeficiente de restituicio constante para representar
a perda de energia durante o impacto, de acordo com a relagio a seguir:

vy = —rv; (2:1)

onde os subscritos ¢ e f indicam, respectivamente, os estados imediatamente antes e
depois do impacto, v é a velocidade relativa da bola em relagéo a parede (obsticulo
rigido) que, por sua vez, ndo sente os impactos, e, por fim, r é o coeficiente de
restitui¢ao constante cujo valor estd entre 0 e 1 (impacto ineléstico) .

Figura 2.1: Modelo de impacto unidimensional.
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Assim sendo, para obter o modelo em questao, consideramos que o impacto ocor-
re instantaneamente e todas as deformagoes provenientes das forgas dele resultantes
nao interferem no movimento do corpo (bola) apés o impacto. Ademais, a perda de
energia cinética representada pelo coeficiente de restituicdo pode se transformar em
varias modalidades de energia. Por exemplo, energia aciistica, sendo essa ligada ao
ruido (barulho) produzido no instante do impacto.

Por fim, é importante ressaltar que a regra de impacto, da forma descrita aqui,
é apenas utilizada, por nés, nos sistemas ideais. No sistema néo-ideal (capitulo 6) a
regra utilizada é semelhante a essa, porém nio é exatamente a mesma, pois levamos
em consideragdo que ambos corpos impactantes sentem os impactos. Contudo, a
perda de energia continua sendo representada pelo coeficiente de restituicao.

2.2 Oscilador com impactos

Nesta se¢do, descrevemos o modelo matematico do oscilador com impactos [31]
ilustrado na figura 2.2. Além disso, obtemos o mapa transcendental correspondente.
Esse sistema é composto por um oscilador forgado e uma parede (obstéaculo rigido)
que limita o movimento do oscilador.

acos(et)
—

Figura 2.2: Esquema do oscilador com impactos.

Assim, a trajetoria do sistema ¢é descrita pela solugdo de uma equagio diferencial
linear, entre os impactos. Quando ocorrem os impactos, introduzimos na solugao as
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novas condigoes iniciais obtidas a partir da lei de Newton para impactos. Além dis-
s0, para determinar com precisdo quando houve o impacto, nos utilizamos o método
de Newton-Raphson.

Em nosso trabalho utilizaremos esse sistema, principalmente, para mostrar co-
mo implementar o método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) de controle de caos. Para
isso, serd necessario obtermos um mapa transcendental, sendo esse obtido a partir
da solucao da equacdo diferencial, que descreve o movimento do oscilador entres os
impactos, e a regra de impactos utilizada. Tal mapa ¢ importante ndo apenas para
implementar o método OGY, mas também para desenvolver um algoritmo para o
célculo dos expoentes de Lyapunov.

O movimento do oscilador for¢ado, entre os impactos, é dado pela solucdo da

equagcao :

& + x = acos(wt), wadl (2:2)

onde z. é a posi¢do da parede (obstaculo rigido), a e w sdo amplitude e fregiiéncia
do forcamento, respectivamente.

Integrando a equagdo (2.2) e impondo as condi¢des iniciais z(ty) = zo, Z(ty) = o,

temos:
z = [zo— EI_—QTQ) cos(wtg)] cos(t — o) + [To + El—%ww—?)sen(wtg)]sen(t — tp)
+(—1ng) cos(wt) (2.3)
& = [—zo+ (_lgw_Q) cos(wto)]sen(t — to) + [Zo + (rngz)sen(wtg)] cos(t — ty)
—ﬁsen(wt) (2.4)

Assim, o movimento entre os impactos é descrito pelas equagdes (2.3) e (2.4). Po-
rém, quando z(t) = z. ocorrem os impactos. Depois de cada impacto, introduzimos
nas equacoes (2.3) e (2.4) as novas condigdes iniciais:

to = ¢

I
8

Lo

ii’io = —rz (25)
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onde 7 é o coeficiente de restituicao.

Assim sendo, a dindmica do oscilador com impactos é descrita pelas equagoes
(2.3), (2.4) e (2.5). Com isso, o sistema depende dos parametros de controle ., a,
wer.

Além disso, o comportamento dindmico pode ser bem diferente se os valores
dos parametros de controle forem alterados. Por exemplo, variando o parametro
de controle w, podemos observar nas figuras 2.3, 2.4 e 2.5 solucoes distintas. Nas
figuras 2.3 e 2.4 temos duas solugdes regulares, porém nao idénticas, e na figura
2.5 uma solucdo irregular. Veremos mais tarde (secdo 3.5) que a solucdo regular
correspondente a figura 2.3 é periddica e da figura 2.5 é cadtica. Ademais, podemos,
também, notar, nas figuras 2.3b, 2.4b e 2.5b, que a varidvel dinAmica & apresenta
descontinuidades (linha tracejada). Tal descontinuidade é decorrente dos impactos.

(a)
0,0
R
e : '
1,0
/\(b)
s 00t [
1,0 : ' :
500,0 510,0 520,0
t

Figura 2.3: Solugdo regular do oscilador com impactos para os parametros de controle
a=1,00, w= 2,64, 7 =0,80 e z. = 0. (a) Evolugdo temporal da varidvel dindmica z.
(b) Evolugio temporal da variavel dinamica z.

A fim de obter um mapa (transcendental) no instante do impacto, devemos
registrar para cada impacto n as variaveis z,, &, e t, que correspondem as variaveis
z,T e t no instante imediatamente antes desse impacto. As variaveis Tpi1,Tn41 €
tn+1 obtidas da solugdo do sistema, para as condigoes iniciais:
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Figura 2.4: Solucdo regular do oscilador com impactos para os parametros de controle
a =100, w=2,69, r=0,80 e z. = 0. (a) Evolugdo temporal da variavel dinimica z.
(b) Evolugao temporal da varidvel dinamica &.
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Figura 2.5: Solugdo irregular do oscilador com impactos para os parametros de controle
a=10w=28r=08ex. =0. (a) Evolugdo temporal da varidvel dindmica z. (b)
Evolugao temporal da varidvel dinamica z.
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£ tn
Zo Ty
E'U = —‘T‘i‘n (26)

A partir das equagdes (2.3), (2.4) e (2.6), introduzimos o mapa transcendental:

« , aw
Tppl = [T — =) cos(wty)] cos(tpi1 — tn) + [—7dn + msen(wtn)]
o
sen(tpy1 — tn) + ) cos(wtpy1)
, a : aw
Eny1 = [—Zp+ =) cos(wty)]sen(tys1 — tn) + [—7Zn + msen(wtn)]
aw
COS(tTH_l — tn) — msen((ﬂtn+1) (27)

genida e Sy =it

Por fim, é importante ressaltar, a dinAmica do sistema em questao nao é obtida
a partir do mapa transcendental (2.7). Mas sim, como mencionado anteriormente, a
partir da solu¢io dada pelas equagdes (2.3) e (2.4) e a lei de Newton para impactos
(eq. 2.5). Em outras palavras, ndo podemos estudar o sistema utilizando apenas o
mapa acima, pois esse nio é explicito, ou seja, dado (&, t,) ndo & possivel determinar

(Friiisuga )s

2.3 Par de impactos

Nesta se¢do, descrevemos o modelo matematico [43] do sistema de par de impac-
tos (#mpact-pair), ilustrado na figura 2.6. Além disso, obtemos o mapa transcenden-
tal correspondente, que serd de grande valia no calculo dos expoentes de Lyapunov.
Esse sistema é composto por uma caixa (sendo v a disténcia entre as paredes),
que oscila no tempo de acordo com uma funcdo e(t), e uma bola de massa m que
movimenta-se livremente dentro da caixa onde ela estd contida. O movimento da
caixa e(t) pode ser qualquer (como veremos a seguir), ou seja, periédico, quase-
periddico ou, até mesmo, cadtico. Ademais, esse sistema é semelhante ao modelo de

Fermi [7] que, por sua vez, consiste num movimento de uma bola entre duas paredes
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rigidas, com uma parede fixa e a outra oscilando no tempo.

%

m — e(?)

_..y

Figura 2.6: Esquema do sistema de par de impactos.

Em nosso trabalho, descreveremos o sistema de par de impactos, pois ele é im-
portante como introducao ao sistema nao-ideal com impactos que serd objeto de
estudo no decorrer deste trabalho (capitulo 6). Além disso, também, utilizamos este
sistema para mostrar que a idéia do célculo dos expoentes de Lyapunov, a partir
do algoritmo derivado de um mapa transcendental, ¢ muito mais abrangente do que
nos parece a priori.

A equacao de movimento da bola de massa m, entre os impactos, no referencial
em repouso (referencial do laboratério) é dada por:

i=0 (2.8)

Integrando a equagdo (2.8) e impondo as condigdes iniciais z(ty) = zo e ©(ty) =

Io, temos:

z(t) = zo+ (¢t —to)Zo (2.9)
i(t) = iy (2.10)
Assim, o movimento do sistema é composto, entre os impactos, pelo deslocamen-

to z da massa m e pelo movimento da caixa e(t). No entanto, no limite da folga
(intervalo de tolerancia) ocorrem os impactos.
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Ademais, na simulacdo numérica desse sistema, é interessante fazer uma mudan-
ca de varidvel, ou seja, passar do deslocamento absoluto x (referencial em repouso)
para deslocamento relativo y entre a massa m e a caixa (referencial em movimento).
Isso porque, no referencial em movimento as paredes nao se movimentam, ou seja,
independem do tempo. Com isso, é mais facil determinar o instante ¢ (com uma
maior precisdo) em que houve o impacto. Para isso, utilizamos o método de Newton-
Raphson. Nas figuras 2.7a e 2.8a, mostramos uma possivel solu¢do no referencial
em repouso (no laboratoério) e nas figuras 2.7b e 2.8b no referencial em movimento
(com a caixa).

3,0
(a)

-3,0 g .

2,0

(b)
-0 V\/\/\NW\A/\/
-2,0 - ' :
500,0 530,0 560,0

Figura 2.7: Solug@o regular do sistema par de impactos para os parametros de controle
a=0,7,w=10vr=20er=0,7. (a) Evolucio temporal do deslocamento absoluto z.
(b) Evolugdo temporal do deslocamento relativo y.

A relacdo de z e y é dada pela seguinte equagio:

z =y +e(t) (2.11)

Substituindo a equagdo (2.11) nas equagoes (2.9) e (2.10), temos:

y(t) = yo+elto) —e(t) + [Jo + é(to)l(t — to) (2.12)
y(t) = go + é(to) — €(t) (2.13)
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Figura 2.8: Mesma solugao do sistema par de impactos indicada na figura 2.7. (a) Evolugao
temporal da velocidade absoluta z. (b) Evolugio temporal da velocidade relativa, 1.

O impacto ocorre quando y = v/2 ou —v/2 . Depois de cada impacto, introdu-
zimos nas equagdes (2.12) e (2.13) as novas condi¢des iniciais:

to = i
Yo = Y
Yo = —TY (2.14)

onde r é o coeficiente de restituicio.

Por conseguinte, podemos estudar a dinamica do sistema a partir das equacgdes
(2.12), (2.13) e (2.14). Para isso, devemos variar os parametros de controle que
sdo v e r. Além desses, ha os parametros relacionados com a fun¢io de excitacio
e(t) (fonte de energia) que corresponde ao movimento da caixa. Por exemplo, se
considerarmos e(t) = asen(wt), terfamos & e w como parametros.

Além disso, considerar a funcio e(t) harmonica (periédica) nio é a tinica possi-
bilidade. Podemos, também, obter e(t) a partir da solucdo da equacgao de Duffing:

€ —e+ e +cé = acos(wt), (2.15)

(ou outra equagio adequada), logo, teriamos ¢, & e w como parametros. Esse proce-
dimento é muito interessante, pois permite que utilizemos uma funcio de excitacio
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e(t) cadtica. Ademais, tal procedimento pode ser representado a partir de uma so-
breposi¢ao do sistema de par de impactos (fig. 2.6) em um sistema mecanico descrito
pela equacio de Duffing (fig. 2.9), como ilustrado na figura 2.10.

eft)=acos{wt)

L

k
VAVA
=
ELE
C

Figura 2.9: Esquema do sistema mecénico cuja dindmica é descrita pela equagéo de Duffing.

e(t)=acos(wt)
—

k
AN
|
L
&

Figura 2.10: Esquema do sistema de par de impactos cuja fonte de energia e(t) é dada pela
solugao da equagao de Duffing.

Como exemplos de solucdes, utilizando uma fungdo de excitagao periddica e(t) =
asen(wt). Nos variamos apenas o parametro de controle a e fixamos os demais em
v=20,7=0,7¢w=1,0. Com isso, obtivemos solu¢des regulares para a = 0,7
(fig. 2.7) e & = 1,0 (fig. 2.11). No entanto, para o = 1,5 a solugdo ¢ irregular (fig.
2.13). Veremos na sec¢do 3.5, com o célculo dos expoentes de Lyapunov, que a solu-
cdo regular, mostrada na figura 2.7, é periddica e a irregular, na figura 2.13, é cadtica.
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Nas figuras 2.8, 2.12 e 2.14, mostramos as evolucdes temporais da variavel di-
namica velocidade para solugdes correspondentes indicadas nas figuras 2.7, 2.11 e
2.13, respectivamente. Nestas figuras, podemos notar, novamente, que a velocidade
apresenta descontinuidades (linha tracejada), sendo essas decorrentes dos impactos.

Na figura 2.15, mostramos uma solugéo do sistema, tendo uma fungéo e(t) caé-
tica como fonte de energia (fungio de excitagdo). Essa funcio é dada pela solucao
da equagiio de Duffing (a integraciio é feita usando o método de Runge-Kutta de 42
ordem) para os parAmetros de controle fixados em v = 2,00, r» = 0, 90, &= 0,25,
a = 10,30 e w=1,00. Como nio poderia deixar de ser, a solugio é irregular, pois
o envoltério (oscilagdo das paredes) que limita o movimento da bola de massa m é
cadtico. Veremos mais tarde (segdo 3.5) que tal solucio &, também, cabtica.

3,0
(2)
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Figura 2.11: Solugao regular do sistema par de impactos para os parametros de controle
a=1,0,w=10,vr=20er=0,7 (a) Evolugio temporal do deslocamento absoluto z.
(b) Evolugdo temporal do deslocamento relativo y.

Passamos, agora, a descrever o procedimento necessario para a obtencdo do ma-
pa transcendental.

O mapa transcendental ¢ obtido quando registramos as variaveis ¥, Un, e(ty) e
é(tn) que correspondem s variveis y, 7/, e(t) e é(t) no instante imediatamente antes
do impacto. As variaveis ¥n41, Uni1, €(tni1) € €(t,11) obtidas das equacdes (2.12) e
(2.13), para as condicdes iniciais:
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Figura 2.12: Mesma solugdo do sistema par de impactos indicada na figura 2.11. (a)
Evolugio temporal da velocidade absoluta z. (b) Evolugdo temporal da velocidade relativa
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Figura 2.13: Solucdo irregular do sistema par de impactos para os parametros de controle
a=15 w=10,v=20er=0,7. (a) Evolu¢ao temporal do deslocamento absoluto z.
(b) Evolugéo temporal do deslocamento relativo y.
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Figura 2.14: Mesma solugdo do sistema par de impactos indicada na figura 2.13. (a)
Evolugdo temporal da velocidade absoluta . (b) Evolugio temporal da velocidade relativa

7.

3,5
(a)

= 00

250 : :
2',5

2,5 - : :
500,0 530,0 560,0

'3

Figura 2.15: Solugdo de sistema de par de impactos para uma funcio de excitacio cadtica
dada pela equagdo de Duffing, para os pardmetros de controle v = 2,00, 7 = 0,90, ¢ = 0, 25,
a=0,30 ew=1,00.
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o = itn
Yo = Yn
Yo = —TUn (2.16)

Assim sendo, introduzimos o mapa transcendental (obtido das equagodes (2.12),
(2.18) e {2.18)):

Yn+lr = Un - e(tn) - e(tn-H) =¥ ["_Tyn . é(tn)](tn+1 - tn)
yﬂ.+1 = —Tﬂn + é(tn) - é(tn+1) (2.17)

sendo Yni1, Yn = /2 ou —v/2.

Por fim, como o mapa (2.17) descrito acima, podemos desenvolver um algoritmo
para o célculo dos expoentes de Lyapunov do sistema considerado, mesmo sem
conhecer a forma analitica da funcio e(f). Ademais, ressaltamos que a funcéo, em
questdo, pode ser periddica, quase-periddica ou cadtica.

2.4 Caixa de engrenagens

Nesta secdo, apresentamos a descricdo matemética [44,45] do sistema de caixa
engrenagens (gearbozes), indicado na figura 2.16. O modelo desse sistema mecanico
foi desenvolvido com o objetivo de fornecer elementos para o estudo da influéncia
dos parametros de controle na redugdo do ruido (rattling) produzido na caixa de
cambio de carros (caixa de transmicdo).

Em nosso trabalho, a partir de um estudo feito com a variagao dos pardmetros
de controle, identificamos no sistema de caixa de engrenagens varios fenémenos;
por exemplo, crises, intermiténcias, transientes cadticos e coexisténcia de atratores.
Além disso, nesse sistema, implementamos o método OGY de controle de caos e um
método de supressio de caos obtido a partir de uma perturbagao periodica fraca.

O modelo matemaético pode ser desenvolvido sem dificuldades para sistemas com
varios graus de liberdade. No entanto, as questdes que nos interessamos podem ser
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Linha de Ag¢do

Figura 2.16: Esquema da caixa de engrenagens.

investigadas usando um modelo com apenas um grau de liberdade. Assim sendo,
esse modelo € semelhante [46] ao sistema de par de impactos [43] descrito na secéio
anterior. Podemos notar tal semelhanca observando, para isso, os esquemas simpli-
ficados desses sistemas que sdo ilustrados na figura 2.17.
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Figura 2.17: Esquema simplificado dos sistemas caixa de engrenagens (a) e par de impactos

(b).

A senfart)

O sistema, em questdo, ¢ composto por duas engrenagens. Entre os dentes dessas
engrenagens ha uma folga v, como indicado na figura 2.16.

Uma das engrenagens oscila de acordo com a fungao de excitagio e(t) = —Asenwt.
O movimento da outra engrenagem, entre os impactos, é obtido com a solucdo da
equacao diferencial linear:

m@ + dp = —T (2.18)
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sendo m o momento de inércia, d o amortecimento devido & lubrificacao e T' o torque.

Além disso, no limite da folga (intervalo de tolerancia) ocorrem os impactos.
Assim, o movimento do sistema é composto pelo movimento sem restrigdo ¢(t) e a
suas alteragoes produzidas pelos sucessivos impactos.

Ademais, na simulacao numérica desse sistema, ¢ interessante fazer uma mudan-
ca de variavel, ou seja, passar de ¢ (deslocamento absoluto) para S (deslocamento
relativo entre as engrenagens). Na figura 2.18a, mostramos uma possivel solugao do
sistema no referencial em repouso (no laboratoério) e na figura 2.18b no referencial
em movimento (com a engrenagem).
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Figura 2.18: Solugao regular do sistema caixa de engrenagens para os pardmetros de con-
trole = 0,5, 8 = 0,1, v = 0,1 e » = 0,9. (a) Evolugdo temporal do deslocamento
absoluto ¢. (b) Evolugdo temporal do deslocamento relativo s.

A relacao entre S e @ é obtida através de uma consideracao geométrica do sistema
mecanico, sendo dada por:

S(¢,t) = ARcsen(wt) — Ry (2.19)
onde R, e R sao os raios das engrenagens indicados na figura 2.16.

Substituindo a equagdo (2.19) na equagdo (2.18) e introduzindo a variavel s =
S/v, a equagdo de movimento para a coordenada relativa do sistema é dado por:
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§+ps=¢€+ pé+1, para —1<s<0 (2.20)

sendo e = asen(wt), § = L e 7 = wt.
Assim, as varidveis dindmicas desse sistema sdo: s, §, 7.

Os parimetros adimensionais sdo definidos como:

B =d/(mw) amortecimento,
v = (TR)/(mw?v) momento,
a = AR, /v amplitude de excitacio.

A solugdo da equagdo ndo-auténoma (2.20) é dada por:

s = 8o+ afsen(r) — sen(7y)] + %(T — To)

1 .
+E{1 — exp[—B(T — 70)]}[$0 — acos(rg) — %] (2.21)
§ = acos(T)+ [$o — acos(ry) — %] exp[—B(T — )] + % (2.22)
O impacto ocorre para s = —1 ou 0. Depois de cada impacto, introduzimos nas
equagdes (2.21) e (2.22) as novas condicdes iniciais:
To = T
8 = S8

onde 7 € o coeficiente de restituigdo e mais um parametro de controle.

Por conseguinte, a dindmica do sistema pode ser investigada a partir das equacoes
(2.21), (2.22) e (2.23). Os parametros de controle sdo «, 3, v e 7. Na investigacio
do sistema, nos fixamos os pardmetros 8 = 0,1 e v = 0, 1 e variamos os demais. Por
exemplo, variando o parametro o (para r = 0,9) identificamos solucdes regulares
e irregulares. A solucdo regular (peri6dica), mostrada na figura 2.18 é obtida com
o pardmetro o = 0,5 e irregular (cadtica), figura 2.19, com o = 3,0. Podemos,
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também, identificar solugdes distintas (coexisténcia de atratores) para os mesmos
parametros de controle, como mostrado nas figuras 2.18 e 2.20. Tais figuras foram
obtidas a partir de condig¢oes iniciais diferentes.

Nas figuras 2.21, 2.22 e 2.23 graficamos, a evolucdo temporal da velocidade,
para solugoes indicadas nas figuras 2.18, 2.19 e 2.20, respectivamente. Novamen-
te, podemos notar que estas figuras apresentam descontinuidades (linha tracejada).
Sabemos, também, que tais descontinuidades dificultam, e muito, o cilculo dos ex-
poentes de Lyapunov. No entanto, é possivel fazé-lo, como dito anteriormente, a
partir de um mapa transcendental, descrito a seguir.

6,0

(O7AY

500,0 525,0 550,0

Figura 2.19: Solucdo irregular do sistema caixa de engrenagens para os parametros de
controle & = 3,0, 8 =0,1, y=0,1er =0,9. (a) Evolugdo temporal do deslocamento
absoluto ¢. (b) Evolugdo temporal do deslocamento relativo s.

A fim de obter o mapa transcendental devemos registrar para cada impacto n as
variaveis s,, S, e T, que correspondem &s variiveis s, § e 7 no instante imediatamente
antes desse impacto. As varidveis s,41, Sp+1 € Tny1 Obtidas da solugdo das equagoes
(2.21) e (2.22), para as condi¢des iniciais:

To = Tn
S0 = $n

S0 = —Tén (2.24)
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Figura 2.20: Soluga@o regular do sistema caixa de engrenagens para os parametros de con-
trole a = 0,5, 8 = 0,1, v = 0,1 e r = 0,9. (a) Evolugdo temporal do deslocamento
absoluto ¢. (b) Evolugao temporal do deslocamento relativo s.
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Figura 2.21: Mesma solugdo do sistema caixa de engrenagens indicada na figura 2.18. (a)
Evolugio temporal da velocidade absoluta ¢. (b) Evolugao temporal da velocidade relativa
8.
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Figura 2.22: Mesma solugdo do sistema caixa de engrenagens indicada na figura 2.19. (a)
Evolugao temporal da velocidade absoluta ¢. (b) Evolugéo temporal da velocidade relativa
$.
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Figura 2.23: Mesma solugio do sistema caixa de engrenagens indicada na figura 2.20. (a)
Evolugéao temporal da velocidade absoluta ¢. (b) Evolugdo temporal da velocidade relativa
8.
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Assim sendo, introduzimos o mapa transcendental (obtido das equagdes (2.21),
(2.22) e (2.24)):

w1 = s afsen(raga) —sen(r)] + £(Tar — 1)
=51 = expl=B(rs1 = )] Hrin + avcos(rs) + 2]
ut = 0os(iga) = [rén + @cos(m) + gl expl-Brnas — )] + 5 (2:26)
sendo sp41, Sp = —1 ou 0.

Por fim, cabe ressaltar que ndo podemos estudar o sistema utilizando apenas o
mapa acima, pois esse nio é explicito, ou seja, dado ($,,7,) ndo é possivel deter-
minar (8,41, 7n41), sendo necessario, para isso, utilizarmos evolugao temporal das
equagdes (2.21) e (2.22). Porém, com esse mapa podemos caracterizar o sistema e
desenvolver alguns algoritmos numéricos. Por exemplo, algoritmos para o calculo
dos expoentes de Lyapunov e para implementacio do método OGY de controle de
caos.



Capitulo 3

Métodos de Analise

Neste capitulo, apresentamos os métodos utilizados na analise dos sistemas me-
canicos com impactos. Inicialmente, na secdo 3.1, mostramos como identificar a
natureza de algumas solugdes, usando, para isso, o plano de fase [75]. Na secdo
3.2, descrevemos como usar o mapa de Poincaré, de uma forma adequada, em siste-
mas com impactos [50]. Na secdo 3.3, mostramos como analisar o comportamento
dindmico de um sistema a partir de um dos pardmetros de controle. Para isso,
utilizamos os diagramas de bifurcagio. Além disso, na secao 3.4, mostramos como
obter diagramas isoperiédicos [76]. A partir desses diagramas, que sdo determinados
variando dois pardmetros de controle, podemos analisar o comportamento dinamico
de um sistema em uma grande variedade de situagoes. E na se¢ao 3.5, apresentamos
um algoritmo, desenvolvido por noés, para o célculo dos expoentes de Lyapunov em
sistemas cujas trajetorias apresentam descontinuidades no espago de fase [53]. As-
sim sendo, é possivel caracterizar as solugdes obtidas desses sistemas. Finalmente,
na secao 3.6, a partir do calculo do maior expoente de Lyapunov e variando dois
pardmetros de controle, apresentamos os diagramas denominados espagos dos paré-
metros [77]. Tais diagramas sdo, também, utilizados na anélise do comportamento
dinamico.

3.1 Plano de fase

Os sistemas dinamicos aqui estudados, como visto anteriormente, sao de um grau
de liberdade e nao-auténomos, o que implica em um espago de fase tridimensional
e trés variaveis dinimicas, a saber: posi¢ido, velocidade e tempo.
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O espago de fase ¢ um espago abstrato, onde podemos representar a evolucio
temporal do sistema [75]. Além disso, cabe salientar que tal espaco é formado a
partir dos eixos correspondentes s variaveis dinidmicas do sistema. Assim, o estado
do sistema em um tempo dado ¢ representado por um ponto no espago de fase.

Ademais, a evolugdo temporal do sistema no espago de fase descreve uma traje-
toria que, por sua vez, corresponde a solugdo do sistema. E conveniente, por uma
questao de simplicidade, graficar a trajetoria em um plano (velocidade e posigo).
Esse plano é denominado plano de fase.

Considerando que os sistemas sdo dissipativos, para graficar a trajetéria no plano
de fase, devemos, em primeiro lugar, eliminar o transiente, também denominado de
transitério. Em outras palavras, devemos desconsiderar os primeiros valores obti-
dos das varidveis dinamicas velocidade e posicdo, graficando a solucdo depois que
essa tenha convergido a um atrator. Para figuras desta sec¢do, consideramos 1.000
impactos como transiente.

Como exemplos de planos de fase, nas figuras 3.1 e 3.2, mostramos duas solucdes
regulares para o oscilador com impactos. As linhas tracejadas nessas figuras indicam
as descontinuidades das trajetorias, decorrentes dos impactos. Na figura 3.3, mos-
tramos um solugdo irregular para esse sistema. Além desses exemplos, mostramos,
também, nas figuras 3.4 e 3.5 solugdes regulares (em dois referenciais) para o sistema,
de par de impactos e, mais uma vez, as linhas tracejadas indicam as descontinui-
dades. Nessas figuras a funcio de excita¢do e(t) é dada por uma funcéo asen(wt).
Ainda utilizando essa fungdo podemos observar, na figura 3.6, uma solugéo irregular.
Além disso, podemos notar na figura 3.7 uma outra solucao irregular para o sistema
de par de impactos. Porém, neste caso, a fungéo de excitacdo é caética, sendo obtida
a partir da equagao de Duffing. Por fim, para o sistemas de caixa de engrenagens
mostramos uma solugao regular (fig. 3.8) e uma irregular (fig. 3.9).

Na prética podemos, a partir do plano de fase, identificar a natureza da solucio
do sistema, isto &, determinar se a solugdo do sistema é peri6dica (regular) ou caética
(irregular). No entanto, devemos ter um certo cuidado com isso, pois utilizando ape-
nas o plano de fase ndo podemos diferenciar uma solugio quase-periddica (regular)
de uma caética. Para isso, é necessério o calculo do expoentes de Lyapunov. Além
do plano de fase para identificar a natureza das solugdes, podemos usar, também, o
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Figura 3.1: Plano de fase correspondente & solugdo regular (fig. 2.3) do oscilador com
impactos para os parametros de controle o = 1,00, w = 2,64, » = 0,80 e z. = 0.
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Figura 3.2: Plano de fase correspondente & solugdo regular (fig. 2.4) do oscilador com
impactos para os pardmetros de controle « = 1,00, w = 2,69, r = 0,80 e z. = 0.
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Figura 3.3: Plano de fase correspondente a solugdo irregular (fig. 2.5) do oscilador com
impactos para os parametros de controle & = 1,0, w = 2,8, r =0,8 ¢ 2, = 0.
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Figura 3.4: Plano de fase correspondente & solugio regular (fig. 2.7) do sistema de par
de impactos para os pardmetros de controle a = 0,7, w = 1,0, v = 2,0 e 7 = 0,7. (a)
Referencial em repouso. (b) Referencial em movimento.
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Figura 3.5: Plano de fase correspondente & solugdo regular (fig. 2.11) do sistema de par
de impactos para os parmetros de controle @ = 1,0, w = 1,0, v = 2,0er = 0,7. (a)
Referencial em repouso. (b) Referencial em movimento.
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Figura 3.6: Plano de fase correspondente & solugdo irregular (fig. 2.13) do sistema de par
de impactos para os parmetros de controle @ = 1,5, w = 1,0, v = 2,0 e r = 0,7. (a)
Referencial em repouso. (b) Referencial em movimento.
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Figura 3.7: Plano de fase correspondente a solugdo irregular (fig. 2.15) do sistema de par
de impactos para uma funcio de excitacdo cadtica dada pela equagdo de Duffing, para os
parametros de controle v = 2,00, 7 = 0,90, ¢ = 0,25, &« = 0,30 e w = 1,00. (a) Referencial
em repouso. (b) Referencial em movimento.
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Figura 3.8: Plano de fase correspondente a solugdo regular (fig. 2.20) do sistema de caixa
de engrenagens para os parametros de controle @ = 0,5, 8 =0,1,y=0,1er =0,9. (a)
Referencial em repouso. (b) Referencial em movimento.
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Figura 3.9: Plano de fase correspondente & solugéo irregular (fig. 2.19) do sistema de caixa
de engrenagens para os parametros de controle & = 3,0, 8 = 0,1,y =0,1er = 0,9. (a)
Referencial em repouso. (b) Referencial em movimento.

mapa de Poincaré como veremos a seguir. Porém, cabe ressaltar que nem sempre é
possivel usar o mapa (como veremos); por exemplo, no sistema de par de impactos
com uma fun¢do de excitacdo cadtica ou no sistema ndo-ideal (capitulo 6). Neste
caso, podemos apenas usar o plano de fase.

3.2 Mapa de Poincaré

Nesta segdo, mostramos como usar o mapa de Poincaré, de uma forma adequa-
da, em sistemas cujas trajetorias apresentam descontinuidades no espaco de fase [50].

O mapa de Poincaré é uma ferramenta importante e freqiientemente utilizada
para identificar a natureza das solugdes em sistemas dinfmicos nio-lineares. Isso
porque, podemos, por exemplo, analisar o comportamento de um sistema, tridimen-
sional de tempo continuo, a partir de um sistema bidimensional correspondente de
tempo discretizado. Cabe ressaltar que nessa analise ndo ha uma perda qualitativa.

A fim de obter o mapa de Poincaré para um sistema tridimensional, devemos, em
primeiro lugar, considerar um superficie bidimensional no espaco de fase, sendo essa
transversal a trajetoria do sistema. Tal superficie ¢ denominada seciio de Poincaré.
Quando a trajetoria intercepta a se¢do de Poincaré, coletamos, em sentido tnico,
um ponto cujas coordenadas sao correspondentes aos valores das variaveis dinami-
cas na segao. Com esse procedimento simples, obtemos um mapeamento que &, por
sua vez, o mapa de Poincaré. Ademais, a seqiiéncia desses pontos ¢ conhecida na
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literatura como orbita.

Nos sistemas com impactos é conveniente considerar a se¢ao de Poincaré, no es-
paco de fase, onde as descontinuidades da trajetoria ocorrem. Em outras palavras, o
mapa de Poincaré é obtido no instante dos impactos. Para isso, nos coletamos as va-
ridveis dinamicas velocidade e tempo no instante (imediatamente antes) do impacto.
E a variavel tempo é considerada no intervalo [0, 27 /w), onde w é a freqiiéncia da
fonte de energia. Por conseguinte, os sistemas, cuja freqiiéncia nao é conhecida, nao
é possivel obter o mapa de Poincaré como descrito; por exemplo, no sistema de par
de impactos com uma funcio de excitagio cadtica ou no sistema néo-ideal (como
veremos no capitulo 6).

O procedimento descrito acima ndo é tnico, considerando que os sistemas sao
nao-auténomos. Nesses sistemas, para uma freqiiéncia w especifica da fonte de ener-
gia, a varidvel dinamica tempo é ciclica em um intervalo [0, 27 /w). Com isso, fixando
a variavel tempo, podemos obter um mapa de Poincaré. Esse mapa, também, é de-
nominado de mapa estroboscopico.

Como exemplos de mapas de Poincaré, inicialmente mostramos, para o oscilador
com impactos, na figura 3.10 um mapa de Poincaré obtido no instante dos impactos
(fig. 3.10a) e um mapa estroboscopico (fig. 3.10b). A partir do mapa estrobos-
copico podemos identificar o periodo da orbita. Neste caso (fig. 3.10b), como no
mapeamento h4 apenas um ponto, temos uma 6rbita de periodo 1, o que pode ser
comprovado a partir da figura 3.11. Ainda, para o oscilador, na figura 3.12 mos-
tramos uma solucdo regular. De acordo com o mapa estroboscopico (fig. 3.12b),
essa solucdo é de perfodo 2, o que podemos, realmente, comprovar a partir da figura
3.13. E nas figuras 3.14 e 3.15, mostramos uma solugdo irregular, sendo graficado
na figura 3.14a um atrator estranho obtido a partir de um mapa no instante dos
impactos e na figura 3.14b um atrator obtido a partir de um mapa estroboscépico.

Para o sistema de par de impactos, nas figuras 3.16, 3.17 e 3.18 mostramos so-
lugdes de periodo 1, periodo 2 e cadtica, respectivamente. Na solugdo mostrada na
figura 3.16, apesar de ser uma Orbita de periodo 1, podemos notar que na figura
3.16a (mapa no instante dos impactos) ha dois pontos. E algo semelhante podemos
observar, na figura 3.17a (mapa com quatro pontos), para oérbita de periodo 2. Isso
acontece porque, usamos, nestes casos, duas se¢oes de Poincaré, que correspondem
as paredes do sistema de par de impactos, como descrito na se¢ao 2.3. Assim sendo,
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Figura 3.10: Mesma solucdo do oscilador com impactos mostrada na figura 3.1. (a) Mapa
de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscépico.
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Figura 3.11: Mesma solugdo do oscilador com impactos mostrada na figura 3.1. Varidvel
dinamica z em funcgéo do tempo ¢(mod 27 /w).
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Figura 3.12: Mesma solugdo do oscilador com impactos mostrada na figura 3.2. (a) Mapa
de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscépico.
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Figura 3.13: Mesma solugdo do oscilador com impactos mostrada na figura 3.2. Variavel

dindmica z em fun¢ao do tempo t(mod 2m/w).
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Figura 3.14: Mesma solugéo do oscilador com impactos mostrada na figura 3.3. (a) Mapa
de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscépico.
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Figura 3.15: Mesma solugdo do oscilador com impactos mostrada na figura 3.3. Variavel
dinamica z em fungio do tempo ¢(mod 27/w).
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a Orbita de perfodo 1 é, no mapa no instante dos impactos, representada por dois
pontos e a ¢rbita de perfodo 2 por quatro pontos. Com isso, podemos pensar que
basta apenas uma secdo de Poincaré, e ndo duas, para obter informacdes suficientes
a respeito das solugdes. No entanto, isso ndo ¢ verdade. Por exemplo, para a caixa
de engrenagens que, por sua vez, usamos também duas secdes de Poincaré, mos-
tramos na figura 3.19 uma o6rbita de perfodo 1 (fig. 3.19b) cuja solugdo (fig. 3.20)
¢ dada por uma trajetoria que intercepta duas vezes um se¢do de Poincaré e uma
vez a outra. Portanto, se usissemos apenas uma secido de Poincaré terfamos um
ou dois pontos, de acordo com a se¢do que adotassemos. Além disso, perderfamos
informacao desta solugéo.

Assim sendo, a partir do mapa de Poincaré no instante dos impactos, nés sabe-
mos como ocorrem os impactos. Porém, nada podemos dizer sobre a periodicidade
da solugdo. Por exemplo, na figura 3.21 vemos uma solucio da caixa de engrenagens
cuja trajetoria intercepta trés vezes cada se¢do de Poincaré (fig. 3.22a). No entanto,
essa solugdo é de perfodo 1, como podemos ver na figura 3.22b. Além disso, na
figura 3.23 mostramos um plano de fase para essa solucio e, novamente, parece que
o periodo é superior a um; no entanto, como vimos, isso nio é verdade. Com isso,
podemos concluir que para determinar a periodicidade de uma solugio devemos usar
0 mapa estroboscépico.

Finalmente, nas figuras 3.24a e 3.24b, apresentamos mapas de Poincaré de uma
solugdo (fig. 3.25) cadtica (como veremos a seguir).
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Figura 3.16: Mesma solugdo do sistema de par de impactos mostrada na figura 3.4. (a)
Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscopico.

Por fim, mostramos nessa se¢io como obter um mapa de Poincaré para sistemas
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Figura 3.17: Mesma solugdo do sistema de par de impactos mostrada na figura 3.5. (a)
Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscépico.

3,0
(a) ==
-
= 0,0 r =
py WAT
|
-3,0 ) L
0,0 3,0 6,0

-2,0

2,0

0,0

-1,0

1,0

Figura 3.18: Mesma solugio do sistema de par de impactos mostrada na figura 3.6. (a)
Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscopico.
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Figura 3.19: Mesma solugdo do sistema de caixa de engrenagens mostrada na figura 3.8.

(a) Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscopico.
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Figura 3.20: Mesma solugio do sistema de caixa de engrenagens mostrada na figura 3.8.
Variavel dinadmica s em fun¢do do tempo 7(mod 27).
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Figura 3.21: Solugéo do sistema de caixa de engrenagens para os parimetros a = 3,00,

B =0,10,v=10,10 e r = 0,82. Variavel dindmica s em funcio do tempo 7( mod 27).
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Figura 3.22: Solucdo do sistema de caixa de engrenagens para os parametros da figura
3.21. (a) Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscopico.
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Figura 3.23: Plano de fase do sistema de caixa de engrenagens para os parimetros da
figura 3.21.
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Figura 3.24: Mesma solucao do sistema de caixa de engrenagens mostrada na figura 3.9.
(a) Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscépico.
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Figura 3.25: Mesma solucao do sistema de caixa de engrenagens mostrada na figura 3.9.
Variavel dindmica s em fungdo do tempo 7(mod 27).
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com impactos. Esse mapa pode ser um mapa no instante dos impactos ou um mapa
estroboscopico. E importante ressaltar que, alguns autores [92] denominam o mapa
estroboscépico como um mapa de Poincaré, e outros ndo [93]. Além disso, ndo é
possivel obter o mapa de Poincaré para o sistema de par de impactos com uma
funcdo de excitagdo cadtica e para o sistema ndo-ideal (como veremos no capitulo
6). Para esses sistemas, devemos usar o plano de fase para identificar a natureza da
solucoes obtidas.

3.3 Diagrama de bifurcacao

Um sistema dinamico depende de um, ou mais, parametros que sdo chamados
de parametros de controle. O comportamento dindmico do sistema pode, por sua
vez, ser bem diferente se os valores desses parAmetros forem alterados. Além dis-
so, quando estudamos um sistema, em geral, estamos interessados em analisar o
comportamento deste em uma grande variedade de situagdes, ou seja, para diversos
valores de parametros de controle.

Nesta se¢do, mostramos como analisar o comportamento dinimico de um siste-
ma a partir de um dos pardmetros de controle. Para isso, utilizamos um gréfico
denominado diagrama de bifurcacao.

O diagrama de bifurcagéo ¢ um grafico de uma das varidveis dinamicas em funcéo
de um dos parametros de controle do sistema [55,94]. A variavel dinamica graficada
é obtida a partir de um mapa de Poincaré (no instante dos impactos ou estrobosco-

pico).

Para os graficos mostrados aqui, utilizamos no eixo horizontal 500 valores igual-
mente espacados de um dos parametros de controle. No eixo vertical graficamos até
300 valores de uma das variaveis din&micas. Esses valores sao coletados apés um
transiente de 1.000 impactos, exceto para caixa de engrenagens cujo transiente é de
9.000 impactos. Assim sendo, para obter o diagrama de bifurcacio, nés variamos
um parametro de controle e fixamos os demais. Para cada valor do parametro do di-
agrama, realizamos um simulac¢ao numeérica. Nessas simula¢des optamos em utilizar
sempre as mesmas condi¢des iniciais. No entanto, cabe ressaltar que essa pratica
nao € necesséria, poderiamos utilizar condic¢des iniciais distintas. Ademais, para
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cada simulagdao numeérica, coletamos, apos o transiente, um conjunto de 300 valores
de uma das variaveis dindmicas. Porém, nem sempre graficamos os 300 valores. Isso
porque, quando a solucdo for periddica, esse conjunto possui valores repetidos. Por
uma questdo de conveniéncia é interessante graficar apenas valores distintos, isto é,
é vantajoso em termos préaticos obter figuras com o menor niimero de pontos possi-
veis. Para isso, desenvolvemos um algoritmo (rotina computacional) que verifica a
periodicidade do conjunto de valores. Além disso, podemos utilizar esse algoritmo
nio s6 para construir diagramas de bifurcagao, mas também para obter diagramas
isoperiodicos, como veremos na préxima segao.

Inicialmente, na figura 3.26, mostramos diagramas de bifurcacao para o oscilador
com impactos. Nesses diagramas graficamos as varidveis dindmicas em funcao da
freqiiéncia, w. Tais variaveis sdo obtidas a partir de um mapa de Poincaré no instante
dos impactos. Ademais, podemos notar, nesses diagramas, que hd um comporta-
mento periddico (representado por uma linha) para uma grande faixa de intervalo
de freqiiéncia e um comportamento cadtico para uma pequena faixa (no final do
intervalo de parametro adotado). Além disso, na figura 3.26a podemos notar, em
w = 2,0, efeitos de uma ressonancia.

8,0
L (@) X
=40 |
0,0 R
3,0 - 3 '
(b)
o 1,5 r , s
o === '
155 2,0

Figura 3.26: Diagrama de bifurcagdo, do oscilador com impactos, em funcao do parametro
de controle w (freqiiéncia) e para os demais parametros fixados em o = 1,0, »r = 0,8 e
T, = 0.

Na figura 3.27, ainda utilizando o mapa de Poincaré no instante dos impactos,
mostramos, para o sistema de par de impactos com um excitagdo asen(wt), diagra-
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mas de bifurcagao em funcdo do parametro de controle . E novamente, podemos
observar comportamentos periddicos e cadticos. E na figura 3.28, para o sistema de
caixa de engrenagens, apresentamos diagramas de bifurcagdo (obtidos a partir do
mapa no instante dos impactos). Nesse diagrama, variando o parametro o (ampli-
tude de excita¢do), podemos ver que comportamentos periddicos sio intercalados
com comportamentos cadticos. Além disso, podemos, também, notar que compor-
tamentos caodticos desaparecem repentinamente, isto ¢, h4 uma mudanca abrupta
de um atrator cadtico para um pequena variacio do parametro de controle. Esse
fenomeno é conhecido, na literatura, como crise. Para valores de parimetros pro-
ximos as crises, podemos observar, como veremos no capitulo 4, alguns fenémenos
interessantes como intermiténcias e transientes cadticos. Ainda para o sistema de
caixa de engrenagens, na figura 3.29, apresentamos diagramas em funcdo do coefi-
ciente de restituicdo, r.

4,0
200
-4,0
8.0 .
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Figura 3.27: Diagrama de bifurcagéo, do sistema de par de impactos, em funcio do pa-
rametro de controle o (amplitude de excitagdo) e para os demais parametros fixados em
w=10,vr=20er=0,7.

Finalmente, nas figuras 3.30 e 3.31 apresentamos diagramas de bifurcacio equi-
valentes aos que foram mostrados, respectivamente, nas figuras 3.28 e 3.29. Porém,
as varidveis dinamicas graficadas nestes diagramas foram obtidas a partir de um
mapa de estroboscopico. Com isso, determinamos a periodicidade do atrator grafi-
cado. E nos diagramas (figuras 3.28 e 3.29), que sido obtidos a partir de um mapa
de Poincaré no instante dos impactos com duas segdes, obtemos informacdes das
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Figura 3.28: Diagrama de bifurcagio, do sistema de caixa de engrenagens, em funcgio do
parametro de controle @ (amplitude de excitagio) e para os demais parametros fixados em
B=0;1,y=0,1er=0,9.

Figura 3.29: Diagrama de bifurcacdo, do sistema de caixa de engrenagens, em funcdo do
parametro de controle r (coeficiente de restitui¢do) e para os demais parametros fixados
ema=3,0,8=01ey=0,1.
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solugbes em relagdao aos impactos. Por exemplo, na figura 3.31 para r = 0,8, nés
temos um atrator de periodo 1. E esse mesmo atrator, como vemos no diagrama da.
figura 3.29, apresenta trés impactos em cada lado.

Figura 3.30: Diagrama de bifurcagio, do sistema de caixa de engrenagens, em funcio do
pardmetro de controle « (amplitude de excitagio) e para os demais parametros fixados em
B=0,1,%=0,1er=09.

Por fim, o diagrama de bifurcagéio, como vimos nessa se¢io, é uma ferramenta
importante no estudo de sistemas dinamicos, pois a partir desse diagrama conhece-
mos o comportamento dindmico de um sistema em rela¢do a um dos seus parametros
de controle. Além disso, determinamos no diagrama valores de parametro no qual
o atrator cadtico sofre uma mudanca abrupta, ou seja, passa por uma crise. Quan-
do isso ocorre identificamos, como dito anteriormente, intermiténcia e transiente
cadtico.

3.4 Diagrama isoperiédico

Na segao anterior, mostramos um procedimento de como estudar o comporta-
mento dindmico de um sistema, a partir da variagdo de um dos parametros de
controle (diagrama de bifurcagéo). E nesta secio, apresentamos um outro procedi-
mento . Com o qual podemos estudar um sistema variando simultaneamente dois
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Figura 3.31: Diagrama de bifurcagdo, do sistema de caixa de engrenagens, em fungio do
pardmetro de controle r (coeficiente de restituigdo) e para os demais parametros fixados
ema=3,006=01ey=0,1.

parametros de controle. Para isso, utilizamos o diagrama denominado isoperiodi-
co [76,95]. Tal diagrama é constituido por dois pardmetros de controle. Para cada
par de parametros ha associado um numero, cujo valor corresponde & periodicidade
do atrator obtido para esses parametros.

A fim de obter o diagrama isoperiédico, devemos, em primeiro lugar, fazer uma
simulacao numérica para um valor fixo dos dois parimetros considerados. Nessa
simulacdo ap6s um transiente, coletamos um conjunto de 300 valores de uma das
variaveis dinamicas do sistema. Esses valores sao obtidos a partir de um mapa es-
troboscopico. Em segundo lugar, verificamos a periodicidade do conjunto obtido. E
isso é possivel a partir do algoritmo indicado na se¢do anterior. Ou seja, o algorit-
mo usado na construcao dos diagramas de bifurca¢ido com a menor quantidade de
pontos possiveis. Nas figuras mostradas, nesta se¢do, usamos uma grade de 400x400
pontos, ou seja, 400 valores de cada pardmetro. Os pontos sdo graficados na forma
de pequenas células, de maneira que o diagrama é completamente preenchido, isto
¢, nao ha espagos entre os pontos da grade. Além disso, cada célula possui uma
cor (escala em cinza) de acordo com o valor da periodicidade do atrator para os
parametros correspondentes. Ademais, cabe ressaltar que para um atrator cadtico
(ou quase-periodico) o valor associado sera de 300.
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Inicialmente, na figura 3.32, vemos um diagrama isoperiédico, para o oscilador
com impactos, cujos parametros sio amplitude « e freqiiéncia w de forcamento. Os
atratores sdo graficados, em uma escala cinza, de acordo com suas periodicidades. No
entanto, o que podemos, realmente, notar sdo atratores perioédicos de baixo periodo
graficados em preto e atratores caoticos (esses sdo cadticos e nio quase-periodicos,
como veremos nas proximas se¢des) em branco.

L
o~

Figura 3.32: Diagrama isoperiédico do oscilador com impactos para os parametros ampli-
tude «a e freqiiéncia w de forcamento e os demais pardmetros fixados em r = 0,8 e z, = 0.
Os atratores periddicos de baixo perfodo séo graficados em preto e atratores cadticos em
branco, de acordo com a escala a direita da figura.

Na figura 3.33, mostramos um diagrama para o sistema de par de impactos, cuja
funcdo de excitagdo é dada por e(t) = asen(wt). O diagrama é obtido variando os
parametros « e w. Novamente em preto temos atratores periédicos e em branco
caoticos. Além disso, podemos notar que o comportamento do sistema, neste ca-
so, praticamente nao muda quando variamos o parametro w. No entanto, quando
variamos o pardmetro «, verificamos mudangas abruptas de comportamento. Atra-
tores cadticos desaparecem, para um pequena varia¢io em «, ou seja, ocorrem crises.

Finalmente, na figura 3.34, mostramos um diagrama do sistema de caixa de en-
grenagens, para os parametros de controle amplitude de excitagdo « e coeficiente
de restituicao r. Neste caso, podemos notar que a estrutura do diagrama é bem
complexa. Nesse diagrama, identificamos crises variando tanto o quanto .

Por fim, o diagrama isoperi6édico mostra ser um ferramenta ttil na analise dina-
mica de um sistema. Além desse diagrama, podemos usar o diagrama no espaco dos
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Figura 3.33: Diagrama isoperiédico do sistema de par de impactos para os parametros
amplitude, a, e freqiiéncia, w, da fungio de excitacdo, e os demais parametros fixados em
r=0,7ewr = 2,0. Os atratores periédicos de baixo periodo sao graficados em preto e
atratores ca6ticos em branco, de acordo com a escala a direita da figura.

Figura 3.34: Diagrama isoperiédico do sistema de caixa de engrenagens para os parametros
amplitude de excitagdo, «, e coeficiente de restituigdo, r, e os demais parametros fixados
em B =0,1evy=0,1. Os atratores periodicos de baixo perfodo sio graficados em preto e
atratores cadticos em branco, de acordo com a escala a direita da figura.
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pardmetros, para estudar o comportamento de um sistema em uma grande variedade
de situacdes. O diagrama no espaco dos parametros é obtido de forma semelhante
ao isoperiodico. No entanto, ndo usamos, neste caso, o valor da periodicidade de
um atrator, mas sim o valor do maior expoente de Lyapunov.

3.5 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao coeficientes muito importantes na anélise dinimi-
ca de sistemas ndo-lineares, pois podemos caracterizar um atrator a partir de seus
expoentes de Lyapunov. Por exemplo, quando o maior expoente de Lyapunov, de
um atrator, for negativo dizemos que esse atrator é periédico, se for zero o atrator
é quase-periodico e se for positivo o atrator é caotico.

Para sistemas lisos (smooth) o procedimento para obter esses expoentes é bem
conhecido, tanto para sistemas de tempo continuos como de tempo discretizados [51].
Os sistemas de tempo continuos sio aqueles cujas trajetorias sdo descritas por equa-
¢oes diferenciais e os sistemas de tempo discretizados sdo aqueles cujas érbitas sio
descritas por equacdes de diferencas, também conhecidas como mapas.

Entretanto, o calculo dos expoentes de Lyapunov, para os sistemas nio-lisos, nio
¢ trivial. Por exemplo, para sistemas cujo fluxo no espaco de fase apresenta descon-
tinuidades devido a impactos ou ndo. Apesar disso e a fim de analisar a dindmica de
sistemas com impactos, desenvolvemos um algoritmo para o calculo dos expoentes
de Lyapunov [53]. Para isso, utilizamos um método, j& existente, de célculo para
mapas [55] e 0 mapa transcendental, descrito anteriormente. Em outras palavras, a
partir do mapa transcendental calculamos tais expoentes, de forma similar ao cal-
culo feito para os mapas bidimensionais, como o mapa de Hénon. Porém, convém
lembrar, conforme discutimos no capitulo 2, que nio é possivel estudar a dinAmica
do sistema impactante usando, apenas, o mapa transcendental.

Além disso, o procedimento para o célculo utilizando o mapa transcendental é
novo, ou seja, foi introduzido por nés. Tal mapa era utilizado, na literatura [43,50],
apenas no estudo de estabilidade de 6rbitas de periodo 1. Ademais, o procedimento,
aqui indicado, ndo ¢ nico. Podemos, também, obter os expoentes de Lyapunov a
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partir de um algoritmo para fluxos (sistema de tempo continuo) [51]. No entanto,
nesse algoritmo é necesséario introduzir, como indicado na referéncia [56], algumas
modifica¢oes que levam em consideracao a caracteristica do sistema impactante, ou
seja, as descontinuidades. Além desses procedimentos, podemos obter (estimar) o
valor do expoente de Lyapunov maior, como descrito na referéncia [57], a partir de
um método que utiliza a sincronizacao de caos.

3.5.1 Em mapas

Nesta se¢io descrevemos o método para o calculo dos expoentes de Lyapunov
em mapas bidimensionais.

Para um mapa bidimensional os expoentes sao dados por:

W ,
Aj = lim ﬁln |A§‘r|, ge=1.2 (8:1)

N—=oo

onde os [A}'| sdo os autovalores da Matriz M definida por

N
M=]] (3.2)
n=1
sendo J" a matriz jacobiana da n-ésima interacao do mapa.

Além disso, nao basta utilizar as equagdes acima para implementar o método,
pois o produto das matrizes jacobianas na equagio (3.2) implica em um problema
numeérico. Quando o atrator é cadtico os elementos dessa matriz crescem de tal for-
ma, que impossibilitam o calculo numérico para o niimero de iteragoes necessario.
Em outras palavras, os elementos das matriz M tornam-se enormes, mesmo para
um nimero pequeno de iteracdes, o que leva a um estorno de memoria (overflow). E
quando o atrator é periddico os coeficientes da matriz se anulam, impossibilitando,
novamente, o cilculo dos expoentes.

A fim de contornar esse problema numérico, recorremos a um artificio, ou seja,

transformamos a matriz M num produto de matrizes triangulares, como segue:

N
HJ" = JN g1
n=0
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= JVITV T Y R Y, e Y
= (JY.TVYTNT gAY, (T (T 0T
QN-QN_I.--QI.QO
onde as matrizes ortonormais 7" sao definidas como:

cos 6, sen 0,
Tﬂ

Il

—sen 0, cos 0,
e as matrizes Q" devem ser triangulares:
an bn

Q"= T("’"'l)_lJnTn =
0 ¢,

Para que as matrizes Q" sejam, realmente, triangulares devemos impor as se-
guintes condicgoes:
Jymsent, — J3, cos @,

J7y cos 8, — JT,send,
60 = 0.

tanil, g =

Por conseguinte, podemos escrever os expoentes de Lyapunov como:

N
.
A= All_{fgoﬁglﬂﬂanﬂ

N
Yo = lim = Inlc| (3.3)
n=1

N—oo N

onde os coeficientes a, e ¢, sao dados por:

an = (Jijcost, — Jiysenby,) cos by — (J3; cos @, — Jisenf, )send, 1
cn = (Jg18enb, + J3, cosOy) cos b1 + (Jiisend, + Ji cosb,)senb,
Como a triangularizac¢ao da matriz M no célculo dos expoentes, passamos de uma

formula (eq. (3.1)), que envolvia uma produtéria, para uma férmula (eq. (3.3)), que
envolve uma somatoria. Com isso, evitamos o problema numérico.
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Por fim, com o procedimento descrito aqui é possivel determinar os expoentes de
Lyapunov dos sistemas de nosso interesse. No entanto, para isso, devemos determi-
nar a matriz jacobiana, que, por sua vez, é obtida a partir do mapa transcendental,

COmMO Veremos a seguir.

3.5.2 Oscilador com impactos

Mostramos, aqui, resultados numéricos do calculo dos expoentes de Lyapunov
para o oscilador com impactos. Para isso, usamos as equacoes descritas na se¢ao
anterior, onde a matriz jacobiana

atn+1 atn-{-l
Oty Oty

JEE

ad':nil Bi‘n+ 1
Aty OEn

¢ obtida a partir do mapa transcendental (se¢do 2.2), sendo os elementos dados por:

ot
M = [z, + acos(wty)]sen(tny — tn) — TiEn COS(tpt1 — ty)
Otns1 1
= sen(f — 7
83:'{!, d::n+1 [T n( n+1 n)]
oz ot
M = =g + @ c08(Whni)] + [T — @ cos(Wn)] cO8(tnr1 — t)
Ot ot,
—rEpsen(tnyr — tn)
ot ot
8;:1 - 8;: [—Zpy1 + @cos(wipy1)] — 7 coS(tny1 — tn)

Na figura 3.35a, vemos o teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov, Ay o,
para um atrator periddico e, conforme esperado, os valores sdo negativos. Além dis-
S0, parece, nessa figura, que ha apenas um valor de expoente graficado. No entanto,
nos graficamos os dois expoentes de Lyapunov, A; 2, que possuem valores muito pro-
Ximos.

Na figura 3.35b, vemos o teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov A; 5
para um atrator cadtico onde ha um valor negativo e um outro positivo. Neste caso,
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Figura 3.35: Teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A1,2, em func@o do nimero
de impacto, n, para o oscilador com impactos. (a) Solugdo periédica mostrada na figura
3.1. (b) Solugao catdtica mostrada na figura 3.3.

considerando que o atrator é cadtico, a convergéncia dos expoentes é muito boa.

De acordo com as figuras do teste de convergéncia, podemos dizer que o método
usado, para célculo dos expoentes, funciona bem para o oscilador com impactos.

3.5.3 Par de impactos

Mostramos, aqui, resultados numéricos do calculo dos expoentes de Lyapunov
para o sistema de par de impactos. Para isso, usamos as equagdes descritas na secao
3.5, onde a matriz jacobiana

Atnt1  Otny
Bt Bim

s
=
[

OYn+1 OUn+1
Oty Ogm

é obtida a partir do mapa transcendental (se¢io 2.3), sendo os elementos dados por:

Oty 1.
—otl = + 8l (Bayy —
t., Tt [79n E(tn) (Bt n)]
6tn+1 r
: = 5 thy1 — 1
6yn Unt1 ( n+1 n)
33)n+1 atn-kl -

o, = e o, E(tns1) + €(tn)
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agﬂ-f-l — _3tn+l
ayn agn

é(tpyr) — 1

Para o sistema de par de impactos com uma excitagéo periédica (e(t) = asen(wt)).
Na figura 3.36a, mostramos para um atrator periédico o teste de convergéncia dos
expoentes de Lyapunov, A;,. Podemos notar nessa figura que os expoentes con-
vergem, e bem, para dois valores negativos. Na figura 3.36b, mostramos para um
atrator caotico o teste de convergéncia dos expoentes e, novamente, podemos notar
que a convergéncia dos expoentes ¢ muito boa.

Na figura 3.37, para o sistema de par de impactos com uma excita¢ao cadtica,
mostramos o teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov de uma atrator ir-
regular. Nessa figura podemos ver, conforme esperado, que o atrator em questao é
cadtico, pois um dos expoente é positivo. Além disso, apesar da fonte de energia
(funcdo de excitagdo e(t)) ser cadtica, o método para o célculo dos expoentes de
Lyapunov funciona.

1,0 : 1,5
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Figura 3.36: Teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A; 2, em fungdo do namero
de impacto, n, para o sistema de par de impactos. (a) Solu¢do periddica mostrada na
figura 3.4. (b) Solugdo cadtica mostrada na figura 3.6.

De acordo com as figuras do teste de convergéncia mostradas nessa se¢do, pode-
mos dizer que o método usado, para calculo dos expoentes, funciona muito bem para
o sistema de par de impactos, tanto para uma fonte de energia (fun¢io de excitagio
e(t)) periddica quanto cadtica.
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Figura 3.37: Teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A; 2, em fungdo do nimero
de impacto, n, de uma solugdo caotica mostrada na figura 3.7, para o sistema de par de
impactos com um fungdo de excitagdo cao6tica obtida a partir da integracio da equacio de
Duffing.

3.5.4 Caixa de engrenagens

Mostramos, aqui, resultados numéricos do célculo dos expoentes de Lyapunov
para o sistema de caixa de engrenagens. Para isso, usamos as equacgdes descritas na
secao 3.5, onde a matriz jacobiana

41 OTnpa

Aty 0én
Jt =
aénil aénj:i
o1y, Oén

¢ obtida a partir do mapa transcendental (se¢do 2.3), sendo os elementos dados por:
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Nas figuras 3.38a e 3.38b, mostramos testes de convergéncia dos expoentes de
Lyapunov para um atrator periédico e um cadtico, respectivamente. Ademais, para
ambos atratores a convergéncia é boa.

0,5 . &
(@ (b)
L 1 & 00 oo -
-0,5 x -1, :
5000 15000 25000 5000 15000 25000
n n

Figura 3.38: Teste de convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A; 2, em fungio do namero
de impacto, n, para o sistema caixa de engrenagens. (a) Solugao periédica mostrada na
figura 3.8. (b) Solugdo caética mostrada na figura 3.9.

Por fim, podemos dizer, de acordo com os testes de convergéncias, que o método
(obtido a partir do mapa transcendental) para o célculo dos expoentes de Lyapunov
em sistemas com impactos funciona muito bem.

3.6 Diagrama no espago dos parametros

Nesta secfio, mostramos com obter o diagrama no espaco dos parametros [55,77].
Para isso, devemos variar dois parametros de controle. Assim sendo, tal diagrama é
obtido de forma semelhante ao diagrama isoperiodico. No entanto, nao utilizamos
o valor da periodicidade dos atratores, como fizemos para o diagrama isoperiédico.
Mas sim, neste caso, utilizamos o valor do maior expoente de Lyapunov.

Inicialmente, mostramos, na figura 3.39, o diagrama no espaco dos parametros
do oscilador com impactos. Os atratores sao graficados de acordo com a escala a di-
reita da figura, que corresponde aos valores do maior expoente de Lyapunov. Como
podemos observar, esse diagrama é semelhante ao diagrama isoperiédico mostrado
na figura 3.32. E na figura 3.40, vemos um diagrama do para de impactos para os
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pardmetros (o e w) da funcéo de excitagio e(t) = asen(wt). E novamente, notamos
que esse ¢ semelhante ao diagrama isoperi6dico, mostrado na figura 3.33. No entan-
to, podemos, também, notar que o diagrama no espago dos parametros apresenta,
uma maior riqueza de detalhes, em relagio ao diagrama isoperiédico. Ainda para
o par de impactos, na figura 3.41 apresentamos um diagrama cujos parametros de
controle sdo a amplitude de excitacio, a, e o coeficiente de restituicio, r. Esse dia-
grama, possul uma estrutura complexa.

Lea
o~

Figura 3.39: Diagrama no espago dos parimetros do oscilador com impactos para os pa-
rametros amplitude, «, e freqiiéncia, w, de forgamento e os demais parametros fixados em
r=0,8¢ez.=0. O valor do maior expoente de Lyapunov dos atratores sdo graficados de
acordo com a escala cinza.

Finalmente, na figura 3.42, vemos o diagrama da caixa de engrenagens, para os
parametros amplitude de excitagdo, a, e coeficiente de restitui¢do, r. Comparando
esse com o diagrama, isoperi6dico da figura 3.34, notamos uma, grande semelhanca.

Por fim, como vimos nessa se¢do, a partir de um diagrama no espaco dos pa-
rametros, podemos conhecer o comportamento dindmico de uma sistema em um
grande variedade de situagdes. Além disso, notamos que os resultados obtidos com
esse diagrama é semelhante aos do isoperiddico. Porém, com o diagrama no espaco
dos parametros, podemos notar uma maior riqueza de detalhes nas estruturas.
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Figura 3.40: Diagrama no espago dos parametros do par de impactos para os parfmetros
amplitude, «, e freqiiéncia, w, da fungio de excitagdo, e os demais pardmetros fixados em
r=20,7ev =2,0. O valor do maior expoente de Lyapunov dos atratores ¢ graficado de

acordo com a escala cinza.

Figura 3.41: Diagrama no espago dos pardmetros do par de impactos para os parimetros
amplitude de excitagdo, a, e o coeficiente de restituicdo, r, e os demais pardmetros fixados
emw = 1,0 e v =2,0. O valor do maior expoente de Lyapunov dos atratores é graficado
de acordo com a escala cinza. |
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Figura 3.42: Diagrama no espaco dos parametros da caixa de engrenagens para os pari-
metros amplitude de excitagdo, «, e coeficiente de restituigéo, r, e os demais parametros
fixados em # = 0,1 e vy = 0,1. O valor do maior expoente de Lyapunov dos atratores é

graficado de acordo com a escala cinza.



Capitulo 4
Fentmenos Nao-Lineares

Neste capitulo, apresentamos os resultados das simulagbes numéricas do siste-
ma da caixa de engrenagens, cuja descricao matemaética encontra-se na se¢ao 2.4.
Nessas simulagoes, dentre os parimetros de controle do sistema, variamos apenas
a amplitude de excitagio, «, e o coeficiente de restitui¢do, r. Com isso, detecta-
mos e identificamos fenémenos tipicamente néo-lineares como crise (78|, transiente
cadtico [52,83,84], intermiténcia caos-caos [82], intermiténcia laminar-caos [79] e
coexisténcia de atratores [52, 80, 81].

A crise a ser considerada é da mudanca stubita de um atrator cadtico, para uma
pequena variagdo do pardmetro de controle. Essa crise é causada pela colisdo entre
um atrator cadtico e uma o6rbita periodica instével, como definido na referéncia [78].

Na secao 4.1, a partir de um diagrama de bifurcagdo em fungdo de pardme-
tro de controle a, observamos a ocorréncia de uma crise de fronteira. Para este
tipo de crise, o atrator caotico é destruido quando passa por um valor critico do
parametro o. Proximo a este valor, h4 um comportamento denominado transiente
caotico [52,83]. Assim, uma 6rbita do atrator periédico apos a crise gasta um tempo
finito na regido que atrator cadtico ocupava antes da crise. O tempo de duracao do
transiente depende das condiges iniciais. Para mostrar essa dependéncia, fixando
uma das condig¢oes iniciais e variando as outras duas, graficamos o tempo de duracao
do transiente. Com isso, identificamos uma figura com caracteristicas de uma bacia
crivada [84]. As bacias crivadas implicam na indeterminagao do estado final de um
sistema. No caso do transiente caotico, para uma pequena variacdo nas condicoes
iniciais, podemos ter tanto um transiente longo quanto um curto. Além disso, mos-
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tramos, também, a dependéncia do tempo de durac¢io do transiente em relacio ao
parametro de controle. Quanto mais afastado da crise menor sera o transiente.

Na secdo 4.2, mostramos uma crise interior, que foi identificada a partir de um
diagrama de bifurca¢do em fungio do pardmetro de controle r. Neste caso, o atra-
tor cadtico sofre uma mudanca stibita em seu tamanho. Associada a esta crise, ha
um comportamento intermitente [82]. Assim sendo, uma 6rbita, obtida logo apés a
crise, oscila entre dois atratores cadticos. Esses dois atratores correspondem ao atra-
tor que ocupava a banda cadtica antes da crise e ao atrator expandido devido a crise.

Na secdo 4.3, identificamos um intermiténcia laminar-caos. Neste caso, a in-
termiténcia descreve um sinal cuja evolu¢do temporal permanece regular por um
determinado tempo (fase laminar) e de repente passa a se comportar de forma irre-
gular (fase cadtica).

Por fim, na secdo 4.4, apresentamos coexisténcias de atratores [52]. Os sistemas
nao-lineares, para um conjunto de parametros de controle fixo e condicoes iniciais
distintas, pode apresentar solu¢des diversas, ou seja, coexisténcia de atratores. Além
disso, mostramos as bacias de atragfio desses atratores. A bacia de atracio é o
conjunto de condigOes iniciais cujas trajetorias convergem para um dado atrator.
Além disso, mostramos, também, as evolugdes das bacias quando o parametro de
controle é variado.

4.1 Crise de fronteira e transiente cadtico

A crise de fronteira implica na destrui¢do do atrator caético, quando este atrator
passa por um valor critico de um dos parimetros de controle. Na figura 4.1, vari-
ando o pardmetro de controle o (amplitude de excitagdo), mostramos um diagrama
de bifurcacdo. Neste diagrama, podemos notar varias crises, que sio, por sua vez,
identificadas a partir das mudancas siibitas dos atratores cadticos, para uma peque-
na variacao do parametro a.
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(a)

(b)

1,0 2,0 3,0

Figura 4.1: Parametros de controle r = 0,9,y =0,1e 8 =0, 1. (a) Diagrama de bifurcagao
de é, em funcio de o (amplitude excitagdo). (b) Expoentes de Lyapunov, A1 2, em fungéo
de «a.

Para a = a; =~ 1,2434705 (fig. 4.1), detectamos uma crise de fronteira [52].
Neste caso, como podemos notar, o atrator cadtico desaparece e surge um atrator
periddico. Associado a esta crise temos um transiente cadtico, para o parametro o
justamente apos o valor critico ;.

Assim sendo, uma 6rbita do atrator periddico, identificado apés a ocorréncia da
crise, gasta um tempo finito na regido que o atrator cadtico ocupava. Na figura 4.2a,
para a < aq, mostramos o atrator cadtico. E na figura 4.2b, para o > o, mostra-
mos o atrator periédico e seu transiente. Comparando estas figuras, notamos que,
realmente, o transiente do atrator periddico (fig. 4.2b) ocupa a regido no espago de
fase, que, por sua vez, era ocupada pelo atrator cadtico (fig. 4.2a).

Além disso, o tempo de duracao do transiente cadtico depende das condigoes ini-
ciais. Por exemplo, na figura 4.3, para o conjunto de condig¢oes iniciais so = —0, 5,
50 = 1,0 e 79 = 0, ha um transiente longo e na figura 4.4, para so = —0, 5, $p = —0, 2
e 70 = 0, h4 um transiente curto. Para uma analise mais detalhada desta depen-
déncia, na figura 4.5 (para o = 1, 244) graficamos o tempo de duracdo do transiente
cadtico de acordo com as condigdes iniciais. Para isso, fixamos so = —0, 5 e variamos
50 e 7o em uma grade de 400x400 pontos. Na simula¢ao numérica, para obter esta
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0,0 2,0 4,0 6,0 0,0 2,0 40 6,0

Figura 4.2: Pardmetros de controle da figura 4.1. (a) Mapa de Poincaré no instante dos
impactos de um atrator cadtico para o = 1,243. (b) Mapa de Poincaré no instante dos
impactos de um transiente cadtico e um atrator periédico (+) para « = 1,244,

figura, iteramos cada ponto até 5.000 impactos. A duracio do transiente é graficada
de acordo com a escala cinza a direita da figura. Assim sendo, um ponto, cujas
condigdes iniciais levam a um transiente longo, ¢ graficado em preto e em branco
para um transiente curto.

20000 40000

Figura 4.3: Evolugdo de $, (obtido a partir do mapa de Poincaré no instante dos impactos)
de um transiente cadtico para os parametros de controle r = 0,900 e @ = 1,244 > o e
com as condicdes iniciais sp = —0,5, g =1,0 e 79 = 0.

Ademais, o tempo de duracdo do transiente caotico, além das condicdes iniciais,
depende também do valor do pardmetro de controle. Quanto maior a diferenca entre
o e oy menor o transiente. Por exemplo, na figura 4.6 para o = 1,245, podemos
facilmente notar (comparando com a figura 4.5) a diminui¢io do transiente, cujo
tempo de duragio estd relacionado com a cor da figura.
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Figura 4.4: Evolugao de $, (obtido a partir do mapa de Poincaré no instante dos impactos)
para os parametros de controle r = 0,900 e a = 1,244 > «; e com as condigdes iniciais
Sp = "'0,5, éo = "“0,2 e Ty = 0.

$, (velocidade inicial)

To (tempo inicial)

Figura 4.5: Tempo de duracao do transiente cadtico de acordo com as condig¢oes iniciais
(para sp = —0,5) para os pardmetros de controle da figura 4.1 com o = 1,244 2 ;. A

durag@o do transiente (nimero de impactos) é graficada de acordo com a escala cinza a
direita da figura.
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3 (velocidade inicial)

1000

To (tempo inicial)

Figura 4.6: Tempo de duragdo do transiente ca6tico de acordo com as condigdes iniciais
(para so = —0,5) para os parametros de controle da figura 4.1 com « = 1,245 2 a1 A
duragéo do transiente (nimero de impactos) é graficada de acordo com a escala cinza a
direita da figura.

Por fim, vemos que as figuras 4.5 e 4.6 sdo constituidas basicamente por duas
regides. Uma regido em branco bem definida (transientes curtos) e uma outra onde
h4 uma mistura de pontos brancos e pretos (transientes curtos e longos). Para
esta tltima, ndo é possivel identificar uma estrutura bem definida, com podemos
ver na figura 4.7. Esta figura tem caracteristicas de uma bacia crivada (riddled
basin) [96]. Tais caracteristicas, observadas em transientes cadticos, foram estudadas
e analisadas na referéncia [84]. Os sistemas com bacias crivadas possuem uma grande
sensibilidade as condigdes iniciais, o que implicam em uma indeterminacéo do estado
final do sistema.

4.2 Crise interior e intermiténcia caos-caos

A crise interior implica em um alargamento stbito do atrator caético. Esse tipo
de crise & devido a colisdo de uma 6rbita periédica instavel com uma banda cad6ti-
ca [78].
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Figura 4.7: Ampliacao da figura 4.6.

Na figura 4.8, variando o pardmetro de controle r (coeficiente de restituicao),
mostramos um diagrama de bifurcagdo. Neste diagrama, para r = r;, identificamos
uma crise interior. Associado a essa crise h4 um intermiténcia caos-caos. Assim,
uma 6Orbita, para um valor de parametro logo ap6s a crise (r < r;), apresenta um
comportamento intermitente, como podemos observar na figura 4.9.

Figura 4.8: Pardmetros de controle o = 3,0, v = 0,1 ¢ § = 0,1. (a) Diagrama de
bifurcagao de $, em fungdo de r (coeficiente de restituigdo). (b) Expoentes de Lyapunov,
A1,2, em funcao de r.
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Figura 4.9: Intermiténcia caos-caos para os pardmetros de controle @ = 3,0 e r =

0,74001 < 7. (a) Evolugdo de &, (obtido a partir do mapa de Poincaré no instante
dos impactos). (b) Evolugéo de $ (obtido a partir de um mapa estroboscopico).

4.3 Intermiténcia laminar-caos

Além das crises, identificamos, no sistema da caixa de engrenagens, um inter-
miténcia laminar-caos. Tal intermiténcia foi detectada para valores do parimetro
r (coeficiente de restitui¢do) imediatamente ap6s r, (indicado na figura 4.8). Além
disso, essa intermiténcia descreve um sinal cuja evolugdo temporal permanece re-
gular por um determinado tempo (fase laminar) e de repente passa a se comportar
caoticamente (estouro caético), como podemos notar na figura 4.10. Quando au-
mentamos o pardmetro r (r > r3), os estouros caéticos tornam-se mais freqiientes,
como vemos na figura 4.11.

Os comportamentos intermitentes em sistema nio-lineares foram estudados por
Pomeau e Manneville [79]. Eles descreveram e caracterizaram trés tipos de intermi-
téncias (tipos I, II e III).

Por fim, o comportamento intermitente mostrado nesta secao lembra a intermi-
téncia do tipo I, que é observada para um valor de pardmetro de controle junto a
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Figura 4.10: Intermiténcia laminar-caos para os parametros de controle o = 3,0 e r =
0,8214405 2 r9. (a) Evolugao de $, (obtido a partir do mapa de Poincaré no instante dos
impactos). (b) Evolugdo de $ (obtido a partir de um mapa estroboscopico).
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Figura 4.11: Intermiténcia laminar-caos para os pardmetros de controle o = 3,0 ¢ 7 =
0,82145 2 7. (a) Evolugdo de $, (mapa de Poincaré no instante dos impactos). (b)
Evolugao de § (mapa estroboscopico).



80 Fendémenos Nao-Lineares

um bifurcagao sela-no.

4.4 Coexisténcias de atratores e bacias de atracao

Um sistema ndo-linear, para um mesmo conjunto de parametros de controle e
condigoes iniciais distintas, pode apresentar mais de uma solucdo. Isto é denomi-
nado coexisténcia de atratores. O conjunto de condigdes iniciais no espaco de fase
cujas trajetorias convergem, apds um regime transitério, para um dado atrator é
denominado bacia de atracio deste atrator.

No sistema de caixa de engrenagens, para varios conjuntos fixos de parametros
de controle, & possivel observar a coexisténcia de atratores [52]. Por exemplo na
figura 4.12, mostramos um diagrama de bifurcacéo, da velocidade no instante dos
impactos, $,, em funcdo de pardmetro «. Neste diagrama sio graficados, em cores
distintas, trés atratores. Graficamos, em vermelho, um atrator periédico, que ocupa
toda extensdo do diagrama. Em azul, graficamos um outro atrator, que ocupa uma
boa parte da extensdo do diagrama. Quando variamos o parimetro ¢, este atrator
sofre duplicagbes de periodo, passa por uma crise interior e, finalmente, ¢ destruido
quando ocorre uma crise de fronteira. Por fim, graficamos, em verde, um atrator
que ocupa uma pequena extensao do diagrama. Este atrator surgiu, provavelmente,
a partir de uma bifurcacdo sela-né. Quando variamos o parimetro, ele passa por
duplicagdes de periodo, por uma crise interior e é destruido em um crise de fronteira.

Para o = 0, 48, h4 dois atratores cujas evolugdes temporais do deslocamento, s,
sao mostradas na figura 4.13. Nas figuras 4.14 e 4.15, apresentamos os planos de
fases e os testes de convergéncias dos expoentes de Lyapunov, ), 5, desses atratores.
De acordo com os expoentes de Lyapunov (A2 < 0), tais atratores sio peri6dicos.
Na figura 4.16, fixando sp = —0,5 e variando 3y e 79 em uma grade de 400x400
pontos, graficamos as bacias de atracdo desses atratores.

Nas figuras 4.17 e 4.18, apresentamos sucessivas ampliacdes das bacias de atracéo
(fig. 4.16). Com isso, podemos notar que as fronteiras das bacias dos dois atratores
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcagdo, de trés atratores, da velocidade no instante dos

impactos, $p, em fungdo da amplitude de excitagdo, o, para os parametros de controle
r=0,9v=0,1e8=0,1.
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Figura 4.13: Evolugao temporal da variadvel dindmica s de dois atratores periédicos coe-
xistentes, para os pardmetros de controle o = 0,48, r = 0,90, v = 0,10 e 8 =0, 10.
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Figura 4.14: (a) Plano de fase do atrator periddico indicado na figura 4.13a. (b) Teste de
convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A; 2, deste atrator.
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Figura 4.15: (a) Plano de fase do atrator periédico indicado na figura 4.13b. (b) Teste de
convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A2, deste atrator.
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Figura 4.16: Bacias de atragao, para sy = —0,5, dos dois atratores periédicos indicados
na figura 4.13.
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sdo complexas e provavelmente fractais, conforme se observa na anélise das bacias
de atracio de outros sistemas dinamicos [97,98]. Devido a este tipo de bacia, ha no
sistema uma dependéncia sensivel ds condi¢des iniciais. Em outras palavras, uma
pequena, incerteza, €, nas condi¢des iniciais implica em uma indeterminagéio do esta-
do final do sistema. Assim sendo, para uma analise mais detalhada da dependéncia
das condicdes iniciais e da estrutura destas fronteiras, calculamos o expoente de
incerteza [88].

0.4
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(velocidade inicial)

0.2

=1

5

0.0

3,6 3,8 4,0 4,2 4,4
To (tempo inicial)

Figura 4.17: Ampliacdo das bacias de atra¢do mostradas na figura 4.16.
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Figura 4.18: Ampliagdo das bacias de atracao mostradas na figura 4.16.

O expoente de incerteza, a, mede o grau de indeterminacio do estado final do
sistema. Assim sendo, a partir do célculo de tal expoente, quantificamos a depen-
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déncia as condigdes iniciais. Para o célculo desse expoente, fixamos so = —0,5 e
geramos aleatoriamente 3.000 pontos de condicdes iniciais (79, $0). Para cada ponto,
aplicamos uma pequena perturbacio €. Assim, obtemos duas novas condigdes inicias
(1o + €, 80) € (1o — € 80). Iteramos as trés condicdes iniciais e verificamos o atrator
do sistema. Se as trés condicbes iniciais ndo levam ao mesmo atrator, contamos a
condicdo sem perturbagdo como incerta. Fazemos isso para os 3.000 pontos. Di-
vidindo os pontos incertos, obtidos, por 3.000, temos a probabilidade de incerteza
f(€). Repetimos esse procedimento para oito valores de € em poténcias de 10 (1072
a 10~19). Com isso, obtemos oito pontos (e, f(¢)). Graficamos esses pontos em um
grafico de escala logaritmica (log-log), ou simplesmente graficamos (loge, log f(€)).
Tsso porque, consideramos que a probabilidade f (€) ~ €*. Para determinar o expo-
ente de incerteza, a, devemos calcular o coeficiente angular da reta obtida a partir
da interpolacdo dos oito pontos graficados.

Por fim, na figura 4.19, mostramos a aplicagao desse procedimento, para as ba-
cias de atracdio da figura 4.16. Como isso, determinamos o valor do expoente de
incerteza a = 0,070 & 0,002. Este valor nos fornece fortes indicios de que essas
bacias, realmente, possuem fronteiras fractais [89]). Além disso, este valor indica a
sensibilidade as condicdes iniciais, ou seja, a incerteza em relacdo ao estado final
do sistema. Por exemplo, para condicdes iniciais em uma simulacdo numérica com
precisio de 1078, temos uma incerteza de f(e) ~ 109978 x5 (0, 275 (27,5 %). Com o
aumento da precisdo para 107, esta incerteza passa a ser f (€) ~ 10%07%~16 =~ 0, 076
(7,6 %). Cabe ressaltar que o valor dessa incerteza é apenas uma estimativa, pois
nio levamos em consideracéo o erro associado ao integrador numérico.

Para o = 0, 50, como podemos ver no diagrama de bifurcagao (fig. 4.12), h4 trés
atratores cujas evolugbes temporais do deslocamento, s, sdo mostradas na figura
4.90. Os atratores, correspondentes as evolugdes temporais graficadas em vermelho
e azul, sdo semelhantes aos atratores obtidos para o = 0,48. Por conseguinte, mos-
tramos na figura 4.21, apenas o plano de fase e o teste de convergéncia dos expoentes
de Lyapunov, A2, do atrator graficado em verde. De acordo com os expoentes de
Lyapunov (A2 < 0), tal atrator & periédico. Na figura 4.22, mostramos as bacias
de atracdo desses trés atratores.

Para o = 0,57, ha dois atratores cujas evolugoes temporais do deslocamento, s,
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log[f(€)]=0,070 log(e)

log[f(e)]

-0,8

_1 ,0 ) 1 . 1 L 1
-10 =8 -6 -2 2
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Figura 4.19: Probabilidade de incerteza, f(€), das bacias de atragdo da figura 4.16.

0,0
(@)

~1,0 ! | i

e
<

(b)

|
oy
<

s (deslocamento)

£
[

(©)

-1,0 e : Y
200,0 240,0 280,0

T (tempo)

Figura 4.20: Evolugio temporal da varidvel dindmica s de trés atratores periédicos coexis-
tentes, para os parametros de controle & = 0,5, r=0,9, y=0,1e 8 =0,1.
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Figura 4.21: (a) Plano de fase do atrator periédico indicado na figura 4.20c. (b) Teste de
convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A; 2, deste atrator.
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Figura 4.22: Bacias de atragao, para so = —0, 5, dos trés atratores periédicos indicados na
figura 4.20.
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s@o mostradas na figura 4.23. O atrator, correspondente a evolucdo temporal grafi-
cada em vermelho, é semelhante ao atrator obtido para a = 0,48. Por conseguinte,
mostramos na figura 4.24, apenas o plano de fase e o teste de convergéncia dos ex-
poentes de Lyapunov, A, 5, do atrator graficado em azul. De acordo com o maior
expoente de Lyapunov (A; > 0), tal atrator é ca6tico. Na figura 4.25, mostramos as
bacias de atracdo desses dois atratores. Comparando as figuras 4.16 e 4.25, notamos
a evolugao das bacias de atra¢io quando variamos o pardmetro «. Neste caso, houve
um aumento do volume no espago de fase da bacia de atracao do atrator graficado
em vermelho.

0,0
@)

i

5

8 1,0 :

2 00

£ ®)

1.0 |
200,0 240,0 280,0

T (tempo)

Figura 4.23: Evolugdo temporal da variavel dindmica s dos atratores periédico (a) e cadtico
(b) coexistentes, para os pardmetros de controle o = 0,57, r = 0,90, y=0,10 ¢ 8 = 0, 10.

Além da coexisténcia dos atratores mostrada no diagrama de bifurcacao da fi-
gura 4.12, identificamos no sistema da caixa de engrenagens outras coexisténcias.
Por exemplo, para o parfmetro @ = 1,99 mostramos na figura 4.26 as evolucoes
temporais do deslocamento, s, de dois atratores coexistentes. Nas figuras 4.27a e
4.28a, mostramos os planos de fases e nas figuras 4.27b e 4.28b os testes de conver-
géncias dos expoentes de Lyapunov. Por conseguinte, sabemos que esses atratores
sao periédicos (A2 < 0). Na figura 4.29, vemos as bacias de atracio, cuja ampliacio
é mostrada na figura 4.30. A probabilidade de incerteza , f(¢), é graficada na figura
4.31. Neste caso, o expoente de incerteza é a = 0,0348 4 0,0005. E, novamente,
temos bacias de atracdo com fronteiras fractais.
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Figura 4.24: (a) Plano de fase do atrator cabtico indicado na figura 4.23b. (b) Teste de
convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A1,2, deste atrator.
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Figura 4.25: Bacias de atragao, para 89 = —0, 5, dos atratores periddico e cadtico indicados
na figura 4.23.
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Figura 4.26: Evolucdo temporal da varidvel dinamica s de dois atratores periédicos coe-
xistentes, para os parametros de controle o = 1,99, r = 0,90, y=0,10 ¢ § = 0, 10.
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Figura 4.27: (a) Plano de fase do atrator peri6dico indicado na figura 4.26a. (b) Teste de
convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A; 2, deste atrator.
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Figura 4.28: (a) Plano de fase do atrator periédico indicado na figura 4.26b. (b) Teste de
convergéncia dos expoentes de Lyapunov, A 2, deste atrator.
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Figura 4.29: Bacias de atracdo, para s = —0,5, dos dois atratores periédicos indicados
na figura 4.26.
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Figura 4.30: Ampliagdo das bacias de atragdo mostradas na figura 4.29.
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Figura 4.31: Probabilidade de incerteza, f(e€), das bacias de atrago da figura 4.29.



Capitulo 5
Controle de Caos

Neste capitulo, mostramos como controlar comportamentos cadticos em sistemas
mecanicos com impactos. Inicialmente, na se¢ao 5.1, apresentamos um método de
supressdo de caos [90] obtido a partir de uma perturbagéo periédica fraca, ou seja,
um forcamento periédico externo de amplitude pequena. Aplicamos tal método no
sistema da caixa de engrenagens. Na secdo 5.2, descrevemos como implementar o
método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) de controle de caos [58] em sistemas cujas
trajetorias apresentam descontinuidades no espago de fase devido aos impactos [54].
Tal método consiste em estabilizar uma das infinitas 6rbitas periddicas instéveis,
previamente determinadas, imersas em um atrator cadtico. Isso é feito através de
pequenas perturbagdes em um dos pardmetros de controle. Essas perturbacoes sao
calculadas a partir de um mapa transcendental, como os obtidos no capitulo 2. As-
sim, aplicamos 0 método OGY no oscilador com impactos, no par de impactos e na
caixa de engrenagens.

5.1 Supressao do caos

Podemos obter a supressao de um comportamento cadtico em um sistema dina-
mico, a partir de uma perturbagao periodica fraca [76,90]. Isso pode ser feito quando
introduzimos um forcamento periédico externo a um sistema, cujo comportamento
¢ cadtico. Esse sistema pode vir a oscilar periodicamente, mesmo que a amplitude
de forcamento seja pequena. No entanto, para isso devemos escolher uma freqiiéncia
de forcamento apropriada. Neste caso, estamos alterando a dinfimica do sistema a
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ser controlado.

Como exemplo, aplicamos este método ao sistema de caixa de engrenagens. Pa-
ra isso, adicionamos, & fonte de excitagéo asen(r) (considerada no capitulo 2), uma
perturbagdo periddica apsen(w,7), como indicado na figura 5.1. Além disso, usa-
mos os expoentes de Lyapunov para distinguir um comportamento caético de um
periodico. Como no capitulo 3, utilizamos um mapa transcendental para o calculo
dos expoentes de Lyapunov. No entanto, devemos determinar novamente esse mapa,
pois ¢ necessario considerar o termo adicional de perturbacgao introduzido.

5.1.1 Caixa de engrenagens

O método, em questdo, consiste na adicdo de um perturbacgdo periodica fraca
apsen(wpT) ao sistema de caixa de engrenagens (fig. 5.1) com comportamento
cadtico. Os pardmetros dessa perturbacdo (amplitude o, e freqiiéncia wy) sdo es-
colhidos de tal forma que o comportamento caético do sistema é suprimido e surge
em seu lugar um comportamento periddico estéavel.

Linha de Agéo

Figura 5.1: Esquema do sistema caixa de engrenagens com o termo de perturbaco

apsen(wpT).

Para aplicar tal método, fixamos a amplitude de excitagdo a;, = 0 e escolhemos
um conjunto de parametros para os quais o comportamento do sistema seja cadtico.
Posteriormente, fazemos uma varredura no parametro o, (amplitude da perturba-
¢do), para um freqiiéncia de excitagio (w, = 0,5) comensurdvel com a freqiiéncia
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unitaria da fonte de excitagdo do sistema. A partir do céalculo dos expoentes de
Lyapunov, determinamos para quais valores de o, o comportamento passa a ser
periodico. O comportamento é dito periédico quando os expoentes de Lyapunov sao
negativos A; o < 0.

Assim, para implementar o método desejado, devemos descrever o modelo ma-
tematico, considerando a perturbagao senoidal. Além disso, devemos também de-
terminar o mapa transcendental novo, pois a partir dele calculamos os expoentes de
Lyapunov.

A descricdo matemética é feita de forma similar ao sistema sem a perturbagao.
Assim sendo, apresentamos de forma sucinta as equagoes que descrevem a dinamica
do sistema.

O sistema considerado é composto por duas engrenagens, como indicado na figura
5.1. Entre os dentes dessas engrenagens ha um folga v. Uma das engrenagens oscila
de acordo com a fun¢do e = —asen(7) —apsen(w,r). O movimento da outra
engrenagem, para a coordenada relativa do sistema s, é dado pela seguinte equacao:

§+pPs=€E+Pé+ry para —1<s<0 (5.1)

sendo

B amortecimento,

v momento,

Q 'amplitude de excitacao,

o, amplitude de excitagdo da perturbacéo,

w, freqiiéncia de excitacao da perturbacao,
os parametros de controle adimensionais.

A solugdo da equagdo ndo-auténoma (5.1) é dada por:

s = so+ afsen(r) — sen(7)] + aplsen(w,) — sen(w,7o)] + %(T )
+%{1 — exp[—B(T — 70)]}[$0 — acos(1y) — apw, cos(wpT) — %] (5.2)



94 Controle de Caos

§ = acos(T) + opwy cos(wpT) + [So — acos(Ty) — apwy, cos(w,T) — %]
xexp[—B(1T — 79)] + % (5.3)
O impacto ocorre para a variavel dinamica s = —1 ou 0. Depois de cada impacto,
introduzimos nas equagoes (5.2) e (5.3) as novas condigdes iniciais:
T = T
S = &8
ég = —T§ (54)

onde 7 é o coeficiente de restituicdo.

A cada impacto n registramos as variaveis s,, $, e 7, que correspondem as vari-
veis 8,5 e T no instante imediatamente antes desse impacto. As variaveis sp11, $nt1
e Tp41 820 obtidas da solugdo das equagbes (5.2) e (5.3), para as condicdes iniciais:

To = Tn
So = Sp
.‘;’0 = —TS"n (55)

Assim sendo, introduzimos o mapa transcendental que foi obtido das equacdes
(5.2), (5.3) e (5.5):

Snyl = Sp+ afsen(T,41) — sen(7,)] + oy[sen(wpTny1) — sen(w,Ty)]
42 Ot = 1) = {1 = exp[~Brrs — )]}
[78n + acos(,) + apuw, cos(wpTy) + %]
Sn41 = 0 COS(Tpp1) + Qpwyp OS(WpTny1) + % — exp[—B(Tns1 — )]
[rén + ccos(T,) + apw, cos(wyT,) + %] (5.6)

A partir do mapa (5.6), para s, = 0 ou -1, obtemos as séries discretas $, e 7, e,
para essas varidveis, calculamos os expoente de Lyapunov, de forma semelhante ao
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calculo desses expoentes para o sistema da caixa de engrenagens sem a perturbagao,
descrita no capitulo 3.

Como exemplo numérico da implementacdao do método, fixamos a amplitude de
excitagdo a;, = 0 e escolhemos um conjunto de pardmetros (8 = 0,10, v = 0,10,
r =0,90 e & = 1,24) para os quais o comportamento do sistema. é caético (fig. 5.2).

2.5 y 15
() (b)
' -
«w 0,0 (é.: 0,0 frmmmmmmmmmm e
-2,5 ' -1,5 '
-1,5 -0,5 0,5 5000 15000 25000
S n

Figura 5.2: Parametros de controle § = 0,10, v = 0,10, » = 0,90, o = 1,24, w, = 0
e ap = 0. (a) Plano de fase de uma trajetéria caética. (b) Teste de convergéncia dos
expoentes de Lyapunov, Ay o, em funcao do ntmero de impacto, n.

Posteriormente, para uma freqiiéncia de perturbacgio fixa (w, = 0,5), fazemos
uma varredura na amplitude de perturbagao, o, calculando os expoentes de Lya-
punov, como indicado na figura 5.3. Com isso, identificamos uma faixa de valores
do parametro o, (com A2 < 0) que levam a supressdao do caos, ou seja, levam o
sistema, a oscilar de forma periédica.

Por fim, na figura 5.4 mostramos uma trajetoria com comportamento periédico
para uma amplitude de perturbagio pequena o, = 0,05. Assim sendo, vimos que &
possivel a supressao de caos a partir de uma perturbacio periodica, cuja amplitude
(ap = 0,05) é pequena em relagdo a amplitude (o = 1,24) da funcéo de excitagio
(fonte de energia) do sistema.
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(a)

(b)

0,00 0,25 0,50

Figura 5.3: Parametros de controle 8 = 0,10, v = 0,10, r = 0,90, a = 1,24 e w, = 0,50.
(a) Diagrama de bifurcagdo $, em fungéo do parametro de controle . (b) Expoentes de
Lyapunov, A2, em fungio de ay.
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Figura 5.4: Parametros de controle 8 = 0,10, v = 0,10, r = 0,90, o = 1,24, w, = 0,50 e
ap = 0,05. (a) Plano de fase de uma trajetéria periédica. (b) Teste de convergéncia dos
expoentes de Lyapunov, A 2, em fun¢do do nimero de impacto, n.
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5.2 Meétodo OGY

Nesta se¢do, mostramos como implementar o método OGY (Ott, Grebogi e Yor-
ke) de controle de caos [58| em sistemas mecanicos com impactos [54]. Tal método
consiste em estabilizar uma das infinitas 6rbitas periddicas instaveis, previamente
determinadas, imersas em um atrator caotico. Isso é feito através de pequenas per-
turbacoes em um dos parametros de controle. Essas perturbacgoes sao devidamente
calculadas, a fim de desviar a 6rbita perturbada na direcao da variedade estavel do
ponto fixo instavel, cuja 6rbita queremos estabilizar.

Além disso, é importante ressaltar, somente aplicamos a perturbagdo quando a
orbita no atrator caotico estiver proxima do ponto fixo instavel (drea de contro-
le). E isso é possivel devido & natureza ergodica dos atratores cadticos. Em outras
palavras, uma oOrbita, com uma condicao inicial na bacia de atrac¢ao do atrator cao-
tico, percorre todo o atrator passando eventualmente préximo do ponto fixo instavel.

Ademais, cabe lembrar que, como vimos nos dois paragrafos anteriores, a apli-
cacao desse método utiliza as propriedades dindmicas do sistema a ser controlado.

A dificuldade de implementar este método, em sistemas com impactos, cujas
trajetorias apresentam descontinuidades no espago de fase, reside no calculo da per-
turbacao do pardmetro de controle. No entanto, podemos obter a perturbacao, a
ser aplicada, a partir de um mapa transcendental. Como vimos no capitulo 2, a
din&dmica dos sistemas considerados é descrita pela solu¢ao de uma equagao diferen-
cial linear, entre os impactos, e pela regra de impactos previamente estabelecida.
A partir da solu¢ao da equacgao diferencial e da regra de impactos, determinamos
os mapas transcendentais. Além disso, para sistemas impactantes e nao-autdénomos
de um grau de liberdade, como estes considerados aqui, o mapa transcendental é
bidimensional.

Assim sendo, aplicamos o método de controle desejado nos sistemas com im-
pactos, de forma semelhante aos sistemas descritos por mapas bidimensionais; por
exemplo, o mapa de Hénon. Por outro lado, um mapa, como o de Hénon, descreve
a evolucao do sistema. E, nos sistemas com impactos, como vimos anteriormente,
as evolugdes dos sistemas nao sao obtidas a partir de mapas transcendentais, e sim
pelas solucoes das equagdes diferencias lineares (entre os impactos) e as regras de
impactos. Assim, no nosso caso o mapa transcendental é utilizado somente para
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determinar a perturbacdo do parametro de controle e néo a evolucio do sistema.

Ademais, como sabemos, as variaveis dindmicas do mapa transcendental sdo
obtidas no instante dos impactos. Por conseguinte, a variacdo do parametro é cal-
culada quando ocorre um impacto. Com isso, as vezes para estabilizar uma 6rbita
de periodo 1, devemos traté-la como sendo de periodo 2; como veremos a seguir nos
resultados numéricos da implementagéo do controle no sistema de par de impactos.

5.2.1 Implementacao do método OGY

Na aplicagdo do controle nos sistemas com impactos, usamos a amplitude de ex-
citagao, a, como parametro a ser perturbado. Inicialmente, vamos determinar como
deve variar o pardmetro o em torno de seu valor nominal ag [99], para estabilizar
orbitas de perfodo 1. Para isso, devemos linearizar o mapa transcendental em torno
do ponto fixo instavel, cuja 6rbita queremos estabilizar, como segue:

Zn-l-l = A,‘Zn + Bg(Oé el O:’O) (57)
para
Zn, — z'n, - Z
th — &
Otnt1  Otn
apipr aiz ot, O,
Az’ (zn+1= Zny tn+1: tn) = e
az_’nil 6f‘"nil
az1 G22 Otn 02n
Otny1
bl da
Bi(zn-Ha Zny 1£'1r1.+13 tn) = =
8z
n+1
b2 da

onde (%;,1;) é o ponto fixo instavel. Os elementos da matriz jacobiana A; (doravante
usamos A para denotar matriz jacobiana, no capitulo 3 usamos J) e da matriz B;
dependem de %, e t, e também de 2,7 € t,41, 0 que & caracteristico dos mapas
transcendentais. Nisso diferindo de outros mapas como o de Hénon, que dependem
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apenas das variaveis dinamicas na interacdo n. Além disso, calculamos os valores
dos elementos das matrizes no ponto fixo usando o pardmetro nominal o = a.

Para orbitas de periodo 2, as matrizes A; e B; sao dadas por:

8tn+2 3t'n+2 6tn+1 3tn+1

G G2 Otny1  OZnta “Ot, 0%
A'\’: —_ ——

Oiny2  ing2 O3ng1  Onga
az1 Q22 Db O Btn i
b 6tni2 atnj:’.l atnil
1 Otn41  OzZn4a da
b Oini2  Oing2 941
2 AMnt1 Ozt “do

Considerando a orbita (z,,t,) na area de controle, ou seja, préxima do ponto
fixo (%;,t;), devemos aplicar a perturbagio, de tal forma, que a orbita (Zp41,tn41)
evolua no sentido o autovetor estiavel do ponto fixo. Para isso, devemos impor a
seguinte relacao:

[Zn41] - fuirr =0 (5.8)

onde f, & um vetor contravariante e ¢ o nimero correspondente a periodicidade da
orbita a ser estabilizada. Neste caso, [Z,+1] ¢ um vetor cujas componentes sdo os
elementos da matriz Z,,.

Os vetores contravariantes sdo obtidos a partir das relacoes fs € = fs- €, =1,
fu:€ = fs-€ =0, onde € e &, sdo os autovetores nas direcdes estavel e instavel
correspondentes aos autovalores estavel (|]As] < 1) e instavel (|A,| > 1) da matriz A,.

Os autovetores estavel e instavel, correspondentes a matriz A;, sao dados por:
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P = (As - 322)/021
P2 = ()\u = azz)/am

Os vetores contravariantes sdo dados por:

= il . %
fs = (pl_lpz)(x - 'pZy)

f; _ /P31

= ('Pz—Pl)(x - pl?;')

Finalmente, a partir da equagées (5.7) e (5.8), obtemos a perturbagio do para-
metro (a, — ap):

_ [AiZn] i f":c,z'Jrl
[Bz] : fu,i+1

Portanto, uma vez aplicado o controle, temos o valor a, corrigido a cada impacto

ay = Qg (5.9)

n. Cabe lembrar que aplicamos o controle apenas quando a perturbagao é pequena,
caso contrario usamos «, = «p. Além disso, a forma descrita aqui para o célculo
da variacdo do pardmetro de controle ndo é unica. Podemos, também, obter essa
varia¢do utilizando, para isso, a técnica de colocacao dos polos, como veremos na
proxima secao.

5.2.2 Técnica de colocacao dos poélos

A partir da técnica de colocagio dos polos, como descrita nas referéncias [100,
101}, podemos determinar o quanto deve variar o pardmetro « na aplicagio do con-

trole. Nesta se¢do, mostramos como usar esta técnica em um mapa bidimensional.
Em primeiro lugar, devemos definir a matriz de controle C' e a matriz W.

A matriz C é dada por:

C = (BiAB) = bi  a11b + aizbs
by a91by + agebs

INSTITUTO DE F{SICA
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A matriz W é dada por:

1 0

onde a; ¢ um dos coeficientes do polindémio caracteristico da matriz A, ou seja
(5= As)(58— Ay) = 8%+ a15 +ay

logo, a; = —(As + Au) € az = A,

Em segundo lugar, supomos que a variagao do parametro de controle a, — ag €
proporcional a Z,, ou seja

on — 0y =—-KTZ, (5.10)

onde KT ¢ uma matriz 1x2.

Substituindo a equagio (5.10) na equagao (5.7), obtemos a seguinte relagao:

Zns1 = (A; — BiK")Z, (5.11)

A partir da técnica de colocacgdo dos polos, determinamos K7 de maneira que a
matriz A; — B; KT tenha somente autovalores (p6los), menores que 1 (em moédulo),
0 que é necessario para estabilizar uma orbita.

A matriz KT é dada por:
K" =(ky k)T =(mp—ay m —a)T™" (5.12)

onde T = CW e {n,m} sdo os coeficientes do polindmio caracteristico da matriz
A; — B;KT, ou seja

(s —p)(s— p2) = > +ms+m

logo, 1 = —(p1 + pa) € No = i1 flo.
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Para visualizagao grafica da escolha dos pélos (autovalores de A; — B;K™), mos-
tramos na figura 5.5 um tridngulo graficado no plano (n;,7,), cuja area interna
corresponde aos valores de 7, e 7, para os quais os polos (u; e u) tém moédulos
menores que 1. As retas, que formam este tridngulo correspondem & estabilidade
marginal dos pélos. Elas sdo dadas por 1&m14+np = 0 (g = £1) e o = 1 (pype = 1).
Além disso, podemos notar nesta figura os eixos k; e ky que estdo relacionados com
T € 72 a partir de uma translagdo (k1 =m —ay e ke = 10 — a).
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Figura 5.5: Tlustragao referente a técnica de colocagao dos pélos.

O ponto @, indicado na figura 5.5, € uma possivel solu¢do do problema da colo-
cagao dos po6los. Como podemos ver, este ponto é obtido a partir da interseccao do
eixo 7, com uma reta, cuja inclinagdo é —\,;. Além disso, tal reta passa pela origem
de (k1, k2), ou seja, passa pelo ponto (11,72) = (a1, ay). Posto isto, sabemos que o
valor da coordenada do ponto @ é (n1,72) = (=X, 0). Por conseguinte, os pélos sio
dados por:

p=0 e pp =X (513)

0 que implica em

k= e ky= =M (5.14)

Por fim, a partir da equagdes (5.11), (5.12) e (5.14), obtemos a perturbacio do
pardmetro (o, — ayp):
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an =0+ (s — 1T (5.15)

5.2.3 Oscilador com impactos

Nesta se¢do, mostramos os resultados numéricos da implementagdo do método

OGY no oscilador com impactos. Aplicamos o método em érbitas de periodos 1 e
2.

Para aplicar o método de controle, devemos, em primeiro lugar, encontrar um
conjunto de parametros de controle que leve o sistema a oscilar de forma caética.
Na figura 5.6a, para o parametro oo = ap = 1,0 e os demais parametros fixados em
w=281r=08ex =0, temos um comportamento cadtico, de acordo com o
maior expoente de Lyapunov (fig. 5.6b).

i
30 i
; _ ‘ @
o ],5 i e S e S v RESEIANS i
0,0
A ®)
q 0,0 frmmmmmmmm
e
LA
-1,0 :
0,5 1,0 1.5
o

Figura 5.6: Parametros de controle w = 2,8, 7 = 0,8 e . = 0 do oscilador com impac-
tos. (a) Varidvel dinamica ¢, em funcdo do parémetro de controle a. (b) Expoentes de
Lyapunov, Aj 2, em funcio de a.

Em segundo lugar, devemos determinar os pontos fixos instéveis, cujas oérbitas
queremos estabilizar. Usando o mapa transcendental (descrito no capitulo 2)

« . aw
Tntl = [Tn— =) cos(wty,)] cos(tnt1 — L) + [—TEn + msen(a)tn)]
sen(tpe1 — tn) + cos(wtpi1)

o
(1—w?)
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Ent1 = [~Zn+ cos(wty)|sen(tnr1 — tn) + [—7Tn + sen(wty,)]

(1—w?)
sen(wty41) (5.16)

o
(1-w?)
ow
COS(tTH_]_ = tn) = m’

podemos determinar o ponto fixo de periodo 1. Para isso, devemos considerar

thyr = tp+21/w
fnp1 = &n (5.17)

Substituindo o conjunto de equagdes (5.17) no mapa (5.16), para z,41 = 2, =
z, = 0, obtemos:

0 = raw?j[l - cos(i—ﬁ)] cos(wty) + [—rdn + (Tgw—w?)
sen(wtn)]sen(%r) (5.18)
; 1 2
““ =TT r cos(2X) [(1 _aw2)sen(§) cos(wn)
—(1%2)(1 - cos(zg))sen(wtn)] (5.19)

Assim sendo, basta substituir &, da equagao (5.19) na equagcio (5.18). Com isso,
a equagao (5.18) passa a depender apenas da variavel t,. Como nio é possivel isolar
i, a partir desta equagao, devemos recorrer a métodos numéricos para determinar
. Usando o método de Newton-Raphson, para os valores de pardmetros do atrator
caotico, obtemos ¢, = t; ~ 1,092635. Substituindo ¢; na equagdo (5.19), determi-
namos a velocidade ¢, = 2 ~ 0,336177. Assim, o ponto fixo instavel de periodo
1 é dado por (tf, %) = (1,092635, 0,336177). Cabe ressaltar, aqui, que a partir
desse procedimento podemos determinar uma outra solucdo. No entanto, essa outra
solu¢do ndo é conveniente, pois o ponto obtido nem mesmo se encontra imerso no
atrator caético.

Na figura 5.7a, mostramos o atrator cadtico e a 6rbita de perfodo 1 (X) que
desejamos estabilizar. Além disso, podemos ver também uma 6rbita de periodo
2 (+). A fim de obter os valores do ponto fixo correspondente a 6rbita de perio-
do 2, iteramos o sistema e verificamos a diferenga (A) entre os pontos (t,,d,) e
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(tni2, Tnie). Quando essa diferenca for pequena (A < 0,001), coletamos o ponto
(tn, Tn). Para melhorar a precisao, variamos em torno do ponto obtido e iteramos no-
vamente. Para menor diferenca (A) entre os pontos considerados, coletamos (tn, <»)
e (tn41,Tne1). Com isso, obtemos os seguintes valores, para o ponto fixo instével,
(tra,Ep1) = (1,3978, 0,4447) e (t52,Z52) ~ (0,7352, 0,4669).

1,0 T T 0,4
(b)
\%;\.
S 0,4 = 0,0 oo
02 : - : 04 ‘
0,0 1,0 2,0 -1,2 -0,5 0,2
t X

Figura 5.7: Atrator cadtico e as érbitas instaveis de perfodo 1 (X) e 2 (+), do oscilador
com impactos, para os parametros de controle da figura 5.6 e para @ = a9 = 1,0. (a)
Mapa de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscopico.

Na figura 5.8, mostramos a aplicagio do método, para a area de controle (area
do espaco de fase onde o controle é aplicado) € = 0,01, estabilizando duas 6rbitas
de perfodo 1 e 2. Neste caso, para determinar o quanto o pardmetro deve variar,
utilizamos a equacdo (5.9), onde a matriz jacobiana A; é descrita no capitulo 3 (se¢do
3.5.2) e os elementos da matriz B; sao dados por

Oty 1
- ;1 - m[cos(wtn) co8(tnt1 — tn) — wsen(wt,)sen(tpi1 — tn)
— cos(wtpi1)]
Ofmir  _ Ot o @ g oos(tr — ) + [rn — —sen(tnsr — tn)]
da da © T 1—w? S "l - w? Sl
sen(tnt1 — tn)} + T3 [cos(wty)sen(tn1 — tr)
+wsen(wty,) cos(tpt1 — tn) — w cos(wint1)] (5.20)

Além disso, na figura 5.8, podemos também notar, de acordo com o indicativo
da variagdo do parametro (do = 100(r — o) /), que a mudanga no parametro de
controle a é pequena (da < 1%).
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Figura 5.8: Aplicagdo do método OGY estabilizando as 6rbitas periodicas indicadas na
figura 5.7, para uma é4rea de controle e = 0,01, onde L e D indicam quando o controle
foi ligado e desligado, respectivamente. (a) Variavel dinamica, ¢,, em funcio de namero de
impactos n. (b) Indicativo da variagao do pardmetro de controle a (da = 100(ex— ) /exg).

Para ativar o controle, além da equagéo (5.9), podemos também usar a equacéo
(5.15) que, por sua vez, foi obtida a partir da técnica de colocacio dos pélos. Assim
sendo, na figura 5.9, mostramos a implementagao do controle. E, novamente, pode-
mos notar (fig. 5.9b) que a variagdo do parametro « para ativar o controle é muito
pequena (do < 0,1%). Nessa figura notamos as variacdes de o em torno dos dois
pontos da érbita de periodo 2 estabilizada.

Na figura 5.10, mostramos os planos de fase da trajetéria cadtica e das trajetorias
periddicas estabilizadas.

Por fim, vimos nessa se¢do como implementar o método de controle OGY no osci-
lador com impactos. Nesse sistema, como vimos no capitulo 3 (secio 3.1) e podemos
notar na figura 5.7, comparando os mapas no instante dos impactos (fig. 5.7a) e
estroboscopio (fig. 5.7b), que o nimero de impactos da 6rbita periodica é igual sua
periodicidade. No entanto, isso ndo ocorre nos demais sistemas considerados, tanto
no sistema de par de impactos quanto no sistema da caixa de engrenagens. Assim
sendo, para aplicar o controle em 6rbitas de periodo 1, as vezes devemos trata-las
como fossem de periodo 2, como veremos a seguir.
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Figura 5.9: Aplicagdo do método OGY utilizando a técnica de colocagio dos pélos para
estabilizar as 6rbitas periédicas indicadas na figura 5.7, para uma area de controle € = 0,01,
onde L e D indicam quando o controle foi ligado e desligado, respectivamente. (a) Varidvel
dindmica t, em funcdo de nimero de impactos n. (b) Indicativo da variacao do parametro
de controle o (da = 100( — ) /xp).

1.5 s

=1,5 :
-1,5 -0,5 0,5

Figura 5.10: Plano de fase das trajetérias caética (em azul) e periddicas estabilizadas
de periodo 1 (em verde) e de periodo 2 (em vermelho), para os parametros de controle
indicados na figura 5.7.
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5.2.4 Par de impactos

Nesta se¢do, mostramos os resultados numéricos da implemantagdo do método
OGY no sistema de par de impactos, estabilizando uma 6rbita de perfodo 1.

Neste sistema, a periodicidade de uma orbita e o niimero de impactos, para uma
mesma trajetoria, nio sdo iguais. A trajetoria mais simples de uma 6rbita de periodo
1 apresenta duas descontinuidades por ciclo. Em outras palavras, a cada intervalo
de periodo 27 /w hé dois impactos. Assim sendo, devemos tratar, para aplicar o
método de controle, tal érbita de periodo 1 como orbita de perfodo 2. Isso porque,
usamos o mapa transcendental, que é obtido no instante dos impactos.

Para implementar o controle, devemos, em primeiro lugar, encontrar um conjun-
to de parametros que leve o sistema a oscilar de forma caotica. Na figura 5.11a, para
os pardmetros de controle fixados em v = 2,0, 7 =0,7 e w= 1,0, mostramos um
diagrama de bifurcaggo da varidvel dinamica 7, em funcdo de c.. Para a = g = 2,3
nesta figura, temos um comportamento cabtico, de acordo com o maior expoente de
Lyapunov (fig. 5.11b).

(@)

(b)

Figura 5.11: Parametros de controle v = 2,0, r = 0,7 e w = 1,0 do sistema de par de
impactos. (a) Diagrama de bifurcagéo ¥, em funcio do parametro de controle o (b)
Expoentes de Lyapunov, A2, em funcéo de a.

Em segundo lugar, devemos determinar o ponto fixo instével, cuja érbita deseja-
mos estabilizar. Isso pode ser feito a partir do mapa transcendental, que foi descrito
no capitulo 2 (se¢éo 2.3). Para a funcdo de excitacao e(t) = asen(wt) o mapa é dado
por:
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Unt1 = Yn + asen(wt,) — asen(wipi1) + [—7Un + aw cos(wt,)]
(tnr1 — ta) (5.21)
Un41 = —TUn + owcos(wt,) — aw cos(wiyi1) (5.22)

A fim de obter um ponto fixo de periodo 1, para o parametro w = 1,0, devemos
considerar que

lny1 = tp+m
'yn+l = _:‘)n
17
Yn+1 = —Yn = _5 (523)

Substituindo o conjunto de equagdes (5.23) no mapa (5.22) temos:

cos(t,) (5.25)

=T
A partir da equagdo (5.24), usando o método de Newton-Raphson e os parame-
tros da figura 5.11 para o = o = 2, 3, obtemos t;; & 1,7312311. Substituindo esse
valor na equacdo (5.25) temos que ys; =~ 2,4494606. De acordo com o conjunto
das equagdes (5.23), sabemos que tpo ~ 4,8728238 e Y5y ~ —2,4494606. Assim
sendo, o ponto fixo é dado por (ts,1,9y,1) &~ (1,7312311, 2,4494606) ¢ (t72,¥52) =
(4,8728238, —2, 4494606).

Na figura 5.12, para o = «p, mostramos o atrator cadtico e a érbita instavel de
periodo 1 (+). Ainda, nesta figura, notamos que a periodicidade da érbita instavel
(fig. 5.12b) néo é igual ao nimero de impactos (fig. 5.12a), como esperado.

Quando a érbita cadtica estiver proxima do ponto fixo, ou seja, na area de con-
trole (e = 0,05), usamos a equagio (5.9), para ativar o controle, onde os elementos
que compdem a matriz A; sdo descritos no capitulo 3 (se¢do 3.5.3) e as derivadas
parciais da matriz B; sdo dadas por:

ot 1
Lo [sen(wtpi1) — sen(wty) — w cos(wity) (tn1 — tn)]
80.‘ Un+1

6'.9.'?14—1 _ 8tn+1

% = oo aw?sen(wt,) + w cos(wt,) — w cos(wtny1) (5.26)
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Figura 5.12: Atrator cadtico e oOrbita instavel de perfodo 1 (+), do sistema de par de
impactos, para os parametros de controle da figura 5.11 e para a = a9 = 2,3. (a) Mapa
de Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscépico.

Na figura 5.13, mostramos o resultado numérico da implementacéo do controle.
Além disso, podemos notar nesta figura que a variacdo do pardmetro « é pequena
(0 < 0,5%). E, na figura 5.14, mostramos os planos de fase da trajetoria cadtica e
da trajetoria periodica de perfodo 1 (com dois impactos por ciclo) estabilizada.

Por fim, descrevemos nessa secio como estabilizar érbitas de periodo 1 no sistema
de par de impactos, a partir do método OGY e de um mapa transcendental. Para
isso, tratamos a orbita de periodo 1 com fosse de periodo 2. Isso porque, a variagdo
do parametro, para ativar o controle, é calculada nos instantes dos impactos. E,
como sabemos, neste tipo de sistema (par de impactos e caixa de engrenagens) ha
no minimo dois impactos por ciclo em uma érbita de periodo 1. No entanto, o proce-
dimento mostrado aqui ndo é tnico. As vezes podemos também implementar, como
veremos na proxima se¢ao, o método de controle neste tipo de sistema, aplicando a
perturbagao no parametro somente quando ocorre um dos dois impactos.

5.2.5 Caixa de engrenagens

Nesta secao, apresentamos os resultados numeéricos da implementag¢ao do méto-
do OGY no sistema da caixa de engrenagens. Aplicamos o método numa orbita
de periodo 1. Neste caso, como no sistema de par de impactos, ha dois impactos
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Figura 5.13: Aplicagio do método OGY estabilizando a orbita periddica indicada na figura
5.12, para 4rea de controle € = 0,05, onde L indica quando o controle foi ativado. (a)
Varisvel dinamica g, em func¢io de nimero de impactos n. (b) Indicativo da variagdo do
parametro de controle a (da = 100(c — ag)/ o).

4,0

=].3 0,0 1.5

Figura 5.14: Plano de fase das trajetorias caotica (em azul) e peribdica estabilizada de
perfodo 1 (em vermelho), para os parametros de controle indicados na figura 5.12.
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por ciclo (intervalo de tempo 27) para trajetoria, cuja orbita desejamos estabilizar.
Apesar disso, para ativar o controle, aplicamos a perturbac¢do no parametro apenas
quando ocorre um dos dois impactos.

Inicialmente, para aplicar o método, devemos encontrar um conjunto de parame-
tros de controle que leve o sistema a oscilar de forma cattica. Na figura 5.15a, para
os parametros r = 0,9, # = 0,1 e v = 0,1, mostramos um diagrama de bifurcacao
da variavel &, em funcio de . Para o = ap = 0,43, temos um comportamento
caético, de acordo com o maior expoente de Lyapunov (fig. 5.15b).

(a)

()

0,25 0,35 0,45

Figura 5.15: Parametros de controle » = 0,9, 8 = 0,1 e v = 0,1 do sistema caixa de
engrenagens. (a) Diagrama de bifurcagéo $, em funcao do parametro de controle c. (b)
Expoentes de Lyapunov, A2, em fungao de a.

O ponto fixo instavel de periodo 1, cuja 6rbita desejamos estabilizar, é obtido (de
maneira semelhante ao ponto fixo de periodo 2 do oscilador com impactos, descrito
na secdo 5.2.3) numericamente a partir da interacdo do sistema. Assim sendo, es-
te ponto & dado por (77,1, §7,1) & (2,6864, —0,4814) e (752, 312) ~ (4,6212, 0,8121).

Na figura 5.16, mostramos, para o = Qo = 0,43, o atrator caotico e a oOrbita
instavel de periodo 1 (+). Além disso, podemos notar, como esperado, que a pe-
riodicidade da érbita instavel (fig. 5.16b) ndo ¢ igual ao nimero de impactos (fig.
5.16a).

Quando a érbita caética estiver proxima do ponto fixo (772, 3 42) para € = 0,02
(4rea de controle), aplicamos o controle. Para determinar a perturbagio do pardme-
tro, usamos a equagio (5.9), onde a matriz A; é descrita no capitulo 3 (secdo 3.5.3)
e os elementos da matriz B; sdo dadas por:
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Figura 5.16: Atrator cadtico e orbita instavel de perfodo 1 (+), do sistema caixa de en-
grenagens, para 0s parametros de controle da figura 5.15 e para a = 0,43. (a) Mapa de
Poincaré no instante dos impactos. (b) Mapa estroboscopico.

Orees L fen(r,) —sen(ru) = it = exp(=Blrun ~ Tl cos(ra)
Onss . DTutt(r4, + acos(rs) + ) xp(=Blrns = 7)) ~ senlrn)]
+¢08(Tp41) + cos(7n) exp(—B(Tn41 — Tn)) (5.27)

Na figura 5.17, apresentamos o resultado numérico da implementagéo do controle.
Além disso, podemos notar que a variagao do pardmetro « € pequena (b < 1,0%).
E, na figura 5.18, mostramos 0s planos de fase da trajetoria caotica e da trajetoria
periodica de perfodo 1 estabilizada.

Por fim, nessa se¢ao, apresentamos o procedimento para implementar o método
OGY no sistema da caixa de engrenagens.
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Figura 5.17: Aplicagido do método OGY estabilizando a 6rbita periédica indicada na figura
5.16, para area de cotrole € = 0,02, onde L indica quando o controle foi ativado. (a) Variavel
dinémica 3, em fung¢do de namero de impactos n. (b) Indicativo da varia¢do do pardmetro
de controle a (da = 100(a — ag) /).
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Figura 5.18: Plano de fase das trajetérias cadtica (em azul) e periédica estabilizada de
periodo 1 (em vermelho), para os parametros de controle indicados na figura 5.16.



Capitulo 6
Sistema Nao-Ideal com Impactos

Na analise dos sistemas dinamicos é quase sempre suposto que a fonte de energia
nao sofre qualquer influéncia do sistema oscilante. Em outras palavras, a agio da
fonte de energia independe da oscila¢do do sistema. Com isso, a descri¢io matemé-
tica ¢ simplificada, o que facilita a analise do sistema. Neste caso, o sistema ¢é dito
ideal [68], pois possui uma fonte de energia denominada ideal [66].

Em geral, podemos dizer que os sistemas ideais compreendem os problemas de
oscilagoes for¢adas por um termo periédico externo com uma amplitude e freqiiéncia
especificas. Esse termo periddico é a fonte de energia do sistema, que é obtido a
partir de motor de poténcia ilimitada. Como exemplo de sistema ideal, temos o
oscilador forgado (fig. 6.1).

As vezes na formulagio das equacdes dinamicas de um sistema, devemos con-
siderar, também, a influéncia do sistema oscilante sobre a fonte de energia. Neste
caso, o sistema e sua fonte de energia sao denominados nado-ideais [65-74]. Essa
fonte de energia é obtida a partir de um motor de poténcia limitada. Além disso,
¢ importante ressaltar, a fonte de energia ndo-ideal ndo pode ser representada por
uma fungdo puramente temporal. Assim sendo, é necessario introduzir, na descricdo
matematica, uma equac@o que relaciona a fonte de energia com a equacao de movi-
mento do sistema. Com isso, os sistemas nao-ideais possuem um grau de liberdade
a mais em relacao aos sistemas ideais correspondentes.

Ademais, usamos o formalismo Lagrangiano para obter as equagdes de movimen-
to do sistema ndo-ideal (fig. 6.2). Para a descrigdo matematica da fonte de energia,
usamos um modelo do motor de massa desbalanceada. Esse modelo é constituido
por uma parte mecénica e uma elétrica. A parte mecénica é representada por um
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rotor acoplado ao oscilador e é introduzida na descricdo matematica a partir da fun-
cao Langrangiana. A parte elétrica corresponde aos torques (dependentes apenas
da velocidade de rotagdo do rotor) ativo e resistente gerados pelo circuito elétrico
do motor e é introduzida na descri¢do como um vinculo das equagdes de Lagrange.

Neste capitulo, investigamos a dindmica de sistema nio-ideal com impactos, que
é composto pelo sistema de par de impactos sobreposto ao sistema nao-ideal (fig.
6.6). Assim sendo, o sistema nao-ideal atua como fungdo de excitagdo do sistema
de par de impactos. Em outras palavras, o sistema, em questdo, é constituido por
uma bola que movimenta-se dentro de uma caixa sobreposta a um sistema nao-ideal.
Além disso, consideramos, também, que tanto o sistema de par de impactos quanto
o sistema, nao-ideal sofrem, por ocasidao dos impactos, mudancas abruptas em suas
trajetorias. Essas mudancas ocorrem de acordo com as massas e as velocidades des-
ses sistemas. Com isso, a dinAmica do sistema nao-ideal é completamente alterada,
o que implica em mudancas na dinamica do sistema de par de impactos.

Inicialmente, na se¢ao 6.1, descrevemos o modelo matematico do sistema nao-
ideal e o sistema ideal correspondente. O sistema nao-ideal é constituido por um
oscilador, cujos coeficiente elastico da mola e amortecimento sdo lineares [66,67]. O
forcamento (fonte de energia) desse sistema ¢ dado por um motor de massa desba-
lanceada. E o sistema ideal, correspondente, é um oscilador linear forgado. Para
certas condicdes de operagao, o sistema nao-ideal equivale ao sistema ideal. Assim
sendo, podemos dizer que o sistema ideal é um caso particular do nao-ideal.

Na secdo 6.2, apresentamos a regra de impactos utilizada. Essa regra ¢ obtida a
partir das equacoes que representam a perda de energia e a conservagao da quanti-
dade de movimento. A perda de energia no instante dos impactos é modelada por
um coeficiente de restituicdo constante, ou seja, de forma semelhante aos sistemas
descritos no capitulo 2. No entanto, neste caso, devemos considerar a conservacao
da quantidade de movimento total imediatamente antes e depois de cada impacto.
Isso porque, como dito anteriormente, ambos os sistemas (par de impactos e o nao-
ideal) sentem os impactos.

Na secao 6.3, apresentamos a descrigdo matemética do sistema nao-ideal com
impactos. Além disso, variando um dos parimetros de controle relacionado com o
motor (fonte de energia do sistema nao-ideal), identificamos comportamentos perio-
dicos e cadticos. Mostramos e analisamos alguns resultados numéricos. Para isso,
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levamos em consideracao que o sistema com impactos, em questdo, é composto pelos
sistemas de par de impactos (de massa m) e ndo-ideal (de massa M). E a interacao
entre esses dois sistemas apenas ocorre por ocasido dos impactos. Em outras pala-
vras, entre os impactos temos dois sistemas independentes, que sdo acoplados, no
instante dos impactos, de acordo com suas massas. Assim sendo, variamos a razao
entre as massas (m/M) para estudar o comportamento destes sistemas. Com isso,
observamos, para m/M << 1, apenas solugdes periddicas para o sistema nao-ideal e
solugoes periddicas ou cadticas para o sistema de par de impactos. Variando a razao
entre as massas, m/M, notamos que é possivel obter a supressio de caos do sistema
de par de impactos e, além disso, obter solugdes cadticas para sistema néao-ideal.

Na secao 6.4, a partir de simulacoes numéricas, identificamos fenémenos tipi-
camente nao-lineares como crise interior, intermiténcias e coexisténcia de atratores.
Associado a crise interior identificamos uma tipo de intermiténcia que leva o sistema
a oscilar entre trés atratores cadticos. Além dessa intermiténcia, observamos uma
outra, que envolve dois atratores periddicos e um cadtico. Mostramos, também, as
bacias de atracdo de dois atratores periddicos coexistentes. Essas bacias possuem
uma caracteristica de bacia crivada.

6.1 Sistema nao-ideal

Nesta secao, descrevemos o modelo matemético do sistema nao-ideal, que utili-
zamos para introduzir a func¢io de excitacdo do sistema de par de impactos. Além
disso, apresentamos o sistema ideal correspondente a este sistema nao-ideal. Em
geral, como foi dito anteriormente, na analise dos sistemas dinamicos, supomos que
a fonte de energia ndo sofre qualquer influéncia do sistema oscilatorio. Neste caso, o
sistema é chamado ideal [68]. Essa suposigao facilita, e muito, a analise do sistema,
pois simplifica as equagdes de movimento.

Os sistemas ideais compreendem os problemas de oscila¢des forcadas por um
termo periédico externo com uma amplitude e freqiiéncia especificas; por exemplo,
o oscilador forcado, ilustrado na figura 6.1, cuja equagido de movimento é dada por:

M2 + cz + kz = A cos(wt) (6.1)
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onde M, ¢, e k sdo a massa do bloco, o amortecimento, o coeficiente elastico da
mola, respectivamente. O termo Asen(wt) corresponde & fonte de energia ideal (for-
camento) do sistema. Tal fonte de energia depende, como podemos ver, apenas do
tempo ¢t e ndo da oscilagdo do sistema z(t), o que é uma caracteristica de sistemas
ideais.

Acos(wt)

—

k
A%
T
i
8

Figura 6.1: Esquema de um oscilador forcado.

Ademais, na andlise de um sistema dindmico, podemos também considerar em
sua formulagdo matematica a influéncia do sistema oscilante sobre a fonte de energia
(motor). Neste caso, temos um sistema nao-ideal [68].

Na figura 6.2, mostramos um sistema nao-ideal. Este sistema é um oscilador,
cujo forcamento (fonte de energia) é dado por um motor de massa desbalanceada
my [66,67).

Para descrever matematicamente o sistema nao-ideal, utilizamos o formalismo
Lagrangeano. Para isso, devemos, em primeiro lugar, determinar a funcao Lagran-
giana, que é dada por:

L=T-V (6.2)
onde T" e V sdo as energias cinética e potencial, respectivamente.

Em segundo lugar, devemos substituir a funcdo L nas equagdes de Lagrange.
Neste caso, tais equagoes sao dadas por:
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Figura 6.2: Esquema do sistema néo-ideal.

d | OL oL .
Zi; [@] — B—Z = —c/ (6-3)
73] -5 - v@-o (6.4)

onde ¢ um amortecimento linear, ¥ ¢ um torque ativo gerado pelo circuito elétrico
do motor e D o torque resistente do motor, sendo Z e ¢ os deslocamentos das massas
M e my, respectivamente.

A energia cinética é dada por:

T = %(M +mg) 2 + %Jq{? — mod¢Z sin(¢) (6.5)

onde d ¢ a excentricidade da massa desbalanceada do motor mg, M é a massa da
fundacdo e do motor, J é o momento de inércia do motor.

A energia potencial é dada por:

V= %kz2 (6.6)

onde a constante k é o coeficiente elastico da mola.

A partir das equagdes (6.5) e (6.6), temos a func¢io Lagrangiana, como segue:

L %(M +mg) 2% + —;—insg — modgZ sin(¢) — %kZz (6.7)
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Substituindo a fun¢do L nas equagdes (6.3) e (6.4) e considerando z = Z/d,
obtemos as seguintes equagdes de movimento para o sistema nao-ideal:

F+pi+z = dgsen(d) + ¢ cos(¢)] (6.8)

¢ = zsen(¢) + H(p) (6.9)

onde p = ¢/+\/k(M + my) e e = m/(M + my). O ponto () representa as derivadas
das variaveis dinamicas em relacdo a 7 (1 = /k/(M + mo)t). A funcio H(¢) é

proporcional & diferenca entre o torque ativo gerado pelo circuito elétrico do motor,

L(¢), e o torque resistente do motor, D(¢), ou seja, H(¢) ~ L(¢) — D(¢). A
funcdo H(¢) é uma curva caracteristica do motor e pode ser representada por uma
exponencial, ou simplesmente por uma reta. Nas simulagoes numéricas, optamos

por uma reta. Com isso, temos que

H($) = B + Bz (6.10)

Assim sendo, os parametros de controle deste sistema sdo p, €, Ey e Es.

Ademais, é interessante notar que o sistema ideal (oscilador for¢ado), cujo mo-
vimento é descrito pela equagdo (6.1), é um caso particular do sistema nao-ideal
descrito acima. Isso porque, quando a velocidade angular qb da massa mgy é uma
constante, as equagdes (6.8) e (6.9) equivalem & equacdo do sistema ideal. Além dis-
so, como podemos ver nessa se¢ao, o sistema nao-ideal possui um grau de liberdade
a mais em relacao ao sistema ideal.

Para obter as solugdes do sistema nao-ideal, integramos numericamente suas
equacoes. Para isso, utilizamos o método Runge-Kutta de 4* ordem. No entanto,
para usar este método, devemos, primeiro, isolar ¢ e # das equagdes (6.8) e (6.9).
Assim sendo, podemos escrever estas equagoes da seguinte forma:

g = r_m[e& qoslid) =l = z # sElliBsenldl] (6.11)
b = T led cos@) — = Dsen(@) + H@G)  (612)

Assim, as solucgoes do sistema nao-ideal sdo obtidas a partir da integragdo nu-
mérica das equagdes (6.11) e (6.12).
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Na figura 6.3, para os parametros de controle = 0,02, ¢ = 0,10 e Fy = 1, 50,
verificamos a varia¢do da freqiiéncia de oscilagio do sistema néo-ideal, quando va-
riamos o parametro de controle do motor, F;. Ainda nesta figura, podemos notar
que ha uma descontinuidade (um salto) no dominio da freqiiéncia. Este fenémeno é
conhecido como efeito Sommerfeld [66,68] e é observado quando h4 uma transicao
por uma ressonincia. Com isso, o sistema ndo possui solugoes, perto de um resso-
néncia, para certos valores de freqiiéncia.

3,0 :

Freqiiéncia
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Figura 6.3: Freqiiéncia de oscilagao do sistema néao-ideal em fungdo do parimetro de con-
trole do motor, Iy, para os demais parametros fixados em 4 =0,02, ¢ =0,1e Ey = 1,5.

Quando variamos o pardmetro F; nao é somente a freqiiéncia que muda, mas,
também, a amplitude de oscilagdo do sistema, como podemos observar na figura 6.4.

Assim, nessa secao, descrevemos as equagdes de movimento do sistema néao-ideal
e mostramos o sistema ideal correspondente. Além disso, variando o parédmetro
de controle do motor, F, apresentamos resultados numéricos do sistema nao-ideal.
Com isso, verificamos como a freqiiéncia e a amplitude de oscilagdo do sistema mu-
dam. Neste caso, identificamos apenas solucoes periddicas. Ademais, cabe lembrar
que o sistema nao-ideal sera utilizado como funcao de excitagdo do sistema de par
de impactos. Assim sendo, usaremos o parimetro F; para variar a amplitude e
freqiiéncia de excitagio do sistema de par de impactos (se¢do 6.3). No entanto, isso
somente é possivel quando o sistema nao-ideal nao sente o efeito dos impactos. Caso
contrario, a dinAmica do sistema nao-ideal é completamente alterada. Isso devido as
descontinuidades de suas trajetérias, que ocorrem de acordo com a regra de impacto.
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Figura 6.4: Amplitude de oscilagdo do sistema ndo-ideal em fungéo do parametro de con-
trole do motor, Fj, para os demais parametros fixados em = 0,02, ¢ = 0,10 e E5 = 1, 50.

Na proxima secao, descrevemos a regra de impacto a ser utilizada.

6.2 Regra de impacto

Nesta se¢do, descrevemos a regra de impacto utilizada no sistema nao-ideal com
impactos. Por ocasido do impacto, devemos reinicializar a solugdo analitica do par
de impactos e a solugdo numérica (Runge-Kutta de 4* ordem) do sistema nao-ideal.

A fim de obter tal regra, consideramos um modelo, ilustrado na figura 6.5, cons-
tituido por dois corpos pontuais de massas m e M. Ademais, a regra de impacto
descrita aqui é semelhante a regra, descrita na se¢io 2.1, utilizada no sistema ideal.
Isso porque, a perda de energia no instante do impacto é modelada por um coeficien-
te de restitui¢do constante. Além disso, os impactos sdo unidimensionais e ocorrem

instantaneamente.

Porém, para o sistema ideal apenas um dos corpos impactantes sentia o efeito
dos impactos. Neste caso, ambos corpos sentem os impactos. Com isso, além da
equacao que representa a perda de energia a partir do coeficiente de restituicao,
devemos, para obter a regra de impacto, considerar a equacao da conservacao da
quantidade de movimento total imediatamente antes e depois de cada impacto.
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Figura 6.5: Modelo de impacto entre dois corpos pontuais.

Por conseguinte, a regra de impacto é obtida a partir das equagoes:

(I'Ii-—é!i = —r(:'cf-—éf) (613)
ma; + Mz, = mabf-l—MZf (6.14)

onde m e M sdo as massas dos corpos impactantes, 7 é o coeficiente de restituicdo.
Os indices f e 7 correspondem, respectivamente, aos estados imediatamente antes e
depois do impacto, a equagio 6.13 representa a perda de energia cinética e a equacao
6.14 representa a conservacdo de quantidade de movimento.

Isolando z; e Z; a partir das equagoes 6.13 e 6.14, temos que a regra de impacto
é dada por:

B = @-ﬁuw)(qwa) (6.15)
4 = éf+ﬁ(1+r)(i‘f—éf) (6.16)

Além disso, por uma questdo de conveniéncia, usamos um outro sistema de
coordenadas nas simulagées numéricas. Portanto, devemos representar a regra de
impacto em tais coordenadas. Nessas coordenadas o deslocamento relativo y da
massa m em relacao ao deslocamento da massa M é dada por:

y=z—2 (6.17)

Substituindo a equagao 6.17 nas equacoes 6.15 e 6.16, temos:
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Yi = —TYs (6.18)
m
z Zf+( o )( +7)y5 (6.19)

Por fim, a regra de impacto que utilizaremos para investigar a dinimica do
sistema é dada pelas equagGes 6.18 e 6.19.

6.3 Sistema com impactos

O nosso sistema nao-ideal com impactos é composto pelo sistema de par de im-
pactos sobreposto ao sistema ndo-ideal, como mostrado na figura 6.6. Assim sendo,
o sistema nao-ideal, neste caso, atua como uma fungéo de excitagio do sistema de
par de impactos. Ademais, a interagao entre esses dois sistemas apenas ocorre por
ocasido dos impactos. Em outras palavras, entre os impactos temos dois sistemas
independentes.

Figura 6.6: Esquema do sistema nao-ideal com impactos.

A fim de estudar a dindmica do sistema com impactos, devemos resolver numeri-
camente as equagoes (6.11) e (6.12), obtendo assim a funcio de excitacdo do sistema
de par de impactos, ou seja, o deslocamento z(7) da caixa. Além disso, devemos
determinar o movimento da massa m entre os impactos.
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Podemos, por uma questdo de conveniéncia, considerar a massa m movimentando-
se livremente dentro da caixa onde ela esta contida. Dessa forma, a equagao de
movimento da massa m, entre os impactos, no referencial em repouso (referencial
do laboratorio) é dada por:

d*z

—— = 2

= 0 (6.20)
onde z o deslocamento da massa m e 7 o tempo, sendo 7 = /ki /(M +my)t e

z = X/d (de acordo com o sistema néo-ideal).

A solugdo da equagdo (6.20) é dada por:

z(r) = zo+ To(T — 7o) (6.21)
&(r) = () (6.22)

Assim, a evolucao dindmica do sistema é composta, entre os impactos, pela so-
lugdo numérica das equagoes (6.11) e (6.12) (descrita na se¢do 6.1) e pelas equagdes
(6.21) e (6.22).

Para z(7) = 2(7) + v/2 e (1) = 2(7) — v/2 ocorrem os impactos, onde v é a
distancia entre as paredes da caixa. Por ocasidao dos impactos, devemos introduzir
nas equagoes (6.11), (6.12), (6.21) e (6.22) as novas condigdes, de acordo com a regra
de impacto descrita na se¢ao 6.2, como segue:

z(ro) = z(7)
) . M .
g = $—m(1+?")($—3(7’))

onde r é o coeficiente de restituicao.

Ademais, na simula¢do numérica desse sistema, é interessante fazer uma mudan-
ca de variavel, ou seja, passar de z (deslocamento absoluto) para y (deslocamento
relativo entre a massa m e a caixa).
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A relagdo de = e y é dada por:

r=y+2(1) (6.24)

Substituindo a equacdo (6.24) nas equagdes (6.21) e (6.22), temos:

y(1) = yo+2(7) — 2(7) + [go + 2(70)](r — 70) (6.25)
§(r) = 3o+ 2(r0) — 2(7) (6.26)

Neste caso, o impacto ocorre para y = +v. Depois de cada impacto, introduzimos
nas equagoes (6.11), (6.12), (6.25) e (6.26) as novas condi¢des iniciais:

To = T
Yo = Y
z(m) = =z(7)
Yo = —TY
Hm) = 1)+ ———(1+1)y (6.27)

(m+ M)

A partir das equagdes descritas nessa se¢ao e na secdo 6.1, podemos estudar a
dindmica do sistema com impactos. Para isso, fixamos os pardmetros de controle
e =0,10, p = 0,02, E» = 1,50, ¥ = 1,00 e variamos os demais, ou seja, 0os para-
metros F, e r. Além desses pardmetros, variamos, também, a razdo entre massas,
m/M, dos sistemas de par de impactos (m) e do ndo-ideal (M). Com isso, identifi-
camos comportamentos peridédicos e cadticos.

Como exemplo de comportamento periddico, graficamos na figura 6.7, para os
parametros de controle F; = 1,0, r = 0,9 e m/M << 1, a evolugdo temporal de
uma solugdo periddica. Na figura 6.7a, temos um evolucao temporal em um refe-
rencial em repouso e, na figura 6.7b, em um referencial em movimento. Neste caso,
como a razao entre as massas m/M << 1, apenas o sistema de par de impactos
tem sua trajetéria mudada por ocasiao dos impactos, como podemos observar nas
figuras 6.8 e 6.9. Nas figuras 6.8a e 6.8b, mostramos as evolucoes temporais das
velocidades dos sistemas par de impactos e ndo-ideal, respectivamente. Com isso,
notamos que hi uma descontinuidade (linha tracejada) na evolucdo da velocidade,
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y, do sistemas de par de impactos (fig. 6.8a). Na figura 6.9, graficamos os planos
de fase desses sistemas e, novamente, podemos ver a descontinuidade da trajetoria
do sistema de par de impactos (fig. 6.9a).
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Figura 6.7: Solucao periédica para os parametros de controle By = 1,0, r = 0,9 e

m/M << 1. (a) Evolugdo temporal do deslocamento absoluto z. (b) Evolugéo temporal
do deslocamento relativo y.

Como exemplo de comportamento cadtico, graficamos na figura 6.10, para os
pardmetros de controle F; = 1,5, r = 0,9 e m/M << 1, a evolucdo temporal de
uma solugao cadtica. E, novamente, apenas o sistema de par de impactos tem sua
trajetéria mudada por ocasido dos impactos, como podemos ver (linhas tracejadas)
nas figuras 6.11 e 6.12. Isso porque, a razdo entre as massas ¢ dada por m/M << 1.
Além disso, neste caso, a solucdo caotica foi identificada quando variamos apenas
(em relagdo & solugio periodica) o parametro de controle do motor, E;. Como vimos
na se¢ao 6.1, quando variamos esse parametro, alteramos a amplitude e freqiiéncia
de excitagdo do sistema de par de impactos. Com isso, modificamos o comportamen-
to do sistema, como podemos ver no diagrama de bifurcacao da figura 6.13. Nessa
figura, vemos, também, os expoentes de Lyapunov X;, (fig. 6.13b) do sistema de
par de impactos. Para o calculo dos expoentes, usamos o procedimento descrito na
secdo 3.5.3.

O comportamento dindmico do sistema nao-ideal é alterado quando consideramos
nao desprezivel a razao entre as massas, m/M. Por conseguinte, 0 comportamento
do sistema de par de impactos, também, ¢ alterado. Com isso, podemos obter, para
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Figura 6.8: Mesma solugao indicada na figura 6.7. (a) Evolugdo temporal da velocidade,
y, do sistema de par de impactos. (b) Evolugio temporal da velocidade, Z, do sistema

nao-ideal.
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Figura 6.9: Mesma solucdo indicada na figura 6.7. (a) Plano de fase do sistema de par de
impactos. (b) Plano de fase do sistema nao-ideal.
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Figura 6.10: Solucdo cadtica para os parimetros de controle E; = 1,5, » = 0,9 e
m/M << 1. (a) Evolugdo temporal do deslocamento absoluto z. (b) Evolugao temporal
do deslocamento relativo .
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Figura 6.11: Mesma solugao indicada na figura 6.10. (a) Evolugdo temporal da velocidade,
9, do sistema de par de impactos. (b) Evolu¢do temporal da velocidade, 2z, do sistema

nao-ideal.
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Figura 6.12: Mesma solugdo indicada na figura 6.10. (a) Plano de fase do sistema de par
de impactos. (b) Plano de fase do sistema néao-ideal.
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Figura 6.13: Parametros de controle r = 0,9 e m/M << 1,0. (a) Diagrama de bifurcagio
da velocidade da massa m (par de impactos) imediatamente antes dos impactos, ¥, em
fungao do parametro de controle do motor E;. (b) Expoentes de Lyapunov, A; 2, em fungéo
de El.
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o par de impactos, um comportamento peridédico a partir de uma solugéo caética.
Em outras palavras, podemos obter a supressao de caos para este sistema, quando
variamos o parametro m/M. Na figura 6.14, mostramos, a partir de um diagra-
ma de bifurcagdo em funcio de m/M, que o comportamento caético, ilustrado na
figura 6.12a, torna-se periédico para certos valores de m/M. Por exemplo, para
m/M = 0,3, h4 um comportamento perioédico, cuja evolucio temporal é mostrada
na figura 6.15. Para esse comportamento, mostramos nas figuras 6.16a e¢ 6.16b as
evolucoes temporais das velocidades do sistema de par de impactos, ¢, e do sistema
nao-ideal, z, respectivamente. Nessas figuras, notamos as descontinuidades (linha
tracejada) das velocidades, o que implica em mudancas nas trajetorias desses siste-
mas, como podemos ver nas figuras 6.17a e 6.17b.

2,0

0,00 0,25 0,50

Figura 6.14: Diagrama de bifurcacdo da velocidade da massa m (par de impactos) ime-

diatamente antes dos impactos, ¥, em funcdo de m/M, para os pardmetros de controle
Ei=15er=0,9.

A partir do diagrama de bifurcacao da figura 6.14, além dos comportamentos
peri6dicos, detectamos solucoes cadticas. Por exemplo, para m/M = 0,5, temos
um comportamento cadtico, cuja evolugdo temporal é mostrada na figura 6.18. Nas
figuras 6.19a e 6.19b, graficamos as velocidades. E, novamente, podemos notar as
descontinuidades, tanto para o sistema de par de impactos quanto para o sistema
nao-ideal. Nas figuras 6.20a e 6.20b, graficamos os planos de fase desses sistemas.
Neste caso, a razao entre as massas, m/M, introduz uma perturbagdo (por ocasido
dos impactos) no sistema nao-ideal levando-o a oscilar de forma caética (fig. 6.20b).
Cabe lembrar que para m/M << 1 o sistema ndo-ideal possui apenas solugdes pe-
riodicas.

Nessa se¢ao, apresentamos a descrigdo matematica do sistema com impactos,
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Figura 6.15: Solugdo periddica para os parametros de controle £y = 1,5, r = 0,9 e
m/M = 0,3. (a) Evolugdo temporal do deslocamento absoluto z. (b) Evolug¢do temporal
do deslocamento relativo y.
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Figura 6.16: Mesma solucéo indicada na figura 6.15. (a) Evolucdo temporal da velocidade,
7, do sistema de par de impactos. (b) Evolugdo temporal da velocidade, Z, do sistema
nao-ideal.
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Figura 6.17: Mesma solugdo indicada na figura 6.15. (a) Plano de fase do sistema de par
de impactos. (b) Plano de fase do sistema néo-ideal.
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Figura 6.18: Solugdo cadtica para os parametros de controle By = 1,5, r = 0,9 e

m/M = 0,5. (a) Evolu¢do temporal do deslocamento absoluto z. (b) Evolucdo temporal
do deslocamento relativo y.
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Figura 6.19: Mesma solugéo indicada na figura 6.18. (a) Evolugdo temporal da velocidade,
9, do sistema de par de impactos. (b) Evolugido temporal da velocidade, Z, do sistema

nao-ideal.
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Figura 6.20: Mesma solugdo indicada na figura 6.18. (a) Plano de fase do sistema de par
de impactos. (b) Plano de fase do sistema nao-ideal.



6.4 Fendmenos nao-lineares 135

que ¢ composto pelos sistemas de par de impactos e nao-ideal. Entre os impactos,
as evolucoes dindmicas desses dois sistemas sao independentes. Por ocasido dos im-
pactos, hd o acoplamento dos sistemas. No entanto, para m/M << 1, o sistema
nao-ideal continua oscilando de forma independente e possui apenas solugoes perio-
dicas. Neste caso, o sistema de par de impactos possui tanto solugoes periddicas
quanto cadticas, o que ja era esperado, uma vez que observamos tais comportamen-
tos (capitulos 2 e 3), quando a excitagio era dada por uma func¢do seno. Quando
variamos m/M, a dindmica do sistema néo-ideal é alterada. Com isso, tal sistema
apresenta comportamentos cadticos e periddicos. Neste caso, o sistema de par de
impactos possui solugoes correspondentes aos comportamentos do sistema nao-ideal.
Isso porque, os dois sistema tem suas trajetérias alteradas no mesmo momento (ins-
tante dos impactos), o que implica em um vinculo no tipo de comportamento. Ou
seja, quando as mudancgas nas trajetérias ocorrem em um seqiiéncia periodica as
solucoes dos sistemas sdao periddicas e quando a seqiiéncia é cadtica as solugbes sao
cadticas. Ademais, nessa segao, variando o pardmetro de controle do motor, Ej,
verificamos as mudancas do comportamento do sistema ndo-ideal com impactos.

6.4 Fenomenos nao-lineares

Nesta se¢do, apresentamos alguns resultados das simulagdes numéricas do siste-
ma nao-ideal com impactos. A partir dessas simulagoes, detectamos os fenémenos
tipicamente ndo-lineares como crise interior, intermiténcia e coexisténcia de atrato-
res.

6.4.1 Crises e intermiténcias

Na figura 6.21, variando o parametro de controle r (coeficiente de restituigio)
para m/M << 1, graficamos um diagrama de bifurca¢io. Nesse diagrama, identifi-
camos, para r = r1, uma crise interior. Esse tipo de crise implica em uma expansao
stibita do atrator cadtico e ¢ devido a colisdo de uma o6rbita periédica instavel com
uma banda cattica [78].

¥

Associado a uma crise interior had um intermiténcia caos-caos. Assim, uma 6r-
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bita, para um valor de pardmetro de controle logo apés a crise (r < 71), apresenta
um comportamento intermitente. Na figura 6.22, mostramos tal comportamento.
No entanto, neste caso, podemos notar que a orbita oscila entre quatro atratores
caoticos. Esses quadro atratores correspondem as bandas cadticas antes da crise e
aos atratores expandidos devido as crises.

Figura 6.21: Diagrama de bifurcagdo da velocidade da massa m (sistema de par de im-
pactos) imediatamente antes dos impactos, ¥,, em funcdo do pardmetro de controle r
(coeficiente de restitui¢do), para os parametros de controle By = 2,0 e m/M << 1,0.

2,0

Figura 6.22: Comportamento intermitente para os parametros de controle da figura 6.21
com r =0,737211 < ry.

Na figura 6.23, variando, novamente, o parametro de controle r para m/M = 0, 1,
graficamos um diagrama de bifurcagao. Nesse diagrama, identificamos, para r = rs,
uma crise interior. E, novamente, associado a essa crise (para r 2 r3) podemos
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observar, na figura 6.24, um comportamento intermitente envolvendo trés atratores

cadticos.

Figura 6.23: Diagrama de bifurcagio da velocidade da massa m (sistema de par de im-
pactos) imediatamente antes dos impactos, 7, em funcio do parimetro de controle r
(coeficiente de restituigdo), para os pardmetros de controle By = 2,0 e m/M =0, 1.
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Figura 6.24: Comportamento intermitente para os pardmetros de controle da figura 6.23
com 1 = 0,837024 2 r3.

Na figura 6.25, para r < ry, identificamos um outro comportamento intermiten-
te. Neste caso, a orbita oscila entre dois atratores periédicos e um cadtico.

Nessa secao, identificamos crises e intermiténcias. As intermiténcias envolvem
mais de dois atratores. Isto acontece devido as coexisténcias de atratores.
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Figura 6.25: Comportamento intermitente para os pardmetros de controle da figura 6.23
com 7 = 0,717249 < rs.

6.4.2 Coexisténcias de atratores e bacias de atracao

Um sistema nao-linear, para um mesmo conjunto de parametros de controle e
condigdes iniciais distintas, pode apresentar mais de uma solugao. Isto é denomi-
nado coexisténcia de atratores. O conjunto de condigdes iniciais no espago de fase
cujas trajetorias convergem, apds um regime transitorio, para um dado atrator é
denominado bacia de atragdo deste atrator.

No diagrama de bifurcacéo da figura 6.21, podemos notar a coexisténcia de atra-
tores. Por exemplo, para r = 0,82 ha dois atratores periédicos. Nas figuras 6.26a
e 6.26b, mostramos a evolu¢do temporal desses atratores. E nas figuras 6.27a e
6.27b, graficamos os planos de fase. Com isso, podemos notar que esses atratores
sa0 simétricos.

Na figura 6.28, variando ¢y e yp em uma grade de 400x400 pontos, graficamos
as bacias de atracdo dos dois atratores periddicos. Em preto sdao graficadas as con-
dicoes iniciais que levam ao atrator da figura 6.27a e em branco o atrator da figura
6.27b. Esta figura tem caracteristicas de uma bacia crivada. Os sistemas com bacias
crivadas possuem uma grande sensibilidade as condigoes iniciais, o que implicam em
uma indeterminacao do estado final do sistema.
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Figura 6.26: Evolugio temporal da varidvel dindmica y de dois atratores periédicos coe-
xistentes, para os parametros de controle m/M << 1, r =0,82 ¢ E; = 2,00.
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Figura 6.27: Planos de fase dos atratores periédicos indicados na figura 6.26a.(a) e na
6.26b (b).

Figura 6.28: Bacias de atracdo dos dois atratores periédicos indicados na figura 6.26, para
0=0,20=0,3%=10,¢6=0,¢=0.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nessa tese, consideramos, como objeto de estudo, a analise e o controle de ca-
os em sistemas mecanicos com impactos. Para desenvolver nosso estudo, além do
sistema ndo-ideal com impactos (capitulo 6), utilizamos o oscilador com impactos,
o sistema de par de impactos e o sistema da caixa de engrenagens (descritos no
capitulo 2). A dindmica de movimento desses sistemas é descrita, entre os impactos,
por uma equagao diferencial linear, cuja solugao analitica é facilmente obtida. Por
ocasiao dos impactos, essa solucao é reinicializada a partir de uma regra de impactos
simples (lei de Newton para impactos). Devido os impactos, as trajetérias, desses
sistemas, possuem descontinuidades no espago de fase, o que dificulta a anélise da
dindmica. Por exemplo, o calculo dos expoentes de Lyapunov néo é trivial, neste
caso. Como sabemos, eles sao coeficientes muito importantes na anélise de sistemas
nao-lineares, pois a partir deles caracterizamos a natureza dos atratores obtidos co-
mo solugao.

Para o célculo dos expoentes, neste caso, desenvolvemos um procedimento no-
vo [53]. Para isso, usamos um mapa denominado, por nds, de transcendental [52-54].
Ele é obtido a partir das solugbes analiticas e a lei de Newton para impactos. A
relagdo entre as varidveis dinamicas, para dois sucessivos impactos, sdo dadas por
equagoes transcendentais. Para determinar os expoentes, utilizamos um método,
ja existente, de célculo para mapas [55] e o mapa transcendental. Em outras pala-
vras, a partir do mapa transcendental calculamos tais expoentes, de forma similar
ao calculo feito para os mapas bidimensionais, como o mapa de Hénon. No capitulo
3, mostramos a implementacdo desse método nos sistemas descritos no capitulo 2.
Inclusive mostramos o calculo para o sistema de par de impactos com uma excitacao
caobtica.
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Além do célculo dos expoentes de Lyapunov, no capitulo 3, apresentamos os
métodos utilizados na anélise do comportamento dindmicos dos sistemas com im-
pactos. Como exemplos, aplicamos esses métodos nos sistemas descritos no capitulo
2 (oscilador com impactos, par de impactos e caixa de engrenagens). Inicialmen-
te, a partir do plano de fase, mostramos que é possivel identificar a natureza das
solugdes, ou seja, se elas sdo periddicas ou cadticas. No entanto, quando usamos
somente o plano de fase, devemos ter um certo cuidado, pois em alguns casos nao
conseguimos diferenciar uma solu¢ido quase-periodica de uma cadtica. Neste caso,
devemos usar os expoentes de Lyapunov. Além do plano de fase, um método im-
portante e freqiientemente utilizado no estudo de sistemas nao-lineares é o mapa de
Poincaré. Assim sendo, mostramos com obter esse mapa, de forma adequada, em
sistemas com trajetérias descontinuas. Para isso, podemos coletar os valores das
varidveis dindmicas nos instantes dos impactos, ou seja, quando ocorrem as descon-
tinuidades. Mostramos, também, como analisar o comportamento dinadmico de um
sistema a partir de um dos parametros de controle. Para isso, utilizamos um grafico
denominado de diagrama de bifurcagdo. A partir desse grafico, podemos identificar
o comportamento dinimico de um sistema em uma grande variedade de situacdes.
Além disso, podemos identicar ocorréncias de crises. Isso é interessante, pois, como
sabemos, préximo as crises ha fenémenos como transientes cadticos e intermiténcias.
Ademais, mostramos como obter os diagramas isoperiédicos, que sao determinados
variando dois pardmetros de controle. E a partir do calculo do maior expoente de
Lyapunov e variando, novamente, dois parametros, apresentamos os diagramas nos
espagos dos parametros.

Com esses métodos de andlise, no capitulo 4, investigamos a dinadmica do sistema
de caixa de engrenagens. Para isso, variamos os parametros de controle, a ampli-
tude de excitacdo, o, e o coeficiente de restitui¢do, . A partir de um diagrama
de bifurcacdo em fungao de parametro de controle, o, observarmos a ocorréncia de
uma crise de fronteira. Para este tipo de crise, o atrator caético é destruido quando
passa por um valor critico do parametro, .. Préximo a este valor, hi um transiente
cadtico [52]. Assim, uma o6rbita do atrator periddico apds a crise gasta um tempo
finito na regido que atrator cadtico ocupava antes da crise. O tempo de duracio do
transiente depende das condigoes iniciais. Para mostrar essa dependéncia, fixando
uma das condicdes iniciais e variando as outras duas, graficamos o tempo de dura-
¢ao do transiente. Com isso, identificamos uma figura com caracteristicas de uma
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bacia crivada [84|. Assim sendo, para uma pequena variacdo nas condigdes iniciais,
podemos ter tanto um transiente longo quanto um curto.

Observamos, também, uma, crise interior que foi identificada a partir de um di-
agrama de bifurcagdo em funcao do pardmetro de controle, r. Neste caso, o atrator
cadtico sofre uma mudancga sibita em seu tamanho. Associada a esta crise, h4 um
comportamento intermitente. Em outra palavras, uma o6rbita, obtida logo apos a
crise, oscila entre dois atratores cadticos. Esses dois atratores correspondem ao atra-
tor que ocupava a banda caética antes da crise e ao atrator expandido devido a crise.
Ademais, identificamos um intermiténcia laminar-caos. Neste caso, a intermiténcia
descreve um sinal cuja evolucdo temporal permanece regular por um determinado
tempo (fase laminar) e de repente passa a se comportar de forma irregular (fase cao-
tica). Por fim, detectamos coexisténcias de atratores [52]. Além disso, mostramos
as bacias de atracdo desses atratores, cujas fronteiras possuem estruturas fractais,
de acordo com o calculo dos expoentes de incerteza.

Ademais, vimos como controlar sistemas cadticos com impactos. Inicialmente,
vimos a implementagdo de um método de supressao de caos no sistema de caixa de
engrenagens. Para isso, introduzimos, no sistema, um forcamento periédico externo
de amplitude pequena (perturbagéo periédica fraca). Em outras palavras, o método
consiste na adi¢do de um perturbagéo periédica fraca a,sen(w,7) ao sistema de cai-
xa de engrenagens com comportamento cadtico. Os pardmetros dessa perturbagao
(amplitude o, e freqiiéncia w,) sdo escolhidos de tal forma que o comportamento
catdtico do sistema ¢é suprimido e surge em seu lugar um comportamento periédico
estavel. Para aplicar tal método, fazemos uma varredura no pardmetro o, (ampli-
tude da perturbagdo), para um freqiiéncia de excitagio (w, = 0,5) comensuravel
com a freqiiéncia unitiria da fonte de excitacio do sistema. A partir do calculo dos
expoentes de Lyapunov obtido com mapa transcendental, determinamos uma faixa
de valores do parametro o, que leva o sistema a oscilar de forma periddica.

Vimos, também, como implementar o método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) de
controle de caos [54]. Tal método consiste em estabilizar uma das infinitas 6rbitas
periddicas instaveis, previamente determinadas, imersas em um atrator cadtico. Isso
é feito através de pequenas perturbacoes em um dos parametros de controle. Para
obter os valores das perturbagoes, usamos o mapa transcendental. Assim, aplicamos
o método OGY no oscilador com impactos, no par de impactos e na caixa de en-
grenagens. Para isso, usamos o parametro de controle @ (amplitude de excitagao).
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No oscilador com impactos, controlamos érbitas de periodo 1 e 2. No sistema de
par de impactos, controlamos um 6rbita de periodo 1. Porém, para esse sistema, a
periodicidade da érbita e o nimero de impactos, para uma mesma trajetoria, nao
sao iguais. Assim sendo, tratamos, para aplicar o método de controle, tal 6rbita de
periodo 1 como érbita de perfodo 2. Isso porque, o mapa transcendental usado é
obtido no instante do impactos. No entanto, esse procedimento ndo é unico. Por
exemplo, como vimos no sistema de caixa de engrenagens, uma 6rbita de periodo 1
com dois impactos por ciclo é estabilizada, aplicando, para isso, a perturbagao no
parametro somente quando ocorre um dos dois impactos.

Ademais, investigamos e analisamos a dindmica de um sistema nao-ideal com
impactos, que é constituido por um sistema de par de impactos sobreposto a um
sistema ndo-ideal [65]. Assim sendo, o deslocamento do sistema néo-ideal corres-
ponde a funcio de excitagdo do sistema de par de impactos. Em outras palavras,
o sistema, em questdo, é composto por uma bola que movimenta-se dentro de uma
caixa sobreposta a um sistema nao-ideal. Além disso, consideramos, também, que
tanto o sistema de par de impactos quanto o sistema nao-ideal sofrem, por ocasidao
dos impactos, mudancas abruptas em suas trajetérias. Essas mudancas ocorrem de
acordo com as massas e as velocidades desses sistemas. Com isso, a dinimica do sis-
tema nao-ideal é completamente alterada, o que implica em mudancas na dinamica
do sistema de par de impactos.

Inicialmente, mostramos a descri¢ao do modelo matematico do sistema nao-ideal,
que é constituido por um oscilador, cujos coeficiente elastico da mola e amortecimen-
to sdo lineares [67]. O for¢amento (fonte de energia) desse sistema é dado por um
motor de massa desbalanceada. Mostramos, também, a descri¢do do sistema ndo-
ideal com impactos. Posteriormente nas simulagdes numéricas, variando um dos
parametros de controle relacionado com o motor (fonte de energia do sistema néo-
ideal), identificamos comportamentos periodicos e cadticos. Além disso, mostramos
e analisamos alguns resultados numeéricos. Para isso, levamos em consideragao que
o sistema com impactos, em questao, é composto pelos sistemas de par de impactos
(de massa m) e ndo-ideal (de massa M). E a interagao entre esses dois sistemas ape-
nas ocorre por ocasiao dos impactos. Em outras palavras, entre os impactos temos
dois sistemas independentes, que sdo acoplados, no instante dos impactos, de acor-
do com suas massas. Assim sendo, variamos a razdo entre as massas (m/M) para
estudar o comportamento destes sistemas. Com isso, observamos, para m/M << 1,
apenas solucoes periodicas para o sistema nao-ideal e periddicas e cadticas para o
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sistema de par de impactos. Variando a razdo entre as massas, m/M, notamos que
é possivel obter a supressao de caos do sistema de par de impactos e, além disso,
obter solugdes cadticas para sistema nao-ideal.

A partir de diagramas de bifurcagao em funcao do parametro r (coeficiente de
restituicdo), identificamos fendmenos tipicamente nao-lineares como crise interior,
intermiténcias e coexisténcia de atratores. Associado a essa crise interior observa-
mos uma tipo de intermiténcia que leva o sistema a oscilar entre quadro atratores
cadticos. Além dessa intermiténcia, observamos uma outra, que envolve dois atra-
tores perioédicos e um cadtico. Mostramos, também, as bacias de atracdo de dois
atratores periddicos coexistentes. Essas bacias possuem uma caracteristica de bacia
crivada.

O sistema correspondente ao problema de Fermi, que foi desenvolvido com o
objetivo de estudar um possivel mecanismo de aceleragao de raios césmicos, é um
exemplo de sistemas com sucessivos impactos. Originalmente, ele é composto por
uma bola deslocando-se livrevemente entre duas paredes rigidas, com uma parede
fixa e a outra oscilando no tempo. Esse sistema é similar aos sistemas, considerados
aqui, par de impactos e caixa de engrenagens. No entanto, sua dindmica é estuda-
da [35] a partir de um mapa bidimensional. Para obter o mapa é necessario impor
certas condigoes (por exemplo, bola com uma velocidade alta); porém, isso limita o
estudo da dindmica do sistema. Assim sendo, poderiamos investigar a dinimica do
problema de Fermi, usando, para isso, solugdes analiticas de equacgoes diferenciais
e regras de impactos. Poderfamos considerar duas possiveis situacdes, uma com
impactos elasticos e outra com inelédstico e utilizar em sua anélise os expoentes de
Lyapunov obtidos a partir de mapas transcendentais.

O sistema de caixa de engrenagens, considerado nesse trabalho, foi desenvolvi-
do [44,45] com a finalidade de proporcionar uma forma de estudo da redugio de
rufdos (barulho) em caixa de cambio de carros. Neste caso, consideramos apenas
duas engrenagens. Entretanto, um sistema com muitas engrenagens acopladas tem
sido investigado em engenharia. O estudo desse problema exigiu uma anélise esta-
tistica das oscilagdes observadas, devido as dimensoes do sistema [26,102].

Poderiamos, também, estudar a dindmica do sistema nao-ideal com motor de
massa desbalanceada (descrito no capitulo 6), que é constituido por um oscilador
cujos coeficientes elastico da mola e amortecimento sio lineares. Porém, neste caso,
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a amplitude de oscilagao seria limitada por um parede. Assim sendo, ele seria si-
milar ao oscilador com impactos descrito no capitulo 2. Como podemos deslocar a
parede, neste caso, é possivel investigar a dindmica do sistema, para impactos com
velocidades baixas (grazing impacts).

No capitulo 6, consideramos um sistema composto pelo acoplamento de dois
sistemas o par de impactos e o nao-ideal. Neste caso, observamos que pode ocorrer
uma sincronizagao de impactos, o que leva o sistema a oscila de forma periodica.
Cabe lembrar que podemos substituir o sistema néao-ideal por um outro [103-105],
como o oscilador descrito pela equagao Duffing com solugdo cadtica. Assim sendo,
podemos utilizar esse acoplamento como um método de supressao de caos.
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