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Resumo

Estudos de perturbacoes em sistemas gravitacionais no ambito da Relatividade Geral
vém sofrendo grandes desenvolvimentos nos tultimos anos, especialmente em face da evo-
lugao dos modernos detectores de ondas gravitacionais. Abordamos neste trabalho as
perturbacoes de diferentes cenarios. Principiamos com a métrica de Vaidya, utilizada
para descrever espacos-tempos esfericamente simétricos e dependentes do tempo. Nossas
simulagdes mostraram que as freqiiéncias dos modos quasi-normais (MQN’s) apresentam
um novo efeito inercial para variacoes rapidas da funcao de massa, retornando depois
ao comportamento adiabatico. Em seguida, apresentamos um modelo para a evaporacao
de mini buracos negros por radiacao de Hawking inspirado no cenario de criagao destes
objetos em aceleradores de particulas, previsto pelas novas teorias com dimensoes extras.
Nosso modelo, baseado na métrica de Vaidya n-dimensional, tornou possivel a analise de
MQN’s resultando na possibilidade de se obter os parametros relevantes do buraco negro,
como a sua massa inicial e o niimero de dimensoes extras, a partir de medi¢oes experimen-
tais. Finalmente, realizamos um estudo sobre uma nova solucao denominada gravastar,
proposta como um modelo alternativo para o estagio final de estrelas com grande massa.
Obtivemos limites para os parametros da solucao e verificamos a sua estabilidade frente a
perturbacoes axiais, concluindo positivamente a respeito da possibilidade de se distinguir
entre buracos negros e gravastares com base no seu espectro de MQN's.

vil






Abstract

Perturbative studies of gravitational systems in General Relativity have gone through big
developments in the last years, especially due to the evolution of the modern gravitational
wave detectors. We consider in this work different perturbations in different scenarios.
Firstly we consider the Vaidya metric, mainly used to describe time-dependent spherically
symmetric spacetimes. Our simulations show that the frequencies of the quasinormal
modes (QNM’s) present a new inertial effect for rapidly varying mass functions, returning
afterwards to the adiabatic behavior. Next we present a model for evaporating mini
black holes in particle accelerators, in the context of the new gravity models with extra
dimensions. With our model, based on the n-dimensional Vaidya metric, we are able to
perform a QNM analysis which results in the possibility of obtaining the parameters of
the black hole, such as its initial mass and the number of extra dimensions, from the
experimental measurements. Finally, we present a study of a new solution, the gravastar,
proposed as an alternative model for the end state of massive stars. We obtain bounds
for the parameters of the solution and verify its stability against axial perturbations. Our
results indicate that the gravastar’s QNM spectrum can indeed be used to distinguish a
black hole from a gravastar.
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Capitulo 1

Introducao: Perturbacoes em
Relatividade Geral

O estudo de perturbacoes em relatividade geral tem se mostrado um campo de pesquisa
muito ativo, desde o trabalho pioneiro de Regge e Wheeler de 1957 [1|. A analise da evo-
lugao de pequenas perturbagoes em um campo gravitacional de fundo conhecido fornece
informacoes sobre a estabilidade das solucoes das equacoes de Einstein, e nos permite
obter um conhecimento mais aprofundado acerca da natureza das equacgoes de campo da
gravitacao. A estabilidade das solucoes é uma de suas caracteristicas mais importantes.
Solucoes instaveis devem decair rapidamente em um objeto estavel, que é mais facilmente
detectavel devido ao seu tempo de vida maior.

Além disso, a propagacao de pequenas perturbacoes pode ser usada para descrever si-
nais de ondas gravitacionais gerados por fontes astrofisicas distantes, quando detectados
na Terra. A deteccao de ondas gravitacionais, apesar de ser um projeto extremamente
desafiador e experimentalmente complexo, se torna aos poucos mais viavel, com a nova
geracao de projetos: detectores de massas ressonantes, interferometros laser, ou ainda
com o detector LISA, que consistird de um conjunto de trés satélites em orbita da Terra.
A dificuldade de detecgao reside, entre outros fatores, na razao sinal /ruido extremamente
baixa esperada.

Um dos sucessos da teoria de perturbacao aplicada a Relatividade Geral foi obter o espec-
tro de freqiiéncias dos modos quasi-normais de buracos negros. Um buraco negro espalha
ondas gravitacionais incidentes como em um problema de espalhamento de ondas planas
por uma barreira de potencial na Mecanica Quantica. Mas, na Relatividade Geral, as
ondas espalhadas pelo buraco negro possuem uma freqiiéncia de oscilagao e uma cons-



tante de decaimento que sao inversamente proporcionais & massa do buraco negro, e nao
dependem das condicoes iniciais da perturbacao. Portanto, as ondas espalhadas carregam
informagoes sobre o buraco negro, como se fossem as suas “impressoes digitais” ou o seu
“som caracteristico”.

Este fato gerou uma expectativa de que, ao se atingirem as condi¢oes técnicas necessarias
para a deteccao das ondas gravitacionais, teriamos uma nova janela observacional para o
universo. Informagcoes sobre objetos astrofisicos, que de outra maneira seriam invisiveis
para nos, poderiam ser obtidas procurando-se pelas suas assinaturas nos sinais detectados.
Desta forma poderiamos obter informacoes sobre buracos negros e estrelas compactas, e
talvez até sobre outros tipos de objetos astrofisicos ainda desconhecidos. Detectores de
ondas gravitacionais seriam utilizados para se obter informacgoes sobre o cosmos, como
as informagoes obtidas em raios X, microondas ou no espectro visivel pelos modernos
telescopios e satélites de pesquisa.

Parece, porém, um pouco otimista demais pensar que sinais reais poderiam refletir os
resultados obtidos por uma investigacao tedrica extremamente idealizada, como a analise
do espalhamento de ondas gravitacionais pela barreira de potencial de um buraco negro.
Estima-se que as maiores fontes astrofisicas de emissao de ondas gravitacionais sejam
eventos cataclismicos extremamente violentos, tais como a explosao de super novas, ou a
colisao de buracos negros.

A fonte mais promissora para deteccao e estudo de ondas gravitacionais é o “sistema
binario compacto espiralando” nas tltimas fases de sua vida. Este é um sistema binario
formado por duas estrelas de néutrons ou dois buracos negros (ou um de cada), espiralando
para um centro comum, altura em que finalmente coalescem violentamente. Tal é o
destino, por exemplo, do famoso sistema de Hulse-Taylor, o Pulsar PSR 1913416 |2|,
daqui a cerca de 240 milhoes de anos, ou de um sistema binario de buracos negros massivos
no centro de uma galéxia.

Simulagoes numéricas recentes (ver [3| e referéncias) realizadas no regime nao linear,
envolvendo a integracao numérica das equagoes de Einstein com condic¢oes iniciais dadas,
obtiveram alguns resultados para as ondas gravitacionais emitidas em processos deste tipo.
Verificou-se que o sinal emitido é composto de trés fases distintas: movimento em espiral,
fusao e “ringdown” ou decaimento. Como resultado, foi verificado que o decaimento das
ondas em modos quasi-normais é recuperado no ultimo estagio da evolucao das ondas
gravitacionais! Pelo visto, nao era otimista demais pensar que a analise de modos quasi-
normais poderia ser efetivamente 1til para a anélise de sinais reais.

Cada vez mais tem sido observado que os métodos perturbativos fazem previsoes que
sao pelo menos qualitativamente corretas em regimes nao-lineares nos quais, a principio,



estes métodos nao deveriam mais produzir resultados validos. J& foram obtidos resulta-
dos perturbativos compativeis com os resultados obtidos por simulacoes numéricas mais
complexas nao lineares até mesmo para problemas envolvendo colisoes de buracos negros
[4], situagao que certamente, a primeira vista, nao deveria ser bem resolvida por técnicas
destinadas a tratar de pequenas perturbacgoes. Se a colisao de buracos negros for estu-
dada de maneira que no instante inicial os dois buracos negros estejam cobertos por um
horizonte comum, o problema pode ser visto como a perturbacao de um tnico buraco
negro. Além disso, com o passar do tempo os métodos perturbativos tém se tornado
cada vez mais tuteis, e tém sido cada vez mais utilizados, mesmo com o amadurecimento
dos métodos nao lineares |3|, que, por sua vez, envolvem técnicas de programagao muito
mais avancadas, além de exigirem um maior poder computacional. Finalmente, métodos
perturbativos baseados em tratamentos invariantes de gauge das perturbacoes estao na
base de grande parte dos trabalhos realizados em relatividade numérica com métodos nao
lineares.

No tratamento perturbativo da evolucao de pequenas perturbacoes em Relatividade Geral,
temos duas abordagens distintas. Uma consiste em somar uma pequena perturbacao aos
coeficientes da métrica, o que leva a perturbacoes gravitacionais axiais e polares, descritas
no caso de um buraco negro de Schwarzschild pelas equacoes de Regge-Wheeler [1] e Zerilli
[5]. Estas s@o as perturbagoes que podem ser identificadas com as ondas gravitacionais
emitidas por algum processo fisico real. Outra abordagem diferente consiste em analisar a
propagacao de um campo de teste no espago-tempo descrito pela métrica, sem considerar
a reagao do campo sobre a métrica (analise linear). Costumeiramente este método é
aplicado para campos escalares e eletromagnéticos, podendo porém ser aplicado também
para campos de spin semi-inteiro, ou mais elevado. Isto corresponde a situacao fisica
de espalhamento de particulas pela barreira de potencial do buraco negro ou qualquer
outro objeto considerado. Em ambos os casos, para o buraco negro de Schwarzschild, por
exemplo, a perturbagao segue uma equagao de onda que pode ser escrita como
82¢€m a2¢€m

Or*2 o ot? + w(r)wém = 07 (11)

onde r* ¢ a coordenada tartaruga dada por r* = r + 2M In(r/2M — 1), e o potencial
Vi(r) é uma fungao de r e M que contém toda a fisica do problema. Para perturbagoes
gravitacionais axiais, por exemplo,

vitr) = (1-

é o potencial efetivo, ou potencial de Regge-Wheeler, formado por uma barreira de po-
tencial com um pico localizado proximo de r = 3M. A forma (1.2) se mantém mesmo se
consideramos campos de teste escalares ou eletromagnéticos como perturbacoes. O para-
metro o é igual a 1 para perturbacoes escalares, (0 para perturbacoes eletromagnéticas e
-3 para perturbacdes gravitacionais, podendo ser expresso como ¢ = 1 — 52, onde s = 0,
1 ou 2 é o spin do campo de perturbacao.

(1.2)

T 72 73

2M) {€(£+1) . 20]\/[] |



A eq. (1.1) tem sido estudada durante os tltimos 50 anos, e revelou muito do que se
sabe atualmente sobre buracos negros em nosso universo. As solucoes dessa equacao sao
escritas geralmente na forma [6]

Ve (1, 1)
‘I’(T,tﬁ, ¢) = ;%nm(ea ¢)> (13)
com
Y(r,t) = eWrHiwnt _, o=wtbgin (et 4 6). (1.4)

A estabilidade do buraco negro é dada pelo sinal da exponencial na eq. (1.4). O buraco
negro é considerado estavel quando a perturbacao decai exponencialmente, e instavel
quando a perturbacao cresce exponencialmente.

Pode-se argumentar que seria extremamente dificil medir experimentalmente as particulas
espalhadas por um buraco negro real, o que é verdade para buracos negros astrofisicos,
porém nao é assim tao certo para mini buracos negros que podem ser formados em ace-
leradores de particulas |[7]. Apesar disso, a analise de perturbagoes escalares e eletromag-
néticas serve muito bem como uma analise preliminar e mais simples da estabilidade das
solucoes das equacgoes de Einstein. Além disso, ja foi mostrado que para valores grandes
de ¢, os valores das freqiiéncias dos modos quasi-normais para todos os tipos de pertur-
bacoes, escalares, eletromagnéticas ou gravitacionais, tornam-se iguais, dando mais uma
justificativa para o estudo da evolucao de campos de teste em sistemas gravitacionais.
Podemos ver da eq. (1.2) que para ¢ grande o termo proporcional a ¢ do potencial do-
mina sobre o segundo termo, de modo que o potencial torna-se igual para as diferentes
perturbacoes.

O estudo de perturbagoes em buracos negros de Schwarzschild ja foi em grande parte
exaurido no passado, e suas caracteristicas sao hoje bem conhecidas. Atualmente, o desafio
se encontra no estudo de perturbagoes em novas solucoes, motivadas por desenvolvimentos
da teoria e novos modelos fenomenologicos, ou ainda em antigas solugoes conhecidas ja
ha bastante tempo, mas que conseguiram até hoje frustrar os estudos perturbativos por
dificuldades técnicas. Faz parte do segundo caso a métrica de Vaidya, dependente do
tempo, da qual nos ocupamos no capitulo 2 deste trabalho. Do primeiro caso fazem
parte os estudos de mini buracos negros e gravastares, desenvolvidos nos capitulos 3 e
4. Veremos a seguir neste trabalho como os métodos perturbativos podem ser utilizados
para estudar estes problemas, como os resultados novos obtidos se relacionam com os
resultados ja conhecidos, e quais as novas contribuicoes que surgem para o entendimento
da teoria e para a analise de possiveis futuros resultados experimentais.



Capitulo 2

Modos Quasi-Normais da Métrica de
Vaidya

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos para os modos quasi-normais da mé-
trica de Vaidya. Nas secoes 2.1 e 2.2 apresentamos um tratamento desta métrica em
coordenadas de cone de luz (u,v), mais adequadas a anélise perturbativa realizada na
segao 2.3. Os resultados obtidos na se¢ao 2.3 para os modos quasi-normais (MQN’s) sao
comparados com os resultados de [8], e novos efeitos sao identificados [9], devido & melhor
precisao dos resultados no sistema de coordenadas de cone de luz utilizado.

2.1 A métrica de Vaidya em coordenadas de cone de
luz

Em um trabalho de 1951, P. C. Vaidya apresentou pela primeira vez uma métrica para
descrever o espaco-tempo exterior a uma estrela esfericamente simétrica, considerando o
fluxo de radiagao emitido pela estrela [10]. Neste caso, a massa da estrela nao é conside-
rada constante, como no caso de Schwarzschild, e a métrica nao deve ser estatica. Como
ponto de partida foi tomada a seguinte descricao do problema: uma massa esférica radi-
ante deve estar provavelmente envolvida por um envelope finito e nao estatico de radiacao
com simetria radial. Tudo deve estar envolvido por um campo gravitacional radial que
se torna cada vez mais fraco com a distancia até o corpo central, até o espaco se tornar
plano no infinito.



No trabalho original de Vaidya, cujos resultados principais revisamos a seguir, as equagoes
de campo sao obtidas com a suposicao de que uma estrela de massa M e raio rg comeca
a emitir radiacio em um tempo to. A medida que a estrela continua a emitir, a espessura
da zona de radiacao aumenta e a sua superficie exterior em um instante posterior t = t;
estd em r =1y, Pararg <r <rjety <t <ty seja o elemento de linha da forma

ds? = —e’dt* + erdr? + r?dQ?, (2.1)

onde )\ e v sao fungdes de r e t. Para que a energia total seja conservada, o elemento
de linha obtido ao se resolver as equagoes de campo para (2.6) e (2.1) deve se reduzir a
forma estatica

2M oM\ !
is? = (1 - _) it (1 - _) 0 1242, (2.2
T r
parar =71y, t =1t e parar > r; emt =t.

O tensor de energia-momento do campo eletromagnético ¢ dado por
v va 1 v af
T = FH F" — Zg“ FogF " (2.3)

Para um fluxo isotropico de radiagdo, a expressao (2.3) pode ser escrita como o tensor de
energia-momento de um fluido perfeito,

™ = (p+ p)U*U" + pg"” (2.4)

onde U* é a quadrivelocidade do fluido, e p = p/3. Em nosso caso, porém, consideramos
um fluxo de radicao direcionado, e nao isotropico: em cada ponto da regiao do espaco
considerada, um observador vé um fluxo de energia em apenas uma diregao.

Utilizamos coordenadas naturais no ponto de interesse, e podemos tomar as componentes
do tensor de energia-momento em termos das intensidades dos campos elétrico e mag-
nético £ e H. Considerando, sem perda de generalidade, que os eixos do nosso sistema
natural de coordenadas estejam orientados de tal maneira que o fluxo de radiacao no
ponto de interesse esteja na direcao x e que a radiacao esteja polarizada com o vetor
campo elétrico paralelo a dire¢gdo y, as componentes nao-nulas de 7" (no sistema de
coordenadas naturais) sao

1
UL a4 pld §(E§ +HY)=p. (2.5)

Em um sistema de coordenadas arbitrario, 7" sera dado por

" = pv*v” | (2.6)



onde v é um vetor nulo e radial,

vt = 0= =)+ () =0, v =0"=0. (2.7)

Com a expressao usual para as componentes de 7}, em termos de g, e suas derivadas,
dada pelas equacoes de Einstein,

1
R,ul/ - §guyR = 87TTW,, (28)

e as equagoes (2.6) e (2.7), temos as trés equagoes de campo:

) .
Tt V2 Tt =0 — e (i - iz) + E + ée_()‘J”’)/2 =0, (2.9)
roor

7 72 N/ yo— N )\ )‘\2 }\D
T,? = Y (242 ) 20, (211
=0 — —e <2+4 T ) te + (2.11)

Tomando

s/ " 2 2
<ﬁ_ﬂl) (1__m) - (2.14)
m m r r

Integrando a eq. acima em relagao a r, obtemos

m/ (I—Q—m) = f(m), com ﬁ:ﬁ/ <1—2—m) _2m" (2.15)
r m

A métrica assim obtida é dada por

9 -1
r
, 2m

m 1—7 = f(m), m=m(rt), (2.17)



A eq.(2.17) é a equagao diferencial a ser resolvida para m, dada uma fungao f(m) arbi-
traria. A continuidade da métrica na fronteira r = R(t) (obviamente, R(t;) = 1) é dada
por

m = M, (2.18)
mo o= —f(M). (2.19)

Podemos notar ainda que, ao impor a continuidade da métrica em r = R, garantimos que
em r = ro, t =ty o elemento de linha é novamente igual a (2.2).

Em 1953 a métrica de Vaidya foi reapresentada em coordenadas radiativas [11], fazendo
uso de uma mudanga de coordenadas dada implicitamente por [12]

(r,0,¢,t) — (1,0, ¢,w), (2.20)
1
dtzdau—c(l— QTm) dr, (2.21)

onde supusemos m = m(w). Em coordenadas radiativas a métrica pode ser reescrita de
maneira mais simples como

ds* = — (1 — 2Tm) dw® 4 2cdwdr + r?dQ* . (2.22)
Para ¢ = 1, temos um fluxo de radiagdo para dentro da estrela, e m(w) é uma fungao
de massa mondtona crescente do tempo avancado w dado por dw = dt + dr*, com dr* =
(1 —2m/r)~'dr. Para ¢ = —1, temos um fluxo de radiagao para fora da estrela, e m(w) ¢
uma fungao monoétona decrescente do tempo retardado w dado por dw = dt — dr*. Esta
¢ a forma mais conhecida e geralmente utilizada da métrica de Vaidya.

Neste trabalho vamos considerar a métrica em coordenadas de cone de luz, mais ade-
quadas para problemas de evolucao temporal, como a anélise de MQN’s. No entanto, as
dificuldades de se obter coordenadas de cone de luz para espacos-tempos nao estacionarios
sao bem conhecidas. Sabe-se que o problema de se obter coordenadas de cone de luz para
a métrica de Vaidya, considerando uma funcao de massa genérica, nao é soluvel para a
maioria dos casos [13]. Nos seguimos aqui a abordagem semi-analitica proposta em [14],
baseada no estudo realizado em [13|. Consideramos as equacoes de Einstein com simetria
esfericamente simétrica ab initio em coordenadas de cone de luz (u, 6, ¢,v). O elemento
de linha esfericamente simétrico nessas coordenadas é

ds® = —2f (u,v)du dv + r*(u,v)dQ?, (2.23)

onde f(u,v) e r(u,v) sdo fungdes suaves e nao nulas. O tensor de energia-momento de
um fluxo unidirecional de radia¢ao nao polarizada é dado por

1
T, = gh(u, v)kuky (2.24)



onde k, é um vetor radial do tipo nulo (k,k* = 0 e ky = k3 = 0). Considerando, sem
perda de generalidade, o caso em que o fluxo de radiacao se d4 na direcao de v, temos
k, = (0,0,0,1). As equacoes de campo, dadas pelas equacoes de Einstein (2.8), com a
métrica (2.23) e o tensor de energia-momento (2.24), se reduzem ao seguinte conjunto de
equagoes:

flu,v) = 23(@)% : (2.25)
or(u,v) y ~ 2m(v)

5 = B( )(1 r(u,v)) (2.26)
hu,) = —a2Wm©) (2.27)

onde B(v) e m(v) sdo fungdes arbitrarias, obedecendo a condicdo de energia fraca, isto
é, para todo vetor tipo tempo X* (X,X* < 0), a densidade de matéria observada pelos
observadores cuja linha de mundo é tangente a X* deve ser sempre maior ou igual a zero:

p="T,X"X">0. (2.28)
Para o tensor de energia-momento (2.24), essa condigao fornece
p="TuX'X"=T,(X")?>0=T, >0, (2.29)

ou seja,
B(v)m' <0. (2.30)

A solugao do sistema (2.25)-(2.27) corresponde a métrica de Vaidya, como pode ser visto
de (2.23) e (2.24), que estabelecem que a métrica é esfericamente simétrica e possui um
fluxo radial de radiacao, respectivamente.

Vamos mostrar agora que a massa de uma distribuicao esfericamente simétrica de matéria

pode ser descrita por

1
m = §T3R2323, (2.31)

seguindo a argumentacao exposta em [15]. Seja um espago-tempo esfericamente simétrico
arbitrario, com a métrica dada por

dS? = ¥ (dz*)? — ¢ ?[e**(dx')? + r?dQ?], (2.32)
onde 7, a e r sdo funcdes de x! e 2* e o centro de simetria ¢ definido por ! = 0, de
modo que r(0,2%) = 0. Além disso, supoe-se que 7(z',21) > 0 para todo a! # 0, que
e’ > 0 e €** > 0 para todo 2! e 2% e que v e « sdo limitados a nio ser que o contrario
seja explicitamente mencionado.



A componente R3,;, do tensor de Riemann para esta métrica pode ser facilmente calcu-
lada,
Ry =1+ e 2c2r% —e 7. (2.33)

Esta componente do tensor de Riemann ¢é interessante por envolver apenas primeiras de-

rivadas e por ser invariante por transformacoes da forma 7' = z'(2!, ), z* = 74 (2!, 2%).

Examinando a eq. (2.33), verificamos que, se r for usado como uma coordenada, e t for

usado como uma coordenada ortogonal conjugada a r, ou seja, dr/dt = 0, entdo neste
sistema de coordenadas a métrica assume a forma
2

052 = e — L [Lg

c? |1 — R’

+r2d92] : (2.34)

A coordenada r possui carater espacial para Ry, < 1, mas possui cardter temporal para
R3,5, > 1. Logo, neste sistema de coordenadas, €** pode divergir. Se estas coordenadas
forem utilizadas em uma regiao vazia de um espaco-tempo esfericamente simétrico, temos
os resultados da métrica de Schwarzschild

1 dr?
dS* = (1 =2M/r)dt? — = | ————— + r2dQ?| , 2.35

( /) 2 |1—=2M/r ( )
e M ¢é uma constante. Se considerarmos a seguir uma distribuicao esférica arbitraria
de matéria envolvida pelo espaco vazio, a fronteira da matéria serd uma superficie de
descontinuidade. De acordo com |16, 17|, a métrica deve ser continua sobre uma superficie
de descontinuidade. Comparando entdo (2.34) e (2.35) temos

(R3232)f =2M/ry, (2.36)

onde o indice “f” indica o valor na fronteira. Este resultado sugere que uma funcao
m(zt, z1) pode ser definida por

L 3 L 5, a3

2 2
Em [15] sao apresentados mais argumentos, que nao reproduziremos aqui, para mostrar
que esta identificacao é razoavel.

Utilizando agora a “definigdo” de massa (2.37) para a métrica de Vaidya em coordenadas
de cone de luz, podemos verificar que a fun¢ao m(v) que surge da integragao das equagoes
de campo, nas equacoes (2.26) e (2.27), é efetivamente a massa da solugao.

Para m/(v) # 0, a escolha

m/

2B(v) = (2.38)

]
(lembrando que B(v) é uma fungao arbitraria) permite interpretar v como o tempo proprio
medido no referencial em repouso no infinito para o caso assintoticamente plano [13]|. O
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fluxo radial é dirigido para o interior do buraco negro se m’(v) > 0, e é dirigido para o
exterior se m/(v) < 0. Podemos notar que, para que a condi¢ao de energia (2.29) seja
satisfeita, a fungao m(v) deve ser mondtona, implicando que o fluxo radial deve ter apenas
uma diregao, para todo v. Nao é possivel, portanto, ter fungdes de massa m(v) oscilantes.

2.2 Solucoes das equacoes de campo

O método semi-analitico proposto em |14] consiste em construir numericamente as fungoes
f(u,v), r(u,v) e h(u,v) a partir das eqs. (2.25)-(2.27). A eq. (2.26) ao longo de u
constante é uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem em v. Pode-se obter
r(u,v) em qualquer ponto resolvendo o problema de valor inicial em v, conhecendo-se
r(u, vg).

Vamos exemplicar em detalhe este método para a métrica de Schwarzschild, que admite
solugao analitica. Podemos escolher m(v), B(v) e r(u,vo) nas eqs. (2.25)-(2.27) de modo
a obter diferentes solu¢oes. Para m(v) = M, B(v) = —1/2 e r(u,vg) = —u/2, temos uma
parametrizacao da métrica de Schwarzschild, e a eq. (2.26) pode ser resolvida analitica-
mente,
1 1
r+2MIn(r —2M) = 5(v —v) = Ju+2MIn (—g —2M) . (2.39)
Com uma outra escolha de parametros, obtemos a solucao de Schwarzschild em termos
das coordenadas de Kruskal-Szekeres [13]. A solucao r(ux, vx) (o indice k indica aqui as
coordenadas de Kruskal-Szekeres) é dada por
Vi U
r+2MIn(r —2M) =2M In (—) +2MIn (—) . (2.40)
Vko Uk
Comparando as duas solugoes (2.39) e (2.40), é possivel encontrar uma transformagao
entre os dois sistemas de coordenadas:

Dk ot (2.41)
(N
u—u 4M
Ukt (MR (2.42)
Uk Ug + 4M
de modo que, a partir da definicao de tempo para as coordenadas de Kruskal,
t=2MIn % (2.43)
U,
é possivel obter
V—1vy U— Uy u+4M
t—tyg= —2MIn (| ——— 2.44
0T T T n(u0+4M)’ (2.44)
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de maneira que, se r = Rp (fixo), entdo ¢ = v + const. Esse resultado mostra que,
efetivamente, v pode ser considerado como o tempo proprio de um observador em repouso
no infinito, o que nao acontece com vy.

Nas figuras 2.1-2.3 temos alguns exemplos do comportamento de r(u,v) e t(u,v) com a
parametrizacao (2.39). Na fig. 2.1 temos alguns exemplos de curvas r(u = const,v).
As curvas com valor inicial r(u,vy) < 2M caem na singularidade r = 0, enquanto as
curvas com valor inicial r(u,vg) > 2M escapam para o infinito. Na fig. 2.2 temos em
detalhe o comportamento destas curvas quando a condi¢ao inicial r(u,vy) = —u/2 tende
a 2M. As curvas se aproximam de r = 2M (tanto superior quanto inferiormente) durante
mais tempo quanto mais proxima a condicao inicial estiver de r = 2M, antes de cairem
na singularidade ou escaparem. Na fig. 2.3 temos um mapeamento das linhas de r e ¢
constantes no plano u x v.

5 T T T T

Figura 2.1: Exemplos de curvas r(u = const, v) obtidas com a eq. (2.39), com M = 1.

Vamos nos basear nestes resultados para escolher a parametrizacao que sera utilizada

para os casos de interesse, com m’ # 0. Para m’ > 0, por exemplo, tomamos B = —1/2
e r(u,v9) = —u/2. Esta escolha garante que a condi¢do de energia fraca (2.29) seja
satisfeita.

As curvas r(u = const,v) obtidas pela integracao da eq. (2.26) sao geodésicas nulas do
espaco-tempo. A curva r = 2m(v) é o horizonte aparente do buraco negro, definido como
a fronteira entre a regido na qual raios de luz se afastam da singularidade (' > 0) e

12



— 15 =

05 .

Figura 2.2: Comportamento das curvas r(u = const,v) obtidas com a eq. (2.39) para
r(u,vg) = —u/2 — 2M.

a regiao na qual raios de luz se aproximam da singularidade (" < 0). O horizonte de
eventos é definido como a fronteira entre as geodésicas que escapam e as que caem na
singularidade [18, 19]. Os dois horizontes podem ser vistos na figura 2.4.

Com o método utilizado, o horizonte de eventos pode ser encontrado apenas numerica-
mente, por inspecao, variando-se os valores da condicao inicial r(u,vg) = —u/2. Uma
vez encontrada, dentro da precisdo numérica disponivel, a condigao inicial r(@, vg) tal que
a geodésica gerada seja a primeira a escapar da singularidade, definimos o horizonte de
eventos como rgp = r(4,v), e uma “massa assintotica” dada por

Mass(U) = ——5—, (2.45)

que sera utilizada na secao 2.3, no tratamento numérico de perturbacoes na métrica de
Vaidya.

Consideramos aqui a funcao de massa suave

mo — 1My

m(v) =my + [1 4 tanh k(v —vq)] (2.46)

onde k e vy sao parametros constantes. Para efeito de comparacao com os resultados de
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-4

Figura 2.3: Curvas de r constante (linhas cheias) e t constante (linhas pontilhadas). O
raio aumenta com |u| e v crescentes e o tempo aumenta com |u| e v decrescentes. Para
r— 2M et — 00, as curvas tendem assintoticamente a reta u = —4M, que coincide com

r=2M.

14



[8], consideramos também um modelo linear

mq v <,
m(v) = ¢ mi(1+ Aev) v < v <y, (2.47)
me =mi(1+ Acvy) v > vy,

Na fig. 2.4 temos a estrutura causal correspondente a fungao de massa hiperbolica (2.46)
obtida através do método semi-analitico. Para x positivo e my > m; temos um buraco
negro com massa inicial m; recebendo um fluxo radial de radiacao e aumentando sua
massa continuamente até atingir mo.

it =0 &
2
\Lo/x/oo

— V1

Figura 2.4: Curvas de u constante para a solugao da eq. (2.26) com a fun¢ado de massa
(2.46), com my > my e £ > 0. Todas as solu¢oes na regiao abaixo da linha r = 2m(v)
(horizonte aparente) possuem 77 < 0. Toda solugdo que penetrar nesta regiao atingira
a singularidade » = 0 em um tempo finito. Solu¢oes confinadas a regiao ' > 0 sempre
escaparao da singularidade e atingirao I™. Neste caso existe um horizonte de eventos
(linha pontilhada no diagrama conforme apresentado) proximo a solugio rg(v).

Devemos notar que o modelo linear, para o qual é possivel obter explicitamente uma co-
ordenada tartaruga generalizada, dificilmente poderia corresponder a uma situacao fisica
realista. A fungao de massa (2.47) é de classe C'°, implicando a existéncia de cascas infini-
tesimais de distribui¢cao de matéria em v = vy e v = vy, onde o tensor de energia-momento
é descontinuo,
0 v <,
T, = A < v < vy, (2.48)
0 V> Uy,

A interpretacao destas estruturas nao é clara, e em nossos resultados veremos como o
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comportamento dos MQN’s é afetado por esta caracteristica.

2.3 Perturbacoes e MQN’s da métrica de Vaidya

As equagbes para perturbagoes escalares e eletromagnéticas podem ser escritas como [6,
20, 21, 22| (ver demonstragao nos Apéndices A e B)

0%
Oudv

+ V(u,v) f(u,v)p =0, (2.49)

onde o potencial V(u,v) é dado por

(1) ” m(v)
V(u,v) = ETORYREA=TounE (2.50)

onde ¢ = 1 e 0 = 0 correspondem, respectivamente, ao potencial para perturbacoes
escalares e eletromagnéticas (0 = 1 —s2, onde s é o spin da perturbagio). Para uma dada
fungao de massa m(v), é necessario primeiro obter as fungoes f(u,v) e r(u,v) através do
método semi-analitico de [14], para entao resolver a equacao (2.49) com o algoritmo de
integragao caracteristica de segunda ordem proposto em [23].

As condicoes iniciais do problema sao especificadas nas duas superficies nulas u = ug e
v = 1y COMO

)2
(u=ug,v) = exp [—%} , (2.51)
Y(u,v=19) = 0. (2.52)

A eq.(2.49) é integrada numericamente com a discretizagao
W(N) = B(W) + U(E) — 5(S) — Auaov () LI HYE) L any 2

2

onde usamos as seguintes defini¢oes para os pontos X, N, S, Ee W: X = (u+ Au/2,v+
Av/2), N = (u + Au,v + Av), W = (u+ Au,v), E = (u,v + Av) e S = (u,v). Na
figura 2.5 temos uma representacao da grade de integracao utilizada. Devemos notar
que uma mudanca de coordenadas se faz necessaria para a integracao numérica, para
limitarmos de maneira eficiente a regiao de integragao a regiao externa ao horizonte de
eventos (dependente do tempo) do buraco negro. Para tanto, definimos uma nova variavel

U
— 2ges In (—% - 2ma58> , (2.54)
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em termos da massa assintotica definida na eq. (2.45), de modo que a integra¢ao numérica
é realizada na grade U xv. Como resultado, a variavel U da grade pode assumir valores de
+00 a —00, sem que o horizonte de eventos do buraco negro seja ultrapassado. Em outras
palavras, restringimos o nosso espago de integracao para r(u, v) estritamente maior do que
rge = r(,v), ou seja, u < U = —4myss). Durante a integragdo numérica, utilizamos um
algoritmo baseado no método de Newton para se obter raizes de funcoes para inverter a
eq. (2.54) e obter u(U) em cada ponto da grade U x v. Este artificio ¢ similar a defini¢ao
da coordenada tartaruga r, normalmente utilizada no tratamento de perturbacoes na
métrica de Schwarzschild. A forma de (2.54) é inspirada pelo desenvolvimento analitico
do potencial V' (u,v) para perturbagoes escalares na métrica de Schwarzschild no sistema
de coordenadas 2.39, no qual a mudanca de coordenadas (2.54) é necessaria para se obter
a equacao de perturbagao correspondente a eq. (2.49) nas coordenadas usuais.

Apos a integracao da eq. (2.49) ser completada, extraimos os valores ¢(U, a0, v). Para
U, nae suficientemente grande, temos uma boa aproximacgao para o campo no horizonte de
eventos. Na figura 2.6 temos um exemplo tipico dos resultados obtidos para uma funcao de
massa hiperbolica em comparac¢ao com o caso de um buraco negro de Schwarzschild. Nas
figuras 2.7 e 2.8 temos mais alguns exemplos tipicos, comparando a métrica de Schwarzs-
child com resultados obtidos para funcoes de massa lineares. Resultados similares sao
obtidos se extrairmos os dados em outros valores de U. Todas as analises apresentadas
aqui correspondem a dados extraidos no horizonte U,,,,, apenas por uma questao de con-
veniéncia numérica. Como os MQN’s correspondem aos auto-estados de uma equacgao de
Schriodinger efetiva [6], os auto-valores complexos associados podem ser lidos em qualquer
ponto, uma vez que o regime assintotico seja obtido.

As figuras 2.9 e 2.10 apresentam as partes real wg e imaginaria w; das perturbagoes em
funcao de v. Estes resultados correspondem a fungoes de massa decrescentes e crescentes,
respectivamente, e sao tipicos para todos os valores de £, todos os tipos de perturbacao e
diferentes condigoes iniciais. Os valores da parte imaginéria sao obtidos tipicamente com
uma precisao menor, apesar de exibirem o mesmo tipo de comportamento, o que pode
ser visto nas irregularidades de wy apresentadas na figura (2.10). Nas figuras 2.11 e 2.12
temos mais alguns exemplos tipicos obtidos, para diferentes funcoes de massa e valores

de /.

Esta menor precisao nao é resultado de erros numeéricos no procedimento de integracao.
De fato, as diferencas entre as freqiiéncias obtidas com passos de integracao Au = Av =
0.2,0.1 e 0.5 sao menores do que o tamanho dos pontos utilizados nas figuras 2.9 e 2.10.
Acreditamos que as irregularidade em w; se devem ao modo como as freqiiéncias sao
obtidas, fazendo-se um ajuste de minimos quadrados localmente, em intervalos com poucos
ciclos de oscilacao. As freqiiéncias de oscilagao wr podem ser determinadas facilmente
com poucos ciclos, enquanto que para o termo de decaimento wy ser obtido com precisao
equivalente sao necessarios mais ciclos. Porém, tomando mais ciclos a tendéncia seria
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Figura 2.5: Diagrama da grade utilizada para a integragdo numérica da eq. (2.49) . Os
pontos pretos indicam os pontos onde o valor do campo é conhecido, a partir das condi¢oes
iniciais (2.51) e (2.52). Os pontos vermelhos indicam os pontos onde o campo deve ser
obtido com o algoritmo (2.53). Os resultados sao extraidos na linha U = U, 4.
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Figura 2.6: Valores da perturbagao eletromagnética ¢ (umqz, v) com £ = 2 para um buraco
negro de Schwarzschild com massa m = 0.5 e para a métrica de Vaidya com a funcao de
massa hiperbolica (2.46), onde v; = 75, k = 0.08, m; = 0.5, e my = 0.65 (Hyperbolic 3).
Pode-se ver claramente, no caso dependente do tempo, a desaceleracao da freqiiéncia de
oscilacao e do decaimento a partir de v;.
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Figura 2.7: Perturbacao escalar com ¢ = 2 para um buraco negro de Schwarzschild e a
métrica de Vaidya com massa linear crescente e decrescente.
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Figura 2.8: Perturbagao eletromagnética com ¢ = 2 para um buraco negro de Schwarzs-
child e a métrica de Vaidya com massa linear crescente e decrescente.
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fazer uma média temporal dos valores, ao invés de obter um resultado mais proximo do
valor instantaneo. Por isso, escolhemos tomar o menor nimero possivel de ciclos para o
ajuste, apesar de isso causar irregularidades em wy.

Analisemos mais detalhadamente, por exemplo, o caso de m(v) decrescente (figura 2.9).
Para os casos com variacdo acentuada (Linear 2 e Hyperbolic 2), pode-se ver claramente o
efeito inercial em wr proximo de v = 75. A fungio wgr(v) nao se comporta como m~!(v),
como seria de se esperar para um regime estacionario adiabatico, como realmente ocorre
para o caso Hyperbolic 1. Apoés a fase de crescimento acelerado, wr se comporta como
se tivesse uma inércia intrinseca, atingindo um valor méximo que é maior do que wg(o0),
implicando em um relaxamento correspondente a regido com wi(v) < 0 para v > 75.

Analisando ainda a figura2.9, pode-se notar também que, para o caso com variagao acen-
tuada, nao é possivel detectar diferencas entre os casos com funcao de massa suave e tipo
C Y. No entanto, vemos que o caso linear com variagao mais lenta (Linear 1) exibe alguns
efeitos inerciais proximos a v = vo. Em todas as outras regioes as freqiiéncias seguem um
comportamento proporcional a m~!(v). Nao foram detectadas diferengas apreciaveis en-
tre os transientes das perturbagoes escalares e eletromagnéticas. Como ja foi mencionado
anteriormente este comportamento inercial transiente nao pode ser detectado pela analise
de MQN’s realizada em coordenadas radiativas apresentada em [8]. Conclusdes analogas
se aplicam também aos casos com massa crescente (figura 2.10).

A partir de nossas simulacoes numeéricas podemos inferir qual a situacao correspondente
a0 aparecimento do comportamento inercial nao estacionario dos MQN’s. O desvio do
regime estacionario é medido pela segunda derivada da fun¢ao de massa, m”(v), que mede
a “velocidade” com a qual a massa varia. Heuristicamente, podemos esperar o apareci-
mento do comportamento nao estacionario quando |1/m”| (que possui a mesma dimensao
que o tempo no sistema de unidades geométricas utilizado) for menor do que um certo
tempo caracteristico de relaxamento do sistema, impedindo que o sistema relaxe e entre
em um regime adiabatico. Existem dois tempos caracteristicos associados com os MQN’s
de buracos negros: o periodo de oscilagao 27w /wr e o tempo de decaimento [1/wi]. O
aparecimento do comportamento inercial esta associado ao tempo de decaimento. Verifi-
camos desvios apreciaveis do regime estacionario sempre que m”(v) for da mesma ordem
(ou maior) do que |wy|, como mostraremos a seguir

Podemos calcular, por exemplo, a razao |m” . /wi™@l| para os dados Hyperbolic 4 da figura
2.10 (correspondentes ao comportamento inercial apresentado na figura 2.10). Para a
fungao de massa (2.46), temos

m”(v) = (mg — my)k*tanh k(v — v)[1 — tanh? k(v — v1)], (2.55)
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que possui um maximo para

1
tanh k(v —v1) = —, 2.56
v-n)=— (2:50)
de modo que
2
m" (V) maz = —= (Mg — my)K>. (2.57)

33

Para os parametros de Hyperbolic 4, vy =75 e k = 0.8, e w{inal ~ —0.145 (lido do gréfico),
temos [m/,. /winal| &~ 25%. Para os dados Hyperbolic 3 da figura 2.10 (correspondentes ao
comportamento estacionario apresentado na figura), temos v; = 75 e k = 0.08, portanto

a razao sera 100 vezes menor.

Estimar a magnitude do comportamento inercial a partir de nossas simulagoes sem um
modelo analitico aproximado parece ser bem mais dificil. Mais uma vez de maneira
heuristica, podemos esperar que a magnitude do efeito seja proporcional a |m”|7, onde T
¢ o intervalo de tempo durante o qual |m”| 2 |wy].

I T I
—— Linear 1

1.4 Linear 2
—e— Hyperbolic 1
—a— Hyperbolic 2

1.3

1.1

30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.9: A parte real (wg) da freqiiéncia de perturbagoes escalares com ¢ = 2 em
funcao de v para fun¢oes de massa linear e hiperbolica decrescentes. Para todos os casos,
mp = 0.5 e my = 0.35. Linear 1: v; = 60, v = 90. Linear 2: v; = 74.5, v = 75.5.
Hyperbolic 1: v; = 75, k = 0.08. Hyperbolic 2: v; =75, Kk = 0.8.

Todas as situacoes consideradas aqui envolvem funcoes de massa correspondentes a um

buraco negro com massa inicial m; que passa por um processo de acrecao ou diminuicao
de massa que termina com uma massa ms. Esta escolha “assintoticamente Schwarzschild”
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Figura 2.10: As partes real (wg) e imaginaria (wy) da freqiiéncia para perturbagoes ele-
tromagnéticas com ¢ = 2 em funcao de v para funcoes de massa linear e hiperbdlica
Para todos os casos, m; = 0.5 e my = 0.65. Linear 3: v; = 60, vy = 90.
Linear 4: v; = 74.5, v9 = 75.5. Hyperbolic 3: v; = 75, k = 0.08. Hyperbolic 4: v, = 75,

crescentes.

k = 0.8.
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Figura 2.11: Evolucao de wr para perturbacoes escalares com ¢ = 2 e diferentes fungoes
de massa hiperbolicas, em comparacao com uma funcao de massa linear.

nos garante que o espaco-tempo possui a estrutura causal de um buraco negro usual para
v — Z£00 e, conseqiientemente, que os MQN’s podem ser definidos da maneira usual e
as freqiiéncias correspondentes podem ser apropriadamente comparadas. Em todos os
casos considerados, os transientes iniciais se dissipam e w(v) passa a ser proporcional a
m~!(v) bastante rapidamente, confirmando a solidez da analise numérica de MQN’s. A
integracao em coordenadas nulas se mostrou muito mais eficiente do que a integracao em
coordenadas radiativas [8], permitindo-nos atingir a precisdo necessaria para verificar o
comportamento nao estacionario com recursos computacionais bastante modestos.

Uma extensao interessante deste trabalho seria a analise dos MQN’s rapidamente amorte-
cidos (n > 0). Para estes modos superiores a razao |w;/wg| é sempre maior do que para o
MQN fundamental com n = 0 considerado aqui, incluindo, para n suficientemente grande,
casos em que |wy/wr| > 1. Portanto, seria interessante verificar se o comportamento nao
estacionario poderia ser atenuado de alguma maneira para n > 0. A andlise numérica
apresentada aqui nao pode ser estendida diretamente para o caso n > (0, uma vez que
nao é possivel identificar estas freqiiéncias com precisao suficiente. Acreditamos que este
resultado poderia ser obtido, em principio, através do método WKB, que ja foi utilizado
com sucesso para a obtencao dos modos superiores de perturbacoes do buraco negro de
Schwarzschild [24], por exemplo.
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Figura 2.12: Evolucao de wg para perturbacoes escalares para diferentes valores de ¢ e
fungoes de massa linares crescente (figura superior) e decrescente (figura inferior).
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Embora as configuragoes astrofisicas tipicas de acrecao de matéria em buracos negros difi-
cilmente mantenham a simetria esférica intacta durante os estagios intermediarios, nossos
resultados podem ser utilizados como uma primeira aproximagao para o espalhamento
de campos fracos por estas fontes. E fato bem conhecido que, apoés as fases transientes,
o sistema deve se acomodar em uma configuracao esfericamente simétrica estacionéria.
Entretanto, nao devemos esquecer que o comportamento inercial nao estacionario das
freqiiéncias dos MQN'’s deve surgir sempre que |m”| 2 |wi|. Isto torna a analise de situa-
coes com variagoes rapidas uma tarefa delicada.

A evaporagao por radiagdo de Hawking [25] poderia ser considerada como um processo
fisico real onde a massa do buraco negro decresce e a simetria esférica é mantida. Nosso
método pode ser aplicado a esse caso (ver capitulo 3).

Finalmente, notamos que as oscilagoes amortecidas correspondem a uma fase intermedia-
ria do espalhamento de ondas por buracos negros assintoticamente planos. A tultima fase
corresponde a um decaimento que segue uma lei de poténcia. Nos problemas considerados
aqui, o decaimento em lei de poténcia aparece tipicamente para valores grandes de v, nos
quais os MQN'’s ja atingiram a fase estacionaria, sem vestigios dos transientes: a massa
do buraco negro atingiu o seu valor final constante e o comportamento dos MQN'’s ¢ mais
uma vez estacionario, ou seja, tudo se passa como se tivéssemos um buraco negro de
Schwarzschild. Nao detectamos, neste caso, qualquer influéncia da dependéncia temporal
do potencial na fase final de decaimento em lei de poténcia. Este resultado é conseqiiéncia
da nossa escolha de fungoes de massa “assintoticamente Schwarzschild”.
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Capitulo 3

Caracterizacao de Mini Buracos Negros
através de seus Modos Quasi-Normais

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos para os modos quasi-normais de um
modelo utilizado para descrever mini buracos negros. Na secao 3.1 apresentamos uma
curta introducao ao topico de mini buracos negros produzidos em aceleradores de parti-
culas, e algumas referéncias sao sugeridas para o leitor interessado em obter mais detalhes
sobre o assunto. Na secao 3.2 temos a apresentacao do modelo utilizado para descrever
os mini buracos negros, baseado no tratamento da métrica de Vaidya em n dimensoes
apresentado em |26, e na se¢do 3.3 temos os resultados obtidos [7|. Nossos resultados
implicam a possibilidade de se obter os parametros da solugao, como a massa inicial e o
numero de dimensoes extras, através de seus MQN’s.

3.1 Mini buracos negros em aceleradores de particulas

Alguns anos atras, em 1998, surgiu uma nova proposta para se resolver o chamado Pro-
blema da Hierarquia. Este problema consiste em explicar por que a escala caracteristica
da gravidade, Mp = \/hic/G ~ 10 GeV, é 16 ordens de grandeza maior do que a escala
eletro-fraca, Mgy ~ 1 TeV. Segundo esta nova proposta, o problema poderia ser resolvido
supondo-se a existéncia de dimensoes espaciais extras em nosso universo |27, 28, 29|.

Vamos apresentar aqui resumidamente o argumento proposto. Existe uma diferenca im-
portante entre as duas escalas de energia fundamentais, Mgy e Mp. Enquanto as inte-
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racoes eletro-fracas ja foram testadas experimentalmente até distancias de ~ Mb:vlva as
foras gravitacionais ainda estao muito longe de serem testadas em distancias de ~ Mp"'.
De fato, a gravidade s6 foi medida experimentalmente até o limite de ~ 1 cm. Portanto,
quando interpretamos Mp como uma escala de energia fundamental, estamos supondo
que a gravidade se mantém inalterada ao longo das 33 ordens de grandeza entre ~ 1 cm
até a distancia de Planck ¢p ~ 10733 cm.

Uma vez que a natureza fundamental da escala eletro-fraca é uma certeza experimental,
a idéia proposta é: Mgy é a unica escala de curta distancia fundamental da natureza,
estabelecendo inclusive a escala da interagao gravitacional. Como conciliar este quadro
com a gravitacao usual? Uma idéia muito simples é supor que existem d dimensoes
espaciais compactas extras de raio ~ R. A escala de Planck Mp(4) desta teoria (4+ d)-
dimensional é tomada como sendo ~ Mgy . Desta forma, duas massas de teste m; e mo
separadas por uma distancia r << R sentirao um potencial gravitacional dado pela lei de
Gauss em (4 + d)-dimensoes,

mime 1
Vir) ~ —53 pdt1 (3.1)
P(4+d)

Por outro lado, se as massas estiverem separadas por uma distancia r >> R, as suas
linhas de fluxo gravitacional nao conseguirao mais penetrar nas dimensoes extras, e o
potencial usual é obtido,
mi1me 1
~ A2 pd g
Mp(1ya) BT
de modo que a nossa massa de Planck 4-dimensional efetiva Mp(y) é

2 2+d d
MP(4) - MP—&H-d)R . (33)

V(r) (3.2)

Substituindo Mp4q) ~ Mgw, o valor de R que reproduz a Mp4) observada é

1TeV ) 3

(3.4)

30
R~ 107 em x (
Mew

Desta maneira, as interagoes gravitacionais poderiam ter uma dependéncia em r total-
mente diferente do conhecido em escalas menores do que 1 mm. Por outro lado, as forcas
eletromagnéticas, fracas e fortes também seriam sensiveis a presenca destas dimensoes
extras. E as suas interacoes seriam modificadas além de qualquer limite fenomenologico
aceitavel, para dimensoes extras da ordem de 1 mm. Esta dificuldade foi solucionada
supondo-se que toda a matéria comum, sujeita a acao das forcas eletromagnéticas, fracas
e fortes, esta limitada a viver em uma hipersuperficie em (3-+1) dimensdes, ou 3-brana.

Esta 3-brana, que representa o nosso mundo em 4 dimensoes, estd mergulhada em um
espaco com mais dimensoes, chamado bulk, no qual apenas a gravidade se propaga. A

brana deve ter uma “espessura” de ~ ME_I}V nas dimensoes extras.
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Se realmente existirem, as dimensoes extras mudarao muitas de nossas concepcoes a res-
peito do universo. Teorias ja estabelecidas deverao ser estendidas ou modificadas para
acomodar os resultados devidos as dimensoes extras. Da mesma forma, a fisica e as
propriedades dos buracos negros sofrerao modificagoes em uma teoria com dimensoes ex-
tras. Como no caso 4-dimensional, é natural pensar que um buraco negro sera formado
se a matéria limitada a brana sofrer um colapso gravitacional. Os buracos negros assim
formados estao centrados na brana, e se estendem ao longo das dimensoes extras. Se o
horizonte do buraco negro for muito maior do que o tamanho R das dimensoes extras,
rp, >> R, o buraco negro produzido sera efetivamente um objeto em 4 dimensoes. Entre-
tanto, se r, << R, entao este pequeno buraco negro sera um objeto com mais dimensoes,
totalmente submerso no espaco-tempo com dimensoes extras, com propriedades distintas
daquelas de um buraco negro usual.

Estes novos modelos propostos com dimensoes extras prevéem a producao de mini bura-
cos negros em colisoes de particulas com energia suficientemente altas, pois argumentos
tedricos mostram que a presenca de dimensoes extras aumenta a secao de choque de
produgao destes objetos [30]. Temos, como conseqiiéncia, a previsao de criagdo de mini
buracos negros em interacoes de particulas elementares a altas energias, em aceleradores
de particulas ou raios cosmicos.

Espera-se que estes eventos sejam obtidos no Large Hadron Collider (LHC) no Cern no
futuro proximo [31]. Consideremos dois partons com energia de centro de massa igual
a Mpxn se movendo em diregoes opostas. Argumentos semi-cléssicos sugerem que, se o
parametro de impacto for menor do que o raio (n-dimensional) de Schwarzschild, um
buraco negro com massa Mpy sera formado. As conseqiiéncias fenomenoléogicas e obser-
vacionais da existéncia destes objetos tém sido discutidas intensamente (ver, por exemplo,
[32, 30, 33]). Supde-se que estes mini buracos negros n-dimensionais sejam fortemente in-
teragentes. Uma vez formados e ap6s possiveis estagios transientes, a radiagao de Hawking
[25] deve ser predominante na sua evolugao.

Hawking mostrou que um buraco negro (4-dimensional) deve emitir particulas como um
corpo negro com uma temperatura 7' proporcional a sua gravidade superficial, que por
sua vez ¢ inversamente proporcional & massa M do buraco negro,
M3c?
KT = —2 . (3.5)
8w M (t)
Podemos utilizar um raciocinio semi-classico para obter o tempo de vida deste buraco
negro. O fluxo de energia emitido pelo buraco negro, por unidade de area, é dado pela lei
de Stefan-Boltzmann

¢=oT", (3.6)
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de forma que a poténcia total irradiada serd dada por

dM
27— AeT? 3.7
onde 2GM (1)
A=47R%, Rg= — (3.8)
Portanto, temos, finalmente,
d M a (M’
— = | — , (3.9)
dt Mp t, \Mp

onde tp = h/Mp02 é o tempo de Planck e a constante a é dada por

oh3c? 1
_ _ , 3.10
7 95613kt 153607 (3.10)

A eq. (3.9) pode ser integrada analiticamente, e o tempo de vida ¢y do buraco negro (em
4 dimensdes) com massa inicial M, é

1/ My\*tp
to== (2] =Z. 3.11
0 3<Mp) a (8:11)

Para mini buracos negros estudados no ambito de teorias com dimensoes extras, a sua
poténcia irradiada e, conseqiientemente, a sua taxa de diminuicao de massa devem ser
regidas pela lei de Stefan-Boltzmann n-dimensional [34|, de onde temos, de maneira similar
ao exposto acima para um buraco negro em 4 dimensoes,

d {m an [ M ~w
S (R IR 12
dt (MP) tp (Mp> ’ (3.12)

onde a constante a, é proporcional & constante de Stefan-Boltzmann n-dimensional o,
[34], O valor de o,, depende dos canais de emissao disponiveis para a radiagao de Hawking,
dos numeros de graus de liberdade para as diferentes espécies de particulas emitidas e dos
fatores de emissao do buraco negro. No entanto, supde-se tipicamente a, ~ 1073 |35, 36].
A eq. (3.12) pode ser integrada facilmente,

n—3

t n—1

m(t) = mg (1 - —) : (3.13)
to

0 <t <ty onde o tempo de vida ty de um buraco negro com massa inicial mg é dado por

n—1
n—3 (mgy\" "3 tp
to = — —. 3.14
0 n—l(MP) an, ( )
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Seguindo Arkani-Hamed et al [27, 28, 29|, a fenomenologia destes mini buracos negros
pode ser estudada tomando-se a escala de Planck de modo que Mp ~ 1TeV.

E importante lembrar que a eq. (3.12) nao é valida nos estagios finais da evaporagao
do buraco negro, quando a temperatura do buraco negro aumenta e o aparecimento de
novos canais de emissao para a radiacao de Hawking podem induzir variacoes no valor
da constante a,. Neste ponto, é possivel que até mesmo a derivacao adiabatica usual
da radiacao de Hawking nao seja mais valida. Estes pontos estao fora do escopo deste
trabalho. Nos supomos aqui que o buraco negro evapora seguindo (3.13) para 0 < t <
to. Entretanto, para a nossa analise numérica se faz necessaria a introducao de uma
regularizacao da funcao de massa nos instantes finais do processo de evaporacao. Porém,
nossos resultados principais nao dependem dos detalhes finais da evaporacao.

3.2 Modelo utilizado

Consideramos aqui os MQN’s associados a um buraco negro n-dimensional cuja massa
decai de acordo com (3.13). Como os canais de emissao preferenciais para a radiacao de
Hawking correspondem a campos sem massa, utilizamos para modelar estes mini buracos
negros a métrica de Vaidya n-dimensional [37] em coordenadas de cone de luz |26]. A
meétrica de Vaidya (descrita na se¢do 2.1 para o caso n = 4), corresponde a uma solucao
das equacoes de Einstein com simétrica esférica na presenca de um fluxo radial de radiacao
nao polarizada,

1
T = gh(u,v)kukw (3.15)
onde ku é um vetor radial nulo. Em coordenadas de cone de luz n-dimensionais
(u,v,0q,...,0,_5) a métrica possui a forma
ds* = —2f (u,v)dudv + r*(u,v)dQ>_, (3.16)

onde d2?_, é a métrica da esfera (n — 2)-dimensional com raio unitario, mapeada pelas
coordenadas angulares 61,05, ...,0, o,

n—2 i—1
o’ ., = Z ( sin? 9j> doz (3.17)
1

i=1 \j=
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e f(u,v), r(u,v) e h(u,v) obedecem as seguintes equagoes [26]:

or(u,v)

flu,v) = 2B(v)—5 —, (3.18)
Lg:v) = —B(v) (1— 7(712_”;(;)71_3) : (3.19)
h(u,v) = =2 (Z — g) B(Z?ZZ/(U) : (3.20)

onde m(v) representa a massa da solugao n-dimensional, sendo definida em termos das
componentes do tensor de Riemann como [26]
n—3
2

n— 0
m = " PRy 0. (3.21)

com k > 1. Todos os resultados para a métrica (3.16) sao uma generalizacao dos resultados
da segao 2.1. Adotamos o sistema de unidades naturais (tp = Mp = lp = 1).

O horizonte aparente de um buraco negro n-dimensional descrito pelas equagoes (3.16)-
(3.19) é dado pela condigao de que a derivada de r em relacdo a v dada na eq. (3.19) se

anule (ver ﬁg 24),
( ) <2m('l])) nflg (3 )
h U n - 3 ' .

Nossa escolha para a fun¢ao de massa m(v) é guiada pela solugao (3.13). Porém, o estagio
final da evaporacao de um buraco negro é um ponto bastante sutil. Um buraco negro
poderia evaporar até massa nula como descrito por (3.13) deixando para tras um espago-
tempo de Minkowski vazio (ou talvez até mesmo uma singularidade nua), ou poderia
evaporar até atingir uma massa minima, isto é, deixando um remanescente massivo. Para
evitar estes problemas em nossa analise numérica, introduzimos uma regularizacao para
o estagio final do processo de evaporagao. Consideramos a funcao de massa

n—3

v n—1
m(v) _ mo <1 — v—0> s <<y < Vo , (323)
A — Btanhk(v —vy), v> vy,

com £ > 0. As constantes A, B e k sao determinadas impondo-se condi¢oes para a
continuidade de m(v) e sua primeira derivada em v = vy,

n—3

n—1
A = (1 - ﬂ) , (3.24)

Vo
= A—mp, (3.25)
2
n — 3 mg v\ "t

= — (11— — ) 3.26
" n—128 < UQ) ( )
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Claramente, A — B = mp é a massa do remanescente final. A regularizacao s6 é efetiva
nos instantes finais do processo de evaporacao, (vg — v1)/to < 1, e mp < 1TeV. Nossos
resultados mostram que, durante a maior parte do processo de evaporagao, o regime
estacionario dos MQN’s descrito na secao 2.3 se mantém, implicando um espectro de
poténcias especifico e talvez observavel para as perturbacoes desses mini buracos negros.

3.3 Perturbacoes e resultados

No6s decompomos um campo perturbativo genérico ¢ como

6= % y(u,v)Yen (O, ..., Ons) (3.27)
m

onde Yy, sdo os harmonicos esféricos na esfera unitaria (n — 2)-dimensional [38], de forma
que

B, Yom ==Ll +n—3)Yem, (3.28)

onde £ =0,1,2,..., e m é um conjunto de (n — 3) inteiros (my, ma, ..., m,_3) que satis-
fazem ¢ > my,_3 > my > |my|. Utilizando (3.18) e (3.19), podemos, através de calculos
inteiramente analogos aos apresentados no Apéndice A para perturbacoes escalares na
métrica de Vaidya em 4 dimensoes, escrever a equacao de Klein-Gordon para um campo
1y como
ey
Oudv

+ fu,v)V(u,v)hy =0, (3.29)

onde

1/ (l+n=3) (n—2)(n—4) (n—2)? m(v>> . (3.30)

\% = —
(u, v) 2( r2 + 42 + 2rn—1l n —3

Este resultado nao é inesperado. As equacoes de perturbagao para o buraco negro de
Schwarzschild em n dimensoes sao conhecidas na literatura. Além das perturbacoes esca-
lares e eletromagnéticas, existem trés tipo de perturbacoes gravitacionais, denominadas
escalares (que se reduzem a perturbacoes polares em n = 4), vetoriais (que se reduzem
a perturbages axiais em n = 4) e tensoriais (sem analogo em n = 4). A equacdo de
perturbagao geral para um buraco negro de Schwarzschild n-dimensional é conhecida e
possui a mesma forma da eq. (3.29), com o potencial dado por [39, 40|

B )

A constante s determina o tipo de perturbacao considerada: s = 0 corresponde a pertur-
bagoes escalares e tensoriais gravitacionais, s = 2 corresponde a perturbacoes vetoriais
gravitacionais, s = 2/(n — 2) corresponde a perturba¢oes vetoriais eletromagnéticas e

(3.31)
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s =2 —2/(n—2), finalmente, a perturbagoes escalares eletromagnéticas (segundo a no-
menclatura de [40]). A expressao para o potencial gravitacional escalar é mais complexa
e nao sera apresentada aqui.

Podemos ver que para n = 4 o potencial (3.31) se reduz as expressoes conhecidas para
perturbagoes escalares, eletromagnéticas (note-se que s =2/(n—2)=2-2/(n—2) =1
para n = 4) e axiais para Schwarzschild (comparar com eq. (1.2)). O potencial (3.30) é
equivalente ao potencial (3.31) com o = 0. A diferenga no tltimo termo do potencial se
deve ao fato de que, em [40], o raio do horizonte aparente foi tomado como r;, = 1.

Nos realizamos uma exaustiva analise numeérica das equagoes (3.18), (3.19) e (3.29), se-
guindo o método descrito na secao 2.3, adaptado para o caso de n dimensoes. Em particu-
lar, pudemos verificar que o comportamento estacionario dos MQN’s para massas variando
lentamente, verificado na secao 2.3, nao é alterado em espacos-tempos com maior nimero
de dimensdes, ver fig. 3.1. Conseqiientemente, uma vez que a fungao de massa m(v) varie
lentamente, os MQN’s da eq. (3.29) atingem um regime estacionario e as freqiiéncias
associadas (wr) e os termos de decaimento (@y) sdo proporcionais a 1/ry(v), onde rp, é o
horizonte aparente dado pela eq. (3.22) De maneira mais quantitativa, temos, para um
buraco negro evaporando de acordo com a eq. (3.23), porém sem a regularizacao para
v > v (necessaria apenas para a analise numeérica),

1

Ora(v) _ a(0) _ <1 _ 1)‘“ , (3.32)

WR,I rr(v) Vo

onde wg 1 correspondem a freqgiiéncia de oscilagdo (g) e ao termo de decaimento (1) dos
MQN’s de um buraco negro de Schwarzschild n-dimensional com massa mg. Devemos
notar que a relagdo wgr o 1/ry, para buracos negros de Schwarzschild n-dimensionais ja
havia sido obtida anteriormente por Konoplya em [41]. Assim como na se¢ao 2.3, condigdes
iniciais gaussianas foram utilizadas em todas as anéalises, embora resultados equivalentes
possam ser obtidos para qualquer condicao inicial localizada.

Nossas simulagoes indicam fortemente que a condi¢cao para o regimes estacionario dos
MQN’s (obtida na segao 2.3) deve ser generalizada para o caso de buracos negros n-
dimensionais como |} (v)| < |@1(v)|, onde @ é 0 menor termo de decaimento do sistema.
Para o presente caso, esta condi¢ao pode ser escrita como

27L72 1
v\t n—2 2 =3 my
1—— <1l-a — 3.33
(-3) “ [(n—3>2 (:5) w] / (333

onde wr é 0 menor termo de decaimento de um buraco negro de Schwarzschild n-dimensional
com massa mgy = m(0), correspondendo tipicamente a perturbagoes escalares. Para mi-
niburacos negros formados no LHC, o termo entre colchetes deve ser ~ 1, independente
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Figura 3.1: Freqiiéncias “instantaneas” dos MQN’s para a eq. (3.29) com o potencial
(3.30). No regime estacionario, as freqiiéncias sao proporcionais a 1/rp(v), como pode
ser visto pelo bom acordo entre os pontos (obtidos nas simulagdes numeéricas) e as cur-
vas const. X 1/rp,, onde as contantes foram estimadas a partir da eq. (3.32). Os casos
apresentados correspondem a ¢ =2 e a,, = 0.02.
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Scalar Perturbation, L =3
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Figura 3.2: Freqiiéncias “instantaneas” dos MQN’s para a eq . (3.29) com o potencial
(3.30). Os casos apresentados correspondem a ¢ = 3 e a,, = 0.02.

de n. Portanto, somente nos tltimos estagios do processo de evaporac¢ao (menos do que
a tltima fracio a!" V™2 do tempo de vida) o regime estacionario é quebrado. Con-

seqiientemente, a perturbagao da eq. (2.49) pode ser bem descrita por

Y(v) = e " sin (g + 6) | (3.34)

para 0 < v < vg, e @/N)(v) = 0 for v > vy, onde Wy sdo fun¢des de v dadas por (3.32), e § é
uma fase arbitraria.

Podemos observar que, para valores tipicos do parametro a, e mg ~ 1TeV, o espectro de
Fourier W(f) das perturbacdes estacionérias (3.34) ¢ muito proximo do espectro de Fourier
U(f) das perturbagoes de um buraco negro de Schwarzschild n-dimensional (m(v) = my),

Y(v) = e “"sin (wrv + 9) (3.35)

para v > 0. Este fato, claramente ilustrado na fig. 3.3, certamente merece uma analise
mais rigorosa. Entretanto, algumas estimativas simples corroboram esta observacao. Da
linearidade da transformada de Fourier e da identidade de Parseval, temos

/OOO (@b(v)—&(v)fdv: /Oo ‘\If(f) —U(f) 2df. (3.36)

—00

Uma vez que o lado esquerdo da eq. (3.36) seja pequeno ¥(w) serd proxima (no sentido
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da norma L?) de ¥(w). A integral do lado esquerdo da eq. (3.36) pode ser dividida como
v2 N2 % N\ 2
11+12:/ <¢—¢) dv+/ (¢—¢) dv . (3.37)
0 V2

A segunda integral pode ser estimada como

o0 o0 ~ e} —2w11)2
L <2 < / Vidv + / 1/12dv) <4 / R : (3.38)
V9 Vo Vo w1

Tipicamente, wg e wy sao da ordem da unidade, enquanto a,, é muito menor (1073). Se
escolhermos vy correspondendo a, por exemplo, 10 ciclos de oscilagao de ¥ (v), o valor de
I, serd menor do que e~ Este é o erro cometido ao aproximarmos o lado esquerdo da
eq. (3.36) por 1.

Na fig. 3.3 o espectro de Fourier \if(f) foi obtido numericamente através de um algoritmo
de FFT (“Fast Fourier Transform”) [42]. Podemos obter numericamente com algoritmos
deste tipo a tranformada de Fourier de uma funcao h(t) cujo valor é conhecido em in-
tervalos de tempo igualmente espacados. Seja A o intervalo de tempo entre dois valores
consecutivos, de modo que a seqiiéncias de valores amostrados seja

ho=h(nA) n=...,-3-2-1,0123,... (3.39)

Para qualquer intervalo de amostragem A, existe um freqiiéncia especial f., denominada
freqiiéncia critica de Nyquist, dada por

fe = L (3.40)

2A
Esta é a freqiiéncia maxima que pode ser “vista” no espectro obtido pelo método de
FFT. Existe um efeito denominado “aliasing” relacionado a freqiiéncia critica de Nyquist.
Se uma funcao continua for amostrada com um certo intervalo A, mas o seu espectro
de freqiiéncias nao for limitado por f., todas as contribui¢cbes para o seu espectro que
estiverem fora do intervalo — f, < f < f. serdo espuriamente acrescentadas neste intervalo.
Podemos ver claramente este efeito na fig. 3.3, na parte final do espectro de poténcias.

O espectro de Fourier U(f) da perturbagao (3.35) pode ser facilmente obtido,

1 > iy 1 wrcosd+ (wp+if)sind
G :—/ P(t)e Tt dt = . 3.41
(=7 i (t) T ()Pt (i T (3.41)
O espectro de poténcias associado
1 (wg cos d + wysin §)2 + f2sin?§
v = 3.42
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apresenta um pico bastante evidente (ver fig. 3.3) em f,,,, dada por

r2nam — (w%{ _w12) _ g( 2 ) _ 1 sin 4 ’ (3 43)
(W + w%)2 — f4 mars 2 \wrcosd +wrsind ) '

de onde podemos concluir que

wE — W8 < frnax < \JwE + w?, (3.44)

pois |wgr| > |wi|, ver Fig. 3.4.

10 T T ] T T T T

W)

0.1

001 M R | 1 1 P R T S S | 1 1 1

Figura 3.3: O espectro de poténcias: |W(f)|, linha continua, dado pela eq. (3.42); e
|¥(f)|, linha pontilhada, calculado numericamente a partir das equacdes (3.34) e (3.32).
As duas curvas sao realmente bastante proximas para valores tipicos de a,, e mg &~ 1TeV.
Em particular, ambos os espectros apresentam picos pronunciados similares. Note-se que
as discrepancias para valores grandes de f se devem ao efeito de “aliasing” dos métodos
de FFT para freqiiéncias maiores do que a freqiiéncia critica de Nyquist [42], e ndo a
discrepancias reais entre |¥(f)| e |[U(f)|. O caso apresentado corresponde a n = 4,
as = 0.002, wg = 0.25, w; = 0.01, e 0 = 0.

Nosso resultado mais interessante concerne a caracterizacao dos sinais que vém do buraco
negro. Podemos determinar wg e w; a partir dos picos no espectro de poténcias das
perturbacoes em mini buracos negros em processo de evaporacao. Conseqiientemente,
podemos inferir valores para os parametros do buraco negro, tais como a sua massa inicial
mp e até mesmo a dimensao n do espacgo-tempo no qual o buraco negro efetivamente vive.
Obviamente, n6s nao esperamos que as perturbacoes gravitacionais associadas a estes
mini buracos negros sejam mensuraveis. No entanto, lembramos que a anélise de MQN’s
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2 \wxr cosd+ W sind
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Figura 3.4: Solugao grafica de (3.43). Podemos ver claramente que, para uma fase arbi-
traria 0, o pico do espectro de poténcias (3.42) esta localizado no intervalo descrito por
(3.44).
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pode ser aplicada a qualquer campo de teste se propagando préoximo de um buraco negro.
Em particular, esta analise também se aplica para perturbacoes eletromagnéticas reais e,
embora uma parte significativa das emissoes destes buracos negros seja dirigida para o
“bulk” [43, 44|, campos eletromagnéticos estdo presentes e sdo mensuraveis no ambiente
do LHC. O comportamento das ondas eletromagnéticas espalhadas por estes mini buracos
negros durante o processo de evaporacao deve exibir um espectro de poténcias como o
da fig. 3.3, pois as perturbagoes eletromagnéticas também serao da forma (3.34). Para
buracos negros 4-dimensionais, por exemplo, as freqiiéncias e os termos de decaimento
dos MQN’s da primeira perturbagio eletromagnética (¢ =1 e n = 0) |24] sdo

w = 0.2483 — 0.0925¢, (3.45)

de modo que a freqiiéncia do pico do espectro de poténcias da perturbacgao eletromagnética
estd no intervalo

myo ,
_ , 4
( 1TeV> Ffmae = 230 até 265 GeV (3.46)

Tipicamente, quanto maior o nimero de dimensoes extras, maior serd a freqiiéncia do
pico, podendo até ultrapassar 1 TeV. Entretanto, a partir de uma determinacao precisa
da localizacao do pico para perturbacoes eletromagnéticas podemos obter os parametros
relevantes do mini buraco negro, incluindo o nimero de dimensoes extras.

Podemos discutir um pouco sobre as conseqiiéncias observacionais destes resultados. O
que, efetivamente, pode ser observado? A freqiiéncia f,,,, corresponde ao pico do espectro
de poténcias da perturbacao eletromagnética do buraco negro. Ou seja, de ondas eletro-
magnéticas espalhadas pela barreira de potencial do buraco negro. O valor de f,.. € a
forma do espectro independem das ondas incidentes, esta é uma caracteristica do decai-
mento em MQN’s. Podemos esperar que, caso mini buracos negros sejam formados nos
experimentos do LHC de colisao de particulas, os fotons presentes e resultantes da colisao
entre particulas elementares sejam espalhados pelo mini buraco negro da maneira descrita
aqui. Desta forma, é possivel esperar a deteccao de um sinal eletromagnético altamente
energético, possivelmente isotropico, “emitido” (na verdade, espalhado) pelo mini buraco
negro, e com as caracteristicas descritas acima. Nao desejamos simplificar aqui exage-
radamente uma situacao experimental reconhecidamente complexa, mas salientar que o
sinal previsto deve se encontrar presente, ainda que parcialmente camuflado pelo grande
niimero de produtos gerados na colisao.
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Capitulo 4

Estrutura e Estabilidade do Gravastar

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos no estudo do gravastar [45]. Na segao
4.1, apresentamos uma revisao dos resultados recentes na literatura sobre o gravastar
e na secao 4.2 obtemos os vinculos que limitam os parametros da solucao. Na secao
4.3 apresentamos um modelo baseado no trabalho de [46] e uma discussao sobre a sua
estrutura. Finalmente, na secao 4.4 temos a analise das perturbacoes axiais para o modelo
adotado.

4.1 Gravastar (Gravitational Vacuum Condensate Star)

O modelo do gravastar foi proposto recentemente por Mazur e Mottola [47, 48| e tem
atraido atencao como uma possivel alternativa aos buracos negros. Uma estrela cuja massa
seja suficientemente grande, nos derradeiros estagios de sua evolugao, pode terminar sua
vida como um gravastar estavel, um objeto muito compacto com raio muito préoximo do
raio de Schwarzschild da estrela. Este objeto nao possui um horizonte de eventos nem
uma singularidade central. No modelo do gravastar uma transicao de fase deve ocorrer
proxima da localizagao onde o horizonte de eventos poderia ter se formado. O interior
do que poderia ter sido um buraco negro ¢ substituido por uma regiao de espago-tempo
de de Sitter. Este niicleo é envolvido por uma casca fina de matéria, que por sua vez é
envolvida por um vécuo descrito pela métrica de Schwarzschild.

Apesar das muitas evidéncias experimentais a favor da existéncia de buracos negros,
pode ser fundamentalmente impossivel fornecer uma prova observacional irrefutavel da
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existéncia do horizonte de eventos de um buraco negro [49]. Os questionamentos sobre
a real existéncia dos buracos negros tém produzido novas propostas e idéias, como o
gravastar. Estes novos modelos nao devem ser descartados de imediato, mas devem ser
analisados com cuidado antes de serem considerados mais seriamente. Nao advogamos
aqui uma posicao contraria ou favoravel a existéncia de gravastares, porém acreditamos
que se trata de uma solucao das equacoes de Einstein que merece ser estudada.

O modelo do gravastar deve responder primeiramente a uma pergunta Obvia: esta solu-
cao é estavel? Em [47, 48] sdo apresentados argumentos que mostram que a solugao é
termodinamicamente estavel, mas a anéalise de outros tipos de estabilidade nao é trivial,
devido a estrutura do modelo. O gravastar é, na verdade, uma estrutura com cinco ca-
madas, incluindo duas cascas infinitesimais, decorrentes das condigoes de juncao de Israel
para a métrica [16, 17, 50| (ver equagoes (4.1) e (4.2)). Diversos modelos relacionados e
simplificados foram propostos recentemente. Em [51] foi analisada a estabilidade radial
de um modelo simplificado com trés camadas, e mostrou-se que a estabilidade é mantida
para diversas configuragoes. Este estudo foi generalizado em |52] para gravastares com
diferentes métricas exteriores. Outras possibilidades para a solucao interior também tém
sido consideradas. Em [53] um phantom de Born-Infeld substitui o interior de de Sitter,
em [54| a solu¢ao interior é governada pela equacao de estado da energia escura, e final-
mente em |55| geometrias interiores com eletrodindmica ndo linear sdo combinadas com
o exterior de Schwarzschild.

Em [46]| é mostrado que gravastares nao podem ser fluidos perfeitos, ou seja, eles devem
possuir pressoes anisotropicas que sao dadas no modelo original pelas tensoes superficiais
nas cascas infinitesimais na juncao entre as métricas que descrevem o interior, a casca de
matéria e o exterior. Em [46] temos um modelo proposto com pressoes anisotropicas e
densidade continuas, sem a presenca de cascas infinitesimais. E mostrado que, se supu-
sermos o gravastar como um fluido perfeito, a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
nao sera satisfeita: pressoes isotropicas nao conseguem sustentar um objeto esfericamente
simétrico, estatico, com densidade positiva, pressao central negativa e pressao nula na
superficie.

Em |56, 57| sdo propostas algumas equagoes de estado que satisfazem o modelo proposto
em |46]. Em [57| foi realizada uma primeira anélise de perturbages axiais neste modelo,
seguindo o procedimento padrao para perturbagtes axiais em buracos negros [58]. Nosso
trabalho também se baseia no modelo com pressoes anisotropicas proposto em [46] (ver
se¢ao 4.3), porém mostramos que um procedimento diferente deve ser utilizado para a
analise perturbativa, seguindo o estudo de perturbagoes axiais em estrelas |59, 60|. Uma
apresentacao muito completa das perturbacoes gravitacionais, tanto axiais quanto polares,
é apresentada para um modelo correlato em [61]. Entretanto, este modelo é assintotica-
mente de Sitter para r — 0 e assintoticamente Schwarzschild para r grande. Portanto,
nao poderia descrever uma alternativa para o estagio final de uma estrela compacta.
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Além de testar a estabilidade do modelo, o estudo das perturbagoes gravitacionais do
gravastar pode produzir outros resultados interessantes. Em geral, acredita-se que se-
ria muito dificil distinguir observacionalmente um gravastar de um buraco negro [62].
Entretanto, sabemos que as freqiiéncias dos modos quasi-normais dependem apenas das
caracteristicas do objeto perturbado, e nao da perturbacao inicial, tornando possivel iden-
tificar o objeto através de seu espectro de MQN’s. Além disso, temos a possibilidade de
deteccao no futuro préoximo de ondas gravitacionais provenientes de objetos astrofisicos.
Conseqiientemente, se o estudo de perturbacoes do gravastar resultar em um espectro de
MQN’s, este resultado poderia fornecer um meio de se distinguir experimentalmente um
gravastar de um buraco negro.

4.2 Vinculos nos parametros do modelo original

Primeiramente expomos uma répida revisao das equacoes principais do modelo original do
gravastar proposto por Mazur e Mottola [47, 48]. Esta revisao se faz necessaria para apre-
sentarmos nossos resultados para os vinculos sobre os parametros do modelo. Comegamos
com o elemento de linha esfericamente simétrico e estatico

dr?

ds* = —f(r)dt* + - G

+ r2dQ?, (4.1)
e as equacoes de Einstein devem ser resolvidas para um fluido perfeito em repouso, com
trés diferentes equacoes de estado em trés regices

[. Interior: 0<r<ry, p=-p,
II. casca: ri<r<ry, p=-+p, (4.2)
ITI. Exterior: o <1, p=p=0.

A motivacao desta construcao é dar estabilidade ao modelo, com uma condi¢ao na qual
o colapso gravitacional seja impedido. Podemos ver, a principio, que isto pode ser con-
seguido com a equagdo de estado interior dada em (4.2). Um espago-tempo plano, ho-
mogéneo e isotropico, com p = —p = —p, (constante), pode ser descrito pela métrica de
Robertson-Walker,

dr?
1 — kr?

com k = 0 e o tensor de energia-momento de um fluido perfeito, 7" = (p+p)U*U" + pg"”
(ver secao 2.1). Esta solugao das equagoes de Einstein é conhecida como espago-tempo
de de Sitter. Resolvendo as equacoes de Einstein para esta métrica, obtemos a equacao

ds® = —dt* + R*(t) { + 7’2dQ2} : (4.3)

o 8T 5 8T Py 1/2
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que mostra que este & um espaco-tempo em expansao. Portanto, a solucao interior de
(4.2) é adequada para impedir o colapso gravitacional. Este nao é, porém, um argumento
conclusivo para a estabilidade do modelo, apenas uma motivacao e uma justificativa de
sua viabilidade. Na secao 4.1 estao citados alguns trabalhos em que foram realizadas
anéalises sobre a estabilidade deste modelo, e de outros modelos similares.

Seguindo a apresentagao feita em [47, 48], as equa¢oes de Einstein para (4.1) e (4.2) podem
ser escritas como

1d
—Gy = Sl = h)] = =87 = 8mp, (45)
. hdf 1 s
G o= ﬁ%jtﬁ(h—l)—SﬂTr—&rp, (4.6)

juntamente com a equacao de conservacao

ou _ 40 ptpdf

A Y I (4.7)

Nas interfaces r = r; e r = 19, 0s coeficientes da métrica r, f e h devem ser continuos,
embora suas primeiras derivadas devam ser descontinuas, como pode ser visto das equacoes

(4.5)-(4.7).

Na regido I p ¢ uma constante dada por p, = 3H3 /8, e a métrica descreve um espago-
tempo de de Sitter,

L f(r)=Ch(r)=C(1—Hr*), 0<r <. (4.8)

Na regiao I11, de acordo com o teorema de Birkhoff, o espaco-tempo ¢ descrito pela métrica

de Schwarzschild Y
L. f(r)=h(r)=1- — T <r. (4.9)

Na regido 1I, definimos uma nova variavel adimensional w = 87r?p, de modo que as
equagoes (4.5)-(4.7) com p = p pode ser escritas como

% B 1—631—;1’ (410
d_: N _11;5—_;;%[]’ (4.1)
1:—5 = const. (4.12)
A eq. (4.10) é satisfeita com a definigao
h=1- % . dm(r) = 2dm(r) = 8tpridr = wdr, (4.13)
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dentro da casca. A eq. (4.11) geralmente s6 pode ser resolvida numericamente. Entre-
tanto, uma solugao analitica pode ser obtida no limite de casca fina, 1y — ry (0 < h < 1),
pois neste limite podemos tomar h igual a zero no lado direito da eq. (4.11), obtendo

m o (1+ w)?

1- D e w1 (4.14)
T w

h

na regiao II, onde € é uma constante de integragao (e < 1). Com as equagoes (4.10)-(4.14)
e as condicoes de continuidade dos coeficientes da métrica f e h em 71 e ry, podemos
mostrar que as constantes de integracao e, C'; M e H, presentes nas equacoes (4.8), (4.9)
e (4.14) sao dadas em termos de 71, 13, wy e wy pelas relagoes

1 1\!
€ = —lng(ln%———i——) (4.15)

1 wq Wa wq
1—|—U)2 2
C = 4.16
2
M o= E{l_w] (4.17)
2 W2
1 1 2
HE = 3[1__§_iﬂﬁﬁ (4.18)

Para estudar este modelo fora do limite de casca fina, notamos que as equacoes de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV)

e = 1—2TVX (4.19)
, 2m(r) +8mrip

Y e —ami) (420)
Vo= o, (4.2)

onde a linha (’) indica a derivada em relagao a r, e

m(r) = / 42 pdr (4.22)
0
sao validas na regiao II. Escrevemos a métrica na regiao II como
ds® = —e"Mdt? + A dr? 4 12402 (4.23)

e usamos as equacoes (4.19)-(4.22) para obter solu¢oes numéricas para p(r) = p(r) e
m(r). Variando os valores para os parametros r; e ry e as condi¢oes iniciais p(ry) e m(ry)
(note-se que neste modelo as fungoes p(r) e p(r) sao descontinuas em 71 e ro e m(rq) deve
ser, obviamente, menor do que r1/2), nés encontramos um limite para a compacidade
= M/ry do gravastar.
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Como pode ser visto na figura 4.1, a compacidade é limitada pela espessura 6. = ro —ry da
casca de matéria. Logo, os parametros da solucao, ry, ro e M nao podem ser escolhidos
livcemente. Esta restricao é mais relevante quanto maior for a espessura da casca de
matéria: nao é possivel construir um gravastar muito compacto com uma casca de matéria
muito larga.

0.5
0.45 0.5
numerical
analytic ---------
04 0.495
£ 049 +
0.35 =
Y o485 |
tN 0.3 0.48
s
I
0.475 L L L L
= 025 0 002 004 006 008 0.1
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neutron stars
0.15
0.1
0.05
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3IM

Figura 4.1: Limite para a compacidade p do gravastar. A curva mostra a compacidade
maxima para uma dada espessura . da casca de matéria. Na regiao abaixo da curva
temos as solugoes possiveis, enquanto na regiao acima da curva nao temos mais solucgoes
possiveis. No grafico em detalhe apresentamos o acordo entre a solugao numérica das
equacoes TOV e a solugao analitica no limite de casca fina.

4.3 O modelo alternativo com pressoes anistropicas

Para nosso estudo do gravastar, escolhemos seguir o modelo sugerido em [46], isto é,
com um perfil continuo de pressoes anisotropicas, para evitar as cascas infinitesimais de
matéria presentes no modelo original. Tomamos uma métrica da forma

ds? = —e*!@ a2 + A dr? 1 12402 , (4.24)
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e o tensor de energia momento é dado por T, = diag|—p,p., pi, pe]- As equacoes de
Einstein para esta geometria e distribui¢ao de matéria sao

A1 1
Y o
e (? - ﬁ) + 7’_2 = 87Tp, (425)
o1 1
€_>\ (V? + ﬁ) - 7’_2 = 871']),«, (426)
4 )\/l// l//2 v — )\/
€_>\ (? - 4 + Z + o ) = 87Tpt . (427)

E conveniente transformar as equaces acima em uma forma em que as propriedades
termodinamicas se mostrem mais evidentes. Para sistemas com pressoes isotropicas, esta
formulacao resulta nas equagoes TOV (ver equagoes (4.19)-(4.22 na se¢ao 4.2). Obtemos
aqui o seguinte conjunto de equacgoes

er=1- QmT(T) : (4.28)

, 2m(r) +8mr’p,
r(r—2m(r)) (4.29)
pr=—(p +pr)% + M : 4.30)
(4.31)

Combinando (4.29) e (4.30), obtemos a equagao de TOV anisotropica

m(r) +4rrip,  2(p. —pr)
r(r—2m(r)) * T

p,=—(p+pr) (4.32)

Para seguir o modelo apresentado em |46, e ainda manter a estrutura simples estabelecida
em [47, 48] (interior de Sitter, casca de matéria e exterior Schwarzschild), fazemos as
seguintes exigéncias sobre a nossa fungao de densidade p(r):

p(0) =p(ri) =po,  plr2) =0,  p'(r) =p'(r2) =0. (4.33)

A densidade se anula na superficie do gravastar em r = r9 e a derivada da densidade se
anula em r = r; e r = ry para que a densidade seja sempre uma funcgao suave. Uma forma
simples de satisfazer as condicoes acima é considerar uma dependéncia ciibica em r,

Po OSTSTl
p(ry=<X ard+br’+cr+d, ri<r<ry , (4.34)
0, re <1
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com os coeficientes a, b, ¢, d dados por

2po
R e (4.35)
b= _% (4.36)
T —T1
6porira
P (4'37)
3 2
d = —pog? ir){:?) . (4.38)
271

Para obter a densidade em termos da massa total M = m(ry) = fom 47 pridr, escrevemos

po = M +

(ro—m)? | (g — %) 3(ra+r)(r3 —17) n 3rira(ry — 1)
4dr 3 ) 2

-1
PG R T [ s L O (G >] |

3 3

(4.39)

Para a pressao radial p,, consideramos uma equacao de estado que segue a forma geral
[56, 57| (esta escolha nao é tnica)

m@ﬁz[a—0»+w(£ﬁm}(£)unm (4.40)

onde m, 1/n e a sdo parametros positivos e reais a serem determinados. Mesmo com estes
parametros a determinar, a equagao de estado geral (4.40) ja apresenta as caracteristicas
desejadas e limites fisicamente interessantes para o nosso modelo.

Para baixas densidades,

p\" _ «a
<%) <a+1, (4.41)

a equagao de estado se reduz a equagdo de um politropo de indice n (p, p1+1/"),

pr(p) =(a+1)l . (p)m] (p)l/np:%p”l/", (4.42)

atl % % Po

o que implica p, — 0 para p — 0. Para densidades mais altas,

p\"_ «a
<%) >a+1, (4.43)

a pressao decresce até atingir p, = —py para p — py. Procuramos a forma mais simples da
eq. (4.40) limitando m, 1/n e a. Exigimos que a eq. (4.40) satisfaga algumas condi¢oes
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bésicas: (a) a velocidade do som dp/dp nao pode ser maxima em p = 0, e (b) para exluir
um possivel comportamento superluminal (dp/dp > 1), a velocidade do som maxima em
d*p/dp?* = 0 deve ser dada por dp/dp = 1.

Os casos [m = 1,1/n = 0] e [m = 2,1/n = 0] ndo satisfazem a condic¢do (a) acima, e
serao descartados. As proximas escolhas mais simples em potencial sdo [m = 1,n = 1]
e [m = 2,n = 1]. Ambas as formas satisfazem a condi¢ao (a). Podemos impor, para as
duas formas, que a velocidade do som méxima coincida com a velocidade da luz, sendo
que esta condicao é suficiente para se determinar o parametro «.

Resolvendo simultaneamente d?p/dp* = 0 e dp/dp = 1 para o caso [m = 1,n = 1], fixamos
Q. como % — i\/ﬁ ou % + i\/ﬁ Fazendo o mesmo para [m = 2,n = 1], fixamos a = 2.
Selecionamos entao o caso [m = 2,n = 1] como a forma representativa para o nosso
modelo para a equacao de estado, jA que este caso fornece uma tnica solucao para a e

torna a interpretacao mais simples. Conseqiientemente, a eq. (4.40) assume a forma

pr(p) = [a —(a+1) (%)1 (i) 0. (4.44)

Finalmente, a pressao tangencial p;, é dada pela eq. (4.32),

r
2

(4.45)

D= pot m(r)+47ﬂ°3pr}
t — Mr .

, 1
pr+ 500 +p) |"I°(1 —2m(r)/r)

2
Como pode ser visto na figura 4.2, para r — ry, p. — —p e para r — 719, p, — 0,
reproduzindo as equagoes de estado das regioes I e 111, dadas na eq. (4.2).

Com as equagoes (4.33)-(4.45) nos podemos construir um modelo que possui um niicleo
finito descrito pela métrica de de Sitter, uma casca de matéria, e o exterior descrito pela
solugao de Schwarzschild, como proposto em [46]. Na fig. 4.2 temos um exemplo tipico
das funcgoes p(r), p,(r) e pi(r). Deste modo, nds preservamos as trés regioes do modelo
do gravastar de Mazur e Mottola, ao contrario dos modelos apresentados em |56, 57|, que
sdo apenas assintoticamente de Sitter, ou em |63, 61|, que sdo assintoticamente de Sitter
para r — 0 e assintoticamente Schwarzschild para r grande.

Queremos ter certeza de que os coeficientes da métrica gop e g1 (e as suas primeiras
derivadas) sejam continuos em todo o espaco-tempo, com a nossa escolha para a equagao

de estado p.(p) e p(r).

Analisemos primeiramente o comportamento de g1;, dado pela eq. (4.28),

gn =€ = <1 - M) B . (4.46)

r
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Figura 4.2: Exemplo tipico das fungoes p(r), p.(r) e pi(r) para M =1, = 1.8 e rg = 2.2.

Para p(r) definida na eq. (4.34), m(r) e m/(r) sdo fung¢oes continuas. Conseqiientemente
g11 € sua primeira derivada também sao continuas em todo o espaco-tempo. Porém,
devemos notar que os trés parametros livres M, r; e ro devem ser escolhidos de tal
maneira que gi; seja sempre maior do que zero. Na figura 4.3 temos alguns exemplos
tipicos do comportamento da fun¢do 1 — 2m(r)/r, e na figura 4.4 podemos ver como o
valor minimo desta funcao depende de 6 = ry — 77.

Quando aumentamos a compacidade p = M /ry do gravastar, surgem casos para os quais
a fungdo 1 —2m(r)/r se anula, se aumentarmos o valor de §. Embora a compacidade total
seja = M/r < 1/2, a fungao de massa cresce de maneira que 2m(r)/r > 1 para um certo
intervalo de r. Acreditamos que este comportamento deve causar o colapso do gravastar,
que se torna entao um buraco negro. Portanto, parece que estes casos nao representam
solucoes aceitaveis e devem ser evitados.

Este resultado limita os valores de  que podem ser utilizados para uma dada compacidade
i, devendo ser menores do que um certo valor d.(re, M). Entretanto, este limite deixa de
existir se considerarmos objetos menos compactos. Se definirmos um parametro € tal que
ro/M = 2 + €, podemos verificar que, para € > ¢, = 0.3085, d. nao esta mais definido e a
fungdo 1—2m(r)/r é sempre positiva. Na figura 4.5 este limite é comparado com um limite
similar obtido para o modelo de Mazur e Mottola, apresentado na figura 4.1. Podemos
ver que esta caracteristica do modelo com pressoes anisotropicas e a nossa escolha para
a equagao de estado p(p) e p(r) ndo é um resultado espirio simplesmente decorrente das
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funcoes adotadas, tendo um analogo no modelo de Mazur e Mottola.

0.8 |

0.6 -

1-2m/r
o
>
T

0.2 |

Figura 4.3: Comportamento de (1 — 2m/r) para M = 1 e diferentes valores de 7, e
o = 2.2.
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Figura 4.4: Varia¢ao de (1 — 2m/7)mn com 0, para M = 1 e diferentes valores de rs.

Considerando agora a funcao ggg, € necessario notar que, ao obter v integrando a eq.
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Figura 4.5: Limite na compacidade p do gravastar com a espessura ¢ da casca, comparando
os resultados apresentados na figura 4.1 com os resultados obtidos para o modelo com
pressoes anisotropicas, na curva superior.

(4.29), devemos introduzir uma constante de integragao vy. Portanto,

[T 2m(r) + 8mrp,
o= |

I (4.47)

onde a constante vy deve ser determinada pela condicao de que, na fronteira r = ry do
objeto

2M
Goo(r2) = —e¥(r2) — _p=A(r2) — _ ( — —) , (4.48)
T2
de modo que temos
2M
doo = — &) = T (1 _ _) T (4.49)
T2
onde r g Ry
T(r) = / m(r) +871°p (4.50)
o r(r—2m(r))

Com esta escolha para 1y podemos nos assegurar de que o espaco-tempo exterior ao
gravastar é descrito pela métrica de Schwarzschild em sua forma usual. Também podemos
mostrar a partir das equacoes (4.29) e (4.48) que €”(™ & continua em r = ry, implicando a
continuidade de gj,. Logo, conseguimos eliminar em nosso modelo as cascas infinitesimais

decorrentes das condicoes de juncao da métrica na fronteira r = ry com o exterior de
Schwarzschild.
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4.4 Equacoes de Perturbacao e Resultados Numeéricos

Para estudar a estabilidade do nosso modelo frente a perturbagoes axiais, seguimos o
procedimento padrao para o estudo de oscilagoes nao-radiais de estrelas [59, 60, 6, 64|,
diferentemente do estudo realizado em [57]|, no qual uma anélise de perturbagoes axiais
de um gravastar foi realizada seguindo o procedimento padrao de analise de perturbacoes
em buracos negros [58|. No estudo de perturbagoes axiais, a anisotropia da métrica nao
possui conseqiiéncias importantes, e o tratamento padrao para estrelas isotropicas pode
ser mantido essencialmente o mesmo. No caso de perturbacoes polares, entretanto, a
anisotropia teria claramente um papel relevante. Um estudo de perturbacoes radiais em
estrelas anisotropicas foi apresentado em [65, 66|

O espalhamento de ondas gravitacionais axiais segue a equagao (ver Apéndice C)

——=V(r, (4.51)

onde .
r*:/ ez dr, (4.52)
0

v

V(r)= % [6(¢ +1)r + 473 (p — p,) — 6m] . (4.53)

Usamos um algoritmo tipo Runge-Kutta de 4* ordem para obter e” e r* das equacoes
(4.49) e (4.52).

Introduzindo coordenadas de cone de luz u =t —x e v =t + x, a equagao de onda (4.51)
pode ser escrita como

0%
Oudv
A equagao de onda (4.54) pode ser integrada numericamente. Nos usamos aqui uma
variagdo do método utilizado nas se¢oes 2.3 e 3.3 e discretizamos a equacao (4.54) da
seguinte forma:

—4

(u,v) = V(r)v(u,v). (4.54)

- 1— A2V(S)/16

onde os pontos N, S, E e W sdo definidos mais uma vez como: N = (u + A,v + A),
S = (u,v), E=(u,v+A)eW = (u+ A,v). Aeq. (4.54) é resolvida numericamente
no plano v — v com o algoritmo (4.55), utilizando-se uma grade triangular limitada pelas
retas r* = . e u =0, onde rf, & um valor pequeno, da ordem de A/2 (ver figura 4.6).

As condicoes inicias sao estabelecidas sobre estas retas.

s +0(AY), (4.55)

Considerando que o comportamento da funcao de onda nao deve ser sensivel & escolha
das condicoes iniciais, utilizamos um pulso gaussiano como perturbacao inicial,
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U(u = ug,v) = exp {—M} , (4.56)
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e, impondo a condigao de que a solucao seja regular na origem,

(s t) = (1 = v = v, 0) = 0. (4.57)

Durante a integracao, extraimos os valores do campo ao longo de uma reta de r* constante,
ou seja, nos pontos (u = v — 2r*,v). Fazemos o campo evoluir até ¢ grande, para obter
o sinal ap6s o transiente inicial ter passado e as contribuicoes dos modos superiores de
vibracao terem decaido, para podermos obter as freqiiéncias do modo fundamental com
um ajuste de minimos quadrados (ver segao 2.3) da fungao s, (t) = Ae*' cos(wrt + @),
com wy < 0 por convengao. Para obtermos as freqiiéncias dos modos superiores, seguimos o
método proposto em [67]. Este método consiste em subtrair do sinal obtido pela simulagao
a funcao ajustada para o modo fundamental n = 0, revelando o modo n = 1. Este
procedimento pode ser iterado para se obter os proximos modos. Obviamente, modos
que decaem muito rapidamente nao podem ser obtidos por este procedimento, mas esta
¢ uma maneira bastante eficiente e facil de se obter os primeiros modos do sinal, que
decaem mais lentamente e possuem, portanto, maior chance de deteccao experimental.
Todo o tratamento descrito aqui para se obter as freqiiéncias dos MQN'’s foi testado
primeiramente para estrelas de densidade uniforme, e os resultados obtidos se mostraram
em bom acordo com os valores da literatura |60, 68, 69, 70|.

Podemos notar que o potencial axial dado na eq. (4.53) apresenta algumas caracteristi-
cas similares aquelas presentes no comportamento bem conhecido do potencial axial de
estrelas compactas com densidade uniforme [60]. O potencial exibe um maximo e um
minimo, caracteristica que deve dar origem a diferentes familias de modos Nas figuras 4.7
e 4.8 temos alguns exemplos tipicos de V' (r). Como pode ser visto nas figuras, o potencial
depende da compacidade p = M/ry (como observado para estrelas compactas) e da es-
pessura § = ry — 71 da casca (sem analogo para estrelas). Para p e d crescentes, podemos
notar que a diferenca entre o maximo e o minimo do potencial aumenta, ou seja, o pogo
de potencial se torna mais fundo. Para r > ry (superficie do gravastar), o potencial é
idéntico ao potencial de um buraco negro de Schwarzschild com massa M.

Seguindo o procedimento descrito acima, realizamos a integracao da equacao de onda
(4.54). Realizamos uma extensa andlise, variando os valores de M, p e §, cujos resultados
podem ser vistos na fig. 4.10, onde cada ponto das curvas representa uma configuracao
com diferentes valores de M, p e 9.

Na fig. 4.9 temos alguns resultados tipicos para a forma da onda. Podemos ver no inicio da
curva n = 0 o batimento causado pela presenca de modos superiores. Foi possivel verificar
que a presenca dos modos superiores se torna mais pronunciada para p e § crescentes. As
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Figura 4.6: Diagrama da grade de integracao numérica utilizada. Os pontos pretos repre-

sentam os pontos da grade nos quais o valor do campo é conhecido. Os pontos vermelhos
representam os pontos nos quais o valor do campo deve ser obtido.
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Figura 4.7: Potencial V(r) (¢ =

2) para gravastares com mesma compacidade e p e
espessura J crescente.
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Figura 4.8: Potencial V(r) (¢ = 2) para gravastares com a mesma espessura ¢ e compa-
cidade p crescente.

curvas com n > 0 foram a obtidas a partir do da curva n = 0 através do método descrito

acima. Podemos ver que, para n crescente, o periodo das oscilacoes se torna mais curto
e o decaimento, mais rapido.

Para a curva n = 3 nao foi possivel possivel obter as freqiiéncias com o ajuste de minimos
quadrados, ja que nao temos um sinal claro. Além disso, é interessante notar que é possivel
distinguir dois comportamentos diferentes na curva n = 3. Para ¢t menor do que ¢ >~ 200,
vemos o modo n = 3 da mesma familia de modos representada pelas curvas n =0, 1 e 2.
Acreditamos que estes modos sejam correspondentes aos modos “trapped” presentes para
estrelas supercompactas (R < 3M), cuja superficie se encontra dentro do pico da barreira
de potencial do campo gravitacional. Estrelas supercompactas apresentam uma barreira
de potencial que possui um maximo e um minimo, assim como o gravastar.

Para ¢t maior do que t ~ 200, o comportamento da curva n = 3 muda abruptamente. Essa
mudanca de comportamento é causada por um efeito de borda na integracao numeérica: a
onda é refletida na borda da grade e interage causando esse efeito de interferéncia.

Na figura 4.10 podemos ver a variacao das freqiiéncias quasi-normais com os parametros
do gravastar. O tempo de decaimento do campo, dado pelo inverso de |wy|, aumenta com
d e u crescentes, assim como o periodo das oscilagoes, dado por 2w /wg. Mais alguns
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T1:1.95,7’2:2.2 7’1:1.9,7”2:2.2 7’1:1.85,7’2:2.2
0.2904 — 6.176 x 10~%4 0.2447 — 8.920 x 10754 0.1975 — 9.110 x 10754
0.4430 — 3.065 x 10724 0.3867 — 8.541 x 10734 0.3225 — 1.097 x 10734
0.5918 — 1.075 x 10714  0.5087 — 5.369 x 10727 0.4222 — 1.445 x 10724

N = O3

Tabela 4.1: Alguns valores tipicos obtidos para as freqiiéncias quasi-normais do modo
fundamental e primeiros modos superiores do gravastar (M = 1) para perturbagoes axiais
com { = 2.

resultados numeéricos obtidos para casos tipicos estao apresentados também na tabela 4.1.

Para um buraco negro de Schwarzschild, a freqiiéncia complexa associada com a pertur-
bagdo de f =2en=0¢é Mw = 0.37367 — 0.088967 [6]. Ao compararmos este resultado
com os dados apresentados na parte (a) da figura 4.10, podemos ver que o valor de wg
para o gravastar parece tender para o valor equivalente do buraco negro de Schwarzschild,
para ;1 — 1/2 e 6 — 0. Contudo, as analisarmos a parte (b) da figura 4.10, vemos que
|wr| para o gravastar é quase dez vezes menor no limite para g4 — 1/2 e § — 0 do que
o valor correspondente para Schwarzschild. Conseqiientemente, os MQN’s do gravastar
nao tendem para os valores de Schwarzschild em nenhum limite, uma vez que as ondas
gravitacionais espalhadas por um gravastar decaem muito mais lentamente do que aquelas
espalhadas por um buraco negro.

Os resultados aqui obtidos mostram que o gravastar, pelo menos no modelo particular
considerado, é estavel em relacao a perturbacgoes axiais. Seu espectro de MQN’s é dis-
tinto daquele de um buraco negro de Schwarzschild usual, implicando a possibilidade de
se distinguir observacionalmente entre estes dois objetos a partir de medigoes realizadas
no futuro proximo com a nova geracao de detectores gravitacionais. Além disso, os sinais
provenientes de um gravastar podem ter maior chance de deteccao, pois decaem mais
lentamente. Uma continuagao 6bvia deste trabalho seria obter os MQN’s associados a
perturbacoes polares do gravastar. Esperamos que o espectro de MQN’s das perturba-
coes polares seja diferente do espectro das perturbacoes axiais, ao contrario do caso de
Schwarzschild, onde ambos sao iguais.
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Figura 4.9: Evolugao das perturbagoes axiais com n = 0, 1 e 2 para um gravastar com
M=1,r =185ery=22.
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Figura 4.10: Comportamento das freqiiéncias quasi-normais em funcao de ¢ para diferentes
valores de p. No grafico superior (a) temos a parte real (wg) das freqiiéncias (periodo da
oscilagao) e no gréfico inferior (b) temos a parte imaginaria (w;) das freqiiéncias (termo
de decaimento).
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Capitulo 5

Conclusao

Ao longo deste trabalho, pudemos chegar a algumas conclusoes a respeito dos MQN’s de
perturbacoes dos sistemas gravitacionais estudados.

No estudo da métrica de Vaidya 4-dimensional, verificamos que as freqiiéncias wg(v) e
wi(v) dos MQN’s de perturbagoes escalares e eletromagnéticas sdo inversamente proporci-
onais & massa m(v), apresentando um comportamento adiabatico para fungoes de massa
que variam lentamente.

Foi possivel verificar também que, nos casos em que |m”(v)| é da mesma ordem (ou maior)
do que wi(v), as freqiiéncias passam a exibir um comportamento inercial, que implica um
tempo de relaxamento do sistema durante o qual as freqiiéncias retornam para seus valores
assintoticos.

A comparacao entre as func¢oes de massa lineares e hiperbolicas mostrou que os efeitos
inerciais aparecem primeiramente para as funcoes de massa lineares C'°. Porém, nao foi
possivel detectar diferencas entre os dois tipos de funcao de massa nos casos de funcoes
de massa com variagoes mais pronunciadas.

Em nosso estudo de mini buracos negros em um espaco com dimensoes extras foi mostrado
que, para valores tipicos de massa inicial e taxa de variacao da massa por evaporacao de
Hawking, as freqiiéncias dos MQN’s de perturbagoes escalares mantém o comportamento
adiabatico durante a quase totalidade do processo de evaporacao. As freqiiéncias wg(v)
e wi(v) sdo inversamente proporcionais ao horizonte aparente n-dimensional da solugao,
numa generalizagao do resultado obtido para a métrica de Vaidya 4-dimensional.
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Além disso, ainda para valores tipicos dos parametros, mostramos que o espectro de
poténcias da perturbacao é bastante proximo do espectro de poténcias da perturbacao de
um buraco negro com massa constante. Ambos os espectros apresentam um pico bastante
pronunciado em uma freqiiéncia f,,... A partir do espectro de poténcias para um buraco
negro de Schwarzschild foi possivel determinar analiticamente o intervalo \/w%{ — wlz <

Jmax < VWi + wi

Conseqiientemente, temos um possivel método para determinar, a partir dos picos do
espectro de poténcias das perturbagoes (mais provavelmente eletromagnéticas) de mini
buracos negros gerados no LHC em experiéncias com colisao de particulas elementares,
as freqiiéncias dos MQN’s e outras informacoes como a massa inicial do buraco negro
e o nimero de dimensoes extras. Concluimos que os fétons presentes apos a colisao e
a criacao do mini buraco negro podem ser espalhados pelo buraco negro, gerando um
sinal altamente energético, cujo espectro de poténcias terd as caracteristicas descritas
aqui. Este sinal, possivelmente isotrépico, poderd ser mais uma assinatura observacional
da existéncia destes objetos, ajudando a confirmar as novas teorias de gravidade com
dimensoes extras.

Na analise do gravastar, conseguimos determinar um vinculo que limita os parametros
da solucao e as configuracoes possiveis em termos da massa M, da compacidade p e da
espessura 0 da casca de matéria. Foi também possivel verificar que um vinculo seme-
lhante, porém menos restritivo, também existe para o modelo alternativo com pressoes
anisotropicas, para o qual foi realizada a analise de perturbac¢oes axiais.

O modelo do gravastar estudado se mostrou estavel frente a perturbagoes axiais. As
freqiiéncias wgr e wy foram obtidas, e o seu comportamento para variacoes dos parametros
M, p e ¢ foi analisado, resultando que wg tende para o valor wi® de Schwarzschild
para u — 1/2 e 6 — 0. Os valores de |wj| para o gravastar sao até 10 vezes menores
do que o valor correspondente para o buraco negro de Schwarzschild, indicando que as
ondas gravitacionais axiais espalhadas por um gravastar decaem mais lentamente. Estes
resultados nos permitem concluir que gravastares e buracos negros podem ser discernidos
com base em seu espectro de modos quasi-normais.

Foram obtidos os modos superiores da perturbagao até n = 3, para configuracoes nas quais
o decaimento é mais lento e a contribui¢ao dos modos com n > 0 é mais pronunciada.
Estas contribui¢oes aumentam com g e § crescentes.
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Apéndice A

A Equacao de Perturbacao Escalar para
a Meétrica de Vaidya

As perturbacoes escalares em uma métrica conhecida seguem a equacao de Klein-Gordon,

1 0 ov
_— —agg =] =0. A-1
— o0 <\/ 99 01’”) (A-1)
A métrica de Vaidya em coordenadas de cone de luz tem a forma
0 0 0 —f
o 1? 0 0
Gy = 0 0 7r%sin®’6 0 ’ (A-2)
—f 0 0 0
com as relacoes
0
flu) = 2B()5-. (A-3)
or 2m(v)
— = —-B 1— A-4
ov (v) ( r(u,v)) ’ (A-4)
obtidas pelas equacoes de Einstein. Deste modo, temos
V—g = frisinf. (A-5)
Escrevendo o campo ¥ (u, v, 0, ¢) como
U, v
\Il<u7 v, ‘97 (b) = Q/)( r )nm<‘97 (b) ) (A_G)
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na eq. (A-1), onde Yy, sdo os harmonicos esféricos usuais, que satisfazem a equagao

1 0 0 1 02
2 (sinoZ) 4 —— 2L 1| Yo, = A-
Lin@@@ (Sm@ae) T argae AT )} tm =0 (A7)
comm=—{,—(¢—1),...,0,...,£ —1,¢, obtemos a seguinte equacao para (u,v):
0?1 00+ 1) 1 0*r
oudv {_ 2r2 f+ ;8uﬁv} v (A-8)

Utilizando agora as equagoes (A-3) e (A-4), temos

O*r m(v)

oudv 1?2
Substituindo (A-9) em (A-8), obtemos finalmente

oY _[ae+1) N m(v)
oudv 2r2 r3

f- (A-9)

} . (A-10)
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Apéndice B

A Equacao de Perturbacao Eletromag-
nética para a Métrica de Vaidya

As perturbacoes eletromagnéticas seguem as equacoes de Maxwell sem fontes,

0
L (J=gF"™) =0 B-1
8331/ ( 9 ) ) ( )
onde 94 oA
Fu = = — £ B-2
a ozt Oxv (B-2)
Substituindo nas equacoes (B-1) e (B-2) o ansatz |20, 21, 22|
0 Hfm}/ém
0 Efmnm
A (u,v,0,0) = Z agm (u,0) aggm + K, ag;m ; (B-3)
'm sin ) m
— g (u, v) sin 9838%’” Hyp, aafz,m

e tomando a métrica na forma (A-2), obtemos quatro equagoes. As equagoes para z+ = v
e x* = u sdo, respectivamente, (a partir de agora deixamos de indicar os indices subscritos
¢ e m, por questao de conveniéncia),

A - ()

LN () Y .

Derivando (B-4) em relagdo a v e (B-5) em relacao a u, somando as duas equagoes resul-
tantes e definindo ¥ (u,v) como

r? (OE OH
o
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Obtemos a equacao
0?1 o (e+1)

oudv 22 e (B-7)

As equacoes para = = 0 e ¥ = ¢ nao sao linearmente independentes, e podem ser
escritas na forma

uow  ov  ou ) a0 T uow
. f 1 0 . 0 1 0
—im- il il -7 _ B-
e [sin@ 06 s1n989 * sin? 0 O¢? ¥=0, (B-8)

onde, tomando a parte real e a parte imaginéria iguais a zero separadamente, e utilizando
a eq. (A-7), obtemos

d*a ((+1)

oudv 2r2 fa, (B-9)

02K oH OF
T T T (B-10)

2

Comparando as equacoes (B-7) e (B-9), vemos que as fungoes ¥ (u,v) e a(u,v) seguem
a mesma equacao diferencial, e da eq. (B-10) vemos que as fun¢oes E(u,v), H(u,v) e
K (u,v) ndo sao todas linearmente independentes.
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Apéndice C

A Equacao de Perturbacao Gravitacio-
nal Axial para o Gravastar

Para obter a equacao para perturbagoes gravitacionais axiais, seguimos o tratamento
apresentado em |59]. A métrica perturbada é escrita como

dS? = —e®dt* + ¥ (dp — wdt — qudr — q3df)? + *2dr* 4 2 df? (C-1)

onde v, 1, py e pz mantém seus valores nao perturbados,

" 2m(r) + 87r3p,

= d C-2
N A )
e? = r?sin?f, (C-3)
€—2u2 = 1- 2m(r) ’ (0_4)

r
e = 2, (C-5)

€ r

m(r) = / 4 pridr (C-6)

0

enquanto w, ¢ e g3, que definem a perturbagao, sao funcoes de r e . Convém notar que
as convengoes utilizadas neste apéndice para a forma da métrica (C-1) sdo ligeiramente
diferentes das adotadas no capitulo 4, nao afetando, porém o resultado final para a equacao

de perturbagao. Além disso, adotamos aqui (2%, 2!, 2%, 2%) = (t, ¢, 7,0).

Como as perturbacoes axiais nao causam movimentos no fluido de que o objeto é com-
posto, temos que as perturbacoes em primeira ordem em w, ¢ e ¢3 sao dadas pelas
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equagoes [5H8]

0G12 =0Ry2 =0, (0_7)
0G12 =0R12 =0, (C-8)
que sao escritas, respectivamente, como
(eBVTvmr213 ()05 y 4 3TV TS o = 0 (C-9)
(X8 Qog) o — €2V TVTHETI Q4 = 0, (C-10)
onde
Qap = qdA,.B —4B,A € Qa0 = Ao — WA (A =2, 3) ) (C_H)

Utilizando a relagao
Q206 — Q30 = (q23 — 32),0 = Q230 » (C-12)
obtemos a partir das equagoes (C-9) e (C-10) a equagao de onda

[e—3w+v—u2+us (€3¢+V_“2_”3Q23),r],r+ [6—3¢+u+u2—u3 (€3w+v—u2—u3Q23)79]79 — Q23,070. (C—IS)

Fazendo a substituicao

_3
VT Qo = X (r)Cp5(0) (C-14)
onde CV é a funcao de Gegenbauer, que satisfaz a equacao
4 sin® 91 +n(n+2v)sin® 0| C*(0) = 0 (C-15)
de do " ’

e utilizando as equagoes (C-3) e (C-5), e as equagbes de campo para a métrica (C-1) com
o tensor de energia-momento T+, = diag[—p, p,, pt, pt], podemos reescrever a eq. (C-13)
como

e2H2

X,r,r -

2
{2 +r? [47T(/7 —-p) - 6m(r)] } X, — 62“2/%)( — 62(“2_V)X,0,0 =0, (C-16)

r 73 r

onde p> = 2n = (£ — 1)(¢ + 2). Definindo agora a coordenada tartaruga

= / e~ dr, (C-17)
0
e tomando
X=rZ, (C-18)
a eq. (C-16) pode ser finalmente reescrita como
d? d?
- — | Z=VZ -1
(dr*2 dt2) Ve, (C-19)
onde )
e v
V= T—3[£(€ + )r+ 47Tr3(p —pr) — 6m(r)]. (C-20)
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Apéndice D

Codigos dos Programas Utilizados - 1

Geometria: Vaidya em D dimensoes

H OH OH H R

#
#
# Programas gerados: dinamica, teste_u, horizonte, fftq
#
#

Versao: final

B - #

#

# Shell usada:

#

SHELL = /bin/tcsh

#

# Compilador

#

F77 = 1£95

LINKFLAGS = -0

COMPILEFLAGS = --chkglobal

HHAHBEHRHHBEERH BB EERHHEERH B AR HHERHH BB H B AR B BERH B AR R BB H B H B RSB BES

# dinamica:

# Programa principal

#

dinamica_obj = ./dinamica.o
./a.o
./aa.o
./b.o
./f.o
./funcd.o
./rtsafe.o
./rkutta.o
./pot2.0
./pot2_el.o
./psin2.0
./psiv0.o \
./psiu0.0

P

#

# dinamica

#

dinamica: ./dinamica.exe
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touch dinamica
#
# dinamica.exe
#
./dinamica.exe: $(dinamica_obj)
$(F77) -0 $@ $-
HHBSHESH SR BEH S H S HEF B FEH BB EF S BB S B S HEH GBS H BB H R B B R SS BB S S HE
# teste_u:
# Determinacao de UM (limite de validade de rtsafe)

#

teste_u_obj = ./teste_u.o \
./rtsafe.o \
./a.o \
./aa.o \
./funcd.o

#

# teste_u

#

teste_u: ./teste_u.exe
touch teste_u
#
# teste_u.exe
#
./teste_u.exe: $(teste_u_obj)
$(F77) $(LINKFLAGS) -o $@ $-
HHHSHS S B RS E S B RS S S S B RS S S S BB B RS S RS S S B BB RSB S S S BB BB S S S S RS S RS
# horizonte:
# Determinacao de AA (massa assintotica para o hoizonte de eventos)
#

horizonte_obj = ./horizonte.o \
./a.o \
./b.o \
./vaidya3.o

#

#horizonte

#

horizonte: ./horizonte.exe
touch horizonte
#
# horizonte.exe
#
./horizonte.exe: $(horizonte_obj)
$(F77) $(LINKFLAGS) -o $@ $~
H#HHHHHHEHEHEEE R S R R R R S S R R

# fftq:

# Fast Fourier Transform com precisao quadrupla

#

fftq_obj = ./fftq.o \
./fourlq.o

#

#fftq

#

fftq: ./fftq.exe
touch fftq

#

#fftq.exe

#

./fftq.exe: $(fftq_obj)

$(F77) $(LINKFLAGS) -o $@ $~
HEHHBHBRBRBRBRBRBR BB BB BB ERRRRRS R AR HHHF BB BB ERR RS RRR R RSB R H BB BB H R SRS
#
# Compilacao padrao
#
Shoo: b f

$(F77) $(COMPILEFLAGS) -c -o $@ $<
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3k 3k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 3k 3k %k 3k %k 5k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 5k 3k 5k %k 5k 3k 3k 3k %k 5k %k >k 3k 5k 3k %k 3k %k >k 3k >k 3 %k 3k %k > %k >k %k % 3k %k k %k k% ¥
PROGRAM DINAMICA
3k 3k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 3k 3k %k 3k %k 5k 3k 5k 3k 3k 3k 3k >k %k 5k 3k 5k 3k 3k 5k %k 5k %k >k 3k 5k 3k %k 5k %k 5k %k 5k 3 %k 3k % > %k >k % % % %k k %k % ¥

* DECLARACAQ DOS PARAMETROS *
* *
* NN,HH ESTAO RELACIONADOS COM N,H,IT EM RKUTTA *
* (NN-1)*HH = N*H, NN-1 = N/IT, HH = H*IT *

sk sk sk ok sk ok sk ok sk o sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok
IMPLICIT NONE

* variaveis
REAL*16 U, V
INTEGER J, I, K

* parametros

REAL*16 VO, UO, UF, HH, HU

INTEGER L, NN, NU

PARAMETER (NN = 1001, NU = 1001, HH = 0.1q0, L = 3)
PARAMETER (UF = 100.0q0, VO = 0.0g0, UO = 0.0q0)

* vetores
REAL*16 ROLD(NN), RNEW(NN), PSIOLD(NN), PSINEW(NN)
* funcoes e subrotinas

REAL*16 A, PSIVO, PSIUO, PSIN2
EXTERNAL A, PSIVO, PSIUO, PSIN2, RKUTTA

* variaveis comuns
INTEGER D
COMMON D
OPEN(unit=11,FILE="pert.dat",STATUS="UNKNOWN")
D=4
U = U0
vV =YVo0
DO J=1,NN
PSIOLD(J) = PSIVO(V)
V=V + HH
ENDDO
CALL RKUTTA(ROLD,U,VO,NN)
DO I=1,NU
HU = HH
U=U+ HU
IF(U.GT.UF) THEN
DO K=1,NN
WRITE(11,°(2(1x,g24.16))°)v0 + gfloat(k-1)+*hh,
+ PSINEW(k)
ENDDO
STOP
ENDIF

PSINEW(1) = PSIUO(U)
CALL RKUTTA(RNEW,U,VO,NN)

vV =1V0
DO J=1,NN-1
V=V + HH
PSINEW(J+1) = PSIN2(PSINEW(J),PSIOLD(J+1),PSIOLD(J),V,U,
+ ROLD(J) ,RNEW(J) ,ROLD(J+1) ,RNEW(J+1) ,HU,HH,L)
ENDDO
DO K=1,NN

ROLD(K) = RNEW(K)
PSIOLD(K) = PSINEW(K)
ENDDO
ENDDO
CLOSE(11)
END
stk ok sk sk sk o ok ok sk sk ok o ok ok sk sk sk o R ok sk sk s s ok ok ok ok sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk o ok ok ok sk sk sk sk o ok ok sk sk sk ok o oK K K
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SUBROUTINE RKUTTA (RR,U,VO,NN)
stk ok sk sk ok o ok ok sk sk ok o ok ok sk sk sk o ok sk sk sk s o ok ok ok sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk ok s ok ok sk sk sk sk sk o ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk o ok oK oK K
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IMPLICIT NONE
variaveis
INTEGER N, IT, NN, UM, I, II, J, UM2
REAL*16 EPS, H, U, VO, V, R, XK1, XK2, XK3, XK4, u_as, PI, r_h
parametros
PARAMETER (EPS = 1.0gq-6, H = 0.001q0, UM = 120.0q0)
PARAMETER (N = 100000, IT = 100)
vetores
REAL*16 RR(NN)
funcoes
REAL*16 FF, RTSAFE, AA
EXTERNAL RTSAFE
variaveis comuns
INTEGER D
COMMON D
V=10
IF(U.LE.UM) THEN

R = -0.5q0*RTSAFE(U)
ELSE
D=4

R = 2.0q0*AA(V)+QEXP(-(0.5q0%U+2.0q0*AA(V))/(2.0q0*AA(V)))
D=5
u_as = 2.0q0*qsqrt (AA(V))=*

(qexp (- (U+2.0q0*qsqrt (AA(V)))/qsqrt (AA(V)))+1.0q0)/

+ (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt (AA(V)))/qsqrt (AA(V)))-1.0q0)

R = -0.5q0*u_as
D=6

PI = 4.0q0*qatan(1.0q0)
r_h = qcbrt(2.0q0%AA(V)/3.0q0)
u_as = -2.0q0*(r_h +

+

+ qexp(-(0.5q0*U + r_h*(1.090 - qlog(3.0q0*r_h**2)/6.0q0
+ - PI/(3.0q0*gsqrt(3.090))))*3.0q0/r_h))
R = -0.5q0*u_as
ENDIF
RR(1) = R
II =0
DO I=1,N
IT = II +1
XK1 = H*FF(V,R)
XK2 = HFF(V+H/2.0q0,R+XK1/2.0q0)
XK3 = H*FF(V+H/2.0q0,R+XK2/2.0q0)
XK4 = H*FF (V+H,R+XK3)

R = R + XK1/6.0q0 + XK2/3.0q0 + XK3/3.0q0 + XK4/6.0q0
V=V+H
IF (II.GE.IT) THEN
II =0
J = I/IT +1
RR(J) = R
ENDIF
IF (R.LT.EPS) THEN
WRITE(*,*)’ REACH THE SINGULARITY!!! °
WRITE(*,*)°’U = ?,U,’R = ?,RR(1),’u = ’,rtsafe(U)
STOP
ENDIF
ENDDO
RETURN
END

REAL*16 FUNCTION FF(V,R)

IMPLICIT NONE

REAL*16 V, R, B, A

INTEGER D

COMMON D

FF = -B(V)*(1.090-2.0q0*A(V)/(qfloat (D-3)*R**(D-3)))
RETURN
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END
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REAL*16 FUNCTION B(V)
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IMPLICIT NONE

REAL*16 V
INTEGER D
COMMON D

B = -0.5q0
RETURN

END
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REAL*16 FUNCTION A(V)
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IMPLICIT NONE

REAL*16 V,RHO,V1,V2,M1,M2,VM,C1,C2,MF,AN,MO,TO

INTEGER D

COMMON D

Massa Linear com 2 patamares

Vi = 74.5q0

V2 = 75.5q0

M1 = 0.5q0

M2 = 0.35q0

IF(V.LE.V1)THEN
A =M

ELSE IF(V.GT.V1.AND.V.LT.V2)THEN
A = M1+((M2-M1)/(V2-V1))*(V-V1)

ELSE
A = M2

ENDIF

Tangente Hiperbolica *
M1 = 0.5q0

M2 = 0.65q0

RHO = 0.8q0

VM = 75.0q0

A = 0.5q0%(M2-M1)*(1.0q0 + QTANH(RHO*(V-VM))) + M1

Raiz Cubica + tangente hiperbolica em n dimensoes *
AN = 0.02q0
MO = 1.0q0
MF = 0.1q0
Vi = 15.0q0

TO = gfloat(D-3)/qfloat(D-1)#*(1.0q0/an)* (m0)*x*(
float(D-1)/float(D-3))
C2 = MO*(1.0q0-v1/t0)**(float(D-3)/float(D-1))-MF
rho = gfloat(D-3)/qfloat(D-1)*(m0/C2)*(1.0d0-v1/t0)**
(-2.0/float(D-1))
Cl = MF + C2
A = m0*(1.090-v/t0)**(float(D-3)/float(D-1))
IF(V.GE.V1) THEN
A = C1 - C2xqtanh(rhox(v-v1)/t0)
ENDIF
RETURN
END
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REAL*16 FUNCTION rtsafe(X)
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IMPLICIT NONE
INTEGER MAXIT
REAL*16 x1,x2,xacc,X,V,AA
EXTERNAL funcd
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PARAMETER (MAXIT=1000)

INTEGER j

REAL*16 df,dx,dxold,f,fh,fl,temp,xh,x1l
INTEGER D

COMMON D

V = 0.0q0

xacc = 1.0q9-16

x1 = -2.0q0%(2.0q0*AA(V)+xacc)

-2.0q0*(gsqrt (AA(V))+xacc)

o]
[
o 1o

* X X ¥

x1 = -2.0q0*(qcbrt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)+xacc)
x2 = -500.0q0
call funcd(x1,X,fl,df)
call funcd(x2,X,fh,df)
if(f1.eq.0.0q0)then
rtsafe=x1
return
else if(fh.eq.0.0q0)then
rtsafe=x2
return
else if(f1.1t.0.0q0)then
x1=x1
xh=x2
else
xh=x1
x1=x2
endif
rtsafe=0.5q0* (x1+x2)
dxold=gabs(x2-x1)
dx=dxold
call funcd(rtsafe,X,f,df)
do 11 j=1,MAXIT
if (((rtsafe-xh)*df-f)*((rtsafe-x1)*df-£f).ge.0.0q0.or.
+ qabs(2.0q0#*f) .gt.qabs(dxold*df) ) then
dxold=dx
dx=0.5q0*(xh-x1)
rtsafe=xl+dx
if(xl.eq.rtsafe)return
else
dxold=dx
dx=f/df
temp=rtsafe
rtsafe=rtsafe-dx
if (temp.eq.rtsafe)return
endif
if (gabs(dx).lt.xacc) return
call funcd(rtsafe,X,f,df)
if(£.1t.0.090) then
xl=rtsafe
else
xh=rtsafe
endif
11 continue
pause ’rtsafe exceeding maximum iterations’
return
END
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software #>,13.
stk sk ok sk ok ok s ok o ok s ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk s ok s sk sk s ok s sk ok sk s ok o sk sk s ok sk ok sk ok sk o ok ok ok sk ok sk o ko ok ok
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SUBROUTINE funcd(uu,U,f,df)
Kk ook ook o oK o oK o oK o ok o ok o o oK o ok o oK o oK o ok o o ok o oK o K o o ok o ok o ok o o ok o ok o ok o ok ok o ok o ok o ok ok o ok ok ok ok K ok ook o K ok ok oK
IMPLICIT NONE
REAL*16 V, AA
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REAL*16 uu, U, £, df, r_h
INTEGER D
COMMON D
V = 0.0q0

* D=4
f = 0.5q0%uu - 2.0q0*AA(V)*QLOG(-0.5q0%uu-2.0q0*AA(V)) - 0.5q0*U
df = 0.590 - AA(V)/(-0.5q0%uu-2.0q0*AA(V))

* D=5
* f = 0.5q0%uu + 0.5q0*qgsqrt (AA(V))=*
* + qlog(qabs(gsqrt (AA(V))-0.5q0%uu))-
* + 0.5q0*qsqrt (AA(V))*qlog(qabs(gsqrt (AA(V))+0.5q0%uu))
* + - 0.5q0*U
* df = -uu**2/(8.0q0*AA(V)-2.0q0*uu)
* D=6
* r_h = qcbrt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)
* f = 0.5q0*uu - (r_h/3.0q0)*qlog(-0.5q0%uu-r_h) +
* + (r_h/6.090)*qlog(0.25q0*uu**2 - 0.5q0*r_h*uu + r_h**2) +
* + (r_h/qsqrt(3.0q0))*
* + gatan((1.0q0 - 0.5q0*uu*qcbrt(12.0q0/AA(V)))/qgsqrt(3.0q0)) -
* + 0.5q0*U
* df = 0.5q0 + (r_h/6.0q0)/(-0.5q0*uu - r_h) +
* + (r_h/12.0q0)*(uu - r_h)/(uu**2/4.0q0 - 0.5q0*r_h*uu + r_h*x2)
* + - r_h*qcbrt(12.0q0/AA(V))/6.0q0/
* + (1.0q0 + ((1.0q0 - 0.5q0*uu*qcbrt(12.0q0/AA(V)))
* + /qsqrt (3.090) ) **2)
END

Kk ook o ok o oK o oK o ok o ok o ok o ok ok o oK o ok o oK o ok o o ok o K o K o o ok o ok o ok o o ok o ok o ok o o ok o ok o ok o ok ok o ok o ok ok K ok o oK o K o ok oK
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REAL*16 FUNCTION AA(V)
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IMPLICIT NONE

REAL*16 V

INTEGER D

COMMON D

Massa Linear com 2 patamares

M1 = 0.5,M2 = 0.35,V1 = 60,V2 = 90

AA = 0.49999999999999911704617150071849921q0

Tangente Hiperbolica
M1 = 0.5,M2 = 0.65,RH0 = 0.8,VM = 75
AA = 0.5000000000000000119689499561005006390

Raiz Cubica + tangente hiperbolica em n dimensoes

D=4, AN=0.02,V1=15,MF=0.1

AA = 0.92085039416497692419658489598500041q0

RETURN

END

seokokokok ko ok ok ok ok ok ook ok ook ok ok ok ok ko ok koo ok ok sk ok ok ok ok o ok sk sk ok ko ok ok o ok ok
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REAL*16 FUNCTION PSIUO(U)
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IMPLICIT NONE

REAL*16 U
INTEGER D
COMMON D
PSIUO = 0.0q0
RETURN

END

stk sk o o ok ok o o o s ok sk sk s sk s sk sk ok sk o s o sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok
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REAL*16 FUNCTION PSIVO(V)
sk s ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ke ok ok ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok
IMPLICIT NONE
REAL*16 V, VC, SIGMA
INTEGER D
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COMMON D
VC = 10.0q0

SIGMA = 1.0q0

PSIVO = QEXP(-(V-VC)*x2/(2.0q0*SIGMA**2))
RETURN

END
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REAL*16 FUNCTION PSIN2(PSIW,PSIE,PSIS,V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)
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IMPLICIT NONE
REAL*16 PSIW, PSIE, PSIS, V, U, R1, R2, R3, R4, HH, HU
REAL*16 POT2, POT2_EL
INTEGER L
INTEGER D
COMMON D
PERTURBACAO ESCALAR
PSIN2 = PSIW+PSIE-PSIS - HH*HU*P0T2(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)
+ * (PSIW+PSIE)/8.0q0
PERTURBACAO ELETROMAGNETICA
PSIN2 = PSIW+PSIE-PSIS - HH*HU*POT2_EL(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)
+ *(PSTW+PSIE)/8.0q0
RETURN
END
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REAL*16 FUNCTION POT2(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)
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IMPLICIT NONE
REAL*16 V, U, R1, R2, R3, R4, HU, HH, A, F, AA, R, RU1, RU2
INTEGER L

INTEGER D

COMMON D

RU1 = 0.590*(R3 + R1)

RU2 = 0.5q0*(R4 + R2)

R = 0.590*(RU1 + RU2)

POT2 = 2.0qO0* (QFLOAT(L*(L+D-3))/R**2 +

+ QFLOAT((D-2)*(D-4))/(4.0q0*r**2) +

+ QFLOAT((D-2)%%2)*2.0q0*A (V-HH) / (4.0q0*qfloat (D-3) *R¥x(D-1)))
+ *F (V,RU1,RU2,HU)

RETURN

END
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REAL*16 FUNCTION POT2_EL(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)
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IMPLICIT NONE
REAL*8 V, U, R1, R2, R3, R4, HU, HH, F
REAL*8 RU1, RU2, R
INTEGER L
INTEGER D
COMMON D
RU1 = 0.5q0*(R3 + R1)

RU2 = 0.5q90*(R4 + R2)
R = 0.5q0%(RU1 + RU2)
POT2_EL = 2.0q0%(QFLOAT (L*(L+1))/R*%2)

+ *F (V,RU1,RU2,HU)

RETURN
END
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REAL*16 FUNCTION F (V,R1,R2,HU)
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IMPLICIT NONE
REAL*16 B, V, DER, R1, R2, HU
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INTEGER D

COMMON D

F = 2.0q0*B(V)*DER(R1,R2,HU)
RETURN

END

REAL*16 FUNCTION DER(R1,R2,HU)
IMPLICIT NONE

REAL*16 R1, R2, HU

INTEGER D

COMMON D

DER = (R2-R1)/HU

RETURN

END
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PROGRAM TESTE_u
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IMPLICIT NONE

REAL*16 U, uu, UI, UF, RTSAFE,V,AA,u_as, r_h, PI

INTEGER I

INTEGER NPONTOS, D

COMMON D

D=6

V = 1.0q0

UI = -100.0q0

UF = 100.0q0

NPONTOS = 1000

OPEN(unit=1,FILE="teste_u.dat",STATUS="UNKNOWN")
DO I=1,NPONTOS
U = UI + (UF-UI)*QFLOAT(I-1)/QFLOAT(NPONTOS-1)
uu = RTSAFE(U)

D=4

u_as = -4.0q0*AA(V)-2.0q0*QEXP(-(0.5q0*U+2.0q0*AA(V))/
+ (2.0q0*AA(V)))
D=5

u_as = 2.0q0*qsqrt (AA(V))=*
+ (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt (AA(V)))/qsqrt (AA(V)))+1.0q0)/
+ (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt (AA(V)))/qsqrt (AA(V)))-1.0q0)
D=6

PI = 4.0q0*qatan(1.0q0)
r_h = qcbrt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)
u_as = -2.0q0*(r_h +
qexp(-(0.5q0*U + r_hx(1.0q0 - qlog(3.0q0*r_h*x2)/6.0q0
- PI/(3.0q0%*qsqrt(3.0q0))))*3.0q0/r_h))
WRITE(1,*) U, uu, u_as
ENDDO
CLOSE(1)
END
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PROGRAM HORIZONTE
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IMPLICIT NONE

REAL*16 A,AA,RH,R
INTEGER control,N,I,J
INTEGER D

COMMON D

PARAMETER(N = 30)
EXTERNAL VAIDYA3
OPEN(unit=1,FILE="horizonte.dat",STATUS="UNKNOWN")
D=6

R = 0.8q0

RH = R

WRITE(1,*)RH
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CALL VAIDYA3(R,control)
DO I=1,N
DO J=1,10
CALL VAIDYA3(R,control)
IF(control.EQ.1)THEN
RH = RH + 0.9q0%10.0q0%*(-1)
WRITE(1,*)RH,control,J,I
GOTO 20
ELSE
RH = RH - 10.0q0**(-I)
WRITE(1,*)RH,control,J,I
ENDIF
R = RH
ENDDO
20 R = RH
ENDDO
IF(control.EQ.1)THEN
RH = RH + 10.0qO**(-I)
WRITE(1,*)RH
ENDIF
AA = 0.5q0*qfloat(D-3)*RH**(D-3)
WRITE(1,*)AA
CLOSE(1)
END
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Subroutine VAIDYA3(R,control)
Kok o Kok o K ok o K oK o K ok ok K K o K ok K ok o K ok ok o K ok ok K K ok o K ok ok o K ok o K ok ok ok ok o ok ok o Kok ok K ok ok ok ok o K ok ok Kk ok
IMPLICIT NONE
REAL*16 H,V,R,XK1,XK2,XK3,XK4,EPS,F,B,A
REAL*16 M2, MF, MO
INTEGER IT, I, II, N, control
PARAMETER (EPS=5.0q-6)
parameter (H = 0.001q0,N = 250000,IT = 100)

INTEGER D
COMMON D
open(unit=2,FILE="vaidya3.dat",STATUS="UNKNOWN")
V = 0.0q0
control = 0
* M2 = 0.35q0
MF = 0.1q0
MO = 1.0q0
WRITE(2,*)V,R
II =0
DO I=1,N
IT = IT + 1
XK1 = H*xF(V ,R )
XK2 = H*F(V+H/2.0q0,R+XK1/2.0q0)
XK3 = HxF(V+H/2.0q0,R+XK2/2.0q0)
XK4 = H*F(V+H ,R+XK3 )
R =R + XK1/6.0q0 + XK2/3.0q0 + XK3/3.0q0 + XK4/6.0q0
V=V+H
IF (II.GE.IT) THEN
IT =0
WRITE(2,%)V,R
ENDIF

IF (R.LT.EPS) THEN
IF (R.LT.2.0q0%M2) THEN
IF (R.LT.2.0q0*MF) THEN
IF (II.NE.O) WRITE(2,*)V,R
CLOSE(2)
control =1
return
ENDIF
IF (R.GT.2.5q0*MO) THEN

82



IF (II.NE.0) WRITE(2,%)V,R
CLOSE(2)
return
ENDIF

ENDDO

CLOSE(2)

RETURN

END

REAL*16 FUNCTION F(V,R)

IMPLICIT NONE

REAL*16 V,R,B,A

INTEGER D

COMMON D

F = -B(V)*(1.0q0-2.0q0*A(V)/(qfloat(D-3)*R**(D-3)))
RETURN

END
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Program FFT(Q
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Importante: Verificar nn e h ! nn deve ser potencia de 2
IMPLICIT NONE
INTEGER isign,nn,n
PARAMETER (nn = 1024, isign = 1)
REAL*16 data(2*nn),h,t,f
INTEGER i
EXTERNAL FOUR1Q
OPEN(unit=1,FILE="transformada.dat",STATUS="UNKNOWN")
OPEN(unit=7,FILE="espectro.dat",STATUS="UNKNOWN")
OPEN(unit=8,FILE="pert.dat",STATUS="UNKNOWN")
n = 2*nn
t = 0.0q0
h = 0.1q0
format(27x,g24.16)
do i=1,n,2

read(8,10)data(i)

data(i+1) = 0.0

t=t+h
enddo
call fourlq(data,nn,isign)
do i=1,n,2

if(i.LE.nn+1)then

f = (real(i)-1.0q0)/(2.0q0*real(nn)*h)
elseif (i.GT.nn+1)then
f = -(real(nn)/2.0q0-(real(i)-(real(nn)+1.0q0))/2.0q0)

+ / (real(nn)*h)
endif
WRITE(1,’(6(1x,g24.16)))(i-1)/2,f,h*data(i) ,hxdata(i+1),
+ sqrt ((h*data(i))**2+(h*data(i+1))*%*2),
+ atan(data(i+1)/data(i))

WRITE(7,’(2(1x,g24.16)) )£, (h*data(i))**2+(h*xdata(i+1))**2
enddo
CLOSE(1)
CLOSE(7)
CLOSE(8)
END
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SUBROUTINE fourlq(data,nn,isign)
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INTEGER isign,nn

REAL*16 data(2*nn)

INTEGER i,istep,j,m,mmax,n
REAL*16 tempi,tempr
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REAL*16 theta,wi,wpi,wpr,wr,wtemp,pi
pi = 4.0q0*qatan(1.0q0)
n=2%nn
j=1
do 11 i=1,n,2
if(j.gt.i)then
tempr=data(j)
tempi=data(j+1)
data(j)=data(i)
data(j+1)=data(i+1)
data(i)=tempr
data(i+l)=tempi
endif
m=n/2
1 if ((m.ge.2).and.(j.gt.m)) then
j=j-m
m=m/2
goto 1
endif
j=j*m
11 continue
mmax=2
2 if (n.gt.mmax) then
istep=2*mmax
theta=2.0q0*pi/ (isign*mmax)
wpr=-2.q0*qsin(0.5q0*theta) **2
wpi=gsin(theta)
wr=1.q0
wi=0.q0
do 13 m=1,mmax,2
do 12 i=m,n,istep
j=i+mmax
tempr=wr*data(j)-wi*data(j+1)
tempi=wr*data(j+1)+wi*data(j)
data(j)=data(i)-tempr
data(j+1)=data(i+1)-tempi
data(i)=data(i)+tempr
data(i+1)=data(i+1)+tempi
12 continue
wtemp=wr
WISWI*Wpr-wikwpi+wr
wi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi
13 continue
mmax=istep
goto 2
endif
return
END
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software #>,13.
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Apéndice E

Codigos dos Programas Utilizados - 11

b T e et e e #
# Geometria: Gravastar #
# Programas gerados: dinamica #
# Versao: totalmente numerica #
b D et e #
#

# Shell usada:

#

SHELL = /bin/tcsh

#

# Compilador

#

F77 = gfortran-4.0 -Wall -g

Erisisisisisisisisisisi s ar sz s s s i n R n R R RS

# dinamica:

# Programa principal

#

dinamica_obj = ./dinamica.o
./psiv0.o
./psiu0.o
./psin.o
./find_x.o0
./g.o
./f_r.o
/f_t.o
./h.o
./m.o
./rho.o
./p_r.o
./pot_int.o
./rkutta.o
./rkutta2.o
./novo_xr.o
/f_t2.0

P i g g

#

# dinamica

#

dinamica: ./dinamica.exe
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touch dinamica
#
# dinamica.exe
#
./dinamica.exe: $(dinamica_obj)
$(F77) -o $@ $~
Erisisisisisisisisisisi s ar sz s s s s i i n R SRR TS I
#
# Compilacao padrao
#
Shoor %
$(F77) -c -o $@ $<

stk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk o ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok sk sk sk ok ok sk sk ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok sk sk o ok ok ok ok
PROGRAM DINAMICA
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IMPLICIT NONE

* variaveis usadas no programa
REAL*8 v, u, t, gama_r2
INTEGER i, j, k

* parametros usados no programa
REAL*8 v0, u0O, hv, hu, ri, rf
INTEGER nv, nu, L, np

PARAMETER(vO = 0.1d0, u0 0.0d0, hv = 0.1d0, hu = 0.1d0)

PARAMETER(ri = 0.0d0, rf = 500.0d0, np = 5001)
PARAMETER(nv = 10001, nu =10001, L = 2)
* vetores usados no programa

REAL*8 psiold(nv), psinew(nv), vec_r(np), vec_x(np), vec_gama(np)
REAL*8 novo_r(nv), novo_x(nv), novo_gama(nv), novo_pot(nv)
* funcoes utilizadas pelo programa
REAL*8 psiv0, psiu0, psin, find_x, find_x2, h, g
EXTERNAL psivO, psiu0, psin, find_x, find_x2, h, g

* subrotinas utilizadas pelo programa
EXTERNAL xr, rkutta, rkutta2, novo_xr
* variaveis comuns

REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
pi = 4.0d0xdatan(1.0d0)

m_s = 1.0d0

rl = 1.95d0

r2 = 2.1d0

alfa = 2.2135d0

rho0 =m_s*(r2-r1)**3/(4.0d0*pi* ((r2**6-r1x*6)/3.0d0-3.0d0*(r2+r1)*
+ (r2**5-r1**5) /5.0d0+3.0d0*r1*r2* (r2**4-ri1**4)/2.0d40+
+ (r2%%3-3.0d0*r1*r2**2) * (r2**3-r1**3)/3.0d0+
+ ri**3*(r2-r1)**3/3.0d40))

a = 2.0d0*rho0/(r2-r1)**3

b = -3.0d0*rhoO* (r2+r1)/(r2-r1)**3

¢ = 6.0d0*rhoO*r1*r2/(r2-r1)**3

d = rhoO*(r2**3-3.0d0*r1*r2**2)/(r2-r1)**3

open(unit=1,file="estrela.dat",status="unknown")
* Condicoes iniciais
u = ul
do i=1,nv-1
v = v0 + dfloat(i-1)x*hv
psiold(i) = psivO(v)

enddo
* Gera vetor vec_gama com rkutta

call rkutta(vec_gama,vec_r,np,h)
* Gera vetor vec_x com rkutta2

call rkutta2(vec_gama,vec_x,vec_r,np,g)
* Gera novo_x e novo_r

call novo_xr(u0,v0,hu,hv,nv,np,vec_r,vec_x,Nnovo_r,novo_x)
* Gera novo_gama
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call novo_xr(u0,v0,hu,hv,nv,np,vec_gama,vec_x,novo_gama,novo_x)
gama_r2 = find_x(r2,np,vec_gama,vec_r)
* Gera novo_pot
do i=1,nv
novo_pot(i) = pot_int(novo_r(i),L,novo_gama(i),gama_r2)
enddo
* Evolui a perturbacao
do i=1,nu-2
u = u0 + dfloat(i)*hu
psinew(1) = psiuO(u)
do j=1,nv-i-1
v = v0 + dfloat(i+j)*hv
t = 0.5d0*(v+u)
psinew(j+1)=
+ psin(psinew(j),psiold(j+2),psiold(j+1),hv,hu,
+ novo_pot(j))
if (novo_x(j).ge.10.0d0-hu/4.0d0.and.
+ novo_x(j).1le.10.0d0+hu/8.0d0) then
write(1,*)t, psinew(j+1)
endif
enddo
do k=1,nv
psiold(k) = psinew(k)
enddo
enddo
close(1)
END
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SUBROUTINE RKUTTA (Y,XT,NN,F_RK)
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IMPLICIT NONE
INTEGER nn, i, ii, j
REAL*8 x0, x, yO, xkl, xk2, xk3, xk4
INTEGER n, it
REAL*8 h_rk
PARAMETER (n = 50000, it = 10, h_rk = 0.01d0)
REAL*8 y(nn),xt(nn)
REAL*8 f_rk
EXTERNAL f_rk
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa

x0 = 0.0d40
y0 = 0.0d0
x = x0
y(1) = yo
xt(1) = x0
ii =0

do i=1,n

ii = ii + 1
xkl = h_rk*f_rk(x)
xk2 = h_rk*f_rk(x+h_rk/2.0d0)
xk3 = h_rk*f_rk(x+h_rk/2.0d0)
xk4 = h_rkxf_rk(x+h_rk)
y0 = yO + xk1/6.0d0 + xk2/3.0d0 + xk3/3.0d0 + xk4/6.0d0
x = x + h_rk
if (ii.ge.it) then
ii =0
j o= i/it +1
y(3) = yo0
xt(j) = x
endif
enddo
xt(nn) = h_rk*n
RETURN
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END
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REAL*8 FUNCTION H(R)
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IMPLICIT NONE
REAL*8 r
REAL*8 p_r, m, rho
EXTERNAL p_r, m, rho
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(0.0d0.eq.r)then

h = 0.0d0
else
h = 2.0d0*(m(r)+4.0d0*pi*p_r(r)*r*+*3)/(r*(r-2.0d0*m(r)))
endif
RETURN
END
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REAL*8 FUNCTION RHO(R)

%k >k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k %k 3k >k 3k >k 3k 5k >k 3k >k %k 3k >k 3k >k 3k >k %k 5k 3k 5k >k >k %k 5%k %k 5k >k 3%k >k 3%k >k 5k >k % 5%k %k 5% >k 5%k >k 5% >k 3%k >k 3%k >k %k >k 3k 5% % 5%k >k 3% >k 5% %k % %k % *k %
IMPLICIT NONE

* variaveis usadas no programa
REAL*8 r
* variaveis comuns

REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(0.0d0.le.r.and.r.le.r1)then
rho = rhoO
elseif(rl.1t.r.and.r.1lt.r2)then
rho = a*r**3+b*r**2+c*xr+d
elseif(r2.le.r)then
rho = 0.0d0
endif
RETURN
END
Kok Kk ok ok o ok KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok o ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K K K ok ok ok o o K K ok ok ok o Kk K
KKK oK oK KKK K oK o K KK oK oK o K KK oK oK oK o K K KK oK oK oK 3 K K K oK oK oK 3 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K KKK K
REAL*8 FUNCTION M(R)
KKK oK oK o KKK oK oK K KK oK oK o K K K oK 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K K K oK oK oK o 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK KoK oK oK o K KKK K
IMPLICIT NONE
REAL*8 r
REAL*8 rho
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(0.0d0.le.r.and.r.le.r1)then
m = 4.0d0*pi*rhoO*r**3/3.0d0
elseif(rl.1t.r.and.r.1lt.r2)then
m = 4.0d0*pix((a*r**6/6.0d0+b*r**5/5.0d0+c*r**4/4.0d0+
+ d*r**3/3.0d0) - (a*xr1*x6/6.0d0+b*r1**5/5.0d0+c*r1*x4/4.0d0+
+ (d-rho0)*r1%%3/3.0d0))
elseif(r2.le.r)then
m = 4.0d0*pix((a*r2**6/6.0d0+b*r2%%5/5.0d0+c*r2x*4/4.0d0+

+ d*r2%x3/3.0d0) - (a*r1**6/6.0d0+b*r1**5/5.0d0+c*xri1**4/4.0d0+
+ (d-rho0)*r1**3/3.0d40))

endif

RETURN

END

3K 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k 3k >k 3k 3k 3k >k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 5k >k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k >k %k >k 3k 5 % 3% >k 3% >k 5% %k % % 3k ¥ %k

%k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k %k 3k >k 3k >k 3k 5k >k 3k >k %k 5k >k 3k >k 5%k >k %k 5%k 3k 5k >k >k %k 3%k %k 5%k >k 3%k >k 3%k >k 5k >k % 5%k %k 5% >k 5%k >k 5%k >k 3k >k 3% >k %k >k 3k 5% % 5%k >k 3% >k % %k % %k % %k %
REAL*8 FUNCTION P_R(R)

%k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k %k 3k >k 3k >k 3k 5k >k 3k >k %k 3k >k 3k >k 5k >k %k 5%k 3k 5k >k >k %k 5k %k 5k >k 3k >k 3%k >k 3k >k % 5%k %k 5% >k 5k >k 5% >k 3%k >k 3%k >k %k >k 3% 5% % 5%k >k 3% >k 5% %k % %k % *k %k
IMPLICIT NONE
REAL*8 r
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REAL*8 rho, y
EXTERNAL rho, y
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
p_.r = (alfa-(alfa+1.0d0)*(rho(r)/rho0)**2)*rho(r)**2/rho0
RETURN
END
sk sk o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ok ok ok ok ok ok ok K 3K 3K 3K 3k 3 3 K K o 3 o o o ok ok ok ok ok ok ok K K K oK 3 K Kk ko o o ok ok ok ok oK
sk sk o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ok ok ok ok ok 3K ok K K K 3K 3 K 3K K R K o o o ok ok o ok ok oK oK 3K K K K 3 K K K kK s o o o ok ok ok oK
REAL*8 FUNCTION P_T(R)
sk sk o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ok ok ok ok ok ok ok K 3K 3K 3K 3 3 3 K K o ko o o o ok ok ok ok ok ok ok K K K oK 3k 3 K ko ok o o ok ok ok oK
IMPLICIT NONE
REAL*8 r
REAL*8 rho, m, p_r, dp_rdr, f_r
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(0.eq.r)then

p_t = -rhoO
else
p_t = 0.5d0*r*(dp_rdr(r)+(rho(r)+p_r(r))*
+ (m(r)+4.0d0*pi*p_r(r)*r**3)/(r**2%f_r(r)))+p_r(r)
endif
RETURN
END

sk sk s o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ok ok ok ok ok 3K ok K 3K K 3K 3 K 3K K K Kk ok o o ok ok ok ok oK 3K oK K K K K 3 K K K Kk s o ok o ok ok ok oK
sk sk o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ok o o ok ok ok ok ok 3K ok K K K 3K 3 K 3K K K K ok o o ok ok ok ok ok 3K oK K K K K 3 K K K K kK s o o o ok ok ok oK
SUBROUTINE RKUTTA2 (GT,Y,XT,NN,G)
sk sk s o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o ok o ok ok ok 3K ok KK K 3K 3 K 3K K K Rk o o o ok ok ok ok oK 3K oK K K K K 3 3K K K kK o o o ok ok ok oK
IMPLICIT NONE
INTEGER nn, i, ii, j
REAL*8 x0, x, yO, xkl, xk2, xk3, xk4
INTEGER n, it
REAL*8 h_rk
PARAMETER (n = 50000, it = 10, h_rk = 0.01d0)
REAL*8 gt(nn), y(on),xt(nn)
REAL*8 g
EXTERNAL g
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa

x0 = 0.0d40
y0 = 0.0d0
x = x0
y(1) = yo
xt(1) = x0
ii =0

do i=1,n

ii = ii + 1
xkl = h_rk*g(x,gt,xt,nn)
xk2 = h_rkxg(x+h_rk/2.0d0,gt,xt,nn)
xk3 = h_rkxg(x+h_rk/2.0d0,gt,xt,nn)
xk4 = h_rk*g(x+h_rk,gt,xt,nn)
y0 = yO + xk1/6.0d0 + xk2/3.0d0 + xk3/3.0d0 + xk4/6.0d0
x = x + h_rk
if (ii.ge.it) then
ii =0
j o= i/it +1
y(j) = yoO
xt(j) = x
endif
enddo
xt(nn) = h_rk*n
RETURN
END
Kk ok o Kok o K ok o K oK o K ok ok KK o K ok K ok o K ok ok o K ok ok K ok ok o K ok ok o K ok ok K ok ok oK ok o ok ok o Kok ok ok ok o K ok ok o Kok ok ok ok
K ok o Kok o K ok o K oK o K ok ok KoK o o oK ok K ok o K ok ok o K ok ok Kk ok o K ok ok o K ok o K ok ok K ok o ok ok o K ok ok K ok o ok ok o Kok ok Kk ok
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REAL*8 FUNCTION G(r,vec_gama,vec_r,np)
KKK oK oK o KKK oK oK o K KK 3K oK 3 K KK 3K 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K KK K oK 3K oK 3 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK KoK oK oK K KKK K
IMPLICIT NONE
REAL*8 r
INTEGER np
REAL*8 vec_gama(np), vec_r(np)
REAL*8 f_r, f_t
EXTERNAL f_r, f_t
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
g = 1.0d0/dsqrt(f_r(r)*f_t(r,vec_gama,vec_r,np))
RETURN
END
KKK oK oK o KKK oK oK K KK oK oK 3 K K K 3K 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K KK K oK oK oK o 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K KKK K
Kk koK ok ok o ok KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o ok K KK ok ok ok o o K K ok ok ok ok K K K
REAL*8 FUNCTION F_R(R)
Kk koK ok ok o o KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K KK K
IMPLICIT NONE
REAL*8 r
REAL*8 m
EXTERNAL m
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(r.eq.0.0d0)then

f_r = 1.040
else
f_r = 1.0d0-2.0d0*m(r)/r
endif
RETURN
END

Kok koK ok ok o o KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o Kk ok ok ok o o o Kk ok ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o K KK K
KKK oK oK o KKK oK oK K KK oK oK o K K K oK 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K K K oK oK oK o 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK KoK oK oK o K KKK K
REAL*8 FUNCTION F_T(r,vec_gama,vec_r,np)
Kk kK ok ok o ok KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok o ok o o K KK ok ok ok o o K ok ok ok ok o o o K ok ok ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K Kk K
IMPLICIT NONE
INTEGER np
REAL*8 r, gama_r, gama_r2
REAL*8 vec_gama(np), vec_r(np)
REAL*8 m, find_x
EXTERNAL m, find_x
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
gama_r = find_x(r,np,vec_gama,vec_r)
gama_r2 = find_x(r2,np,vec_gama,vec_r)
if(r.le.r2)then
f_t = dexp(gama_r)*(1.0d0-2.0d0*m(r2)/r2)*dexp(-gama_r2)
elseif(r.gt.r2)then
f_t = 1.0d0-2.0d0*m(r2)/r
endif
RETURN
END
Kk Kok ok ok o ok KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o Kk ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K K K K
KKK oK oK o KKK oK oK o K KK oK oK 3 K KK 3K 3K oK 3 K K KK oK oK 3K 3 K KK K oK oK oK 3 3 K KK K oK 3K oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K KKK K
REAL*8 FUNCTION FIND_X(XP,NPONTOS,VEC_R,VEC_X)
KKK oK oK o KKK K oK o K KK 3K oK o K K K oK 3K oK 3 K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK KoK oK oK o K KKK K
IMPLICIT NONE
REAL*8 xp
INTEGER npontos, i, j
REAL*8 vec_r(npontos), vec_x(npontos)
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(xp.gt.vec_x(npontos))then
write(*,*)’xp = ’,xp,’ maior do que vec_x(npontos)= ?,
+ vec_x(npontos)
find_x = vec_r(npontos)
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return

endif

if(xp.1lt.vec_x(1))then
write(*,*)’xp = ’,xp,’ menor do que vec_x(1) = ’,vec_x(1)
find_x = vec_r(1)
return

endif

do i=1,npontos
if(vec_x(i).eq.xp)then
find_x = vec_r(i)
return
elseif(vec_x(i).1lt.xp.and.vec_x(i+1).gt.xp)then
j=1i
goto 10
endif
enddo
10 find_x = (vec_r(j+1)-vec_r(j))*(xp-vec_x(j))/(vec_x(j+1)-vec_x(j))
+ +vec_r(j)
RETURN
END
KKK oK oK o KKK K oK o K KK oK oK o K KK oK oK oK 3 K K KK oK oK oK 3 K K K oK oK oK o 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K KKK K
Kok kK ok ok o ok KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok ok KK K
SUBROUTINE NOVO_XR(uO,vO,hu,hv,nv,np,vec_r,vec_x,novo_r,novo_x)
Kok kK ok ok o o KoK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K KK K
IMPLICIT NONE
REAL*8 u0,v0,hu,hv,u,v
INTEGER i, j, nv, np
REAL*8 vec_r(np), vec_x(np), novo_r(nv), novo_x(nv)
REAL*8 find_x
EXTERNAL find_x
REAL*8 ri1
common ril
i=1
u = u0 + dfloat(i)*hu
do j=1, nv-i-1
v = v0 + dfloat(i+j)*hv
novo_x(j) = 0.5d0*(v-u)
novo_r(j) = find_x(novo_x(j),np,vec_r,vec_x)
enddo
RETURN
END
KKK oK oK o KKK oK oK o K KK oK oK o K KK oK 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K KK K oK 3K oK 3 3 K KKK oK 3K oK o K K KK oK oK oK o K K K K oK oK oK o K KKK K
Kk Kk ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K K
REAL*8 FUNCTION PSIUO(u)
ok kK ok ok o o KoK oK ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o o o Kok oK ok ok ok o o K Kk ok ok ok o o K K ok ok ok o K K
IMPLICIT NONE
REAL*8 u
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
psiu0 = 0.0d0
RETURN
END
KKK oK oK o KKK oK oK o K KK 3K oK 3 K KK 3K 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K KK K oK 3K oK 3 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK KoK oK oK K KKK K
Kok ko ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok o o K K ok o ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o KK oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o o K K
REAL*8 FUNCTION PSIVO(v)
Kok kK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o KK ok ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o o K K K
IMPLICIT NONE
REAL*8 v, vc, sigma
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
ve = 10.0d0
sigma = 1.0d0
psiv0 = dexp(-(v-vc)**2/(2.0d0*sigmax**2))
RETURN
END
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Kk Kok ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o Kk ok ok ok o o o K ok ok ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K K K K
KKK oK oK o KKK oK oK o K KK 3K oK o K KK 3K 3K oK 3 K K KK oK oK oK 3 K KK K oK 3K oK 3 3 K KK K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K KKK K
REAL*8 FUNCTION POT_INT(R,L,gama_r,gama_r2)
Kok kK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o K ok oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o ok K K K
IMPLICIT NONE
REAL*8 r, gama_r, gama_r2
INTEGER L, np
REAL*8 rho, p_r, m, f_t2
EXTERNAL rho, p_r, m, f_t2
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
pot_int = f_t2(r,gama_r,gama_r2)*(dfloat (L*(L+1))*r+
+ 4.0d0*pi*r**3%(rho(r)-p_r(r))-6.0d0*m(r))/r**3
RETURN
END
KKK oK oK o KKK oK oK o KKK oK oK o K KK 3K oK oK o K K KK oK 3K oK 3 K KK K oK oK oK 3 3 K KK 3K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K K K K
Kk koK ok ok o oK KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o Kk oK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o K K K
REAL*8 FUNCTION F_T2(r,gama_r,gama_r2)
KKK oK oK o KKK K oK o K KK 3K oK o K KK oK oK oK 3 K K KK oK oK oK 3 K KK K oK oK oK o 3 K KK 3K oK oK oK o K K KK oK oK oK o K K K K oK oK oK o K KKK K
IMPLICIT NONE
INTEGER np
REAL*8 r, gama_r, gama_r2
REAL*8 m
EXTERNAL m
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0O, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
if(r.le.r2)then
f_t2 = dexp(gama_r)*(1.0d0-2.0d0*m(r2)/r2)*dexp(-gama_r2)
elseif(r.gt.r2)then
f_t2 = 1.0d40-2.0d0*m(xr2)/r
endif
RETURN
END
ok koK ok ok o o KK ok ok o o KK ok ok o o KK ok o ok o o K KK ok ok ok o o KK ok ok ok o o o Kok oK ok ok ok o o K Kk ok ok ok o o K K ok ok ok o K K
KKK oK oK o KKK K oK o K KK oK oK o K K K 3K oK oK o K K KK oK 3K oK 3 K KK K oK oK oK 3 3 KK K oK 3K oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K K K K
REAL*8 FUNCTION PSIN(PSIW,PSIE,PSIS,HV,HU,POT)
KKK oK oK o KKK oK oK o KKK oK oK o K KK oK 3K oK o K K KK oK 3K oK 3 K K K oK oK 3K 3 3 K KK K oK 3K oK o K K KK oK oK oK o K KK K oK oK oK o K K K K
IMPLICIT NONE
REAL*8 psiw, psie, psis, hv, hu, pot, factor
INTEGER L,np
REAL*8 pot_int
EXTERNAL pot_int
REAL*8 pi, m_s, rl, r2, rho0, a, b, c, d, alfa
common pi, m_s, rl, r2, rhoO, a, b, c, d, alfa
factor = hvxhu*pot/16.0d0
psin = (psiw+psie)*(1.0d0-factor)/(1.0d0+factor)-psis
RETURN
END
K ok kK ok ok o o KK oK ok o o KK ok ok o o KK ok ok ok o o K KK ok ok ok o o K K ok ok ok o o o Kok oK ok ok ok o o K Kk ok ok ok o o K K ok ok ok o K K
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