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Resumo
Estudos de perturbações em sistemas gravita
ionais no âmbito da Relatividade Geralvêm sofrendo grandes desenvolvimentos nos últimos anos, espe
ialmente em fa
e da evo-lução dos modernos dete
tores de ondas gravita
ionais. Abordamos neste trabalho asperturbações de diferentes 
enários. Prin
ipiamos 
om a métri
a de Vaidya, utilizadapara des
rever espaços-tempos esferi
amente simétri
os e dependentes do tempo. Nossassimulações mostraram que as freqüên
ias dos modos quasi-normais (MQN's) apresentamum novo efeito iner
ial para variações rápidas da função de massa, retornando depoisao 
omportamento adiabáti
o. Em seguida, apresentamos um modelo para a evaporaçãode mini bura
os negros por radiação de Hawking inspirado no 
enário de 
riação destesobjetos em a
eleradores de partí
ulas, previsto pelas novas teorias 
om dimensões extras.Nosso modelo, baseado na métri
a de Vaidya n-dimensional, tornou possível a análise deMQN's resultando na possibilidade de se obter os parâmetros relevantes do bura
o negro,
omo a sua massa ini
ial e o número de dimensões extras, a partir de medições experimen-tais. Finalmente, realizamos um estudo sobre uma nova solução denominada gravastar,proposta 
omo um modelo alternativo para o estágio �nal de estrelas 
om grande massa.Obtivemos limites para os parâmetros da solução e veri�
amos a sua estabilidade frente aperturbações axiais, 
on
luindo positivamente a respeito da possibilidade de se distinguirentre bura
os negros e gravastares 
om base no seu espe
tro de MQN's.
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Abstra
t
Perturbative studies of gravitational systems in General Relativity have gone through bigdevelopments in the last years, espe
ially due to the evolution of the modern gravitationalwave dete
tors. We 
onsider in this work di�erent perturbations in di�erent s
enarios.Firstly we 
onsider the Vaidya metri
, mainly used to des
ribe time-dependent spheri
allysymmetri
 spa
etimes. Our simulations show that the frequen
ies of the quasinormalmodes (QNM's) present a new inertial e�e
t for rapidly varying mass fun
tions, returningafterwards to the adiabati
 behavior. Next we present a model for evaporating minibla
k holes in parti
le a

elerators, in the 
ontext of the new gravity models with extradimensions. With our model, based on the n-dimensional Vaidya metri
, we are able toperform a QNM analysis whi
h results in the possibility of obtaining the parameters ofthe bla
k hole, su
h as its initial mass and the number of extra dimensions, from theexperimental measurements. Finally, we present a study of a new solution, the gravastar,proposed as an alternative model for the end state of massive stars. We obtain boundsfor the parameters of the solution and verify its stability against axial perturbations. Ourresults indi
ate that the gravastar's QNM spe
trum 
an indeed be used to distinguish abla
k hole from a gravastar.
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Capítulo 1
Introdução: Perturbações emRelatividade Geral
O estudo de perturbações em relatividade geral tem se mostrado um 
ampo de pesquisamuito ativo, desde o trabalho pioneiro de Regge e Wheeler de 1957 [1℄. A análise da evo-lução de pequenas perturbações em um 
ampo gravita
ional de fundo 
onhe
ido forne
einformações sobre a estabilidade das soluções das equações de Einstein, e nos permiteobter um 
onhe
imento mais aprofundado a
er
a da natureza das equações de 
ampo dagravitação. A estabilidade das soluções é uma de suas 
ara
terísti
as mais importantes.Soluções instáveis devem de
air rapidamente em um objeto estável, que é mais fa
ilmentedete
tável devido ao seu tempo de vida maior.Além disso, a propagação de pequenas perturbações pode ser usada para des
rever si-nais de ondas gravita
ionais gerados por fontes astrofísi
as distantes, quando dete
tadosna Terra. A dete
ção de ondas gravita
ionais, apesar de ser um projeto extremamentedesa�ador e experimentalmente 
omplexo, se torna aos pou
os mais viável, 
om a novageração de projetos: dete
tores de massas ressonantes, interfer�metros laser, ou ainda
om o dete
tor LISA, que 
onsistirá de um 
onjunto de três satélites em órbita da Terra.A di�
uldade de dete
ção reside, entre outros fatores, na razão sinal/ruído extremamentebaixa esperada.Um dos su
essos da teoria de perturbação apli
ada à Relatividade Geral foi obter o espe
-tro de freqüên
ias dos modos quasi-normais de bura
os negros. Um bura
o negro espalhaondas gravita
ionais in
identes 
omo em um problema de espalhamento de ondas planaspor uma barreira de poten
ial na Me
âni
a Quânti
a. Mas, na Relatividade Geral, asondas espalhadas pelo bura
o negro possuem uma freqüên
ia de os
ilação e uma 
ons-
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tante de de
aimento que são inversamente propor
ionais à massa do bura
o negro, e nãodependem das 
ondições ini
iais da perturbação. Portanto, as ondas espalhadas 
arregaminformações sobre o bura
o negro, 
omo se fossem as suas �impressões digitais� ou o seu�som 
ara
terísti
o�.Este fato gerou uma expe
tativa de que, ao se atingirem as 
ondições té
ni
as ne
essáriaspara a dete
ção das ondas gravita
ionais, teríamos uma nova janela observa
ional para ouniverso. Informações sobre objetos astrofísi
os, que de outra maneira seriam invisíveispara nós, poderiam ser obtidas pro
urando-se pelas suas assinaturas nos sinais dete
tados.Desta forma poderíamos obter informações sobre bura
os negros e estrelas 
ompa
tas, etalvez até sobre outros tipos de objetos astrofísi
os ainda des
onhe
idos. Dete
tores deondas gravita
ionais seriam utilizados para se obter informações sobre o 
osmos, 
omoas informações obtidas em raios X, mi
roondas ou no espe
tro vísivel pelos modernosteles
ópios e satélites de pesquisa.Pare
e, porém, um pou
o otimista demais pensar que sinais reais poderiam re�etir osresultados obtidos por uma investigação teóri
a extremamente idealizada, 
omo a análisedo espalhamento de ondas gravita
ionais pela barreira de poten
ial de um bura
o negro.Estima-se que as maiores fontes astrofísi
as de emissão de ondas gravita
ionais sejameventos 
ata
lísmi
os extremamente violentos, tais 
omo a explosão de super novas, ou a
olisão de bura
os negros.A fonte mais promissora para dete
ção e estudo de ondas gravita
ionais é o �sistemabinário 
ompa
to espiralando� nas últimas fases de sua vida. Este é um sistema binárioformado por duas estrelas de nêutrons ou dois bura
os negros (ou um de 
ada), espiralandopara um 
entro 
omum, altura em que �nalmente 
oales
em violentamente. Tal é odestino, por exemplo, do famoso sistema de Hulse-Taylor, o Pulsar PSR 1913+16 [2℄,daqui a 
er
a de 240 milhões de anos, ou de um sistema binário de bura
os negros massivosno 
entro de uma galáxia.Simulações numéri
as re
entes (ver [3℄ e referên
ias) realizadas no regime não linear,envolvendo a integração numéri
a das equações de Einstein 
om 
ondições ini
iais dadas,obtiveram alguns resultados para as ondas gravita
ionais emitidas em pro
essos deste tipo.Veri�
ou-se que o sinal emitido é 
omposto de três fases distintas: movimento em espiral,fusão e �ringdown� ou de
aimento. Como resultado, foi veri�
ado que o de
aimento dasondas em modos quasi-normais é re
uperado no último estágio da evolução das ondasgravita
ionais! Pelo visto, não era otimista demais pensar que a análise de modos quasi-normais poderia ser efetivamente útil para a análise de sinais reais.Cada vez mais tem sido observado que os métodos perturbativos fazem previsões quesão pelo menos qualitativamente 
orretas em regimes não-lineares nos quais, a prin
ípio,
2



estes métodos não deveriam mais produzir resultados válidos. Já foram obtidos resulta-dos perturbativos 
ompatíveis 
om os resultados obtidos por simulações numéri
as mais
omplexas não lineares até mesmo para problemas envolvendo 
olisões de bura
os negros[4℄, situação que 
ertamente, à primeira vista, não deveria ser bem resolvida por té
ni
asdestinadas a tratar de pequenas perturbações. Se a 
olisão de bura
os negros for estu-dada de maneira que no instante ini
ial os dois bura
os negros estejam 
obertos por umhorizonte 
omum, o problema pode ser visto 
omo a perturbação de um úni
o bura
onegro. Além disso, 
om o passar do tempo os métodos perturbativos têm se tornado
ada vez mais úteis, e têm sido 
ada vez mais utilizados, mesmo 
om o amadure
imentodos métodos não lineares [3℄, que, por sua vez, envolvem té
ni
as de programação muitomais avançadas, além de exigirem um maior poder 
omputa
ional. Finalmente, métodosperturbativos baseados em tratamentos invariantes de gauge das perturbações estão nabase de grande parte dos trabalhos realizados em relatividade numéri
a 
om métodos nãolineares.No tratamento perturbativo da evolução de pequenas perturbações em Relatividade Geral,temos duas abordagens distintas. Uma 
onsiste em somar uma pequena perturbação aos
oe�
ientes da métri
a, o que leva a perturbações gravita
ionais axiais e polares, des
ritasno 
aso de um bura
o negro de S
hwarzs
hild pelas equações de Regge-Wheeler [1℄ e Zerilli[5℄. Estas são as perturbações que podem ser identi�
adas 
om as ondas gravita
ionaisemitidas por algum pro
esso físi
o real. Outra abordagem diferente 
onsiste em analisar apropagação de um 
ampo de teste no espaço-tempo des
rito pela métri
a, sem 
onsiderara reação do 
ampo sobre a métri
a (análise linear). Costumeiramente este método éapli
ado para 
ampos es
alares e eletromagnéti
os, podendo porém ser apli
ado tambémpara 
ampos de spin semi-inteiro, ou mais elevado. Isto 
orresponde à situação físi
ade espalhamento de partí
ulas pela barreira de poten
ial do bura
o negro ou qualqueroutro objeto 
onsiderado. Em ambos os 
asos, para o bura
o negro de S
hwarzs
hild, porexemplo, a perturbação segue uma equação de onda que pode ser es
rita 
omo
∂2ψℓm
∂r∗2

− ∂2ψℓm
∂t2

+ Vℓ(r)ψℓm = 0 , (1.1)onde r∗ é a 
oordenada tartaruga dada por r∗ = r + 2M ln(r/2M − 1), e o poten
ial
Vℓ(r) é uma função de r e M que 
ontém toda a físi
a do problema. Para perturbaçõesgravita
ionais axiais, por exemplo,

Vℓ(r) =

(

1 − 2M

r

)[

ℓ(ℓ+ 1)

r2
+

2σM

r3

]

, (1.2)é o poten
ial efetivo, ou poten
ial de Regge-Wheeler, formado por uma barreira de po-ten
ial 
om um pi
o lo
alizado próximo de r = 3M . A forma (1.2) se mantém mesmo se
onsideramos 
ampos de teste es
alares ou eletromagnéti
os 
omo perturbações. O parâ-metro σ é igual a 1 para perturbações es
alares, 0 para perturbações eletromagnéti
as e-3 para perturbações gravita
ionais, podendo ser expresso 
omo σ = 1 − s2, onde s = 0,1 ou 2 é o spin do 
ampo de perturbação. 3



A eq. (1.1) tem sido estudada durante os últimos 50 anos, e revelou muito do que sesabe atualmente sobre bura
os negros em nosso universo. As soluções dessa equação sãoes
ritas geralmente na forma [6℄
Ψ(r, t, θ, φ) =

∑

ℓ,m

ψℓm(r, t)

r
Yℓm(θ, φ) , (1.3)
om

ψ(r, t) = ei(ωR+iωI)t → e−ωIt sin(ωRt+ δ) . (1.4)A estabilidade do bura
o negro é dada pelo sinal da exponen
ial na eq. (1.4). O bura
onegro é 
onsiderado estável quando a perturbação de
ai exponen
ialmente, e instávelquando a perturbação 
res
e exponen
ialmente.Pode-se argumentar que seria extremamente difí
il medir experimentalmente as partí
ulasespalhadas por um bura
o negro real, o que é verdade para bura
os negros astrofísi
os,porém não é assim tão 
erto para mini bura
os negros que podem ser formados em a
e-leradores de partí
ulas [7℄. Apesar disso, a análise de perturbações es
alares e eletromag-néti
as serve muito bem 
omo uma análise preliminar e mais simples da estabilidade dassoluções das equações de Einstein. Além disso, já foi mostrado que para valores grandesde ℓ, os valores das freqüên
ias dos modos quasi-normais para todos os tipos de pertur-bações, es
alares, eletromagnéti
as ou gravita
ionais, tornam-se iguais, dando mais umajusti�
ativa para o estudo da evolução de 
ampos de teste em sistemas gravita
ionais.Podemos ver da eq. (1.2) que para ℓ grande o termo propor
ional a ℓ do poten
ial do-mina sobre o segundo termo, de modo que o poten
ial torna-se igual para as diferentesperturbações.O estudo de perturbações em bura
os negros de S
hwarzs
hild já foi em grande parteexaurido no passado, e suas 
ara
terísti
as são hoje bem 
onhe
idas. Atualmente, o desa�ose en
ontra no estudo de perturbações em novas soluções, motivadas por desenvolvimentosda teoria e novos modelos fenomenológi
os, ou ainda em antigas soluções 
onhe
idas jáhá bastante tempo, mas que 
onseguiram até hoje frustrar os estudos perturbativos pordi�
uldades té
ni
as. Faz parte do segundo 
aso a métri
a de Vaidya, dependente dotempo, da qual nos o
upamos no 
apítulo 2 deste trabalho. Do primeiro 
aso fazemparte os estudos de mini bura
os negros e gravastares, desenvolvidos nos 
apítulos 3 e4. Veremos a seguir neste trabalho 
omo os métodos perturbativos podem ser utilizadospara estudar estes problemas, 
omo os resultados novos obtidos se rela
ionam 
om osresultados já 
onhe
idos, e quais as novas 
ontribuições que surgem para o entendimentoda teoria e para a análise de possíveis futuros resultados experimentais.
4



Capítulo 2
Modos Quasi-Normais da Métri
a deVaidya
Neste 
apítulo apresentamos os resultados obtidos para os modos quasi-normais da mé-tri
a de Vaidya. Nas seções 2.1 e 2.2 apresentamos um tratamento desta métri
a em
oordenadas de 
one de luz (u, v), mais adequadas à análise perturbativa realizada naseção 2.3. Os resultados obtidos na seção 2.3 para os modos quasi-normais (MQN's) são
omparados 
om os resultados de [8℄, e novos efeitos são identi�
ados [9℄, devido à melhorpre
isão dos resultados no sistema de 
oordenadas de 
one de luz utilizado.2.1 A métri
a de Vaidya em 
oordenadas de 
one deluzEm um trabalho de 1951, P. C. Vaidya apresentou pela primeira vez uma métri
a parades
rever o espaço-tempo exterior a uma estrela esferi
amente simétri
a, 
onsiderando o�uxo de radiação emitido pela estrela [10℄. Neste 
aso, a massa da estrela não é 
onside-rada 
onstante, 
omo no 
aso de S
hwarzs
hild, e a métri
a não deve ser estáti
a. Comoponto de partida foi tomada a seguinte des
rição do problema: uma massa esféri
a radi-ante deve estar provavelmente envolvida por um envelope �nito e não estáti
o de radiação
om simetria radial. Tudo deve estar envolvido por um 
ampo gravita
ional radial quese torna 
ada vez mais fra
o 
om a distân
ia até o 
orpo 
entral, até o espaço se tornarplano no in�nito.
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No trabalho original de Vaidya, 
ujos resultados prin
ipais revisamos a seguir, as equaçõesde 
ampo são obtidas 
om a suposição de que uma estrela de massa M e raio r0 
omeçaa emitir radiação em um tempo t0. À medida que a estrela 
ontinua a emitir, a espessurada zona de radiação aumenta e a sua superfí
ie exterior em um instante posterior t = t1está em r = r1. Para r0 ≤ r ≤ r1 e t0 ≤ t ≤ t1, seja o elemento de linha da forma
ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2dΩ2 , (2.1)onde λ e ν são funções de r e t. Para que a energia total seja 
onservada, o elementode linha obtido ao se resolver as equações de 
ampo para (2.6) e (2.1) deve se reduzir àforma estáti
a

ds2 = −
(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)

−1

dr2 + r2dΩ2 , (2.2)para r = r0, t = t0 e para r ≥ r1 em t = t1.O tensor de energia-momento do 
ampo eletromagnéti
o é dado por
T µν = F µ

αF
να − 1

4
gµνFαβF

αβ . (2.3)Para um �uxo isotrópi
o de radiação, a expressão (2.3) pode ser es
rita 
omo o tensor deenergia-momento de um �uido perfeito,
T µν = (ρ+ p)UµUν + pgµν , (2.4)onde Uµ é a quadrivelo
idade do �uido, e p = ρ/3. Em nosso 
aso, porém, 
onsideramosum �uxo de radição dire
ionado, e não isotrópi
o: em 
ada ponto da região do espaço
onsiderada, um observador vê um �uxo de energia em apenas uma direção.Utilizamos 
oordenadas naturais no ponto de interesse, e podemos tomar as 
omponentesdo tensor de energia-momento em termos das intensidades dos 
ampos elétri
o e mag-néti
o E e H . Considerando, sem perda de generalidade, que os eixos do nosso sistemanatural de 
oordenadas estejam orientados de tal maneira que o �uxo de radiação noponto de interesse esteja na direção x e que a radiação esteja polarizada 
om o vetor
ampo elétri
o paralelo à direção y, as 
omponentes não-nulas de T µν (no sistema de
oordenadas naturais) são

T 11 = T 44 = T 14 =
1

2
(E2

y +H2
z ) = ρ . (2.5)Em um sistema de 
oordenadas arbitrário, T µν será dado por

T µν = ρvµvν , (2.6)
6



onde vµ é um vetor nulo e radial,
vµv

µ = 0 ⇒ −eλ(v1)2 + eν(v4)2 = 0 , v2 = v3 = 0 . (2.7)Com a expressão usual para as 
omponentes de Tµν em termos de gµν e suas derivadas,dada pelas equações de Einstein,
Rµν −

1

2
gµνR = 8πTµν , (2.8)e as equações (2.6) e (2.7), temos as três equações de 
ampo:

T 4
1 e(ν−λ)/2 − T 4

4 = 0 → e−λ
(

λ′

r
− 1

r2

)

+
1

r2
+
λ̇

r
e−(λ+ν)/2 = 0 , (2.9)

T 1
1 + T 4

4 = 0 → e−λ
(

λ′ − ν ′

r
− 2

r2

)

+
2

r2
= 0 , (2.10)

T 2
2 = 0 → −e−λ

(

ν ′′

2
+
ν ′2

4
− λ′ν ′

4
+
ν ′ − λ′

2r

)

+ e−ν

(

λ̈

2
+
λ̇2

4
− λ̇ν̇

4

)

= 0 . (2.11)Tomando
e−λ = 1 − 2m

r
, m = m(r, t) , (2.12)na equação de 
ampo (2.9), obtemos

eν/2 = − ṁ

m′

(

1 − 2m

r

)

−1/2

. (2.13)Substituindo λ e ν das equações (2.12 e (2.13)) na equação de 
ampo (2.10), temos
(

ṁ′

ṁ
− m′′

m′

)(

1 − 2m

r

)

=
2m

r2
. (2.14)Integrando a eq. a
ima em relação a r, obtemos

m′

(

1 − 2m

r

)

= f(m) , 
om df

dm
=
ṁ′

ṁ

(

1 − 2m

r

)

− 2m′

r
. (2.15)A métri
a assim obtida é dada por

ds2 = −ṁ
2

f 2

(

1 − 2m

r

)

dt2 +

(

1 − 2m

r

)

−1

dr2 + r2dΩ2 , (2.16)
m′

(

1 − 2m

r

)

= f(m) , m = m(r, t) , (2.17)
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A eq.(2.17) é a equação diferen
ial a ser resolvida para m, dada uma função f(m) arbi-trária. A 
ontinuidade da métri
a na fronteira r = R(t) (obviamente, R(t1) = r1) é dadapor
m = M , (2.18)
ṁ = −f(M) . (2.19)Podemos notar ainda que, ao impor a 
ontinuidade da métri
a em r = R, garantimos queem r = r0, t = t0 o elemento de linha é novamente igual a (2.2).Em 1953 a métri
a de Vaidya foi reapresentada em 
oordenadas radiativas [11℄, fazendouso de uma mudança de 
oordenadas dada impli
itamente por [12℄

(r, θ, φ, t) −→ (r, θ, φ, ω) , (2.20)
dt = dω − c

(

1 − 2m

r

)

−1

dr , (2.21)onde supusemos m = m(ω). Em 
oordenadas radiativas a métri
a pode ser rees
rita demaneira mais simples 
omo
ds2 = −

(

1 − 2m

r

)

dω2 + 2cdωdr + r2dΩ2 . (2.22)Para c = 1, temos um �uxo de radiação para dentro da estrela, e m(ω) é uma funçãode massa monótona 
res
ente do tempo avançado ω dado por dω = dt+ dr∗, 
om dr∗ =
(1− 2m/r)−1dr. Para c = −1, temos um �uxo de radiação para fora da estrela, e m(ω) éuma função monótona de
res
ente do tempo retardado ω dado por dω = dt − dr∗. Estaé a forma mais 
onhe
ida e geralmente utilizada da métri
a de Vaidya.Neste trabalho vamos 
onsiderar a métri
a em 
oordenadas de 
one de luz, mais ade-quadas para problemas de evolução temporal, 
omo a análise de MQN's. No entanto, asdi�
uldades de se obter 
oordenadas de 
one de luz para espaços-tempos não esta
ionáriossão bem 
onhe
idas. Sabe-se que o problema de se obter 
oordenadas de 
one de luz paraa métri
a de Vaidya, 
onsiderando uma função de massa genéri
a, não é solúvel para amaioria dos 
asos [13℄. Nós seguimos aqui a abordagem semi-analíti
a proposta em [14℄,baseada no estudo realizado em [13℄. Consideramos as equações de Einstein 
om simetriaesferi
amente simétri
a ab initio em 
oordenadas de 
one de luz (u, θ, φ, v). O elementode linha esferi
amente simétri
o nessas 
oordenadas é

ds2 = −2f(u, v)du dv + r2(u, v)dΩ2 , (2.23)onde f(u, v) e r(u, v) são funções suaves e não nulas. O tensor de energia-momento deum �uxo unidire
ional de radiação não polarizada é dado por
Tµν =

1

8π
h(u, v)kµkν , (2.24)8



onde kµ é um vetor radial do tipo nulo (kµkµ = 0 e k2 = k3 = 0). Considerando, semperda de generalidade, o 
aso em que o �uxo de radiação se dá na direção de v, temos
kµ = (0, 0, 0, 1). As equações de 
ampo, dadas pelas equações de Einstein (2.8), 
om amétri
a (2.23) e o tensor de energia-momento (2.24), se reduzem ao seguinte 
onjunto deequações:

f(u, v) = 2B(v)
∂r(u, v)

∂u
, (2.25)

∂r(u, v)

∂v
= −B(v)

(

1 − 2m(v)

r(u, v)

)

, (2.26)
h(u, v) = −4

B(v)m′(v)

r2(u, v)
, (2.27)onde B(v) e m(v) são funções arbitrárias, obede
endo à 
ondição de energia fra
a, istoé, para todo vetor tipo tempo Xµ (XµX

µ < 0), a densidade de matéria observada pelosobservadores 
uja linha de mundo é tangente a Xµ deve ser sempre maior ou igual a zero:
ρ = TµνX

µXν ≥ 0 . (2.28)Para o tensor de energia-momento (2.24), essa 
ondição forne
e
ρ = TµνX

µXν = Tvv(X
v)2 ≥ 0 ⇒ Tvv ≥ 0, (2.29)ou seja,

B(v)m′ ≤ 0 . (2.30)A solução do sistema (2.25)-(2.27) 
orresponde à métri
a de Vaidya, 
omo pode ser vistode (2.23) e (2.24), que estabele
em que a métri
a é esferi
amente simétri
a e possui um�uxo radial de radiação, respe
tivamente.Vamos mostrar agora que a massa de uma distribuição esferi
amente simétri
a de matériapode ser des
rita por
m =

1

2
r3R 23

23 , (2.31)seguindo a argumentação exposta em [15℄. Seja um espaço-tempo esferi
amente simétri
oarbitrário, 
om a métri
a dada por
dS2 = e2γ(dx4)2 − c−2[e2α(dx1)2 + r2dΩ2] , (2.32)onde γ, α e r são funções de x1 e x4 e o 
entro de simetria é de�nido por x1 = 0, demodo que r(0, x4) = 0. Além disso, supõe-se que r(x1, x4) > 0 para todo x1 6= 0, que

e2γ > 0 e e2α > 0 para todo x1 e x4 e que γ e α são limitados a não ser que o 
ontrárioseja expli
itamente men
ionado.
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A 
omponente R3
232 do tensor de Riemann para esta métri
a pode ser fa
ilmente 
al
u-lada,

R3
232 = 1 + e−2γc−2r2

,4 − e−2αr2
,1 . (2.33)Esta 
omponente do tensor de Riemann é interessante por envolver apenas primeiras de-rivadas e por ser invariante por transformações da forma x̄1 = x̄1(x1, x4), x̄4 = x̄4(x1, x4).Examinando a eq. (2.33), veri�
amos que, se r for usado 
omo uma 
oordenada, e t forusado 
omo uma 
oordenada ortogonal 
onjugada a r, ou seja, dr/dt = 0, então nestesistema de 
oordenadas a métri
a assume a forma

dS2 = e2ψdt2 − 1

c2

[

dr2

1 −R3
232

+ r2dΩ2

]

. (2.34)A 
oordenada r possui 
aráter espa
ial para R3
232 < 1, mas possui 
aráter temporal para

R3
232 > 1. Logo, neste sistema de 
oordenadas, e2α pode divergir. Se estas 
oordenadasforem utilizadas em uma região vazia de um espaço-tempo esferi
amente simétri
o, temosos resultados da métri
a de S
hwarzs
hild

dS2 = (1 − 2M/r)dt2 − 1

c2

[

dr2

1 − 2M/r
+ r2dΩ2

]

, (2.35)e M é uma 
onstante. Se 
onsiderarmos a seguir uma distribuição esféri
a arbitráriade matéria envolvida pelo espaço vazio, a fronteira da matéria será uma superfí
ie dedes
ontinuidade. De a
ordo 
om [16, 17℄, a métri
a deve ser 
ontínua sobre uma superfí
iede des
ontinuidade. Comparando então (2.34) e (2.35) temos
(R3

232)f = 2M/rf , (2.36)onde o índi
e �f � indi
a o valor na fronteira. Este resultado sugere que uma função
m(x1, x4) pode ser de�nida por

m =
1

2
rR3

232 =
1

2
r3R 23

23 . (2.37)Em [15℄ são apresentados mais argumentos, que não reproduziremos aqui, para mostrarque esta identi�
ação é razoável.Utilizando agora a �de�nição� de massa (2.37) para a métri
a de Vaidya em 
oordenadasde 
one de luz, podemos veri�
ar que a função m(v) que surge da integração das equaçõesde 
ampo, nas equações (2.26) e (2.27), é efetivamente a massa da solução.Para m′(v) 6= 0, a es
olha
2B(v) = − m′

|m′| , (2.38)(lembrando que B(v) é uma função arbitrária) permite interpretar v 
omo o tempo própriomedido no referen
ial em repouso no in�nito para o 
aso assintoti
amente plano [13℄. O10



�uxo radial é dirigido para o interior do bura
o negro se m′(v) > 0, e é dirigido para oexterior se m′(v) < 0. Podemos notar que, para que a 
ondição de energia (2.29) sejasatisfeita, a função m(v) deve ser monótona, impli
ando que o �uxo radial deve ter apenasuma direção, para todo v. Não é possível, portanto, ter funções de massa m(v) os
ilantes.2.2 Soluções das equações de 
ampoO método semi-analíti
o proposto em [14℄ 
onsiste em 
onstruir numeri
amente as funções
f(u, v), r(u, v) e h(u, v) a partir das eqs. (2.25)-(2.27). A eq. (2.26) ao longo de u
onstante é uma equação diferen
ial ordinária de primeira ordem em v. Pode-se obter
r(u, v) em qualquer ponto resolvendo o problema de valor ini
ial em v, 
onhe
endo-se
r(u, v0).Vamos exempli
ar em detalhe este método para a métri
a de S
hwarzs
hild, que admitesolução analíti
a. Podemos es
olher m(v), B(v) e r(u, v0) nas eqs. (2.25)-(2.27) de modoa obter diferentes soluções. Para m(v) = M , B(v) = −1/2 e r(u, v0) = −u/2, temos umaparametrização da métri
a de S
hwarzs
hild, e a eq. (2.26) pode ser resolvida analiti
a-mente,

r + 2M ln(r − 2M) =
1

2
(v − v0) −

1

2
u+ 2M ln

(

−u
2
− 2M

)

. (2.39)Com uma outra es
olha de parâmetros, obtemos a solução de S
hwarzs
hild em termosdas 
oordenadas de Kruskal-Szekeres [13℄. A solução r(uk, vk) (o índi
e k indi
a aqui as
oordenadas de Kruskal-Szekeres) é dada por
r + 2M ln(r − 2M) = 2M ln

(

vk
vk0

)

+ 2M ln

(

uk
uk0

)

. (2.40)Comparando as duas soluções (2.39) e (2.40), é possível en
ontrar uma transformaçãoentre os dois sistemas de 
oordenadas:
vk
vk0

= e
v−v0

4M , (2.41)
uk
uk0

= e−
u−u0

4M

(

u+ 4M

u0 + 4M

)

, (2.42)de modo que, a partir da de�nição de tempo para as 
oordenadas de Kruskal,
t = 2M ln

vk
uk
, (2.43)é possível obter

t− t0 =
v − v0

2
+
u− u0

2
− 2M ln

(

u+ 4M

u0 + 4M

)

, (2.44)
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de maneira que, se r = RF (�xo), então t = v + 
onst. Esse resultado mostra que,efetivamente, v pode ser 
onsiderado 
omo o tempo próprio de um observador em repousono in�nito, o que não a
onte
e 
om vk.Nas �guras 2.1-2.3 temos alguns exemplos do 
omportamento de r(u, v) e t(u, v) 
om aparametrização (2.39). Na �g. 2.1 temos alguns exemplos de 
urvas r(u = const, v).As 
urvas 
om valor ini
ial r(u, v0) < 2M 
aem na singularidade r = 0, enquanto as
urvas 
om valor ini
ial r(u, v0) > 2M es
apam para o in�nito. Na �g. 2.2 temos emdetalhe o 
omportamento destas 
urvas quando a 
ondição ini
ial r(u, v0) = −u/2 tendea 2M . As 
urvas se aproximam de r = 2M (tanto superior quanto inferiormente) durantemais tempo quanto mais próxima a 
ondição ini
ial estiver de r = 2M , antes de 
aíremna singularidade ou es
aparem. Na �g. 2.3 temos um mapeamento das linhas de r e t
onstantes no plano u× v.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 0  1  2  3  4  5

r

v

r = 2M

Figura 2.1: Exemplos de 
urvas r(u = const, v) obtidas 
om a eq. (2.39), 
om M = 1.Vamos nos basear nestes resultados para es
olher a parametrização que será utilizadapara os 
asos de interesse, 
om m′ 6= 0. Para m′ > 0, por exemplo, tomamos B = −1/2e r(u, v0) = −u/2. Esta es
olha garante que a 
ondição de energia fra
a (2.29) sejasatisfeita.As 
urvas r(u = 
onst, v) obtidas pela integração da eq. (2.26) são geodési
as nulas doespaço-tempo. A 
urva r = 2m(v) é o horizonte aparente do bura
o negro, de�nido 
omoa fronteira entre a região na qual raios de luz se afastam da singularidade (r′ > 0) e12
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 0  2  4  6  8  10  12  14

r

vFigura 2.2: Comportamento das 
urvas r(u = const, v) obtidas 
om a eq. (2.39) para
r(u, v0) = −u/2 → 2M .a região na qual raios de luz se aproximam da singularidade (r′ < 0). O horizonte deeventos é de�nido 
omo a fronteira entre as geodési
as que es
apam e as que 
aem nasingularidade [18, 19℄. Os dois horizontes podem ser vistos na �gura 2.4.Com o método utilizado, o horizonte de eventos pode ser en
ontrado apenas numeri
a-mente, por inspeção, variando-se os valores da 
ondição ini
ial r(u, v0) = −u/2. Umavez en
ontrada, dentro da pre
isão numéri
a disponível, a 
ondição ini
ial r(ū, v0) tal quea geodési
a gerada seja a primeira a es
apar da singularidade, de�nimos o horizonte deeventos 
omo rHE = r(ū, v), e uma �massa assintóti
a� dada por

mass(ū) =
r(ū, v0)

2
, (2.45)que será utilizada na seção 2.3, no tratamento numéri
o de perturbações na métri
a deVaidya.Consideramos aqui a função de massa suave

m(v) = m1 +
m2 −m1

2
[1 + tanhκ(v − v1)] , (2.46)onde κ e v1 são parâmetros 
onstantes. Para efeito de 
omparação 
om os resultados de13
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u

vFigura 2.3: Curvas de r 
onstante (linhas 
heias) e t 
onstante (linhas pontilhadas). Oraio aumenta 
om |u| e v 
res
entes e o tempo aumenta 
om |u| e v de
res
entes. Para
r → 2M e t→ ∞, as 
urvas tendem assintoti
amente à reta u = −4M , que 
oin
ide 
om
r = 2M .
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[8℄, 
onsideramos também um modelo linear
m(v) =







m1 v < v1 ,
m1(1 + λcv) v1 < v < v2 ,
m2 = m1(1 + λcv1) v > v2 .

(2.47)Na �g. 2.4 temos a estrutura 
ausal 
orrespondente à função de massa hiperbóli
a (2.46)obtida através do método semi-analíti
o. Para κ positivo e m2 > m1 temos um bura
onegro 
om massa ini
ial m1 re
ebendo um �uxo radial de radiação e aumentando suamassa 
ontinuamente até atingir m2.
r H

v

+
I

u
−

I r = 2m(v)

r´<0

r´>0r(
v)

v

r=0

v=
co

ns
ta

nt

Figura 2.4: Curvas de u 
onstante para a solução da eq. (2.26) 
om a função de massa(2.46), 
om m2 > m1 e κ > 0. Todas as soluções na região abaixo da linha r = 2m(v)(horizonte aparente) possuem r′ < 0. Toda solução que penetrar nesta região atingiráa singularidade r = 0 em um tempo �nito. Soluções 
on�nadas à região r′ > 0 semprees
aparão da singularidade e atingirão I+. Neste 
aso existe um horizonte de eventos(linha pontilhada no diagrama 
onforme apresentado) próximo à solução rH(v).Devemos notar que o modelo linear, para o qual é possível obter expli
itamente uma 
o-ordenada tartaruga generalizada, di�
ilmente poderia 
orresponder a uma situação físi
arealista. A função de massa (2.47) é de 
lasse C 0, impli
ando a existên
ia de 
as
as in�ni-tesimais de distribuição de matéria em v = v1 e v = v2, onde o tensor de energia-momentoé des
ontínuo,
Tvv =







0 v < v1 ,
m1λ
4πr2

v1 < v < v2 ,
0 v > v2 .

(2.48)A interpretação destas estruturas não é 
lara, e em nossos resultados veremos 
omo o15




omportamento dos MQN's é afetado por esta 
ara
terísti
a.2.3 Perturbações e MQN's da métri
a de VaidyaAs equações para perturbações es
alares e eletromagnéti
as podem ser es
ritas 
omo [6,20, 21, 22℄ (ver demonstração nos Apêndi
es A e B)
∂2ψ

∂u∂v
+ V (u, v)f(u, v)ψ = 0 , (2.49)onde o poten
ial V (u, v) é dado por

V (u, v) =
ℓ(ℓ+ 1)

2r2(u, v)
+ σ

m(v)

r3(u, v)
, (2.50)onde σ = 1 e σ = 0 
orrespondem, respe
tivamente, ao poten
ial para perturbaçõeses
alares e eletromagnéti
as (σ = 1−s2, onde s é o spin da perturbação). Para uma dadafunção de massa m(v), é ne
essário primeiro obter as funções f(u, v) e r(u, v) através dométodo semi-analíti
o de [14℄, para então resolver a equação (2.49) 
om o algoritmo deintegração 
ara
terísti
a de segunda ordem proposto em [23℄.As 
ondições ini
iais do problema são espe
i�
adas nas duas superfí
ies nulas u = u0 e

v = v0 
omo
ψ(u = u0, v) = exp

[

−(v − vc)
2

2σ2

]

, (2.51)
ψ(u, v = v0) = 0 . (2.52)A eq.(2.49) é integrada numeri
amente 
om a dis
retização

Ψ(N) = Ψ(W ) + Ψ(E) − Ψ(S) − ∆u∆vV (X)
Ψ(W ) + Ψ(E)

2
+O(∆4) , (2.53)onde usamos as seguintes de�nições para os pontos X, N , S, E e W : X = (u+∆u/2, v+

∆v/2), N = (u + ∆u, v + ∆v), W = (u + ∆u, v), E = (u, v + ∆v) e S = (u, v). Na�gura 2.5 temos uma representação da grade de integração utilizada. Devemos notarque uma mudança de 
oordenadas se faz ne
essária para a integração numéri
a, paralimitarmos de maneira e�
iente a região de integração à região externa ao horizonte deeventos (dependente do tempo) do bura
o negro. Para tanto, de�nimos uma nova variável
U

U

2
≡ u

2
− 2mass ln

(

−u
2
− 2mass

)

, (2.54)
16



em termos da massa assintóti
a de�nida na eq. (2.45), de modo que a integração numéri
aé realizada na grade U×v. Como resultado, a variável U da grade pode assumir valores de
+∞ a −∞, sem que o horizonte de eventos do bura
o negro seja ultrapassado. Em outraspalavras, restringimos o nosso espaço de integração para r(u, v) estritamente maior do que
rHE = r(ū, v), ou seja, u < ū = −4mass). Durante a integração numéri
a, utilizamos umalgoritmo baseado no método de Newton para se obter raízes de funções para inverter aeq. (2.54) e obter u(U) em 
ada ponto da grade U × v. Este artifí
io é similar à de�niçãoda 
oordenada tartaruga r∗ normalmente utilizada no tratamento de perturbações namétri
a de S
hwarzs
hild. A forma de (2.54) é inspirada pelo desenvolvimento analíti
odo poten
ial V (u, v) para perturbações es
alares na métri
a de S
hwarzs
hild no sistemade 
oordenadas 2.39, no qual a mudança de 
oordenadas (2.54) é ne
essária para se obtera equação de perturbação 
orrespondente à eq. (2.49) nas 
oordenadas usuais.Após a integração da eq. (2.49) ser 
ompletada, extraímos os valores ψ(Umax, v). Para
Umax su�
ientemente grande, temos uma boa aproximação para o 
ampo no horizonte deeventos. Na �gura 2.6 temos um exemplo típi
o dos resultados obtidos para uma função demassa hiperbóli
a em 
omparação 
om o 
aso de um bura
o negro de S
hwarzs
hild. Nas�guras 2.7 e 2.8 temos mais alguns exemplos típi
os, 
omparando a métri
a de S
hwarzs-
hild 
om resultados obtidos para funções de massa lineares. Resultados similares sãoobtidos se extrairmos os dados em outros valores de U . Todas as análises apresentadasaqui 
orrespondem a dados extraídos no horizonte Umax, apenas por uma questão de 
on-veniên
ia numéri
a. Como os MQN's 
orrespondem aos auto-estados de uma equação deS
hrödinger efetiva [6℄, os auto-valores 
omplexos asso
iados podem ser lidos em qualquerponto, uma vez que o regime assintóti
o seja obtido.As �guras 2.9 e 2.10 apresentam as partes real ωR e imaginária ωI das perturbações emfunção de v. Estes resultados 
orrespondem a funções de massa de
res
entes e 
res
entes,respe
tivamente, e são típi
os para todos os valores de ℓ, todos os tipos de perturbação ediferentes 
ondições ini
iais. Os valores da parte imaginária são obtidos tipi
amente 
omuma pre
isão menor, apesar de exibirem o mesmo tipo de 
omportamento, o que podeser visto nas irregularidades de ωI apresentadas na �gura (2.10). Nas �guras 2.11 e 2.12temos mais alguns exemplos típi
os obtidos, para diferentes funções de massa e valoresde ℓ.Esta menor pre
isão não é resultado de erros numéri
os no pro
edimento de integração.De fato, as diferenças entre as freqüên
ias obtidas 
om passos de integração ∆u = ∆v =
0.2, 0.1 e 0.5 são menores do que o tamanho dos pontos utilizados nas �guras 2.9 e 2.10.A
reditamos que as irregularidade em ωI se devem ao modo 
omo as freqüên
ias sãoobtidas, fazendo-se um ajuste de mínimos quadrados lo
almente, em intervalos 
om pou
os
i
los de os
ilação. As freqüên
ias de os
ilação ωR podem ser determinadas fa
ilmente
om pou
os 
i
los, enquanto que para o termo de de
aimento ωI ser obtido 
om pre
isãoequivalente são ne
essários mais 
i
los. Porém, tomando mais 
i
los a tendên
ia seria17
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Figura 2.5: Diagrama da grade utilizada para a integração numéri
a da eq. (2.49) . Ospontos pretos indi
am os pontos onde o valor do 
ampo é 
onhe
ido, a partir das 
ondiçõesini
iais (2.51) e (2.52). Os pontos vermelhos indi
am os pontos onde o 
ampo deve serobtido 
om o algoritmo (2.53). Os resultados são extraídos na linha U = Umax.
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Figura 2.6: Valores da perturbação eletromagnéti
a ψ(umax, v) 
om ℓ = 2 para um bura
onegro de S
hwarzs
hild 
om massa m = 0.5 e para a métri
a de Vaidya 
om a função demassa hiperbóli
a (2.46), onde v1 = 75, κ = 0.08, m1 = 0.5, e m2 = 0.65 (Hyperboli
 3).Pode-se ver 
laramente, no 
aso dependente do tempo, a desa
eleração da freqüên
ia deos
ilação e do de
aimento a partir de v1.

19



 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 40  45  50  55  60  65  70  75  80

|ψ
(u

,v
)|

v

m = 0.5 + 0.001v
m = 0.5

m = 0.5 - 0.001v

Figura 2.7: Perturbação es
alar 
om ℓ = 2 para um bura
o negro de S
hwarzs
hild e amétri
a de Vaidya 
om massa linear 
res
ente e de
res
ente.

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10  20  30  40  50  60  70

|ψ
(u

,v
)|

v

m = 0.5 + 0.001v
m = 0.5

m = 0.5 - 0.001v

Figura 2.8: Perturbação eletromagnéti
a 
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fazer uma média temporal dos valores, ao invés de obter um resultado mais próximo dovalor instantâneo. Por isso, es
olhemos tomar o menor número possível de 
i
los para oajuste, apesar de isso 
ausar irregularidades em ωI.Analisemos mais detalhadamente, por exemplo, o 
aso de m(v) de
res
ente (�gura 2.9).Para os 
asos 
om variação a
entuada (Linear 2 e Hyperboli
 2), pode-se ver 
laramente oefeito iner
ial em ωR próximo de v = 75. A função ωR(v) não se 
omporta 
omo m−1(v),
omo seria de se esperar para um regime esta
ionário adiabáti
o, 
omo realmente o
orrepara o 
aso Hyperboli
 1. Após a fase de 
res
imento a
elerado, ωR se 
omporta 
omose tivesse uma inér
ia intrínse
a, atingindo um valor máximo que é maior do que ωR(∞),impli
ando em um relaxamento 
orrespondente à região 
om ω′

R(v) < 0 para v > 75.Analisando ainda a �gura2.9, pode-se notar também que, para o 
aso 
om variação a
en-tuada, não é possível dete
tar diferenças entre os 
asos 
om função de massa suave e tipo
C 0. No entanto, vemos que o 
aso linear 
om variação mais lenta (Linear 1) exibe algunsefeitos iner
iais próximos a v = v2. Em todas as outras regiões as freqüên
ias seguem um
omportamento propor
ional a m−1(v). Não foram dete
tadas diferenças apre
iáveis en-tre os transientes das perturbações es
alares e eletromagnéti
as. Como já foi men
ionadoanteriormente este 
omportamento iner
ial transiente não p�de ser dete
tado pela análisede MQN's realizada em 
oordenadas radiativas apresentada em [8℄. Con
lusões análogasse apli
am também aos 
asos 
om massa 
res
ente (�gura 2.10).A partir de nossas simulações numéri
as podemos inferir qual a situação 
orrespondenteao apare
imento do 
omportamento iner
ial não esta
ionário dos MQN's. O desvio doregime esta
ionário é medido pela segunda derivada da função de massa, m′′(v), que medea �velo
idade� 
om a qual a massa varia. Heuristi
amente, podemos esperar o apare
i-mento do 
omportamento não esta
ionário quando |1/m′′| (que possui a mesma dimensãoque o tempo no sistema de unidades geométri
as utilizado) for menor do que um 
ertotempo 
ara
terísti
o de relaxamento do sistema, impedindo que o sistema relaxe e entreem um regime adiabáti
o. Existem dois tempos 
ara
terísti
os asso
iados 
om os MQN'sde bura
os negros: o período de os
ilação 2π/ωR e o tempo de de
aimento |1/ωI|. Oapare
imento do 
omportamento iner
ial está asso
iado ao tempo de de
aimento. Veri�-
amos desvios apre
iáveis do regime esta
ionário sempre que m′′(v) for da mesma ordem(ou maior) do que |ωI|, 
omo mostraremos a seguirPodemos 
al
ular, por exemplo, a razão |m′′

max/ω
final
I | para os dados Hyperboli
 4 da �gura2.10 (
orrespondentes ao 
omportamento iner
ial apresentado na �gura 2.10). Para afunção de massa (2.46), temos

m′′(v) = (m2 −m1)κ
2 tanhκ(v − v1)[1 − tanh2 κ(v − v1)] , (2.55)
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que possui um máximo para
tanhκ(v − v1) =

1√
3
, (2.56)de modo que

m′′(v)max =
2

3
√

3
(m2 −m1)κ

2 . (2.57)Para os parâmetros de Hyperboli
 4, v1 = 75 e κ = 0.8, e ωfinal
I ≈ −0.145 (lido do grá�
o),temos |m′′

max/ω
final
I | ≈ 25%. Para os dados Hyperboli
 3 da �gura 2.10 (
orrespondentes ao
omportamento esta
ionário apresentado na �gura), temos v1 = 75 e κ = 0.08, portantoa razão será 100 vezes menor.Estimar a magnitude do 
omportamento iner
ial a partir de nossas simulações sem ummodelo analíti
o aproximado pare
e ser bem mais difí
il. Mais uma vez de maneiraheurísti
a, podemos esperar que a magnitude do efeito seja propor
ional a |m′′|τ , onde τé o intervalo de tempo durante o qual |m′′| & |ωI|.

Figura 2.9: A parte real (ωR) da freqüên
ia de perturbações es
alares 
om ℓ = 2 emfunção de v para funções de massa linear e hiperbóli
a de
res
entes. Para todos os 
asos,
m1 = 0.5 e m2 = 0.35. Linear 1: v1 = 60, v2 = 90. Linear 2: v1 = 74.5, v2 = 75.5.Hyperboli
 1: v1 = 75, κ = 0.08. Hyperboli
 2: v1 = 75, κ = 0.8.Todas as situações 
onsideradas aqui envolvem funções de massa 
orrespondentes a umbura
o negro 
om massa ini
ial m1 que passa por um pro
esso de a
reção ou diminuiçãode massa que termina 
om uma massa m2. Esta es
olha �assintoti
amente S
hwarzs
hild�22



Figura 2.10: As partes real (ωR) e imaginária (ωI) da freqüên
ia para perturbações ele-tromagnéti
as 
om ℓ = 2 em função de v para funções de massa linear e hiperbóli
a
res
entes. Para todos os 
asos, m1 = 0.5 e m2 = 0.65. Linear 3: v1 = 60, v2 = 90.Linear 4: v1 = 74.5, v2 = 75.5. Hyperboli
 3: v1 = 75, κ = 0.08. Hyperboli
 4: v1 = 75,
κ = 0.8.
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Figura 2.11: Evolução de ωR para perturbações es
alares 
om ℓ = 2 e diferentes funçõesde massa hiperbóli
as, em 
omparação 
om uma função de massa linear.nos garante que o espaço-tempo possui a estrutura 
ausal de um bura
o negro usual para
v → ±∞ e, 
onseqüentemente, que os MQN's podem ser de�nidos da maneira usual eas freqüên
ias 
orrespondentes podem ser apropriadamente 
omparadas. Em todos os
asos 
onsiderados, os transientes ini
iais se dissipam e ω(v) passa a ser propor
ional a
m−1(v) bastante rapidamente, 
on�rmando a solidez da análise numéri
a de MQN's. Aintegração em 
oordenadas nulas se mostrou muito mais e�
iente do que a integração em
oordenadas radiativas [8℄, permitindo-nos atingir a pre
isão ne
essária para veri�
ar o
omportamento não esta
ionário 
om re
ursos 
omputa
ionais bastante modestos.Uma extensão interessante deste trabalho seria a análise dos MQN's rapidamente amorte-
idos (n > 0). Para estes modos superiores a razão |ωI/ωR| é sempre maior do que para oMQN fundamental 
om n = 0 
onsiderado aqui, in
luindo, para n su�
ientemente grande,
asos em que |ωI/ωR| > 1. Portanto, seria interessante veri�
ar se o 
omportamento nãoesta
ionário poderia ser atenuado de alguma maneira para n > 0. A análise numéri
aapresentada aqui não pode ser estendida diretamente para o 
aso n > 0, uma vez quenão é possível identi�
ar estas freqüên
ias 
om pre
isão su�
iente. A
reditamos que esteresultado poderia ser obtido, em prin
ípio, através do método WKB, que já foi utilizado
om su
esso para a obtenção dos modos superiores de perturbações do bura
o negro deS
hwarzs
hild [24℄, por exemplo.
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Embora as 
on�gurações astrofísi
as típi
as de a
reção de matéria em bura
os negros di�-
ilmente mantenham a simetria esféri
a inta
ta durante os estágios intermediários, nossosresultados podem ser utilizados 
omo uma primeira aproximação para o espalhamentode 
ampos fra
os por estas fontes. É fato bem 
onhe
ido que, após as fases transientes,o sistema deve se a
omodar em uma 
on�guração esferi
amente simétri
a esta
ionária.Entretanto, não devemos esque
er que o 
omportamento iner
ial não esta
ionário dasfreqüên
ias dos MQN's deve surgir sempre que |m′′| & |ωI|. Isto torna a análise de situa-ções 
om variações rápidas uma tarefa deli
ada.A evaporação por radiação de Hawking [25℄ poderia ser 
onsiderada 
omo um pro
essofísi
o real onde a massa do bura
o negro de
res
e e a simetria esféri
a é mantida. Nossométodo pode ser apli
ado a esse 
aso (ver 
apítulo 3).Finalmente, notamos que as os
ilações amorte
idas 
orrespondem a uma fase intermediá-ria do espalhamento de ondas por bura
os negros assintoti
amente planos. A última fase
orresponde a um de
aimento que segue uma lei de potên
ia. Nos problemas 
onsideradosaqui, o de
aimento em lei de potên
ia apare
e tipi
amente para valores grandes de v, nosquais os MQN's já atingiram a fase esta
ionária, sem vestígios dos transientes: a massado bura
o negro atingiu o seu valor �nal 
onstante e o 
omportamento dos MQN's é maisuma vez esta
ionário, ou seja, tudo se passa 
omo se tivéssemos um bura
o negro deS
hwarzs
hild. Não dete
tamos, neste 
aso, qualquer in�uên
ia da dependên
ia temporaldo poten
ial na fase �nal de de
aimento em lei de potên
ia. Este resultado é 
onseqüên
iada nossa es
olha de funções de massa �assintoti
amente S
hwarzs
hild�.
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Capítulo 3
Cara
terização de Mini Bura
os Negrosatravés de seus Modos Quasi-Normais
Neste 
apítulo apresentamos os resultados obtidos para os modos quasi-normais de ummodelo utilizado para des
rever mini bura
os negros. Na seção 3.1 apresentamos uma
urta introdução ao tópi
o de mini bura
os negros produzidos em a
eleradores de partí-
ulas, e algumas referên
ias são sugeridas para o leitor interessado em obter mais detalhessobre o assunto. Na seção 3.2 temos a apresentação do modelo utilizado para des
reveros mini bura
os negros, baseado no tratamento da métri
a de Vaidya em n dimensõesapresentado em [26℄, e na seção 3.3 temos os resultados obtidos [7℄. Nossos resultadosimpli
am a possibilidade de se obter os parâmetros da solução, 
omo a massa ini
ial e onúmero de dimensões extras, através de seus MQN's.3.1 Mini bura
os negros em a
eleradores de partí
ulasAlguns anos atrás, em 1998, surgiu uma nova proposta para se resolver o 
hamado Pro-blema da Hierarquia. Este problema 
onsiste em expli
ar por que a es
ala 
ara
terísti
ada gravidade, MP =

√

~c/G ∼ 1019 GeV, é 16 ordens de grandeza maior do que a es
alaeletro-fra
a,MEW ∼ 1 TeV. Segundo esta nova proposta, o problema poderia ser resolvidosupondo-se a existên
ia de dimensões espa
iais extras em nosso universo [27, 28, 29℄.Vamos apresentar aqui resumidamente o argumento proposto. Existe uma diferença im-portante entre as duas es
alas de energia fundamentais, MEW e MP . Enquanto as inte-
27



rações eletro-fra
as já foram testadas experimentalmente até distân
ias de ∼ M−1
EW , asforças gravita
ionais ainda estão muito longe de serem testadas em distân
ias de ∼M−1

P .De fato, a gravidade só foi medida experimentalmente até o limite de ∼ 1 
m. Portanto,quando interpretamos MP 
omo uma es
ala de energia fundamental, estamos supondoque a gravidade se mantém inalterada ao longo das 33 ordens de grandeza entre ∼ 1 
maté a distân
ia de Plan
k ℓP ∼ 10−33 
m.Uma vez que a natureza fundamental da es
ala eletro-fra
a é uma 
erteza experimental,a idéia proposta é: MEW é a úni
a es
ala de 
urta distân
ia fundamental da natureza,estabele
endo in
lusive a es
ala da interação gravita
ional. Como 
on
iliar este quadro
om a gravitação usual? Uma idéia muito simples é supor que existem d dimensõesespa
iais 
ompa
tas extras de raio ∼ R. A es
ala de Plan
k MP (4+d) desta teoria (4 + d)-dimensional é tomada 
omo sendo ∼ MEW . Desta forma, duas massas de teste m1 e m2separadas por uma distân
ia r << R sentirão um poten
ial gravita
ional dado pela lei deGauss em (4 + d)-dimensões,
V (r) ∼ m1m2

Md+2
P (4+d)

1

rd+1
. (3.1)Por outro lado, se as massas estiverem separadas por uma distân
ia r >> R, as suaslinhas de �uxo gravita
ional não 
onseguirão mais penetrar nas dimensões extras, e opoten
ial usual é obtido,

V (r) ∼ m1m2

Md+2
P (4+d)R

d

1

r
, (3.2)de modo que a nossa massa de Plan
k 4-dimensional efetiva MP (4) é

M2
P (4) = M2+d

P (4+d)R
d . (3.3)Substituindo MP (4+d) ∼MEW , o valor de R que reproduz a MP (4) observada é

R ∼ 10
30

d
−17
m×

(

1TeV
MEW

)1+ 2

d

. (3.4)Desta maneira, as interações gravita
ionais poderiam ter uma dependên
ia em r total-mente diferente do 
onhe
ido em es
alas menores do que 1 mm. Por outro lado, as forçaseletromagnéti
as, fra
as e fortes também seriam sensíveis à presença destas dimensõesextras. E as suas interações seriam modi�
adas além de qualquer limite fenomenológi
oa
eitável, para dimensões extras da ordem de 1 mm. Esta di�
uldade foi solu
ionadasupondo-se que toda a matéria 
omum, sujeita à ação das forças eletromagnéti
as, fra
ase fortes, está limitada a viver em uma hipersuperfí
ie em (3+1) dimensões, ou 3-brana.Esta 3-brana, que representa o nosso mundo em 4 dimensões, está mergulhada em umespaço 
om mais dimensões, 
hamado bulk, no qual apenas a gravidade se propaga. Abrana deve ter uma �espessura� de ∼ M−1
EW nas dimensões extras.28



Se realmente existirem, as dimensões extras mudarão muitas de nossas 
on
epções a res-peito do universo. Teorias já estabele
idas deverão ser estendidas ou modi�
adas paraa
omodar os resultados devidos às dimensões extras. Da mesma forma, a físi
a e aspropriedades dos bura
os negros sofrerão modi�
ações em uma teoria 
om dimensões ex-tras. Como no 
aso 4-dimensional, é natural pensar que um bura
o negro será formadose a matéria limitada à brana sofrer um 
olapso gravita
ional. Os bura
os negros assimformados estão 
entrados na brana, e se estendem ao longo das dimensões extras. Se ohorizonte do bura
o negro for muito maior do que o tamanho R das dimensões extras,
rh >> R, o bura
o negro produzido será efetivamente um objeto em 4 dimensões. Entre-tanto, se rh << R, então este pequeno bura
o negro será um objeto 
om mais dimensões,totalmente submerso no espaço-tempo 
om dimensões extras, 
om propriedades distintasdaquelas de um bura
o negro usual.Estes novos modelos propostos 
om dimensões extras prevêem a produção de mini bura-
os negros em 
olisões de partí
ulas 
om energia su�
ientemente altas, pois argumentosteóri
os mostram que a presença de dimensões extras aumenta a seção de 
hoque deprodução destes objetos [30℄. Temos, 
omo 
onseqüên
ia, a previsão de 
riação de minibura
os negros em interações de partí
ulas elementares a altas energias, em a
eleradoresde partí
ulas ou raios 
ósmi
os.Espera-se que estes eventos sejam obtidos no Large Hadron Collider (LHC) no Cern nofuturo próximo [31℄. Consideremos dois partons 
om energia de 
entro de massa iguala MBN se movendo em direções opostas. Argumentos semi-
lássi
os sugerem que, se oparâmetro de impa
to for menor do que o raio (n-dimensional) de S
hwarzs
hild, umbura
o negro 
om massa MBN será formado. As 
onseqüên
ias fenomenológi
as e obser-va
ionais da existên
ia destes objetos têm sido dis
utidas intensamente (ver, por exemplo,[32, 30, 33℄). Supõe-se que estes mini bura
os negros n-dimensionais sejam fortemente in-teragentes. Uma vez formados e após possíveis estágios transientes, a radiação de Hawking[25℄ deve ser predominante na sua evolução.Hawking mostrou que um bura
o negro (4-dimensional) deve emitir partí
ulas 
omo um
orpo negro 
om uma temperatura T propor
ional à sua gravidade super�
ial, que porsua vez é inversamente propor
ional à massa M do bura
o negro,

kT =
M2

P c
2

8πM(t)
. (3.5)Podemos utilizar um ra
io
ínio semi-
lássi
o para obter o tempo de vida deste bura
onegro. O �uxo de energia emitido pelo bura
o negro, por unidade de área, é dado pela leide Stefan-Boltzmann

φ = σT 4 , (3.6)
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de forma que a potên
ia total irradiada será dada por
c2
dM

dt
= AσT 4 , (3.7)onde

A = 4πR2
S , RS =

2GM(t)

c2
. (3.8)Portanto, temos, �nalmente,

d

dt

M

MP
= − a

tp

(

M

MP

)

−2

, (3.9)onde tP = ~/MP c
2 é o tempo de Plan
k e a 
onstante a é dada por

a =
σ~

3c2

256π3k4
=

1

15360π
. (3.10)A eq. (3.9) pode ser integrada analiti
amente, e o tempo de vida t0 do bura
o negro (em4 dimensões) 
om massa ini
ial M0 é

t0 =
1

3

(

M0

MP

)3
tP
a
. (3.11)Para mini bura
os negros estudados no âmbito de teorias 
om dimensões extras, a suapotên
ia irradiada e, 
onseqüentemente, a sua taxa de diminuição de massa devem serregidas pela lei de Stefan-Boltzmann n-dimensional [34℄, de onde temos, de maneira similarao exposto a
ima para um bura
o negro em 4 dimensões,

d

dt

(

m

MP

)

= −an
tP

(

m

MP

)

−
2

n−3

, (3.12)onde a 
onstante an é propor
ional à 
onstante de Stefan-Boltzmann n-dimensional σn[34℄, O valor de σn depende dos 
anais de emissão disponíveis para a radiação de Hawking,dos números de graus de liberdade para as diferentes espé
ies de partí
ulas emitidas e dosfatores de emissão do bura
o negro. No entanto, supõe-se tipi
amente an ≈ 10−3 [35, 36℄.A eq. (3.12) pode ser integrada fa
ilmente,
m(t) = m0

(

1 − t

t0

)
n−3

n−1

, (3.13)
0 ≤ t ≤ t0, onde o tempo de vida t0 de um bura
o negro 
om massa ini
ial m0 é dado por

t0 =
n− 3

n− 1

(

m0

MP

)
n−1

n−3 tP
an
. (3.14)
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Seguindo Arkani-Hamed et al [27, 28, 29℄, a fenomenologia destes mini bura
os negrospode ser estudada tomando-se a es
ala de Plan
k de modo que MP ≈ 1TeV.É importante lembrar que a eq. (3.12) não é válida nos estágios �nais da evaporaçãodo bura
o negro, quando a temperatura do bura
o negro aumenta e o apare
imento denovos 
anais de emissão para a radiação de Hawking podem induzir variações no valorda 
onstante an. Neste ponto, é possível que até mesmo a derivação adiabáti
a usualda radiação de Hawking não seja mais válida. Estes pontos estão fora do es
opo destetrabalho. Nós supomos aqui que o bura
o negro evapora seguindo (3.13) para 0 ≤ t ≤
t0. Entretanto, para a nossa análise numéri
a se faz ne
essária a introdução de umaregularização da função de massa nos instantes �nais do pro
esso de evaporação. Porém,nossos resultados prin
ipais não dependem dos detalhes �nais da evaporação.3.2 Modelo utilizadoConsideramos aqui os MQN's asso
iados a um bura
o negro n-dimensional 
uja massade
ai de a
ordo 
om (3.13). Como os 
anais de emissão preferen
iais para a radiação deHawking 
orrespondem a 
ampos sem massa, utilizamos para modelar estes mini bura
osnegros a métri
a de Vaidya n-dimensional [37℄ em 
oordenadas de 
one de luz [26℄. Amétri
a de Vaidya (des
rita na seção 2.1 para o 
aso n = 4), 
orresponde a uma soluçãodas equações de Einstein 
om simétri
a esféri
a na presença de um �uxo radial de radiaçãonão polarizada,

Tµν =
1

8π
h(u, v)kµkν , (3.15)onde kµ é um vetor radial nulo. Em 
oordenadas de 
one de luz n-dimensionais

(u, v, θ1, . . . , θn−2) a métri
a possui a forma
ds2 = −2f(u, v)dudv + r2(u, v)dΩ2

n−2 , (3.16)onde dΩ2
n−2 é a métri
a da esfera (n − 2)-dimensional 
om raio unitário, mapeada pelas
oordenadas angulares θ1, θ2, ..., θn−2,

dΩ2
n−2 =

n−2
∑

i=1

(

i−1
∏

j=1

sin2 θj

)

dθ2
i , (3.17)
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e f(u, v), r(u, v) e h(u, v) obede
em as seguintes equações [26℄:
f(u, v) = 2B(v)

∂r(u, v)

∂u
, (3.18)

∂r(u, v)

∂v
= −B(v)

(

1 − 2m(v)

(n− 3)rn−3

)

, (3.19)
h(u, v) = −2

(

n− 2

n− 3

)

B(v)m′(v)

rn−2
, (3.20)onde m(v) representa a massa da solução n-dimensional, sendo de�nida em termos das
omponentes do tensor de Riemann 
omo [26℄

m =
n− 3

2
rn−3R θk

θ1θkθ1
, (3.21)
om k > 1. Todos os resultados para a métri
a (3.16) são uma generalização dos resultadosda seção 2.1. Adotamos o sistema de unidades naturais (tP = MP = ℓP = 1).O horizonte aparente de um bura
o negro n-dimensional des
rito pelas equações (3.16)-(3.19) é dado pela 
ondição de que a derivada de r em relação a v dada na eq. (3.19) seanule (ver �g. 2.4),

rh(v) =

(

2m(v)

n− 3

)
1

n−3

. (3.22)Nossa es
olha para a função de massa m(v) é guiada pela solução (3.13). Porém, o estágio�nal da evaporação de um bura
o negro é um ponto bastante sutil. Um bura
o negropoderia evaporar até massa nula 
omo des
rito por (3.13) deixando para trás um espaço-tempo de Minkowski vazio (ou talvez até mesmo uma singularidade nua), ou poderiaevaporar até atingir uma massa mínima, isto é, deixando um remanes
ente massivo. Paraevitar estes problemas em nossa análise numéri
a, introduzimos uma regularização parao estágio �nal do pro
esso de evaporação. Consideramos a função de massa
m(v) =







m0

(

1 − v
v0

)
n−3

n−1

, 0 ≤ v < v1 < v0 ,

A− B tanhκ(v − v1), v > v1 ,
(3.23)
om κ > 0. As 
onstantes A, B e κ são determinadas impondo-se 
ondições para a
ontinuidade de m(v) e sua primeira derivada em v = v1,

A =

(

1 − v1

v0

)
n−3

n−1

, (3.24)
B = A−mF , (3.25)
κ =

n− 3

n− 1

m0

B

(

1 − v1

v0

)

−
2

n−1

. (3.26)
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Claramente, A − B = mF é a massa do remanes
ente �nal. A regularização só é efetivanos instantes �nais do pro
esso de evaporação, (v0 − v1)/t0 ≪ 1, e mF ≪ 1TeV. Nossosresultados mostram que, durante a maior parte do pro
esso de evaporação, o regimeesta
ionário dos MQN's des
rito na seção 2.3 se mantém, impli
ando um espe
tro depotên
ias espe
í�
o e talvez observável para as perturbações desses mini bura
os negros.3.3 Perturbações e resultadosNós de
ompomos um 
ampo perturbativo genéri
o φ 
omo
φ =

∑

ℓm

r−
n−2

2 ψℓ(u, v)Yℓm(θ1, . . . , θn−2) , (3.27)onde Yℓm são os harm�ni
os esféri
os na esfera unitária (n−2)-dimensional [38℄, de formaque
∂2

Ωn−2
Yℓm = −ℓ(ℓ + n− 3)Yℓm , (3.28)onde ℓ = 0, 1, 2, . . . , e m é um 
onjunto de (n− 3) inteiros (m1, m2, . . . , mn−3) que satis-fazem ℓ ≥ mn−3 ≥ m2 ≥ |m1|. Utilizando (3.18) e (3.19), podemos, através de 
ál
ulosinteiramente análogos aos apresentados no Apêndi
e A para perturbações es
alares namétri
a de Vaidya em 4 dimensões, es
rever a equação de Klein-Gordon para um 
ampo

ψℓ 
omo
∂2ψℓ
∂u∂v

+ f(u, v)V (u, v)ψℓ = 0 , (3.29)onde
V (u, v) =

1

2

(

ℓ(ℓ+ n− 3)

r2
+

(n− 2)(n− 4)

4r2
+

(n− 2)2

2rn−1

m(v)

n− 3

)

. (3.30)Este resultado não é inesperado. As equações de perturbação para o bura
o negro deS
hwarzs
hild em n dimensões são 
onhe
idas na literatura. Além das perturbações es
a-lares e eletromagnéti
as, existem três tipo de perturbações gravita
ionais, denominadases
alares (que se reduzem a perturbações polares em n = 4), vetoriais (que se reduzema perturbações axiais em n = 4) e tensoriais (sem análogo em n = 4). A equação deperturbação geral para um bura
o negro de S
hwarzs
hild n-dimensional é 
onhe
ida epossui a mesma forma da eq. (3.29), 
om o poten
ial dado por [39, 40℄
V (u, v) =

1

2

(

ℓ(ℓ+ n− 3)

r2
+

(n− 2)(n− 4)

4r2
+

(1 − s2)(n− 2)2

4rn−1

)

. (3.31)A 
onstante s determina o tipo de perturbação 
onsiderada: s = 0 
orresponde a pertur-bações es
alares e tensoriais gravita
ionais, s = 2 
orresponde a perturbações vetoriaisgravita
ionais, s = 2/(n − 2) 
orresponde a perturbações vetoriais eletromagnéti
as e33



s = 2 − 2/(n− 2), �nalmente, a perturbações es
alares eletromagnéti
as (segundo a no-men
latura de [40℄). A expressão para o poten
ial gravita
ional es
alar é mais 
omplexae não será apresentada aqui.Podemos ver que para n = 4 o poten
ial (3.31) se reduz às expressões 
onhe
idas paraperturbações es
alares, eletromagnéti
as (note-se que s = 2/(n− 2) = 2 − 2/(n− 2) = 1para n = 4) e axiais para S
hwarzs
hild (
omparar 
om eq. (1.2)). O poten
ial (3.30) éequivalente ao poten
ial (3.31) 
om σ = 0. A diferença no último termo do poten
ial sedeve ao fato de que, em [40℄, o raio do horizonte aparente foi tomado 
omo rh = 1.Nós realizamos uma exaustiva análise numéri
a das equações (3.18), (3.19) e (3.29), se-guindo o método des
rito na seção 2.3, adaptado para o 
aso de n dimensões. Em parti
u-lar, pudemos veri�
ar que o 
omportamento esta
ionário dos MQN's para massas variandolentamente, veri�
ado na seção 2.3, não é alterado em espaços-tempos 
om maior númerode dimensões, ver �g. 3.1. Conseqüentemente, uma vez que a função de massa m(v) varielentamente, os MQN's da eq. (3.29) atingem um regime esta
ionário e as freqüên
iasasso
iadas (ω̃R) e os termos de de
aimento (ω̃I) são propor
ionais a 1/rh(v), onde rh é ohorizonte aparente dado pela eq. (3.22) De maneira mais quantitativa, temos, para umbura
o negro evaporando de a
ordo 
om a eq. (3.23), porém sem a regularização para
v > v1 (ne
essária apenas para a análise numéri
a),

ω̃R,I(v)

ωR,I
=
rh(0)

rh(v)
=

(

1 − v

v0

)

−
1

n−1

, (3.32)onde ωR,I 
orrespondem à freqüên
ia de os
ilação (R) e ao termo de de
aimento (I) dosMQN's de um bura
o negro de S
hwarzs
hild n-dimensional 
om massa m0. Devemosnotar que a relação ωR ∝ 1/rh para bura
os negros de S
hwarzs
hild n-dimensionais jáhavia sido obtida anteriormente por Konoplya em [41℄. Assim 
omo na seção 2.3, 
ondiçõesini
iais gaussianas foram utilizadas em todas as análises, embora resultados equivalentespossam ser obtidos para qualquer 
ondição ini
ial lo
alizada.Nossas simulações indi
am fortemente que a 
ondição para o regimes esta
ionário dosMQN's (obtida na seção 2.3) deve ser generalizada para o 
aso de bura
os negros n-dimensionais 
omo |r′′h(v)| < |ω̃I(v)|, onde ω̃I é o menor termo de de
aimento do sistema.Para o presente 
aso, esta 
ondição pode ser es
rita 
omo
(

1 − v

v0

)2n−2

n−1

< 1 − a2
n

[

n− 2

(n− 3)2

(

2

n− 3

)
1

n−3 m0

|ωI|

]

, (3.33)onde ωI é o menor termo de de
aimento de um bura
o negro de S
hwarzs
hild n-dimensional
om massa m0 = m(0), 
orrespondendo tipi
amente a perturbações es
alares. Para mi-nibura
os negros formados no LHC, o termo entre 
ol
hetes deve ser ≈ 1, independente
34



 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 10  15  20  25  30  35

ω
r

v

ωr (D = 4)
1.0000*1/rh (D = 4)
ωr (D = 5)
1.5372*1/rh (D = 5)
ωr (D = 6)
2.0079*1/rh (D = 6)

Figura 3.1: Freqüên
ias �instantâneas� dos MQN's para a eq. (3.29) 
om o poten
ial(3.30). No regime esta
ionário, as freqüên
ias são propor
ionais a 1/rh(v), 
omo podeser visto pelo bom a
ordo entre os pontos (obtidos nas simulações numéri
as) e as 
ur-vas const. × 1/rh, onde as 
ontantes foram estimadas a partir da eq. (3.32). Os 
asosapresentados 
orrespondem a ℓ = 2 e an = 0.02.
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Figura 3.2: Freqüên
ias �instantâneas� dos MQN's para a eq . (3.29) 
om o poten
ial(3.30). Os 
asos apresentados 
orrespondem a ℓ = 3 e an = 0.02.de n. Portanto, somente nos últimos estágios do pro
esso de evaporação (menos do quea última fração a(n−1)/(n−2)
n do tempo de vida) o regime esta
ionário é quebrado. Con-seqüentemente, a perturbação da eq. (2.49) pode ser bem des
rita por

ψ̃(v) = e−ω̃Iv sin (ω̃Rv + δ) , (3.34)para 0 ≤ v < v0, e ψ̃(v) = 0 for v ≥ v0, onde ω̃R,I são funções de v dadas por (3.32), e δ éuma fase arbitrária.Podemos observar que, para valores típi
os do parâmetro an e m0 ≈ 1TeV, o espe
tro deFourier Ψ̃(f) das perturbações esta
ionárias (3.34) é muito próximo do espe
tro de Fourier
Ψ̃(f) das perturbações de um bura
o negro de S
hwarzs
hild n-dimensional (m(v) = m0),

ψ(v) = e−ωIv sin (ωRv + δ) , (3.35)para v ≥ 0. Este fato, 
laramente ilustrado na �g. 3.3, 
ertamente mere
e uma análisemais rigorosa. Entretanto, algumas estimativas simples 
orroboram esta observação. Dalinearidade da transformada de Fourier e da identidade de Parseval, temos
∫

∞

0

(

ψ(v) − ψ̃(v)
)2

dv =

∫

∞

−∞

∣

∣

∣
Ψ(f) − Ψ̃(f)

∣

∣

∣

2

df . (3.36)Uma vez que o lado esquerdo da eq. (3.36) seja pequeno Ψ(ω) será próxima (no sentido36



da norma L2) de Ψ̃(ω). A integral do lado esquerdo da eq. (3.36) pode ser dividida 
omo
I1 + I2 =

∫ v2

0

(

ψ − ψ̃
)2

dv +

∫

∞

v2

(

ψ − ψ̃
)2

dv . (3.37)A segunda integral pode ser estimada 
omo
I2 ≤ 2

(
∫

∞

v2

ψ2dv +

∫

∞

v2

ψ̃2dv

)

≤ 4

∫

∞

v2

e−2ωIvdv = 2
e−2ωIv2

ωI

. (3.38)Tipi
amente, ωR e ωI são da ordem da unidade, enquanto an é muito menor (10−3). Sees
olhermos v2 
orrespondendo a, por exemplo, 10 
i
los de os
ilação de ψ(v), o valor de
I2 será menor do que e−20. Este é o erro 
ometido ao aproximarmos o lado esquerdo daeq. (3.36) por I1.Na �g. 3.3 o espe
tro de Fourier Ψ̃(f) foi obtido numeri
amente através de um algoritmode FFT (�Fast Fourier Transform�) [42℄. Podemos obter numeri
amente 
om algoritmosdeste tipo a tranformada de Fourier de uma função h(t) 
ujo valor é 
onhe
ido em in-tervalos de tempo igualmente espaçados. Seja ∆ o intervalo de tempo entre dois valores
onse
utivos, de modo que a seqüên
ias de valores amostrados seja

hn = h(n∆) n = . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . (3.39)Para qualquer intervalo de amostragem ∆, existe um freqüên
ia espe
ial fc, denominadafreqüên
ia 
ríti
a de Nyquist, dada por
fc ≡

1

2∆
. (3.40)Esta é a freqüên
ia máxima que pode ser �vista� no espe
tro obtido pelo método deFFT. Existe um efeito denominado �aliasing� rela
ionado à freqüên
ia 
ríti
a de Nyquist.Se uma função 
ontínua for amostrada 
om um 
erto intervalo ∆, mas o seu espe
trode freqüên
ias não for limitado por fc, todas as 
ontribuições para o seu espe
tro queestiverem fora do intervalo−fc < f < fc serão espuriamente a
res
entadas neste intervalo.Podemos ver 
laramente este efeito na �g. 3.3, na parte �nal do espe
tro de potên
ias.O espe
tro de Fourier Ψ(f) da perturbação (3.35) pode ser fa
ilmente obtido,

Ψ(f) =
1√
2π

∫

∞

0

ψ(t)e−ift dt =
1√
2π

ωR cos δ + (ωI + if) sin δ

(ωR)2 + (if + ωI)
2 . (3.41)O espe
tro de potên
ias asso
iado

|Ψ(f)| =
1√
2π

√

(ωR cos δ + ωI sin δ)2 + f 2 sin2 δ

(ω2
R + ω2

I − f 2)2 + 4f 2ω2
I

, (3.42)
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apresenta um pi
o bastante evidente (ver �g. 3.3) em fmax dada por
f 2
max − (ω2

R − ω2
I )

(ω2
R + ω2

I )
2 − f 4

max

= g(f 2
max) =

1

2

(

sin δ

ωR cos δ + ωI sin δ

)2

, (3.43)de onde podemos 
on
luir que
√

ω2
R − ω2

I ≤ fmax ≤
√

ω2
R + ω2

I , (3.44)pois |ωR| > |ωI|, ver Fig. 3.4.

|
|

ψ
(f

)

f

0.1

1

10

0.1 1
0.01Figura 3.3: O espe
tro de potên
ias: |Ψ(f)|, linha 
ontínua, dado pela eq. (3.42); e

|Ψ̃(f)|, linha pontilhada, 
al
ulado numeri
amente a partir das equações (3.34) e (3.32).As duas 
urvas são realmente bastante próximas para valores típi
os de an e m0 ≈ 1TeV.Em parti
ular, ambos os espe
tros apresentam pi
os pronun
iados similares. Note-se queas dis
repân
ias para valores grandes de f se devem ao efeito de �aliasing� dos métodosde FFT para freqüên
ias maiores do que a freqüên
ia 
ríti
a de Nyquist [42℄, e não adis
repân
ias reais entre |Ψ(f)| e |Ψ̃(f)|. O 
aso apresentado 
orresponde a n = 4,
a4 = 0.002, ωR = 0.25, ωI = 0.01, e δ = 0.Nosso resultado mais interessante 
on
erne à 
ara
terização dos sinais que vêm do bura
onegro. Podemos determinar ωR e ωI a partir dos pi
os no espe
tro de potên
ias dasperturbações em mini bura
os negros em pro
esso de evaporação. Conseqüentemente,podemos inferir valores para os parâmetros do bura
o negro, tais 
omo a sua massa ini
ial
m0 e até mesmo a dimensão n do espaço-tempo no qual o bura
o negro efetivamente vive.Obviamente, nós não esperamos que as perturbações gravita
ionais asso
iadas a estesmini bura
os negros sejam mensuráveis. No entanto, lembramos que a análise de MQN's
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Figura 3.4: Solução grá�
a de (3.43). Podemos ver 
laramente que, para uma fase arbi-trária δ, o pi
o do espe
tro de potên
ias (3.42) está lo
alizado no intervalo des
rito por(3.44).
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pode ser apli
ada a qualquer 
ampo de teste se propagando próximo de um bura
o negro.Em parti
ular, esta análise também se apli
a para perturbações eletromagnéti
as reais e,embora uma parte signi�
ativa das emissões destes bura
os negros seja dirigida para o�bulk� [43, 44℄, 
ampos eletromagnéti
os estão presentes e são mensuráveis no ambientedo LHC. O 
omportamento das ondas eletromagnéti
as espalhadas por estes mini bura
osnegros durante o pro
esso de evaporação deve exibir um espe
tro de potên
ias 
omo oda �g. 3.3, pois as perturbações eletromagnéti
as também serão da forma (3.34). Parabura
os negros 4-dimensionais, por exemplo, as freqüên
ias e os termos de de
aimentodos MQN's da primeira perturbação eletromagnéti
a (ℓ = 1 e n = 0) [24℄ são
ω = 0.2483 − 0.0925i , (3.45)de modo que a freqüên
ia do pi
o do espe
tro de potên
ias da perturbação eletromagnéti
aestá no intervalo

( m0

1TeV

)

~fmax = 230 até 265 GeV . (3.46)Tipi
amente, quanto maior o número de dimensões extras, maior será a freqüên
ia dopi
o, podendo até ultrapassar 1 TeV. Entretanto, a partir de uma determinação pre
isada lo
alização do pi
o para perturbações eletromagnéti
as podemos obter os parâmetrosrelevantes do mini bura
o negro, in
luindo o número de dimensões extras.Podemos dis
utir um pou
o sobre as 
onseqüên
ias observa
ionais destes resultados. Oque, efetivamente, pode ser observado? A freqüên
ia fmax 
orresponde ao pi
o do espe
trode potên
ias da perturbação eletromagnéti
a do bura
o negro. Ou seja, de ondas eletro-magnéti
as espalhadas pela barreira de poten
ial do bura
o negro. O valor de fmax e aforma do espe
tro independem das ondas in
identes, esta é uma 
ara
terísti
a do de
ai-mento em MQN's. Podemos esperar que, 
aso mini bura
os negros sejam formados nosexperimentos do LHC de 
olisão de partí
ulas, os fótons presentes e resultantes da 
olisãoentre partí
ulas elementares sejam espalhados pelo mini bura
o negro da maneira des
ritaaqui. Desta forma, é possível esperar a dete
ção de um sinal eletromagnéti
o altamenteenergéti
o, possivelmente isotrópi
o, �emitido� (na verdade, espalhado) pelo mini bura
onegro, e 
om as 
ara
terísti
as des
ritas a
ima. Não desejamos simpli�
ar aqui exage-radamente uma situação experimental re
onhe
idamente 
omplexa, mas salientar que osinal previsto deve se en
ontrar presente, ainda que par
ialmente 
amu�ado pelo grandenúmero de produtos gerados na 
olisão.
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Capítulo 4
Estrutura e Estabilidade do Gravastar
Neste 
apítulo apresentamos os resultados obtidos no estudo do gravastar [45℄. Na seção4.1, apresentamos uma revisão dos resultados re
entes na literatura sobre o gravastare na seção 4.2 obtemos os vín
ulos que limitam os parâmetros da solução. Na seção4.3 apresentamos um modelo baseado no trabalho de [46℄ e uma dis
ussão sobre a suaestrutura. Finalmente, na seção 4.4 temos a análise das perturbações axiais para o modeloadotado.4.1 Gravastar (Gravitational Va
uum Condensate Star)O modelo do gravastar foi proposto re
entemente por Mazur e Mottola [47, 48℄ e tematraído atenção 
omo uma possível alternativa aos bura
os negros. Uma estrela 
uja massaseja su�
ientemente grande, nos derradeiros estágios de sua evolução, pode terminar suavida 
omo um gravastar estável, um objeto muito 
ompa
to 
om raio muito próximo doraio de S
hwarzs
hild da estrela. Este objeto não possui um horizonte de eventos nemuma singularidade 
entral. No modelo do gravastar uma transição de fase deve o
orrerpróxima da lo
alização onde o horizonte de eventos poderia ter se formado. O interiordo que poderia ter sido um bura
o negro é substituído por uma região de espaço-tempode de Sitter. Este nú
leo é envolvido por uma 
as
a �na de matéria, que por sua vez éenvolvida por um vá
uo des
rito pela métri
a de S
hwarzs
hild.Apesar das muitas evidên
ias experimentais a favor da existên
ia de bura
os negros,pode ser fundamentalmente impossível forne
er uma prova observa
ional irrefutável da
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existên
ia do horizonte de eventos de um bura
o negro [49℄. Os questionamentos sobrea real existên
ia dos bura
os negros têm produzido novas propostas e idéias, 
omo ogravastar. Estes novos modelos não devem ser des
artados de imediato, mas devem seranalisados 
om 
uidado antes de serem 
onsiderados mais seriamente. Não advogamosaqui uma posição 
ontrária ou favorável à existên
ia de gravastares, porém a
reditamosque se trata de uma solução das equações de Einstein que mere
e ser estudada.O modelo do gravastar deve responder primeiramente a uma pergunta óbvia: esta solu-ção é estável? Em [47, 48℄ são apresentados argumentos que mostram que a solução étermodinami
amente estável, mas a análise de outros tipos de estabilidade não é trivial,devido à estrutura do modelo. O gravastar é, na verdade, uma estrutura 
om 
in
o 
a-madas, in
luindo duas 
as
as in�nitesimais, de
orrentes das 
ondições de junção de Israelpara a métri
a [16, 17, 50℄ (ver equações (4.1) e (4.2)). Diversos modelos rela
ionados esimpli�
ados foram propostos re
entemente. Em [51℄ foi analisada a estabilidade radialde um modelo simpli�
ado 
om três 
amadas, e mostrou-se que a estabilidade é mantidapara diversas 
on�gurações. Este estudo foi generalizado em [52℄ para gravastares 
omdiferentes métri
as exteriores. Outras possibilidades para a solução interior também têmsido 
onsideradas. Em [53℄ um phantom de Born-Infeld substitui o interior de de Sitter,em [54℄ a solução interior é governada pela equação de estado da energia es
ura, e �nal-mente em [55℄ geometrias interiores 
om eletrodinâmi
a não linear são 
ombinadas 
omo exterior de S
hwarzs
hild.Em [46℄ é mostrado que gravastares não podem ser �uidos perfeitos, ou seja, eles devempossuir pressões anisotrópi
as que são dadas no modelo original pelas tensões super�
iaisnas 
as
as in�nitesimais na junção entre as métri
as que des
revem o interior, a 
as
a dematéria e o exterior. Em [46℄ temos um modelo proposto 
om pressões anisotrópi
as edensidade 
ontínuas, sem a presença de 
as
as in�nitesimais. É mostrado que, se supu-sermos o gravastar 
omo um �uido perfeito, a equação de Tolman-Oppenheimer-Volko�não será satisfeita: pressões isotrópi
as não 
onseguem sustentar um objeto esferi
amentesimétri
o, estáti
o, 
om densidade positiva, pressão 
entral negativa e pressão nula nasuperfí
ie.Em [56, 57℄ são propostas algumas equações de estado que satisfazem o modelo propostoem [46℄. Em [57℄ foi realizada uma primeira análise de perturbações axiais neste modelo,seguindo o pro
edimento padrão para perturbações axiais em bura
os negros [58℄. Nossotrabalho também se baseia no modelo 
om pressões anisotrópi
as proposto em [46℄ (verseção 4.3), porém mostramos que um pro
edimento diferente deve ser utilizado para aanálise perturbativa, seguindo o estudo de perturbações axiais em estrelas [59, 60℄. Umaapresentação muito 
ompleta das perturbações gravita
ionais, tanto axiais quanto polares,é apresentada para um modelo 
orrelato em [61℄. Entretanto, este modelo é assintoti
a-mente de Sitter para r → 0 e assintoti
amente S
hwarzs
hild para r grande. Portanto,não poderia des
rever uma alternativa para o estágio �nal de uma estrela 
ompa
ta.42



Além de testar a estabilidade do modelo, o estudo das perturbações gravita
ionais dogravastar pode produzir outros resultados interessantes. Em geral, a
redita-se que se-ria muito difí
il distinguir observa
ionalmente um gravastar de um bura
o negro [62℄.Entretanto, sabemos que as freqüên
ias dos modos quasi-normais dependem apenas das
ara
terísti
as do objeto perturbado, e não da perturbação ini
ial, tornando possível iden-ti�
ar o objeto através de seu espe
tro de MQN's. Além disso, temos a possibilidade dedete
ção no futuro próximo de ondas gravita
ionais provenientes de objetos astrofísi
os.Conseqüentemente, se o estudo de perturbações do gravastar resultar em um espe
tro deMQN's, este resultado poderia forne
er um meio de se distinguir experimentalmente umgravastar de um bura
o negro.4.2 Vín
ulos nos parâmetros do modelo originalPrimeiramente expomos uma rápida revisão das equações prin
ipais do modelo original dogravastar proposto por Mazur e Mottola [47, 48℄. Esta revisão se faz ne
essária para apre-sentarmos nossos resultados para os vín
ulos sobre os parâmetros do modelo. Começamos
om o elemento de linha esferi
amente simétri
o e estáti
o
dS2 = −f(r)dt2 +

dr2

h(r)
+ r2dΩ2 , (4.1)e as equações de Einstein devem ser resolvidas para um �uido perfeito em repouso, 
omtrês diferentes equações de estado em três regiõesI. Interior: 0 ≤ r ≤ r1 , ρ = −p ,II. 
as
a: r1 ≤ r ≤ r2 , ρ = +p ,III. Exterior: r2 ≤ r , ρ = p = 0 .

(4.2)A motivação desta 
onstrução é dar estabilidade ao modelo, 
om uma 
ondição na qualo 
olapso gravita
ional seja impedido. Podemos ver, a prin
ípio, que isto pode ser 
on-seguido 
om a equação de estado interior dada em (4.2). Um espaço-tempo plano, ho-mogêneo e isotrópi
o, 
om p = −ρ = −ρv (
onstante), pode ser des
rito pela métri
a deRobertson-Walker,
ds2 = −dt2 +R2(t)

[

dr2

1 − kr2
+ r2dΩ2

]

, (4.3)
om k = 0 e o tensor de energia-momento de um �uido perfeito, T µν = (ρ+p)UµUν+pgµν(ver seção 2.1). Esta solução das equações de Einstein é 
onhe
ida 
omo espaço-tempode de Sitter. Resolvendo as equações de Einstein para esta métri
a, obtemos a equação
Ṙ2 =

8π

3
ρvR

2 ⇒ R(t) = R0 exp

[

(

8πρv
3

)1/2

t

]

, (4.4)
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que mostra que este é um espaço-tempo em expansão. Portanto, a solução interior de(4.2) é adequada para impedir o 
olapso gravita
ional. Este não é, porém, um argumento
on
lusivo para a estabilidade do modelo, apenas uma motivação e uma justi�
ativa desua viabilidade. Na seção 4.1 estão 
itados alguns trabalhos em que foram realizadasanálises sobre a estabilidade deste modelo, e de outros modelos similares.Seguindo a apresentação feita em [47, 48℄, as equações de Einstein para (4.1) e (4.2) podemser es
ritas 
omo
−Gt

t =
1

r2

d

dr
[r(1 − h)] = −8πT tt = 8πρ , (4.5)

Gr
r =

h

rf

df

dr
+

1

r2
(h− 1) = 8πT rr = 8πp , (4.6)juntamente 
om a equação de 
onservação

T µr;µ =
dp

dr
+
ρ+ p

2f

df

dr
= 0 . (4.7)Nas interfa
es r = r1 e r = r2, os 
oe�
ientes da métri
a r, f e h devem ser 
ontínuos,embora suas primeiras derivadas devam ser des
ontínuas, 
omo pode ser visto das equações(4.5)-(4.7).Na região I ρ é uma 
onstante dada por ρv = 3H2

0/8π, e a métri
a des
reve um espaço-tempo de de Sitter, I. f(r) = Ch(r) = C(1 −H2
0r

2) , 0 ≤ r ≤ r1 . (4.8)Na região III, de a
ordo 
om o teorema de Birkho�, o espaço-tempo é des
rito pela métri
ade S
hwarzs
hild III. f(r) = h(r) = 1 − 2M

r
, r2 ≤ r . (4.9)Na região II, de�nimos uma nova variável adimensional w ≡ 8πr2p, de modo que asequações (4.5)-(4.7) 
om ρ = p pode ser es
ritas 
omo

dr

r
=

dh

1 − w − h
, (4.10)

dh

h
= − 1 − w − h

1 + w − 3h

dw

w
, (4.11)

wf

r2
= 
onst. (4.12)A eq. (4.10) é satisfeita 
om a de�nição

h ≡ 1 − m̄

r
, dm̄(r) = 2dm(r) = 8πρr2dr = wdr , (4.13)44



dentro da 
as
a. A eq. (4.11) geralmente só pode ser resolvida numeri
amente. Entre-tanto, uma solução analíti
a pode ser obtida no limite de 
as
a �na, r1 → r2 (0 < h≪ 1),pois neste limite podemos tomar h igual a zero no lado direito da eq. (4.11), obtendo
h ≡ 1 − m̄

r
≃ ǫ

(1 + w)2

w
≪ 1 , (4.14)na região II, onde ǫ é uma 
onstante de integração (ǫ≪ 1). Com as equações (4.10)-(4.14)e as 
ondições de 
ontinuidade dos 
oe�
ientes da métri
a f e h em r1 e r2, podemosmostrar que as 
onstantes de integração ǫ, C, M e H0 presentes nas equações (4.8), (4.9)e (4.14) são dadas em termos de r1, r2, w1 e w2 pelas relações

ǫ = − ln
r2
r1

(

ln
w2

w1

− 1

w2

+
1

w1

)

−1 (4.15)
C =

(

1 + w2

1 + w1

)2 (4.16)
M =

r2
2

[

1 − ǫ(1 + w2)
2

w2

] (4.17)
H2

0 =
1

r2
1

[

1 −−ǫ(1 + w1)
2

w1

] (4.18)Para estudar este modelo fora do limite de 
as
a �na, notamos que as equações de Tolman-Oppenheimer-Volko� (TOV)
e−λ = 1 − 2m(r)

r
, (4.19)

ν ′ =
2m(r) + 8πr3p

r(r − 2m(r))
, (4.20)

p′ = −(ρ+ p)
ν ′

2
, (4.21)onde a linha (') indi
a a derivada em relação a r, e

m(r) =

∫ r

0

4πr2ρdr , (4.22)são válidas na região II. Es
revemos a métri
a na região II 
omo
ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2dΩ2 , (4.23)e usamos as equações (4.19)-(4.22) para obter soluções numéri
as para ρ(r) = p(r) e

m(r). Variando os valores para os parâmetros r1 e r2 e as 
ondições ini
iais p(r1) e m(r1)(note-se que neste modelo as funções ρ(r) e p(r) são des
ontínuas em r1 e r2 e m(r1) deveser, obviamente, menor do que r1/2), nós en
ontramos um limite para a 
ompa
idade
µ = M/r2 do gravastar. 45



Como pode ser visto na �gura 4.1, a 
ompa
idade é limitada pela espessura δc = r2−r1 da
as
a de matéria. Logo, os parâmetros da solução, r1, r2 e M não podem ser es
olhidoslivremente. Esta restrição é mais relevante quanto maior for a espessura da 
as
a dematéria: não é possível 
onstruir um gravastar muito 
ompa
to 
om uma 
as
a de matériamuito larga.
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Figura 4.1: Limite para a 
ompa
idade µ do gravastar. A 
urva mostra a 
ompa
idademáxima para uma dada espessura δc da 
as
a de matéria. Na região abaixo da 
urvatemos as soluções possíveis, enquanto na região a
ima da 
urva não temos mais soluçõespossíveis. No grá�
o em detalhe apresentamos o a
ordo entre a solução numéri
a dasequações TOV e a solução analíti
a no limite de 
as
a �na.4.3 O modelo alternativo 
om pressões anistrópi
asPara nosso estudo do gravastar, es
olhemos seguir o modelo sugerido em [46℄, isto é,
om um per�l 
ontínuo de pressões anisotrópi
as, para evitar as 
as
as in�nitesimais dematéria presentes no modelo original. Tomamos uma métri
a da forma
ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2dΩ2 , (4.24)
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e o tensor de energia momento é dado por T µν = diag[−ρ, pr, pt, pt]. As equações deEinstein para esta geometria e distribuição de matéria são
e−λ

(

λ′

r
− 1

r2

)

+
1

r2
= 8πρ , (4.25)

e−λ
(

ν ′

r
+

1

r2

)

− 1

r2
= 8πpr , (4.26)

e−λ
(

ν ′′

2
− λ′ν ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

)

= 8πpt . (4.27)É 
onveniente transformar as equações a
ima em uma forma em que as propriedadestermodinâmi
as se mostrem mais evidentes. Para sistemas 
om pressões isotrópi
as, estaformulação resulta nas equações TOV (ver equações (4.19)-(4.22 na seção 4.2). Obtemosaqui o seguinte 
onjunto de equações
e−λ = 1 − 2m(r)

r
, (4.28)

ν ′ =
2m(r) + 8πr3pr
r(r − 2m(r))

, (4.29)
p′r = −(ρ+ pr)

ν ′

2
+

2(pt − pr)

r
. (4.30)(4.31)Combinando (4.29) e (4.30), obtemos a equação de TOV anisotrópi
a

p′r = −(ρ+ pr)
m(r) + 4πr3pr
r(r − 2m(r))

+
2(pt − pr)

r
. (4.32)Para seguir o modelo apresentado em [46℄, e ainda manter a estrutura simples estabele
idaem [47, 48℄ (interior de Sitter, 
as
a de matéria e exterior S
hwarzs
hild), fazemos asseguintes exigên
ias sobre a nossa função de densidade ρ(r):

ρ(0) = ρ(r1) = ρ0, ρ(r2) = 0 , ρ′(r1) = ρ′(r2) = 0 . (4.33)A densidade se anula na superfí
ie do gravastar em r = r2 e a derivada da densidade seanula em r = r1 e r = r2 para que a densidade seja sempre uma função suave. Uma formasimples de satisfazer as 
ondições a
ima é 
onsiderar uma dependên
ia 
úbi
a em r,
ρ(r) =







ρ0 , 0 ≤ r ≤ r1
ar3 + br2 + cr + d , r1 < r < r2
0 , r2 ≤ r

, (4.34)
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om os 
oe�
ientes a, b, c, d dados por
a =

2ρ0

(r2 − r1)3
, (4.35)

b = −3ρ0(r2 + r1)

(r2 − r1)3
, (4.36)

c =
6ρ0r1r2

(r2 − r1)3
, (4.37)

d =
ρ0(r

3
2 − 3r1r

2
2)

(r2 − r1)3
. (4.38)Para obter a densidade em termos da massa total M = m(r2) =

∫ r2
0

4πρr2dr, es
revemos
ρ0 = M

(r2 − r1)
3

4π

[

(r6
2 − r6

1)

3
− 3(r2 + r1)(r

5
2 − r5

1)

5
+

3r1r2(r
4
2 − r4

1)

2
+

+
(r3

2 − 3r1r
2
2)(r

3
2 − r3

1)

3
+
r3
1(r2 − r1)

3

3

]

−1

. (4.39)Para a pressão radial pr, 
onsideramos uma equação de estado que segue a forma geral[56, 57℄ (esta es
olha não é úni
a)
pr(ρ) =

[

α− (α + 1)

(

ρ

ρ0

)m](
ρ

ρ0

)1/n

ρ , (4.40)onde m, 1/n e α são parâmetros positivos e reais a serem determinados. Mesmo 
om estesparâmetros a determinar, a equação de estado geral (4.40) já apresenta as 
ara
terísti
asdesejadas e limites �si
amente interessantes para o nosso modelo.Para baixas densidades,
(

ρ

ρ0

)m

<
α

α + 1
, (4.41)a equação de estado se reduz à equação de um politropo de índi
e n (pr ∝ ρ1+1/n),

pr(ρ) = (α + 1)

[

α

α + 1
−
(

ρ

ρ0

)m](
ρ

ρ0

)1/n

ρ ≃ α

ρ
1/n
0

ρ1+1/n , (4.42)o que impli
a pr → 0 para ρ→ 0. Para densidades mais altas,
(

ρ

ρ0

)m

>
α

α + 1
, (4.43)a pressão de
res
e até atingir pr = −ρ0 para ρ→ ρ0. Pro
uramos a forma mais simples daeq. (4.40) limitando m, 1/n e α. Exigimos que a eq. (4.40) satisfaça algumas 
ondições48



bási
as: (a) a velo
idade do som dp/dρ não pode ser máxima em ρ = 0, e (b) para exluirum possível 
omportamento superluminal (dp/dρ > 1), a velo
idade do som máxima em
d2p/dρ2 = 0 deve ser dada por dp/dρ = 1.Os 
asos [m = 1, 1/n = 0] e [m = 2, 1/n = 0] não satisfazem a 
ondição (a) a
ima, eserão des
artados. As próximas es
olhas mais simples em poten
ial são [m = 1, n = 1]e [m = 2, n = 1]. Ambas as formas satisfazem a 
ondição (a). Podemos impor, para asduas formas, que a velo
idade do som máxima 
oin
ida 
om a velo
idade da luz, sendoque esta 
ondição é su�
iente para se determinar o parâmetro α.Resolvendo simultaneamente d2p/dρ2 = 0 e dp/dρ = 1 para o 
aso [m = 1, n = 1], �xamos
α 
omo 3

4
− 1

4

√
33 ou 3

4
+ 1

4

√
33. Fazendo o mesmo para [m = 2, n = 1], �xamos α = 2.Sele
ionamos então o 
aso [m = 2, n = 1] 
omo a forma representativa para o nossomodelo para a equação de estado, já que este 
aso forne
e uma úni
a solução para α etorna a interpretação mais simples. Conseqüentemente, a eq. (4.40) assume a forma

pr(ρ) =

[

α− (α + 1)

(

ρ

ρ0

)2
]

(

ρ

ρ0

)

ρ . (4.44)Finalmente, a pressão tangen
ial pt é dada pela eq. (4.32),
pt = pr +

r

2
p′r +

1

2
(pr + ρ)

[

m(r) + 4πr3pr
r(1 − 2m(r)/r)

]

. (4.45)Como pode ser visto na �gura 4.2, para r → r1, pr → −ρ e para r → r2, pr → 0,reproduzindo as equações de estado das regiões I e III, dadas na eq. (4.2).Com as equações (4.33)-(4.45) nós podemos 
onstruir um modelo que possui um nú
leo�nito des
rito pela métri
a de de Sitter, uma 
as
a de matéria, e o exterior des
rito pelasolução de S
hwarzs
hild, 
omo proposto em [46℄. Na �g. 4.2 temos um exemplo típi
odas funções ρ(r), pr(r) e pt(r). Deste modo, nós preservamos as três regiões do modelodo gravastar de Mazur e Mottola, ao 
ontrário dos modelos apresentados em [56, 57℄, quesão apenas assintoti
amente de Sitter, ou em [63, 61℄, que são assintoti
amente de Sitterpara r → 0 e assintoti
amente S
hwarzs
hild para r grande.Queremos ter 
erteza de que os 
oe�
ientes da métri
a g00 e g11 (e as suas primeirasderivadas) sejam 
ontínuos em todo o espaço-tempo, 
om a nossa es
olha para a equaçãode estado pr(ρ) e ρ(r).Analisemos primeiramente o 
omportamento de g11, dado pela eq. (4.28),
g11 = eλ =

(

1 − 2m(r)

r

)

−1

. (4.46)
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Figura 4.2: Exemplo típi
o das funções ρ(r), pr(r) e pt(r) paraM = 1, r1 = 1.8 e r2 = 2.2.Para ρ(r) de�nida na eq. (4.34), m(r) e m′(r) são funções 
ontínuas. Conseqüentemente
g11 e sua primeira derivada também são 
ontínuas em todo o espaço-tempo. Porém,devemos notar que os três parâmetros livres M , r1 e r2 devem ser es
olhidos de talmaneira que g11 seja sempre maior do que zero. Na �gura 4.3 temos alguns exemplostípi
os do 
omportamento da função 1 − 2m(r)/r, e na �gura 4.4 podemos ver 
omo ovalor mínimo desta função depende de δ = r2 − r1.Quando aumentamos a 
ompa
idade µ = M/r2 do gravastar, surgem 
asos para os quaisa função 1−2m(r)/r se anula, se aumentarmos o valor de δ. Embora a 
ompa
idade totalseja µ = M/r < 1/2, a função de massa 
res
e de maneira que 2m(r)/r > 1 para um 
ertointervalo de r. A
reditamos que este 
omportamento deve 
ausar o 
olapso do gravastar,que se torna então um bura
o negro. Portanto, pare
e que estes 
asos não representamsoluções a
eitáveis e devem ser evitados.Este resultado limita os valores de δ que podem ser utilizados para uma dada 
ompa
idade
µ, devendo ser menores do que um 
erto valor δc(r2,M). Entretanto, este limite deixa deexistir se 
onsiderarmos objetos menos 
ompa
tos. Se de�nirmos um parâmetro ǫ tal que
r2/M = 2 + ǫ, podemos veri�
ar que, para ǫ > ǫc = 0.3085, δc não está mais de�nido e afunção 1−2m(r)/r é sempre positiva. Na �gura 4.5 este limite é 
omparado 
om um limitesimilar obtido para o modelo de Mazur e Mottola, apresentado na �gura 4.1. Podemosver que esta 
ara
terísti
a do modelo 
om pressões anisotrópi
as e a nossa es
olha paraa equação de estado p(ρ) e ρ(r) não é um resultado espúrio simplesmente de
orrente das50



funções adotadas, tendo um análogo no modelo de Mazur e Mottola.
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Figura 4.5: Limite na 
ompa
idade µ do gravastar 
om a espessura δ da 
as
a, 
omparandoos resultados apresentados na �gura 4.1 
om os resultados obtidos para o modelo 
ompressões anisotrópi
as, na 
urva superior.(4.29), devemos introduzir uma 
onstante de integração ν0. Portanto,
ν =

∫ r

0

2m(r) + 8πr3pr
r(r − 2m(r))

dr + ν0 , (4.47)onde a 
onstante ν0 deve ser determinada pela 
ondição de que, na fronteira r = r2 doobjeto
g00(r2) = −eν(r2) = −e−λ(r2) = −

(

1 − 2M

r2

)

, (4.48)de modo que temos
g00 = −eν(r) = −eΓ(r)

(

1 − 2M

r2

)

e−Γ(r2) , (4.49)onde
Γ(r) =

∫ r

0

2m(r) + 8πr3pr
r(r − 2m(r))

dr . (4.50)Com esta es
olha para ν0 podemos nos assegurar de que o espaço-tempo exterior aogravastar é des
rito pela métri
a de S
hwarzs
hild em sua forma usual. Também podemosmostrar a partir das equações (4.29) e (4.48) que eν(r) é 
ontínua em r = r2, impli
ando a
ontinuidade de g′00. Logo, 
onseguimos eliminar em nosso modelo as 
as
as in�nitesimaisde
orrentes das 
ondições de junção da métri
a na fronteira r = r2 
om o exterior deS
hwarzs
hild. 52



4.4 Equações de Perturbação e Resultados Numéri
osPara estudar a estabilidade do nosso modelo frente a perturbações axiais, seguimos opro
edimento padrão para o estudo de os
ilações não-radiais de estrelas [59, 60, 6, 64℄,diferentemente do estudo realizado em [57℄, no qual uma análise de perturbações axiaisde um gravastar foi realizada seguindo o pro
edimento padrão de análise de perturbaçõesem bura
os negros [58℄. No estudo de perturbações axiais, a anisotropia da métri
a nãopossui 
onseqüên
ias importantes, e o tratamento padrão para estrelas isotrópi
as podeser mantido essen
ialmente o mesmo. No 
aso de perturbações polares, entretanto, aanisotropia teria 
laramente um papel relevante. Um estudo de perturbações radiais emestrelas anisotrópi
as foi apresentado em [65, 66℄O espalhamento de ondas gravita
ionais axiais segue a equação (ver Apêndi
e C)
∂2ψ

∂r∗2
− ∂2Ψ

∂t2
= V (r)ψ , (4.51)onde

r∗ =

∫ r

0

e
λ−ν

2 dr , (4.52)
V (r) =

eν

r3

[

ℓ(ℓ+ 1)r + 4πr3(ρ− pr) − 6m
]

. (4.53)Usamos um algoritmo tipo Runge-Kutta de 4a ordem para obter eν e r∗ das equações(4.49) e (4.52).Introduzindo 
oordenadas de 
one de luz u = t− x e v = t+ x, a equação de onda (4.51)pode ser es
rita 
omo
−4

∂2ψ

∂u∂v
(u, v) = V (r)ψ(u, v) . (4.54)A equação de onda (4.54) pode ser integrada numeri
amente. Nós usamos aqui umavariação do método utilizado nas seções 2.3 e 3.3 e dis
retizamos a equação (4.54) daseguinte forma:

ψN = (ψE + ψW )
1 − ∆2V (S)/16

1 + ∆2V (S)/16
− ψs +O(∆4) , (4.55)onde os pontos N , S, E e W são de�nidos mais uma vez 
omo: N = (u + ∆, v + ∆),

S = (u, v), E = (u, v + ∆) e W = (u + ∆, v). A eq. (4.54) é resolvida numeri
amenteno plano u− v 
om o algoritmo (4.55), utilizando-se uma grade triangular limitada pelasretas r∗ = r∗min e u = 0, onde r∗min é um valor pequeno, da ordem de ∆/2 (ver �gura 4.6).As 
ondições ini
ias são estabele
idas sobre estas retas.Considerando que o 
omportamento da função de onda não deve ser sensível à es
olhadas 
ondições ini
iais, utilizamos um pulso gaussiano 
omo perturbação ini
ial,53



ψ(u = u0, v) = exp

[

−(v − vc)
2

2σ2

]

, (4.56)e, impondo a 
ondição de que a solução seja regular na origem,
ψ(r∗min, t) = ψ(u = v − v0, v) = 0 . (4.57)Durante a integração, extraímos os valores do 
ampo ao longo de uma reta de r∗ 
onstante,ou seja, nos pontos (u = v − 2r∗, v). Fazemos o 
ampo evoluir até t grande, para obtero sinal após o transiente ini
ial ter passado e as 
ontribuições dos modos superiores devibração terem de
aído, para podermos obter as freqüên
ias do modo fundamental 
omum ajuste de mínimos quadrados (ver seção 2.3) da função ψfit(t) = AeωIt cos(ωRt + φ),
om ωI < 0 por 
onvenção. Para obtermos as freqüên
ias dos modos superiores, seguimos ométodo proposto em [67℄. Este método 
onsiste em subtrair do sinal obtido pela simulaçãoa função ajustada para o modo fundamental n = 0, revelando o modo n = 1. Estepro
edimento pode ser iterado para se obter os próximos modos. Obviamente, modosque de
aem muito rapidamente não podem ser obtidos por este pro
edimento, mas estaé uma maneira bastante e�
iente e fá
il de se obter os primeiros modos do sinal, quede
aem mais lentamente e possuem, portanto, maior 
han
e de dete
ção experimental.Todo o tratamento des
rito aqui para se obter as freqüên
ias dos MQN's foi testadoprimeiramente para estrelas de densidade uniforme, e os resultados obtidos se mostraramem bom a
ordo 
om os valores da literatura [60, 68, 69, 70℄.Podemos notar que o poten
ial axial dado na eq. (4.53) apresenta algumas 
ara
terísti-
as similares àquelas presentes no 
omportamento bem 
onhe
ido do poten
ial axial deestrelas 
ompa
tas 
om densidade uniforme [60℄. O poten
ial exibe um máximo e ummínimo, 
ara
terísti
a que deve dar origem a diferentes famílias de modos Nas �guras 4.7e 4.8 temos alguns exemplos típi
os de V (r). Como pode ser visto nas �guras, o poten
ialdepende da 
ompa
idade µ = M/r2 (
omo observado para estrelas 
ompa
tas) e da es-pessura δ = r2 − r1 da 
as
a (sem análogo para estrelas). Para µ e δ 
res
entes, podemosnotar que a diferença entre o máximo e o mínimo do poten
ial aumenta, ou seja, o poçode poten
ial se torna mais fundo. Para r > r2 (superfí
ie do gravastar), o poten
ial éidênti
o ao poten
ial de um bura
o negro de S
hwarzs
hild 
om massa M .Seguindo o pro
edimento des
rito a
ima, realizamos a integração da equação de onda(4.54). Realizamos uma extensa análise, variando os valores de M , µ e δ, 
ujos resultadospodem ser vistos na �g. 4.10, onde 
ada ponto das 
urvas representa uma 
on�guração
om diferentes valores de M , µ e δ.Na �g. 4.9 temos alguns resultados típi
os para a forma da onda. Podemos ver no ini
io da
urva n = 0 o batimento 
ausado pela presença de modos superiores. Foi possível veri�
arque a presença dos modos superiores se torna mais pronun
iada para µ e δ 
res
entes. As
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ampo é 
onhe
ido. Os pontos vermelhosrepresentam os pontos nos quais o valor do 
ampo deve ser obtido.
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urvas 
om n > 0 foram a obtidas a partir do da 
urva n = 0 através do método des
ritoa
ima. Podemos ver que, para n 
res
ente, o período das os
ilações se torna mais 
urtoe o de
aimento, mais rápido.Para a 
urva n = 3 não foi possível possível obter as freqüên
ias 
om o ajuste de mínimosquadrados, já que não temos um sinal 
laro. Além disso, é interessante notar que é possíveldistinguir dois 
omportamentos diferentes na 
urva n = 3. Para t menor do que t ≃ 200,vemos o modo n = 3 da mesma família de modos representada pelas 
urvas n = 0, 1 e 2.A
reditamos que estes modos sejam 
orrespondentes aos modos �trapped� presentes paraestrelas super
ompa
tas (R ≤ 3M), 
uja superfí
ie se en
ontra dentro do pi
o da barreirade poten
ial do 
ampo gravita
ional. Estrelas super
ompa
tas apresentam uma barreirade poten
ial que possui um máximo e um mínimo, assim 
omo o gravastar.Para t maior do que t ≃ 200, o 
omportamento da 
urva n = 3 muda abruptamente. Essamudança de 
omportamento é 
ausada por um efeito de borda na integração numéri
a: aonda é re�etida na borda da grade e interage 
ausando esse efeito de interferên
ia.Na �gura 4.10 podemos ver a variação das freqüên
ias quasi-normais 
om os parâmetrosdo gravastar. O tempo de de
aimento do 
ampo, dado pelo inverso de |ωI|, aumenta 
om
δ e µ 
res
entes, assim 
omo o período das os
ilações, dado por 2π/ωR. Mais alguns
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n r1 = 1.95, r2 = 2.2 r1 = 1.9, r2 = 2.2 r1 = 1.85, r2 = 2.20 0.2904 − 6.176 × 10−4 i 0.2447 − 8.920 × 10−5 i 0.1975 − 9.110 × 10−6 i1 0.4430 − 3.065 × 10−2 i 0.3867 − 8.541 × 10−3 i 0.3225 − 1.097 × 10−3 i2 0.5918 − 1.075 × 10−1 i 0.5087 − 5.369 × 10−2 i 0.4222 − 1.445 × 10−2 iTabela 4.1: Alguns valores típi
os obtidos para as freqüên
ias quasi-normais do modofundamental e primeiros modos superiores do gravastar (M = 1) para perturbações axiais
om ℓ = 2.resultados numéri
os obtidos para 
asos típi
os estão apresentados também na tabela 4.1.Para um bura
o negro de S
hwarzs
hild, a freqüên
ia 
omplexa asso
iada 
om a pertur-bação de ℓ = 2 e n = 0 é Mω = 0.37367 − 0.08896 i [6℄. Ao 
ompararmos este resultado
om os dados apresentados na parte (a) da �gura 4.10, podemos ver que o valor de ωRpara o gravastar pare
e tender para o valor equivalente do bura
o negro de S
hwarzs
hild,para µ → 1/2 e δ → 0. Contudo, as analisarmos a parte (b) da �gura 4.10, vemos que
|ωI | para o gravastar é quase dez vezes menor no limite para µ → 1/2 e δ → 0 do queo valor 
orrespondente para S
hwarzs
hild. Conseqüentemente, os MQN's do gravastarnão tendem para os valores de S
hwarzs
hild em nenhum limite, uma vez que as ondasgravita
ionais espalhadas por um gravastar de
aem muito mais lentamente do que aquelasespalhadas por um bura
o negro.Os resultados aqui obtidos mostram que o gravastar, pelo menos no modelo parti
ular
onsiderado, é estável em relação a perturbações axiais. Seu espe
tro de MQN's é dis-tinto daquele de um bura
o negro de S
hwarzs
hild usual, impli
ando a possibilidade dese distinguir observa
ionalmente entre estes dois objetos a partir de medições realizadasno futuro próximo 
om a nova geração de dete
tores gravita
ionais. Além disso, os sinaisprovenientes de um gravastar podem ter maior 
han
e de dete
ção, pois de
aem maislentamente. Uma 
ontinuação óbvia deste trabalho seria obter os MQN's asso
iados aperturbações polares do gravastar. Esperamos que o espe
tro de MQN's das perturba-ções polares seja diferente do espe
tro das perturbações axiais, ao 
ontrário do 
aso deS
hwarzs
hild, onde ambos são iguais.
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Capítulo 5
Con
lusão
Ao longo deste trabalho, pudemos 
hegar a algumas 
on
lusões a respeito dos MQN's deperturbações dos sistemas gravita
ionais estudados.No estudo da métri
a de Vaidya 4-dimensional, veri�
amos que as freqüên
ias ωR(v) e
ωI(v) dos MQN's de perturbações es
alares e eletromagnéti
as são inversamente propor
i-onais à massa m(v), apresentando um 
omportamento adiabáti
o para funções de massaque variam lentamente.Foi possível veri�
ar também que, nos 
asos em que |m′′(v)| é da mesma ordem (ou maior)do que ωI(v), as freqüên
ias passam a exibir um 
omportamento iner
ial, que impli
a umtempo de relaxamento do sistema durante o qual as freqüên
ias retornam para seus valoresassintóti
os.A 
omparação entre as funções de massa lineares e hiperbóli
as mostrou que os efeitosiner
iais apare
em primeiramente para as funções de massa lineares C 0. Porém, não foipossível dete
tar diferenças entre os dois tipos de função de massa nos 
asos de funçõesde massa 
om variações mais pronun
iadas.Em nosso estudo de mini bura
os negros em um espaço 
om dimensões extras foi mostradoque, para valores típi
os de massa ini
ial e taxa de variação da massa por evaporação deHawking, as freqüên
ias dos MQN's de perturbações es
alares mantêm o 
omportamentoadiabáti
o durante a quase totalidade do pro
esso de evaporação. As freqüên
ias ωR(v)e ωI(v) são inversamente propor
ionais ao horizonte aparente n-dimensional da solução,numa generalização do resultado obtido para a métri
a de Vaidya 4-dimensional.
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Além disso, ainda para valores típi
os dos parâmetros, mostramos que o espe
tro depotên
ias da perturbação é bastante próximo do espe
tro de potên
ias da perturbação deum bura
o negro 
om massa 
onstante. Ambos os espe
tros apresentam um pi
o bastantepronun
iado em uma freqüên
ia fmax. A partir do espe
tro de potên
ias para um bura
onegro de S
hwarzs
hild foi possível determinar analiti
amente o intervalo √ω2
R − ω2

I ≤
fmax ≤

√

ω2
R + ω2

I .Conseqüentemente, temos um possível método para determinar, a partir dos pi
os doespe
tro de potên
ias das perturbações (mais provavelmente eletromagnéti
as) de minibura
os negros gerados no LHC em experiên
ias 
om 
olisão de partí
ulas elementares,as freqüên
ias dos MQN's e outras informações 
omo a massa ini
ial do bura
o negroe o número de dimensões extras. Con
luímos que os fótons presentes após a 
olisão ea 
riação do mini bura
o negro podem ser espalhados pelo bura
o negro, gerando umsinal altamente energéti
o, 
ujo espe
tro de potên
ias terá as 
ara
terísti
as des
ritasaqui. Este sinal, possivelmente isotrópi
o, poderá ser mais uma assinatura observa
ionalda existên
ia destes objetos, ajudando a 
on�rmar as novas teorias de gravidade 
omdimensões extras.Na análise do gravastar, 
onseguimos determinar um vín
ulo que limita os parâmetrosda solução e as 
on�gurações possíveis em termos da massa M , da 
ompa
idade µ e daespessura δ da 
as
a de matéria. Foi também possível veri�
ar que um vín
ulo seme-lhante, porém menos restritivo, também existe para o modelo alternativo 
om pressõesanisotrópi
as, para o qual foi realizada a análise de perturbações axiais.O modelo do gravastar estudado se mostrou estável frente a perturbações axiais. Asfreqüên
ias ωR e ωI foram obtidas, e o seu 
omportamento para variações dos parâmetros
M , µ e δ foi analisado, resultando que ωR tende para o valor ωSchR de S
hwarzs
hildpara µ → 1/2 e δ → 0. Os valores de |ωI| para o gravastar são até 10 vezes menoresdo que o valor 
orrespondente para o bura
o negro de S
hwarzs
hild, indi
ando que asondas gravita
ionais axiais espalhadas por um gravastar de
aem mais lentamente. Estesresultados nos permitem 
on
luir que gravastares e bura
os negros podem ser dis
ernidos
om base em seu espe
tro de modos quasi-normais.Foram obtidos os modos superiores da perturbação até n = 3, para 
on�gurações nas quaiso de
aimento é mais lento e a 
ontribuição dos modos 
om n > 0 é mais pronun
iada.Estas 
ontribuições aumentam 
om µ e δ 
res
entes.
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Apêndi
e A
A Equação de Perturbação Es
alar paraa Métri
a de Vaidya
As perturbações es
alares em uma métri
a 
onhe
ida seguem a equação de Klein-Gordon,

1√−g
∂

∂xµ

(√
−ggµν ∂Ψ

∂xν

)

= 0 . (A-1)A métri
a de Vaidya em 
oordenadas de 
one de luz tem a forma
gµν =









0 0 0 −f
o r2 0 0
0 0 r2 sin2 θ 0
−f 0 0 0









, (A-2)
om as relações
f(u, v) = 2B(v)

∂r

∂u
, (A-3)

∂r

∂v
= −B(v)

(

1 − 2m(v)

r(u, v)

)

, (A-4)obtidas pelas equações de Einstein. Deste modo, temos
√
−g = fr2 sin θ . (A-5)Es
revendo o 
ampo Ψ(u, v, θ, φ) 
omo

Ψ(u, v, θ, φ) =
ψ(u, v)

r
Yℓm(θ, φ) , (A-6)67



na eq. (A-1), onde Yℓm são os harm�ni
os esféri
os usuais, que satisfazem a equação
[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂φ2
+ ℓ(ℓ+ 1)

]

Yℓm = 0 (A-7)
om m = −ℓ,−(ℓ− 1), . . . , 0, . . . , ℓ− 1, ℓ, obtemos a seguinte equação para ψ(u, v):
∂2ψ

∂u∂v
=

[

−ℓ(ℓ+ 1)

2r2
f +

1

r

∂2r

∂u∂v

]

ψ . (A-8)Utilizando agora as equações (A-3) e (A-4), temos
∂2r

∂u∂v
= −m(v)

r2
f . (A-9)Substituindo (A-9) em (A-8), obtemos �nalmente

∂2ψ

∂u∂v
= −

[

ℓ(ℓ+ 1)

2r2
+
m(v)

r3

]

fψ . (A-10)

68



Apêndi
e B
A Equação de Perturbação Eletromag-néti
a para a Métri
a de Vaidya
As perturbações eletromagnéti
as seguem as equações de Maxwell sem fontes,

∂

∂xν
(√

−gF µν
)

= 0 , (B-1)onde
Fµν =

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

. (B-2)Substituindo nas equações (B-1) e (B-2) o ansatz [20, 21, 22℄
Aµ(u, v, θ, φ) =

∑

ℓm

















0
0

aℓm(u,v)
sin θ

∂Yℓm

∂φ

−aℓm(u, v) sin θ ∂Yℓm

∂θ









+









HℓmYℓm
EℓmYℓm
Kℓm

∂Yℓm

∂θ

Hℓm
∂Yℓm

∂φ

















, (B-3)e tomando a métri
a na forma (A-2), obtemos quatro equações. As equações para xµ = ve xµ = u são, respe
tivamente, (a partir de agora deixamos de indi
ar os índi
es subs
ritos
ℓ e m, por questão de 
onveniên
ia),

∂

∂u

[

r2

f

(

∂E

∂u
− ∂H

∂v

)]

= −ℓ(ℓ+ 1)

(

∂K

∂u
−H

)

, (B-4)
∂

∂v

[

r2

f

(

∂H

∂v
− ∂E

∂u

)]

= −ℓ(ℓ+ 1)

(

∂K

∂v
−E

)

. (B-5)Derivando (B-4) em relação a v e (B-5) em relação a u, somando as duas equações resul-tantes e de�nindo ψ(u, v) 
omo
ψ =

r2

f

(

∂E

∂u
− ∂H

∂v

)

, (B-6)
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Obtemos a equação
∂2ψ

∂u∂v
= −ℓ(ℓ+ 1)

2r2
fψ . (B-7)As equações para xµ = θ e xµ = φ não são linearmente independentes, e podem seres
ritas na forma

(

2
∂2K

∂u∂v
− ∂H

∂v
− ∂E

∂u

)

sin θ
∂Y

∂θ
+ 2im

∂2a

∂u∂v
Y −

−im f

r2
a

[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]

Y = 0 , (B-8)onde, tomando a parte real e a parte imaginária iguais a zero separadamente, e utilizandoa eq. (A-7), obtemos
∂2a

∂u∂v
= −ℓ(ℓ+ 1)

2r2
fa , (B-9)

2
∂2K

∂u∂v
− ∂H

∂v
− ∂E

∂u
= 0 . (B-10)Comparando as equações (B-7) e (B-9), vemos que as funções ψ(u, v) e a(u, v) seguema mesma equação diferen
ial, e da eq. (B-10) vemos que as funções E(u, v), H(u, v) e

K(u, v) não são todas linearmente independentes.
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Apêndi
e C
A Equação de Perturbação Gravita
io-nal Axial para o Gravastar
Para obter a equação para perturbações gravita
ionais axiais, seguimos o tratamentoapresentado em [59℄. A métri
a perturbada é es
rita 
omo

dS2 = −e2νdt2 + e2ψ(dφ− ωdt− q2dr − q3dθ)
2 + e2µ2dr2 + e2µ3dθ2 , (C-1)onde ν, ψ, µ2 e µ3 mantêm seus valores não perturbados,

ν =

∫ r

0

2m(r) + 8πr3pr
r(r − 2m(r))

dr + ν0 , (C-2)
e2ψ = r2 sin2 θ , (C-3)

e−2µ2 = 1 − 2m(r)

r
, (C-4)

e2µ3 = r2 , (C-5)e
m(r) =

∫ r

0

4πρr2dr , (C-6)enquanto ω, q2 e q3, que de�nem a perturbação, são funções de r e t. Convém notar queas 
onvenções utilizadas neste apêndi
e para a forma da métri
a (C-1) são ligeiramentediferentes das adotadas no 
apítulo 4, não afetando, porém o resultado �nal para a equaçãode perturbação. Além disso, adotamos aqui (x0, x1, x2, x3) = (t, φ, r, θ).Como as perturbações axiais não 
ausam movimentos no �uido de que o objeto é 
om-posto, temos que as perturbações em primeira ordem em ω, q2 e q3 são dadas pelas71



equações [58℄
δG12 = δR12 = 0 , (C-7)
δG12 = δR12 = 0 , (C-8)que são es
ritas, respe
tivamente, 
omo

(e3ψ+ν−µ2−µ3Q23),θ + e3ψ−ν−µ2+µ3Q02,0 = 0 , (C-9)
(e3ψ+ν−µ2−µ3Q23),r − e3ψ−ν+µ2−µ3Q03,0 = 0 , (C-10)onde

QAB = qA,B − qB,A e QA0 = qA,0 − ω,A (A = 2, 3) . (C-11)Utilizando a relação
Q20,θ −Q30,r = (q23 − q32),0 = Q23,0 , (C-12)obtemos a partir das equações (C-9) e (C-10) a equação de onda

[e−3ψ+ν−µ2+µ3(e3ψ+ν−µ2−µ3Q23),r],r+[e−3ψ+ν+µ2−µ3(e3ψ+ν−µ2−µ3Q23),θ],θ = Q23,0,0 . (C-13)Fazendo a substituição
e3ψ+ν−µ2−µ3Q23 = X(r)C

−
3

2

ℓ+2(θ) , (C-14)onde Cν
n é a função de Gegenbauer, que satisfaz a equação

[

d

dθ
sin2ν θ

d

dθ
+ n(n+ 2ν) sin2ν θ

]

Cν
n(θ) = 0 , (C-15)e utilizando as equações (C-3) e (C-5), e as equações de 
ampo para a métri
a (C-1) 
omo tensor de energia-momento T µν = diag[−ρ, pr, pt, pt], podemos rees
rever a eq. (C-13)
omo

X,r,r −
e2µ2

r

{

2 + r2

[

4π(ρ− p) − 6m(r)

r3

]}

X,r − e2µ2
µ2

r2
X − e2(µ2−ν)X,0,0 = 0 , (C-16)onde µ2 = 2n = (ℓ− 1)(ℓ+ 2). De�nindo agora a 
oordenada tartaruga

r∗ =

∫ r

0

e−ν+µ2dr , (C-17)e tomando
X = rZ , (C-18)a eq. (C-16) pode ser �nalmente rees
rita 
omo

(

d2

dr∗2
− d2

dt2

)

Z = V Z , (C-19)onde
V =

e2ν

r3
[ℓ(ℓ+ 1)r + 4πr3(ρ− pr) − 6m(r)] . (C-20)
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Apêndi
e D
Códigos dos Programas Utilizados - I
#-------------------------------------------------------------------## Geometria: Vaidya em D dimensoes ## ## Programas gerados: dinami
a, teste_u, horizonte, fftq ## ## Versao: final ##-------------------------------------------------------------------### Shell usada:#SHELL = /bin/t
sh## Compilador#F77 = lf95LINKFLAGS = -OCOMPILEFLAGS = --
hkglobal###################################################################### dinami
a:# Programa prin
ipal#dinami
a_obj = ./dinami
a.o \./a.o \./aa.o \./b.o \./f.o \./fun
d.o \./rtsafe.o \./rkutta.o \./pot2.o \./pot2_el.o \./psin2.o \./psiv0.o \./psiu0.o## dinami
a#dinami
a: ./dinami
a.exe 73



tou
h dinami
a## dinami
a.exe#./dinami
a.exe: $(dinami
a_obj)$(F77) -o $� $^###################################################################### teste_u:# Determina
ao de UM (limite de validade de rtsafe)#teste_u_obj = ./teste_u.o \./rtsafe.o \./a.o \./aa.o \./fun
d.o## teste_u#teste_u: ./teste_u.exetou
h teste_u## teste_u.exe#./teste_u.exe: $(teste_u_obj)$(F77) $(LINKFLAGS) -o $� $^###################################################################### horizonte:# Determina
ao de AA (massa assintoti
a para o hoizonte de eventos)#horizonte_obj = ./horizonte.o \./a.o \./b.o \./vaidya3.o##horizonte#horizonte: ./horizonte.exetou
h horizonte## horizonte.exe#./horizonte.exe: $(horizonte_obj)$(F77) $(LINKFLAGS) -o $� $^###################################################################### fftq:# Fast Fourier Transform 
om pre
isao quadrupla#fftq_obj = ./fftq.o \./four1q.o##fftq#fftq: ./fftq.exetou
h fftq##fftq.exe#./fftq.exe: $(fftq_obj)$(F77) $(LINKFLAGS) -o $� $^####################################################################### Compila
ao padrao#./%.o: %.f$(F77) $(COMPILEFLAGS) -
 -o $� $<
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#####################################################################************************************************************************PROGRAM DINAMICA************************************************************************* DECLARACAO DOS PARAMETROS ** ** NN,HH ESTAO RELACIONADOS COM N,H,IT EM RKUTTA ** (NN-1)*HH = N*H, NN-1 = N/IT, HH = H*IT *************************************************************************IMPLICIT NONE* variaveisREAL*16 U, VINTEGER J, I, K* parametrosREAL*16 V0, U0, UF, HH, HUINTEGER L, NN, NUPARAMETER (NN = 1001, NU = 1001, HH = 0.1q0, L = 3)PARAMETER (UF = 100.0q0, V0 = 0.0q0, U0 = 0.0q0)* vetoresREAL*16 ROLD(NN), RNEW(NN), PSIOLD(NN), PSINEW(NN)* fun
oes e subrotinasREAL*16 A, PSIV0, PSIU0, PSIN2EXTERNAL A, PSIV0, PSIU0, PSIN2, RKUTTA* variaveis 
omunsINTEGER DCOMMON DOPEN(unit=11,FILE="pert.dat",STATUS="UNKNOWN")D = 4U = U0V = V0DO J=1,NNPSIOLD(J) = PSIV0(V)V = V + HHENDDOCALL RKUTTA(ROLD,U,V0,NN)DO I=1,NUHU = HHU = U + HUIF(U.GT.UF) THENDO K=1,NNWRITE(11,'(2(1x,g24.16))')v0 + qfloat(k-1)*hh,+ PSINEW(k)ENDDOSTOPENDIFPSINEW(1) = PSIU0(U)CALL RKUTTA(RNEW,U,V0,NN)V = V0DO J=1,NN-1V = V + HHPSINEW(J+1) = PSIN2(PSINEW(J),PSIOLD(J+1),PSIOLD(J),V,U,+ ROLD(J),RNEW(J),ROLD(J+1),RNEW(J+1),HU,HH,L)ENDDODO K=1,NNROLD(K) = RNEW(K)PSIOLD(K) = PSINEW(K)ENDDOENDDOCLOSE(11)END************************************************************************************************************************************************SUBROUTINE RKUTTA (RR,U,V0,NN)************************************************************************
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IMPLICIT NONE* variaveisINTEGER N, IT, NN, UM, I, II, J, UM2REAL*16 EPS, H, U, V0, V, R, XK1, XK2, XK3, XK4, u_as, PI, r_h* parametrosPARAMETER (EPS = 1.0q-6, H = 0.001q0, UM = 120.0q0)PARAMETER (N = 100000, IT = 100)* vetoresREAL*16 RR(NN)* fun
oesREAL*16 FF, RTSAFE, AAEXTERNAL RTSAFE* variaveis 
omunsINTEGER DCOMMON DV = V0IF(U.LE.UM) THENR = -0.5q0*RTSAFE(U)ELSE* D = 4R = 2.0q0*AA(V)+QEXP(-(0.5q0*U+2.0q0*AA(V))/(2.0q0*AA(V)))* D = 5* u_as = 2.0q0*qsqrt(AA(V))** + (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt(AA(V)))/qsqrt(AA(V)))+1.0q0)/* + (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt(AA(V)))/qsqrt(AA(V)))-1.0q0)* R = -0.5q0*u_as* D = 6* PI = 4.0q0*qatan(1.0q0)* r_h = q
brt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)* u_as = -2.0q0*(r_h +* + qexp(-(0.5q0*U + r_h*(1.0q0 - qlog(3.0q0*r_h**2)/6.0q0* + - PI/(3.0q0*qsqrt(3.0q0))))*3.0q0/r_h))* R = -0.5q0*u_asENDIFRR(1) = RII = 0DO I=1,NII = II + 1XK1 = H*FF(V,R)XK2 = H*FF(V+H/2.0q0,R+XK1/2.0q0)XK3 = H*FF(V+H/2.0q0,R+XK2/2.0q0)XK4 = H*FF(V+H,R+XK3)R = R + XK1/6.0q0 + XK2/3.0q0 + XK3/3.0q0 + XK4/6.0q0V = V + HIF (II.GE.IT) THENII = 0J = I/IT +1RR(J) = RENDIFIF (R.LT.EPS) THENWRITE(*,*)' REACH THE SINGULARITY!!! 'WRITE(*,*)'U = ',U,'R = ',RR(1),'u = ',rtsafe(U)STOPENDIFENDDORETURNEND* REAL*16 FUNCTION FF(V,R)IMPLICIT NONEREAL*16 V, R, B, AINTEGER DCOMMON DFF = -B(V)*(1.0q0-2.0q0*A(V)/(qfloat(D-3)*R**(D-3)))RETURN
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END************************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION B(V)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 VINTEGER DCOMMON DB = -0.5q0RETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION A(V)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 V,RHO,V1,V2,M1,M2,VM,C1,C2,MF,AN,M0,T0INTEGER DCOMMON D* Massa Linear 
om 2 patamares* V1 = 74.5q0* V2 = 75.5q0* M1 = 0.5q0* M2 = 0.35q0* IF(V.LE.V1)THEN* A = M1* ELSE IF(V.GT.V1.AND.V.LT.V2)THEN* A = M1+((M2-M1)/(V2-V1))*(V-V1)* ELSE* A = M2* ENDIF** Tangente Hiperboli
a ** M1 = 0.5q0* M2 = 0.65q0* RHO = 0.8q0* VM = 75.0q0* A = 0.5q0*(M2-M1)*(1.0q0 + QTANH(RHO*(V-VM))) + M1** Raiz Cubi
a + tangente hiperboli
a em n dimensoes *AN = 0.02q0M0 = 1.0q0MF = 0.1q0V1 = 15.0q0T0 = qfloat(D-3)/qfloat(D-1)*(1.0q0/an)*(m0)**(+ float(D-1)/float(D-3))C2 = M0*(1.0q0-v1/t0)**(float(D-3)/float(D-1))-MFrho = qfloat(D-3)/qfloat(D-1)*(m0/C2)*(1.0d0-v1/t0)**+ (-2.0/float(D-1))C1 = MF + C2A = m0*(1.0q0-v/t0)**(float(D-3)/float(D-1))IF(V.GE.V1) THENA = C1 - C2*qtanh(rho*(v-v1)/t0)ENDIFRETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION rtsafe(X)************************************************************************IMPLICIT NONEINTEGER MAXITREAL*16 x1,x2,xa

,X,V,AAEXTERNAL fun
d
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PARAMETER (MAXIT=1000)INTEGER jREAL*16 df,dx,dxold,f,fh,fl,temp,xh,xlINTEGER DCOMMON DV = 0.0q0xa

 = 1.0q-16* D = 4x1 = -2.0q0*(2.0q0*AA(V)+xa

)* D = 5* x1 = -2.0q0*(qsqrt(AA(V))+xa

)* D = 6* x1 = -2.0q0*(q
brt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)+xa

)x2 = -500.0q0
all fun
d(x1,X,fl,df)
all fun
d(x2,X,fh,df)if(fl.eq.0.0q0)thenrtsafe=x1returnelse if(fh.eq.0.0q0)thenrtsafe=x2returnelse if(fl.lt.0.0q0)thenxl=x1xh=x2elsexh=x1xl=x2endifrtsafe=0.5q0*(x1+x2)dxold=qabs(x2-x1)dx=dxold
all fun
d(rtsafe,X,f,df)do 11 j=1,MAXITif(((rtsafe-xh)*df-f)*((rtsafe-xl)*df-f).ge.0.0q0.or.+ qabs(2.0q0*f).gt.qabs(dxold*df) ) thendxold=dxdx=0.5q0*(xh-xl)rtsafe=xl+dxif(xl.eq.rtsafe)returnelsedxold=dxdx=f/dftemp=rtsafertsafe=rtsafe-dxif(temp.eq.rtsafe)returnendifif(qabs(dx).lt.xa

) return
all fun
d(rtsafe,X,f,df)if(f.lt.0.0q0) thenxl=rtsafeelsexh=rtsafeendif11 
ontinuepause 'rtsafe ex
eeding maximum iterations'returnENDC (C) Copr. 1986-92 Numeri
al Re
ipes Software #>,13.************************************************************************************************************************************************SUBROUTINE fun
d(uu,U,f,df)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 V, AA
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REAL*16 uu, U, f, df, r_hINTEGER DCOMMON DV = 0.0q0* D = 4f = 0.5q0*uu - 2.0q0*AA(V)*QLOG(-0.5q0*uu-2.0q0*AA(V)) - 0.5q0*Udf = 0.5q0 - AA(V)/(-0.5q0*uu-2.0q0*AA(V))* D = 5* f = 0.5q0*uu + 0.5q0*qsqrt(AA(V))** + qlog(qabs(qsqrt(AA(V))-0.5q0*uu))-* + 0.5q0*qsqrt(AA(V))*qlog(qabs(qsqrt(AA(V))+0.5q0*uu))* + - 0.5q0*U* df = -uu**2/(8.0q0*AA(V)-2.0q0*uu)* D = 6* r_h = q
brt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)* f = 0.5q0*uu - (r_h/3.0q0)*qlog(-0.5q0*uu-r_h) +* + (r_h/6.0q0)*qlog(0.25q0*uu**2 - 0.5q0*r_h*uu + r_h**2) +* + (r_h/qsqrt(3.0q0))** + qatan((1.0q0 - 0.5q0*uu*q
brt(12.0q0/AA(V)))/qsqrt(3.0q0)) -* + 0.5q0*U* df = 0.5q0 + (r_h/6.0q0)/(-0.5q0*uu - r_h) +* + (r_h/12.0q0)*(uu - r_h)/(uu**2/4.0q0 - 0.5q0*r_h*uu + r_h**2)* + - r_h*q
brt(12.0q0/AA(V))/6.0q0/* + (1.0q0 + ((1.0q0 - 0.5q0*uu*q
brt(12.0q0/AA(V)))* + /qsqrt(3.0q0))**2)END************************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION AA(V)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 VINTEGER DCOMMON D* Massa Linear 
om 2 patamares* M1 = 0.5,M2 = 0.35,V1 = 60,V2 = 90* AA = 0.49999999999999911704617150071849921q0** Tangente Hiperboli
a* M1 = 0.5,M2 = 0.65,RHO = 0.8,VM = 75* AA = 0.50000000000000001196894995610050063q0** Raiz Cubi
a + tangente hiperboli
a em n dimensoes* D=4, AN=0.02,V1=15,MF=0.1AA = 0.92085039416497692419658489598500041q0RETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION PSIU0(U)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 UINTEGER DCOMMON DPSIU0 = 0.0q0RETURNEND**********************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION PSIV0(V)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 V, VC, SIGMAINTEGER D
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COMMON DVC = 10.0q0SIGMA = 1.0q0PSIV0 = QEXP(-(V-VC)**2/(2.0q0*SIGMA**2))RETURNEND**********************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION PSIN2(PSIW,PSIE,PSIS,V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 PSIW, PSIE, PSIS, V, U, R1, R2, R3, R4, HH, HUREAL*16 POT2, POT2_ELINTEGER LINTEGER DCOMMON D* PERTURBACAO ESCALARPSIN2 = PSIW+PSIE-PSIS - HH*HU*POT2(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)+ *(PSIW+PSIE)/8.0q0* PERTURBACAO ELETROMAGNETICA* PSIN2 = PSIW+PSIE-PSIS - HH*HU*POT2_EL(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)* + *(PSIW+PSIE)/8.0q0RETURNEND**********************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION POT2(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 V, U, R1, R2, R3, R4, HU, HH, A, F, AA, R, RU1, RU2INTEGER LINTEGER DCOMMON DRU1 = 0.5q0*(R3 + R1)RU2 = 0.5q0*(R4 + R2)R = 0.5q0*(RU1 + RU2)POT2 = 2.0q0*(QFLOAT(L*(L+D-3))/R**2 ++ QFLOAT((D-2)*(D-4))/(4.0q0*r**2) ++ QFLOAT((D-2)**2)*2.0q0*A(V-HH)/(4.0q0*qfloat(D-3)*R**(D-1)))+ *F(V,RU1,RU2,HU)RETURNEND**********************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION POT2_EL(V,U,R1,R2,R3,R4,HU,HH,L)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 V, U, R1, R2, R3, R4, HU, HH, FREAL*8 RU1, RU2, RINTEGER LINTEGER DCOMMON DRU1 = 0.5q0*(R3 + R1)RU2 = 0.5q0*(R4 + R2)R = 0.5q0*(RU1 + RU2)POT2_EL = 2.0q0*(QFLOAT(L*(L+1))/R**2)+ *F(V,RU1,RU2,HU)RETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*16 FUNCTION F (V,R1,R2,HU)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 B, V, DER, R1, R2, HU
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INTEGER DCOMMON DF = 2.0q0*B(V)*DER(R1,R2,HU)RETURNEND* REAL*16 FUNCTION DER(R1,R2,HU)IMPLICIT NONEREAL*16 R1, R2, HUINTEGER DCOMMON DDER = (R2-R1)/HURETURNEND************************************************************************************************************************************************PROGRAM TESTE_u************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 U, uu, UI, UF, RTSAFE,V,AA,u_as, r_h, PIINTEGER IINTEGER NPONTOS, DCOMMON DD = 6V = 1.0q0UI = -100.0q0UF = 100.0q0NPONTOS = 1000OPEN(unit=1,FILE="teste_u.dat",STATUS="UNKNOWN")* DO I=1,NPONTOSU = UI + (UF-UI)*QFLOAT(I-1)/QFLOAT(NPONTOS-1)uu = RTSAFE(U)* D = 4* u_as = -4.0q0*AA(V)-2.0q0*QEXP(-(0.5q0*U+2.0q0*AA(V))/* + (2.0q0*AA(V)))* D = 5* u_as = 2.0q0*qsqrt(AA(V))** + (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt(AA(V)))/qsqrt(AA(V)))+1.0q0)/* + (qexp(-(U+2.0q0*qsqrt(AA(V)))/qsqrt(AA(V)))-1.0q0)* D = 6PI = 4.0q0*qatan(1.0q0)r_h = q
brt(2.0q0*AA(V)/3.0q0)u_as = -2.0q0*(r_h ++ qexp(-(0.5q0*U + r_h*(1.0q0 - qlog(3.0q0*r_h**2)/6.0q0+ - PI/(3.0q0*qsqrt(3.0q0))))*3.0q0/r_h))WRITE(1,*) U, uu, u_asENDDOCLOSE(1)END************************************************************************************************************************************************PROGRAM HORIZONTE************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 A,AA,RH,RINTEGER 
ontrol,N,I,JINTEGER DCOMMON DPARAMETER(N = 30)EXTERNAL VAIDYA3OPEN(unit=1,FILE="horizonte.dat",STATUS="UNKNOWN")D = 6R = 0.8q0RH = RWRITE(1,*)RH
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CALL VAIDYA3(R,
ontrol)DO I=1,NDO J=1,10CALL VAIDYA3(R,
ontrol)IF(
ontrol.EQ.1)THENRH = RH + 0.9q0*10.0q0**(-I)WRITE(1,*)RH,
ontrol,J,IGOTO 20ELSERH = RH - 10.0q0**(-I)WRITE(1,*)RH,
ontrol,J,IENDIFR = RHENDDO20 R = RHENDDOIF(
ontrol.EQ.1)THENRH = RH + 10.0q0**(-I)WRITE(1,*)RHENDIFAA = 0.5q0*qfloat(D-3)*RH**(D-3)WRITE(1,*)AACLOSE(1)END************************************************************************************************************************************************Subroutine VAIDYA3(R,
ontrol)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*16 H,V,R,XK1,XK2,XK3,XK4,EPS,F,B,AREAL*16 M2, MF, M0INTEGER IT, I, II, N, 
ontrolPARAMETER (EPS=5.0q-6)parameter (H = 0.001q0,N = 250000,IT = 100)INTEGER DCOMMON Dopen(unit=2,FILE="vaidya3.dat",STATUS="UNKNOWN")V = 0.0q0
ontrol = 0* M2 = 0.35q0MF = 0.1q0M0 = 1.0q0WRITE(2,*)V,RII = 0DO I=1,NII = II + 1XK1 = H*F(V ,R )XK2 = H*F(V+H/2.0q0,R+XK1/2.0q0)XK3 = H*F(V+H/2.0q0,R+XK2/2.0q0)XK4 = H*F(V+H ,R+XK3 )R = R + XK1/6.0q0 + XK2/3.0q0 + XK3/3.0q0 + XK4/6.0q0V = V + HIF (II.GE.IT) THENII = 0WRITE(2,*)V,RENDIF* IF (R.LT.EPS) THEN* IF (R.LT.2.0q0*M2) THENIF (R.LT.2.0q0*MF) THENIF (II.NE.0) WRITE(2,*)V,RCLOSE(2)
ontrol = 1returnENDIFIF (R.GT.2.5q0*M0) THEN
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IF (II.NE.0) WRITE(2,*)V,RCLOSE(2)returnENDIFENDDOCLOSE(2)RETURNEND* REAL*16 FUNCTION F(V,R)IMPLICIT NONEREAL*16 V,R,B,AINTEGER DCOMMON DF = -B(V)*(1.0q0-2.0q0*A(V)/(qfloat(D-3)*R**(D-3)))RETURNEND************************************************************************************************************************************************Program FFTQ************************************************************************* Importante: Verifi
ar nn e h ! nn deve ser poten
ia de 2IMPLICIT NONEINTEGER isign,nn,nPARAMETER (nn = 1024, isign = 1)REAL*16 data(2*nn),h,t,fINTEGER iEXTERNAL FOUR1QOPEN(unit=1,FILE="transformada.dat",STATUS="UNKNOWN")OPEN(unit=7,FILE="espe
tro.dat",STATUS="UNKNOWN")OPEN(unit=8,FILE="pert.dat",STATUS="UNKNOWN")n = 2*nnt = 0.0q0h = 0.1q010 format(27x,g24.16)do i=1,n,2read(8,10)data(i)data(i+1) = 0.0t = t + henddo
all four1q(data,nn,isign)do i=1,n,2if(i.LE.nn+1)thenf = (real(i)-1.0q0)/(2.0q0*real(nn)*h)elseif(i.GT.nn+1)thenf = -(real(nn)/2.0q0-(real(i)-(real(nn)+1.0q0))/2.0q0)+ /(real(nn)*h)endifWRITE(1,'(6(1x,g24.16))')(i-1)/2,f,h*data(i),h*data(i+1),+ sqrt((h*data(i))**2+(h*data(i+1))**2),+ atan(data(i+1)/data(i))WRITE(7,'(2(1x,g24.16))')f,(h*data(i))**2+(h*data(i+1))**2enddoCLOSE(1)CLOSE(7)CLOSE(8)END************************************************************************************************************************************************SUBROUTINE four1q(data,nn,isign)************************************************************************INTEGER isign,nnREAL*16 data(2*nn)INTEGER i,istep,j,m,mmax,nREAL*16 tempi,tempr
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REAL*16 theta,wi,wpi,wpr,wr,wtemp,pipi = 4.0q0*qatan(1.0q0)n=2*nnj=1do 11 i=1,n,2if(j.gt.i)thentempr=data(j)tempi=data(j+1)data(j)=data(i)data(j+1)=data(i+1)data(i)=temprdata(i+1)=tempiendifm=n/21 if ((m.ge.2).and.(j.gt.m)) thenj=j-mm=m/2goto 1endifj=j+m11 
ontinuemmax=22 if (n.gt.mmax) thenistep=2*mmaxtheta=2.0q0*pi/(isign*mmax)wpr=-2.q0*qsin(0.5q0*theta)**2wpi=qsin(theta)wr=1.q0wi=0.q0do 13 m=1,mmax,2do 12 i=m,n,istepj=i+mmaxtempr=wr*data(j)-wi*data(j+1)tempi=wr*data(j+1)+wi*data(j)data(j)=data(i)-temprdata(j+1)=data(i+1)-tempidata(i)=data(i)+temprdata(i+1)=data(i+1)+tempi12 
ontinuewtemp=wrwr=wr*wpr-wi*wpi+wrwi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi13 
ontinuemmax=istepgoto 2endifreturnENDC (C) Copr. 1986-92 Numeri
al Re
ipes Software #>,13.************************************************************************
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Apêndi
e E
Códigos dos Programas Utilizados - II
#-------------------------------------------------------------------## Geometria: Gravastar ## Programas gerados: dinami
a ## Versao: totalmente numeri
a ##-------------------------------------------------------------------### Shell usada:#SHELL = /bin/t
sh## Compilador#F77 = gfortran-4.0 -Wall -g###################################################################### dinami
a:# Programa prin
ipal#dinami
a_obj = ./dinami
a.o \./psiv0.o \./psiu0.o \./psin.o \./find_x.o \./g.o \./f_r.o \./f_t.o \./h.o \./m.o \./rho.o \./p_r.o \./pot_int.o \./rkutta.o \./rkutta2.o \./novo_xr.o \./f_t2.o## dinami
a#dinami
a: ./dinami
a.exe 85



tou
h dinami
a## dinami
a.exe#./dinami
a.exe: $(dinami
a_obj)$(F77) -o $� $^####################################################################### Compila
ao padrao#./%.o: %.f$(F77) -
 -o $� $<#####################################################################************************************************************************PROGRAM DINAMICA************************************************************************IMPLICIT NONE* variaveis usadas no programaREAL*8 v, u, t, gama_r2INTEGER i, j, k* parametros usados no programaREAL*8 v0, u0, hv, hu, ri, rfINTEGER nv, nu, L, npPARAMETER(v0 = 0.1d0, u0 = 0.0d0, hv = 0.1d0, hu = 0.1d0)PARAMETER(ri = 0.0d0, rf = 500.0d0, np = 5001)PARAMETER(nv = 10001, nu =10001, L = 2)* vetores usados no programaREAL*8 psiold(nv), psinew(nv), ve
_r(np), ve
_x(np), ve
_gama(np)REAL*8 novo_r(nv), novo_x(nv), novo_gama(nv), novo_pot(nv)* fun
oes utilizadas pelo programaREAL*8 psiv0, psiu0, psin, find_x, find_x2, h, gEXTERNAL psiv0, psiu0, psin, find_x, find_x2, h, g* subrotinas utilizadas pelo programaEXTERNAL xr, rkutta, rkutta2, novo_xr* variaveis 
omunsREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfapi = 4.0d0*datan(1.0d0)m_s = 1.0d0r1 = 1.95d0r2 = 2.1d0alfa = 2.2135d0rho0 =m_s*(r2-r1)**3/(4.0d0*pi*((r2**6-r1**6)/3.0d0-3.0d0*(r2+r1)*+ (r2**5-r1**5)/5.0d0+3.0d0*r1*r2*(r2**4-r1**4)/2.0d0++ (r2**3-3.0d0*r1*r2**2)*(r2**3-r1**3)/3.0d0++ r1**3*(r2-r1)**3/3.0d0))a = 2.0d0*rho0/(r2-r1)**3b = -3.0d0*rho0*(r2+r1)/(r2-r1)**3
 = 6.0d0*rho0*r1*r2/(r2-r1)**3d = rho0*(r2**3-3.0d0*r1*r2**2)/(r2-r1)**3open(unit=1,file="estrela.dat",status="unknown")* Condi
oes ini
iaisu = u0do i=1,nv-1v = v0 + dfloat(i-1)*hvpsiold(i) = psiv0(v)enddo* Gera vetor ve
_gama 
om rkutta
all rkutta(ve
_gama,ve
_r,np,h)* Gera vetor ve
_x 
om rkutta2
all rkutta2(ve
_gama,ve
_x,ve
_r,np,g)* Gera novo_x e novo_r
all novo_xr(u0,v0,hu,hv,nv,np,ve
_r,ve
_x,novo_r,novo_x)* Gera novo_gama
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all novo_xr(u0,v0,hu,hv,nv,np,ve
_gama,ve
_x,novo_gama,novo_x)gama_r2 = find_x(r2,np,ve
_gama,ve
_r)* Gera novo_potdo i=1,nvnovo_pot(i) = pot_int(novo_r(i),L,novo_gama(i),gama_r2)enddo* Evolui a perturba
aodo i=1,nu-2u = u0 + dfloat(i)*hupsinew(1) = psiu0(u)do j=1,nv-i-1v = v0 + dfloat(i+j)*hvt = 0.5d0*(v+u)psinew(j+1)=+ psin(psinew(j),psiold(j+2),psiold(j+1),hv,hu,+ novo_pot(j))if(novo_x(j).ge.10.0d0-hu/4.0d0.and.+ novo_x(j).le.10.0d0+hu/8.0d0)thenwrite(1,*)t, psinew(j+1)endifenddodo k=1,nvpsiold(k) = psinew(k)enddoenddo
lose(1)END************************************************************************************************************************************************SUBROUTINE RKUTTA (Y,XT,NN,F_RK)************************************************************************IMPLICIT NONEINTEGER nn, i, ii, jREAL*8 x0, x, y0, xk1, xk2, xk3, xk4INTEGER n, itREAL*8 h_rkPARAMETER (n = 50000, it = 10, h_rk = 0.01d0)REAL*8 y(nn),xt(nn)REAL*8 f_rkEXTERNAL f_rkREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfax0 = 0.0d0y0 = 0.0d0x = x0y(1) = y0xt(1) = x0ii = 0do i=1,nii = ii + 1xk1 = h_rk*f_rk(x)xk2 = h_rk*f_rk(x+h_rk/2.0d0)xk3 = h_rk*f_rk(x+h_rk/2.0d0)xk4 = h_rk*f_rk(x+h_rk)y0 = y0 + xk1/6.0d0 + xk2/3.0d0 + xk3/3.0d0 + xk4/6.0d0x = x + h_rkif (ii.ge.it) thenii = 0j = i/it +1y(j) = y0xt(j) = xendifenddoxt(nn) = h_rk*nRETURN
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END************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION H(R)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 rREAL*8 p_r, m, rhoEXTERNAL p_r, m, rhoREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(0.0d0.eq.r)thenh = 0.0d0elseh = 2.0d0*(m(r)+4.0d0*pi*p_r(r)*r**3)/(r*(r-2.0d0*m(r)))endifRETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION RHO(R)************************************************************************IMPLICIT NONE* variaveis usadas no programaREAL*8 r* variaveis 
omunsREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(0.0d0.le.r.and.r.le.r1)thenrho = rho0elseif(r1.lt.r.and.r.lt.r2)thenrho = a*r**3+b*r**2+
*r+delseif(r2.le.r)thenrho = 0.0d0endifRETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION M(R)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 rREAL*8 rhoREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(0.0d0.le.r.and.r.le.r1)thenm = 4.0d0*pi*rho0*r**3/3.0d0elseif(r1.lt.r.and.r.lt.r2)thenm = 4.0d0*pi*((a*r**6/6.0d0+b*r**5/5.0d0+
*r**4/4.0d0++ d*r**3/3.0d0)-(a*r1**6/6.0d0+b*r1**5/5.0d0+
*r1**4/4.0d0++ (d-rho0)*r1**3/3.0d0))elseif(r2.le.r)thenm = 4.0d0*pi*((a*r2**6/6.0d0+b*r2**5/5.0d0+
*r2**4/4.0d0++ d*r2**3/3.0d0)-(a*r1**6/6.0d0+b*r1**5/5.0d0+
*r1**4/4.0d0++ (d-rho0)*r1**3/3.0d0))endifRETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION P_R(R)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 r
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REAL*8 rho, yEXTERNAL rho, yREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfap_r = (alfa-(alfa+1.0d0)*(rho(r)/rho0)**2)*rho(r)**2/rho0RETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION P_T(R)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 rREAL*8 rho, m, p_r, dp_rdr, f_rREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(0.eq.r)thenp_t = -rho0elsep_t = 0.5d0*r*(dp_rdr(r)+(rho(r)+p_r(r))*+ (m(r)+4.0d0*pi*p_r(r)*r**3)/(r**2*f_r(r)))+p_r(r)endifRETURNEND************************************************************************************************************************************************SUBROUTINE RKUTTA2 (GT,Y,XT,NN,G)************************************************************************IMPLICIT NONEINTEGER nn, i, ii, jREAL*8 x0, x, y0, xk1, xk2, xk3, xk4INTEGER n, itREAL*8 h_rkPARAMETER (n = 50000, it = 10, h_rk = 0.01d0)REAL*8 gt(nn), y(nn),xt(nn)REAL*8 gEXTERNAL gREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfax0 = 0.0d0y0 = 0.0d0x = x0y(1) = y0xt(1) = x0ii = 0do i=1,nii = ii + 1xk1 = h_rk*g(x,gt,xt,nn)xk2 = h_rk*g(x+h_rk/2.0d0,gt,xt,nn)xk3 = h_rk*g(x+h_rk/2.0d0,gt,xt,nn)xk4 = h_rk*g(x+h_rk,gt,xt,nn)y0 = y0 + xk1/6.0d0 + xk2/3.0d0 + xk3/3.0d0 + xk4/6.0d0x = x + h_rkif (ii.ge.it) thenii = 0j = i/it +1y(j) = y0xt(j) = xendifenddoxt(nn) = h_rk*nRETURNEND************************************************************************************************************************************************
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REAL*8 FUNCTION G(r,ve
_gama,ve
_r,np)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 rINTEGER npREAL*8 ve
_gama(np), ve
_r(np)REAL*8 f_r, f_tEXTERNAL f_r, f_tREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfag = 1.0d0/dsqrt(f_r(r)*f_t(r,ve
_gama,ve
_r,np))RETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION F_R(R)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 rREAL*8 mEXTERNAL mREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(r.eq.0.0d0)thenf_r = 1.0d0elsef_r = 1.0d0-2.0d0*m(r)/rendifRETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION F_T(r,ve
_gama,ve
_r,np)************************************************************************IMPLICIT NONEINTEGER npREAL*8 r, gama_r, gama_r2REAL*8 ve
_gama(np), ve
_r(np)REAL*8 m, find_xEXTERNAL m, find_xREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfagama_r = find_x(r,np,ve
_gama,ve
_r)gama_r2 = find_x(r2,np,ve
_gama,ve
_r)if(r.le.r2)thenf_t = dexp(gama_r)*(1.0d0-2.0d0*m(r2)/r2)*dexp(-gama_r2)elseif(r.gt.r2)thenf_t = 1.0d0-2.0d0*m(r2)/rendifRETURNEND************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION FIND_X(XP,NPONTOS,VEC_R,VEC_X)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 xpINTEGER npontos, i, jREAL*8 ve
_r(npontos), ve
_x(npontos)REAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(xp.gt.ve
_x(npontos))thenwrite(*,*)'xp = ',xp,' maior do que ve
_x(npontos)= ',+ ve
_x(npontos)find_x = ve
_r(npontos)
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returnendifif(xp.lt.ve
_x(1))thenwrite(*,*)'xp = ',xp,' menor do que ve
_x(1) = ',ve
_x(1)find_x = ve
_r(1)returnendifdo i=1,npontosif(ve
_x(i).eq.xp)thenfind_x = ve
_r(i)returnelseif(ve
_x(i).lt.xp.and.ve
_x(i+1).gt.xp)thenj = igoto 10endifenddo10 find_x = (ve
_r(j+1)-ve
_r(j))*(xp-ve
_x(j))/(ve
_x(j+1)-ve
_x(j))+ +ve
_r(j)RETURNEND************************************************************************************************************************************************SUBROUTINE NOVO_XR(u0,v0,hu,hv,nv,np,ve
_r,ve
_x,novo_r,novo_x)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 u0,v0,hu,hv,u,vINTEGER i, j, nv, npREAL*8 ve
_r(np), ve
_x(np), novo_r(nv), novo_x(nv)REAL*8 find_xEXTERNAL find_xREAL*8 r1
ommon r1i = 1u = u0 + dfloat(i)*hudo j=1, nv-i-1v = v0 + dfloat(i+j)*hvnovo_x(j) = 0.5d0*(v-u)novo_r(j) = find_x(novo_x(j),np,ve
_r,ve
_x)enddoRETURNEND***********************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION PSIU0(u)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 uREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfapsiu0 = 0.0d0RETURNEND***********************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION PSIV0(v)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 v, v
, sigmaREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfav
 = 10.0d0sigma = 1.0d0psiv0 = dexp(-(v-v
)**2/(2.0d0*sigma**2))RETURNEND
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************************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION POT_INT(R,L,gama_r,gama_r2)************************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 r, gama_r, gama_r2INTEGER L, npREAL*8 rho, p_r, m, f_t2EXTERNAL rho, p_r, m, f_t2REAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfapot_int = f_t2(r,gama_r,gama_r2)*(dfloat(L*(L+1))*r++ 4.0d0*pi*r**3*(rho(r)-p_r(r))-6.0d0*m(r))/r**3RETURNEND***********************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION F_T2(r,gama_r,gama_r2)************************************************************************IMPLICIT NONEINTEGER npREAL*8 r, gama_r, gama_r2REAL*8 mEXTERNAL mREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfaif(r.le.r2)thenf_t2 = dexp(gama_r)*(1.0d0-2.0d0*m(r2)/r2)*dexp(-gama_r2)elseif(r.gt.r2)thenf_t2 = 1.0d0-2.0d0*m(r2)/rendifRETURNEND**********************************************************************************************************************************************REAL*8 FUNCTION PSIN(PSIW,PSIE,PSIS,HV,HU,POT)***********************************************************************IMPLICIT NONEREAL*8 psiw, psie, psis, hv, hu, pot, fa
torINTEGER L,npREAL*8 pot_intEXTERNAL pot_intREAL*8 pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfa
ommon pi, m_s, r1, r2, rho0, a, b, 
, d, alfafa
tor = hv*hu*pot/16.0d0psin = (psiw+psie)*(1.0d0-fa
tor)/(1.0d0+fa
tor)-psisRETURNEND***********************************************************************
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