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85 4.3 Previsões Teóricas II: Ruído Quântico 

processo seja a origem de uma possível correlação entre os feixes sonda e de 
bombeio. 

Introduzindo a função de correlação (JJ?;s 0(0) JY;s ,+.(0'») e utilizando 
, , 'f' 

um procedimento análogo ao empregado na derivação das relações (4.158) 
e (4.159), encontramos a seguinte função que determina a covariância dos 
campos 

Ví2S(0, O, <fo) = {(I (0)(2 ( -0)[8(0)]9,11 - i(I(~2 [8(0)]9,5 

+i(2(-O)gl [8(0)h,11 + ~[8(0)h,5}e-i(O-tP) + 
1'1 1'11'2 

.(1(0)92[ ] .(2(-0)91[ ][]+{(1 (0)(2(-O) 8(0) 10,12 + 1, fi. 8(0) 10,6 1, fi 8(0) 4,12 + 

+ glg2 [8(0)]4,6}e i (O-tP) + 
';1'11'2 

+{ (1 (0)(2 ( -0)[8(0)]9,12 + i (1j,?!2 [8(0)]9,6 + i(2C)i9l [8(0)h,12 ­

glg2 [8(0)h,6}e-i(8+tP) + 
';1'11'2 

.(1(0)92[ ()] .(2(-0)gl [ ( )]{) [ (] - 1, J:=Y;; 8 O 10,5 - 1, fi 8 O 4,11­(1 (O (2(-0) 8 O) 10,11 

glg2 [8(0)]4,5}ei(8+tP) , 
1'11'2 

(4.160) 

e que permite calcular o coeficiente que define o grau de correlação entre os 
feixes sonda e de bombeio 

Ví2S(0, O, <fo) 
(4.161)

Ce,tP(O) =VVís(O, O)1;2s(O, <fo) I 

cujos valores estão limitados ao intervalo [-lj 1]. 
Finalmente, os primeiros resultados da formulação teórica das flutuações 

quânticas dos campos são apresentados na Fig. 4.13, que mostra a dependência 
do ruído dos feixes sonda e de bombeio com a dessintonia do sonda JL21 cal­
culada a partir das Eqs.( 4.158) e (4.159). 

Para obter o resultado apresentado na Fig. 4.13, foram empregados os va­
lores dos parâmetrosll que aparecem na Tab. 4.1 e as intensidades dos feixes 

llSerão utilizados os mesmos valores nos restantes resultados teóricos que serão apre­
sentados. 
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Figura 4.13: Flutuações quânticas da quadratura da amplitude dos feixes 
sonda V2s(O, <p = O) e de bombeio Vis(O, e= O) na condição de transparência 
mostrada na Fig. 4.12(a), para uma freqüência de análise ° = r /6 = 
6,28 M H z. o ruído foi normalizado ao shot noise (O dE). 

sonda e de bombeio, considerados inicialmente em estado coerente, foram 
tomadas iguais a 2,80 mW/cm2 (a2 = 240) e3,89x10-1 mW/cm2 (aI 89), 
respectivamente. 

O primeiro fato interessante que pode ser constatado a partir da Fig. 4.13 
é a existência de excesso de ruído em ambos feixes para uma dessintonia 
nula do sonda e um comportamento que corresponde a um estado coerente 
para ÓL2 O. Para dessintonias do sonda muito diferentes de zero o com­
portamento das flutuações é um tanto, digamos, "evidente" pois, quando a 
freqüência do feixe (sonda ou bombeio) é diferente da freqüência da transição 
atômica à qual ele está acoplado, o meio atômico não absorve sua energia 
(os fótons), ou em outras palavras, os átomos não interagem com o feixe e, 
por conseguinte, tanto a intensidade média do feixe como suas propriedades 
estatísticas permanecem inalteradas. 

Quando a dessintonia ÓL2 é próxima de zero, existe uma absorção não 
nula dos feixes, o que pode ser comprovado a partir das curvas da suscepti­
bilidade apresentadas anteriormente. No entanto, por causa dessa absorção 
diferente de zero, há uma probabilidade não nula de encontrar o átomo no 
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I 

estado excitado e, portanto, existe também uma possibilidade concreta de 
emissão espontânea por parte do meio atômico. Sendo a emissão espontânea 
um processo completamente aleatório, a intensidade do feixe é alterada de 
maneira aleatória, dando origem a uma estatística poissoniana da distribuição 
do número de fótons, que manifesta-se através de uma variância da quadra­
tura da amplitude igual à unidade (O dE). 

Já o excesso de ruído observado da quadratura amplitude é algo real­
mente menos evidente pela seguinte razão. Thdo bem que na condição de 
transparência induzida a estatística dos feixes seja alterada, afinal esse es­
tado corresponde a uma situação de equilíbrio dinâmico, mantido pela troca 
de fótons entre os feixes sonda e de bombeio. Mesmo assim, se essa troca 
de fótons se realizasse de forma aleatória, a intensidade dos feixes variaria 
também de forma aleatória, e por conseguinte, não seria possível observar 
o excesso de ruído mostrado na Fig. 4.13 para 8L2 = O ! Isto indica que o 
processo de troca de fótons entre os campos é de uma natureza complexa, 
onde os átomos participam de maneira ativa distribuindo os fótons entre os 
feixes de forma coerente e até criando uma possível correlação entre eles, in­
existente antes da interação com o meio atômico, pois cada feixe possui sua 
própria fonte. 

De fato, a única forma em que as intensidades médias dos feixes sonda e 
de bombeio, na condição de transparência induzida, permanecem inalteradas 
é considerando que, ao mesmo tempo (em média) que um átomo participa de 
um processo Raman no qual um fóton é transferido do sonda para o bombeio, 
existe outro átomo que realiza o processo contrário, isto é, transfere um fóton 
do bombeio para o feixe sonda, via outra transição Raman. Essa imagem 
física indica que o meio atômico age como um correlacionador para os feixes 
sonda e de bombeio, na situação em que existe uma transparência induzida 
no meio, e a Fig. 4.14 mostra esse papel dos átomos. 

Na Fig. 4.14 observamos uma correlação discreta entre os feixes, que deve­
se à diferença entre os valores das intensidades dos mesmos, 2,80 mW/ cm2 

para o sonda, e 3,89 x 10-1 mW/cm2 para o bombeio. Outro detalhe im­
portante a ressaltar é que, para a dessintonia do sonda 8 L2 diferente de zero, 
a correlação é completamente nula, os feixes são totalmente independentes 
fora da condição de transparência. 

Comportamento biestável do campo de bombeio 

Para tentar entender melhor o comportamento das flutuações dos campos, 
analisemos por exemplo a curva de biestabilidade do feixe de bombeio, apre­
sentada na Fig. 4.15. 

Na Fig. 4.15, o círculo inferior sinaliza o valor do bombeio (aI = 89) cor­
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Figura 4.14: Correlação entre as quadraturas da amplitude dos feixes sonda 
e de bombeio Co=o,~=o(n = r /6), correspondente à situação mostrada na 
Fig.4.13. 

respondente à intensidade utilizada para obter as curvas das Figs. 4.13 e 4.14. 
Como pode ser apreciado na Fig. 4.15, esse valor da amplitude do campo de 
bombeio encontra-se em uma das fronteiras da região de biestabilidade do 
campo, o que significa que, para o valor da intensidade da fonte do bombeio 
existem dois possíveis valores da intensidade do campo em interação com os 
átomos. 

A fonte do bombeio emite um feixe de intensidade única, no entanto, 
após a interação com o meio atômico, é possível detectar dois valores para 
a intensidade do bombeio, na região de biestabilidade, que correspondem à 
solução da equação do valor médio (4.124), onde vemos que os átomos através 
da polarização SI, também agem como fonte para o valor médio da amplitude 
aI no estado estacionário. 

Se a existência dessas duas soluções, cuja diferença em amplitude é apro­
ximadamente igual a 120, está relacionada com o excesso de ruído observado, 
então, seria possível amplificar esse efeito incrementando a diferença entre os 
dois possíveis valores da amplitude aI- Na Fig. 4.16 é mostrada a curva de 
biestabilidade do bombeio para uma intensidade maior da fonte, correspon­
dente à curva de absorção da Fig. 4.12(b). 

Do ponto de vista da localização das possíveis soluções para a ampli­
tude média do bombeio aI, a Fig. 4.16 corresponde a uma situação similar 

http:Fig.4.13
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Figura 4.15: Curva de biestabilidade do bombeio para uma intensidade fixa 
do sonda: 2,80 mW/cm2 (a2 = 240). Os círculos apontam os dois possíveis 
valores de aI correspondentes a uma dada intensidade da fonte do bombeio. 

à apresentada na Fig. 4.15. O círculo inferior assinala a solução empregada 
na obtenção da Fig. 4.12(b), aI = 447, equivalente a uma intensidade do 
bombeio 11 = 9,73 mW/cm2 . Agora a diferença entre os dois valores que 
pode tomar a amplitude do bombeio é aproximadamente igual a 550, prati­
camente 5 vezes a diferença mostrada na Fig. 4.15. 

Voltemos agora para as flutuações dos campos. Na Fig. 4.17 são apre­
sentadas as curvas do ruído quântico da quadratura da amplitude dos feixes 
sonda e de bombeio, assim como também a respectiva correlação, para as 
intensidades do sonda e do bombeio iguais a 2,80 mW/cm2 (a2 = 240) e 9,73 
mW/cm2 (aI = 447), respectivamente. 

Diferentemente das Figs. 4.13 e 4.14, o excesso de ruído do feixe de 
bombeio passou de aproximadamente 0,18 dE para 3,4 dE, e a correlação de 
um valor discreto de 0,09 (9 %), incrementou-se até 0,35 (35 %). 

Tudo parece indicar que, em determinadas condições, o regime biestável é 
a causa do excesso de ruído da quadratura amplitude observado nas Figs. 4.13 
e 4.17, o que é verdade a menos de um pequeno detalhe: a biestabilidade é 
uma conseqüência da coerência 812 entre os estados fundamentais atômicos 
e, por conseguinte, é essa última a grande responsável pelo comportamento 
das flutuações dos campos, e da correlação entre eles. 

Os primeiros trabalhos teóricos direcionados ao estudo das flutuações dos 
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Figura 4.16: Curva de biestabilidade do bombeio para uma intensidade maior 
da fonte. Intensidade do sonda: 2,80 mW/cm2 (a2 = 240). Novamente, os 
círculos apontam os dois possíveis valores da amplitude média do bombeio 
aI· 

campos foram realizados por Agarwal [39] e Jain [40]. Agarwal investigou 
as propriedades estatísticas de dois campos quantizados, gerados por átomos 
de três níveis na configuração A, na situação de aprisionamento coerente de 
população. Jain estendeu o trabalho de Agarwal e encontrou uma correlação 
no excesso de ruído dos campos. 

Apesar de prever a existência de uma estatística de fótons acoplada entre 
os campos quantizados, o trabalho de Agarwal apresenta alguns problemas. 
Em primeiro lugar, existem 4 campos envolvidos no tratamento: dois campos 
clássicos e dois campos quantizados. Ele considera que os campos clássicos 
(campos de flutuação nula) são os responsáveis pelo estado estacionário que 
corresponde à situação de aprisionamento coerente de população. Essa con­
sideração está errada, pois as flutuações dos campos que criam a coerência 
no meio atômico são modificadas porque o estado estacionário é um estado 
de equilíbrio dinâmico, no qual existe uma troca constante de fótons entre 
os campos. 

Em segundo lugar, os campos tratados quanticamente são considerados 
independentes dos campos clássicos, e afirma-se que a estatística dos mesmos 
só é alterada quando as dessintonias desses campos quantizados são iguais, 
mesmo sendo diferentes de zero. Essa afirmação não é totalmente certa já que 
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Figura 4.17: Flutuações quânticas e correlação das quadraturas da ampli­
tude. Intensidade do sonda: 2,80 mW/cm2 , intensidade do bombeio: 9,73 
mW/cm2 

• n = r /6. 

o efeito coerente que existe no meio atômico manifesta-se unicamente quando 
a dessintonia Raman ÓR é nula. Fora da ressonância, os campos devem ter 
uma distribuição poissoniana do número de fótons, causada pela absorção do 
meio atômico, que também destroi qualquer correlação de intensidade que 
possa existir em outras condições. 

Para finalizar a seção, a Fig. 4.18 mostra a dependência da correlação 
e das flutuações quânticas da quadratura amplitude dos feixes sonda e de 
bombeio com a intensidade deste último, para ÓL2 O. Como pode ser 
observado nesta figura, à medida que aumenta a intensidade do bombeio o 
ruído de cada um dos feixes aumenta, o que pode ser explicado a partir da 
curva de biestabilidade da cada campo como foi feito anteriormente12 • 

Contudo, as flutuações do feixe sonda aumentam até um determinado 
valor e logo começam a diminuir. Esse comportamento pode ser explicado 
lembrando que o incremento da intensidade do bombeio provoca a separação 
dos picos de absorção do sonda, conduzindo à formação do dubleto Autler­
Townes. Nessa situação, quando os picos estão bem separados, a freqüência 

120 regime biestá.vel será. estudado profundamente na tese de J. G. Aguirre. 
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Figura 4.18: Ruído e correlação das quadraturas da amplitude do sonda 
(círculo aberto) e do bombeio (quadrado aberto) versus intensidade do 
bombeio para uma dessintonia nula do sonda 8L2 = O e freqüência de análise 
n r /6. (Linhas sólidas utilizadas para mostrar o comportamento.) 

de absorção do sonda não corresponde mais ao valor 8 L2 O e, por con­
seguinte, a estatística do sonda após atravessar o meio atômico, deve coincidir 
com a estatística que ele tinha antes de interagir com os átomos, no caso, 
a variância correspondente a um estado coerente. Por essa mesma razão, 
o ruído do feixe de bombeio experimenta uma saturação, a partir da qual 
começa a diminuir conforme a intensidade do bombeio é incrementada. 

No que se refere à correlação entre as quadraturas da amplitude dos feixe, 
ela aumenta até que o valor da intensidade do bombeio coincide com o valor 
da intensidade do sonda, situação na qual ela é máxima. Um incremento 
posterior da intensidade do bombeio e, portanto, um aumento da diferença 
entre esta e a intensidade do sonda, leva a uma diminuição da correlação 
entre os campos. 

4.3.4 Correlação entre os feixes sonda e de bombeio 

Tendo mostrado que existe correlação entre as quadraturas da amplitude dos 
feixes sonda e de bombeio na condição de transparência 8L2 0, só resta 
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saber qual o caráter da mesma. Concretamente, procuremos a resposta à 
pergunta: a correlação entre os feixes sonda e de bombeio na condição de 
transparência induzida, é ela qllântica ou clássica? 

Pensando que na situação de transparência induzida os feixes não são 
absorvidos e, portanto, quando a freqüência do sonda é varrida passando 
pelo valor 8 L2 = O, para o qual ambas intensidades aumentam, poderíamos 
chegar à conclusão de que a correlação observada é de natureza clássica, pois 
esse comportamento claramente pode ser observado em sistemas clássicos, 
tais corno nosso modelo de massas e molas, apresentado na seção 3.2. 

Por outro lado, quando se analisa o comportamento das flutuações dos 
campos, e não aquele de seus valores médios, a resposta pode ser bem dife­
rente. 

Para começar a procura pela resposta da questão formulada no primeiro 
parágrafo desta seção, na Fig. 4.19 apresentamos o comportamento das flu­
tuações quânticas das quadraturas da amplitude e da fase para cada um dos 
feixes. 
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Figura 4.19: Flutuações quânticas das quadraturas da amplitude e da fase 
dos feixes sonda e de bombeio, tornados com iguais intensidades, 11 = 12 = 
2,80 mW/cm2 • Freqüência de análise n igual a f/6. 
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As flutuações da quadratura da fase, até aqui ignorada por nós, eviden­
ciam uma redução significativa do ruído (t".J2,0 dB) precisamente ali onde 
ele é máximo (t".J2,3 dB) para a quadratura da amplitude. Por seu lado, a 
Fig. 4.20 mostra a existência de uma correlação entre a quadratura da fase do 
bombeio 'YíS,1I"/2(O), e "menos" a quadratura da fase do sonda, -Í2S,1I"/2(O). 
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Figura 4.20: Correlação entre as quadraturas da amplitude C8=O,4>=O(O r /6) 
e da fase Co=1I"/2,tP=1I"/2(O r /6) de cada campo para a situação correspondente 
à Fig. 4.19. 

A compressão de ruído na quadratura da fase é um resultado até certo 
ponto inesperado, após observarmos primeiramente o excesso de ruído na 
quadratura da amplitude. Baseados no conceito de estado comprimido, 
poderíamos ser induzidos a pensar que o ruído da quadratura da fase de­
veria corresponder a um estado comprimido. Errado! 

Se a quadratura da amplitude apresentasse compressão de ruído, então 
necessariamente a quadratura da fase deveria estar com excesso. O contrário 
não é certo. Quando a quadratura da amplitude apresenta excesso de ruído, 
a quadratura da fase pode ter, por exemplo, ruído padrão [standard quantum 
limited (SQL) noise], ou até pode também apresentar excesso de ruído. Estas 
duas últimas situações obedecem o princípio de incerteza de Heisenberg e, 
portanto, são permitidas. 
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A existência de compressão de ruído de fase na condição de transparência 
induzida foi estudada por Fleischhauer e colaboradores [41]. Eles estudaram 
o ruído de fase de campos quantizados gerados pelo meio atômico formado 
por átomos de três níveis no interior de uma cavidade. No entanto, os campos 
responsáveis pelo fenômeno da transparência induzida são tratados classica­
mente, o que impossibilita analisar a influência das flutuações desses cam­
pos sobre os campos quantizados gerados pelos átomos. No que se refere à 
correlação, Fleischhauer [42] prevê correlação de fase de alta freqüência na 
situação de transparência induzida para dois campos propagantes tratados 
semi-classicamente. 

Resumindo os resultados apresentados nas Figs. 4.19 e 4.20, nós temos 
que na condição de transparência induzida existe a seguinte correlação entre 
as quadraturas dos campos: 

Yis,o(O) +------+ 92s,o(O) , (4.162) 

Yis,1I"/2(0) +------+ -92S)1I"/2(0) . ( 4.163) 

o paradoxo EPR 

A questão sobre o caráter quântico de uma correlação entre dois sistemas 
físicos tem sua origem no famoso paradoxo de Einstein, Podolsky e Rosen [43], 
fundamentado no seguinte critério de realidade física formulado por esses 
autores: 

ulf, without in any way dísturbing a system, we can predict with cer­
tainty (i. e., with probabílíty equal to unity) the value of a physical quantity, 
then there exísts an element of physícal realíty corresponding to thís physical 
quantity " . 

Examinemos o seguinte exemplo para ilustrar o paradoxo. Suponhamos 
que um sistema físico seja composto por duas partículas espacialmente sepa­
radas e perfeitamente correlacionadas, caracterizadas pelas coordenadas Xl e 
X2, e seus respectivos momentos ih e P2. Dada a correlação perfeita entre as 
partículas, mediante uma medida em um estado quântico dado, digamos, da 
posição da partícula 2, podemos predizer com certeza o valor correspondente 
à posição da partícula 1 sem perturbá-la, assumindo que não existe ação à 
distância. Agora, se em lugar de medir a posição tivéssemos medido o mo­
mento da partícula 2, então poderíamos no mesmo estado quântico, predizer 
com certeza o valor do momento da partícula 1. Porém, como os operadores 
Xl e Pl não comutam, então estaríamos atribuindo valores precisos a duas 
grandezas que não possuem uma realidade física simultânea, pois elas não 
são mensuráveis simultaneamente. 

A essência do paradoxo, e a aparente contradição com a mecânica quântica, 
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está em que as partículas foram consideradas, cada uma, como um subsis­
tema físico constituinte de um sistema ainda maior quando, na realidade, as 
duas partículas são um único sistema físico, ou em outras palavras, elas são 
inseparáveis. 

Baseado no trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen, J. S. Bell formulou 
uma teoria, denominada teoria de variáveis ocultas [44, 45, 46], cujo resultado 
principal foi a derivação de uma desigualdade que permite determinar se uma 
dada correlação é de natureza clássica ou quântica. De fato, ele estabeleéeu 
um critério prático, aplicável em determinadas condições, especificamente, 
quando o sistema estudado é caracterizado por variáveis dicotômicas, ou 
seja, discretas. 

Na literatura podemos encontrar várias desigualdades do tipo Bell deri­
vadas para sistemas específicos, que têm possibilitado o estudo experimental 
de correlações nos mais diversos sistemas físicos [47]. Em particular, a ótica 
quântica tem possibilitado a comprovação experimental das desigualdades de 
Bell e suas implicações, sendo o primeiro trabalho experimental realizado por 
Freedman e Clauser [48]. Aspect e colaboradores [49] também apresetaram 
outro trabalho pioneiro nesse tipo de pesquisa. Esses autores estudaram a 
correlação de polarização entre um par de fótons gerados pelo decaimento 
radiativo do estado excitado de átomos de cálcio, Ca. Outro trabalho impor­
tante, no mesmo sentido, foi o estudo da correlação, também de polarização 
entre um par de fótons, desta vez gerados por conversão paramétrica. Esse 
trabalho foi realizado por Ou e MandeI [50]. 

Além da comprovação da desigualdade de Bell, os trabalhos anteriores [51] 
têm outro ponto em comum, não menos relevante. Eles foram realizados 
em um regime denominado de contagem de fótons, o que significa que as 
intensidades utilizadas são extremamente pequenas. 

Ao mesmo tempo que a desigualdade de Bell é útil para caracterizar a 
correlação em sistemas descritos por variáveis dicotômicas, ela resulta direta­
mente inaplicável no caso de variáveis contínuas. Por essa razão, esse critério 
não é muito apropriado para a análise da correlação mostrada nos resultados 
anteriores. 

Dessa forma, é preciso recorrer a outros critérios que possibilitem discernir 
a natureza de uma correlação entre variáveis contínuas e macroscópicas, como 
é o caso das quadraturas de nossos feixes. É assim que chegamos ao critério 
das variâncias inferidas. 

Variâncias inferidas 

As experiências realizadas para testar a desigualdade de Bell e, portanto, 
para comprovar a incompleteza da mecânica quântica segundo EPR, uti­
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lizam sistemas cuja descripção é dada em termos de variáveis discretas, o 
que representa uma certa modificação do problema originalmente formulado 
por Einstein, Podolsky e Rosen, expressado em termos da posição e do mo­
mento de uma partícula que, como sabemos, são grandezas que variam de 
maneira contínua. 

Nesse sentido, o critério das variâncias inferidas [52], expressado em ter­
mos das variáveis de quadratura do campo, permite uma formulação comple­
tamente equivalente ao problema que dá origem ao paradoxo EPR, pois os 
operadores das quadraturas da fase Y7r/2 (t) e da amplitude Yo(t) representam 
grandezas contínuas canonicamente conjugadas, tais como a posição x e o 
momento fi de uma partícula quântica. 

Uma das primeiras comprovações experimentais da existência de uma cor­
relação quântica entre dois feixes macroscópicos supostos inicialmente "inde­
pendentes", utilizando o critério das variâncias inferidas, foi reportada pelo 
grupo do Prof. Kimble [53], empregando a amplificação paramétrica em 
cristais caracterizados por uma não linearidade ótica do tipo X(2). O es­
quema experimental é baseado na detecção homodina, que permite o acesso 
às flutuações quânticas das quadraturas de um campo. 

De que forma é implementado o critério das variâncias inferidas? 
A resposta a essa questão, no nosso caso particular, é a seguinte. Como 

sabemos, a partir dos resultados apresentados nas Figs. 4.19 e 4.20, existe 
uma correlação, cuja natureza determinaremos a seguir, entre a quadratura 
da amplitude do sonda Y2s,o(t) e a quadratura da amplitude do bombeio 
Yts,o(t); e entre a quadratura da fase do bombeio YtS,7r/2(t) e a quadratura 
da fase do sonda -Y2S,7r/2(t). A existência de tal correlação permite inferir o 
valor médio da quadratura da amplitude do sonda, por exemplo, a partir de 
uma medida do valor médio da quadratura da amplitude do bombeio. Por 
seu lado, o valor médio da quadratura da fase do sonda pode ser inferido 
realizando uma medida sobre a quadratura da fase do bombeio. O erro 
cometido na inferência desses valores, ou a precisão com a qual pode ser 
atribuído um valor às quadraturas do sonda, é quantificado pelas variâncias 
inferidas, definidas pelas expressões seguintes: 

y::inl(t)2,0 Llinl Y2,o(t) = ((Y;s,o(t) -1]0 Y;s,0(t))2) , ( 4.164) 

'I 2 (hl h/)2
V;,:/2(t) LlinlY2,7r/2(t) =( Y2s,7r/2(t) + 1]7r/2 YlS,7r/2(t) ), ( 4.165) 

onde, através dos parâmetros 1]0 e 1]7r/2, levamos em consideração que a cor­
relação entre as respectivas quadraturas pode não ser perfeita e, por outro 



98 Tratamento Teórico da Transparência Induzida por Laser 

lado, o próprio processo de medição pode introduzir erros na inferência. 
De fato, esses parâmetros, cujos valores podem ser escolhidos livremente, 
caracterizam o que seria um "estimado r" linear para os valores médios das 
grandezas Y;s,o(t) e ~S,1f/2(t) [54], definidas pelas relações 

Yis,o(t) = lis,o(t) - (lis,o(t)) , (4.166) 

YiS,1f/2(t) = liS,1f/2(t) - (liS,1f/2(t)) , (4.167) 

com i = 1,2. 
Substituindo as relações (4.166) e (4.167) nas Eqs.(4.164) e (4.165), pode­

mos reescrever as variâncias inferidas em termos das variâncias de cada 
campo [Eqs.(4.158) e (4.159)] e da covariância [Eq.(4.160)] entre eles 

D.~nfY2,O(n) = V2s(n, O) + 7}5 Vis(n, O) - 27}0 Vi2S(n, O, O) , (4.168) 

D.~nfY2,1f/2(n) = V2s(n, 1r/2) + 7};/2 Vis(n, 1r/2) + 27}1f/2 Vi2S(n, 1r/2, 1r/2) , 
(4.169) 

onde passamos ao espaço das freqüências para realizar a análise espectral 
dessas grandezas. 

O critério empregado para a escolha dos parâmetros 7]0 e 7}1f/2 está baseado 
no fato seguinte. No caso de uma correlação perfeita, as variâncias inferi­
das são nulas. Por essa razão, os valores de 7}0 e 7}1f/2 são escolhidos com a 
intenção de minimizar as relações (4.168) e (4.169). Essas variâncias inferi­
das mínimas, obtidas utilizando o conceito de otimização de uma grandeza 
qualquer, são dadas pelas equações seguintes 

2 ()] () ~~s(n, O, O) 
, (4.170)[D.infY2,O n mín = V2s n, O - Vis(n, O) 

2 ()] ) ~~s(n,1r/2,1r/2)[D.infY2,1f/2 n mín = V2s(n, 1r/2 - Vis(n, 1r/2) . (4.171) 

Finalmente, utilizando as Eqs.(4.170) e (4.171), o critério que nos permite 
determinar se a correlação entre os feixes sonda e de bombeio é clássica ou 
quântica é o seguinte: 

Se: 

(4.172) 
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então a correlação entre os feixes sonda e de bombeio, na condição de trans­
parência induzida, é de natureza quântica. 

À primeira vista, a Eq.( 4.172) pode parecer uma violação da desigualdade 
de Heisenberg pois, ela é formulada a partir do produto de duas grandezas 
canonicamente conjugadas. Essa confusão aparente desaparece se notamos 
que as variâncias inferidas do feixe sonda são calculadas em um estado condi­
cional e, por conseguinte, ela é diferente da variância calculada sobre uma 
distribuição incondicional de suas quadraturas, como seria no caso de uma 
desigualdade de Heisenberg. 

A aplicação do critério anterior é apresentada em forma de resultado 
gráfico na Fig. 4.21, onde mostramos o produto das variâncias inferídas 
mínimas do sonda, como função da dessintonia desse feixe. 
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Figura 4.21: Produto das variâncias inferidas do feixe sonda para uma fre­
qüência de análise n r /6. A correspondente correlação entre as quadra­
turas é mostrada na Fig. 4.20. 

Como podemos apreciar na Fig. 4.21, fora da ressonância (ÓL2 O), o 
produto das variâncias inferi das é igual à unidade. Essa igualdade à unidade 
está justificada pelo fato de que o estado dos feixes sonda e de bombeio antes 
da interação com o meio atômico é coerente e eles não estão correlacionados. 

Já para a condição de ressonância ÓL2 = O que, como sabemos, c~ 
rresponde à situação de transparência induzida, o caráter da correlação sonda­
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bombeio é bem diferente, pois a desigualdade (4.172) é aproximadamente 
40% satisfeita. 

A implementação experimental do critério das variâncias inferidas é dis­
cutida na seção 5.3. O esquema proposto permite o acesso às flutuações 
quânticas das quadraturas dos feixes sonda e de bombeio, e está fundamen­
tado no uso da detecção homodina. A experiência proposta dá um sen­
tido prático ao critério das variâncias inferidas, ressaltando a importância do 
mesmo na caracterização da correlação entre feixes macroscópicos. 

Para uma melhor compreensão do resultado mostrado na Fig. 4.21, analise­
mos o seguinte teorema sobre a inseparabilidade em um sistema de variáveis 
contínuas. 

Critério de Duan-Giedke-Cirac-Zoller 

Recentemente, Duan e colaboradores publicaram um critério de inseparabili­
dade para sistemas descritos por variáveis contínuas [55], formulado como teo­
rema e que apresentaremos a seguir brevemente, começando pela definiçãol3 

de um estado separável. 
Definição 1. Um estado quântico p de dois modos 1 e 2 é separável se, 

e só se, ele pode ser expressado na forma: 

(4.173) 


onde pI e Pt são estados normalizados dos modos 1 e 2, respectivamente, e 
as probabilidades Pi obedecem às relações: Pi :2 O, 2:i Pi 1. O 

A próxima definição está relacionada com os operadores EPR. Para os 
operadores Xl, X2l PI e P2, cujas relações de comutação serão dadas a seguir, 
temos a seguinte definição de par de operadores EPR. 

Definição 2. Dois operadores u e V, dados pelas relações 

(4.174) 

(4.175) 

onde a é um número real arbitrário diferente de zero, definem um par de 
operadores EPR. O 

A segunda definição está associada ao fato de que um estado quântico 
completamente inseparável ou totalmente emaranhado pode ser expressado 
como um autoestado comum dos operadores Xl X2 e PI - P2, utilizados na 

130 símbolo O será empregado para indicar o fim de uma definição ou teorema. 

INSTITUTO DE FíSICA 
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formulação do paradoxo EPR [43]. Por outro lado, a variância de um par de 
operadores EPR, calculada em um autoestado comum dos mesmos, é nula. 

Teorema 1. Suponhamos que os operadores Xj e Pj (j = 1,2) da 
definição 2 satisfazem a relação de comutação: 

[Xj, Pj'] = 2 i ójj' . (4.176) 

Se p é um estado quântico qualquer separável, então a variância total do par 
de operadores EPR (4.174) e (4.175) satisfaz a desigualdade 

((~ul)p ((~V)2)p 2:: 2 (a2+ 1
2 

) . (4.177) 
a 

Demonstração. A variância do operador u no estado p é dada pela 
expressão 

((~U)2)p = LPi((~U?)Pi . (4.178) 
i 

Utilizando a definição 2, teremos 

((~U)2)Pi = ((lalxl ~X2) 2)Pi - (lalxl + ~X2);i = 

a2((~xl)2)p. + :2 ((~X2)2)Pi + 2 1
: 

1 ((XIX2)Pi - (XI/Pi (X2)Pi) ' (4.179) 

onde 

((~Xj?)Pi (X;)Pi - (x;);. ' j = 1,2 . (4.180) 

De maneira análoga, para a variância do operador v encontramos 

((~v?/p; a2((~PI)2)p; + 12((~P2)2/Pi­
a 

-2 
1
: 

1 
( (filP2)Pi - (PI/p; (fi2)Pi) , (4.181) 

com 

((~pj)2)p. = (fi;)Pi - (fi;);; , j 1,2. (4.182) 

Segundo a hipótese do teorema, p é um estado quântico separável. Por­
tanto, ele é da forma (4.173) e, consequentemente, as correlações que apare­
cem nas Eqs.(4.179) e (4.181) são nulas. Dessa forma, 

((~U)2)Pi + ((~V)2)Pi = a2(((~xl)2)Pi + ((~Pl?)Pi) 

+:2 (((~X2?)Pi + ((~P2?)Pi) . (4.183) 
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Utilizando a relação 

(4.184) 


o princípio de incerteza de Heisenberg, e a relação de comutação entre os 
operadores Xj e Pj , 

(4.185) 

encontramos 

(4.186) 

e, finalmente, 

((~U)2)p + ((~v)2)p = LPi{ ((~U)2)Pi + ((~U)2)Pi} 2: 
i 

(4.187) 

Ou seja, obtemos o seguinte critério de separabilidade 

(4.188) 

Uma vez estabelecido o que chamaremos de critério DGCZ (Duan-Giedke­
Cirac-Zoller), passemos à aplicação do mesmo a nosso caso particular. 

Tomando a = 1 e a seguinte equivalência entre os operadores 

Xl {:} Yís,o , (4.189) 

PI {:} Yís,7r/2 , (4.190) 

X2 {:} Y2s,o , (4.191) 

P2 {:} Y2s,7r/2 , (4.192) 

encontramos o seguinte critério DGCZ para os feixes sonda e de bombeio 

(4.193) 


válido quando os campos são separáveis. 

Notemos alguns pontos importantes, resumindo o resultado anterior: 
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• 	 Como o teorema 1 nos fornece uma condição necesária para a sepa­
rabilidade de um estado quântico, então a violação da desigualdade 
(4.193) é suficiente para provar que os campos sonda e de bombeio são 
inseparáveis e, portanto, estão correlacionados em nível quântico. Dito 
de outra forma, estão emaranhados. 

• Os operadores ue vcomutam, o que pode ser comprovado facilmente a 
partir da definição dos mesmos e, por conseguinte, eles estão associados 
a grandezas que podem ser medidas simultaneamente. 

• 	A equivalência (4.189) - (4.192) permite establecer uma relação direta 
entre as variâncias inferidas das quadraturas do sonda e as variâncias 
dos operadores u e v. 

Finalmente, na Fig. 4.22 apresentamos a dependência do membro es­
querdo da desigualdade (4.193), calculada no espaço das freqüências. Os 
valores das intensidades dos feixes foram tomados iguais aos empregados na 
derivação das curvas mostradas nas Figs. 4.19 - 4.21. 
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o 
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'1:: 

U 2.8 
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Dessintonia do sonda, ÔL2 (f) 

Figura 4.22: Aplicação do critério DGCZ na determinação do caráter da 
correlação entre os feixes sonda e de bombeio. Freqüência de análise n igual 
a r/6. 

A primeira conclusão que derivamos da Fig. 4.22, e que achamos in­
teressante, é a violação apreciável da desigualdade (4.193) na condição de 
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transparência induzida OL2 = 0, o que indica que, nessa situação, os campos 
sonda e de bombeio estão emaranhados. Por outro lado, fora da ressonância 
os feixes não estão correlacionados. 

A outra conclusão que, à primeira vista, podemos achar "surpreendente" 
está relacionada ao fato de que a desigualdade (4.193) é violada aproximada­
mente em 40% quando o feixe sonda está ressonante com a transição que 
ele excita. Nessa condição (OL2 = O), o critério das variâncias inferidas (ver 
Fig. 4.21) e o critério DGCZ (ver Fig. 4.22), reportam a existência de uma 
correlação de natureza quântica entre os feixes sonda e de bombeio, exata­
mente na mesma proporção! 

A surpresa não dura muito tempo se voltamos alguns parágrafos e, em 
particular, prestamos atenção ao terceiro ponto, logo após a relação (4.193). 
No nosso caso particular, ambos critérios são equivalentes, e só um estudo 
mais profundo sobre o tema poderá dizer se eles são equivalentes de forma 
geraL 

A relevância do resultado anterior é algo que deve ser ressaltado, so­
bretudo quando levamos em conta o estado atual das pesquisas em ótica 
quântica. O elevado interesse em sistemas físicos nos quais existe uma 
correlação quântica está motivado pela utilização dessa correlação em po­
tenciais aplicações, entre as quais temos a computação e a comunicação 
quânticas [56], esquemas de criptografia [57] baseados na teleportação [58], 
medidas QND [59], para citar algumas. 

Em geral, os sistemas propostos, ou até utilizados, exigem condições ex­
perimentais que, quando possíveis, são de implementação altamente com­
plexa, sem considerar o custo bastante elevado na maioria dos casos. Exis­
tem esquemas propostos que, no momento, são completamente ideais e mal 
conseguem sair do papeL 

Nesse aspecto, a existência de uma correlação de natureza quântica no 
sistema que apresentamos, torna a implementação de algumas das aplicações 
dessa correlação algo completamente factível e o mais surpreendente é que 
o sistema não precisa ser "limpo". Mesmo na presença de um reservatório 
capaz de degradar o caráter quântico da correlação, podemos implementar 
algumas das potenciais e interessantes aplicações mencionadas anteriormente. 
Por último, devemos destacar que a correlação quântica observada refere-se 
apenas aos feixes sonda e de bombeio e, por conseguinte, a natureza quântica 
do sistema átomo - feixe sonda - feixe de bombeio é ainda mais forte. 

Para finalizar a apresentação das previsões da teoria, passaremos ao es­
tudo de um ponto que, mesmo sendo o último do capítulo, não é por isso 
menos importante, pois ele é decisivo para levar nosso estudo teórico ao plano 
experimental. 
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4.3.5 Influência da freqüência de análise 

Até o momento, todos os resultados relativos às flutuações quânticas dos 
feixes sonda e de bombeio, e à correlação entre eles, foram apresentados para 
uma freqüência de análise fixa, no caso, n = r /6, que corresponde a um 
valor de 6,28 M H z. 

O que acontence quando essa freqüência é alterada? 
A resposta à pergunta anterior é ilustrada na Fig. 4.23, onde apresenta­

mos a dependência do ruído quântico das quadraturas do feixe de bombeio 
(comportamento análogo para o feixe sonda) e da correlação entre os campos 
com a freqüência de análise,. Os critérios do produto das variâncias inferi­
das e DGCZ são apresentados na Fig. 4.24. As intensidades foram tomadas 
iguais às utilizadas nos resultados apresentados nas figuras anteriores e, as 
linhas sólidas indicam apenas o comportamento das grandezas estudadas. 
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Figura 4.23: Dependência da correlação sonda-bombeio, e das flutuações 
quânticas das quadraturas da amplitude e da fase do feixe de bombeio, com 
a freqüência de análise para ÓL2 = O. 
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Figura 4.24: Influência da freqüência de análise sobre o caráter quântico da 
correlação entre os feixes sonda e de bombeio. Dessintonia do sonda, 8L2 O. 

Para analisar, e entender, os resultados mostrados nas Figs. 4.23 e 4.24, 
é suficiente recorrer à definição da freqüência de análise (ver apêndice A) e 
lembrar que ela é inversamente proporcional ao tempo de detecção td do dis­
positivo de medida, o analisador de espectros. Dessa forma, valores grandes 
de n implicam um tempo de detecção que pode ser muito pequeno em com­
paração com os tempos característicos do sistema estudado. 

Em particular, quando se estuda a correlação temporal entre valores de 
um sinal, tomados em instantes de tempo diferentes, tI e t 2, se o tempo de 
detecção é maior ou da ordem do intervalo de tempo ItI t21, então podemos 
observar alguma manifestação da correlação entre os dois valores do sinal (se 
ela existe). Porém, se o tempo de detecção é muito menor que o intervalo 
de tempo ItI - t 2 1, ent.ão é impossível observar qualquer correlação entre os 
valores medidos. 

Por essa razão, experimentalmente observamos que para valores grandes 
da freqüência de análise, em geral da ordem de centenas de MHz, o ruído 
medido da grande maioria dos sinais de fotocorrente tem um caráter poisso­
niano, que corresponde à ausência de correlação ou distribuição aleatória dos 
valores do sinal medido. 

Teoricamente a situação não poderia ser muito diferente, e é por isso que, 
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à medida que a freqüência de análise aumenta, as flutuações quânticas das 
quadraturas do bombeio diminuem, tendo como valor limite (não mostrado 
nas figuras) O dB, valor que corresponde a uma variância igual à unidade, 
como no caso de um estado coerente, ou poissoniano, quando é analisado o 
ruído de intensidade. 

Por outro lado, à medida que diminuímos a freqüência de análise, o tempo 
de detecção aumenta e, portanto, a probabilidade de detectar um par de 
fátons sonda-bombeio correi acionados aumenta também. Lembremos que os 
fátons correlacionados não chegam a seus respectivos detectores no mesmo 
instante de tempo e, por esse motivo, pode existir um certo retardo ou in­
tervalo de tempo entre a detecção de um fáton e aquele ao qual ele está 
correlacionado. As causas para essa diferença nos tempos de chegada são as 
mais diversas e vão desde a diferença entre os caminhos percorridos pelos 
fátons em direção aos detectores, até os processos de reabsorção pelo meio 
atômico de um fáton correlacionado, quando seu par correspondente pode 
estar a caminho da detecção. 

Os critérios que definem o caráter da correlação entre os feixes sonda e de 
bombeio são determinados pelas flutuações das quadraturas desses campos 
e, consequentemente, têm um comportamento que pode ser compreendido a 
partir da explicação anterior. 

Além dos resultados apresentados ao longo deste capítulo, foram obtidos 
outros resultados gráficos, não apresentados com a intenção de evitar tornar 
pesada a leitura do capítulo. Contudo, nosso último comentário será dedicado 
a esses resultados. 

Quando inicialmente os feixes sonda e/ou de bombeio estão em um estado 
quântico com excesso de ruído na quadratura da amplitude, esse excesso de 
ruído continua presente em todas as curvas que mostram o comportamento 
das flutuações da quadratura da amplitude e, em particular, o excesso de 
ruído observado na condição de transparência induzida é mais pronunciado. 
No entanto, nessa situação, o caráter quântico da correlação entre os feixes 
é degradado, pois a compressão de ruído observada na quadratura da fase, 
não resulta suficiente para reverter o caráter clássico da correlação. 

Também foi estudada a influência da taxa de relaxação r 12 da coerência 
812 entre os estados fundamentais sobre as flutuações dos campos e sobre a 
correlação entre eles. Esse estudo indicou que, à medida que r 12 é incre­
mentada, o excesso de ruído da quadratura da amplitude tende a diminuir, a 
compressão observada na quadratura conjugada também, e a correlação en­
tre os feixes desaparece. Esse resultado é uma comprovação a mais de que o 
comportamento das flutuações dos campos, e a existência de uma correlação 
entre eles, têm sua origem na coerência induzida no meio atômico. Dessa 
forma, a introdução no sistema de algum mecanismo que permita controlar 
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a coerência do mei014 abre a possibilidade de realizar outra classe de ex­
periências utilizando o esquema de tranparência induzida. Nos referimos às 
experiências de "apagadores quânticos" [60], fundamentadas na possibilidade 
de modificar a interferência quântica que experimenta um particular sistema 
físico. 

Conclusões 

o presente capítulo foi dedicado à formulação teórica da transparência indu­
zida por laser. O tratamento do problema foi baseado nas equações quânticas 
de Langevin, ou equações de Heisenberg-Langevin, como também são conhe­
cidas na literatura. 

A partir do hamiltoniano do sistema derivamos as equações de evolução 
temporal dos operadores correspondentes às variáveis atômicas e dos campos. 
Para os campos sonda e de bombeio, tratados quanticamente, consideramos 
de maneira explícita o hamiltoniano das respectivas fontes laser, o que possi­
bilitou desenvolver um modelo de campo propagante sem a necessidade de 
incluir uma cavidade em anel para tratar o problema da interação com os 
átomos. 

Uma vez formulado o problema, as equações encontradas foram aplicadas 
ao estudo da transparência induzida por laser em um vapor formado por 
átomos do isótopo 85Rb (rubídio). Os resultados foram apresentados em 
duas partes. N a primeira delas, estudamos o comportamento dos valores 
médios das variáveis do sistema no estado estacionário. A resposta do meio 
atômico ao feixe sonda mostrou a curva de transparência induzida, compor­
tamento observado experimentalmente e nos estudos realizados utilizando a 
teoria semi-clássica. Também investigamos a resposta dispersiva dos átomos, 
comprovando a existência de uma mudança abrupta do índice de refração na 
região de transparência induzida. 

Como sabemos, a largura natural do sinal de transparência induzida é 
definida pela taxa r 12. Nosso estudo da taxa de relaxação r 12 mostrou que 
a largura do pico observado no espectro de ruído das quadraturas do campo 
fornece diretamente o valor da largura natural do sinal de transparência 
induzida. Determinar essa largura a partir da intensidade transmitida do 
feixe sonda é algo subjetivo, pois é difícil saber qual é exatamente a condição 
correspondente à transparência perfeita. 

A segunda parte das previsões teóricas foi dedicada ao estudo das flu­
tuações quânticas dos campos no estado estacionário. Esse estudo mostrou a 

14Por exemplo, alterar a população estacionária de um ou dos dois estados fundamentais 
atômicos por bombeamento ótico. 
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existência de excesso de ruído na quadratura amplitude de ambos feixes na 
condição de transparência induzida, como uma manifestação da coerência 
induzida no meio atômico. Contrariamente ao que muitos acreditam, a 
coerência observada é o resultado da ação conjunta de ambos feixes e, no 
estado estacionário correspondente à situação de transparência induzida, o 
meio atômico age como um "beam splitter" distribuindo os fótons entre am­
bos feixes, criando uma correlação entre eles. 

Para determinar a natureza dessa correlação utilizamos dois critérios. O 
primeiro deles, o critério das variâncias inferidas, indicou que a correlação 
entre os feixes sonda e de bombeio na condição de transparência induzida é de 
caráter quântico. Esse resultado foi estabelecido investigando as flutuações 
quânticas da quadratura da fase de ambos feixes, as quais apresentaram 
compressão de ruído suficiente para criar o emaranhamento entre os campos. 

O segundo critério empregado foi o teorema recentemente apresentado 
por Duan, Giedke, Cirac e Zoller, sobre a inseparabilidade em um sistema 
de variáveis contínuas. Novamente, ficou estabelecido por esse critério (que 
denominamos critério DGCZ) que, na situação de transparência induzida a 
correlação entre os feixes sonda e de bombeio é quântica e, quantitativa­
mente, o caráter quântico encontrado coincidiu com o resultado reportado 
pelo critério das variâncias inferidas. 

Os resultados teóricos que apresentamos neste capítulo são muito intere­
ssantes. No entanto, uma comprovação experimental dos mesmos é de vital 
importância. Como veremos no próximo capítulo, já foi possível observar 
experimentalmente algums dos efeitos previstos. Em particular, medimos 
excesso de ruído de intensidade dos feixes sonda e de bombeio e também a 
correlação de intensidades prevista. 
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Capítulo 5 

Estudo Experimental das 
Flutuações dos Campos na 
Condição de Transparência 
Induzida 

"A mecânica quântica acontece no laboratório e não no espaço de Hilbert" . 

A. Peres 

Introdução 

Neste capítulo apresentaremos a comprovação experimental de algumas das 
previsões teóricas do capítulo anterior. Primeiramente, descreveremos os 
dispositivos e técnicas de medição que foram empregados nas experiências, 
começando pelos diodos lasers. Em seguida, descreveremos o meio atômico 
utilizado e as condições nas quais serão realizadas as medidas. A identificação 
dos níveis de energia da configuração A foi realizada, como é habitual, em­
pregando a técnica de absorção saturada. 

Uma vez obtido o espectro de absorção saturada, observamos o fenômeno 
da transparência induzida analisando a intensidade média transmitida do 
feixe sonda. Esse primeiro estudo experimental permitiu identificar as condi­
ções experimentais nas quais deve ser realizada a análise das flutuações 
quânticas dos feixes sonda e de bombeio. 

Para o estudo das flutuações foi utilizado o esquema de detecção ho­
modina apresentado na seção 2.3. Em primeiro lugar, medimos o espectro 
de ruído de intensidade de ambos feixes para determinar a freqüência de 
análise a ser utilizada nas medidas das flutuações dos campos, na condição 
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de transparência induzida. Na condição de transparência, o ruído de inten­
sidade dos campos deve apresentar um comportamento similar ao ruído da 
quadratura amplitude, mostrado nas previsões teóricas do capítulo 4. 

N a última seção deste capítulo, apresentaremos um esquema de uma mon­
tagem experimental que pode ser utilizada para implementar a medida das 
variâncias inferi das e do critério DGCZ. As condições que devem ser ob­
servadas para realizar esse tipo de medida também serão comentadas nessa 
seção. Atualmente no laboratório estamos preparando dois lasers que serão 
utilizados como oscilador local. Eles permitirão realizar as medidas das 
flutuações quânticas das quadraturas dos feixes e, consequentemente, será 
possível conferir a natureza da corrrelação entre os feixe sonda e de bombeio, 
na condição de transparência induzida. 

5.1 Dispositivos e Técnicas de Medição 

5.1.1 Lasers 

Na experiência utilizamos diodos laser SDL-5400C cuja potência de saída 
pode chegar aos 50 m W. A corrente nominal de operação é de 100 mA. 
Trabalhando na configuração livre o limiar de oscilação é de 35 mA. O 
comprimento de onda À da luz emitida por esses dispositivos é de 776±4 nm 
a temperatura ambiente, e pode ser controlado mudando vários parâmetros 
tais como a temperatura de trabalho do diodo, a corrente de alimentação e, 
no caso de injeção ótica, modificando o comprimento de onda da luz injetada. 

Os diodos disponíveis no nosso laboratório são colocados em uma mon­
tagem mecânica que permite controlar a temperatura de trabalho, assim 
como empregar uma rede de difração para melhorar as propriedades espec­
trais do laser. Essa montagem de cavidade estendida (ver Fig. 5.1) na con­
figuração Littrow1 é comumente utilizada para diminuir o limiar de oscilação 
do laser, controlar seu comprimento de onda e largura espectral. Dessa forma 
é possível obter um feixe monomodo (TEMoo), linearmente polarizado e de 
intensidade estável [61]. Para uma descrição detalhada sobre os lasers uti­
lizados e a caracterização dos mesmos o leitor pode consultar a Ref. [62]. 

O feixe emitido pelo laser DL apresenta uma divergência que é corrigida 
empregando uma lente colimadora Melles Griot 06-GLC-002 denotada pela 
letra L na Fig. 5.1. As distâncias focal e de trabalho dessa lente são iguais 
a 8 e 1,5 mm, respectivamente. A grade de difração G, de 1800 linhas/mm, 

1 A primeira ordem da difração é injetada de volta no diodo, e a ordem zero é refletida 
para fora da caixa que contém o laser. 
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la 

......-- Ordem zero 

Figura 5.1: Esquema da montagem do diodo laser na configuração Littrow. 

é colada sobre um transladador piezo elétrico (PZT) que permite varrer o 
comprimento de onda do feixe em uma faixa de 10 nm aproximadamente. 

A fonte de corrente utilizada para alimentar o laser é regulada em cor­
rente, o que permite alimentar o diodo com uma corrente estável capaz de 
evitar as flutuações que originam mudanças no índice de refração do meio 
laser semicondutor alterando, dessa maneira, o comprimento de onda da luz 
emitida. Por outro lado, o próprio diodo laser é instalado em um suporte 
metálico em contato com um dispositivo Peltier utilizado para regular e con­
trolar a temperatura de trabalho do laser com uma precisão de aproximada,.. 
mente 0.1 oCo 

Dois diodos laser foram utilizados na experiência realizada, um para obter 
o feixe de bombeio e o outro para o feixe sonda. O valor medido da corrente do 
limiar de oscilação foi de aproximadamente 33 mA para cada laser. Medindo 
a potência da luz para diferentes valores da corrente de alimentação do diodo 
podemos determinar a eficiência quântica de conversão 'f] de corrente elétrica 
em luz, definida como a relação entre a potência da luz emitida pelo laser e 
a potência elétrica da alimentação. O resultado dessa medida para o laser 
sonda é apresentado na Fig. 5.2. 

Para uma corrente de alimentação do diodo I, a potência P da luz emitida 
é dada pela relação 

hc
P(I) (5.1)'f] q).. I , 

onde q, h, e c são a carga do elétron, a constante de Planck e a velocidade 
da luz, respectivamente. A partir do coeficiente angular do ajuste linear dos 
dados experimentais da Fig. 5.2 podemos determinar o valor de "l, igual a 
53,2±0,8 %e 54,8±0,2 %para os lasers de bombeio e sonda, respectivamente. 
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Figura 5.2: Potência do laser sonda vs. corrente de alimentação. A linha 
sólida representa um ajuste linear dos dados experimentais (símbolos quadra­
dos). 

5.1.2 Sistema de detecção balanceada 

As propriedades estatísticas dos feixes foram estudas empregando o sistema 
de detecção homodina (ver Fig. 2.3), formado por um cubo divisor de feixes 
50/50, dois foto detectores, e um circuito misturador para combinar as foto­
correntes. 

Na maioria dos casos, no lugar do cubo divisor de feixes 50/50, emprega­
se uma lâmina de meia onda (>../2) seguida por um cubo divisor de feixes 
polarizador. Nessa situação, como o feixe laser está linearmente polarizado, 
girando a lâmina >"/2 é possível obter na saída do cubo dois feixes de intensi­
dades praticamente iguais. Dessa forma podemos corrigir qualquer diferença 
entre as intensidades detectadas, causada pelas flutuações da polarização do 
feixe incidente. 

Fotodetectores 

Na experiência foram empregados fotodetectores de silício, modelo FND-lOO 
fabricados por EG&G, alimentados com uma tensão de 15 V. Esses de­
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tectores possuem uma eficiência quântica de conversão de aproximadamente 
70 %, uma largura de banda de 350 M H z e uma capacitância interna que 
varia entre 8 e 10 pF. 

A corrente gerada pelos fotodetectores é amplificada em duas etapas inde­
pendentes. Uma dedicada à componente de alta freqüência da foto corrente , 
e a outra amplifica a parte contínua. A saída de alta freqüência HF do ampli­
ficador é conectada na entrada do misturador, e a saída De é utilizada para 
determinar o valor médio da fotocorrente e balancear o esquema de detecção 
homodina. 

Circuito de soma/subtração 

o misturador, ou circuito de soma/subtração, é um amplificador de ganho 
unitário que possui uma chave que permite escolher entre a adição (posição 
"+" da chave) ou a subtração (posição "-" da chave) dos sinais de fotocor­
rente conectados na sua entrada. Na ausência do oscilador local, a posição 
"+" da chave permite realizar a medida do ruído de intensidade do feixe 
incidente. Quando a chave está na posição "-", o feixe incidente serve de 
oscilador local para o campo em estado de vácuo que entra pela porta não 
usada do divisor de feixes e, nessa situação, é possível medir o espectro de 
ruído correspondente ao shot noise ou ruído quântico padrão. 

O circuito misturador disponível no laboratório possui uma banda pas­
sante que varia de 1 a 200 M H z, e a impedância de saída é de 50 Ohms, 
igual à impedância na entrada do analisador de espectros. 

Para uma descrição detalhada sobre o sistema de detecção utilizado nas 
experiências pode consultar-se a Ref. [63] 

5.1.3 Meio atômico 

Um vapor de 85Rb, contido em uma célula de vidro a temperatura ambiente 
e de 5 em de comprimento, foi utilizado como meio atômico. Na realidade, 
a composição do vapor de rubídio é de 72,2 % do isótopo 85Rb, e de 27,8 % 
do isótopo 87Rb. Os lasers sonda e de bombeio foram escolhidos segundo a 
configuração dos níveis atômicos mostrada na seção 4.2.2. 

Espectroscopia de absorção saturada 

A técnica de espectroscopia de absorção saturada [28, 61, 64] foi empre­
gada para identificar os níveis de energia e poder sintonizar corretamente os 
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lasers. Primeiramente, com a ajuda de um monocromador2, a corrente de ali­
mentação do diodo e sua temperatura são ajustadas até que o comprimento 
de onda da luz emitida seja aproximadamente igual a 780 nm. Logo, var­
rendo a tensão do PZT e empregando uma montagem similar à da Fig. 5.3 é 
possível observar o espectro correspondente à estrutura hiperfina do rubídio. 

DL 

L 

Feixe de 

osc. 

Figura 5.3: Esquema da experiência da absorção saturada. 10: isolador ótico; 
LV: lâmina de vidro; E: espelho; D: fotodetector; OSC.: osciloscópio. 

O princípio de funcionamento da experiência apresentada na Fig. 5.3 é o 
seguinte. Os átomos na célula de vidro possuem uma distribuição Maxwell­
Boltzmann de velocidades, determinada pela temperatura da célula. 

Suponhamos que o feixe se propague na direção do eixo Ox. Se desig­
namos a freqüência central da transição atômica por lIat, então os átomos 
que se movem na mesma direção que o feixe com velocidades 

Vx 
lIat) (5.2)= c 1 - lIL ' ( 

2Quando o comprimento de onda da luz está próximo dos 780 nm, empregando um 
visor infravermelho podemos observar na célula a luz fluorescente emitida pelos átomos. 
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vão interagir com o feixe laser de freqüência VL, pois o deslocamento Doppler 
é dado por 

V~ = VL (1 - :31) . (5.3) 

Por outro lado, os átomos que se movem em direção contrária ao feixe 
com velocidades 

Vat )
V31 = C ( VL - 1 , (5.4) 

também absorverão a luz, já que o deslocamento Doppler nesse caso é 

v~ = VL (1 + V;) . (5.5) 

Dessa forma, existem duas classes diferentes de velocidades atômicas para 
as quais o feixe laser é absorvido. Utilizando esse resultado, temos que os 
feixes na experiência de absorção saturada interagem com duas classes dife­
rentes de velocidades pois, eles se propagam em sentidos opostos. No entanto, 
quando a freqüência do feixe VL coincide com a freqüência central da transição 
atômica Vat, ambos feixes interagem com a mesma classe de velocidades dos 
átomos. Nessa situação, o feixe menos intenso é pouco absorvido porque a 
transição atômica é saturada pelo feixe mais intenso (feixe de saturação). 

Na Fig. 5.4 é mostrada uma curva típica de absorção saturada. Esse 
espectro foi obtido varrendo o comprimento de onda do laser sonda aplicando 
ao PZT que sustenta a grade de difração uma tensão triangular de amplitude 
e freqüência iguais a 1 Ve 11 H z, respectivamente. Nessa figura podemos ver 
que a intensidade da luz transmitida pela célula que contém o vapor atômico 
apresenta os picos correspondentes às transições entre os níveis hiperfinos 
F 2 -+ F' = 1,2,3 do 85Rb. A identificação de cada linha observada no 
espectro é realizada a partir dos resultados de espectroscopia reportados na 
literatura (ver, por exemplo, a Ref. [61]). 

Os picos não identificados que aparecem na Fig. 5.4 são denominados 
"cross-over" e a existência deles se deve à riqueza da estrutura de níveis do 
estado excitado já que, para uma mesma classe de velocidades dos átomos, 
os lasers podem estar ressonantes com duas transições distintas (ver, por 
exemplo, a Ref. [62]). 

5.2 Resultados 

Montagem experimental 

O esquema da experiência realizada é apresentado na Fig. 5.5. Uma pequena 
porção de cada feixe é desviada pela lâmina de vidro LV para uma montagem 
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Figura 5.4: Espectro de absorção saturada do 85Rb correspondente às tran­
sições 1581/ 2, F = 2) -+ 15P3/2, F' = 1,2,3). O fundo sobre o qual estão 
localizados os picos deve sua origem ao alargamento Doppler. Potência do 
laser: 6,3xlO-1 mW. 

de absorção saturada, utilizada para monitorar o comprimento de onda dos 
feixes. O feixe de bombeio é sintonizado na transição 1581/2, F = 3) -+ 
15p3/ 2 , F' 3). Com ajuda do PZT, o comprimento de onda do laser sonda 
é varrido, passando pelas transições 1581/ 2, F = 2) -+ 15P3/2,F' 1,2,3). 

Os feixes têm polarizações ortogonais e na entrada da célula com vapor 
de rubídio eles são combinados empregando um cubo divisor de feixes pola­
rizador. Na saída da célula os feixes são separados por meio de outro cubo 
divisor de feixes polarizador, o que nos permite estudar cada feixe separada­
mente ou bem, estudar a correlação entre eles escolhendo apropriadamente 
a orientação das lâminas de meia onda localizadas na entrada da detecção 
balanceada. 

Curva de transparência induzida 

Utilizando o canal de saída DC dos fotodetectores é possível medir o valor 
médio da intensidade transmitida pelo vapor atômico. O sinal de transpa­
rência induzida para o feixe sonda é medido bloqueando o feixe de bombeio 
na entrada da região de detecção. Como pode ser visto na Fig. 5.6, a inten­
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Figura 5.5: Esquema da montagem experimentaL DLl e DL2: diodos laser 
em cavidade estendida; 10: isolador ótico; LV: lâmina de vidro; PBS: cubo 
divisor de feixes polarizadorj )",/2: lâmina de meia onda; E: espelho; Rb: 
célula com rubídio; Dl e D2: fotodetectores; "+/-": circuito misturadorj 
A.S.: analisador de espectros. 

sidade transmitida como função da dessintonia do sonda apresenta um pico 
estreito de transparência induzida, de largura muito inferior ao alargamento 
Doppler, o qual é uma manifestação da interferência quântica destructiva que 
experimenta o feixe sonda. 

Na Fig. 5.6, o pico de transparência induzida aparece unicamente quando 
o feixe sonda está acoplado à transição 1581/ 2 , F = 2) -+ 15p3/ 2, F' = 3), pois 
só o estado atômico 15P3/ 2 , F' = 3) é compartilhado com o feixe de bombeio, 
acoplado à transição 1581/ 2, F = 3) -+ 15p3/ 2 , F' = 3). 
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Figura 5.6: Curva de transparência induzida do feixe sonda. As potências 
incidentes dos feixes sonda e de bombeio são, respectivamente, 6,3x 10-1 mW 
e 9,9xlO-1 mW. 

Espectros de ruído de cada feixe sem célula 

Antes de começar o estudo das flutuações quânticas dos feixes sonda e de 
bombeio na condição de transparência induzida, é importante conhecer as 
propriedades estatísticas desses feixes na entrada da célula que contém o 
vapor atômico de rubídio. Nas Figs. 5.7 e 5.8 mostramos os espectros do ruído 
da intensidade dos feixes sonda e de bombeio, respectivamente, medidos em 
ausência do meio atômico utilizando um analisador de espectros modelo HP 
8560E. 

A freqüência de análise n foi varrida entre Oe 50 MH z para escolher a 
região na qual podem ser estudadas as flutuações dos campos na condição de 
transparência induzida. O ruído da intensidade do feixe sonda (traço preto) 
coincide com o shot noise (traço cinza mais forte) em uma faixa ampla de 
valores de n, contudo, ele é essencialmente limitado ao shot noise até 10 
M H z aproximadamente, e portanto, é nessa faixa que devemos escolher o 
valor da freqüência de análise. Entre 13 e 20 M H z, o feixe sonda é super­
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Figura 5.7: Espectro de ruído do feixe sonda na entrada da célula com vapor 
de rubídio. Potência da luz: 3,0 mW. 

poissoniano e, para freqüências superiores aos 20 MHz, o ruído eletrônico 
tem uma influência considerável na medida. 

Ambas medidas foram repetidas para outros valores de potência da luz 
dos feixes e o comportamento observado foi similar ao mostrado nas Figs. 5.7 
e 5.8. Como o feixe de bombeio é super-poissoniano para qualquer valor de 
n, a freqüência de análise (n = 2 M H z) foi escolhida a partir do espectro de 
ruído da intensidade do feixe sonda. Para essa freqüência, o ruído eletrônico 
é inferior ao ruído padrão (shot) dos feixes em aproximadamente 12 dB. 

Espectro do ruído dos feixes sonda e de bombeio na condição de 
transparência induzida 

Na Fig. 5.9 apresentamos os espectros de ruído da intensidade dos feixes 
sonda e de bombeio, medidos no modo zero span do analisador de espectros, 
utilizando como trigger o sinal empregado para varrer a freqüência do feixe 
sonda. As curvas foram suavizadas escolhendo a largura da banda de vídeo 
do analisador (VBW) igual 3 kHz. A largura da banda de resolução (RBW) 
foi tomada igual a 3,00 kHz. 

Os resultados da Fig. 5.9 correspondem a intensidades dos feixes sonda 
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Figura 5.8: Espectro de ruído do feixe de bombeio na entrada da célula com 
vapor de rubídio para uma potência do feixe incidente igual a 3,0 mW. 

e de bombeio iguais a 14,5 mW/cm2 e 63,8 mW/cm2 , respectivamente. Em 
toda a faixa de freqüências do sonda, ambos feixes apresentam uma estatística 
super-poissoniana, no entanto, para a dessintonia nula do sonda, ou seja, na 
situação de transparência induzida, nos espectros de ruído dos feixes existe 
um pico estreito de excesso de ruído de aproximadamente 20 dB. Esse com­
portamento coincide com as previsões teóricas apresentadas na Fig. 4.13, e é 
uma manifestação de que a coerência induzida no meio atômico por ambos 
feixes, altera as propriedades estatísticas dos mesmos. 

No resultado experimental apresentado na Fig. 5.9, a intensidade do feixe 
de bombeio é rv4 vezes superior à intensidade do feixe sonda. Mesmo assim, 
as flutuações quânticas desse campo são alteradas de forma significativa, e 
o excesso de ruído observado na situação de transparência induzida mostra 
que as propriedades estatísticas desse feixe não podem ser desprezadas como 
é feito habitualmente [39, 40, 41]. 

O fator de Fano apresentado nas Figs. 5.9(c) e (d) é definido pela relação 

P+ - P.+
Fatar de Fano = P_ _ e , (5.6) 

onde P+ é o ruído da intensidade do feixe, medido quando a chave do mistu­
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Figura 5.9: Espectros de ruído da intensidade dos feixes sonda (a) e de 
bombeio (b) como função da dessintonia do sonda. O ruído eletrônico (traços 
inferiores) é menor que o shot noise ( traço cinza) em aproximadamente 10 dB. 
Os fatores de Fano, (c) e (d), foram deduzidos a partir de (a) e (b). 

rador está na posição "+"; P_ é o ruído correspondente ao shot noise, medido 
com a chave do misturador na posição "-"; Pe+ e Pe- são os ruídos eletrônicos 
para a chave do misturador nas posições "+" e H_", respectivamente. 

Em termos do fator de Fano, um campo eletromagnético apresenta uma 
estatística poissoniana quando ele é igual à unidade. Se o fator de Fano 
é maior que 1, então o campo está em um estado super-poissoniano e, fi­
nalmente, quando o fator de Fano é menor que 1, fala-se que o campo é 
subpoissoniano ou apresenta compressão de ruído na intensidad~. , 

Sensibilidade da medida 

Na condição de transparência induzida, o espectro de ruído do shot noise 
apresenta um pico [Figs. 5.9(a) e 5.9(b)] que é uma manifestação do aumento 

,1 
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da intensidade transmitida pelo meio atômico, observado na Fig. 5.6. Esse 
resultado permite conhecer a viabilidade do estudo das flutuações quânticas 
dos feixes sonda e de bombeio para detectar a presença de efeitos coerentes 
no meio atômico. 

O limite de sensibilidade dessa técnica é obtido quando na curva da inten­
sidade média do feixe não é mais possível observar o sinal de transparência 
induzida. Na Fig. 5.10 mostramos essa situação. 
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Figura 5.10: Espectro de ruído (a) de intensidade do feixe sonda e fator 
de Fano (b) para um feixe de bombeio pouco intenso. Intensidade in­
cidente do sonda: 13,3 mW/cm2 ; intensidade incidente do bombeio: 4,4 
x10-1 mW/cm2 . 

O espectro de ruído correspondente ao shot noise não apresenta pico 
algum para a dessintonia nula do sonda [traço cinza na Fig. 5.10(a)]. No 
entanto, o ruído da intensidade do feixe sonda apresenta claramente um pico 
que indica a presença residual de efeitos coerentes da interação dos feixes 
com o meio atômico. 
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O espectro de ruído e a intensidade média do feixe sonda foram medidos 
atenuando gradativamente a intensidade desse feixe utilizando filtros de den­
sidade neutra (ver Fig. 5.11). Dessa forma é possível conferir se o efeito ~ observado no espectro de ruído deve-se a um funcionamento incorreto da 
eletrônica de detecção. I 
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Figura 5.11: Fotovoltagem proporcional à intensidade do feixe sonda para 
valores diferentes da transmissão do filtro de densidade neutra, colocado na 
entrada da detecção homodina. Durante a medida, a intensidade do bombeio 
foi mantida constante. 

O comportamento linear observado na Fig. 5.11 revela que a intensidade 
máxima do sonda nas medidas anteriores não causa a saturação dos foto de­
tectores. Um resultado similar foi obtido para a medida realizada com o feixe 
de bombeio. 

Correlação 

Na Fig. 5.12 mostramos o resultado da medida da correlação de intensidade 
entre os feixes sonda e de bombeio, realizada da seguinte maneira. 

As lâminas de meia onda À/2 que estão antes do cubo divisor de feixes 
da detecção homodina (ver Fig. 5.5) são orientadas de forma tal que no fo­
todetector Dl detectamos, digamos, o feixe sonda apenas, e no fotodetector 
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Figura 5.12: (a) Medida do ruído da soma (em preto) e da diferença (em 
cinza) das intensidades dos feixes sonda e de bombeio. A diferença obser­
vada entre as curvas é uma evidência da correlação entre as intensidades dos 
feixes (b). Intensidade incidente do feixe sonda: 7,5 mW/cm2

j intensidade 
incidente do feixe de bombeio: 7,8 mW/cm2 • 

D2 detectamos unicamente o feixe de bombeio. Colocando a chave do mis­
turador na posição "+", no analisador de espectro medimos o ruído da soma 
das intensidades de cada feixe [traço "Soma" da Fig. 5.12(a)], que em termos 
do número de fótons (nl para o bombeio e n2 para o sonda) é dado pela 
expressão 

com 

i 1,2. (5.8) 
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Quando a chave do misturador é colocada na posição "-", no analisador 
de espectro medimos o ruído da diferença entre as intensidades dos feixes 
[traço "Diferença" da Fig. 5.12(a)] 

([L\(nl -	 n2)]2) = (L\nl)2) + (L\n2)2) - 2( (nln2) - (nl) (n2) ) (5.9) 

que, ao ser subtraído do ruído da soma das intensidades [Eq.(5.7)], nos per­
mite encontrar o termo de correlação 

2C = 4( (nln2) - (nl)(nú) , 	 (5.10) 

mostrado na Fig. 5.12(b). Esse resultado experimental está de acordo com a 
previsão teórica apresentada nas Figs. 4.14 e 4.17. 

A diferença de ,...;7 dB, observada entre os traços "Soma" e "Diferença" 
na Fig. 5.12(a), na condição de transparência induzida, é uma manifestação 
da correlação entre as intensidades dos feixes sonda e de bombeio. O nível 
de shot noise é medido misturando as intensidades dos feixes de maneira tal 
que cada fotedetector Dl e D2 recebe metade da intensidade de cada feixe. 

5.3 	 Proposta para Estudo Experimental do 
Caráter da Correlação Sonda-Bombeio 

Na seção 4.3.4 foi apresentado o critério das variâncias inferi das como um dos 
possíveis métodos a utilizar para estabelecer se a correlação observada entre 
os feixes sonda e de bombeio é de natureza quântica ou clássica. Como vimos 
na referida seção, esse critério está baseado na existência de uma correlação 
entre as quadraturas dos campos. Por essa razão, a montagem experimental 
necessária para estudar a correlação entre os feixes sonda e de bombeio deve 
ser sensível ao ruído de quadraturas. Em outras palavras, a utilização de 
osciladores locais é imprescindível nesse tipo de medida. 

Na Fig. 5.13 é mostrado o esquema de uma montagem experimental que 
pode ser empregada para implementar o critério das variâncias inferidas e 
determinar dessa forma o caráter da correlação sonda-bombeio. 

O princípio de funcionamento dessa montagem é o seguinte. Após atraves­
sar a célula com vapor de rubídio, os feixes sonda e de bombeio são separados 
pelo cubo divisor de feixes polarizador, pois eles têm polarizações ortogonais. 
O feixe sonda é enviado para a região de detecção denominada "Sonda" , de­
marcada pelo quadrado tracejado na Fig. 5.13, e por outro lado, o feixe de 
bombeio é enviado para a região de detecção denominada "Bombeio". 

Suponhamos que estejamos interessados na variância inferida da quadra­
tura da amplitude do feixe sonda L\;n,Y2,O(t). Nesse caso, os ângulos dos 
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Figura 5.13: Esquema da montagem experimental para estudar as variâncias 
inferidas do feixe sonda. OL1(8) e OL2(4)): osciladores locais para os feixes de 
bombeio e sonda, respectivamente; rJO(rJ1r/2): amplificador de ganho variável 
para a quadratura da amplitude (fase). 

osciladores locais devem ser tomados iguais a 8 = O e 4> = O, o que nos 
permite selecionar os operadores de quadratura Y;s,o(t) e Y;s,o(t), nas res­
pectivas regiões de detecção. Logo, passando a foto corrente proporcional a 
Y;s,o(t) pelo amplificador de ganho variável obtemos a grandeza rJo Y;s,o(t) 
que, combinada com a fotocorrente proporcional a Y;s,o(t) no último mistu­
rador, nos permite encontrar o operador de fotocorrente da variância inferida 

(5.11) 


As flutuações do operador ll.iinf(t) são diretamente proporcionais à va­
riância inferida ll.;nf1"2,0(t), estando o coeficiente de proporcionalidade de­
terminado pelas amplitudes dos osciladores locais que devem ser tomadas 
iguais. 

A variância inferida da quadratura da fase do feixe sonda ll.;nfY2,1r/2(t) é 
determinada de maneira análoga. Os ângulos dos osciladores locais devem 
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ser escolhidos iguais a 0= 1r/2 e 4> = 1r/2, e o ganho do amplificador deve ser 
igual a -'(}-;r/2. Nesse caso, o operador de fotocorrente da variância inferida é 
dado pela equação 

l1iinj (t) "-' V;S,7r/2(t) + ""7r/2 V;S,7r/2(t) , (5.12) 

e suas flutuações são diretamente proporcionais à variância inferida da qua­
dratura da fase do sonda l1rnj1'2,7r/2(t). 

Aparentemente, o estudo experimental das variâncias inferidas não apre­
senta grandes complexidades. No entanto, analisando o princípio de funciona­
mento do esquema mostrado na Fig. 5.13, vemos que as fases dos osciladores 
locais devem estar amarradas e cada uma delas deve mostrar uma elevada 
estabilidade. Esse ponto é vital na realização da experiência e requer o de­
senvolvimento de uma eletrônica de controle de alta precisão, que pode levar 
até um ano de trabalho para ficar disponíveL Por outro lado, os osciladores 
locais, em si, devem ser feixes intensos em estado coerente, o que indica que o 
ruído intrínseco de fase que eles possuem deve ser limitado ao ruído quântico 
padrão ou shot noise. Em geral, é possível obter tais feixes empregandos 
lasers de Titânio:safl.ra estabilizados em freqüência. 

Outro detalhe importante é o amplificador de ganho variável. Esse am­
plificador deve ser de ultra-baixo ruído com uma banda passante da ordem 
de centenas de megahertz. Dessa forma podemos evitar a modificação das 
flutuações da quadratura a ser medida. Com relação aos fotodetectores, eles 
devem ser escolhidos com uma eficiência quântica de conversão que deve ser 
praticamente a mesma para todos eles. A resposta em freqüência desses 
fotodetectores também deve satisfazer a mesma condição. 

Dada a correspondência entre os critérios das variâncias inferidas e DGCZ 
(ver seção 4.3.4), essa mesma montagem pode ser empregada para a imple­
mentação experimental deste último critério. 

Conclusões 

Neste capítulo apresentamos o estudo experimental do ruído de intensidade 
dos feixes sonda e de bombeio, realizado em um vapor atômico de 85Rb. Na 
condição de transparência induzida, ambos feixes apresentaram excesso de 
ruído. Essa estatística super-poissoniana do número de fótons mostrou que 
a utilização do esquema de detecção homodina aumenta a sensibilidade na 
observação de efeitos coerentes em meios atômicos. 

A correlação de intensidade entre os feixes também foi medida, observan­
do-se que os feixes são totalmente independentes, exceto na situação corres­
pondente à transparência induzida, onde a correlação entre eles é mensurável. 

http:Tit�nio:safl.ra
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A importância da correlação prevista e observada é dupla. Em primeiro lu­
gar, ela indica que quando são investigadas as propriedades quânticas de um 
dos feixes numa situação em que existe coerência no meio atômico (como no 
caso da transparência induzida), não podemos tratar nenhum dos campos 
como clássico, como é feito por vários autores. Em particular, na situação de 
transparência induzida, a redistribuição coerente dos fótons entre os campos 
pelos átomos introduz uma correlação entre as flutuações dos feixes sonda e 
de bombeio. Por outro lado, é possível observar correlações quânticas entre 
esses feixes, o que pode ser utilizado no contexto da informação quântica. 

Os resultados experimentais obtidos corroboraram as previsões teóricas 
apresentadas no capítulo anterior. 

I 

I 




Capítulo 6 

Conclusões 

·1	
I 

··i Neste trabalho de tese apresentamos o estudo teórico e experimental das flu­
.j tuações quânticas dos feixes sonda e de bombeio na condição de transparência 
I induzida por laser. Primeiramente, estudamos os conceitos fundamentais 
1 
1 	 relacionados com as flutuações quânticas do campo eletromagnético. Intro­

duzimos os operadores de quadratura do campo e estudamos como casos 
particulares os estados de vácuo, coerente e comprimido do campo de ra­
diação. 

Em seguida, foi apresentado nosso primeiro resultado original. Um análo­
go clássico da transparência induzida por laser, desenvolvido com a intenção 
de criar uma intuição física do fenômeno da transparência induzida. Com os 
sistemas clássicos utilizados conseguimos reproduzir toda a fenomenologia da 
transparência induzida observada em meios atômicos. O estudo teórico reali­
zado com o sistema mecânico formado por massas e molas, além de mostrar a 
mesma resposta da absorção dos átomos ao feixe sonda, também reproduziu o 
comportamento dispersivo do meio atômico. Para a investigação experimen­
tal da analogia clássica da transparência induzida por laser, empregamos dois 
circuitos ressonantes RLC acoplados. As curvas experimentais obtidas com 
esse sistema mostraram um sinal análogo ao sinal de transparência obser­
vado em sistemas quânticos. Com esse circuito elétrico também foi possível 
simular o dubleto Autler-Townes. 

Dada a existência de um análogo clássico, a procura de efeitos intrinse­
camente quânticos na situação de transparência induzida por laser tornou-se 
uma questão relevante. 

Neste trabalho foi apresentada a formulação teórica do fenômeno da 
transparência induzida utilizando as equações quânticas de Langevin. Os 
campos sonda e de bombeio foram tratados quanticamente, o que permi­
tiu estudar suas flutuações. Considerando explicitamente o hamiltoniano da 
fonte de cada laser, foi desenvolvido um modelo para o campo propagante 
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que não precisa de uma cavidade em anel para tratar o problema da interação 
com os átomos. As equações de evolução temporal, derivadas para os ope­
radores dos campos, confirmaram a validade desse modelo. Considerar uma 
cavidade em anel para estudar a interação entre os átomos e modos propa­
gantes do campo é conceitualmente mais simples do que utilizar o modelo 
proposto neste trabalho. Contudo, as experiências realizadas em ausência de 
cavidade são diretamente descritas através de nossa formulação. 

Nossa descrição teórica da transparência induzida por laser resumiu-se 
por um conjunto de doze equações quânticas de Langevin. A partir dessas 
equações, e utilizando o método de linearização das flutuações em torno do es­
tado estacionário, apresentamos nossas previsões teóricas para duas situações 
diferentes. N a primeira delas, investigamos a resposta do meio atômico ao 
feixe sonda, como parte do estudo dos valores médios das variáveis do sis­
tema. Essa pesquisa, realizada no regime de intensidades no qual usualmente 
é observada a transparência induzida por laser em vapores atômicos, mostrou 
exatamente o mesmo comportamento reportado anteriormente na literatura. 
Por outro lado, observamos um comportamento biestável dos campos sonda 
e de bombeio quando a intensidade de suas respectivas fontes era mudada. 
A causa dessa biestabilidade está na coerência entre os estados fundamentais 
atômicos, que acaba criando uma interdependência entre as amplitudes dos 
campos. 

N a segunda parte das previsões teóricas, foi apresentado o estudo da cor­
relação e das flutuações quânticas dos campos no estado estacionário. Na 
condição de transparência induzida, observamos a existência de excesso de 
ruído na quadratura amplitude dos feixes sonda e de bombeio, considerados 
inicialmente em estado coerente. Como mostrou nossa análise, esse excesso 
de ruído é uma conseqüência da coerência gerada no meio atômico por am­
bos feixes. No estado correspondente à situação de transparência induzida, 
existe um equilíbrio dinâmico de troca de fótons entre os campos via átomo, 
que não afeta o valor médio da intensidade dos mesmos. No entanto, suas 
propriedades estatísticas são alteradas de maneira significativa. Nossos resul­
tados mostraram que os átomos, ao redistribuírem os fótons entre os campos, 
acabam criando uma correlação entre os feixes, que só existe na situação de 
transparência induzida. 

Para determinarmos se a correlação observada era de natureza clássica 
ou quântica, foram utilizados os critérios das variâncias inferidas e o teorema 
de Duan, Giedke, Cirac e Zoller (critério DGCZ). Primeiramente, tomando 
iguais as intensidades dos campos, foram estudadas as flutuações da quadra­
tura da fase dos campos, observando-se a existência de compressão de ruído 
em ambas. Esse estudo também mostrou que elas estavam correlacionadas. 
O passo seguinte consistiu na aplicação do critério das variâncias inferi das , 
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que indicou que os feixes sonda e de bombeio estavam correlacionados no 
nível quântico. Este último resultado foi corroborado pelo critério DGCZ. 

Considerando a tendência atual das pequisas na ótica quântica, o fato de 
termos encontrado emaranhamento (entanglement) entre os feixes sonda e de 
bombeio, na situação correspondente à transparência induzida, é um resul­
tado de marcada relevância. Em primeiro lugar, o emaranhamento pode ser 
utilizado na computação e informação quânticas. Aplicações tais como a crip­
tografia e a teleportação também são possíveis, graças à existência de uma 
correlação quântica em um determinado sistema físico. Em segundo lugar, 
as propostas da maioria dessas aplicações consideram sistemas descritos por 
variáveis dicotômicas como, por exemplo, um par de fótons correlacionados 
em polarização e gerados por conversão paramétrica, ou decaimento radia­
tivo de uma molécula excitada. O fato dos feixes sonda e de bombeio, de 
intensidades macroscópicas, estarem emaranhados permite a implementação 
prática de algumas das aplicações acima mencionadas. 

Outro ponto a destacar é que a correlação quântica prevista acontece em 
um sistema que está submetido à ação de um reservatório e, portanto, não 
é, digamos assim, "limpo", requerimento praticamente necessário quando 
queremos utilizar o emaranhamento entre um par de fótons. 

Um estudo preliminar sobre a função de Wigner conjunta dos campos foi 
realizado. Os resultados obtidos mostraram que na situação em que os cam­
pos estavam emaranhados essa função apresentava valores negativos. Dado o 
caráter incipiente dessa pesquisa, preferimos não apresentar esses resultados 
neste trabalho. 

O excesso de ruído da quadratura amplitude previsto pela nossa teoria foi 
confirmado pelos nossos resultados experimentais. Na realidade, foi medido 
o ruído de intensidade ou número de fótons dos campos que é diretamente 
proporcional à variância da quadratura amplitude. A correlação de intensi­
dade entre os feixes também foi medida e vimos que ela é diferente de zero 
apenas na condição correspondente à transparência induzida, confirmando 
uma vez mais nossas previsões teóricas. 

A modo de perspectiva futura deste trabalho, finalizando a apresentação 
dos resultados experimentais, foi proposta uma montagem experimental que 
pode ser utilizada para investigar a natureza da correlação entre os feixes 
sonda e de bombeio. Atualmente, estamos preparando dois lasers de titânio 
safira, além da eletrônica necessária à realização dessa experiência, que deve 
ser feita usando um meio de átomos frios de Rb. 
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Apêndice A 

Espectro de Ruído de uma 
Variável Estocástica 

Suponhamos que z(t) é uma variável estocástica real com média nula, (z(t») = 
O. Nesse caso, a função de auto correlação dessa variável é definida como 

Cz(t, t') =(z(t), z(t'») = (z(t) z(t'») - (z(t») (z(t'») = (z(t) z(l»). (A.1) 

Se a variável z(t) representa um processo estocástico estacionário, então 
a função de autocorrelação não depende do instante em que começou o 
processo, e sim da diferença entre os tempos t e ti. De modo que, fazendo 

T t - t 
I 

(A.2) 

teremos 

Cz(T) (z(t) z(t T»). (A.3) 

Sendo o processo estacionário, a densidade espectral do ruído S(n) [8] de 
z(t) é definida como a transformada de Fourier de (A.3) 

s(n) JdTei
f1.rCz(T) , (A.4) 

e portanto, utilizando a transformada de Fourier inversa encontramos 

Cz(t,t') = Cz(T) = J~~e-if1.rS(n). (A.5) 

Introduzindo a transformada de Fourier zen) de z(t) 

zen) = Jdt eintz(t) , (A.6) 
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a função de autocorrelação no espaço das freqüências será 

cz(n, n') ­ (z(n), z(n')) (z(n) z(n')) , 

que utilizando (A.6) toma a forma 

(A.7) 

cz(n, n') = (/ / dt dt' eint+idt' z(t) z(t')) 

= / / dt dt' eint+idt' (z(n) z(n')) , (A.8) 

ou 

(A.9) 

de onde achamos por tranformada inversa 

Comparando (A.IO) com (A.5) vemos que Cz(n, n') deve ser da forma 

(A.lI) 

ou 

(z(n) z(n')) = 211" 6(n +n')8(n) . (A.12) 

Para uma variável estocástica complexa, teríamos 

(z(n) z*(n')) = 211" 6(n +n')8(n) , (A.13) 

e no caso de um operador vetor 6X(n) 

(A.14) 

onde agora 8(n) é a matriz de densidade espectral do ruído. 



Apêndice B 

Equação Quântica de Langevin 
para um Sistema Geral 

1

Vamos supor que o hamiltoniano total de um sistema submetido à ação de 
um reservatório tenha a forma [27] 

fI = fIs + fIR + fIS-R , (B.l) 

com os hamiltonianos do reservatório e de interação dados pelas expressões 

+00 

fIR = dw wi}(w)b(w) , (B.2) 

1
-00 

+00 

fIS-R = in -00 dw K(W) (bt(w)ê(t) êt(t)b(w)) , (B.3) 

onde ê(t) na Eq. (B.3) representa um operador do sistema, e os operadores 
do reservatório satisfazem a relação de comutação 

1

[b(w) , bt(w')] = 8(w w'). (BA) 

As equações de Heisenberg para um operador qualquer do sistema â(t), e 
para os operadores do reservatório têm a forma 

+00 

dâ(t) = ~[â(t), fIs] -00 dw K(w)(bt(w)[â(t), ê(t)]­
dt 'Ln 

- [â(t), êt(t)]b(w)) , (B.5) 

db(w) 
-iwb(w) + K(w)ê(t) . (B.6)

dt 
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Integrando formalmente a Eq. (B.6) achamos 

/
b(w) = bo(w)e-iW(t-to) x:(w) l t 

dt' ê(t')e-iw(t-t ) , (B.7) 
to 

onde bo(w) é o valor de b(w) no instante de tempo to < t. 
Colocando o resultado anterior em (B.5) encontramos 

d~~t) = i~[â(t), Hs] 
00 

dw x:(w){eiw(t-tO)bb(w)[â(t), ê(t)] ­1:

- [â(t), êt(t)]e-iw(t-tO)bo(w)} + 
t00 

+ 1: dw X:(W)21o dt' {eiw(t-t')êt(t')[â(t), ê(t)] ­

-[â(t), êt(t)]e-íW(t-t')ê(t')}. (B.8) 

Introduzindo a primeira aproximação de Markov, que supõe x:(w) cons­
tante 

x:(w) = (B.9)ff, 

e utilizando as seguintes propriedades da função delta de Dirac 

001:
l

dw e-iW(t-t') = 211" ó(t - t') , (B.1O) 

t 
dt' ê(t')ó(t - t') = ~ê(t) , (B.ll) 

to 

encontramos finalmente a seguinte equação quântica de Langevin para o ope­
rador â(t) 

dâ(t) 
dt 

i~ [â(t) , Hs]- [â(t), êt(t)] (~ê(t) v'1bin(t)) + 

(~êt(t) + v'1b!n(t)) [â(t), ê(t)] , (B.12) 

onde o operador bin(t) está definido pela equação 
001:
bin(t) = ~ dw e-iw(t-tO)bo(w) , (B.13) 

e obedece a relação de comutação 

(B.14) 




Apêndice C 

Cálculo das Constantes de 
Acoplamento 

A partir das definições da amplitude &OwL do campo elétrico [ver Eq.(2.9)] e 
da constante de acoplamento por fóton (4.18), encontramos 

~ (C.1)9 -1)V~' 

onde 'D, c, €o, S, L, e ). são o momento dipolar da transição atômica em 
questão, a velocidade da luz, a permissividade dielétrica do vácuo, a área da 
seção transversal do feixe, o comprimento da célula que contém os átomos e 
o comprimento de onda da luz, respectivamente. Para obter a relação C.1 
assumimos que a densidade de fótons no volume ocupado pelo modo do 
campo é uniforme. 

Suponhamos). = 780 nm, um feixe de 1 mm de diâmetro e uma célula 
de 5 cm de comprimento. 

A seguir apresentaremos três métodos diferentes para calcular o momento 
dipolar da transição atômica e a constante de acoplamento por fóton. 

Cálculo estimado 

Supondo que, para o átomo de Rb, o momento dipolar da transição atômica 
entre os estados 1581/2, F = 3) (1581/2, F 2)) e 15P3/2' FI = 3) seja da 
ordem de 3qao, onde q e ao são respectivamente a carga do elétron e o raio 
da primeira órbita de Bohr, encontramos para a constante de acoplamento 
por fóton o valor 

9 = 1,56 X 10-1 MHz . (C.2) 
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Cálculo utilizando a largura natural do estado excitado 

A partir do cálculo quântico do tempo de vida de um estado atômico exci­
tado [29], encontramos a seguinte expressão para a taxa de emissão espontânea 

(C.3) 

de onde o momento dipolar da transição atômica é dado pela expressão 
seguinte 

(C.4)V= 

Colocando a largura natural do estado excitado do Rb (r = 27r 6 M H z) 
na Eq.(C.4), obtemos para 9 o valor 

9 = -1,45 X 10-1 MHz. (C.5) 

Cálculo utilizando a intensidade das linhas espectrais 

A taxa de emissão espontânea entre um estado excitado w vezes degenerado 
e um estado fundamental w' vezes degenerado é dada pela expressão 

(C.6) 

No caso do rubídio teremos 

1 (27r)3 1 
r(5p,58) = -3 - t; \3 -So, (C.7)

7rEo /tA W5p 

onde a força da linha espectral So é definida pela relação [65] 

(C.8) 

Considerando o acoplamento LS, o estado de um átomo é descrito pelo 
conjunto de números quânticos nLS J M, e a força de uma linha espectral é 
definida como: 

S(nLSJjn'L'Sl) = l(nLSJIIVlln'L'Sl)1 2 
, (C.9) 
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onde o elemento de matriz reduzido é dado por 

l(nLSJIIVlln'L'Si)12 = L l(nLSJmLIVln'L'Sim~)12, (C.10) 
, 

mL,mL 

que, utilizando os símbolos 6j de Wigner, toma a forma 

L J S}2 2I(nLSJIIVlln'L' Si)1 2 = (2J + 1)(2i 1) { i L' 1 l(nLIIVlln'L') 1 . 

(C.ll) 

Considerando que os símbolos 6j de Wigner satisfazem as seguintes regras 
de adição: 

, {L J S}2 1~(2J + 1) i L' 1 =~. (C.12)
1 , 

L(2J + 1) (2L + 1)(2S + 1) , (C.13) 
J 

encontramos finalmente 

2S(nLSj n' L' S) (2S + 1)1 (nLIIVI In'L') 1 ) (C.14) 

e 

S(nLSJ; n' L' Si) S(nLS; n' L' S)Q(LSJ; L' Si) , (C.15) 

onde a força total de uma linha múltipla (linha formada por várias emissões) 
S(nLS; n' L' S) e as intensidades relativas de cada linha Q(LSJj L'Sf) são 
definidas pelas relações 

S(nLS;n' L'S) L S(nLSJ;n'L'Si) , (C.16) 
J,J' 

Q(LSJ; L' Si) = (2J + 1)(2i + 1) {L J S}2
"'c< , , i L' 1 (C.17) 

Para as intensidades relativas as seguintes regras de adição são válidas 

LQ(LSJiL'si) = 2J 1 (C.18)
I /n T • ... \ /I!"!. rt . '1 \ , 

J 

L Q(LSJ;L'si) 1. (C.19) 
J,J' 
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A Eq.(C.18) implica que a soma das forças das linhas que partem de um 
nível J é proporcional à degenerescência do nível, e isto permite conhecer 
a força de uma linha espectral sem calcular necessariamente o valor dos 
símbolos 6j. 

Quando consideramos a estrutura hiperfina, as intensidades relativas são 
dadas pela relação 

Q(JIF' i IF') = (2F + 1)(2F' + 1) { J, F I}2 (C.20) 
, 21 + 1 F i 1 ' 

a partir da qual a força das linhas espectrais da estrutura hiperfina calcula-se 
como: 

S(nLSJIF;n'L'SiIF') = S(nLSJI;n'L'SiI)Q(JIF;iIF'). (C.21) 

Considerando a degenerescência do spin nuclear I encontramos 

S(nLSJI;n'L'siI) = (21 + l)S(nLSJ;n'L'Si) , (C.22) 

de modo que a Eq.(C.21) toma finalmente a forma 

S(nLSJIF;n' L'SiIF') = (21 + l)S(nLSJ;n' L'Si)Q(JIF; iIF') . 
(C.23) 

Levando em conta as relações anteriores, o momento dipolar de uma 
transição entre dois níveis hiperfinos F e F' pode ser calculado empregando 
a equação 

(F'I'DIF) = y'S(nLSJI;n' L'SJ' I)Q(JIF; J' IF') . (C.24) 

No caso particular do 85Rb temos 

S(n = 5,L = 1,S = 1/2,J = 3/2, I = 5/2', 
24 

n = 5, L = O, S = 1/2, J = 1/2, 1= 5/2) = 3So , 

S(n = 5,L = 1,S = 1/2, J = 1/2, I = 5/2', 
12 

n = 5 L = O S = 1/2 J = 1/2 I = 5/2) = -80 (C.25), , " 3' 

e as intensidades relativas Q(JIF; J' IF'), calculadas para a transição F ---+ 
F', são apresentadas nas Tabs. C.1 e C.2 

http:Eq.(C.21
http:Eq.(C.18
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F 1 2 3 4 
F 

2 27/216 35/216 28/216 O 
3 ------º 10/216 35/216 81/216 

TabelaC.1: Q(J=3/2,1 5/2, F; i = 1/2,1 = 5/2, F') 


F 2 3 

F 

2 10/108 35/108 
3 35/108 28/108 

Tabela C.2: Q(J = 1/2,1 = 5/2, F; i = 1/2,1 5/2, F') 

Utilizando a Eq.(C.24) encontramos os seguintes valores para os momen­
tos dipolares das transições 15P3/2! F 3) -+ 1581/2) F' = 3) e 15p3/2' F = 
3) -+ 1581/21 F' = 2) 

(5P3/21 F = 311)11581/2, F' = 3) = 3,04 X 10-29 C.m. , 

(5P3/2) F = 311)21581/2, F' 2) = 2,72 X 10-29 C.m. , 

(C.26) 

e finalmente, as constantes de acoplamento por fóton para o feixes de bombeio 
91 e sonda 92 são 

91 -1,75 x 10-1 MHz , 92 = -1,56 X 10-1 MHz. (0.27) 

http:Eq.(C.24
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Apêndice D 

Cálculo da Matriz de Difusão 
das Variáveis Atômicas 

Consideremos que um vetor hipotético S formado pela variável atômica S e 
sua variável adjunta1 

S= (%+ ) 1 

obedece a equação de evolução (a dependência das variáveis tem sido omita 
para simplificar a escrita) 

dS = _ A.S + 5.. + J , (D.1)
dt 

onde a matriz hipotética A, e os vetores dos termos independentes 5.. e das 
forças de Langevin J são definidos da forma seguinte 

A = (a: b)

b a ' 

5..=(;*) , 


J=(:*) . 

1As notações empregadas neste apêndice são exclusivas deste apêndice. 
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Reescrevendo a Eq.(D.l) utilizando as definições anteriores teremos 

dSdi = -a*S - bS+ + >.. + p , (D.2) 

dS+ = -aS+ b*S + >..* pt. (D.3)
dt 

A partir das Eqs.(D.2) e (D.3), as velocidades de deriva das variáveis Se 
S+, definidas pelos termos da equação de evolução que não contem as forças 
de Langevin, são dadas pelas expressões 

V(S) = -a*S - bS+ + >.. ) (D.4) 

>..* , (D.5) 

as quais permitem calcular o coeficiente de difusão das forças de Langevin 
utilizando a relação generalizada de Einstein [29] 

Dqq' = (V(BqBt,) V(Bq)Bt, - BqV(Bt,)) , (D.6)
q q q 

onde todas as grandezas são tomadas no mesmo instante de tempo. 
Na nossa situação particular, o índice q toma os valores 1 e 2, BI = Se 

B2 = S+. Agora bem, calculando os valores médios no estado estacionário, o 
termo (V (BqBt, )) é nulo, pois o produto de duas variáveis atômicas também 

q 
é uma variável atômica. Dessa forma, deveremos calcular os seguintes coefi­
cientes de difusão 

Dll = (V(S)S+) (SV(S+)) (D.7) 


D I2 = (V(S)S) - (SV(S)) (D.8) 

D 21 = -(V(S+)S+) - (S+V(S+)) (D.9) 


D 22 -(V(S+)S) - (S+V(S)) . (D.lO) 


Calculemos, a modo de exemplo, os coeficientes Du e D 12 . Utilizando as 
velocidades de deriva (D.4), (D.5) e as relações (D.7)-(D.1O) encontramos 

Dn = a*(SS+) + b(S+ S+) >"(S+) + (SS+)a + (SS)b* - (S)>..* (D.ll) 
D 12 = a*(SS) + b(S+S) - >"(S) + (SS)a* + (SS+)b - (S)>... (D.12) 

De maneira análoga podemos calcular os restantes coeficientes e agrupar 
o resultado retornando à notação matricial. Introduzindo a matriz sSt 

- -t (Ss+ SS)
SS = S+S+ S+S ' 

a matriz de difusão da variável S é dada pela expressão 

D A.(SSt) (SSt).At - X(st) - (S)Xt . (D.13) 

http:D.7)-(D.1O
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