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Reswmo

Neste trabatho é apresentado um modelo algébrico para o cdlculo de energias de ligacio de
nicleos pesados com N = Z bascado nas versdes invariantes por isospin do Modelo de Bésons
Interatuantes (IBM).

Com a utilizacio de uma interacao adequada para a descricdo dos modos isoescalar e iso-
vetorial do emparelhamento nuclear adicionada dquelas interagdes que descrevem globalmente
uma dada regifo de massa, foram ajustados os par@metros da hamiltoniana e calculados nicleos
com N = Z ao longo das camadas sd e pf. Deste modo, pdde-se fazer algumas predicdes, para
suas massas do estado fundamental e para estados excitados, que oferecem um desafio as novas

geragdes de feixes radiativos que estao por vir.

e
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Abstract

In this work we present an algebraic model for calculating the binding energies of heavy
nuclei with the same number of protons and neutrons which is based in the isospin invariant
versions of the Interacting Boson Model {IBM).

With an adequate interaction for the description of the isoscalar and isovector pairing modes
of the residual nuclear interaction added to those terms responsible for the bulk properties of
a given mass region, we have fitted the parameters of our algebraic hamiltonian and have
calculated nuclei with N = Z along the sd and pf sheils. Therefore we were able to make
some predictions, for their ground state masses as well as for the excited states, which offer a

challenge to the new generations of radioactive nuclear beams.
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Introducao

Muitos processos nucleares importantes tanto no Big Bang como na nucleossintese envolvem
nicleos que se encontram fora do vale de estabilidade. Em outras palavras, tais sistemas, ao
invés de sofrerem decaimento-£ como os nicleos estdveis, sofrem decaimento por emissio de
protons ou néutrons. As reacdes nucleares relevantes para o Big Bang envolvem predominan-
temente sistemas estdveis ou aqueles ricos em néutrons. Por sua vez, processos em estrelas,
envolvem sistemas radioativos e ocorrem em ambientes de altas temperaturas, ricos em prétons.

Nicleos com o mesmo numero de prétons e néutrons desernpenham um papel fundamental
na astrofisica nuclear. Ja no Big Bang, o *He, com dois prétons e dois néutrons, foi o produto
mais abundante da nucleossintese. Ainda hoje, outro processo que ocorre é a fusdo do hidrogénio
em *He que ocorre no centro de estrelas como o sol, por exemplo. Durante os iltimos estigios
da evolugiio estelar, micleos mais pesados com N = Z tornam-se importantes pois sio muitas
vezes formados pela fusio gradativa do *He. Tais processos ocorrem no centro de estrelas
massivas e sdo produzidos ao longo da linha de ¥V = Z envolvendo o 12C, %0, PN, Mg, 28Si
e 9°Ni devido, principalmente, & razdo préton-néutron ndo ser dramaticamente alterada por
processos fracos ¢ também porque, nos processos de fusio, a emissdo de um nico nicleon néo
é energeticamente favorecida em relaciio & emissiio de particulas o, preservando deste modo a
estrutura dos sistemas com o mesmo numero de prétons e néutrons.

Os nicleos com N = Z mais pesados, na regifio entre o *Ni e o '%°Sn, sdo importantes
durante a queima do hidrogénio na superficie de estrelas de néutrons participanies de sistemas

bindrios, que emitem na regido dos raios-X, e sdo sujeitas a acres¢io de massa. O que torna estes



nicleos tdo especiais € o fato de que, nesta regido de massa, a linha de N = Z para Z {mpar
coincide com a linha de gotejamento dos prétons e, portanto, estd no caminho dos processos rp
{rapid proton capture processes). Para uma revisio e contextualizacio mais aprofundada sobre
08 processos-rp em fisica nuclear o leitor deve consultar as referéncias [1] e [2].

Dentro do contexto de estrelas de néutrons em bindrias que emitem na regidao dos raios-X,
a compreensao de processos nucleares e o papel de sistemas com N = Z sfo importantes pelos

trés motivos listados a seguir:

» As sequéncias de reagbes geram a energia para a curva de emissdo de raios-X (X-ray
burst). Enquanto a maioria das propriedades destas curvas sdo compreendidas, existem
algumas caracteristicas tais como intervalos de emissdo curtos, oscilagdes quase-periédicas
¢ grandes variagdes nas escalas temporais de emissdo que ainda ndo tém uma explicacio

satisfatéria.

e Muito do material queimado permanece na superficie das estrelas de néutrons sendo
comprimido pela matéria acrescida que gradualmente substitui a crosta original [3]. Logo,
a queima nuclear determina a composigio desta crosta com implicagdes em propriedades
térmicas, elétricas e mecédnicas. Estes topicos estdo relacionados com assuntos importantes
em astrofisica como: a emissdo de ondas gravitacionais a partir de estrelas de néutrons
que giram rapidamente ¢ t€m a crosta deformada [4]; a possibilidade de se distinguir
transientes de buracos negros daqueles de estrelas de néutrons [5]; a evolucdo dos campos

magnéticos.

e Se uma pequena fracio de material escapa ao intenso campo gravitacional de uma estrela
de néutrons, emissdes de rajos-X podem ter algum papel na nucleossintese galdctica de

alguns nicleos leves [6].

Com o progresso experimental alcancado nos ltimos anos tem sido possivel medir as pro-
priedades de nticleos mais pesados ricos em protons em volta do "5Ni, além de se determinar

qual seu papel nos processos-rp. Dentre os dacdos mais relevantes, encontram-se aqueles relaci-



onados com as taxas de decaimento § de nicleos IV = Z pares, que sio chamados de pontos
de espera pois seus tempos de vida sdo longos. Notadamente, o **Ge, **Se e Kr, acabam
impondo um atraso nos processos-rp. No que concerne & estrutura da linha de gotejamento
dos prétons, tais sistemas até o %Cd continuam sendo pontos de espera com a ressalva de
que, & medida em que a estabilidade vai se esvaindo na linha de V = Z, os tempos de vida
destes sistemas ficam cada vez menores. Calculos baseados em propriedades nucleares recentes
indicam que a presenca de processos-rp presentes na emissfo de raios-X pode ir além do *Ni
e mais ainda, além da regido Ge-Kr, ambas tendo sido até agora apontadas como pontos finais
de tais processos.

No caso especifico dos processos-rp, necessita-se experimentalmente de valores precisos para
as energias de separacio de um préton S, para nucleos impares junto & linha de gotejamento
de prétons [6] pois, usualmente, os tempos de vida dos nucleos que sdo pontos de espera
dependem exponencialmente desta energia. A precisdo desejada é de k7" =~ 100 KeV. Portanto,
medidas de massa de nicleos com N = Z pares e de seus equivalentes com Z = N + 1 sdo
importantes. Isto se aplica, especialmente aos sistemas com N = Z onde medidas de massas
precisas e calculos com modelos de massas globals sdo complicadas devido ao termo de Wigner
que é o responsdvel pela energia de ligacdo extra de tais nucleos devido a superposicao das
funcoes de onda dos préotons e néutrons. Nos modelos de massa correntes, o termo de Wigner
é parametrizado com dados de nicleos leves N = Z ou simplesmente nao é levado em conta
conforme serd discutido no Capitulo 4. Além disso, a investigacdo desses sistemas pesados com
N = Z apresenta-se como um desafio para aqueles que trabalham com modelos nucleares, pois
é importante apresentar novas propostas para a investigag&o dos limites dos modelos existentes
para esta regido da tabela de nuclideos.

Este trabalho apresenta um modelo algébrico invariante em isospin para o cdlculo das ener-
gias de ligagio de nucleos pesados com N = Z onde o termo de Wigner surge naturalmente
de sua estrutura algébrica. Neste caso, tudo o que se faz é ajustar os pardmetros da hamilto-

niana nuclear para cada regido de massa partindo-se a seguir para exirapolacoes em nucleos



qite ainda nao foram medidos da mesma regido. O modelo utiliza uma interacio que quebra a
degenerescéncia entres os modos isoescalar e isovetorial do emparelhamento nuclear, deste mo-
do a simetria de SU(4), responsdvel pela degenerescéncia aparece também de maneira natural.
De antemao pode-se dizer que uma vantagem do modelo aqui apresentado consiste no fato de
serem utilizados poucos pardmetros em comparaciao com os modelos correntes na literatura.
No Capitulo 1 faz-se uma pequena revisdo de teoria de grupos com a apresentacio de
conceitos que sao utilizados durante todo o trabalho. Ja no segundo capitulo, discute-se o
Modelo de Bésons Interatuantes (IBM) que é o modelo no qual este trabalho é fortemente
baseado. Apresenta-se a abordagem algébrica do IBM na primeira parte do capitulo através da,
apresentacio de operadores, simetrias dindmicas e exemplos ao longo da tabela de nuclideos,
enquanto na segunda parte discute-se um pouco sobre sua microscopia ¢ a conex2o com o
modelo de camadas. No Capitulo 3 parte-se para as versdes invariantes em isospin do IBM e
discute-se também a importante simetria SU(4) em fisica nuclear. Prepara-se, desta maneira,
o terreno para a apresentacdo de nosso modelo no capitulo quatro, onde se apresenta antes
duas abordagens diferentes para o cdlculo de energias de ligacdo nucleares. Sao mostrados os
resultados e conclusdes para as camadas sd e pf. Nesta dltima camada existem poucos dados
experimentais disponiveis e a importancia do trabalho fica ressaltada na medida em que aponta,
uma dire¢do para os valores das energias de ligagio de sistemas que nio foram ainda produzidos.
Finalmente no Apéndice A sio colocados tépicos que sdo necessirios e complementares para

um bom acompanhamento do texto.



Capitulo 1

Simetrias e teoria de grupos

1.1 Introducao

A utilizacio de métodos que envolvem teoria de grupos para a andlise de sistemas fisicos
regidos pela mecinica quantica tem se mostrado de imensa utilidade tanto na interpretagdo da
natureza destes, quanto na simplificacdo dos cdlculos que thes sdo pertinentes. Pode-se aplicar
a teoria de grupos desde em casos que tais sisternas tenham alguma simetria relacionada & sua
geometria, como em fisica molecular, até em teorias onde as simetrias internas ou de gauge
sejam usadas, como em fisica de particulas e teorias de campo. Em ambas as situagoes, o que
se faz é explorar as caracteristicas de um dado sistema que resultam de uma simetria intrinseca
¢ da estrutura de grupos a ela associada. Em geral, simetrias levam a invariéncias, que, por
sua vez, determinam leis de conservagio. Km mecdnica quantica tem-se o estabelecimento de
ndmeros quinticos que rotulam as fungdes de onda e sio responsdveis por regras de selegio
para transicdes e processos que envolvam reagdes nucleares, por exemplo. Mesmo quando uma
dada simetria é quebrada, as interacdes podem ser decompostas em uma soma sobre operacores
tensoriais com propriedades bem definidas sob as transformagdes desta simetria, permitindo que
o formalismo da teoria de grupos possa ser utilizado para o cdlculo dos elementos de matriz
destas interagoes.

A utilizacdo da teoria de grupos em fisica nuclear tem wma longa historia, que comegou



com os trabalhos de Wigner e a utiliza¢io do grupo U(4) na descrigio invariante em spin-
isopin de nicleos leves {7]. Desde entéio, muitas abordagens surgiram, dentre as quais pode-se
citar os trabalhos de Racah [8] na classificacio de espectros complexos ¢ os de Elliot [9] sobre
as propriedades rotacionais dos niicleos e suas conexdes com a dlgebra do grupo SU(3). Nos
anos 70, o interesse por técnicas algébricas aumentou com o surgimento de um novo modelo
de estrutura nuclear chamado de modelo de bosons interatuantes ou IBM, cujo objetivo inicial
era descrever as propriedades de nicleos par-par, isto €, sistemas onde o niimero de ntcleons
de valéncia ¢ par e, além disso, nao ¢ feita a distinc@io entre estas particulas. Mais tarde,
outras versdes deste modelo foram desenvolvidas, e atualmente sua aplicabilidade estende-se
até aqueles nicleos impar-impares e também para os sistemas de massa impar. Os constituintes
fundamentais do IBM, em sua primeira versao, que é usualmente conhecida como IBM-1, sio
bésons com momento angular 0 (bésons s} e com momento angular 2 (bdsons d}, sendo o
seu numero igual ao numero de micleons de valéncia em um dado nidcleo par-par. A escolha
destes bdsons estd assoctada respectivamente as partes monopolar e quadrupolar da interacgao
de emparelhamento entre particulas idénticas. Por sua vez, nicleos impares sio tratados através
da incluséo explicita de operadores fermidnicos para os ntcleons que ocupam orbitais especificos
do modelo de camadas, gerando assim, um sistema de bdsons interatuantes e férmions. Aqui,
tais sistemas ndo serdo estudados, mas existem inimeras referéncias que tratam do assunto,
como por exemplo [10].

Neste capitulo, serdo introduzidas na primeira se¢io, através da simetria de isospin, alguns
conceitos de teoria de grupos gue serdo utilizados durante todo o texto. Nas se¢Bes subseqiien-
tes dar-se-4 atencdo a alguns formalismos relacionados com o tépico, dando-se mailor atencao
a0s grupos ortogonais e unitdrios. Finalmente, serd apresentada a estratégia utilizada no tra-
tamento do problema proposto neste trabalho. No Apéndice A , no final deste trabalho, serd

apresentada a descricao de alguns grupos continuos relevantes.



1.2 A simetria de isospin: Os grupos U(2) e SU(2)

A abordagem aqui apresentada segue, basicamente, as idélas contidas na referéncia [11].
Considere o espaco bi-dimensional gerado por dois estados. Um designando um préton e o

outro um néutron conforme abaixo:

Py = a0}

|’]’L> = an”O): (1.1)

com a,' (a,!) representande o operador de criagio de um préton (néutron).

O estado mais geral deste espaco pode ser escrito como
) = {p|¥)|p) + (n|T)|n). (1.2)

Aplicando uma transformagao unitéria, UT = U™}, sobre (1.2), por exemplo uma rotagio, tem-
se que W' = UpW. A norma deste estado é preservada estando {1.2) em uma dada orientago.
Duas rotacoes podem trazé-lo de volta & posiciio original. Ista é a propriedade essencial que
define um grupo de transformacdes e, neste caso, formam o grupo de transformagoes unitérias
em duas dimensdes, chamado de U(2). Os vetores (1.1) constituem uma base para a represen-
tacdo fundamental do grupo U(2). Deve-se lembrar que o grupo U(2), como todos os outros,
tem uma estrutura matemética de transformacdes bem definida e pode-se dizer que o fato do
grupo representar uma situagio fisica como o isospin de prétons e de néutrons ¢ “acidental”.
Um determinado ambiente em que um grupo é representado é chamado de realizagao deste
grupo.

Considere agora os operadores a;ﬂ e al ¢ seus respectivos operadores de aniquilacio a, e ay,.
Quando se quer construir estacdos de muitos nicleons, o principio de Pauli restringe as possibili-

dades aAqueles estacos antissimétricos, obedecendo estes operadores a regras de anticomutacao:
{al,a;} = &y
[P -
{a‘in CZ,;} = 0
{(Lz', ai} = 0 (1.3)
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com %, 5 = p,n.
Formando-se combinacdes bilineares (que conservam o nimero de particula) destes opera-

dores tem-se o conjunto

alay, alan, alay, ala,, (1.4)

que ¢é linerarmente independente e, quando as relagdes de comutacio entre eles sdo calculadas, o
resultado é uma combinacado linear dos operadores que constituem o comutador, como mostrado

abaixo:

t t .
lalay, ajas] = alay,

[a;',ap, a;rz%J = —a,,flap,
[a;rjap, a;rzan] =0,

[aéan, aLap} =aq
[a;gan, alan] = alan,

[a;ra“w a,;rlan] = ‘a:iap- (1.5)

Pode-se dizer, deste modo, que os quatro operadores fechem sob comutagio e geram a
dlgebra u(2). O grupo de transformacdes mencionadas anteriormente é chamado de grupo de
Lie U(2), enquanto que os operadores (1.4) sio ditos geradores deste grupo. Para tornar mais

clara a discussdo, sio definidos os seguintes operadores em termos daqueles da equagio (1.4):

7~ ___f'l"f '/'A o
TF = I;C + y = a;an,

S
- =T, -1, = ala,,
. 1
P ot
== 5(%% alay),

N = a;ap + al a,,. (1.6)

Tem-se, desta feita, dois conjuntos de operadores linearmente independentes. O primeiro é
constituido por 7,7, T, e IV, enquanto o segundo é formado por: T, com 1 = 2,9,z e¢ N.

Calculando os comutadores para o segundo conjunto através da utilizaciio das equagbes {1.5)



mostra-se que:

1,15 = 'i&;jkﬂ.,

(W1 = 0. (1.7)

As primeiras relacBes de comutagio sfo idénticas aquelas dos operadores do momento angu-
lar, e reside af a semelhanca entre as dlgebras destas duas quantidades fisicas. Os operadores T
e N sio, também, geradores do grupo U{2), do mesmo modo que TJr, T, T.e N. O operador
ntmero, IV, comuta com todos os operadores T;, e também consigo mesmo, sendo chamado de
operador de Casimir do grupo U(2). Também os operadores T; fecham sob comutacio e
formam, por si 6, a algebra de Lie de SU(2). Como os geradores desta dlgebra estao contidos
no conjunto dos geradores de U(2), diz-se que SU(2) é um subgrupo (ou sub-dlgebra) de U(2).

J4 o operador nimero forma a sub-dlgebra U(1} ficando a relagéo entre estes grupos dada por
U(2) o SU(2) @ U(1). (1.8)

Utilizando a equagio (1.7) pode-se mostrar que o operador 7% = 72 + ’f‘; + 712 comuta com
os operadores Ty, , €, portanto, ¢ o operador de Casimir de segunda ordem de SU(2) e também
de U(2) devido & comutagio com N.

Tendo em mente este exemplo simples que introduziu conceitos importantes como o de
grupos, geradores e operadores de Casimir, parte-se para a a defini¢do formal dos topicos

apresentados até aqui.

1.3 Aspectos formais da teoria de grupos

Tanto os sistemas fisicos classicos como 0s quinticos sdo usualmente bastante complicados.
Contudo, o estudo de suas simetrias pode, além de simplificar seu tratamento, indicar ainda
a direcio correta para uma compreensio mais aprofundada destes sistemas. A exploragao de

simetrias de um sistema fisico também indica qual o caminho correto na elaboracao de uma



teoria através do estabelecimento de vinculos, por exemplo, para um problema de outra maneira
intratavel.

Uma caracterfstica fundamental das simetrias ¢, conseqiientemente, da teoria de grupos é
sua universalidade. Isto é, os mesmos principios sdo aplicados para uma imensa variedade de
sistemas fisicos, desde moléculas até particulas elementares. Mais ainda, os mesmos tipos de
informacdes sdo obtidos, tornando a teoria de grupos um formalismo extremamente ttil e atra-
tivo. Na mailoria das vezes pode-se ter um entendimento intuitivo a respeito das simetrias de
um dado sistema, particularmente quando se consegue expressar geometricamente as transfor-
magoes que o deixam invariante. No entanto, esta maneira de compreender n&o é muitas vezes
suficientemente profunda para se fazer a conexfo com a fisica existente, tornando-se necessaria
a generalizagio das nogdes de transformactes de simetria em termos de idéias mais abstratas.
Quando estas operagdes sdo continuas, pode-se sempre considerar o caso de transformacoes in-
finitesimais e estudar o comportamento de sistemas sujeitos as tltimas. A teoria para o estudo
de tais transformages foi primeiramente proposta por Marius Sophus Lie {12} que introduziu os
conceito basicos e operacdes do que se conhece hoje como dlgebras de Lie. Estas dlgebras serdo
o assunto das préximas segdes devendo o leitor entendé-las como uma espécie de compilacio

de resultados que sdo bem estabelecidos.

1.3.1 Definigoes

Serdo apresentados formalmente alguns dos conceitos introduzidos na secio anterior. Exis-
tem indmeras referéncias a respeito de teoria de grupos que o leitor pode consultar para um

aprofundamento no assunto, como por exemplo [13].
Grupos: Um grupo abstrato & ¢ definido por um conjunto de elementos (G, G...G,, ) para os
quais existe nma regra de “ multiplicagdo ” que os combine e satisfaca as seguintes propriedades:
1. Clausura: Se G; e G5 sdo dois elementos do grupo G, também o é o produto GG,
2. Associatividade: Gi(G;Gy) = (GG5)Gy,
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3. Identidade: Existe um elemento £ de G que satisfaz:

EG; = GiE = G, (1.9)

4. Inverso: Para cada elemento G existe um elemento G5 ' de tal modo que:

GGl =G G =E (1.10)

O ndmero n de elementos de um grupo é chamado de ordem. Nos grupos de Lie, todos os
elementos podem ser obtidos pela exponenciagio a partir de um conjunto bésico de elementos
gi, com 4 = 1,2, .., 3, denominados geradores, ¢ que constituem a algebra de Lie associada ao
grupo de Lie '. Os geradores definem uma dlgebra de Lie se eles fecharem sob a operacio de
comutacio, ou segja:

96, 9] = Y cf9m, (1.11)
k

e também se satisfizerem a identidade de Jacobi?

[9:: (95, 9el} + [9r, 96> 51] + 95 (9> 9:]] = O (1.12)

As quantidades ¢f; sio chamadas constantes de estrutura ¢ seus valores determinam tanto

as propriedades da algebra como aguelas do grupo de Lie agsociado.

Transformagoes de Simetria: Pode-se definir as transformacées de simetria de um sistema
fisico em termos das equacdes de movimento deste. Para isto, considere o seguinte sistema de
equagoes:

Oy =04=1,2.. (1.13)

As fungdes W, (x) podem ser vetores-coluna finitos ow infinitos, ou ainda, matrizes que dependem

das varidveis z;. Os operadores (O; sao quaisquer e podem corresponder, por exemplo, as

!Lembramos que aqui, como em alguns textos nfio formais, nio ha distingfio entre grupos e dlgebras.
De fato, a identidade de Jacobi é prontamente satisfeita usando-se apenas a defini¢io de comutador. O que

se deve impor é que as constantes de estrutura devam ser consistentes com a mesma. Para tal, devem satisfazer

as relaces Elm(cg?cffk + c}'c'}cf;j + c}’}ci,i) == () para quaisquers, s, k.
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equagdes de Maxwell, Schroedinger ou Dirac. Os operadores §;; que satisfazem:
> Oilgig)¥; =0, i=1,2 (1.14)
J

s30 chamados de transformacdes de simetria, uma vez que levam as solugbes W em outras
solugdes gW das equagdes (1.13).

Considere, como exemplo, a equacio de Schroedinger dependente do tempo:
. . d
(H(x,t) — z—aj{:)lli(x,t) = (). (1.15)
Pode-se verificar que i:;j (x,p, )P (x,t) também é solu¢do de (1.15) desde que /%j satisfaga:
[ k] — 2L =, (1.16)

o que significa que k; estd associado a uma guantidade conservada. Este dltimo fato decorre

da defini¢fio da derivada total de wm operador, por exemplo /ij,
%i - %%i i, A, @
sendo H a hamiltoniana de um sistema quintico.
Se ky ¢ ko satisfazem (1.16) pode-se mostrar, utilizando a identidade de Jacobi (1.12), que
o comutador destes é uma constante do movimento, ou seja:
ok,
ot

d o~ . g - - Ay - £
&E[k‘“kz] == gg[kl,k‘z] - [“5%,%2] — [£1,

1=0. (1.18}

Se o conjunto dos k; fechar sob comutacio ¢ formar uma 4lgebra de Lie, diz-se que tais
operadores s&o os geradores desta algebra. Em geral, o conjunto destes operadores nao comuta
com a hamiltoniana do sistema, mas satisfaz & equagdo (1.16}. J4& os operadores independentes
do tempo fcj(x, p,t = 0) satisfazem as mesmas relacGes de comutacio, mas devido & equagio
(1.16) nédo sdo, em geral, lntegrais do movimento.

A equacio de Schroedinger independente do tempo &

(I{(Xv p) m En)ll’rn(x) = O; (119)
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com W{x,t) = e i, (x).
Os operadores acima constituem a dlgebra dindmica da equacio (1.19) e conectam todas as
solugbes W, (x) entre si, incluindo também aqueles estados que nio sfio degencrados. Devido

ainda & equagdo (1.16), somente os geradores i%j gue nao dependem do tempo satisfazem
[, k] =0, (1.20)

o que implica que eles sido constantes do movimento para o sistema (1.19). A equacio (1.20),
aliada ao fato destes geradores fecharem sob comutacéio, define a dlgebra de simetria para este
sistema. A conexio entre a dlgebra dindmica (fcj (0)) ¢ aquela de simetria do sistema dependente

Py

do tempo (k;(¢)) permite uma definicio tnica da dlgebra dinédmica [14].

1.3.2 Invariantes de Casimir e constantes do movimento

Da discussio da se¢do anterior (1.3.1), vé-se que as dlgebras de Lie associadas as equagdes
de Schroedinger dependente e independente do tempo fornecem integrais do movimento para
sistemas fisicos. Além disso, a dlgebra dindmica da equacio independente do tempo é tal que
todas as solugdes W,,{T) estdo conectadas através de geradores, o que significa que a dlgebra
dindmica implicitamente define o espago de Hilbert para descricao de um dado sistema fisico.
Para qualquer digebra de Lie pode-se construir um ou mais operadores ¢, que comutam com

todos os geradores k;, ou scja,

[C) k] =0, I=1,..r j=1,.s. (1.21)

Estes operadores sdo chamados de operadores ou invariantes de Casimir. Na segéo (1.2)
apareceram alguns exemplos destes operadores para U(2) e SU(2). Tais operadores, podem
ser lineares, quadraticos, ou de ordem mais alta nos geradores. O nimero 7 de invariantes de
Casimir que sdo independentes é chamado de ordem da dlgebra, e coincide com o numero de

elementos do méaximo subconjunto de geradores que comutam entre si [15],

~ ~

[, g] = 0, 0, f=1,2 .7 (1.22)

13



Os operadores C; e k, podem, portanto, ser diagonalizados simultaneamente e seus autovalores
sdo usados para rotular os autoestados correspondentes. Um outro exemplo, além daquele
apresentado na seciio (1.2), é o dos operadores do momento angular de O(3) que sdo isomérficos
em relaciio aqueles operadores de isospin de U/(2). Neste caso, r = 1 e escolhe-se um deles, por
exemplo, [, como o gerador a ser diagonalizado com o Casimir [? = " f:f . Os autovalores para
o conjunto (G, ks) podem ser determinados a partir das relacdes de comutagio (1.11). Para
o caso acima define-se os operadores f:t = le + ify ¢ faz-se uso de [El, fj] = ieijkfk obtendo-se o
resultado (em unidades de A) bem conhecido [16]:
Plmy = 11+ 1)]im)

LJim) == m|im). (1.23)

Ja a acao dos operadores [y nos estados |Im) é dada por:

Leltmy = /(L F m)(I £ m + 1) [bm = 1), (1.24)

Este ¢ um exemplo simples, mas, em casos mais gerais, muito embora os procedimentos
sejam bem mais complicados, sdo aplicadas as mesmas idéias que aquelas apresentadas aqui.
Concluindo com o exemplo da equacéo de Schroedinger: nesta se¢do mostrou-se que as dlgebras
de simetria fornecem constantes de movimento que levam aos nidmeros quénticos, rotulando
por sua vez estados associados a um dado autovalor. Os operadores como [j: conectam estados
degenerados. Ja as dlgebras dindmicas definem todo o conjunto de autoestados associados a
um dado sistema. Os geradores nao sdo mais constantes do movimento uma vez que nem todos
comutam com a hamiltoniana e os operadores de abaizamento e levantamento podem conectar

todos os estados.

1.3.3 Representacoes e autofuncoes

Para um dado grupo GG de operagdes fisicas R pode-se introduzir um conjunto de operadores

Py que sao definidos pela sua agfo em funcdes escalares arbitrdrias f(xz):
Puf(z) = f(R™'g). (1.25)
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As rotagdes bi-dimensionais constituem um exemplo de tais transformagdes. Usando entédo

a equagio (1.25) em coordenadas polares,

Paf(r ¢) = f(r,¢ — a), (1.26)
e fazendo-gse a expansao em série de Taylor,

o0 (ma)nl“ anf(T., (/))

— nl O¢m
=1 O \npr
=2 ;J(”a‘é;tg) f(r, ¢)
== ewﬂg}%f(?,,? (b)v (127)
chega-se, de acordo com (1.25), em
. " - 0
P, =gtk L, = “““”ig”q'g' (1.28)
Definindo-se agora a seguinte equagio:
H(x)f(x) = g(x), (1.29)

com H (x) sendo um operador arbitririo, e usando a propriedade (1.25), seguem as duas relagGes
a seguir:
PrH(x) Py Prf(x) = Pry(x) = g(Rx) = H(fx)f (fix)

PrE(X) P Prf(x) = PpH(x)P5t f(Rx), (1.30)

Como f(x) é arbitrdria, a compara¢io entre as duas equagtes acima mostra que os operadores

transformame-se como:

PpH(x)P7 = H(Rx). (1.31)
Se para todo o It valer
Ppllix)Ppt = H(x), (1.32)



diz-se que H(x) é invariante sob a acde do grupo G = (R), ou que G é um grupo de simetria,
de H(x), o que estd de acordo com com a discussdo da seciio (1.3.1) em sua equagdo (1.20) na

medida em que (1.32) implica em:

[Pr, H(x)] = 0; (1.33)

dessa forma, da equacdo de Schroedinger independente do tempo e da relagio acima tem-se

que:

H(PR¥) = B(PyT). (1.34)

Se o autovalor F for degenerado e tiver associado a si [ autofuncoes independentes
Wi, .1, a equacio (1.34) mostra que Pryp também é autofuncio da hamiltoniana asso-
clada ao autovalor I e portanto deve ser escrita como combinacio linear dos 1’s conforme

mostra a equagio (1.35).

{
PRK/)1 Z Dﬁ ’(pJ, ) {135)

=1
O conjunto das matrizes D(R), de elementos Dj;{R), é chamado de representagao do

grupo G e as [ autofungoes definem uma base para esta representacio. Se, além disso, os 1¥'s

sdio tais que nenhuma transformacio de base
Py = Z Uiy, (1.36)
J

pode levar todas as matrizes D & mesma forma bloco-diagonal, diz-se entdo que a representacio
é irredutivel e que os 1’s sdo uma base para uma representacéo irredutivel do grupo G.
A forma bloco-diagonal das matrizes D implica que quaisquer dois subconjuntos das [ funcdes
de onda 9’s transformam-se somente entre si sob a agdo de G = (R).

Pode-se usar como exemplo o grupo SO(3), onde uma base adequada para as representacdes
irredutiveis ¢ dada pelos harménicos esféricos Y (6, 4) [16]. A agio dos elementos do grupo de
rotacdo é dada por:

pf€(91:02:93)y ZDmm’ 0i382>03) m"( /)) (137)
m!

com as matrizes de Wigner D tendo o papel das representacoes irredutiveis de SO(3).
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Para grupos de Lie arbitrdrios a generalizagio da equagdo (1.37) é
B FA ) . Ay A
Prf(x) = ZD!J-,,U»'(R) (X)), (1.38)
. .u:’
com A representando, em geral, um conjunto de nimeros quanticos que rotulam as repre-

sentagoes irredutiveis do grupo &' = (R), enquanto os u’s rotulam as diferentes fungBes na

representacho. As equacdes de autovalores para este caso geral sdo:

Cifp(x) = (A £ (%),
kafp (%) = > halps (%), (1.39)

com C; e k, sendo o operador de Casimir e os geradores respectivamente. Os autovalores hy(\)
e haipp') podem ser determinados a partir das relagdes de comutagio que definem a algebra

de Lie associada a G.

1.3.4 Algumas representagoes tensoriais de grupos de Lie

Quando se aplica a teoria de grupos a problemas fisicos, deve-se representar um dado grupo
abstrato G em algum espaco vetorial com o intuito de encontar nitmeros guanticos necessirios
4 classificacio dos estados. As representacdes mals comumente usadas séo aquelas dos grupos
Unitérios, Ortogonais e Simpléticos, e sio apresentadas em termos de tensores irredutiveis de

ordem n *. Nesta se¢do tais representacbes serdo apresentadas brevemente.
Grupos Unitdrios U(n): As representagdes irredutiveis de U(n) sdo caracterizadas por n
inteiros [f1, fo, ..., fa) com

fl 2f22 anZU- (1'40)

A cada representagio do grupo corresponde um grafico, conforme mostrado abaixo, que é

chamado usualmente de Tabela de Young (ver Apéndice A-1}).

*Para os grupos ortogonais existem algumas sutilezas devido & ndo equivaléncia das representacSes irre-
dutiveis que correspondem a padroes anto-associados; néo é o objetivo deste trabatho entrar em detalhes sobre

este assunto.
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fn
Estas representacOes tensoriais sdo simétricas sob permutagtes nas linhas e antissimétricas
sob permutacdes nas colunas. A tabela de Young [f1, fa...fn] rotula as representacdes irre-

dutiveis de U(n).

Grupos Unitarios Unimodulares SU{n): Nos grupos unimodulares unitérios a matriz de
transformacao tem determinante ignal a unidade sendo que as representagdes correspondentes
a0s padroes

[fla fZJ --;fn] e [fi + 3, f? + 35, ., fn + SL s € Z. (1.41)
so equivalentes. Portanto, tudo o que se faz para SU{n) é considerar somente padrdes com

uma linha a menos, ou seja:

[fl:.f2“'fn] - [fl . fn:f? . fn; ---f'nw'l - fn]; (142)

o que em termos das Tabelas de Young pode ser representado na figura abaixo.

il

Grupos Ortogonais Na reducdo de um grupo U(n) para um grupo O(n) as representagoes
tensorials para uma dada simetria ndo sdo mais irredutiveis devido ao fato de haver uma nova
operacao de contragio que comuta com transformagdes ortogonais [17]. Entdo, as representacdes

irredutiveis de grupos ortogonais O(n) séo caracterizadas por v niimeros inteiros p; tais que

el 2 Hy Z 2 s = 0. (143)

7L~

-1
2

com v = ¥ para n um nlmero par ¢ v = para n fmpaz.
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1.3.5 Simetrias dindmicas e o método algébrico

Nesta secdo serd descrita uma maneira de atacar um problema fisico através do método
algébrico. Para isso lanca-se mao das definigoes apresentadas na se¢bes anteriores.

Considerando a invaridncia da hamiltoniana mediante uma dada dlgebra g = (!;:3) tem-se a
equacao (1.20) que mostra que ¢ é a algebra de simetria para o sistema. Por sua vez, a equagio
(1.34) implica que um auto-estado da hamiltoniana com nma dada energia pode ser escrito
como |Ax), com A rotulando as representagdes irredutiveis do grupo G, correspondendo a g,
e u fazendo a distingio entres os diferentes autoestados com energia £ 4. Os autovalores da

hamiltoniana dependem entdo somente de A, conforme abaixo:
H|\p) = B(N)|Aw), (1.44)

além disso, a equagio (1.38) implica que os geradores k; juntamente com seus correspondentes
operadores do grupo Pr ndo misturam estados com diferentes A’s. Para introduzir o conceito

de simetria dindmica pode-se considerar a seguinte cadeia
91D g2 (1.45)

Se g; é uma algebra de simetria de H, pode-se rotular seus auto-estados como [A;p), e como
g2 C g1, g2 também deve ser uma dlgebra de simetria da hamiltoniana, com seus auto-estados
sendo, conseqiienternente, |Aqp). A equagdo de auto-valores para a hamiltoniana pode ser
escrita, portanto, como:

HIMAgps) = B[ M Agpa), (1.46)
com Agjte fazendo o papel de py e os autovalores dependendo somente de A;. Este processo
pode seguir quando existirem outras subdlgebras além de go.

Em geral a afirmacfo de que g; ¢ uma dlgebra de simetria da hamiltoniana ¢ muito for-
te e deve ser relaxada, ou secja, considera-se a quebra desta simetria. Considere a seguinte
hamiltoniana:

H' = aCy, (91) + bClu{g2) (1.47)

40s p’s podem ser escoihidos de tal forma a corresponder As representagdes irredutiveis dos subgrupos de G.
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onde os Cj, so os invariantes de Casimir das &lgebras g;. Desde que [f[’, P:,%] = 0 para k; € g2,
a hamiltoniana ¢ Invariante sob go, mas ndo mais sob g; pois [C’h(gg),@i] # 0 para k; ¢ g9
A nova dlgebra de simetria é portanto go, enquanto g, passa a ser a digebra dindmica para o
sistema na medida em que todos os estados que se deseja descrever sdo aqueles associados com
E(A1). O que mede o grau de quebra de simetria neste caso é a razio b/a. Os autovalores de

H' sio obtidos a partir das equagdes (1.39) e dados por
H'|MAapz) = (@B (M) + bEL, (A2)| A daps). (1.48)

O tipo de quebra de simetria que equagbes como (1.47) causam é chamado de quebra
dindmica de simetria e a simetria que resta é chamada de simetria dindmica da hamiltoniana.
Dos autovalores (1.48) conclui-se que, mesmo sendo H' nio invariante sob g1, seus auto-estados
&0 0s mesmos que os de H em (1.46). Portanto, uma quebra dindmica de simetria separa
mas nao mistura os auto-estados. Além de freqilentemente lancar mao das simetrias dindmicas
para o cilcule dos autovalores, o método algébrico val um passo & frente na medida em que
pode descrever todos os aspectos relevantes de um dado sistema fisico puramente em termos
algébricos e, para isso, tem-se um ndmero de passos a serem seguidos [15]:

1. Um dado sistema ¢ descrito em termos de uma algebra dinfimica g, que gera todos os
estados possiveis dentro de uma representagdo irredutivel fixa. Deve-se dizer que a escolha
da dlgebra é usualmente feita através da andlise da fisica inerente ao sistema.

2. Todos os operadores fisicos devem ser construidos a partir dos geradores da algebra. Co-
mo os elementos de matriz dos geradores podem ser calculados a partir das propriedades

comutativas da dlgebra, todos os observaveis do sistema podem ser calculados algebrica-

mente.

3. As diferentes simetrias dindmicas associdas a hamiltoniana de um sistema fornecem a

base apropriada para o cilculo dos elementos de matriz.

4. Os autovalores dog invariantes de Casimir devem ser calculados para determinar-se com-

pletamente as bases das simetrias dindmicas e seus autovalores. Alguns autovalores de
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operadores de Casimir para grupos Unitdrios e Ortogonais séo listados no apéndice A-2,

assim como algumas propriedades destes grupos.

5. Quando existirern varias simetrias dindmicas para um dada hamiltoniana deve-se escolher
uma das bases para sua diagonalizagiio. As simetrias dindmicas sdo também importantes

pois podem-se obter casos limites onde todos os observiveis sdo obtidos analiticamente.

1.4 Resumo

Neste capitulo foram apresentados conceitos e defini¢gbes fundamentais que serao utilizados
ao longo de todo o texto. Termos como invariantes de Casimir, representagbes irredutiveis e
simetrias dindmicas serdo recorrentes ao longo do trabalho. Tentamos com este apanhado geral
encontrar um caminho intermedidrio entre o formalismo e os exemplos fisicos reconhecendo,
entretanto, que nada de novo foi apresentado, e o que é mais importante, muitas vezes a
intuigdo nao é suficiente para tratarmos sistemas fisicos via a utilizacfo de teoria de grupos,
fazendo-se necessdrio o emprego de técnica apurada no assunto. O préximo capitulo, dedicado
ao modelo de bdsons interatuantes, servird, além de apresentar o modelo em suas duas primeiras

versdes, como exemplo de utilizacdo da abordagem algébrica apresentada.
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Capitulo 2

O modelo de bdsons interatuantes

2.1 Introducgao

O estudo do movimento coletivo no nuicleo atémico é um dos aspectos mais interessantes
da fisica nuclear. Passos importantes dados na direcio da sua compreensao como um sistema
coletivo foram dados na década de 50 experimentalmente por James Rainwater [18] e por Aage
Bohr e Ben Mottelson do lado tedrico [19].

Muitos dos modelos bosbnicos desenvolvidos até o inicio da década de 70 [20] podiam ser
encarados como generalizages da velha hamiitoniana de Bohr-Mottelson, na qual o movimento
coletivo dos nicleons é deserito em termos dos cinco graus de liberdade quadrupolares o ,. Um
dos problemas encontrados nestas abordagens e, comprovado via técnicas de expansao bosénicas
[21], consiste no fato de que termos de ordens mais altas contendo ndo apenas operadores de
dois corpos sao importantes, tornando complicado o tratamento do nicleo como um sistema
coletivo.

Em 1975 Arima e lachello introduziram o modelo de bésons interaturantes (IBM), origi-
nalmente chamado de aproximagio de bésons interatuantes (IBA), onde os graus de liberdade
coletivos do nitcleo sio tratados em termos de bdsons monopolares e quadrupolares, com | = 0
e ! = 2, sendo denotados como bésons s ¢ d respectivamente [22]. Uma grande diferenga entre

o IBM e os outros modelos desenvolvidos na mesma época consiste no fato de que o primeiro
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assume que o ntmero total de bésons no nicleo é conservado, ademais, estes bdésons podem
ser encarados como pares fermidnicos. Outra caracteristica fundamental do IBM é a de poder
unificar em uma dinica hamiltoniana a descricdo de micleos par-pares vibracionais ¢ rotacionais
L além de tratar sistemas onde os prétons e néutrons ocupam as mesmas camadas de valéncia
2 (IBM-2). Também pode-se incluir de maneira natural a simetria de isospin utilizando-se
suas terceira e quarta versbes (IBM-3 ¢ IBM-4). Ainda, os sistemas de massa impar podem
ser estudados via o modelo de bdsons e férmions interatuantes (IBFM) e suas subseqiientes
versdes. Neste caso, aparece o importante conceito de supersimetria.

Retendo-nos um pouco mais aos aspectos histdricos, deve-se lembrar que na época em que o
IBM foi introduzido, os graus de liberdade coletivos dos niicleos deformados jé eram descritos
com sucesso pelo modelo de Bohr-Mottelson [24]. Outro aspecto peculiar é que, os modelos
bosdnicos correntes na época, ndo consideravam a conservacio do nimero de bédsons.

Em trés trabalhos sucessivos, Arima e lachello mostraram que o IBM podia reproduzir as
propriecdades de trés categorias diferentes de niicleos, as quails correspondem geometricamente
aquelas de wn oscilador anarmdnico (vibracional), um sistema axialmente simétrico deformado
(rotacional) e a um oscilador gama-instdvel [25]. Nestes limites a hamiltoniana do modelo tem
solucdo analitica, enquanto que nos casos intermedidrios tem-se que efetuar cdlculos computa-
cionais onde o espago de configuracio é consideravelmente menor do que aquele do modelo de
camadas.

Somente com o surgimento da segunda versao do IBM, com a distingio entre os bdsons
pp e nn, a conexao deste modelo bosénico com o modelo de camadas (fermidnico) comegou a
ser estabelecida [26]. Pouco tempo depois, no comeco da década de 80, surgiram as versdes
invariantes por isospin, tendo sido propostas por Elliot e White {IBM-3) {27} e Elliot ¢ Evans

(IBM-4) [28].

'Deve ser dito neste pento que o modelo do Bohr também trata sistemas vibracionais e rotacionais mas, nao

de maneira unificada como o IBM.
*Vale a pena mencionar a existéncia de uma versiio do modelo de Bohr-Mottelson que trata os dois fluidos

independentemente [23].
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O leitor deve encarar este capitulo como uma revisio do IBM. Nele, o modelo serd apresen-
tado em suas primeira e segunda versdes. Sera dada a devida importéncia as versoes invariantes
em isospin no capitulo seguinte. N&o é o objetivo deste trabalho cobrir todas as possibilidades
que o modelo oferece ¢, por isso, tentar-se-a fazer a bibliografia a mais abrangente possivel.

O capitulo é organizado da seguinte maneira: serdo apresentados, inicialmente, os aspectos
formais do IBM-1 através da introducioe dos operadores bosdnicos: a hamiltoniana, os ope-
radores de transicao cletromagnéticas e de transferéncia de pares. A seguir, as trés simetrias
dindmicas e seus resultados, através dos exemplos clissicos, acompanhados dos resultados ex-
perimentais, serdo discutidas. Finalmente, as idéias principais do IBM-2 serdo apresentadas,

sendo algumas segoes dedicadas A justificacdo microscopica do modelo.

2.2 0O IBM-1

Nesta seclo apresenta-se a formulacdo “macroscépica” do IBM, ou seja, sdo discutidos
aspectos de sua estrutura algébrica e descritas as propriedades coletivas nucleares em termos
fenomenoldgicos, como é feito na referéncia [29].

Em sua versdo mais simples, o IBM assume que 0s estados nucleares de mais baixa energia
de nucleos par-pares situados longe das camadas fechadas séo tratados em termos de excitacoes
de pares de prétons ou néutrons de valéncia. Assume-se, também, que o carogo nuclear ¢é inerte.
Além disso, as configuracdes importantes para a descricio das propriedades desses estados sdo
aquelas nas quais particulas idénticas estdo acopladas em pares fermiénicos de momento angular
I =10e¢l =2, agsumidos serem bésons, e denominados de bdsons s e d, respectivamente,

No IBM-1 n#o hé distingdo entre os bdsons constituidos por protons e aqueles formados por
néutrons, pois para a regifo de massa onde o modelo fol originalmente concebido esses bésons
ocupam camadas muito diferentes, sendo o papel da interacao néutron-préton negligencidvel.

Levando-se em conta a terminologia usual em termos da conjugagdo de particulas-buracos,
o numero de pares de prétons (ndutrons) de valéncia, denotado por N; (IV,), é contado a

partir da camada fechada mais proxima segundo a seguinte convengdo: se menos da metade
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da camada estiver preenchida o nimero de pares de particulas serd considerado o ndmero de
bdsons, do contrdrio, o numero de pares de buracos serd considerado como fal. As préximas

secOes serdao dedicadas A apresentacio da estrutura algébrica do modelo.

2.2.1 Operadores bosonicos

No IBM, as excitagOes nucleares coletivas sao deseritas por bdsons e o formalismo adequado
a ser utilizado para sua descricdo é aquele da segunda quantizacio. Aqui, sdo introduzidos
operadores de criacao e de aniguilagao bosonicos com multipolaridade ! e projecio m, ou seja
bzr,m e b m. Osestados nucleares de mais baixas energias sdo descritos por um béson de monopolo

s com L™ = 0% e por um bdson de guadrupolo d com L™ = 2F:

shydl, (p=0,+£1,£2)

5,d, (p=0,%1,+2), (2.1)

com3=se¢d,= (=)"*rd_,, transformando-se como um tensor esférico. Mais compactamente
pode-se escrever:
Db (1=0,2-1 <m <), (2.2)

com as relacoes de comutacio dadas por:

[bl,m: bzrf ,mf] = (SH’ (Smm’

[bl,m: bi’.m’] = [b;!r,m: bI’,m'] = 0. (2‘3)

Os estados que geram as representacoes do espago bosdnico devem ser construidos de tal
modo que o motnento angular sempre seja um bom nimero quintico e isto se faz através do

acoplamento adequado dos bésons, ou seja,

bl % b} x .12 10). (2.4)

Entretanto, como o momento angular nem sempre ¢ suficiente para caracterizar os estados
de maneira inica, pois podem existir varios estados com o mesmo valor de L, devem-se buscar

simetrias adicionais com o intuito de rotuid-los adequadamente.
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2.2.2 A hamiltoniana do IBM-1

A hamiltoniana nuclear bosdnica mais geral contendo termos de até dois corpos nos bdsons

s e d e que conserva o numero total de bésons, uma caracteristica fundamental do IBM em
suas varias versdes, é dada por:

. 1

H=FEy+> eagblbs+ > §uaﬂ.,§bgbgb,,ba, (2.5)

a3 afyd

sendo B, €43 € Uapys constantes. Note-se que cada termo de (2.5) tem o mesmo nimero de ope-
radores de criacio e de aniquilagdo de bdsons (conservagio do niimero bosénico!). Reescrevendo
este operador que deve ser um escalar em.termos dos bdsons s e d,

H =By +e,(s" 3) +eald Z \/2L +Leg[ld" x df]* x [d x dJF]g +
——}Q_Ug[[dT w dl? x [d x 87 + [d s’r]z x [d x dPJ3 +

%’Ug[[df s dN® % [ % §)° + [T % s1° x [d x )3 +

wa{ldh ¢ 512 [dx 870 + Suofls" x 5T x 5 % ST, (2.6)

pode-se ver que ele possui dois termos de um corpo, com pardmetros €, e £g4, € sete termos de
dois corpos, com parametros ¢y, vy, € uy. Devido a conservacio do nimero bosbnico, alguns

dog termos s&o eliminados utilizando-se

fis = s's — ndmero de bésons s

fa = de“ — nimero de bdsons d
jt

N = fiy + g, (2.7)
deste modo, pode-se ainda reescrever (2.6) como

H = FEy+e,N + %uUN (N-1)+e(d-d)+ V2L 4+ 1d([d" x d)* x [d x d]*]) +

1
024 2

b=

jﬁwM*foxMx§F+fo§PxHx&m8+
Soolld? x a1 x 5 37+ [sF x o x [d x P, (28)
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na. ual,

&' ={gq~€5) + %UQ(N — 1) —up(N =1)

2
C;L = ¢y, -+ Uy ﬁh’-g. (29)
Definindo agora
. 1 '
E6 = Eo +€51‘V + E’LLOL"V(N o 1), (210)

observa-se que a equagio (2.10) é a mesma. para todos os estados com nimero total de bésons
fixo, ou seja, para um dado nicleo. Logo, ela ndo contribui para energias de excitacio, mas tao

somente para as energias de ligagdo dos nicleos.

2.2.3 Operadores de transicao eletromagnética e de transferéncia de
pares

Além da hamiltoniana (2.8), pode-se ainda construir operadores para o cdlculo de transicdes
eletromagnéticas e transferéncia de pares.
Os operadores de transicio eletromagnéticas com multipolaridade [ sdo escritos em termos

dos operadores bosbnicos como
ﬂ”wﬂwm+2}ﬂw%+A (2.11)

Lembrando que estes operadores devem transformar-se como tensores esféricos de ordem I,

deve-se utilizar a notagio acoplada conforme abaixo:

T8 = 960 + >t BE x B0 o+ ., (2.12)

R

a qual em termos dos bdsons s e d pode reescrita como,
167 =0+ aols’ < 7 + fold’ x Iy
TMY = gy [dh x d])
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T = apld" x 5+ 8T x dIP + Ba[d x dIP
TEMY) = Byfdt x d)®
Tém) = Byldt x CZ]Ef)~ (2.13)

As equagdes (2.13) séo construidas até multipolaridade [ = 4, quando se leva em conta

somente o termo de um corpo.

Escrevem-se os operadores de transteréncia de pares em termos de operadores de um corpo

Ccomo:
Py =3 pabl,
(43
P = b, (2.14)
(a3

relacionados & adicdo ou subtracio de um bdson. Até aqui somente pares com [ = 0 e [ = 2

foram considerados.

2.2.4 Algebras e sub-dlgebras bosénicas

A partir desta se¢io, muitos dos conceitos apresentados no primeiro capitulo serdo utilizados
na apresentacéo da estrutura algébrica do IBM.

Considere o conjunto de produtos bilineares de operadores de criagéo e aniquilagdo bosonicos
bL € b'g

Gop = blbg, (2.15)

satisfazendo as seguintes relagdes de comutagao:
[Gap Grs) = Gasdpy — Goplse (2.16)

Operadores que satisfazem as seguintes relacoes de comutacao:
[Xo, Xo) =D CoXe onde CF = —Cf, (2.17)
c
juntamente com a identidade de Jacobi,

[Xe, 2], o] + [, Xel Xa] + [[Xe Xa] , 2] = 0 (2.18)
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formam uma algebra de Lie.

Os operadores (2.15}, trinta ¢ seis ao todo, satisfazem as relagdes de comutacio da dlgebra
unitdria em seis dimensdes U(6) e associados a cada dlgebra existem grupos de transformacoes.
Neste caso o grupo associado a esta dlgebra ¢ o grupo U(6).

Em uma notagio mais apropriada pode-se escrever (2.15) como:
k I 'I' "' (k) r_
G (1,1) = [B] % by]u (1,1 =0,2), (2.19)

que sdo os geradores da dlgebra U(6) 2.
As relagoes de comutagio para os operadores (2.19) sdo explicitamente mostradas em [30]

¢ dadas por:

[GEQL L), GEI I = 3 V2k + 12k + 1 x CFFE) x

)'C”,.n” e
s | KER" " KKK "
(—)k‘kk +h (Sygu Gﬁu (l{, lm) - 5l,l” Gﬁ"(l:”: ‘l,) ) (220)
v Z”ﬂlﬂ

onde CHE, ¢ o coeficiente de Clebsch-Gordan apropriado e os termos entre chaves, {...},
indicam os coeficientes 6.

Como mostrado no primeiro capitulo, dada uma dlgebra g, qualquer subconjunto A de g
fechado em relagao & comutacio ¢ chamado de uma sub-ilgebra de g.

Com o objetivo de classificar os estados nucleares, assim como construir bases apropriadas
para diagonalizar a hamiltoniana, é necessdrio gerar todas as possiveis subdlgebras de U{6).
No caso do IBM, onde se requer que os estados tenham o momento angular total como um
bom nimero quéintico, deve-se incluir sempre como sub-algebra de U(6) a dlgebra das rotagdes
tri-dimensionais, SO(3), que, de acordo com o que foi discutido no capitulo anterior, é uma

algebra de simetria do sistema.

*Conforme mencionado no primeiro capitulo, nfio faremos distingfio na notagio utilizada para slgebras e

Zrupos.
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Pode-se mostrar que ha trés, e somente trés, decomposicbes possivels para U (6), uma vez

que SO(3) deve necessariamente estar contida na reducdo; estas cadeias sfo:

) U(6) > UB) D SOG) D SO3) D SO2) (2.21)
M) U(6) > SUE) D SO(B3) 5 S02) (2.22)
D) U(6) D SO(6) > SO(5) D SO(3) D SO2). (2.23)

Estes trés limites correspondern geometricamente a um vibrador anarménico, a um rotor
simétrico e a um rotor gama-instavel, respectivamente. Pictoricamente, pode-se representar os
trés limites como sendo cada vértice de um tridngulo, usualmente conhecido como tridngulo
de Casten [31]. Entre cada um destes vértices sdo encontradas as regides de massa onde as
situacdes intermedidrias ocorrem, ou seja, onde nfo existem simetrias dindmicas exatas (ver

figura (2.1}).

U()

SO(6) SU(3)
Figura 2.1: Representagio pictdrica dos trés limites do IBM-1.

Reescrevendo o que foi discutido no primeiro capitulo, a utilizacdo da teoria de grupos
em fisica é importante, pois a construcio de representacgdes onde a hamiitoniana possa ser
convenientemente diagonalizada ¢ desta forma possivel. Isto ocorre porque os estados sdo
caracterizados através de suas propriedades de transformagio sob os grupos das cadeias (2.21)-
(2.23), como no caso do IBM, ou, mudando nm pouco o vocabuldrio, constroem-se bases que se
transformam como representacdes dos grupos apropriados, além de rotular convenientemente

0s estados com bons nimeros quanticos. Como no IBM-1 os estados nucleares sio construidos
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a partir de bdsons idénticos, a funcio de onda deve ser totalmente simétrica. Isto significa
que somente as representagdes totalmente simétricas de U(6), rotuladas pelo niimero total de
bésons do sistema [V], sdo levadas em conta.

Nas proximas seqes serdo discutidos os trés limites das cadeias algébricas (2.21)-(2.23).
Juntamente com os resultados tedricos, serdo apresentados os espectros experimentais que cor-

roboram o modelo.

2.2.5 O limite vibracional

A base para a cadeia (2.21) é usualmente escrita como:
I[N}:nday) ?'?:A,L, j"/-[L>- (224)

Os valores de ng4, o nimero de bésons d, contidos em uma dada representagio [N] de U(6)

correspondem A reducgio U(6) D U(5) e sdo encontrados através da seguinte reducio:
ng=NN~-1,..,1ou0, (2.25)

ou seja, todos os bdsons podem estar num estado d (N = ny), todos menos um bdson no estado
d (N —1=ny) e assim por diante, até nenhum béson estar neste estado (ny = 0).
Por sua vez, aqueles valores da senioridade v contidos em uma representagio ny de U(5)

podem ser obtidos utilizando-se a técnica de gquasi-spins para os bésons {32], resultando em
Vg, g — 2,ng — 4, .., 1ou0. (2.26)

As representacgbes de U(8), U(B) ¢ SO(3) sdo totalmente simétricas. Contudo, indo de
SO(5) para SO(3) vérios estados com o mesmo valor do momento angular podem aparecer em
uma dada representagio v de SO(5). Logo, SO(5) nfo ¢ completamente redutivel em relagio
a SO(3). A reducdo U{5) D SO(3) basicamente refere-se ao acoplamento de bdsons d e A
atribuigdo de uma senioridade v a estes estados. Considerando somente os estados com estes
bésons, vé-se que o estado fundamental ny = 0 temm v = 0. Do mesmo modo, o primeiro estado

excitado ng = 1 tem v = 1. Dois bdsons d podem ser acoplados aos momentos angulares
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L =0,2,4. Os estados com L = 0 tem v = 0, enquanto os estados com L = 2,4 tem v = 2. A
configuragio d* leva aos estados simétricos L = 0, 2, 3,4, 6. O estado com L = 2 é construido
de tal modo que dois bésons sejam acoplados a L = 0,2, 4. Por defini¢io, atribui-se senioridade
v = 1 para o estado com L = 2. Os demais estados d° tém v = 3. Para configurages d*
os estados simétricos ¢ tém L = 0, 2% 4% 5,6,8. Observa-se que existem agora dois estados
com L = 2 e I, = 4 que sdo diferenciados pela senioridade. Como estados com L = 2 podem
ser construidos de tal modo que um par esteja acoplado a L = 0, pode-se atribuir a ele uma
senioridade v = 2. O outro estado de mesmo momento angular é portanto um estado com
v =4. O estado com L = 0 tem v = 0 e os demais, v = 4. Para a configuraciio d® aparecem
trés estados com L = 6 e, existem somente duas possibilidades para a senoridade: v = 4,6.
Conclui-se desta maneira que a senioridade ndo é suficiente para rofular estados ortogonais
com o mesmo momento angular, sendo necessdrio um niimero quéntico adicional 5. No caso
do IBM este nimero quantico tem um significado fisico, sendo o nimero de tripletos de bdsons

acoplados ao momento angular zero na e, assumindo os seguintes valores:
na =0,1,2,3.... (2.27)

Finalmente, os dois estados com L = 6 remancscentes da configuragio d® sdo diferenciados por
terem na = 0, 1. A discussdo precedente pode ser visualizada na figura (2.2) onde é apresentado

o espectro tipicamente vibracional para N = 6 bdsons.

1Para rotular estados além de d? deve-se utilizar as tabelas de Young que sdo apresentadas no apéndice A.
$Deve-se dizer que este novo nimero nfio estd associado a nenhum operador de Casimir e existe tdo somente

para rotular estados ortogonais com mesmo L e v.
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Figura 2.2: Espectros do limite vibracional do IBM-1 para N = 6 bésons. Os niimeros quinticos
(v,na) sBo mostrados juntamente com o momento angular e a paridade para cada grupo de

estados.

Para a reducio SO(5) O S0{3), que determina os valores do momento angular, vale o

seguinte algoritmo:

g = 2ng + 3na + A,

ng = (ng —v)/2. (2.28)
Como a senioridade ¢ encontrada utilizando-se a equacio {2.26), tem-se
ng =0,1...,nq/2, (ng — 1)/2, parany par ou impar, (2.29)
e 0 momento angular assume os seguintes valores:
L= 1,.,2)0 = 2,24, (2.30)

nao podendo o momento angular assumir o valor 2\ — 1.
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Finalmente, os valores de M, de SO(2) contidos em uma dada representagio de SO(3) séo
dados por —L < M, < +L.
A base (2.24) tem contra si o fato de nfo ser ortogonal e uma alternativa estd na chamada

base de Szpikowski. As transformacdes entre uma e outra sio apresentadas em [29].

2.2.6 O limite rotacional

No limite rotacional U{6) > SU{(3) D SO(3) > SO(2) a base a ser construida é:
V], O ) % Ly M, (2.31)

onde {), 1) sfo os niimeros quénticos de Elliot [9], sendo seus valores contidos em uma repre-

sentacio simétrica [INV] de U(6) determinados através do seguinte procedimento:

(0, N) N = par
ALp) = @2N,0)e(2N-4,2)e..®
(2, N - 1) N = {mpar

(0, N —3) N — 3 =par
®2N —6,0)® (2N —~10,2) ® ...
(2, N — 4) N — 3 = impar

@... (2.32)

O problema de reducfio de uma representacio de uma dada dlgebra G para outra dlgebra
G em geral é resolvido através da multiplicagio de tabelas de Young. No caso U(6} D SU(3) a
seguir, eshocam-se os primeiros passos do procedimento e generaliza-se para o resultado (2.32).

O ponto de partida é notar que a representacéo fundamental [1] de U (6) é 6-dimensional
pois existem seis estados de particula independente. Por outro lado, a representagao (2,0) de
SU7(3) também o é devido ao fato dos seus estados serem do tipo aa, bb, cc, ab + ba, be+cb e
ca + ac. Logo, a tabela de Young [1] de U(6) corresponde ao par (2,0} de SU(3). O processo
de construcio (building up process) exige a mulliplicagGo paralela entre as duas algebras.

Continuande com o exemplo, o primeiro passo em U{6) é fazer:

= [1f=0{20eI,1] (2.33)



0 que corresponde em SU(3) ao produto:
(2,0) % (2,0) = (4,0) @ (2,1) & (0,2), (2.34)

sendo (4,0) ¢ (0,2) as representagdes irredutiveis (irreps) ® simétricas. Associa-se, deste modo,
& tabela [2,0] = [2] de U(6) as representagdes (4,0) e (0,2) de SU(3), concluindo-se que as
iltimas estdo contidas na primeira. Por sua vez, a representacdo (2,1) de SU(3) estd contida
na representagéo [1,1] = [1}] de U(6). Todavia, esta tltima representagio de U(6) niio ocorre
no IBM-1 restrito a [N], o que faz com que todos os estados com L = 1 contides em (2,1)
desaparecam. O procedimento continua até que se obtenha o resultado (2.32).

A redugio de SU{3) D SO(3) também ¢ feita pelo processo de construgio, e aqui mostra-se o
algoritmo para encontrar os momentos angulares L de SO(3) contidos numa dada representacao
irredutivel de SU(3). Como no caso anterior, SU(3) ndo é completamente redutivel em relacio
a S0(3), fazendo-se necessdria a introducio de um outro nimero quintico, K, de modo que
os estados sejam univocamente determinados [9]. Portanto, os valores de L contidos em uma

dada irrep de SU(3), com exceciio de K = 0, sfo dados por:
L=KK+1,K+2, ., K+mix{\ u}, (2.35)
com K sendo um ntmero inteiro dado por:
K = min{\, p}, min{A, p} — 2,., 1L ou 0; min{}, p} par ou impar. (2.36)
Quando K = 0 os valores do momento angular sao:
L = méx{\, pu}, max{\, p} —2,...1, ou 0; max{\, u}: parou impar. (2.37)

Contudo, a base de Elliot nfio ¢ ortogonal e introduz-se a chamada base de Vergados [33],
onde ao invés de K propriamente dito, utiliza-se outro nimero quéntico, denotado por ¥, cuja
seqiiéncia ¢ a mesma que a dos niimeros quanticos K. Note-se, entretanto, que os valores de L

contidos em cada ; sdo diferentes daqueles contidos em K. Da equacdo {2.35) infere-se que

®Daqui em diante, quando forem mencionadas representagdes irredutiveis a sigla irreps serd utilizada.
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se um dado valor do momento angular ocorre em uma dada representacio uma vez, ele estd
associado ao menor valor possivel de ¥;. Se este mesmo valor ocorrer duas vezes, ele estara
associado aos dois mais baixos valores de x; e assim por diante, ocorrendo a tinica excegdo para
% = 0, quando vale a equacio (2.37) para ¢s ¥'s. Desta maneira, a base determinada é aquela

dada pela equagio (2.31).

2.2.7 O limite gama-instavel
Na cadeia U(6) D SO(6) D SO(5) 2 SO(3) D SO(2) a base apropriada é:
(N1, 0,7, 0a, L, M), (2.38)

No mesmo espirito da segio (2.2.5) os valores da irvep o de SO(6) contidos em uma repre-
sentacio simétrica [N] de U(6), utilizando desta vez quasi-spins também para os bdsons s, sio

dados por:

g=N,N~2,N—4d,. 1oul. (2.39)

Os valores de 7 de SO(5) contidos em uma dada representacdo o de SO(6) sdo obtidos com
um argumento semelhante ao que foi utilizado na segéio {2.2.5) ou seja, um estado possivel de
SO(6) ocorre quando todos os bdsons associados com ¢ sdo bésons d, neste caso ¢ = 7. Outra
possibilidade ocorre quando todos, com excecio de um, sao bdsons d, entdo o = 741. Seguindo

o procedimento e invertendo as relagdes chega-se a:
r=c,0—1,0-2.,1,0. ‘ (2.40)

Novamente, um ndmero quintico extra é necessario, pois SO(5) néo é completamente re-
dutivel em relagio a SO(3). Este nimero é chamado de P, e a base deste limite é dada,
finalmente, pela equagiio (2.38).

Apds a apresentacao da estrutura algébrica do IBM, parte-se agora para o exploracio das

simetrias dindmicas a ele associadas.
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2.3  Simetrias dinamicas

2.3.1 Operadores ou invariantes de Casimir

Para uma dada algebra X € g, existe um conjunto de operadores €, denominados operadores
ou invariantes de Casimir, que satisfazem [C’, XG} = () para qualquer ¢. Na notacao utilizada

aqui, os operadores de Casimir sio tais que:

[C,GP 1) =0. (2.41)

Como exemplo, pode-se citar o operador mimero /V, que comuta com todos os 36 operadores

de U(6). Este é linear em todos os seus geradores como pode ser visto em sua definigio abaixo:

LU 6) = N = G(s,5) + VG (d, d) = fiy + fig (2.42)

A hamiltoniana (2.9) pode ser reescrita através de combinacoes lineares dos invariantes de

Casimir de todos os grupos das trés cadeias

H = e, CL{U(B)) + e,Co(U(6)) + eCL{U(B)) + aCo(U(5)) + BCL(SO(5)) +

vCo(80(3)) -+ 6Co(SU(3)) + nCa(SO(6)). (2.43)

Em geral, o termo referente ao operador de Casimir SO{2) ndo é incluido na hamiltoniana,
pois sua influéncia é relevante somente no caso em que o ntcleo for submetido 2 um campo
magnético externo, o que causa a quebra na degenerescéncia de M.

A hamiltoniana (2.43) pode ser diagonalizada numericamente em qualquer uma das trés ba-
ses construidas, mas historicamente, é utilizada aquela da simetria U(5). Contudo, siic obtidas
solugdes analiticas sempre que a hamiltoniana puder ser escrita em termos dos operadores de
Casimir de uma das trés cadeias do IBM-1,

= aC(G) +BCG) + ..., (2.44)
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sendo C'(G) o operador de Casimir de um grupo grupo G que constitui a cadeia. Desde que
esses operadores sdo diagonais em cada cadela, seus autovalores podem ser encontrados anali-

ticamente usando as expresstes dadas no Apéndice A-2,
E = a{C(G)) + BIC(G) + ....; (2.45)

Em viarios setores da Tabela Periddica sao encontrados atcleos cujo comportamento expe-
rimental corresponde ao previsto em cada uma das trés simetrias dindmicas; essas regiGes sio

representadas esquematicamente na figura (2.3).

120 -

160 130

i

1 1
120 140

Figura 2.3: Regides da Tabela Periddica onde ocorrem as simetrias dindmicas do IBM: (I)

corresponde a U(5), (IT) a SU(3) e (I1I) a SO(B).

A seguir, mostram-se as expressdes para as energias em cada uma das trés cadeias, assim
como calculos e resultados experimentais para os espectros de sistemas nos quais se manifestam

as simetrias dinfdmicas do IBM.

2.3.2 Limite vibracional (U(5))

Escrevendo-se somente os termos da hamiltoniana referentes ao limite vibracional e
calculando-se o valor esperado deste operador na base correspondente obtem-se a expressio

analitica para a energia:
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1
Bl = By 4+ g'ng + 04’5?%5 (ng— 1)+ ' ng(ng +3) —v(w+3) ++ [L(L+1) —6ny], (2.46)

estando os coeficientes acima relacionados com aqueles de (2.43) através de:

v =2y

g=-28

o =2(a+208)

g =¢+5a+88+127. (2.47)

Costuma-se também utilizar formas da hamiltoniana que sfo equivalentes as anteriores, mas

que levam em conta os bésons s e d explicitamente. Seguindo [29] chega-se a

A =¢ (d - d) +I§24CL%\/M Hd* x cﬁ] " [c;fx &}{L)}:}), (2.48)
com as relagdes entre os coeﬁcientes: ;:L e as constantes (2.47) dadas por:
¢ = + 108" — 12+
ey = o — 6y
ey = + 8. (2.49)

Calculando-se o espectro do 3°Cdgy, exemplo cldssico de um niicleo vibracional cujo ndmero
de bosons é NV = 7, obteve-se para as bandas com ntmeros quanticos
(v,na) = (N4, 0), (g, 1), (na — 2,0) os resultados mostrados na tabela (2.1).

Na figura (2.4) mostram-se os espectros experimental e tedrico para este nitcleo.

2.3.3 Limite rotacional (SU(3))

Para o cédlculo do limite rotacional escreve-se a hamiltoniana em termos dos geradores da
cadeia {2.22) e calcula-se o valor esperado desse operador na base correspondente, obtendo-se

deste modo

9
B = 0y L(L +1) + 5607 44 + ha 43 (A + ). (2.50)

40



banda (ng, 0) Teoria (MeV) || Experiéncia{MeV)
ot 0,000 0,000
o+ 0,722 0,658
o+ 1,402 1,476
4+ 1,542 1,542
3+ 2,160 2,162
4t 2,240 2,920
6+ 2,460 2,481

banda (1ny4,1)

Teoria (MeV)

Experiéncia (MeV)

O-l-

2,0400

2,0787

banda (ng — 2,0)

Teoria {MeV)

Experiéncia (MeV)

0t

1,4730

1,4731

2+

2,2834

2,2835

Tabela 2.1: Parte do espectro do 119Cdgs.
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Figura 2.4: Espectro do °Cd [29] com N = 7 bésons. Os parmetros utilizados foram &' =
0,722 MeV, ¢g = 0,029 MeV, ¢ = —0,042 MeV e ¢4 = 0,098 MeV

Novamente, utilizando uma forma fisicamente mais transparente da hamiltoniana escreve-se

HY = k'L L -2Q-0, (2.51)

que tem os seguintes autovalores:

B = (%n — m’) LL+1) -« (/\2 +pP A+ 3+ #)) ) (2.52)

com as seguintes relagdes entre as constantes:

2
K = ““3-(5
K = —%(5 — 2 (2.53)



Calculando-se o espectro do 56Gdgs, exemplo tipico de um nicleo rotacional com N = 12
64 ' P

hésons, tem-se para as bandas com (A, p) = (2N,0), (2N — 4,2} juntamente com os dados

experimentais, os resultados mostrados na figura (2.5) e também na tabela (2.2).

G, Exp. | Th.
3 - - L.
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2 =L e L fma oF
iy bre i 2 o O
¥t 19— -
10— 4+ 5%—
i a4
e S 2 32
14 8. o ® L L
6 6
e 4
L2 A
G g7 T o7 -
SU()

Figura 2.5: Espectro do '%¢Gd, com N = 12 bésons. Os parlmetros utilizados foram ¢ =

~0,0210 MeV e v = 0, 0038 MeV [29].
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banda {2V, 0)

Teoria (MeV)

Experiéncia {MeV)

ot 0,000 0,000
2+ 0,0839 ,0890
4+ 0,2797 0,2881
6t (,5875 0,56847
g+ 1,0071 0,9651
10t 1,5386 1,416

banda {2N — 4, 2)

Teoria (MeV)

Experiéncia (MeV)

o+ 1,0005 1,0495
o+ 1,0844 1,1294
4+ 1,2803 1,2978
o 1,0844 1,1541
3+ 1,1683 1,2479
4+ 1,2803 1,3554
5+ 1,4201 1,4763
6+ 1,5880 1,5388

Tabela 2.2: Espectro do [3°Gdgs.
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2.3.4 Limite gama-instavel (SO(6))

A hamiltoniana neste limite é escrita como funcio dos operadores de Casimir da cadeia

(2.23); calculando-se os seus valores esperados na base correspondente obtem-se:
1
EM = A [N(N+4)—c{oc+4)]+ 65’7 (r+3)+CL(L+1). (2.54)

Sistemas y-instdveis sfo bem representados pelo comportamento da 25°Pt);5 que tem N =
6 boésons. Mostram-se na figura (2.6) e também na tabela {2.3) os valores obtidos para as
bandas com (o, 7a) = (N,0),(N,1), (N ~ 2,0} e (N - 4,0}, sempre comparados com os dados
experimentais. Nota-se neste caso que o ajuste nio é tdo bom quanto nos casos precedentes.
Isto ocorre devido ao efeito da mistura de configuracdes de duas quasi-particulas na regido de

baixa energia do espectro [39].

195Pt
| W s Exp. | ™ |
(6,0 61 {4 (2,0 {6,0) 610 @0 20
Y I | 2. \ oi |
2 r__. ~ i 2L
9 = . IRt
fm 0+ H4+ . 0t.
14 R} 1 -3 4
4t . " ot
2 =t
= 2
0+ 0= low o) J

Figura 2.6: Espectro do '%Pt, com N = 6 bdsons. Os pardmetros utilizados foram A = 0,171

MeV e B=0,3 MeV e C =0,01MeV.



banda (N, 0).

Teoria (MeV)

Experiéncia {MeV)

o+ 0,000 0,000

2+ 0,2600 0,3557
9+ 0,5600 0,6887
4+ 0,7000 0,8769
3+ 1,0200 1,0150
4+ 1,1000 1,2933
6+ 1,3200 1,427

banda (N, 1)

Teoria (MeV}

Experiéncia (MeV)

0+ 0,9000 1,1353
o+ 1,4570 1,3616
2+ 2,0600 1,6773

banda (N —2,0)

Teoria {MeV)

Experiéncia (MeV)

ot 1,1970 1,4027
9+ 1,4600 1,6045
9 1,7570 1,8027

banda (N — 4, 0)

Teoria (MeV)

Experiéncia (MeV)

04“

2,0020

1,8237

Tabela 2.3: Espectro da 1Pty




2.4 O IBM-2

Uma das criticas ac IBM-1 referia-se ao fato de ndo haver uma fundamentagao microscopica
sélida para o modelo. Isto passa a ser possivel a partir do momento em que se distinguem
os bdsons formados por pares de prétons daqueles formados por pares de néatrons. Como
conseqliéncia desta distingdo, chega-se & segunda versido do modelo, ou IBM-2, cujos pontos
principais serdo discutidos a seguir.

Algumas questdes importantes a respeito da formulagio microscépica do IBM surgiram na

época. de seu desenvolvimento e aqui consideram-se duas delas, notadamente:

¢ Por que uma aproximac¢io que leva em conta somente bésons s e d funciona téo bem para

os estados de mais baixa energia do espectro nuclear?

¢ Quais os termos mais importantes da hamiltoniana?

Estas questdes serdo respondidas com a apresentagéio dos blocos fundamentais do modelo,
que sdo os pares fermidnicos tratados como bésons, partindo-se depois para uma “pincelada”
nas técnicas de mapeamento de estados e operadores. Finalmente, faz-se a conexao entre o
IBM-2 e 0 IBM-1 via a importante simetria de F-spin partindo-se para apresentagao de dois

casos de simetrias dindmicas que estio relacionadas a este niimero quantico.

2.4.1 Truncando o modelo de camadas

Conforme tem-se dito neste trabalho ad nauseam, a mais importante hipétese do IBM con-
siste em considerar que os estados coletivos de mais baixa energia de nicleos par-par podem ser
descritos por bésons s e d. A partir de cdlculos com o modelo de camadas, pode-se determinar
os elementos de matriz da interacfio efetiva entre niicleons idénticos [34]. A figura (2.7) mostra
os elementos de matriz para a camada lgese para os prétons.

Vé-se que os elementos de matriz sio fortemente atrativos quando os dois nicleons estéo
em um estado com L = 0, o que demonstra a bem conhecida importancia do emparelhamento

nuclear. Mas, além deste fato, a interagio permanece ainda atrativa para pares num estado com
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Figura 2.7: Elementos de matriz para a camada 1gys, de acordo com um célculo do modelo de

camadas. Note que os estados favorecidos sao aqueles com L =0¢ L = 2

L = 2, tornando-se repulsiva para estados com momento angular I > 4. Conseqlentemente,
dois ntcleons tendem a formar pares em estados com L = 0 e L = 2. Mesmo assim, o espaco
de Hilbert ainda é grande, como se vé& através do exemplo classico do ®Sm que é um niicleo
tipicamente rotacional. Neste sistema, os estados de valéncia de particula independente de um
proton 880 Ogze, Ldsja, 1dys, 25172 € Ohyyy, ¢ aqueles de um néutron sio Ohgso, 1f7/2, 1fs/2,
2p3s2, 2p1/2 € Oirzze. Como este nicleo tem 12 prétons e 10 néutrons nestas camadas de valéncia,
muitos estados podem ser gerados e a dimensao do espaco de Hilbert é da ordem de 4 x 10
para os estados com momento angular L = 0%, Se os estados com L = 2% forem considerados,
o tamanho deste espaco cresce em uma ordem de grandeza. Faz-se necessario, portanto, o
truncamento deste espaco fisico para tornar o problema tratdvel ¢ uma mancira de se fazer
isso é construir pares coerentes de niicleons (ou buracos) de valéncia com L™ = 07 a quem se
denomina de pares S e aqueles pares com L™ = 2% (pares D), que se referem sempre a somente
um tipo de particula, ou seja, pares formados por nm préton e um néutron sio descartados no
momento.

Os operadores de criagdo e aniquilagio destes pares sfo dados respectivamente por:

t +10)



al % aT,]z (2.55)

Dy = Zﬁmm[g M

com « e B sendo amplitudes normalizadas escolhidas de tal forma a maximizar a energia de
ligagio. Deste modo, pode-se construir o estado mais geral deste novo espago truncade como

sendo:

(SHY (DD

07, (2.56)

onde {0) representa uma camada fechada, enquanto Ng e Np contam respectivamente o niimero
de pares com L = 0% e L = 2. O ntimero total de pares é N = Ng+ Np. O estado mais geral

escrito em termos destes pares de nicleons, chamado estado SD, tem a seguinte forma:
1
5%, D2, L, M, ¢) oc 57 P(SH™ (D) ¥Ta[0) (257)

sendo Np uma constante de normalizacio ¢ P o operador de projecido da senioridade sobre
v =2Np.

A primeira aproximacio para o estabelecimento microscdpico do IBM é assumir que os
estados coletivos quadrupolares da parte baixa do espectro sio dominados pelos
estados SD com as devidas amplitudes o e 3 escolhidas. Desta maneira, trunca-se o
espaco de Hilbert original para o subespago SD. Esta abordagem foi proposta por Arima,
Otsuka, Tachello e Talmi [26] devendo-ge salientar que os pares em questdo referem-se a prétons
e néutrons e sio denotados por Sy, D, e S, e D, respectivamente. O espago total é gerado
pelo produtos dos espagos de prétons e de néutrons.

Na seciio seguinte discutem-se os principios da construcdo do mapeamento dos estados

fermidnicos em estacdos bosdnicos.

2.4.2 Bédsons a partir de férmions

Serd apresentado aqui, o mapeamento conhecido na literatura como OAI desenvolvido por

Otsuka, Arima e Tachello [26].



O estado equivalente ao estado com pares fermidnicos S ¢ I dado pela equagao (2.57) no
espaco de bdsons s e d é
s dN‘“" L. M _ 1 Ty N df NaL 0
|7, d"™, L, M, Q) = (1) ™ [(d") ] 10), (2.58)
Ny
com [0) sendo o vicuo bosénico.
Mais especificamente, considerando-se o sistema de muitos corpos como sendo constituido

de N pares, mapeia-se uma camada fechada fermiénica naquela bosénica como
0) = [0), - (2.59)

enquanto a correspondéncia para um estado .S puro é estabelecida via

1
1SV L =0) = |s"; L =0) = —mrNT(S?)NM). (2.60)
J4 os estados com um e dois pares D sio dados por
ISN1D L =2 = sV d: L =2) HE=Dgt0)
(N — 1)’

S L) = (87720 L) = e (1) (T x d1]0), (2.61)

«,/ - 2)!
onde, no ltimo caso, os valores permitidos do momento angular sdo L = 0, 2, 4, pois quando se
expande o produto tensorial [Dl, x DI.1%, e em termos dos coeficientes de Clebsch-Gordan
utilizando suas propriedades de simetria e, levando-se em conta também o fato dos operadores
D' comutarem entre si, verifica-se que

[Dfx DIy = 51+ (<)) Y €2, 40D, DL, (2.62)

IRy 10

que se anula para L fmpar. A discussdo para os bosons é andloga. Deve-se dizer que para estados
que contém mais de um par de férmions D, o mapeamento deve ser feito com cuidado devido
a ndo ortogonalidade de estados constituidos por multipos pares S e D com mesmo momento

angular. Deste modo, para um estado com m pares D, sua imagem bosdnica ¢ definida como

DN LYy = [dsY T LY mS N, (2.63)



onde o simbolo L indica a componente do estado que é ortogonal a todos os estados que contém
um numero menor de pares D.

Os pares de prétons e néutrons S, S,, D, ¢ D, sdo portanto mapeados em bdsons com
L =0¢e L = 2, sendo respectivamente denotados por sy e dr). Este mapeamento estabelece
a segunda versio do IBM, chamada de IBM-2, onde também o niumero total de bdsons ¢
conservado, sendo N = Ny + N, com Ny, os pares de valéncia de prétons (néutrons).

Na préxima secio a discussao do mapeamento continua, desta vez, com os operadores.

2.4.3 Mapeando os operadores

A imagem bosénica de um operador fermionico é determinada igualando-se os elementos de
matriz de um estado SD de um operador fermidnico com o elemento de matriz correspondente
no estado bosdnico. Considerando-se os dltimos como imagens ¢ ¢ ¢ dos estados SD corres-
pondentes, ¥ e W', a imagem bosonica OF de um operador fermidnico OF & obtida de modo a
satisfazer

($10F1¢") = (w0712, (2.64)
podendo incluir, em principio, termos de muitos corpos. Para um dado operador de i-corpos, a
imagem bosdnica de k-ésima ordem é um operador contendo termos de k++¢ corpos. Por exem-
plo, para um operador fermiénico de um corpo, a imagem bosonica correspondente consiste,
além do termo de um corpo, de um termo constante. Isto significa que a imagem em ordem
zero <e uma interacdo nicleon-nicleon de dois corpos deve conter uma constante, a energia de
particula independente e interac¢des de dois corpos, o que estd de acordo com as idéias iniciais
do IBM.

Para exemplificar o procedimento, considera-se o caso do operador de quadrupolo elétrico

Q= r?Y5 (0, ¢) que deve ter a seguinte formas

Qﬂ/[ — (QM')B = () (CETS + STCZ) + Q’Q(Cﬁ X CI)%,[. (265)



O valor de g; ¢ obtido através do teorema de Wigner-Eckart

(SYID L =2|QISY L =0y = (s L = 2||qds|is™; L = 0)

= @V5N (2.66)

e, analogamente, o valor de ¢, ¢ dado por:

_{(SYID L =2||QIISV LD, L = 2)
{2 = \/5 .

O lettor poderd encontrar uma discussio mais detalhada sobre os procedimentos aqui pin-

(2.67)

celados em [35].

Tendo sido brevemente apresentado o mapeamento de férmions em bdsons, parte-se ago-
ra para a construcao da hamiltoniana do IBM-2. Para isto, nfo serfio utilizados primeiros
principios e sim argumentos fisicos que tornam o problema de muitos corpos nuclear bem mais

tratdvel.

2.5 A hamiltoniana do IBM-2

A hamiltoniana mais geral do IBM-2 contém muitos termos e estudos fenomenolégicos
tornam-se complicados. No entanto, a estrutura microscépica do modelo sugere que somente
alguns destes termos sdo importantes. Isto ocorre devido ao fato da interagio residual no modelo
de camadas ser dominada pela parte de emparelhamento entre niicleons idénticos. Outro termo
importante é a interagio quadrupolo-quadrupolo entre prétons e néutrons, que dé origem ao
termo Q§ . Q’,j, responsavel pela mistura dos graus de liberdade S ¢ D na fungio de onda,
aumentando desta forma o grau de coletividade na estrutura do espectro. Por tltimo, existe
uma energia de simetria, que faz com que estados nos quais prétons ¢ néutrons movem-se
em fase sejam favorecidos. Esta parte é representada pelo operador de Majorana, M., que
também afeta a posicdo relativa dos estados com simetrias mistas do IBM-2 em relagio aos

estados simétricos do IBM-1.



“He is a real nowhere man
sitbing in his nowhere Jand
making all his nowhere plans

for nobody”

Lennon & McCartney



Foi visto no comeco da secio (2.4.1) que para nicleons idénticos a interacdo é fortemente
atrativa, para pares acoplados em L = 0 e também atrativa, mas ndo de maneira ta0 proe-
minente, para pares acoplados a L = 2. Devido a esta forca atrativa, os nicleons ganham
energia quando formam estados de pares |S) e |D). Na hamiltoniana bosonica este fato é des-
crito considerando-se ag energias dos bdsons s e d negativas e, em principio, diferentes para os

bdsons de protons (néutrons)
Hy = E.s‘,t}'hs..',u + ES,TI'ﬁ’S,’JT + fd,v'ﬁd,v -+ Ed,:rr'ﬁ'd,ar- (268)
Como ¢ ntimero de bésons no IBM é conservado a equagio (2.68) é reescrita como:

I—IO - EE.} + 6uﬁrt,u + Eﬂ'ﬁ’d,ﬂ': (269)

~ ~

onde Ej = es,yj\?y + emf(fw e N, (V) é o ntimero total de bésons de néutrons (prétons). E
também
€y = €y ™ Csp s € = Cdp — €ome (270)

Para um dado nicleo Fj é constante e contribui portanto somente para as energias de ligagio
deste e pode ser desprezada. Como a energia de ligagiio do béson s é maior que a do béson d,
ou seja, €; ¢ mais negativo que ¢4, as diferengas dadas pela equagéo (2.70) sfo sempre positivas.
Finalmente, pode-se escrever Hy como abaixo:

Hy = e,(d} - d,) + ex (d - dy). (2.71)

Fazendo-se uma andlise da interagio néutron-préton através da expansdo multipolar [36]
chega-se & conclusio que a principal contribui¢do para a estrutura do espectro vem de L =
2. Desta maneira pode-se assumir que esta interagio ¢ bem descrita por uma forca do tipo

quadrupoio-quadrupolo, ou seja:
Viw = 6Q5 + Qo (2.72)
onde o operador de quadrupolo é dado por:
Qfg = (clf)é"p + sf)cfp) + Xp(d; x d,)? onde p =7, v. (2.73)
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A grande diferenca entre o IBM-1 e o IBM-2 estd no fato de que, no primeiro, todos os
estados pertencem & representacio mais simétrica [N] de U(6), enquanto que no segundo,
outras representacoes menos simétricas sao permitidas, como por exemplo [N — 1,1]. Para
ajustar do ponto de vista experimental a posicio destes estados menos simétricos, langa-se méo
do termo de Majorana que afeta a posicao daqueles estados com simetria mista em relacdo aos

estados totalmente simétricos. Este termo é escrito como

My, = [sh x db — s x d})® - [5, x dy — 5, x d,]®

—2 37 [d} x dl® - [d, x d,]®, (2.74)
k=13

Finalmente, a hamiltoniana do IBM-2 é:
H = Ey + ¢(hg, +fg,) + c@X - QX+ NM,, (2.75)

Parte-se agora em direc2o ao estabelecimento de uma correspondéncia entre as duas versdes
do modelo, o que é muito importante, pois através desta, podem-se utilizar os cdlculos de IBM-
1, cujo espaco de configuracio é menor, mas com o embasamento microscépico do IBM-2. A
conexdo entre os dois modelos ¢ feita através da importante simetria de F-spin, discutida a

seguir.

2.5.1 A simetria de F-spin

Pode-se verificar que no IBM-2 os estados de mais baixa energia sio simétricos mediante a
troca de prétons e néutrons. A esta simetria dd-se o nome de F-spin; deve-ge dizer que o papel
desta nova simetria ¢ “similar” no caso bosdnico aquele desempenhado pela simetria de isospin
para os férmions, com o cuidado de lembrar que se tratam de duas coisas totalmente distintas.

Da mesma maneira que se faz com o isospin para os nucleons, pode-se considerar um bdson
como um spinor ne espago de F-spin com projecoes :t% para bosons de protons e néutrons,
respectivamente. A estrutura de grupo ¢ idéntica aquela do grupo SU(2), conforme discutido

no primeiro capitulo, e os geradores podem ser escritos como
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F, = et (2.76)
obedecendo as seguintes relacdes de comutagao:

[Fz;Fﬁ:]::th

[Fy, F.] = 2F,. (2.77)

O médulo do operador de F-spin é dado por F.F= F,F_+F?—F, e tem como autovalores
F{F'+ 1), que sio inteiros ou semi-inteiros dependendo do ntimero de bésons.

Um estado com N = N, -+ N, bésons é completamente simétrico mediante a troca de bésons
de prétons ¢ néutrons se seu F-gpin é maximo e igual a Frsq = % Pode-se verificar que um
estado s puro é totalmente simétrico, tendo maximo F-spin, aplicando-se o operador F2 sobre
ele, ou seja,

N

. N
F2lsfvsi) = (5 + 1)§|Sf"3§“> (2.78)

Antes da introducio do F-spin, os estados nucleares eram rotulados através do produto das
representacdes [Ny] x [IV,], onde [N] é a representagdo totalmente simétrica de U{6) contendo
N bésons. Quando se introduz o F-spin, os estados podem ser rotulados de tal modo que
a algebra de SU(2) associada a este nimero quéntico seja incluida nas cadeias. Neste caso,
nio somente as representacoes totalmente simétricas estarfio contidas, mas também as demais
[N — 1,1}, [V — 2,2] que contém diferentes valores de F'. Deve-se lembrar que para um dado
nicleo o F-spin tem sempre o valor fixo de F,.

Conclui-se esta secio dizendo que a relagio entre os modelos IBM-1 ¢ IBM-2 consiste no
fato de poder-se identificar os estados do primeiro, totalmente simétricos, com os estados do

segundo que possuem valor méximo de F-spin. Desde que o espago de configuragio do IBM-1



pode ser considerado como wm sub-espago do IBM-2, existe uma unica maneira de se projetar
os operadores do IBM-2 naqueles do IBM-1 e isto é feito usando-se o formalismo de F-spin {36].
Nas proximas secOes apresenta-se um pouco da formulacdo algébrica do IBM-2 dando énfase

as simetrias dinfmicas das cadeias onde o F-spin ¢ um bom nimero quantico.

2.5.2 Algebras bosonicas

Pode-se dizer & primeira vista, que a estrutura algébrica do IBM-2 é uma extensio daquela
do IBM-1. Isto nfo deixa de ser verdade, mas deve-se considerar também que no momento
em que se comeca a explorar suas simetrias dindmicas, uma variedade muito maior e mais
rica cle estruturas algébricas ocorrem, sendo entéo necessdria a introducio do conceito de redes
algébricas.

Como a dlgebra de Lie de U(6), no caso do IBM-1, possul 36 geradores parece natural que

a dlgebra de Lie do produto direto G = U, (6) x U,(6) seja gerada por 72 operadores do tipo

Glopy = bhoboss , (2.79)

com (e, f=1,..,6e p=m,v).
Analogamente ao caso do IBM-1, o principal problema consiste em reduzir & em SO(3), uma
vez que os estados nucleares devem ser caracterizados por bons valores do momento angular.
Como cada uma das dlgebras de U(6) possuil uma estrutura de sub-algebras rica, existem
vérios modos de reduzir G = U,{6) @ U,(6) em SO(3), o que origina as chamadas redes
algébricas. Um tipo importante destas redes ocorre quando as dlgebras de U, (6) ¢ U,{6) sio

combinadas logo no primeiro passo conforme mostrado a seguir:

Uvr+f/(6) -2 Uff—i-f}(5) ) OW-&-*}(B) ) Orw(fﬂ) ) O'rr-}-!/ (2) (2-80)
Urgu(6) D SUz4(3) D Oppn(3) D 0r1(2) (2.81)
Ui (68) D Opcn(6) D Opin(5) D 0 (3) D Oy (2), (2.82)



com os geradores de Uy, (6) dados pela soma daqueles de Uy, (6) e U,(6), ou seja,

Gk‘

-

(1,1 = GE(L I + GE(LL ). (2.83)

Um segundo tipo importante de rede algébrica ocorre quando as dlgebras séo acopladas no

segundo passo,

U (6) x U,(6) D Uy(5) x U, (5) — (2.84)
= Unw(5) D Onin(8) D Orn(3) D Opyn(2)

Ux(6) x U,(6) D SUL(3) ® SU,(3) = (2.85)
3 SUnap(3) D Oyn(3) D O (2)

U (68) % U,(6) 2 0(6) x 0,(6) = (2.86)

—r Oﬂ-+y(6) . qu+y(5) > Oﬂ-+y(3) D OW+U(2).

2.5.3 Bases para sistemas acoplados, base de F-Spin e simetrias

dinamicas do IBM-2

No caso de sistemas acoplados como os que foram mostrados, ou seja, que apresentam uma
estrutura algébrica do tipo G = (&) X G2, a maneira de se construir as bases é feita através do

produto de Kronecker das representagdes [f1] de Gy e [fz] de Gz, pictoricamente indicado como:
[f]1 = [A] x [fal. (2.87)

As regras de como se pode construir estes produtos sio discutidas em [13]. A seguir, apresenta-
se o procedimento algébrico para as chamadas bases de F-spin.

Quando se estd interessado em estudar as simetrias dindmicas do modelo é mais apropriada
a utilizagio das cadelas das equagdes (2.80), (2.81) e (2.82) que sdo chamadas de bases de
F-spin. Para a construgio dessas bases é necessario efetuar o produto de Kronecker de duas

representacoes irredutiveis de U(6) e, como estas irreps sfo totalmente simétricas, pode-se



escrever:
Min{yz, n.)

INJ@[N)=a > (N.+N,—kk). (2.88)
k=0

Ao invés de se utilizar os niimeros quénticos N, ¢ NV, pode-se fazer uso das seguinte quan-
tidades:
N,—-N, N

*:————~——ﬁ 2——V
r 2 g

N=N;+N,. (2.89)

E muito importante dizer que a ocorréncia de estados que nio sdo totalmente simétricos no
espectro deve-se ao acoplamento entre prétons ¢ néutrons. Logo, pode-se esperar que a reducdo
de Uy4,(6) em seus subgrupos envolva aquela que foi feita para estados totalmente simétricos,
que sdo os inicos que ocorrem no IBM-1. As regras de ramificacdo para as cadeias da base de
F-spin podem ser encontradas com detalhes em [29].

As simetrias dindmicas do IBM-2 sdo construidas da mesma forma que no IBM-1 através
da expansdo da hamiltoniana em termos dos invariantes de Casimir de uma dada cadeia. No
caso de prétons e néutrons acoplados, os geradores GG dessas cadeias sio substituidos pelos
correspondentes G + G, O operador de Majorana (2.73) é bastante 1itil nesses casos, pois se

relaciona com o operador quadrdtico de Casimir de U, (6) através da seguinte relacio:

N, = %(N(N +5) = Co(Un 1 (6)). (2.90)

Como exemplo de uma cadeia simétrica em F-spin, tem-se, por exemplo, a cadeia (2.80). A

hamiltoniana construida a partir os operadores de Casimir dessa cadeia é escrita como:

A0 = By + a0y (Ur 1, (6)) + ¢ Co(Up i (6)) + eCL{Upp (5)) +

‘|‘Q{C2(U7r+u(5)) + /BOE(OTF*}"V(B)) + ’}'02(Oﬂ+1/(3)): (2'91)

sendo seus autovalores dados por:



EOY = By 4+ a{Ny + No) + o/ [N: (N + 5) -+ No(Ny + 3)] +
+e(ny + na) + afny(ng +4) +ng(ng + 2)] +
+28[v1(v1 + 3) + va (g + 1)] + 29L(L + 1). (2.92)

Alguns estados correspondentes a estes autovalores sio mostrados na figura (2.8) {29]. Para
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Figura 2.8: Espectro com a simetria Uyy,(6) D Uryr(5) com Ny =2e N, = 1.
a cadeia (2.84), o procedimento é 0 mesmo e sua hamiltoniana em termos dos invariantes de
Casimir é:
HU = By 4+ a,C (UL (5)) + a,CL(U,(5)) + ' Co{U, (5))
+a,Co (U, (5)) + €CL{Un40(5)) + aCo(Urtn(5))
+BC2(Or4(5)) + 7C2(Ons(3)), (2.93)
com 0s seguintes autovalores:
B2 = By + ang, + ayng, + ol [ng, (ne, + 4)] + al,ng, (ng, +4)] +
+e(ny + ng) + afny(ng +4) + nalng + 2)] -+
+28[p1 vy + 3) + vp(va + 1)) + 2vL(L + 1). (2.94)
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O espectro correspondente & equacao acima ¢ mostrado na figura (2.9):
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Figura 2.9: Espectro com a simetria Uy, (6} 2 SU;4,(3) com Ny =2 e N, = 1.

2.6 Resumo

Foram apresentados neste capitulo aspectos tedricos do modelo de bdsons interatuantes em
suas duas primeiras versdes. Dada a extensdo do assunto e ao fato deste trabalho utilizar as
simetrias dindmicas do modelo com o intuito de calcular as energias de ligacdo de niicleos com
N = 7, optou-se por dar mais énfase a esta parte na apresentacio do iBM-1, enquanto que
a discussdo do IBM-2 foi motivada pela necessidade da justificacdo microscépica do modelo.
Tentou-se dar uma idéia de como sdo aplicadas as complicadas téenicas de bosonizaco, através
de um exemplo candnico e ainda, a importancia da simetria de F-Spin como intermedidria das
relacdes entre o IBM-2 e IBM-1 foi ressaltada.

No capitulo seguinte serdo discutidas as versdes invariantes por isospin do IBM que sio
fundamentais no tratamento de niicleos com N = Z. Deste modo, o terreno estard sendo

preparado para a apresentacio do modelo que propusemos.
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Capitulo 3

Versoes invariantes em isospin

3.1 Introducao

Até o momento foi visto que o IBM estabelece-se como um modelo intermedidrio entre o
modelo de camadas e 0 modelo coletivo de Bohr. Se por um lado ele pode ser tratado como
uma alternativa algébrica para a solucdo da hamiltontana coletiva, por outro, associando-se
bésons aos pares fermibnicos, é possivel transformar um problema extremamente complicado
de nucleons interagindo em uma camada néo fechada em um problema mais simples de bésons
interatuantes restringindo-se desta forma drasticamente o espago de configuragio do problema
nuclear de muitos corpos.

No IBM-1, as idéias basicas desta restricao para nicleos par-pares, consistem em Considerar
o caroco nuclear inerte; dizer que as configuragdes relevantes sdo aquelas geradas pelos nicleons
de valéncia e tratd-los como pares fermidnicos correlacionados em estados com J™ = 07,27 e,
finalmente, considerd-los como bdsons.

Estas condicBes podem ser relaxadas e sdo muitos os trabalhos que tratam excitagoes do
carogo [37], com pares com J™ = 4% [38], e pares tratados explicitamente como [érmions [39].

No IBM-2, as mesmas aproximagdes sio consideradas, mas agora levam-se em conta os
bésons formados por pares de prdtons e aqueles constituidos por néutrons, em estados de

momento angular ¢ paridade J™ = 0", 2%, Usualmente denota-se tais bdsons como nn e pp e
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sdo estabelecidos os fundamentos microscépicos do IBM através das técnicas de mapeamento
desenvolvidas por Otsuka, Arima e fachello.

Quando os prétons e néutrons ocupam os mesmos orbitais de valéncia deve-se construir,
também, bésons formados por pares préton-néutron. Uma conseqiiéncia imediata é que, agora,
ntcleos com N = Z também passam a fazer parte do escopo do IBM. Chega-se entdo as versdes
trés e quatro do modelo, ambas invariantes em isospin, sendo que a primeira leva em conta
os bosons com tripleto de isospin 7' = 1, enquanto que a segunda val mals além, incluindo
0s bdsons com I = 0. Este capitulo é devotado ao estudo destas duas versdes. A estrutura
desenvolvida anteriormente é mantida, ou scja, sfo mostrados os aspectos gerais do modelo,
aliactos aos aspectos algébricos com alguns exernplos. O IBM-3 é apresentado en passant e uma

seclo é devotada & importante simetria de SU(4) antes da apresentagio do IBM-4.

3.2 0O IBM-3

No IBM-3 [27] os bésons constituintes siio formados por trés tipos de pares: nn, pp, e np,
sendo o ultimo chamado de bdson §. Os primeiros, pp e nn, correspondem a pares fermidnicos
com T =1e T, = %1, enquanto que os bdsons § tém T = 1, T, = 0. Portanto, os bdsons do
IBM-3 incluem todo triplete de T' = 1, o que ndo acontece no IBM-2. Constréi-se, desta feita,
a versdo invariante por isospin do modelo de bésons interatuantes. Como antes, os bdsons §
carregam momento angular J* = 07,27, Em uma notacio mais clara, em termos do isospin e

sua projecio, pode-se escrever

]ﬂ-> = lpp) = ilr—l‘l):
|6} = |pn) = |1,0), (3.1)
vy = |nn) = [1, -1},

Os operadores bosdnicos sdo definidos similarmente ao caso do IBM-1,

T
bp,l,m: b,r),l,m
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(p=mv,61=0,2 -1 <m < -1}, (3.2)
sendo as relacdes de comutagio dadas por:
[bo,tms by ] = G, Ot Gm
[bp,i,% bp’,l‘,m’] = [b;,i,mﬁ bj;’,z',mf] = 0. (3-3)
Mais uma vez, sio utilizados operadores que se transformam como tensores esféricos sob

rotacoes,

By = sy dpy = (—)"dp,—p, (3.4)

com p = 7,vu,0.

3.2.1 Algebras bosénicas

O espaco bosdnico do IBM-3 é construido a partir dos trés tipos de bdsons mencionados
acima, tendo cada um seis componentes. Portanto, os estados de NV bdsons geram um espago
vetorial no qual a representacio simétrica [N} é aquela de U(18). A classificagio que conserva,

o momento angular e o isospin em termos das dlgebras é dada por

U(18) 2 {UL(6) 2 ... 2 S0,(3)} ® {Ur(3) D SUr(3) © SUr(2) 1 (3.5)
aqui o pontilhado, (...}, representa cada um dos possiveis limites do IBM-1, ou seja, vibracional,
rotacional ou ~v-instdvel. A simetria global da func¢ao de onda N-bosduica requer que as repre-
sentacdes de Up(6) e Ur(3) sejam idénticas e rotuladas por [V, Ny, N, onde N = N, + Np+ Nj.
Isto implica que as representagdes permitidas de Up(6) podem ter até trés colunas, contraria-
mente ao IBM-1, no qual as representacdes sao necessariamente simétricas, e ao IBM-2 no qual
elas possuem até duas colunas. Usualmente denota-se as representagdes de SUr(3) em termos

dos nimeros quanticos de Elliot,

A= l‘Vi - .!'Vz,
= Ny — Nj. (3.6)
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N | [Ny, Ny, N | () | K| T

1,0) |0 |1

2 | [2] (2,0) 10 |02
1] 01 |0 |1

3 | [3] 30 |0 11,3

[2,1] 1| 1,2

1,1,

0 10,24

[3,1]
[2,2]

0 10,2

(
(1,1)
(0,0)

4 114 (4,0)
(2,1) |1 11,23
(0,2)
(1,0)

12,1,1] 0 |1

Tabela 3.1: Classifica¢do para os estados bosonicos do IBM-3, em seus estados de spin ¢ isospin.

Os valores de T' para os bésons sio determinados usando-se a redugio usual de SU(3) ji

discutida no segundo capitulo ¢ novamente mostrada abaixo:
K = min{), p}, min{\ u} —2,...,10u0, (3.7)

T=KK+1,K+2,.,K+mix{) u}, (3.8)

com excecao de K = 0, quando vale:
T =mdx{A, p}, méx{\, u} - 2,...,1ou0 (3.9)

Para efeito de ilustracio mostra-se na tabela (3.1) uma classificagio parcial para os bésons do

IBM-3.

Nucleos com N == Z possuem os niimeros de prétons e néutrons compardveis nos orbitais de

valéncia e pode-se esperar que em baixas energias a contribuicdo dos bésons ¢ seja importante.
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Contudo, & medida que cresce o excesso de prétons ou de néutrons estes bésons deixam de ser
importantes devido ao curto alcance da interacio de emparelhamento.

O estabelecimento de um modelo invariante por isospin, como o IBM-3, tem a vantagem de
fazer a hamiltoniana bosonica adquirir uma forma mais simples pois o0 numero de elementos
de matriz independentes é reduzido em relagio ao caso onde essa simetria nio é levada em
conta. Isto faz com que o nimero de pardmetros das trés versdes do IBM sejam compardveis
(48]. Muito embora a hamiltoniana tenha uma forma mais simples, o especiro do IBM-3 é mais
rico do que aquele gerado pela hamiltoniana do IBM-1, pois, apesar da fungdo de onda total
(bosdnica) ser simétrica, as partes orbital e de spin-isospin nio precisam sé-lo, e outros tipos
de espectros podem ocorrer.

Outre ponto importante que merece ser mencionado em relagdo & conservagio do isospin
no IBM-3, refere-se ao seu mapeamento no modele de camadas. No mapeamento de Otsuka,
Arima e Jachello, a idéia principal, conforme visto no capitulo anterior, é identificar os vérios
ndimeros quanticos nos dois modelos e estabelecer uma conexao entre eles. Se a hamiltoniana
do modelo for rotacionalmente invarianie tanto no espac¢o fermidnico como no bosénico, por
exemplo, as autofungdes resultantes terfio bom momento angular e este nitmero quéntico poderd
ser usado para se estabelecer uma correspondéncia entre os dois modelos. Obviamente, esta é
nma discusio simplificada de um problema muito mais complexo.

Em resumo, uma grande vantagem do IBM-3 em relacio s versoes anteriores é que o isospin,
além da senioridade e momento angular, pode ser usado para estabelecer a correspondéncia
entre o modelo de camadas e o modelo de bésons interatuantes. A interagao préton-néutron
em estados de T = 0 é simulada fazendo-se a interagio bdson-béson dependente do isospin. Esta
dependéncia faz com que sejam incorporados ao modelo efeitos da simetria de supermultipletos,
na medida em que estados com isospin minimo sejam trazidos para baixo no espectro [27].

I desejavel uma formulacio onde os bésons com T' = 0 sejam tratados em igualdade com
relacio a aqueles com 7' == 1. Desta necessidade foi desenvolvida uma nova versio invariante por

isospin, que seguindo a traci¢io recebeu 0 nome de IBM-4. Esta versdo incorpora a importante
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simetria de SU(4) estudada primeiramente por Wigner [7] e que serd discutida a seguir.

3.3 A simetria de SU(4)

Logo apds a descoberta do néutron por Chadwick, Heisenberg propds a idéia da simetria de
isospin no nicleo [40]. Um dos fatos que levaram ao estabelecimento desta simetria consiste na
igualdade aproximada das massas do néutron e do préton, além da independéncia de carga da
forca nuclear. Matematicamente, pode-se levar adiante esta idéia de maneira muito elegante
assumindo que o micleon tem isospin T = 23 com projecoes 1, = i% para seus dois estados de
carga, ou scja, o préton ¢ o néutron. Embora esta seja uma idéia simples, suas conseqiiéncias
na classificagao dos estados nucleares foram profundas na fisica nuclear da primeira metade do
século X X.

Os geradores de isospin sdo definidos como:

s e,
T = 5 Z'r(z), (3.10)
?
onde 7 sdo as matrizes de Pauli atuando no espago de isospin. A somatéria estende-se sobre
todas as particulas do niicleo.

A simetria de isospin, conforme visto no primeiro capitulo, ocorre se
[H,T] =0. (3.113

Os autoestados da hamiltoniana nuclear sdo dessa forma caracterizados pelo isospin total T
e sua projecao 1, sendo os estados com mesmo isospin, degenerados. Tal degenerescéncia pode

ser quebrada via a interacdo coulombiana entre os prétons pois

[I:[Coulomb; T’:l:] # 0. (312)

A forca de Coulomb quebra a simetria de isospin de maneira dindmica, ou scia, a de-

generescéncia é quebrada, mas o isospin permancce aproximadamente um ndmero quintico
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adequado para rotular os autoestados L.
Algum tempo depois da proposta de Heisenberg, Wigner [7] e independentemente Hund [41],
propuseram a extensdo dessas idéias através da hipotese de invaridncia das forcas nucleares sob

transformagtes de spin e isospin de acordo com

- - o

(8,7 = £, 8] = [{,¥] = 0. (3.13)

§ = 15,5() é o spin total e o operador de Gamow-Teller, V= 25, 0(9)7(1), é um dos
geradores de SU(4), além de estar relacionado com as transicdes 8 que devem ocorrer somente
dentro de um supermultipleto [43].

Os autoestados da hamiltoniana nuclear que satisfazem as invaridncias (3.13) sdo classifica-
dos pelos seguintes rétulos:

|\ ) LS T M /T M. (3.14)

Os ntimeros quanticos (Auv) estdo associados & dlgebra de spin-isospin SU(4) gerada por ST
e Y e s80 muito importantes no trabalho de Wigner.

Levando-se em conta as invariincias expressas em (3.13) pode-se escrever a fungio de on-
da de um dado nicleo como o produto de uma parte que depende somente das coordenadas
gspaciais e de outra, cuja dependéncia é nas coordenadas de spin-isopin:

‘If(l, . A) = Z Cf{;i{Vfgi‘/IJ(I)LML (7:“1., . T-;l)(PTMTSM'g(l; . A) (315)
MpiMsg

Tomando o exemplo de duas particulas, a parte espacial da funcéo de onda pode ser simétrica
enquanto a parte de spin-isospin serd antissiméirica ou vice-versa, pois ¢ a fungdo de onda
total, ¥(1.., A), que deve ser antissimétrica. Neste caso, os nimeros quinticos {Apv) assumem
os valores (010) e (200) nos casos espacialmente simétrico e antissimétrico, respectivamente.
" Generalizando para muitas particulas, verifica-se que os nimeros (Aur) especificam a maneira
como a antissimetria total se manifesta através das propriedades de simetria das partes espacial

e de spin-isopin da fun¢ido de onda do nicleo.

IPara uma discussio aprofundada acerca da permanéncia do isospin como ntmero quintico deve-se recorrer

A referéncia, [42).
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Devido ao curto alcance da interacdo residual de emparelhamento, os estados espacialmente
simétricos sdo favorecidos energeticamente. Pode-se ver este fato calculando-se os elementos de

matriz de uma forca delta para os dois casos acima, ou seja (Aur) = (200) e (010),

((200) LS T M,y T Mp|5(7; = 73)|(200)LSJT M ;T M) = 0,

((010)LS T MyT Mp|8(r; — 73)1(010)LST My T My) < 0. (3.16)

No primeiro caso os elementos de matriz sdo nulos e no caso espacialmente simétrico a
interacao ¢ atrativa. Este resultado pode ser generalizado para um sistema de A particulas

através do uso do operador >i<; Pij, onde
PyW(., 7,15, ) = £P(.,7, .., 7, (3.17)

mede a simetria da parte espacial da fun¢io de onda resultando em 1 nos casos simétrico e
anti-simétrico, respectivamente.

Para um sistema com A niicleons os autovalores do operador C,[SU(4)]sdo dados por
a + bg{Auv), (3.18)

sendo g{Apv) o autovalor do operador de Casimir de segunda ordem de SU{4), mostrado na

equagio (3.19) abaixo:
g(Apr) = 3AA+4) + 3v(v +4) + du(p +4) +dp( X+ v) + 2. (3.19)

Os coeficientes a e b dependem suavemente da massa A.

3.3.1 Consideracoes sobre a simetria de SU(4) e energias de ligacao.

Para testar o efeito da simetria de SU(4) nas energias de ligagio nucleares assume-se que o
estado fundamental de um dado nicleo tem T' = T, = £|N — Z|, com uma possivel excegdo para
0s ntcleos impar-impares com N = Z. A partir deste fato trabalha-se com os valores de (Auv)

ue maximizam a simetria espacial (minimizam o autovalor g(Aur)) e que sio compativeis com
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os valores de T'. Ou seja, de acordo com a teoria de Wigner para os supermuitipletos, a energia

de ligacio de um dado nticleo é expressa através de
B(N,Z) =a+ bg(Auv). (3.20)

Os rétulos (Auv) determinam qual a representacdio de SU(4) é favorecida. Observe que tais

representaces dependem somente do isospin do estado fundamental de um dado sistema,

7

(0T0), N e Z pares
(1,7 - 3,0), N pare Z impar
(Apv) =4 (0,7 — %,1), N fmpare Z par (3.21)
(010), N = Z {mpares
(1,7 —1,1), N # Z {mpares.

Y

Em 1963, Franzini e Radicati [44] sugeriram a utilizagdo da razdo R(T,) entre diferencas de
massas envolvendo quatro andlogos isobdricos com diferentes projecoes T, como um teste da
influéncia da simetria de SU{4) nos nicleos. Os resultados obtidos mostravam que até A a2 110
havia concordancia com as predigdes de SU{4). Contudo, algum tempo mais tarde foi mostrado
[45] que R(T,) no era muito sensivel & quebra desta simetria e, portanto, nao poderia ser um
bom teste para sua validade. Mais recentemente [46], sugeriu-se uma combinacao diferente das
massas nucleares com o intuito de testar a manifestagio da simetria de SU(4) nos nicleos,
conforme serd discutido a seguir.

Considere a dupla diferenca de energias de ligagfio para nicleos par-pares, utilizada para
extrair a intensidade da interagio empirica préton-néutron (np) do dltimo préton com o dltimo

néutron [47]:

5V = %[(B(N, Z) = BN —2,2)) + (BN = 2,7 — 2) — B(N, Z — 2))). (3.22)

A mais importante caracterfstica desta combinagio é o aumento de |0V,,| para nicleos com
N = Z o que pode ser entendido como uma conseqiiéncia da manifestacio da simetria SU(4)

de Wigner; além do mais, o grau deste aumento é um teste para a qualidade da simetria.
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Mostra-se na figura (3.1) - extraida da referéncia [46] - as quantidades {3.22) para nicleos
par-pares da camada sd. Nesta figura, para N 3 Z a intensidade da interagio 6V,, é apro-
ximadamente constante e da ordem de 1 MeV e o aumento desta quantidade para N = Z é
evidente. im termos da teoria dos supermultipletos de Wigner, a representacio favorecida para
sistemas par-pares é aquela com (Aur) = {070}, onde 7" é o isospin do estado fundamental. De
acordo com (3.20) a energia de ligacdio é dada por B(N, Z) = a + bg(070) e, assumindo-se que
os cocficientes @ ¢ b sdo constantes para os quatro nicleos da equagio (3.22), encontra-se uma

expressdo simples para §Vp,:

[¢(000) — g(010) — g(010) + ¢{000}] = —10 para N = Z

i
! (3.23)
g(0T0) — g(0,7 — 1,0) — g(0,7 ++1,0) + g(0T0)] = —2 para N # Z

SVap/b =

(b}

Figura 3.1: Representagiio das diferengas duplas de energias de ligagfo. Caso {a) Nucleos

par-pares da camada sd. Caso (b) Predi¢des do modelo de Wigner

Conclui-se, portanto, que o modelo SU{4) de Wigner em sua forma mais simples, ou scia,
sem quebra de simetria, prediz que a intensidade da interaciio préton-néutron é cinco vezes
major para nucleos N = Z com relagio aqueles sistemas onde NV 3 Z. Este tipo de estudo,
quando utilizado na construcao de uma formula de massa que contenha algum termo adicional

representando o emparelhamento préton-néutron, tem duas conseqiidneias imediatas. Primeira:
I )
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nticleos com N == Z tém propriedades peculiares que tornam necessirio um termo de Wigner
nas férmulas de massa. Segunda: a partir da andlise feita com as duplas diferencas de energias
de ligacdo, fica aparente que a interagdo de Wigner, expressa por éQ[S U(4}], d4 conta dessas
propriedades peculiares de sisternas com N = Z, mesmo estando claro da figura (3.1) que
existem desvios dos dados experimentais em relagio as predigdes simples do modelo. Conclui-
se entdo que a introdugio de um termo de Wigner em férmulas de massas indica um caminho

para a descrigio adequada de nticleos com o mesmo nimero de prétons e néutrons.

3.4 O IBM-4

No IBM-3 os bésons considerados para a construgdo dos estados fisicamente relevantes
tém isospin 7' = 1 e carregam momento angular J =0e J =2 2. Levando-se em consideragio
nicleos impar-impares verifica-se que pares com isospin T = 0 sfio necessarios para sua descrigiao
adequada. Um exemplo experimental da época em que esta versdo do IBM foi elaborada que
corrobora a afirmacao anterior é o **F, cujo espectro contém entre seus niveis energeticamente
mais baixos estados com as seguintes combinacdes: (J,7) = (0,1),(2,1),(1,0),(2,0),(3,0).

A atribuicdo do momento angular para bésons com isospin T = 0 ndo ¢ tao transparente
como nas versdes anteriores do modelo. Elliot e Evans [28] assumem que os bdsons, tanto os
com T = 0 quanto aqueles com T' = 1 carregam, momento angular orbital L = 0 e L = 2. Desta
forma, os bésons com 1" = 0 t&m um spin intrinseco S = 1, enquanto aqueles com T = 1 t&€m
spin S = 0. Pode-se entender este fato levando-se em consideragdo dois nicleons em um orbital
| = 0,2; os estados possiveis terfio, devido & antissimetria da fung@o de onda total, momento

angular J = 0,2 com T =1, S=00uJ=1%2,3,T =0e S = 1. Pode-se escrever entao

b},,ﬁ/[;,,S',i‘,/Ig,T,;\/[T com (LST) = (001}, (010), (201), (210), (3.24)

2Aqui passa-se a utilizar J para o momento angular total ao invés de [, que agora denota o momento angular

orbital.
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ou ainda, em wma notacao mais clara,

1
b(L,S)JMJ Mo (3.25)

onde J = 0,2 no caso isovetorial (T" = 1) e J = 12,2,3 no canal isoescalar (T = 0} com
Mp=—~J ...,+J e Mp=-T,.. +T.
Os 36 operadores bosonicos do IBM-4 s&o representados através da notagio espectroscopica

25417, como

T=1: ]‘So,.i dg,

T=0: %%d. dy,  ds. (3.26)

Esta escolha para os operadores bosénicos leva a uma classificagio algébrica que contém
a dlgebra SU(4) de Wigner discutida na se¢iio anterior. Tanto este spin intrinseco como o
momento angular orbital dos bdsons nio tém relacio com o spin ¢ o momento angular dos
pares fermidnicos que os representam.

A decomposicdo do IBM-4 que conserva o momento angular orbital, o spin intrinseco e o

isospin é:
U(SG) ) {UL(6) DD SOL(3)} & {UST(G) D SUST(fl) i SUs(Z) & SUT(2)}, (327)

sendo os nimeros quinticos associados & parte de spin-isospin desta cadeia (0 segundo termo

entre chaves na expressfio acima} dados por:
][Nl..NG],[nl...,m],S,T}. (328)

Mais uma vez, a simetria giobal da funcio de onda N-bosoénica requer que as representagdes
de Uz, (6) e Usr(6) sejam idénticas e rotuladas por [N;...Ng]. Isto implica que as representacdes
permitidas de Ur(6) podem ter até seis linhas. Para SUgp(4) costuma-se usar a notacio de

Flliot ao invés da tabela de Young [ny..n4). Como antes,

A =1 — g,
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U =Tlg — N3, (329)

Vo= fig — Ths.

Com o intuito de deixar a discussio mais clara, mostra-se na tabela (3.2) a classificagio de

estados com N = 3 bésons proveniente da cadeia Ugsp(6) D SUsr(4) D SU5(2) ® SUr(2).

Ue)| U@ | Su
N imangna] | (Apv)  g(Auw) (T5)
| 1] | (010) 20 (01),(10)
o| @ | @y | ©oo) o (00)
9] | (020) 48 (00),(02),(11),(20)
n] | [y | aoy 82 (01),(10),(11)
5@ | ey | (o) 20 (01),(10)
33 | (030) 84 (01),(03),(10),(12),(21),(30)
p1] | 211 | (010) 20 (01),(10)
321] | (111) 60 | (01),(02),(10),(11)%,(12),(20),(21)
1] | [Bi1] | (200) 36 (00),(11)
222] | (002) 36 (00),(11)

Tabela 3.2: Classificacdo em isospin-spin para os estados bosdnicos do IBM-4 para até 3 bésons

Devido & simetria da fungio de onda bosonica as representacdes de UL{6) e de Ugp(6) séo

kdV-* sdo as mesmas que as redugdes

idénticas e as redugdes da parte orbital em configuragoes s
do IBM-3.

Do ponto de vista pratico, os estados relevantes sdo agueles que tém energia mais baixa e, de
acordo com a referéncia [28], sfo aqueles que tém o menor autovalor do operador de Casimir de

SU(4). Pode-se, de fato, ver da tabela (3.2) que o grupo de estados para os niucleos par-pares

(N —T — par) tem os niveis rotulados pelos estados [[N](070)S = 0) com os mesmos valores
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do momento angular do IBM-1, ou seja J = (02), (024), (2346), .... Contudo, deve-se dizer que
estes estados ndo sdo compostos exclusivamente por bésons com S = 0, com exceclo daquele
com valor maximo do isospin {T" = N). Quando dois estados tém os mesmo rétulo de SU(4),
assume-se que aquele que tem rmaior simetria em U(6} é o que tem energia mais baixa. Do
mesmo modo, para nicleos fmpar-impares (N — 7 — fmpar} o ordenamento em SU(4) dos
estacdos mais baixos em energia favorece aqueles com rétulos |[N — 1,1](1,7 = 1,1)S = 0,1)
com o momento angular dado por J = (2}, (13}, (024), (12°345), (02345), ..., com excecdo de
estados com T = 0 quando os rétulos sdo |[N](010)S = 1) com o mesmos valores de J do que

0s nticleos par-pares.

3.4.1 Algumas simetrias dinimicas do IBM-4

Assim como as versdes anteriores do modelo, o IBM-4 também apresenta simetrias
dindmicas. Existem algumas maneiras de se reduzir U{36) ao grupo de invaridncia SO;(3) ®
SOr(3), uma vez que neste caso, aldém do momento angular total, deseja-se também que o
isospin seja um bom nimero quintico. Recentemente estes desmembramentos foram efetuados

[50] ¢ aqui sfio apresentacdos somente as cadeias que preservam o acoplamento spin-6rbita, ®

U(36) 2 Ur(6) > ... D S0L(3)|®

[UST(G!) o SUs(3) & SUT(3) i) 305(3) ® SOT(?))] > SOJ(B) @ SOT(?)),

U(36) > [UL(G) D2 SOL(3)] ®
[UST(6) ] SOST(G) ] SUST(ZL) 2 305(3) @ 507(3)] ) SOJ(3) & SOT(3), (3‘30)

Como nos casos anteriores, os pontilhados, (...), representam as simetrias usuais do IBM-1.

Deve-se observar que a segunda redugdo apresenta em um dos passos intermedidrios uma dlgebra

®A notagio fica um pouco complicada devendo o leitor notar que os fndices L, S, 7, J referem-se as partes

orbital, de spin, de isospin e ac momento angular total, respectivamente.
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de SUgr(4) andloga aquela discutida na secio anterior ¢ que pode levar a uma classificagio
vilida para nicleos leves. Um aspecto fundamental do IBM-4 é que este modelo ndo requer a
validade, exata ou mesmo aproximadada, do acoplamento fermidnico de spin-orbita (fj 8 ).
Se a hamiltoniana efetiva do modelo de camadas favorece as correlacdes de dois niicleons
em canais (J,7) que estdo contidos no IBM-4, pode-se usar esta aproximagio bosénica mesmo
que o acoplamento spin-érbita quebre esta simetria. Neste caso, os nimeros quinticos L e 5,
associados com um béson-inico, sdo tratados como rétulos efetivos no modelo de camadas e

que adquirem um significado exato no espago bosdnico [52]. Os operadores do momento angular

orbital, de spin e de isospin desta versio do modelo sdo escritos respectivamente, como

AT FA T i 7 L=1,5=0,T=0
L = V10[by o1 @ bagy + b3y 0 @ b2,1,0] N1y, 2 M0, Mp=0

~

T 7 L=0,5=1,7=0
o \/:‘2_[‘53,1,0 ® bo,1,0 + ‘\/555,1,0 ® b2,1,0] 117, 20, Myt Mip==0

Ty =20 o1 @ Do + Vb g1 ® bayo 1 07,0 Mamt My (3.31)

enquanto o operador de quadrupolo é dado por

A ' i : 5 ¥ Lm29,§=T'==0
Qiix = [bg,o,x ® bagn + 53),1,0 ® ba,1,0 + b£,0,1 ® bo,o,1 + b%,u} ® bo,1,0) 57 g Mg hip=n T
7 5 L=2,5=T"=0
X[bg,(m @ b2,0,1 + E3'3,1,0 ® b2,1,0) vy i Mam Mip=0 (3.32)
e, finalmente, o operador de Gamow-"Teller
- 7 5 L=0,5=T"=1
(Yﬂ:)w, I [bg,o,l & bo)].)() + \/55‘2’0,1 & bZ,l,OJ]'./I[,m{),ﬂ/l_g,':,u,MT:V +
5 7 L:=0,8:=T=1
[bi(-},l,ﬂ & bﬂ,(},l + \/gbg,l,() & b2)0;1}ilffL:D,ﬂ/[g:;L,MTzu' (333)



Grupo Geradores

v 7 L,8=0,7=0
\/5[511 0,1 ® bry 01+ bjl 1.0 ® b1, 10107, im0 Mp=0

)
U {5) {f[bQUL®5201+bz10®5210]1wfs1\331 00M1 =0

}LZO,..,tl;ﬂ/IL

y :hw
SUL(3) { - } {Ly}
SOL(6) {Ql’x 0} ’ {f’”} ’{[df(g”ﬂ'{;fb}L:l,s
SOL(S) {\/g[b;@,l ® bﬁ,o,l -+ b;,l,ﬂ @ 52,'1,0]%/}5;:1\3;2:6?1141-:0}L:LS;Mr

+ = " = L0587
(00,5161 @ Do,5, + \/552,31,&1 ® ba 51,12 |01, —0.Ms Mg

(6)
SUS (3) QS == [b{g 1,0 @ Z;0 1,0 + \/‘5—5‘3 1,0 @ 52 1 U]J{C'E,O—_,-kg:—i—‘f’jgrfzzgowfgr':(} ’ { Au}
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Tabela 3.3: Geradores dos subgrupos de U(36)

Mostra-se na tabela (3.3) geradores dos sub-grupos de U(36), referentes as cadeias que

preservam spin-érbita.

3.5 Resumo

Neste capitulo foram apresentacdos os principais aspectos das versdes do IBM que sao inva-
riantes por isospin. Discutiu-se também a simetria SU(4), sabidamente importante no estudo
de sistemas com o mesmo nidmero de prétons e de néutrons. Desta maneira, o terreno foi
preparado para a apresentagdo de um modelo algébrico para o célculo das energias de ligacio

dos estados fundamental ¢ excitade de nicleos médios e pesados no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Um modelo algébrico para nucleos com

N =2

4.1 Introducao

O conhecimento do valor das massas nucleares, conforme discutido na introdugao deste
trabalho, é fundamental para o compreensio de fenémenos envolvendo, por exemplo, nitcleos
pesados ricos em prétons cuja produgdo ocorre sob condigbes extremas tais como temperaturas
muito altas (77 > 8 x 10%) e em regides onde a densidade de matéria € alta como em pulsares
de raios-X, sistemas bindrios envolvendo discos de acresgiio em estrelas de néutrons, etc. As
queimas do Hidrogénio e do Hélio sdo regidas pelos processos rp e ap na superlicie de estrelas
de néutrons e alimentam a queima e a sintese de elementos mais pesados junto a linha de
gotejamento de prétons. Em particular, os processos rp dependem de modo crucial do célculo
de energias de ligagio e de barreiras de fissdo. A investigacio da nucleossintese e da geragio
de energia proveniente da queima de raios-X dependem das massas nucleares, das reagdes de
captura de prétons além de sua taxa de desintegracio, assim como do decaimento-f e taxas de
processos de captura de elétrons. Deste modo, modelos capazes de calcular massas nucleares ¢

que disponham de um razodvel poder de extrapolagdo para regides da tabela de nuclideos onde
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ainda ndo hé medidas experimentais, sado descjiveis.

Neste capitulo serd apresentado um modelo algébrico para o cdlculo das energias de ligacao
dos estados mais baixos do espectro de nicleos com N = Z. Existem alguns modelos cujos
resultados sdo muito bons ao longo de toda a tabela periddica. Entretanto, sistemas com
o mesmo nimero de protons ¢ néutrons sdo tratados de maneira quase empirica por estas
abordagens no que se refere ac emparelhamento nuclear, em especial as correlagdes préton-
néutron, ou simplesmente sdo ignorados. Através da abordagem invariante por isospin que serd
discutida aqui, tais correlagdes sero tratadas de maneira mais consistente do que usualmente
tem sido feito.

Na primeira secao serao brevemente apresentados dois modelos de massa utilizados corren-
temente, cujos resultados sao muito bons e similares ao longo de toda a tabela de nuclideos.
A énfase da discussao residird nos problemas manifestados por esses modelos no célculo de
massas de sistemas com N = Z. O primeiro deles é baseado no velho modelo de gota liquida
156], porém com sofisticagbes adicionals para corregdes de efeitos de camadas. O segundo uti-
liza forcas nucleares efetivas [55] e tém, deste modo, um cardter mais microseépico do que a
primeira abordagem.

O restante do capitulo serd dedicado & apresentacio do nosso modelo e sua aplicaciio pa-
ra uma regido de massa onde os dados experimentais estdo bem estabelecidos, camada sd.
Finalmente, estender-se-4 sua aplicabilidade a camada pf onde existem poucos dados experi-
mentais e, mais importante, onde existe a competicio entre os modos isovetorial e isoscalar no

emparelhamento nuclear na composicio dos estados fundamentais de niicleos impar-impares.

4.2 Dois modelos para o calculo de massas nucleares

4.2.1 O modelo de gota liquida melhorado

O modelo da gota desenvolvido por Méller e colaboradores [36] tem suas origens em um

trabalho precedente do mesmo grupo [57] que utilizava o potencial convoluido de particula
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independente de Yukawa Folded- Yukawa single particle potential [58] na parte microscépica,
enquanto que para a parte macroscépica, o modelo utilizado era o Finite-Range Liguid-Drop
Model (FRLDM Jque contém um termo de superficie modificado para tratar adequadamente o
curto alcance da forca nuclear. Entretanto, esta parte macroscopica do modelo néo calculava
corretamente a compressibilidade nuclear e varia¢des correspondentes nos raios das distribuigdes
de préotons e néutrons.

Tais problemas foram resolvidos com a incorporacdo do modelo de goticula droplet-model
[59], uma extensdo do modelo da gota-liquida [60], que inclui termos de ordem superior na
dependéncia em A™Y% ¢ (N — Z)/A. No entanto, o modelo ainda nio era adequado & des-
cricio de nucleos situados préximos as linhas de gotejamento de prétons e néutrons, falhando
catastroficamente no calculo de barreiras de fissfo de niicleos de massas intermedidrias. stas
deficiéncias foram resolvidas por Myers que sugeriu que os termos de superficie do modelo de
goticula fossem generalizados de tal modo a incluir, como no caso do FRLDM, os efeitos decor-
rentes do curto alcance da forca nuclear. Outras melhorias foram sugeridas ao longo do tempo
e uma discussdo detalhada pode ser econtrada em [56]. Atualmente, é utilizado o Finite-Range

Droplet Model, cuja férmula para a parte macroscopica é apresentada a seguir:

1.
Brae(N, Z, forma) =  MyZ + MyN + (—a + J6% — —2~K62)A +

2 B2

(azBy + %6255);12/3 + ag AVE By +
2

CLUAO + ClmBg e CgZzAI/BB]j -+

Z{l/S r.2BwBS Zz

Mc,l———Al/:,, — ¢4 2 + foj -+

—co(N - Z) +

w i 1/4, N e Z impares e iguais

+

0, de outro modo
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Ay + A, — dpnp, N e Z fmpares
Z

A, Z impar ¢ N par

A, N fmpar e 7 par

0, N e Z pares
o Z5 (4.1)

Todos os termos e constantes sdo consistentemente definidos em [36]. Note que
| = (N — Z)/A mede o excesso de néutrons no termo de Wigner e W = 30 MeV é uma
constante, também chamada de constante de Wigner. Neste modelo, o nimero de constantes
ajustadas ds massas nuclearcs ¢ de 16. Deve-se observar que o termo de Wigner considerado
aqui melhora a descricdo de sistemas onde NV = Z. Contudo, falta uma interpretacio fisica
consistente para sua escolha. Deste modo, qualquer extrapolacdo baseada em ajustes para

sistemas ainda nfo conhecidos pode ser perigosa.

4.2.2 A aproximacao de Thomas-Fermi

A aproximacao de Thomas-Fermi para o cdlculo de massas nucleares é basecada inteiramente
na utilizacdo de forgas nucleares efetivas. O emparclhamento é incluido via teoria de BCS
com a utilizacdo de uma interagao delta. A utilizacdo deste método permite a descrigio do
comportamento médio das propriedades nucleares e permite também a conexio entre o método
de Hartree-Fock e modelos fenomenoldgicos como por exerplo o modelo da gota. A forca de

Skyrme utilizada tém a seguinte forma [55}:
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Vig = to(1 + 2o Py (r3;) + t1(1 + leg)[p?j(S(ﬁ}) 4 ...]/2h?
(L 4 2o P ) By - 8(r) B /B
+1/663(1 + 2355 ){0g, (73) + g, (75)]70(r%5)

+(/ B )Wo (i + ;) - By % 6(5) Py, (4.2)

onde o indice ¢ denota prétons ou néutrons.

Este tipo de forca tem 10 pardmetros livres e um ajuste aproximado &s massas e raios nucle-
ares fornecem ainda quatro vinculos, que correspondem aproximadamente aos quatro primeiros
termos do velho modelo de gota liquida, nomeadamente, volume, superficie, simetria ¢ Coulomb
[55]. Finalmente, a interacdo de emparelhamento é descrita via uma forga delta como mostra
a equagido abaixo:

Voar (35) = Vod (755) (4.3)

Deve-se ressaltar que os autores consideram somente o emparelhamento entre particulas
idénticas utilizando a mesma intensidade da interacio para prétons e néutrons, ou seja,
Voarp = Vparm = —200 MeV.

Quando se aplica esta abordagem a sistemas com o mesmo numero de protons e de néutrons,
as encrgias de ligagdo sio sub-estimadas sistematicamente em aproximadamente 2 MeV. Isto
ocorre pois nio se consegue incluir um termo de Wigner. A este fato, alia-se a dificuldade
de aproximagdes tipo Hartree-Fock em descrever adequadamente o emparelhamento préton-
néutron, qualquer que seja a interagio efetiva utilizada. Ao invés disso, argumentam os autores,
deve-se tratar tais correlacdes diretamente nas fungtes de onda (ansatz como no método de
BCS). Este ponto também é questiondvel na medida em que tais métodos ndo tratam a simetria
de isospin de maneira natural, como no IBM. Sob o argumento de que os nicleos com N = Z
sio em ntmero reduzido, os autores aceitam a idéia de que sua abordagem nao é adequada para
o tratamento destes nicleos. De fato, deve-se dizer que os 9 pardmetros da interagio (4.2} sfo

ajustados para 1492 niicleos corn A > 36, com um rms de 0, 730 MeV, o que € prova irrefutével
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de seu sucesso quando se quer fazer extrapolagdes para as linhas de gotejamento de prétons e
néutrons.

B importante dizer que ambos os modelos mencionados nesta se¢iio obtém sucesso no cilculo
de massas nucleares, bem como de outras propriedades dos nicleos ¢ questions-los nio é o
objetivo deste trabalho. Entretanto, através dos argumentos apresentados aqui, fica claro
que falta algo para a descricio adequada de sistemas com o mesmo nimero de prétons e
néutrons. B necessario, pelo menos no estigio atual do desenvolvimento destes estudos, um
modelo mais simples onde os parametros fisicos sejam melhor controlados. Em particular, no
caso do emparelhamento préton-néutron, a competicdo entres os pares com isospin T = 0
e T = 1 é importante ¢ uma formula de massa com poucos parimetros pode permitir uma
compreensio da fisica relevante.

Com o intuito de tentar entender melhor a estrutura de sistemas com N = Z| serd proposto
na préxima secao um modelo algébrico que considera termos globals - responsdveis pelas propri-
edades de uma dada regifio de massa - adicionados de termos que levern em conta ambos os tipos
de pares, quebrando dinimicamente a simetria de SUgr(4) ¢ ainda, incluindo o termo de Wig-
ner, que decorre naturalmente de sua estrutura algébrica. Conforme serd visto, os resultados

para nicleos com /¥ = Z ao longo de duas camadas mostram-se bastante promissores.

4.3 Uma férmula de massa para os estados com T'=0 e
1" =1 para nucleos com N = 7

Uma das linhas de pesquisa mais atraentes em fisica nuclear concentra-se atualmente no
estudo da estrutura nuclear de nicleos pesados com aproximadamente o mesmo nimero de
protons e de néutrons. Pode-se encontrd-los nas camadas pfg, onde 20 < N =~ Z < 50;
nesta regido manifestam-se a maioria dos aspectos do movimento coletivo. A utilizagio de um
modelo coletivo invariante por isospin, que trate adequadamente sistemas médios e pesados com

N = Z ¢ importante nesta regido, na medida em que cdlculos com o modelo de camadas ainda
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sdo computacionalmente proibitivos. Estes sistemas tornam-se ndo ligados devido ao excesso
de prétons e o desenvolvimento de experimentos para tentar investigar sua estrutura constitul
em um enorme desafio para os fisicos experimentais [53]. Conforme foi visto nos segundo e
terceiro capitulos, o IBM é um modelo capaz de descrever bastante bem os aspectos coletivos
mucleares em termos de bdsons s e d ¢ nas versdes trés e quatro do modelo a simetria de isospin
é inchufda de wm modo natural. No IBM-3 o tripleto completo do isospin T’ = 1 é considerado
e contém os pares nn, pp e np, com projecdes T, = +1, —1 e 0, respectivamente. Ja no IBM-4,
aos bésons com T = 1 é atribuido um spin intringseco 5 = 0 e também adicionam-se bdsons
comT =0eS5=1.

Van Isacker [54] mostra, através da escolha de uma base apropriada do IBM-4, que se pode
fazer uma correspondéncia direta entre alguns subestados do IBM-4 com aqueles do IBM-3, o
que torna o formalismo ideal para descrever a competicio entre estados com T = 0 e T = 1.
Conforme mostrado no capftulo trés, a dlgebra dindmica do IBM-3 é U(18), que é gerada pelo
produto dos seis graus de liberdade orbitais {s + d) e pelos trés graus de liberdade de isospin.

A cadeia que conserva este nimero quintico, além do momento angular é dada por [27]:
U(18) D [Ur(6) D ... D SOL(3)] ® {Up(3) D SUr(3) o SUr{2)]. (4.4}

Por sua vez, a 4lgebra dinimica do IBM-4 ¢ U{36) gerada pelo produto dos mesmos graus
de liberdade orbitais, desta vez com seis graus de liberdade de spin-isopin [{ST) = (01), (10)].

A classificacdo usual dos estados nucleares, neste caso, ¢ dada através da segui‘nte reducio [28]:
U(36) D [UL(6) oL D SOL(3)] & [UST(G) D SU5T(4) D SUT(2) & SU5(2)} (4.5)

Pode-se mostrar que se L e S dos bdsons corresponderem ao momento angular orbital e
spin - o que geralmente nfo é verdade - a dlgebra de supermultipletos de Wigner, composta
por S 7, 3. G e X, Td), mapeia exatamente em SUgr(4) da cadeia (4.5) [48].

Para estabelecer a correspondéncia entre os estados do IBM-3 contidos no espectro do IBM-
4, as cadeias anteriores (4.4) e (4.5) nfo sio adequadas. A decomposi¢ao mais conveniente € a

seguinte:
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Usr(6) D Up(3) ® Us(3) D SO-{3) ® SO5(3). (4.6)

O ponto essencial desta discussdio é que estados escalares em Us(3), (As = 0), e seus valores
de isospin, assim como no tratamento da referéncia [54}, que utiliza SUs{3), coincidem com os
mesmos valores encontrados no IBM-3 e, em geral, estados do IBM-4 que possuam um anilogo
no IBM-3 tém de fato Ag = 0 ou ainda (Agus) = {00). Utilizando deste modo uma interacio
que atua nos estados néo escalares de Ug(3) da parte baixa do espectro nuclear, reduz-se o
IBM-4 ao IBM-3, o que implica sob um ponto de vista fisico na quebra de degenerescéncia
entre os pares coletivos com T =0 e T' = 1. Esta quebra pode ser mostrada considerando-se a
seguinte interagao:

Hp = vCo[SUsp(4)] + £C1[Us(3)], (4.7)

cujos autovalores podem ser obtidos na base simétrica |[N](Ar)T® (As).5), sendo o ntimero total
de bosons dado por Ay 4+ As = IV, onde Ag ¢ Ay sdo, respectivamente, os nimeros de bdsons
isoescalares e isovetorial. O operador de Casimir de primeira ordem em Ug(3) é diagonal na
cadeia (4.6) e tem autovalor igual a Ag. Por sua vez, o invariante de Casimir de segunda
ordem, Co[SUsyp(4)] ndo é diagonal na base simétrica (da cadeia (4.6)) sendo o cdlculo de seus

autovalores indicado no Apéndice A-3. Esses elementos de matriz sdo;

VS = (INTO)T ® (M) SICH[SUsr(4)]|INI(AM)T @ (A5).9), (4.8)
com

Vieasiors = 2ards 3N + T(T +1) + (5 +1),

Viose—asaz = 100 =T + T+ 1)(As — S+ 2)(As + 5 + 3)]'7%,

I//\TI{??{\THASHQ =[(Ar =T+ 2)(Ar + T+ 3)(As — S)(As + S + 1))V (4.9)

Pode-se mostrar que a interagio (4.7) é constituida por hdésons que carregam somente mo-

mento angular L = 0 [51] e, fisicamente, quebra a degenerescéncia entre os pares isoescalares
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e isovetoriais. Este fato pode ser entendido através do seguinte exemplo simples para N =1 e
N = 2 bosons.

No primeiro caso (um béson), os estados possiveis da base simétrica sao dois. Um com
T = 1 ¢ outro com 1" = 0, dados respectivamente por |[1](1)1 ® {(0)0) e |[1}(0)0 ® (1)1).
Utilizando as expressoes (4.9), para calcular os elementos de matriz de Cy[SUsr(4)] chega-se
a0s seguintes autovalores (rotulados em termos do nimero de bésons e do isospin) Enr em

fungio dos pardmetros v e .

By = 5
Eu = 5’}’ + f, (410)
que podem ser reescritos definindo x = £/ como
Em/fy =5
Eyu/y=5+u. (4.11)
No caso de dois bésons, N = 2, os estados da base simétrica sdo 5, mas considera-se
somente aqueles com T = 0 ¢ 7 = 1. A matriz da interagéo (4.7) é bloco-diagonal nos isospins
permitindo o cdleulo analitico dos autovalores para os estados com 7' = 0 e T' = 1. Deste modo,

fazendo novamente z = (£/7) encontra-se:

E;‘E,/’yzfi-%_mim,
Ezg=12+2$,

Na Figura (4.1) mostra-se a quebra de degenerescéncia para ambos os casos.
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Figura 4.1: Quebra de degenerescéncia entre os parescom T =0 e¢T =1 nocaso de N = 1
e N = 2 respectivamente. Observe que para z = 0 em ambos os casos, estes estados estiio

degenerados e, quando a interacgio C1{Us(3)] é ligada, ocorre a quebra da degenerescéncia.
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4.4 A hamiltoniana algébrica

Na secio anterior, a interagio (4.7) mostrou-se adequada quando se pretende estudar a com-
peticdo entre pares isovetorias e isoescalares. Para a obtengdo das massas nucleares de sistemas
com N = Z, é necessario adicionar a esta interagfo termos que sejam responsaveis, pelo menos
em primeira aproximacio, pelo comportamento global da regifio de massa em consideragéo.
Existem nticleos fmpax-fmpares na camada pf onde a competicio entre estes pares no estado
fundamental desempenha um papel importante; assim, o modelo que estd sendo proposto [61]
visa & descricio de tais sistemas através do tratamento simultdneo de termos globais ¢ dos que
descrevem a competicio entres os componentes isovetorias e isoescalares. Para escrever a hamil-
toniana referente & cadeia algébrica (4.6) langa-se mao, no inicio, dos operadores de Casimir de
UL(6) de primeira e segunda ordens, respectivamente. Tais operadores estdo relacionados com
o ntmero total de bdsons N do sistema, e rotulam as representacoes irredutiveis mais simétricas
deste grupo. Fisicamente, tais termos levam em consideraciio as propriedades nucleares globais
de uma dada regido de massa (tais termos variam suavemente com A). Os préximos termos
sdo justamente os da interacio (4.7). A escolha do invariante de Casimir de Us(3) tem sua
justificativa na sua relagiio com a intensidade do potencial spin-érbita que atua em favor dos
estados isovetoriais, conforme mencionado no Apéndice A-4. Finalmente, o ultimo termo a
ser adicionado deve incluir os efeitos das encrgias de Wigner e de simetria, respectivamente.

Algébricamente esta interacio ¢ dada por Co[SOp(3)]. Deste modo,
H = Ey + aCy[UL(6)] + BCa[UL(8)] + vCa[SUrs(4)] + £C1[Us(3)] -+ nCalSOr(3)], (4.13)

onde E; é a energia de ligacdo de um nicleo duplamente mégico (carogo) de uma dada regido de
massa e sua introducio se d4 porque este formalismo ndo se aplica a sisteras sem bosons, isto
é, calcula-se sempre as energias de ligagfo em referéncia a um dado carogo duplamente magico.
Todos 0s operadores de Casimir da hamiltoniana (4.13), com execdo daquele de SUsp(4) que
tem seus autovalores dados pelas expresses (4.8) e (4.9}, sdo diagonais na base simétrica da

cadeia (4.6) sendo seus autovalores dados por:
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CLULB)INTAr)T @ (As)S) = NINI(A0)T @ (As)S),
ColULG)IN(Ar)T @ (As)S) = N(N +5){[N](Ar)T @ (15).5),

Ch{Us )| INT ()T @ (Ag)S) = As. (4.14)

Cabe aqui dizer que os demais operadores da cadeia (4.6) tém o mesmo efeito dos que foram
escolhidos ¢ deste modo ndo foram considerados. O espectro gerado pela hamiltoniana (4.13)
torna-se mais rico & medida que o ntiimero de bdsons aumenta, ndo se restringido os estados
gerados aqueles com isospin I' = 0 e " = 1. Deve-se entdo truncar o espago de configuragio
a estes dltimos. Ainda assim, precisa-se da garantia de que os autovalores relevantes sejam
aqueles que contribuem para a maximizacio da energia de ligacio destes estados, ou ainda

garantir que as diferencas entre o valores experimentais e os tedricos seja minima, ou seja,

o= Z(Eﬁmp — E1)? = minima, (4.15)

7

com

B} = (¢ 1H|¢5), (4.16)
com ¢% sendo a func¢do de onda do estado fundamental.
Deste modo, escrevendo-se H = 3, x; (5,

B = ZXz‘(fﬁf[CiW;f)- (4.17)

Denotando (¢3'|Ci|¢5) como Cf calcula-se agora:

a e j
By, 2B~ LGl =0, (4.18)
Ak 4 i

obtendo-se desta maneira o seguinte sistema de equagoes:
F I TP ]
> CICh) =) EfFPC. (4.19)
i J i
Finalmente, a partir de uma estimativa inicial dos pardmetros, xp, o sistema (4.19) é re-
solvido retornando os valores x; que ajustam uma dada regido de massa. Deve-se lembrar
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que os calculos computacionais séo feitos para os estados com T = 0 e T = 1, o que restrin-
ge consideravelmente o espago de configuracio. A diagonaliza¢io numérica da hamiltoniana
(4.13), mesmo sem esta restricdo no espaco de configuragdo, néo apresentou problemas para
até N = 20 bdsons.

O IBM nédo contém a interacdo coulombiana que precisa ser subtraida dos dados experimen-
tais. Para isto, foram utilizados os termos da férmula de massa do FRDM, (4.1), referentes a
energia de Coulomb, termo de corregio de troca coulombiano e termo de corregéo para o fator

w

de forma do prdton, respectivamente, conforme mostra a equagao

72 Z4/3 7?2

Coulornb _ “
E oULO! WA1/3BS C,§~*—*Al/3 + f(} A ) (420)

com as constantes dadas por:

2
= i:x, com rg = 1, 16fm
aTrp
5 3 2/3
w32
1 /145 rie?
fo = —= (——E) T”—S- com 7, = 0.80fm, (4.21)
8\ 8 TS

Bj ¢ extraido da referéncia [56] no caso de niicleos esféricos, o que pode ser questionado pois
em uma parte das regides onde o modelo serd aplicado, os nicleos sdo deformados; assim os
valores da correcéo coulombiana podem ser considerados como uma aproximagio de primeira
ordem para alguns nicleos das regi¢es estudadas.

Nas préximas secdes, os resultados para as camadas sd e pf serdo apresentados e discutidos.
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4.5 A camada sd

Com o intuito de testar o modelo proposto, escolheu-se os nicleos com N = Z da camada sd,
pois nesta regido os valores experimentais das massas dos estados fundamentais [62] e excitados
164] sd0 bem conhecidos.

Para evitar efeitos de meio de camada (mid-shell effects) que poderiam afetar os sinais dos
pardmetros envolvidos, o ajuste ¢ feito para as duas metades desta camada, ou seja, considera-
se inicialmente o 90, nicleo duplamente magico, como sendo o caroco nuclear (camada sd— T
na tabela {4.1)) e ajustam-se os cinco pardmetros até N = 6 bésons (*8Si). Neste caso os bésons
pn sao do tipo “particula”. J& para a segunda metade desta camada {sd—77) 0 *Ca é o caroco
nuclear e o ajuste foi feito até N = 5 bésons (*P), considerados como “buracos”. Mostra-se

na tabela (4.1) o conjunto de pardmetros ajustados para ambas as metades desta camada.

o 8 v ¢ n
sd — I 16, 0604 0,4765 || 0,1897 {| —6, 1461 || —1,5047
sd— I1 || —24,5375 | 0,1100 || 0,0649 || —3,7347 | —0,9230

Tabela 4.1: Pardmetros ajustados para ambas as metades da camada sd, nomeadamente sd — I

esd—1TT
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Nicleo | T | E®*r(MeV) | ETe (MeV) | §E (MeV)

160 | 0| 138,8514 carogo

135 0| 151,6618 152,5734 -0,9116

1B 1] 150,6193 152,7008 -2,0810

®Ne | 0| 178,3069 178,8865 -0,5796

XNe |1 | 168,0329 167,753 0,2776

22Na | 0| 1954755 195,3323 0,1432

“Na | 1| 194,8185 194,7219 0,0966

Mg | 0] 223,5452 222,9177 0,6275

2]

BMe | 1] 214,0292 212,5431 1,4861

WAL | 0| 241,4227 242,1810 -0,7583

WAL | 1| 241,1947 240,7737 0,4209

2857 | 0| 270,5807 271,0289 -0,4481

2G| 1| 261,2647 | 261,4649 | -0,2002

Tabela 4.2: Energias de ligacio para nicleos com N = Z da primeira metade da camada sd
ajustadas com os parametros sd — I da (4.1). O rms foi de 0,8759 MeV. 0£ sdo as diferengas

entre os valores experimental e tedrico.

Nas tabelas (4.2) e (4.3) siio apresentadas as energias de ligagio dos estados fundamentais
de todos os nicleos com N = Z que tém isospin 7' = 0, sendo a tinica excegéo o **Cl que tem
T = 1. Também sio mostradas as energias do primeiro estado excitado com T = 1 (T = 0 para
0 34Cl1). Os resultados experimentais nesta camada sio muito bem estabelecidos e furtamo-nos

de colocar suas incertezas (pequenas), o que sera feito quando a camada pf for considerada.
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Nicleo | T || EF#=(MeV) | ET® (MeV) | 6B (MeV)
BP0 289,4325 289,4562 -0,0237
WVp | 1|l 288,7555 288,684 -0,2129
28 1 0 || 815,6549 315,3003 0,3546
8 11| 308,6529 308,5067 0,1462
MO | 1| 334,7437 334,7231 0,0206
SCL | 0 || 334,5977 334,9380 -0,3403
BAr | 0| 361,4502 361,5132 -0,0630
Ay 1) 354,8392 354,4558 0,3833
BK 10 || 381,1859 381,3506 -0,1647
K| 1| 381,0559 381,3932 -0,3373
WCa | 0| 408,6383 CATOCO

Tabela 4.3: Energias de ligagdo para os nicleos com N = Z da segunda metade da camada sd
ajustadas com os pardmetros sd — I da tabela (4.1). O rms caleulado foi de 0, 2452 MeV. § B

sao ag diferencas entre os valores experimental e tedrico.

A partir das Tabelas (4.2) ¢ (4.3) é possivel calcular as diferengas de energia entre os estados
com I' =1 ¢ T =0 para esta regido de massa e compard-los com a sistemdtica experimental e
com a formula empirica de Macchiavelli e colaboradores [65]. Os resultados sdo mostrados na
Figura (4.2}

Os resultados sido bastante bons considerando, em particular, o pequeno nimero de
parametros utilizado no modelo. Deve-se lembrar que, neste caso ndo foram feitas extrapo-
lagoes. Salienta-se ainda gue o espago de configuragiio foi restrito a dois estados de isospin,
embora o método utilizado forneca todo o espectro. Com isso ganhou-se confianca, para se apli-
car o modelo para a camada pf, onde existem poucos - e recentes - dados experimentais. Nesta
nova regiao o modelo serd usado para fazer previsdes acerca de massas ¢ estados excitados de

ntcleos com /¥ = Z na diregio da linha de gotejamento de prétons.
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Figura 4.2: Diferencas E(T = 1) — E{T = 0) na camada sd.
4.6 A camada pf

Na camada pf os estados fundamentais dos nicleos impar-impares, com excecio do *Cu,
tém isospin T' = 1 e existe a competicdo entre os modos isovetorial e isoescalar do emparelha-
mento pn para tais sistemas. Deste modo, o modelo aqui proposto é ideal para o tratamento
destes efeitos. Nucleos mais pesados com N = Z foram recentemente produzidos nesta re-
gido de massa, mas os dados ainda sfo escassos, de tal maneira que previsdes tedricas para
quantidades mensurdveis, como massas nucleares e meias vidas, por exemplo, sdo bem vindas.

Na tabela a seguir sdo apresentadas as massas, devidamente corrigidas por Coulomb, utili-
zadas para o ajuste dos cinco parAmetros da hamiltoniana (4.13), as diferencas de energia entre
os estados com T = 1 e T = 0, assim como as referéneias aos trabalhos que contém os dados

experimentais utilizados.
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Niicleo | T¢f BEZ*?(MeV) AEy (MeV) | Ref.
SN 0 || 607,2890 4+ 0,0110 Caroco [62]
S8Cu | 0 || 628,4941 % 0,0025 -0,2030 | [62] e [64]
07n | 0 | 654,6747 £ 0,0011 4,5060 [62]
2Ga | 1 || 676,355 0,028 0,571 [62] ¢ [63]
Ge | 0 702,85 + 0,25 4,75 62]
6As | 1 724,21 % 0,68 0,84 [66] e [67]
856 | 0 750,8 £ 1,0 4,4 [66] e [62]
“Br |1 773,47 £ 0, 36 1,34 [62] e [69]
2Kr | 0 800,88 = 0,27 5,07 62]
“Rb | 1 828,58 + 0,72 - 62]
®Sro1 0 851,92 £ 0,10 4,89 [68] e [62]

Tabela 4.4: Energias de ligacao experimentais, com correcio coulombiana, para os nicleos com
N = Z da primeira metade da camada pf utilizados no ajuste dos pardmetros da hamiltoniana
nuclear. Mostra-se também o isespin do estado fundamental assim como as diferencas de
energias entre os estados com T =1 e T = 0, AE g ¢ as referéncias de onde foram extraidos os

dados (massas e estados excitados respectivamente)., Deve-se notar que para o “Br o estado

excitado tem momento angular J7 = 3%,
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Os parametros obtidos que ajustam estes pontos sio dados na Tabela {4.5), indicados por

pf — 1, a seguir:

« 8 0 3 7

pf—1 22,8153 | 0,1175 || —0,0679 | —1,9526 || —0,4504

pf — 11 || —28,4637 | 0,1183 || —0, 1877 | ~1,0450 || —0, 5124

Tabela 4.5: Pardmetros ajustados para ambas metades da camada pf, nomeadamente pf — I

epf—11.

Parte-se agora para extrapolagdes usando o presente modelo; calculou-se o primeiro estado
excitado com (J™,T) = (17,0) do nicleo “Rb. Até o momento este estado néo foi medido e
o que se tem é o valor experimental de Er.g = 1,008 MeV medido por Rudolph et al. [70]
para este estado, o qual tem momento angular J = 3 sendo a paridade desconhecida. Podem-se
também prever as energias de ligacdo do estado fundamental (7' = 1} e do primeiro estado
excitado (T = 0) do Y que também nfo foram medidas. Para se evitar novamente efeitos
de meio de camada outro ajuste foi feito para a segunda metade desta regifiocomo também
mostrado na Tabela (4.5) com o rétulo de pf — II. Os resultados para a primeira metada da

camada pf sdo mostrados na Tabela (4.6).
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Niicleo | T EF P (MeV) ETe (MeV) | §E (MeV)

8Cu | 0 | 628,4941 40,0025 | 628,5172 -0,0231

BCu | 1]628,2911 £0,0030 | 628,6682 -0,3771

07n | 0 | 654,6747 £ 0,0011 | 654,1993 0,4754

O7Zn | 1 | 650,1687 40,0025 | 649,9956 0,1731

2Ga | 1] 676,355 + 0,028 676,072 0,283
2Ca | 0| 675,784 0,028 675,658 0,126
Ge | 01 702,85 £ 0,2500 702,09 0,76

f4Ge | 1 |698,1070 &+ 0,0040 | 697,6469 0,4601

6As | 1| 724,21 £0,68 724,45 -0,24
BAas |0 723,38 4+ 0,68 723,81 0,43
8Se | 0 750,8 £ 1,0 750,9 -0,1
68Ge 11 746,44 - 1,0 746,3 0,1
Ry 1| 773,47 + 0,36 778,79 -0,32
OBy | 0| 772,14 £ 0,36 772,94 -0,80
Kr | 0] 800,88 0,27 800,76 0,12
PKy |1 795,80 + 0,27 795,91 -0,11
“Rb |1 823,58 £ 0,72 824,08 -0,50
“Rb 10| 82258 +0,72 823,05 -0,47
®3r | 0| 851,92 £0,10 851,54 0,38
o3y | 1| 847,02 £0,10 846,51 0,51
Y |1 - 875,34 -
BY |0 - 874,12 -

Tabela 4.6: Energias de ligacdo para nicleos com N = Z da primeira metade da camada pf
calculadas com os pardmetros pf — I da tabela (4.5). O rms, foi de 0,3962 MeV. O simbolo
indica que a massa do niicleo “Br ¢ uma extrapolagéo [62]. Novamente dF sio as diferencas

entre os valores experimental e tedrico.
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Tomando as energias experimentais dos nicleos impar-impares como ponto de referéncia,
a figura (4.3) apresenta a posicho relativa dos estados com T =1 e com T = 0, incluindo as
previsdo para o niicleo Y. Note que para os nicleos Br e ™Rb os niveis experimentais nao
estio conectados com acueles tedricos pois o momento angular total entre eles € diferente. Os

Gitimos tém (J™,T) = (17, 0).

3

— Expt
---- |BM-4 {L=0}

Energy (MeV)

-2

Figura 4.3: Parte baixa dos espectros de nicleos fmpar-fmpares com N = Z (em seqiiencia,
para cada grupo de estados: "*Cu, %2Ga, %As, Br, ™Rb ¢ ®Y) para a primeira metade da
camada pf. Estdo indicados por 3% e 3 os primeiros estados excitados dos niicleos "Br e "Rb

com (J,T) = (3%,0) e (J,T) = (3,0) medidos experimentalmente.

Para a segunda metade da camada pf asituagio ¢ delicada pois néo existem, até o momento,
dados experimentais para sistemas com N = Z e o ajuste feito baseia-se exclusivamente em
extrapolagdes a partir dos dados de Audi-Wapstra [62], adicionando-se o cdlculo anteriormente
efetuado para o Y. Foram deste modo utilizados todos os nicleos par-pares (dois estados
ajustados considerando os andlogos isobdricos) ¢ as energias de ligagao d(_)s sisternas impar-
{mpares, além dos dois estados do 78y Acreditamos ser importante a inclusdo de pelo menos um
niicleo impar-impar para que os pardmetros responsiveis pela quebra de degenerescéncia entre

os pares isoescalares e isovetorias, v e £, tenham o comportamento similar ao da primeira metade
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Nicleo | T | BEP®®(MeV) | AEp (MeV)

807y | 0 | 903,65 £ 0,30 5,27%

B Nb |1 927,1* £ 0,3 -

8Mo | 0 || 955,08* £ 0,40 B,44*

8T | 1| 979,62% 4 0,30 -

¥Ru | 0 i 1008,33* £ 0,50 4,89%

WRh |1 |l 1032,65% 4 0, 50 -

2Pd | 0 | 1061,72% £ 0,50 4,53%*

“Ag | 1| 1086,5% £ 0,5 -

%Cd |0 | 1116,46% + 0,50 4,36*

BIn | 1 || 1141,49* + 0,50 -

0080 | 0§ 117297 1,1 Caroco

Tabela 4.7: Energias de ligagio experimentais para os nicleos com N = Z da segunda metade
da camada pf, corrigidas por Coulomb, utilizadas no ajuste dos pardmetros da hamiltoniana
nuclear. Mostra-se também o isospin do estado fundamental T, assim como as diferencas de
energias Ay, As asteristicos (*) indicam que os valores utilizados sio extrapolacdes extraidas

da. referéncia [62].

desta camada. Os sistemas utilizados para se fazer o ajuste dos pardmetros sio mostrados na
Tabela (4.7). Finalmente, o carogo nuclear desta metade da camada é o °°Sn cuja massa
foi recentemente medida [71]. Assim como na camada sd, os bésons séo aqui constituidos por
buracos. Outra hipétese acerca desta regifio é feita ao assumirmos que 0s nitcleos impar-impares
tém isospin do estado fundamental T = 1. Muito embora existam indicios de que este seja o
caso, deve-se aguardar por resultados experimentais para se obter a confirmacio.

Os parmetros obtidos sdo mostrados na Tabela (4.5), rotulados pf — IT e, com eles, foram
feitas previsGes para as massas (mostradas na Tabela (4.6)) assim como para a separacio,

AEyy = E(T = 1) — E(T = 0), entre os estados com T = 0 e T = 1 dos nicleos de toda a
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camada pf, mostradas na figura (4.4).
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Figura 4.4: Diferencas de energia entre os estados com 7' = 1 e T = 0 para toda a camada
pf comparados com os dados experimentais (quando disponiveis e com a férmula empirica da

referéncia [65].

Em segnida, comparam-se os resultados deste trabalho com os cédleulos feitos com o IBM-4
contendo todas as interagdes [72] ¢ com os dados experimentais. Os resultados do nosso modelo
néo sio t50 bons quanto o IBM-4 completo mas, considerando o pequeno niimero de pardmetros
¢ a simplicidade da interacio utilizada, vé-se que a diferenca néo é muito grande, ficando na
casa de mais ou menos 200 keV para os estados mais baixos. Estes resultados sao bastantes
promissores e se aliados Aqueles mostrados na figura (4.4) pode-se dizer que, com este modelo
simples, podem-se fazer previsdes bastantes boas para as massas dos niicleos e também para as
diferencas de energia entre os estados fundamental (T = 1) e excitado com (I' = 0) de nicleos
{mpar-fmpares com N = Z. Obviamente como foram utilizadas extrapolagbes no ajuste dos
pardmetros da hamiltonina deve-se esperar por medidas experimentais para se melhorar as

previsdes desta abordagem.
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Nicleo | T EFert(MeV) ETee (MeV) | §E(MeV)
Mg | 0 903,65 £+ 0, 30 903,67 -0,02
S J 898,38 £ 0,40 898,00 -0,38
8Nb | 1 927,11 £ 0,30 926,96 -0,15
2Nb [ D - 926,55 -
84Mo | 0 955,98 £+ 0,40 955,53 0,45
84Mo | 1 950,54 £ 0,30 950,09 0,45
Sie | 1 979,62 £+ 0,30 979,29 0,33
Be | 0 - 979,17 -
8Ru | 0| 1008,33 &+ 0,50 1008,37 -0,04
S8Ru | 1 1003,44 £ 0, 30 1003,17 0,27
YRh | 1| 1032,65 40,50 1032,61 0,04
YRh | 0 - 1032,81 -
2Pd | 0| 1061,72 £ 0,50 1062,21 -0,49
“pd | 1 1057,25 £ 0,40 1057,33 -0,08
MAp (1 1086,50 + 0, 50 1086,92 -0,42
MAg | 0 ; 1087,49 ;
%Cd | 0| 1116,46 40,50 1117,06 -0,60
%Cd | 1| 1112,10 £ 0,50 1112,35 -0,25
%Iy | 1|1141,493 &+ 0,503 | 1142,228 | -0,735
BIn | 0 s 1143,23 e
1009y | 0| 1172,97 £ 1,10 carogo .

Tabela 4.8: Energias de ligacao para nicleos com N = Z da segunda metade da camada pf. O

rms, foi de 0,41 MeV. Mais uma vez 0F ¢ a diferenca entre os valores experimental e teérico.
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Figura 4.5: Comparacio das diferengas AFyq entre os calculos com o IBM-4 completo e aqueles

efetuados neste trabalho (IBM-4 (L = 0)). Mostram-sc também os dados experimentais.
4.7 Resumo

Mostrou-se neste capitulo que uma abordagem & lo IBM-4 com a interacdo de emparelha-
mento no canal L = 0 é adequada para se tratar a competigiio entre os pares pn isoescalares
¢ isovetoriais. Através da utilizacdo de uma hamiltoniana algébrica com poucos pardmetros
conseguiu-se calcular as energias de ligag@o dos estados fundamentais de nucleos com N =27
junto ds camadas sd e pf, assim como alguns estados excitados. Previsoes foram feitas para
sistemas que ainda ndo foram medidos, notadamente o nicleo fmpar-impar Y pa primeira
metade da camada pf. Como nio ha ainda dados experimentals para a segunda metade desta
camada deve-se olhar os resultados para esta regidao com cautela. Idealmente, cdlculos com
o IBM-4 completo deveriam ser efetuados pois s2o mais ricos, contudo, ainda estéo limitados
numericamente até o PBr. Deste modo, esta abordagem é importante pois consegue ir além,

pelo menos nos estados mais baixos do espectro para nicleos pesados com N = Z.
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Comentarios finais e perspectivas

A massa de um ntcleo e, portanto sua energia de ligagfo, tem um papel fundamental em
fisica nuclear pois informacdes a respeito da estrutura do nicleo atoémico e da interagéo entre
seus constituintes podem ser obtidas a partir desta quantidade.

Existern muitos modelos que foram desenvolvidos para se reproduzir ou calcular massas
nucleares e atualmente, o esfor¢o concentra-se nos nitcleos situados fora do vale de estabilidade.
Fm especial, aqueles sistemas pesados ricos em protons tém um papel importante em astrofisica.

Nicleos com N = Z ainda constituem-se em um problema para os modelos correntes devido
a0 cleito do termo de Wigner, associado a simetria de spin-isopin, e que ainda nao tem uma
justificativa microscépica. Neste trabatho este termo surge de maneira natural, da estrutura
algébrica do modelo proposto (através da inclusdo do operador de Casimir de segunda .ordem,
C5[SO(3)] na hamiltoniana nuclear).

Também conseguimos, através da utilizagio de uma interacao que separa 0s estados com
isospin T = 0 daqueles com T = 1 aliada a termos que s&o responsdveis pelas propriedades
globais de uma dada regifio de massa, fazer previsbes para sistemas pesados ricos em prétons
que ainda ndo foram medidos. Este fato deve-se bé.sica.mente a0 truncamento do espago de
configuracio considerado. Em principio, podem-se estender os célculos para outros estados
excitados mas nio acreditamos que os resultados sejam tdo bons quanto os apresentados aqui
pois, neste caso e também para nicleos com N 3 Z, 03 bdsons com L = 2 sdo importantes
para a descricio adequado do espectro nuclear. Uma vantagem deste modelo esta na clara

interpretacio dos parimetros da hamiltoniana pois eles estdo associados com operadores que
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descrevem sem ambiguidade a fisica do problema, ou seja: os pardmetros o ¢ 8 descrevem o
comportamento global de um dado nicleo. Se tentarmos intepreta-los baseando-nos no modelo
de gota liquida, o pardmetro « estd relacionado com o termo de volume, v estd ligado ao
fato de se considerar os pares isovetorias e isoescalares com a mesma importancia nos sistemas
com N = Z, o termo { representa a intensidade da quebra dindmica da simetria de SU(4)
¢, finalmente, o termo 7 estd relacionado respectivamente aos termos de Wigner e energia de
simetria do nuacleo.

15 importante salientar que este modelo ndo tém a pretensdo de substituir os abordagens
correntes, que dio conta de outras propriedades nucleares além das energias de ligacéo e sao
muito mais complexas tendo um alcange maior, mas sim tentar indicar uma dire¢fo a ser seguida
no estudo de nicleos com N = Z, ou seja, vem mostrar a importancia de um tratamento
adequado onde a fisica relevante apareca de maneira simples.

Um dos problemas interessantes que podem ser seguidos com este trabalho é incluir as re-
presentagdes menos simétricas [N — 1, 1] que sfo notadamente importantes para o descricio dos
estados energeticamente mais baixos de sistemas impar-impares com N # Z. Temos ditvidas se
o calculo dos elementos de matriz da interagfo simulada pelo operador de Casimir éz [SUsr(4)],
ndo mais na base simétrica, mas agora em uma base do tipo [N —1, 1}{ Ay, pr) T ® (Ag, mug).S),
tem solucdo analitica. Outra possibilidade ainda seria tentar estender este modelo de tal modo
que nicleos de massa impar entre em seu escopo. Com isso o conceito de supersimetria (no sen-
tido de se tratar bdsons e férmions no mesmo formalismo como se faz no IBFM) seria utilizado.
Em tempo, pode-se tentar utilizar outras técnicas de bosonizagio, diferentes das propostas por
Juillet [72], para estudar a microscopia dos pares pn envolvidos nos cdlculos. Este problema
certamente nio é simples mas sem divida alguma muito relevante para o desenvolvimento de

cileulog envolvendo o IBM-4.

104



Apéndice A

A.1 Produto Externo através das Tabelas de Young

Conforme foi visto no primeiro capitulo as Tabelas de Young sao utilizadas para descrever as
representacdes irredutiveis (irreps) dos grupos unitdrios U(n) e S(n) com a vantagem de tornar
claras as propriedades de simetria dos estados. Quando se estd interessado nas aplicagdes
dos métodos grupo-tedricos, freqiientemente ¢ necessdrio recorrer ao produto externo de duas
representacdes irredutiveis. Para isto lanca-se mao destes diagramas conforme discute-se via o
seguinte exemplo simples:

Suponha que se quer calcular o produto externo de duas irreps de U(n). Para isto, deve-se
desenhar o padriio correspondente & primeira irreps. No segundo padrao deve-se rotular cada
“caixa” da primeira linha com a letra o, cada caixa da segundo linha com a letra 5 e assim
por diante se houverem mais linhas. A idéia é aplicar a segunda tabela de Young de modo a

aumentar a primeira e para isto, seguern-se algumas regras:
e Os rétulos idénticos nio devem aparecer na mesma coluna no diagrama resultante.

o Contando os a's, §'s, etc, da direita para a esquerda comegando da quina superior direita;
durante a contagem, o niimero de «’s ndo deve ser menor do que o numero de A’s e assim

por diante.

e O gréfico resultante deve ser regular, ou seja, [fi 2 fo 2 ... = fnl-
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Seguindo, portanto, estas regras o produto das duas irreps [21] e [2] é representado na figura

(A1)

|0t|al + a’+| [a|+

J o o

Figura A.1: Produto externo das irreps [21] ® [20] de U(n)
Na representagao usual o mesmo produto externo pode ser escrito como:

211 ® [2] = [41] & [32] @ [311] &b [221] (A1)

A.2 Grupos de Lie

Nesta secdo sdo apresentadas algumas definicdes titeis sobre alguns grupos de Lie que serfio

freqgilentemente mencionados ao longo desta tese.

¢ (Grupos unitdrios
As matrizes unitdrias complexas A de grau n formam uma representagfio do grupo unitario
U(n) com n® pardmetros complexos que deixa a forma hermiteana, S | z2¥, invariante.
Desde que a unitariedade das matrizes A requer que AAT = 1, isto §é, e aigly; = i,

temos portanto jay)? < 1.

e (rupos unitdrios especiais
Se restringirmos as matrizes unitédrias aquelas que tiverem determinante +1, obtém-se os

grupos unitdrios especias, SU(n), com n? — 1 parimetros.

e (Grupos ortogonais

O grupo das matrizes ortogonais complexas de grau n formam um grupo de n(n — 1)
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pardmetros denotado O(n, C). Uma vez que A*A = I, tem-se que |A| = £1 e portanto, o
grupo se quebra em duas partes desconexas ndo sendo possivel ir continuamente de uma
para outra. As matrizes ortogonais de determinante +1 formam um subgrupo de O(n, C)
denominado grupo ortogonal complexo especial, SO(n, C), que tem n(n — 1) pardmetros

e deixa a forma quadratica complexa, 3%, 22, invariante.

o Grupos ortogonais especiais
O conjunto de matrizes ortogonais reais de grau n forma o grupo real ortogonal O(n, R),
que denotaremos ao longo deste trabalho simplesmente como Of(n), de gn(n — 1)
parimetros. Enquanto as matrizes com determinante -1 formam o grupo ortogonal

especial SO{n, R), cuja notacao serd SO(n).

Nas tabelas (A.1) e (A.2) mostram-se os niimeros de geradores ¢ o nimero de partigoes que

caracterizam uma dada representacio tensorial para os principais Grupos de Lie respectiva-

mente.
Grupo || Nitmero de Geradores
U{n) n?
SU(n) n? —1
O(n) in(n —1)
SO(n) In(n-1)—1

Tabela A.1: Niimero de geradores para os principais grupos de Lie.

Na tabela (A.3) listam-se os autovalores em termos das partigoes f. dos Invariantes de
Casimir dos grupos de Lie. Os principais passos para a obtengio destes resultados podem ser

encontrados em [17].
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Grupo Nimero

U(n) n
SU(n) n -1
O(n) 5 para n par

O(n) L&%Jl para n fmpar

Tabela A.2: Numero de inteiros que rotulam as representacoes tensorias dos grupos de Lie.

Grupo Particoes Operador (1CLD
Uln) [f1 fas o fal Cy f=5w kb
Co R+l = 20)
SU(n) (15 fos oo frmts fro = 0) Cy A -Dh - Lon—2)
SU(3) (A w) = (fr = fo, f) Cy 2N 4 2+ A+ 300+ 1))
SUM) | (Av) = (i = fas fa = J3, f3) Co BAMA+4) +3v(v +4)+
A+ 4) + dp() + v) + 2\
O(2n +1) (f1, forifn) s m2fuf + 2n 41— 22)
O(2n) (f1, faeiifn) Cs 2 f(f, + 2n — 21)

Tabela A.3: Autovalores dos principais operadores de Casimir de grupos de Lie.
A.3 Caélculo dos elementos de matriz do Cy[SUsr(4)] na
base simétrica

Nesta secdo mostram-se os principals passos para o cdlculo dos elementos de matriz do
operador de Casimir de SUgp{4) na base simétrica |[N](Ar)T & (A\g)S) da cadeia (4.6). A
redugio U(36) D UL(6) ® Usp(6) é a que nos interessa aqui.

Os geradores de U(36) tém a seguinte forma: by, o on Ovmt oms, v -
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Os geradores de Ugy(6) sfo 36 e podem ser escritos como

¥
Z blm1 (ST T bl’mj‘,s"mg,t’m’t ’ (A-Z)

lmy

ou, abreviando a notagio e efetuando a soma em m; pode-se escrever

2(25 + 1)(5335 & 51’8’6’)8?3;1\@ (A.3)
.

Os bésons do IBM-4 tém (ST) = (01), (10) e, considerando todas as combinagdes possivels,
pode-se escrever os operadores relevantes para o cdleulo. Fazendo [ = 0 segue da equagio (A.3)

que:

(bhse @ bosv ) ais e (A4)

J4 os geradores de SUgr(4) sio, conforme visto no Capitulo 3, Ty, S’ﬁ e Y, cujas combinagdes
de spin-isospin s&o respectivamente: (ST17) = (01),(10), (11). Estes operadores podem ser

escritos explicitamente como

S, = V25 V2 F 1(blo ® buo)aidso
i

Tu = \/§ZV 20+ 1(‘5;[01 ® Elﬂl)gg}ﬂﬂ"
!

Vi = \/521[: \/§l_+_1(f)§10 ® by = bIm & 5&10)8111}51V[Ts : (A5}
portanto, para [ = 0 pode-se escrever Co[SUsr(4)] como:
ColSUsr(4)] = 3(V, @ V)" + T% + 5 (A.6)
Fazendo a seguinte associagdo com o ob jetivo de simplificar a notagdo:

b!{)l - G.'.I ;(l)ml - Eit

bfm — a] o — s (A7)

¢ utilizando sucessivamente a identidade [30] com j; = v/27; + 1
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J1j2d 12

[iida (D) dadal(Jaa) © Ty = D 11298048 jajadaa ¢ 15ds(Tia)iada(Jad) 0 J),  (AL8)

Jiatoa

chega-se 4 seguinte expressio:

1 o
[V, ® Y, )" = g[ﬁjﬁ; e AFAT A+ 20sfy -+ B3R + 3R] + T + 5%, (A.9)

onde,

A = v3(a} ® o])?
iy = V/3(a} ® al)g
Ay = V3{G: ® &@)8

ny = \/5(5,3 ® &3)8‘ (A.10)

O céleulo dos elementos de matriz ([N](n,)T'® (n,) S |Co[SUsr (4)] N1 (7)) T® (1) S) é levado
acdiante mediante as seguintes consideracdes:

Como (at @ al)} cria dois bésons, sendo o niimero total de bésons dado por N = n, + n,,
deve-se ter n, = ny — 2. Analogamente, como (G, ® ;)9 aniquila dois bdsons deve-se ter
ny = 1+ 2.

Calculando entdo cada termo da expressdo (A.9) e utilizando-nos sucessivamente o teorema

de Wigner-Iickart:

TR
(@I M|TFH ! M) = (=)"~M (cJ|| T T (A.11)
— MM’

obtém-se as expressdes (4.9) como resultado.
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A.4 A influéncia do potencial de spin-6rbita nas corre-
lacoes superfluidas de sistemas com N = Z

O potencial spin-érbita é importante nas correlactes de emparelhamento presentes em
ntcleos com N = Z pois favorece os pares isovetorias conforme serd argumentado. Parte-
se entdo de uma hamiltoniana fermionica que leva em consideragio um termo de campo médio

adicionado de uma interacio de emparelhamento nos canais isoescalar e isovetorial.

H=3¢e,0/2(2 + 1)[a} ® &,)00 + V5, (A.12)
]

O rétulo p = (n,l,7) representa wm orbital em uma camada cujo potencial é um oscilador

harménico e, além disso,

Vsor.r. . 3
ep=Eny 5o+ 1) —1+1) 7] (A.13)

6 a energia deste orbital na presenca de um potencial spin-drbita WVSJ- § (Vi > 0).

A interacio residual utilizada é aquela do modelo SO(8) [74],

Q0+ ~ Q1 — =z - A
V, = —:‘1-—(2—-1/15,1,40,1 _ =) 4 A (A.14)
com §2 = 3,(2f + 1) e os operadores
L=0,5T
Al vto ity = (1V20) 3 V2l + 1[azT,1/z,1/z ® aI,l/2,1/2]ML(;g,§JS,NIq»? (A.15)
I

sao pares fermidnicos coletivos.

O pardmetro % controla a importancia relativa entre dos dois tipos de emparelhamento
T =0eT =1; vé-se que, para x = 0, os dois modos competem em igualdade de condigtes,
enquanto que para x = 1 quem domina é o canal isovetorial; para z = —1 o modo isoescalar
prevalece. A diagonalizagio da hamiltoniana (A.12) na camada pf é wm processo que requer
muito esforco numérico; Juillet e Josse [73] utilizaram técnicas de bosonizagio [75] para con-
tornar este problema, conseguindo mapear a interagdo residual (A.14) (fermi6nica) em uma

interacio bosénica em termos de U(6) formada por bésons com J = 0,T = 1 (s7) e bésons
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com J = 1,T = 0 (p) relacionados, respectivamente, com as partes isovetorial e isoescalar do

emparelhamento. A imagem bosonica da hamilteniana {A.12) é

Hp = e Nor + e10N1g + (Vp) 5. (A.16)
A conclusdo da referéncia [73] para nicleos impar-impar com N = Z ¢é a seguinte:

e Se o canal isoescalar domina ou se ha igualdade nos dois canais (z < 0), os niveis com
(J = 0,7 = 1) sdo favorecidos pelo acoplamento spin-érbita 4 medida que a massa
aumenta. Por outro lado, se o canal isovetorial domina, (z > 0), o acoplamento spin-

Orbita tem um efeito desprezivel na posicio relativa destes pares.

Para nicleos par-par com N = Z os resultados sdo similares para os estados com J =7 = (.
Tratando a interagiao spin-érbita perturbativamente dentro do limite SO(8), podem ser
obtidas expresstes analiticas que conectam os bésons st e pf, através do termo de um corpo,

da hamiltoniana (A.16), com a intensidade do potencial [ §, ou seja,

gUl+zw)  8aV

YT T it 7))
_ g0~ =) 86V,
€10 = 5 30001 —2)’ (A.17)

onde ¢ =3l +1)ef= Ziﬁ%mfﬁi

Em nossa hamiltoniana algébrica, foi utilizado o operador de Casimir C1[Us(3)] que, confor-
me visto no Capitulo 4, é responsdvel pela quebra de degenerescéncia entre os pares isosescalar
e isovetorial. Seu autovalor est4 relacionado com o niimero de bésons isoescalar Noj e portanto

tem conexao com a intensidade do potencial spin-érbita de acordo com a primeria das equacéo

(A.17). De maneira esquemdtica pode-se estabelecer a relagio,
Ag = £o1, (1\18)

e o que de fato acontece, com excecgao do **Cu é que os estados com 7 = 1 séo favorecidos pelo

nosso modelo.

112



Bibliografia

[1] Wallace, R. K. e Woosley, S. E., Astrophys. J. Suppl. Series 45, 389 (1981).

9] Boyd, R. N e Tanihata, I, Physics Toduy, 44 (06/1992).

[3] Schatz, H., Bildsten, L., Cumming, A. e Wiescher, M., Astrophys. J. 524, 1014 (1999}.
[4] Bildsten, L., Astrophys. J. 501, L89 (1998).

[5] Ruthledge, R., et al., Astrophys. J. 529, 985 (2000).

(6] Schatz, H. et al., Phys. Rep. 294, 167 (1998).

[7] Wigner, E.P., “On the consequences of the symmetry of the nuclear hamiltonian on the

spectroscopy of nuclei.”, Phys. Rev. 51, 106 (1937).

[8] Racah, G., “ Theory of complex spectra I”, Phys. Rev. 61, 186 (1942);
Phys. Rev. 62, 438 (1942); Phys. Rev. 63. 367 (1943) 367;
Phys. Rev. 76, 1352 (1949).

[9] Elliot, J. P., “Collective motion in the nuclear shell model. I-Classification schemes for

states of mixed configurations”, Proc. Roy. Soc. A 245, 128, 562 (1958).

110] lachello, F. ¢ Van Isacker, P., “The interacting boson-fermion model,” -Cambrige mono-

graphs on mathematical physics, 1991.

[11] Lipkin, H.J., “Lie groups for pedestrians”, North-Holland, Amsterdam, 1966.

113



[12] Gilmore, R., “Lie groups, Lie algebras and some of their applications,” Wiley-Interscience,

New York, 1974,

[13] Hamermesh, M., “Group Theory and Its Applications to Physical Problems”, Addison-
Wesley, Reading, MA, 1962;

Wybourne, B.G., “Classical Groups for physicists,” Wiley-Interscience, New York, 1974.

[14] Castands, O., Frank, A. e Lopez-Pefia, R., “Noether’s theorem and dynamical groups in

quantum mechanics”, J. Phys. A 23, 5141 (1990).

15] Frank, A. ¢ Van Isacker, P., " Algebraic methods in molecular and nuclear structure phy-
¥

sics” Wiley-Interscience, New York, 1994,
[16] Rose, M.E., “Blementary Theory of Angular Momentum”, Wiley, New York (1957).

[L7] Tachello, F., “Group Theory and Nuclear Spectroscopy” Springer- Verlag, Ed. Bertsch, G.,
Gull Lake, 140 (1979).

[18] Rainwater, J., Phys. Rev. 79, 432 (1950).

[19] Bohr, A., Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 26, n214 (1952);
Bohr, A. e Mottelson, B. R., Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 27, n%16 (1953).

[20] Brink, D. M., Toledo Piza, A. F. R. e Kerman, A., Phys. Lett. 19, 413 (1965);
Gneuss, G. ¢ Greiner, W., Nucl. Phys. A 171, 449 (1971}

121] Kishimoto, T., ¢ Tamura, T., Nucl. Phys. A 270, 317 (1977) e referéncias incluidas.
[22] Arima, A. e Iachello, F., Phys. Rev. Lett. 35, 1069 (1975).
(23] Taesller, A., Nucl. Phys. 85, 653 (1966).

124] Bohr, A. e Mottelson, B. R., “Nuclear Structure, vol.2” W. A. Benjamin, Reading, Mas-

sachusetts {1975).

114



[25] Arima, A. e Jachello, I, Ann. Phys. 99, 33 (1976);
Ann. Phys. 111, 201 (1978);
Phys. Rev. Lett. 40, 385 (1978).

[26] Otuska, T., Arima, A., Tachello, F. ¢ Talmi, L, Phys. Lett. 78 B, 139 (1978);
Otsuka, T., Arima, A. e Tachello, F., Nucl. Phys. A 309, 1 (1978);

Otsuka, T., Tese de Doutorado, Universidade de Tokyo, Japao 1979.
27) Elliot, J.P., e White, A. P., Phys. Lett. 97 B, 169 (1980).
(28] Elliot, J.P., e Evans, J. A., Phys. Lett. 101 B, 216 (1981).

[29] Arima, A. e Tachello, F., “The interacting boson models”, Cambridge Press, New York,
(1987).

[30] de Shalit, A. e Talmi, L., “Nuclear Shell Theory” (New York, Academic Press), (1963).

[31] Casten, R. F., “Empirical Tests of the IBM?,
(Capitulo 3: “Group Theory of the IBM and Algebraic Models in General”)
Editado por Casten, R. F., Contemporary Concepts in Physics, vol 6

- Harwood Academic Publishers-Pennsilvanya, (1993).

[32] Lipas, P. O., “Algebraic Approaches to Nuclear Structure”,
(Capitulo 2: “Group Theory of the IBM and Algebraic Models in General”)
Editado por Casten, R. F., Contemporary Concepts in Physics, vol 6

- Harwood Academic Publishers- Pennsilvanya, (1993).
[33] Vergados, J. D., Nucl. Phys. A 111, 681 (1968).
[34] Schiffer, J. P. e True, W. W., Rev. Mod. Phys. 48, 191 (1976).
[35] Otsuka, T., “Algebraic Approaches to Nuclear Structure”,

(Capitulo 4: “Microscopic Basis and Introduction to IBM-2")

115



Editado por Casten, R. F., Contemporary Concepts in Physics, vol 6

- Harwood Academic Publishers-Pennsilvanya, (1993).

[36] Scholten, O., “T'he interacting boson approximation model and applications”- Phd-Thesis,

Groningen -1980.
[37] Duval, P.D. e Barrett, B.R., Phys.Rev. C 23, 492 (1981).
[38] Van Isacker, P. et. al. Phys. Leit.104 B, 5 (1981).
[39] Morrison, 1., Faessler, A. ¢ Lima, C. L., Nucl. Phys A372, 13 {1981).
[40] Heisenberg, W., Z. Phys 77, 1 (1932).
[41] Hund, F., Z. Phys. 105, 202 {1937).

[42] Soper, J. M., “Isospin in Nuclear Physics”, Wilkinson, D. H, Capitulo 6 North-Holland
Amsterdam, (1969).

[43] Talmi, I, “Simple Models of Complex Nuclei: The Shell Model and the Interacting Boson
&
Model”, Capitulo 29. Hardwood Press New York, (1993).

[44] Franzini, P. e Radicati, L. A., Phys.Lett 6, 322 (1963).
(45] Chakraborty, M., Kota, V. K. B. e Parikh, J. C., Phys. Rev. Lett. 45, 1073 (1980).
146] Van Isacker, P., Warner, D. D., e Brenner, D. S., Phys. Rev. Lett. 74, 4607 (1995).

[47] Brenner, D. S., Wesselborg, C., Casten, R. F., Warner, D. D. ¢ Zhang, J.-Y., Phys. Lett.
B 243, 1 (1990).

(48] Van Isacker, P., Physica Scripia 56, 103-109 (1995).
[49] Elliot, J. P. e Evans, J. A., Phys.Lett. B 1951 {1987).

150] Kota, V. K. B., Ann. Phys. 280:(1), (2000).

116



[51] Van Isacker, P., Dukelsky, J., Pittel, 5. e Juillet, 0., J. Phys. G: Nucl. Parti. Phys 24,
1261 (1998).

[52] Juillet, O., “Symétries nucléaires & faible isospin”, Thése de Doctorat de I’Université de

Caen (1999).

[53] Warner, D. D., “Proceedings of the 9t Symposium on Capture of Gamma-Ray Spectros-

copy and Related Topics 7, Budapest, 8-12!" Oct. 1996.
[54] Van Isacker, P. ¢ Warner, D. D.,Phys. Rev. Lett 78, 3266 (1997).

55] Dutta, A. K., Arcoragi, J.-P, Pearson, J. M, Behrman R. e Tondeur, F., Nucl. Phys. A
458, 77 (1986);
Tondeur, F., Dutta, A. K., Pearson, J. M. e Behrman, R., Nucl. Phys. A 470, 93 (1987);
Pearson, J. M., Aboussir, Y., Dutta, A. K., Nayak, R. C. e Farine, M., Nucl. Phys. A 528,
1 {1991};
Aboussir, Y., Pearson, J. M., Dutta, A. K. e Tondeur, F., Nucl. Phys. A 549, 155 (1992).

[56] Maller, P., Nix, J. R., Myers, W. D. e Swiatecki, W. J., Atomic Data and Nuclear Data
Tables 59, 185 (1995).

[57] Méller, P. e Nix, J. R., Nucl. Phys. A 361, 177 (1981).

[58] Bolsterli, M., Fiset, E. O., Nix, J. R. ¢ Norton, J. L., Phys. Rev. C 5, 1050 (1972);
Méller, P. e Nix, J. R., Nucl. Phys. A 229, 269 (1974).

159] Myers, W. D. e Swiatecki, W. J., Ann. Phys. 55, 395 (1969);
Myers, W. D. e Swiatecki, W. J., Ann. Phys. 84, 186 (1974);
Myers, W. D., “Droplet Model of Atomic Nuclei” JFI/Plenum, New York (1977).

[60] Myers, W. D. e Swiatecki, W. J., Nucl. Phys. 81, 1 (1966);

[61] Baldini-Neto, E., Lima, C. L., e Van Isacker, P., a ser submetido.

117



[62] Audi, G. e Wapstra, H., Nucl. Phys. A 595, 409 (19795).

[63] Vincent, S. M., Phys. Lett. B 437, 264 (1998).

(64} Singh, B., Nuclear Data Sheets 87, 177 (1999).

[65] Macchiavelli, A. O., et al. “PINGST 2000, Selected topics on N = Z nuclei”, 156 {2000).
166] Lima, G. F. e Lépine-Szily, A., comunicacio privada.

[67] Grzywacz, R., et al. Phys. Lett. B 429, 247 (1998).

[68] Lalleman, A. S., “Mésure de Masses des Noyaux dans la region de N = Z = 40”, Thése

de Doctorat, Université¢ de Caen, (1996) nio publicada.
{69] Jenkins, D. e Lister, K., comunicaco privada.
[70] Rudolph, D., et al. Phys. Rev. Lett. 76, 376 (1996).

[71] Chartier, M., “Mésures directes de masses de *Sn et de noyaux exotiques proches de la

ligne N = Z, Thése de Doctorat, Université de Caen, (1996) ndo publicada.
(72} Juillet, O., Van Isacker, P. e Warner, D., Phys. Rev. C 63, 054312-1 (2001},
[73] Juillet, O. e Josse, E., Fur. Phys. J. A. 8, 291-294 {2000).
[74] Flowers, B. H. e Spikowski, S., Proc. Phys. Soc. 84, 673 (1964).

[75] Klein, A. e Marshalek, E. R., Rev. Mod. Phys 63, 375 (1991).

118





