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Resumo

O objeto de estudo desta dissertagao é o efeito de criagao de particulas pela curvatura sob o escopo de uma
teoria de espalhamento, discutindo quando que a interpretacao a partir de uma matriz .S é tangivel e obtendo
sua expressao nesses casos. O capitulo de introducao aborda superficialmente conceitos de relatividade geral
e de teoria quantica de campos em espagos planos e curvos, necessarios para a constru¢ao da matriz S. O
contetido deste capitulo segue as apresentagoes feitas em [T}, 2 3] em geral, tendo como guia [4, [5, [6] no que
se trata especificamente de relatividade geral, e [7] no que se trata da estrutura espinorial. A construgdo da
matriz S se dd no capitulo 2, tendo como guia o trabalho de Wald [§]. O capitulo 3 apresenta exemplos que
permitem a contextualizagao da criacao de particulas em casos especificos de espagos-tempos em expansao.

Este estudo nos permite verificar que as condigoes que precisam ser satisfeitas em um espaco-tempo
globalmente hiperbodlico e assintoticamente estacionario para que a formulagdo da matriz S possa ser feita
sa0 que as teorias no passado e futuro distantes devem ser unitariamente equivalentes, que a relagao entre as
regioes se da através de transformagoes de Bogolyubov dadas por operadores limitados definidos em toda a
parte e que tais operadores satisfagam a condicao de Hilbert-Schmidt. Nestes casos obtemos uma expressao
para a matriz S que descreve a criagao de particulas pela curvatura do espago-tempo para o campo de Klein-
Gordon e de Dirac, além de outras relagoes tteis, como nimero médio de particulas criadas e probabilidade
de se encontrar particulas em determinado modo, o que permite uma analogia com a radiagao de corpo
negro, passo fundamental para se entender fenomenos de grande interesse na fisica, como a radiacao de
Hawking [9] e a criagdo de particulas no periodo inflaciondrio.



Abtract

This master’s thesis deals with the effect of particle creation by the curvature of space-time according
to the point of view of scattering theory, discussing when such interpretation is possible by means of an
S-matrix and obtaining its expression in those cases. The first chapter treats, superficially, some concepts
of general relativity and quantum field theory in plane and curved space-times that are imperative to
understand the construction of the S-matrix. The subject of this chapter is covered in [I] 2, B], and follows
closely [4l Bl [6], when treats concepts specifically from general relativity, and [7], when talking about the
spinor structure of space-time. The construction of the S-matrix is made in the second chapter, along
the lines of the work of Wald [8]. The third chapter presents some examples that bring some light on the
creation of particles in specific cases of expanding space-times.

This study let us verify that an S-matrix formulation is tenable, on globally hyperbolic asymptotic
stationary curved space-times, if both quantum theories in the distant past and distant future are unitary
equivalent, the relation of both regions is made by Bogolyubov transformations by means of everywhere
defined bounded operators and that those operators satisfy the Hilbert-Schmidt condition. In those cases
we derive the expression of the S-matrix for the Klein-Gordon and Dirac fields. Also we obtain the number
of particles created and the probability of find particles in a particular mode, with let one make an analogy
with the black body radiation, which is a fundamental step in the direction of understanding interesting
phenomena in quantum field theory in curved space-times, like the Hawking radiation [9] and particle
creation in the early universe.
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Prefacio

Dentre as interacoes conhecidas, a forca gravitacional é talvez a que hd mais tempo é estudada. Seus
efeitos sempre foram observados, e nao é exagero dizer que ela tem papel fundamental no desenvolvimento
da fisica, sendo uma das pedras fundamentais da mecanica classica, que se propoem a explicar tanto a
forga gravitacional, como a natureza das entidades (massas) com as quais essa forga interage. Com a
relatividade geral, o modo como se encarava essa for¢a mudou, e com o surgimento da mecanica quantica,
e posteriormente da teoria quéntica de campos, as entidades com as quais essa forca interage também
passaram a ser vistas de maneira diferente. Porém, uma interpretagao quantica da gravidade que leve a
uma teoria Unica, que abranja essas duas formas de ver o mundo, ainda nao foi alcancada, e é um dos
objetos de estudo centrais da fisica tedrica hoje. Entender como essa interacdo se d&, nos limites onde a
mecanica classica nao fornece resultados precisos, é de fundamental importancia para se explicar problemas
em cosmologia, principalmente relacionados a fase inflaciondaria, efeitos na vizinhanca de buracos negros, ou
até problemas ligados ao periodo de expansao em que se acredita que o universo esteja.

Enquanto tal teoria nao é apresentada, resta-nos trabalhar com as que temos. Deste modo, nos depa-
ramos com o problema de unir de forma consistente o modo como um campo gravitacional, descrito por
uma métrica classica, interage com campos tratados quanticamente. Mais do que apenas o choque entre
duas interpretacoes de mundo diferentes, as duas teorias se apoiam em ideias matematicas distintas. His-
toricamente, a relatividade geral se associa a geometria diferencial, que nos induz a interpretar um campo
classico como uma funcao de variaveis da variedade que representa o espacgo-tempo tratado, mas a teoria
quantica de campos faz uso da anélise funcional, onde interpretamos um campo como um operador agindo
em um espago de fungdes, dependendo do tempo como um parametro. Muito esforco foi feito nessa diregao
nos ultimos 50 anos para unir essas duas “culturas” distintas, o que permitiu um esquema consistente para
descrever campos quanticos se propagando em espagos-tempos curvos, embora se suponha que isto seja uma
boa aproximacgao, apenas para energias abaixo da escala de Planck, de uma possivel teoria mais profunda
(ainda a ser encontrada) em que o espago-tempo seja quantizado.

Historicamente, o entendimento mais profundo da relagao entre gravidade e teoria quantica de campos
foi motivado pelo estudo de criagao de particulas no periodo inflacionario. Embora existissem investigacoes
mais antigas sobre o efeito gravitacional em campos quanticos (Schrodinger tratou do assunto em 1932 por
exemplo), o estudo focado na criacdo de particulas pela curvatura se iniciou com os trabalhos de Parker no
final da década de 1960 no contexto de universos em expansao (vide [10]), seguido por Zel’dovich e outros.
Apesar de suas limitacgoes, esse modelo semi-classico j4 mostra uma série de efeitos intrigantes acerca da
relagao entre teorias quéanticas de campos e relatividade geral, talvez o mais fascinante de todos sendo a
radiagdo de Hawking [9], onde a gravidade de um buraco negro é capaz de gerar particulas que se propagam
para longe do mesmo, e com um espectro correspondente ao de um corpo negro (abrindo as portas para
uma nova area de estudo, a termodinamica de buracos negros). O trabalho de Hawking trouxe a atengao
de diversos fisicos para esta questao na segunda metade da década de 1970, dentre os avangos feitos nesse
tempo, surgem os trabalhos de Ashekar e Magnon [I1], e Kay [12], sobre teorias quinticas de campos em
espagos-tempos estaciondrios, e os de Wald [8], sobre a existéncia da matriz S em teoria quantica de campos



€11 espacos Ccurvos.

O objeto de estudo desta dissertagao é o efeito de criagao de particulas pela curvaturaﬂ sob o escopo de
uma teoria de espalhamento, discutindo quando que a interpretacao a partir de uma matriz S é tangivel e
obtendo sua expressao nesses casos. O capitulo de introdugao aborda superficialmente conceitos de relati-
vidade geral e de teoria quantica de campos em espagos planos e curvos, necessarios para a construcao da
matriz S. O conteddo deste capitulo segue as apresentacgoes feitas em [I], 2, B] em geral, tendo como guia
[4, 5, [6] no que se trata especificamente de relatividade geral, e [7] no que se trata da estrutura espinorial.
A construgao da matriz S se dd no capitulo 2, tendo como guia o j4 citado trabalho de Wald [§]. O capitulo
3 apresenta exemplos que permitem a contextualizacao da criacao de particulas em casos especificos de
espagos-tempos em expansao.

IEmbora nem sempre haja a criacdo de particulas para uma determinada curvatura, como por exemplo para a curvatura
de um espago-tempo estdtico com uma “estrela eterna” (embora o espago seja curvo, a métrica é a mesma durante todo o
tempo), diremos ao longo da dissertagdo que a matriz S nos dd a criagdo de particulas pela curvatura, quando na verdade,
ela o faz apenas quando héd o processo de criagao. De qualquer maneira, quando as condi¢bes necessdrias para sua existéncia
forem satisfeitas, a matriz S pode existir de forma “trivial”, ou seja, fazendo o estado final ser igual o inicial, nos casos em que
nao ha criacdo de particulas.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo tem como objetivo introduzir de forma simples os conceitos necessarios para a obtencao da
matriz S para teoria quantica de campos em espagos curvos que permitam sua formulagdo (com carac-
teristicas a serem apresentadas). Iniciamos pela introducdo de conceitos em relatividade geral importantes,
com enfoque na estrutura causal de uma variedade e na hiperbolicidade global da mesma, o que permite
que a dinamica dada pelas equacoes de campo seja formulada a partir de condigoes iniciais. Sem essa
propriedade, nada nos garante que as equagoes de campos (como a de Klein-Gordon) tenham solugéo e
que dadas as condigoes iniciais em uma superficie tipo-tempo, essa solucao seja unica. A presenca de uma
singularidade, por exemplo, ja faria com que a unicidade das solugoes nao valesse, visto que as equagoes de
campo nao levam em consideragao o que poderia emergir da singularidade.

Embora existam formulagoes de teorias quanticas de campos em espagos-tempos que nao admitem de-
pendéncia tnica das solugdes em relagao as condigoes iniciais (como os trabalhos de Kay em espagos-tempos
que nao sao globalmente hiperbdlicos [13]), vamos nos restringir a espagos-tempos “bem comportados”, onde
a dinamica das equagoes de campos pode ser governada unicamente por condicoes iniciais e assim podemos
construir estruturas bésicas semelhantes as que temos em espacos de Minkowski.

Em seguida, partimos para a construcao de uma teoria quantica de campos escalares livres em espagos
planos. Geralmente, teorias quéanticas de campos livres sao construidas em espacos de Minkowski, onde
tomamos como base das solucoes para o operador de campo uma expansao de ondas planas e o campo
assume a forma de um sistema de infinitos osciladores harmonicos desacoplados independentes do tempo.
Para tanto, formamos um espago de Hilbert com solugoes de frequéncias positivas das equagoes que regem
a dindmica desse sistema, que chamaremos de . Em espacos de Minkowski essa escolha é justificada por
ser a escolha natural que surge da invariancia de Poincaré. Deste modo, a simetria de Poincaré é usada para
se escolher como representaremos o campo, e consequentemente para a escolha do estado correspondente ao
vécuo e, inclusive, a nogao de particula. Porém, em espacos-tempos curvos, em geral, nao temos invariancia
de Poincaré, e portanto, ndo temos como escolher de antemao uma representacao especial para J# (sendo
assim, ndo temos uma nocao Unica e preferencial de vdcuo e de particulas), e como o teorema de Stone-von
Neumann nao vale para sistemas com infinitos graus de liberdade, diferentes escolhas de % podem levar
a teorias que nao sejam unitariamente equivalentes. Sendo assim, precisamos de uma abordagem que nao
seja dependente de uma base de ondas planas, de modo a identificar quais sao os fatores essenciais da teoria
(como a escolha de s#°) daqueles que s@o consequéncia da simetria por Poincaré, e assim generalizarmos
nossa teoria para espagos-tempos curvos. Na segunda se¢ao entao, tratamos de como se da essa construgao
de uma teoria quantica de campos para espacos-tempos de Minkowski, e como essa nova abordagem pode
ser feita.

Para generalizar essas ideias para espagos-tempos curvos, apresentamos na secao [1.3[ uma proposta para

13



14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

se escolher o espaco de Hilbert que correspondera ao espagos das solugoes de “frequéncia positiva”, que
faz uso de um produto chamado de “produto energético” na construcao de J7°, e com isso tratamos da
generalizagao da construgao para o caso de espagos tempo estacionarios, onde a presenga de simetrias e o
uso do “produto energético” nos fornece uma escolha preferencial para o espaco de Hilbert que representa
as solucoes de frequéncia positiva.

Por fim, tratamos de mostrar como se da a construcao de uma estrutura espinorial, com o objetivo de
tratar a construcao de uma matriz S para campos de Dirac no proximo capitulo.

E importante ressaltar que nao é nossa pretensao explicar esses assuntos (principalmente o da se¢ao
em detalhe, visto que este capitulo é apenas uma introdugao aos temas que nao poderiam deixar de ser
falados para que a discuss@o acerca da matriz S possa ser feita no préximo capitulo, e explicagbes mais
rigorosas se estenderiam demasiadamente por algo fora do escopo desta dissertagao. Os textos das segoes
e seguem os de [T}, 3, T4 2], que servem como referéncias para mais informagoes sobre o assunto.
Estas referéncias sao para leitores ja habituados com teorias quanticas de campos, embora tenham capitulos
com o intuito de fazer revisoes sobre isso. Para o leitor que procura um texto mais introdutério sobre teoria
quantica de campos em espagos curvos, veja [15]. A segdo se baseia fortemente nos textos de [7} [16],
servindo esses como referéncia para o leitor que tenha interesse em conhecer o assunto a fundo.

1.1 Hiperbolicidade Global, Orientacao Temporal e Outras De-
finicoes

Neste estudo sobre efeitos gravitacionais em campos quanticos, trataremos o campo gravitacional classica-
mente como sendo uma curvatura no espago onde construiremos nossa teoria quantica de campos. Sendo
assim a interagao serd andloga a que temos quando tratamos uma particula carregada quanticamente, inte-
ragindo com um campo eletromagnético cldssico (como um elétron interagindo com o campo elétrico gerado
por um nucleo). Neste tratamento, ndo consideraremos efeitos de “back-reaction”, ou seja, nao levaremos
em consideracdo o efeito que o campo quantico (e as particulas que venham a ser criadas) tém sobre a
curvatura do espaco temp(ﬂVamos introduzir alguns conceitos necessarios para este tratamento.

Para se estudar a estrutura de um espago-tempo, é necessario o uso da nogao de variedade. A grosso
modo, uma ¢ uma generalizacdo da nocdo de superficie para n dimensoes que, localmente, se
assemelha ao R™, ou seja, é feita de “pedagos” que se parecem com abertos em R", e esses “pedacos” se
“colam” suavemente. Formalmente:

Definicao 1 Umalvariedadd .4 n-dimensional C* é um conjunto, junto com uma colegio de subconjuntos
{04} tal que:

1. Vp € A, p pertence a pelo menos um Oy, sendo assim {Oy} € um recobrimento de A .

2. Vo, 3fy : Oy — Uy, com f, bijetora, onde U, € um aberto em R™.

3. 5 0o, NO0g # 0, entio 3fgo fi': fa[OaNOg] = f5[04 NOg| tal que fo [On N O3] € fz[0n N Og]

sejam abertos em R™ e que fgo fo ' seja C*°. Os mapas {fo} sdo chamados de ou coordenadas.

4. {0a} e {fa} sdo maxz’maz’sﬂ

1Em outras palavras, tomaremos como verdade apenas a primeira parte da famosa frase proferida por John Wheeler: “O
espaco tempo diz como a matéria deve ser mover; a matéria diz como o espago tempo deve curvar”.
2Para a definicdo de cartas, atlas e outros termos presentes ao longo do texto, consulte o glossario no final deste.
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Definimos uma topologia em .# ao exigir que {f,} sejam homeomorfismos| Sendo assim, f;! [U,] é um
aberto em ./Z.

Estamos interessados em variedades que sejam Lorentzianas, para tanto, vamos definir o produto de
Lorentz.

Definigao 2 Seja ¥ um espago vetorial real n-dimensional. Definimos um produto escalar de Lorentz em
¥ como sendo uma forma bilinear simétrica ndo degenerada {,) de indice 1.Com uso desse produto escalar,
definimos que um vetor v € tipo-tempo se (v,v) > 0, tipo-espago se (v,v) < 0 e tipo-luz se (v,v) =0 com
v # 0 (considerando que nossa métrica tem assinatura (+,-,...,-)).

O conjunto de vetores tipo-tempo em um ponto O é conhecido como ‘fcone de Tuz]’. tal conjunto ¢é dividido
em duas regides conectadas apenas no ponto 0. O caso mais simples de espago Lorentziano é espaco de
Minkowski, obtido a partir do R” munido do produto de Minkowski (x, y) = zoyo—21y1 —T2Y2— .. —Tn—1Yn—1
(cabe dizer que qualquer espago vetorial n-dimensional com um produto escalar de Lorentz é isométrico ao
espago de Minkowski). Para um espaco de Minkowski, o “cone de luz” pode ser representado como se vé
na figura [1.1}] Escolhemos uma orientacido temporal em ¥ ao definir uma dessas regides como sendo a de

k2

vetores orientados ao “futuro” e a outra como sendo a de vetores orientados ao “passado”.

futuro

passado

Figura 1.1: “Cone de luz” para um espago de Minkowski e um exemplo de escolha que define uma orientagao
temporal.

Quando trabalhamos com geometrias curvas a estrutura vetorial, em geral, é perdida globalmente, porém
podemos recupera-la localmente com a nocao de “deslocamentos infinitesimais” ao redor de um ponto. Para
tanto, temos que definir a nogao de a um ponto p em # (tal espago serd denominado
de T,.#). Intuitivamente, a nocao de espago tangente é simples. Tome uma superficie S diferencidvel em
R3 e para cada ponto p nessa superficie, pegue um plano T,S que, na vizinhanga V, de p, interseccione a
superficie em p (V, NS NT,S = p conforme figura . Para uma variedade .# de dimensao n, podemos
usar a mesma ideia se mergulharmos ela em R™*!, porém isso nem sempre é possivel. Para tanto se faz
necessario definir o espaco tangente de uma maneira que dependa apenas da estrutura de .#. O plano
tangente a um ponto p serd o espago que contém todos os vetores tangentes a .# em p. Vamos definir esses
vetores como derivadas direcionais.
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Figura 1.2: Representagdo do espaco tangente a uma variedade .# como sendo a superficie que tangencia
tal variedade no ponto p. Note o “Cone de luz” em T),.Z.

Definigao 3 Seja % a colegdo de fungoes C* de .# em R. Definimos um vetor v, tangente a p € A
como sendo o mapa vy, : F — R tal que v, seja linear e obedeca a regra de Leibniz:

Vf,g€.F ea,beR temos:

1. vy (af +bg) = avy, (f) + b, (g9).
2. vy (fg) = f(p)vp(9) =g ) vy (f)

Chamamos a cole¢ao de todos os vetores v, tangentes em p de T, M .

Impondo a lei de adicao (v, + up) (f) = v, (f)+u, (f) e a multiplicagéo por um escalar a € R, (av,) (f) =
avy, (f), onde vp,u, € T, fazemos com que T,.# seja um espago vetorial. Pode-se provar também que se
a dimensdo de .# é n, a de T),.# também é n.

Frequentemente se utiliza uma base em T},.# chamada de base de coordenadas. Tal base é construida da
seguinte maneira: Seja f, uma ep€ O,. Para g€ .F, temos que go f;!: U, — R é C°°. Definimos
uma base em T},.# como sendo o conjunto {9/0x*} formado por

0 0

D (9) = e (gofat) (1.1)

fa(p)
onde pu =1,...,n. Tal base é frequentemente denominada apenas por 0x,,.

Dito isso, definimos uma variedade Lorentziana como sendo um par (.#,g) onde .# é uma variedade
n dimensional suave e g é uma métrica Lorentziana, ou seja, g associa a cada ponto p € .# um produto
escalar Lorentziano em T, .

Definigao 4 Dizemos que uma variedade Lorentziana # € uma variedade orientdvel temporalmente quando
uma escolha de “futuro” e “passado” pode ser feita em T, # de maneira continua quando variamos p em
//lEl, ou seja, para dois pontos quaisquer p e q em M , a escolha de “futuro” e passado para p coincide com
a de q quando aprorimamos p de q.

Diversos exemplos de variedades Lorentzianas e de casos em que temos ou nao orientacao temporal
podem ser encontrados em [4, [6]. No que segue, estaremos considerando todos os espagos-tempos como
sendo orientaveis temporalmente.

Uma curva diferencidvel v (t) em .# é um mapa C! de R em .#. Podemos associar em cada ponto
p € v (t) um vetor T' € T,.# tangente & curva em p onde T é dado por T (f) = W‘ para f € Z.

P

3k importante lembrar que os “cones de luz” s@o subconjuntos de Tp.# e nao de .# (vide figura|l.2).
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Para o que segue, serd necessdria a defini¢ao de alguns conjuntos em .#. Uma curva 7 (¢t) é dita como
sendo tipo tempo e orientada ao futuro se, para cada p € y (t), o vetor tangente a essa curva (orientado
na diregao em que t cresce) seja tipo tempo e pertenca ao futuro do cone de luz em T),.#. Analogamente
definimos as curvas tipo tempo orientadas ao passado e as curvas tipo luz orientadas ao futuro e ao passado.
Fisicamente, essas curvas representam a propagacao de informacgao no espaco tempo. Qualquer curva tipo
tempo ou tipo luz é chamada de curva causal (orientada ao futuro ou ao passado)ﬂ Se 2 pontos p,q € A
e p # q estdo contidos em uma mesma curva causal 7 (t) de modo que p = vy (¥') e ¢ = v (t”) para t” > t/,
cairemos sempre em (pelo menosED um destes casos:

1. ~(t) é tipo tempo e orientada ao futuro.

[\
2

t) é tipo tempo e orientada ao passado.

)
)
)
)

w

t) é causal e orientada ao futuro.

gl

3

~ (t) é causal e orientada ao passado.

(
(
(
4. 7(

Quando temos o caso 1, dizemos que ¢ pertence ao futuro de p (I (p)), onde o futuro
cronolégico I (p) consiste em todos os pontos ¢ que estejam contidos em uma curva tipo tempo que recaia

no caso 1. Em outras palavras, o caso 1 implica que ¢ € I (p). Analogamente definimos o passado
de p por I~ (p), que consiste em todos os pontos ¢ contidos em curvas que estejam no caso
2 (o que implica que ¢ € I~ (p)). Definimos o futuro de p (J* (p)) como sendo todos os pontos g
que estejam em uma curva para a qual o caso 3 é satisfeito, o que implica que ¢ € J¥ (p). Analogamente
definimos o passado de p como sendo o conjunto de todos os pontos para os quais existe uma curva
que recaia no caso 4 (o que implica que ¢ € J~ (p)). Formalmente definimos o futuro cronolégico da seguinte
maneira: I (p) = {q € .# |3y(t) D p,q, e 1 é satisfeito}. Analogamente definimos os outros conjuntos
supra citados. Cabe dizer que quando o caso 3 (4) é satisfeito, o caso 1 (2) também o é, de modo que
I* (p) € J* (p). Tomando como exemplo o espaco de Minkowski, tais conjuntos podem ser representados
como na figura|1.3

A interpretagio fisica que se d4 para o futuro causal de um ponto p é de que I (p) é o conjunto de
todos os pontos de .#Z que podem receber algum tipo de informagcao proveniente de p. Note que esses pontos
podem receber informagoes de outras regides de .# além de p também.

Um ponto p é dito ser um ponto final ao futuro de uma curva causal v em .# se existe uma vizinhanca
¥ de p para a qual Jt|Vt' > ¢, v (t') € ¥. Analogamente definimos um ponto final ao passado de uma curva
causal ao trocarmos t’ por t” < t. Uma curva ~ diferencidvel em .# ¢ dita de p a ¢ quando esses pontos
sdo respectivamente o ponto final ao passado e ao futuro da curva. Uma curva « diferencidvel em .# ¢é dita
inextensivel se ela ndo possuir pontos finais nem ao passado nem ao futuro.

Tomemos um conjunto de pontos quaisquer . Se desejarmos obter o conjunto de pontos para os quais,
qualquer curva tipo tempo ao passado que comece em um deles tenha que obrigatoriamente ter passado
por um dos pontos em 3, entao temos que definir o conceito de [dominio de dependeéncial de ¥. Em outras
palavras (seguindo [I7]):

Definigao 5 O dominio de dependéncia ao futuro de X (DT (X)) € a coleg¢io de todos os pontos p € M
tais que todas as curvas 7y (t) tipo temp(ﬂ direcionadas ao passado, tal que vy (t') = p e que ndo tenham um
ponto final, interseccionam pelo menos um ponto de X em t” > t'. Analogamente se define o dominio de

4Qutra maneira de se definir (e entender) curvas causais é como sendo curvas que nio sio tipo espago

5Visto que curvas tipo tempo também sio causais.

6 Alguns autores utilizam curvas causais (ou seja, incluem as tipo luz) na definigdo. A tinica mudanga em se definir dessa
maneira é a eliminagdo de alguns pontos da fronteira de D (X)
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Figura 1.3: Futuro e passado causal e cronolégico em um espaco de Minkowski. Note que I* é apenas o
interior do “cone”, e J* inclui a borda (é a parte pintada mais a borda). Neste exemplo, ¢ € I (p).

dependéncia ao passado, D~ (X), ao se definir v como sendo direcionada ao futuro. Definimos a unido de
ambos os conjuntos como sendo o dominio de dependéncia de ¥, D (X) = D' (X)U D™ (2) (vide figura

.

Pela definicao, é facil concluir que, se ¥ nao for uma hiper-superficie, entdao D (X) = X (se X for um
ponto, ou um objeto de dimensao n — 2, entao para qualquer ponto ¢ fora de ¥ temos curvas tipo tempo
inextensiveis tanto ao futuro, quando ao passado que nao passam por X). Diversos exemplos de dominios
de dependéncia podem ser encontrados em [I7, [5], assim como diversas propriedades dos mesmos.

Uma variedade orientavel temporalmente é dita se nao existirem curvas causais fechadas. A
existéncia de tais curvas levaria a diversos paradoxos, permitindo por exemplo que um sinal volte ao seu
préprio passado infinitas vezes ao longo de uma curva causal. Embora existam diversos estudos em espagos
tempo que permitem tais curvas, nos restringiremos aos casos em que isso nao ocorre. Mais do que isso,
exigiremos uma condi¢gdo um pouco mais restritiva, a saber, que a variedade seja “fortemente causal”. Por
fortemente causal, se entende que nao existem curvas causais que possam chegar arbitrariamente perto de
um ponto ao seu passado, ou seja, nao existem curvas “quase fechadas”. Formalmente definimos assim:

Definicao 6 Uma variedade .# ¢ dita fortemente |causal quando, dado um ponto p € M existe uma vizi-
nhanca O, de p pela qual todas as curvas causais que interseccionam Oy o fazem apenas uma unica vez.

Um exemplo de variedade que néo contem curvas causais fechadas, mas ndo é fortemente causal ([6]),
pode ser visto na figura Nesta figura, uma curva causal pode passar tao perto quanto eu queira de
p tanto pela sua esquerda quanto pela sua direita, sendo assim, para qualquer vizinhanga O, sempre se
encontra uma curva causal que a intersecciona duas vezes.

Em poder destas defini¢es, podemos tratar agora do assunto da hiperbolicidade global de .#. O conceito
de hiperbolicidade global foi introduzido pela primeira vez por Leray em 1952 no tratamento de equagoes
diferenciais hiperbdlicas em variedades.



1.1. HIPERBOLICIDADE GLOBAL, ORIENTACAO TEMPORAL E OUTRAS DEFINICOES 19

Figura 1.4: Dominio de dependéncia ao futuro e ao passado de um conjunto X. Note que as curvas tipo
tempo orientadas ao passado e iniciadas em p € DT (X)) interseccionam X em algum momento, ji pelo ponto
q ¢ D (X) passam curvas tipo tempo orientadas ao passado que nao interseccionam 3.

Figura 1.5: Variedade que nao é fortemente causal. Tal variedade é um cilindro com duas linhas horizontais
removidas de modo que os extremos das linhas seja unido por uma curva tipo luz (linha pontilhada). A
figura da esquerda é uma representacao do cilindro pela identificacdo de A com B.

Para darmos a definigdo original de hiperbolicidade global, precisamos definir o conjunto C (p,q) de
todas as curvas causais v que ligam p a ¢ (vide figura|l.6]) e precisamos definir uma topologia ¢ em C (p, q).

Sejam O, abertos em .Z, e seja {7(0a)} = {7y C C(p,q) |y C On} (vide figura[L.7). Um conjunto de
curvas {7} ¢é dito aberto se {7y} = U{7(04,)}. Além disso, {y(0,)} é uma base de (¢,C (p,q)). Sendo
assim uma sequencia vy; se aproxima de vy se para j > I, todos os abertos que contem v também contem +;,
para I suficientemente grande.
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Deste modo se v e v/ € € sao distintos, entdao vy N~' =), e como v e 4’ sdo curvas contidas em abertos
O e O’ respectivamente, se definirmos estes como sendo a vizinhanca de 7 e +/, temos que % é

Agora sim podemos dar a defini¢do original de Leray para [hiperbolicidade globalt

Definicao 7 Uma variedade # € globalmente hiperbdlica se, para o conjunto C (p,q) de curvas causais -y

(vide ﬁgum que ligam p a q temos que C (p,q) € um conjunto em € Np, q € M, e M é

fortemente causal.

Figura 1.6: Colegao de curvas causais C (p, q) que ligam p a gq.

Intuitivamente, essa definicdo nos garante que nao existem “buracos”, “singularidades” ou regices as-
sintéticas entre dois pontos de .#. Do ponto de vista de relatividade geral existe outra defini¢do mais
elucidativa dada por Geroch [I7] que utiliza o conceito de [superficie de Cauchy|

Uma superficie de Cauchy é um conjunto acronaﬂ de pontos X tal que D (X) = .#. A definicao dada
por Geroch é enunciada no seguinte teorema:

Teorema 8 Uma variedade # € globalmente hiperbdlica se existir uma superficie de Cauchy % C A .

Intuitivamente, esse teorema nos diz que se uma variedade for globalmente hiperbdlica, dado um conjunto
de condiges iniciais em uma superficie tipo espago definida em todos os pontos para um tempo fixo, podemos
determinar todos os acontecimentos futuros ou revisitar os acontecimentos passados.

Para provar o Teorema |8 precisamos mostrar que .# é globalmente hiperbdlica (de acordo com Leray)
se e somente se existir uma superficie de Cauchy em ..

Vamos relembrar que, como .# é um espago métrico, .#Z tem a propriedade de (proposigao
28.1 de [I8]) e, pelofteorema de A. H. Stonel é [paracompactal (vide [I9] para uma prova extremamente curta,

ou |20} 2] e apéndice de [22]).

"Por acronal, queremos dizer que nenhuma curva causal intersecciona ¥ mais de uma vez, deste modo, informacées em X
nao poderiam “influenciar” o préprio conjunto 3.
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Figura 1.7: {7(O,)}.

Como # é conectada e Hausdorff, .# tem base |contavell sendo assim, seja {p;} um conjunto |denso| e
contédvel de pontos em .# com p e g inclusos. Escolhemos v € C (p, ¢) de modo que cada uma das curvas
sera uma 7yp, ., . 4 construida como a uniao dos seguimentos de curvas A;; que unem a vizinhanca dos pontos

pi e de pj, conforme figura

Figura 1.8: Construcdo de uma base contdvel em (%, C (p,q)).

Temos entdo um conjunto contével de curvas 7; (onde ¢ é uma combinacdo de indices p;jx...q). Como
o conjunto de pontos {p;} é denso, Vy € C (p,q) é igual, ou se aproxima, de algum ~; escrito dessa forma.
Suponha que ndo. Entdo Jp € v|p ¢ {p;}, neste caso eu estendo {p;} para {p;} Up e entdo passo a ter um
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conjunto novo e denso de pontos que satisfaz a hipdtese. Caso eu ndo possa fazer isso, entdo {p; } néo é denso.
Sendo assim, {v;} define uma base contdvel para (¢, C (p,q)) e portanto, (¢, C (p,q)) é|segundo-contavell
Podemos entao utilizar o seguinte teorema:

Teorema 9 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Se (¢,C (p,q)) € seqgundo-contdvel, entiao C (p,q) é com-
pacto se e somente se toda sequéncia em C (p,q) tiver um ponto de acumulagdo em C (p,q).

Vamos verificar se essa condigao para compacidade é satisfeita quando temos uma superficie de Cauchy.
Para tanto, temos que provar o seguinte:

Lema 10 Para todo conjunto {v,} de infinitas curvas causais inextensiveis ao futuro (ou passado), com
um ponto limite p, existe uma curva limite v de {v,} que passa por p e é inextensivel ao futuro (passado).

Demonstragao. (Veja lema 6.2.1 em [6]). Seja U uma vizinhanga de p, e 2 (p,b) a bola aberta de raio
b > 0 centrada em p, tal que % (p,b) C U. Seja {7 (1,0), } uma subsequéncia de {v,,} NU.

Como 4 (p,b) é compacto, pelo teorema@ tem pontos de acumulacdo da sequéncia {x19, }, onde 1o, é
o ponto onde 7 (1,0),, intersecciona % (p,b). Chamemos esse ponto de acumulacio de x1;. Tal ponto deve
pertencer a J~ (p) ou a J* (p), caso o contrario, entdo existem vizinhangas Vj, e V, tal que fy,|v, NV, # 0
e v, NV, # 0 a0 mesmo tempo, e entao 7, nao é uma das curvas de nossa hipétese. Suponha entao que
x11 € JT (p) (vide figura|1.9).

Chamamos de {v(1,1),,} € {v(1,0),,} C {¥n} o subconjunto de curvas do segmento de v (1,0),, dentro
de #(p,b) ({v(1,0),,} N A (p,b)) que converge a x11. Agora definimos uma bola de raio menor centrada
em p que também terd um ponto de acumulagao obtido pelo mesmo processo, formalmente defino z;; €
Jt(p)n%# (p7 i_ljb) como sendo o ponto limite de v (4,5 — 1),, ¢ > j > 1. Temos assim uma sequéncia de
pontos que ligam x11 a p = 19, € como nenhum dos pontos x;; estao separados por curvas tipo-espago, o
fecho da uniao de todos esses pontos x;; ¢ uma curva causal de p a x11, que chamaremos de . Como *y foi
construida com pontos limites de subsequéncias de curvas em {~, }, podemos escolher uma sequéncia {~,,}
tal que Vq € v, {7/,} convirja a ¢, e assim v é uma curva limite de {7/} entre p e 21;. Agora tomamos uma
vizinhanga de x1; e uma bola aberta centrada neste ponto e repetimos o processo com as curvas {7, } para
estender v a outro ponto dentro de J¥ (x11). Podemos estender a curva v indefinidamente, de modo que ~y
¢ uma curva inextensivel e limite de {v,}. =

Seja {7yn} um conjunto de infinitas curvas em C'(p,q), seja ¥ uma superficie de Cauchy e sejam p,
q € D™ (X2), de modo que ¢ esteja no futuro causal de p (vide figura . Se removermos g de ., temos
que {7, } passam a ser inextensiveis em .#. Pelo lema[l0] {7,} tem uma curva limite v em .# — ¢ iniciando
em p e orientada ao futuro. Como v, NI+ (X) = 0, yNIT (X) = (). Colocando g novamente em .#, definimos
I' =~ Ugq, e estd é uma curva limite de {~,} satisfazendo I € C (p, q).

Quando p e ¢ € DT (X)), a construgao é andloga, nos restando apenas o caso em que um ponto se encontra
em D~ (X) e o outro em DT (¥). Suponha que p € D™ (X) e ¢ € DT (X). Seja v a curva limite do conjunto
{~Vn} iniciada em p. Sejar € yN DT ()N T (q). Como r € v, existe um sub conjunto {~,} tal que o
segmento de v que liga p a r (vamos chamar esse segmento de 4’) é uma curva limite do subconjunto {7/},
e como r e ¢ pertencem a DT (X)) j4 vimos que existe uma curva limite A que liga 7 a ¢. A curva limite T’
que liga p a ¢ é obtida por I' =" U\ € C (p, q). Portanto, na existéncia de uma superficie de Cauchy, toda
sequéncia de curvas em C (p, ¢) tem uma curva de acumulagio que também pertence a C (p, q), entdo, pelo
teorema@ C (p,q) é compacto.

Mostramos que a existéncia de uma superficie de Cauchy implica na hiperbolicidade global, falta mostrar
a volta.

Escolhemos um elemento de volume dV em .#f]tal que

8Tal volume sempre existe, e pode, por exemplo, ser escolhido da seguinte maneira: Como .# é um espaco métrico e
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B (p,i~'jb)

Figura 1.9: Construgao da curva limite v usada na prova de [I0}

E/,/\/

q

p

Figura 1.10: conjunto de curvas C (p,q) para p, ¢ € D~ (X).

paracompacto, .# pode ser triangularizada (teorema 7, 8 e secdo 4 de [23]). Em cada n-simplex podemos escolher um elemento
de volume de modo que o volume total do primeiro simplex seja 1/2, o do segundo seja 1/4, e assim por diante [17} [22].
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/j{ dv = 1. (1.2)

Definimos o volume ao passado de p, V™ (p) e ao futuro V' (p) como

VE(p) = /m )dV =1. (1.3)

Na auséncia de curvas causais fechadas, V'~ (p) é crescente ao longe de curvas ao futuro.
Demonstragao. Sem curvas fechadas, sep eI~ (¢)=I (p)CI (¢).. V- (p) <V~ (q). m

Em geral V* e V™~ néo sdo continuos, mas se .# for globalmente hiperbélica, entao estes conjuntos sao
continuos em toda a parte.

Demonstragao. Seja p; uma sequéncia de pontos em .# e p é o ponto limite dessa sequéncia. Seja
AV C H#|AV C I~ (q) para g € I~ (p). Como p; se aproxima de p, IN|q € I~ (p;) para i > N. Entao
I~ (p;) em algum momento passard a conter g e portanto também passard a conter AV (e talvez algo mais).
Como I~ (p) pode ser escrito como uma uniao de AV’s, temos que lim V= (p;) > V'~ (p).

Seja agora AV C It (q) e ¢ ¢ I~ (p). vamos mostrar que AV passard a estar fora de I~ (p) em algum
momento.

Suponha que nao, e que I~ (p) D AV para infinitos p;. Entdo ¢ € I~ (p;) para infinitos p;. Escolho
um ¢ ao futuro de p e como p; se aproxima de p, a partir de algum momento p; € I~ (¢'). Para os p; tal
que p; € IT (q) NI~ (¢'), trace uma curva causal ; de ¢’ a ¢ passando por p;. Como p; se aproxima de
p, entdo existe uma curva limite v de {7;} que contem p (j& que estamos assumindo que .# é globalmente
hiperbdlica). Tal curva v liga p a ¢, porém temos como hipdtese que g ¢ I~ (p)! Sendo assim, por absurdo
temos que AV (e alguns pontos a mais) estardo fora de I~ (p;) para i suficientemente grande.

O interior de .# —I~ (p) é uma unido de AV’s, e pelo que vimos, a partir de algum momento o interior de
A — I~ (p;) passard a conter pelo menos .# — I~ (p), sendo assim im V'~ (p;) < V™ (p), e assim concluimos
que V'~ (p) é continuo em .# quando esta é globalmente hiperbdlica (a hipGtese de hiperbolicidade global
foi necessdria para se obter o limite superior de V'~ (p)).

A prova para a continuidade de VT (p) é andloga. m

Definimos a fungao A (p) = V= (p) /V' (p). Como .# é globalmente hiperbdlica, é facil ver que A (p) é
continua e decrescente ao longo de curvas orientadas ao passado. Seja ¥ o conjuntos de pontos s para os
quais A (s) = 1. Como A (p) é decrescente ao longo de uma curva causal orientada ao passado (e crescente
ao longo de uma curva orientada ao futuro), ¥ é acronal. Seja p|A(p) > 1, e seja 7 uma curva causal
inextensivel e orientada ao passado que se inicia em p. Como A é continua, v terd que interseccionar ¥ se
A puder assumir valores arbitrariamente pequenos ao longo de ~.

Seja g€ # e AV C I" (q), entao AV ¢ I~ (r) para todo r € 7 (ou seja, existirdo pontos em vy que nao
podem ser ligados por curvas causais a pontos em AV'). Suponha o contrario, entdo ¢ € Nye, I~ (7). Escolho
uma sequéncia de pontos p;|p;+1 € I~ (p;) e p; € 7, e escolho essa sequéncia de modo que r € I~ (p;) para
algum ¢. Para cada p;, desenhe uma curva causal v; de p; a q e desenhe ~; como sendo a uniao do trecho da
curva 7y que vai de p a p; com \; (7; é uma curva causal de p a ¢ passando por p;). Como # é globalmente
hiperbdlica, essa sequéncia de curvas terd uma curva limite I' de p a ¢ que contém v (j4 que I' é o limite de
curvas ; que no limite em que ¢ — oo se aproximam de «), porém v é uma curva inextensivel ao passado e
nao pode estar contida em um conjunto compacto de curvas C (p, q).

Por absurdo entdo, vemos que existe r a partir do qual AV ¢ I~ (r). Como .# pode ser escrito como
uma unido destes AV’s, entdo V'~ (r) vai a zero e portanto, para algum r, A(r) < 1 e v obrigatoriamente
passa por X, como < foi escolhido de forma geral, podemos fazer a mesma construcao para toda curva
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causal inextensivel orientada ao passado e iniciada em p, portanto p € DT (X)), analogamente poderfamos
ter escolhido p de modo a Ap < 1 e assim concluirfamos que p € D~ (X). Como p pode ser escolhido de
forma genérica, concluimos que .# = D (X) e portanto ¥ é uma superficie de Cauchy.

Essa forma de se expressar a hiperbolicidade global é muito mais 1til no contexto de relatividade geral.
Existe uma outra maneira equivalente as duas mostradas (a de Leray e a de Geroch) que é muito utilizada
na literatura, a saber: Diz-se que uma variedade é globalmente hiperbélica se J* (p)NJ~ (q) for compactﬂ

A funcéo A (p) pode ser utilizada para folearmos .# com superficies de Cauchy. Seja Xy o conjunto de
pontos para A constante, entao X é acronal, e apenas uma dessas superficies pode passar por cada ponto de
A como pode ser facilmente concluido a partir das propriedades de A (p). Frequentemente se assume que
tais superficies de Cauchy podem ser suavizadas, porém a prova formal deste fato s6 se deu recentemente e
pode ser contemplada em [24].

1.2 Construgao de uma Teoria Quantica de Campos em Espacos
de Minkowski

Em teorias quanticas de campos, geralmente estamos interessados em campos ¢ que satisfazem a equagao

4] a seguir

0%¢
- — =X, 1.4
= (1)
onde £ é um operador diferencial linear eliptico de segunda ordem ao longo de ¥, onde ¥; é a hiper-
superficie de nosso espaco-tempo dada por z° = t, e J#, sob condicoes de contorno adequadas, é um
operador estritamente positivo e auto adjunto em um espago de Hilbert a ser construido mais adiante.
Também desejamos que £ nao tenha dependéncia tempora

Nessa secao, trataremos de um caso mais simples, que serd o de um campo escalar real em um espago-
tempo de Minkowski, onde o tensor métrico n** é dado por

,’700:1
=9 n*=-1, a#0 . (1.5)
=0, pu#v

Ao definirmos o valor de ¢ e de sua derivada normal em uma superficie de Cauchy, ou seja ¢ (0,x) = f (x)
e % (0,x) = g (x) (onde x é um vetor nas coordenadas espaciais), estamos fornecendo as condigdes iniciais
em Yo, o que caracteriza o chamado “problema de Cauchy”. A solugao geral para este problema é dada na
forma:

sin (t\/y)

o (-,t) = cos (tﬁ)f—i—Tg. (1.6)

Note que, sendo J# um operador auto adjunto e estritamente positivo, a existéncia de v .2, sin (t\/ H )

9Que esta definicdo é equivalente 4s duas aqui apresentadas pode ser visto no teorema 8.3.9 e 8.3.10 de [5] e na proposicio
6.6.2 de [6]

10Estamos seguindo aqui a analise feita no capitulo 2 de [14], sobre operadores diferenciais elipticos e expansio em auto-
fungoes.
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e cos (t\/ H ) é garantida pelo teorema espectral. Assumir isso é essencial para garantir que V. estéd
definido.

O importante aqui é notar que esta solugao nao estard completamente definida até que sejam dadas as
condigoes de contorno para a mesma (por exemplo, as condigoes de contorno de Dirichlet, ou condigoes de
contorno periédicas, que é o que se costuma fazer quando fazemos teoria quantica de campos em uma caixa).
Dadas condigoes de contorno adequadas para f e g na parte espacial, obtemos geralmente um espectro
discreto de solugoes, nas quais podemos expandir qualquer solucdo. Outra ramificacao deste problema é o
caso do espectro continuo. Neste caso expandimos qualquer vetor como uma integral sobre as autofungoes
obtidas por uma transformacao de Fourier (e assim evitamos o artificio de “colocar o campo em uma
caixa”). Nesta secdo gostarfamos de tratar ambos os casos, para tanto, abdicaremos um pouco do rigor
matematico e passaremos livremente de um caso para o outro, visto que este capitulo nao tem a pretensao
de ser formalmente rigoroso e sim de apenas dar algumas ideias gerais necessarias para o desenvolvimento
do préximo. Um tratamento mais formal do assunto pode ser encontrado em [25].

Um caso particular para o operador . é quando este é o laplaciano somado ao quadrado da massa (ou
seja, # = —V? +m?), este é o caso que nos fornece a equacao de Klein-Gordon. A agdo de um campo
escalar real de Klein-Gordon ¢(x,t) no espago-tempo de Minkowski é dada por

S = /.i”(x)d"m, (1.7)

onde .Z é a densidade Lagrangeana dada por

2(x) = 5 (1V,6 () V16 () ~ m?6 (x) (1)

onde V,, é a derivada covariante, que por sua vez é dada por

k l
AY...00 . x1...0k g Qp...p...Op _ P x1...L
VA Brpy = OuA fropy T DT oA b= 2T A Br.pofi

=1 i=1

com I'*,,, representando os simbolos de Christoﬁ’em (note que para o caso de Minkowski, os sfmbolos de
Christoffel sao nulos, e V,, = 9, porém estamos aproveitando agora para definir alguns conceitos gerais
que serao tuteis nas proximas secoes, de modo que a passagem para espagos-tempos curvos se dé da maneira

mais natural possivel).
A lequacao| de movimento gerada por esta acao é

(O+m?) ¢ =0, (1.10)
ondd™]
1
ng = WWV;LVVQS = 7au |:77HV \/may¢:| ) (111)

VIl

11 Os stmbolos de Christoffel (também conhecido como conexdo afim) sio dados por

1
% = §9aﬁ (9upw + 98,0 = Gus) » (1.9)

onde g, é a métrica e o indice apds a virgula significa diferenciagdo em relacao a essa coordenada.
12 Aproveitaremos também para escrever o d’Alembertiano de forma geral j4 que necessitaremos desta forma mais adiante
quando deixarmos de tratar o caso de Minkowski.



1.2. CONSTRUCAO DE UMA TEORIA QUANTICA DE CAMPOS EM ESPACOS DE MINKOWSKI 27

com 7 = det (,,,) (que é igual a —1 no caso de Minkowski).

A equacao pode ser escrita em termos do operador % = —V? +m?, que é temporalmente indepen-
dente, ficando na forma de[I.4] Assim separamos a dependéncia temporal da espacial.

A densidade de momento m do campo de Klein-Gordon em ¥4 é dada por

)
™= —
0

significa derivacao em relacao a t.

=4 . (1.12)
o 0
W

onde

Vemos que J# é um operador eliptico linear, isso implica que a parte espacial da solugao é suave, visto
que seus coeficientes o sdo, ou seja, se nos restringindo a 3¢ e definindo ¢ (x,t)[s;, = o e 7 (x,t)|y, = o,

2
temos g, mo € C*° (3g). O operador % também é eliptico, e assim a mesma propriedade vale para a parte
temporal das solugoes de Nosso objetivo é encontrar campos ¢ que em Yy sejam operadores hermitianos
em um espago de Hilbert e satisfacam as seguintes relagoes de comutacao candnicas para g e 7:

[po (x), 70 (X')] =6 (x — x') (1.13)
[po (x) ;0 (x)] = [mo (x) .m0 (x)] =0 . (1.14)

Na construcao que se segue, estaremos utilizando principalmente a notagao e sequéncia de raciocinio
encontrada em [I]. Definimos o espago de fase M como sendo o espago das condigdes iniciais para ¢ da
seguinte maneira: M = {[vo, mo] |@o : Lo = R, 7m0 : Lo = R; 0, m0 € CF° (X0)}. Deste modo, um elemento
em M é um par ¢g = [po, o] (um vetor no espago de fase) que corresponde a se determinar as condigoes
iniciais para Definimos & como sendo o espago das solugoes de provenientes de condicoes iniciais
em M. Cada elemento em M determina unicamente uma solucao em $. Como £ nao tem dependéncia em
t, podemos olhar separadamente a dependéncia de ¢ (x,t) para t e para x. Estendendo a agao de g—; para
% e impondo as condigoes iniciais, caimos no ji citado “problema de Cauchy”. Deste modo, a solucao [1.6]
para a parte dependente de t pode ser escrita como:

sin (t\/ H )
4
Definimos as auto-funcoes de # como sendo ¢; e seus auto valores como sendo A;. Note que ao

considerarmos a dependéncia temporal de ¢, pela equacao temos que ¢ (+,t) x e~k com wy = /A,

o que implica em J# ¢; = ijQSJ-7 por outro lado, o operador # = —V? + m?2, indica que ¢ (x,-) o e**

com wi = k2 +m? (sendo assim, ¢y (x,t) ox e®*~%kt) Definimos entdo o interno de Klein-Gordon

como sendo

¢ (-, t) = cos (t\/y) Po + mo. (1.15)

((bj? (z)J'/)KG = l/z [gjv/tgbj’ - (Zsj/v,u@ ax*, (1-16)

onde d¥X#* = n*d¥, com n* sendo o vetor normal & superficie e d¥ um elemento de volume da (hiper-)
superficie 3. Sendo assim, os modos ¢; sao ortogonais por Além disso, nao depende da superficie
3 escolhida [25]. Com completamos o sub-espago de © corresponde as solugoes de frequéncia positiva
(ox e~ ™xt) obtendo assim nosso espaco de Hilbert . correspondente a uma particula, para o qual definimos
uma base ortogonal ;. Sendo assim, % é entdo um operador auto-adjunto em s, porém as solugoes

ok (X,) etkx—iwrt 3o pertencem a . para qualquer autovalor Aj, ou seja, nao hd auto-vetores para
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todos os auto-valores. Mesmo assim podemos expandir formalmente qualquer vetor nas auto-fungoes ¢; por
Fourier. Vemos que expandir ¢ em Fourier, equivale a expandir nos modos ¢;. Tomando a transformada de
Fourier, temos:

QI) (X7 t) — |:COS wkt ¢k4pk + Sln( )(bkﬂ- :| dn—lk _
zwkt + e—zwkt eiwkt N e—iwkt B
= ( PPk + M¢kﬂk> A1k —
1 , . , . i
= /m [¢ke—zwkt (wkpk + i) + Preetxt (WkPx — Zﬂk)] A1k —

I () 45 (e o

Agora atentemos para o seguinte: como £ ¢é um operador real, temos % ¢; = % ¢;, deste modo, vemos
que ¢; também ¢é auto-fungao de £ com o mesmo auto-valor wj. Podemos entao identificar ¢; com alguma
outra auto-funcdo de modo a termos ¢; = ¢/, com w; = wj (essa relacdo entre ¢; ¢ ¢j mostra que os modos
também sdo ortogonais aos seus adjuntos). Como ambos os modos j e j’ tem o mesmo wj, e tendo em vista
que wJ? = j% + m?2, concluimos que oy = qﬁ_jlﬂ

Até entao estamos tratando de um caso classico. Desejamos relacionar ¢ com um operador quéantico ®
agindo sob elementos de um espaco de Hilbert. Para tanto, vamos introduzir operadores atuando em um
espaco de Fock (que logo serd definido) que nos permitam re-escrever Reescrevemos os coeficientes da
expansao de Fourier ao definirmos a e af com

aj, = QT.)j (WJSDJ + Z’iTJ) (118)

aj = ij (w_j@j - i?Tj) . (1'19)

Desejamos poder fazer uma relagao de nossa teoria com a ideia de particulas, para tanto precisamos e
uma representacao de Fock .# das solugoes para o campo com a utilizagao do espaco de Hilbert 52 de uma

particula munido do produto escalar Construimos nosso [espaco de Fock] simétrico %, a partir de 57

da seguinte forma:

%(%)z@@é(és%)EC@%@(%&%)@..., (1.20)

13Uma outra maneira de se fazer essa expansdo em Fourier é se considerarmos os modos j como “Indices” j nao degenerados
para nomear os modos, como se o operador % fosse um operador de outro operador _# com espectro simples, e a construgio é
feita na representagdo espectral de _#, neste caso, supondo que os modos sdo escolhidos ortogonalmente, os diferenciais a1k
seriam substituidos por um dpu (k), onde p (k) é uma medida em o (_#). Como em diversas situacdes de interesse (inclusiva a
que trataremos) / representa um conjunto completo de operadores que comutam (como o vetor momento p), optamos por

representar os indices j ja na forma vetorial.
140 motivo pelo qual utilizamos j na definicdo de aj é que, pela transformada de Fourier temos 5 = f d"_1x¢j¢> (x,1t),

portanto, podemos escrever y; = (¢j) (ou seja, a condigao inicial para o modo ¢;), que pela identificacao ¢; = E fica ¢ (@)

€ como veremos a seguir, quando promovermos a para um operador de aniquilagdo, a estard sendo fatorado justamente por
qu , ou seja, a; serd o operador de aniquilagdo associado com qﬁJ
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onde ®; denota um produto tensorial simétrico. Nesta representacao, o vetor do estado de vacuo é

|0) = (1,0,0,---), (1.21)
e promovemos a e al para operadores de aniquilagio e criagdo, respectivamente, agindo em %, (#) da
seguinte form Seja ny, eés HC e 01 € . Entao

a(@)n) = (51 “n1, V25, 12, V35, '7737--->
(1.22)
aT(O—l)"m = (07001,\/501 ®s771,\/§(71 ®5772,...)7

onde &, é um elemento do dual de .77, representado por ##, e um vetor qualquer em .%, (J#) é escrito como

|77> = (07771,7]2a7737~-~)7 (123)
e pode ser obtido por sucessivas aplicacoes de a' () para ¢’s convenientes.

Substituindo [I.1§ e [I.19] em [T.17] e usando as equivaléncias ja constatadas, podemos escrever o operador
® associado a ¢ e ™ em fungao dos operadores de aniquilagao e criagdo como segue:

1 ) _ )
2t = / V2w (¢kak6_’wkt + ¢k'aL'elwk/t) "=

/ (¢k (x, 1) ax + o (X, t)aL) d" 1k, (1.24)
onde, na segunda integral, substituimos os indices k por k’ e definimos

¢ke—iwkt
vV 2wk '

E por fim, impomos as relagoes de comutacao candnicas para os operadores ®; e ®, em fungao da
festrutura simplétical  (,) em &% da seguinte maneira:

(bk (X, t)

(1.25)

(@1, ®o] =i ([1, m1], [p2, Ta]) = Z/E (T1p2 — p17m2) dX. (1.26)

E com o uso dessa estrutura simplética e de vemos que [1.16] pode ser escrito como

(01, 02) ko = —if2 ([90177&]’ [90277T2]) : (1.27)

15Estamos assim promovendo os coeficientes da expansido de Fourier a operadores, consequentemente pj e j passam a ser
operadores também, e sendo operadores, desejamos que estes satisfacam as relagées de comutag@o canonica [1.13] que serao
mais adiante expressas em funcio de a e al.

16 A estrutura simplética é definida no espaco de fase M pela segunda igualdade da equagé,o Sua agao pode ser estendida
para & da seguinte forma: Em cada superficie £, um elemento ¢ € & pode ser associado a um vetor ¢y = [¢¢, T¢] em um
espacgo de fase M em T (como a variedade é globalmente hiperbdlica, a estrutura de M em 3o pode ser transportada para
qualquer outra superficie e Cauchy) e como a integral é independente da superficie escolhida [25], a estrutura simplética se
mantém para qualquer t e assim pode ser estendida a .



30 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Com o uso de podemos escrever as relagoes de comutacao canonica na forma

[a},aﬂz[aj,ak] =0 (1.28)
[ajaaH = 6(—k). (1.29)

Note que é a distribuicio 6 de Dirac aparece no comutador de a com af, j4 que os indices k sdo
continuos. Existem maneiras de se obter um indice discreto, o que nos forneceria um delta de Kronecker
nos comutadores. Uma das maneiras de se fazer isso é utilizar as solugoes ¢; para se formar um conjunto
completo ortonormal de pacotes de onda nos quais podemos expandir qualquer modo ¢, fazendo com que
o indice j passe a ser discreto. Outra maneira é assumir que % tenha um espectro positivo, forgando os
autovalores w; a serem positivos. Neste caso, ndo precisamos expandir os modos em Fourier, e podemos
expandir a solugdo diretamente nos modos ¢;. Ainda hd o caso em que impomos a condicao periédica
¢ (x+nL,t) = ¢ (x,t), e apds feito os cdlculos de interesse, se calcula o limite em que L — oo, essa pratica
é conhecida como “colocar o campo em uma caiza”. Neste caso, a expansao em 1y fica na forma

B(x,t) =Y (¢k (x,t) ar + bn (x,t)a;) . (1.30)

k

Usaremos essa forma quando for conveniente.

Os modos ¢x (x,t) que definem o espago de Hilbert de uma particula sdo chamados de solugoes de
frequéncia positiva. Note que essa escolha é feita com base no fato de que a equacao de onda pode ser
escrita na forma

Do
e Vo b, (1.31)

de modo que ao derivarmos ¢y (x,t) oc ekt vemos que o auto-valor de vV & é +w.

Outra maneira de se representar os estados em # pode ser obtida como segue. Tomamos o estado |0)
como sendo o estado de vdcuo, ou seja, o estado que quando aniquilado resulta em zero ( ak |0) = 0, Vk).

A partir de |0), construimos o estado de uma particula no modo k pela aplicagdo de aI{. Definimos entao

1) = aL |0) como o estado que representa uma particula no modo k. Aplicando n vezes a;f( no estado
de vécuo, teremos um vetor proporcional a |nk), que representa um estado de n particulas no modo k.
Aplicando o operador de criagdo para outro modo k' # k em |ny), teremos o vetor |nx, lx/) que representa
n particulas no modo k e 1 no modo k’. Determinamos a acao dos operadores de criacao e aniquilacido em

vetores de . da seguinte maneira:

aflme) = (n+ 1" |(n+ 1)) (1.32)
ak|nk) = n'?|(n—1)). (1.33)
Deste modo, um vetor representante de um estado qualquer é escrito como

, N\ —1/2
n1(<11)>n1(<22)7---an§3j)> = (n(l)!-n(2)!...n(7)) altla]tz...a;ij |0) . (1.34)
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A segunda construcdo é mais conveniente quando temos uma base de modos de frequéncia positiva
escolhida para trabalhar, porém em espagos curvos nao temos em geral uma base preferencial para ser a
base dos modos de frequéncia positiva, exceto em alguns casos especiais como veremos na proxima, segao,
para os casos onde tratamos de espagos mais gerais, a primeira construgao se mostra mais eficiente e requer
menos imposicoes e hipdteses. Estaremos utilizando as duas construgoes de acordo com a conveniéncia.

1.3 O Produto Energético

Mostramos entao como se constréi uma teoria quantica de campos em espacos de Minkowski da maneira
usual, porém tal construgao se baseia na escolha de um espago para ser o de frequéncias positivas e um para
ser o de frequéncias negativas. Essa escolha é uma consequéncia da estrutura plana da nossa variedade,
que permite que facamos essa construcao matematica. Ao tentarmos passar essa construcido para o caso
de espagos mais gerais, nos deparamos com diversas dificuldades e ambiguidades ao tentarmos definir os
critérios matematicos utilizados para escolher qual é o nosso espaco de Hilbert 2. Dai surge a motivagao
para se entender quais os conceitos fisicos que possibilitam (e que fazem dar certo) essa escolha, e tendo
conhecimento deles, tentar generalizd-los para espagos mais gerais, tentando assim encontrar as construgoes
matemaéticas que os representem. Seguindo essa linha, Ashtekar e Magnon propuseram critérios fisicos que
restringem as possibilidades de escolha para essa construcao matemaética. Essas ideias foram introduzidas
em [I1], e posteriormente trabalhadas e formalizadas em [12], [26] e [T], entre outros, as quais passaremos a
apresentar aqui.

Anteriormente, na construcdo de nossa teoria quantica de campos, iniciamos por definir qual era o
nosso espago de Hilbert, e depois construimos uma &dlgebra de operadores. A ideia agora serd iniciar por
uma abordagem algébrica, onde construiremos uma algebra de forma abstrata obtendo assim o espaco de
Hilbert pela escolha de uma representacao apropriada da algebra. A fisica por traz dessa escolha é tal que
a escolha s6 é conveniente se, apés feita, o valor médio da energia de cada particula (na no¢ao que essa
representacao me der de particulas) deve ser igual & energia do campo cldssico correspondente. A ideia
é usar essa “condigao energética” para se escolher uma representagao da algebra em espagos curvos mais
gerais. Vamos ver como isso funciona para o caso de um campo escalar.

Seja & o espaco vetorial das solugoes da equagao de Klein-Gordon, e sejam tais solugoes suaves e pro-
venientes de condigOes iniciais com suporte compacto em alguma superficie de Cauchy. A cada ¢ € 9,
associamos um operador abstrato ¢ que serao os operadores de campo. Considere a algebra gerada por
esses operadores e imponha:

1. &= &,
2. @ (¢ +ads) = B (6) + a® (), para a € &,
3. [®(91), P (2)] = ifzo (p2n"V 1 — 1MV, 02) Vhd" 'z,

onde h é o determinante da métrica Riemanniana induzida em X.

Essa ultima condigao é apenas para que os comutadores sejam iguais aos colchetes de Poisson das solucoes
classicas multiplicados por ZE Nesta dlgebra temos que cada elemento ¢ €  é um par de fungoes (¢y, 7¢)
em uma superficie de Cauchy ¥ onde

17"Note que a integral no item 3 é linear e antissimétrica em ¢; e ¢2. Ela define um tensor de segunda ordem antissimétrico
em ® (que chamaremos de Q):

Q(¢1,¢2) = /Z (¢p2n"V up1 — p1nH Vo) VR L,
0

que é o tensor induzido em & pela estrutura simplética no espaco de fase classico.
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ot = @ls,, ™ =n"Vadls,. (1.35)

Seja @ (m;) o operador associado a ¢ = (0,7;) e II (¢;) o operador associado a m = (¢4, 0).

Da condigao 3, temos

OK (77)]:@/2 (\¢/’/V¢—$V¢’)d§]t:0 (1.36)
b =0 ©1=0
I1(4), 1T (4)] _i/zt (W'Z_ﬂ'owgg>d2t =0 (1.37)
[@(W),H(qb)]:i/z (ngb—&\Vlr/)dZt:i/E pimedV. (1.38)
. ~ 5 t

Estas sao as relagoes de comutagao canonicas. Entendido como se dé a construgao da dlgebra abstrata,
o préximo passo € a escolha do espago de Hilbert apropriado. Devido & existéncia de infinitos graus de liber-
dade da equagao de Klein Gordon, existem diversas representacoes da dlgebra inequivalentes. Precisamos
entao de algumas imposigoes fisicas para restringi-las, a saber:

1. Queremos que o espago de todos os estados quanticos puros seja um espaco de Fock simétrico (como
consequéncia, teremos uma interpretacao de particulas e 7 serd o espago de uma sé particula).

2. Temos uma condi¢do para o “tamanho” do espaco de uma particula . #, como um espaco vetorial
real, seria uma cépia de .

3. A representagio escolhida deve ser tal que o operador de campo possa ser mapeado na soma usual de
operadores de criagao e aniquilacdo (o que nos dé a ideia de que o campo quantico é um sistema de
osciladores harménicos).

Com essas imposigoes, devemos poder restringir as representacoes. O segundo requerimento nos diz que
€, como um espaco real, deve ser uma copia de $, porém S# representa estados quanticos, e portanto
deve ter a estrutura de um espago de Hilbert complexo. Deste modo, devemos introduzir em $ uma
estrutura complexal J]E e definir um produto interno hermitiano (.,.), e assim escolhemos # como sendo o
completamento de Cauchy|de (9, J,(.,.)).

n
O primeiro requerimento diz que o espago de todos os estados deve ser .7, (#) =Ca P, (®S H )
Escrevemos agora um elemento de uma combinagao de n produtos simétricos entre espacos de Hilbert como

n
Nn EQs I (sendo assim, ¢1 € ). Em F existe uma defini¢do “natural” para os operadores de aniquilagao
e criagio (vide [1.22)). Esses operadores tém as seguintes propriedades: a é o adjunto de af, af é linear e a
é anti-linear nos elementos de .% e as relagoes de comutagao candnicas podem ser escritas em fungéo deles
na forma:

[aT,aT] =[a,a]=0¢ [a (.),al )] =1, (1.39)

onde 1 é a identidade e (.,.) é o produto interno em 7.

18Uma estrutura complexa J em um espaco vetorial real é um operador linear nesse espaco vetorial satisfazendo J2 = —1.
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Pelo terceiro requerimento, ® (¢;) pode ser escrito como uma soma de a (¢1) com a' (¢1). Usando isto
e o comutador entre @ (¢1) e ® (51) (escrevendo a (51) =aeal (51) =a') temos:

@) +al (61),a (1) +al (B)] = (a+dl)(@+a)—(@+a")(a+al) =

= ai—aa+ad —da+d'a—aa +a'at —alal =
= WB [a,a"] + [af,a] + MO:
<¢1,$1> - <51,¢1> = <¢1a$l> *m —

i (¢1,$1)1l:>2Im<¢1,$1>29<¢1,51)7 (1.40)

onde foi utilizado e o fato de que (.,.) é hermitiano.

A condigdo |1.40| para a parte imagindria de <¢1, $1> restringe a escolha de J. Essa restricao pode ser

entendida da seguinte maneira: Seja p a métrica positiva definida em $ dada pela contracao de €2 com J,
de modo a termos p (gbl, (;31) = 1Q(¢1, J¢1). Como (.,.) é hermitiano em ($, J), ele pode ser escrito como

01.0) =1 (60.61) + 20 (61.3) = 2261, T61) + 20 (61.1) . (1.41)
2 2 2

de modo que agora J pode ser vista como a estrutura complexa que faz com que 2 (qbl, J ggl) seja positiva

definida em & (diremos neste caso que a estrutura complexa é compativel com a estrutura simplética).
Vamos ver agora como que esta restrigdo nos permite escolher a estrutura complexa no caso de um espago
de Minkowski, quando impomos a condigao energética.

Como ja dito, a condi¢ao energética é uma imposi¢do com embasamento fisico que diz que a energia
de ¢, quando visto como um campo cldssico no nosso espaco tempo, deve ser igual a de ¢; (ao valor
médio), quando visto como um elemento do espago de Hilbert de uma particula. No primeiro caso, o
célculo da energia é feito com uso do tensor de energia momento 7),, (¢), de modo & energia associada a
¢ ser Egssico = on T (@) t*dXY, onde t* = (9/0t)" é um campo vetorial de Killing ortogonal & hiper-
superficie ¥y. No caso em que consideramos ¢; como uma particula em 5, o valor médio de sua energia
nos é dado por (¢1, He1), onde # é o hamiltoniano que nos d4 os deslocamentos ao longo de t%, e pode ser
escrito na forma H¢1 = —J (Lra1) (L1a é a derivada de Lie em relagdo a t*). A condigdo energética nada
mais é que a imposi¢ao que Fggssico = (01, He1). Como a parte imagindria de F.gssico deve ser zero, a
condicao energética nos fornece a seguinte equagao:

Q (¢, JL4ap) = 0. (1.42)

Essa equacao junto com a condigao de que J tem que ser compativel com a estrutura simplética restrin-
gem as escolhas de J para um pequeno grupo de escolhas equivalentes.
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1.4 Construgcao de uma Teoria Quantica de Campo em Espacos
Estacionarios

Na construcao em espacos-tempo de Minkowski, escolhemos como modos de frequéncia positiva, aqueles que
sao auto-fungoes de %. Essa escolha em Minkowski é “natural” (em espagos de Minkowski, % é um vetor
de Killing) devido ao sistema de coordenadas retangulares que implica em invaridncia temporal e espacial
da agao, o que é uma consequéncia do grupo de simetria de Poincaré. Porém, em espacos curvos gerais, o
grupo de Poincaré sequer estd definido, e nao existe um motivo “natural” para escolhermos um conjunto
de modos para serem os de frequéncia positiva. Em alguns casos especiais podemos ter outros grupos de
simetria que nos permitam ter uma escolha preferencial associada a um vetor de Killing, como simetrias de
rotagoes e translacoes ou o grupo de de Sitter, mas em espagos curvos gerais, nem sempre teremos vetores
de Killing tipo-tempo para escolhermos os modos de frequéncia positiva. Sendo assim, se nos restringirmos
a casos especificos de espagos curvos, é possivel que exista uma escolha tinica preferencial para o papel de
modos de frequéncia positiva. Esse é o caso dos espagos-tempos estacionarios.

Nosso espago-tempo é representado por uma variedade Lorentziana (Pseudo-Riemanniana) .# munida de
uma métrica g,,,,. Um espago métrico é chamado de estacionario se sua métrica g,,,, () nao tiver dependéncia
em t, ou seja, existe um campo vetorial global de tipo-tempo. Nestes espacos podemos definir um
campo vetorial t# para a evolucao temporal da seguinte forma: t# = Nn* + N#, satisfazendo t*V,t = 1,
onde N é chamada de “lapse function” e N* de “shift vector”lﬂ Definido t#, folheamos (., g,.,) com
superficies X;.

Podemos escolher 7 como sendo o espago das solugdes com frequéncia positiva em relacao a t, ou
seja, temos uma escolha natural para definir os modos de frequéncia positiva, porém nem sempre temos
um algoritmo geral para encontrar-los, exceto se nos restringirmos mais ainda para os casos em que temos
uma métrica estdtica onde, além da condigdo de independéncia de ¢, temos que g,; () = 0, ou seja, néo
temos “shift vector”. Neste caso podemos encontrar superficies para tempos iguais que sejam ortogonais as
trajetérias de Killing.

Assim como no caso de Minkowski, iniciaremos com a construgao classica para o campo de Klein-Gordon
real. Vamos trabalhar com a suposi¢do de que .# é globalmente hiperbdlica, sendo assim nossa construgao
segue de forma semelhante & feita em Minkowski. A densidade Lagrangeana de um campo escalar neutro
neste caso é dada por:

X(x):@

5 (9" (%) Vo (x) Vié (x) = m?¢ (x) — R (x) ¢* (x)] , (1.43)

onde g = det (g,.), ¢ (x) é o campo escalar cldssico, m a massa do “quanta” deste campo e R (x) o
O termo £R (x) representa um acoplamento do campo com a curvatura (do campo escalar com
o campo gravitacional). Poderfamos incluir termos de ordens mais elevadas em R (x) para representar
esse acoplamento (até termos como R*”0,0,¢, onde R*” é o tensor de Ricci), porém, desejamos construir
nossa teoria da maneira mais simples possivel de se generalizar a teoria em relatividade restrita para espagos
curvos, de modo a nao se incluir termos que nao se justifiquem fisicamente (tecnicamente ou filosoficamente).
No caso o termo £R (x) mostra-se util para determinados valores de £: Além do caso em que & = 0 (caso
chamado de acoplamento minimo), quando m = 0 temos que para £ = (n —2)/[4(n —1)], onde n é a
dimensao da variedade, a acgao

9A “lapse function” é dada por (goo) 12 em espacos estaticos, onde (goo) ~1/2 At mede a distancia entre duas superficies Xt
e XipAt. Ja o “shift vector” é definido pelo campo vetorial —g,j (x) € é 0 em espagos estéticos. A “lapse function” em espagos
2 _ N# _
N7 — NENy Nu , onde
—Nu —hi;

hi; é a métrica Riemanniana induzida em ¥ obtida por g% = —h% + % Temos também /—g = Nv/h. [12, 27, [14}, [].

estaciondrios é mais bem identificada com a métrica g, quando escrevemos esta na forma g, = (
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S = /.i”(a:)d"x (1.44)

se mantém constante por transformagoes conformes. Neste caso, ¢ é chamado de acoplamento conforme
(além disto uma outra justificativa apresentada em [14] (pdgina 117) e [2] para manter esse termo é que
na renormalizacao de uma teoria de campos interagindo em espacos tempo curvos, teremos contra termos

proporcionais a R(bﬂ.

A de Klein-Gordon é entao a equagao de Euler-Lagrange associada & Lagrangeana dada
por:

O¢ + (m*+£R) ¢ =0, (1.45)

onde

1
v—g
Utilizando o campo vetorial t#, e introduzindo coordenadas locais t,x%,a = 1, 2, ...,n—1 em X;, escrevemos
nesta superficie:

D¢ = glwv,uvuq5 = 8,u [glw\/jgaud)] . (146)

LAy = / [(nﬂvmf — WV, ¢V — (m? + ER) ﬂ NVhd" Lz, (1.47)
I p

onde hap € a métrica Rlemannlana induzida em ¥; e h seu determinante. Com uso da relagao n*V,¢ =
N (tF—NM)V, o= N(;S N“VMQS na expressao - e H, vemos que o momento m; em %, ¢ dado por

oS

e = —

o

onde m; = 7 (.,t) para um determinado ¢. Assim como em um espago-tempo de Minkowski, para construir

nossa teoria quantica de campos, procuramos por operadores ¢ (x,t) e 7 (2',t) que satisfacam as relagoes
de comutagao candnicas

= (n"V,.0) Vh = V=g9" 0,9, (1.48)

¢

(¢ (x,t),m (X', )] = id (x — x') (1.49)
[¢ (X7 t) N (X/7 t)] = [7‘— (X7 t) i (xl7 t)] =0 (1'50)

quando calculadas em uma superficie tipo tempo ¥; com ¢ constante (a fun¢do ¢ de Dirac também satisfaz
fz (x —x') f (x)d"tx = f (x') apenas quando calculada na hiper-superficie 3;).

Para exemplificar a quantizacao, vamos considerar brevemente o caso de uma métrica estatica. Com esta
suposicao temos expressoes muito mais simples e semelhantes as que obtivemos em espacos de Minkowski.
Neste caso a equagao é escrita na forma:

9%¢
_ =% 1.51
9% (%) 55 92 ¢. (1.51)
Para que o lado esquerdo de nio tenha dependéncia em z, definimos uma nova métrica g = gog'g
. S . . . ~ _ (2—-n)/4 o
conhecida como métrica Gptica, e assim temos a mesma equagao [1.4] para ¢ = 900 ¢ (no caso de goo = 1,

20Ver [28] e [29], onde também é tratado um exemplo que veremos mais adiante.
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¢ = ¢, esse caso é chamado de ultra-estatico). A construcao se segue de maneira analoga a da se¢ao anterior.
Definimos o momento 7 como fizemos em calculamos ¢ e T em ¥y e impomos as condigdes candnicas
de comutagao a ¢ e 7. O espaco de fase M e o das solugdes  sio definidos da mesma forma.

Escolhemos os modos ¢, como sendo os auto estados do operador J# com auto valor wy, (que agora tém

2 um termo igual a £R). Escrevendo (/ka (x,t) = %7 chegamos analogamente & expressio

m (ou | para nosso operador quantico <T>, 0 que nos leva a

somado a m

oxt) = go” Y (66 (x,t) i+ o (x, t)af )

k

> (68 (x,t) ar + ax (x, D) (1.52)
k

e assim encontramos uma representagao para o operador ® no caso de uma métrica estatica. Voltando
para o caso de métricas estacionarias, embora os modos vy existam, nao temos em geral um algoritmo
para encontrar-los, mas podemos construir J# a partir das solugdes 1, caso estas sejam conhecidas, e assim
poderemos escrever ® na base dos modos 9, exatamente como em [1.52

A solugao obtida em [[.52] ainda utiliza uma expansao de osciladores harmonicos independentes. Com o
intuito de se definir um campo quantico livre em espacos curvos em geral, vamos precisar de uma construgao
que nao dependa de tal expansdo. Antes de iniciarmos isso, para se evitar diﬁculdadeﬂ que surgem ao se
considerar a agado de um campo ® em um ponto exato x e t, vamos fazer um “smearing” de ® com fungoes
de teste f, onde, ao invés de considerarmos campos em um ponto consideraremos campos que estarao
“smeared”@ na vizinhanga deste ponto, utilizando fungoes de teste f, re-interpretando assim o operador
de campo como uma “média” no espago-tempo do operador que representa o valor do campo. Isso nos
permite ver o operador como uma distribuicao @ (f) (em geral, campos quantizados devem ser distribuigdes
no espago tempo mas ndo necessariamente distribui¢oes no espago para cada valor de t).

Definimos o espago vetorial .7 = C§° () como sendo o espago das fungoes de teste em .#. Multi-
plicando por f € J e integrando em ¥ temos a versao “smeared” da de Klein-Gordon. ® é
escrito como uma distribuicao da seguinte forma:

D (f) = /ECD (x) f (x) dx, (1.53)

e assim, integrando por partes a versdo “smeared” de temos que @ (f) satisfaz:

@ (Of + (m® +¢R) f) =0, (1.54)
para toda f.

De modo a simplificar a leitura, frequentemente utilizaremos P para representar o operador de Klein-
Gordon O + (m? + £R), fazendo com que fique apenas ® (Pf) = 0. Deste modo, podemos definir
mapaﬂE’ : T =5 C®(M) e ET : T — C®(M) tais que para f € T, ) = E~f (ouyp = ETf)

21Em [30] e [31], esses problemas sio apontados e discutidos para o caso de QED. As dificuldades estdo relacionadas com a
ideia de que teorias quanticas de campos tratam de valores de campos em pontos do espago-tempo, porém matematicamente
um campo em um ponto especifico ® (z,t) ndo é um operador em um espago de Hilbert. Fisicamente esse problema se manifesta
pelo fato de que seria necessdria uma quantia infinita de energia para se medir um campo em um ponto do espago-tempo [32].

22Nao encontramos uma traducao que deixe claro em uma palavra o que queremos dizer por “smear”. A grosso modo seria
como tomar medidas em uma “mancha” ou “borrao” ao redor de um ponto do espago tempo, e ndo no ponto em si.

23Estamos usando a notagio encontrada em [33] e ndo a de [I], onde a métrica adotada tem assinatura (— + ++), sendo
assim, o operador A que aparece em [I] é o nosso —E~
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resolve o problema inomogéneo Py = f, com supE~f C J~ (f) e sup ETf C JT (f) e com a intersecgao
sup E~ fNsup ET f compacta. E~ f e ET f sdo respectivamente chamadas de solucoes avancadas e solucoes
retardadas da equagdo de Klein-Gordon (a existéncia de E* é discutida mais a fundo em [25]). Definimos
o mapa E como sendo:

Ef=E f—E'f. (1.55)

E como P(E~f) = f e P(ETf) = f, é facil verificar que Ef € & com F : .7 — %. Sendo assim, as
solucodes 1 podem ser escritas como 1 = Ef, que também serdo encontradas no que segue na forma v (f)
ou Yy.

Os mapas E+ e E~ sdo respectivamente as funcdes de Green avancadas ¢ retardas. E importante notar
que estas sao determinadas apenas pelas propriedades de seus suportes no espaco tempﬂ e nao dependem
em nada da representacao espectral (dai vem a independéncia em relagio a alguma expansao em auto-valores
e auto-fungdes que buscamos com essa construgao). Fungoes de Green deste tipﬂ sao bem definidas em
teorias quanticas de campos em espagos-tempos globalmente hiperbdlicos, o que garante que o problema de
Cauchy é bem posto e que suas solugoes podem ser definidas unicamente por suas condigdes iniciais (para
mais informagoes e demonstragdes disto, vide o apéndice de [25]).

Vamos formular nossa construgao com termos de . Para tanto, munimos MM de uma [estrutura simplétical
Q:Mx M- R, que é explicitamente dada por:

Q ([wo, mo] , ¥, mo)) = /(WO%—WGWO)d”_Ix
Yo

/ (¢'n"V o — gV ¢ ) Vhd3z, (1.56)
o

onde utilizamos na segunda passagem. (2 se conserva para as solugoes (a integral emnéo depende da
superficie ¥ escolhida), deste modo, podemos ver {2 como um mapa bi-linear em $, ou seja Q) : $ x & — R.
O préximo passo é &, obtendo assim um espago vetorial complexo 2n-dimensional &€ e
estendemos a agao de {2 para $

& serd o sub-espaco gerado pelas solugoes de frequéncia positiva em relacao ao “tempo de Killing”,
doravante denominadas ™. Definimos o produto de Klein-Gordon em & como:

o [+
(0" X e == (47, x) (1.57)
onde a barra” denota conjugacao complexa.

Completamos &t pela norma de modo a tornar-lo um espago de Cauchy e obtemos assim um
espaco de Hilbert 7 complexo. O espago dual JZ sera o espaco conjugado complexo de 2 e correspondera
ao sub-espago das solugoes de frequéncia negativa. Definimos o operador

24A fungdo de Green retardada (avangada), vista como funcio de f (x), tem suporte no cone de luz ao futuro (passado) do
ponto x (vide capitulo 4 de [14]).

25Existem outras fungdes de Green (por exemplo, fungdes de Wightman G, fungdes de Hadamard GM ou o propagador de
Feynman G, vide capitulo 4 de [I4] para mais detalhes) que se baseiam na decomposi¢ao em frequéncias positivas e negativas
e que nao tem uma defini¢do natural obvia caso a dindmica dependa do tempo, além disso, essas fungoes ndo se limitam apenas
aos cones de luz como é o caso de Et e E~. Para uma discussdo destes assuntos vide o capitulo 4 e 6 de [I4].

26Novamente, essa extensdo da estrutura simplética para o espaco das solucbes deve ser vista como uma associacio de um

elemento de & com um par ¢; = [pt, mt] que entram no cédlculo de 2, ou, analogamente, calculada da maneira apresentada na
segunda igualdade de com elementos de &.
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K:&— 2 (1.58)

como o responsavel pela associagio de ¢ — T € . Com S, construimos o espago de Fock %, ()
exatamente como em [[. 20|

Repare que necessitamos escolher um produto interno em &t para completé-lo e obter nosso espago de
Hilbert, ou seja, esse completamento usa o produto interno de %, e portanto, faz parte da escolha de 7
(definir ## como sendo um subespago de &t completado por uma norma em 7 ainda mantém a liberdade
que temos na escolha de 7). Além disso, a escolha de &t fez uso de alguma simetria envolvendo o vetor
de Killing. Outra escolha de &t implicaria em outro espaco de Hilbert.

E importante destacar agora que o produto de Klein-Gordon entre solugoes de frequéncia positiva
e negativa é zero, e que:

(7% ., =~ (HX") =i (75 0F) = = () g (1.59)

Com a estrutura simplética definida, o ultimo passo para escrever a versao “smeared” del|l.52|é destacar
)
e formalizar algumas propriedades do mapa [1.55] expressadas no seguinte lema:

Lema 11 O mapa E : T — & satisfaz as sequintes propriedades:

1. Cada vy € ® pode ser escrito como ¢ = Ef para algum f € 7.
2. Ef =0« f = Pg para algum g € 7.
3. Para todo ¢ € % e todo f € T, nds temos [ fdiz = Q(Ef, ).

Demonstragao. (Demonstracao dada por Wald para o Lema 3.2.1 de [I])

Prova de 1: Seja ¢ € © e seja h uma funcdo suave qualquer em . tal que h = 0 parat < 0 e h = 1 para
t > 1. Sendo assim, f = —P (h)) € F, e temos E~f = (1 —h)4y e ETf = —ht como solugoes da
equacao nao homogénea. Fazendo-se E~f — ETf = Ef, obtemos Ef = 1.

Prova de 2: Seja f = Pg com g € .7, entdo, pela definicio de E~f e ETf, temos E~f = ETf =g, e
assim Ef = 0. Por outro lado, se Ef = 0, entdo E~f = E™f e portanto, ambas pertencem a 7.
Como f =P (E~f), entdo temos f = Pgcomg=E~f € 7.

Prova de 3: Podemos escolher um intervalo [t1, 2] para o qual f # 0 apenas dentro dele. Sendo assim, a
integral do item 3 pode ser escrita, e integrada por partes, como segue:

/ d"z)PE™ f = (yn"V,E~ f —n'V,E” fn#V ) Vhd" 'x. (1.60)
te[tl,tg] Etl

Como ¢ € & e f € T, entdo temos que ) satisfaz Py = 0. Podemos entao fazer a seguinte integral
por partes

/ d"zPYE~f=0= / (B~ "V, — n’V,E~ fn#V ) Vhd" 'x. (1.61)
te(ty,ta] b

t1

Subtraindo [[.61] de [[.60] temos
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/ d"zyPE™ f = (Yn*V,E~f — E~ fa'V, 1), (1.62)
teft1,ta]

T,

e como f = P (E~ f), conhecendo e sabendo que em ¥, ETf =0, o que implicaem Ef = E~ f
nessa regiao, temos que

/wd”x = Q(Ef,). (1.63)

Essa propriedade nada mais é que a versao para variedades Riemannianas da primeira identidade de
Green.

Com uso do lema[l1]e de podemos obter uma expressao para [1.53| como um operador agindo em
¢ em funcao dos operadores de criacao e aniquilacao da seguinte formas:

o (f)

[ @60 Godx= [ 3 usa 5,50 -

Eai (M) +af (/dﬁ,-f) = Za (W) +al (Q(ES ) =

= Y w (K EN. ) +a (9 (% (Ef>,¢>i)) +af (UK (B).8)) +af (2 (K (E.3,)) =

i

Il
7
£
T~
=
=
=
s

x
Q
N—
I
~.
S
S
=
=
=
s
=
C\)_/
I

= ia <Z (K (Ef) a(bi)KG) —ia’ (Z (K (Ef)’(bl)KG) =

i %

ia (K (Ef)) —id" (K (Ef)), (1.64)

onde K foi definido em Note que, por conveniéncia, realizamos uma decomposicao da solugao em
modos, de modo a se simplificar as passagens intermedidrias.

E importante dizer que a liberdade na escolha de J# est4 limitada as seguintes condigoes:
1. O produto interno (1.57) deve ser positivo definido em 7.

2. 8 tem que ser igual ao espaco composto por S e .
3. O produto interno entre um elemento qualquer de J# e outro de J# é sempre zero.
Ainda assim, essa construcao parte de uma escolha para quais sdo os estados ditos de frequéncia positiva

e negativa (isso é feito quando escolhemos o que é &t eo completamos com o produto definido em ,
podendo ser utilizada se tivermos um motivo fisico para escolher quais sao esses estados.
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Uma outra forma de se especificar o espaco de Hilbert J# e ver a liberdade envolvida nessa escolha é
possivel pelo procedimento que se segue. Inicialmente especificamos um produto interno real y:  x® — R
que satisfaga

1 Q@)

pY) =7 S ) (1.65)
para qualquer ¢ € $. Utilizando o produto interno (¢, v") = 2u (¥, ¢’ )m, podemos completar  para um
espago de Hilbert $,, com norma 2pu. E importante notar que nao escolhe o produto interno, sendo
apenas uma condi¢do que o produto interno escolhido (e consequentemente o espago de Hilbert escolhido)
deve satisfazer, mesmo assim, [1.65| nos permite ver que o mapa 2 : & x & — R é limitado na norma 2y, e
podemos estender sua agao por continuidade para £, x ®,,. Como (2 é limitado, o lema de Riesz nos garante
a existéncia de um operador limitado J : $,, = $,, que satisfaz

Da definigao vemos que €2 é anti-simétrico, o que implica que J' = —J. E de e concluimos
que J preserva a métrica 24, o que implica em JT.J = 1. Sendo assim, J? = —1, o que mostra que J muni

$,, com uma estrutura complexa. Definimos por SS a complexificacdo de $,,, e estendemos as agoes de (2,
peda g}f por linearidade. O produto interno em éﬁ é definido por

(¥, 9") = 2u (P, ¢') (1.67)
e assim §>E passa a ser um espaco de Hilbert completo. O mapa iJ : 575 — 5?5 é auto-adjunto, o que nos

garante, pelo teorema espectral, que 55 pode ser dividido em dois sub-espacos de J com auto valores ¢ e
—i. Deste modo, o critério para se escolher o espago de Hilbert .7 correspondente as solugoes de frequéncia
positiva é tomar 7 C ég como sendo o sub-espaco com auto-valor J = ¢. Vemos que o produto interno 2
é positivo definido em 57, 5’5 éigual a S U e, por vemos que o produto interno entre um elemento
de # e um de J é zero, o que mostra que as trés condicdes impostas para o espaco de Hilbert escolhido
sao satisfeitas e assim temos uma maneira bem geral de se escolher o espago de Hilbert que representa as
solugoes de frequéncia positiva sem a necessidade de se fazer uma expansao em ondas planas ou de se definir
as solugoes de frequéncia positiva em relagao a algum ¢ definido por um vetor de Killing ortogonal a uma
superficie X.

Essa construgao é mais vantajosa por especificar uma escolha para o espago das “solucdes de frequéncia
positiva” que pode ser feita em um espaco-tempo globalmente hiperbdlico qualquer (nido necessariamente
estaciondrio), porém nao hd uma escolha unica de p para tais espagos. A generalidade na escolha de p estd
relacionada com a liberdade na escolha de .72, e estd diretamente relacionada com a construgao de %, (J€),
que por sua vez permite uma descri¢ao de “particulas”. Portanto, a falta de algoritmo para a escolha de p,
implica na falta de algoritmo para uma descricao de particulas, e onde nao temos uma escolha tnica para
um, também nao a temos para o outro. Essa é a origem na ambiguidade do conceito de “particula” em
teoria quantica de campos em espagos curvos gerais onde nao temos alguma simetria para escolher um g
preferencial. Porem é importante ressaltar que uma nocao de “particula” pode ser aproximada para espagos
que sejam quase planos (ou quase estdticos), onde a ambiguidade no conceito de particulas s6 se manifestaria
para modos com frequéncia menor do que o inverso da escala temporal da mudanga na métrica (no nosso
universo por exemplo, problemas apareceriam para se definir uma nogao de “particula” para modos com
comprimento de onda maiores que o “raio de Hubble”@.

27Essa definigdo serve apenas para nao ficarmos “carregando” o fator 2 ao longo de contas com uso deste produto interno.
Nao confundir com (.,.) g -
280 raio comével de Hubble é dado por ¢/Ho, onde Hy é a constante de Hubble (vide [34]).
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Como em espagos tempo estaciondrios temos uma simetria que permite uma escolha preferencial de
A [12, I1], é de se esperar que haja também uma escolha preferencial de u, que sirva de guia para a
construgao de 5. Como vemos, i estd diretamente ligado com a escolha da estrutura complexa J (assim
como a definigao de quais sao os estados de frequéncia positiva e negativa), podemos entao tentar generalizar
as nocoes da condicao energética para escolher J, e assim p pode ser obtido seguindo-se os passos descritos
a seguir.

Antes notamos que t* é um campo vetorial de Killing, e portanto satisfaz £;g,, = 0, onde £ representa
a derivada de Lie ao longo de t*. Da Lagrangeana obtemos o tensor de energia momento T pela
formula

2 45

T = ——— ,
V=g 5g;w

(1.68)

O que nos fornece

TH = VH eV - %ngvaw %g“"m%z ¢ (R“” - ;g“”R) 07+ 9D (67) = VIV (¢7)] - (1.69)

Com o uso de podemos ver que TH” satisfaz V, T*” = 0. A energia associada a um estado ¢ é dada
por [35]

E:/th#n”\/ﬁd”—lx. (1.70)
P

Esta energia deve ser igual ao valor médio da Hamiltoniana # calculado por (¢, #¢) s (-

Para tanto, faremos as seguintes suposicoes:

1. €R > —m? + ¢ para algum ¢ > 0 (esta imposicdo tem o objetivo de se evitar o Paradozo de Klez'nj?|7
caso haja um potencial V (z), a condicdo passa a ser V (z) > — (m? 4+ £R) +¢).

2. N > g1 > 0 para algum ¢; > 0 suficientemente pequeno (estd imposi¢ao nos garante que o vetor de
Killing t* = Nn* 4+ N* nao fique arbitrariamente pequeno).

3. N— % > g9 > 0 para algum €2 > 0 suficientemente pequeno (estd ultima condigdo nos protege de
o vetor de Killing “inclinar” muito e se tornar “tipo-luz” ou “tipo-tempo”).

Definimos entdo o que chamaremos de “produto energético” E (¢,1), que é dado por quando tro-
camos o segundo ¢ de cada termo de [I.69 por um .

Como t* é um vetor de Killing e T}, é simétrico, temos que V* (T},,t”) = 0, o que nos garante que
o produto energético é independente da escolha da superficie de Cauchy Y. Sendo assim podemos definir

um mapa de evolugao temporal 7 : st ¢ que mantém o produto energético invaridvel. Usamos entao
E (¢, %) para completar &° obtendo %%.

A agdo do mapa 7y, quando estendido a é% se d4 pelo operador de evolucdo temporal U (t) = e~
onde £ : 5 — 8% é o autovalor de .

290 paradoxo de Klein é geralmente entendido como a criacdo continua de pares de particulas por um campo eletromagnético
forte. Porém esse fendmeno também ocorre para campos gravitacionais (como por exemplo, para um campo gravitacional de
um sistema em rotagdo). Como consequéncia, uma interpretagdo de particula tnica para as solugdes da equagdo de Klein-
Gordon nao é tangivel. Essa imposi¢do tem o objetivo de garantir a positividade do operador .# definido na segao @ que
implica em problemas semelhantes quando falha. Para uma discussdo extensa sobre o assunto, consulte o apéndice de [14],
para uma discuss@o mais sucinta, veja a segdo 2-2-2 de [36], ou as se¢des 3.3 e 4.4 de [37].
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Pela desigualdade de Schwarz temos que

(¢ )k | < Cllelg ¥l g (L.71)

onde C' € R ¢ uma constante (pode se verificar que C' > %) ¢ [|¢] ; = E (¢, ¢) (essa desigualdade ¢ provada
na parte 2b do lema 6.1 de [I2], lema esse originalmente enunciado por ChernoﬂF_UI).

E com isso estendemos a acao de 2 e de (., .) x; linearmente para S}%. Podemos agora relacionar em é%
a estrutura simplética com o “produto energético” da seguinte maneira:

(6, h) e = C'E(6,9) - (1.72)

Desejamos encontrar uma [estrutura complexal J que satisfaca a equagao de Schrédinger dependente do
tempo Hep = —J (£:¢) conforme feito em [I1] (dessa equagao podemos ver que £ = iL;p). Além disso, J
deve satisfazer:

1J% = —1.
2. Jh=hlJ.
3. Q(3,Jv) > 0(< 7T >0).

A desigualdade e o Lema de Riesz implicam na existéncia de um operador T anti-adjunto que
satisfaz (¢,v) ko = E (¢, T¢). Com essa relagao e temos:

——1 T
Agora observamos que J = —i|ﬁ|_1ﬁ satisfaz as condigOes necesséarias para ser a estrutura complexa

desejada (note que, pela relacao feita entre £ e a derivada e Lie, o efeito de J, quando aplicado a um
campo ¢ em espagos-tempos estdticos é multiplicar este por iw e dividir por ||w||, sendo assim, o efeito
de J é multiplicar o modo de frequéncia positiva por ¢ e o de frequéncia negativa por —i, o que é a
estrutura complexa que desejamo@. J também pode ser definido como i (Pt + P7), onde Pt e P~
sdo respectivamente os projetores na parte positiva e negativa do espectro de £. Ambas as definicdes
sao equivalentes e generalizam para espagos-tempo estacionarios a decomposi¢ao em frequéncia positiva e

negativa.

Com J podemos definir o operador K : 5 — K <§%) tal que

1. (a+ib) K (¢) = K (ap) + K (bJ¢) a,b € R.

2 (K (@), K (1) = 1 (6,0) + 32.(6, ), onde u(6,0) = 1B (K (6) .5 K (1)).

Definimos o espago de Hilbert /# como sendo o completamento de K (57%) na norma (K (¢) , K (v)) ,,

e estendemos a agdo de K para .7, de modo a termos K : é% — H (e assim K (¢) = o™ em analogia
a decomposicao em frequéncias positivas e negativas).

30Lema 2.1 de [38].

3l1Essa é a estrutura complexa que temos em Minkowski, por exemplo, quando fazemos a decomposicdo usual entre solucdes
de frequéncia positiva e negativa, sendo assim a condigado energética é a “condicdo fisica” por traz dessa escolha matemética.

32Conforme a proposicio 3.1 de [39], provada no apéndice A da mesma publicagao.



1.5. ESTRUTURA ESPINORIAL DO ESPACO TEMPO 43

3. K deve ser denso em 7.
4. U (t) K (¢) = K (exp [—ht]¢).

Além disso, o produto escalar no espaco de Hilbert que representa apenas uma particula pode ser escrito
em funcdo da estrutura simplética e do produto interno em  com o uso de [[.41] como fizemos no item 2
acima, o que nos fornece

(K (6) K ()0 = 1 (6,0) + 50(6,0) = 50.(6,J0) + 20(6,). (174)

Temos assim um método para a escolha de um espaco de Hilbert 5 preferencial em espagos-tempo
estaciondrios que generaliza o espaco das “solucdes de frequéncia positivas” em Minkowski. Podemos agora
construir o nosso operador de campo ® (f) de forma andloga a feita em m

A existéncia dessa construcao para o espaco que corresponde a uma particula em fungdo de J e K é
garantida em [12] (vide o teorema 4.1 dessa publicacdo, que faz as mesmas suposi¢oes que foram feitas
aquiﬂ Esta é a generalizacao apropriada da decomposi¢ao em “frequéncia positiva e negativa’. Na
se¢do 4 de [40] é mostrado que caso haja outro pardmetro de simetria (outro campo vetorial de Killing
tipo-tempo global) no espago tempo considerado, a divisdo em “frequéncia positiva e negativa” tomando
como base qualquer uma das duas simetrias resultard em construgdes equivalentes (neste sentido, a escolha
preferencial é tnica).

1.5 Estrutura Espinorial do Espaco Tempo

No caso especifico de uma variedade Lorentziana 4-dimensional, existe, além da construcao baseada em
calculo tensorial usualmente utilizada em relatividade geral, uma outra construgao que utiliza o formalismo
espinorial (mais precisamente 2-espinorial), um conceito introduzido de forma geral por Cartan e trabalhado
por van der Waerden, que se mostra mais apropriado e fundamental em diversas situacoes fisicas (por
exemplo para o estudo de campos de Dirac em variedades, que trataremos no préximo capitulo, vide [4I]
para um comparativo entre a notagao espinorial e a tensorial). Tendo isso em mente, serd introduzida uma
estrutura espinorial com a intengao de tornar mais transparentes algumas propriedades do espago-tempo
que serao utilizadas no préoximo capitulo.

Dada a complexidade e extensao deste tema, entrar em detalhes no mesmo foge do escopo desta dis-
sertacao. Portanto, somente as nogoes necessarias para este trabalh(ﬂ serao apresentadas de maneira
superficial, apenas para que o leitor saiba do que trata esse formalismo, e o aprofundamento e explicagoes
mais formais e rigorosas ficarao por conta das referéncias. Seguiremos basicamente as apresentagoes feitas
em [I6], [42] e no capitulo 13 de [B]. Um texto que cobre o assunto de forma mais abrangente de modo a
esclarecer algo que talvez nao esteja coberto por essa se¢do pode ser encontrado em [7], 43].

Iniciaremos com a construcgao para o espago de Minkowski 4-dimensional onde o formalismo se baseard em
um entre o grupo SL (2,C) |f| e 0 2-recobrimento (universal) do grupo de Lorentzifl7 € a nogao

33Mais do que isso, esse teorema afirma que essa construcio é tinica, embora o artigo apresente apenas a prova da existéncia
(na secdo §6).

34Basicamente o objetivo é dar um entendimento & notacio de Newman-Penrose utilizada no préximo capitulo, de modo
a se verificar em quais situagoes ela pode ser utilizada e mostrar que ela é mais do que apenas outra “forma de escrever” a
equagao de Dirac.

35Das matrizes complexas uni-modulares 2 X 2, que consistem em mapas lineares com determinante 1 atuando em um espaco
vetorial complexo de duas dimensdes .

36Esse 2-recobrimento é um Lie, muitas vezes denominado por Spin (p,q) em variedade com dimensdo d = p + ¢
(por exemplo, para um espago de Minkowski de dimensdo 3 4+ 1, o 2-recobrimento universal do grupo de Lorentz é o grupo
Spin (3,1)).
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de um campo espinorial serd obtida ao designarmos vetores deste espaco vetorial complexo bi-dimensional
a pontos do espaco tempo.

Vamos supor de maneira genérica que %E seja a colecao de estados de uma teoria fisica em um espago
tempo de Minkowski (.#,n,,) e seja [ €  um elemento desta cole¢do, ao qual associamos k nimeros reais
que correspondem & medidas de [ em um ponto = € .#. Deste modo obtemos um mapa f : .# x $ — RF
que caracteriza [ em funcao de sua medida. Desejamos que as leis fisicas sejam invariantes sob isometrias de
(A ,m""), deste modo, uma medida de [ feita por um observador, que corresponda ao mapa f, deve poder
ser uma medida possivel para um outro observador que obtenha um mapa f para { € . Se representarmos
essas isometrias pelo mapa t : . # — .4 que leva os elementos da base de um “observador” para os elementos
da base de outro “observador”, o que queremos é que Vo € ., f (z,[) = f (t (2) ,f). A cada isometria ¢
temos entdo um mapa £ :  — $ que leva [ em t~([) =[. As isometrias do espaco tempo formam um
[de] Lie. Denotaremos o grupo abstrato isomdérfico & esse grupo por &, e a cada elemento g € & ¢ associada
a isometria fg.

Em Minkowski, o grupo de isometrias que fazem as leis fisicas serem covariantes corresponde ao grupo
de Poincaré préprio, que serd o nosso &. Ao desejar que a teoria representada pelos estados de $ seja
quantica, queremos que os elementos de & sejam vetores de norma unitiaria em um espago de Hilbert 57
definidos exceto por uma fase, sendo assim, desejamos que os elementos de  sejam raios unitarios em 7,
que passaremos a representar por O requerimento imposto sobre t~g de levar estados de ® medidos por
um observador para estados que tem a mesma medida para outro observador implica que as probabilidades
de transigcoes devem ser preservadas por fg, deste modo, definimos um mapa uniteiri Ug : 0 —
associado a cada Ig que satisfaz | (Ugtr, Ugta) | = | (¥1,%2) |, Vib1.9b2 € S, Os campos que representam
nossa teoria correspondem as representacoes projetivas (para as quais ¢ é o espago das representagoes) que
dependem continuamente dos elementos do grupo de Poincaré. Wigner [46] obteve que os mapas unitérios
Ug podem ser escolhidos de modo a termos uma representagao, exceto por um sinal, do grupo de Poincaré.
Essas representacgoes correspondem & representagao do recobrimento universal do grupo de Poincaré [47].

O recobrimento universal de & consiste no seguinte: Como & é um Lie, podemos vé-lo como
uma variedade (vide [48], segdo 1.1 de [49] e segdo 7.2 de [I]), dessa forma fixando um ponto p em &,
definimos & como sendo a colecao das classes de equivaléncia (por homotopia) das curvas de p a ¢ conforme
q percorre todos os pontos de &. Como as curvas em & sio homotopicas as curvas que ligam dois pontos
de &, existe um mapa de &ad que associa uma classe de curvas curva ¢ € & ao ponto g € &, esse mapa
80 serd univoco se & for uma variedade simplesmente conexa, se esse nao for o caso, sempre podemos nos
limitar a uma vizinhanga U de g que seja snnlesmente conexa e assim obtemos um mapa univoco para U
em &. Ao impor que esses mapas sejam definimos uma estrutura de Varledade em &. Seja
e o elemento identidade de &, e sejam v; e 2 duas curvas em & iniciadas em e e a g, c®
respectivamente. Definimos g1g> € & como sendo a classe de equivaléncia da curva v = 12 definida pelo
produto em &, deste modo definimos a multiplicacao em é, e definindo a classe de curvas equivalentes
a curva trivial fechada como a identidade, temos uma estrutura de grupo para B, que é o recobrimento
universal de &. Acontece que o grupo de Poincaré nao é simplesmente conexo, e qualquer curva fechada é
homotopica ou a curva trivial ou a classe de equivaléncia das rotacoes por 27, deste modo o recobrimento
universal & na verdade é um 2-recobrimento de @.

Na notacao espinorial, um vetor em T,.# nao é mais a entidade “vetorial” mais fundamental que
podemos ter em nossa variedade, e passamos esse posto para vetores em um “espago espinorial”, sendo

37 pode ser, por exemplo, a colecdo de campos tensoriais em .# com suas componentes sendo as possiveis medidas, mas
como desejamos ver quais as possibilidades, vamos deixar & néo especificado.

38 Manteremos a notacio de representar elementos de # por letras gregas mintsculas

39Com uso do teorema de Wigner sobre unitariedade e anti-unitariedade de operadores (apéndice do capitulo 20 de [44])
e visto que todos os elementos de & podem ser deformados continuamente 3 identidade, a dependéncia continua de tg em
implica que Ug seja unitario [45].
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assim, queremos (motivados pelo isomorfismo entre o grupo de Lorentz e SL (2,C)) que em cada ponto p de
nossa variedade seja associado um espaco vetorial complexo 2-dimensional ¥,, e a simetria nesse espago serd
dada pelo grupo SL (2,C). Um elemento de ¥, serd denotado por &4, Como no caso de um espaco vetorial
real, podemos construir o espaco dual de ¥,,, que serd denotado por w;;, composto de mapas lineares de ¥,
em C e seus elementos serao denotados por &4, mas como ¥, é complexo, podemos utilizar a conjugacao
complexa de ), para definir um terceiro espago vetorial @; feito de mapas anti-lineares de ¥, em C. Para
diferenciar estes elementos do espaco complexo conjugado dos elementos do espago dual, utilizaremos indices
com apéstrofe, de modo que um elemento de @; serd escrito na forma 74/, e definindo o espago dual a @;

~ ~ ’ . . ~
por ¥, seus elementos serao representados por n. Denotamos a imagem da conjugacdo complexa de

—A’ __ , __
¢4 eW, por{ €W, e analogamente definimos 74 € W, como a conjugagio complexa de n" € W,. Como

para cada ponto p € .# temos um espago ¥, frequentemente iremos omitir o sub-indice p. Generalizamos
LA Al AL,

Bi...B By..B], Sera dado

~ . . . Al
a notagao tensorial em espacos reais para ¥, sendo assim, um tensor T'
por

Ay Ay AlLLAL . . —x e _
By...B, Mo g I XTI XX XX X x W xW . x W - C,

1By

T

k l k' 4

e esse tensor serd classificado como sendo do tipo (k,1;k',1').

O isomorfismo com SL (2,C) pode agora ser exemplificado. Na notagdo usual, as componentes de uma
linha mundo sao dadas na forma de um vetor com 4 componentes na forma (uo, ut, u?, u3), porém podemos

dar uma representagao alternativa na forma de uma matriz 2 x 2 da seguinte maneira:

uOO, uOll 1 UO + ul U2 + Z‘US
W o) T B\ w0 -t ) (1.75)

Se multiplicarmos [1.75| pela esquerda por uma matriz unimodular complexa 2 x 2 e pela direita pela sua
matriz transposta conjugada, tanto a hermicidade como o valor do determinante serao conservados. Isso

equivale a uma transformagao linear de (u®,u',u? u®) que preserva a forma

Muan” = ()" = (u")” = ()" = ()",
que ¢é o determinante de [L.75]

Mais especificamente podemos fazer o que segue: Sejam 745 um tensor do tipo (0,2;0,0) tal que nap =
—nNpa, definimos o par (W, na B)IE como sendo um espago espinorial. n4p é entdo um mapa (isomdérfico)
que leva um espinor em seu dual por £ = 14 BﬁAEL Definimos nAB como sendo menos a inversa de n4p,
ou seja

Prpe = 64, (1.76)

e, ao contrario do que ocorre com 14, a contracao de 747 se da com o segundo indice, de modo a termos
nAB¢p = ¢4, Para os indices com apéstrofe, basta tomarmos os complexos conjugados de nap e n4%.

Com os tensores do tipo (1,0;1,0) podemos construir uma base para um espago vetorial de 4 dimensoes

da seguinte maneira: Seja eA, 14 uma base de W, tal que ealt = T]ABEALA =1, entao

40 Assim como em (., n*), nap faz o papel de uma “métrica” em .
41Cabe notar que, como n4p é antissimétrico em relacio aos seus indices, tomaremos como convencdo que a contracio dos
indices se dard com o primeiro indice de nap.
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’ 1 !
PV <€A€A 4 AA )
V2
’ 1 7 /
AAa _ L ( A-A A-A )
T = €U + 1€
V2
(1.77)
AA/ i ( A-A AfA’)
— | €L — L €
SN
V2

é uma base para este espago vetorial 4-dimensional. Note que cada um desses vetores da base sao reais (o
complexo conjugado de cada um desses vetores resulta neles mesmo), deste modo, os elementos reais deste
espaco vetorial resultam em um espaco vetorial real ¥, de 4 dimensoes. Além disso, o tensor naa'pp =
NaAT g tem assinatura (+,—, —, —) e entdo define uma métrica de Lorentz em ’ﬁ@

Essa base pode ser entendida da seguinte forma: Ao considerarmos a interseccao de um hiper-plano
t = £T com o cone de luz em um ponto o com coordenada temporal t = 0, temos uma esfera de Riemann
dada pela equacio 22 4+ y? + 22 = T?. Quando t = —T, essa esfera é chamada de “esfera celestial”, e pode
ser interpretada como todos os pontos que representam eventos acontecidos em —7T que um observador em
o pode observar. A “anti-esfera celestial” consiste na esfera para t = T, e pode ser interpretada como todos
os pontos que poderao ver o observador em o apés At =T (vide figura .

v

Figura 1.11: Um corte do cone de luz centrado em o pelo plano ¢t = 1. A interseccao do plano com o cone
corresponde a esfera celestial, e um vetor tipo luz p® corresponde a um ponto p® na esfera.

Tomemos entdo a esfera para t = T e passemos um plano complexo (mais um ponto) pelo seu equador
2z = 0. Ao tomarmos as projegoes de todos os pontos da esfera neste plano como sendo os pontos p’ onde

42Pelo mesmo motivo de wp, frequentemente iremos omitir o sub-indice p em .
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uma reta que passa pelo polo z = (7,0,0,7) e por um ponto qualquer p da esfera intersecciona o plano
complexo, temos uma projecao estereografica da esfera no plano complexo (sendo o ponto adicionado ao
plano complexo, o correspondente ao polo (T,0,0,7) da esfera), conforme pode ser visto na figura
Fixando por exemplo T' = 1, temos entdo um mapa que leva um ponto p de coordenadas (1,z,y,z) em
um ponto p’ = (1, X,Y,0), podemos entdo identificar cada ponto da esfera celestial a um nimero complexo
¢ = X +14Y (chamado de coordenada estereogréfica). Este nimero pode ser representado por um par de
componentes complexas (€,¢) na forma £ = €/t. € e ¢ podem ser tratadas como componentes de um vetor
espinorial, e assim as coordenadas de qualquer ponto p’ = (T, X,Y, Z) podem ser escritas nas formas [50]

= Gy (e 0o (e o5 Y

X = 12(6L+L6)—>X—12[(8>(0 L)+<?>(6 0)}:12(?6 %)

(1.78)
= o[ 0- Qe -5 2
¢ < eener- [ a- (e o5 2)

‘//m, X

Figura 1.12: Projecao estereografica da esfera celestial em um plano complexo. Cada ponto p na esfera
define um ponto p’ no plano complexo. Para definirmos o polo temos que considerar o plano complexo
mais um ponto extra, visto que um vetor tangente a esfera celestial no polo nunca intersecciona o plano
complexo.

E assim, a versao de coordenadas da base previamente escrita na notagao de indices abstratos é:
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= O

trr’:1<1
V2 \0
, 1 /0
T
x = —
\/§<1

Y= L <0_

O .

O =
N—— N———

V2 \—1

ZFF/:L 1 0
/2\0 -1

(1.79)

Agora podemos ver explicitamente o isomorfismo exemplificado em Seja L : ¥ — ¥ um mapa

linear representado pelo tensor LAz € SL(2,C). O determinante de L5 é dado por

1
|L| = inABnCDLAC’LBD =1 LAL pnas = nep.
Podemos entao, com uso de L, definir um mapa A : ¥ — ¥ da seguinte forma:

AA _TA TA
A BB/ - L BL B/.

(1.80)

(1.81)

I . /
Por vemos que o mapa L preserva a métrica 145, deste modo, ao aplicarmos A44 B €M NAA'BB

e substituirmos temos:

A BB’
A e A7 ppmaaep = Ncc ppr-

(1.82)

Como o grupo estendido de Lorentz consiste dos mapas lineares que preservam a métrica em um espago

. . . ’ 7 ~ .
vetorial 4-dimensional, temos que A44 pp € uma transformaca@o de Lorentz em ¥. Assim vemos que a cada
elemento de SL (2,C), temos associado uma transformacao do grupo de Lorentz préprio. Concluimos que

o grupo SL (2,C) é o recobrimento universal do grupo de Lorentz.

Voltando ao exemplo dado em [[.75} uma transformagao do tipo

u® = A% up

se d4 através de duas matrizes uni-modulares L“ 5, sendo equivalente a

’ ’ ’

a b
= (0 a)

~ / .
temos que a transformacéo das componentes de um vetor v44" escrito na base na forma

onde definimos a = AA’ e b = BB’.

Explicitamente, se definirmos

,UAA' — ttAA’ +x$AA/ +yyAA’ + ZZAA/

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)
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é dada por

t+72 o' +iy\ (a b t+z ax+iy\ (a b (1.87)
o —ay t'—-2 ) \ec d)\xz—iy t-=z ¢ d)’ '
Essa relacdo também é vélida para a matriz —L e —L. Vamos agora tentar dar uma interpretacio para

0s vetores-espinores e encontrar quais as condigoes necessdrias para que . admita uma estrutura espinorial.
O vetor em ¥ mais simples que podemos escrever a partir de um espinor v* é dado por

’

v = vipA (1.88)

(aqui e no que segue, estaremos assumindo que um indice mindsculo corresponde a um {ndice maitsculo
com um indice maitisculo com apoéstrofe, ou seja, a = AA").

Como vivy = —vavd =0, segue que v*v, = |1/AVA\2 = 0, sendo assim, v* é um vetor nulo. Além da
da forma [1.88, um vetor nulo pode ser também da forma

ut =~ (1.89)

Podemos orientar temporalmente a variedade com o uso desses vetores ao considerarmos que os vetores
nulos escritos na forma [I.88 apontam para o futuro e os escrito na forma [I.89] apontam para o passado.
Assim temos uma primeira restricdo a variedade munida da estrutura espinorial: .# deve ser orientdvel
temporalmente.

Note que o vetor v® nao varia se substituirmos vA por e em deste modo um vetor em ¥ define
um vetor espinorial a menos de uma fase. Para entender melhor o que é essa fase, precisamos encontrar
alguma construgao geométrica em ¥ que “sinta” o efeito dela. Para tanto vamos introduzir algo que é

comumente chamado na literatura de “bandeira nulal’P3]

Vamos construir um tensor real em ¥ a partir de »“. Para tanto, tomamos o quadrado de v*, multi-
. ’ / .
plicamos por 74 B e somamos ao seu complexo conjugado, de modo a obtermos

Pt — Ay BpA' B L AT pAB, (1.90)

Definindo x4 € ﬁph/AHA = 1, obtemos a seguinte relacao:

vkt =1= UBAZ/BK}A = —nABVBK:A =1= 577,43 (Z/AKB — K:AZ/B) ,
que, ao multiplicarmos por N2 resulta em
1
A8 = ZnBnap (VAKB — HAZ/B) = v4kB — kB, (1.91)
2 ~——
=2
Substituindo essa relacdo em temos
pab _— AB (;A’EB’ _EA’vB’) + A B (UAKB _ KAVB) _
= g4 (VBEBI + HB?BI) 7 (VAEAI + /@AiA/) . (1.92)

430 termo “null flag” é frequentemente empregado nos trabalhos de Penrose. Outro texto que aborda o assunto é [51], onde
a nossa “bandeira” correspondo & “spinor blade” da referéncia.
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Definindo

k= 4% + k7Y e, (1.93)

e substituindo [T.88] ¢ [1.99] em [T.92] temos

P = kb — kaob, (1.94)

e da definigdo de k® vemos que este é um vetor real, tipo espago (k*k, = —2) e ortogonal a v* (k%v, = 0). Se
fizermos transformagoes que levem xk? — k4 +av?, com a € C, fica inalterado e k* — k% + (o + @) v*
continuam sendo vetores tipo espago que se aproximam de v* ou de —v®, dependendo do valor de a. Como
nao existe valor de o para o qual um vetor k% + (o + @) v* deixe de ser tipo espago, e como esses se
aproximam de v® conforme « cresce, todos esses vetores s6 podem ser tangentes ao cone de luz centrado
em o. O vetor k%, é chamado de “bandeira”, e v* é o mastro da bandeira. O plano onde os miltiplos de
k® + (a 4+ @) v” se encontram ¢é chamado de “plano da bandeira” (vide figura [I.13).

\J

Figura 1.13: Construgao da “bandeira nula”. O “mastro” é representado pelo vetor v®, a bandeira por k%,
e o plano (v*, k*) é o plano da bandeira. Na esfera celestial vemos o correspondente desta representacao,
onde o vetor k% é um vetor em p tangente & esfera. O angulo entre duas “bandeiras” k% e k'* é representado
também, e corresponde a 26.

Vamos ver agora o efeito que uma “transformacao de fase” do espinor v* tém na bandeira nula. Ao

fazermos v — e?y4 12 ndo se altera, porém, definindo
b b) p b
’ !
R A e 7 (1.95)
vemos que
) o ) L
k% cos 20 + 19sin 20 = v AR 4 A4 (1.96)

(visto que uma transformacao vA e implica em k4 — e~ x4 para que vak? = 1 se preserve). Entao,

uma rotacido de v em um angulo # implica em uma rotacio de 26 da “bandeira” k® no plano (k?,1%).

iHVA
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Como [1.93] é tangente a v® e ao cone de luz, ele pode ser representado por um vetor em p tangente a
esfera celestial (onde p é o ponto correspondente a v®), sendo assim, cada vetor espinorial v4 define um
ponto p na esfera celestial (correspondente & direcao do mastro da bandeira) e também uma diregao tangente
k* em p (correspondente ao plano da bandeira, vide figura|l.13)). Se definirmos duas dire¢oes tangentes k®
e k'® diferentes sendo dadas, respectivamente por v4 e €14, vemos que o angulo entre k% e k'® é 26 (figura
1.13)). Temos entdo uma definigdo invariante de angulos na esfera celestial, consequentemente, podemos
definir uma orientagao nessa esfera e também uma orientacao em .#, ao definirmos, por exemplo, que um
dextrogiro se d4 quando a rotacio for na direcdo em que o plano obtido por €??v4 gira conforme 6 cresce.
Sendo assim, além de ser orientavel temporalmente, uma outra restricio é que a variedade .# deve ser
orientdvel espacialmente (vista como uma variedade topolégica, .# deve ser entéo orientdvel).

A transformacao v4 — —v4 é equivalente a uma transformacao de fase # = 7, deste modo, o vetor k%

faz uma rotagdo completa e volta para seu estado inicial (faz uma rotacao de 26), e além disso v® e P se
mantém inalterados. Vemos entao que, embora a bandeira nula permita a distingao de fases nos espinores
a menos de um sinal, nio existe uma estrutura geométrica local em ¥ que permite diferenciar v4 de —v4,
porém, uma comparacao nao local pode permite que tal distingao seja feita. A proposta apresentada em [16]
para ver essa distingao consiste em identificar cada espinor como uma classe de equivaléncia de “caminhos
de bandeiras”, e nao apenas com uma tnica “bandeira nula” em um ponto. Para tanto, consideremos uma
“bandeira nula” no ponto o em particular, que serd nossa bandeira inicial. Um caminho de bandeiras é
uma sequéncia de bandeiras em . iniciada em o e terminada em uma bandeira nula em um ponto p € .#.
Dois caminhos de bandeiras sao equivalentes quando eles podem ser continuamente distorcidos até um ir no
outro, mantendo o, p, e as bandeiras nulas nesses pontos, fixos. A existéncia de uma estrutura espinorial
depende da existéncia de duas classes de equivaléncia para os caminhos das bandeiras, a saber a das rotagoes
por 27 e a de nenhuma rotagao (conforme figura .

Figura 1.14: Dois “caminhos de bandeiras” diferentes em .#. O de cima consiste em bandeiras que apontam
sempre para a mesma dire¢ao ao longo dos pontos da curva que unem o a p, o segundo consiste em bandeiras
que sofrem uma rotacdo de 27 (ou seja, o espinor ao qual elas estdo associadas gira 7) continuamente ao
longo dos pontos da curva de o a p.

Se considerarmos caminhos de bandeiras em uma curva fixa de .#, a topologia do grupo de Lorentz
nos garante que existem exatamente duas classes de equivaléncia para os caminhos de bandeiras que podem
ser associados a essa curva, mas se considerarmos que essas curvas podem ser fechadas (por exemplo, ao
se fazer p coincidir com o), isso pode nao acontecer e as duas curvas da figura quando o = p podem
ser equivalentes. Entao a terceira restrigao para nossa variedade é que ela permita a existéncia de duas
classes de equivaléncia para os “caminhos de bandeiras” fechados. Embora esteja muito além deste trabalho
se aprofundar neste tema de maneira rigorosa, cabe dizer (mais a titulo de curiosidade, para indicar um
caminho a um leitor com interesse em entender mais sobre esse assunto) que formalmente essas restrigoes
estao relacionadas com um conceito de topologia algébrica conhecido por classe de Stiefel-Whitney. Nessa
linha, essas restricoes podem ser postas da seguinte forma: como .# deve ser orientavel, a primeira classe
de Stiefel-Whitney w; deve ser nula, sendo assim pode-se mostrar [42], 16, 52] 53] 64] que os argumentos
sobre a terceira restricao equivalem a imposicao de que a segunda classe de Stiefel-Whitney, wo também

seja nulalz_z‘-l

44Bem superficialmente, a i-ésima classe de Stiefel-Whitney é a componente de w em H* (.#,7/2Z), onde H* (#,7./27) é
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Recapitulando, vimos como essa estrutura espinorial se manifesta em ¥ e percebemos a existéncia de
3 restricoes para uma variedade poder receber essa estrutura. Sendo assim, quando .# for orientavel
temporalmente e espacialmente, e somente existir duas classes de equivaléncia para rotacoes de espinores ao
longo de uma curva fechada, entdo .# admite uma estrutura espinorial e podemos fazer a construcéo feita
para ¥ em T,.# para todos os pontos p € .#, como veremos a seguir.

Desejamos encontrar os possiveis campos que podem aparecer em uma teoria quantica em um espago
tempo com estrutura espinorial (estaremos supondo isso no que segue). Assim como temos um isomorfismo
entre SL(2,C) e o recobrimento universal do grupo de Lorentz, o grupo ISL (2,C), dos elementos de
SL(2,C) compostos com as translagdes em ¥, pode ser visto como o (2-)recobrimento universal do grupo
de Poincaré proéprio &. Desejamos entdo encontrar representagoes unitarias do grupo ISL (2,C) em um
espago de Hilbert.

Campos espinoriais em Minkowski serdo mapas de .# em ®. Seja t®, x%, y* e 2% uma base ortonormal em
Minkowski associada a um observador inercial. Para cada ponto p € .#, definimos um mapa linear ¢ que leva
vetores de ¥, com uma base a vetores em T,.# em p ao identificar a base (t%, 2%, y*, 2%) com ou
seja, o mapa ¢ define um campo tensorial hibrido vetor-espinorial ¢%, 4, = t*t a4 —z%T a4 —Y*Yaa —2%2a4’,
e assim temos um isomorfismo entre ¥ e T),.# .

Usando ¢%4 4, podemos mapear campos espinoriais reais do tipo (1,0;1,0) em campos vetoriais de
maneira consistente. Faremos a identificacao desses campos omitindo o mapa ¢%4 4

Fisicamente, um campo espinorial ¥4 pode ser visto da seguinte maneira: A cada espinor existe uma
“bandeira nula” associada (dada pela equagao que, com uso do mapa <%, 4, pode ser vista como
um campo tensorial do tipo (2,0) no espago-tempo. Como campos tensoriais sdo objetos mensurdveis em
relatividade geral, tomamos como propriedades fisicamente mensuraveis de 1 as quantidades determindveis
a partir de p®.

Ainda temos o problema de nao poder distinguir 1“4 de —“, porém estamos interessados na dinamica
destes campos, e como vimos, existe uma construgao geométrica nao local que “sente” essa diferenca de sinal.
Como campos espinoriais sao mapas do espago-tempo em ¥, definimos as derivadas destes em Minkowski
como sendo a derivada parcial de 1”4 nas coordenadas inerciais do espaco tempo de Minkowski. Sendo
assim, dpp/? é o campo espinorial do tipo (1,1;0,1) cujo as componentes em relacio & base (LA, eA) de
B sao

r © 31/1F
aAA'w :;g AA,W. (197)
A derivada de um campo vetorial vBB’ é dada por
aAA/UBB, = (aAA/gbBBlaavb, (198)

onde o ndice minusculo é abaixado por 7,5 € o indice maitsculo é levantado por 5.

um grupo de coomologia (singular) em .# e Z/27Z o anel cumulativo (apenas com os elementos 0 e 1). A grosso modo, isso
pode ser visto como uma obstrugdo para a existéncia de (n — 7 4+ 1) campos vetoriais globais linearmente independentes (se for
diferente de zero implicam na néo existéncia), em particular, a primeira classe é a obstrugdo para orientagio e a segunda para
a estrutura espinoral. Isso estd relacionado com a existéncia de duas classes de equivaléncia para as rotagdes das bandeiras
ao longo de um caminho fechado, de modo que, assim como a soma dos elementos de Z/2Z é tal que 0 + 1 = 0(mod 2)
e0+0=1+1= 1(mod 2), se associarmos 0 a “uma rotagdo” por 27 e 1 a “nenhuma rota¢do”, temos que a soma de
“uma rotagao” com “nenhuma rotagao” é igual a “uma rotacao”, que a soma de duas “nenhuma rotagao” é igual a “nenhuma
rotagao” (obviamente), e o mais surpreendente é que a soma de “uma rota¢ao” com “uma rotagdo” (que seria uma rotagdo por
47) é equivalente a “nenhuma rotagao”, e de fato com a estrutura espinorial, os “caminhos de bandeiras” fechados associados
a rotagoes de 47 das bandeiras sdo equivalente aos caminhos que podem ser deformados para o “caminho trivial”.
45Note que j4 estdvamos fazendo isso, por exemplo, em



1.5. ESTRUTURA ESPINORIAL DO ESPACO TEMPO 53

Desejamos ver como se dé a acdo do grupo I.SL (2, C) nesses campos espinoriais, e obter as representagoes
unitdrias deste grupo (novamente, ndo é demais lembrar que ndo é nossa pretensio fazer isto de forma
rigorosa). Wigner mostrou em [46] que as representagoes unitdrias de ISL (2,C) podem ser decompostas
em representagoes irredutiveis mesmo em espagos de Hilbert com dimensao infinita. Para seguir adiante,
precisamos definir o que sao os operadores de Casimir da Lie de ISL (2,C).

A ldlgebra de|Lie de ISL (2, C) é isomérfica a [algebra de| Lie do grupo de Poincaré (definida com uso do

colchete de Poisson entre os geradores do grupo de Poincaré). Chamaremos essa dlgebra de £. A dlgebra
universal envelopante de £, U (L), consiste em todos os tensores com sobre indices em £ (B, 7 (k,0), onde
T (k,0) é o grupo de todos os tensores do tipo (k,0)) junto com uma relacao de equivaléncia que identifica
dois elementos quando, em um calculo envolvendo-os, pode-se substituir v%w® — wbv® pelos colchetes de Lie
{v, w}@ (essa construgdo garante que qualquer dlgebra de Lie pode ter uma &lgebra universal envelopante,
vide teorema 2.1 e coroldrio 2.2 de [55]). Um elemento de U (L) é dito ser um elemento de Casimir se
este comutar com todos os elementos de L. As representagoes dos elementos de Casimir sdo chamadas de
operadores de Casimir, e estes comutam com todas as representagoes da algebra de Lie £, e portanto com
todas as representagoes do grupo de Lie ISL (2,C). Como estamos interessados apenas nas representagoes
unitdrias de ISL (2,C), o nos garante que todo operador de Casimir é um multiplo do
operador identidade. Os nimeros que multiplicam o operador identidade servem como indices convenientes
para as representagoes irredutiveis.

A &lgebra universal envelopante do grupo de Poincaré possui dois elementos de Casimir independentes.
Os operadores de Casimir para cada uma delas serdo rotulados por m? e S2, onde, ao identificarmos a
dlgebra de Poincaré com os campos de Killing em Minkowski, podemos interpretar m? como a massa ao
quadrado, e S% como o quadrado do momento angular em torno do centro de massa [5]. As representacdes
em relacdo a m? podem ser classificadas em quatro casos: quando m? > 0, quando m? = 0 e todas as
translacoes sdo representadas pelo operador identidade, quando m? = 0 mas nem todas as translacdes sao
representadas pelo operador identidade, e quando m? < 0. Fisicamente, s6 nos interessam as representacdes
em que m? > 0 e que, no caso de igualdade, as translacoes nio sio todas representadas pelo operador
identidade. Impondo essa condicdo a m?, vemos como as representacoes sdo caracterizadas em relacio a S2.
Quando m? > 0, S? = s(s+ 1), onde s assume os valores s = 0,1/2,1,... e é chamado de spin. Quando
temos o caso m? = 0, as representacdes podem ser caracterizadas por um spin discreto ou continuo, sendo
que apenas o primeiro tem interesse fisico, e assim os valores que s pode assumir sdo s = 0,+£1/2,+1,....
Essas representagoes foram obtidas por Wigner em [46], e descrevem todos os campos fisicos em teorias
quanticas. Vamos trabalhar com o caso em que m? > 0.

A equagdo que seleciona os tensores que representam nosso campo podem ser escritas na forma

(O+m?) gt =0, (1.99)

onde n = 2s. Para s > 0, essa equagao pode ser escrita como o seguinte sistema:

Ay A, M As. A,
Oar 4, € = ﬁn‘“ :
(1.100)
8‘4/1‘41 Az An _m Al,,,A,,L7
77,41 \/5’5

Ag.. Ay 4 . - .
onde 7,, “*“" é uma varidvel auxiliar. No caso particular em que s = 1/2, temos
1

46Mais precisamente, a algebra universal envelopante (L) consiste na dlgebra cociente £/1, onde I é o menor ideal (&
esquerda e a direita) de £ (ou seja, essa é a dlgebra das classes de equivaléncia [a], para a € £, definida pela relagdo de
equivaléncia a ~ a + b, onde b € I) e seus elementos sdo da forma zy — yz — [z,y], com z, y € L. Para mais informagao sobre
algebras de Lie e dlgebras universais envelopantes de forma acessivel, veja [55].
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m ’
a , Al — o Al
454, € 7"
(1.101)
Al m . a
aA/lAln ! - _\/ié- 17

O caso m? = 0 é um pouco mais complicado e estd bem discutido em [56]. Neste caso, quando s = +1/2,
as equagoes [L.101] se igualam a zero, e a representacao para s negativa é obtida pelo complexo conjugado

de 101

Esta é a forma da equac@o de Dirac para um espago-tempo de Minkowski na notacdo espinorial (ou

notagdo de Newman-Penrose [57, 58], [59] [60]), e um par (fA, 77A/> é um espinor de Dirac.

Para duas solucoes §1A1"'A" e §2A1"'A" de [1.100f com varidveis auxiliares 771A,1A2”'A" e 772A'1A2'"A"a a
corrente

aal 1 [= A’AL. A _ AALLA " As...
A = (=" 1[51 00 ay e Oar 4, &M T G 4 Oy a2 An} (1.102)

é conservada (com uso de [1.100| pode-se verificar que 8,4,4/]"4’4/ =0).

Definimos um produto interno entre £; e £ por

(61,&) = /ZJAAIWAA’CZZ7 (1.103)

onde ¥ é uma superficie de Cauchy e nA4" = n% ¢ um vetor normal a ¥. nao depende da escolha de
Y. Néo entraremos em muitos detalhes sobre este produto, mas precisamos dizer que ele é positivo definido
para n impar, porém, para n par, ele é positivo definido apenas para as solucoes de frequéncia positiva. Em
ambos os casos, as solugoes de frequéncia positiva de com norma finita pelo produto formam um
espago de Hilbert (quando n é par, a construgao espinorial nao é essencial e pode ser reformulada com uso
de campos tensoriais ordinarios, em especial, quando n = 0, ¢é o produto de Klein-Gordon . Nesse
€aso, NA0 precisamos Nos preocupar com as representagoes Lie de ISL (2,C), ficando apenas
com a algebra de Poincaré em um espago vetorial real ¥. Porém, quando s = 1/2, temos que nos preocupar
com essas representacoes. Sabemos (embora néo tenha estudado o assunto a fundo) que as representagoes
de algebras de Lie associadas a matrizes complexas se relacionam a uma &dlgebra de Clifford complexa. A
algebra de ¥ é a dlgebra de Clifford €2, e os espinores sdo os médulos dessa dlgebra. Nesse contexto,
um espinor de Dirac, que é um elemento de SL (2,C) junto com o complexo conjugado de SL (2,C) pode
ser visto, atravez da representacdo da dlgebra de SL (2,C) em &lgebras de Clifford (mais precisamente, a
algebra de Lie de SL (2, C) é isomorfa a élgebra de Clifford €’s ; (C), com o anti-comutador sendo o colchete
de Lie), como um elemento da representagdo da dlgebra de Clifford s ; ((C)lﬂ Sendo assim, vemos que
os operadores do campo de Dirac, que atuam no espago de Hilbert das solugoes de com frequéncia
positiva, devem anti-comutar.

A construcao de uma estrutura espinorial para espacos curvos é ainda mais complexa e trabalhosa do
que para espagos-tempos de Minkowski. Uma discussao detalhada sobre o assunto pode ser encontrada na
segdo 13.2 de [B]. Aqui nos limitaremos apenas a mostrar os resultados desta referéncia sobre a generalizagao

de para espagos Curvos.

47Essa slgebra é exatamente a dlgebra definida pelas matrizes gama de Dirac presentes na construcio usual de campos de
Dirac, e é frequentemente chamada de dlgebra de Dirac.
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Em espacos curvos em geral, ndo temos isometrias para reproduzir a construcao feita em Minkowski,
porém podemos fazer algo semelhante ao considerarmos a agao do grupo de Lorentz no espago tangente
de cada ponto de .# ao invés de usar a a¢do do grupo de Poincaré na variedade. Para tanto, trabalha-se
no fibrado principal de .#. Para essa construcao ser valida, precisamos também impor certas exigéncias a
nossa variedade. Desejaremos que .# seja orientavel temporalmente e espacialmente, de modo a ndo haver
dificuldades em construir um fibrado principal de bases orientdveis. Também deseja-se que esse fibrado nao
seja simplesmente conexo. Mais do que isso, queremos que existam duas classes de equivaléncia homotépicas
de curvas no fibrado. Quando temos uma estrutura espinorial na variedade, as derivadas de espinores V 44
s@o definidas do mesmo modo que as derivadas covariantes e levam tensores espinoriais do tipo (k,; k'l")
em tensores do tipo (k,l+ 1;k'l' + 1), de modo que V 44/ satisfaz as mesmas condigdes que V,, e quando
aplicamos essa derivada a um campo tensorial ordinario, V 4 4/ coincide com V,. Além disso V 44+ é real e
Vasege = VaaeBC =0.

Vamos ver como fica a generalizagao de em espacos curvos quando este admite uma estrutura
espinorial. Para o caso de acoplamento minimo, podemos substituir as derivadas parciais 944+ de[I.100] por
Va4 em toda a variedade. Para m > ( essa substituicao nao garante que o problema é bem posto, exceto
para o caso especial em que s = 1/2 (vide teorema 10.1.2 de [0]). Nesse caso, ¢ generalizada para
espagos-tempos curvos, ficando na forma

Ay _ moa
Vara, & = —ﬁn !
(1.104)
!’ m
Vaan™ = ——&h,

V2
e a corrente [1.102| é conservada.

Como em Minkowski V 44/ = Ja4/,[1.104 também vale para espagos-tempos de Minkowski, sendo assim,
usaremos essa forma também para nos referir a espagos-tempos planos.
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Capitulo 2

Construcao da Matriz S

Queremos estudar o processo de criacao de particulas por um campo gravitacional forte. Mais especifica-
mente vamos obter uma expressdo para a matriz S que descreva a criagdo de particulas por um campo
gravitacional em um espaco tempo globalmente hiperbdlico que seja assintoticamente estaciondrio no pas-
sado e no futuro.

Assumiremos que na regido do passado distante possamos associar estados do campo a particulas, esta
regiao sera doravante denominada de “in”. Nesta regiao, os estados serao caracterizados como vetores no
espago de Fock %, (4€,) construido como descrito emm para o caso do campo de Klein-Gordon, porém
com # substituido por J;,, que é o espago de Hilbert para particulas de “frequéncia positiva” que entram
na regiao de curvatura (por isso a denominagao “in”).

Analogamente assumimos que para a regido do futuro distante (doravante denominada de “out”), os
estados podem ser caracterizados por vetores no espago de Fock Fout (#5u:), onde 5, é o espago de
Hilbert que descreve particulas de frequéncia positiva saindo da regido de curvatura. Tanto 5¢;,, como .
sao obtidos de acordo com a descricao dada na Secao [1.4

Assumiremos também que tanto na regiao “in” quanto em “out”, os campos podem ser tratados como
livres. A matriz S nos dard a relagdo entre os campos em Fy, (H,) € Four (Hour). Essa relacio se
dé com uso das chamadas transformagoes de Bogolyubov, e serdo obtidas na secéo para o campo de
Klein-Gordon. Cabe dizer que estas relagoes sao possiveis apenas se certas condigoes forem satisfeitas. As
propriedades que o espaco-tempo deve ter sao assumidas como satisfeitas conforme se mostram necessarias ao
longo do texto, e listadas novamente ao final da se¢ao[2.2] servindo como um resumo das condigoes necessarias
para que a construgao feita nesse capitulo possa ser adotada. Na segao [2.3] obtemos uma expressao para a
matriz S de um campo de Dirac interagindo com um campo gravitacional, onde fazemos uso da notagao
espinorial apresentada na segao [1.5] Finalmente apresentamos uma série de resultados interessantes que
podem ser obtidos a partir dos coeficientes de Bogolyubov, como nimero médio de particulas criadas e
probabilidade de se encontrar certo nimero de particulas em determinado modo.

A construcdo aqui exposta segue, principalmente, a feita em [, [T} 2].

2.1 Construcao da Teoria e Verificagao de Equivaléncia Unitaria
para o Campo Escalar

Seja o par ($,€) tal que ® seja um espago vetorial qualquer dotado de uma festrutura simplétical 2. O caso
que trataremos nessa segao é aquele em que temos uma teoria quantica de campos livres e & é o espago das

57
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solugdes da equagao de Klein-Gordon (ou de Dirac). Na teoria livre, um campo escalar ® (x) deve satisfazer
a equagao de Klein-Gordon m (ou no caso de acoplamento minimo, ou seja £ = 0).

Pelos motivos citados no capitulo anterior, devemos fazer um “smearing” de ® com funcoes de teste f
fazendo @ se tornar um operador ® (f).

® ¢ escrito no espaco de Fock como em onde 71, EQ%S i ou Hoyy, dependendo da regiao con-
siderada, e ¢ € C (passaremos a omitir o sub-indice ; para elementos do espaco de Hilbert de uma tnica
particula, sendo assim 7, =1 € ). Além do espaco de Hilbert .7, precisaremos de seu dual 7. O mapa
natural entre /7 e S serd denominado por uma barra, de modo que se o € J# , o elemento correspondente
em J serd 7. O espaco de Hilbert # é o estado das solucdes de “frequéncia negativa”. Para a construcio
do espaco de Hilbert de solucoes de “frequéncia positiva”, procederemos da forma feita no final do capitulo
anterior. Definimos pi;, : & X & = R e pout : & X  — R como sendo dois mapas bilineares que satisfazem
a equagao obtidos com a utilizacao do “produto energético”, e com eles construimos ¢, e %,,; como

sendo o completamento de K (S&J e K (ésm) respectivamente na métrica (, ), e (, ), dadas
por Com 4, e 7 construimos .%;, € Zoyu: com operadores €, e Q,,: respectivamente.

No caso em que .%;, e %, sdo unitariamente equivalentes, temos um mapa unitdrio S : %, — Four
tal que, para todo ¢ € &, vale

SQin (¥,-) S = Qous (¥, ) . (2.1)

Este mapa é a matriz S que desejamos obter. Portanto, para se obter .S, precisamos verificar a validade
da condicao de equivaléncia unitdria entre %, e F,,:. A verificacdo da equivaléncia unitéria entre dois
espagos de Hilbert & e J% pode ser feita pela verificagdo da validade da seguinte afirmagao:

3C,C"> 0] Cpy ($,9) < p2 (1,9) < C'a ($,9), Vo € 8. (2.2)

No caso em que nao é satisfeita, nao existe nenhum C > 0 |Cuy (¢, 9) < ps (¥, 9) para todos ¢ € 9.
Podemos entao escolher uma sequéncia {u,, } para a qual py (¥n, ¥,) =1, Vn mas ps (¥n, ¥n) — 0 (j& que C
pode ser tdo pequeno quanto se queira). Sendo assim, uma sequéncia de operadores {exp [i€s (12, )] — 12}
em % (M%) converge fortemente a zero quando aplicada a qualquer vetor de % (%), porém, a sequéncia
{exp [ (¢1,)] — 11} ndo converge a zero quando aplicada a um vetor de .# (J#). Tomemos um vetor
[0); € F (4A). Se existir um mapa unitario S : .F (J) — F (), o vetor S |0); € F () viola a
convergéncia forte em % (%), portanto, se nao existirem C e C’ satisfazendo nao ha equivaléncia
unitdria entre .7 (JA) e F (J4), e consequentemente néo existe matriz S neste caso.

Quando é satisfeita, dizemos que as normas u; e o sao equivalentes, e temos que uma sequéncia
que é de Cauchy em p; também é de Cauchy em po. Isso nos permite identificar o completamento de  em
ambas as normas, que, apds ser também complexificado, passaremos a chamar apenas de %E. Isso mostra
que, voltando ao contexto de um espaco tempo assintoticamente estaciondrio no passado e no futuro, 47,
e oyt sao sub-espagos de um mesmo espaco QS.

Com §>E, definimos Ky, : é(ﬁm — 7, como a projecao ortogonal em J77,, conforme feito no final do
capitulo anterior, e fazemos o mesmo para definir Kj;, : éﬁ — . Como J, e A, sao ortogonais e
geram 55, temos K, + K;, = 1. Analogamente definimos os operadores K,; € Kous

L As diversas notacoes encontradas na literatura para se especificar quais sdo os elementos de # e J#, varias vezes diferem
entre si e frequentemente ndo estdo bem especificadas no texto. Embora esta segdo e a segdo a seguir estejam seguindo o
tratamento apresentado em [§] e em [I], nossa notacdo difere das destes trabalhos (até porque elas mesmas diferem entre si)

com a intencdo de tornar mais claras as ideias desta construgdo. Sendo assim é importante frisar a acdo dos mapas K e K.
- . C . . -
Lembremos que estes operadores sdo aplicados nos elementos Ef € §>u. De modo a simplificar esta notacdo, chamaremos
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O produto interno de duas solugbes da equacao de Klein-Gordon, ¢; e ¢ é dado por m (ou por no
caso da regiao “in” e “out” serem planas), onde ¥ é uma superficie de Cauchy dentro da regido estacionéria
(no passado ou futuro distante) e (¢1, ¢2) ¢ independe de sua escolha.

Para o campo livre, podemos definir a acio do operador de aniquilacdo a e de criacio af, para o estado
de uma particula 0 € J#, em ¢, dado pela equagdo [1.23] exatamente como em [1.22] e assim podemos
escrever, para uma funcao de teste f, o operador ® da seguinte forma:

o(f) =i (a (5;) —at (a;)) , (2.3)
onde usamos m (ou seja, 0;{ = K (Ef)).

Ou entao, no caso em que assumimos que £ tem espectro positivo (como fizemos em [1.30]), definindo
{Efi} como a base de solugdes da equagao de Klein-Gordon e {7} como base de # e {7; } como base de

® = Z {Efia(5;) + Efia’ (0])}. (2.4)

Note que o + e o - que aparecem sobre o, em e sobre o; em denominam respectivamente

“frequéncia positiva” e “negativa” para U;" e T, , porem, E;‘ tem frequéncia negativa, ou seja, é o fato de

pertencer a S ou # que define o sinal da frequéncia, e o sobre-indice + e - servem apenas para diferenciar
E;” de 7; (o elemento dual de 0}" nao é necessariamente T, isso pode ser visto com a utilizacao do mapa

K, onde terfamos que o dual de J;{ é K (Ef)=K (Ef) = Elf, que ¢ diferente de 7, = K (Ef)).

2.2 Obtencao da Matriz S para o Campo Escalar

Queremos que nas regices “in” e “out” o operador se reduza ao da teoria livre. Deste modo, temos que a
equacao [2.3] fica da seguinte forma

Cin(p) = i(a(m) ) —al (o))

i((7F7) =¥ (o77))

- - . . [
onde p, f € 7 sdo fungdes de teste em “in” e em “out” respectivamente, a e a sdo os operadores de
aniquilacdo e de criacdo respectivamente na regiao “in” e b e bl sdo os operadores de aniquilacio e criacdo
na regiao “out”. O P e o F que foram adicionados aos sobre-indices de o, indicam que este elemento é

solugdo no passado (“in”) ou no futuro (“out”) respectivamente (ou seja, a? T ¢ um estado de frequéncia

(2.5)

(I)out (f)

positiva em 2, e 05 T é um estado de frequéncia positiva em #,). Como tanto %, como ., sao

Ef = 1. 1 pode ser decomposto em sua projecdo em & e S, o que é o andlogo a se decompor na parte de “frequéncia
positiva” e “frequéncia negativa”. Chamaremos K (¢) = T € # ¢ K (¢)) =1 € 4. Note que o + e 0 — aparecem para nos
lembrar da analogia feita para as partes de i, mas é a barra sobre o elemento que nos diz a qual subespaco de 52 o elemento
pertence, embora os dois simbolos possam parecer redundantes, eles servem para diferenciar o caso em que calculamos, por
exemplo, K (J) =1~ (como ¢ = T + ¢, entdo P = E_‘— + 7). Além disso, a presenga do sobre-indice + e — nos ajuda a
diferenciar um elemento sem barra que j4 estd decomposto no subespago . (por exemplo, 1T = K (1)) de um elemento sem
a barra que pertence a éﬁ (como é o caso de 7).
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subespagos diferentes do mesmo éﬁ, definimos os mapas K, é — Hy e Koy : SS — s, COM 0S
quais podemos re-escrever da seguinte forma

D, (p) = i (a (Tmop) —af (Kmap)) =1 (a (mEp) —af (KmEp))

Dot (f) = 1 (b (Kouto'f) - bT (Kouto'f)) =1 (b (KoutEf) - bT (KoutEf)> )
para V oy, 0, € %’E e f,p € T (ouseja, o5 = Ef).

Definindo {Ufur} como uma base de %, {Uer} como uma base de J,;, {PZ- como uma base de
solugoes da equagao de Klein-Gordon em “in” e {F;} como uma base de solugoes da equagao de Klein-Gordon
em “out” podemos reescrever a equagao [2.4] como

Gin = Z{Pa E —|—Pa ( P+)}

(2.7)
bt = Y {FS(EE) + T (o))
A Matriz S deve relacionar ¢;, com ¢,,;. Vamos definir S de modo que
S¢inS_1 = ¢out~ (28)
Substituindo [2.7] em temos:
SZ{PQ )+ Pl (o 1)} ST = {fFb (i) + Fb (o)} (2.9)

9

Utilizando o produto (ou no caso em que a regiao “in” e “out” sao planas) em [2.9] temos que
o lado esquerdo de [2.9] fica

SY AP P)pga(@ ™)+ (PP pal (0f 7)™ = Sa(h ™) S7 (2.10)
‘ i 0

e assim reescrevemos [2.9) da seguinte forma:

Sa (ﬁji) S = Z{(Pl F)KGb(Ef‘ ) + (PJ/’7E)KGbT (UzFJr)}' (2.11)

i

Onde P’ é o elemento da base de solugdes no passado escrito em funcao da base de solugoes no futuro,
ou seja, como a regiao “out” é uma superficie de Cauchy, P; é completamente determinado pelos dados em
Yout, deste modo, P' YSi{aF + BiF; }I Sendo assim, temos

20nde P; deve ser entendido como Ep;. Poderfamos utilizar op,; ou colocar f e p como sobre-indices (assim como fizemos
com afi), mas a notagdo ficaria muito carregada.

3Lembrando que sdo duas bases distintas do mesmo espaco ég Outra maneira de se ver isso é que como ambos P; e F;
sdo conjuntos completos dos modos em que expandimos o campo, podemos escrever elementos de um em fungao de elementos
do outro.
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(P, F;) = (Z{aijk + Bk Fr}, Fz) = Z@(Fk,Fi)Kg =0
Vi) kG k o & ~
(2.12)
(P}, F) = ( {anFy + ﬂijk},fi> = Bik (Fi, F)) e = —Bji.
Com estes resultados, modificamos [2.11] para:
Sa(@7) 57 = Y (b (o7) - B! (oF)} 219)

i
Como a regiao “in” também é uma suimficie de Cﬂmhy7 podemos escrever £ => j {a;ij + 5&?}
Chamemos de Ft = F;, Pt = > agjie P~ =37, B};P;. Vemos que F*, Pt e P~ sdo solucoes da equacio
de Klein-Gordon e que F* = PT 4+ P~. Essas relagoes entre F' ¢ P sdo chamadas de transformacdes de
e os elementos de matriz a;; e 3;; sdo os coeficientes de Bogolyubov. Tal transformagao pode

ser definida em termos de operadores atuando diretamente em 5 como segue: definimos os operadores A
e B da seguinte maneira:

A:%ut%%nM-UFJr:onL
B:%ut%%n|B~UF+:EP7.

Estes operadores precisam ser definidos em todo o espago, de modo que para todos os elementos de
oyt a0 qual aplicarmos o operador A ou B, obtenhamos um elemento de 5%, ou o, respectivamente
com norma de Klein-Gordon finita. Deste modo, dada a curvatura, é necessario que esta propriedade seja
satisfeita. Assumindo que este é o casoEL podemos obter destes operadores as seguintes propriedades:

() e = (P +PL R+ B) = (BB o+ (PO R), =
(Uf+705+)mm = (Uf+a0§+)jﬁn - (@77 7>mn -
= (Ao{", 405 ") ,, —(Boy*,Boy "), = ATA-B'B=1 (2.14)
(FroE), = (P apprvpy) = (PRt (PR =0=
(1702 ) sy, = (0070087, = (01707) 4, =
= (Bo1 ", Aoy "), —(Ao7*,Boy ), =0= ATB=BA (2.15)

4Estes operadores podem ser definidos com o uso dos operadores K, € Kout, 0 operador A, por exemplo, pode ser definido
como sendo A = K, o K;ult
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Usando a relacao
P; = Z {OéjiFi + lefz} (2.16)

e chamando P'T = P;, F'* =Y a;;F/ e F'~ =Y, 8;;F;, temos P'* = F'T + F/—.
Definimos C' e D como:

’ /
C’:z%”m%%”out\C~oP+:aF+

— ’ /
DZ%n—)%ut‘D~O’P+:E‘F—.

Assim como A e B, os operadores C' e D também devem ser definidos em todo o espago. Assumindo
como valida esta condigao, podemos obter destes operadores as seguintes propriedades:

(P P) e

p’ p’
( ’ )
Fin

(Fr+ P+ 1) = (R e+ (FOF) =

KG
! ! ! ’
(o et™),, ~ @), =
Hout Hput

= (OO’{D/+, Cafl‘*')

—(Dof"*.Dof*) = cfc-DID=1 (217)

out out

(PFP) o =(FF v BT ) = (B o+ (), =0

KG
’ ’ ’ ’
G B P G P
ﬁfzut ﬁfzut

_ (baf’t cg§/+)

! !
(Of +70§ +> .
Jlin

- (6&{”, Da§/+> —0=Ci'D=DIC. (2.18)

out

Hoput

E ainda:

(F+’F/+ JFF)KG - <P+ + P P/+)KG - (F+7F/+)KG - (P+’P/+)KG =

! ’ ’ /
(0F+,0F +) = (O’P+,0P +) = (0F+,CUP +) = (A0F+,0P +) =
Hout Hin Hout Hin

AT =C (2.19)
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FHFF4F7) =
KG

’
(,p_’,P +)
I

in

PP P PR) = (FNFT) = (PPPT) =
( e KG FF ) ko ’ KG

(
( =

D = -Bf.

’ —_— / /
Pt gl ) _ (0F+7D5P +) :—(BUF+,EP +)
ut

A, Hin
(2.20)

De podemos ver que ATA = CA é um operador definido em todo lugar (pois estamos assumindo
que A e C o sdo) e é auto-adjunto. Assim, pelo [teorema de Hellinger-Toeplitzl podemos concluir que A
é limitado. Analogamente podemos concluir que B, C' e D sao limitados. Da igualdade obtida em [2:17]
podemos provar que Cy = 0 < ¢ = 0 da seguinte forma:

(CY[CY)
ICy]?

{¥l9)
11 + 1D = ]I

+ (Dy|Dy) =

(2.21)

Deste modo O = 0 < ¢ = 0 entdo C ¢ bijetor e sua inversa C ! existe e estd definida em todo lugar.
Se substituirmos 1 = C~1¢ em temos que

1l IC™16]* + 1 DC™1o)1* =

IC*4l]

<1
]l

IDC™ol* < llg]* = (2.22)

Ic="¢l? g1l —

E assim vemos que C~! é limitado. Analogamente obtemos com o uso de que A1 existe como um
operador definido em todo lugar e é limitado.

. ~ N _ ! ’_
Precisamos de relacdes semelhantes as de F'* e F'~ para of' + e of —, para tanto, fazemos

(FWJQKG—<§}thE>
k KG

Isso implica que

- Z%‘k (£, Fi) g = — -
k

(EF/-‘_,EZF_)% = qj; = 5Fl+ = Z(Jéjka'f:_ (2.23)
out k
E com
(Fli (Zﬂijka ) Zﬂjk Fk7 KG —ﬂ]z
KG
temos
F'— _F+ _ - _ o _F+
(0’ ,0; )%m = = zk:ﬁjkak (2.24)
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Voltando a equacgao temos

Sa@y7) s = o {aqb (af) < Bt (oF )} =b(777) ' () =

3

b (éﬁp%) _pt (ﬁEP#) . (2.25)

’ , . ~ —p/ , 7 .
Como P'* =Pj e o'+ é 0 elemento de 7%, associado a P;, entao a7t & o elemento de 5%, associado

a P;, e portanto, a7t = Ef_. Deste modo, m fica
Sa(o77) St =b(Co) ) bl (D5l™).

E como podemos escrever essa relacao para todos os elementos da base {orj}7 temos que para um elemento
geral vale

Sa (") S ' =b(Ca"") bt (Da""). (2.26)

O mesmo poderia ser obtido se tivéssemos escolhidos um ¢;, que tivesse apenas a parte pertencente
a Ay (ou seja, of = A= Hout). Neste caso, como Y,,; é uma superficie de Cauchy, o7~ terd uma

parte Ca"~ em 4, e outra Da’~ em #,;. A mesma expressio pode ser obtida para a7+, portanto
passaremos agora a omitir o sobre-indice —.

Com esta relagdo podemos obter uma expressao para a matriz S. Para tanto, tomemos |0;,) como o
estado de vacuo em “in”. Quando aplicarmos a matriz S em |0;,), teremos um estado |¥,,;) em “out”,
que nao necessariamente é o estado de vacuo, ou seja:

S |Oin> = |\pout> = (Ca M 72,M35 - - ) , (2-27)
onde 7, 6&55 Hout- Aplicando em temos que a (EP) |0;) = 0, 0 que implica em
(b(Ca") = (D&")) S |0in) = 0= b(CT") |Woue) = b1 (DTT) |Wour) =
<5ap-n1,\/§€ﬁp~n2,\/§561’-ng,...> = (0,cﬁﬁp,\/§ﬁﬁp ®sm,V3 Dot @, 7]2,"')(2.28)

Da igualdade podemos montar o seguinte sistema:

Cal -m = Ca"-m =0 L

V2 Cat - ny = cDa"’ V2 Car . ne = cDC Cal

V3Cs” -y =v2Ds" w,m | V3Cs" ns=v2DC T @.m (2.29)
V4 Cat - ny =3 Dt @, 1m0 \/16513’774:\/§D70_165P®5772

Definimos
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E=DC °, (2.30)
P _ _F : .
e como Co” = o', o sistema fica:

5F771 =0=m=0

V25 'y, = cEa"

V353 = V2EGF @ym = 03 =0 (2.31)
Vagtn, = V3EsT @4mp

Do sistema podemos concluir que todos os 1, com n impar sao nulos, o que sugere que a criagao
de particulas nao se d4 em nimeros impares. Podemos também estabelecer uma relagao entre a agao de 72
em um elemento de J%,,; e o operador E. Para que esta relagao seja valida e o operador E possa ser visto
como um vetor em o, Q5 Hoy: (assim como é o caso de 12), E deve ter as seguintes propriedades: F
deve ser simétrico (visto que 15 0 é) e tr (ETE) < 0o, j& que ||n2]|? ¢ finito (esta condicdo é conhecida como
condicao de [Hilbert-Schmidt|). Da definicio de E vemos que E =t ipt. Aplicando este operador a C e

= = “1is_5_ (AN~ . . =t _ Al

usando [2.18] temos (CT 1DT) C=ct"'ciD=D = (DC ) C, e assim concluimos que E = DC =F

e provamos que E é simétrico.

Para verificar que E satisfaz a condicao de Hilbert-Schmidt, utilizamos 2.20:para escrever F = —BTé_l,
1 /——1\T — __ J—
deste modo tr (E'E) = tr (EE!) = tr <BTC e B> = tr<(A 'B) A 1B) < |[A7"|tr (B!B),

onde na terceira igualdade utilizamos o fato evidenciado por que (C’l)Jr = A~1, deste modo, como
A é um operador limitado, para provar que E satisfaz a condigao de Hilbert-Schmidt, basta provar que
tr (BTB) < 00, o que deve ser feito para a curvatura que for dadaﬂ Para o que segue, assumiremos como
valida esta condigao.

Com estas condigoes verificadas, podemos ver E' como um vetor em 5, @ Hoy: (assim como é o caso
de 72). Vamos denotar esse vetor como €. Observando o sistema obtemos por inducao que para n par
vale:

()
Mn = CW X s €. (232)

Deste modo determinamos a relagao entre 7,, e E. Temos entao que:

NoARE

Para escrever a matriz S em uma notacao mais sugestiva, vamos diagonalizar E em cada sub-espaco
ot de modo a poder escrever € como:

3! 2
S |Ozn> = ‘\I’Out> = <C7Oa i€707 Ci ®S ana .. ) . (233)

Onde {\;} é uma base ortonormal de J%,;. Vemos que a expressdo para S |0;,) obtida em pode
ser reescrita na forma exponencial da seguinte maneira:

5Um pouco sobre isso é falado na segio
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S 10in) = cexp l Zk ARG )1 |00ut) - (2.35)

As equagoes e nos mostram como ocorre a criagdo de particulas, a partir do vacuo, pela
curvatura do espaco-tempo. em [2.33| é evidenciado o fato de que a criagao de particulas sempre se dd em
pares. Além disso, como E # 0 < D # 0, fica claro que ndo hé criagdo de particulas quando um modo
puramente composto por elementos ditos de “frequéncia positiva” no passado (ou seja, pertencente a 57, )
nao tem uma parte de “frequéncia negativa” no futuro (ou seja, é escrito na regido out apenas em funcao de
elementos de ##,,;). Em termos dos coeficientes de Bogolyubov, isto é facilmente evidenciado da seguinte
maneira. Tomemos a equagdo de ¢;, em quando substituimos P; = >~ (0ij Fj + Bi; F;) nela, temos:

¢out :S¢zns_ SZ Pa +Pa ( ))S_

=S D (i Fy + BiiFy)a (57 7) + > (@ Fy + BisFy)al (o F) | 57
T\ 7

J

—SZ<Z aja (77 ) + Bigal (o)) Ej + 3 (Bya (o] ") + azal (af+))Fj>sl. (2.36)

E comparando com a expressao de ¢o,,; em[2.7 vemos que podemos escrever o operador de aniquilagao
b e de criacdo b em funcao de a e at da seguinte maneir

s ) S = Z aija (7 7) + Bija’ (o"))

(2.37)
ST (of ) S =3 (Bya (67 ) +amal (o).

Sendo assim, ao aplicarmos b em S [0;,) (que é o estado de vécuo em in escrito para t — 00), temos
b (Eff) S10in) =S, ﬁijaT (ofﬂ |0out) # 0 < Bi; # 0, ou seja, o operador de aniquilagdo em %, tem
uma parte de criacdo em 5%, porém, nenhuma particula é criada se o coeficiente de Bogolyubov §;; for
igual a zero. De fato a relagao entre o coeficiente 3;; é tal que, se calcularmos o ntmero de particulas o; na
regido out criadas a partir do vacuo ((Nj),  .), temos

(N}, :< i |00, 5‘ n> =< i [S01SS M, S‘ n> (2.38)
Por fim, resta verificar se os estados obtidos s@o normalizdveis, ou seja se || <0m|STS|Om> | = 1. Para
tanto temos que mostrar que Y.~ o ||, [|> < co. Com uso de vemos que
ml® =3 (g’ (2.39)
Z Z 27 (n/2)! (n/2)!

n=0

SEste é o ansatz feito em [61]
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onde podemos re-arranjar os termos com fatoriais de modo a verificarmos que

n! nl (n—1)
T ) alall ol (2.40)

Substituindo isso em [2:39] temos

D lmall® < fel™ (2.41)
n=0 n=0

Como estamos supondo que a condicio de Hilbert-Schmidt é satisfeita, temos que ||¢||? = trETE < oo,
mas isso apenas ndo garante a convergéncia da soma, ji que podemos ter 1 < [|e||> < co. Neste caso,
podemos quebrar a soma em duas partes, de modo a termos

E_Zk)\ ® N+ Z kidi @ A, (2.42)
j=N+1
=9 5 | llsl<1

onde § € 5 ® I3, e #5 tem dimensao infinita.
Seja k1 = kX @ Ny, ||kill = kil e ki € H6 ® 4, onde J tem dimensdo 1. Deste modo, temos que

N
N kit (BOMBD.. O D) R (SADIS ... DAy O M) =

i=1

)
I

i=1 i=1

N N
(@ A D %) ®s (@ KD 36%) : (2.43)

Como € é um elemento do produto de dois espacos de Hilbert utilizados para construir nosso espaco de
Fock (ou seja, € € Hus Qs Hout), vemos que S [0;,) € Four (@ZI\; I & %’é). Vamos utilizar agora do
isomorfismo que existe entre .7 (J€, & ;) e F (J,) ® .F (H;) para escrever este espaco de Fock na forma:

N N
Fout (ED KD Jﬁ;) Q) 7 () o F (). (2.44)

i=1 i=1
Esse isomorfismo leva S |0;,) em cHﬁil D (k;) D (9), onde P (o) = (cap, 0, caso, 0, cayo s, ...), com
apn = (n— 1N /nll (ou seja, sdo os coeficientes do termo de n particulas de [2.32)).

Deste modo temos que

Sl <] lz L |”] DI (2.45)

n

Como ||6]|™ < 1 por definigdo, a convergéncia de depende apenas de ||k;||™ ser menor que um. Para
se verificar se isso é verdade, tomemos um o € J,,; e fagamos
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(EG,FE7) = (ETEE,E) = (U,ETEO') £39 (0‘, (CT)_1 DTDC_10> 0

= (o) (CTe=1)cla) = (o, (1= (€)' C) ) =

(o,0) — (0, (C’J’)71 C’o) =o|* = (C7'o,C7 ) =
= |lol* = lIc7al* < |oll. (2.46)

A desigualdade somente é satisfeita para todo o € 5, se ||ki||> < 1Vi, temos entdo que m
converge e, portanto, existe um ntmero finito ¢ que pode normalizar S [0;;,).

Visto como a matriz S opera com o estado de vacuo, vamos verificar sua atuacdo no estado de uma
particula. Para tanto, tomemos o adjunto da equacgao de onde obtemos:

Sa' (0) S7' = b (Co) —b(Do) = Sa' () |0in) = (b7 (Co) —b(Da)) S |0in) (2.47)
onde agora o € .

Fazendo a conta indicada em .47

5(0,0,0,...) = (b (Co) —b(Do)) ( \/> \/ ®5600 ®560 )
3 5-3
=c¢|0,Co— Do -¢0, §(CU—DU'€)®36,O, D(CO’—DO"E)®S€®8€,O,... . (2.48)

De e obtemos por indugao que para n impar vale:

)1/2 n;l
[Co—Do-€ ® e, (2.49)

n!
Th = ¢ nE1

275" (250)

e 0, = 0 para n par.

Para escrevermos a matriz S na forma exponencial, vamos utilizar a equagao [2.35 em

a' (0) [0in) = (b' (Co) — b(Da)) S 0;) = ¢ (b (Co) — b (Do) exp [ Zk b (A )1 00ut) -
(2.50)

Para resolver temos que analisar os comutadores entre b e bf e também com a exponencial destes
operadores. Os operadores de aniquilagao e de criagao comutam da seguinte maneira:

[b(7),b' (0)] =7Fol. (2.51)

Definindo X = —1 3. k;b' (X;) bT ();), temos:
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[X,b1 (0)] = %Z b (A) - B (A) b (0)] = 0. (2.52)

)

Com estes comutadores podemos focar a atengdo agora para o desenvolvimento de b' (Co) e™:
bl (Co)e X =e XX (Co)e ™™ =

_ X (bT (Co) + [X, b (Co)] +% [X [X, 0 (Ca)]] +) E2 o Xpi (00). (2.53)

Para desenvolver b (Do) e™* é preciso calcular os seguintes comutadores:

[X,b(Do)] = —721: [ (\) b7 (Xs) b (Da)] = ki\iDabl (X;)
(2.54)

lX, > ki\iDob! (/\i)] = —% > kDo [bT(A;) b1 (A;), b (\)] = 0.

Portanto:

b(Do)e X = e XeXb(Do)e X =

= (0(Do) + X DD+ 5 (X 1D (Do) 4. ) B e (b(Da>+Z_kiAz-Dab*<Ai>>.

2!
(2.55)

Deste modo, a expressao [2.50] fica:

Sat (o) |0in) cexpl Zk bh (A )] - ( Zk A;jDabl (A ) 0out) - (2.56)

Note que o termo com b (Do) obtido em nao aparece em m porque este, quando aplicado a |0pye),
implica em aniquilar o vacuo e resulta em zero.

A expressao geral para N particulas diferentes é dada por

N

N
SH (aT( ) 10in) cexpl Zk bh (X 1 H ( Zk \jDo, bt (A )) [00ut) - (2.57)

n=0
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Que é coerente com e

E importante relembrar que diversas condigoes foram assumidas como validas nesta exposicao. Tais
suposigoes, essenciais para chegarmos na expressao da matriz S da forma em que chegamos, se resumem a:

O espago-tempo € globalmente hiperbdlico

A dependéncia temporal da curvatura cai suficientemente rapido para t — +o0o, de modo a termos
uma regiao in e uma regiao out onde possamos construir teorias quanticas de campos da forma como
se faz em espacos estacionérios (ou seja, da forma apresentada na secao |1.4)).

H4 equivaléncia unitéria entre 5%, e %, (conforme [2.2]).

Os operadores A, B, C' e D sao definidos em todo lugar e suas inversas existem como operadores
limitados.

A condigao de Hilbert-Schmidt é satisfeita, ou seja tr (BTB) < 00.

Quando estas condigoes forem satisfeitas, o que fizemos pode ser aplicado.

2.3 Obtencao da Matriz S para Campos de Dirac

Tendo resolvido e discutido os problemas para o caso do campo escalar, trataremos agora o mesmo problema
para um caso de grande interesse que é o campo de Dirac. Embora muitas ideias podem ser diretamente
trazidas para este caso, existem algumas diferencas fundamentais entre eles, as quais trataremos aqui.
Estaremos novamente seguindo as ideias apresentadas em [§].

O campo de Dirac, na notagao espinorial (também conhecida como notacao de Newman-Penrose), foi
introduzido de forma superficial na secao e pode ser estudado com mais detalhes em [57, [7, 16, 58], 59, [60]
e no capitulo 13 de [5]. Nessa notagao, um campo consiste em um par de dois campos espinoriais de duas
componentes cada, sendo uma delas responsavel pela representacao de particulas e a outra pela representacao
de anti—partl’culaﬂ Representaremos a componente de particulas por uma letra grega mintscula com
sobre indice latino maitsculo, e a componente de anti-particulas por uma letra grega com sub-indice latino
maitdsculo com um apdstrofe “’ 7.

Sendo assim, um campo de Dirac serd representado pelo par de espinores (§A,n A/). Para aumentar a
abrangéncia do caso que trataremos, vamos incluir um campo eletromagnético externo representado pelo
potencial vetor A4 4. Deste modo as componentes espinoriais devem satisfazer as seguintes [equagoes

. m
(Vaar —ieAan) €4+ —=nar =0

V2
(2.58)

. fm
(Vaa —ieAaa)n™ + *2514 =0,

7

Que sao as equagoes [I.104] com a adigao de A 4.

7A grosso modo, introduzimos uma base de dois espinores normalizados e utilizamo-los para definir um tetrad de vetores
nulos, sendo esses quatro vetores uma base para o espago 4-dimensional complexo onde se encontram os espinores de Dirac.
Um campo espinorial entdo é um mapa que leva do espago tempo ao espago espinorial.
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Nesta notagao entao, um espinor de Dirac (como sao definidos convencionalmente os espinores) ¢ consiste

em um par de espinores (£4, nas). Dado dois espinores de Dirac ¢, = A Nar) €y = 2 724 ), ofproduto
1 2
de Dirac entre eles é dado por com n = 1, ficando

(rvnlp = [ [6 8+t aan, (259)

e é independente da escolha de 3. E importante notar que este produto é positivo definido em todo o

espaco das solugoes, e nao apenas no espaco das solugoes de frequéncia positiva, como é o caso do produto
de Klein-Gordon.

O espaco de Hilbert % correspondente a uma particula é composto por J# = J#, @ 7, onde A,
corresponde ao espago de Hilbert das solugoes de frequéncia positiva da equagao de Dirac, e 52 ao das
frequéncias negativas. Cada um desses espacos é construido a partir dos espagos das solugoes nos espagos
vetoriais complexos ¥ e W* respectivamente, pelo procedimento utilizado em &% na secao anterior. Ou
seja se & (W) é o espaco das solucdes ¢4 de e (@) o das solugbes 74/, entdo definindo o mapa

K=K,0K ,onde K, : &) = ., cK* :% @*> — A entao K : & (W) DS (@*) — . Olespago)
construido a partir de 57 é dado por

ﬂ(%)z@@@(gmﬂ):C@%@%@aA%@%@A%@A%@..., (2.60)
n=1

onde ®4 é o produto tensorial anti-simétrico.

Assim como no caso do campo escalar, introduzimos o espaco de Hilbert dual J# = J#, @ .. Neste
instante é importante salientar uma confusao da notagao escolhida para se evitar duvidas. Por causa da
estrutura utilizada para construir os espacos 3, ¥*, W e W, ao se utilizar a convencdo de que a presenca do
sobre-indice * traria um sub-indice _ ao espago de Hilbert associado ao espago vetorial em questao, temos
que o espaco de Hilbert .7 é o espaco das solucdes de frequéncia positiva da equacio de Dirac conjugada,
e portanto seus elementos serdo denotados por @~ € 47, mas mesmo com o sobre-indice —, correspondem
a solugoes de frequéncia positiva (conforme [§], uma maneira de nao se confundir é pensar que a presenga
da barra troca o sinal do sub-indice, ou seja, tem o efeito de mais um sinal de menos).

Dado o, € 7 e 1, E(% A €, definimos os operadores de aniquilagao e criagao por

a(61)|77> = (El'7717\/551'7727\/351'7737"')
(2.61)
at @) = (0,c01,V201 @am, V301 @, )

onde |n) = (¢,n1,m2,73,...), e ¢ € C. Cabe dizer que, diferentemente do caso do campo escalar, as relagoes
obtidas em [1.28| sdo satisfeita pelos anti-comutadores no caso do campo de Dirac.

Como os operadores de campo ¥ sao espinores de Dirac, as “fungoes de teste” utilizadas para fazer o
“smearing” terao que ser duais de espinores de Dirac, ou seja f = (aA, ﬂA/). Como o produto de Dirac é

positivo definido em todo o espago das solugoes, nao temos a mudanga de sinal que evidenciamos em [1.59]
e consequentemente em Sendo assim, ao utilizarmos o lema [11] caimos em

V() = [ 060760 = ia (R T0)) + it (KE)). (262)
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onde 9 é o espinor de Dirac correspondente & solugao avangada menos a retardada de [2.58]

Deste modo, a versao “smeared” do operador ¥ é dada por:

U (f) =ia (5}) +al (E;), (2.63)
ondegt e #t CcH ead™ € CH.

Seguindo as linhas da segdo anterior, vamos supor que em ambas as regides (in e out) podemos escrever
o operador de campo como em [2.63°} Temos entao

Tin(p) = ifa(@, ")+ (7))

i(b (Eff*) + bt (E?_>> :

onde novamente os operadores a e al sdo os operadores de aniquilacdo e criacio na regido in e b e bf os
mesmos para a regiao out. Desejamos obter o operador .S que leve os estados em in para seus correspondentes
em out como em [2.8] Para tanto, temos que definir os operadores A, B, C' e D como fizemos anteriormente,
porém, agora estes operadores sao diferentes.

(2.64)
Uout (f)

Como cada espago de Hilbert .7 agora corresponde a uma soma de dois espagos de Hilbert, os operadores
que relacionam esses espagos com seus duais na regiao in e out precisam ser divididos em duas partes. Seja
Ay 2 I oy — H0in 0 operador que leva solugoes de particulas de frequéncia positivas da regido out para a
sua parte de frequéncia positiva na regiao in, e seja A_ : o4y — Sy, 0 operador que faz o mesmo para
anti-particulas. A soma desses operadores seria um forte candidato para ser o operador A que desejamos
que leve solugoes de 7, para #,, porém precisamos garantir que A, seja aplicado apenas nos elementos
de Hyous C oy € que A_ seja aplicado apenas nos elementos de . ,,; C .y, sendo assim, definimos
operadores de projecao Py : Aoyt — Hout € P— 1 Hoyr — 54 que projetam elementos de 75, em I oyt
e H_qu; respectivamente. Deste modo, o operador A : 5, — S, é A= A, P, + A_P_. Analogamente,
definindo By : Hpguy — Hoin € B_ : Hoouy — Hyin, temos que B : oy — Hiy, é definido por
B = B, P, 4+ B_P_. Trocando in por out definimos os operadores C' e D de forma analoga.

Novamente devido a positividade de [2.59] nao temos as mudancas de sinais evidenciadas nas equagoes
de[2:14 a 2:20] sendo assim, as relagoes satisfeitas pelos operadores A, B, C' e D sao

ATA+ B'B =1, (2.65)
A'B = —-BT4, (2.66)
ctc+D'D=1, (2.67)
Cc'D=-D'C, (2.68)
Al =C, (2.69)

80u seja, estamos supondo que a regido in e out admitem uma estrutura espinorial (satisfazem as exigéncias discutidas em

3.
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BT =D, (2.70)

e com uso destes operadores podemos escrever o analogo de para o caso de Dirac

Sa (@"T) S~ =b(C5"T) + ! (DF"T) . (2.71)

Passaremos a omitir o sobre indice 4+ no que segue pelo mesmo motivo que o fizemos para [2.26] Escre-
vemos o estado S |0;,) = |Usyt) de uma maneira geral, como em [2.27, ao qual aplicaremos [2.71} o que nos
leva a

(b(CT") + b1 (D7) S 0in) = 0= b (CFT) [Woue) = —bT (DT [Wpur) =
(ﬁﬁp : 771,\/56513472,\/36513-773,...) =— (O,cﬁap,\/ﬁﬁap ®am,V3 Dl @4 7’]2,"') . (2.72)

Vamos assumir que o operador B satisfaz a condigao de Hilbert-Schmidt. Neste caso, nos deparamos
com um grande problema que nao ocorria no campo escalar. Devido as mudancas de sinais decorrentes da
positividade de nao podemos garantir a existéncia de C~! como um operador limitado definido em
todo lug&uﬂ Para resolver esse problema, temos que dividir o tratamento em dois casos a respeito do nticleo
de C: 1. quando ker C' = {0} e 2. quando ker C' # {0}.

1. ker C' = {0}. Neste caso precisamos utilizar a seguinte proposigao:
Proposicao 12 ker C = {0} < ker A = {0}.

Demonstragao. (Seguindo a demonstracdo apresentada em [])

Suponha que existe v # 0 tal que Cy = 0, entao, por 2.67, Dy # 0. Substituindo [2.69] em 2.68] temos

que A (D'y) =t (D'y) =Dt (C'y) = 0, entao D~y € ker A, analogamente, com uso de 2.65|, 2.66| e
podemos verificar que se ker A nao for trivial, entao ker C' também nao é. m

Como estamos supondo que o operador B satisfaz a condicao de Hilbert-Schmidt, o espectro de
BB é pontual, e pela relacio o espectro de ATA também o é. Sendo assim, de acordo com
a proposicio acima, ker ATA = {0}, entdo, como 0 ndo faz parte do espectro de AfA, temos que
(ATA)f1 = (C’C’Jf)f1 existe como um operador limitado (onde utilizamos novamente @ . Sendo
assim, como CC't (CCT)_l = 1, a inversa de C & direita existe e é C~! = Cf (CC’T)_ . Como
ker C' = {0}, C~1 é também inversa a esquerda. Portanto, quando ker C' = {0}, a inversa de C' existe
como um operador limitado e podemos prosseguir como fizemos no caso do campo escalar.

Procedendo do mesmo modo em que fizemos para o campo escalar, construimos, a partir de 2.72] o
seguinte sistema:

Cal =0 Go"-m=0
V2 Cal - ny = —cDa" V2 CGF -ny = —cDC Ca"
V3Co” my=—v2Ds" @am = ] V30" s=—v2DC Col@am  (2.73)

VA ety =—V3D5" @4, VATE? .y = —/3DC T’ @4

9Pelo menos nao diretamente como haviamos feito em e[2.22] que fez uso direto da existéncia de um sinal negativo na
igualdade obtida em @
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. ~ —~—1 , C e . .
Neste caso, definimos entao o operador E = —DC' | que agora é um operador anti-simétrico (ou seja
E= —ET). Sendo assim, o sistema nos fornece:

EFﬂl =0= m = 0

V25, = cEa"

V35" =V2E5" @am =3 =0 (2.74)
VAT n, = V3Eor @4 1o

onde ja é possivel ver que para n impar, 7, = 0. Pela definicao de F, vemos que ele é um mapa de
M em o, exatamente como no caso do campo escalar. Poderfamos utilizar entdo as mesmas
ideias utilizadas em [2.34] para ver E como um elemento € € s ® 4 Hoyut, porém esta férmula nao
é muito conveniente para o caso do campo de Dirac, visto que ao diagonalizarmos ¢ em cada um dos
sub-espacos %5,:, como fizemos em [2.34] os elementos correspondente aos A; seriam uma superposi¢ao
de estados de particulas e anti-particulas (visto que %, = 4 out O ﬁ,out). Para este caso, uma
formulacio mais relevante pode ser obtida ao se escrever o operador ETE como uma soma de um
operador que mapeie J&out em jﬁout com um operador que mapeie 7, em 4. Cada um
desses operadores pode ser visto como um vetor em J%,,;, porém o primeiro estard em 5, € O
segundo em 7 ... Seja {7;} uma base ortonormal de %, .. e seja {p;} uma base ortonormal de
H-our. Se definirmos k? como sendo o produto das componentes dos operadores que compdem E,
podemos escrever E como um vetor € € 0, @4 Hoy: da seguinte forma:

_ ki _ _
eizkil)i@A%’:Zg(m@’%*%@m), (2.75)

i
onde a anti-simetria de E foi utilizada na segunda igualdade.

Com uso de vemos que para n par

()2 /2
= e , 2.

e assim

c cV3! 2
S |Ozn> = |\I/out> = 070756,077 XA 6,0,... . (277)
Note que as particulas sao criadas sempre em pares de particulas e anti-particulas.

Escrevendo a matriz S na forma exponencial, temos

S 0s) = cexp [; ZkibT (7;) bt (%-)1 0out) - (2.78)

E com os mesmos argumentos utilizados na discussao acerca de vemos que existe ¢ finito que
possibilita a normalizagao de 2.77]

Seja o € H;,. Podemos obter a forma como o estado dessa particula é transformado pela matriz S
ao aplicarmos o operador S no operador de criagdo a' (¢), e depois aplicarmos no estado de vacuo da
regiao in. Para tanto, tomamos o adjunto de e aplicamos no estado S |0;,,), obtendo
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Sa' (o) S~ = b (Co) +b(Do) = Sa' (o) 0;,) = (b1 (Co) + b (D)) S |0in) - (2.79)

Substituindo [2.77] em [2.79] temos:

5(0,0,0,...) = (b (Co) + b(Do)) ( \[ ,/ ®A60c ®Aeo )—
3 5-3
:c<O,CU—DU-6,O,\/;(CU—DU-E)@)AE,O,\/“(CU—DU~6) ®A6®A6,0,...> (2.80)

De e obtemos por inducdo que para n impar vale:

(n!)1/2 n;l
n—1

n=Cc——5———|Co—Do-€ ® 4c¢, 2.81
=t ;| | (2:81)

e 1, = 0 para n par.

A forma exponencial nesse caso nao pode ser obtida da mesma forma que foi, visto que a presenca
de anti-comutadores impossibilita a aplicagao direta da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Porém
podemos proceder da seguinte forma: Substituimos [2.78| em [2.79] de modo a obtermos

Sa' (0) [0s) = ¢ (b7 (Co) +b(Do)) e [0ous) (2.82)
onde X = (1/2) Y, k;b' (p;) b' (7). Expandindo a exponencial, vemos que o lado direito de pode

ser escrito como

¢ (b" (Co) +b(Do) iX—T (2.83)

Para resolver essa equacao, precisamos dos anti-comutadores entre os operadores de criagado e ani-
quilagao. Como X é um produto de dois operadores de criacao, e os operadores de criagao anti-
comutam entre si, vemos que

b (Co) X = kabT (Co) bt (5,) bF (1) :—kabT Yot (Ca) bt (13) =

= 23k ()8 ()8 (Co) = X! (Co), (284

e portanto b (Co) comuta com X. J& b (Do) tem uma relagio um pouco mais complicada:
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b(Do)X = kab (Do) bt (5,) bt (1) = Zk [{b" (7;) . b (Do)} — bt ;) b(Da)] bT (7;) =
= ;;ki[{lﬁ(pﬂ (Do)} bt () = bt (5;) {0 (1) ,b (Do)} +bT (5;) bT () b (Do)] =
= ;Zk ({6 (7,),0(Da)} b (7:) — b (5,) {b (7,) .b (Do) }] + Xb(Do). (2.85)
Chamando Y = 3", k; [{bT (5;),b (Do)} bT (v;) — bT (p;) {b (7i),b(Do)}], e notando que Y comuta

com X vemos que

b(Do) X
b(Do) XX

b(Do) XXX

b(Do) X"

Portanto

Calculando Y, vemos que

Y=Yk v (2.

Y + Xb(Do) X
YX + Xb(Do) X = XY + X (Y + Xb (Do) X) = 2XY + X Xb (Do)

(2XY + XXb(Do)) X =3XXY + XXXb (Do)

nX" 'Y + X"b (Do)

Sy o} - Xy S
n=0 ’ ’ n 1
) {)::Y + n!nb(Da)} =X (Y +b(Do)) (2.86)

(i) + (Do) b (7;) b () — 0" (p )bT(%)b(Do)—W

(2.87)

Finalmente, vemos que [2.82] fica
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Sa' (0) [0;) = (bT (Co) + b(DU)) eX |0put) = X |V + b1 (Co) + bAPoT | |0us) =
——
b |Oout>=0
= X O ki [b(Do) bl () b1 (i) = b () b (7;) bUPoT | + 1 (Co) o [0pur) =
; ——
b|00u:)=0
1
_ SN kbt (366 (v _ (30" (v,) + bf
= cexp [2 Z kib" (p;) b (%)1 lz kib (Do) b (p;) b (i) + 6" (Co) | [0out) , (2-88)
que ¢é a forma exponencial da matriz S que atua no estado de uma particula na regiao J;,.
2. ker C' # {0}

Este caso é um pouco mais complicado que o anterior. Como o ker C' # {0}, pela relagao 0s
elementos do ker C' sao os auto-estados de DD com auto valor 1, porém, como estamos supondo
que a condicio de Hilbert-Schmidt é satisfeita, temos que tr DD =tr BB < oo, sendo assim deve
haver um ndmero finito de auto-estados de D'D que tenham auto valor 1, e portanto, o ker C' deve
ter dimensao finita. Seja C o operador que atua nos elementos de (ker C’)L resultando na parte da
imagem de C que satisfaz ran C' = (ker C'T)L = (ker A)". Entdo C' é uma restri¢io de C' que tem
uma inversa limitada C—! pelo mesmo argumento do caso anterior.

Quando o € ker C, temos que a equagao [2.72] nos fornece

b (D7) |Wour) = 0. (2.89)

Isso implica que |¥,,;) = 0 contém o estado D& com probabilidade 1. Da relacio e vemos
que D& € ker A. Além disso, como vale para todos os o € ker C, e, para cada A € ker A, temos
que (com uso de e BYBA = A\ = DB\ = \, vemos que os elementos B\ € ker C. Sendo
assim, a equagao vale para todos os elementos do nticleo de A (no lugar de D7), e o estado |W ;)
os contém com probabilidade 1.

Como o nicleo de C tem dimensdo finita, o nticleo de A também o tem, sendo assim, definimos
Q1,01 ...,y como uma base ortonormal de ker A. A resolucao do sistema se d4 como no caso anterior,
porém, como sabemos com certeza que |VU,,:) possui m estados de particulas (todos os estados de
ker A), os elementos 7, ..., Nm—1 sa0 todos nulos, e a forma mais geral de se escrever |U,,;) é

|\Ilout> = (0, .. .,07 ka1®4...Q02 Qs ka1®a...Q®2 Ay DA 77/1, .. ) R (290)
onde k é o produto dos nimeros que multiplicam as componentes da base de ker A.
Vamos definir n,,4+; = ka1 ®4 ... @4 auy, ®4 1), deste modo, ao aplicarmos em obtemos

N = 0, n<m
Mm+t = 0,1=1,3,5,... (2.91)
! 2 _
(m+)'a1®A...®Aam Ra€ 1=0,2,4,...,

Nm+1 = 072 (12 1/2)
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~ _—=—1
onde ¢ é obtido da mesma maneira que € em porém para ser o vetor que representa £ = —D(C'
. ~ . . . 1 ~
na discussdo feita para o caso anterior, ou seja, apenas para os Co € (ker A)™, e ndo para todos os
elementos de J%,,;.

Vemos entao que, além da probabilidade de criagao de pares de particulas e anti-particulas, temos a
criacdo de m particulas com certeza. Os elementos «,, da base de ker A podem ser escolhidos de modo
que cada um deles serd um elemento apenas de % ,,; ou de H_our- Se considerarmos a equagao de
Dirac sem o potencial vetor, a simetria de conjugagao de carga nos garante que a dimensao do ker A
em F oyt € igual & em H outs porém, quando esse nao o caso, essa igualdade nao é obvia.

Cabe dizer que é creditado a Wightman o feito de mostrar que para um potencial externo que cai
suficientemente répido, ker A = {O}E Nos ultimos pardgrafos de [62] e em referéncias ali citadas, séo
discutidas as situagoes onde nao temos a igualdade de particulas e anti-particulas, e qual a realidade
fisica delas.

2.4 Propriedades e Consequéncias das Transformacoes de Bo-
golyubov

Como pode-se ver, as transformacoes de Bogolyubov tém um papel importante no entendimento do efeito
de criagao de particulas pela gravidade. Com o intuito de evidenciar algumas propriedades e consequéncias
das transformacoes de Bogolyubov, vamos considerar um caso particular de espago tempo e explorar o efeito
em detalhes. Considere um campo escalar em um espago-tempo com métrica dada por

ds* = dt* + a* (t) (da® + dy* + dz?), (2.92)
com
) a,t—= -0
a(t) ~ { T (2.93)

Como pode-se ver, tal espago é assintoticamente plano. Vamos supor que a (t) é suficiente bem compor-
tado e que se aproxima dos valores constantes aq e as suficientemente rapido de modo a podermos considerar
a(t) = a; quando t — —o0 e a(t) = az quando ¢t — co. A equagao neste caso, pode ser escrita como

a0, (a*0,®) —a 2 7P+ (m® +£(R) @ = 0. (2.94)

Expandindo @, como em[I.30} separamos a solugao nos modos ¢y. Assim como no caso geral, tais modos
terao uma parte espacial e outra temporal. Devido & isotropia espacial, podemos tirar de [2.94] que a parte
espacial é proporcional a ¢’**. Chamaremos a parte temporal de 1. Definindo

= /t a3 (')t (2.95)

a equagao [2.94] pode ser escrita para 1, da forma

10Embora eu ndo tenha encontrado nenhuma referéncia com a prova desse fato, em [8] Wald diz que Labonté cita Wightman
em [62] por ter demonstrado isso.
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d? k2
Tk g0 (2 +m? + §R> Yy = 0. (2.96)
dr a
No passado distante (t — —o00), que chamaremos de regido in, a (t) = a1. Nessa regido o espago é plano.
As solucgdes de nessa regiao sao dadas por w,i"i (1) x e”Fi“’l’calsT, onde w2 = f—; +m? 4+ £R.
Vamos obter agora as transformagoes de Bogolyubov de uma forma bem natural, para tanto vamos
out

realizar a mesma conta para a regiao out, onde a (t) = ag, obtendo uma solugao 1, + igual a da regiao in
’ . . o~ 2
porém com a substituicao de a; por as e de w%k por wap? = ak? +m? +£R.

Calculando o |Wronskiano| de [2.96| para as solugdes w,‘;“ti, obtemog! | 7t O 0 T — 7t O = 4,

sendo assim, as solucoes sao linearmente independentes, e devido a hiperbolicidade global do nosso espago
tempo, podemos escrever cada modo w,’C"J“ em uma base composta por wzuti da seguinte forma

it = %t Bt (2.97)

Normalizando os modos wzmi descobrimos que

1 . 3
outt —_ Fiwzrpa2” T (2 98)
—— € . .
¥ (2a23w2k)l/2

O calculo do Wronskiano de [2:96] pode ser feito na regiao in também, fornecendo o mesmo resultado. Se
utilizarmos ;" conforme escrito em nesse calculo, temoﬁ

= O i o =
— (aszuH» + szutf) 87— (a;:wzutf 4 B*wgutJr) _ (a;:wzutf 4 B*wgutJr) 87— (aszuhL + ﬂwzutf) —

1

. 3 . 3 ; 3 . 3
— |:(a]€e wora2 T +Bkelw2ka2 T) ka 3 (a;’;eiw%@ T _Bze W2k a2 T) _|_
20,\23‘(:6%
. 3 . 3 . 3 . 3
* _lWaka2" T *  —iWopa2" T 3 —iwaka2” T iwaka2” T
— (Oéke 2k a2 +6ke 2k a2 )w\gk&g\(—ake 2k a2 +ﬂke 2k G2 ):| —

= (lon[? — onfpe=2iommT™ 4 [ Fetienses’” |G 4 oy 2 — af Fretieats’” + g o= )

=i (|ak|* = |Bk]?) = |l — 1Bk]* = 1. (2.99)

Estes sao os coeficientes de Bogolyubov. Eles diferem dos coeficientes obtidos anteriormente por terem
apenas um indice. Isso é uma consequéncia da isotropia do espaco em questao, que faz com que tantos os
modos em in como em out sejam ondas planas o e**. Como os coeficientes de Bogolyubov siao obtidos

através do produto escalar ( }C”Jr, ,‘;u“r) = qp e ( z”Jr, Z“tf) = Bk, e o produto entre dois modos é
( ,’J,”, ,‘;“H) o O35, vemos que os coeficientes de Bogolyubov sao na verdade

" Com uso da identidade de Abel (vide Wronskiano no glossério) e da solugdo em in, que é da forma j& que nessa
regido o espago é plano.

. . * * *
12N0te que sznf — ( }’Lcn+> — O‘Z <wzut+) +/BZ (wgut7> — azwzutf +Bzwgut+
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Qgkr = QOkp
(2.100)
Brekr = Brd—k,
ou seja, a homogeneidade espacial faz com que as transformagoes de Bogolyubov sejam diagonais (mais
sobre essa discussao pode ser encontrado em [3]).

Fazendo uso de [1.52] escrevemos WO = 7, 42t Hpy 4 opout= bT7 onde by e b;g s@o respectivamente os
operadores de aniquilagao e de criagao para uma particula no modo k na regiao out. O mesmo pode ser feito
para a regiao in, nos fornecendo ¥U*"* = 3", 1/)}C ar + wk ak, onde os papeis de operadores de aniquilacao
e de criacao sdo feitos por ay e aL. Substituindo m temos

Z¢zn+a +w ak _Z {(OL ¢Zut++ﬁ 1/}out )ak+ (akwout— +ﬂkwout+) ] —

k
(2.101)

= Z ot (akak + ﬂkak> + ot (ﬂkak + O‘ZQL) .

Comparando [2.101| com a expressao para ¥°%* vemos que os operadores de aniquilacio by e de criacdo
bL podem ser escritos como

by, =agay + ﬂ;’SaL

(2.102)
b;i :ﬂkak -+ a};al,
e satisfazem as relacoes de comutagao
[bk, bz,} = [akak + BZaL, Brrap + az,az,} = Cvk()z]t/ [ak, az,} +6Zﬁk/ {GJL,, ak/:| =
———— ———
5}9}9/ 76)6)6/
(2.103)

=0k (e |* = Bk]?) = Ok
—_—
Eq[2:99 = =1

Com isso, obtemos a relagao que nos da o numero médio de particulas de modo k criadas pela curvatura
fazendo

(V) s = (Oin D} [0

> |Br|. (2.104)

2.4.1 Spin e Estatistica pela Dinamica

Uma das propriedades mais interessantes das transformagoes de Bogolyubov e do efeito de criacao de
particulas pela curvatura do espago é a possibilidade de se obter uma relagao entre spin e a estatistica
utilizada com uso apenas da dinamica do sistema. Se tivéssemos assumido a estatistica errada nas segoes
anteriores, terfamos encontrado uma inconsisténcia ao compararmos 7 com € em [2.31] pois ambos teriam
simetrias diferentes. Note que a simetria (ou anti-simetria) de E vem das relagoes entre os operadores A,
B, C e D, que sdo diferentes de acordo com o caso considerado (campo escalar ou de Dirac), porém, essa
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diferenca esta ligada ao produto que implica em certas mudancgas de sinais dependendo do caso em
consideragao. Essas mudangas de sinais ocorrem porque, no caso do campo escalar, o produto de Klein-
Gorfon é positivo definido apenas nas solugoes de frequéncia positiva, ja o produto de Dirac [2.59 é
positivo definido em todo o espago das solugoes. Tendo isso em mente, Wald enuncia, no tltimo paragrafo
da segdo 2 de [8] o seguinte “teorema de spin-estatistica”: Nao é possivel ter uma teoria quantica de campos
razoavel em espagos-tempos curvos que satisfaga a estatistica de Bose-Einstein, se o produto interno do
espaco das solugoes for positivo definido para todas as solugoes e analogamente nao existe tal teoria que
satisfaga a estatistica de Fermi-Dirac se o produto interno das solugoes for positivo definido apenas para as

solugoes de frequéncia positiva.

Em [2] esse “teorema” é apresentado de uma forma mais diretamente relacionada com a dinamica do
sistema (utilizando as transformagoes de Bogolyubov). Nesse caso, supomos que ja sabemos como se dé a
mudangas nos estados quando vamos da regido in para a regido out (ou seja, ja conhecemos as transformagoes
de Bogolyubov que nos permitem escrever estados de 5, na base de 7, e vice versa). Tomando como
base o caso particular de espago tempo dado por e (em que temos um campo escalar de spin 0), e
o que foi feito nessa segao, vamos obter tal relagao.

Vamos levar em consideracdo todos os possiveis comutadores (ou anti-comutadores) de ay e aL, a saber:

s Ak’ =0, |: Ta T/:| =0,
[ak (073 }j: ak ak n
(2.105)
{am aHi = Ok b
Onde [, |_ é o comutador e [, ], é o anti-comutador. Com uso de [2.102} calculamos os comutadores
de by e b
[bk, bk’} L [akak + ﬂzal,ak/ak/ + 52/02/} =
0 0
= QL | QA N + akﬁ;l [ak, a,t,} n —I—ﬁ,j,ak [a,t, ak/} " -‘rﬂZﬂ;/M: (akﬁz + Oékﬂ;;) 6kk’7
——— ———
Spnr 6,0
(2.106)
[bLbLL = {szal + Brag, ajyaj, + Bk’ak’} =
0 0
zaZaZ/M—I— o B [GL, ak/} L ko [ak; GH . -I-/Bkﬁka: (arBe + apBr) Sk,
—_——— —_———
Ex Spont

(2.107)
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[bk, b,t,} L= {akak + ﬂZaL,oz}Z,aL, + ﬁk/ak/} =

0 0

=aga, {ak, aH . +akﬁk/M+ BZQLM—F BB [aL, ak,} L= (|a|2 + |5|2) Opk’
—— ——
Sens £,

(2.108)

No caso em que temos a criacao de particulas, 8y # 0, deste modo, vemos que as particulas na regiao out
somente terdo a mesma estatistica das particulas em in se estas obedecerem a estatistica de Bose-Einstein,
ou seja, se as relagoes de comutagao entre os operadores de criagao e de aniquilagao em ambas as regioes
sejam dadas pelos comutadores |, ]_

Se fizermos o0 mesmo para um campo com spin 1/2; verfamos que a estatistica que se mantém tanto em
in como em out é a de Fermi-Dirac, como pode ser visto em [63].

Esta relagao entre spin e estatistica é derivada apenas da dindmica do campo em um espaco tempo onde
temos a criagao de particulas devido a curvatura. Caso esse nao fosse o caso, S = 0 e nao poderiamos
concluir nada das equacoes [2.106] [2.107] e 2.108] Neste caso, mesmo conhecendo como se d4 a relacdo entre
as regioes i¢n e out, nao poderiamos restringir qual a estatistica compativel com o campo em questao. Na
segdo 3 de [60] pode-se ver este método sendo adotado no processo de quantizagao.

2.4.2 Distribuicao de Probabilidades das Particulas Criadas

Vamos obter a probabilidade de se encontrar um estado de particulas especifico na regiao out criado a
partir do vdcuo em in. Tomemos como exemplo o estado em out (O7 0,0; ®s07,0,.. .)Out, que ¢é obtido pela

aplicacao do operador de aniquilagado duas vezes no estado de vacuo (b;r.b;., |0out)), onde j' corresponde ao

estado o = &, conforme discussdo feita no pardgrafo que segue m Tal estado pode ser representado
na notagao por |1j,15'),,+> que é mais conveniente neste caso. A probabilidade de encontrarmos tal
estado partindo do vdcuo |0,y) é dada por:

Ozn> = <Oout

<1.7a 1]:)ut|01n> = <Oout|bjbj’|0in> = <Oout
onde em ambas as igualdades utilizamos [2.102
Com uso do adjunto de [[-32] temos

g
bjﬁjaj

* —141

om> , (2.109)

(1 Lt Oin) = 8557 (Ooue b0} bl

Oin> = ;a;_l <1jout

Oin ) = 5705 (Oout/0in) (2.110)

Lembrando que, de acordo com o operador b; aniquila o estado o;. Podemos fazer estd conta para

um estado mais geral, como por exemplo |nj,nj’), .,

* k—1\T
(00 = ) Ol 0" 0710} = B (0 bt =
".‘a”ffl " n
(]\/]ﬁ) <nj0ut bl 0m> = (870%™ (Ot Oin) (2.111)
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Note que, se o nimero de particulas com indice j for diferente do de particulas com indice j’, teremos
um operador de criagao sobrando sendo aplicado em (0yyt|, 0 que resulta em 0.

Para obtermos o valor do produto (0y¢|0:r), calculamos a probabilidade de se obter uma quantia qual-
quer de particulas e anti-particulas em todos os estados possiveis, ou seja

<n1j17 nle n2j2a n2jév .« - cout ‘01n> - ﬁfa*fil 2 <Oout|0in> . (2112)
J
J

Definindo {nxjx} como sendo uma combinagao possivel de pares (nyjk, nij;,), € somando em todas as
combinacoes possiveis, temos todas as possibilidades de estados que podem ser criados a partir do vacuo,
podemos entao considerd-los como um conjunto completo de operadores, e com a ajuda da equagao anterior
e impondo a normalizagdo de (0;,,|0;,) = 1, temos

1= {(0in|0in) = Z Oin [ {ndi }) our {nkIk} ot |0in) = Z H |Brag 1P| (Ooue|0in ) |2 (2.113)

{nrjr} {nric} k

Como a soma se dé sobre todos os conjuntos {nyji}, podemos troca-la de posi¢do com a produtdria,
obtendo >, .+ II;, = Il S Assumindo a convergéncia da série (que foi obtida da equagao do
2.113|,

nE=0"

produto escalar que é igual a 1), vemos que a somatéria [ ], Z:;;:O |Bia ™2™ precisa ser a somatéria

de uma progressao geométrica decrescente de razao \Bka,:1|2. Temos entao que o resultado da soma é

(1- |ﬁka;1|2)_1. Com uso disto e de transformamos em

_1y2\ -1 .
1= [ (Ooue|0z) P T T (1 = 1850 %) = 1 O0uel0in) 1P [Tl = 1 O0ue02n) [ = [Tl 72, (2.114)
k k k
onde na segunda igualdade foi tirado de que |ag| 2 =1 |Bra; .

E assim, a probabilidade de se encontrar um modo qualquer de pares de particulas em t — oo (Eq.

2.112)) é dado por

. . . . v w_IN205
(n1j1,n141, M2j2, N2Jy, - - out |Oin) = H ((ﬁj a; N " | 2) - (2.115)
J

Somente para verificar a consisténcia desta férmula com os resultados obtidos anteriormente, vamos
definir P,; como a probabilidade de se encontrar n pares de particulas e anti-particulas no modo j. Esta
probabilidade é dada por

P, = (Ba5™H) " Jay| 72 (2.116)

A soma das probabilidades de se obter qualquer niimero de pares com modo j em ¢t — oo (incluindo
a possibilidade de se obter zero particulas) deve ser 1, jd que todas as possibilidades possiveis estao sendo
consideradas. Fazendo essa conta com uso de [2:.99] temos

RS (Brar™) ™ Jay |72 = (1= [Brag ' 2) 7 |2 = |oy[?lay] 72 = 1. (2.117)

TL]'ZO 'n,]-:O

O numero de particulas no modo j é dado por
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* * 2n;
dout = Z”] g = log|™ QZHJ o) (2.118)

n;j=0 n;j=0
Trabalhando a soma, vemos que
o0 o0
o (B3 (1= (e ™)) = 30 ms (B ™)™ = (505 30 mi ()™ =
TLJ'ZO nj=0
s 2 ad 2
*— nj * _k— "
= an (ﬁ;aj 1) e Z (nj—l) (Bjaj 1) —
TLJ'IO ’I’L]':1
= x _x—1)2nj = x _x—1)2nj
=2 (Bai™) ™ = > (Ba) ™ -1 (2.119)
n;=1 n;=0
Isto implica em
= 2 1 Nt 2
. n; _ _ — _ *  x— n;
> mi (B0 oyl 72 = (1= 1Bk ' P) gl 2 D2 (Bey )T — 1) (2.120)
TL]'ZO -1 ’n]‘:O

Sendo assim, finalmente calculamos o nimero de particulas através de

oo o0
x x—1\2nj
(N e = > (Bray™)™ 1= Pylol* —1=|ay* — 1=, (2.121)
TLJ'ZO ’I’LJ‘:O

0 que ¢ consistente com o resultado obtido em [2.104]



Capitulo 3

Exemplos e Outras Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos alguns exemplos simples onde podemos aplicar o que foi apresentado no
capitulo anterior, com o objetivo de se ver na préatica como se d4 a criacao de particulas por campos
gravitacionais. Apds os calculos, apontaremos algumas caracteristicas interessantes dos resultados, que
permitem comparar o efeito de particulas emitidas com a radiagao de um corpo negro, permitindo que se
defina um andlogo & “temperatura” para a curvatura do espago-tempo (melhor dizendo, para o “objeto”
responséavel pela curvatura). Esses exemplos sdo importantes para se entender fendomenos em cosmologia
ligados a expansao do universo e a radiacao de Hawking.

O primeiro exemplo consiste em um espaco-tempo 2-dimensional de Robertson-Walker, seguindo as linhas
de [291 3]. Embora seja um caso simples, jé é possivel evidenciar diversos efeitos de criagao de particulas para
um universo em expanséo[ﬂ O segundo exemplo se d4 em espagos-tempos 4-dimensionais assintoticamente
planos. Com ajustes nos termos constantes da métrica, pode-se fazer com que o resultado se aplique para
espacos-tempos inicialmente planos que passaram por uma fase de expansdo, contracdo, ou que tiveram
algum tipo de perturbagdo e retornaram ao seu estado inicial. Esse exemplo pode ser encontrado em [2], e
a equacao para os modos obtida neste caso se assemelha a solugoes de ondas obtidas em outros problemas,
como as obtidas por Epstein, no estudo de reflexdo de ondas de radio pela ionosfera (vide equacao 16 de
[64]), e por Eckart, no estudo da reflexdo de elétrons por uma barreira de potencial (vide equacao 13 de
65]).

No final, dedicamos uma secao para mostrar em que outros casos esse formalismo pode ser aplicado, e,
sem entrar em muitos detalhes, citamos, meramente a titulo de curiosidade, outros estudos sobre matriz S
que ficaram de fora desta dissertagao.

3.1 Exemplo de universo 2-dimensional em expansao

Como primeiro exemplo, trataremos de um caso bem simples de um universo em expansao com uma dimensao
espacial e uma temporal, como feito em [3]. Suponha um espago-tempo de Robertson-Walker 2-dimensional
com

ds® = dt* — a® (t) da?. (3.1)

Tal expressao pode ser reescrita em func¢do do tempo conforme 7 — dn = dt/a, com

1Por sinal, este é o espaco-tempo utilizado por Bernard e Duncan para discutir renormalizagdo em espagos curvos (vide a
segao 3 de [29)]).

85
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ficando na forma

Se escolhermos

C (n) = a® (n) = A+ Btanh (pn) (3.4)

com A, B e p € R, temos que esse espago-temo ¢é assintoticamente plano para ¢ — +oo (note que C () —
A=+ B quando 7 — £o00, como pode ser visto no grafico da figura|3.1)). Note também que C () ndo depende
de z.

Essa escolha faz com que nossa métrica seja C (1) 1., onde 1, é o tensor métrico de Minkowski.

O comportamento assintoticamente plano desse espago-tempo pode ser evidenciado também pelo célculo
do escalar de curvatura R, o que nos fornece

2A tanh (pn) + B (1 + tanh?® (pn))

R (n) = Bp?sinh? , 3.5
(n) = Bp (pm) (A1 Branh (o))’ (3.5)
que para 17 — £00, vai exponencialmente a zero, visto que
1 o0 B 2
R(n) "2 £ S50 o, (36)

A+ B

Vamos analisar o comportamento de um campo escalar nesse espago-tempo. A equagao e Klein-Gordon
nesse caso é dada por
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[O+4m?+¢R] @ = 0. (3.7)

Um dos motivos para termos escolhido o caso de dimensao 2 é que o acoplamento conforme é igual ao
acoplamento minimo, ja que

d—2 g=2
5274@71) =20. (3.8)

Trataremos entdo deste caso (§ = 0). Multiplicando a equagao por C (n), temos

02 o ,

Como C () nao tem dependéncia em z, a transla¢do espacial continua sendo uma simetria do sistema.
Podemos resolver essa equagao para a parte espacial como em Minkowski, obtendo os modos ¥, dados por

1
V2T

Yy = e* oy (1), (3.10)

que sao utilizados em

o= \/% / \/% (d)kak +Jka2) dk, (3.11)

conforme feito em [1.24] onde xj contém a dependéncia em 7 e serd obtida mais adiante. A essas solugoes
impomos as relagoes de comutagao candnicas como em e

Os modos também sao solugoes de Substituindo um no outro e resolvendo para x, vemos que
os Xk satisfazem

d2
ap et (K +C(n)m?) xx = 0. (3.12)

Para resolver essa equacao, é necessario fazer uma série de mudancas de variaveis e de redefinicoes de xg
de modo a chegarmos a uma equacao diferencial conhecida. Embora as contas nao sejam muito complexas,
elas sdo raramente apresentadas na literatura (vide [3] e [29] por exemplo), e por isso é justificado gastarmos
um tempo para apresenta-las aqui.

Chamemos u = —e?". Deste modo d/dn = (du/dn)d/du = 2pud/du. Sob essa mudanga de variavel,
reescrevemos [3.12] da seguinte maneira

1
BI2 = 4p*u’x} +4p*ux; + <k2 + Am? — Bm21+u> Xk =0=
—u

-1
= (1—u)ux%+(1—u)ux%+1i?(k2+Am2—Bm2—u(k2+Am2+Bm2))Xk:

u—l

17 (w} —uw?) xik =0, (3.13)

= (1 —w)uxy + (1 —u)uxj +

onde ' denota derivada em relacio a u e
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w; = Vk2 + Am? — Bm? (3.14)
wo = VkZ + Am2 + Bm2. (3.15)
E conveniente definir também
1
Wi =35 (wo + wi) (3.16)
1
w— = 5 (Wo —wi), (3.17)

de onde vemos que wi —w_ = w;.

Agora escrevemos xj da seguinte forma

I R Gl P D T (3.18)
ARV 7 TV YT e T '

onde K = —iw;/2p. O termo 1//2w; é uma constante de normalizacao que é igual a w; quando t — —o0 e
a w, quando t — oo. Temos entao

<
|
<

Yo = \/% (—a) S f () + J% 7 (w)
(3.19)
"o K(K*I) 2K (U)K

(—u)* 7 f () - (=) 7 () +

Xk = vV 2wt vV th
Substituindo em vemos que f (u) satisfaz

(1*U)Uf"+(1*U)(2K+1)f’*(1*U)(*U)71[K(K*1)+K}f+u71(

= (1 —wuf’+(1—u) <1—"°:)f'—‘”+“’ -

eora (8- (- () () e

A segunda igualdade parece ser desnecesséria, visto que a equacao foi escrita de uma forma menos

simplificada, porém escrita dessa forma, podemos comparar [3.20] com a equagao [hipergeoméirical Pela

definicao de u, vemos que quando t — —oco, u — 0. Essa é a regiao in.

Nessa regiao, a solucao de [3.20] é a funcao jhipergeométrica

u—0 —lwy tw_ TW; 9
fin (u) = o Fy ( ,—1l——;—¢ f’") -
p p

(3.21)

) ;]—_ )

Cw; . . . _ —2
- 1+ e2p7’) S 1+iw_ w_ W 62 Pn ’
p p p —e P —1
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onde a segunda igualdade é possivel gragas a uma identidade conhecida como transformacao de Pfaff.

Substituindo essa expressao na equacao vemos que os modos sdo escritos na forma

s T a4t T

L = T -y iwi;i_eg_m S (322
p P p —e i —1

wink _ eikx—iw+n+iw_7] (1 4 ean)T 2F1

2,/7rwi

Reescrevendo os termos

—e—2rm 1 e2rn _ 1

1
_e—2pn _ 1 2 + 2 (ern + 1) 2 ( + tan (Pn))

—iw, —iw; —iw, —iw;

¢ (14e2) 7 = [e=#7 (1 + 62977)] > _ (e + 60?7)TL = (2cosh (pn)) » =

= exp {sz In (2 coshpn)} ,
p

podemos rescrever [3.22| na seguinte forma

;s Lt iw. o w1
exp {ikmiw+nwln(2coshpn)}2Fl < o ,&;171w'
p

q/}ink: P p 7’5

(1 + tanh (pn))) .
(3.23)

Analogamente, podemos resolver a equagao na regiao em que t — oo (onde u — 00), 0 que nos da

4w,

1 w; 1+ ww_ dw_ w, 1
outh = ——— ikt — iwyn — — In (2 cosh F ,— 1+ —2: 2 (1 — tanh .
Vout k o O {Z Ty = n (2 cos pn)]z 1( p 5 + 5 5 (1—tan (m?)))
(3.24)

Se tomarmos os limites n — £o00, vemos que

77BIjlclOo 1F tanh (pn) — 0

lim e_i‘*’+n_in_ In(2coshpn) _ —iwinFiw-n _ e—iw?
n—=4oo

l By (o (U tanh (on)) ) -1
77—1>rinoo 241 '7‘a‘a2 - tanh (pn ,

o que faz com que

eikwfiwin
Vink = —F——
vV 47rwz-
(3.25)
eikz—iwon
ql)out k=

Virw,



90 CAPITULO 3. EXEMPLOS E OUTRAS APLICACOES

Essas solugbes podem ser escritas em uma base do espago de solugdes para a equagao de Klein-Gordon,
como foi feito no capitulo anterior. Com uso de vemos que essas duas solugoes para regioes diferentes
se relacionam por

ﬁ%nk ::akﬂbutk*_ﬁkﬁbutk- Ci26)

Existem diversas transformagoes lineares que permitem relacionar fungoes hipergeométricas, e algumas
podem ser utilizadas de modo a obtermos a expressao de ay; e S;. Com uso dessas relagoes podemos escrever
(veja as equagoes 15.3.6 e 15.3.3 de [66])

1 1
o F <a,b;c;2(1+tanhpn)) = X,F <a,b;a+bc+1;2(1tanhpn))
c—a—b
1 tanh 1
(2_ an2/)77> Y, F, (c—a7c—b;c—a—b+1;2(l—tanhpn)>:

1
= X,F, <a,b;a+b—c—|—1;2(1—tanhpn)>

1
+Y, F, (a,b;c—a—b+1;2(1 —tanhpn)) ,

com

I'(¢c)T'(c—a—0b)

X:
F'(c—a)T(c—0b)
(3.28)
s TET@+b=0)
- T(a)T(b)
No nosso caso
a = 1+iw—_,b:m}—_C*l—wjZ
p p rho
at+b—ctl = 14— 42 By 2
p p p p
cma—bl = fo My W e
P P P P

Com isso podemos ver que [3.27] implica em

Wo Wo < —
Bink = /22 Xtbuer + fw}m. (3.29)
W Wi

Ao compararmos essa expressao com [3.26] concluimos que

(3.27)
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kS
—
|
b‘f
N—
=
—

1_%)
P

Wo F(l_ P)F( P)
wi T ((v= w_ )’
() r(e5)
que sao os coeficientes de Bogolyubov. Com esses resultados em maos, podemos realizar todos os calculos

indicados na secao Vamos agora obter alguns dos resultados interessantes apresentados no capitulo
anterior para este caso.

(3.30)

Usando as relagoes

)T (1-2)=— ,['(2) =T (z) e sinif = —isinh (3.31)
sin w2
calculamos
5 sinh? %
L sinh T ginh ™
o o
(3.32)
) sinh? WT*
Bell” =

sinh %% ginh ™e ’
p p

que sao coerentes com [2.99
Escrevendo @;, e ®,,; com uso de concluimos (do mesmo modo que fizemos em [2.102)) que

Wo «
b, =4/ — (akak + ﬁkaD
V wi
Wo «
b;rC =, /; (ozka}; + ﬂkak) .

Com uso do que foi estudado no capitulo anterior, o estado de vacuo na regiao in, |0;,), pode ser escrito
na regiao out na forma geral

(3.33)

00 2n
10in) = Co [00ut) + > /5 (Z kz) Cr (koo ko) bIBE DY |00us) diy . . . dkoy. (3.34)
n=1 i=1
Resta entao encontrarmos os valores dos coeficientes C,,. Aplicando o estado (04 | em [3.34] vemos que

C(O = <Oout|0in> . (335)

Aplicando o estado (k,—k | em vemos (com uso de [2.110]) que
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r 1
%CO = (k,—k|0s,) = 201 (k, —k) = Cy (k, —k) = 5o Bi CO (3.36)
k
Aplicando estados com mais particulas em [3.34] ¢é fécil ver que
2n—1 1 2n—1 5]@ 2n—1
Cn (klv"'anla_Zki> :mz k].(s Zk n 1 kl»u~akj71;kk+1w~»k2n71)-
i=1 j=1 J i#£]
(3.37)
Podemos reescrever [3.34 utilizando [3.37] obtendo
1 *
|07,n> :CO |Oout> + 500/57]:6‘];[;[_[6 ‘Oout> +
A
. B B
1) Z 1(5 k2+k3)01 (kg,kg) *25(]€1+]€3)Cl (kl,k‘g)—f—
i=1 kl Oy
B bttt _
+ " 1) (k‘l + k‘g) (& (kih k‘g) bkl kabkgbk4dk1dk)2dk3dk4 |Oout> +...=
k3
By By By
=Co |Oout) + / Ekpivl, + 52—20 a—’ib,ﬁb[k ;’ib;bik +
Br
6 93 550 (/ Pl (Ooue) =
1 *
=Coexp { / @;b,zbf_k} [ (3.38)
2 ) af

Podemos obter todos as probabilidades e nimero de particulas desejadas simplesmente substituindo
nas equagoes correspondentes obtidas na se¢ao [2.4.2] Por exemplo, o nimero de particulas obtidas no modo
k é dado por

2 ||5k/ak||2
, 3.39
< >out ||6 H . Hﬁk/akng ( )
com
B |I? sinh? (— sinh? ( <\/k2+m2 (A+B) — k2 +m?2 (A - B
o = (3.40)
k

sinh? (m”* sinhQ( (\/k2+m2(A+B )+ k2 +m2 (A - B

Vemos que vai a zero quando k cresce, isso faz com que o nimero médio de particulas para k grande
seja menor.
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3.2 Exemplo 4-dimensional sem massa
Consideremos um espago-tempo que satisfaz

ds* = dt* — a® (t) (da® + dy® + d=?) . (3.41)

Nesse espaco tempo, o escalar de curvatura é dado por

a 2 a
<) + <>] . (3.42)
a a
Queremos estudar o comportamento de um campo escalar nesse espaco-tempo. Nesse caso, a equacao
de Klein-Gordon tem a forma

R=6

0P + (m* + ¢R) @ =0, (3.43)
que, para a métrica de tem a forma

a 20, (a®0,®) —a 2> 07 (m* +£(R) & =0, (3.44)

Podemos simpliﬁcardeﬁnindo o tempo conforme 7|97 = a®0t, T = [ ta=3 (t')dt’. Além disso, como
a nao tem dependéncia nas componentes espaciais, podemos resolver essa parte separadamente. Desejamos
que esse espago-tempo seja assintoticamente plano (escolheremos um a que satisfaga isso),deste modo, assim
como no caso anterior, escrevemos ® na forma e vemos que os modos ¥,  e€*®xy (), onde x tem
toda a dependéncia de 1, em 7. Esses modos também satisfazem Utilizando essas simplificagoes,
€sCrevemos

2y — [a*k? — a® (m? + €R)] ¢y = 0, (3.45)
que também é satisfeita por x.
Escolhemod?]

1/4
(0 =) (1" +1) +b} | (3.40

a(r)=<{a*+e7/*
(") { T

com aq, as, b e s sendo reais positivos.

2Esse é o exemplo proposto em [2]. Essa escolha se torna bem interessante, visto que ela abrange uma série de casos, por
exemplo, se escolhermos b = 0,

4 4 4_ 4 1/4
(1(7’):{a2—;a1 +a22a1 tanh(i)} = [A + Btanh pr]'/%,

para A,B e p convenientes. Esse caso seria um andlogo 4-dimensional do exemplo anterior. Podemos fazer a1 = a2, o que nos

da
. b 1/4
a(r) = {a1 + 4 cosh? (7—/25)} '

E como ultimo exemplo, podemos tomar o limite quando s — co. Nesse caso temos uma expansao instantanea do espago-tempo,
como a estudada na segdo VI de [63].
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Note que com essa escolha de a, quando t — —o0, a — —aq, e quando t — +00, a — —as. Além disso,
em ambos os casos R — 0.

Vamos estudar o caso em que m? 4+ ¢R = 0 (caso de um campo sem massa e com acoplamento minimo).
Nesse caso, a equacao [2.96| para i tem a forma simples

02Xk — a*k*xy = 0. (3.47)

Descreveremos o processo de resolugao dessa equacao, que em muito se assemelha ao resolvido na secgao
anterior. Vamos fazer a mudanga de varidvel u = ¢”, onde n = 78! e d/dr = us~'d/du. Substituindo
em [3.47] temos

Xr+u”1x) + k?s? {u‘Qa‘ll Fut (1 +u) % [(af —af) (1+u) + 0] } Xk =0, (3.48)
onde ’ denota a derivada em relacao a u.

Essa equagao tem polos em u =0 e u = —1. Ao redor de v = 0 temos

_ u—0 i 2
X;c/ ~ _kZSZQZiLu 2Xk Xk ~ u:l:zksal,

e ao redor de u = —1

. 1 o
X~ k2 (L= ) =~ (1 — 1+ 4k232b) (1 +4/1 +4k2s2b) X6 "3 v~ 1)t

=d

Além da defini¢do de d, é conveniente definir ¢; = iksa? e cy = iksa3. Essas equagoes nos ajudam a

ver como escrever y; de uma forma que permita comparar com uma funcdo hipergeométrica (como
fizemos na segao anterior). Escrcvondoﬂ

Xk = Nit (1+u) ™ f (u), (3.49)

onde N; é uma constante de normalizagao que serd obtida posteriormente, e substituindo em |3.48]
vemos que [ satisfaz

u(u+1)f"+[2d—2c1+D)u+ (1—2c)]f +(d—c1+e2)(d—c1 —ca) f=0. (3.50)
Esta equagao é a equagao hipergeométrical e sua solugao ao redor de u = 0 (t - —o0) é dada por

f(u)=oF, (d—c1+co,d—c1 —co;1 =215 —u). (3.51)

Deste modo, a solucao para v, ¢ dada por

Vink = ethe—ers (1—|—u)dQF1 (d—c14+cayd—c1 —co;1 —2¢1;—u), (3.52)

N;

3Note que escolhemos a solugdo com sinal negativo do comportamento de xj, ao redor de u = 0. Essa escolha se justifica
pelo seguinte motivo: Quando v — 0, temos que ¢ — —o0, 0 que corresponde a regiao in. Mais adiante, definiremos w; = k/a1,
dessa forma, a solucdo com sinal negativo faz com que o comportamento de 1, na regido in corresponda a 1 x e~ it que

corresponde aos modos de frequéncia positiva. Se escolhéssemos a outra solugdo, estariamos resolvendo para os modos de
frequéncia negativa.
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onde incluimos em N, as constante de proporcionalidade entre 1 e x.

Tomando o limite em que t — oo (que equivale a n — —o0), vemos que (1 + u)d = 1,0F (,.5.5—u)—1
e que 7 — ajt. Sendo assim

oo eikx—iw,yt
’(/Jink — T, (353)
onde w;, = k/ai, e descobrimos que a constante de normalizacao N;, = \/Qai’wi.
A solugao de na regiao em que u — oo (t — 0o0) é dada por
f(u) =ur—2"9 F (d—c1+ca,d+c1 4 c2; 1+ 2c; —u), (3.54)
0 que, pelo mesmo processo, implica em
1 o
Yout k = ——=e P70ty =d (4 1 1)42F1 (d—c1+ca,d+c1 41+ 200, —u™), (3.55)
v 2a3w,
onde woyr = k/as.
No limite em que t — 00, 3 Fy (-,.5.;.) = 1 e u=¢ (u+1)* = 1, por tanto
oo eikmfiwot
Youtk — (3.56)

\/ 2a§wo .

Para termos uma relagao entre[3:52)e[3.55] que possamos comparar com as transformagoes de Bogolyubov,

utilizaremos novamente das transformacoes lineares das func¢oes hipergeométricas, que nos permitem escrever
(vide equagao 15.3.7 de [66])

oF) (d—c1 4 co,d— 1 — ea51 = 2c15—u) = Xu "2 G F (d—c1+co,d+c1 + o314 205 —u™") +
+Yurtemh By (d— e — cp,d+ 1 — ea3 1 — 2e9;—u” ) (3.57)
onde

r (1 — 201) r (—202)

X:
F(d—cl—CQ)F(l—Cl—Cg—d)

(3.58)
F(]. —261)F(202)
F(d—q +62)F(1—01+62—d).

Y =

Substituindo B.57 em .52 temos
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1

\/ Qai’wi

Yink e*rmts (1 4+ ) | Xutv e Ry (d—c14ca,d+e1+ca31+ 200 —u) +

+yurste—d g (d—c1—ca,d+c1— el —2c0;—u™t) | =

— a i
Xoutk + Yo n] = ;j [XWoutk + Y Poun] (3.59)

onde a defini¢ao de w; e w, foram utilizadas na ltima igualdade.

Comparando isso com [3.26] encontramos os coeficientes de Bogolyubov

_ap ['(1—2c)T(—2c¢o)
W= aTl"(d—cl —c)T(1—c1 —ca—d)
(3.60)
as L(1—2¢1)T(2¢2)
B =

ar(d—01+02>r(1—01+02—d)7

e com eles podemos calcular todas as grandezas de interesse que obtivemos na segao anterior, utilizando as
mesmas férmulas. Por exemplo, com uso de [3.39] podemos calcular o niimero médio de particulas em cada
modo k, para tanto precisamos calcular

By |I? B sin® (2 (1 — V1 +4k2s%D)) + sinh? (mks (a3 — a3)) (3.61)
ap||  sin® (2 (1 — V1 + 4k2s2b)) + sinh? (ks (a? + a2)) '
onde as relagoes [3.31] foram utilizadas.
Olhando o comportamento de [3.61| para k >> 1, podemos notar algo interessante:
2 27rkrs(a2>—a2<)
@ e _ = e—47rksa2<’ (362)
L eQ‘n’ks(a>+a<)
onde a~ é o menor entre a; e as € as~ 0 maior entre os dois.
Definindo p = 4msa?, temos que
—pk 1
(Ng), = —2 = . (3.63)

out T _e—pk T ek

se assemelhaﬁ & equagdo que dd o nimero médio de particulas de frequéncia v = k/ay emitidas
por um corpo negro. Comparando as duas equagoes, vemos que as particulas emitidas para k >> 1 se
assemelham a radiagao de corpo negro de um objeto com temperatura

_ v _ 1
 kpuas  4msaZazkp’

T (3.64)

onde kg é a constante de Boltzmann.

4Importante ressaltar que a semelhanca na expressdo para o nimero de particulas emitidos em cada modo nao é suficiente
para se caracterizar a emissdo como térmica.
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3.3 Outras aplicacoes

Vimos aqui dois exemplos onde podemos aplicar o formalismo da matriz S, na forma como foi desenvolvido
nessa dissertagdo, para obter as solugoes de criagdo de particulas por campos gravitacionais. Além desses
dois casos, sempre que as condigoes exigidas no final da secao [2:2] forem satisfeitas, podemos obter uma
matriz S que represente a criacdo de particulas pela curvatura do espaco-tempo. Cabe entdao discutir
quando isso é verdade.

Em qualquer situagoes em que temos um campo de Klein-Gordon em um espago-tempo onde a métrica
da variedade considerada se iguala & métrica de Minkowski exceto em uma regido compacta (como no caso
de um espago-tempo com curvatura de suporte compacto), a equivaléncia unitdria é garantida EL e pode-se
verificar que as transformacoes de Bogolyubov sdo bem definidas. Wald provou em [8] que o operador B
definido na secao satisfaz a condigao de Hilbert-Schmidt no caso de um espago-tempo que é plano fora
de uma regido de curvatura de suporte compacto. Para isso, ele fez uso dos resultados de [69], que garantem
a manutencgao de certas propriedades pela evolugao de Cauchylﬂ quando um espago-tempo é isomorfo ao de
Minkowski em algum instante. Posteriormente ao trabalho de Wald, esses resultados foram generalizados
para espagos-tempos estdticos em [72], garantindo assim a existéncia da matriz-S para o campo de Klein-
Gordon em qualquer espago globalmente hiperbdlico com regides iniciais e finais estaticas (vide segdo 6 de
172)).

Somente a titulo de curiosidade, cabe dizer que existem outros formalismos para a construgao de matriz
S para teorias quanticas de campos em espagos curvos que diferem muito do que foi feito nesta dissertacao.
Recentemente (vide [73]), tem-se feito uma construcéo da matriz S onde a regido in e out ndo sdo separadas
apenas temporalmente, mas podem ser também (ou apenas) separadas espacialmente, inclusive para tempos
iguais. Essa construcgao tem sido chamada de matriz S para “formulagdo com fronteiras gerais” (GBF -
“general boundary formulation”). Esse formalismo foi proposto em [74] e consiste em se associar estados a
fronteiras de regioes gerais do espago-tempo, e se determinar as amplitudes através de fungoes complexas
para cada uma dessas regioes. Além disso, se supoem que toda a informacao dentro de uma regiao pode ser
recuperada pelos estados definidos em sua fronteira (nesse sentido a teoria é chamada de “holografica”). Essa
formulacao parece permitir a obtengao de uma matriz S para diversos tipos de variedades, como para espagos
tempo de Rindler [75], de de Sitter [76] [75] e, recentemente, anti-de Sitter [77]. Note que esta formulacao
também se aplica a espacos-tempos que nao sdo globalmente hiperbdlicos. Além dessa formulagao, existem
também os trabalhos de Kay (por exemplo [13]) sobre teoria quantica de campos em espagos que nao sao
globalmente hiperbdlicos. Embora essas formulagoes tenham ficado de fora desta dissertacao, cabe cita-las
como motivacao de estudos futuros nessa éreaﬂ evidenciando que muito ainda se faz e muito ainda ha para
se fazer em teoria de espalhamento para teoria quantica de campos em espagos curvos.

5Vide secdo I1I e IV de [67], onde esse tipo de métrica é a definicio de “métrica admissivel”, e §2d de [68].

6A saber, que se o valor esperado do anti-comutador entre duas solucdes de campo fosse da forma de Hadamard (uma
solucd@o elementar de Hadamard, ou seja, na forma da equagéo 2 de [69], vide também [70] e o livro 2 de [71]), entdo a estrutura
da singularidade de Hadamard é preservada pela evolugao de Cauchy, e como em Minkowski, o anti-comutador de solugoes
livres é sempre da forma de Hadamard, entao isso é garantido para esse tipo de espagos.

"H4 campo para se generalizar as ideias de [72] para o caso de campos de Dirac, comparagio dos resultados obtidos em
[73] com a formulagdo desta dissertacdo, e a tentativa de se generalizar as construgdes deste trabalho para um grupo menos
restrito de espagos, como os estudados em [I3], entre outras coisas.
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Conclusao

Neste trabalho examinamos a existéncia e construcao da matriz S para descrever a criacao de particulas em
espagos curvos. A discussao feita na se¢ao 2.2 nos permitiu verificar que tal construgao é possivel quando
feita em um espago-tempo globalmente hiperbdlico com uma curvatura que caia suficientemente rapido no
passado e no futuro e as seguintes condigdes forem satisfeitas (conforme lista no final da secéo :

o s € Ay, sao unitariamente equivalentes.

e As transformagoes de Bogolyubov sdo bem definidas.

o ir (BTB) < 00.

Quando esse é o caso, obtivemos (em [2.35)) a expressao

1
R NANSVMYARSY
S 10;n) = cexp 3 E k" () 0" (M) | [0out)

para a criacdo de particulas a partir do vacuo para o campo de Klein-Gordon, e a expressao

1
N — ,E ANCAVANSY
S [0in) = cexp 5 i k;b (pi)b (i) | 100ut)

para a criagdo de particulas a partir do vdcuo para o campo de Dirac (obtida em [2.78]). Expressoes para
estados de mais particulas também foram obtidas em seus respectivos capitulos.

Com esses resultados em maos, partimos para a investigacao de certas propriedades das transformacoes
de Bogolyubov, obtendo, a partir dos coeficientes de Bogolyubov, expressoes para o numero médio de
particulas criadas (2.104] e a probabilidade de se encontrar certo nimero de particulas em determinado

modo (2.115|).

Finalmente estudamos a aplicagao do que foi feito em dois exemplos de criacao de particulas pela
expansao do espago-tempo, e comparamos esses resultados com a radiacdo de um corpo negro, servindo
como uma forma bem simplificada de se ter contato com ideias utilizadas para o estudo da radiacao e
Hawking e a criagao de particulas no periodo inflacionario, ambas dreas de grande interesse da cosmologia.
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Glossario

Aqui vocé encontrara algumas definigdes de termos que aparecem ao longo do texto, assim como a indicacao
da pégina onde os mesmos sao usados ou explicados (quando a explicagdo se encontra no texto, somente o
nimero da pagina é apresentado). Para defini¢oes de conceitos topoldgicos, utilizaremos a seguinte notagao:
Um espago topoldgico (X, 7) é um conjunto X junto com uma cole¢do 7 de sub-conjuntos de X satisfazendo

1. Se O, € 7 para Va € X, entdao UO, € T.
2. Para n finito, se O1,0,...,0, € 7, entao (\;_, O; € 7.

3. Xer,eher.

Sendo assim, neste glossario, O sera um aberto em X e 7 uma colecao de sub-conjuntos utilizada para se
definir uma topologia em X (ou seja, uma colegao de abertos).

A

atlas, atlas maximal
Sejam A e B dois abertos de um espago topolégico (X, 7), esejam f: A — f(A) CR"eg: B — g(B) CR"
dois homeomorfismos que permitam a construcao de mapas diferenciaveis satisfazendo

1. gof~t:f(ANB) = g(ANB)
2. fogt:g(ANB)— f(ANB).

Uma familia de isomorfismos desse tipo tal que o dominio dessa familia seja (X, 7) é um atlas de X. Cabe
notar que (AN B) e g (AN B) sdo abertos em R™. Mais genericamente, um atlas é uma cole¢do de fungoes
bijetivas f; : O; — U;, onde O; e U; sao abertos em X, a cole¢ao de todos U; cobrem X e f; o f;l caculada
em f; (U;) é um homeomorfismo. O atlas que contém todas as possiveis cartas é chamado de atlas maximal,

e para uma dada variedade, esse atlas é tinico.
B

bandeira nula [49]
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C

carta [I4] [I0]

Um homeomorfismo entre um aberto O e o R™ que seja elemento de um atlas é chamado de carta do atlas
(ou de um sistema de coordenadas de O).

Cauchy, superficie de
causalidade, causalidade forte

compacto, conjunto @

Se (X, 7) é um espago topoldgico e A é um sub-conjunto de X, entdo {O,} é dito ser uma cobertura aberta
de A se |J, Oa D A. Uma sub-colecao de conjuntos de {Oq} que também contenha A é uma sub-cobertura
aberta. A é dito ser compacto se para toda cobertura aberta {O,} de A existir uma sub-cobertura finita
(com um numero finito de conjuntos).

completamento de Cauchy

Seja $,, um espago métrico, onde d (¢, ¢) = ||t — ¢|| define a distancia entre dois elementos. Uma sequéncia
{1} é dita ser de Cauchy se existe N € Z tal que d(psin,¥m) < € Vn, m > N e e € R positivo e téo
pequeno quanto se queira. Se toda sequéncia de Cauchy em &, convergir para um elemento de $,,, entao
esse espago é dito ser completo (ou Cauchy). Caso $,, nao seja completo, pode-se construir seu completa-
mento de Cauchy da seguinte forma: Seja ¢ ¢ $, e ¢ ¢ $,, o limite das sequéncias de Cauchy {1, } € {¢n}
respectivamente. Definimos a “distdncia” entre as sequéncias de Cauchy como sendo

d (,6) = Tim d (i, 6n).

Com uso dessa “distancia”, definimos uma relagao de equivaléncia entre as sequéncias de Cauchy, dizendo
que {1o} e {¢a} sdo equivalentes de d (¢, ) = 0. Seja 1 o ponto limite de uma classe de equivaléncia de
sequéncias de Cauchy. O completamento de Cauchy §JL consiste em adicionarmos todos esses pontos limites
de classes de equivaléncia a &,,, com a distancia entre eles dada por d’ (., .).

complexificagao [37]

Seja © um espaco vetorial real. A complexificacio $° = $ ® C consiste em um espaco vetorial complexo
constituido de elementos na forma x + iy (formalmente z ® 1 +y®1i), onde z, y € $, e munido das seguintes
operagoes de soma e multiplicacao por um escalar:

(x+iy) + (u+ ) =(z+u)+i(y+v)
(a+if) (z +iy) = (ax — By) +i (Br + ay),
onde z, y, u, vEHea, f R
condigao de Hilbert-Schmidt
cone de luz [§
contavel, primeiro [20]

(C, 1) é primeiro-contével se para cada p € X existir uma cole¢éo contavel {O,,} (n € Z) de abertos tal que
qualquer vizinhanga O, de p contenha pelo menos um membro de {O,,}.
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D

denso, conjunto
Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um sub-conjunto A de X é dito ser denso em X se para todo ponto
p € X existe uma vizinhanga O, de p que contém pelo menos um ponto de A.

difeomorfismo (44

Um difeomorfismo é um isomorfismo f entre duas variedades diferencidveis tal que f e f~! sdo suaves. Em
outras palavras, dado uma variedade .# com um atlas de &/ de .# e uma variedade .4/ com um atlas de
Bde N, f: M — A éum difeomorfismo se g € B go f € .

Dirac
equacgao de

produto de[70]
dominio de dependéncia (D (S5))
E

escalar de Ricci (R(x))
O escalar de Ricci (também conhecido por escalar de curvatura) ¢ dado pela contracdo R = R% do tensor
de Ricci, que é por sua vez dado pela contragao R,. = Rabcb, onde Rabcd é o tensor de Riemann, que é dado
por

VoViwe — VyVaw, = Ry wq.

espago de Fock (%)

espago tangente (7,.7)

estrutura complexa (J)

Uma estrutura complexa J em um espaco vetorial real é um operador linear nesse espago vetorial satisfa-
zendo J? = —1.

estrutura simplética (Q( ., .))

Uma variedade munida de uma estrutura simplética é uma variedade suave .# equipada com uma forma
bi-linear anti-simétrica e degenerada Q( ., .). A estrutura simplética surge naturalmente ao se modelar o
conjunto de todas as configuragoes possiveis de um sistema como uma variedade.

Variedades simpléticas sao um caso particular de variedades de Poisson. Nesse contexto, em um espago
vetorial simplético, pode-se definir o grupo de Heisenberg, e a forma simplética define os comutadores (col-
chetes de Poisson).

Cabe dizer que, se ® for um espago vetorial em C com produto interno hermitiano, a parte imaginaria deste
produto define uma forma simplética em &, e vice-versa (vide exemplo 2.1.1.c e secao 2.4 de [7§]).
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H

Hausdorff, propriedade de
Um espago topolégico X tem a propriedade de Hausdorff (frequentemente se diz que o espago é Hausdorff)
se para todop, g€ X, p#¢q,30,, Oy €7 | p€0,), €0y e D, NO; =0.

hiperbolicidade global

hipergeométrica, equacio/fungio
Uma equacao diferencial na forma

z(l—z)%—l—[c—(a—l—b—&—l)z]%—abf:O (3.65)

¢é chamada de equagao hipergeométrica. Essa equacao tem 3 pontos singulares, que sao z = 0, 1 e co, com

pares de expoentes pg?% =0,1-c¢ pglg =0,c—a—be p%?;) = a, b respectivamente (onde pl(-n) corresponde

ao expoente nimero i do ponto singular n). As solugoes dessa equagio ao redor dos pontos singulares sao
L. 2100 =1 (a,b;¢;2)
2. zp0) =2 % F (a—c+Lb—ct 132 —¢2)
3. z11) =oFy (a,b;a+b4+1—¢1—2)
4. 2oy = (1 —2’)6_{1_172F1 (c—=bc—aj;c—a—b+1;1—2)
5. 21(c0) =2 F} (a,a—ch l;a—b+ 1;2*1)
6. Za(00) = 2 o Fy (bb—c+1;b—a+1;271)
onde 4 F é a fungdo hipergeométrica que pode ser escrita na forma da série

ab ala+1)b(1+0b)
F i z) =14+ —
2451 (a7bacv Z) + 1'CZ+ Z'C(C+1) )

que é convergente quando ||z|| < 1.

homeomorfismo [I4]
Se f é uma aplicacdo continua um a um entre dois espacos topoldgicos e f~! existe e também é continua
um a um, entao f é um homeomorfismo.

homotopia [44]

Sejam f : X - Y e g: X — Y duas aplicagoes entre dois espacos topoldgicos X w Y. Se existir uma
aplicagdo h : X x [0,1] = Y tal que h(X x0) = f e h(X x 1) = g, entdo h é uma homotopia (e f é
homotépica a g). X w Y séo ditos espagos homotopicamente equivalentes se fog e go f forem homotépicas
a identidade de X e Y respectivamente.

I*, futuro/passado cronolégico
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isomorfismo [43|
Um isomorfismo é um mapa bijetor f tal que f e sua inversa f~! sao mapas entre duas estruturas algébricas
que “preservam a estrutura”, ou seja, sao homomorfismos, o que quer dizer que se f : & — B e, eg ¢ ep

sdo suas unidades (identidades) respectivamente, entao f (eg) = ep e f (a-b)= f(a)f(b), paraa, bec &.

J*, futuro/passado causal
K

Killing, vetor de [34]

Um difeomorfismo f : .4 — .# que mantém a métrica da variedade .# é chamado de isometria. Se o grupo
de difeomorfismos locais f; gerados por um campo vetorial é também um grupo de isometrias (ou seja f; é
uma isometria para cada t), entdo esse campo vetorial é chamado é um campo de Killing.

Klein-Gordon

equacao de 26] 5] [36]

produto de

Lie

algebra de Para qualquer grupo de Lie &, definimos uma translagdo (acao) & esquerda Lg (left)
e & direita Ry (right) de a € & em b € & por

Lgb = ab
Rgb = ba.

Como todo grupo de Lie é uma variedade suave, temos um espago tangente a cada ponto a de &,
como feito no capitulo [I.I] Note que Ly e Ry sao difeomorfismos, isso implica que os mapas

Lg. : Th@ — Tah@
Rg* : Th@ — Tha@
sdo isomorfismos entre os espagos tangentes. Sendo assim, um campo vetorial X em & é dito ser

invariante a esquerda se Lg. X = X, isso quer dizer que LaxXy = Xy, onde Xy € Ty® ¢ o valor de
X no espaco tangente a b € &. Sejam X e Y dois campos vetoriais invariantes a esquerda, e seja
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Te® o espaco tangente & identidade ¢ de &. Entao o colchete de Lie [.,.] em Tp® é uma operacao

que satisfaz
[X?a YY] = [X> Y]t :

Um espago vetorial 7p® munido da operagao [.,.] é chamado de élgebra de Lie de &.

grupo de 4 Um grupo topoldgico & é um espago & munido de uma estrutura de grupo tal que,
para a, b € &, os mapas

(a,b) »ab e &

a—a !

sao continuos. Um grupo de Lie é um grupo topolégico & que também é uma variedade suave tal
que

fo(w,z) = ay

g:(z)z?

sao fungoes infinitamente diferenciaveis.

P

paracompacto, conjunto @

Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja {O,} uma cobertura aberta. Uma outra cobertura {Vs} é dita
ser um refinamento de {O,} se para qualquer V330, | Vs C O,. {V3} é dita localmente finita se para
cada z € X tenhamos uma vizinhanga W de z tal que W N V3 # () somente para um nimero finito de 3.
(X, 7) é dito paracompacto se toda cobertura aberta {O,} de X tiver um refinamento {Vj3} localmente finito.

Schur, Lema de

Lema 13 Seja f um mapa linear entre dois espacos vetoriais f : V1 — Vo sobre um corpo K tal que
existam duas representacoes irredutiveis p1 e p2, de um grupo & em ¥ e Y1 respectivamente, satisfazendo

p18f = fpoi, Vo € &, entao
1. Ou f é um isomorfismo, ou entdo f é o mapa nulo.

2. Se V1 =Yy e tem dimensdo finita sob um corpo algebricamente fechado K e py = pa (nesse caso f
comuta com as representagoes), entao f = 1.

segundo-contavel
(X, 7) é segundo contédvel se existir uma colegio contavel {O,} de abertos tal que todo aberto possa ser
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expresso como uma unido de abertos de {O,,}.

Stone, A. H., teorema de [20]

Teorema 14 Seja .# um espagco métrico, entdo M € paracompacto.

T

Teorema de Hellinger-Toeplitz

Teorema 15 Seja A um operador simétrico definido em todo um espaco de Hilbert 7. Entio A é um
operador limitado. Como todo operador simétrico satisfaz

(AY[¢) = (z]|Ay) , Vi), ¢ € A,

entdo A € simétrico se, e somente se, for auto-adjunto. Sendo assim o teorema pode ser redefinido para o
caso em que se A € um operador auto-adjunto e definido em todo um espago de Hilbert 7, entdo A € um
operador limitado.

Transformacgao de Bogolyubov
Vv

variedade [I4]

W

Wronskiano [T
O Wronskiano entre duas fungoes f; fo consiste no determinante da matriz

W (f1, f2) (t) =

i) f2(8)) _ oy g
R AR B ACEACRY AU

(o Wronskiano pode ser generalizado para mais fungoes, mas isso ndo é necessdrio para este trabalho).
Quando o Wronskiano entre duas func¢oes nao é nulo, entao essas fungoes sao linearmente independentes (a
reciproca nem sempre é verdadeira). Uma equagao ttil relacionada ao Wronskiano é a chamada identidade
de Abel, que nos diz que o Wronskiano entre duas solugoes (f1 e f2) de uma equagao diferencial ordindria
de segunda ordem

"+a@)f +b(t)f=0

satisfaz

W (f1, f2) (8) = W (i, 2) (to) exp [— / ) dtf}
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