
Universidade de São Paulo

Instituto de F́ısica

Aplicação das Regras de Soma da QCD

no Estudo de Posśıveis Estados
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Eliane, Antonio Sales, Érike. Meus sinceros agradecimentos por tudo...
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Abstract

Using the QCD sum rules we test if the new narrow structure, the X(4350)

recently observed by the Belle Collaboration, can be described as a JPC = 1−+

exotic D∗
sD

∗
s0 molecular state. We consider the contributions of condensates up

to dimension eight, we work at leading order in αs and we keep terms which are

linear in the strange quark mass ms. The mass obtained for such state is mD∗
sD

∗

s0
=

(5.05± 0.19) GeV. We also consider a molecular 1−+, D∗D∗
0 current and we obtain

mD∗D∗

0
= (4.92 ± 0.08) GeV. We conclude that it is not possible to describe the

X(4350) structure as a 1−+ D∗
sD

∗
s0 molecular state.





Resumo

Usando as Regras de Soma da QCD, testamos se a nova estrutura estreita,

X(4350) recentemente observada pela Colaboração Belle, pode ser descrita como

um estado molecular D∗
sD

∗
s0 exótico JPC = 1−+. Consideramos as contribuições

dos condensados de dimensão oito, trabalhamos com os termos dominantes em αs

mantendo os termos lineares na massa do quark estranho ms. A massa obtida é

igual a mD∗
sD

∗

s0
= (5.05±0.19) GeV. Consideramos também uma corrente molecular

1−+, D∗D∗
0 e obtemos mD∗D∗

0
= (4.92 ± 0.08) GeV. Conclúımos que não é posśıvel

descrever a estrutura X(4350) como um estado molecular 1−+ D∗
sD

∗
s0.
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cada curva representa os valores máximo e mı́nimo da Janela de Borel. 52

3.11 Contribuição do Pólo versus Cont́ınuo para
√
s0 = 5.3 GeV. . . . . . 53

3.12 Convergência da OPE para o caso no qual estamos supondo o estado

descrito pela molécula D∗D∗
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3.13 Relação Pólo versus Cont́ınuo para
√
s0 = 5.4 GeV. . . . . . . . . . . 55
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Caṕıtulo 1

Introdução

As interações fortes de part́ıculas fundamentais tem sido satisfatoriamente des-

critas por uma teoria de gauge não-abeliana chamada Cromodinâmica Quântica

(QCD). Por isso, acredita-se que ela seja a teoria básica da f́ısica de hádrons. A

QCD possui duas importantes caracteŕısticas, a saber: liberdade assintótica e o

confinamento. A liberdade assintótica permite-nos descrever fenômenos por meio

de quarks e glúons considerando-os aproximadamente livres em processos de altas

energias, onde o acoplamento torna-se pequeno o suficiente para que se possa apli-

car técnicas de teoria de perturbação. Nesse regime perturbativo (altas energias) a

teoria está bem consolidada e testada com uma precisão de 1%.

Por outro lado, no regime de baixas energias, o acoplamento se torna grande,

devido ao caráter não abeliano da interação, de tal maneira que os métodos de teoria

de perturbação se tornam inviáveis. Por conta disso, o estado fundamental da QCD

não é vazio e sim, um condensado de quarks, anti-quarks e glúons acentuando ainda

mais as dificuldades dos problemas em baixas energias. Com isso, torna-se dif́ıcil a

determinação do espectro hadrônico nesse regime de energia.

Partindo disso, vários modelos baseados na QCD foram propostos a fim de tentar

resolver o problema do espectro. O mais bem sucedido deles, é o modelo de quarks

proposto por Murray Gell-Mann [1] e também por George Zweig [2].

Os hádrons, de acordo com o modelo de quarks, podem ser classificados de acordo

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

com o conteúdo de quarks em sua estrutura. Assim, hádrons formados por um par

quark-antiquark são chamados de Mésons. Por outro lado, os Bárions (próton e

nêutron) são formados por três quarks.

No cenário atual da f́ısica de part́ıculas, a grande maioria dos hádrons são muito

bem descritos pelo modelo de quarks, muito embora nenhum cálculo em QCD mostre

que não é posśıvel haver estados hadrônicos com diferentes conteúdos de quarks da-

queles anteriormente mencionados. Por conseguinte, acredita-se que existem estados

hadrônicos de quatro quarks (tetraquarks), estados sem nenhum quark em sua es-

trutura (Glueballs) e estados com glúons excitados (h́ıbridos). Qualquer part́ıcula

(estado hadrônico) cujo conteúdo de quarks seja diferente de quark-antiquark ou

três quarks, é denominada de exóticos.

Dados recentes sobre a espectroscopia do charmonium, revelam a possibilidade de

estados que podem ser descritos por moléculas. Desde que um próton e um nêutron

formam o dêuteron, acredita-se que mésons também podem formar moléculas. Esses

dados foram obtidos nas chamadas B-factories, que inicialmente foram constrúıdas

para a investigação da violação de CP em decaimento de mésons B. As B-factories

são colisores de elétron-pósitron, onde uma grande quantidade de mésons B e B

são produzidas na aniquilação daqueles. Esses novos estados observados, apesar de

estarem na região de massa do charmonium, não se encaixam no espectro de massa

dos estados cc calculados usando o modelo de quarks. Em seguida, vamos citar

alguns desses estados.

1.1 O X(3872)

Em 2003, a colaboração Belle anunciou a descoberta do méson X(3872) no pro-

cesso B+ → X(3872)K+ → J/ψπ+π−K+. Esse méson, é o mais bem estudado

dos estados associados cc. Quatro experimentos o confirmaram [3], com a massa

de 3872 ± 0.6 MeV e uma largura muito pequena: Γ < 2.3 MeV. Logo após sua

descoberta, o X(3872) pareceu ser um candidato para o estado ψ2(
3D2), mas as

transições radiativas desse estado para o χc não foram observadas.

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Ambas as colaborações, Belle [4] e BaBar [5], observaram o decaimentoX(3872) →
γJ/ψ, indicando que o méson X(3872) possui C = + como conjugação de carga.

Em contraposição, os estados convencionais do charmonium possuem C = −, assim,

o X(3872) não pode ser identificado como um estado convencional do charmonium.

Dados mais recentes de estudos combinando informações angulares e proprie-

dades cinemáticas do par π+π−, realizados pelas colaborações Belle e BaBar, favo-

recem o conjunto de números quânticos 1++ para o X(3872). Na Referência [6] os

autores mostraram que além de 1++, os números 2−+ também são compat́ıveis com

os dados. Entretanto, um cenário desfavorável a respeito dos números 1++ foi anun-

ciado pela colaboração BaBar observando o decaimento J/ψω [7]. A possibilidade

de 2−+, também é desfavorecida pela observação do decaimento em ψ(2S)γ e ainda

pela observação do decaimento em D0D̄0π0, ambas pelas colaborações Belle e BaBar

[8, 9].

1.2 O Y(4260)

O méson Y (4260), descoberto pela colaboração BaBar em 2005, por meio de

processos ISR (Initial State Radiation), é um outro exemplo de supostos estados

convencionais do charmonium. Esse estado com massa em torno de 4300 MeV, foi

observado no processo e+e− → γISRJ/ψπ
+π−, com uma largura 90 MeV.

Em um processo ISR, o pósitron ou o elétron irradia um fóton e, em seguida, o par

elétron-pósitron se aniquila. Em tal processo, há produção de estados numa região

de massa do charmonium com números quânticos JPC = 1−−, isso ocorre quando a

energia do centro de massa do fóton irradiado se encontra numa faixa entre 4000 a

5000 MeV. O méson Y (4260) é produzido em processos ISR, entretanto, nessa região

de massa (4000 e 5000 MeV), os estados convencionais do charmonium estão todos

bem estabelecidos, são eles: ψ(4040): estado 33S1, ψ(4160): estado 23D1 e ψ(4415):

estado 43S1. Suas massas estão de acordo com os modelos de potencial. Isso motivou

alguns autores a considerar o Y (4260) como sendo um estado de tetraquarks [10].

Na referência [11], foram consideradas diferentes opções de estrutura, baseadas em
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tetraquarks e estados moleculares, para o estudo desse méson. Tal estudo revelou

que é posśıvel explicar a massa do Y (4260) considerando que ele seja um estado

molecular D0D∗.

1.3 O Z+(4430)

O Z+(4430), observado em 2007 pela colaboração Belle [12] no decaimento

B+ → KZ+(4430) → Kψ
′

π+, é o mais intrigante de todos já que, sendo um estado

carregado, não pode ser um estado cc puro. A massa e a largura observadas desse

estado são M = (4433 ± 5) MeV e Γ = (45 ± 20) MeV. Como o conteúdo mı́nimo

desse estado é ccud, ele é o principal candidato para um estado de muitos quarks.

Se os mésons X(3872), Z+(4430) e Y (4260) são de fato estados moleculares,

então, muitas outras moléculas deverão existir. Um estudo sistemático desses posśı-

veis estados moleculares, e sua observação experimental, forneceriam um novo campo

de testes para a QCD, dentro das configurações de muitos quarks. Na referência [13]

as regras de soma da QCD foram usadas para calcular a massa de um posśıvel estado

molecular DsD
∗. Essa predição, e a predição de outros posśıveis estados moleculares

estranhos, é de particular interesse para experimentos que deverão investigar com

precisão muito maior o espectro de energia do charmonium, como o PANDA (na

máquina próton-antipróton no laboratório FAIR).

1.4 O Y(4140)

A colaboração CDF (Collider Detector at Fermilab) observou recentemente o

estado Y (4140) no canal de decaimento B+ → Y (4140)K+ → J/ψφK+. A massa e

a largura dessa estrutura são, M = (4143 ± 2.9 ± 1.2) MeV e Γ = (11.7+8.3
−5.0) MeV

[14]. Na Referência [15], os autores o interpretaram como um parceiro molecular do

Y (3930), observado pelas colaborações Belle e BaBar próximo do threshold J/ψω

[16]. Eles conclúıram que o Y (4140) é provavelmente um estado molecular D∗
sD̄

∗
s

com JPC = 0++ ou 2++. Na Referência [17], o Y (4140) foi interpretado como um

4
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charmonium h́ıbrido exótico com JPC = 1−+.

1.5 O X(4350)

Usando modelos de Potencial, os autores da ref. [18], sugeriram que se o Y (4140)

fosse um estado molecular D∗+
s D∗−

s , ele deveria ser observado no processo de dois fó-

tons. Seguindo tal sugestão, a colaboração Belle procurou observar o estado Y(4140)

no canal γγ → φJ/ψ. No entanto, como podemos observar pela Fig. 1.1, a cola-

boração Belle detectou uma estrutura estreita em 4.35 GeV no espectro de massa

do J/ψφ, ao invés do estado Y (4140). A massa e a largura desse estado, chamado

X(4350), são: M = (4350.6+4.6
−5.1) MeV e Γ = (13.3+7.9

−9.1 ± 4.1) MeV [19].

0

2
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4.2 4.4 4.6 4.8 5

M(φJ/ψ) (GeV/c2)

E
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s/

25
 M
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/c
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Figura 1.1: Produção do Y (4140) a partir da colisão próton-antipróton.

Em nosso trabalho [20] usamos a técnica das Regras de Soma da QCD para cal-

cular a massa do estado X(4350) considerando-o como um estado molecular exótico.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: no Caṕıtulo 2, introdu-

zimos a técnica das Regras de Soma ressaltando suas vantagens e limitações, apre-

sentando os principais parâmetros envolvidos no uso desta técnica para o cálculo de

massa. A descrição de nossos resultados para o cálculo da massa do estado X(4350)

5
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supondo-o como um estado molecular exótico, será apresentada em detalhes no

Caṕıtulo 3. Por fim, o Caṕıtulo 4 é dedicado à nossas considerações finais.
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Caṕıtulo 2

Regras de Soma da QCD

As Regras de Soma da QCD consistem numa técnica de cálculo, que trata de

aspectos não perturbartivos da QCD, desenvolvida pelos f́ısicos Shifman, Vainsh-

tein e Zakharov[21]. Uma das vantagens dessa técnica é o fato dela ser anaĺıtica,

possibilitando o cálculo de algumas propriedades dos hádrons, como por exemplo,

determinação da massa do estado fundamental, constantes de decaimentos e fatores

de forma.

O método consiste na comparação de duas diferentes abordagens da função de

correlação. Tal comparação é posśıvel devido ao prinćıpio da Dualidade Quark-

Hádron. Assim, através dessa igualdade, podemos calcular as propriedades listadas

anteriormente. Por outro lado, o método das regras de soma é limitado por aproxi-

mações realizadas no cálculo da função de correlação. Dessa forma, temos que

estudá-las caso a caso, para determinarmos seus limites de validade.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: Na seção 1.1, apresentamos a

definição da função de correlação, ressaltando sua importância nas Regras de Soma.

Nas seções 1.2 e 1.3, descrevemos o Lado Fenomenológico e o formalismo de Expansão

em Produto de Operadores, que são as duas abordagens da função de correlação

usadas no cálculo de Regras de Soma. Nas seções 1.4 e 1.5, descrevemos o papel da

Transformada de Borel e a importância da determinação de uma região do espaço

da Massa de Borel, chamada janela de Borel, que possa garantir a confiabilidade

7
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dos resultados. Finalmente, na seção 1.6, mostramos como calcular os parâmetros

hadrônicos usando o Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron.

2.1 Função de Correlação

A função de correlação, ou correlator, desempenha um papel fundamental nas

regras de soma da QCD, pois é a partir dela que calculamos as amplitudes de dia-

gramas como o da Figura abaixo:

q

0 x

q

Figura 2.1: Diagrama representando a amplitude calculada por uma função de dois

pontos. q e q, representam um quark e anti-quark, respectivamente.

A Figura 2.1 apresenta um diagrama, em que os estados inicial e final são hádrons,

associado a uma função de correlação também conhecida por função de dois pontos,

que no caso de mésons vetoriais é definida como:

Πµν(q) = i

∫

d4xeiqx〈0|T [jµ(x)j†ν(0)]|0〉, (2.1)

onde, jµ(x) é a corrente escrita em termos dos campos de quarks contendo os números

quânticos do hádron. Para mésons escalares j(x) é igual a j(x) = qa(x)qb(x), onde

a e b são ı́ndices de cor e q é o campo do quark. No caso de mésons vetoriais temos

jµ = qa(x)γµqb(x) e j = q(x)iγ5q(x) para mésons pseudo-escalares. Funções de

correlação de dois pontos são utilizadas para calcular massas de hádrons e constantes

de acoplamento.

8
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Considere agora a Figura 2.2, na qual temos uma terceira linha em y. Tais dia-

gramas estão associados com funções de correlação de três pontos que tem utilidade

no cálculo de fatores de forma.

q

0 x

qq

y

Figura 2.2: Diagrama representando a amplitude calculada por uma função de três

pontos. q e q, representam um quark e anti-quark, respectivamente.

No caso do diagrama da Figura 2.2, a função de correlação é definida como

Π(q) = i

∫

d4xd4yeip1xe−ip2y〈0|T [j1(x)j†2(y)j†3(0)]|0〉, (2.2)

onde p1 é o momento do hádron representado pela corrente j1 e p2 é o momento do

hádron representado pela corrente j2.

Sabemos que a constante de acoplamento da QCD, αs =
gs
4π2 , varia com a escala

de energia. Em processos hadrônicos nos quais alguns dos quarks e glúons envol-

vidos são altamente virtuais, αs é suficientemente pequena e, com isso, podemos

usar os métodos perturbativos. Tais processos são chamados de “processos duros”

e acontecem numa alta escala de energia (acima de 1GeV). Isso está relacionado à

curtas distâncias e, segundo a QCD, nesse regime os quarks e glúons propagam-se

livremente (liberdade assintótica), por conseguinte, a função de correlação, é escrita

em termos dos propagadores livres. Isto é, aplicando o teorema de Wick ao elemento

9
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de matriz na Equação (2.1), supondo a corrente de um méson vetorial, temos

〈0|T [jµ(x)jν(0)]|0〉 = 〈0|T [qa(x)γµqa(x)qb(0)γνqb(0)]|0〉 (2.3)

= (γµ)ij(γν)kl〈0p|T [qa(x)iqb(0)l]|0p〉×

× 〈0p|T [qa(x)jqb(0)l]|0p〉+

+ (γµ)ij(γν)kl〈0p|qa(x)iqb(0)l|0p〉〈0| : qa(x)jqb(0)k : |0〉+ ...,

onde |0p〉 e “ :: ” representam o vácuo perturbativo e o ordenamento normal, res-

pectivamente. Os termos da equação acima com 〈0p|...|0p〉, são definidos como o

propagador de quark livre enquanto que o segundo termo 〈0| : qa(x)jqb(0)k : |0〉 é

nulo, no vácuo perturbativo. Por outro lado, como (2.3) será avaliada no vácuo da

QCD, implica que o termo com “ :: ” introduz as informações não-perturbativas do

vácuo da QCD. Podemos levar isso em conta por meio de uma expansão em produtos

de operadores (OPE - Operators Product Expansion) [28]. Nas Regras de Soma,

chamamos a descrição por meio dessa expansão em produto de operadores de Lado

da OPE.

Por outro lado, em vez de escrevermos a função de correlação em termos de cam-

pos de quarks, podemos considerar os hádrons como se fossem part́ıculas fundamen-

tais. Como conseqüência disso, as correntes presentes no correlator são interpretadas

como operadores de campo dos hádrons. Tal descrição da função de correlação, é

chamada no método das Regras de Soma, de Lado Fenomenológico.

Com isso, podemos entender a importância da função de correlação nas Regras de

Soma. A razão é que a mesma função pode ser considerada em dois ńıveis diferentes,

a saber: em termos de campos de quarks e glúons (Lado da OPE) ou considerando

os graus de liberdade sendo puramente hadrônicos (Lado Fenomenológico). É nessa

prescrição, chamada de Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron, que as Regras

de Soma estão apoiadas. Tal prinćıpio, afirma que podemos descrever um hádron

tanto a ńıvel de quarks quanto a ńıvel hadrônico.

Nas próximas seções, entraremos em detalhes a respeito dessas duas diferentes

abordagens sobre a função de correlação, mencionadas anteriormente, ou seja, o

Lado Fenomenológico e o Lado da OPE.
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2.2 Expansão em Produto de Operadores - Lado

da OPE

Considere o produto temporalmente ordenado dado por (2.4)

i

∫

dxeiqxT{j(x)j†(0)}. (2.4)

Observe que as correntes j(x) e j†(0) não estão definidas em um único ponto.

Contudo, é posśıvel expandir o produto temporalmente ordenado de duas correntes

em termos de um conjunto completo de operadores locais como

i

∫

dxeiqxT{j(x)j†(0)} =
∑

d

CdÔd(0), (2.5)

onde Cd são os coeficientes de Wilson ao passo que Ôd são operadores locais compos-

tos a partir de campos de quarks e glúons. A expansão na Equação (2.5) é chamada

de expansão do produto de operadores (OPE) [28]. Toda a informação associada

com a f́ısica de curto alcance (parte perturbativa), é dada pelos coeficientes de Wil-

son. Tais termos podem ser calculados pela teoria perturbativa. Por outro lado, os

efeitos não-perturbativos, correspondentes à f́ısica de longo alcance, estão contidos

em Ôd. A soma é realizada sobre a dimensão do operador local, indicado pelo ı́ndice

d. Deste modo, para d = 0 (dimensão zero), o operador será a própria identidade,

ou seja, Ô0(0) = 1̂. Para d = 3, 4 e 5 temos, respectivamente,

Ô3 = qq; (2.6)

Ô4 = Gk
µνG

kµν ; (2.7)

Ô5 = qσµν
λa

2
Gk

µνq, (2.8)

onde σµν = i
2
[γµ, γν ], γµ são as matrizes de Dirac, λa são as matrizes de Gell-Man

e Gµν é o tensor de campo dos glúons. Os valores esperados no vácuo de (2.6),

(2.7) e (2.8), são os condensados de quarks, condensado de glúons e condensado de

quark-glúon, respectivamente.
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Os condensados oriundos da OPE são parâmetros puramente não-perturbativos

e, por conseguinte, não podem ser calculados analiticamente. Para calculá-los, deve-

mos recorrer a métodos indiretos. Por exemplo, para calcularmos o valor numérico

de 〈qq〉, usamos a hipótese de Corrente Axial Parcialmente Conservada - PCAC

(do inglês Partially Conserved Axial Current) [22]. Isto é,

〈qq〉 = − m2
πf

2
π

2(mu +md)
, (2.9)

onde mπ e fπ são, respectivamente, a massa e a constante de decaimento do ṕıon.

mu e md são as massas dos quarks u e d. Deste modo, inserindo em (2.9) os valores

mu +md
∼= 14MeV, mπ = 138MeV e fπ = 132MeV, resulta

〈qq〉 = −(0, 228GeV)3. (2.10)

Podemos seguir um racioćınio análogo para obtermos os valores numéricos para os

demais condensados.

Na seção (2.1), obtemos (2.3) aplicando o teorema de Wick ao elemento de matriz

na Equação (2.1), onde o primeiro termo daquela equação representa o propagador

livre dos quarks enquanto o segundo termo é nulo na teoria perturbativa. Entretanto,

na teoria não-perturbativa, é o segundo termo de (2.3) que dá origem às contribui-

ções não-perturbativas e não-fatorizáveis do vácuo da QCD. Essas contribuições são

os condensados mencionados anteriormente. A partir de agora, vamos dedicar as

próximas seções à descrição das contribuições perturbativas, não-perturbativas e

não-fatorizáveis, apresentando o cálculo do propagador completo utilizado nas Re-

gras de Soma da QCD.

2.2.1 O Propagador Perturbativo

De acordo com o que foi dito na seção (2.1), a curtas distâncias a constante

de acoplamento da QCD é suficientemente pequena, o que nos permite fazer uso

da teoria perturbativa. Assim, o cálculo do propagador perturbativo é dado pela

fórmula de Gell-Man Low [23]:

S
(p)
ab (x) = 〈0p|T{qa(x)qb(0)ei

∫
d4zLint(z)}|0p〉, (2.11)

12
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onde Lint(z) é a lagrangiana de interação quark-glúon sendo igual a

Lint(z) = gsq
a(z)γµAn

µτ
n
abq

b(z), (2.12)

onde gs é a constante de acoplamento, τab são os geradores do grupo SU(3), Aµ é o

campo do glúon com n variando de 1 até 8. Expandindo a exponencial em (2.11),

resulta em

S
(p)
ab (x) = 〈0p|T{qa(x)qb(0)}|0p〉+ i

∫

d4z〈0p|T{qa(x)qb(0)Lint(z)}|0p〉+ ... (2.13)

Além disso, se chamarmos S
(0)
ab (x) ≡ 〈0p|T{qa(x)qb(0)}|0p〉 e o segundo termo como

S
(1)
ab (x) ≡ i

∫
d4z〈0p|T{qa(x)qb(0)Lint(z)}|0p〉, podemos reescrever (2.13) da seguinte

maneira:

S
(p)
ab (x) = S

(0)
ab (x) + S

(1)
ab (x) + ... . (2.14)

O primeiro termo no lado direito de (2.14) representa o propagador de quark livre

dado por,

S
(0)
ab (x) = iδab

∫
d4p

(2π)4

(
p/ +mq

p2 −m2
q + iǫ

)

e−ipx, (2.15)

enquanto que o segundo termo está associado ao vértice de interação entre quarks e

glúons, sendo igual a [24]

S
(1)
ab = − i

4
gsτ

n
abG

n
µν(0)

∫
d4p

(2π)4

[
σµνp/ + p/ σµν + 2mqσ

µν

(p2 −m2
q + iǫ)2

]

e−ipx, (2.16)

onde Gn
µν é dado por Gn

µν = ∂µA
ν − ∂νA

µ + gsf
n
jkA

j
µA

k
ν . Se a corrente considerada

contém quarks leves podemos, através de uma transformada de Fourier, escrever o

propagador no espaço das configurações expandindo em primeira ordem a massa do

quark. Com isso, (2.15) e (2.16) podem ser reescritos da seguinte maneira:

S
(0)
ab (x) = iδab

∫
d4p

(2π)4

(
p/ +mq

p2 + iǫ

)

e−ipx, (2.17)

S
(1)
ab = − i

4
gsτ

n
abG

n
µν(0)

∫
d4p

(2π)4

[
σµνp/ + p/ σµν + 2mqσ

µν

(p2 + iǫ)2

]

e−ipx. (2.18)

Usando os resultados dado no Apêndice X:

∫

d4p
p/ e−ipx

p2 + iǫ
= x/

8π2

x4
, (2.19)
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∫

d4p
e−ipx

p2 + iǫ
= i

4π2

x2
, (2.20)

(2.17) resulta em

S
(0)
ab = δab

(

i
x/

2π2x4
− mq

4π2x2

)

. (2.21)

Por outro lado, usando as transformadas calculadas no Apêndice X

∫

d4p
p/ e−ipx

(p2 + iǫ)2
= x/

2π2

x2
, (2.22)

∫

d4p
e−ipx

(p2 + iǫ)2
= −iπ2ln(−x2), (2.23)

obtemos,

S
(1)
ab = −i

gsτ
n
abG

n
µν

25π2x2
[σµνx/ + x/ σµν ]. (2.24)

Portanto, somando (2.21) com (2.24), obtemos o propagador perturbativo S
(p)
ab em

primeira ordem na constante de acoplamento

S
(p)
ab = δab

(

i
x/

2π2x4
− mq

4π2x2

)

− i
gsτ

n
abG

n
µν

25π2x2
[σµνx/ + x/ σµν ]. (2.25)

O próximo passo, é analisar o produto normal dos operadores de quarks que apa-

rece no segundo termo de (2.3), 〈0| : qa(x)jqb(0)k : |0〉, pois, como foi dito anterior-

mente, tal termo é responsável pelo surgimento de contribuições não-pertubartivas.

O propagador completo utilizado nas Regras de Soma da QCD será a soma dos

propagadores perturbativo e não-perturbativo.

2.2.2 O Propagador Não-Perturbativo

Os condensados que surgem do segundo termo de (2.3), são devidos a dois tipos de

contribuições, a saber: contribuições fatorizáveis e não-fatorizáveis. Estes últimos,

surgem devido aos termos que resultam do produto entre termos perturbativos e

não-perturbativos. Iniciemos o cálculo do propagador pelas contribuições fatoráveis.

Fazendo uma expansão de qa(x) em torno de x = 0, resulta em

qa(x) = qa(0) + xµ∂
µqa(x)|x=0 +

1

2
xµxν∂

µ∂νqa(x)|x=0 + ... . (2.26)
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Trabalhando no gauge do ponto fixo, ou seja, xµA
µ = 0 podemos substituir as

derivadas ∂µ por derivadas covariantes Dµ, onde Dµ = ∂µ − igsAµ. Assim, podemos

reescrever 2.26 da seguinte maneira:

qa(x) = qa(0) + xµD
µqa(x)|x=0 +

1

2
xµxνD

µDνqa(x)|x=0 + ... . (2.27)

Podemos então, obter as contribuições não-perturbativas inserindo (2.27) no produto

normal presente no segundo termo de (2.3), assim, obtemos

〈0| : q(x)q(0) : |0〉 = 〈0| : qa(0)qb(0) : |0〉+ xµ〈0| : Dµqa(x)|x=0qb(0) : |0〉+

+ xµxν
1

2
〈0| : DµDνqa(x)|x=0qb(0) : |0〉+ ... , (2.28)

onde |0〉 representa o vácuo da QCD. Deste modo, cada termo de (2.28) é identificado

como um condensado. A seguir, discutiremos cada um deles separadamente.

2.2.3 O Condensado de Quarks

O primeiro termo da série dada por (2.28) é chamado de condensado de

quarks . Definindo-o como, Sαβ
ab , temos

Sαβ
ab = 〈0| : qαa (0)qβb (0) : |0〉 = Nδabδ

αβ, (2.29)

onde α e β são ı́ndices espinoriais e N é somente um fator de normalização. Para

determiná-lo, multipliquemos ambos os lados da equação acima por δbaδ
βα, portanto,

δbaδ
βα〈0| : qαa (0)qβa(0) : |0〉 = Nδabδ

αβδbaδ
βα. (2.30)

Sabendo que δabδ
αβδbaδ

βα = 12 e, definindo δβα〈0| : qα(0)qβ(0) : |0〉 ≡ 〈qq〉, podemos

isolar N e substituir seu resultado em (2.29), obtendo assim, o propagador para o

condensado de quarks cuja expressão será dada por,

Sab = −δab
12

〈qq〉. (2.31)

Consideremos agora, o segundo termo de (2.28) que será definido como sendo Sµαβ
ab ,

portanto,

Sµαβ
ab = 〈0| : Dµqαa (x)|x=0q

β
b (0) : |0〉 = Nδab(γ

µ)αβ. (2.32)
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Multiplicando por δba(γ
µ)βα os dois membros da igualdade acima, resulta em

δba(γ
µ)βα〈0| : Dµqαa (x)|x=0q

β
b (0) : |0〉 = Nδab(γ

µ)αβδba(γ
µ)βα, (2.33)

onde γµ é a matriz de Dirac. De posse das igualdades δab(γ
µ)αβδba(γ

µ)βα = 48 e

γµDµ = D/ , obtemos a expressão de N

N = −〈qD/ q〉
48

, (2.34)

onde definimos 〈0| : γµDµq
α
a (x)|x=0q

β
b (0) : |0〉 ≡ 〈qD/ q〉. Por outro lado, sabemos

que

D/ qαa = −imqq
α
a , (2.35)

desse modo, decorre dáı que N = imq〈qq〉

48
. Assim, substituindo N em (2.32), obtemos

Sµ
ab = δab

imq

48
〈qq〉x/ . (2.36)

Onde (2.36) pode ser interpretado como o termo de correção de massa.

2.2.4 O Condensado Misto

O termo 〈0| : DµDνqαa (x)|x=0q
β
b (0) : |0〉 em (2.28) é chamado de Condensado

Misto. Seguindo um racionćınio análogo ao anterior, escrevemos

Sµναβ
ab = 〈0| : DµDνqαa (x)|x=0q

β
b (0) : |0〉 = Nδabδ

αβgµν . (2.37)

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por δbaδ
βαgµν obtemos,

δbaδ
βαgµν〈0| : DµDνqαa (x)|x=0q

β
b (0) : |0〉 = Nδabδ

αβgµνδbaδ
βαgµν . (2.38)

Se definirmos 〈0| : DµDνqαa (x)|x=0q
β
b (0) : |0〉 ≡ 〈qD2q〉, resolvemos (2.38) em N ,

obtendo,

N = −〈qD2q〉
48

. (2.39)

Por outro lado, usando a relação D2q = 1
2
gsσGq [25], obtemos 〈qD2q〉 = 1

2
〈qgsσGq〉.

Deste modo, substituindo, esta última relação na expressão (2.39), em seguida inse-

rindo (2.39) em (2.37), encontramos

Sµν
ab = −g

µνδab
96

〈qgsσGq〉, (2.40)
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que é o propagador associado ao condensado misto.

As próximas contribuições não-perturbativas ao propagador das Regras de Soma

da QCD são provenientes de contribuições não-fatoráveis. Eles estão associados aos

condensados de Glúons e também ao condensado Misto.

2.2.5 O Condensado de Glúons - Parte Não-Fatorável

Em baixas energias o termo não-fatorável que dá origem ao chamado Conden-

sado de Glúons , surge da interação entre o quark q com o quark externo q
′

.

Segundo a referência [24], a contribuição para o propagador não-perturbativo asso-

ciado com o condensado de glúons é dada por,

S
〈G2〉
ab = − iτnab

3.29.π2.x2
gsG

A
µν [x/ σµν + σµνx/ ]. (2.41)

2.2.6 O Condensado Misto - Parte Não-Fatorável

Existe ainda um outro tipo de contribuição para o propagador não-perturbativo

denominado Condensado Misto. Note que, para o condensado misto há tam-

bém uma contribuição fatorável, descrita anteriormente. Entretanto, considerando

somente a contribuição relativa à parte não-fatorável, proveniente do condensado de

quarks e glúons, temos o termo dado pela equação abaixo:

〈0| : qa(x)gsGn
µνq

b(0) : |0〉. (2.42)

Observe que temos um fator do tipo gsG
n
µν . Tal fator surge devido à presença de

uma linha do tipo mostrada pela Figura 2.3 no cálculo do correlator. Isso, de certa

forma, induz um valor esperado no vácuo numa outra linha de quark. São justamente

esses termos que dão origem às contribuições não-fatoráveis. Substituindo (2.26) em

(2.42), em primeira ordem, resulta em

〈0| : qaα(x)gsGn
µνq

b
β(0) : |0〉 = N(σµν)αβτ

αβ
ab . (2.43)
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Figura 2.3: Diagrama representando a contribuição não-fatorável no cálculo da fun-

ção de correlação.

Multiplicando os membros da equação acima por τβαba (σµν)βα e, além disso, definindo

〈0| : qaα(x)gsGn
µνq

b
β(0) : |0〉 ≡ 〈qgsσGq〉 encontramos,

N = − 1

3.26
〈qgsσGq〉, (2.44)

isso implica que,

〈0| : qa(x)gsGn
µνq

b(0) : |0〉 = − τnab
3.26

〈qgsσGq〉σµν , (2.45)

que é a contribuição em primeira ordem para o condensado misto (não-fatorável).

Considerando agora, termos de segunda ordem em (2.26), obtemos

〈0| : Dρq
a
α(x)|x=0gsG

n
µνq

b
β(0) : |0〉 = N(γρσµν + σµνγρ)αβτ

nab. (2.46)

Contraindo com (γρσ
µν + σµνγρ)

βατnba, implica que

N = − 1

3.28
〈qgsGD/ q〉. (2.47)

Portanto, substituindo o valor de N em (2.46) sabendo que D/ q = −imqq, encontra-

mos

〈0| : Dρq
a
α(x)|x=0gsG

n
µνq

b
β(0) : |0〉 =

imqτ
nab

3.28
〈qgsσGq〉[x/ σµν + σµνx/ ], (2.48)

onde x/ aparece devido ao termo 1
2
xρ proveniente da expansão (2.26). Assim, o

propagador associado com o condensado misto devido à contribuição não-fatorável,

pode ser escrito como

Sµν
ab (x) =

iτnab
3.26

[

iσµν +
mq

4
(x/ σµν + σµνx/ )

]

〈qgsσGq〉. (2.49)
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Finalmente, podemos escrever o propagador completo utilizado no cálculo do lado

da OPE. Assim, somando todas as contribuições, temos

Sq
ab(x) = δab

(

i
x/

2π2x4
− mq

4π2x2

)

− i
gsτ

n
abG

n
µν

25π2x2
[σµνx/ + x/ σµν ] + i

δab
12

〈qq〉
[

i+
mq

4
x/
]

− x2δab
96

〈qgsσGq〉+
iτnab
3.26

[

iσµν +
mq

4
(x/ σµν + σµνx/ )

]

〈qgsσGq〉. (2.50)

2.3 Estados F́ısicos Intermediários - Lado Feno-

menológico

Na seção (2.1), foi dito que podemos entender o comportamento da função de

correlação, inserindo um conjunto completo de estados f́ısicos intermediários entre

os operadores, que neste caso, são operadores de criação e aniquilação do hádron

descrito pela corrente considerada. Tal abordagem é chamada de Lado Fenomenoló-

gico. Por questão de simplicidade, vamos considerar um méson escalar. Deste modo,

o correlator é definido como

Π(q) = i

∫

d4xeiqx〈0|T [j(x)j†(0)]|0〉. (2.51)

Usando a definição de produto temporalmente ordenado, a equação (2.51) pode ser

reescrita da seguinte maneira,

Π(q) = i

∫

d4xeiqx
{
〈0|θ(xo)[j(x)j†(0)]|0〉+ 〈0|θ(−xo)[j†(0)j(x)]|0〉

}
. (2.52)

Agora, vamos assumir que o conjunto de mésons formados pela corrente j seja um

conjunto completo, isto é,

1̂ =
∞∑

k

|k〉〈k|. (2.53)

Substituindo (2.53) entre as correntes de (2.52), obtemos,

Π(q) = Πfen(q) = i

∫

d4xeiqx
∑

k

{θ(x0)〈0|j(x)|k〉〈k|j†(0)|0〉+ (2.54)

+ θ(−x0)〈0|j†|k〉〈k|j(x)(0)|0〉}.
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Por outro lado, considere o operador U , com as seguintes propriedades:

Û(a)|k〉 = eipka|k〉; (2.55)

Û Û−1 = 1̂; (2.56)

Û(a)j(x)Û †(a) = j(x+ a). (2.57)

Tal operador é chamado de operador de translação. Usando estas propriedades

podemos reescrever os termos de (2.54) da seguinte maneira:

θ(x0)〈0|Û−1(−x)Û(−x)j(x)Û−1(−x)Û(−x)|k〉 = 〈0|j(0)|k〉e−ipkx. (2.58)

Além disso, do cálculo acima, implica também que

〈k|j(x)|0〉 = eipx〈k|j†(0)|0〉. (2.59)

Portanto, substituindo (2.58) e (2.59) em (2.54), obtemos:

Πfen(q) = i

∫

d4xeiqx[θ(x0)e
ipx + θ(−x0)e−ipx]

∞∑

k

〈0|j(0)|k〉〈k|j†(0)|0〉. (2.60)

De posse da identidade dada por

∫ ∞

0

ds

∫

d4pθ(p0)δ(p
2 − s)δ(p− pk) = 1, (2.61)

podemos reescrever (2.60) da seguinte maneira:

Πfen(q) = i

∫

d4xeiqx[θ(x0)e
−ipx + θ(−x0)eipx]

∫ ∞

0

ds× (2.62)

×
∫

d4pδ(p0)δ(p
2 − s)

∑

k

〈0|j(0)|k〉〈k|j†(0)|0〉δ4(p− pk).

Além disso, definindo
∑

k〈0|j(0)|k〉〈k|j†(0)|0〉δ4(p−pk) ≡ 2π
(2π)4

ρ(p2), decorre dáı que

Πfen(q) =

∫

d4xeiqx
∫ ∞

0

dsρ(s)

∫
d4p

(2π)3
[iθ(x0)e

−ipxθ(p0)δ(p
2 − s)+ (2.63)

+ iθ(−x0)eipxθ(p0)δ(p2 − s)].

Podemos identificar a integral

∫
d4p

(2π)3
[iθ(x0)e

−ipxθ(p0)δ(p
2 − s) + iθ(−x0)eipxθ(p0)δ(p2 − s)], (2.64)
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como o propagador de Feynman para um méson escalar ∆F (x; s), deste modo, (2.63)

assume a forma

Πfen(q) =

∫

d4xeiqx
∫ ∞

0

dsρ(s)∆F (x; s). (2.65)

Entretanto, podemos também reescrever o propagador de Feynman ∆F (x; s) como

∆F (x; s) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipx

s− p2 − iǫ
. (2.66)

Por conseguinte, substituindo a equação acima em (2.65) e, resolvendo as integrais

em p e x, no limite em que ǫ→ 0 , encontramos

Πfen(q) =

∫ ∞

0

ds
ρ(s)

s− q2
, (2.67)

onde ρ é chamada de densidade espectral.

Um ponto muito importante a ressaltar neste momento, devido a observações

experimentais, é que usualmente, ρ(s) pode ser separada em um pólo bem definido,

representando a massa do estado fundamental da part́ıcula e numa série de estados

excitados que representam um cont́ınuo de ressonâncias de massas superiores à do

pólo. Assim,

ρ(s) = λ2δ(s−m2) + ρcont(s), (2.68)

onde λ é uma constante que fornece uma medida do acoplamento do estado com a

corrente, isto é, 〈0|j|H〉 = λ, e |H〉 é o estado hadrônico.

Substituindo, (2.68) na Equação (2.67), podemos separar as contribuições do pólo

e do cont́ınuo na expressão da função de correlação para o Lado Fenomenológico,

portanto,

Πfen(q) =
λ2

m2 − q2
+

∫ ∞

s0

ds
ρcont(s)

s− q2
. (2.69)

Para introduzirmos um número mı́nimo de parâmetros no cálculo, costuma-se

aproximar ρcont(s) = Θ(s − s0)ρ
OPE(s), onde s0 é um parâmetro, o qual indica

que para valores de s maiores que s0, há somente contribuições do cont́ınuo de

ressonâncias. Portanto, ele é denominado de limiar do cont́ınuo ou threshold. deste

modo, podemos reescrever (2.69) da seguinte maneira:

Πfen(q) =
λ2

m2 − q2
+

∫ ∞

s0

ds
ρOPE(s)

s− q2
. (2.70)
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É esta equação que será comparada com a função de correlação calculada pelo Lado

da OPE.

Na seção 2.1, comentamos que o principal papel que a função de correlação

desempenha nas Regras de Soma da QCD, é a possibilidade de realizarmos o cálculo

seguindo duas abordagens diferentes. O Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron nos

assegura, de certa forma, que essas duas abordagens são equivalentes. Entretanto,

para que possamos usar tal prinćıpio e, assim, podermos comparar a equação (2.69)

com Π(q) calculado pela OPE, definida como ΠOPE(q), devemos escrever esta última

como uma relação de dispersão, isto é,

ΠOPE(q) =
1

π

∫ ∞

smin

ds
Im[Π(s)]

s− q2
+ ..., (2.71)

onde os termos seguintes representados por ”...”, são os termos de subtração. Na

equação (2.71), podemos definir uma função densidade espectral ρOPE(s) ≡ 1
π
Im[Π(s)].

Deste modo, (2.71) pode ser reescrita como

ΠOPE(q) =

∫ ∞

smin

ds
ρOPE(s)

s− q2
. (2.72)

Portanto, é essa expressão que usaremos para comparação com o Lado Fenomenoló-

gico.

2.4 A Transformada de Borel

Neste ponto, parece razoável utilizarmos o Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron

já que temos as expressões da função de correlação calculada nos Lados da OPE e

Fenomenológico. Entretanto, note que o cálculo de todos os termos da OPE é im-

praticável. Em um dado momento temos que truncar a série e, além disso, garantir

sua convergência. Contudo, para que o truncamento seja posśıvel, as contribuições

dos termos de dimensões mais altas devem ser suficientemente pequenas para que

se possa justificar sua não consideração na expansão. No Lado Fenomenológico,

introduzimos aproximações ao assumirmos que a densidade espectral pode ser se-

parada em um pólo mais um cont́ınuo de estados excitados. Além disso, estamos
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interessados no estado fundamental, isto é, na contribuição do pólo. Assim, devemos

suprimir a contribuição dos estados excitados, para que o resultado seja suficiente-

mente dominado pelo estado de mais baixa energia.

Portanto, para que ambas as descrições sejam de fato equivalentes, devemos

suprimir tanto a contribuição dos termos de ordem mais alta na OPE como a contri-

buição dos estados excitados no Lado Fenomenológico. Isso pode ser feito através

da aplicação de uma transformada chamada de Transformada de Borel. Ela é

definida da seguinte maneira [27]:

β[Π(Q2)] = Π(M2) = lim
Q2, n → ∞

Q2

n
= M2

(Q2)n+1

n!

(

− ∂

∂Q2

)n

Π(Q2), (2.73)

onde Q2 = −q2 é o momento no espaço euclidiano e M2 é uma variável, que surge

devido à aplicação da transformada, chamada de Massa de Borel. Seguem abaixo,

alguns exemplos de transformadas de Borel.

β[(Q2)k] = 0, para k > 0; (2.74)

β

[
1

(Q2)k

]

=
1

(k − 1)!

(
1

M2

)k−1

; (2.75)

β

[
1

s+Q2

]

= e−s/M2

. (2.76)

Aplicando a Transformada de Borel ao correlator do Lado Fenomenológico, re-

sulta

β[Πfen(Q2)] = Π(M2) = λ2e−m2/M2

+

∫ ∞

s0

dsρOPE(s)e−s/M2

. (2.77)

Note que, a densidade espectral associada às contribuições dos estados excitados,

após a transformada, está multiplicada por uma exponencial. Assim, à medida em

que s cresce, o segundo termo de (2.77) torna-se menos importante, suprimindo os

estados excitados.

Pelo Lado da OPE, os coeficientes de ordem mais alta são potências, k, da di-

mensão do operador, isto é, do tipo 1/(Q2)k. Assim, o uso da transformada de Borel

introduz, de acordo com 1.75, um fator igual a 1/(k − 1)!, reduzindo a importância

dos termos de ordem mais alta na OPE.
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Como conseqüência disso, podemos determinar uma região do espaço de M2

no qual, tanto as contribuições de ordem mais altas na OPE quanto as dos es-

tados excitados ou ressonantes são suprimidas, de tal maneira que os parâmetros

fenomenológicos associados com o estado fundamental do hádron podem ser deter-

minados. Portanto, devemos determinar um intervalo de M2 onde essa comparação

seja adequada, possibilitando a determinação de resultados confiáveis. Tal intervalo

no espaço da massa de Borel é chamaddo de Janela de Borel.

2.5 A Janela de Borel

Para determinarmos o intervalo associado à Janela de Borel, devemos encontrar o

valor máximo Mmax e mı́nimo Mmin da massa de Borel. A seguir, vamos apresentar

alguns critérios que nos permitem determiná-los.

2.5.1 Determinando o Máximo da Massa de Borel

O objetivo das Regras de Soma da QCD é extrair informações a respeito do

estado fundamental dos hádrons. Deste modo, estamos interessados no primeiro

termo de (2.77), que será rotulado pela letra P (Pólo). O segundo termo associado

com o cont́ınuo de ressonâncias, será definido como C (Cont́ınuo), assim, de (2.77),

temos

P = λ2e−m2/M2

; (2.78)

C =

∫ ∞

s0

dsρOPE(s)e−s/M2

. (2.79)

Analisando (2.78) e (2.79), percebemos que à medida que a Massa de Borel cresce,

a contribuição de C aumenta enquanto P diminui. Assim, deve existir um valor no

qual as duas contribuições se igualam e é este valor de M que será o limite superior

da Janela de Borel, isto é, Mmax. Tal ponto pode ser observado na Figura 2.4 [20]

que mostra as contribuições do pólo e do cont́ınuo calculados usando as regras de

soma para o estado X(4350) supondo que este seja um estado molecular D∗
sD

∗
s0 .
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Este critério de determinação de Mmax é chamado de Dominância do Pólo sobre o

Cont́ınuo.
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Figura 2.4: A linha cont́ınua representa a variação da contribuição do Pólo (P ) com

a Massa de Borel ao quadrado para
√
s0 = 5.3 GeV, enquanto a linha pontilhada

representa a contribuição do cont́ınuo C. Note que as contribuições se igualam

quando M2 for igual a 3.74 GeV2, portanto, esse valor, para este caso, será o valor

para Mmax.

2.5.2 Determinando o Mı́nimo da Massa de Borel

Pelo Lado da OPE, o uso da Transformada de Borel mapeia os coeficientes

(1/Q2)k em (1/M2)k, portanto, para grandes valores da Massa de Borel, os ter-

mos de ordem mais alta tornam-se menos importantes, melhorando a convergência

da OPE. Podemos então determinar um valor mı́nimo abaixo do qual a série apre-

senta problemas de convergência. A Figura 2.5 [20] apresenta o comportamento da

OPE à medida que adicionamos termos de ordem mais alta. Cada termo está divi-

dido pela soma total de todas as contribuições dos termos considerados na série até

dimensão 8, calculados para o caso do estado X(4350). Observe que ao passo em que

adicionamos mais termos, a curva associada se aproxima da reta asśıntota cortando
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o eixo vertical no ponto de valor igual a 1. Podemos notar que para valores abaixo

de 3.2 GeV2 na Massa de Borel, a série apresenta problemas na sua convergência.

Portanto, estabelecemos tal valor de M2 como o limite inferior da Janela de Borel,

ou seja, Mmin. Portanto, se a condição M2
max > M2

min for satisfeita, temos então,

uma região - Janela de Borel - onde os resultados das Regras de Soma são confiáveis.
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Figura 2.5: Comportamento da série devido ao acréscimo das contribuições relativas

de cada um dos condensados. s0, é o limiar do threshold para o qual o cálculo foi

realizado (
√
s0 = 5.3 GeV). Abaixo de M2 igual a 3.2 GeV2, é fácil ver que a série

apresenta problemas de convergência.

2.6 O Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron e a

Determinação dos Parâmetros Hadrônicos

Uma vez calculada a função de correlação pelas duas abordagens, aplicamos a

Transformada de Borel para suprimir no Lado Fenomenológico, a contribuição dos

estados excitados e, no Lado da OPE, os termos de dimensão mais alta. Com isso,

podemos, através do Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron, comparar as descrições

da função de correlação e, assim, obter os parâmetros fenomenológicos de interesse,
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como por exemplo, a massa do estado fundamental e a constante de acoplamento.

Portanto, aplicando a transformada de Borel às equações (2.72), (2.70) e em seguida,

igualando as duas, obtemos:

λ2e−m2/M2

+

∞∫

s0

dsρOPE(s)e−s/M2

=

∞∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

. (2.80)

Todavia, podemos separar o lado direito de (2.80) da seguinte maneira,

∞∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

=

s0∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

+

∞∫

s0

dsρOPE(s)e−s/M2

. (2.81)

A finalidade disso, é que podemos cancelar os termos iguais em (2.80), isto é, as

integrais com limites de 0 a infinito, obtendo deste modo,

λ2e−m2/M2

=

s0∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

. (2.82)

Derivando (2.82) com relação a 1/M2, resulta em

m2λ2e−m2/M2

=

s0∫

smin

dssρOPE(s)e−s/M2

. (2.83)

Assim, para obtermos a massa do estado estado fundamental dividimos (2.83) por

(2.82), logo

m2 =

s0∫

smin

dssρOPE(s)e−s/M2

s0∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

. (2.84)

É através desse resultado que calculamos a massa usando as Regras de Soma da

QCD. É esta equação que usaremos para calcular as massas dos estados estudados

nesse trabalho.
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Caṕıtulo 3

O Estado X(4350)

3.1 Os Números Quânticos e a Corrente

A escolha da corrente interpolante desempenha um papel importante em Regras

de Soma da QCD, pois nela devem estar contidas as informações a respeito dos

números quânticos da ressonância a ser estudada. Além disso, a escolha da corrente

envolve a hipótese acerca da estrutura interna da part́ıcula e é esta suposição que será

avaliada pelas Regras de Soma. Portanto, baseando-se nos números quânticos da

estrutura estreita X(4350) apresentaremos uma corrente que incorpora os números

quânticos JPC , onde J , P e C, são respectivamente, o momento total, paridade e

conjugação de carga.

Os números quânticos posśıveis para um estado que decai em J/ψ e φ são JPC =

0++, JPC = 1−+ e JPC = 2++. Destes conjuntos de números quânticos, somente

1−+ não está em concordância com o modelo de quarks, sendo portanto, considerado

exótico. Na referência [29], os autores encontraram resultados consistentes com a

massa do estado X(4350) considerando-o um estado de tetraquarks com o conjunto

de números quânticos 2++. Por outro lado, resultados consistentes com a previsão

do X(4350) como um estado molecular D∗+
s D

∗−

s0 , foram obtidos na referência [42]

com JP = 1−, mas, sem nenhum sinal de conjugação de carga definido.

Estudos considerando um estado molecular envolvendo um méson escalar e um
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méson vetorial [11], com conjugação de carga negativa, fornecem uma massa consis-

tente com a do X(4350). Contudo, os números quânticos não são consistentes com

os números posśıveis para o X(4350) mencionados anteriormente.

Os mésons “D” são formados por um par cq. Dependendo do spin e do sinal da

paridade, os mésons D podem ser classificados de acordo com a tabela abaixo.

Tabela 3.1: Mésons D associados com as respectivas correntes de acordo com o sinal da

paridade e o valor do spin

Śımbolo Spin/Paridade Nome Corrente

D JP = 0− Pseudoescalar icγ5q

D∗ JP = 1− Vetorial cγµq

D0 JP = 0+ Escalar cq

D1 JP = 1+ Axial cγ5γµq

Portanto, conhecidos os números quânticos (paridade, spin e conjugação de

carga), podemos associar uma corrente para uma posśıvel descrição do estado mo-

lecular X(4350) em termos dos mésons D.

Como discutido acima, o X(4350) decai em J/ψφ, isso fornece uma conjugação

de carga positiva para esse estado. Da adição de momento angular, temos Jmax =

|J1 + J2| e Jmin = |J1 − J2|. Como J1 = 1 é o momento angular do J/ψ e J2 = 1 o

momento angular do φ, o momento angular total do estado X(4350) será 0, 1 ou 2.

Para um estado decaindo num par de mésons, sabemos que a paridade é dada por:

P = (−1)lP1P2, (3.1)

onde l é o momento angular orbital do par e P1 e P2 são as paridades de cada um

dos mésons no par. Assim, em onda S (l = 0), os seguintes valores para o momento
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angular total e paridade, são posśıveis para o estado X(4350):

JP =







0+

1+

2+

Em termos do momento angular orbital e do spin (s) do estado, a conjugação de

carga é dada por:

C = (−1)l+s. (3.2)

Deste modo, usando (3.1) e (3.2) obtemos:

JPC =







0++

1+−

2++

.

Assim vemos que os números quânticos J = 1, l = 0 e s = 1 não são posśıveis

para o X(4350), já que este tem C = +. Por outro lado, o estado com J = 1

pode ser constrúıdo com os mésons J/ψ e φ em onda P (l = 1) e s = 1. Com isso

conseguimos JPC = 1−+. Portanto, os números quânticos posśıveis para o X(4350)

são:

JPC =







0++

1−+

2++

Por outro lado, para um par quark-antiquark, temos que P = −(−1)l, e portanto

os números quânticos posśıveis para um par quark-antiquark com momento angular

total igual a 1 são:

qq =⇒







l = 1, s = 0 ⇒ JPC = 1+−

l = 1, s = 1 ⇒ JPC = 0++, 1++, 2++

l = 0, s = 1 ⇒ JPC = 1−−

da onde vemos que não é posśıvel o conjunto de números quânticos 1−+, para um

par qq . Portanto, o estado descrito pelos números quânticos JPC = 1−+ é necessa-

riamente um estado exótico.
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Apoiando-se no exposto acima, vamos investigar se o X(4350) pode ser descrito

como uma molécula DsoD
∗

s, com números quânticos JPC = 1−+.

3.1.1 Conjugação de Carga e a Paridade da Corrente

Usando as correntes dadas na Tabela 3.1 para mésons D, podemos construir uma

corrente mesônica que pode ser um auto-estado do operador de conjugação de carga

“C” e paridade “P”. Uma posśıvel corrente pode ser a combinação

jµ =
1√
2
[(saγµca)(cbsb)− (cdγµsd)(sece)], (3.3)

onde a, b, d e e, são ı́ndices de cor, s e c são os operadores de campo do quark

strange e charm, respectivamente. O próximo passo é verificar se a corrente (3.3)

possui os números quânticos consistentes com JPC = 1−+. Sejam (ψ)c e (ψ)p, os

campos fermiônicos dos quarks transformados por conjugação de carga e paridade,

respectivamente. Portanto, temos as seguintes relações [25]:

(ψ̄)c = −ψTC−1; (3.4)

(ψ)c = Cψ
T
; (3.5)

(ψ)p = γ0ψ; (3.6)

(ψ)c = ψγ0. (3.7)

Sendo assim, podemos determinar o sinal da conjugação de carga da corrente (3.3)

usando as equações (3.4) e (3.5). Deste modo,

(jµ)c =
1√
2
[(−sTaC−1γµCc

T
a )(−cTb C−1CsTb )− (3.8)

− (−cTdC−1γµCs
T
d )(−sTe C−1CcTe )].

Por outro lado usando C−1γµC = −γTµ e C−1C = 1̂ [31]. Reorganizando os termos,

obtemos

(jµ)c =
1√
2
[(s̄aγµs̄a)(c̄bsb)− (c̄dγµsd)(s̄ece)]. (3.9)
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Portanto, a corrente (3.3) possui sinal + por transformação de conjugação de carga,

isto é, (jµ)c = +jµ. Para determinarmos o sinal da paridade da corrente (3.3),

usamos (3.6) e (3.7), deste modo, segue que

(jµ)p =
1√
2
[(saγ0γµγ0ca)(cbγ0γ0sb)− (caγ0γµγ0sa)(sbγ0γ0cb)]. (3.10)

Por outro lado, das relações de anticomutação entre as matrizes de Dirac, segue que

{γ0, γµ} = 0, assim, γ0γµ = −γµγ0, portanto,

(jµ)p =
1√
2
[(−saγµγ0γ0ca)(cbγ0γ0sb)− (−caγµγ0γ0sa)(sbγ0γ0cb)] (3.11)

=
1√
2
[(−saγµγ20ca)(cbγ20sb)− (−caγµγ20sa)(sbγ20cb)]

= − 1√
2
[(saγµca)(cbsb)− (caγµsa)(sbcb)]

= −jµ.

Deste modo, a corrente (3.3) tem paridade ı́mpar. Com isso, podemos constatar que

a corrente escolhida possui os números quânticos propostos.

3.2 Lado da OPE

Escolhida a corrente consistente com os números quânticos escolhidos, iniciamos

o cálculo do Lado da OPE. substituindo a corrente (3.3) na função de correlação

de dois pontos dada pela Equação (2.1). Como a corrente (3.3) não é conservada,

podemos reescrever (2.1) em termos de duas estruturas de Lorentz independentes.

Deste modo, temos

Πµν(q) = −Π1(q
2)

(

gµν −
qµqν
q2

)

+Π0(q
2)
qµqν
q2

. (3.12)

As funções Π1(q
2) e Π0(q

2) possuem números quânticos de mésons de spin 1 e 0

respectivamente. Como estamos interessados em estudar uma part́ıcula de spin

1, devemos trabalhar com a função Π1(q
2) isoladamente pois, somente ela dará

contribuições para um estado com números quânticos 1−+. Para isso escolhemos

gµν .
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Inserindo a corrente (3.3) no correlator (2.1) definido no Caṕıtulo 2, obtemos a

seguinte expressão

Π(q) = i

∫

d4xeiqx
1

2

[

Tr
{

Ss
ga(−x)γµSc

ag(x)γν

}

Tr
{

Ss
bf (x)S

c
fb(−x)

}

+ (3.13)

−Tr
{

Sc
ah(x)S

s
ha(−x)γµ

}

Tr
{

Ss
bw(x)γνS

c
wb(−x)

}

− Tr
{

Sc
fd(−x)γµSs

df (x)
}

×

×Tr
{

Sc
eg(x)γνS

s
ge(−x)

}

+ Tr
{

Sc
wd(−x)γµSs

dw(x)γν

}

Tr
{

Sc
eh(x)S

s
he(−x)

}]

,

onde Sc e Ss são os propagadores dos quarks charm e strange, respectivamente.

Note que a presença do sinal negativo no argumento de alguns dos propagadores

da Equação (3.13), está associado com a idéia de que os anti-quarks podem ser

representados como quarks propagando-se para trás no espaço-tempo. Por exemplo,

Sc(−x), representa o propagador do anti-quark charm enquanto Ss(−x) representa
o propagador do anti-quark strange.

Para quarks pesados usamos a expressão do propagador no espaço dos momen-

tos. O propagador associado ao quark charm no espaço dos momentos é escrito da

seguinte maneira:

Sc(p) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipxSc(x). (3.14)

Substituindo (3.14) na equação (3.13), obtemos

Π(q) = i

∫
d4xd4p1d

4p2
(2π)8

eiqxe−ip1xe−ip2x
1

2

[

Tr{Ss
ga(−x)γµSc

ag(p)γν}Tr{Ss
bf (x)S

c
fb(−p)}

−Tr{Sc
ah(p)S

s
ha(−x)γµ}Tr{Ss

bw(x)γνS
c
wb(−p)} − Tr{Sc

fd(−p)γµSs
df (x)}×

×Tr{Sc
eg(p)γνS

s
ge(−x)}+ Tr{Sc

wd(−p)γµSs
dw(x)γν}Tr{Sc

eh(p)S
s
he(−x)}

]

. (3.15)

Antes de calcularmos as contribuições da Equação (3.15) vamos, nas próximas

seções, definir todos os diagramas que contribuem para o Lado da OPE. Em se-

guida, substituiremos as expressões dos propagadores dos quarks de acordo com a

construção de cada diagrama. Por definição, as linhas superiores (linhas cheias) dos

diagramas representam um méson enquanto as duas inferiores (linhas pontilhadas)
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representam o outro méson como mostra a Figura 3.1.

X X

c

s̄

s

c̄

Figura 3.1: Diagrama representando um estado molecular formado por dois mésons,

as duas linhas superiores representam um méson formado por um quark c e um

anti-quark s enquanto as duas linhas inferiores representam um méson formado por

um quark s e um anti-quark c.

Uma lista completa dos propagadores a serem utilizados no cálculo das contri-

buições de cada diagrama, podem ser encontrados nas referências [24] e [32]. Além

disso, no Apêndice A, listamos todos os propagadores utilizados neste trabalho.

Na Regra de Soma para o X(4350) consideramos todas as contribuições mencio-

nadas na Seção 2.2 do Caṕıtulo 2, isto é, contribuições perturbativas, não-fatorizáveis

e não-perturbativas até dimensão 8. Calculamos os termos dominantes para cada

dimensão da OPE, mantendo os termos lineares na massa do quark s e na massa do

quark c. Além disso, determinamos as densidades espectrais associadas com cada

dimensão da OPE. Desta maneira a densidade espectral total presente na Equação

(2.84) será dada por

ρOPE(s) = ρpert(s) + ρ〈qq〉(s) + ρ〈G
2〉(s) + ρmix

1 (s)+ (3.16)

+ ρmix
2 (s) + ρ〈qq〉

2

(s) + ρmix〈qq〉(s).

3.2.1 Diagramas Perturbativos

Os diagramas perturbativos que contribuem para a OPE estão mostrados na

Figura 3.2
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X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

Figura 3.2: Diagramas perturbativos. Note que, o śımbolo × presente nas linhas do

quark e do anti-quark s, representam a correção na massa dos mesmos.

Esses diagramas envolvem somente propagadores de quarks livres. Para o pri-

meiro diagrama temos:

Sc
ab(p) =

i(p/ +mc)δab
p2 −m2

; (3.17)

Ss
ab(x) =

ix/ δab
2π2x4

. (3.18)

Substituindo os propagadores acima na Equação (3.15), obtemos

Πµν =
i

2

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(2π)8

[

Tr
{ −ix/
2π2x4

γµ
i(p/ 1 +mc)

p21 −m2
c

γν

}

×

×Tr
{ ix/

2π2x4
(−i)(p/ 2 −mc)

p22 −m2
c

}

δgaδagδbfδfb

−Tr
{ i(p/ 1 +mc)

p21 −m2
c

(−i) x/

2π2x4
γµ

}

Tr
{ ix/

2π2x4
γν(−i)p/ 2

2 −m2
c

}

δahδhaδbwδwb

−Tr
{

(−i)(p/ 2 −mc)

p22 −m2
c

γµ
ix/

2π2x4

}

Tr
{ i(p/ 1 +mc)

p21 −m2
c

γν(−i)
x/

2π2x4

}

δfdδdfδegδge

+Tr
{

(−i)(p/ 2 −mc)

p22 −m2
c

γµ
ix/

2π2x4
γν

}

Tr
{ i(p/ 1 +mc)

p21 −m2
c

(−i) x/

2π2x4

}

δwdδdwδehδhe

]

.

Por outro lado,
∑
δaiδiaδbjδjb = 9 [25], deste modo, a equação acima pode ser

reescrita como

Πµν =
9i

210π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x8(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

Tr
{

x/ γµ(p/ 1 +mc)γν

}

×

×Tr
{

x/ (p/ 2 −mc)
}

− Tr
{

(p/ 1 +mc)x/ γµ

}

Tr
{

ix/ γν(p/
2
2 −m2

c)
}

−
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CAPÍTULO 3. O ESTADO X(4350)

−Tr
{

(p/ 2 −mc)γµx/
}

Tr
{

(p/ 1 +mc)γνx/
}

+

+Tr
{

(p/ 2 −mc)γµx/ γν

}

Tr
{

(p/ 1 +mc)x/
}]

. (3.19)

Calculando os traços (Ver Apêndice X) obtemos:

Πµν =
9i

27π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x8(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

m2
cxµxν−

−(x.p1)(x.p2)gµν + (x.p2)(p1νxµ + p1µxν)
]

. (3.20)

As contribuições dos dois últimos diagramas da Figura 3.2, são obtidas acrescentando

a expressão do propagador que representa a correção de massa do quark s dada pela

equação abaixo

Ss(x) = −msδab
4π2x2

. (3.21)

Portanto, de forma análoga ao cálculo do diagrama anterior, substitúımos as ex-

pressões dos propagadores na Equação (3.15), obtendo

Πms
µν = 2

−9

(2π)12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x6(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

Tr
{

−msγµ(p/ 1 +mc)γν

}

×

×Tr
{

x/ (p/ 2 −mc)
}

− Tr
{

(p/ 1 +mc)(−ms)x/ γµ

}

Tr
{

x/ γν(p/
2
2 −m2

c)
}

−Tr
{

(p/ 2 −mc)γµx/
}

Tr
{

(p/ 1 +mc)γν(−ms)
}

+Tr
{

(p/ 2 −mc)γµx/ γν

}

Tr
{

(p/ 1 +mc)(−ms)
}]

.

Novamente calculando os traços, temos:

Πms
µν =

9msmc

28π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x6(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

xν(p1µ + p2µ) + xµ(p1ν + p2ν)
]

.

(3.22)

O próximo passo é calcular as integrais (3.20) e (3.22) e em seguida, escrever o

resultado na forma de uma relação de dispersão. Os detalhes do cálculo das integrais

de todas as contribuições do Lado da OPE, são dados no Apêndice X. Assim, para

as Equações (3.20) e (3.22), obtemos

Πpert(q2) = − 1

212π6

1∫

0

dαβ

α3β3
θ(1− α− β)(1− α− β)E3(α, β)

[

2m2
c(1− α− β)2+

(3.23)

+ 3E(α, β)(1 + α + β)
]

lnF (α, β);
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Πms.pert(q2) = −3mcms

29π6

1∫

0

dαβ

α3β2
θ(1− α− β)(1− α− β)2F 3(α, β)lnF (α, β).

(3.24)

onde F (α, β) = m2
c(α + β)− αβq2.

Usando a relação ρ(s) = 1
π
Im[Π(s)] [24], onde s = q2, determinamos respecti-

vamente, as contribuições sem e com correção de massa para a densidade espectral

associada à contribuição perturbativa:

ρpert(s) = − 1

212π6

αmax∫

αmin

dα

α3

1−α∫

βmin

dβ

β3
(1− α− β)F 3(α, β)

[

2m2
c(1− α− β)2+

+3F (α, β)(1 + α + β)
]

lnF (α, β); (3.25)

ρms.pert(s) =
3mcms

29π6

αmax∫

αmin

dα

α3

1−α∫

βmin

dβ

β2
(1− α− β)2F 3(α, β), (3.26)

Os limites αmin, αmax, βmin e 1 − α, são determinados da condição F (α, β) < 0

imposta sobre o termo no argumento do logaritmo para que a Equações (3.23) e

(3.24) possam ter uma parte imaginária. Assim,

m2
c(α + β)− αβs < 0. (3.27)

Da função θ de Heaviside obtemos a condição α + β ≤ 1. Portanto, dessas duas

condições temos os seguintes limites sobre os valores de α, β e s:

1−
√

1− 4m2
c/s

2
< α <

1 +
√

1− 4m2
c/s

2
; (3.28)

αm2
c

(sα−m2
c)
< β < 1− α. (3.29)

Como α é real, o termo presente na raiz quadrada da desigualdade (3.28) deve ser

positivo, deste modo, conclúımos que s > 4m2
c . Tais limites serão os mesmos para

as demais densidades espectrais.

As contribuições dos demais diagramas associados a ordens superiores que contri-

buem para a OPE até dimensão 8 são calculadas de forma análoga: substitúımos
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CAPÍTULO 3. O ESTADO X(4350)

os propagadores associados com cada linha dos diagramas na Equação (3.15) e em

seguida, calculamos os traços. Depois disso, calculamos as integrais e por fim escre-

vemos o resultado em termos de uma relação de dispersão.

39
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3.2.2 Diagramas dos Condensados de Quarks

Na Figura abaixo estão ilustrados os diagramas que contribuem para o conden-

sado de quarks.

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

Figura 3.3: Diagramas associados aos Condensados de Quarks.

Para os dois primeiros diagramas, após substituirmos os propagadores e em se-

guida, calcularmos os traços, obtemos:

Πµν =
3mc〈ss〉
27π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x4(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

xµ(p1ν + p2ν) + xν(p1µ + p2µ)
]

.

(3.30)

Calculando a integral acima e logo após isso, escrevendo o resultado como uma

relação de dispersão, obtemos:

ρ〈ss〉(s) = −3mc〈ss〉
26π4

αmax∫

αmin

dα

α2

1−α∫

βmin

dβ

β
(1− α− β)F 2(α, β). (3.31)

Os demais diagramas da Figura 3.3, representam a correção na massa do quark

s. Por questão de simplicidade, vamos dividir suas contribuições em Πms
Aµν e Πms

Bµν .

Portanto, temos

Πms
Aµν = −3imc〈ss〉

27π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x2(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

m2
cgµν + p1µp2ν

]

, (3.32)
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Πms
Bµν =

3imc〈ss〉
29π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x4(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

(xνp2µ + xµp2ν)(x.p1)+

+2m2
cxµxν + (xνp1µ + xµp1ν)(x.p2)− 2gµν(x.p1)(x.p2)

]

. (3.33)

Calculando as integrais (3.33) e (3.34) obtemos, após adicioná-las, a seguinte ex-

pressão para a densidade espectral:

ρms〈ss〉(s) =
3ms〈ss〉
27π4

[
αmax∫

αmin

dα

α

1−α∫

βmin

dβ

β
m2

c(3 + α + β)E(α, β)

−
αmax∫

αmin

dα

α(1− α)
H2(α)

]

, (3.34)

onde H(α) é definido como H(α) = m2
c − α(1− α)q2.

3.2.3 Diagramas dos Condensados de Glúons

Os diagramas que contribuem para o Condensado de Glúons podem ser vistos

na Figura 3.4.

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

X X

c

s̄

s

c

Figura 3.4: Diagramas associados aos Condensados de Glúons.

A contribuição para o Condensado de Glúons devido aos dois primeiros diagra-

mas, após a substituição dos propagadores, será

Π(1)
µν (q) =

3imc〈g2sG2〉
28π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x8(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
4

[

(xνp2µ+xµp2ν)(x.p1)+
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−2gµν(x.p1)(x.p2) + (xνp1µ + xµp1ν)(x.p2) + 2xµxνp
2
2, (3.35)

enquanto que para os dois últimos, é igual a

Π(2)
µν (q) =

i〈g2sG2〉
211π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x6(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
2

[

(xνp2µ + xµp2ν)(x.p1)+

6m2
cxµxν + (3xνp1µ + 3xµp1ν)(x.p2)− 2gµν(x.p1)(x.p2)

]

. (3.36)

Resolvendo as integrais em (3.35) e (3.36) e escrevendo a soma dos resultados em

termos de uma relação de dispersão, determinamos dessa maneira, a contribuição

dos Condensados de Glúons dada pela Equação (3.37) para a densidade espectral.

ρ〈G
2〉(s) =

〈g2sG2〉
2123π3

αmax∫

αmin

dα

α3

1−α∫

βmin

dβ

β

{

6α(1− 2α− 2β)F 2(α, β)+ (3.37)

−3m2
c(1− α− β)

[

1 + α(1− 2α + 2β)− β(α− 3β)
]

F (α, β)−m4
cβ(1− α− β)3

}

.

3.2.4 Diagramas do Condensado Misto

Diagramas Fatorizáveis

Os diagramas associados à parte não-perturbativa fatorizável do Condensado

Misto estão esquematizados na Figura 3.5.

Para os diagramas sem correção de massa, obtemos

Πµν(q) =
3mc〈sGs〉
211π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x2(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

xµ(p1ν+p2ν)+xν(p1µ+p2µ)
]

.

(3.38)

Para os diagramas que representam correção de massa, temos

Πms
µν (q) =

ims〈sGs〉
212π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x2(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

(x.p1)(xµp2ν + xνp2µ)+

+2m2
c(xµxν−3x2gµν)+(x.p2)(xµp1ν+xνp1µ)−2gµν(x.p1)(x.p2)−3x2(p1µp2ν+p1νp2µ)

]

.

(3.39)
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X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

Figura 3.5: Diagramas fatorizáveis associados ao Condensados Misto.

Assim, as contribuições dos diagramas respectivamente sem correção e com cor-

reção de massa para a densidade espectral, podem ser escritas da seguinte maneira:

ρmix(s) =
3mc〈sGs〉

27π4

αmax∫

αmin

dα

α

1−α∫

βmin

dβ

β
E(α, β); (3.40)

ρms.mix(s) =
ms〈sGs〉
28π4

[

m2
c

αmax∫

αmin

dα

1−α∫

βmin

dβE(α, β)−
αmax∫

αmin

dα{m2
c + 7α(1− α)s}

]

.

(3.41)
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Diagramas Não-Fatorizáveis

A Figura 3.6 apresenta um esquema dos diagramas não-fatorizáveis associados

ao Condensado Misto.

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

Figura 3.6: Diagramas Não-Fatorizáveis associados ao Condensado Misto.

As contribuições obtidas dos diagramas sem correção de massa, é dada pela

equação abaixo

Πµν(q) =
−3mc〈sGs〉

29π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x4(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

xµ(2p1ν + p2ν)+

+xν(2p1µ + p2µ)− 2gµν(x.p1)
]

. (3.42)

Para os diagramas com correção de massa:

Πms
µν (q) =

−ims〈sGs〉
210π10

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x4(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
2

[

(x.p1)(xµp2ν +xνp2µ)+

+6m2
c(xµxν−x2gµν)+3(x.p2)(xµp1ν+xνp1µ)−2gµν(x.p1)(x.p2)−3x2(p1µp2ν+p1νp2µ)

]

.

(3.43)

Portanto, as contribuições para a densidade espectral dos diagramas não-fatorizáveis

do Condensado Misto são:

ρmix(s) =
3mc〈sGs〉

28π4

αmax∫

αmin

dα

α2

1−α∫

βmin

dβ

β

[

α(1− α)− β(3α + 2β)
]

E(α, β); (3.44)

44
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ρms.mix(s) =
ms〈sGs〉
28π4

{
αmax∫

αmin

dα

α

1−α∫

βmin

dβ
[

4m2
c(α+β)+3m2

c−αβs
]

−2

αmax∫

αmin

dαH(α)
}

.

(3.45)

A contribuição total do Condensado Misto para a densidade espectral é:

ρmix(s) =
3mc〈sGs〉

28π4

αmax∫

αmin

dα

α2

1−α∫

βmin

dβ

β

[

α(1− α)− β(5α + 2β)
]

F (α, β), (3.46)

para os diagramas sem correção de massa e

ρms.mix(s) =
ms〈sGs〉
28π4

{
αmax∫

αmin

dα

α

1−α∫

βmin

dβ
[

m2
c(3 + 5α + 4β)− αβs

]

+

−
αmax∫

αmin

dα

α

[

m2
c(2 + α)− α(1− α)(2− 7α)s

]}

, (3.47)

para os diagramas com correção de massa.

3.2.5 Diagramas dos Condensados de 4-Quarks

A Figura 3.7 apresenta os diagramas associados ao Condensado de 4-Quarks.

X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

+
X X

c

s̄

s

c̄

Figura 3.7: Diagramas associados aos Condensados de 4-Quarks.

Substituindo os propagadores (Apêndice X) na Equação (3.15), obtemos para o

diagrama sem correção de massa a seguinte expressão

Πµν(q) = − i〈ss〉
2

29π8

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
2

[

2gµνm
2
c + p1µp2ν + p1νp2µ

]

,

(3.48)
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enquanto que para os diagramas com correção de massa resulta na Equação (3.49),

Πms
µν (q) =

mcms〈ss〉2
210π8

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
2

[

xµ(p1ν+p2ν)+xν(p1µ+p2µ)
]

.

(3.49)

Deste modo, resolvendo as integrais acima, podemos escrever os resultados de tal

maneira a obtermos as contribuições dos diagramas para a densidade espectral.

Fazendo isso, encontramos

ρ〈ss〉
2

(s) = − 〈ss〉2
263π2

(8m2
c + s)

√

1− 4m2
c/s; (3.50)

ρms.〈ss〉2(s) = −mcms〈ss〉2
25π2

√

1− 4m2
c/s. (3.51)

3.2.6 Condensados de Dimensão 8

Por questão de simplicidade, vamos separar as contribuições dos diagramas da

Figura 3.8 em quatro, são elas: Π8
Aµν(q), Π

8
Bµν(q), Π

ms.8
Aµν (q) e Πms.8

Bµν (q) onde,

Π8
Aµν(q) = −i〈ss〉〈sGs〉

212π8

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
x2
[

2m2
cgµν + p1µp2ν +

(3.52)

+ p1νp2µ

]

;

Π8
Bµν(q) = i

〈ss〉〈sGs〉
210π8

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
2

[

2m2
cgµν+p1µp2ν+p1νp2µ

]

;

(3.53)

Πms.8
Aµν (q) =

5mcms〈ss〉〈sGs〉
2143π8

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
x2
[

xµ(p1ν + p2ν) +

(3.54)

+ xν(p1µ + p2µ)
]

;

Πms.8
Bµν (q) =

−mcms〈ss〉〈sGs〉
2123π8

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)

[

− 6gµν(x.p1) +

(3.55)

+ 8gµν(x.p2) + 2xµ(12p1ν + 5p2ν)
]

.
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Figura 3.8: Diagramas associados à dimensão 8 da OPE.

Somando os resultados das integrais Π8
Aµν(q) e Π8

Bµν(q), obtemos um termo que

pode ser escrito em termos de uma relação de dispersão com

ρ8(s) =
m2

c〈ss〉〈sgσ.Gs〉
26π2

√

1− 4m2
c/s

s
, (3.56)

e um outro que após uma Transformada de Borel (Caṕıtulo 1), resulta em

Π8(M2) = −m
2
c〈ss〉〈sgσ.Gs〉

26π2

1∫

0

dα

(1− α)
e
−

m2
c

α(1−α)M2

[

1− 3α +
2m2

c

αM2

]

. (3.57)

Para as integrais Πms.8
Aµν (q) e Π

ms.8
Bµν (q), obtemos uma expressão sem parte imaginária,

assim, aplicando uma Transformada de Borel ao resultado da soma das Eq.s (3.54)
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e (3.55) encontramos

Πms.8(M2) =
mcms〈ss〉〈sgσ.Gs〉

26π2

1∫

0

dα

α
e
−

m2
c

α(1−α)m2

[m2
c

M2

(6− 4α− 10α2)

α(1− α)
+ (3.58)

− (6− 13α + 20α2)
]

.

Finalmente, podemos determinar a expressão que será comparada com a função

de correlação calculada pelo Lado Fenomenológico. A densidade espectral total será

a soma das densidades espectrais associadas a cada dimensão da OPE. Entretanto,

nos diagramas de dimensão 8 as expressões (2.58) e (2.59) não estão escritas em ter-

mos de uma relação de dispersão, mas, estas equações são integradas diretamente da

relação de dispersão. Assim, a Equação (2.82) será modificada da seguinte maneira:

−λ2e−m2/M2

=

s0∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

+Π8(M2) + Πms.8(M2). (3.59)

3.3 Lado Fenomenológico

Obtidas as contribuições do Lado da OPE, podemos agora construir o Lado

Fenomenológico das Regras de Soma para o X(4350). Para isso, nós parametrizamos

o acoplamento do méson vetorial X com a corrente descrita pela Equação (3.3) da

seguinte maneira:

〈0|jµ|X〉 = λǫµ. (3.60)

Deste modo, podemos reescrever a função de correlação para o Lado Fenomenológico

(2.77) como

Πfen(q2) = λ2e−m2/M2

+

∞∫

s0

dsρOPE(s)e−s/M2

. (3.61)

Determinado o Lado Fenomenológico, podemos compará-lo com o Lado da OPE

devido ao Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron e assim, determinarmos a massa

do estado representado pela corrente na Equação (3.3).
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3.4 Regra de Soma

Neste momento, podemos fazer uso do Prinćıpio da Dualidade Quark-Hádron

que nos permite igualar a função de correlação calculada pelo Lado Fenomenológico

e pelo Lado da OPE. Deste modo, igualando ambas as descrições da função de

correlação, obtemos

λ2e−m2/M2

=

s0∫

smin

dsρOPE(s)e−s/M2

+Π8(M2) + Πms.8(M2). (3.62)

Derivando a equação acima com respeito a 1
M2 , obtemos

λ2m2e−m2/M2

=

s0∫

smin

dsρOPEs(s)e−s/M2 − dΠ8(M2)

d(1/M2)
− dΠms.8(M2)

d(1/M2)
, (3.63)

onde

dΠ8(M2)

d(1/M2)
=
m4

c〈ss〉〈sgσGs〉
26π2

{
1∫

0

dα

α(1− α)
e

−m2
c

M2α(1−α)

[

2− 1

(1− α)

(

1 +
2m2

c

αM2
− 3α

)]}

;

−dΠ
ms.8(M2)

d(1/M2)
=
m3

cms〈ss〉〈sgσGs〉
3π227

{
1∫

0

dα

α2(1− α)
e

−m2
c

M2α(1−α)

[

(12− 17α + 10α2) +

− m2
c

M2

6− 4α− 10α2

α(1− α)

]}

.

Portanto, a Equação (2.84) será reescrita da seguinte maneira

m2 =

s0∫

s
4m2

c

dssρOPE(s)e−s/M2 − dΠ8(M2)
d(1/M2)

− dΠms.8(M2)
d(1/M2)

s0∫

s
4m2

c

dsρOPE(s)e−s/M2 +Π8(M2) + Πms.8(M2)

. (3.64)

É através da Equação (3.64) que calcularemos a massa do estado. As integrais

presentes nesta equação não possuem solução anaĺıtica, sendo assim, elas serão re-

solvidas numericamente.

Na próxima seção detalharemos os valores numéricos dos condensados e massas

dos quarks. Uma análise sobre a convergência da OPE e a dominância do pólo

sobre o cont́ınuo será feita, para que possamos determinar uma Janela de Borel e

consequentemente resultados confiáveis para a massa desse estado.
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3.5 Resultados Numéricos

Para uma consistente comparação de nossos resultados com outros trabalhos

sobre estados moleculares usando regras de soma, vamos usar os mesmos valores

para as massas dos quarks e condensados utilizados nas referências [44, 49, 50, 51,

13, 52, 53, 54]:

mc(mc) = (1.23± 0.05) GeV; (3.65)

ms = (0.13± 0.03) GeV; (3.66)

〈q̄q〉 = −(0.23± 0.03)3 GeV3; (3.67)

〈s̄s〉 = 0.8〈q̄q〉; (3.68)

〈s̄gσGs〉 = m2
0〈s̄s〉; (3.69)

〈g2G2〉 = 0.88 GeV4; (3.70)

m2
0 = 0.8 Gev2. (3.71)

No Caṕıtulo 2 mencionamos a importância da Janela de Borel, região onde os

resultados apresentam uma certa confiabilidade. Para determinarmos essa região,

fixamos um valor máximo e um mı́nimo para a Massa de Borel M2. Tais valores são

fixados analisando a convergência da OPE e a dominância do pólo sobre o cont́ınuo.

O valor mı́nimo da Massa de Borel é fixado estabelecendo que a contribuição dos

condensados de dimensão 8 deve ser menor que 20% da contribuição total, isto é, a

contribuição de todas as outras dimensões da OPE. A Figura 3.9 apresenta todas as

contribuições relativas da OPE. Note que para M2 ≥ 2.8 GeV2 a contribuição dos

condensados de dimensão 8 é menor do que 10% da contribuição total.

Por outro lado, sabemos que a Massa de Borel é um parâmetro livre dentro das

Regras de Soma, que surge devido à Transformada de Borel. Em uma situação ideal

não existiria dependência em relação à Massa de Borel, porém, como foi dito no

Caṕıtulo 2 uma dependência é introduzida nos cálculos devido ao truncamento da

OPE e suposições fenomenológicas. Portanto, da Figura 3.10 observamos que uma
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Figura 3.9: Comportamento da série devido ao acréscimo das contribuições relativas

de cada um dos condensados. O cálculo foi realizado para
√
s0 = 5.45 GeV.

boa estabilidade na Massa de Borel é obtida somente para M2 ≥ 3.2 GeV2. Assim,

vamos fixar esse valor para o mı́nimo da Massa de Borel, isto é, M2
min = 3.2 GeV2.

O valor máximo pode ser determinado pela Figura 3.11. Como estamos calcu-

lando a massa do estado fundamental, devemos trabalhar numa região de M2 de tal

maneira que a contribuição do pólo seja maior ou no mı́nimo igual, à contribuição

do cont́ınuo. Devido à dominância da contribuição perturbativa, a contribuição do

cont́ınuo aumenta com M2, assim, estabelecemos que o valor máximo para a Massa

de Borel será aquele em que as contribuições do pólo e do cont́ınuo se igualam,

portanto, da Figura 3.11 vemos que esse valor é M2
max = 3.74 GeV2.

O valor de s0 (limiar do cont́ınuo) inicialmente é escolhido de forma arbitrária.

Se a diferença entre este valor e a massa do méson calculada for igual a 0.5 GeV,

então, o valor inicial de s0 é aceito. A Tabela 3.2 apresenta os valores de M2
max para

outros valores de
√
s0.

Determinada a Janela de Borel para cada valor de s0, então, podemos calcular

a massa do estado em questão. Variando o limiar do cont́ınuo no intervalo 5.3 ≤
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Figura 3.10: Massa calculada para o estado D∗
sD

∗
s0 em função da Massa de Borel ao

quadradoM2, para diferentes valores de
√
s0. O śımbolo × em cada curva representa

os valores máximo e mı́nimo da Janela de Borel.

√
s0 ≤ 5.6 GeV, obtemos

mD∗
sD

∗

s0
= (5.09± 0.09) GeV. (3.72)

Podemos aumentar o intervalo dos valores da massa do quark charmoso de acordo

com o PDG: 1.16 ≤ mc ≤ 1.34 GeV. Novamente, calculando a massa do méson

exótico D∗
sD

∗
s0 considerando essa variação na massa do quark c, temos

mD∗
sD

∗

s0
= (5.11± 0.18) GeV. (3.73)

Como a contribuição do cont́ınuo aumenta com mc, não é posśıvel determinarmos

uma Janela de Borel para valores de mc acima de 1.42 GeV.

Observe que o valor dado por (3.73) está muito distante do valor experimental

para a massa do X(4350). Isto implica que a molécula D∗
sD

∗
s0 descrita pela corrente

(3.3) consistente com os números quânticos 1−+, não representa a estrutura estreita

X(4350).
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Figura 3.11: Contribuição do Pólo versus Cont́ınuo para
√
s0 = 5.3 GeV.

Tabela 3.2: Limite superior da Janela de Borel M2
max associado com alguns valores

de
√
s0 para a Regra de Soma do X(4350) supondo-o um estado exótico 1−+.

√
s0 (GeV) M2

max(GeV2)

5.2 3.42

5.3 3.74

5.4 3.95

5.5 4.26

5.6 4.47

Um estudo considerando uma corrente molecular D∗D∗
0 com os números quânti-

cos 1−+ pode ser realizado, substituindo o quark s pelos quarks leves q = u, d. Para

isso, basta tomarmos o valor de ms igual a zero e substituirmos o 〈s̄s〉 por 〈q̄q〉 nas
equações para as densidades espectrais obtidas anteriormente. Analisando a conver-

gência da OPE através da Figura 3.12, observamos que o gráfico é bastante similar

ao caso anterior, assim, temos uma boa convergência para valores de M2 maiores do

que 3.2 GeV2, que também para este caso, será o valor fixado para M2
min.

Da Figura 3.13 determinamos o valor máximo da Janela de Borel. Como as
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Figura 3.12: Convergência da OPE para o caso no qual estamos supondo o estado

descrito pela molécula D∗D∗
0, em função de M2.

contribuições do pólo e do cont́ınuo se igualam paraM2 igual a 4.2 GeV2, escolhemos

M2
max = 4.2 GeV2.

Assim, a Janela de Borel para esse caso será 3.2 ≤ M2 ≤ 4.2 GeV2. Na Figura

3.14, mostramos o resultado para a massa usando diferentes valores do limiar do

cont́ınuo. Usando os valores para o limiar do cont́ınuo no intervalo 5.2 ≤ √
s0 ≤

5.5 GeV obtemos para o estado descrito por uma corrente molecular 1−+, D∗D∗
0 o

seguinte valor:

mD∗D∗

0
= (4.92± 0.08) GeV. (3.74)

Observe que o valor dado por (3.74) está aproximadamente 100 MeV abaixo

do valor obtido para o caso com quark estranho. No caso da corrente molecular

D∗D∗
0 com 1−−, os autores da Referência [44] obtiveram uma massa igual a m1−− =

(4.27± 0.10) GeV que é muito menor do que para o caso exótico.

Além disso, é interessante observar que a massa obtida para um estado descrito

por uma corrente molecularD∗
sD

∗
s0 com 1−− é igual am1−− = 4.42±0.10 GeV, muito

menor do que o valor obtido supondo a mesma molécula com 1−+. Isso pode ser

uma indicação de que pode ser mais fácil formar estados moleculares com números
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Figura 3.13: Relação Pólo versus Cont́ınuo para
√
s0 = 5.4 GeV.

quânticos não-exóticos.
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Figura 3.14: Massa associada ao méson X(4350) calculada supondo uma corrente

molecular D∗D∗
0, como função do parâmetro que determina o limiar do cont́ınuo

√
s0, para

√
s0 = 5.2 GeV (linha cont́ınua),

√
s0 = 5.3 GeV (linha pontilhada),

√
s0 = 5.4 GeV (linha ponto-tracejada) e

√
s0 = 5.5 GeV (linha tracejada).
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Caṕıtulo 4

Conclusões

As Regras de Soma da QCD tem se apresentado como uma ferramenta muito

útil no entendimento da estrutura dos novos estados do charmonium, observados

recentemente pelas colaborações Belle e BaBar. Apesar de suas limitações com

respeito ao grau de precisão, as Regras de Soma fornecem evidências a favor ou

contra a existência desses estados [26]. Entretanto, resultados conclusivos com maior

grau de precisão podem ser alcançados quando temos acesso a mais informações

experimentais sobre o estado estudado.

Neste trabalho usamos as Regras de Soma da QCD para tentar estudar o es-

tado X(4350) observado pela colaboração Belle [19]. Em particular, calculamos a

massa de um estado molecular D∗
sD

∗
s0 descrito pela corrente dada pela Equação

(3.3) consistente com os números 1−+. O valor encontrado não é compat́ıvel com o

resultado experimental, indicando que o estado X(4350) não pode ser representado

por um estado molecular do tipo aqui considerado.

Além disso, realizamos os mesmos cálculos considerando também uma corrente

molecular do tipo D∗D∗
0 com os mesmos números quânticos 1−+. Novamente os

resultados não foram consistentes com o valor da massa experimental do X(4350).

A molécula com quark leve apresentou um valor aproximadamente 100 MeV abaixo

do caso da molécula com quark estranho.

É interessante observar que a massa obtida para um estado descrito por uma
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corrente molecular D∗
sD

∗
s0 com 1−− é igual a m1−− = 4.42± 0.10 GeV, muito menor

do que o valor obtido supondo a mesma molécula com 1−+. Isto pode ser um ind́ıcio

de que estados moleculares são mais facilmente formados com números quânticos

não-exóticos.
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Apêndice A

Propagadores

No caṕıtulo 1 calculamos cada termo do propagador utilizado nas Regras de

Soma da QCD. Nesse caṕıtulo os propagadores utilizados no cálculo da OPE, foram

obtidos após realizarmos a expansão de Wick na função de dois pontos definida pela

Equação (2.1). Ainda no mesmo caṕıtulo, foi dito que o último termo dessa equação

numa teoria perturbativo seria nulo. Por outro lado, como esse termo é avaliado

no vácuo da QCD, implica que é ele que introduz as informações não-perturbativas

do vácuo da QCD. Deste modo, cada termo do propagador obtido, é substitúıdo de

acordo com a construção dos diagramas que contribuem para a OPE.

A seguir listamos todos os propagadores perturbativos, não-perturbativos, fa-

toráveis e não fatoráveis e sua representação na forma de diagramas.

A.1 Propagadores associados com quarks leves

Os diagramas abaixo estão associados com os propagadores de quark leve (q =

u, d e s). Os três últimos diagramas (não-fatoráveis) devem ser tratados com cui-

dado, pois devem sempre aparecer associados a um termo pertubativo de glúons em

outro propagador, no qual devemos omitir gsG
n
ab(0).
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i x/ δab
2π2x4

(A.1)

−mq δab
4π2x2

(A.2)

−δab
12

〈q̄q〉 (A.3)

i x/ δab
48

mq〈q̄q〉 (A.4)

−x
2 δab
3 · 26 〈q̄gsσGq〉 (A.5)

ix2 x/ δab
32 · 27 mq〈q̄gsσGq〉 (A.6)

− i(x/ σµν + σµνx/ ) tnab
3 · 29 π2 x2

〈g2sG2〉 (A.7)

−σµν t
n
ab

3 · 26 〈q̄gsσGq〉 (A.8)

i(x/ σµν + σµνx/ ) tnab
3 · 28 mq〈q̄gsσGq〉 (A.9)

A.2 Propagadores associados com quarks pesados

Os diagramas a seguir estão associados com os propagadores de quarks pesados.
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i(p/ +mc) δab
p2 −m2

c

(A.10)

−
i tnabgsG

n
µν(0)

4

[
p/ σµν + σµνp/ + 2mcσ

µν

(p2 −m2
c)

2

]

(A.11)

i δab
12

[
p2 +mcp/

(p2 −m2
c)

4

]

mc〈g2sG2〉 (A.12)
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Apêndice B

Algumas Relações Usadas em

Regras de Soma

B.1 Calculando os Traços

No caṕıtulo 3 em uma dado momento do cálculo da função de correlação pelo

Lado da OPE, calculamos alguns traços envolvendo matrizes de Dirac. Abaixo segue

uma lista das relações que facilitam o cálculo dos traços que surgem no cálculo da

função de correlação.

Tr{1̂} = 4 (B.1)

Tr{γµγν} = 4gµν (B.2)

Tr{γ5} = 0 (B.3)

Tr{γµγνγ5} = 0 (B.4)

Tr{γµγνγργσ} = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (B.5)
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Tr{σµν} = 0 (B.6)

Traço de número ı́mpar de matrizes de Dirac = 0. (B.7)

B.2 Transformadas de Fourier

∫

d4p
p/ e−ipx

p2 + iǫ
= x/

8π2

x4
, (B.8)

∫

d4p
e−ipx

p2 + iǫ
= i

4π2

x2
, (B.9)

∫

d4p
p/ e−ipx

(p2 + iǫ)2
= x/

2π2

x2
, (B.10)

∫

d4p
e−ipx

(p2 + iǫ)2
= −iπ2ln(−x2), (B.11)

B.3 Álgebra das Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac na representação de Pauli são:

γ0 =




1̂ 0

0 −1̂



 , γi =




0 σi

−σi 0



 ,

onde σi são as matrizes de Pauli. As matrizes de Dirac satisfazem as seguintes

propriedades:

{γµ, γν} = 2gµν (B.12)

γ0 = γ0T = γ0† (B.13)
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γ0γµγ0† = γµ†. (B.14)

γµγ
µ = 4 (B.15)

De acordo com as definições abaixo:

C = iγ2γ
0 (B.16)

σµν =
i

2
[γµ, γν ] (B.17)

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (B.18)

Kµν(x) = x/ σµν + σµνx/ (B.19)

obtemos as seguintes relações

C−1 = CT = C† = −C (B.20)

CγTµC
−1 = −γµ (B.21)

CσT
µνC

−1 = −σµν (B.22)

CKT
µν(x)C

−1 = Kµν(x) (B.23)

Kµν(x)K
µν(x) = 24x2 (B.24)

{γµ, γ5} = 0 (B.25)
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σµνγ
ασµν = 0 (B.26)

σµνσ
µν = 12 (B.27)

B.4 Parametrização de Schwinger (γ)

1

(m2 − p2)n
=

1

Γ(n)

∞∫

0

dγγn−1e−γ((m2−p2) (B.28)
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Apêndice C

Integrais

C.1 Integrais no Momento

As integrais no momento a serem resolvidas são:

∫

d4p
e−ipx

(p2 −m2)n
; (C.1)

∫

d4p
pµe

−ipx

(p2 −m2)n
. (C.2)

Usando (B.28) a (C.1) é reescrita como

∫

d4p
e−ipx

(p2 −m2)n
= (−1)n

∫

d4pe−ipx

∫

dα
αn−1

Γ(n)
e−α(m2−p2). (C.3)

Passando para o espaço euclidiano por meio de uma rotação de Wick, temos

∫

d4p
e−ipx

(p2 −m2)n
=

(−1)ni

Γ(n)

∞∫

0

dααn−1e−αm2

∫

d4pee
−αp2e+xpe (C.4)

=
(−1)niπ2

Γ(n)

∞∫

0

dα

α3−n
e−αm2+ x2

4α .
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Agora vamos resolver a integral dada por (C.2). Novamente, aqui usamos (B.28),

com isso obtemos:

∫

d4p
pµe

−ipx

(p2 −m2)n
= (−1)n

∫

d4ppµe
−ipx

∞∫

0

dβ
βn−1

Γ(n)
e−β(m2−p2). (C.5)

Podemos reescrever a integral em p em termos de uma derivada, da seguinte maneira:

∫

d4p
pµe

−ipx

(p2 −m2)n
=

(−1)ni

Γ(n)

∞∫

0

dββn−1e−βm2 ∂

∂xµ

[ ∫

d4peβp
2−ipx

]

. (C.6)

Podemos transformá-la numa integral gaussiana aplicando uma rotação de Wick,

deste modo obtemos

∫

d4p
pµe

−ipx

(p2 −m2)n
=

(−1)n+1

Γ(n)

∞∫

0

dββn−1e−βm2 ∂

∂xµ

[ ∫

d4pe−βp2e+pex
]

(C.7)

=
(−1)n+1π2

2Γ(n)

∞∫

0

dβ

β3−n
e−βm2 ∂

∂xµ

[

ex
2/4β

]

.

Portanto,

∫

d4p
pµe

−ipx

(p2 −m2)n
=

(−1)n+1π2

2Γ(n)

∞∫

0

dβ

β4−n
xµe

−βm2+x2/4β. (C.8)

C.2 A Integral In

In é uma integral do tipo

∫

d4x
eiqx+

x2(α+β)
4αβ

(x2)n
. (C.9)

Indo para o espaço euclidiano via rotação de Wick, obtemos

∫

d4x
eiqx+

x2(α+β)
4αβ

(x2)n
= −i

∫

d4xe
e−iqexe+

x2e(α+β)

4αβ

(−1)n(x2)n
. (C.10)

O denominador da equação acima (x2)n pode ser reescrito em termo de uma integral

do tipo

1

(x2)n
=

1

(n− 1)!

∞∫

0

dδe−δx2

δn−1. (C.11)
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Assim, substituindo-o no segundo membro de (C.10) segue

In =
(−1)n−1i

(n− 1)!

∞∫

0

dδδn−1e−δx2
e

∫

d4xee
−iqexe−

x2e(α+β)

4αβ . (C.12)

Vamos definir a variável ω como sendo igual a ω = δ + 1
4α

+ 1
4β
. Completando o

quadrado obtemos uma integral gaussiana. Logo,

In =
(−1)n−1i

(n− 1)!

∞∫

0

dδδn−1e−
q2e
4ω

∫

d4xee
−b(xe+

iqe
2b

)2

︸ ︷︷ ︸

integral gaussiana

(C.13)

=
(−1)n−1iπ2

(n− 1)!

∞∫

0

dδ
δn−1

ω2
e−

q2e
4ω .

Finalmente fazendo a seguinte mudança de variável: δ = 1
4γ
, obtemos

In =
(−1)n−1iπ2

4n−2(n− 1)!

∞∫

0

dγ

γn−1

α2β2

(αβ + βγ + γα)2
e−

αβγq2e
αβ+βγ+γα . (C.14)

C.3 A Integral Inmkl

A integral Inmkl é dada por

Inmkl =

∞∫

0

dαdβdγ

αnβmγk
e−m2

c(α+β)−
αβγq2e

αβ+βγ+γα

(αβ + βγ + γα)l
. (C.15)

Podemos reescrevê-la da seguinte maneira:

Inmkl =

∞∫

0

dαdβdγ

αnβmγk+l

e−m2
c(α+β)−

αβγq2e
αβ/γ+βγ+γα

(αβ/γ + β + α)l
. (C.16)

Fazendo a mudança de variáveis: α = α
′

, β = β
′

e αβ
γ

= γ
′

, temos:

Inmkl =

∞∫

0

dα
′

dβ
′

dγ
′

α′n+k+l−1β ′m+k+l−1

γ
′l+k−2

(α′ + β ′ + γ ′)l
e
−m2

c(α
′

+β
′

)−
α
′

β
′

γ
′

q2e

α
′
+β

′
+γ

′ . (C.17)

Inserindo a identidade

1 =

∞∫

0

dλδ[λ− (α
′

+ β
′

+ γ
′

)], (C.18)
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obtemos

Inmkl =

∞∫

0

dα
′

dβ
′

dγ
′

α′n+k+l−1β ′m+k+l−1

γ
′l+k−2

(α′ + β ′ + γ ′)l
e
−m2

c(α
′

+β
′

)−
α
′

β
′

γ
′

q2e

α
′
+β

′
+γ

′

∞∫

0

dλδ[λ−(α
′

+β
′

+γ
′

)].

Vamos fazer uma mudança de escala do tipo abaixo, omitindo o śımbolo ´ nas

variáveis: α = λα, β = λβ e γ = λγ, assim, resulta que

Inmkl =

∞∫

0

dαdβdγdλδ[1− (α + β + γ)]

αn+k+l−1βm+k+l−1λn+m+k+2l−2

γl+k−2

(α + β + γ)l
e−m2

c(α+β)−
αβγq2e
α+β+γ . (C.19)

Integrando na variável γ por meio da delta, chegamos ao resultado abaixo

Inmkl =

1∫

0

dαdβ θ(1− α− β)

αn+k+l−1βm+k+l−1
(1− α− β)l+k−2

∞∫

0

dλ
e−λ[m2

c(α+β)+αβqe]

λn+m+k+2l−2
. (C.20)

C.4 A Integral Inλ

A integral Inλ é uma integral do tipo

Inλ =

∫
dλ

λn
e−λf , (C.21)

onde f é uma função positiva. Considere inicialmente a integral

I0λ =

∞∫

0

dλe−λf =
1

f
. (C.22)

Podemos reescrevê-la da seguinte maneira

∞∫

0

dλe−λf = − ∂

∂f

∞∫

0

dλ

λ
e−λf . (C.23)

Desse modo, ao integrarmos em f ambos os membros, obtemos

I1λ =

∞∫

0

dλ

λ
e−λf = −

∫

df

∞∫

0

dλe−λf (C.24)

= −
∫
df

f

= −lnf + c.
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Que é o resultado para a integral (C.21) para n = 1. Note que a divergência está na

constante c. Entretanto, nas Regras de Soma da QCD estamos interessado na parte

imaginária das integrais. Seguindo o racioćınio, encontramos o resultado para n = 2

I2λ =

∞∫

0

dλ

λ2
e−λf =

∫

dflnf (C.25)

= f lnf − f + cte.

Novamente, estamos interessados na parte f lnf visto que somente ela pode ter

parte imaginária. Prosseguindo agora para n = 3, n = 4 e n = 5, temos

I3λ =

∞∫

0

dλ

λ3
e−λf = −f

2lnf

2
+ ... (C.26)

I4λ =

∞∫

0

dλ

λ4
e−λf =

f 3lnf

3!
+ ... (C.27)

I5λ =

∞∫

0

dλ

λ5
e−λf = −f

4lnf

4!
+ ... (C.28)

Com isso, por indução chegamos ao resultado abaixo

Inλ =

∞∫

0

dλ

λn
e−λf =

(−1)n

(n− 1)!
fn−1lnf +O(fn). (C.29)

C.5 Cálculo dos Diagramas Perturbativos

A integral que temos que resolver para encontrarmos a contribuição dos diagra-

mas perturbativos para a densidade espectral são dadas pelas Eq.s (3.20) e (3.22).

Vamos definir o primeiro termo de (3.20) como I1, dado por

I1 =
9i

27π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x8(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
m2

cxµxν . (C.30)

71
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Usando (C.4) tomando n = 1 e substituindo o resultado em (C.30), temos

I1 =
9im2

c

27π12

∫

d4x
eiqxxµxν
x8

∞∫

0

dαdβ

α2β2
e−m2

c(α+β)+x2(1/4α+1/4β) (C.31)

=
9im2

c

27π12

∫

d4x
xµxνe

iqx+
x2(α+β)

4αβ

x8
︸ ︷︷ ︸

Iµν

∞∫

0

dαdβ

α2β2
e−m2

c(α+β).

Para calcularmos Iµν usamos:

Iµν = −
∫

d4x
∂2

∂qµ∂qν

eiqx+
x2(α+β)

4αβ

x8
(C.32)

= − ∂2

∂qµ∂qν

∫

d4x
eiqx+

x2(α+β)
4αβ

x8
︸ ︷︷ ︸

In=4

.

Tomando n = 4 na (C.14) e substituindo o resultado na (C.32), encontramos:

Iµν =
iπ2

3.25
∂2

∂qµ∂qν

∞∫

0

dγ

γ3
α2β2

(αβ + βγ + γα)2
e−

αβγq2e
αβ+βγ+γα . (C.33)

Assim substituindo esse resultado em (C.30) temos

I1 =
9m2

c

212.3π6

∞∫

0

dαdβdγ

γ3
∂2

∂qµ∂qν

e−m2
c(α+β)+ αβγq2

αβ+βγ+γα

(αβ + βγ + γα)2
. (C.34)

Como a integração é realizada sobre as variáveis α, β e γ, podemos permutar a

integral com a derivada ∂2

∂qµ∂qν
, assim

I1 =
9m2

c

212.3π6

∂2

∂qµ∂qν

∞∫

0

dαdβdγ

γ3
e−m2

c(α+β)+ αβγq2

αβ+βγ+γα

(αβ + βγ + γα)2

︸ ︷︷ ︸

In=m=0 k=3 l=2

. (C.35)

Tomando os valores: n = 0, m = 0, k = 3 e l = 2 na (C.20), segue

I0032 =

1∫

0

dαdβ θ(1− α− β)

α4β4
(1− α− β)3

∞∫

0

dλ
e−λ[m2

c(α+β)+αβqe]

λ5
. (C.36)

72
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Definindo F (α, β) = −λ[m2
c(α + β) + αβqe] e usando (C.36) em (C.35), chegamos

ao seguinte resultado:

I1 =
9m2

c

212.3π6

∂2

∂qµ∂qν

1∫

0

dαdβ θ(1− α− β)

α4β4
(1− α− β)3

∞∫

0

dλ
e−λF (α,β)

λ5
(C.37)

=
9m2

c

212.3π6

1∫

0

dαdβ θ(1− α− β)

α4β4
(1− α− β)3

∞∫

0

dλ
∂2

∂qµ∂qν

e−λF (α,β)

λ5
︸ ︷︷ ︸

D

Resolvendo D, segue que

D =
∂2

∂qµ∂qν

e−λF (α,β)

λ5
(C.38)

=
e−λF (α,β)

λ5

[

(2λαβ)gµν + (4λ2α2β2)qµqν

]

.

Estamos interessados somente no coeficiente da estrutura gµν . Portanto, (C.37) fica

I1 =
9m2

c

211.3π6

1∫

0

dαdβ θ(1− α− β)

α3β3
(1− α− β)3

∞∫

0

dλ
e−λF (α,β)

λ4
. (C.39)

A integral na variável λ pode ser resolvida usando o resultado (C.29) tomando n = 4,

com isso temos

I1 =
9m2

c

211.3π6

1∫

0

dαdβ θ(1− α− β)

α3β3
(1− α− β)3

(−1)4F 3(α, β)

3!
lnF (α, β). (C.40)

Agora vamos resolver o segundo termo de (3.20) dado por

I2 =
−9i

27π12

∫

d4xd4p1d
4p2

eiqx−i(p1+p2)x

x8(p21 −m2
c)(p

2
2 −m2

c)
(x.p1)(x.p2)gµν . (C.41)

Podemos reescrevê-la da seguinte maneira:

I2 =
−9i

27π12

∫
d4xeiqx

x8

∫
d4p1e

−ip1x(xαp
α
1 )

(p21 −m2
c)

∫
d4p2e

−ip2x(xβp
β
2 )

(p22 −m2
c)

gµν (C.42)

=
−9i

27π12

∫
d4xeiqx

x8
xαxβgµν

∫
d4p1p

α
1 e

−ip1x

(p21 −m2
c)

∫
d4p2p

β
2e

−ip2x

(p22 −m2
c)

.

Fazendo n = 1 na (C.8) e substituindo o resultado na (C.42), resulta em

I2 =
−9i

27π8

∫
d4xeiqx+

(α+β)x2

4αβ

x4
︸ ︷︷ ︸

In=2

∞∫

0

dαdβ

α3β3
e−m2

c(α+β). (C.43)
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Fazendo n = 2 na (C.14) e substituindo na equação acima, I2 fica

I2 =
−9

29π6

∞∫

0

dαdβdγ

αβγ

e−m2
c(α+β)−

αβγq2e
(αβ+βγ+γα)

(αβ + βγ + γα)2
. (C.44)

Deste modo, fazendo n = 1, m = 1, k = 1 e l = 2 em (C.20), resultará na solução

de (C.44):

I2 =
−9

29π6

1∫

0

dαdβθ(1− α− β)(1− α− β)

α3β3

∞∫

0

dλ

λ5
e−λF (α,β). (C.45)

A integral em λ é resolvida fazendo n = 5 na (C.29), portanto, segue que o resultado

para I2 é dado por

I2 =
9

212π63

1∫

0

dαdβθ(1− α− β)(1− α− β)

α3β3
F 4(α, β)lnF (α, β). (C.46)

Finalmente, o terceiro termo da (C.35) contém integrais semelhantes aos dois

primeiros termos. Assim, I3 resultará

I3 = − 9

212π63

1∫

0

dαdβθ(1− α− β)(1− α− β)2

α3β3
F 4(α, β)lnF (α, β). (C.47)

Portanto, a solução de (3.20) será a soma de I1 + I2 + I3. Após realizarmos a

soma e reorganizar os termos, obtemos:

Πpert(q) = − 1

212π6

∫ 1

0

dαβ

α3β3
F 3(α, β)

[

2m2
c(1− α− β)2 + 3F (α, β)(1 + α + β)

]

lnF (α, β).

(C.48)

Portanto, usando o resultado apresentado na Seção 3.2 do Caṕıtulo 1, a equação

acima pode ser escrita em termos de uma relação de dispersão

ρpert(s) =
1

212π6

∫ αmax

αmin

dα

α3

1−α∫

βmin

dβ

β3
F 3(α, β)

[

2m2
c(1− α− β)2+

+3F (α, β)(1 + α + β)
]

. (C.49)
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[12] K. Abe et al. [Belle Collaboration], Phys. Rev. Lett. 100, 142001

(2008) [arXiv:0708.1790].

[13] S.H. Lee, M. Nielsen, U. Wiedner, arXiv:0803.1168.

[14] T. Aaltonen et al. [CDF Collaboration], Phys. Rev. Lett. 102, 242002

(2009) [arXiv:09032229].

[15] X. Liu and S.-L. Zhu, arXiv:0903.2529.

[16] S.-K. Choi et al. [Belle Collaboration], Phys. Rev. Lett. 94, 182002

(2005); B. Albert et al. [BaBar Collaboration], Phys. Rev. Lett. 101,

082001 (2008).

[17] N. Mahajan, arXiv:0903.3107.

[18] T. Branz, T. Gutsche and V.E. Lyubovitskij, Phys. Rev. D 80, 054019

(2009).

[19] C.P. Shen et al. [Belle Collaboration], arXiv:0912.2383.

[20] R.M. Albuquerque, J.M. Dias, M. Nielsen, Phys. Lett. B690, 141

(2010).

[21] M.A. Shifman, A.I. Vainshtein e V.I. Zakharov, Nucl. Phys. B147,

385 (1979).

[22] V.M. Belyaev, V.M. Braun, A. Khodjamirian e R. Ruckl, Phys. Rev.

D51, 6177 (1995).

[23] M.E. Peskin e D.V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field

Theory, Addison-Wesley (1995).
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[43] J.R. Zhang and M. Q. Huang, arXiv:0905.4672.

[44] R.M. Albuquerque and M. Nielsen, Nucl. Phys. A815, 53 (2009)

[arXiv:0804.4817].

[45] X. Liu, G.Z. Luo and Z.F. Sun, arXiv:0911.3694.

[46] Z.-G. Wang, arXiv:0912.4626.

Nucl. Phys. B147, 385 (1979).

127, 1 (1985).

[47] For a review and references to original works, see e.g., S. Narison,

QCD as a theory of hadrons, Cambridge Monogr. Part. Phys. Nucl.

Phys. Cosmol. 17, 1 (2002) [hep-h/0205006]; QCD spectral sum rules

, World Sci. Lect. Notes Phys. 26, 1 (1989); Acta Phys. Pol. B26,

687 (1995); Riv. Nuov. Cim. 10N2, 1 (1987); Phys. Rept. 84, 263

(1982).

[48] B. L. Ioffe, Nucl. Phys. B188, 317 (1981); B191, 591(E) (1981).

[49] S. Narison, Phys. Lett. B466, 345 (1999); S. Narison, Phys. Lett.

B361, 121 (1995); S. Narison, Phys. Lett. B387, 162 (1996); S. Na-

rison, Phys. Lett. B624, 223 (2005).

[50] R.D. Matheus et al., Phys. Rev. D75, 014005 (2007).

[51] S.H. Lee, A. Mihara, F.S. Navarra and M. Nielsen, Phys. Lett. B661,

28 (2008) [arXiv:0710.1029].

[52] M.E. Bracco, S.H. Lee, M. Nielsen, R. Rodrigues da Silva, Phys. Lett.

B671, 240 (2009) [arXiv:0807.3275].

[53] S.H. Lee, K. Morita and M. Nielsen, Nucl. Phys. A815, 29 (2009)

[arXiv:0808.0690].

78
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