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Resumo

Um novo procedimento para construir os estados coerentes (CS) e os estados semicldssicos (SS) no
campo de um magnético-solendide é proposto. A idéia principal é baseada sobre o fato de que o AB
solendide quebra a simetria translacional no plano-zy, isto apresenta um efeito topoldgico tal que
surgem dois tipos de trajetérias, aquelas que circundam e aquelas que nao circundam o solendide.
Devido a este fato, deve-se construir dois tipos diferentes dos CS/SS, os quais correspondem as
referidas trajetérias no limite semicldssico. Seguindo esta idéia, construimos os CS em duas etapas,
primeiro os CS instantaneos (ICS) e os CS/SS dependentes do tempo como uma evolugao dos ICS.
A construcao é realizada para particulas nao-relativisticas e relativisticas, de spin-zero e com spin
ambas em (2 + 1)- e (3 + 1)- dimensoes e gera um exemplo nao-trivial de SS/CS para sistemas
com uma Hamiltoniana ndo-quadratica. E enfatizado que os CS dependendo dos seus parametros
(nimeros quanticos), descrevem ambos os estados puramente quanticos e semicldssicos. Uma andlise
é representada de modo que classifica os pardmetros dos CS em tal relacao. Tal classificagao é usada
para as decomposigoes semiclédsicas de diversas quantidades fisicas.

Palavras chave: Efeito Aharonov-Bohm; solucoes das equagoes de onda; campo magnético uni-
forme; estados coerentes; decomposicao semicléssica.



Abstract

A new approach to constructing coherent states (CS) and semiclassical states (SS) in magnetic-
solenoid field is proposed. The main idea is based on the fact that the AB solenoid breaks the
translational symmetry in the zy-plane, this has a topological effect such that there appear two
types of trajectories which embrace and do not embrace the solenoid. Due to this fact, one has to
construct two different kinds of CS/SS, which correspond to such trajectories in the semiclassical
limit. Following this idea, we construct CS in two steps, first the instantaneous CS (ICS) and the
time dependent CS/SS as an evolution of the ICS. The construction is realized for nonrelativistic
and relativistic, spinning and spinless particles both in (2 4+ 1)- and (3 + 1)- dimensions and gives
a non-trivial example of SS/CS for systems with a nonquadratic Hamiltonian. It is stressed that
CS depending on their parameters (quantum numbers) describe both pure quantum and semiclas-
sical states. An analysis is presented that classifies parameters of the CS in such respect. Such a
classification is used for the semiclassical decompositions of various physical quantities.

Keywords: Aharonov-Bohm effect; solutions of wave equations; uniform magnetic field; coherent
states; semiclassical decomposition.
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(lossario

e CS: Estados coerentes.

e SS: Estados semicldssicos.

e MSF: Campo de um magnético-solendide.
e ICS: Estados coerentes instanténeos.

e AB: Aharonov-Bohm.

e campo de AB: Campo de um infinitamente longo e infinitesimalmente fino solenéide com fluxo
magnético interno ® finito e constante.



Capitulo 1

Introducao

1.0.1 Estados coerentes

A primeira descricao sobre os estados coerentes foi proposta, em 1926, por Erwin Schrédinger. Tal
assunto permaneceu inexplorado por aproximadamente trés décadas, quando, em 1963, por ocasiao
do desenvolvimento de trabalhos sobre a formalizacao teérica do Laser, Glauber e Sudarshan apre-
sentaram um detalhado formalismo dos estados coerentes com o objetivo de compreender e construir
uma descri¢ao, com razodvel grau de acurdcia matemaética, do campo electromagnético para a otica
quantica. Para além das importantes aplicacoes em 6tica quéntica, os estados coerentes permitem a
elaboragao de uma elegante descrigao matematica do oscilador harmoénico quantico. Ainda, Glauber,
Sudarshan e Klauder propuseram os fundamentos matemaéticos que associam os estados coerentes
com as propriedades de grupo de cada problema fisico. Portanto, uma vez que todos os problemas
fisicos definidos em nivel de teoria quéntica apresentam propriedades de grupo associadas, é possivel
afirmar que os estados coerentes nao estao restritos ao formalismo do oscilador harménico quéntico,
mas seguramente podem ser generalizados para uma larga classe de problemas fisicos.

No que concerne aos aspectos gerais dos estados coerentes, deve-se ressaltar que, em mecéanica
quantica, o valor médio de um dado observdvel fisico calculado em termos dos estados estaciondrios
nao apresenta conexao com o correspondente cldssico, ao passo que o mesmo procedimento calculado
em termos dos estados coerentes reproduz em boa aproximacao os resultados em regime cldssico.
Em outras palavras, os estados coerentes sao estados com relagao aos quais o comportamento da
dindmica quantica de um sistema estd o mais préximo possivel da correspondente dindmica cldssica.
Com base no formalismo proposto por Glauber, os estados coerentes podem ser construidos fazendo
uso de 3 definigoes, a saber:

Primeiro - Os estados coerentes sao autoestados do operador aniquilacao.

Segundo - os estados coerentes podem ser obtidos por meio da aplicagao de um dado operador
deslocamento sobre o estado de vacuo do oscilador harmonico quéntico.

Terceiro - os estados coerentes sao estados quanticos cuja relacao de incerteza entre os operadores
posicao e momento é minima.

Os estados coerentes apresentam ainda duas importantes propriedades, a saber:

Nao ortogonalidade - os estados coerentes nao sao ortogonais, ao passo que sao normalizados;

Supercompleteza - Glauber destacou que a resolugao da identidade em termos dos estados coer-
entes nao é tnica. Portanto, uma vez que os estados coerentes recebem um indice continuo em um
espaco de Hilbert que possui uma base contavel, tais estados sao considerados supercompletos.

Como conhecido, os estados coerentes (C'S) estao sendo largamente e proficuamente utilizados
em dreas diferentes da fisica teorica [1]-[5]. Os estados coerentes C'S introduzidos por Schrodinger e
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Glauber tornaram-se 6rbitas do grupo de Heisenberg-Weyl. Tal observagao permitiu formular, por
analogia, alguma defini¢ao geral dos C'S para qualquer grupo de Lie [6, 7] como érbitas do grupo fator
com respeito a um subgrupo estaciondrio. Uma conexao entre os C'S e a quantizacao dos sistemas
clédssicos, em particular, os sistemas com um espago de fase curvo, foi também estabelecido [8, 9]. Pela
origem, os C'S sao estados quéanticos, porém, ao mesmo tempo, eles sao parametrizados pelos pontos
do espaco de fase de uma mecéanica cldssica correspondente. Ressaltamos que as circunstancias os
fazem muito convenientes na andlise da correspondéncias entre a descricao cldssica e quantica. Tudo
explica o interesse tanto para a investigacao dos problemas gerais da teoria dos C'S quanto para a
construcao dos C'S dos grupos concretos.

Os CS de importancia em grupos fisicos como os grupos SU(N) sao de especial interesse, em
particular em conexao com a descrigdo de sistemas de isospin e spin. Os C'S do grupo SU(2) sao
bem conhecidos e construidos explicitamente. E possivel destacar algumas das primeiras referéncias
[10]-[15], onde estes estados foram construidos sobre a base da bem investigada estrutura das matrizes
SU(2) na representagdo fundamental. Uma outra abordagem para a construcao dos C'S do grupo
SU(2) foi usado por Berezin [8, 9]. Esta abordagem ¢ conectada com a utilizagdo das representagoes
do grupo SU(2) no espago de polinomios. Os C'S dos grupos SU(N) e SU (I,1) foram construidos
em [16].

1.0.2 O efeito Aharonov-Bohm e a relevancia dos estados coerentes

Grande parte dos efeitos bem conhecidos em teoria quantica foi teoricamente analizada e apresentada
logo apds o processo inicial de desenvolvimento da mecanica quéantica, ao passo que certos efeitos
tais como o comportamento discreto do espectro de energia de estados ligados foram inicialmente
entendidos como um dos postulados da teoria. Nestes termos, notamos que a histéria das discussoes
sobre efeitos de nao-localidade em mecénica quéntica e a recente descoberta do efeito Aharonov-
Bohm é surpreendente. Tal como conhecemos, o efeito Aharonov-Bohm [1, 17, 18, 36] envolve uma
particula carregada, a qual é sensfvel a um campo eletromagnético externo, que é inteiramente con-
centrado em uma regiao onde a probabilidade de detecgao da particula tende a zero ou é estritamente
nula. Uma condicao necessdria para a existéncia deste efeito é um potencial de campo eletromag-
nético externo na regiao de propagacao da particula carregada, sendo que tal potencial nao pode
ser eliminado por uma transformacao de gauge. Neste caso o estado quantico da particula é depen-
dente das caracterfsticas nao-locais do campo eletromagnético, embora nao exista acao direta local
do campo eletromagnético gerado pelo solenéide sobre a particula carregada. Portanto, é notéria a
importancia do efeito Aharonov-Bohm, uma vez que tal fendmeno demonstra claramente os efeitos
de nao-localidade inerentes aos objetos quénticos e suas interacoes.

A interagao quantica de particulas carregadas com o campo de um solendide infinitamente longo
e infinitesimalmente fino (denominado de campo de Aharonov-Bohm (AB)) foi estudada nos am-
bitos tedrico e experimental hd um longo tempo. Nao obstante o fato de que a funcao de onda da
particula anula-se sobre o eixo do solendide, as particulas sentem a presenca do solenéide AB [17].
Como discutido no pardgrafo anterior, este fenémeno é denominado o efeito Aharonov-Bohm e é
interpretado como a possibilidade de um potencial vetor gerar efeitos observdveis em uma topologia
nao-trivial. Um numero consideravel de trabalhos tedricos e experimentos convincentes foi realizado
para elucidar dividas associadas ao efeito Aharonov-Bohm e provar sua efetiva existéncia. Por volta
da metade dos anos 80, o efeito AB em regime de baixa energia tornou-se um instrumento ade-
quado para a investigacao de novos fenomenos fisicos, em particular, fendémenos associados a fisica
da matéria condensada, onde o anel de AB tem sido o fundamento experimental da pesquisa em fisica



mesoscopica desde seu principio, consultar [18] para uma revisao geral. Foi descoberto que este efeito
é relevante para um nimero considerdvel de problemas fisicos, entre os quais, podemos citar: anions
em supercondutividade de altas temperaturas-7, [19], excitagoes eletronicas em grafeno com defeitos
topoldgicos [20, 21], nanotubos [22], espalhamento nao-relativistico na teoria de Chern-Simons [23],
teoria de pseudo-particulas [24], entre outros. A polarizacao do vacuo de AB e a radiagdo de AB sao
relevantes para o estudo da dinamica das cordas césmicas, consultar alternativamente [25, 26].

A divisao dos niveis de Landau em uma superposicao do campo de AB e um campo magnético
uniforme paralelo faz surgir um exemplo do efeito AB para estados ligados. No que segue, denom-
inamos tal superposi¢do como o campo de um magnético-solendide (MSF). Solugbes da equacao de
Schrodinger com MSF haviam sido primeiramente estudados em [27]. Solugoes das equagoes de onda
relativisticas (equacao de Klein-Gordon e equagao de Dirac) com MSF foram primeiramente obtidos
em [28] e entdo usados em [29] para estudar o efeito AB em radiagoes de ciclotron e sincrotron. Com
base nestas solucoes, as fungoes de Green e o problema sobre o carater auto-adjunto da Hamiltoniana
de Dirac com MSF foram estudados [30, 31, 32, 33, 34]. Uma anélise espectral completa para todas
as Hamiltonianas auto-adjuntas nao-relativistica e relativistica assumindo a configuracao de campo
do tipo MSF foi realizada em [35]. Recentemente, o interesse sobre MSF (e relacionado a exemplos
de multivortex) foi renovado em conexao com problemas de fisica planar e efeito Hall quantico [36]. E
importante enfatizar que, em contraste ao caso do campo de AB puro, onde particulas interagem com
o solendide por um intervalo de tempo finito, uma particula carregada movendo-se sob influéncia do
MSF interage permanentemente com o solendide. Isto faz surgir novas possibilidades de estudar esta
interagao e corresponde a um nimero de situagoes fisicas reais. Como exemplo, a recente fabricacao
de grafeno permite uma observacao experimental e aplicacao dos efeitos com particulas relativisticas
com spin sob condi¢es usuais de laboratério [37].

No que concerne & relevancia do formalismo dos estados coerentes para o problema associado
ao movimento quantico e semicldssico de uma particula carregada sob influéncia do campo MSF,
é suficiente e, ainda, mais adequado (e conveniente) fazer uso de uma descrigdo semicldssica de
um dado sistema fisico. Estados semiclédssicos (SS) de um dado sistema fisico providenciam tal de-
scricao. Usualmente, estes estados sao identificados com diferentes tipos dos assim conhecidos estados
coerentes (CS). Entretanto, tal identificacdo formal é conhecida para sistemas com Hamiltonianas
quadréticas; em outros casos, a construcao de estados coerentes e semiclédssicos SS/CS e suas identi-
ficagoes é problemdtica. Adicionalmente as bem conhecidas aplicagoes dos estados SS/CS em teoria
quantica [38], surgiram recentemente novas e relevantes aplicagdes em computacao quéntica, consul-
tar, por exemplo [39]. A construcao dos estados SS/CS para particulas sob influéncia do campo de
AB e do campo MSF é um problema nao-trivial (o qual configurava-se como um problema em aberto
até o presente) em virtude da estrutura ndo quadratica da Hamiltoniana da particula acoplada a tais
campos. Para além das numerosas aplicacoes praticas possiveis, a construcao destes estados gera
um importante exemplo de estados SS/CS para uma Hamiltoniana ndo-quadratica e pode, adicional-
mente, elucidar uma importante questao de natureza tedrica: Para quais circunstancias o efeito AB
¢ de uma natureza puramente quantica? Deve ser notado que, em certo sentido, a construgao dos
estados SS/CS é uma tarefa complemantar a construcao de integrais de trajetéria associadas, o que
se configura como um problema em aberto para o caso da particula submetida a influéncia do MSF. E
possivel assegurar que os estados SS/CS em MSF sao, em certo sentido, andlogos para estados em um
campo magnético puro. No tltimo caso, os estados SS sao identificados com os estados CS os quais
sao bem conhecidos, consultar por exemplo [40, 41]. Assumindo os estados CS, os valores médios das
coordenadas de uma particula movem-se ao longo das trajetoérias cldssicas, que sao circulos cujo o raio
e posicao do centro (nimeros quanticos) identificam estes estados quanticos. Deve ser mencionado
que algumas tentativas para construgao dos estados SS/CS para particulas sob influéncia do MSF



foram apresentados ao longo dos trabalhos [42]. Contudo, os estados construidos nestes trabalhos
nao satisfazem a exigéncia principal para os estados SS/CS, ou seja, as médias correspondentes nao
se movem ao longo das trajetdrias cléssicas.

Em nosso artigo recente [43], conseguimos construir diferentes tipos de estados CS para uma
particula carregada nao-relativistica de spin-zero submetida ao campo MSF. Ao longo deste tra-
balho, estenderemos esta construgao ao caso de particulas de spin-zero relativisticas e de spin-1/2
relativisticas e nao-relativisticas ambas em 3+ 1- e 2+ 1- dimensées. Adicionalmente, desenvolvendo
técnicas de aproximacao semicldssica, construimos os estados SS em MSF com base nos estados CS.
O progresso estd associado a uma observacao nao-trivial de que no problema sob consideracao exis-
tem dois tipos de estados SS/CS, aqueles que correspondem as trajetérias cldssicas, que circundam
o solendide, e aqueles que correspondem as trajetorias cldssicas que nao circundam. Deve ser enfati-
zado que a identificacao dos estados SS e CS em MSF depende essencialmente dos niimeros quanticos
que parametrizam estes estados (com respeito aos tipos e posigoes das trajetérias cldssicas correspon-
dentes). As particulas analizadas em relagao aos estados SS/CS movem-se ao longo de trajetérias
cldssicas, os estados mantém suas formas sob evolugao temporal e formam um conjunto completo de
fungoes, que podem ser titeis em célculos semicldssicos. Na auséncia do campo de AB estes estados
sao reduzidos aos bem conhecidos estados coerentes CS de Malkin-Man’ko [40], no caso de um campo
magnético uniforme. Os estados construidos ddao um exemplo nao-trivial dos estados SS/CS para
sistemas com uma Hamiltoniana do tipo nao-quadrética. Adicionalmente, estes estados permitem
tratar o efeito AB em termos de uma linguagem cldssica, revelando uma influéncia do campo de AB
sobre os parametros cldssicos em um campo magnético. Deve ser notado que o movimento quéntico
dos férmions de Dirac de spin-1/2 é qualitativamente diferente em 3 + 1- e em 2 + 1- dimensoes.
Uma vez que os férmions de Dirac em 2 4 1- dimensoes descrevem a dindmica de um elétron em
uma estrutura de grafeno, temos dedicado especial atencao ao estudo dos estados SS e CS em MSF
associados a eles.

Esta tese é organizada como segue. No capitulo 2, a descricao clédssica e a descricao quantica sao
realizadas construindo-se estados estaciondrios e estados coerentes para uma particula carregada nao-
relativistica de spin-zero sob influéncia do campo MSF, sao realizadas. Na se¢ao. 3.1, iniciamos nossas
consideracoes com a descrigao cldssica do movimento de uma particula relativistica sob influéncia
do MSF. Lembramos que MSF é uma superposicao colinear de um campo magnético constante e
uniforme de intensidade B e o campo de AB (campo de um infinitamente longo e infinitesimalmente
fino solendide com um fluxo magnético interno finito e constante ®). Admitindo o eixo z ao longo
do solendide AB, a intensidade do MSF toma a forma B = (0,0, B,),

)
B, =B+ ®)(x)d(y) = B+ —d(r), B = constante, & = constante. (1.1)
o

Fazemos uso dos seguintes potenciais eletromgnéticos! A*, atribuido ao MSF (1.1): A% = A3 =0, e

» B » B
Al = — — ), A2 = — . 1.2
y<2m~2+2)’ $(27TT2+2) (1.2)

Na secao. 3.2, descrevemos os estados quanticos estaciondrios relativisticos de particulas de spin-zero
e de spin-1/2 em MSF ambos em 2 + 1 e em 3 + 1 dimensoes. Aqui usamos as assim denominadas

! Admitimos as seguintes notacoes para vetores de quatro e trés dimensoes: a = (a*, u = 0,i) = (ao7 a),
a= (al,i =1,2, 3) = (al =a,,a’ = awa?’ = az), a; = —a', em particular, para as coordenadas de espago-tempo:
ot = (2 = ct, 2! =, 22 =y, 2 = 2), como para as coordenads cilindricas 7, ¢, no plano-zy, tal que x = 7 cos @, y =

rsin, e r2 = 2 + y2. Ademais, dr = d2'dx, dx = dx'dxz?dxz®, e o tensor de Minkowski N, = diag (1,-1,-1,-1).



extensoes auto-adjuntas naturais das hamiltonianas correspondentes, as quais correspondem ao limite
em que o raio tende a zero no caso regularizado de um solenéide de raio finito. Nas secs. 3.3 e 3.4,
construimos estados CS instantaneos e dependentes do tempo para particulas relativisticas de spin-
zero e spin-1/2 e analizamos suas propriedades. Entao, por meio dos CS, construimos os estados
SS, desenvolvendo técnicas de cdlculos semiclédssicos para os valores médios de quantidades fisicas.
Isto permite-nos analisar a evolucao temporal da posicao média das particulas. Sumarizamos os
resultados obtidos na secao. 3.5.



Capitulo 2

Caso nao-relativistico

2.1 Movimento classico

O movimento cldssico do elétron em um campo de um magnético-solenéide é governado pela Hamilto-
niana H = P2/2M, P = p— ZA, onde p e P sao o momento generalizado e cinético, respectivamente.
As trajetérias, que nao interceptam o solendide, apresentam a forma:

B B
x=1x9+ Rcosy, y=1yo+ Rsin, z:pﬁtjtzo; W = wt + 1y, w:eﬁc, (2.1)

onde zg, Yo, 20, P, R, €1, sdo constantes de integragao. As equagoes (2.1) implicam

(x —20)* + (y — y0)* = R?, x= R.cosa, yo = Resina,
= R* + R? + 2RR.cos(v) — ), R.= /a2 + 3 . (2.2)

As projecoes das trajetérias das particulas sobre o plano-zy sao circulos, girando com a frequéncia
de ciclotron w. Para um observador que estd situado nas proximidades do solenéide com z > 0, a
rotacgao é anti-horédria. A particula move-se com velocidade constante p, /M ao longo do eixo z . Uma
vez que o elétron propaga-se livremente sobre o eixo z, somente o movimento no plano perpendicular
z = 0 é nao-trivial; isto serd examinado abaixo. Denotando por r,,,, 0 maximo afastamento possivel
e por T,:;, O minimo afastamento possivel da particula em relagdo ao eixo z, obtemos de (2.2)
Tmaz = R+ Rey  Tmin = |R — Re|. Segue de (2.1) que

P, = —MwRsiny =—-Mw(y— 1),
P, = MwRcost) = Mw(z—x), P} = P2+ P, =(MwR)”. (2.3)

Y

A energia E da rotagao da particula ¢ escrita como: E = P2 /2M = M(w R)?/2. Por meio de (2.3),
é possivel calcular a projecao do momento angular L.,

Mw 9

Lz = TPy — YPz = T<R2 - Rc)

ed
o2re

(2.4)

Ainda em teoria cldssica, é conveniente, introduzir quantidades complexas adimensionais a; e as
(contendo i) como segue:

~iP,-P,  [Muw

B Mw _ Mw(z+iy)+iP,— P, [Muw
V2h Mw 2h

V2h Mw 2h

Re ™™, a, R.e™. (2.5)

a1
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E possivel verificar que a; exp(iy)) e ay sdo integrais de movimento. E possivel escrever que

2h 2h , 2h

R2 = M—walal, Rz = M—UJGJ;CLQ, r = M_w (a2 — Cl;) (&; — al) s (26)
ed
E = whajay, L, = h(aja; — ajas) — oy (2.7)

2.2 Estados estaciondarios

O comportamento quantico do elétron no campo (1.1) é determinado pela equagao de Schrodinger
com a Hamiltoniana

H = H. +5°/2M, HL—(P2+P2>/2M

P, = p.+ —Ax, P =Dy + Ay, Dy = —th0y, Dy = —ih0y, D, = —ih0,, (2.8)
c

onde H, determina o comportamento nao-trivial sobre o plano-zy. E conveniente apresentar o fluxo
magnético ¢ na equagado (1.2) como ® = (Ip + p) Pg, onde [y ¢ inteiro, e 0 < p < 1 e &y = 2wch/e
é a unidade fundamental de Dirac do fluxo magnético. A mantissa do fluxo magnético p determina,
de fato, todos os efeitos quanticos devidos & presenca do campo de AB. Os estados estacionérios do
elétron nao-relativistico no campo de um magnético-solenéide foram primeiro descritos em [27]. As
funcgoes radiais correspondentes foram admitidas como regulares em r = 0, as fungoes correspondem
a mais natural extensio auto-adjunta (com um dominio Dy, ) do operador simétrico diferencial H, .
Considerando um caso regularizado de um solenéide de raio finito, é possivel demonstrar que o limite
em que o raio tende a zero gera esta extensao, consultar [32]. A seguir, consideramos somente
tal extensdo (todas as possiveis extensdes auto-adjuntas de H, foram construidas em ([33, 35]).
O operador L, = xpy — YD, € auto-adjunto sobre o dominio Dy, e comuta com a hamiltoniana
auto-adjunta H .E possivel encontrar dois tipos (»r = 0, 1) de autofungdes de ambos os operadores

Hl\Ifn’l‘?m(,r,gp) = Smlllnl e (L70) s Eny = hw (ng +1/2),
LU (@) = LU (tre), Lo=h(l—-1). (2.9)

ni,ng ni,n2
As autofuncoes apresentam a forma

eBr?
\11511)712 (t T QO) = €Xp (_ﬁgmt) n1)n2(90a p), p= E7 »=0,1,

@7(101),”2(@, p) = Nexpli(l —lo)o/nymy (p) v mi=m, ng=m—1—p, —oco << —1,

CIDSRM(@, p) =Nexpli(l —lo)o+ il n, (p) , ni=m—+1+p, ng=m, 0<I<+oo. (2.10)
Aqui I,m (m > 0) sdo dois inteiros, I, ,,(p) sdo funcoes de Laguerre que estdo associadas aos
polinémios de Laguerre L% (p) (consultar equacoes 8.970, 8.972.1 de [44]) como segue

1 dm

Lnvam(p) = \/F(—>e PRp2Le (p), L2 (p) = —ef

e 2.11
(m+a+1) m! p dp R (2.11)

e N é uma constante de normalizacao. Estas fun¢ées formam um conjunto completo e ortonormalizado
sobre o dominio Dy .
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Figura 2.1: Divisao dos niveis de Landau no campo de um magnético-solendide.

E titil definir os operadores auto-adjuntos R? e R? por analogia com as relagoes cldssicas corre-
spondentes:

o 2H | 9

Mw? "~ ¢

No limite semicldssico o sinal do valor médio do operador R? — R? permite interpretar os estados
correspondentes como trajetérias de particulas que circundam e nao circundam o solendide. Como
segue de (2.12) e (2.9), uma 6rbita circunda o solendide para [ > 0 (tipo j = 1), e ndo o circunda
para [ < —1 (tipo j = 0). Para o caso em que p # 0, os niveis de energia dos estados (2.10) com
[ > 0 sao desviados com relagao aos niveis de Landau por phw, ao passo que os niveis de energia dos
estados (2.10) com [ < —1 permanecem coincidentes com os niveis de Landau. A divisdo dos niveis
de Landau no MSF ¢é representada na figura (2.1).

A 2 A
:R2_M_w L.+ (lo+u)h. (2.12)

2.3 Estados coerentes

2.3.1 Estados coerentes instantineos sobre o plano —xy

Devemos introduzir os operadores a4, as € &1, d; que correspondem as quantidades cldssicas aq, as e
* *
(11, CL27

A A

 Mw(z+iy) +iP, — P,
2h Mw V2h Mw ’

. Mw (z —iy) —iP, — P,

— T z Y

a; = , Gy = . 2.13
' 2hMw V2h Mw (2.13)

Deve-se ressaltar que os operadores momento P, e P, sao simétricos porém nao sao auto-adjuntos
sobre o dominio Dy, . Isto é verificado em virtude do fato de que nao podemos considerar d]; e a;
como adjuntos de a; e as. Nao obstante, estes realizam um papel auxiliar relevante em construcoes

posteriores.




Usando as propriedades das fungoes de Laguerre, é possivel encontrar a acao dos operadores
al, ay; ab, ay sobre as funcoes (2.10),

al@’l(ll) n9g (QO p) = Vv n]- ®7(’Lj1)—1,n2(907 10) Y 1]:®7(7,1) ’nz( ) \ nl + ®TL1+1 ng (907 10) )
@Y (0, p) = Via®Y (0, p), @09, (0, p) = Ve T10Y (e p), (214)

onde os valores possiveis de n; e ny dependem de m, [, e j de acordo com (2.10).
Os comutadores formais para os operadores d{, a e d;, a9 apresentam a forma:

[al,al] =1+ f, |:CL2,(I2i| =1—f, [ai,as) = f, [al,az] =0, (2.15)

onde f é uma funcdo singular f = ® (7Br)~ " 6(r) = 2(ly + 11)d(p). Contudo, é possivel verificar por
meio de (2.14) que esta funcao gera contribui¢ao nula sobre o dominio Dy , tal que sobre este dominio
aJ{, a; e a1, s comportam-se como operadores de criagao e anlqulla(;ao Os operadores R? SR P2 H

and L, podem ser expressos em termos dos operadores ai, a1 and a az, (2 cOmo segue:

2h
i (2 1) = (6 —af) (ah ).

~ ~ 1. N ~ ~
H, = hw (N1 + 1/2) L+l = <N1 . NQ) N, =ala,, s=1,2. (2.16)

RzZM—<2N1+]_>,R(2:
w

As funcoes <1>£5'3, na (@, p) (2.10) podem ser usadas para construir os seguintes estados @2{) (P, p),

SO Z zl Zn2®£i71)7n2(sp> p) (2 17)
2122 ) \/F1+n1 F(1+n2)7

onde z; e 2z sao parametros complexos, os valores possiveis de n; e ns dependem de m,l, e j
de acordo com (2.10), e escolhemos X = 1. Denominamos estes estados como estados coerentes
instantaneos sobre o plano—zy. Estes estados podem ser expresos em termos das fungoes especiais

Fa(zlv 225 ¥, p)7

m m+a+l

2 = 2z exp(—ily) Lntati,m(p)
Fo(z1, 20: @, p) = 12 ’ 2.18
(21, 225 @, p) ZZ \/F(1+m)F(1+m+a+Z) ( )

m=0 [=0

COmo segue:

@0 (¢, p) = exp[—i(lo + 1) Fi_(z1, 225 @, p), ®L) . (9, p) = exp(—ilo@) Fyu(z2, z1; ™ — @, p).

Por meio da soma,

Z T 12 Lovtm,m(7) — 2 2 exp (z — —) w(2vT2), (2.19)

+m)I'(1+ o+ m)

onde J,(z) sao fungoes de Bessel de primeiro tipo, é possivel obter a seguinte representacao para
Fo(z1, 225 @, p):

e} a+l
2 .
Fo(z1, 225 ¢, p) = exp (2122 — g) Z (1 /Z—2> e 1 Joi1(24/Z122p). (2.20)
1

=0



Entao segue de (2.14):
N,®Y = 2,0, 29

Z1,%2 Z1,%227

=1,2. (2.21)

Devemos definir um produto escalar de duas funcoes f (cp, p) eg(p, p) como

— %/ﬂm dp/:r de f*(0,p) 9(¢; p)-

Entao, usando as equagoes 6.615 de [44], obtemos:

(2., @9,) = 6, RY;

z1,220 T 2, 2

= Qi (VEEL VES) RY = Qu (Va5 Ve
Qulr, 1) = Quer )+ (4) Le), Que ) =X (D) Lowomy), (222)
=1

onde I,(x) sdo as fungoes de Bessel modificadas de primeiro tipo. Definimos os valores médios de
um operador F' na forma

' -1
( )(J) - (q)zl 227 F(I) ) ((1)91 227 ‘I)z]1)z2) ’

Usando (2.21), é possivel calcular os valores médios de N;,:

( 5)(]) — ZS 82; IHR(]) o=

,s=1,2. (2.23)

Isto permite conectar os valores médios de R?* e R? com os parametro z; e z. A perspectiva é que
no limite semicldssico (Ny) o) ~ |z|°. Simultaneamente, as escalas de comprimento definidas pelas

médias (R?);), (R2); devem ser suficientemente grandes, isto implica em |2/ > 1. O sinal da

diferenca (RQ)(j) — (RE)(j) esté associado ao tipo da trajetéria, tal que para os estados com j = 0

temos |z1|” < |22|?, e para os estados com j = 1, temos |z|* > |2,|”. Notamos que em ambos os casos
as fungoes correspondentes @, (x,y) sdo calculadas em |y| > |z| > 1.

Existem todas as derivadas 0, [(%)QH I,+1(2zy)|, as séries @, (x, y) convergem e as séries de

derivadas > ,°, 0y [(%)QH [a+l(2:cy)] convergem uniformemente sobre o semi-eixo, 0 < Rey < oc.

Portanto, é possivel obter uma equagao diferencial com relagao a Q, (z, y),

) oy [(4)" oo + Qu e )]

Para avaliar o comportamento assintético, representamos sua solucao como segue:

@t 0) = 1= T(a, )], Tl ) =2 [ e (Q) 1. (205)5d7 (2.24)

T

onde a formula 6.631.4 [44] é usada. Portanto

Qu(w, y) = Qu(w, y), Qalw ) = [1=Tlw, )+ () L2ay)] . (22)

X



Deste modo, os valores médios (2.23) apresentam a forma:

(Ns)j) = |2 * + 2, 0 InRY) , s=1,2,

RO — Ql_u (\/zfz{, \/z§z§> , RM — Qu (x/zgzé, \/zi‘zi> ) (2.26)

Usando o comportamento assintético da fungao I,(2xy), é possivel verificar para o caso em que

ly| > |z| > 1 entdo |z,]* > z, 0. In ﬁ(j)‘ in (2.26). Para os estados semicldssicos correspondentes

I —
zh=2zs

N . . . . s . 2 2 . .~
as orbitas situadas suficientemente distantes do solenéide, i.e., para “Zl| — |29 ’ > 1, a contribui¢ao

zs 0. In R L é tdo pequena quanto a exp (— ||zl|2 - \22|2|) Finalmente, obtemos:
5~ ST, ol ~ S T, ol > 1 (2.27)
Por meio de (2.14), é possivel encontrar:
@(o) = 2141 (|2, [22]), @(o) = 22, @(1) = 21,
@l = adullallal, Aoy = S, 0<p< (2.25)

onde Q;, (z, y) e Qu(x, y) s@o definidos em (2.22), tal que estas médias relacionam-se com as equagoes
(2.26) no limite semicléssico.

2.3.2 Estados coerentes dependentes do tempo

Consideremos a equacio de Schrodinger com a Hamiltoniana completa em trés-dimensdes H (2.8) e
as correspondentes solugdes ¥(¢, r) com um dado momento p,,

W(t, 1) = Nexp {—% [(213\34 4 %) t—pzz] } B(t, o, p),

onde N é uma constante de normalizacao. As fungoes ®(t, ¢, p) satisfazem a seguinte equagao

i0®(t, ¢, p) = w1 ®(t, ¢, p) . (2:29)

E possivel obedecer (2.29) assumindo ®(t, ¢, p) = Y (@, p)

o’ onde z () é uma funcao
z1=21(t
complexa do tempo ¢. Portanto

i@t\I/(j)

21,22

= i%0,, ®Y) 4 =dz/dt, (2.30)

21,22 7

onde (2.21) & usado. Substituindo (2.30) em (2.29), encontramos i%; = wz;. E conveniente escrever
uma solucdo para z;(t) como segue:

Zl(t) = _|21’ eXP(—W), ’QD = wt + ¢07 (231)

onde |z;]| € uma dada constante. Portanto, as fungoes

P9t ) = Rexpd _ L[ (2 T, 3V 2.32
CS( ’ r) €xp h 2M + 2 D2z Z1(t),z2((107 p) ( . )



sao solugoes da equagao de Schrodinger. Simultaneamente estas solucoes apresentam propriedades
especiais que permitem trata-las como estados coerentes (e, sob certas condigoes, como estados
semicldssicos).

Devemos considerar os valores médios @( € @( ;) das coordenadas com respeito aos estados

\Ilg% Para este fim ¢ suficiente encontrar o valor médio (z + iy) ;. Por meio de (2.13) obtemos:

(@ +iy) ) = \/]\24:}; [@(j) — (@) -

Considerando as equagoes (2.28) e (2.31), é possivel verificar que o ponto com coordenadas @( i €
@(j) estd se movendo ao longo de um circulo no plano-zy com a frequéncia de ciclotron w, i.e., sua

trajetoria apresenta a forma cldssica. As mesmas equagdes permitem encontrar um raio (R) ) deste

circulo e a distancia (Rc)( ;) entre seu centro e a origem,

— | 2R | 2h
(R)) = m|21’A1—u(|21|7’Z2|), (Be) o) = m|22|;

— 2h 2h

(R)m = mlzﬂ, (Rc)(n: m|Z2|Au(|Zl|a|Z2D-

Todavia, no caso geral, as quantidades (R)( i€ (Rc)( ;) hao coincidem com as quantidades correspon-

dentes
V() = \/%\ﬁmm +1 \/@(a‘) = \/%\/ 2(Na) ) + 1,

as quais sao expressas em termos dos valores médios dos operadores H, e L, de acordo com (2.16),
consultar também (2.23).

Portanto, para o caso geral (1 # 0) as relagoes usuais entre os parametros do circulo, a energia
da particula e o momento angular sao afetados pela presenca do solenéide AB. Para o caso em que
i =0, e para 1 # 0 no limite semicldssico acima discutido (raio suficientemente grande) tais relagdes
nao sao influénciadas pela presencga do solendide AB.

Portanto, em contraste com o problema no campo magnético constante e uniforme (e em contraste
com qualquer problema associado a uma Hamiltoniana quadratica), no campo de um magnético-
solendide, encontramos uma situagao completamente inusitada. Neste contexto os estados coerentes
dependentes do tempo podem ser construidos (o que é um fato completamente nao-trivial em virtude
da natureza nao-quadrética da Hamiltoniana acoplada ao campo de um magnético-solendide), os
respectivos valores médios movem-se ao longo das trajetérias cldssicas, entretanto as relacoes clédssicas
entre as quantidades fisicas implicam em restricoes semicldssicas adicionais. Nem todos os estados
coerentes correspondem a uma aproximacao semicldssica, ao contrario das hamiltonianas quadraticas.

Finalmente, devemos mencionar que somente as combinacoes lineares da forma

U(co, erit, v) = coUS(t, v) + e, W(E, 7),

com ¢y e ¢; -arbitrarias e coc; # 0 foram consideradas previamente como estados coerentes em [42].
Os valores médios dos operadores a; e ay calculados em termos de tais estados superpostos nao
coincidem com as expressoes cldssicas (2.5).



Capitulo 3

Caso relativistico

3.1 Movimento classico relativistico em MSF

Abaixo, consideramos o movimento cldssico de uma carga ¢ = e com massa M sob influéncia do
MSEF. As trajetérias x* (s) parametrizadas pelo intervalo de Minkowski s, satisfazem a equagao de

Lorentz: .
M = qF""u, <= MAEP = qF*"P,, P* =p* — 147, (3.1)
&

onde v’ = ¥ = dz*/ds, F,, = 0,A,—0,A,, p” é o momento generalizado da particula, e P = Mcu”
é o momento cinético, tal que
uu, =1 = PP, = (Mc)* . (3.2)

Segue de (1.1), que as componentes nao-nulas de F* sdo F?! = —[F'?2 = B. Para as trajetérias que
nao interceptam o eixo z, obtemos de (3.1) e (3.2):

Py=0, P, = exP,, Py = —exP,, Py=0; 3= |qB|/Mc*, e=sign(¢B). (3.3)
As equagdes (3.3) implicam nas seguintes trés primeiras integrais de movimento:
Py = po = const, P3 = p3 = const, P} + P? = P2 = const. (3.4)

Portanto, a energia total da particula £ = cP° é também uma integral de movimento. A segunda e
a terceira equagoes (3.3) podem ser reescritas na forma

P = ey, ij = —esdi. (3.5)

E possivel verificar que a solugao geral de (3.4) e (3.5) é escrita como

Po P3 CP3
ct=-"—5, 2=——-5+20=——1+ 20, T =209+ Rcos,
Mc Mc” T e T ’ v
_ e ah — _ _ |¢B]
Yy =1yo— eRsin; = s+ 1y = wt+ 1, w—p—, (3.6)
0

onde xg, Yo, 20, Po, P3, R, € 1, sdo constantes de integracao. Segue de (3.6) que

(l‘ - xO)Z + (y - 3/0)2 = R27 Ty = RCCOSOZ, Yo = RCSiHOé ’
=2 +y* = R*+ R?+2RR.cos(y) + ea), R. = /22 + 3 . (3.7)

22



As trajetoérias das particulas sobre o plano-zy sao circulos de raio R com os pontos centrais (g, o)
situados a distancia R. da origem. As imagens das particulas sobre o plano-zy giram com frequéncia
de sincrotron w. Para um observador que estd situado nas proximidades do solenéide com z > 0, a
rotacao da particula com € = 1 ocorre no sentido horério, ao passo que para a particula com e = —1 a
rotacao ocorre no sentido anti-horario. Portanto, as equacoes de movimento para a carga —g podem
ser obtidas das equagoes de movimento (3.6) com a carga ¢ por meio da substituigdo py por —po.
Ao longo do eixo z, a particula move-se com velocidade constante dz/dt = —cp3/po. Denotamos por
T'maz = R+ R. 0 maximo afastamento possivel e por 7,,;, = |R — R.| o minimo afastamento possivel
da particula com relagao ao eixo z.

Notamos que as equagoes de movimento para uma particula nao-relativistica (P? < (M 0)2) sob
influéncia do MSF segue de (3.6) assumindo py = Mec. Portanto ¢t = s e w = wnr = |¢B|/M¢, onde
wnr € a frequéncia de ciclotron.

As equagdes (3.2) e (3.6) implicam nas seguintes expressoes para Py, P e py, pa:

Py = MexRsiny = eMesx (yo — y)
Py = eMcxRcos = eMcese (v — x), P? = (McxR)?;

a2y
2mer?’

As constantes de integragao pyg, ps,e R s@o independentes em virtude de (3.2) e (3.8),

0]
Py = eMese(2)2 — m9) — L2 (3.8)

—eM —y/2 .
pr = eMese[yo — /2] + s

(ﬂ)2:1+<p—3)2+(£)2=1+(&)2+(%R)2. (3.9)
Mec Mc Me Mc
O quadrado da energia de rotagao da particula ¢ £ = ¢*P? e determina o raio R como segue
R?*=FE? (¢B)?. (3.10)
Usando (3.7) e (3.8), é possivel calcular a proje¢cao do momento angular L.,
L, =yp —xps = EMQC%(Rf - R*) + g—fc, (3.11)

o qual é uma integral de movimento.

Observamos que a presenga do solenéide AB (o fluxo magnético ®) quebra a simetria translacional
no plano-ry. Em nivel cldssico, este fato apresenta um efeito topolégico, de modo que surgem dois
tipos de trajetorias, as quais sao parametrizamos por um indice j = 0,1 tal que j = 1 corresponde a
(R? — R?) > 0, (trajetérias circundam o solendide), e j = 0 corresponde a (R* — R?) < 0, (trajetérias
nao circundam o solendide), verificar Fig. 3.1.

Ainda em teoria cldssica, é conveniente, introduzir as quantidades complexas adimensionais a; e
ay (contendo a constante /) como segue:

P, — eP , B
o=l ppew 4Bl

V2hMcse ch
M —iey) —iP; — eP: ‘
0y — cx(x —iey) —iP — ePy _ \/fy_/ZRce*“a. (3.12)
2hM cs¢
As citadas quantidades definem as quantidades fisicas R, R.,z,y, P2 e L, como segue:
2
R? = ~aja1, R =2y 'azas, (z —iey) = /2771 (as — aj), (3.13)
gl
2 2 % * * q(I)
Pi =2vh%aja;, L, = eh(ajas —ajay) + — . (3.14)

2me



Figura 3.1: Dois tipos de trajetérias no MSF.

E possivel verificar que a;exp(iwt) e as s@o integrais de movimento. Outra importante integral de
movimento adimensional A\ (em teoria classica A\ > 0) é escrita:

Po + P3
A= ) 3.15
Mec ( )

Segue de (3.9) e (3.15) que

&:)\2—1—(%}%)2%—1 D3 :/\2—(%R)2—1 (3.16)
Mce 2\ " Mc 2\ ' ’
Portanto, podemos escolher o conjunto xy, yo, 20, A, IR, €1, como seis integrais de movimento inde-
pendentes.

Frequentemente, é conveniente usar varidveis de plano-nulo x4 ,

+x_ —T_
r_ =ct—z, x+:ct+z<:>ct:%, z:%. (3.17)

Em termos das varidveis de plano-nulo, a solugao geral (3.6) apresenta a forma:

1+ (3cR)? 4+ \? 1+ (%2R)? — \°
ct = )2 T_, 2= 2 Tr_ + 29,
T =129+ Reost), y=yo— eRsine; o =0x_ + 1y, ©=x/\, s=N"w_, (3.18)

onde x_ realiza o papel do tempo.



3.2 Estados quanticos estacionarios

3.2.1 Particula de spin-zero

O comportamento quantico de particulas relativisticas de spin-zero no MSF é descrito pelas fungoes de
onda ¢ (), as quais satisfazem a equagao de Klein-Gordon com os potenciais electromagnéticos(1.2),

(PP = M%) 6(a) = 0, P, =p, =LA, p, = i),
— [hZ (02— 32) — P2 — M22| ¢(z) =0, P, = (151, B, 0) . (3.19)

Deve ser notado que o operador P? ¢ responsdvel por uma forma nao-trivial de ¢ sobre o plano-zy.
Na teoria quantica, é conveniente representar o fluxo magnético ® do AB solenéide em termos do
fluxo magnético fundamental de Dirac &y = 27ch/e como segue:

(®/ D) signB =y + pp == lp = [(®/Pg) signB] € Z, 0 < pp = (P/Pg) signB — [y < 1, (3.20)

onde [y é um inteiro e a quantidade p é chamada a mantissa do fluxo magnético. Efetivamente,
i determina todos os efeito quanticos no AB e MSF, consultar por exemplo [29]. Notamos que a
defini¢ao (3.20) difere da defini¢do i = (®/Py) — [(P/Py)] para a mantissa de P, que foi usada
previamente, e que nao contém o fator signB. As quantidades p e ji estdo associados como segue:
pw=1j,B>0u=1-f B < 0. Resulta que a definigdo (3.20) é muito conveniente e permite
escrever uma expressao geral para quaisquer orientagoes miituas do campo magnético constante e
uniforme e do fluxo de AB.

Efetivamente, a eq. (3.19) é reduzida ao problema de equagao de autovalor para uma Hamiltoni-
ana de uma particula nao-relativistica de spin-zero sobre o plano-xy.

Deve ser lembrado que os estados estaciondrios para uma particula nao-relativistica de spin-zero
no MSF foram primeiro descritas em [27] e para particulas relativisticas de spin-zero e spin-1/2 em
[28]. Em [27, 28] e em todos os trabalhos contendo aplicacoes das solugdes acima mencionadas, as
funcoes radiais que sao partes consistentes das solucoes foram tomadas como do tipo regular! quando
r — 0, esta corresponde & mais natural extensao auto-adjunta com dominios Dp2 do operador

simetrico diferencial 153 Introduzindo o caso regularizado de um solenéide de raio finito, é possivel
demonstrar que o limite em que o raio tende a zero gera esta extensao auto-adjunta, consultar [32].
Efetivamente, isto significa que qualquer funcao de onda é completamente determinada para r > 0.
No que segue, consideramos somente esta extensao auto-adjunta que ¢é induzida por estas extensoes
com dominios Dy de todas as possiveis Hamiltonianas de particulas de spin-zero.

O operador L, = xpy — Yp, = —ihd, é auto-adjunto sobre os dominios Dp2 e comuta com ﬁi
E possivel encontrar dois tipos ( = 0,1) de autofuncées comuns <I>7(~f'1), n, de ambos os operadores:

PO | (g, p) =E1DY) | (o, p), €1 =*P% =2hc|qB| (m +1/2),
zZ(I)gg,nz((pa p) - qu)g;),nz(gpa p)? LZ = Gh (ZO - l)? l € Z ; (321)
(1)7(101),712(907 p) = Nexp[k(lo - Z)W]Inzﬂn (P) )

n=m, no=m-—1—p, —oo<|l<—1, p:%r2;
(:[)7(111)7712(907 p) = NeXp {ZE [(lg - l)SO + Wl]} ]n1,n2 (p) s

ni=m+l+pu no=m, 0<I<oo. (3.22)

I'Nexte contexto, usamos os termos "regular” e "irregular” quando r — 0 no seguinte sentido. Denominamos uma
fungado como regular se esta comporta-se como r¢ quando r — 0 com ¢ > 0, e irregular caso ¢ < 0.



Aqui I, ,,(p), m > 0 sdo funcoes de Laguerre que estao associadas aos polinomios de Laguerre LS, (p)
(consultar [44]) como segue:

I'(m+1) 1 dam
Lnyam(p) = | 57— "?p*/? L2 Ly (p) = — e’ p ——e Pp"t 3.23

e N séo constantes de normalizagao. Para qualquer valor real o > —1, as fungoes n1m m(p) formam
um conjunto completo ortonormal sobre o semi-eixo p > 0,

| ettt esmano)p = Sim - T =30 =) (320)
0 m=0
Devemos definir um produto interno de duas fungées f (¢, p) eg(p, p) como

(f,9)L= %/ﬂm dp/o st&f*(w,p)g(cp,p)' (3.25)

As autofuncoes deste produto interno (3.22) formam um conjunto ortogonal,

G" j 2
(8974900 0) | = WP Gy Do G (3.26)
Ademais, estas fungoes formam um conjunto completo e ortogonal em L? (R?).
E 1itil definir os operadores auto-adjuntos R? e R? por analogia com as relagoes cldssicas corre-
spondentes (3.10) e (3.11) como segue:
g CPL e g 26
(¢B)*° 4B

Fazendo uso de (3.21), obtemos a média do operador R? — R2,

(09, (B2 = R2) w0),,) NI =24+ p0) /7

No limite semiclédssico, o sinal das médias permite interpretar os estados correspondentes como tra-
jetérias de particulas que circundam e nao circundam o solenéide. De modo que, uma o6rbita que
circunda o solendide para [ > 0 (tipo j = 1) e outra que nao circunda para [ < —1 (tipo j = 0). Esta
classificagdo corresponde a classificacdo classica introduzida na segdo prévia, verificar eq. (3.11) e
Fig. 3.1. As trajetorias com [ = 0,—1 estao situadas com a maior proximidade possivel do solendide.

Para o caso em que pu = 0 nao existe qualquer impacto do AB solendide sobre o espectro de
energia e portanto o espectro de energia é dado pela formula de Landau, £2 = 2hc|qB| (m + 1/2).
Para o caso em que p # 0, o espectro (3.21) é escrito como

[(zo Y h—el.]. (3.27)

(m+l+p+1/2),1>0

2 __
Q—QhC'qB’{ (m+1/2), 1< —1

As solugoes da equacao de Klein-Gordon completa (3.19) com uma dada energia £& podem ser
escritas em termos das autofuncoes (3.22) como segue:

. Z' ) .
\I];]())’p&m’l(x) = exp [_ﬁ(CPOt +p3z):| q)gl),nz(% p)a J= O; ].7

cpo = £, € = \/(M)? + (cps)* + €2 . (3.28)



Os estados com py > 0 descrevem partlculas e estados com py < 0 descrevem antiparticulas.
Notamos que as solucoes QU i m, z da equacao de Schrodinger com o MSF podem ser obtidas de

(3.28) no limite ndo-relativistico (cps)? + €2 < (Mc?)?,

Tt r) = exp [¢55NR15] o0 (¢, p),
Exe=(2M) " [(ps)” + €7 /7] (3.29)

Aqui e no que segue os subindices + parametrizam as fungoes e as energias associadas aos estados
de particula + e antiparticula —.
Usando as varigveis de plano-nulo (3.17), temos a seguinte representacao

A . 0 A - 0
Py+ P3=2th——, Py— Py =2ith—— . 3.30
0o+ I3 ? Dy’ 0 3 ? Er ( )
E possivel encontrar as solugdes da equagao de Klein-Gordon (3.19), as quais sao, simultaneamente,

as autofuncgoes da integral de movimento Py + P; com autovalores \. Estas solugoes apresentam a
forma:

, ' M ~ ~
W) = e { g [Wter. + (5 418) o] @ f ol (6. ),

(Po+ PO () = AMcUY) (), (3.31)
onde w é dado por (3.18) e o nimero quantico A é associado com as quantidades classicas correspon-
dentes de (3.15). Para os estados de particulas A > 0, ao passo que A < 0 para estados associados a
antiparticulas.

O produto interno associado as varidveis de plano-nulo (sobre a hypersuperficie x_ = const) das
solucoes de Klein-Gordon é definido como

(0,7, — / U (2)(By + By) W (2)da s da'dar®, (3.32)

consultar [45]. Tal produto interno das solugoes \Ifg\];)ml

interno sobre o plano-xy,

(z) pode ser expresso em termos do produto

— LA y
(00,008, )  =swma=x) (24,08, ) -

/ )
A ,.)/ ni,n2 ”17"2

3.2.2 Particulas com spin

O comportamento quéntico de particulas relativisticas de spin-1/2 no MSF ¢é descrito pelas fungoes
de onda de Dirac ¥ (bispinor) que satisfazem a equagao de Dirac com os potenciais eletromagnéticos
(1.2),

iho = HU, H = ¢y’ (7P + Mc) : (3.33)

onde v¥ = (7°,7), v = (fyk) sao matrizes . Abaixo, consideremos primeiro a equacao de Dirac em
(2 + 1)-dimemsdes, onde k = 1,2, em seguida consideramos em (3 + 1)-dimemsoes, onde k = 1,2, 3.



3.2.2.1 (2+ 1)-dimensoes

Em (2+ 1)-dimensoes, a fungao de onda de Dirac ¥ ¢ um spinor dependente de z°, 7', e 2%, e existem
duas representacoes nao-equivalentes para as matrizes 7:

=00yt =0, = —iol(, (=41,

onde o = (o) sao as matrizes de Pauli. Escolhendo as ”polarizagoes” ¢ = +1, descrevemos particulas
com ”spin-up” , e escolhendo ( = —1, descrevemos particulas com ”spin-down” . Em (2 4 1)-
dimensoes existem particulas e antiparticulas com ”spin-up” e ”spin-down” . Em contraste ao caso
em (3 + 1)-dimensoes, as particulas e antiparticulas em (2 + 1)-dimensoe apresentam somente um
estado de polarizacao de spin.

Os estados estaciondrios da equac@o de Dirac com o MSF em (2 + 1)-dimensoes apresentam a
forma

i

U = exp { h(cpot)} @/JI()? (z1), (==£1, z; = (0,2",27) , (3.34)

onde os spinores w;%) (1) estao submetidos as equagoes:

(af’L + MCO'3> &)(xl) = pgzb;? (z1), P, = (Pl, pQ) : (3.35)
<010'f’L01 + Mca3> wz()gl)(xL) = pozbl(?;l)(xL) : (3.36)
Notamos que cpg = & > 0 para os estados de particulas, e cpg = —& < 0 para os estados de

antiparticulas.
E possivel observar que

_ 1

w4 V() = 0%l () (3.37)
Esta ¢ a razao pela qual vamos considerar somente o caso ( = 1 no que segue. Em tal caso, uma
hamiltoniana auto-adjunta H” apresenta a forma

A = <af>L v Mca3> . (3.39)

No caso com spin, seu domfnio DY, depende essencialmente do sinal ¢ = sign® = 41 do fluxo
magnético, este é o motivo pelo qual a Hamiltonian é parametrizada por .

Lembramos que todas as extensoes auto-adjuntas da Hamiltoniana de Dirac em 2 + 1 dimensoes
no MSF foram construidas em [31, 32, 35|, consultar, também [30]. Adicionalmente, considerando
um caso regularizado do solendide de raio finito, foi demonstrado que o limite em que o raio tende
a zero gera duas extensdes auto-adjuntas (dependentes de 99), com dominios D¥%. Em contraste ao
caso de particula de spin-zero, ambos os domfnios DY, envolvem fungoes radiais do tipo irregular
porém ainda do tipo quadrado-integravel que nao se anula quando » — 0. Efetivamente, significa
que qualquer fun¢ao de onda é completamente determinada para r > 0. Seu valor no ponto r = 0
pode ser inserido arbitrariamente. Abaixo, representamos solugoes das equagoes (3.35) para ambos
os valores de ¥ nos domfnios D?Y,.

Algumas observacgoes relevantes devem ser destacadas.

1. No caso de particulas com spin, alguns resultados essencialmente dependem tanto da mantissa
do fluxo magnético 1 quanto da direcao do fluxo ). A tltima dependéncia surge devido & presenga
do spin e é especifico somente para os estados com funcoes radiais do tipo irregular. Em tais estados
existe uma interacao de contato superforte entre o momento magnético da particula e o fluxo do



solendide. Efetivamente esta interagao depende de ¥ podendo ser repulsiva ou atrativa. Vale ressaltar
que as funcoes radiais do tipo irregular surgem no caso atrativo.

2. No caso com spin-zero (e ainda no caso com spin) em estados com fungoes radiais do tipo
regular, existe uma certa invaridncia de translacao com respeito a mudanca de nimero inteiro [y
(consultar (3.20)) por um inteiro arbitrério k. Tal invariancia significa que a fisica depende somente
da mantissa do fluxo magnético .

3. Em estados com fungoes de onda do tipo irregular, nao podemos afirmar que as particulas nao
penetram o solenéide AB, tal que uma interpretagao simplificada do efeito AB nao estd disponivel.
Entretanto, mesmo neste caso, um potencial vetor gera efeitos observdveis em uma topologia nao-
trivial e isto é efetivamente uma manifestacao do efeito AB para tais estados.

Em (2+ 1)-dimensdes, o operador momento angular total .J = —ihd,+ho®/2 , que € uma redugio
dimensional do operador J, em (3+ 1) dimensoes, é auto-adjunto sobre o dominio DY, e comuta com
H?. Existem autovetores comuns wnl ny (5 p) dos operadores H e J,

H'%D) | (o, p) = cpot (0, p), cpo = £E, € =1/ (Mc2)* + &3,
TP (0, p) = 09 (g, p), J=eh(lo—1+1/2), j=1,2. (3.39)

E conveniente usar a seguinte representacao

wnl,n2<907 ) [03 <p0 - apl) + MC:| 51]1) ng (907 p)a
un17n2 @, p Z CU nl,ng, 307 P)Ucm (340)

o==+1

e (D) (1) "

e ¢, sao algumas constantes. As colunas uﬁfﬁ, ns Sa0 solugoes do problema de autovalor

onde

~ 2
(o) ), (0.0) = E2u8),(4.) (3.42)

~ 2 ~
Notamos que a relagao <0'P L) = P? — ¢hic! |gB| 03, gera uma relagao para o espectro de energia

para o caso de spin-zero (3.21).
As fungoes @ffl), na,o (9, p) apresentam a forma

), o (s p) = Nexp {ielly — 1+ (1 = €0) /2] ¢} Loy, (),

ni=m, ng=m—I+1—er)/2—p, I=1—14€e)(140)/2, —oco<I<—(1+Ve)/2;

O o0 p) = Nexplicllo =1+ (L —e0) /2] p+m[l— (1 =€) (1+0) /4} Lynz ()
ni=m+l—(1—e0)/24pu no=m, (1—9e)/2<1< 0. (3.43)
O espectro de energia das Hamiltonianas auto-adjuntas (3.38) pode ser representado por meio

dos autovalores £2 como
£l () = 2hec|qB [n1 + (1 — o¢) /2], (3.44)

onde, dependendo de ¥ e €, o nimero quantico n; assume seus valores possiveis de acordo com (3.43).
No caso geral, os auto valores £ da hamiltonian H? sao expressos por £2 para ¢ = +1 ou 0 = —1,



de acordo com a eq. (3.39), isto ocorre devido o fato de que Ei(a) sao parametrizados pelo subindice

o. As fungoes radiais do tipo irregular na origem surgem no dominio Dj; para [=0eo=—1,eno
dominio D, para [=0eo=+1.

Notamos que dependendo de v, os niveis de energia associados a estados que apresentam funcoes
radiais do tipo irregular coincidem ou diferem dos niveis de Landau. Em qualquer caso a diferenca
sempre depende apenas de p. Tal como no caso de particula de spin-zero, as energias dos estados
com j = 1 diferem dos niveis de Landau, ao passo que as energias com j = 0 coincidem com os
niveis de Landau. Caso Ef(a) # 0, o conjunto completo de autovetores wffl{ n, ¢ dado pela eq. (3.40),
onde as constantes ¢, sao arbitrarias, por exemplo, ¢, # 0 ou ¢_; # 0. Entretanto, caso éﬁ(g) =0,

a completeza dos autovetores implica em uma escolha especial de ¢, a saber: ¢_; # 0 se € = —1
e ci1 # 0se e = +1. Neste caso solugoes com energia negativa (antiparticulas com cpg = —M)
sdo possiveis caso € = —1 e somente as solu¢oes com energia positiva (particulas com cpy = +M)

sao possiveis caso € = +1. Estas solugoes coincidem com os spinores correspondentes ugﬂ na (0, p) a
menos de uma constante de normalizacao. Esta é uma manifestacao da assimetria do espectro de
energia das particulas de Dirac em 2 + 1-dimensoes em um campo magnético uniforme. Verificamos

que esta assimetria surge na presenca do campo de AB. Para as particulas, selecionamos c,; # 0,
c_1 = 0, entdo o espectro de energia delas é £ = \/(Mc2)2 + cSﬁ(

+1) © para as antiparticulas c;q = 0,

c_1 # 0, de modo que o espectro de energia associado é £ = \/(M02)2 + 53(71).

Em caso de definirmos o produto interno de spinores 9(¢p, p) ev'(p, p) como

1 o 2m
(¥, ¥)p = 2—/ dp/ do v (. p) ¥/ (. p), (3.45)
T Jo 0
entao o produto interno dos autovetores @Z)gﬂ n, apresenta a forma
<¢53'1,)n’2’ WR m)p = 2Mc|c,|* (opo + Mc) (@7(3;,)%,0’ cpg;)m%U)L , (3.46)

onde o produto interno (, ), ¢ dado pela eq. (3.26). Com relagdo ao produto interno introduzido, os
autovetores (3.40) formam conjunto ortogonal para qualquer .

Tal como no caso de spin-zero, definimos os operadores auto-adjuntos R? e IA%E (integrais de
movimento) por analogia com as relagoes cldssicas correspondentes (3.10) e (3.11):

o ~ 2 N o o
R = (UPL) (qB)2, R* — R? = —2¢ [(lo ) h— eJ] qB| . (3.47)

Por meio dos autovetores (3.40), obtemos as seguintes solugdes da equacao de Dirac com uma
dada energia cpy = £&, em (2 + 1)-dimensoes:

?

¥, or) = exp |~ 2lapat)| v 0, ). (3.48)

po,m,[
E conhecido que o efeito AB em fisica da matéria condensada, em particular, em fisica planar, é
importante no caso nao-relativistico, 5i(g) < Mc%. Por outro lado, a equagao de Dirac sem massa
(que é, em um certo sentido, equivalente ao caso ultrarelativistico) em (2 + 1)-dimensdes descreve,
sob certas condigoes, a fisica associada ao grafeno.
Acreditamos que o movimento nao-relativistico é descrito pela equacao de Pauli correspondente
em (2 + 1)-dimensoes,

A N - 2
o0, = YR, YR = <0'Pl> J2M. (3.49)



As solugoes de tal equagdo podem ser obtidas de (3.48) no limite nao-relativistico. Estas solugoes
apresentam somente uma componente, considerando que em (2 + 1)-dimensdes existe somente uma
polarizagao de spin. Consideremos, por exemplo, particulas de spin-up (¢ = +1). Entao obtemos de
(3.40):

\Ij(ij,):fz Z(t ) = eXp |::th :| 7131)7 na, :|:1(807 p)’Ui17 (350)
onde 8( )= L(ﬂ / 2Mc?. O produto interno correspondente destas solucoes é escrito

(lp(j’)up~ \I,(j)up~) _ (Q(j') o)

+,m "7 T E£m, i) p nf,nb,+1 nl,ng,il>J_

(3.51)

Por meio da relagao (3.37), obtemos solugdes que descrevem particulas de spin-down :
down {
\IJ(i])ml (t,r) = exp {:Fﬁg(l\:g{t} 7(31)7712’;1(% P)Ux1 ,

(&, wioe) = (@), 1@ z) (3.52)
E vslido fazer a seguinte observacdo: Usualmente, no limite néo-relativistico, as solucdes com
energia negativa (aquelas que apds a operagao de conjugacao de cargas representam fungoes de
onda de particulas com carga oposta —¢, e que sdo, efetivamente, antiparticulas) da equacao de
Dirac néo sao consideradas. E suposto que todas as informacoes sobre o movimento quantico das
antiparticulas podem ser extraidas do movimento da particula. A tltima afirmacao nao é vdlida no
caso sob consideracao (para a equacao de Dirac com o MSF em (2 + 1)-dimensoes). Aqui o espectro
de energia para as particulas e antiparticulas sao inteiramente diferentes. Esta assimetria foi a razao
pela qual representamos explicitamente, mesmo no limite nao-relativistico, as solucoes com energia
()u (j)down
negativa \If_,m’ l(t r)eW¥” i (t,r), que correspondem as antiparticulas de spin-up e spin-down.
Para o caso de partlculas e antiparticulas ndo-massivas ( = +1 (no que segue, consideramos
todas as particulas como férmions) em (2 + 1)-dimensées, a Hamiltoniana de Dirac auto-adjunta é
H? = coP . Seus autovalores sao c¢py = £ , onde € = & L(—9) (0s autovalores &, (,) sao dados pela
eq. (3.44)). Os autovetores correspondentes de H? apresentam a forma:

™ 1
W$7:17)[(t7 r) - eXp |: h(gt):| ui] :L_l,)nz((p7 p)’

(0)
(0,+1) q)n1+(1+e)/2,n2,+1<907 IO)
Uy n1,n2(()07p) - w (I)(O) ,
te ni+(1—e€)/2,no, —1(@7 P)

(1)

Qn n Y

ul (e p) = (jF. o )ﬁl(@( /) )), £+0, (3.53)
e ni,nz,—1 ¥, P

onde <I>7(fl), no,o 880 dados pelas egs. (3.43). O produto interno de tais solugoes é
G’ ,+1 GADY (" ()
(lI[ \Iji m l) - Z ((I)n’1+(l—j’)(l+ae)/2,n’2,g7 q)n1+(1—j)(1+ae)/2,n2,a>L : (354)
o=%+1
Adicionalmente, existem solug¢oes de modo-zero nao-triviais (£ = 0):

uSt ) (pop) = ce 9 (0, p), e,

(0,+1) (0,41) . (0) 0
<u0n nk » Ug n177l2>D - ((I)n'l,n’Q,e’ (I)gll),n%e)L’m:O : (355)



Como segue de (3.37), para particulas de massa nula ( = —1 os autovetores correspondentes
podem ser representados como

UBOM,ZLQ(% p) =0 uo,m,nz(w, p)- (3.56)

Os produtos interno destas solugoes coincidem com os produtos interno das solugoes \Ifgf’:;l)[ dados
pela eq. (3.54):

('=1) (4,-1) _ ('+1) (4,+1) (0,-1)  (0,—1) _ (,,(0+1)  (0,+1)
(\Ij:t,m’,i” \Ili ml - \Iji’m/’fﬂ \Ij:bmj D’ uOnl,nz’uonth D - uOnl,n ’u07n17n2 D

3.2.2.2 (3 + 1)-dimensoes

Neste contexto consideramos as Hamiltonianas de Dirac auto-adjuntas definidas no espaco DY.
Estes dominios sao extensoes triviais dos dominios correspondentes mencionados no caso de (2 + 1)-
dimensoes, esta é a razao pela qual devemos manter nestes dominios a mesma notagao.

Devemos introduzir os operadores de projecao P(i) e os dois tipos de spinor de Dirac ¥4,

Py = (1+0®) /2, (Pw)' =Py, (Pw)” =Py, PP =0, Py + Py =1,

onde I é uma matriz unidade 4 x 4, tal que qualquer ¥ pode ser representado como ¥ = W) +

Vi, i) = 75(i)\Il. Entao a equagao de Dirac (3.33) é reduzida ao seguinte conjunto de equagoes
(Po+ P3) Wy = QU (Fo— By)¥() = QUy;
Q = (aJ_PJ_) +MC'7 , O = (O( ) Oé ) O)? PJ_ - (plv p27 0)7 (357)

onde o’ = %%, Devido & simetria axial do problema, é conveniente usar a seguinte representacao
para as matrizes v (consultar [25]),

7? = diag (¢°, —0°) , 7' = diag (i0®, —ic?) , v* = diag (—ic',ic"), ¥* = antidiag (—1,1) , (3.58)

onde I ¢ uma matriz unidade 2 x 2. Nao obstante, as expressoes para o ,X,, e 7° sdo as mesmas na
representacgao (3.58) e na representagao padrao.
E possivel verificar que

)
Q? = M?+ Q%, Q=P —ehic M |¢B| 2. , (3.59)
onde ¥, = diag (0%, 0°). A quantidade ¢ Ai é o quadrado da energia cinética da particula com spin.

No MSF, os peradores Py + P3, Py — P3, e ( comutam mutuamente, tal que (como segue de (3.57))
os bispinores W4 satisfazem as mesmas equagoes:

(B — B — Q*)¥(s)(w) = 0. (3.60)

Representando ¥ (1) em termos de spinores 9 e ¥,

1 1



encontramos as seguintes equagoes para os spinores:

{1502 — P2 — (Pi —€|¢B] 7—203) - MQCQ} Y(x) =0, (3.62)
(Py+ Py)x(z) = (a%m + Mc) »(z). (3.63)

Notamos que ambas as solucoes ¥(_y e W, pertencem a um conjunto completo de fungoes sobre a
hipersuperficie t = const.

O produto interno dos bispinores de Dirac sobre a hipersuperficie de plano-nulo x_ = const
apresenta a forma:

(0,0 = / UP LV de da'da? = / Ul W daydat da?, (3.64)

consultar [45]. Este produto interno pode ser expresso apenas em termos das componentes ve.
Simultaneamente, um conjunto completo de fungoes sobre a hipersuperficie x_ = const consiste
apenas de funcoes ¥ (_).

No caso sob consideracao, os operadores ﬁo, A]33, J,=L,+%, /2 (jz é a componente z do operador
momento angular total), e o operador de spin S, (componente z do pseudovetor de polarizagao)

~ 1 ~ N ~
$.=5 (sz + EZH> — O M — ~APeP?, (3.65)

sao integrais de movimento que comutam entre si (todos estes operadores comutam com a Hamilto-
niana H ¥) [31, 32]. Adicionalmente, o conjunto ]50, lf’g, jz, ., e Qi representam operadores que
comutam entre si, e que, simultaneamente, comutam com a3. Este fato permite encontrar solucoes
¥(_) que sao autovetores para o ultimo conjunto. Para este fim deve-se submeter os spinores ¢ as
seguintes equacoes:

(Po+ ) v(@) = AMep(a), Ju(e) = Jab(a),
@ (o.) 0(@) = Eyb(a), o*0(x) = ou(a) (3.66)
onde Ei(g) ¢ dado por (3.44). Entao obtemos para ¥_) :
(Po+ Bs) Wy =AM, o0y = LW, T = el —1+1/2),
CRAV)=E Ty, DU =0T, o==*l

Em vista das equagdes (3.60) e (3.62), encontramos um conjunto completo de solugoes ¥(_y na
seguinte forma:

l

) ~exnd — Me =1 -
qj(—))\,m,i,anp{ o7 {)\MGQL‘+—|—( 3 + haw (1 O'E)):E}

—mmmﬁéwmﬂwdﬁ(_” ), (3.67)

Vg

onde w é dado por (3.18), v, pelas eqs. (3.41), q)ff;), nao POr (3.43), com A > 0 para particulase A < 0
para antiparticulas. Como pode ser verificado, o nimero quantico \ é associado com as quantidades
cldssicas correspondentes A de (3.15).



Notamos que a integral de movimento de spin S, nao comuta com o?, de modo que as solucoes
(3.67) nao sao autovetores de S.. E possivel usar o operador 2, alternatlvamente a S, para caracteri-

zar a polarizacao de spin. Nao obstante o fato de que [Ez, H } # 0 e, portanto, X2, nao é uma integral
de movimento com respeito a evolucao temporal ¢, >, é uma integral de movimento com respeito
a evolucao no "tempo"de plano-nulo z_. Este é o motivo pelo qual a "polarizacao de spin"o das
solugoes (3.67) é conservada com o tempo x_. Considerendo tudo isto, é possivel calcular o produto
interno de plano-nulo (3.64) das solugoes (3.67):

(xp“” g ) _—(4”)%50,,05@’—» (@O) oY) )L, (3.68)

(SN, m/ e T (=)A,m, Lo T ’}/MC n17n270'7 ni,n2,o0

onde o produto interno (,), é dado pela eq. (3.26).

E conveniente considerar o movimento quantico de particulas com spin no limite nao-relativistico.
Para este fim é mais conveniente, como alternativa as solugdes (3.67), fazer uso de outro conjunto de
solugbes Uy (x),

U,(x) = exp [—%(cpot —|—p32)] Uy(x,), s==+1,

1+ (5 + 30 /M] (1)
=1+ (5 + 3) /M| (1)

onde M = /M2 + p3 )2. Estas solugoes sdo autovetores de integrais de movimento que comutam
mutuamente Po, P3, JZ, e Sz,

PyW(x) = poWa(m), PaWy(x) = psWy(x),
LU (2) = LW, (x), J,=ch(lo—1+1/2), S, ¥, =sMU,. (3.70)

Vy(ry) =N (3.69)

Os spinores 1, (7 ) satisfazem a equagao

<0'PJ_ + S]/\ZCO'S> wpg,s(xl-) = p(ﬂﬂpo,s(ﬂjj_). (371)

E possivel verificar que fixados s e p®, a eq. (3.71) é similar & eq. (3.35) em (2+ 1)-dimensdes. Assim,
suas solugoes serao utilizadas no que segue. .

No limite nao-relativistico, o operador de spin S, é reduzido a SN* = 792 M2 e M = M.
Portanto para s = +1 a eq. (3.71) coincide com a eq. (3.35). Observamos que ¢, _(v1) =
J3w,p0,1(x 1). Como um resultado, obtemos as fun¢des de onda de particulas nao-relativisticas de
spin da eq. (3.69):

, 2
()NR _ i|, (ps)"t ()NR
\I!i’m’mj’s(a:) = exp {_ﬁ + Wi +paz| o WY 2 ,l,s(t r),
) qj(j)up ~(t I') ' 0
(F)NR B N A ()NR _ ‘
\D:I:JTL, l~,+1<t7 r) - ( 0 ) 9 \Ij:t,m, Z,—1<t, r) - (\Ijii)i?v;n(t7 r)) ) (3.72)
onde os spinores \I/ e U7 ()down 56 respectivamente (3.50) e (3.52) solugoes da equagao de Pauli

,m, l m,l
em (2 + 1)- dlmensoes com MSF Portanto, as fungbes de onda de particulas (antiparticulas) nao-

relativisticas com spin em (3 + 1)-dimensoes satisfazem a equagdo nao-relativistica de Dirac com a
Hamiltoniana HYR® = Q2 /2M.



3.3 Estados coerentes instantaneos sobre o plano-zy

3.3.1 Particulas de spin-zero

A exemplo do capitulo anterior, é conveniente introduzir os operadores aq, as, € di, dg que correspon-
dem as quantidades cldssicas aq, aq, € aj, a ,

B iP—ePy _Mcz(x—z'ey)—ifjl—epg'
YT Vahex T V2h Mc ’
. iP +ePy AT_MC%(JT—f—?;ﬁy)—‘—?;pl—ﬁPQ
N V2h Mc '

Deve ser notado que os operadores P e P, sio operadores simétricos porém nao sao operadores
auto-adjuntos sobre o dominio D p2- Isto ocorre, uma vez que nao podemos considerar &J{ e d; como
adjuntos dos operadores a; e ds respectivamente. Nao obstante, os operadores definidos em (3.73)
realizam um importante papel em construgoes posteriores.

Usando as propriedades da funcoes de Laguerre, é possivel encontrar a acao destes operadores

sobre as fungoes (3.22),

al(I)?(l]l) ng(gp p) Al CI)7(’L]1) 1 n2<§07 p) ) J{(I)gn) nz( ) V1 +1 (I)n1+1 n2<§07 p) 5
a/2¢7(’bl) 7’12( ) V ®n1 ng— 1(%07 p)7 a£®’$11) ng( ) Vv n2 + ®n1 n2+1<907 p) (3'74)

onde os valores possiveis de n; e ny dependem de m,l, e j de acordo com (3.22) e as fungoes
(I)(j)

ni+si,n2+s2

jwp

(3.73)

Q>

para s; = 0,+1 e s, = 0,£1 sao definidos como segue:

L) e (@ p) = N explie(ly — 1 — 51+ 52) Iy s sy 11 (P) 5
O in (@ p) = Nexp {ie[(lo — 1 — 51+ 82)¢ + 7 (14 51— 52)]} Ty psr.maton (0)

As novas fungoes <I>m na—1(@s p)comng =m+1—pe CIDSI 1.ny (0, p) com ny = m + 1, sdo do tipo
irregular quando r — 0, estas nao foram definidas pelas eqs. (3.22). Adicionalmente, para n; = 0
ou ny = 0, deve-se considerar que

dlq)(()?)_l—u<¢7 p) = 07 d2®l(_1|_)u70(g07 p) = 07

0 que permite-nos interpretar CID[()O)_Z_ Wp,p) e ‘I)z( +)u o(¢, p) como estados de vicuo.

Os comutadores formais entre os operadores a{, a, e &;, a9 apresentam a forma:
nal] =1+, Janal] =17, faaal = £ Jaad] <o, (3.75)

onde f é uma funco singular f = ® (7Br)” " 6(r) = 2(lp + 1)d(p). Uma vez que os estados prove-
nientes do dominio Dpi descrevem particulas fora do solendide AB, podemos considerar apenas as
fungoes de D p2 que nao sao nulas somente para r > 0. Em tal caso, a fungao f gera contribuigao

nula e pode ser negligenciada. Por sua vez, isto significa que, sobre tal dominio, &I,&;, e aq,as
comportam-se como operadores de criacao e aniquilacao®. Portanto os operadores R2 Rg, xr — i€y,

2Enfatizamos que a funcdo f desaparece em cdlculos diretos (por meio de (3.74)) de qualquer elemento de matriz
com respeito aos estados (3.22) mesmo se o ponto r = 0 nao é excluido. Obviamente isto é consequéncia do fato de
que as fungoes (3.22) sdo regulares na origem.



P2 e L, podem ser expressos em termos dos operadores d{, ay, e &;, (9 cOMO segue:

R? = <2N1 + 1) v, Rl = (2N2 + 1) v (@ —dey) = V297! (&2 - &1) )

IqBI

p2z —ol471% <N1 v 1/2) —%iz Vo4 p= (Nl . N2> LN, =ala,, s=1,2. (3.76)

E conveniente introduzir os estados coerentes instantaneos (ICS) ® Zl 2 Sobre o plano-zry como

segue:
7)

' 2(I)n n (90 ,0)
) L p) = ) : : 225" Pt ma (¢, , 3.77
Z1722(SO p) ; 21, zz( ,0> z1 22 <10 Z \/F 1 + nl) P(l + TLQ) ( )

onde as funcoes CID%), no S20 definidas pela eq. (2.10), z; e 25 sdo parametros complexos, e os valores
possiveis de n; e ny dependem de m, [, e j de acordo com a eq. (3.22), além de assumirmos que

N = 1. Os ICS podem ser expressos em termos de funcoes especiais Y,

0" (¢, p) = explie(lo — D)g]Y_1_u(21, 22; p),
2 (0, p) = exp {ic[(lo — Do + L]} Yiey (20, 215 p), (3.78)
> 2 e (p)
Yo(21, 225 p) = 2 S ' 5
(1 2/0) ,;)\/F —|—m)F(1+m+a) ( )

Por meio da soma,

[e.9]

2" Lorm,m(T) — 2 %exp(z—z Lz
2 VIA+m)I(1+a+m) P M)

m=0

onde J, sao fungoes de Bessel de primeiro tipo, é possivel obter as seguintes representacoes para Y,:

Yo (21, 22; p) = exp (2122 — g) <\/22/21> Jo(2/z122p). (3.80)
Portanto, segue de (2.14):

Nkég)@(%p’ ) - Zka (I)zl 2’2(907 P) ) k= 1,2 (381)

@@, (e.0) = 2 [BY) (¢, p) = (-1) @D (e, p)]
@Y, (p.p) = 2 | B9, (¢, p) + (-1) @92, (4, p)] (3.82)

Usando as eqs. (6.615) de [44], obtemos:

(89, 29,) =6,RD; RO =Q., (Mz;, 54), RY = Q. (Vs VaAH)

L

Qalu, v) = Q, (u, v) + (v/u)* I,(2uv), Q Z (v/u)* ™ Iy (2uw), (3.83)

=1

onde [, sao funcoes de Bessel modificadas de primeiro tipo.



As egs. (3.82) permitem calcular os elementos de matriz

(4" _ (4,3") _
<q)21 22’a’kq)zl,z )J_ - <ak)z1,zz;zi,zé ) k= 1’ 27 (384)
onde
(ajl)zth,szQ - Z].Q]. ;,L V 21217 \% 2222 Zl 32721 z2 ZéQlfﬂ( 21217 Z2Z2
(1,1) vt S ow 1 1) _ /% /
(a1)21722,21,22 - ZlQ“ 2222’ Z Z zl,z2,z1 zh ZéQ 22227 ZTZi )’
(1,0 _ (0,1) _
<a1>z1,22;z’1,zé - (az)zl,z%zi,zé - 07
1—p
(0,1) _ 25 2 e oy
(al)zl,zz;zi,zé - _Zi < 2 Zi jl—u( 2173, Zizé)v
% 0 K
(1,0) 21 %1
(02)2) 2527, 25 = 22 < 2 Z,) JuV3i25, v 3%), (3.85)
2 <2
(S

J.(u, v) = exp(u® + 02)/ e " J,(2uy/p)J_,.(2v\/p)dp. (3.86)
0
Notamos que as solugoes do tipo irregular CID%), ns (quando r — 0) no lado direito de (3.74), geram
(4,3)
21,2221, 25"

E natural definir a média de um dado operador F' como segue:

contribuigbes nulas para os elementos da matriz diagonal (ay)

21,227 21,22 21,227 21,72

ﬁ(j) — (q;() F U ) ((I)(J) PU) )11 (3.87)

Portanto, usando (3.81), obtemos as médias dos operadores Ny

(No)jy = 21 0 MRV, k=1,2. (3.88)
k—z

Estes resultados permitem conectar as médias de R? e RE com o0s parametros z; e z3. Segue de
(3.76) que

(B =291 | (M) + 1/2} (R =27 [(Nz) +1/2|. (3.89)

. , .. 1, . o~ 2 .
A perspectiva é de que no limite semicldssico (Nk) o\ A |z|”. Simultaneamente, as escalas de com-

primento defindas por meio de (R? )( e (R? ) ) devem ser suficientemente grandes, o que implica em

2 .. . , .
|zk|” > 1 no limite semicldssico.
Notamos que no caso puramente quantico, para uma escala quantica caracteristica do movimento
de rotacao, podemos assumir a quantidade
52

quant

= 2|qB| he = 2M>¢* |B| /By, By = M*¢*/|q| I,

onde By = m2c®/eh ~ 4,4 - 103G é o campo magnético critico, acima do qual o comportamento
nao-linear da Eletrodlnamlca Quantica torna-se real. O comprimento de escala correspondente é

Rauant = V2971 = /2Bo/ |B|Ac, Ac = h/Me. (3.90)



Para a projecao do momento angular L, uma escala quéntica caracteritica é obviamente h. Para
uma dada energia, i.e., para uma dada (Rz)( j)» & quantidade (Lz)( j) € proporcional a (R?)( j devido a
(3.27), e, portanto, pode ser caracterizado pela escala de comprimento correspondente Rqyant. Note
que 0 Rquant ¢ muito maior em relacao ao comprimento Compton Ac se o campo magnético B ¢é
fraco, By/|B| > 1. Portanto, as condi¢des |z|* > 1, correspondem as condigoes

(Rz)(j)7 (RZ)(J) > Rczluant :

Simultaneamente, no caso quantico, as quantidades adimensionais ]zk]2 sao da ordem de 1. Verifi-
camos que as decomposicoes semicldssicas sao adequadas especialmente no caso de campos magnéticos
suficientemente fortes (por exemplo, campos magnéticos de um pulsar B para o qual By/ |B| ~ 1072
€ unant < >\C)

O sinal da diferenca

Ay =/ (B, — /(B (3.91)
é associado ao tipo da trajetéria no limite cldssico, e é possivel verificar que tal limite implica nas

seguintes condicoes:
|dis)| > Rauant ~ [l22] = [22ll > 1.

Em particular, para estados com j = 0, temos |21| < |22/, e para estados com j = 1, temos |z;| > |23].
Notamos que em ambos os casos as fungoes correspondentes ), (u, v) sdo calculadas em |v| > |u| > 1.

Neste capitulo faremos uso de todo o estudo e tratamento detalhado associado as fungoes Q, (u, v)
realizados no capitulo 2. Portanto podemos calcular as médias (3.88):

7k:1’27

2 =2k
RO Qv (VAL V) R = 0 (VAT VAR 32

Estas médias podem ser representadas explicitamente na forma real, considerando que

_ Sk |21 8u@17u(% V) + g2 |22 av@kp(% v)
=2k 2@1—#(“7 U)

_ 6k,1 |Zl‘ av@u(uu 1)) + 5k,2 |Z2| 8u@,u<u7 U)
2=z, 2Q,(u, v)

(Ni) gy = lzul” + 21 0 mRY)

2 Oy In RO
k

u=|z1|, v=|z2|

2 0y InRW

u=|z2|, v=|z1]

Enfatizamos que as médias (3.92) permitem o limite ;2 — 0. Portanto, a contribuigao devida ao
campo de AB pode ser facilmente isolada.

Usando a decomposigao de poténcias da fungao 9> 1, (2ud)e~
uma estimativa da integral T'(u, v) in (2.24) e o comportamento assintético da fungao I,(2uv), é

2u em torno do ponto ¥ = v para

. : 2 5(j
possivel verificar que |2;|" > 2; 9./ In R(J)‘ para |[v| 2 |u| > 1. Deste modo, obtemos as

2 =z,
expansoes semicldssicas:

21 = JE) gy + oo 2ol = 2By s Ll > 1, (3.93)

que conectam as médias de R? e R? com os parametros 21 e zp. Portanto se ||21| — |za|| > 1, as egs.
(3.93) implicam as seguintes relacoes

|21] < zal s =05 |21] > |za], j =1 (3.94)



Deve ser notado que as relagoes (3.94) ndo estao associadas as condigbes de aplicabilidade das
expansoes semicldssicas (3.93). Obtendo as tltimas expansoes, supusemos que |z1| < |z2| para os
estados com j = 0, e |z1| 2 |22| para os estados com j = 1. Portanto, as relagoes (3.93) entre
as médias de R? e RE e 0s pardmetros z; e 2o apresentam-se mesmo se uma relagao definida entre

sign(|z1] — |22|) e j é ausente.
Retendo somente os termos principais nas decomposigoes (3.93), reproduzimos as relagoes cléssicas
correspondentes (3.13) com |z1| = |a1| e |z2| = |az|. Em outras palavras, é possivel afirmar que as

relagOes cléssicas (3.13) correspondem a primeira aproximacao para raio suficientemente grande.
Deste modo, a primeira aproximacao em expansoes semicldssicas reproduz o limite cldssico. Os
termos em segunda ordem na expansao semicldssica definem quantidades fisicas na aproximagcao
semicldssica.

E conveniente considerar a aproximacio semiclassica retendo os termos de segunda e terceira
ordem. Caso |v| > |u] > 1, é possivel aproximar a integral T'(u, v) in (2.24) por uma série de
poténcias em u/v como segue:

T(u, v) = (v/u)* Iy(2uv)e ™ (1 +u/v+...).
Entéao, usando o comportamento assintético de I, (2uv), obtemos de (2.25):

-
A (U/’U) —(v—u)?

al\t, =1- -7 ’ .
Qolu, v) 2y/Tuv ‘ (3:99)
o que implica em
~ ~ 1/2—a
0Qalu, v) — 9uQalu, v) _ (u/v) 6—(v—u)27 ] > |u| > 1. (3.96)

Qu(u, ) Qulu,v) V7

Deste modo, para os estados semicldssicos correspondentes as érbitas situadas suficientemente dis-

tante do solendide, i.e., para [|z1] — |22|| > 1, os termos z;, J.; In RU) sa0 tao pequenos quanto
2z =z

2 2 < ~ o o
exp (— ||z1]° — |22/°|). Entao as expansdes semicldssicas (3.93) em segunda ordem de aproximagao
sao escritas como:

|le2 R

DO |2

’}/_
(B2, = 1/2, |af’ = S (R = 1/2, |lal = |2l > 1.

Para o caso mais interessante quando uma Orbita semicldssica estd situada nas proximidades do
solendide, tal que a condigao ||v| — |u|| < 1 é vélida, a influéncia do solendide AB (devido a p # 0)
sobre as érbitas é considerdvel. Em tal caso
1 v—u «a+1/2
- = + +
2 T 2\/Tu
~ 1 v—u a—1/2
Qalu, v) ~ 5+ NN

av@a(ua U) ~ au@a(ua U) ~ 2 (1 21} —u o — 1/2)

Qa(“? U) - @a(uy U) Nﬁ \/E * ﬁu

T(u, v) = O (Jo—uf’) + O (lu]?),

(3.97)

Wi ~lal + 0 {2 oy P 2B a1 )



Deste modo, para ||z1| — |22|| < 1 todas as contribuigoes (dependentes de 1) para as médias m(]‘)
sao da ordem de 1, o que é natural para o caso puramente quantico. As contribuicoes de segunda
ordem para as médias (de ordem |z;|) que ndo dependem de p sd0 muito maiores. Estas contribuigoes
semicldssicas surgem uma vez que cada ICS do tipo-j inclui somente a metade das autofuncoes do
operador L,. Segue de (3.98) que em primeira aproximagao

: z + Z
gy — Moy ~ (o 2l < (3.99)

N3

Simultaneamente, as relagdes (3.93) geram na aproximagao semicldssica:

LR, ol = ol < 1.

.
21 e J) ) + (1) 27T<R2> "
2 ~ 2

2

o (4)

Portanto, usando (3.99), obtemos

)~ Wy = 107 2 (V@ + @ ) Nl = ol < 1

o que implica em

<Lz)(j) B 2q_7(3)c ~e (_1)j % (\/@U) + \/@(J’)) unlant . (3.100)

Entdo a quantidade d;) (3.91) &

o [2
dig ~ (-1)" Ve Nl ==l <1 (3.101)

Deste modo, para ||z1| — |22|| < 1, assumindo a aproximacdo semicldssica, a média do menor
afastmento possivel ‘d(j)| da particula em relagao ao eixo do solendide é da ordem de Rqyant, em
particular, d(;) < 0 para estados com j = 0, e d(;) > 0 para estados com j = 1, independentemente
do sinal da diferencga |z1| — |z2|.

As egs. (3.81) e (2.25) permitem calcular as variancias dos operadores Ny,

N2
Var; (Ni) = (VD)) — ((Ni)))
Na aproximacao semicldsica, temos
Var; (Ny,) ~ 1212, [|z1] = 22| > 1 Var; (Ni,) ~ (1 —1/7) lzu? ) [|2] — | 22| < 1. (3.102)

Deste modo, os desvios padrao de R? e R? nos ICS semicldssicos sdo da mesma ordem para
qualquer valor ||z1]| — |22]|, a saber:

= \/V&I‘j (R2) ~ unant \/ @(y)a 5] (Rg) = \/ varj (Rg) ~ unant \/ @(3)

Neste caso, o espalhamento tipico dos raios R e R. sao dados pelos desvios padrao

—-1/2

5 (B) = 8, () [(R))] " ~ R 8, () = 8, (B2) [ )]~ Roe: (3:108)



Para ||21]| — |22|| < 1, a diferenga @(]‘) — @(j) ¢ da ordem do desvio padrao de k% — R2, que é
5; (R?) +6; (R?). Portanto, o momento angular médio (3.100) é da ordem do desvio padriio de L., e
para ||z1] — |22|| < 1, a escala quantica do momento angular ¢ muito maior que . Neste caso |d(;|
¢ da ordem de §; (R) + 9, (R.) ~ Rquant-

Notamos que os ICS @ la Malkin-Man’ko [40] (para o caso em que ¢ = 0) pode ser associado
com a Superposicao <I>z1 2 + <I>§P 2 para i = 0, que inclui todas as autofungoes de L. O produto
interno sobre o plano-ry entre tais estados é a soma R + R(M). Usando as egs. (8.511.1) de [44],

encontramos ) .
RO+ RW = exp (z72) + 252) = RY + RW =

Portanto, em tais ICS, temos m = |Z;g|2 Similares compensacoes mutuas surgem nas expressoes
para R®e RM para p # 0 no limite semiclassico, |z;|* > 1. Por exemplo, para ||z1] — ||| < 1,
obtemos:

RO+ RW =1+0 (2] 7).

E possivel verificar que em estados que sao superposi¢oes entre diferentes j, as primeiras correcoes
para as médias (Ny,) = |z|* (3.98) desaparecem na aproximaco semicldssica.

Caso |z1| e |zo] difiram essencialmente, i.e., ||z1] — |22]| > 1, poderia ser possivel acreditar que
termos de segunda ordem em R, dados por (3.95), permanecem sem compensacio. Isto ndo é
veridico. Para verificar isto, é necessdrio considerar que os termos de segunda ordem em RO + RO
sao devidos as contribuicdes de (3.92) e dos primeiros termos em Q,(u, v) para |u| > |v],

Qalu, v) = (/) e @7 Ju| > o] > 1. (3.104)

2\/7ru

Lembramos que para os ICS, o dominio |u| > |v| nfo é um dominio cldssico mesmo se |z|> > 1.
Usando (3.85) e (3.76), e a representacao

Ay(u,v) =1 —w@a(u,v), @a(u,v) = (v/u)* I,(2uv)e /Qa u, v)

encontramos:

—Zey \/27 [ <a1)zj) :
(a1) ) = 2181-u(|z1l, [22]), @(O) = 2,
@(1) = 21, @(1) = 20u([22],|21]),  Aalu,v) = %,

(a2)(o) - al)(O) = 22 — 21 A1-pu(|21]s |22]) = 20 — 27 + Z{wi-u(| 2], |22]),

‘

(a2) 1) = (1)) = 228u(|22], [21]) — 21 = 22 = 2] — mwu([22], |21]). (3.105)

Por meio das egs. (3.105) calculamos a variancia de (x + y) em termos dos estados do tipo-j:

2

T 2y T~
Var; (z + y) = (|z — iey] )(j) — ‘(m —i€y) ;)

=277 |{(M) gy + (N2) gy + 1= )@m

| 1 . (3.106)

. . . .. oy, . 2 .
E conveniente considerar o limite semicldssico |z;|” > 1 para os ICS com j = 0 e |z1] < |22 e para
0s ICS com j = 1 e |21] = |22], em ambos os estados, temos |v| 2 |u| > 1. Neste caso, usando os



. , , . ~ ~ , . N T F
resultados acima, é possivel verificar que as correcoes para as expressoes cldssicas (ag)( i)~ (al)( )

29 — 2z} sdo pequenas. Em particular, usando as egs. (3.95) e (3.97), e o comportamento assint6tico
de I,(2uv), obtemos:

1 2
do(u,v) = NG (v/w)* e o] > Jul;
1 —u a—1/2

do(u,v) = —— (1 - 27
(t,0) mu( v

onde os termos validos sdo tomados em segunda ordem de aproximacao. Deste modo, as egs. (3.105)
relacionam-se com (3.92) no limite semicldssico, e devido a (3.92), (3.96), e (3.97), na aproximacao
semicldssica, as variancias (3.106) sao relativamente pequenas,

) v —ul < 1, (3.107)

Varj (z +y) = 2971, 20| > |21] for j =0, |21] > |2 for j = 1;

Varo (1 ) ~ 7 v @y~ 22l < 1 (3.108)

vy vy
Contudo, préximo ao solenéide AB, onde ||z1| — |22|| < 1, as variancias aumentam significativamente.
Portanto, resulta que a escala de comprimento quéntico para \/ @( \/ (RQ) ¢ essencialmente

diferente da escala de comprimento quantico para () ) () (y)( i)

Note que neste caso, a parte principal das contribuicoes de segunda ordem para U( € @( i)

dadas por (3.107), ndo depende de p, que é inteiramente similar ao comportamento de (Nk) dado
por (3.98). Entretanto, aqui um limite continuo para o caso p = 0 nao existe. Isto pode ser
verificado considerando as médias @ e @ na superposicao i’gp 2+ @2?22. Por exemplo, a média
(z) na tltima superposicio inclui ambas as médias @( ;) € alguns termos de interferéncia dados
por (3.85). Os tltimos termos sdo ausentes somente para p = 0. Isto resulta do fato de que as
médias (z) e (y) calculadas em termos dos CS de Malkin-Man’ko néio podem ser obtidas no limite
1 — 0. Portanto, efetivamente as médias (z) ()’ (y) ()’ e (), (y) sdo especialmente sensiveis ao efeito
topologico da quebra de simetria translacional no plano-zy devido & presenca do solenéide AB.

No caso puramente quantico, (as) 2)(j) — (a1) ) diferem essencialmente de z; — 2. Por exemplo,
para |z z,| < 1, temos A, (u,v) = 0% (a +1)"', & > 0. Portanto,
(@2)(0) - (al)(o) ~ 22, (@2)(1) - (al)(l) N~ -2 (3.109)

Neste caso, usando (3.81) e (3.83), obtemos Var; (x + y) ~ 2y~'. Contudo, é grande em comparagao
com o pequeno |z .

Caso |u| > |v], tratamos com o caso quantico mesmo para um grande |z|>. Aqui A, (u,v) =
v/u — 0 que gera uma justificacdo para as relagoes (3.109). Adicionalmente, no caso quéntico,
temos (Ny) () ~ 1, e, simultaneamente, as contribui¢oes para (Ng) (j) due dependem de zj, sdo muito

menores que 1. Isto ocorre em virtude das médias (R?) ;) e (R2);), que sdo expressas em termos de

(Nk) pela eq. (3.76), dependendo apenas levemente de zj. Neste caso as variancias
Varg (1 +y) ~ 277" [z1[*, Vary (z+y) & 277" [z

2
sao muito maiores que os quadrados das médias correspondentes ‘(w — iey)( j)‘



Devemos considerar as relagoes de incerteza com relagao aos ICS semicldssicos. Seja F) e Fj

dois operadores auto-adjuntos satisfazendo a relacao de comutacgao [Fl, FQ] = i[%, onde Fy é um

operador simétrico com uma média real (F3). Neste caso a relacao de incerteza
1——
Var (Fl) Var (Fg) Z Z__L(Fs)

é vélida, consultar por exemplo [46]. Adotando esta relagao geral para nossos casos particulares,
obtemos:
hz

2 2
Var; (P?) Var; (z +y) > * , Var; (L,) Var; (x +y) > T (x — iey)(j)‘ . (3.110)

- T
Aqui (z — tey) ;) € dado por (3.105) ’(Pl + iePg)(j)) pode ser representado por meio de (3.73) como

- 2
(a1)

As variancias Var; (P3) e Var; (L,) podem ser expressas via Var; (N,) (3.102),

Var; (P2) = (2yh%)” Var; (N1), Var; (L.) = h2Var; (Ny — Na),
e Var; (x + y) sao dados por (3.108).

Notamos que )( 1) j)‘ 21| para qualquer ||z1] — |22|| , e para efeito de definicao, supomos que
|27 — 2] = ||21| — |22|| para ||2z1| — |22|| < 1. Entao, usando (3.102) e (3.108), verificamos que para
||21] — |22|| > 1 os produtos das variancias de (3.110) estdo mais préximos dos seus valores minimos
possiveis,

2

)

2 -
Var; (P?) Var; (z + y) =~ 41 ‘(Pl +i€eP) ;| Var; (L;) Var; (z +y) = h? ‘(CE —i€y) ;)

e

e para ||z — |22]|] < 1 estas varidncias sao muito maiores que as médias h? )(Pl +iePs) ;)

(12/4) [ =) |

, respectivamente.

3.3.2 Particula com spin

Similarmente ao caso de spin-zero, é possivel encontrar a acao dos operadores d];, as; &;, as dado
pela eq. (3.73) sobre as fungoes (3.43):

a/1®7(7,1) na, U( ) V ®’n1 1 ,n2, 0‘(()07 10) Y a1i®1(7/1) na, 0'(907 ) v n]- + ®£Lj1+1 ng, 0'(807 p) Y

a2(p$11) na, U( ) V (I)nl na—1 U(@? p) Y (ng)gll) na, 0'(907 ) \% n2 + ®§g1 n2+1 0’(907 p) Y (3]‘11)

onde os valores possiveis de n; e ny dependem de m,l, o, e j de acordo com (3.43) e as fungoes
W

Mits1.natss.0 SA0 definidas como segue

(I>7(101)+31,n2+52,a(90a p) = Nexp {ie [lO -1 - S1+ s2 + (1 - EU) /2] 90} In2+82,n1+51 (p) ’
(I>7(111)+31 na+sa, U((pa p) = Nexp {ZE [ZO -1 - 81+ s2 + (1 - EU) /2] 2
+r[l4+s1—s2— (L =€) (1 4+0)/4]} Iny4symats0 (P), $1=0,£1, s9=0,%1.



Surgem novas fungoes @5101), a1 COM Ny =m + 14 (J —0)e€/2 — p e fungdes @Sl)_lmp com ny =

m + (0 —19)€/2 + pu. Estas fungbes nao foram definidas pelas eqs. (3.43). Adicionalmente, para
ny = 0 ou ny = 0, deve-se considerar que

i @0, (e, p)| =0, a0, (0. p)] =0

m=0
o : (0) (1)
Isto permite-nos interpretar @y n, .0 e Op) noo

como estados de vacuo.
m=0
Todos os spinores introduzidos na subsec. 3.2.2 sio expressos em termos das fungoes (3.43) e

descrevem estados de particulas com spin fora do solendide, » > 0, isto ocorre em virtude do fato
de que os operadores &I, ai, e d;, as comportam-se como operadores de criagao e aniquilacao. Entao

~ 2 A
os operadores c? (a’P L) em 2 + 1 dimensoes e c2Q% em 3 + 1 dimensoes apresentam as seguintes
representacoes:

c? (O'f)L>2 = 2hc |qB)| [Nl + (1= 0%) /2} , 2Q% = 2he|gB| [Ny + (1 — S.e) /2], (3.112)

onde as relacoes (3.111) e a expressao (3.44) sao utilizadas. Ambas as quantidades 2 —iey e L. sendo
escritas em termos de ay, a1, e @y, Gp apresentam a forma (3.76) (que é a mesma em 2 + 1 e 3+ 1
dimensoes.) Portanto, os operadores R? e R? apresentam a seguinte forma (verificar as definigoes
(3.47)):

R2 =~ (2]\71 r1- 036) em 2+ 1 dim, R? =~ <2N1 +1- zze) em 3+ 1 dim,

~

R2— At (2N2+1) em?2+1eem 3+ 1 dim. (3.113)

Cc

Similarmente ao caso de spin-zero, é conveniente converter das fungoes CIJ%), noo (3.43) para as
novas fungoes <I>£i> 29,0 COMO Segue:

. . 220 1,0 (0, p)
Y (o, p) =Y B9 (p,p), B9 }: a2 dnmolp p) 3.114
217Z270'((p p> : 21,2270'<(p p) %1, 22,0 \/F 1 + ny F(l —'I— n2) ( )

Aqui z; e 2, sao parametros complexos, os valores possiveis de n; e ny dependem de m,l, o, e
j de acordo com a eq. (3.43), e assumimos N = 1. As fungoes ‘I>,(Z]1),ZZQ,U apresentam a seguinte
representagao (verificar a definicao (3.80)):

(I)g??zg, (@7 p) = eXp {ZE [lg -+ (1 - 60) /2] 90} Y—a; (zlv 22, P) y Q= l~_ (1 - 60-) /2 + u,

o (¢, p) = exp{iello— 1+ (1—e0) /2l g+ 7l — (1 =€) (14 0) /4]} Yo (22,21,p) . (3.115)

Por meio das fungoes introduzidas e usando os resultados da subsegao (3.2.2), é possivel construir
os ICS para as particulas sobre o plano-zy. Estes ICS sao construidos por meio dos spinores descritos
na subsecao 3.2.2 pela substituicao das fungoes (I>$L1) ns,o Para a funcao @il) 20,0+

Deste modo, usando as egs. (3.40), (3.42), e (3.112), obtemos os ICS para particulas massivas de
spin, ¢ = +1, sobre o plano-ry e em (2 + 1)-dimensoes:

wi 21722(907 ) {03 |::l:HU (N1> - O-PJ_i| + MC} 21)Z2,i1(g07p>7
u?  (e,0) =@ (@, p)us,

i (N1 Hg\/_/ eI g, T12 = M2 + 2h|qB| /e [Nl +(1—oe) /2] (3.116)



Para estes estados, temos

(% e WY, )D — 2Mc (q)gg@ oy [Ho (Nl) + Mc} @i{fgé,ﬂL , (3.117)

onde o produto interno (,), é definido por (3.26).
De acordo com (3.50), (3.51), e (3.52), os ICS para particulas nao-relativisticas de spin-up em
2 + 1 dimensoes apresentam a forma:

‘I,(ij)lzllp,ZQ (90’ p) = ui’]l), Zg,:l:l(go’ p)’
Gw g\ _ (pu) )
(e, e ) = (@Y, @) L) (3.118)

ao passo que para as particulas de spin-down estes estados sao escritos como:

down
‘Ilgz)zl,zz ((707 10) - ugjl),zzﬂil(<707p)7
(j)down €] )down o ) 4"
(Wi, wiien )D o G ,ZW)L (3.119)

De acordo com (3.72), os ICS sobre o plano-zy para particulas nao-relativisticas em 3+1 dimensoes
com uma dada polarizagao de spin s = 41 apresentam a forma:

(5)up
(/)NR _ \Ili 21,2 (()07 p) (j)INR o 0
\I/ij,zl,zz+l<§07 IO) = ( 1 02 >, ‘Ili ) 21,22, 71(()07 p) - (‘I’Et)jf:’:;l(@, p) s

<\I’¥,)ZNIF;2,37 \II(J,)NR /> - 58 S ( Z]1)Z27,is7 Q(‘Zl)/ )L’ (3'120)

+ zl,z2 s 2,29,ts

onde o produto interno dos spinores de quatro-componentes ¥ e ¥’ sobre o plano-xy é definido como

1 00 2
(U, O)p = g/ dp/ dp UF (i, p) W' (g, p) . (3.121)
0 0

De acordo com (3.53) - (3.55), os ICS para férmions ( = +1 sem massa em 2 + 1 dimensoes sao

a0 i(e.p)
1) 1 1,+1 21,22,+1 ’
w9 (o, p) =ul Il (0,0), ul (0, p) = ( 7 )
:FZGQZLZQ,fl(gO? p)

o 1(p.p)

0,+1 21,22, +1\¥" 0,+1

ug: 217,)22 (()07 p) —_— (izeé( 2) 1(90 p)) + ué 321, Z)2 (907 p)?
21,22,— Y

na g (0)
(0,+1) 22 (I)O n 5(907 p) 0 =0
110 171 22 (,0, Z \/ﬁ Ve, éi’l?zzﬁff((p’p) = Z (b,(n?zg, (90’ p)v
l
na g (0)

T ] 1 222 0, n ,0'(907 p)
B0, (0. p) =20, (0, p) — 5 (1 + 0¢) i (3.122)

m=0

O produto interno de tais estados apreentam a forma

(,+1) ('+1) _ j (")
(lIJ:i, 21,227 ‘I,:i, zi,?é)D - Z <(I)£]1,)z2,,a7 ¢’227Z§70>L ' (3123)

o==+1



Similarmente, por meio de (3.56), é possivel obter os ICS para férmions ( = —1 sem massa em 2 + 1
dimensoes.

De acordo com a eq. (3.67), para particulas relativisticas com spin em 3 + 1 dimensoes, os ICS
sobre o plano-ry apresentam a forma

) , Vg
Uiﬂl),22,0<907 p) = @,(3]1,)22,0«07 p) ( —ov, ) . (3124.)
O produto interno de tais estados sobre o plano-zy é escrito como:
. 1 :
() (" ) _ ( G) G") )
(Uzl,zz,o) Uz’l,zé,g D 2 (le,zg,,(ﬂ @zi,zé,a’ N . (3125)

E possivel verificar que em todos os casos o produto interno dos ICS sobre o plano-xy é expresso
via elementos de matriz:

(«pg}w, 3 ,)zw)L —5,;RY; RO =Q,_, <\/zfzi, s/zé‘zé) ,
1
V=Q,. (\/zs,zé, \/z{zo My = — 5196 (1 —14o). (3.126)

onde Q,(u, v) sdo dados por (3.83). Notamos que em contraste ao caso de spin-zero, o subindice «
nas fungoes Q,(u, v) pode assumir também valores negativos —1 < « < 0. Para tal a negativo e
para |u| e |v| grandes, o comportamento das fungoes @, (u, v) em casos limites é dado pelas formas
apresentadas nas subsegdes prévias. Para |u| e |v| pequenos, as fungdes @, (u, v) com « positivo e
negativo comportam-se essencialmente de maneira diferente. Por exemplo, usando a representacao
(8.445) [44] para a funcao I,(2uv), obtemos:

Qolu, v) = v**/T (14 ), |luw| <1
|uv|—0

:>{ Qa(u, v) — 0, a>0,

[uv|—

Qalu, v) ™=

oo, a<0.

Segue de (3.111) que:

qu)gjl)zz a((pv ) = 20, (I)zjl 29, 0(907 P), k=12, (3127)
(&
@Yl ) = 2 | ) = 1 GG

a2¢’£1)zg U(Spv p) = 22 |:¢)g]1)zz 0(907 p) + (_1)j @2,1)7227 (907 p)‘~ :| : (3128)

I=(1-9¢)/2
As egs. (3.128) permitem calcular os elementos de matriz
21,22,07 21,225 21, 29,0 )

(@0 ,) = (@), k=12 (3.129)

Resulta que estes cédlculos sao similares ao cdlculos (3.85) para o caso de spin-zero, por exemplo:

(0,0) / [ % o ! / kol [ % ol
(a1)217227z17;/;270' lel Mo Z]. Z].’ 2222 zl 22731,2270' - ZQQ:[*H z]. Z].? 2222 )7

(1,1) / / (1 1) / /
(al)zh 22; z17 22’0- ZlQMO. 22227 Zl Zl 217 22; z]-, 32 ZQQ Z2 22’ Zl zl (3130)



E natural definir a média de um dado operador F' sobre o plano-zy no caso de 2+ 1e 3+ 1
dimensoes como segue:

. N . J_
v o
T ( )21’2270’ ( )Z]-:ZZaU D .
( )(j): , ‘ 7 em 3+ 1dim .,
I
(S)z1,22,07 = (2)21,22,0 )

G) — ~ -
(v9.89.),

onde Q,bgi) ., ¢ um dos ICS de duas-componentes dados acima.

D em 2 +1dim ., (3.131)

Portanto, consideramos os casos importantes quando um operador matricial F' é a matriz iden-
. R . .\ 2
tidade I multiplicada por um operador diferencial f, F' = fI, ou ' = ¢? (O’P L) em 2 + 1 di-

mensoes, e F = Ai em 3 + 1 dimensoes. Aqui, podemos expressar (F )( ;) €m termos das médias
(@9222,0,150@2), ZM) conde F, = f, ou F, = ®P2 — elic|qB| 0. Portanto, obtemos, por exemplo,
i

para particulas relativisticas e nao-relativisticas de spin-up em 3+ 1 e 2+ 1 dimensoes, as seguintes
expressoes (com as correspondentes interpretagoes do nimero o)

. (‘p,(zj),ZQ,oy Fa@g), Z2,0'>
L

(F)g) = - :
(@00 @90) |

(3.132)

Para as particulas relativisticas ( = +1 massivas em 2 + 1 dimensoes obtemos

(®Yese B [T (0) + 2] @) )

(cﬁg{{zz,g, [Ty (2,0.;) + Mc] &Y )L

/
21, %2,0

(F) =

z1=2]

, (3.133)

z1=2}
ao passo que para férmions sem massa ( = +1 em 2 + 1 dimensoes, temos:
Zo‘::ﬁ:l (‘ﬁg{)’22707 F—ﬁ@,(zi), 22,0')
(F)g) = 5 5 =
Zazil (¢ZJ17Z2,U> ¢)2'317 zg,a) N

(3.134)

Note que as médias E( ;) para particulas e antiparticulas nao-relativisticas de spin, em 3 + 1
dimensdes com um dado s, s@o expressas em termos das médias (3.132) para o caso nao-relativistico
em 2 + 1 de acordo com (3.120).

Portanto, usando (3.127) e a notacio (3.132), obtemos as médias dos operadores Ny, por exemplo,

, (3.135)

21, =2k

para particulas em 341 dimensoes e para particulas nao-relativisticas de spin-up em 2+ 1 dimensoes;

(Nk)jy = 26 O In Y~ RY (3.136)

o==%1 =z



para férmions ( = +1 sem massa em 2 + 1 dimensoes;

(Ni)gy = 2 0z In { [Ty (2105) + Mc] RY'}

. (3.137)
para particulas relativisticas ( = 41 massivas em 2 + 1 dimensoes.

_ Estes resultados permitem, para o caso de particulas com spin, associar os valores médios de
R? e R? dados pelas egs. (3.113) com os pardmetros z; e 25 . Sabemos que na aproximagao semi-
cldssica temos (Ni) ;) ~ |zx|”. Simultaneamente as escalas de comprimento definidas pelas médias

C
correspondentes nos casos limites podem ser obtidas fazendo uso das férmulas para (), apresentadas

nas subseccgoes prévias. Em particular, em primeira aproximacao, que é a mesma para os casos de
particulas de spin-zero e particulas com spin, obtemos as relagoes cléssicas (3.93).
Fazendo uso de (3.130), encontramos que

R?),., e (R2), ., devem ser suficientemente grandes, o que implica em |z 2> 1. As aproximacoes
() () & ¢

(z — ifl/)(j) = V27! [<a2>(j) - (al)zj‘)] ’ (3.138)

onde, por exemplo,

(al)(o) - ZlAl—MU(|Zl|’ |22|>a (a2)(0) = 29,

— — Qq (u, v)
(1)) = 21, (a2)q) = 28, ([22], [21]),  Aa(u,v) = =F (3.139)
(1) (1) Ho Qa(u’ fu)
para particulas em 3 + 1 dimensoes e para particulas (o = +1) (e antiparticula (¢ = —1)) nao-
relativistica de spin-up em 2 + 1 dimensoes, e
m — Za‘:il Ql_—ug(|zl|7lz2|> (a ) —
1 — ~1 ) 2 — <2
© Yot @1—p, (|21]; [22]) ©
- — 1 Q, (=2, |2
>omi1 @ ([22], |21]) (3.140)

(a1)q) = 21, (az)q) = 2 ’
(1) (1) Zo::l:l Q#g(|22|7 |Zl‘)

para férmions ( = +1 sem massa em 2 + 1 dimensoes Vale ressaltar que p, = p — %’196 (1 —-10).

3.4 Estados coerentes dependentes do tempo

Com base nos ICS discutidos acima, é possivel construir os CS dependentes do tempo (denominaremos
estes simplesmente como CS no que segue) como solugdes das equagdes de onda nao-estaciondrias.
Deve-se mencionar que os CS para particula nao-relativistica de spin-nulo no MSF foram construidos
em nosso recente trabalho [43]. Abaixo, vamos construir os CS para particulas ndo-relativisticas com
spin em 2 + 1 e 3 + 1 dimensoes, e para particulas relativisticas de spin-zero e com spin em 2 + 1 e
3 4+ 1 dimensoes.

3.4.1 Particulas nao-relativisticas

Em 2 + 1 dimensdes o comportamento quantico de uma particula (antiparticula) nao-relativistica de
spin-up é governado pela equagao de Pauli (3.49), onde a Hamiltoniana pode ser representada como
segue

HYR = hung [Nl + (1 —oe¢) /2}

o==+1 '



As solugoes WY (¢, r) de tal equacao sao

WL, 7) = N exp{—i [wxn (0 — €) /2] £} D, (1, o, p)us,

respectivamente para os casos +, onde N/ é uma constante de normalizacao, v, é dado por (3.41), e
as funcoes @, sao solucoes da seguinte equacao:

i0,By(t, ©, p) = cwne N1 Do (t, ©, p) . (3.141)
E possivel satisfazer (3.141) assumindo ®, (¢, ¢, p) = 3% 2,0(©5 P) o’ onde z (t) ¢ uma fungao
z1=21(t
complexa do tempo t. Portanto
0@, (¢, p) =120, (¢, p), % =dz/dt. (3.142)

Substituindo (3.142) em (3.141), encontramos i%; = ownr21, onde (3.127) é usado. E conveniente
escrever a solugao para z;(t) como segue:

21(t) = —|z1| exp(—io?), ¥ = wnrt + ¥y, (3.143)

onde |z;| € uma dada constante. Portanto as fungoes
VR (1) = N exp {—ilwnn (0 — ) 21} 8T ., (0, )00 (3.144)

sao solugoes da equacao de Pauli para particula nao-relativistica de spin-up em 2 + 1 dimensoes.
Simultaneamente estas solugoes apresentam propriedades especiais que permitem tratd-las como CS
e mesmo como estados semicldssicos (SS) sob certas condigoes.

Consideremos a equagao de Pauli (3.49) para particulas nao-relativisticas de spin-down em 2 + 1
dimensoes. A Hamiltoniana correspondente é escrita como:

AN = fiong [Nl 4 (1 - ge) /2}

o=F1 '

As solugoes U4 (¢, r) da equagao apresentam a forma:

Yot ) = Nexp {—i [wnr (0 +€) /2] t} P_,(t, ¢, p)v_q ,

onde para a particula ¢ = +1 e para a antiparticula ¢ = —1. Similar ao caso de spin-up, é possivel
construir os CS como segue

WEL (¢, 7) = Nexp {—iwsr (0 +€) /2t @V (o, pvo. (3.145)

Notamos que as médias E( j em tais CS coincidem com as médias correspondentes (3.131) para

2+ 1 dimensoes e portanto sao reduzidas a (F); dada por (3.132).

E conveniente considerar particulas e antiparticulas nao-relativisticas de spin-zero em (2 + 1)-
dimensoes. Neste caso, a dinamica destas particulas é governada pela mesma Hamiltonian HNR =

hwnr (]\71 +1/ 2). Similarmente ao caso com spin, podemos construir os CS de spin-zero como segue:

WL (t, 1) = N exp [Fi (war/2) 1] 87, (¢, p).

onde Y, sdo definidos por (3.77) e (3.78), e z1(t) por (3.143).



Em (3 + 1)-dimensoes, os CS para particulas nao-relativisticas de spin-zero apresentam a forma:

. 2
4 ) [ hwNr j
WINR (1) = A exp {_ﬁ [i (2—]\34 + = ) t+p3z} } 7, (@ ). (3.146)

Este resultado coincide com o resultado obtido em nossos trabalhos prévios [43]. L
No caso de considerar apenas observaveis fisicos F que nao dependem de z, entao as médias (F )( i)
em termos dos CS (3.146) sdo expressas via as médias correspondentes (3.87).
Em (3 + 1)-dimensdes, é possivel encontrar os CS para particulas nao-relativisticas com spin,
com uma dada polarizacao de spin s. Tais CS satisfazem a equacao de Dirac nao-relativistica com a

Hamiltoniana, HY® = ( D% + }332) /2M , consultar subsegao. (3.2.2), e apresentam a forma:
(J)NR i (P3)2 ot (j)NR
‘I’cs,a,s(ﬂf) = exp “nl o + P32 \I]CS,ms(t? T),

A WP (t, 1) » 0
(j)NR o CS,o \by (J)NR _
\IJC]S,a;i-l(tv 'r) - ( 0 )’ \IJCJS,J,—l(t> T) - <\Ijg%ii;)wn<t7 7‘))’ (3'147)

onde a representagao (3.120) ¢ usada. No caso de se considerar apenas observaveis fisicos F que
nao dependem de z, as médias () ;) em termos dos CS (3.147) s@o expressas em termos das médias
correspondentes sobre o plano-zy, i.e., via as médias correspondentes (3.131) para particulas em
(2 + 1)-dimensdes.

3.4.2 Particulas relativisticas em (3 + 1)-dimensoes

Em 3 + 1 dimensoes, consideramos a equacao de Dirac nas varidveis de plano-nulo, tal que x_ realiza
papel de tempo. As solugoes ¥ de tal equacao apresentam a forma:

U, () = Nexp {—%_L {)\Mchr + (% + hw (1 — ae)) x_] }
X Oyo(z-0, p) ( Ve ) ,

—0U,
onde 50
i *’”((;""90’ P) _ RB (a0 ) | (3.148)
T
verificar subsecao. (3.2.2).
E possivel satisfazer (3.148) assumindo
CI))\,U(:E—7<;07 ,0) = @2222,0(% p)‘zlzzl(a:_)7 (3149)

onde z; (z_) é uma fungdo complexa do tempo z_. Substituindo (3.149) em (3.148), considerando

iaég]i),zz,a(@, p) —3 le
Ox_ dx_

821 @,(Zjl), z2,0(307 10) )
e (3.127), encontramos idz; /dr_ = @z;. Uma solugao da tltima equagao apresenta a forma:

21 (l’_> = _|Zl| exp(—i¢), Y =wr_+ ¢o= (3150)



onde |z1] e ¥, sdo constantes. Deste modo, temos um conjunto de solugoes da equagao de Dirac na
seguinte forma

W (2) = Nexp {—% [AMCJZ+ + <% + (1 - Je)) x_] }

. v,
x ‘ﬁii)(x_),@,a(% p) ( ) . (3.151)

—0V,

Interpretamos estas solugoes como os CS com a evolucao no tempo de plano-nulo z_.

Se supusermos, que tratamos com observaveis fisicos Ia que nao dependem de z,, que é natural
para a simetria axial do problema sob consideracao. Os elementos de matriz de tais observaveis
obtidos em termos dos CS (3.151) (fazemos uso do produto interno (3.64) sobre a hipersuperficie
x_ = const) assume a forma:

(ve, Fug),) - (Um)hs v ) (89,599, )
CS,00 CS,o’ - ’)/MC 0,0 21, 22,00 J_’

2y, 25,0

onde o produto interno (, ), é dado pela eq. (3.25). Isto ocorre uma vez que as médias E( 7 obtidas
em termos dos CS coincidem com as médias correspondentes (3.131) em 3 + 1 dimensdes sobre o
plano-zy e sao expressas em termos de E( ;) dados por (3.132).

Seguindo o mesmo procedimento para o caso de spin-zero, construimos os CS que sao solucoes
da equagao de Klein-Gordon:

\IJ(C?%(:(:) = Nexp {—L {)\Mcmur + (% + ﬁ@) } } <I>§1 (), 22 (#5 P)- (3.152)

Os elementos de matriz de um operador F' obtidos em termos dos estados \I/gg (com relacao ao
produto interno (3.32)) apresentam a forma:

(i, Pw)) = swma s x) (2, Fe))

xr—

As médias de F obtidas em termos dos CS \Ifg% sao reduzidas as meédias (3.87).

3.4.3 Evolugao dos valores médios em ¢ e x_

Devemos calcular as médias @( ;)€ @( j) nos GS nao-relativisticos construidos acima. Estas médias

sdo expressas em termos das médias (r — iey)( j)» que apresentam a forma

(& —dey) ) = \/g [@m ~ (a)g)) - (3.153)

Para particulas com spin, as quantidades (ak)( sao dadas por (3.139), e para particulas de spin-zero
as quantidades (ak)(A sao dadas por (3.105). Considerando a eq. (3.143), é possivel verificar que as

médias ( )( ;)€ (y)( j) movem-se ao longo de um circulo sobre o plano-ry com frequéncia de ciclotron
WNR, 1.€., a trajetoria das médias apresentam a forma cldssica. As mesmas equacOes permitem

encontrar um raio médio (1) ;) de tal circulo e a distancia (R.) ;) entre seu centro e a origem,

(R)oy = V27~ |21|A1 w121l 122]), (Re) o) = V277 |z2f
7 =277z, Jay = V277 2] AMG(|752|, |21]). (3.154)




No caso de spin-zero,

Ay, (22l |21]) = Apllzals [21]), A1y, (J21], |22]) = Ar—u([21], |22])-

Em caso geral, as quantidades (R)( ;e (RC)( ;) ao coincidem com as quantidades correspondentes

V@) = \/(2mm +1- 06) v 1B, = \/(2W(j) + 1) 1. (3.155)

Estas tltimas quantidades sao expressas em termos das médias dos operadores lsi e J de acordo com
(3.113) e (3.127) para particulas com spin e em termos das médias dos operadores P2 e L, de acordo
com (3.76) e (3.88) para particulas de spin-zero (no iltimo caso o deve-se assumir como zero).
Segue da eq. (3.139) que A_, (|z1],|22]) < 1 e A, (|z2],]21]) < 1. Isto permite-nos elaborar a
seguinte interpretacao para os dois tipos de estados com j = 0, 1. Os estados com j = 1 correspondem
as orbitas que circundam o solendide AB (que corresponde a |z1| 2 |22| no limite semicldssico).
Para estas drbitas, temos (R.) ) < I, onde a quantidade R. = /2h/Mw || é interpretada como
a distancia entre o solendide AB e o centro da érbita (verificar o limite cldssico da eq. (2.27)).
Simultaneamente, o raio médio das drbitas coincide com o raio cldssico R = \/2h/Mw|z|. A
interpretagdo de R como raio cldssico segue da eq. (3.93) no limite cldssico. Os estados com j = 0
correspondem as 6rbitas que nao circundam o solenéide AB (que corresponde a |z;| < |22| no limite

semicldssico). Para tais 6rbitas @(0) =R.e (R) < R.

E possivel verificar que os desvios padrao 9; (R), 6 (Re), e 0j (x+y) = y/Varj (z+y) em ter-
mos dos CS (3.103) e (3.108), s@o relativamente pequenos para as érbitas semicldssicas situadas
suficientemente distantes do eixo do solendide, i.e., para ||z;| — |2z2|| > 1. Neste caso os CS es-
tao principalmente concentrados nas proximidades das érbitas classicas. No caso mais interessante,
quando uma O6rbita semicldssica estd situada nas proximidades do solendide, tal que a condicao
||21] — |22]] < 1 & vdlida, o desvio padrdo d; (x + y) aumenta significativamente, d; (z +y) = &' (R) ~
27 1/4y71/2|2113/4 a0 passo que os desvios padrdo §; (R) e §; (R.) permanecem relativamente pe-

quenos. Neste caso R ~ R., contudo, (RC)(l) < Re (R)(o) < R., como deve ser para Orbitas
semicldssicas. Portanto, o desvio padréo ¢, (r 4+ y) da posigao da particula nas proximidades da
(R)(o) — Re|.

Mostramos os espalhamentos correspondentes na Fig. 3.2 (onde R, = (Re)y e R= (1) 0))

Enfatizamos que para um solendide ligado, de modo que sua mantissa seja nao nula u # 0, as
relacoes cldssicas entre os parametros da trajetoria da particula em um campo magnético constante e
uniforme sao alterados devido a presenca do solenéide AB. Acima, demonstramos isto, considerando
o raio R (associado a energia de rotacao da particula) e a distancia R. (associada ao momento
angular da particula). Tais relagbes nao sao influénciadas pela presenga do solenéide AB para pu = 0,
e, mesmo para i # 0, no limite cldssico.

Finalmente, deve ser notado que apenas as combinacoes lineares da forma

érbita cldssica é relativamente grande em R ~ R., tal que &' (R) > |R — (Re) )

Y

U(co, crit, 1) = coUER(t, ) + 1 UEA(t, 1),

com cqy e ¢; constantes arbitrarias, coc; # 0, foram consideradas previamente como CS de particulas
de spin-zero, consultar [42]. As médias dos operadores d; e ds obtidas em termos destes estados
superpostos nao coincidem com as expressoes semicldssicas (3.12).

Para as particulas relativisticas em (3+1)-dimensdes, consideramos as médias (z — iey) ;) obtidas
em termos dos CS (3.151) e (3.152) sobre a hipersuperficie z_ = const. Estas médias sao reduzidas as



Figura 3.2: Espalhamento das posicoes da particula nas proximidades da érbita cldssica para R ~ R..

médias (z — iey) ;) representadas acima pela eq. (3.153). As relagoes (3.154) e (3.155) permanecem
verdadeiras. Aqui contudo, a evolucao é parametrizada pelo tempo de plano-nulo z_, em termos
da funcdo z(z_) dada pela eq. (3.150). E possivel verificar que as médias @( e @( ;) giram ao
longo dos circulos sobre o plano-zy com frequéncia de sincrotron w, i.e., suas trajetorias apresentam

a forma cldssica (3.18).

3.5 Sumario

Um novo procedimento para a construcao dos CS/SS em MSF é proposto. A idéia principal é baseada
no fato de que o solenéide AB quebra a simetria translacional no plano-zy, isto apresenta um efeito
topologico tal que surgem dois tipos de trajetérias circulares que circundam e nao circundam o
solendide. Em virtude deste fato, é possivel construir dois diferentes tipos de CS/SS, os quais
correspondem estas trajetérias no limite semicldssico. Seguindo esta idéia, construimos os CS em
dois passos, primeiro os CS instantaneos (ICS) e segundo os CS/SS dependentes do tempo como uma
evolucao dos ICS.

A construcao é realizada para particulas nao-relativisticas e relativisticas de spin-zero e com spin
tanto em (2 4 1)-dimensées quanto em (3 + 1)-dimensoes e gera um exemplo nao-trivial de SS/CS
para sistemas com Hamiltonianas do tipo nao-quadratico.

E enfatizado que os CS dependendo de seus parametros (ntimeros quanticos) descrevem tanto esta-
dos quéanticos quanto semiclassicos. Uma andlise é representada de modo a classificar os pardmetros
dos CS em tal relacao. Tal classificacao é usada para as decomposicoes semicldssicas de diversas
quantidades fisicas.

Na aproximacao semicldssica, as relagoes entre os parametros dos CS/SS e os parametros que
caracterizam as trajetérias cldssicas sao estabelecidos. No caso geral, estas relagoes diferem das
relagOes para o campo magnético puro e tal distingdo pode ser tratada como o efeito AB sobre os
CS/SS.

As seguintes propriedades associadas aos CS/SS dependentes do tempo devem ser enfatizadas:

a) No caso nao-relativistico, tanto em (2 + 1) quanto em (3 + 1)-dimensdes, os CS dependentes



do tempo em cada instante preservam a forma dos ICS correspondentes. As trajetérias médias
obtidas em termos dos CS coincidem com as trajetérias cldssicas, ao passo que na aproximacao
semicldssica as distribuicoes de particulas sao concentradas nas proximidades das trajetdrias classicas.
Na presenca do solenéide AB, o espalhamento das posicoes das particulas nas proximidades das
trajetérias classicas depende essencialmente da disposicao miitua entre a trajetéria e o solendide. Tal
espalhamento aumenta para trajetérias situadas nas proximidades do solenéide AB.

b) No caso relativistico, em (3 + 1)-dimensées, os CS sdo construidos em varidveis de plano-
nulo, onde a evolugao é parametrizada pelo tempo de plano-nulo z_. Tais CS dependentes do tempo
satisfazem todas as propriedades associadas aos CS discutidos no (item a).

3.6 Apéndice A

Neste apendice apresentaremos algumas propriedades da funcao de Laguerre. A funcao de Laguerre
I, € definida por

I'l1+n) exp(—z/2)
F1+m)T(1+n—m)

Iym(x) = 2 MRO(—m,n —m + 1;7)

Neste caso, ®(a,b, ;) é a fungao hipergeométrica confluente em uma defini¢ao padrao. Seja m
um nimero inteiro nao-positivo; entao a funcao de Laguerre estd relacionada com os polindémios de
Laguerre L () por

m)!
Liam === —x/2)a? L
ren(®) =\ Ty O (/25 L (),
onde
La o 1 —a i m—+ao
m(x)—mexp(iﬁ dx—m[exp(—l’)$ ]

Fazendo uso das propriedades da fungao hypergeometrica confluente, é possivel obter as seguintes
relagoes para as funcoes de Laguerre:

dlnm
2v/x(n+ D) lppim(x) = (n—m+x) L, m(x) — 2z y .
T
dl,,
2vx(m+ 1)1, i (z) = (n—m — )1, (2) + Zx—d —
x
d]nm
2vnxl, 1 m(x) = (n—m+x)L, m(x) + 2xd—’,
T
dlym
2vVmal, pmo1(x) = (n —m —x) 1L, m(z) — Qxd—gé.

Fazendo uso das propriedades da funcao hipergeometrica confluente, é possivel obter a represen-
tacao

P(1+n) exp(z/2)
F'l+m)I'(n—m+1)

Lym(x) = RO+ 1,n+1—m; —x)



bem como a relagao

[n,m(x) = (_1>nimIm,n(w)a

onde n —m é um inteiro.
As fungoes I, 1q.m(x) satisfazem a condigao de ortogonalidade,

/ In—&-a,n(x)lm—&—a,m(m)dm = 5n,m
0

a quais sao provenientes das propriedades correspondentes dos polindmios de Laguerre. O con-
junto da funcoes de Laguerre
Lvon(z), n=0,1,2,..., aa > —1

¢ um conjunto completo no espaco de funcgoes do tipo quadrado-integravel sobre o semieixo
positivo (z > 0),
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