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Resumo

Nesta tese de doutorado apresentamos um estudo sobre o comportamento
de diversos sistemas irreversiveis, caracterizados pela existéncia de estados
absorventes, através de abordagens distintas. Utilizamos aproximacoes de
campo médio dinamico, simulagoes numéricas usuais, mudancga de ensemble
e expansao em série. Além disso, mostramos numa parte deste trabalho que
a abordagem proposta para o estudo de sistemas irreversiveis no ensemble
em que o nimero de particulas é constante também pode ser estendida para
sistemas em equilibrio termodinamico, descrito pela distribui¢ao de probabili-
dades de Gibbs. Finalmente mostramos problemas em aberto para trabalhos

futuros.






Abstract

In this PHD thesis, we have presented a study about several nonequili-
brium systems with absorbing states by means of different approaches, such
as mean-field analysis, usual numerical simulations, analysis in another en-
semble and perturbative series expansions. In a specific part of this thesis,
we have shown that the approach proposed here for describing nonequili-
brium systems in the constant particle number ensemble can also be used to
caracterize equilibrium systems, described by Gibbs probability distribution.

Finally, we have shown open problems for future researchs.
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Capitulo 1
Introducao

A aleatoriedade encontrada em diversos fenomenos da natureza é algo bas-
tante comum no nosso cotidiano. Quem nunca reparou, por exemplo, quando
duas folhas de uma arvore partindo praticamente de um mesmo ponto, atin-
gem o solo em pontos distintos, mesmo com pouco vento? Na auséncia
completa de vento e de outras forcas dissipativas, a folha cai com a mesma
velocidade de um corpo pesado, cujo deslocamento é proporcional a 1/2gt2.
Embora este exemplo seja bastante comun no nosso cotidiano, na grande
maioria das vezes, nao somos capazes de formular os fenomenos a partir
de métodos de primeiros principios, pois em geral, os detalhes sobre suas

interagoes microscopicas sao desconhecidos por nés.

Em geral, retemos os detalhes mais simples da dinamica, enquanto to-
dos os fatores, eventualmente fora de alcance desta descricao, sao postos
em termos de variaveis aleatorias associadas a uma determinada distribuicao
de probabilidades. Uma completa descricao de um processo estocéstico ! é
feita se conhecermos sua distribuicao de probabilidades. Isso nos permite
determinar a probabilidade de encontrar um determinado estado (ou confi-

guracao) do sistema num determinado instante de tempo ¢. Para sistemas em

IProcesso estocéstico é o nome dado a todo sistema governado por regras de evolugao

probabilisticas, ou seja, que nao sao deterministicas.
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equilibrio termodinamico, a probabilidade de uma configuracao o do sistema
obedece a distribuicao de probabilidades de Gibbs P., ~ exp[—(GH(0)], onde
a Hamiltoniana H(o) descreve as interag¢oes microscopicas contidas no mo-
delo. Embora sistemas em equilibrio termodinamico tenham sua distribuicao
de probabilidade conhecida, a maioria dos sistemas ainda nao possuem uma
solucao exata. Isso acontece porque ao calcularmos o valor esperado de uma
determinada fungao de estado precisamos somar sobre todas as configuragoes
microscopicas do sistema e isso em geral nao é possivel para sistemas intera-
gentes. Um exemplo tipico que ilustra isto é o modelo de Ising bidimensional
na presenca de um campo magnético H, que embora seja um modelo bas-
tante simples e que tenha sido estudado nos 1dltimos anos através de diversas

técnicas, ele ainda nao possui uma solugao exata.

Um dos segmentos mais importantes na mecanica estatistica sao as transicoes
de fase e o comportamento critico da matéria [1, 2]. Transigoes de fase ocor-
rem numa grande variedade de sistemas, dentre eles, fluidos simples, siste-
mas magnéticos, ferroelétricos, cristais liquidos e outros. Nas vizinhancas do
ponto critico, o valor que caracteriza a transicao de fase de segunda ordem,
divergéncias de determinadas propriedades termodinamicas passam a acon-
tecer. Verifica-se que muitas vezes sistemas aparentemente distintos apresen-
tam os mesmos expoentes criticos. Isso decorre do fato de que os expoentes
criticos nao dependem dos detalhes das interagoes microscopicas de cada sis-
tema, mas sim de ingredientes mais genéricos, como simetrias do parametro
de ordem, dimensionalidade do sistema, alcance das interagoes, auséncia de
simetrias adicionais e etc. Isto nos permite categorizar as transigcoes de fase
continuas em termos dos seus expoentes criticos, definindo assim as classes

de universalidade.

Uma outra classe de transicoes de fase também largamente observadas na
natureza sao as transicoes de primeira ordem. Neste caso, duas ou mais fases
coexistem na transicao. Sua principal caracteristica é o fato do parametro

de ordem apresentar um salto abrupto ao passar de uma fase para outra.



As caracteristicas das transicoes de fase e do comportamento critico da
matéria sao observados nao somente nos sistemas em equilibrio termodinamico,
mas também em sistemas fora do equilibrio termodinamico [3, 4, 5]. Entre-
tanto, diferentemente da mecanica estatistica de equilibrio, que estd bem
fundamentada em termos dos ensembles de Gibbs, neste caso ainda nao ha
uma teoria fechada para os processos irreversiveis. Nos ultimos anos diversas
abordagens tem sido formuladas para melhor entendé-los [6]. Entre as diver-
sas abordagens, citamos aquelas que descrevem os sistemas fora de equilibrio
através de processos estocasticos markovianos [6, 7]. Genericamente, as pro-
priedades dinamicas dos sistemas fora do equilibrio termodinamicos sao es-
pecificadas por meio de sua equagao mestra associada. Entretanto, como
acontece para os sistemas em equilibrio, sao raros os casos em que podemos

resolve-la exatamente.

Uma classe importante de modelos fora do equilibrio que pode ser estu-
dada dentro da abordagem markoviana é aquela que descreve os sistemas
irreversiveis com estados absorventes. Estados absorventes sao configuracoes
microscopicas no qual sua transicao para outras configuragoes sao proibidas,
embora a transicao de outros estados para ele possa ocorrer. Uma vez que tal
estado é alcancado, o sistema nao pode mais escapar dele. Como esta propri-
edade nao acontece em sistemas em equilibrio termodinamico, sistemas com

estados absorventes sao intrinsecamente irreversiveis.

Os processos irreversiveis também podem ser categorizados em termos de
classes de universalidade. Uma classe de universalidade bastante importante
na mecanica estatistica de nao equilibrio com estados absorventes é a classe
da percolagao direcionada [8]. Ela descreve os sistemas com um tnico estado
absorvente como ¢é o caso do processo de contato [9] e o autémato celular
de Domany-Kinzel [10], modelos com mais de um estado absorvente [11] e
processos com infinitos estados absorventes [12]. Dentre os sistemas com
estados absorventes, provavelmente seu melhor representante seja o processo

de contato (CP). Introduzido por Harris [9], o CP parece ser o modelo mais
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simples que exibe um comportamento critico nao trivial, mesmo em uma
dimensao. No processo de contato, particulas sao criadas de forma catalitica
e destruidas espontaneamente. Apesar de sua simplicidade, o processo de
contato ainda nao apresenta uma solugao exata, mesmo em uma dimensao.
Por esta razao, nos 1ltimos anos ele tem sido estudado por diversas técnicas,
como simulagdes numéricas [4], expansao em série [13], descrigdo continua
através de uma equagao de Langevin [14, 15], grupo de renormalizacao [16]

e outros.

Outro aspecto da mecanica estatistica de nao equilibrio ainda em aberto
¢é o fato de nao estar tao bem fundamentada em termos da teoria de en-
sembles. De acordo com a mecanica estatistica de Gibbs, é possivel estudar
sistemas em quaisquer ensembles, uma vez que no limite termodinamico eles
sao todos equivalentes. A principal caracteristica de um dado ensemble é que
uma quantidade que é constante nele torna-se variavel flutuante num outro
ensemble. A quantidade fixa pode ser tanto uma grandeza extensiva quanto
uma grandeza intensiva. Para processos fora do equilibrio, este procedimento
a priori nao é tao bem estabelecido assim. Geralmente, os sistemas sao es-
tudados no ensemble em que a taxa de criacao de particulas sao mantidas
constantes, denominado de ensemble ordinario. A possibilidade de se estudar
sistemas irreversiveis num outro ensemble foi levantada pela primeira vez por
Ziff e Brosillow [17] quando foi utilizado o ensemble em que a densidade de
particulas é constante para o estudo de transicoes de primeira ordem num
modelo irreversivel de reacao em superficie, o modelo ZGB, definido origi-
nalmente no ensemble em que a taxa de criacao e aniquilagao de particulas é
constante. Tomé e de Oliveira [18] introduziram uma versao para o processo
de contato no ensemble em que o nimero de particulas é constante (CCP),
também chamado de ensemble conservativo. O CCP possui propriedades,
que no limite termodinamico sao idénticas ao processo de contato ordinario,

incluindo grandezas universais e nao universais.

Nesta tese de doutorado apresentamos um estudo sobre sistemas irre-



versiveis descritos por uma equacao mestra utilizando diferentes abordagens,
dentre elas aproximacgoes de campo médio, simulagoes numéricas, expansoes
em série perturbativa. Na primeira parte desta tese, mostramos que quais-
quer processos de reagao e difusao com interagdes de curto alcance [19] podem
ser estudados num outro ensemble, em que o ntimero de particulas é cons-
tante. Exemplificamos esta descricao para diversos processos irreversiveis
com estados absorventes cujos resultados sao conhecidos na literatura. Além
disso, mostramos que essa formulagao também pode ser utilizada para des-
crever sistemas em equilibrio termodinamico, descritos por probabilidades
de Gibbs. Em seguida, desenvolvemos expansoes em série perturbativa para
uma classe de processos irreversiveis com estados absorventes que também fo-
ram estudados no capitulo anterior através de simulagoes numéricas. Mostra-
mos que é possivel obter estimativas muito precisas para o ponto critico desses
modelos. Na terceira parte deste trabalho, apresentamos um estudo para as
versoes “bosonica” e “fermionica” de um sistema bastante simplificado, no
qual as reagoes se restringem a um unico sitio do sistema, sendo que nos de-
mais sitios apenas a difusao entre as particulas ocorre. A motivacao para este
estudo vem do fato de descrigoes tedricas para esses modelos prevéem um con-
junto de expoentes criticos diferentes para as versoes bosonica e fermionica.
No capitulo 6 tracamos as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.
No apéndice A, apresentamos os calculos de campo médio considerando cor-
relagoes de trés sitios para o modelo de criacao por pares de particulas a fim
de verificarmos qualitativamente que uma mudanca na natureza da transicao
de fase ocorre para valores finitos de difusao. No apéndice B, apresentamos
uma formulagao tedrica para justificar o critério do cruzamento entre as iso-
termas de potencial quimico como sendo um bom critério para determinacao
da linha de coexisténcia entre as fases. No apéndice C, apresentamos uma
deducao alternativa para a obtencao das quantidades intensivas com respeito
aos ensembles canonico e microcanonico que foram mostradas inicialmente

no capitulo 3 e finalmente no Apéndice D mostramos os artigos cientificos
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que foram publicados com base nos resultados apresentados nesta tese.



Capitulo 2

Abordagens

2.1 Equacao Mestra

Considere uma variavel estocastica x; que assume valores inteiros e t seja
o instante de tempo que assume valores também inteiros 0, 1, 2,.... Um
processo estocastico é dito markoviano quando o valor da variavel estocastica
num determinado instante de tempo sé depende do seu valor no instante de
tempo anterior. Seja Pyyq(ngy1|no, n1,na, ...,ng) a probabilidade condicional
de que a variavel z; assuma o valor ny.; no instante de tempo t,.; dado
que ela tenha tomado o valor ng no instante ¢y, o valor n; no instante ¢{, o
valor ny no instante ¢»,..., o valor n, no instante t,. Num processo estocastico
essa probabilidade é igual a probabilidade condicional Pyiq(nei1|ne) de que
a varidavel x; assuma o valor ny.; no instante de tempo t, + 1 dado que
ela tenha tomado o valor n, no instante t,. Pode-se mostrar [5], que num
processo markoviano a probabilidade Py, 1(ny.1) de que a varidvel z; tome o

valor n = nyy; no instante ¢, ela é dada por

Py(n) = ZT(n, m)P_1(m), (2.1)
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onde T'(n,m) = Py(ngne—1). Isto nos permite interpretar 7'(n, m) como um

elemento de uma matriz estocastica T', que deve possuir as propriedades
T(n,m) >0, (2.2)
pois T'(n,m) é uma probabilidade condicional e
> T(n,m)=1, (2.3)

pois a soma das probabilidades de transicao de um estado m qualquer para
qualquer estado possivel n deve ser 1. Ou seja, os elementos da matriz T
devem ser nao negativos e a soma dos elementos de uma coluna qualquer
deve ser 1. Vamos supor agora que as transicoes ocorram a cada intervalo de

tempo 7 e que a matriz estocastica seja dada por

T(n,m)=71W(n,m) n #m, (2.4)

T(n,n)=1—7Qn). (2.5)

A segunda equacao pode ser justificada pelo fato de que num intervalo de
tempo 7 muito pequeno a probabilidade de permanecer no mesmo estado
m = n deve ser préoxima de 1. Utilizando a propriedade (2.3) e as equacoes

acima, temos que

Qn) = > W(m,n). (2.6)
(#n)

Substituindo as equagoes (2.4) e (2.5) na equagao (2.1), temos
Pyn)=71 Y W(n,m)Pi(m)+Pri(n)—1 > W(m,n)Pri(n). (2.7)
m(#n) m(#n)

Escrevendo o instante de tempo da seguinte forma (¢ —1)7 = ¢ de modo que

a probabilidade P;(n) possa ser escrita como P(n,t), temos que

n,t) _ (Z ){W(m m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}. (2.8)
m(#n

P(n,t+71)— P(
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Ao tomarmos o limite 7 — 0, temos a seguinte equacao

EP (n,t) = > AW (n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}, (2.9)

dt m(En)
que chamada de equacao mestra. A equacao mestra descreve a evolugao
temporal da probabilidade do sistema estar num estado qualquer num de-
terminado instante. O primeiro termo descreve todas as configuragdes m
que dao origem as configuragoes n e dai o sinal positivo (“termo de ganho”),
enquanto o segundo termo descreve as novas configuracoes m que serao origi-
nadas de n, dai o sinal negativo (“termo de perda ”). Podemos utilizar uma
outra simbologia para as taxas de transi¢ao acima, que evidencia melhor o
carater de “ganho” e de “perda” de cada um dos termos da equagao mestra

e é dada por

Lty = 3 AW P(m, 1) — Wi P(n, 1)}, (2.10)

dt m(n)

2.1.1 Dois exemplos

Vamos considerar dois exemplos de sistemas para exemplificar a aplicabili-
dade da equacao mestra.
Como primeiro exemplo, consideramos um processo zero-dimensional de-

finido pelas reagoes quimicas
0+A—FA+A A+ A-F040. (2.11)

onde k. e k, sao as taxas de criacao e aniquilacao de particulas, respectiva-
mente. Nesse exemplo hé apenas um tipo de particula, que chamamos de A.

A evolucao temporal da probabilidade é dada por

d

EP(n, t)y =Wy 1 nPn—1,t)—-W, 1 P(n, t)+Wyio . P(n+2,8)— W, ., 2 P(n,t),
(2.12)

onde os estados n e m correspondem ao numero de particulas do sistema.

As taxas de criagao e aniquilacao devem ser proporcionais ao numero de
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particulas nele existente de modo que

Wi1m = ke(n — 1), (2.13)

W2 = ken(n — 1), (2.14)

respectivamente, implicando a seguinte equacao mestra

%P(n, t)=ke(n—1)Pn—1,t)+ ky(n+2)(n+ 1)P(n+2,t)+

—(ken + kqn(n — 1)) P(n, t), (2.15)

que é o ponto de partida de uma formulagao continua para a percolacao
direcionada [24, 25, 26].

O segundo exemplo consiste em escrever a equagao mestra para o processo
de contato [9]. O processo de contato usual, introduzido por Harris [9], ¢ um
modelo em que as particulas sao criadas cataliticamente e aniquiladas espon-
taneamente. A cada sitio ¢ da rede é atribuida uma variavel de ocupagao 7;
que toma os valores 1; = 0,1 quando o sitio estiver vazio ou ocupado por
uma particula, respectivamente e multiplas ocupacoes sao proibidas. Con-
forme deduzimos na secao anterior, a evolucao temporal da probabilidade de
ocorréncia da configuracao n = (1,92, ..., i, --.ny) No instante de tempo ¢ é

governada pela equagao mestra

d ,
Pty = > AWy, P, 1) =W, Pn,0)}, (2.16)
n' (#n)

onde V' é o ntimero total de sitios da rede. Consideraremos aqui o caso em
que as transicoes ocorram apenas entre configuracoes que sejam diferentes

apenas pelo estado de um tnico sitio. Escrevemos portanto

14
Wﬁ—ml = ;67717”/16”2’77;...5%1_”;...5nv7n§/wi(n), (217)

! . . . . .
onde 5771 , =0,1 conforme 7; e 7, sejam iguais ou diferentes, respectivamente
1

)

e w;(n) é a taxa de transicao do estado do i-ésimo sitio de n; para 1 — ;.
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Substituindo a expressdo acima na equagao (2.16) temos que

d vV , .
7 P0,1) = > {wi(n) P, 1) — wi(n) P(n, 1)}, (2.18)
i=1

onde ' = (1,72, ... L = 15, ..y ).

Vamos considerar a evolu¢ao temporal da média (f(n)) de uma fungao
f(n) de estado definida por

(f(m) =2_f(mPn.1). (2.19)
1

Multiplicando ambos os lados da equagao acima por f(n) e somando sobre 7

temos que
%Z f(n)P(n,t) = Z; fwi(n')P(n',t) — Z; fmywi(n)P(n,1),
! "o "o (2.20)
que resulta na seguinte equacao
Sy = () — T yws(o), (2.21)

onde fizemos a transformacao n — 7’ na primeira parcela depois da igualdade.
Por simplicidade, vamos considerar o processo de contato unidimensional. A
taxa de transicao nesse caso ¢ dada por

1

wi() = 51 = 10) (i1 + 1) + a1 (2.22)

A equagao de evolugao para f(n) = n; é obtida a partir da expressao (2.21)

e é dada por
d

%@h‘) = ((1 = m3)nig1) — a(m)- (2.23)

Podemos utilizar ainda uma outra formulacao para a equagao acima. A
densidade de particulas p, dada pela média acima pode ser escrita da seguinte
forma (n;) = 2, 7:P(n;) = P(1). Da mesma maneira temos que (1;7;i41) =
PSP NiMiv1P(Mi, miv1) = P(11). Temos entdo a seguinte expressao para
a equagao (2.23)

d
5 P(1) = P(01) — aP(1). (2.24)
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Nao sao muitos os casos em que é possivel resolvermos exatamente a
equacao mestra. O processo de contato ¢ um exemplo disso. Por esta razao,
a necessidade de utilizarmos diferentes abordagens como a aproximacao de
campo medio, simulagdes numéricas, expansoes em série é uma maneira de
contornarmos essa impossibilidade. Nas préximas secoes ilustraremos o uso

dessas técnicas.

2.2 Aproximacao de campo médio dinadmico

Conforme ja mencionamos anteriormente, a possibilidade de encontrarmos
a solucao exata de um determinado problema em fisica é muito pequena.
Uma abordagem muito utilizada em fisica estatistica e que em geral, for-
nece resultados qualitativos razoaveis sao as aproximagoes de campo médio.
Ela consiste em desacoplar todas (ou uma parte) das interagoes contidas no
modelo em questao, de modo que possamos resolvé-lo exatamente. O trun-
camento das correlagoes pode alterar drasticamente a solugao do problema,
e por esta razao os resultados obtidos por meio desta técnica serao errados.
Entretanto, verifica-se que muitas vezes ela fornece resultados que ao menos
do ponto de vista qualitativo concordam com resultados proveniente de ou-
tras técnicas. O titulo “aproximagoes de campo médio dinamico” refere-se
ao fato de desacoplarmos as correlagoes contidas na equagao mestra, que é
uma equacao de evolucao temporal.

A titulo de ilustracao, vamos exemplificar o uso desta técnica na equagao
(2.24). Note que o termo P(01) descreve uma interagao entre um sitio vazio
e seu vizinho ocupado por uma particula. Ao desacoplarmos este termo,

escrevemos P(n;,n;) = P(n;)P(n;), de modo que a equagao (2.24) torna-se

%pu) — P(0)P(1) — aP(1). (2.25)

4 P(1) = 0, implicando que

Quando o sistema alcangar o regime estacionario, -

P(1) e P(0) tenham valores bem definidos que dependerao das constantes «



2.2 Aproximagao de campo médio dinamico 17

de modo que as solugoes para a equagao (2.24) sao

P(1) =0, (2.26)
correspondendo ao estado ausente de particulas (estado absorvente) e

P(0) = «, (2.27)

que corresponde a um estado em que particulas sao criadas e aniquiladas,
denominado de estado ativo. Dessa forma, a densidade de particulas p = (n;)

no estado estaciondrio satisfaz a equacgao
p=1—a. (2.28)

A equacao acima descreve uma transicao de fase entre um estado ativo e

absorvente em a,. = 1, cujo expoente critico associado 3 é dado por
p= (. —a) (2.29)

sendo § = 1. Resultados provenientes de simulagdes numéricas [4] e ex-
pansoes em série perturbativa [13] mostram que uma transicdo de fases
continua entre um estado ativo e absorvente ocorre em «a,. = 0.303228(2)
cujo expoente critico § é dado por B = 0.27649..., o que discorda com os
valores obtidos aqui.

Melhores resultados podem ser obtidos se nao aproximarmos a equacao
(2.24). Como a equagao (2.24) ¢ uma equagao que possui duas varidveis
(P(01) e P(1)), precisamos de uma equagao para a varidvel P(01). Da
mesma forma que escrevemos a equagao mestra para P(1), podemos escrever
a equacao de evolucao temporal para a correlacao de dois sitios ocupados por

uma particula P(11) cuja equagdo em uma dimensao é dada por

%p(u) — P(101) + P(01) — 2aP(11), (2:30)

A varidavel P(01) ¢ obtida simplesmente tomando P(01) = P(1) — P(11).

Note que a equacao acima envolve correlacao de trés sitios. Se quisermos
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escrever uma equagao para P(101), vamos obter uma equagao que envolve
correlacoes de 4 sitios e assim por diante. Dessa forma, temos sempre que
truncar as equacgoes de evolucao numa ordem desejada. Uma aproximacgao
que traz resultados melhores do que a aproximagao de campo médio simples é
a aproximacao de campo médio de pares que consiste em escrever correlacoes

de trés sitios da seguinte forma

P(ni,m5) P (15, k)

P, g, i) — : 2.31
f P() 230
Isso provém do fato que

Se desprezarmos correlagao entre os sitios i e k, de forma que P(n;, n/n;) ~
P(ni/n;)P(nk/n;), obtemos a equacdo (2.31). Assim, na aproximacao de
pares, a evolucao temporal para ¢ = P(11) a equagao (2.30) é dada por

% - % +(p—¢) — 200, (2.33)

As solugoes estacionarias para o sistema de equagoes acima sao

p=6=0, (2.34)

correspondendo ao estado absorvente e

1—2«a
p:

, (2.35)

1 -«
correspondendo ao estado ativo. Em uma dimensao, temos o valor a, = 1/2
para o ponto critico na aproximagcao de pares. Embora o valor de «, obtido
nesta ordem de aproximacao esteja mais préximo do valor o, = 0.303228(2),
o expoente critico # obtido nesta ordem de aproximacao ainda ¢ 1. Pode-se
avancar mais no nivel de aproximagoes, escrevendo por exemplo equagoes de
evolucao para a correlacao de trés ou quatro sitios. Embora o valor do ponto
critico se aproxime mais do valor acima, o expoente critico continuara sendo

1. Existem procedimentos que determinam o ponto critico e seu expoente
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critico através de aproximagoes de n sitios e realizam extrapolacoes para
0 caso em que n — oo, através do método da anomalia coerente [22, 23].
Esses trabalhos [22, 23] mostraram resultados nao triviais para os modelos

considerados.

2.3 Simulacoes Numeéricas

Provavelmente a técnica mais utilizada atualmente na mecanica estatistica se-
jam as simulagoes numéricas. Isso se deve ao fato de que além ser uma técnica
consideravelmente simples, com o avanco dos computadores nos ultimos anos,
ela em geral fornece os melhores resultados numéricos. Além disso, para
modelos com regras de interacoes mais complexas, a utilizacao de técnicas
analiticas torna-se bastante dificil.

Para efeturarmos a simulagao de um determinado sistema fisico, temos
que implementar suas regras de evolugao por meio de um algoritmo. No
caso de sistemas em equilibrio termodinamico, a dinamica utilizada deve nos
levar a distribuicao de probabilidade de Gibbs. Pode-se mostrar [42], que
isso acontece quando a probabilidade de transicao entre duas configuracoes
microscopicas do sistema satisfaz a condigdo de balanceamento (ou balango)

detalhado dada por

Wip—nP(m) = Wp_mP(n). (2.36)

O que deve ser feito entao é construir um algoritmo de forma que a taxa
de transicao entre duas configuragoes m e n quaisquer satisfaca a equacao
acima. H& diversas maneiras de se fazer isso. A maneira mais simples é o
algoritmo de Metropolis [28, 29]. Dada uma configuragao microscépica m, o
algoritmo consiste em aceitar uma nova configuracao n com probabilidade de
transigdo dada por min{1, exp (—SAH)}, onde AH = H(n) — H(m), sendo
H(m) a Hamiltoniana do sistema numa configuragao m qualquer. Para mos-

trarmos que o algoritmo de Metropolis satisfaz a condi¢ao de balanceamento
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detalhado, vamos escrever a equacao (2.36) da seguinte forma

Wyen  P(n)
= ) 2.37
Wyom  P(m) (2:37)
Como P(n) =exp(—0H(n))/Z, o lado direito da equacdo acima é dado por
Wm—m
= exp(=0[H(n) — H(m)]). (2.38)

Vamos supor que a energia total do sistema apds a transicao m — n aumenta.
Isto implica que W,,_.,, = exp(—F[H(n) — H(m)]). Nesse caso, a energia
total apds a transicao reversa n — m deve diminuir ou se manter inalterada.
Portanto, da definicao do algoritmo temos W, _,,, = 1. Substituindo W,,_.,, e
W, —.m na equacao (2.38) a condi¢ao do balanceamento detalhado ¢é satisfeita.
O mesmo pode ser demonstrado para o caso em que a energia total apds a
transicao m — n diminui.

Ha& varios outros algoritmos que nos levam a distribuicao de Gibbs, como
o algoritmo de Kawasaki [55], algoritmos de cluster [58, 59, 60] e outros.
Porém as propriedades estacionarias de equilibrio devem ser iguais.

Geralmente estamos interessados em obter das simulacoes os valores es-
perados das grandezas apropriadas. Na mecanica estatistica de equilibrio, o
valor esperado de uma grandeza (O) é dado por
_ Sy O(n)e 7

> (n} e—BH(n)

O célculo dos valores esperados nas simulacoes numéricas é geralmente

(0) (2.39)

realizado através da amostragem por importancia. Como a probabilidade de
cada configuracao ja estd sendo levada em conta no processo de geracao (por
meio do algoritmo utilizado), a média acima torna-se simplesmente a média
aritmética

M+n

<0>=% > O(my), (2.40)

mi;=n-+1

onde desprezamos as n primeiras configuragoes, pelo fato de estarem cor-
relacionadas com a configuracao inicial. E claro que, quanto maior for M,

melhor serd a estimativa de (O).
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Para sistemas fora do equilibrio, nao ha uma teoria de ensembles genérica,
como acontece com a teoria de equilibrio, de modo que é necessario especi-
ficarmos a dinamica para que o modelo seja definido. Entretanto, é possivel
simularmos um determinado modelo a partir de suas regras de interacao.
Para calcularmos o valor esperado de uma determinada grandeza, podemos
também utilizar a equagao (2.40), que é nada mais do que a soma sobre o
espaco de configuragoes do sistema considerado, cuja distribuicao de proba-
bilidades, embora desconhecida, é gerada por meio das regras de interacao
microscopicas do modelo.

Muitas vezes estamos interessados na determinacao dos expoentes criticos
estaticos, como o expoente (5 que descreve a dependéncia do parametro de

ordem nas proximidades do ponto critico a,
p~ (ac—a), (2.41)

no regime supercritico. Também podemos analisar a “suscetibilidade” x

associada a variancia do parametro de ordem

x =L({p*) = (p)*) ~ (ac — @), (2.42)

onde 7y é seu expoente critico associado. A grandeza y é maneira de medirmos
as flutuacoes existentes no sistema. Em equilibrio ela se identifica com a
derivada do parametro de ordem p com relagao ao campo conjugado a p
Na emergéncia do ponto critico, as divergéncias de determinadas gran-
dezas estao associadas a divergéncia do comprimento de correlacao &, que

obedece o seguinte comportamento
£~ (e — )™, (2.43)

onde v, é seu expoente critico associado.
No caso de sistemas com estados absorventes, os trés expoentes criticos

mencionados acima nao sao independentes e satisfazem a relagao de escala

28+~ =dv,, (2.44)
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onde d é a dimensao espacial do sistema. A existéncia de um estado es-
tacionario ativo para valores pequenos de a ocorre somente no limite ter-
modinamico, pois no caso de sistemas finitos, o unico estado estacionario
é o estado absorvente. Entretanto, no caso de sistemas finitos, um estado
ativo pode sobreviver durante um longo intervalo de tempo. Essas confi-
guragoes sdo denominados estados quasi-estaciondrios [4]. O procedimento
adotado para determinagao do ponto critico e seus expoentes consiste em
estudar sistemas finitos e tomar extrapolacoes apropriadas para o limite ter-
modinamico. O tratamento adequado para isto é desenvolvido pela teoria
de tamanho finito, também conhecida como teoria de escala para sistemas
finitos [4].

2.3.1 Teoria de Escala para sistemas finitos

No caso de sistemas finitos, quando nos aproximamos do ponto critico, o
comprimento de correlacao nao diverge, mas se torna proporcional ao tama-
nho do sistema L. Esta consideracao é o ponto de partida para a construcao
de uma teoria de escala para tamanhos finitos. Utilizando a equagao (2.43)
para um sistema finito, ou seja & ~ L, de modo que A = a, — a ~ L~Y/r,
Utilizando esta relacao podemos expressar a dependéncia do parametro de

ordem com o tamanho do sistema L no ponto critico a,. por
p~ L7PVL (2.45)

Para construirmos uma relacao entre o parametro de ordem, a distancia
ao ponto critico A e o tamanho do sistema, vamos considerar o ansatz que
consiste em considerar o comprimento de correlagao reescalado L/§ ~ LAY:

ou equivalentemente a relacio ALY+, Temos entdo
p~ L7PvLf(ALY ), (2.46)

onde f(x) é uma funcdo homogénea que apresenta o comportamento dado

por f(x) ~ z° quando * — oo, de modo a recuperar a equacdo (2.41) no
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limite termodinamico. Note que quando a = «., recuperamos a equacao
(2.45), evidenciando que o ansatz descrito aqui é razoavel.

No regime supercritico, &« < ., o parametro de ordem apresenta um
valor estacionario nao nulo para L >> £, enquanto no regime subcritico o
parametro de ordem deve se anular exponencialmente. Assim, este método
pode ser utilizado para determinarmos o ponto critico, uma vez que no ponto
critico um grafico log-log de p versus L apresenta um comportamento linear,
enquanto que para a # a., esperamos desvios em relagao a reta.

Um ansatz andlogo pode ser construido para a “suscetibilidade” através
das equagoes abaixo

X ~ L7 g(ALYY:), (2.47)

X ~ LV (2.48)

onde g(x) ~ 77 quando  — oc.

2.3.2 Simulagoes numéricas dependentes do tempo

Para sistemas com estados absorventes, uma ferramenta bastante 1til para
determinacao do ponto critico sao as simulagoes dependentes do tempo. In-
troduzidos por Grassberger e de La Torre [30], este método consiste em estu-
dar a evolugao temporal de determinadas grandezas, como a probabilidade de
sobrevivencia P;, isto é, a probabilidade de que o sistema nao tenha entrado
no estado absorvente no instante de tempo ¢, o ntimero total de particulas
N, e a quantidade R?(t), que mede o espalhamento de particulas do sistema
em relacao a uma semente inicial localizada na origem.

Para entendermos os expoentes criticos que governam cada uma das gran-
dezas acima, recorremos a analise fenomenologica de Grassberger e La Torre
[30]. Uma determinada fun¢ao que dependa da posigao Z, do tempo ¢ e da
distancia ao ponto critico A deve depender somente dessas grandezas através

das quantidades reescaladas Z/t* e At"i. Para a densidade de particulas,
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espera-se a seguinte funcao de escala
p(Z,t) ~ B H (217 ALY, (2.49)

enquanto a probabilidade de sobrevivéncia é esperada apresentar o seguinte
comportamento

P, ~ t70p(AtYM), (2.50)

onde e 7 sao expoentes criticos dinamicos e H e ¢ sao fungoes de escala
universais. No estado estacionario ativo, espera-se que esta quantidade escale

. /
com um determinado expoente 3

P,(00) ~ AP . (2.51)

Comparando a expressao acima com aquela proveniente da equacao (2.50),
cuja funcio univeral ¢(z) ~ 21, temos que 3 = Sy

Outra grandeza que podemos estudar é o decaimento temporal da densi-

dade do sistema, partindo de uma rede totalmente preenchida por particulas

! Neste caso, a densidade de particulas deve obedecer a seguinte relacao
p(t) = DAL/, (2.52)

onde 0 é o seu expoente critico associado e ¢ é uma funcao universal dada

%1 No estado ativo num instante de tempo suficientemente

por &(z) = x
grande, t — 00, a densidade do sistema apresenta um valor estacionario dado
por p(oc) ~ Al

Comparando a expressdo acima com a equagao (2.41), temos que 0 =
By

Embora os expoentes ( e [ coincidam para o processo de contato, para
outros sistemas eles podem nao coincidir. Um exemplo que ilustra isso é para

alguns sistemas com infinitos estados absorventes.

IPara processos com infinitos estados absorventes e um parametro nao difusivo conser-
vado, esta configuracao inicial ndo é adequada. Deve-se utilizar outra configuracao inicial,

por exemplo, uma distribuigao aleatéria de particulas sobre a rede.
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O ntimero total de particulas N(t) e a grandeza R*(t) sao definidas da

seguinte forma

N(t) = / diEp(T, 1), (2.53)

R(t) = e = [ d'Eip(a. o). (2.54)

Substituindo a equagao (2.49) nas integrais acima e usando a mudanca de
variavel apropriada @ = Tt~%, o comportamento das grandezas dinamicas no

ponto critico é dado por
Na(t) ~ 17, (2.55)

R (t) ~ 1. (2.56)

Os expoentes criticos acima nao sao totalmente independentes entre si e

obedecem a relagao de hiperescala:
2604+ 0) +2n=d=. (2.57)

Para o calculo computacional destas grandezas adota-se o seguinte proce-
dimento. Escolhemos uma rede de tamanho suficientemente grande de modo
que as particulas ndo alcancem as bordas (isso simula um sistema infinito).
Colocamos uma particula no centro da rede e efetuamos a simulacao a partir
do “instante de tempo” ¢t = 0 até um tempo maximo t,,,.. Este procedi-
mento deve ser repetido n vezes, pois eventualmente o sistema pode atingir
o estado absorvente mesmo para valores do parametro de controle que carac-
terize uma fase ativa. Dessa forma, calculamos essas grandezas a partir das

equacoes abaixo
1 n
Na(t) = — > Ni(0), (2.58)
i=1

onde N;(t) é o nimero total médio de particulas do sistema a cada instante

de tempo t e
1 MNsur

SR, (2.59)

Nsur ;71

R*(t) =
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onde R(t) = & ny(x; — 1,)? é a distancia entre as particulas localizadas

nos sitios 7 e a origem do sistema. A somatdéria é efetuada apenas sobre as
Ny corridas que nao alcancaram o estado absorvente no instante de tempo
t.

Finalizando, vale a pena ressaltar que os comprimentos de correlagao
espacial §; e temporal | estao relacionados com os expoentes criticos v e

V|| através das expressoes

€L~ AT (2.60)

g~ AL (2.61)

2.4 Expansao em série

A técnica da expansao em série tem uma grande tradicdo na mecanica es-
tatistica de equilibrio [31]. Nos tltimos anos, ela também tem sido estendida
o estudo de sistemas fora do equilibrio [32]. No caso de sistemas descritos
por uma hamiltoniana, o procedimento em geral feito para a realizacao das
expansoes em série consiste em expandir a fungao de particao do sistema.
No caso dos sistemas com estados absorventes, o ponto de partida é sua
equacao mestra associada. Existem diferentes tipos de expansoes em série,
dentre elas a expansao em série temporal e a expansao em série perturba-
tiva e analogamente ao caso de equilibrio onde pode-se fazer expansoes de
altas e baixas temperaturas, o problema dos sistemas fora do equilibrio con-
templa as expansoes subcriticas e supercriticas. A seguir, mostraremos o
desenvolvimento das expressoes que nos permitem obter o vetor probabili-
dade estacionario perturbativamente a partir do vetor probabilidade inicial
F.

Uma vez que somente os valores de m diferentes de n contribuem para

a equacao mestra (2.9), podemos definir o elemento de matriz W(n,n) de
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acordo com a nossa conveniéncia. Ele sera defindo de tal forma que

> W(m,n) =0, (2.62)
implicando que
W(n,n)=— > W(m,n). (2.63)
m(#n)

A equagao (2.62) estabelece que a soma dos elementos de qualquer coluna
¢ nula. Note que agora todos os elementos da matriz quadrada W estao
definidos. A matriz W, denominada matriz de evolugao, possui as seguintes

propriedades:

e Os elementos da diagonal principal devem ser sempre negativos ou nu-

los;

e qualquer elemento fora da diagonal é igual ou maior a zero, ou seja,

W(n,m) > 0sen #m;
e a soma dos elementos de uma coluna é nula.

Substituindo a relacao acima na equagao (2.9), temos que

% P(n,t) = 3" W (n,m)P(m,1). (2.64)

Dessa forma, vemos que as taxas de transicao de uma configuracao m para
uma configuracao n podem ser interpretadas como o elemento de uma matriz
de evolugao W quadrada, sendo P(n,t) o n-ésimo elemento de uma matriz
coluna P (ou um vetor).

Dado o operador de evolucao W, desejamos calcular seu vetor estacionario

P que é a solugao da equagao mestra (2.64) dada por
WP =0. (2.65)

Para tratarmos o problema perturbativamente, decompomos a taxa W em

duas partes. Uma primeira parte nao interagente, denominada Wy, tem seu
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conjunto de autovalores e autovetores completamente determinados, e a outra
parte V', que descreve a interacao do sistema serd tratada perturbativamente

[5]. Temos entao, a seguinte decomposicao do operador W
W =Wy + AV, (2.66)

Como W, pode ser resolvida exatamente, seu conjunto de autovetores a di-
reita {|¢,)} e & esquerda {{¢,|} com autovalor A, sdo completamente deter-

minados e satisfazem as equacoes

(0n|Wo = (dn|As- (2.68)

Além disso, temos as seguintes propriedades

sendo I é a matriz identidade.
Admitindo que P pode ser desenvolvido em série de poténcias de A, ou
seja,
P=Py+ AP+ NP+ NP3+ .., (2.70)

e substituindo a decomposi¢ao acima na condicao estacionaria tendo em vista

a equacao (2.66), temos que
(Wo + AV)(Py + AP, + NPy + NPy +...) = 0. (2.71)

Como os coeficientes das diversas poténcias de A devem se anular, podemos
concluir que
WoPy = =V Py, (>1. (2.72)

E importante notar que o autovetor a direita |¢g) é o vetor estaciondrio
Py do operador W,. Uma vez que a condicao estaciondria para o operador

nao perturbado Wy estabelece que WyFy = 0 e da equacao de autovalores,
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temos que Wy|¢pg) = 0, a afirmacgao acima fica demonstrada. Ja o autovetor a
esquerda (| identifica-se com o vetor referéncia €2, cujos elementos sdo todos
iguais a um, isto é Q(n) = 1. Para verificarmos, vamos tomar o elemento de
matriz (QWy),, obtido pelo produto matricial do vetor referéncia {2 por uma

coluna n da matriz W,, dado por

e portanto QWy = 0. A relacdo (2.72) estabelece que a soma dos elementos
de uma linha da matriz Wy é zero. Isso é satisfeito se todos os elementos de
Q2 forem iguais a 1. Assim, €2 é autovetor a esquerda de Wy com autovalor 0.

Multiplicando ambos os membros da equagao (2.70) por €2 e levando em
conta que QP = {¢g|do) = 1, obtemos mais uma propriedade que serd usada
posteriormente

QP, =0 0 #0, (2.74)

e também usamos QP = 1, pois QP(t) = >, Qn)P(n,t) =X, P(n,t) = 1.

Definimos a matriz R dada por

1

R= > |on)5! (2.75)
n(#0) "
Ela possui a seguinte propriedade
RWy = WoR = I — |¢o)(do| = I — P, (2.76)

onde a parcela associada ao estado estacionario (n = 0) é excluido.
Multiplicando ambos os membros de (2.72) por R e utilizando a proprie-

dade acima temos finalmente
P,=—RVP,_,, (2.77)

onde também utilizamos a propriedade (2.74). Note que a equagdo acima

nos permite obter o vetor P, a partir do seu anterior P,_;, de forma, que se
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aplicarmos isto recorrentemente, podemos obter P a partir de Fy por meio
da relagao

P= P0+Z —ARV)'P,. (2.78)
/=1

E claro que se obtivermos a expansao completa do vetor probabilidade, o pro-
blema esta completamente resolvido. Entretanto, em geral sé conseguimos
determinar um numero finito de termos para a série. A equagao acima serd
o ponto de partida para desenvolvermos as expansoes em série subcriticas
nesta tese. A denominacao subcritica vém do fato de estarmos tratando o
operador W, exatamente, onde o estado absorvente é alcancado no limite de
tempos infinitos.

Um outro tipo de expansao perturbativa sao as expansoes em série su-
percriticas [13]. Elas consistem em tratar perturbativamente o termo Wj
e portanto nao podem ser obtidas da equagao (2.77). Como o operador V/
gera vetores que nunca alcancam o estado absorvente, para pequenos valores
de o estamos sempre na fase ativa, justificando dessa forma, a denominagao
supercritica.

Para descrevée-las, é necessario primeiramente considerarmos a transfor-

mada de Laplace |¥(s)) do vetor estado |¥(t)) dada por

0 (s)) = /O T e (1)) dt = /0 e G (0 d (2.79)

Integrando a equacgao acima, temos que

|W(s)) = (sI — W) HE(0)). (2.80)

O que desejamos determinar sempre é a expansao para o vetor probabilidade

dependente do tempo |¥(¢)) quando ¢t — oco. Para isso, considere a expressao
S| (s)) = / se=SH | W(1))dt. (2.81)
0
Efetuarmos a integracao acima por partes, temos que

~ 4 / Ye *dt,

S0 (s) = —[w())e
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— 1W(0)) + /0 h %\\If(t»e‘“dt. (2.82)

Tomando o limite s — 0, temos que a integracao acima ¢ dada por
. = )
limg_os|W(s)) = |¥(0)) +/O %|\I/(t))dt = |¥(00)). (2.83)

Portanto, o vetor probabilidade dependente do tempo no instante t = oo é
obtido tomando o limite s — 0 na equagao (2.80). A expansao supercritica
¢ gerada quando escrevemos

Escrevendo a equagao (2.80) em termos de V' e Wy, temos

~ 1

(W (s)) = mllﬂ(o)% (2.84)

onde T'= s—V ¢ |¥(0)) denota o vetor |¥(¢)) no instante ¢t = 0. Assumindo
que o vetor |U(s)) possa ser expandido em séries de poténcia de a, temos
que,

1T(s)) = [Wo) + a|Ty) + ®|Ty) + ..., (2.85)

e comparando com cada termo proveniente da expansao da equagao (2.84),

temos
1) = (s — V) w(0), (2.56)
e
(W) = (s = V)" WolUpoy), (2.87)
onde |¥(0)) = |e) é a configuracao inicial com uma unica particula para

o processo de contato. Calculando a expressao (2.87) recursivamente e em
seguida tomando o limite s — 0, obtemos cada um dos termos da série
supercritica.

Em analogia as expansoes supercriticas acima, expansoes subcriticas po-
dem ser geradas a partir da transformada de Laplace do vetor estado. Neste
caso, o operador T é dado por T' = s — Wy e expandimos o operador inte-
ragente V' perturbativamente em poténcias de A [13]. Nessas condigoes, o

termo de ordem zero e um termo de ordem ¢ da expansao da transformada
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de Laplace do vetor estado |U(t)) em série de poténcias de A sdo dados por

[Po) = (s — Wo)~'|¥(0)), (2.88)

W) = (s — Wo) 'V I[T,_y), (2.89)

Mostraremos mais adiante, que um tipo de expansao subcritica desenvolvida
nesta tese apresenta uma relacao direta com a transformada de Laplace do

vetor estado.

2.5 Formulacao continua para sistemas irre-

versiveis

Conforme mencionamos anteriormente, é muito dificil formular modelos que
descrevam os fenomenos a partir de métodos de primeiros principios, pois
em geral, os detalhes das dinamicas microscépicas sao desconhecidos. Entre-
tanto, da mesma maneira que acontece na mecanica estatistica de equilibrio,
observa-se que diversos sistemas irreversiveis apresentam um mesmo conjunto
de expoentes criticos. Isso nos permite supor que as classes de universalida-
des possam ser estabelecidas através de formulagoes mais gerais, que conte-
nham apenas os ingredientes essenciais para fornecer um determinado com-
portamento critico. Neste espirito, as regras de interagao microscépicas mais
relevantes de um determinado modelo sao repassadas por um conjunto de
equacgoes diferenciais parciais estocasticas que descrevem o comportamento
de um conjunto de densidades do sistema. Além disso, equagoes diferenciais
estocasticas tém sido propostas como candidatas a formulagao em teoria de
campos de diversos problemas em Fisica. Em alguns casos, essas equacoes po-
dem ser obtidas de maneira rigorosa. Em outros casos, no entanto, os termos
sao propostos fenomenologicamente, por exemplo, com base nas operagoes

de simetria do problema.
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Embora esta abordagem nao tenha sido usada ao longo desta tese, a
Titulo de ilustracao vamos mostrar a deducao da equacao diferencial es-
tocdstica que corresponde a descrigao continua do processo de contato [33,
24].

Introduzindo a funcao geratriz dada por
G(s,t)=>_s"P(n,t), (2.90)
n=0

de modo que a equagao mestra (2.15) seja escrita como

0G(s,t)
ot

0?G (s, t)

0?G (s, t)
0s? ‘

0s?

= ko(1 — 5%) + k(s* — ) (2.91)

Expandindo a probabilidade P(n,t) em termos de fung¢oes de Poisson [7],

temos que

Pnt)= [ daanex+(_a) Fla,b), (2.92)

onde f(a,t) é uma funcao qualquer, de modo que a equacao (2.91) torna-se

/da expla(s — )]0y f(a,t) = —ka/daan(a, t)[02 4 20,] expla(s — 1)]+

Tk, / doof (v, )]0 + 9] expla(s — 1)], (2.93)
onde ¢é facil mostrar que G(s,t) = [daf(a,t)expla(s —1)] e 9 = aan? é
a expressao para a derivada parcial que foi modificada, por simplicidade.

Integrando a equacao acima por partes e assumindo que os termos de fronteira

nao contribuem para a integral, temos a seguinte igualdade
Ouf(a,t) = ko[200 — O2](@ f(a, 1)) + ke[0F — Bal(af(ast)), (2.94)

que é uma equacao de Fokker-Planck, cuja equacao de Langevin associada
[34] é dada por

Dau(t) = (keaw — 2ka0®) + V2(koor — ko) (1), (2.95)
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interpretada na definicao de It6 2. Se a equacao acima, fosse interpretada na

defini¢do de Stratonovich, teriamos a seguinte equacao
ra(t) = (koo — 2kq0® +1/4) + V2(kear — ko) 2n(t). (2.96)

Entretanto agora, a solucao a = 0 nao é mais absorvente e isto nao corres-
ponde a situacao fisica dos problemas pertencentes a classe da percolagao
direcionada. Note que o fator que multiplica o ruido 7(t) é positivo no in-
tervalo a € )0, k./k,[ e se anula nos limites do intervalo. Verifica-se [24],
entretanto, que a transformacao de Poisson é bem definida somente no in-
tervalo [0, k./k,]. Além disso, pode-se mostrar através do grupo de renorma-
lizagao que o termo proporcional a k, do coeficiente do termo de ruido n(t) é

irrelevante, de modo que a equacao acima pode ser escrita da seguinte forma

Aup(t) = ap(t) — bp(t)? + /on(t). (2.97)

Quando acrescentamos a difusao a equagao acima, cujo termo é proporcional

a DV?p(z,t), obtemos finalmente a equagao

oip(z,t) = ap(x,t) — bp(x,t)* + DV?p(x,t) + e/ p(x, )n(z,t),  (2.98)

onde a = k., b = 2k,, ¢ = V/2k.. A equacio acima é a equacdo de Langevin
para a teoria de campos de Regge (RFT), que descreve a classe de universali-

dade da percolagao direcionada. O termo n(x,t) é um ruido branco gaussiano

2Para ilustrarmos cada uma das definicoes, considere a equacdo de Langevin fl—f =
q(z,t) + g(z,t)é(t), onde &(t) é o termo de ruido. A solugdo da equ¢do acima e de ou-
tras equagoes diferenciais estocasticas sujeitas & um ruido multiplicativo podem apresentar
ambiguidades matematicas, resultando em fungoes que nao sao continuas no tempo. Este
problema pode ser contornado utilizando uma defini¢do conveniente do ruido. As prin-
cipais interpretagoes sdo a de It6 e Stratonovich. Definindo um ruido branco como um
processo markoviano, gaussiano cuja média e correlagdo sdo dadas por (£, (t)) = 0 e
(&w(t1)&w(ta)) = 6(t1 — t2) e podem ser consideradas como a derivada de um processo de
Wiener através da expressao &, (t) = dvgt(t). Considere agora a integral j;Hh dsg(x(s))uw-
Na definigdo de Itd, no limite h — 0 ela é dada por g(z(t))[W (¢t + h) — W(t)], enquanto

na de Stratonovich ela é dada por w [W(t+h) —W(t)].
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que obedece a relagao
((z, t)n(z 1)) ~6(x —z)o(t —1t). (2.99)

O ruido desempenha um papel central no estudo da equagao acima, uma vez
que, na sua auséncia, esta equivale a uma equacao de campo médio, cujo
comportamento critico é trivial (5 = 1). Além disso, como o termo de ruido
¢é proporcional a raiz quadrada da densidade, a solucao p = 0 é absorvente,
pois tanto a parte deteministica quanto a parte estocastica da equagao acima
sao nulas e o sistema “fica preso” nesta solucgao.

Outras classes de problemas em Fisica podem ser também descritas por
meio de formulagoes continuas [35]. Por exemplo, sistemas que apresentam

transicoes de fase do tipo Ising sao descritos pela equacao
atp('rv t) = —Clp(l’, t) - bp(l’, t)g + szp(l’, t) + cn(m, t)? (2100)

onde o termo cubico impoe a simetria “up-down”. Outra equacao diferencial
estocédstica que tem sido muito estudada em Fisica é equacao de Langevin

de ruido multiplicativo (multiplicative noise) dada por
atp(xa t) = —&p(.T, t) - b,o(x, t)2 + DV2p(x, t) + Cp(x, t)n(% t) (2101)

Ela descreve o comportamento de varios sistemas fisicos, dentre eles polimeros
direcionados num meio aleatério, transicoes de fase em sistemas de cresci-
mento em interfaces (deppining transitions), fenomenos de molhamento de
superficies (wetting phase transitions) e outros. Estes sistemas nao perten-
cem a classe de universalidade da percolacao direcionada e sao relacionados
com a classe de universalidade KPZ [36].

H& ainda outras equagoes de Langevin, como aquelas que descrevem o
comportamento de modelos para pilhas de areia, que possuem infinitos es-
tados absorventes. Neste caso, temos duas equagoes diferenciais estocasticas

acopladas.
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Capitulo 3

Equivaléncia de ensembles para

processos estocasticos

De acordo com a mecanica estatistica de equilibrio, ou mecanica estatistica de
Gibbs, podemos utilizar ensembles distintos para determinar as propriedades
termodinamicas de um sistema em equilibrio, pois eles sao completamente
equivalentes no limite termodinamico. Por exemplo, se considerarmos o en-
semble canoénico (ou ensemble TV, N), em que a temperatura, volume e
numero total de particulas sao constantes, podemos passar para o ensem-
ble grande-canénico (ou ensemble T,V 1), onde a temperatura, volume e

potencial quimico sao mantidos constantes.

Por outro lado, para sistemas fora do equilibrio, nao existe um procedi-
mento analogo. A possibilidade de estudar sistemas irreversiveis num outro
ensemble foi levantada pela primeira vez por Ziff e Brosilow [17], quando
foi utilizado o ensemble em que a densidade é constante para o estudo de
transicoes de primeira ordem de um modelo irreversivel de reacao em su-
perficie [11], batizado de modelo ZGB, em homenagem aos seus criadores
Ziff, Gulari e Barshad. Esse modelo é definido originalmente no ensemble
em que a taxa é constante. Tomé e de Oliveira, introduziram o processo

de contato [9] no ensemble em que o ntimero de particulas é constante [18],
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denominado de processo de contato conservativo (CCP). No CCP, particulas
isoladas saltam para sitios vazios vizinhos de pelo menos uma particula, de-
nominados de sitios ativos. Essa dinamica de salto compreende os dois me-
canismos de interacao que caracterizam a dinamica do processo de contato,
que é a criacao catalitica de particulas e a aniquilacao de particulas isoladas.
O CCP possui “propriedades termodinamicas” que sao idénticas aquelas ob-
tidas para o processo de contato usual, incluindo grandezas universais, como
expoentes criticos, e grandezas nao universais como o parametro critico. Hi-
lhorst e F. van Wijland [37] demonstraram que o CCP e o processo de contato
usual sdo equivalentes no limite termodinamico e de Oliveira [38] demonstrou
que uma classe de processos estocasticos definida nos ensembles ordinério e
conservativo sao equivalentes no limite termodinamico. Finalmente, Fiore e
de Oliveira [19] estenderam esta prova para qualquer processo estocastico de

criacao-aniquilacao de particulas.

A proposta deste capitulo é mostrar que os processos fora do equilibrio
também podem ser estudados num outro ensemble, aquele em que o nimero
de particulas é constante. Faremos uma demonstracao da equivaléncia entre
os ensembles para um processo estocastico qualquer. Mostraremos ao longo
deste capitulo algumas vantagens do ensemble em que o ntimero de particulas
é constante, por exemplo, a auséncia de um estado absorvente para o processo
de contato. Outra vantagem em relacao ao ensemble ordinario ocorre quando
se deseja estudar transi¢oes de primeira ordem. Uma vez que transicoes de
um estado absorvente para qualquer configuracao sao proibidas, nao pode-
mos utilizar aqui ferramentas utilizadas na mecanica estatistica de equilibrio,
por exemplo, o método de histerese. Por outro lado, no ensemble em que o
nimero de particulas é constante, podemos determinar a linha de coexisténcia
de fases. Como exemplos desta abordagem, consideraremos alguns processos
estocasticos com estados absorventes que foram bastante estudados na lite-

ratura. Os métodos propostos nesta tese para caracterizacao de transigoes
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de primeira ordem em sistemas com estados absorventes estao descritos num
trabalho feito por mim [20].

Por fim, mostraremos que essa abordagem também pode ser utilizada para
quando se deseja calcular quantidades intensivas para sistemas em equilibrio
termodinamico, descrito pela distribuigdo de probabilidades de Gibbs [38].
Consideraremos dois ensembles que conservam o nimero total de particulas:
o ensemble canonico e microcanonico. Como exemplo de modelos que serao
estudados, destacamos o modelo de gas de rede [40, 41] e 0o modelo de gas de
rede de duas espécies com buracos. O presente estudo estd reportado num
artigo feito por mim, em colaboracao com Vera B. Henriques, do Instituto
de Fisica da USP [21]. Além de um estudo no ensemble canoénico, apresen-
taremos um verdadeiro algoritmo microcanonico, no qual a energia total e o
nimero total de particulas sao estritamente conservados. Ressaltamos que,
embora nos tultimos anos diversos trabalhos [42] tém propostos algoritmos
microcanonicos, nenhum destes conservam a energia total e o niimero total

de particulas.

3.1 Ensemble em que a taxa é constante

Seja n; a variavel de ocupacgao de um sitio ¢ de uma rede d—dimensional,
que toma os valores 7; = 0,1 quando o sitio ¢ estiver vazio ou ocupado por
uma particula respectivamente. A probabilidade de uma dada configuracao

n = (1, M2y s Wiy .-, M) do sistema é governada pela equacao mestra

G700 = S PO 1) = ()P} (3.1)

onde n* = (n1,m2, .., 1 — Wi, ..., ny) € V é o nimero total de sitios do sis-
tema. Vamos considerar processos estocasticos compostos de dois subpro-
cessos: aniquilagao de um cluster de ¢ particulas com taxa de transicao
wi(n) = k.wf(n) e criacdo catalitica de uma particula (0 — 1) com taxa

de transigao wf(n) = kwf(n). A taxa de transigdo w§(n) é a probabilidade
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por unidade de tempo de que uma particula seja criada no sitio 7, enquanto
que a taxa de transigdo wf(n) é a probabilidade por unidade de tempo de
que um cluster de ¢ particulas seja aniquilado. Dessa forma, a taxa total de

transicao w;(n) é dada por
wi(n) = kew; (n) + kawi' (1), (3.2)

onde wf(n) e wf(n) sao quantidades que variam de modelo para modelo e
dependem da configuracao local de particulas (por exemplo, para processos
que criam e aniquilam uma particula, wf(n) =1 —n; e w¥(n) = n;), enquanto
as quantidades k. e k, sao taxas de criagao e aniquilacao e nos fornecem o
peso de cada subprocesso acima, de forma que a equacao mestra acima é

dada por
S P, t) = ke (0N PO D) — S POLDY (33)

o S (1) PO 1) = wf ()P, )

E importante mencionarmos que os processos de criagao e aniquilagao sao
mutuamente excludentes, ou seja, se um sitio estiver ocupado (1; = 1), so-
mente o processo de aniquilacao poderda ocorrer, enquanto que se o sitio
estiver vazio (1; = 0), somente ocorre criagao de particulas.

E conveniente escrevermos a equagao mestra em termos de funcoes de

correlagao. Seja uma funcdo de estado qualquer f4(n) definida por

fa(n) =TT (3.4)

i€A
onde o produto denota os sitios pertencentes ao aglomerado A. Substituindo

a expressao acima na equagao mestra (3.3), e lembrando que a média de uma

funcao qualquer ¢é definida por (f(n)) = >, f(n)P(n,t), temos que

CUam) = ke XU — Fal))ek ) (3.5)

1€A

+ kY ({Fa(n™) = fa(n)}wiy(n)-

i€A
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onde a soma acima se estende sobre os sitios pertencentes ao aglomerado A e,

para tornar mais clara a demonstragao, estamos substituindo a nomenclatura

a
(2

wi'(n) por wi,(n) para enfatizar que ¢ particulas sdo aniquiladas.

Como os subprocessos de criagao e aniquilagao sao mutuamente exclusi-

vos, podemos utilizar a relagao trivial n;(1 — ;) = 0 para mostrar que

fa(mwi(n) =0, se 1€ A, (3.6)

fa(n™)wio(n) = 0, (3.7)
para qualquer sitio 7 pertencente ao aglomerado A. Dessa forma

%(fA(U» = ke Y _(fam)win)) = ka D (falm)wie(n)). (3.8)

i€A 1leA

Como caso particular, consideramos a funcao de estado densidade de particulas

fa(n) = n;. Nesse caso, a equagao (3.5) torna-se

d

72 1) = ke(wi(m)) — Cra(wl(m)), (3.9)

sendo que no estado estacionario temos
ke(wi(n)) = Cha(wie(n))- (3.10)

Para o caso de sistemas que aniquilam pares de particulas, ¢ = 2, a

equacao (3.8) satisfaz a relacao

L) = ke S al i) — ke 3 (falnafia(m). (31)

icA ii+1€A

a —  a : : £ 0.
onde wi,;, 1(n) = wiy(n) e no regime estaciondrio:

ke(wi(n)) = 2ka(wii1(n)). (3.12)
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3.2 Ensemble em que o nimero de particulas

¢ constante

A dinamica que caracteriza o ensemble em que o numero de particulas é
constante é um processo de £ saltos em que um cluster de ¢ particulas salta
para £ sitios vazios.

Dessa forma, o ensemble em que o niimero de particulas é constante é

uma dinamica de 2/ sitios governada pela seguinte equacao mestra

d 1 i i
—P(T],t) == mZZZ{wLQ[(n ’26)P(7] 72[,15) +
dt V i g 20

wi,%(n)P(n>t)}a (313)

onde 7% denota o vetor 7°%* = (n1, ..., 1 —n;, .1 =0, s L = Dior—1, s y).

A taxa de transicao w;o,(n) ¢ dada por:

w; 20(n) = wWige(N)wWi(Mwi(n)...wp,(n), (3.14)

onde aparecem ¢ termos do tipo w¢(n). Daqui por diante, para efetuarmos
a demonstragao de que esta dinamica equivale, no limite termodinamico, a
dinamica descrita na secao anterior, consideraremos o caso especifico de um
cluster de ¢ = 2 particulas, embora a demonstragao possa ser estendida para
todos os valores de /.

Uma descrigao equivalente em termos de funcao de correlagao também

pode ser feita aqui. Neste caso, a evolucao temporal da funcao de correlagao
(fa(n)) ¢ dada por

U= g5 X L0 — L) (315

i,0+1,7,k

onde a notagao (...). corresponde ao valor esperado com rela¢ao ao ensemble

em que o numero de particulas é constante. Notando que

fam?) = fa(n')  se jé&A, (3.16)
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fa(') = fa(n)  se 1¢A, (3.17)

podemos separar a equagao (3.15) nos seguintes termos

A= 53 X5 0 (Ua9%) — Falm))es i ()t () +

JjEAkeAi+1€EA

b Y S S (a0 — Fa )t () +

JEAKEAGit1¢A

b YT S () — Falmsn et () +

JEAKZAii+1€A

+ % D000 2 (™) = Faln))ws (i (e (m)e +

jEAkeAii+1€A

b YT S () — Fal)es e ) +

JEAkEA i i+1¢A

b LYY S () — )t +

jEAkEAi+1¢A

b YT Y () — Fal) e et

A kgAii+1€A
A situacao em que o sitio ¢ pertence ao aglomerado A, mas seu vizinho i 4 1
nao pertence e vice-versa esta inserida na tultima somatoria acima. De posse

da relagao trivial n;(1 — n;) = 0, temos que

faltn™ i (n) =0, (3.19)

e
famwij(n) =0 se jeA (3.20)
fawi(n) =0 se k€A (3.21)

Isto nos permite simplificar a equacao acima da seguinte forma

Clae= g3 X 5 3 (atr et () +

JEAKEAGit1¢A

+ %ZZ Z <fA(77k)w§(77)w£(n)wZi+l(17)>C+

jEeAkEAii+1¢A

- %ZZ > {fam)ef(mwi(mwiis (m)e (3.22)

j¢Ak¢Aii+1cA

(3.18)



44 Equivaléncia de ensembles para processos estocasticos

Introduzindo as somatorias sobre os sitios nao pertencentes ao aglomerado

A dentro das médias de temos que

Lifatme= & 3 S Ualr i Y L), +

]EA keA ii+1¢A

+ 2Z<fA(nk)wi(n)ZwiEn) > w?’%(n))ﬁ

keA j¢A ii+1¢A

S SRIADE ) Se LD S (3.9

ii+1€A j¢A k¢A

3.3 Equivaléncia entre os ensembles

Como o numero de sitios pertencentes ao aglomerado A é finito, no limite
termodinamico, V' — o0, as somatorias sobre os sitios nao pertencentes ao

aglomerado A tendem aos seguintes valores esperados

> e ) (5.24)
iit1¢A
Rl W, s 2

Desta forma, a equagao (3.23) é dada por

i =2 2;4 fA k > <wgc'(77)>c<wzq,z‘+1(77)>c +
- ..ZA<fA(’7)”3z’+1(’7)>c<W§(77)>c<w£(n)>c, (3.26)

pois a primeira parcela depois da igualdade se anula no limite termodinamico.

Comparando a equagao acima com a equagao (3.11), temos que os ensembles

[

sao equivalentes se k. e k, sao iguais a 2(wf(n)) (Wi 1(n))e € (W5(N))e(Wi(1))es

respectivamente, de forma que a razao k,/k. é dada por

ka — <ch(n)>c (327)

ke 2(wfia(m)e’
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para qualquer processo que aniquila pares de particulas. Generalizando para

um processo qualquer que aniquila um cluster de ¢ particulas, temos

@ _ <ch‘(77)>c ) (328)

ke €<W§f...,w—1(77)>c

Essas formulas nos permitem obter a taxa com relacao ao ensemble em que

o numero de particulas é constante.

Outra maneira de demonstrarmos que os ensembles “ordinario” e “con-
servativo” sao equivalentes no limite termodinamico consiste em mostrar que
cada termo da taxa de reagao (3.2) apresenta um correspondente no ensem-
ble em que o numero de particulas é constante . Considere novamente o
processo de salto de um par de particulas localizadas nos sitios i e i + 1 para
os sitios ativos j e k quaisquer. O processo de salto ocorre com probabilidade
Wi it1,k(1N) = Wi (Mws(n)wi(n)/V?. Calculando a probabilidade marginal
> kwijk(n), na qual o par de particulas deixa seus respectivos sitios, as so-
matérias Y-, w§(n)/L e 3y wi(n)/L se aproximam no limite termodinamico,
(&

das médias (w¢

$(n))c e (Wi(n))e, respectivamente. Portanto, temos que

Ek: wi g k(n) = (Wi (n))elwi(m) ey (1) (3.29)

Da mesma forma, calculando a probabilidade marginal de que uma das

particulas salta para o sftio j, temos que (wi(n))c(wi(n))w§(n). Conside-

rando o mesmo raciocinio para o sitio k temos (Wi (n))c(w§(n))wi(n). Com-

parando as expressoes acima com a equagao (3.2), vemos que k. e k, sdo
proporcionais a 2{wf(n))c(wi(n))e € (W§(n))c(wi(n))e, respectivamente, e por-
tanto a razao k,/k. ¢ idéntica a equacdo (3.27) e fica demonstrada a equi-
valéncia entre os ensembles para ¢ = 2. Sem perda de generalidade, podemos
considerar um ¢ qualquer e obter a equacao (3.5).

Apresentamos aqui duas maneiras distintas, porém equivalentes, de que

13

os ensembles “ordindrio” e “ conservativo” sao equivalentes no limite ter-
modinamico. Além do processo de salto, podemos acresentar a dinamica do

sistema um processo difusivo. A difusao acontece quando um sitio vazio e
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sitio ocupado por uma particula cambeam suas variaveis de ocupacgao. Con-
forme veremos adiante, o efeito da difusao na dinamica do sistema pode trazer
grandes mudancas no comportamento critico. Entretanto, no que diz respeito
a equivaléncia entre os ensembles, nao precisamos acrescentar a etapa difu-
siva nas demonstragoes acima, uma vez que a difusao ja conserva o nimero
total de particulas nos dois ensembles. Nas proximas secoes mostraremos
resultados para diversos sistemas irreversiveis considerando o ensemble em

que o numero de particulas é constante.

3.4 Aplicacoes para sistemas fora do equilibrio

3.4.1 Processos que aniquilam uma particula

No caso de sistemas que aniquilam uma tinica particula ou seja para ¢ = 1,
a equacao (3.28) torna-se

ko _ <w§-(n)>c‘ (3:30)

ke (@i (n))e
Essa férmula ja tinha sido obtida obtida anteriormente por Hilhorst e van

Wijland [37], para o processo de contato e foi posteriormente estendida por
de Oliveira [38] para outros processos estocasticos que aniquilam uma tnica
particula. Consideraremos aqui, trés processos que aniquilam uma particula:
O processo de contato usual [9, 18, 39, 20], o processo de criagao por pares e

trincas de particulas [20, 43].

O processo de contato usual

O processo de contato usual, introduzido por Harris [9], é um modelo em
que as particulas sao criadas cataliticamente e aniquiladas espontaneamente.
Este parece ser o modelo mais simples em que se observa um comportamento
critico nao trivial, mesmo em uma dimensao, em contraste com os sistemas
em equilibrio termodinamico. Nessa secao, mostraremos os resultados pro-

venientes de sua simulagao no ensemble em que o nimero de particulas é
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constante [18, 39, 20].
O processo de contato usual é definido pelas taxas de criagao e aniquilagao

de particulas
1
wi(n) = (1- ﬁz); > Nitss (3.31)
5

wi' () = . (3.32)
onde a somatoria acima se da sobre os z vizinhos de uma rede d-dimensional.
Consideraremos apenas o caso unidimensional nesta tese, que implica em z =
2. A quantidade o« = k,/k. é calculada a partir da equagao (3.30). Note que
a taxa w§(n) descrita pela equacao (3.31) sera diferente de zero somente se o
sitio ¢ for vazio e tiver pelo menos um vizinho ocupado por uma particula. Por
esta razao, é conveniente denominarmos sitios vazios rodeados de particulas
por sitios ativos, uma vez que as particulas sé poderao ser criadas neles.
Assim, a dinamica do processo de contato conservativo (CCP) ¢é definida da
seguinte maneira: Um sitio vazio do sistema é escolhido aleatoriamente. Se
esse sitio for ativo, uma particula qualquer do sistema deixa seu lugar e salta
para esse sitio. Note que nenhuma particula foi criada ou destruida. Uma
vantagem imediata de utilizarmos o ensemble em que o nimero de particulas
¢ constante ¢ a auséncia de estado absorvente neste caso. A conservacgao
de particulas nos permite realizar as simulagoes numéricas sem o risco de
cairmos no estado absorvente, embora as versoes ordinaria e conservativa
sejam equivalentes no limite termodinamico, conforme deduzimos na se¢ao
anterior.

Podemos verificar numericamente que os resultados provenientes de am-
bos os ensembles concordam muito bem. Para tal, realizamos simulacoes
numa rede unidimensional de L = 10* sitios e para um valor fixo da taxa de
aniquilagao « utilizado na simulagao do processo de contato usual, obtivemos
a densidade de particulas média p. Em seguida, este valor foi utilizado na
simulagoes do ensemble em que o niimero de particulas é constante e obtive-

mos o parametro médio a. Na tabela 3.1, mostramos a comparacao entre os
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Tabela 3.1: Resultados da simulagao do processo de contato conservativo
(primeira e segunda coluna) e ordindrio em uma dimensao (terceira e quarta
colunas) numa rede de tamanho L = 10000 na auséncia de difusdo. Tabela

extraida da referéncia [18].

p a a p

(1)
0.8170  0.1501(1)
0.7289  0.2002(2)
0.6033  0.2503(2) 0.25 0.6033(8
0.477  0.2804(2)
0.406  0.2905(3)

ensembles.

Os resultados estao em excelente concordancia, as pequenas diferencas se
devem ao fato da rede simulada ter tamanho finito.

No ensemble ordindrio, o regime estacionario subcritico é caracterizado
por uma auséncia completa de particulas (estado absorvente). Dessa forma,
configuragoes com densidade nao nula de particulas no regime subcritico sao
estados quasi-estacionarios do sistema. Ja aqui, estas configuracoes sao esta-
dos estacionarios no regime subcritico, uma vez que a densidade de particulas
é constante. Embora isto pareca uma ambiguidade, vale a pena ressaltar que
a densidade do sistema em ambos os casos ¢ nula, caracterizando o regime
subcritico.

Para determinarmos o parametro critico a,, simulamos o CCP no regime
subcritico. Para simularmos o regime subcritico, consideramos um sistema
suficientemente grande em que as particulas nao alcancem as bordas da rede,
simulando desta forma, um sistema infinito. Na figura abaixo, mostramos os
resultados da simulagao do CCP para determinados valores do niimero total

de particulas n. Podemos verificar que o parametro « apresenta a seguinte
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0.325

0.315 4

0.305 - B

0 0.01 -1 0.02 0.03

Figura 3.1: Parametro o em fungao do inverso do nimero total de particulas n

para o CCP na auséncia de difusao

dependéncia em n

1
L 3.33
a—« - ( )

de forma que no limite termodinamico n — oo, a taxa de aniquilacao « tende
ao seu valor critico a — a,.. Dessa forma, temos um critério de determinacao
do ponto critico que consiste na extrapolacao linear de o versus n~!. Para
o processo de contato conservativo obteve-se [18] a. = 0.30323(4), que esta
em excelente concordancia com o valor a, = 0.303228(2) [13], obtidos pela
técnica da expansao em série perturbativa.

Uma caracteristica importante do processo de contato é a emergéncia de
clusters fractais na criticalidade [45]. De acordo com Broker e Grassberger
[46], a dimensao fractal esta relacionada com os expoentes dinamicos mencio-
nados no capitulo anterior, que descrevem o comportamento da probabilidade
de sobrevivéncia o, do niimero total de particulas n e do expoente z através
darelacao dp = 2(n+0)/z. O CCP simulado no regime subcritico claramente

exibe um comportamento fractal quando estamos proximos da criticalidade,



50 Equivaléncia de ensembles para processos estocasticos

100

80 -

60 -

500

Figura 3.2: Evolucao temporal do CCP com n = 150 particulas na auséncia
de difusao. O eixo z foi reescalado convenientemente. Figura extraida da
referéncia [18].

1" Conforme mencionado anteriormente, pode-

como mostra a figura 3.2:
mos acrescentar uma etapa difusiva a dinamica do sistema ao permitir que
dois sitios vizinhos, um sitio estando vazio e o outro ocupado troquem suas
variaveis de ocupacao. Neste caso, a difusao e o processo de salto sao escolhi-
dos com probabilidade D e 1 — D, respectivamente. Aumentando-se o valor
da probabilidade de difusao esperamos valores mais altos de a,, uma vez que

C

ao dispersar particulas o termo (w;

(7)) da equagao (3.30) aumenta. Utili-
zando a equacao (3.33) para diferentes valores de D, levantamos o diagrama
de fase do CCP, conforme mostrado na figura 3.3.

No inset da figura, mostramos que a difusao e a, estao relacionados pela

equacao

(1-D)~(1-a.)?, (3.34)

LA criticalidade é alcancada somente no limite termodinamico quando n — oco. Entre-
tanto, mesmo para n finito verifica-se que os clusters de particulas apresentam aspecto

fractal.
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Figura 3.3: Diagrama de fase no espago D versus « para o CCP. O simbolo estrela
corresponde ao valor o, = 1, obtido no limite D =1. O inset corresponde ao grafico
Log-log da equagao (3.34). A transi¢ao de fase entre os regimes supercritico e

subcritico é sempre continua.

onde ¢ = 4, de acordo com o0s nossos dados. Nossos resultados mostram
que a transicao de fase permanece continua para todos os valores de D, em
concordancia com os resultados provenientes de expansao em série [47]. No
limite de difusao suficientemente alta D — 1, temos o, — 1, em concordancia

com a equagao de campo médio de um sitio,
a=1—p. (3.35)

No entanto, a aproximacao de campo médio de um sitio nao estabelece ne-
nhuma relacao entre a. e D. Para obtermos uma relacao entre a. e D, a
partir desta abordagem é necessario avancarmos no nivel de aproximacao,
passando para a aproximacao de campo médio em nivel de dois sitios. Neste
nivel de aproximacao ¢ possivel determinarmos uma relagao entre o valor de
a. e D, dada abaixo

p—_ 201 (3.36)

doe — 202 — 1

Novamente no limite de difusao suficientemente alta, D — 1, a equacao acima
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Figura 3.4: Parametro o em fun¢ao da densidade de particulas p para o CCP

para diversos valores de difusao D no regime supercritico.

nos fornece a. — 1. Entretanto a relacao entre D e a. obedece a relagao
(1—-D) ~ (1 - a.), ou seja, ¢ = 1, que é diferente do valor ¢ = 4 obtido
acima.

Podemos também simular o CCP no regime supercritico. Este regime
¢é descrito por um sistema infinito e o ntimero total de particulas também
infinito, de forma que a densidade do sistema p = N/L seja finita e nosso
caso constante. Na pratica, nao é possivel simularmos sistemas infinitos,
de modo que consideramos tamanhos finitos de L. Na figura 3.4, mostramos
curvas de « versus p para diversos valores de D e consideramos um sistema de
tamanho L = 10*. No limite de altas difusdes, nossos resultados aproximam-
se da equacao descrita pela aproximacao de campo médio simples (3.35),

conforme discutido acima.

Processos de contato de criagao por pares e trincas de particulas

Conforme ja mencionamos anteriormente, os mecanismos de interagao con-

tidos no processo de contato podem dar origem & generalizagoes de diversos
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sistemas, nos quais podemos encontrar comportamentos bastante comple-
x0s, por exemplo uma mudan¢a na natureza da transigao de fase [20, 43], um
diagrama de fase reentrante [51] ou até mesmo uma mudanga na classe de
universalidade [44]. Nesta segao, descreveremos duas variantes do processo
de contato no ensemble em que o numero de particulas é constante, deno-
minado processos de contato de criagdo por pares conservativo (CPCCP) e
trincas de particulas conservativo (CTCCP). Introduzidos originalmente por

Dickman e Tomé [43], esses modelos sao representados pelas reagoes quimicas
0O+A+A—-A+A+ A, A—0 (3.37)

para o modelo de criagao por pares e
O+A+A+A—-A+A+A+ A, A—=0 (3.38)

para o modelo de criacao por trincas. Matematicamente, estes modelos sao

definidos pelas seguintes taxas de criagao w(n)
. 1
wi(m) = (1= 1)2 D thivsmlivas, (3.39)
5

para o processo de criacao por pares e

c 1
wi(n) = (1 - Ui); Z Ni+67i+261i+35 (3.40)
5

- : U,
para o processo de criagao por trincas enquanto a taxa de aniquilacao wf(n)

de particulas em ambos os casos é dada por

wi'(n) = - (3.41)
A quantidade o = k,/k. é também calculada usando a equagao (3.30). A
dinamica dos modelos aqui é semelhante aquela descrita anteriormente para
o processo de contato conservativo. Sitios vazios vizinhos a um par (trinca)
de particulas para o CPCCP (CTCCP) sao denominados de sitios ativos e as

particulas saltam apenas para estes sitios. A simulagao numérica dos sistemas
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Figura 3.5: Parametro « versus o inverso do nimero de particulas n para o
CPCCP na auseéncia de difusao. A linha é a extrapolacao linear de acordo

com a equagao (3.33).

sao feitas como no processo de contato, onde escolhemos com probabilidades
D e 1— D, os processos de difusao e salto, respectivamente. Entretanto o
processo de salto é realizado apenas se o sitio escolhido for vizinho a 1 e 2

particulas, no caso do o CPCCP e CTCCP, respectivamente.

Para determinacao de «,, também estudamos o comportamento do sis-
tema no regime subcritico, em ambos os casos. Nas figuras 3.5 e 3.6, mostra-

! 1o regime subcritico para os CPCCP

mos o comportamento de « versus n~
e CTCCP na auséncia de difusdao.  Da extrapolacao linear em n~!, ob-
tivemos «a. = 0.13397(4) e a. = 0.08329(1), para o CPCCP e CTCCP,
respectivamente. Estes valores estao em excelente concordancia com os va-
lores provenientes de suas simulacoes no ensemble ordindrio e resultados de
expansoes em série, conforme serd mostrado na secao 4.2. Repetindo este

procedimento para diferentes valores de difusao, levantamos o diagrama de
fase para o CPCCP e CTCCP, conforme mostrado nas figuras 3.7 e 3.8.
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Figura 3.6: Parametro o em funcao do inverso do niimero total de particulas
n para o CTCCP na auséncia de difusao. A linha é a extrapolacao linear de

acordo com a equagao (3.33).
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Figura 3.7: Diagrama de fase no espago D versus « para o CPCCP. O simbolo

“estrela” corresponde ao valor ag = 0.222 no limite D =1. O ponto tricritico

(circulo cheio) estd localizado em a; = 0.199 e D, = 0.965.
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Figura 3.8: Diagrama de fase no espaco D versus « para o CTCCP. O simbolo
“estrela” corresponde ao valor ag = 0.115 no limite D =1. O ponto tricritico

(circulo cheio) esta localizado em oy = 0.102 e D; = 0.945.

Nas figuras 3.9 e 3.10, mostramos curvas de « versus p para os CPCCP

e CTCCP, respectivamente para diversos valores de difusao.

No regime de baixas difusdes para ambos os modelos, a transicao de fase
entre os regimes subcritico e supercritico é continua e pertence a classe da
percolacao direcionada. Entretanto, no regime de difusao suficientemente
alta, a transicao se torna de primeira ordem. Isso pode ser mostrado de duas
formas. A primeira maneira consiste em mostrar que no regime subcritico,
uma mudanga na ordem da transicao de fase é assinalada por um valor dife-
rente da dimensao fractal do sistema, conforme mostrado nas figuras 3.11 e
3.12 para o CPCCP e CTCCP, respectivamente.

Na transicao de primeira ordem, a dimensao fractal torna-se a propria
dimensao euclidiana do sistema (em nosso caso d=1), refletindo a formagao
de um cluster compacto em que R cresce linearmente com o nimero de
particulas do sistema, onde no limite N — oo, R é o tamanho do cluster
compacto também tende ao infinito, mas a densidade do cluster p = N/R é

nao nula. Isso corresponde a uma fase ativa (com particulas) em coexisténcia
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Figura 3.9: Parametro a como fungao da densidade p para o CPCCP para diversos

valores de D. A linha horizontal em o = 0.222 foi obtida por extrapolagao.
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Figura 3.10: Parametro « como fungao da densidade p para o CTCCP para

diversos valores de D. A linha horizontal em o = 0.115 foi obtida por extrapolacao.
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Figura 3.11: Gréfico log-log da dimensao fractal R versus o ntumero de
particulas n para diversos valores de D no regime subcritico para o CPCCP.

As linhas sélidas tém inclinagao 1.337 e 1, respectivamente.
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Figura 3.12: Gréfico log-log da dimensao fractal R versus o numero de
particulas n para diversos valores de D no regime subcritico para o CTCCP.

As linhas sélidas tém inclinagao 1.337 e 1, respectivamente.
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Figura 3.13: Evolugao temporal do CTCCP com n = 200 particulas na

auséncia de difusao. Os eixos t e x foram reescalados apropriadamente.

com uma fase congelada (sem particulas). E importante notarmos que numa
transicio continua a densidade do cluster p = N/R ~ N~-(=dr)/dr _,

quando N — oc.

Nossos dados mostram que o cluster compacto tem densidade p ~ 0.65
e p ~ 0.833, para o CPPC e CTCCP, respectivamente. Isso concorda com
os resultados da versao ordindria, que mostram que para D = 0.95, o TCCP
possui dois picos na distribuicao de probabilidades na transicao de fase, um

pico centrado proximo de p = 0 e outro em p = 0.84.

A fim de compararmos a distribuicao das particulas nos dois casos con-
siderados aqui, mostramos, nas figuras 3.13 e 3.14, a evolucao temporal do
CTCCP na auseéncia de difusao e para D = 0.99, quando o sistema ja al-
cangou o estado estaciondrio. Conforme podemos ver, a distribuigao das
particulas é muito diferente nos dois casos, sendo que no primeiro os clusters
apresentam um aspecto fractal, enquanto no segundo eles sao compactos, cor-

roborando a argumentacao descrita aqui.

Outra maneira de verificarmos a mudanga na ordem da transigao de fase
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Figura 3.14: Evolucao temporal do CTCCP com n = 200 particulas para

D = 0.99. Os eixos t e x foram reescalados apropriadamente.

consiste em verifivar a dependéncia de o com o tamanho do sistema L no
regime supercritico. Conforme mencionamos na se¢ao 2.46, em transigoes

continuas, nas proximidades do ponto critico vale a relagao
p=LP"f((ap — ) LY. (3.42)

Das figuras 3.15 e 3.16, temos que a dependéncia de o com o tamanho finito
do sistema. Do inset da figura 3.15, temos o colapso dos dados considerando
diferentes tamanhos de rede utilizando os expoentes criticos da classe da
percolacao direcionada. Ja para D = 0.995, além da dependéncia de «
com o tamanho do sistema ser diferente do caso D = 0.5, para tamanhos
menores de sistema, a dependéncia de o com p é proxima da solugao de
campo médio simples, que prevé uma transicao de primeira ordem. Além
disso, aumentando o tamanho do sistema, nossos dados sugerem que as curvas
se aproximam de um patamar. O fato do ensemble em que o ntmero de
particulas é constante ser mais apropriado para o estudo de transigoes de
primeira ordem j4 tinha sido apontado por Ziff e Brosilow [17], que estudaram

o modelo ZGB no ensemble em que o nimero de particulas é constante, cujo
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modelo originalmente ¢é definido no ensemble em que as taxas sao constantes.

De acordo com uma argumentacao fenomenolégica proposta por Hinri-
chsen [48], sistemas unidimensionais com interagoes de curto alcance nao
apresentam transicoes de primeira ordem entre um estado ativo e um es-
tado absorvente. Essa controvérsia com os nossos resultados ocorre porque,
embora realizamos simulagoes suficientemente longas, no regime de difusoes
altas o tempo de relaxagao do sistema é muito longo, podendo dificultar a
andlise e a conclusao dos resultados. Porém, a analise feita por Hinrichsen se
restringiu a um tnico ponto do diagrama de fase do modelo, sendo que nesse
ponto do diagrama de fase, nossos resultados [20] confirmam que a transigao
¢ de fato continua. Um trabalho bastante recente [49] revisitou o CTCCP
unidimensional. Utilizando simulacoes numéricas de espalhamento no en-
semble ordindrio e também simulacoes no ensemble conservativo, os autores
mostraram que o CTCCP de fato apresenta uma transicao de primeira ordem
no regime de altas difusoes, em concordancia com os resultados obtidos aqui.
Além disso, os autores corroboram a nossa afirmacao de que o ensemble em
que o numero de particulas é constante é mais apropriado para o estudo de

transicoes de primeira ordem.

3.4.2 Processos que aniquilam clusters de particulas
Processos de contato de aniquilagao por pares e trincas de particulas

Os processos de contato de aniquilagao por pares (PAM) e trincas (TAM),
introduzidos por Dickman [50], sdo modelos em que particulas sdo criadas
cataliticamente, como no processo de contato usual, enquanto pares e trincas
de particulas sao aniquiladas espontaneamente, para o PAM e TAM, res-
pectivamente. Esquematicamente, eles sao definidos pelas seguintes reagoes

quimicas

0+A— A+ A, A+A—0 (3.43)
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no regime supercritico para D = 0.995 para o CPCCP.
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para o PAM e
0+A— A+ A, A+A+A—=0 (3.44)

para o TAM. Genericamente, para o caso de uma rede d-dimensional, as taxas
de criagao wf(n) e aniquilagdo w(n) de particulas sdo definidas da seguinte

forma
1
wi(m) = (1 =m)2 > s, (3.45)
4

para ambos os modelos e

W?,Ha(??) = NiNi+45 (3.46)

para o PAM e
W?_5,¢,2-+5(77) = Ni—sMiNi+s, (3.47)

para o TAM, onde a somatoria acima é feita sobre os z vizinhos ¢ + § do
sitio ¢ de uma rede d-dimensional. Conforme ja mencionamos aqui, estamos
considerando sistemas unidimensionais, ou seja, z = 2. Além disso, vamos
adotar a mesma convencao considerada anteriormente em que k,/k. = a.

Na versao ordindria [50], no regime de valores suficientemente pequenos
de «, o sistema esta num regime supercritico, em que particulas sao criadas
e pares (trincas) de particulas sdo aniquilados no caso do PAM (TAM). Para
valores mais altos de «, o sistema se encontra no regime subcritico carac-
terizado por uma auséncia completa de particulas. Uma transicao continua
entre esses dois regimes ocorre em o = a,. = 0.18622(3) para o PAM [50] e
a, = 0.1488(2) para o TAM [50], cujo expoente critico que descreve o com-
portamento do parametro de ordem é 5 = 0.276486(8) [4] para ambos os
modelos, ou seja, ambos os modelos pertencem a classe de universalidade da
percolacao direcionada.

No ensemble conservativo, um par (trinca) de particulas é escolhido ale-
atoriamente e suas particulas saltam para dois (trés) sitios ativos, também
escolhidos aleatoriamente para o PAM (TAM). Note que é necessério haver

no sistema, pelo menos um par (trinca) de particulas para que os processos
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Figura 3.17: Valores of o versus o numero de particulas n para o PAM

conservativo. A linha é a extrapolacao linear de acordo com a equagao (3.33).

de salto ocorram. Calculamos a taxa « através da equagao (3.5) tomando os
casos £ = 2 e { = 3, onde as taxas wf(n) e w(n) sdo determinadas através

das equagoes (3.45), (3.46) e (3.47) respectivamente.

Para determinarmos o valor de a., também estudamos o comportamento
do sistema no regime subcritico, conforme mostrado na figura 3.18. Uti-
lizando a equagao (3.33), obtemos o valor a. = 0.18624(7), que estd em
excelente acordo com o valor obtido por Dickman [50].  Conforme jé foi
mencionado na secao anterior, uma etapa difusiva pode ser acrescida aos
modelos, se permitirmos que uma particula salte para um de seus primeiros
vizinhos, caso este esteja vazio. Conforme fizemos anteriormente, o processo
de salto é escolhido com probabilidade 1 — D e a difusao é escolhida com
probabilidade D. Aumentando o valor da difusao, esperamos um aumento
nos valores de a., uma vez que ao dispersar particulas, a densidade de pa-

a

res e trincas de particulas, descrita pela taxa (W

%(n))e, diminui em ambos

[

os casos. Ja a a densidade de sitios ativos (w;

¢(n)). aumenta. Utilizando a
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Figura 3.18: Valores of a versus o numero de particulas n para o TAM

conservativo. A linha é a extrapolagao linear de acordo com a equagao (3.33).

equagao (3.33), levantamos o diagrama de fase para varios valores de difusao,
conforme mostrado na figura 3.19 e 3.20 para o conservativo PAM e TAM,

respectivamente.

Para o PAM conservativo, nossos dados sugerem que no limite de pura

difusao, D — 1, a transicao de fase ocorre em a — oco. Entretanto, para o

*

ax = 0.D87, 0 sistema possui apenas

TAM, para valores de difusao acima de D

estado ativo. Para D* < Df

max’

um estado ativo também é possivel para
pequenos valores de . Isto acontece porque ha poucas particulas isoladas e
uma vez que a aniquilagao ocorre apenas com trincas de particulas, particulas
isoladas podem “sobreviver”, mesmo para valores muito baixos de \. Por
outro lado, a probabilidade de que uma nova particula seja criada é muito

pequena.

Computacionalmente, as taxas de transicao relativa cada um dos sub-
processos podem ser implementadas de diversas maneiras. No entanto, para
compararmos os resultados dos ensembles distintos, precisamos uniformizar

essas definigoes.
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Figura 3.19: Diagrama da fase para o PAM conservativo no espago D versus
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Figura 3.20: Diagrama da fase para o TAM conservativo (circulos) no espago
D* versus \. Os regimes supercritico e subcritico sao separados por uma
linha critica e por comparacao, mostramos os resultados obtidos por Dickman

(quadrados), para sua versao ordinéria.
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De acordo com as referéncias [50, 51], os processos de difusdo, criagao
e aniquilacao sao escolhidos computacionalmente com probabilidades D*,
(1-=DA/(A+1) e (1—=D*)/(A+1), respectivamente. Uma outra definigao
seria escolher cada um dos subprocessos com taxas D', 1 — D" e (1 — D')a,
respectivamente, sendo a a taxa de aniquilacao de particulas.

Uma vez que as defini¢coes devem ser equivalentes, vamos introduzir um
fator de proporcionalidade que torne idéntica ambas as definicdes. Compa-
rando cada um dos termos, obtemos as seguintes relacées entre D* and D',
Ae

A=, (3.48)

1

(6%

D/

D* = 3.49
Dt (lta)l_D) (349)

onde D' é o valor de difusao a ser comparado com D, simulado no ensemble

em que o numero da particulas é constante. Essa conversao é necessaria, pois
em nosso caso escolhemos os processos de salto e difusao com probabilidades
1 — D e D, respectivamente e calculamos o parametro a. A relacao entre D
e D’ é dada, para um processo que aniquila um cluster de ¢ particulas, por
1-D" 1-D
D D

2wy Hwt p™" (3.50)

] 3

Note que para ¢ = 1 temos que D' = D, conforme verificado nas simulagoes
da secao anterior. Nossos resultados concordam muito bem com aqueles obti-
dos no ensemble ordinario. Por exemplo, os resultados obtidos por Dickman
[51] para a difusdo maxima critica D} . ¢é 0.587 e seu respectivo valor de A.
¢ 0.1. Nosso resultados para este ponto do digrama de fase sao D} .. = 0.589
e A\, = 0.11. Com relagao a reentrancia do diagrama de fase, acreditamos
que o ensemble conservativo nao seja apropriado para a determinacao das
linhas de transicao de fase. Como no ensemble conservativo é necessario ha-
ver pelo menos trés particulas adjacentes para a existéncia de um processo

de salto, na auséncia de uma trinca, o sistema fard apenas difusao e desta

forma, apenas a etapa difusiva podera produzir uma trinca. Se as particulas
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estao suficientemente espalhadas, a determinacao de « sera prejudicada pe-
las baixas estatisticas da simulacao, desta forma, dificultando uma analise da
porcao reentrante do digrama de fase. Entretanto, a reentrancia no diagrama
de fase do TAM foi confirmada por simulagdes dependentes do tempo [51],
cujos expoentes criticos sao os tipicos da classe da percolacao direcionada.
Para determinarmos o expoente [, simulamos o PAM e TAM conserva-
tivos no regime supercritico para alguns valores de difusao. Neste regime,
a densidade de particulas (o parametro de ordem do sistema) é fixa para
um dado tamanho de rede L. Utilizamos redes de tamanho L = 10000 e de
10 & 107 passos de Monte Carlo para célculo das médias. O expoente 3 é
obtido a partir do grafico log-log de A = a, — «a versus p, uma vez que nas

proximidades do ponto critico, temos o seguinte comportamento:
o, —a ~ p'P, (3.51)

Nas figuras 3.21 e 3.22, obtemos o expoente 3 para o PAM conservativo
para alguns valores de difusao. Na auséncia de difusao, obtemos o valor
1/6 = 3.61(3), que estd em excelente acordo com o valor 1/ = 3.616... para
modelos que pertencem a classe de universalidade da percolacao direcionada
[46]. Para D = 0.1 e D = 0.3, os valores de 1/ sao também consistentes

com 3.616.

O processo de contato de pares

O processo de contato de pares (PCP) [12, 52] é um modelo que, como o
processo de contato, é definido numa rede com regras locais e irreversiveis,
mas diferentemente do processo de contato que exibe uma transicao de fase
para um unico estado absorvente, o PCP possui infinitos estados absorventes.
O PCP ordinario é definido pelas seguintes regras: Um par de particulas é
escolhido aleatoriamente. Com probabilidade p este par é aniquilado e com
probabilidade 1 — p uma nova particula é criada num dos sitios vizinhos ao

par, caso este esteja vazio. Como a dinamica do PCP é governada por pares
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Figura 3.21: Grafico A = a,.— « versus a densidade p, no regime supercritico
para o PAM conservativo considerando alguns valores de difusao D. A reta

possui inclinagao 3.61.

InA

-15 -1 -0.5

Figura 3.22: Grafico A = o, — « versus a densidade p, no regime supercritico
para o TAM conservativo considerando alguns valores de difusao D. A reta

possui inclinagao 3.61.



70 Equivaléncia de ensembles para processos estocasticos

de particulas e nao por particulas isoladas, qualquer configuracao sem pares
é absorvente. O parametro de ordem ¢é a densidade de pares, nao a densidade
de particulas.

Diversos trabalhos [12, 52, 53], indicam que em uma dimensao, a transigao
de fase entre o estado ativo e um estado absorvente ocorre em p. = 0.077090(5),
cujo expoente [ é 0.276486(8) [4], indicando que a classe de universalidade
do PCP ¢ a percolacao direcionada. Os expoentes criticos dinamicos 4,7, z
obtidos para o PCP também dao valores compativeis com os tipicos valores
da percolacao direcionada.

Nosso objetivo aqui consiste em mostrar que o PCP, definido original-
mente no ensemble ordinario, também pode ser descrito por uma dinamica
que conserva o numero total de particulas. Para comparar nossos resultados
a versao ordinaria, devemos notar que os valores das magnitudes das taxas
de criacao e aniquilagao, k. e k4, sao iguais a 1 — p e p, respectivamente.
Portanto o = k,/k. = p/(1 —p) e a relagao entre o parametro p utilizado nos
trabalhos [12, 52, 53] e o parametro « utilizado aqui é dada por

o
a+1

p= (3.52)

Na dinamica do PCP conservativo sem difusao, um par de particulas
é escolhido aleatoriamente. Suas particulas saltam para dois sitios ativos,
também escolhidos aleatoriamente. Aqui sitios ativos sao sitios vazios vizi-
nhos & um par de particulas. A taxa « é calculada através da equagao (3.27),

onde a taxa de criagao wf(n) é dada por
. 1
wi(n) = (1- 772); D Nitslivas, (3.53)
5

a taxa de aniquilagao w(n) é dada pela equacao (3.46).

Na auseéncia de difusao, qualquer configuracao sem pares de particulas
também é absorvente e portanto, o PCP conservativo também possui infi-
nitos estados absorventes. Para compararmos os resultados nos ensembles
ordinério e conservativo, também simulamos o PCP ordinéario. Nos dois en-

sembles, utilizamos uma rede unidimensional de tamanho L = 10000 e de 105
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Tabela 3.2: Resultados da simulagao do processo de contato de pares or-
dindrio (primeira e segunda tabela) e conservativo em uma dimensao (ter-
ceira e quarta colunas) numa rede de tamanho L = 10000 na auséncia de

difusao.

Q 1 P Q
0.01 0.96902(1) 0.96900 0.01000(1)
0.02 0.93575(4) 0.93580 0.02001(1)
0.03 0.89945(5) 0.89950 0.03003(3)

(5)
(2)

0.04 0.8590(1 0.8590  0.04005(5
( 0.8124  0.05002(2

~— —

0.06 0.8124(2

a 107 passos de Monte Carlo para célculo das médias. Na tabela 3.2, mostra-
mos os resultados das simulagoes nos dois ensembles considerados aqui. De
acordo com os dados da tabela 3.2, vemos uma excelente concordancia en-
tre provenientes dos diferentes ensembles. Por exemplo, simulando a versao
ordinaria para um valor de a = 0.01, obtemos a densidade de particulas
p = 0.96902(1) e a densidade de pares p, = 0.94920(2). Na versdo conser-
vativa para o valor de p = 0.96900, obtemos as médias p, = 0.94918(2) e
a = 0.0100(1). Pequenas discrepancias ocorrem pelo fato da rede simulada

ser finita, embora grande.

Para determinarmos o valor de «., simulamos o PCP conservativo no
regime subcritico. Como uma configuracao sem pares é absorvente, caso o
sistema caia num estado absorvente, nés permitimos que algumas particulas
isoladas saltem para sitios vazios vizinhos de uma particula, a fim de “cri-
armos” alguns pares de particulas. Na figura 3.23, mostramos o comporta-
mento de « versus o nimero de pares n, para o PCP conservativo no regime
~1 fornece a. = 0.08353(5) e utili-

P
zando a equacao (3.52) encontramos o valor de p. = 0.07709(5), que estd

subcritico. A extrapolacao linear em n
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Figura 3.23: Valores of a versus o nimero de pares n, para o PCP conserva-
tivo no regime subcritico. A reta corresponde a uma extrapolacao utilizando

a equagao (3.33).

em excelente acordo com o valor p. = 0.077090(5), obtido para sua versao

ordindria [53].

Na figura 3.24 temos um gréfico log-log de A = a, — « versus a densidade
de pares p,. O coeficiente angular da reta ajustada aos pontos do gréfico
tem inclinagao 1/5 = 3.61(3), em concordancia com o valor 3.6168..., obtido

para o processo de contato.

Em suma, mostramos que é possivel estudar qualquer processo de reagao
e difusao no ensemble em que o niimero de particulas é constante. Utilizamos
alguns modelos bastante conhecidos na literatura para exemplificarmos esta

abordagem.
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Figura 3.24: Grafico log-log de A = o, — o versus a densidade de pares p,,.

A reta ajustada aos pontos do grafico tem inclinacao 3.61.

3.5 Aplicacao para sistemas em equilibrio ter-
modinamico

E bem conhecido que os sistemas em equilibrio termodinamico sao descritos
pela distribuicao de probabilidades de Gibbs. Dentre os véarios modelos da
mecanica estatistica de equilibrio citamos o modelo de gas de rede (equiva-
lente ao modelo de Ising) ou ainda o gas de rede de duas espécies com buracos
(equivalente a um modelo de spin-1), entre outros.

Pretendemos mostrar que o formalismo apresentado na secao anterior
também pode ser aplicados para sistemas em equilibrio termodinamico, quando
se deseja determinar as quantidades intensivas a partir das simulagoes numéricas.
Embora a equivaléncia entre os ensembles de Gibbs seja um conceito bem
estabelecido, do ponto de vista das simulagoes numéricas, a maioria dos algo-
ritmos de Monte Carlo geram um ensemble grande-canonico, havendo poucas
dinamicas que simulam de fato ensemble canonico ou microcanonico. A di-

ficuldade nao estd na geracao de um algoritmo que conserve as quantidades
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extensivas, mas em como calcular as quantidades intensivas com relacao aos

mesmaos.

O ensemble em que a taxa de criagdo de particulas é constante (e con-
sequentemente o nimero de particulas varia) é o ensemble grande-canonico,
enquanto os ensembles canonico e microcanonico descrevem uma dinamica
que conserva o numero de particulas. Um algoritmo de Monte Carlo bem co-
nhecido que conserva o nimero de particulas é o algoritmo de Kawasaki [55].
Nesse algoritmo, dois sitios vizinhos cambeam suas varidveis de ocupacao.
Alguns trabalhos [40], mostram que o algoritmo de Kawasaki mais eficiente é
aquele que realiza trocas nas variaveis de ocupagao entre sitios aleatorios, ao
invés de sitios vizinhos. Vale a pena ressaltar, que a dinamica de Kawasaki
com dinamica entre sitios aleatorios equivale ao processo de saltos estudado

aqui.

A primeira motivacao para o estudo apresentado aqui é descrito a seguir:
As simulagbes numéricas sao em geral realizadas utilizando-se o algoritmo de
Metropolis e é bem conhecido que esse algoritmo apresenta histereses quando
utilizado para simular transicoes de primeira ordem. Nos ultimos anos, di-
versos métodos tem sido propostos na tentativa de contornar esse problema.
Citamos por exemplo, métodos alternativos como simulated tempering pro-
posto por Marinari e Parisi [56], o algoritmo multicanonico, proposto por
Berg e Neuhaus [57] e ainda os algoritmos de cluster [58, 59, 60]. No caso
dos algoritmos de cluster, embora eles fornegcam resultados muito precisos
e eliminem efeitos devido a metaestabilidade, eles sao especializados. Cada
modelo requer o densenvolvimento de um especifico algoritmo, sendo que em
alguns casos, como modelos antiferromagnéticos numa rede triangular, parece
nao ser possivel construir um algoritmo de cluster apropriado. Em contra-
partida, mostraremos que os algoritmos canonico e microcanonico propostos

aqui sao gerais, valendo para quaisquer parametros de interacao.

A segunda motivacao para este trabalho provém de quando se deseja

comparar previsoes tedricas com resultados experimentais. Como os expe-
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rimentos sao preparados num ensemble especifico, por exemplo experimen-
tos envolvendo solugoes de moléculas, como solugoes surfactantes, no qual
a separacao de fase pode estar presente [40], é mais vantajoso considerar o
ensemble canonico, pois em geral estes experimentos sao preparados man-
tendo a temperatura e concentracao de moléculas fixa. Embora os ensembles
de Gibbs sejam equivalentes no limite termodinamico, os sistemas reais sao
finitos, e portanto os ensembles nao sao equivalentes. Também, no caso de
modelo para polimeros na rede, nao é facil a implementacao de algoritmos

grande-canonicos [61].

O aspecto que nos interessa aqui é o estudo das transicoes de fase, e
uma atencao especial serd dada a transicoes de primeira ordem. E bem co-
nhecido que os efeitos de tamanho finito sao importantes quando realizamos
simulagoes numéricas. Nos tltimos anos, a teoria de tamanho finito tem
sido bastante estudada para transicoes de fase continuas ou de primeira or-
dem mantendo os parametros intensivos (potenciais quimicos) constantes. A
situagao na qual a varidvel extensiva é mantida constante é muito menos
estudada. Em particular, a determinacao das fronteiras de fase quando es-
tudadas no ensemble em que o niimero de particulas é constante requer um
tratamento adequado dos “lagos” nas isotermas de potencial quimico. De
acordo com o nosso conhecimento, essa andlise nao tinha sido feita antes na

literatura.

A titulo de ilustracao, consideraremos primeiramente o modelo de gas
de rede, cuja andlise foi feita por Shida e Henriques [40], de Oliveira [38] e
posteriormente utilizada por Shida et al [41] para o ensemble microcanénico.
Parte da anédlise realizada nas referéncias acima serao revisitadas e faremos

algumas andlises extras.

Em seguida, introduziremos os algoritmos canonico para o gas de rede
de duas espécies com buracos, que é equivalente a um modelo de spin-1,
na linguagem de spins. Faremos uma anélise detalhada dos resultados pro-

venientes das simulagdes no ensemble canonico. Além disso, vamos propor
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um novo método para identificacao e caracterizagao de transicoes de primeira
ordem. De acordo com o nosso conhecimento, o tratamento dos lagos nas iso-
termas de potencial quimico obtidos numericamente nao tinham sido feitos
na literatura.

Finalmente, vamos estudar o algoritmo microcanonico para este modelo,

comparando com os resultados provenientes do ensemble canonico.

3.5.1 O modelo de gas de rede

O gas de rede é um modelo definido pela Hamiltoniana

H(n) = —€p_mnj, (3.54)
(i,4)

onde € é a energia de interacao do tipo “van der Waals” entre duas particulas,
n; ¢ a variavel de ocupacao de um sitio que toma os valores n; = 0, 1 quando
o sitio estiver vazio ou ocupado por uma particula, respectivamente e a soma
acima se estende sobre todos os sitios de uma rede regular de volume V =
L x L.

H4 diversos processos estocasticos que podem descrever a dinamica do gés
de rede. Entretanto, para que uma determinada dinamica leve a distribuicao
de probabilidades de Gibbs, ela deve satisfazer a condi¢ao de balanceamento

detalhado, mencionada na se¢ao 2.3, e dada por
wi(n)P(n) = wi(n') P(n'). (3.55)

Para obtermos as férmulas com respeito aos ensembles que conservam o
nimero de particulas, devemos lembrar que a probabilidade de uma certa
configuragao microscépica do sistema 7 = (1, 12, ..., y) no ensemble grande

canonico é dada por

P(n) = = exp{—FH(n) + SuN ()}, (3.56)

[1]] —
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onde = é a grande funcao de particao, p é o potencial quimico e o ntimero

total de particulas N(n) é dado por

N(n)=>_n: (3.57)

Considere uma configuracao n° = (11,12, ...,1 — ns, ..., ) que difere da
configuracao 1 apenas pela variavel de ocupacao do sitio 7. A razao entre a

distribui¢ao de probabilidades P(n") e P(n) é dada por

o) — exp{A((L ~ 20)0usar) + ] (3.58)

onde o parametro ¢;,5(n) depende apenas dos primeiros vizinhos do sitio i e
¢ dado por

Pirs(n) = € % Nits- (3.59)

Da condicao de balanceamento detalhado acima, a razao entre as taxas de

transicao ¢ dada por

B oxp {51~ 20) Gussl) + ). (3.60)

Da mesma maneira que fizemos para os processos irreversiveis nas secoes ante-
riores, podemos decompor a taxa de transicdo em dois subprocessos k,w{'(n)
e kw§(n) que descrevem a aniquilagdo e criacdo de particulas, respectiva-
mente (podemos interpretar a dinamica de Kawasaki com trocas aleatérias
como um processo de salto). A equagao (3.60) nos permite definir a taxa
w;(n) de duas maneiras distintas. A primeira maneira implica nas seguintes

definigoes para k,w?(n) e k.w$(n)

a

wi(n) = me—ﬁqﬁws(n) k, = 6_6”, (3.61)

wim)=1-n)  ke=1, (3.62)
enquanto a segunda maneira de definirmos é dada por

wi(n) = n; ke =1, (3.63)

)
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wi(n) =(1— m)eﬁ‘b”“(”) k. = e"r. (3.64)

Utilizando a férmula (3.30), que nos permite calcular a razao entre as taxas
ka/k. para o caso £ = 1, temos as seguintes relagoes

</’7i6_,3¢i+6(77) >C

e = EEETTE (3.65)
o (1 - 7723;;:5“5(77)%‘ (3.66)

Estas férmulas nos permitem obter o potencial quimico p com relacao ao
ensemble em que o nimero de particulas é constante. Em principio elas po-
dem ser utilizadas para qualquer ensemble, porém elas sao mais convenientes
para estudar o ensemble canonico. Vale a pena ressaltar, que estas férmulas
ja tinham sido obtidas anteriormente através de um método no qual uma
particula é inserida ou retirada do sistema [62]. Métodos similares ao de
Widom tém sido aplicados em diversos sistemas, por exemplo, citamos as
referéncias [63, 64].

Outra classe de processos de salto sao aqueles que mantém inalterada a
energia total do sistema. Isso implica que as taxas de criacao e aniquilacao

de particulas devem ser definidas por

wi(n) = me 2005 (Gs(n), B)  ka=e M, (3.67)

wi(n) = (1 =m)o(girs(n), E)  ke=1, (3.68)
onde 0(¢15(n), E) é a funcao delta de Kroneker e E é um dos valores possiveis

de ¢;4s(n). Utilizando novamente a equivaléncia entre os ensembles (3.30),

temos a seguinte relacao

o BE+) _ (X = n:)d(¢irs(n), E)>mc' (3.69)

(1:6(Pirs(1), E))me

Esta férmula nos permite determinar a temperatura e o potencial quimico

com relagao ao ensemble microcanonico.
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A seguir mostraremos alguns resultados provenientes das simulacoes nos
ensembles canonico e microcanonico. Maiores detalhes sobre as simulacoes

mostradas aqui podem ser encontrados nas referéncias [40, 41, 65].

3.5.2 Simulagoes numéricas

O modelo de Ising na auséncia de campo magnético foi resolvido exatamente
por Omnsager [66]. Na auséncia de campo magnético H duas fases ferro-
magnéticas coexistem para T’ < T,.. O parametro de ordem ¢é a magnetizagao
espontanea do sistema M e uma transicao de segunda ordem entre duas fa-
ses ferromagnéticas (M # 0) e uma fase paramagnética (M = 0) ocorre em

T =T,. A dependéncia entre M e T para H = 0 é dada por
tey = 2{sinh'[(1 — m®) V41, (3.70)

onde to, = kgT/J e m = M/V é a magnetizagao por sitio, respectivamente.

E possivel relacionarmos o modelo de Ising com o modelo de gas de
rede mencionado anteriormente [67, 68]. Na interpretacdo em termos de
moléculas, no limite de baixas temperaturas, fases gasosa e liquida coexis-
tem no limite de baixas e altas densidades, respectivamente, havendo por-
tanto separagao de fase. Essas duas fases deixam de coexistir no ponto critico
terminal dado por t, = 1/2(In(1 + v/2)). Na regido de coexisténcia, o po-
tencial quimico é igual & u = —2¢ (que equivale & H = 0J na formulagao
magnética). Mostraremos aqui os resultados de simulagoes numéricas do mo-
delo de gas de rede definido numa rede regular de volume V', cuja energia

H(n) é dada pela equacao (3.54).

Ensemble canoénico

Simulamos o modelo de gds de rede numa rede quadrada com condicoes
periédicas de contorno. Consideramos aqui tamanhos de sistemas variando
de L =20 4 L = 80 e utilizamos de 5 x 10% & 1 x 107 passos de Monte Carlo

para o calculo das quantidades apropriadas. As simulacoes foram realizadas
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Figura 3.25: Isotermas de potencial quimico p em funcao de p para diversos
tamanhos de rede para t = 2.16 para o modelo de gds de rede. A linha
continua é uma extrapolacao para L — oo. No “inset”, mostramos o colapso

dos dados considerando a quantidade y = () — pg) L.

mantendo-se T' e p estritamente constantes. A simulagao se inicia ao sorte-
armos aleatoriamente um sitio vazio e um sitio ocupado por uma particula.
Estes sitios cambeiam suas variaveis de ocupacao obedecendo a seguinte taxa
de transicao

w = min{1, exp(—BAH)}, (3.71)

onde AH é o aumento da energia total do sistema depois da transicao. E
importante observarmos que esta taxa de transicao satisfaz a condicao de
balanceamento detalhado.

A primeira andlise que mostraremos aqui sao as isotermas de potencial
quimico para diferentes tamanhos de rede, como mostra a figura abaixo.
Consideramos aqui uma temperatura reduzida ¢t = kgT'/e = 0.54. Ao invés

de exibir um patamar em p = —2¢, as isotermas exibem “lacos” ? mesmo para

2Lacos é uma expressao emprestada da aproximacdo de campo médio para caracterizar
uma regiao de instabilidade termodinamica. Entretanto aqui, a origem dos lacos é devido

a efeitos de tamanho finito do sistema.
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valores suficientemente grandes de L. O argumento proposto por Hill [73]
para relacionar os lagos nas isotermas de potencial quimico com o tamanho
do sistema L é que a energia livre do sistema na coexisténcia de fases tem
um termo adicional, devido a efeitos de interface entre as fases, proporcional
a V12 em duas dimensoes. Este fator leva a seguinte relacao de escala para

o potencial quimico

Ho — 15~ L7, (3.72)

onde pf, é o valor méximo (ou minimo) de u e uf é o seu valor assintético.
Conforme mostramos na figura (3.26), os dados mostrados na figura acima
claramente exibem uma dependéncia com o inverso de L, nao apenas os
valores maximo ou minimo de g da isoterma, mas para todos os valores
de densidade dentro da regiao de coexisténcia entre as fases. Ressaltamos
que para valores mais altos de p, a qualidade dos dados nao ¢ tao boa,
devido a imprecisoes numéricas. Uma vez que o modelo de gés de rede é
completamente simétrico com relagao a p = 0.5, a simulagao de ur(p) deve
ser igual & pr(1 — p). No inset da figura (3.25) mostramos o colapso dos
dados utilizando a relacao y = (u} — ug)L, confirmando a dependéncia com
o inverso de L. Novamente, devido & imprecisoes numéricas para p > 0.5,
o colapso nao é tao bom se comparados com valores menores de densidade.
Para valores de p fora da regiao de coexisténcia, o potencial quimico exibe

uma dependéncia com L~2, como mostram as partes (b) e (c) da figura (3.26).

Um outro critério que propusemos para identificar a separacao entre as
fases consiste em determinar o ponto de cruzamento entre as isotermas de
potencial quimico para diferentes tamanho de sistema. Conforme serda mos-
trado no apéndice C, o cruzamento entre as isotermas independe do tamanho
do sistema e apropriadamente identifica a coexisténcia entre fases. Na figura
(3.25) vemos que todas as isotermas se cruzam em torno de p = 0.48(2) e
pu = —2.000(5)e, em excelente concordancia com os resultados exatos para o

modelo de gas de rede.
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Figura 3.26: Dependéncia de py com L' para diversos valores de p em (a),
com L™? em (b) e em (c) a mesma dependéncia para p = 0.02 no ensemble

canonico considerando a temperatura 7" = 0.54.

Ensemble microcanodnico

Para simularmos o modelo de gas de rede de no ensemble microcanonico,

também consideramos uma rede quadrada com condigoes de contorno periodicas.

O sistema foi simulado mantendo a energia total por sitio u e N estritamente
constantes. Iniciamos as simulagoes partindo de uma condigao inicial total-
mente ordenada. Para o sistema alcancar o valor desejado de energia total,
primeiramente consideramos apenas as trocas que aumentam a energia total
do sistema. Quando o sistema alcancou o valor desejado de energia U = uV/,
a simulacao é iniciada de fato e a partir deste ponto apenas os processos de
salto que mantém constante a energia total do sistema sao permitidos.

Quando o sistema alcancgar o estado estaciondrio, as quantidades inten-
sivas serao calculadas a partir da equagao (3.69), cujos valores possiveis de
E = ne sao O¢, ¢, 2¢, ..., 4e.

Para simplificarmos a notacao utilizada aqui, o lado direito da equacao

(3.69) , serd denominado R,, que é a razao entre a média dos nimero de
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OQu=-0.96 T=1.5332
Ou=-0.94 T=1.7708
©u=-0.90 T=2.0350
Au=-0.86 T=2.1935
<u=-0.80 T=2.3928
* u=-0.75 T=3.0390

Figura 3.27: Negativo do logaritmo de R,, em funcao de n para varios valores
de u numa rede quadrada de dimensao linear de L. = 60 e p = 0.5. Baseado

no grafico da referéncia [41].

sitios vazios cuja energia dos primeiros vizinhos é ne e a média do ntimero
de particulas cuja energia total dos seus primeiros vizinhos é ne.
Extraindo o logaritmo da equagao (3.69), temos as seguintes expressoes,

dadas em unidades de € e kg por

_InR, = % + % (3.73)
de forma que a temperatura 7' e o potencial quimico p podem ser obtidos
a partir dos coeficientes angular e linear respectivamente da equacao acima.
Na figura abaixo, mostramos os resultados das simulagoes no ensemble micro-
canonico para o gas de rede considerando alguns valores da energia total por
volume u e p = 0.5. Vemos que todas as curvas se cruzam no ponto (2,0),
implicando da equagao (3.73) que u = —2e para todos os valores de tem-
peratura. Se repetirmos esta andlise para diferentes tamanhos de sistema

L, vemos também um cruzamento no ponto (2,0) em concordancia com o

critério do cruzamento entre as isotermas de potencial quimico no ensemble
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canonico para p = 0.5. Entretanto, o cruzamento entre todas as curvas para
todos os valores de w e L ocorre somente para p = 0.5 e por esta razao,
o cruzamento entre as isotermas pode ser utilizado como um critério para

identificacao da regiao de coexisténcia de fases.

3.5.3 O gas de rede de duas espécies

Considere uma mistura de duas espécies A e B localizada numa rede quadrada
de V = L x L sitios, sendo L a dimensao linear do sistema. Cada sitio ¢ da
rede pode estar ocupado por uma particula do tipo A, estar vazio, ou ocupado

por uma particula do tipo B. A Hamiltoniana H do sistema é dada por

AATA AArB B aTA B ArB
H:_EAAZNi Nj _EABZNi Nj _EBAZNi Nj _EBBZNi Nj y
(4,9) (4,9) (4.4) (4,9)

(3.74)
onde NZ.A B) — 1 se o sitio i estiver ocupado por uma espécie A(B) e 0 se
vazio. E possivel escrever a Hamiltoniana acima numa representacao de
spins. Atribuindo as espécies A e B a varidvel de spin o; = +1 e a auséncia

de uma particula o valor ; = 0, podemos reescrever a Hamiltoniana acima

da seguinte forma

H = —JZUin —Klzaf ?_KQ Z(Jiaf-jta?aj), (3.75)
(3,4) (3,4) (3,9)

onde os parametros J, K1, Ky representam as energias de interacao entre

particulas localizadas nos sitios ¢ e j estando relacionados com as energias

de interacao €44, €gp € €ap através das férmulas
J = (EAA+€BB_2€AB)/4, (376)

K :(EAA+€BB+2€AB)/4, (3.77)

K2 = (EAA - EBB)/Q. (378)
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No ensemble grande canonico, a probabilidade P(¢) de uma dada confi-

guracao o = (01, 09, ..., 04, ..., 0y ) é dada por

P(o) = = exp{B[—H + ppaNa(o) + usNp(o)]}, (3.79)

[1]] —

onde 4 e up sao os potenciais quimicos das espécies A e B com numero
total N4(o) e Ng(o), respectivamente.
Podemos escrever a exponencial da grande funcao de particao em ter-

mos de combinagoes lineares do nimero total de espécies A e B através das

expressoes
v
M(o) :Z:O'i = Na(o) — Np(o), (3.80)
e ” ) )
Qo) = Z:Uf = Na(o) + Np(o). (3.81)

Introduzindo os campos H e D que sao combinacoes lineares dos poten-

ciais quimicos pa(up) das especies A(B) temos

H = w) (3.82)
e
D= WTMB' (3.83)

Substituindo as expressoes (3.80),(3.81), (3.82) e (3.83) na equagao (3.79)
temos

P(0) = = exp{—B[H(0) — HM(0) + DQ(o)]}. (3.84)

[1]] —

E bem conhecido [69] que 0 modelo de gas de rede composto de duas espécies
A e B com “buracos” pode ser representado em termos de um modelo de spin-
1. Na formulacao do modelo de spins, os parametros H e D correspondem
aos campos magnético e cristalino, respectivamente e os parametros de ordem
(M(0)) e (Q(0)) correspondem & magnetizagao e o momento de quadrupolo,
respectivamente. Daqui por diante, vamos utilizar a representacao de spins

com interpretacao fisica em termos de moléculas.
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Utilizando a mesma abordagem empregada na secao anterior, podemos
obter relagoes que podem ser utilizadas com respeito aos ensembles que con-
servam o numero total de particulas. Porém neste caso, hd trés tipos de
transicoes que devemos considerar: +1 < 0, —1 «<» 0 e +1 < —1. Para ex-
plicar como obter as formulas, vamos considerar primeiramente a transicao
+1 < 0. Sendo P(c') a probabilidade do sistema estar na configuragao
ot = (01,09,...,1 —d?,...,0v), a razdo entre P(c) e P(o?), para o; = 1,0,

pode ser escrita como
P(o)

W = G0(0), (3.85)

onde a funcao G (o) é dada por

Gio(o) = exp{Bl(oi —1+07)(¢{(0) + H)
+ (207 = 1)(¢j(0) — D)]}. (3.86)

Considerando agora a transigao —1 « 0, a razao entre P(c) e P(c"), para

0; = —1,0 é dada por

P(o)
P(o?)

= G_19(0), (3.87)

onde a funcao G_1 (o) é dada por

Goio(0) = exp{Bl(oi +1~07)(¢i(0) + H)
+ (207 = 1)(¢i(0) — D)]}- (3.88)

Analogamente, para a transicio —1 « 1, a razao entre P(c) e P(o%),

para o; = —1,1 é dada por

P(o)
P(o?)

= G_l,l(U), (389)

onde a funcao G_; (o) é dada por

G_11(0) = exp{280i(¢i (o) + H)}. (3.90)
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Os termos ¢} (o) and ¢?(0) nao dependem de o; ou o? e sao dados por

9252'1(0) = JZUZ'+6 + K> ZUer(;, (3.91)
5 5

qb?(a) :K120¢2+5+K220i+5- (3.92)
5 5

As somatorias acima sao feita sobre os z primeiros vizinhos do sitio 7. Nova-
mente, para escrevermos a razao entre as taxas de transicao w;(o) e w;(c")
devemos lembrar que a condi¢ao do balanceamento detalhado deve ser satis-
feita. Portanto, a razao entre as taxas é com respeito a transicao +1 < 0 é

dada por

= G1(0), (3.93)

e analogamente o balanceamento detalhado deve ser satisfeito para as demais
transicoes.

Para simplificarmos a notagao, é conveniente utilizarmos as identidades

1—0? =6(0;,0), (3.94)
Uf + 0,
¢ 2
% ;"" = §(07,—1), (3.96)

onde 0(0;,y) é a fungao delta de Kroneker.

Da mesma maneira que fizemos anteriormente vamos decompor a taxa
de transigdo em dois subprocessos k,w¢(0) e k.wf(o) que descrevem a ani-
quilagao e criacao de particulas do tipo A, respectivamente. Uma maneira

de definir as taxas k,w{(0) e k.w{ (o) é dada por

wi(o) =0(o4, 1) ko =1, (3.97)

7

wi(o) = 8(0y, 0)ed@i @)+ (@) ke = PH-D), (3.98)

7
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Utilizando a equacao (3.30), obtemos a seguinte férmula
(6(0;,0)eP @i (@} (@)
(0(0i,1))c

Esta formula nos permite obter o potencial quimico ps = H — D com relagao

o—BH=D) _

(3.99)

ao ensemble em que o nimero de particulas é constante. Uma outra férmula

para a transicao +1 < 0 é obtida escolhendo as taxas de transicao da seguinte

forma
wi(o) = d(0y,0) k.=1, (3.100)
e
wf(a) = 5((72.’ 1)6_6(¢%(0)+¢?(0)) k.= e—ﬁ(H—D)7 (3'101)
implicando na seguinte férmula
. —B(¢} (0)+¢7 (0))
psu-p) _ (0(gi e Je (3.102)

<5(0i’ O)>C

Realizando o mesmo procedimento para as demais transicoes, temos

Wi(0) = 80, —1) k=1, (3.103)

wi(o) = 8(oy, 0)e @I @=20) o — ~BUHHD), (3.104)

7

que implica na seguinte formula para a transicao —1 <> 0

50, 0)e P (@)=¢7 (@)
oPHD) (6(0,0)e )

= ) (3.105)
(0(03, —1)).

Para a transicao —1 < 1, temos

wi(o) = 6(04, 1) ko =1, (3.106)
e

wi(o) = 8(oy, —1)e291 @) |, = 20 (3.107)

implicando na seguinte férmula

S(o;, —1)e289: (@)

~aom _ ({1, —1)e ) (3.108)

<5(0i’ 1)>C
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Outra classe de processos de salto sao aqueles que mantém a energia total
do sistema inalterada. Eles podem ser realizados definindo as taxas escolha

para as taxas de transicao da seguinte forma,

wi(o) = 8(03,1)0(0;(0) + ¢7(0), E)  ka=1, (3.109)

wi(o) = 8(0y, 0)e? G OFEO) 5 (oL (o) + ¢2(0), E) ke = H=D) (3.110)

sendo ¢} (o) + ¢?(c) ¢ um dos valores possiveis de E. Esta escolha implica

na seguinte férmula para a transicao 1 < 0

e _ OO0 ) By
(6(01,1)8(¢i(0) + ¢7(0), E))me

Para a transicao —1 < 0, podemos utilizar o mesmo raciocinio escolhendo

e

as taxas de transi¢ao da seguinte maneira

wi(0) = 803, ~1)5(63(0) — 61(0). B)  ka=1, (3.112)

Wi(0) = 8(0;,0)e7 GO §(2(0) =gl (0), ) ke = e PTHD) | (3.113)

2

sendo ¢?(0) — ¢}(0) é um dos valores possiveis de E. Esta escolha implica

na seguinte formula para a transigao —1 < 0

S—E+H+D) _ (5(04,0)5(62(0) — 6L(0), E))me
(0(0i, =1)(67 (o) — 6} (0), E) e (3.114)

Finalmente, para a transicao —1 < 1, escolhemos as taxas de transicao

da seguinte maneira

wi(o) = 6(03,1)0(¢1 (o), E) ko =1, (3.115)

wi(o) = 8(0s, —1)e¥91O5(pL (o), E) ke = 21, (3.116)
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onde ¢; (o) é um dos valores possiveis de E. Desta forma, temos a seguinte

formula
<6(Ui7 _1)6(¢zl (U>7E)>mc
<6(Uz‘7 1)6(¢z1(0)7 E))mc '

6—2ﬁ(E+H)

(3.117)

As relagoes (3.111) e (3.117) nos permitem obter tanto a temperatura quanto
os campos H e D com respeito ao ensemble que conserva a energia total do
sistema e o nimero de particulas, ou seja, elas nos permitem determinar as

quantidades intensivas com respeito ao ensemble microcanonico.

As férmulas mostradas acima podem ser deduzidas de uma outra maneira,
conforme mostrado no artigo publicado por mim [21] e serd mostrado no
Apeéndice C.

3.5.4 Simulacoes numéricas

Realizamos simulacoes numéricas do modelo de gas de rede de duas espécies
com buracos acima definido numa rede regular de volume V', cuja energia
H(o) é dada pela equagao (3.75). Como um exemplo do método proposto
aqui, consideraremos os valores para as energias de interacao K; = 3J e
Ky = 0 que correspondem ao caso simétrico entre as energias de interagao
entre particulas do tipo A e B, ou seja, temos que €44 = egg = 2€ap.
O diagrama de fase desse modelo no plano T' x D é bem conhecido e foi
determinado por Houston e Berker [70] através de andlises de campo médio.
No regime de baixas temperaturas, uma transicao de primeira ordem entre
duas fases ferromagnéticas (como no modelo de Ising na auséncia de campo
magnético H em baixas temperaturas) e uma fase paramagnética (rica em
buracos) ocorre em D = 2z. Aumentando a temperatura do sistema, novas
estruturas de fase ocorrem, como uma linha de primeira ordem que termina
num ponto critico para D > 2z, e uma linha de transicao de primeira ordem
que se torna de segunda ordem para D < 2z, sendo que nesse caso, um ponto

tricritico separa as linhas de primeira ordem e de segunda ordem.
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Ensemble canodnico

Simulamos o modelo de mistura de gés de rede numa rede quadrada com
condigoes periddicas de contorno. Consideramos aqui tamanhos de sistemas
variando de L = 20 & L = 90 e utilizamos de 5 x 10% & 1 x 107 passos
de Monte Carlo para o calculo das quantidades apropriadas. As simulagoes
foram realizadas mantendo-se M e () constantes e consideramos em todas
as simulagoes o valor M = 0. Isto implica que o nimero total de especies
A ¢é igual ao nimero de especies B. A simulacao comega ao distribuirmos
No=(Q+M)/2 e Ng = (Q— M)/2 particulas aleatoriamente sobre a rede.
Consequentemente, o nimero total de buracos V — @) fica especificado. Con-
forme mencionado anteriormente, cada uma das trés transicoes é escolhida
com igual probabilidade. Em seguida, dois sitios da rede correspondendo a
transicao escolhida sao sorteados aleatoriamente. Estes sitios cambeiam suas

variaveis de ocupacao obedecendo a seguinte taxa de transicao
w = min{1, exp(—FAH)}, (3.118)

onde AH é o aumento da energia total do sistema depois da transicao. E
importante observarmos que esta taxa de transicao satisfaz a condicao de
balanceamento detalhado.

Conforme ja mencionamos anteriormente, um dos objetivos esta na obten-
¢ao das formulas apropriadas. Outro objetivo consiste em estudar a regiao
de coexisténcia entre as fases. Descreveremos aqui trés métodos que podem
ser utilizados para determinagao das linhas de coexisténcia entre as fases.

O primeiro critério considerado aqui consiste em determinar a transicao de
fase a partir de andlises do calor especifico. O calor especifico C ,,,, mantendo
qg=Q/V em = M/V constantes, se relaciona com a energia total U = (H),

por meio da relagao
1
Com=——=
" VkgT?

onde kg é a constante de Boltzmann. Na figura 3.28, mostramos o compor-

[(H?), — (H)?. (3.119)

[

tamento do calor especifico U ,,, em funcao da temperatura 7" para diversos
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Figura 3.28: Calor especifico Cy ,,, em funcao da temperatura 7" para diversos
valores de L no ensemble canonico. No “inset”, temos a dependéncia da
temperatura T, que caracteriza o maximo no calor especifico em funcao de

L

tamanhos de rede.

Sobre a condi¢ao de potencial quimico constante, o calor especifico apre-
senta uma singularidade do tipo funcao delta na transicao. Isto é o que
acontece em transicoes de primeira ordem entre duas fases homogéneas. No
presente caso, no qual as densidades m e ¢ sao constantes, nao héa disconti-
nuidade na entropia no cruzamento da regiao da coexisténcia entre trés fases,
para uma fase gasosa (pobre em moléculas) no limite de baixos valores de g,
ou para uma coexisténcia entre duas fases liquidas (ricas em moléculas A e
B), no limite de altos valores de ¢, e portanto o calor especifico nao diverge

quando L — oo.

No primeiro caso (transicao de primeira ordem sobre a condi¢ao de po-
tencial quimico constante), a dependéncia com o tamanho finito do sistema
é bem conhecida [72], cuja diferenca entre a temperatura 77, nas qual se ob-

serva um maximo no calor especifico e a temperatura da transicao de fase
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Ty no limite termodinamico, decai como L2 [60, 71, 72] e o méaximo do ca-
lor especifico escala com o volume do sistema. O comportamento de escala
com o volume esta relacionado a distribuicao de energia ser aproximada por
duas gaussianas separadas por um minimo da distribuicao de probabilidades,

proximo da coexisténcia de fases.

Nossos dados mostram que a diferenca 77, — T decai como L™!, como
pode ser visto no “inset” da figura 3.28. Utilizando esta relagao, obtemos a

temperatura extrapolada T;f = 1.956(3).

Um argumento usado por Shida e Henriques [40] para justificar um com-
portamento de escala diferente, é que neste caso, a distribuicao de proba-
bilidades da energia é descrita por uma tnica gaussiana, exceto no limite
de concentragoes de moléculas muito baixas, devido ao fato do cluster de
particulas ser muito pequeno, de modo que as flutuagoes na energia levam o

sistema para “dentro” e “ fora” da regiao de coexisténcia.

A fim de compararmos os resultados obtidos aqui, com resultados pro-
venientes de outras técnicas [71], verificamos a dependéncia dos potenciais
quimicos H e D com o tamanho do sistema considerando a temperatura
extrapolada acima. Aumentando o sistema, H e D exibem também uma
dependéncia com o inverso do tamanho linear do sistema, quando L — oo,
H =0e¢ D =7.998(2). Estes valores estao em excelente concordancia com
os valores H = 0 e D = 8.0001(1), provenientes de simulag¢oes no ensemble

grande canénico por meio de um algoritmo de cluster [71].

O segundo método de determinacao das fronteiras de fase consiste em
analisarmos isotermas do potencial quimico D — H em funcao ¢, conforme
mostrado na figura 3.29. Em analogia ao comportamento observado nas iso-
termas de potencial quimico para o modelo de gas de rede, as isotermas de
D — H também exibem lacos, mesmo para valores suficientemente grandes
de L. O desvio do valor maximo (ou minimo) de D}, em relagao ao seu valor
assintético D§ também obedece a equagao (3.72), em concordancia com as

predigoes de Hill [73]. Uma relacao andloga para a diferenga de potenciais
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quimicos H}, também pode ser utilizada. Temos entao os valores assintoticos
D{§ = 8.0008(3) e Hy = 0.001(1), que estdo em excelente concordancia com
os valores H = 0 e D = 8.0001(1), provenientes de simulagoes numéricas
utilizando um algoritmo de cluster [71]. Nossos dados mostram, que nao
apenas os valores minimo e maximo de D} — H} obedecem a equagao (3.72),
mas também todos os valores dentro da regiao de coexisténcia entre as fases,
como mostrado na figura 3.30. Todos os valores extrapolados de Dj dao va-
lores consistentes com 8.0008(3). Para valores altos de ¢ fora da coexisténcia
entre as trés fases, o desvio de D em relacao ao seu valor assintotico também
¢ proporcional a L™!. Isto pode ser entendido pelo fato de duas fases (ricas
em espécies A e B) coexistirem e portanto, os efeitos de interface estao pre-
sentes. Para valores menores de ¢, fora da regiao de coexisténcia, o desvio de
(D — Hj}) com relagao ao seu valor assintético é proporcional & L™2, como
mostrado na parte (c) da figura 3.30.

O terceiro critério que utilizamos para identificar a transicao de fase pelo
ponto de cruzamento entre as isotermas de potencial quimico para diferentes
tamanho de sistema, como mostrado na figura 3.29. Podemos ver, da figura
3.29, que todas as curvas se cruzam em torno de D = 8.0, mais precisa-
mente em D = 8.000(2). Conforme sera mostrado no apéndice, o ponto de
cruzamento independe do tamanho do sistema e adequadamente identifica
a coexisténcia entre fases. O valor de Dj obtido por este critério concorda
muito bem com os demais critérios acima. Sejam g, € qiiq as densidades das
fases pobre e ricas em espécies do tipo A e B. O valor ¢, no qual as isotermas

se cruzam, a fragao

o= " dee (3.120)

qliq — 4 gas
¢ igual & 0.65(1). O cruzamento entre as isotermas de ¢ versus D é também
observado em simulagoes que geram um ensemble grande canonico, por meio
de um algoritmo de cluster [71], cujo ponto de coexisténcia entre as fases é
D{ =8.0ea=2/3. Embora o ponto de cruzamento ocorra no mesmo ponto

para ambos os ensembles, o comportamento das isotermas sao muito diferen-
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Figura 3.29: Isotermas do campo D — H em funcao de ¢ para diversos ta-
manhos de rede para T' = 1.955. A linha continua é uma extrapolacao para
L — oo. No “inset”, mostramos o colapso dos dados considerando a quanti-
dade y = (D; — D§) L.

tes. Enquanto no ensemble canonico, as isotermas de potencial quimico apre-
sentam lagos, como mostrado nas figuras 3.29, no ensemble grande canonico
estas sao fungoes monotonicas [71]. E claro que, no limite termodinamico,
as isotermas com lagos, obtidas a partir do ensemble canonico, e as isoter-
mas obtidas do ensemble grande canonico reduzem-se a uma tnica curva no
ponto de cruzamento. Se utilizarmos algoritmos locais, do tipo Metropolis,
para gerarmos um ensemble grande-canonico, nao havera cruzamento entre

as isotermas, devido a presencga de histerese [71].

Ensemble microcanodnico

Para simularmos a mistura de gas de rede de duas espécies com buracos
no ensemble microcanonico, também consideramos uma rede quadrada com
condigoes de contorno periddicas. O sistema foi simulado mantendo a e-

nergia total por volume u, N4 e Np estritamente constantes. Iniciamos as
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Figura 3.30: Dependéncia de D — H com o inverso da dimensao linear L em
(a) e (b) e com L™2 em (c) para T = 1.955 e diversos valores de ¢ no ensemble

canonico.

simulagoes partindo de uma condicao inicial totalmente ordenada. Para o
sistema alcancar o valor desejado de energia total, primeiramente considera-
mos apenas as trocas que aumentam a energia total do sistema. Quando o
sistema alcancou o valor desejado de energia u, a simulagao é iniciada de fato
e a partir deste ponto apenas os processos de salto que mantém constante a
energia total do sistema sao permitidos.

Quando o sistema alcancar o estado estacionario, as quantidades intensi-
vas serdo calculadas a partir das equagoes (3.111) e (3.117). Vamos utilizar
os mesmos valores de K e K5 da segao anterior. Para esse conjunto de valo-
res de K, e Ky, os valores de E e E sao dados por J Y5 0its + 3J X5 02-2+5 e
J > 5 0i1s, respectivamente, cujos valores possiveis sao 0,2J,4J, ...,16J, para
E,e —4J,-3J,...,3J,4J, para E.

Para simplificarmos a notacao utilizada aqui, o lado direito das equacgoes
(3.111) e (3.117), serdo denominados 1/R; e 1/ Ry, sendo R; a razao entre a

média dos numero de sitios vazios cuja energia dos primeiros vizinhos é nJ
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e a média do ntmero de particulas da espécie A (+1) cuja energia total dos
seus primeiros vizinhos é nJ, enquanto R, ¢é a razao entre o niimero médio
de particulas da espécie B (—1) cuja energia total dos primeiros vizinhos é
n.J e o numero médio de particulas da espécie A (—1) cuja energia total dos
primeiros vizinhos é nJ.

Extraindo o logaritmo das equagbes (3.111) e (3.117), temos as seguintes

expressoes, dadas em unidades de J e kg por

H-D

n
1 = — 121
an T + T 5 (3 )
(§]
2n  2H

Nas figuras 3.32 e 3.31, temos um grafico log-log de Ry e R, para diferentes
valores de n. A excelente qualidade dos dados confirmam que as quantidades
In R; e In Ry sao lineares em n, como esperado. Do ajuste linear, obtivemos
T e D, cujas quantidades foram calculadas numa rede de tamanho L = 60 e
consideramos aqui os valores m =0 e ¢ = 2/3.

Vemos que todas as curvas se interceptam no ponto (0,0) e (8,0). Isto
implica, das equagoes (3.121) e (3.122), que D = 8 e H = 0 independen-
temente da temperatura. Verificamos também que independentemente do
tamanho do sistema, as curvas se cruzam em (8,0), em concordancia com os
resultados provenientes do ensemble canonico. A independéncia de D com o
tamanho do sistema em ¢ = 2/3 no ensemble microcanénico concorda com o
terceiro critério mostrado anteriormente. Ressaltamos que, para valores de
q # 2/3, as curvas de Ry nao se cruzam mais num unico ponto, como pode
ser visto na figura 3.33.

Para tracarmos uma comparacao entre os ensembles candnico e micro-
canonico, mostramos na figura 3.35, a energia total por volume u em funcao
da temperatura 7" para os mesmos valores de L, m e ¢ considerados nos
graficos acima. Os dados revelam uma excelente concordancia entre os en-

sembles, mesmo para tamanhos de rede nao tao grandes. Por exemplo, si-
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Figura 3.31: Logaritmo de R; em fungao de n para varios valores de u para

uma rede quadrada de dimensao linear de L = 90, para os valores m = 0 e

q=2/3.

0 T=1.95656(2)

0 T=2.04882(4)
©T=2.1529(2) A
A T=2.4371(2)
A4T=2.7792(2)

v T=3.8656(4)

x T=5.786(1)

Figura 3.32: Logaritmo de Ry em funcao de n para varios valores de u para

uma rede quadrada de dimensao linear de L = 90, para os valores m = 0 e

q=2/3.
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Figura 3.33: Logaritmo de R; em fungao de n para varios valores de u para
uma rede quadrada de dimensao linear de L = 60, para os valores m = 0 e

q=0.2.
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Figura 3.34: Logaritmo de Ry em fungao de n para varios valores de u para
uma rede quadrada de dimensao linear de L = 60, para os valores m = 0 e

q=0.2.
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Figura 3.35: Comparacao entre os ensembles canonico e microcanonico, con-
siderando uma rede quadrada de L = 80 para m = 0 e ¢ = 0.1 (triangulos)

e ¢ = 0.2 (circulos).

mulando o ensemble canonico para os valores fixos de m = 0, ¢ = 0.2 e
T = 1.800, obtivemos a o valor de energia média dado por u = —1.1106(6).
Considerando o ensemble microcanonico para a seguinte energia total por
volume u = —1.11056 obtivemos a temperatura média T = 1.801(1). Peque-
nas discrepancias entre os resultados sao devido a efeitos de tamanho finito

do sistema.

Outra comparacgao entre os ensembles ¢ feita ao mostrarmos as isotermas
de D x ¢ para diferentes temperaturas, conforme pode ser visto na figura
3.36. No regime de baixas temperaturas, as isotermas D versus ¢ calculadas

no ensemble microcanénico também exibem lagos.

Simulagoes no ensemble microcanonico sao também afetadas pelo efeitos
de tamanho finito. Para verificarmos a dependéncia das gradezas intensivas
com o tamanho do sistema L, mostramos na figura 3.37 o comportamento

da temperatura T}, calculada para um determinado valor de L em funcao de
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Figura 3.36: Comparagao entre os ensembles canénico e microcanénico para
as isotermas de D em funcao de ¢. para diferentes temperatures. Também

consideramos aqui L = 80.

L' e L72 considerando diversos valores de u para ¢ = 0.2. Abaixo de Tg
(obtido das simulagoes no ensemble canonico), o desvio Ty, em relagao ao seu
valor assintético decai como L™, enquanto que acima de Ty, a diferenga ¢
proporcional a L2

Para finalizarmos, mostramos que a teoria dos ensembles para sistemas
fora do equilibrio apresentada ao longo deste capitulo também pode ser es-
tendida para descrever e sistemas em equilibrio termodinamico. Além disso,
apresentamos um estudo detalhado de como analisar os resultados proveni-
entes das simulacoes nestes ensembles. Ressaltamos novamente que tanto o
ensemble canonico quanto o ensemble microcanonico apresentados aqui sao

validos para quaisquer valores de J, K; e Ks.
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Figura 3.37: Dependéncia de Ty com o tamanho finito do sistema L con-
siderando ¢ = 0.2 e diversos valores de u no ensemble microcanonico. No
primeiro e segundo gréfico, mostramos o comportamento de T}, versus L~! e

L2, respectivamente.



Capitulo 4
Expansao em série

Assim como na mecanica estatistica de Gibbs, na mecanica estatistica de nao
equilibrio sao poucos os casos em que a solucao exata de um modelo é possivel.
Desta forma, o desenvolvimento de diferentes técnicas que aproximem cada

vez mais da solucao verdadeira do problema em questao é sempre desejavel.

Nos ultimos anos, uma variedade de técnicas tém sido empregadas com
consideravel sucesso para os processos fora do equilibrio. Por exemplo, o pro-
cesso de contato, que é o processo irreversivel com estado absorvente mais
estudado na literatura, tem sido estudado por diversas técnicas como si-
mulages numéricas [4], mudanca de ensemble [18, 39, 20], expansao em série
[13], formulagao continua em termos de uma equagao de Langevin [14, 15],
grupo de renormalizacao [16] e outros. No entanto, para outros processos
com mecanismos de interagao mais complexos, a maioria dos resultados ainda
provém de simulagbes numéricas. A maior importancia na utilizacao de ou-
tras técnicas se da principalmente no estudo de sistemas onde as simulacoes
numeéricas nao conseguem fornecer resultados suficientemente satisfatorios.
Uma situcao que ilustra isso é no estudo de pilhas de areia unidimensionais,
onde ha uma enorme controvérsia na literatura quanto a sua classe de univer-
salidade. Diversos trabalhos [74, 75, 76, 77] sugerem uma nova e tnica classe

de universalidade para esses processos. Entretanto, recentemente esses mo-
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delos tem sido revisitados [79] e um novo conjunto de expoentes criticos tem
sido encontrado. Salientamos aqui, que o desenvolvimento de formulagoes
analiticas para esses modelos poderia ser util na de elucidagao dessa con-
trovérsia nos resultados.

A proposta deste capitulo é estudar pela técnica da expansao em série
uma classe de processos estocdsticos cujos mecanismos de interagao envol-
vem miiltiplas particulas. Como exemplo, consideraremos aqui dois proces-
sos estocasticos que foram estudados no capitulo anterior, no ensemble em
que o numero de particulas é constante: O processo de contato de criacao
pares (PCCP) e o processo de contato de criagao por trincas (PCCT). Além
disso, consideraremos uma variante do processo de criacao por pares, de-
nominado de APCCP para mostrarmos que o método adotado é capaz de
fornecer bons resultados para outros modelos. Concentrar-nos-emos nas ex-
pansoes subcriticas, que tém sido menos estudadas ao longo dos ultimos
anos. Primeiramente, a titulo de ilustracao, reproduziremos os resultados ja
disponiveis na literatura para o processo de contato [13, 78]. Em seguida,
desenvolveremos dois tipos de expansao em série para os modelos cujos me-
canismos de interagao envolvem multiplas particulas. Mostraremos que os
resultados provenientes da andlise das séries nos fornecem as melhores esti-

mativas para o ponto critico desses modelos.

4.1 Expansao em série para o processo de

contato

Considere uma rede unidimensional com N sitios. Conforme mostrado nos
capitulos anteriores, a evolugao temporal da probabilidade de uma dada con-
figuragao P(n,t) para os processos estocéasticos markovianos é governada pela

equacao mestra
L P01 = )P 1) — wi() P, 1), (1)

2
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sendo as configuragoes 7 e * definidas por n = (11, 12, ..., nx) e ° = (71,72, .., 1—
Ny -, My ). Também foi mostrado anteriormente que a taxa w;(n) pode ser

decomposta em duas partes

w;(n) = wi(n) +w;i(n), (4.2)

onde as taxas wf(n) e wf(n) descrevem os subprocessos de aniquilagao e

criacao catalitica de particulas, respectivamente. Para o processo de contato

a

wi(n) e wf(n) sdo dadas respectivamente por
w?(ﬁ) = i, (43)
e
. A
w; (n) = 5(1 — i) (M1 + Mie1). (4.4)

Antes de desenvolvermos as expansoes em série, é conveniente escrevermos
a equacao mestra dentro de um formalismo de operadores. No caso do pro-
cesso de contato e modelos relacionados, em que um dado sitio 7 é vazio ou
ocupado por uma particula, podemos atribuir os estados |n;) que assumem
os valores |n;) = |o) ou |n;) = |e), quando o sitio estiver vazio ou ocupado
por uma particula, respectivamente. Podemos definir operadores de criagao

e aniquilacao de particulas, definidos da seguinte maneira

A?_|77i> = (1 —=n)|1 —m), (4.5)

Ai‘”i) = 77i|1 - 7h’>a (4'6)

onde eles satisfazem a propriedade “fermionica” Af A; + A; A7 = 1. Introdu-

zindo o vetor estado definido por

w(t) = >_ P(n,)n), (4.7)

n

onde |[n) = [I¥, ®|n:) = |n1,m2, ..., ny) é uma configuracdo do sistema defi-

nida pelo produto direto dos vetores da base considerada definindo de modo
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. .~ . ! . .
a satisfazer a condicao de ortonormalidade (n [7) =1I; 9, /. Substituindo a
5!l
equagoes (4.7) na equacao mestra acima e utilizando as defini¢oes dos ope-
radores de criacao e aniquilacao de particulas acima, a evolugao temporal do

vetor estado é dada por
d
2Tt = W), (4.8)

onde o operador W é composto de duas partes dadas por

W =Wy + AV, (4.9)
sendo Wy e V' dados por
Wo =Y (A — AF Ay, (4.10)
e
1 N
V=5 2 (AF = AAD) (i + i), (4.11)

i=1
Note que cada termo de W, descreve a parte nao interagente da equacao
(4.8), enquanto V descreve a interacdo de um sitio ¢ com seus primeiros
vizinhos. Cada termo Wy, possui o seguinte conjunto de autovetores a direita

e a esquerda
|0) = [o), (0] = (o] + (o], (4.12)

com autovalor Ag =0 e
1) = —[0) + |e), (1] = (o], (4.13)

com autovetor A; = —1. E importante lembrar que o vetor ( | = Sninl é
o vetor projecao em todos os estados possiveis, também chamado de vetor
referéncia que satisfaz a condigao ( |¥(¢)) = 1.

Seja [1) a solucdo estaciondria da equagao (4.8). Levantando a hipétese

de que o vetor |¢)) pode ser desenvolvido em série de poténcias de A, ou seja,

|¥) = [¥o) +§A‘|¢e>, (4.14)
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onde [1)y) é a solucao estaciondria do termo nao interagente W, satisfazendo
a equacao

Woltbe) = 0. (4.15)

Conforme mostrado na segdo 2.4, os vetores [i¢y) podem ser gerados
recursivamente a partir do estado inicial |¢y), cuja a solucdo estaciondria
(Wo + AV)|¢) = 0 é dada por

|the) = —=ARV[he—1), (4.16)

onde o operador R é o operador inverso de W, no subspaco dos vetores com

autovalores nao nulos. Ou seja, R é definido por

R = Z\ebn (6l (4.17)
n(#£0)

onde |¢,) e (¢,| sdo os autovetores de Wy & direita e a esquerda, respectiva-
mente com autovalor A,,.

Como a criacao de particulas é catalitica, se partirmos do estado inicial
|1o), que corresponde a solucdo estaciondria da parte nao interagente de W,
todos os termos seguintes da série serao nulos. Entretanto, ha algumas ma-
neiras de contornar esse problema. Por exemplo, Jensen e Dickman [13, 80]
desenvolveram expansoes em série supercriticas e subcriticas para o processo
de contato partindo de um tnico sitio ¢ ocupado por uma particula, em ana-
logia quando realizamos simulacoes dependentes do tempo com o intuito de
localizar o ponto critico a partir do espalhamento de particulas em relacao a
uma configuragao inicial proxima ao estado absorvente. Ainda no processo
de contato, de Oliveira [78] desenvolveu trés tipos distintos de expansoes em
série. Um primeiro tipo consiste em criar espontaneamente um sitio na ori-
gem com uma pequena probabilidade ¢. No segundo tipo, o sitio da origem ¢é
permanentemente ocupado por uma particula, enquanto que o terceiro tipo
proibe o ultimo sitio do sistema ocupado por uma particula de “morrer”. A
necessidade de se introduzir pequenas modificagoes em sistemas com esta-

dos absorventes tem sido reportado por Tomé e de Oliveira [81] num estudo
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para o processo de contato através de simulagoes numéricas, usando a mesma

consideracao de proibirmos a ultima particula do sistema de ser aniquilada.

4.1.1 Expansao perturbativa subcritica do tipo 1

Conforme mencionado acima, a primeira modificacao feita por de Oliveira
[78] e que serd reproduzida aqui, consiste em criar espontaneamente uma
particula na origem i = 0 com uma pequena probabilidade g. Isto é feito ao

mudarmos a taxa de aniquilagao referente a esse sitio w§(n) para

wg(n) = (1 = q)no + q(1 — ). (4.18)

Como ¢ é uma quantidade muito pequena, isso nos assegura do sistema estar
préximo ao estado absorvente. Esta modificacao leva a seguinte mudanca no
operador W,

WO = Z WOZ‘ + q(So() - Wo()). (419)
1(1#£0)

O estado estaciondrio |¢y) com a modificacao é dado por

[¢0) = 1.0.) +¢q|.1.), (4.20)

W

onde todos os sitios antes e depois do simbolo “.” sao vazios. Portanto, o

estado estacionario agora é dado por
) = [.0.) + q|.1.) + D (=ARV)"|.1.) (4.21)
=1

E importante frisar que embora a transformacao em W, feita acima ird causar
uma mudanga no operador R, apenas os termos de ordem zero em ¢, irao
contribuir na expressao do vetor [¢), uma vez que desejamos realizar as
expansoes até a primeira ordem em gq.

Dessa forma, as primeiras ordens da expansao para o vetor [i) na base

dos autovetores de Wy, sao dadas por

o) = a1 1) + 511}, (1.22)
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1 1 1 1
o) = q{51-1) + 7119 + J110L) + £ 111}, (4.23)

onde assumimos a invariancia translacional do sistema, por exemplo |.01.) =
|.1.).

Os vetores obtidos acima sao idénticos aqueles determinados por Jensen
e Dickman [13] através da transformada de Laplace |¥(s)) do vetor estado

|W()) no regime subcritico através da equagao
1D (s)) = /0 e~ (1)) dt = /0 e~ =W (0)) dt. (4.24)

Efetuando a integragao temos entao

[B(s)) = 1 0(0), (1.25)

onde T' = s — Wy e |¥(0)) é o vetor |¥(¢)) no instante t = 0. Antes de
verificarmos a equivaléncia entre as expansoes, é necessario expandirmos a
expressao acima de maneira adequada. Utilizando a expansao em série de

poténcias de A, temos que

1 1

n=0

Assumindo que o vetor |¥(s)) possa ser expandido em séries de poténcia de
A, temos que,
W (s)) = [To) + A|Ty) + A2 Ty) + ... (4.27)

Identificando cada termo da equacao acima com a equacao (4.26), temos

) = (5 — Wo) [ ¥(0)), (4.28)
e

(W) = (s — Wo)~'V[W,y), (4.29)
onde |¥(0)) = |e) denota a configuragao inicial com uma tnica particula

para o processo de contato.
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Para verificarmos essa equivaléncia, considere primeiramente o desenvolvi-

mento da expressao (4.28) em série de poténcias

I W ”72
-1 _ 0 0
(s —Wp) " = B + "= + = + ... (4.30)
Escrevendo |W(0)) em termos dos autovetores de Wy, os vetores |¥y) e |Wy)

sao dados por
~ 1

‘\ifl> = 81(81|.1.> + SQ‘.ll.)), (432)

onde s, = 1/(s +r). Quando s — 0, as expressoes acima se tornam equi-
valentes aquelas determinada pelas equacoes (4.20) e (4.22), onde temos a
relagio [¢) = ¢|¥(q)).

Aumentando-se a ordem da expansao, vai se tornando impossivel calcu-
larmos todos os vetores “na mao”. Entretanto, as regras de interacao nos
permitem construir um algoritmo computacional que determina em cada or-
dem da expansao as configuracoes resultantes e seus respectivos coeficientes.
Cada configuracao pode ser expressa em termos de um nimero binario dado
por 1 + 1722 + 1322 + ... que representa uma dada configuragao |n). Por
exemplo, o nimero bindrio 1101 corresponde & configuracao |.1101.); desta
forma, precisamos apenas armazenar o valor do coeficiente 1101. Utilizando
este procedimento, é possivel determinarmos os coeficientes de todas as con-
figuracoes resultantes até a 27* ordem em \ para o processo de contato.

A partir da expansdo em série do vetor [¢)), é possivel determinarmos
diversas quantidades, como a probabilidade de sobrevivéncia, niimero total de
particulas, funcao de correlagdo e outros. A probabilidade de sobrevivéncia

P e o nimero total de particulas N sao definidos por

P=1-{o|p), (4.33)

N=( IS, (434)
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onde (.o.| e ( |sdo o vacuo e o estado de referéncia, respectivamente.
Uma vez obtida a expansao em série para uma determinada quantidade
é necessario saber o expoente critico a ser determinado por ela. Assim, qual
é o expoente critico a ser obtido com a expansao de cada grandeza acima?
Para responder essa questao, devemos notar primeiramente que no regime
subcritico (A < \.), as probabilidade de sobrevivéncia decai exponencial-

mente da seguinte forma [13]
P(t) ~ (—A)"1° exp[—b(—A)"IH]. (4.35)

E importante observar que no ponto critico (A = A — A\, = 0), a expressao
se reduz a P(t) ~ (—A)ﬁ/, pois 3 = 1|6, mostrando que a probabilidade de
sobrevivéncia decai algebricamente com a distancia do ponto critico A. O
expoente || ¢ o expoente de decaimento temporal da funcao acima. Como os
vetores calculados estao diretamente relacionados com a transformada de La-
place do vetor probalilidade |¥(t)), devemos também tomar a transformada

de Laplace da expressao acima, dada por

. 00 —A)MI°
P(s)= [ P(t)edt ~ _=ar 4,
(s) ; (t)e *'dt S (A (4.36)
Tomando o limite s — 0, temos a expressao
P(0) ~ (=AY . (4.37)

Assim, a expansao em série para a probabilidade de sobrevivéncia nos fornece
o expoente critico 3— 1|, pois para o processo de contato sabemos que 3 = G

Analogamente, considerando o decaimento exponencial do nimero total
de particulas no regime subcritico dado por N(t) ~ (—A)"I"exp[—c(—A)"IIt]

temos a seguinte expressao para sua transformada de Laplace

N(0) ~ (=A)n+m, (4.38)

Dessa forma, a expansao em série para o numero total de particulas nos

fornece o expoente critico (1 + 7).
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Como estamos considerando a invariancia translacional do sistema, pode-
se mostrar que o calculo de N depende somente da configuragao |.1.). Por
outro lado, o calculo de P exige o conhecimento de todas as configuracoes.
Vamos nos concentrar aqui, apenas na expansao em série para o nimero total
de particulas, uma vez que esta quantidade nos permite obter muito mais
termos do que as séries para outras grandezas. Como o calculo do ntimero
total de particulas depende apenas da configuragao |.1.) e esta configuragao
provém apenas das configuracoes |.1.) e |.11.), quando atingirmos a ordem
maxima £, imposta pelo computador utilizado, se desejarmos calcular os
vetores das ordens seguintes, s6 poderemos determinar as 2‘"»x primeiras
configuragoes. Porém, para as préximas X ordens, as configuracoes que nao
foram determinadas nao contribuirao no calculo de V. Assim, é possivel obter
séries de £, + X termos para N, e séries com /., termos para as demais
grandezas. A série para o numero total de particulas N para o processo de

contato é mostrada na tabela 4.1.1

4.1.2 Expansao perturbativa subcritica do tipo 2

A segunda modificagao feita por de Oliveira [78], consiste em considerar um
sitio na origem ¢+ = 0 permanentemente ocupado por uma particula. Isto
equivale a escrever a taxa de criagdo de particulas no sitio i = 1, w$(n), da

seguinte forma
A
wi(n) = 5(1 —m)(1+mn), (4.39)

enquanto os demais sitios da rede sdo descritos pela equagao (4.4). Dessa

forma, o operador V' é reescrito da seguinte forma
(P ‘ N n
V= 5(141 - AlAl )(1 + ng) + 5 Z(Az - AZAZ )(ni_l + nz‘+1)7 (440)
=2

enquanto o operador Wy continua sendo descrito pela equagao (4.10). Uti-
lizando a relagao recursiva (4.16) aplicada sobre o estado inicial préximo ao

vécuo, com apenas uma particula, [¢g) = |¢g) = |0.), os vetores referentes as
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Tabela 4.1: Coeficientes da série para numero total de particulas para o

processo de contato na expansao do tipol.

14

N

14

N

© 00 I O Ot ks W NN = O

N I N R N B e R I e e T e S e S S e
N B O © 00 N O Ot ok W Nn o= O

1.0000000000000 x10°
1.0000000000000 x10°
5.0000000000000x 10~
2.5000000000000% 10~
8.3333333333333x 1072
4.8611111111111x1072
3.4722222222222x 103
1.4660493827160x 102
-7.2402263374486x 1073
9.0599815672154x 1073
-7.6807060363797x 10>
7.4357531647115x1073
-6.8295967100534x 1073
6.3779501429569x 103
-5.9146293588544 x 1073
5.5016525380473x 1073
-5.1218195645927x 1073
4.7809842966298 x 103
-4.4747077330935x 1073
4.2001643607444x1073
-3.9531987667344x 1073
3.7300645133519x 1073
-3.5273608482653x 103

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

3.3422832040739x 1073
-3.1725654742891x 1073
3.0164003400864x 103
-2.8723214050094 x 1073
2.7391041059750x 103
-2.6156923545724x 1073
2.5011533518710x 1073
-2.3946528020168 x 103
2.2954422385130x 1073
-2.2028515998895x 1073
2.1162830572450x 1073
-2.0352044631334x 1073
1.9591422847814x1073
-1.8876744921838x 1073
1.8204239157514x 1073
-1.7570523857588 x 1073
1.6972557384980x 1073
-1.6407596207726x 1073
1.5873159591904x 1073
-1.5366999572999 x 103
1.4887075090152x 1073
-1.4431529473697x 1073
1.3998670721072x 1073
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primeiras ordens da expansao sao dados por
1
9) = 311, (141)

1 1 1
) = =3 11) + Z10L) + £l11.) (4.42)

e

3 3 1 1 1 1 1
= —|l.)——|01.) — —<|11.) + -|001.) + —|101.) + —|011.) + —|111.
) = 2c11) = Ze0L) = {11} 4 £]001) + 2= [101) + - [011) + [111)
(4.43)

sao vazios e nao estamos repre-

W

onde todos os sitios depois do simbolo
sentando o sitio permanentemente ocupado em i = 0. A consideracao feita
para realizagao dessa expansao em série divide o sistema em duas subredes
completamente iguais, sendo que a primeira subrede vai de —oo a -1 e a se-
gunda subrede vai de 1 a co. Como os termos resultantes da expansao em
cada subrede sao idénticos, consideraremos apenas os valores numa subrede.

Como o sitio da origem ¢ = 0 estd sempre ocupado por uma particula,
nao podemos considerar a invariancia translacional. Isto nos impede de de-
terminarmos séries mais longas para o nimero de particulas, se compararmos
com o caso anterior.

Para determinarmos o expoente critico associado a expansao subcritica
do nimero total de particulas neste caso, devemos lembrar que o ntimero de
total de particulas estd relacionado com a densidade do sistema (p ~ A#)
e o volume do sistema (V = L?). Nas proximidades do ponto critico, o
comprimento de correlagao torna-se proporcional ao tamanho dos sistema
L, ou seja L ~ £ Relacionando £ com A temos que & ~ A™"L. Dessa
forma, quando nos aproximamos do ponto critico no regime subcritico, o
numero total de particulas deve divergir seguindo comportamento algébrico
N ~ AB=dvi,

Os coeficientes da expansao em série para o numero total de particulas
sao mostrados na tabela 4.1.2:

Uma vez obtida a série, é preciso analisd-la a fim de obter o ponto critico

e seu expoente critico associado. Uma técnica bastante conhecida e utilizada
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Tabela 4.2: Coeficientes da expansao em série para niimero total de particulas

para o processo de contato na expansao do tipo2.

N

14

N

17
18

1.0000000000000 x 10°
5.0000000000000x 10~
0.0000000000000x 10°
1.2500000000000x 10!
-9.3750000000000 x 102
1.1197916666667x 10"
-1.1675347222222x 10~
1.2438512731481x 107!
-1.2908408082562x 107!
1.3227679719650x 10~*
-1.3381579280063x 10!
1.3435097317375x 107!
-1.3438586615315x 107!
1.3435966946749x 10~
-1.3451266515586x 107!
1.3491297560834x 10~
-1.3550658687422x 107!
1.3618964663798 x 10~*
-1.3686474267281 <107}

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

1.3747087116628x 10!
-1.3798757440843x10~*
1.3842345023312x 107!
-1.3880018969867x 10~
1.3913988226680x 10!
-1.3945844175573x 107"
1.3976437749412x 107!
-1.4006058358550x 10~
1.4034694146696x 10!
-1.4062241682013x10~*
1.4088623061699x 10"
-1.4113824079168x 107!
1.4137886486104x 107!
-1.4160883941553x 10~ *
1.4182899488355%x 107!
-1.4204011415272x107!
1.4224287517472x107!
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para analisar uma série sdo os aproximantes de Padé [32, 31] que sera descrito

na préxima secao.

4.1.3 Aproximantes de Padé

Considere uma quantidade ) que apresenta o seguinte comportamento nas

proximidades do ponto critico
sendo A. e # o ponto critico e expoente critico associado, respectivamente.

Podemos definir a fun¢io G(\) = 2L InQ(}), dada por

0
A=A

G\ = C% InQ(\) (4.45)

Por outro lado, se a funcao Q(A\) é dada como uma soma finita de ¢

termos,
‘
QN = a\, (4.46)
i=0
entao temos que

_d QN X lagh!
G(A)_ﬁan(A)_ o0~ Eflzoazkf : (4.47)

A proposta dos aproximantes de Padé consiste em escrever a grandeza G(\)

como uma razao entre dois polinomios de A, com graus L e M

PL(A)  po+pA+pXi4 4 prAt

G\ = = )
9@ QuN) g+ @A+ @A+ ..+ quIM

(4.48)

onde L e M sao as ordens maximas dos polinomios formados no numerador
e denominador, respectivamente. Relacionando as equagoes (4.45) e (4.48),
podemos identificar A, como uma das raizes dos polinémio @Q;(\) e o expo-
ente 6 é o residuo calculado deste aproximante. Igualando as equagoes (4.45)
e (4.48), temos um sistema de L 4+ M equagbes com L + M incégnitas dadas
por

GpPo = a1qo, (4-49)
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a1po + agpr = 2a2qo + a1qi, (4.50)
azpo + a1p1 + agpe = 3asqo + 2a2q1 + a1qs, (4.51)
L+e M4t—1
Z ar4¢—iPi = Z (M + 0 — i)CLM_,_g_Z'qZ' (452)
i=0 i=0

Os graus dos polinomios devem satisfazer a condicao L + M = ¢ — 1. Dessa
forma, a determinagao de um dado aproximante de Padé de ordem [L/M] se
resume a resolvermos o sistema de equacoes acima. Em principio, podemos
escolher quaisquer valores de L e M. No entanto, verifica-se que as melhores
estimativas sao aquelas provenientes de aproximantes de Padé diagonais L =
M. Nas tabelas 4.3 e 4.4 mostramos os resultados dos aproximantes de Padé
das expansoes para o numero total de particulas NV para o processo de contato
dentro das duas abordagens acima.

Das tabelas acima, podemos concluir que os aproximantes nos forne-
cem estimativas bastante precisas, nao apenas para o ponto critico, mas
também para seus expoentes criticos associados. Entretanto, as estimati-
vas parecem nao melhorar para os aproximantes de Padé mais altos, como
podiamos esperar inicialmente. Estimamos o ponto critico em A, = 3.2979(1)
e v(1 +n) = 2.279(1) para a expansao do tipol e A\, = 3.29790(7) e
dv — = 0.8196(3) para a expansao subcritica do tipo2. FEstas estimati-
vas do ponto critico concordam muito bem com o valor A\, = 3.29785(2)
provenientes de expansoes supercriticas [13]. Quanto aos expoentes criticos,
ha valores mais precisos obtidos na literatura, obtidos de séries de 110 termos
para o modelo de percolagao direcionada na rede quadrada.

Algumas observagoes se fazem necessarias: Conforme apontado por Gutt-
mann [32], o procedimento de determinacao das incertezas a partir dos apro-
ximantes de Padé é muito subjetivo, nao existindo uma melhor maneira de
estimarmos os resultados nem suas incertezas. Aqui, utilizamos um procedi-
mento suficientemente simples, a partir metade da diferenca entre a menor e

a maior estimativa dos resultados obtidos.
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Tabela 4.3: Valores do ponto critico A\. e seu respectivo expoente critico
V||(1+mn) para os diferentes aproximantes de Padé para o processo de contato

na expansao subcritica do tipol.
[L/M] Ae (T +n)

[11/11] 3.29780  2.2771
[12/11] 3.29805  2.2800
[12/12] 3.29800  2.2796
[13/13] 3.29800  2.2795
[14/14] 3.29799  2.2794
[15/15] 3.29799  2.2794
[16/16] 3.29799  2.27939
[17/17) 3.29802 2.279787
[18/18] 3.29802 2.279674
[19/19] 3.29798 2.279265
[20/20] 3.29799 2.279436
21/21] 3.29799  2.27940
[22/22]

3.29800  2.27952
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Tabela 4.4: Valores do ponto critico A. e seu respectivo expoente critico
dv — (3 para os diferentes aproximantes de Padé para o processo de contato

na expansao subcritica do tipo2.
[L/M] Ae dv, — (3

[11/11] 3.29796 0.81991
[12/12] 3.29796 0.81992
[13/13] 3.29786 0.81962
[14/14] 3.29782 0.81950
[15/15] 3.29783 0.81952
[16/16] 3.29796 0.81994
[17/16] 3.29789 0.81920
[16/17] 3.29786 0.81960

Embora as expansoes subcriticas fornecem para o processo contato boas
estimativas tanto para o ponto critico e quanto para seu expoente associ-
ado, as expansoes supercriticas parecem forncecer melhores resultados. No
entanto, as expansoes subcriticas tem o mérito de serem mais simples e de
fornecerem séries bem mais longas. Também, para modelos com regras de
interacao mais complexas, como aqueles que serao mostrados na proxima
segao, parece haver problemas na geragao das séries supercriticas [91]. En-
tretanto, mostraremos na préxima secao que nao somente é possivel gerar
séries subcriticas para esta classe de problemas, como obter boas estimativas

para o ponto critico desses modelos.

4.2 (Generalizacao para processos que criam

por pares e trincas de particulas

Em analogia as expansoes em série que mostramos na secao anterior, desen-

volveremos aqui expansoes em série para uma classe de modelos cujos meca-
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nismos de interacao envolvem multiplas particulas. Esses modelos também
foram estudados no capitulo 3, no ensemble em que o nimero de particulas é
constante e utilizaremos seus resultados para comparar com aqueles obtidos

aqui.

4.2.1 Expansao perturbativa subcritica do tipo 1

Os processos considerados aqui sao o processo de contato de criagao por pares
(PCCP), por trincas de particulas (TCCP) e uma variante do processo de
contato de criagdo por pares, denominado (APCCP). Neste ultimo modelo,
um sitio vazio vizinho a pelo menos um par de particulas adjacentes, uma
particula é criada com taxa A. Este modelo é um protétipo do modelo A,
introduzido por Dickman [87], mas aqui esse modelo cria novas particulas na
presenca de pares, ao invés de particulas isoladas.

Em analogia ao que foi feito para o processo de contato anteriormente,

as taxas de criacao wg(n) para esses modelos sao definidas por

wi(n) = %(1 — 1) (Mis1Miva + Miali1), (4.53)
para o PCCP,
wi(n) = AL —0;)(Mig1Mit2 + NicaMic1 — Nis1Miv2Ni—27i-1), (4.54)
para o APCCP, e
wi(n) = é(1 — 7)) (Mit 1 Miv2Mies + Mi-aMi-2Mi-1), (4.55)

2

para o TCCP. A taxa wf(n), correspondente a aniquilagdo de particulas é
também descrita pela equagao (4.3).
Escrevendo a equagao mestra na forma de operadores, a parte interagente

V', que descreve a criacao catalitica de particulas, é dada por

1
V= ) Z Si(Mig1Mive + ni_oni_1), (4.56)
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para o PCCP,

V= Z Si(Mip1Nig2 + MioMio1 — Ny 1N aMi—oNi—1), (4.57)

para o APCCP, e

1

V = 5 Z Si(ni+1ni+2ni+3 + ni_gni_gni_1>. (458)

(3
Para simplificar a notacao utilizada, consideramos os operadores S; e 0 ope-
rador ntimero n; definidos por S; = A — A;Af e n; = AT A;.
Analogamente ao que foi feito para o processo de contato na secao ante-
rior, a modificagao feita aqui consiste em introduzir uma criagao espontanea
de particulas em dois (trés) sitios vizinhos da rede, para os processos que
criam por pares (trincas) de particulas. Os sitios escolhidos sdo i = 0 and

i =1, desta forma as taxas wj(n) and w{(n) sdo modificadas para

wg(n) = (1 = q)mo + q(1 — o), (4.59)

wi(n) = (1 —q)m +q(1 —m). (4.60)

Esta modificacao leva a seguinte expressao para o operador W
Wo =Y Wi + q(Soo + Sor — Woo — Won), (4.61)

cujo estado estaciondrio |1)y) do operador Wy nao ¢ mais o viacuo. Agora ele
é dado por
[v0) = |.0.) + 2¢|.10.) + ¢*|.11.), (4.62)

W

onde todos os sitios antes e depois do simbolo sao vazios.

Desta forma, os dois primeiros vetores |i1) e |1)2) s@o dados por
2
1) = ¢*{2].1.) + |.11.) + |.101.) + g\.111.>}, (4.63)
e

2 1 1 2 2 4 4 1
= {2 1) +=]11.)+=].101.)+=].111.)4+=1].1001.) +=|.1101.)+—=|.1011.) += |.1111.
92) = (51 1) 45| L)+ 10L)+2| 1T1L)+2| 1001+ 5] 1101 )+ | ;+3\ )}
4.64
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para o PCCP, onde assumimos a invariancia translacional do sistema. Para o
TCCP, as taxas wf(n), i = 0, 1,2 sao modificadas analogamente e portanto,
também obtemos um vetor inicial |1)y) nao trivial. Entretanto, o vetor |),),
¢ > 1, serd da ordem ¢3.

Devemos notar que os vetores |1)) obtidos aqui apresentam uma relagao
direta com a transformada de Laplace |¥(s)) do vetor estado |¥(t)) no regime
subcritico, mas aqui o estado inicial é | X) = | @) para o PCCP ¢ APCCP
e | Xo) = | e ®@) para o TCCP. Para verificarmos a equivaléncia, devemos
utilizar novamente as equagoes (4.28), (4.29), com o operador V' dado pela
equacdo (4.57) para o PCCP. Desta forma, os dois primeiros vetores |¥g) e

|,) sdo dados por

~ 1
[6) = <[.00.) 4 251].10.) + 5011, (4.65)

[By) = 255(s1|.1.) + $2].11.) + 55].101.) + s5].111.)). (4.66)

No limite s — 0, Eq. (4.66) torna-se idéntica (por um fator 2¢®) & equagao
(4.63), ou seja, |¥1) = [1)/2¢%. As ordens seguintes da expansio também
produzirdo vetores que obedecem a relacio |¥,) = |4)/2¢%. Portanto, o
vetor estaciondrio |¥) estd diretamente relacionado com a transformada de
Laplace [¥(s)) do vetor estado |¥(t)) no regime subcritico.

Na tabela abaixo, listamos os coeficientes obtidos para a expansao em
série para o numero total de particulas para os trés modelos acima. O ntmero
total de particulas também ¢é obtido utilizando a equagao (4.34).

Da mesma forma com o que foi feito para o processo de contato, para
analisarmos as séries utilizaremos a técnica dos aproximantes de Padé. De-
terminamos o pointo critico A. e o expoente critico, analogamente ao que foi
mostrado para o processo de contato para os trés modelos considerados aqui.
Em contraste com os resultados para o processo de contato, as estimativas
provenientes desta abordagem sao ruins e nao melhoram muito quando con-

sideramos aproximantes. Por exemplo, para o PCCP, o aproximante [13/13]
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Tabela 4.5: Coeficientes das expansoes em série do nimero total de particulas
N para os PCCP, APCCP, e TCCP.

PCCP APCCP TCCP

14

0 2.00000000000000 x10°  2.00000000000000 x10°  3.00000000000000 x 10°
1 2.00000000000000 x10° 2.00000000000000x 10° 2.00000000000000% 10°
2 6.66666666666667 x10™'  6.66666666666667 x10~!  6.66666666666667 x 10~
3 2.22222222222222 x107!  2.22222222222222 x107!  2.22222222222222 x10~!
4 1.48148148148148 x1071  1.14814814814814 x10~!  2.07407407407407x 10~
5 -1.97530864197531 x1072 -5.86419753086417x107%  3.80246913580247x 102
6  4.46913580246914 x1072  2.88117283950617x1072 -1.83938859494415x 102
7 -1.57722908093278 x1072 -8.63692925729961x 1073  4.64386215391508x 102
8  9.53583512966229 x1072  4.98937532660526x 1073  2.17580715092230x 102
9 -3.32566769780614 X103 -6.44486162434792x10™* -9.02958001361142x 102
10 2.47853920668470 x1072  -5.81533882116271x10™*  1.45054908178555x 10~
11 -2.71937552830685 x1073  1.24197428649364x 1073 -1.65481868690147x10~"
12 3.41451431396303 x1072  -1.49842574202289x 1073  1.63724920138393x 10!
13 -3.83526968827333 x10™3  1.67871776734916x1073 -1.52183784122793x 107!
14 3.98069888064335 x1072  -1.79354081284144x 1073  1.38404751317555x 1071
15 -3.93493438614195 x1073  1.85786747449938x1073 -1.21849140331913x10~*
16 3.80842329596270 x1072  -1.87771422345257x107%  9.93112122560991x 102
17 -3.66125398764534 x1073  1.86718390972607x 1073  -6.89396479237052x 102
18  3.51794756163694 x1072 -1.83825949160899x 1073  3.19324394323512x 102
19 -3.38275717362883 x1072  1.79908752660346x 1073  8.25261267789745x 1073
20 3.25366363586711 x1073  -1.75411933206063x 1073 -4.75544305218625x 102
21 -3.12851358927982 x 1073  1.70572551425842x1073  8.27545456947378 x 1072
22 3.00686185792610 x10™3 -1.65537108002048x1073 -1.12219860616667x 10!
23 -2.88968721395594 x107%  1.60418342715199x107%  1.36044569387758x 10~
24 2.77858827033122 x1073  -1.55308848701112x1073 -1.55881872792929x 10!
25 -2.67506636244736 x107*  1.50279564792145x107%  1.74670507433362x 10~
26 2.58007455475132 x1073  -1.45378346183541x1073 -1.96296951393837x 10!
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27 -2.49382610216520 x1072  1.40632844965132x107%  2.25163191741039x 10"
28 2.41581374222586 x1073  -1.36056168112988x 1073 -2.65667885365566x 10~
29 -2.34497974277679 x1073  1.31652716913818x1073  3.21687696957426x 10!
30 2.27996894225733 x 1073  -1.27422570713090x 1073 -3.96199475827942x 10!
31 -2.21939383143445 x1072  1.23364009587133x107%  4.91189226879101x 10"
32 2.16205054135610 x1073  -1.19474540609862x 1073  -6.07957756683959x 10~
33 -2.10704796775453 x1073  1.15751047699458x 1073  7.47871824764928 x10~!
34 2.05384177252338 x1073 -1.12189614019704x 1073 —
35 -2.00219063554985 x1072  1.08785366190089x 103 —
36 1.95206680869935 x1073  -1.05532488699381x 1073 —
37 -1.90355504280079 x107*  1.02424413320142x 107> —
38  1.85676625916399 x1073 -9.94541141539853x10~4 —

nos fornece A\, = 7.62 e v||(1 +n) = 2.71, enquanto o aproximante [16/16]
nos fornece A\, = 7.54 e v (1 + 1) = 2.56.

Estimativas muito melhores sao obtidas quando determinamos o ponto
critico e seu expoente associado por meio dos aproximantes de Padé “ten-
denciosos” (biased analysis). Essa anélise consiste em determinar os aproxi-
mantes de Padé para as series (A — A.)(d/d)\) InQ = 6 [13, 82, 83], ao invés
da série %ln@, como foi feita anteriormente. Entretanto, para desenvolver-
mos este tipo de analise, deveriamos ter o conhecimento a priori do ponto
critico A.. Como em geral, o ponto critico é o problema a ser determinado,
considera-se uma versao modificada desta abordagem que consiste em par-
tir de um dado aproximante de Padé [L/M] considerando um valor de A,
tentativa, e para esse valor tentativa, desenvolvemos a série e em seguida
determinamos o correspondente expoente «9(5\0). Repetindo esta analise para
outros valores tentativa de S\C, podemos construir curvas para diferentes apro-
ximantes [L/M], pois espera-se que eles se encontrem no ponto critico (A,
6(\.)). Nas figuras. 4.1, 4.2 e 4.3, mostramos as curvas obtidas considerando

diferentes aproximantes de Padé para os trés modelos acima.
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Tabela 4.6: Estimativas A. e v||(1 4+ n) obtidas a partir dos aproximantes de
Padé “tendenciosos” para os trés modelos considerados aqui, juntamente da
estimativa obtida para o processo de contato (CP) [13].

Modelo Ae v(1+mn)

PCCP  7.4650(6) 2.274(3)

APCCP 3.9553(5) 2.272(4)

TCCP  12.01(2)  2.26(2)

CP 3.29782 2.2772

Das figuras 4.1, 4.2 e 4.3, vemos um estreito intervalo de interseccao
entre os diferentes aproximantes, mostrando a utilidade desta abordagem.
No entanto, conforme mencionado anteriormente, o procedimento de esti-
marmos as incertezas a partir dos aproximantes de Padé ¢ muito subjetivo.
Assim, a fim de estimarmos os pontos criticos e suas incertezas associadas
de uma maneira mais consistente, consideramos um critério similar ao que
foi feito na secao anterior para o processo de contato, consiste em conside-
rar o intervalo entre o primeiro e o ultimo cruzamento entre os diferentes
aproximantes. Os valores de A. e v||(1 + 7)) estao mostrados na tabela 4.2.1
para o PCCP, APCCP e TCCP. Como podemos notar, as estimativas obti-
das das expansoes em série fornecem estimativas superiores aquelas obtidas
através de simulacoes numéricas para o PCCP, cujo resultado proveniente de
simulagoes numeéricas no ensemble em que o niimero de particulas é constante
¢ dado por A\, = 7.464(2). J& para o TCCP, embora o valor de simulagao
seja melhor A\, = 12.006(1) [20], a concordancia com o resultado obtido aqui

também ¢é boa.
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Figura 4.1: Estimativas de § = v (1 +n) como funcao de A derivado dos
aproximantes de Padé para as series (A — \.)(d/d)\) In N = 6 calculados em

A. para o PCCP. Os aproximantes mostrados sao [17/18], [18/17], [18,19],
[19/18],e [~ 7
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Figura 4.2: Estimativas de § = v (1 + n) como funcao de A derivado dos
aproximantes de Padé para as series (A — \.)(d/d)\) In N = 6 calculados em
A para 0 APCCP. Os aproximantes mostrados sao [18/18], [17/18], [18/19],
e [19/18].
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Figura 4.3: Estimativas de 6 = v(1 + 7) como funcao de A derivado dos
aproximantes de Padé para as series (A — \.)(d/d)\) In N = @ calculados em

Ac para o TCCP. Os aproximantes mostrados sao [15/15], [15/16], [16/15], e
[16/16].

Figura 4.4: Grafico log-log do ntimero total de particulas N versus o tempo ¢

considerando alguns valores de A para o APCCP. De cima para baixo, seguem
os valores A = 3.97, 3.9558, 3.9553, 3.95, e 3.93.
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4.2.2 Simulagoes numéricas

A fim de checarmos a acuracia dos resultados obtidos das expansoes em série,
realizamos simulagoes dependentes do tempo [30] para o APCCP, uma vez
que seu expoente critico nao é conhecido na literatura. Conforme mencio-
nado anteriormente, partindo de uma configuragao proxima do estado absor-
vente, aqui com apenas um par de particulas adjacentes, é possivel estudar a
evolucao temporal de trés grandezas, como a probabilidade de sobrevivéncia
P,(t), do ntimero total de particulas N4(t) e a distancia média das particulas
a partir da origem R?(t). Conforme mencionado no capitulo , no ponto critico
estas grandezas sao descritas por comportamentos leis de poténcia, cujos ex-
poentes criticos sao denominados d, n and z, respectivamente. Fora do ponto
critico, esperamos desvios em relacao ao comportamento tipo lei de poténcia.
Na figura 4.4, mostramos a quantidade N,(t) em fungao do tempo ¢ para al-
guns valores de A\. Uma analise analoga também pode ser feita para obtermos
os expoentes 0 e z. No ponto critico A\, = 3.9553 determinado a partir das
expansoes em série, nossos dados para essas trés quantidades Ny(t), Ps(t), e
R%(t) seguem de fato, um comportamento lei de poténcia, cujos expoentes

criticos sao aqueles pertencentes a classe da percolacao direcionada.

4.2.3 Expansao perturbativa subcritica do tipo 2 para

o PCCP

De uma maneira andloga ao que fizemos para o processo de contato anterior-
mente [78], vamos considerar dois sitios vizinhos permanentemente ocupados
por uma particula, por exemplo, na origem ¢ = 0 e seu vizinho a esquerda
1 = —1. Isto equivale a escrever a taxa de criacao de particulas nos sitios

1 =1ei=2 para o PCCP da seguinte forma

wi(n) = %(1 = m) (1 + n2ms). (4.67)
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wy(n) = %(1 — o) (M1 + M37a). (4.68)

Dessa forma, o operador V é reescrito da seguinte forma

1 1

1 N
+§ E (A:- - AiAZF)(ni_gni_l +TLZ‘+1TLZ‘+2), (469)
1=3

enquanto o operador Wy continua sendo descrito pela equagao (4.10). Uti-

lizando a relagao recursiva (4.16) aplicada sobre o estado inicial préximo

do véacuo |¢g) = |po) = |0.), os vetores referentes as primeiras ordens da
expansao sao dados por
) = 511, (4.70)
1 1 1
[1he) = —Z|1.> + Z‘Ol.> + §‘11.> (4.71)

e

1 3 1 1 1 1 1
=-|1.)——|01.) — —|11.) + —|001.) + —|101.) + —|011.) + —|111.

(4.72)
onde todos os sitios depois do simbolo “.” sao vazios e nao estamos represen-
tando o sitios permanentemente ocupados em ¢ = —1 e ¢ = 0. Os coeficientes

para a expansao em série do niimero total de particulas sao listados na tabela
4.2.3.

Na tabela abaixo, seguem os resultados de A. e de dv;, — (3 para os di-
ferentes aproximantes de Padé para o processo de contato de criagao por
pares. Como podemos ver, os valores fornecidos pelos aproximantes flutuam
significativamente, nao nos fornecendo boas estimativas. A estimativa mais
proxima dos valores de simulacao e dos resultados da série do tipo 1 é o
aproximante [12/12].

Também tentamos determinar o ponto critico através dos aproximantes de
Padé para a série (\—X.)(d/d)\) InN = 6, onde § = dv, — 3, conforme mostra

a figura abaixo. Entretanto, diferentemente do caso 1, somente duas curvas
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Tabela 4.7: Coeficiente da expansao em série para numero total de particulas

para o processo de contato de criacao por pares na expansao do tipo2.

14 N 14 N

0 2.0000000000000x 10° 17 -7.242737569664044x 1072
1 1.0000000000000 x 10° 18 -1.515346530930892x 10!
2 0.0000000000000x 10° 19 3.964532731949456x 107!
3 0.0000000000000x 10° 20 -6.548839225969571x 107!
4 1.6666666666666x10~1 | 21 9.204075139168961x10~*
5 -2.2222222222222x107! | 22 -1.186323326349171x10°

6 2.5462962962962x 1071 | 23 1.443953593916500x 10°

7 -2.86728395061728x107! | 24  -1.681279686171715%10°

8  3.44458590534979x 1071 | 25  1.882437308379477x10°

9 -4.22407514574759x 107" | 26  -2.028238735133572x 10°
10 5.02961218074335x10~1 | 27 2.097543509101833x10°

11 -5.671020649265505x 1071 | 28 -2.069098768146455x 10°
12 5.997056031629859x 107! | 29 1.923451968932612x 10°

13 -5.898397665452710x 107" | 30  -1.644654076951392x 10°
14 5.310529600484738x10~! | 31  1.221636484817303x10°

15 -4.220566257593497x 107" | 32 -6.492858667069210x 10!

2.666665361236103x107*
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Tabela 4.8: Valores do ponto critico A. e seu respectivo expoente critico
dv, — 3 para os diferentes aproximantes de Padé para o processo de contato

de criacao por pares na expansao subcritica do tipo2
[L/M] Ae dv, —

[11/11] 7.303  0.695
[12/12] 7479  0.823
[13/13] 7.4320 0.781
[14/14] 7.007  0.344
[14/15] 7.389  0.743
[15/14] 7.513  0.847
[15/15] 7.517  0.849
[15/16] 7.406  0.758
[16/15] 7.513  0.847

se cruzam, cujo ponto de intersecgao (A, #) é (7.470,0.814), em razodvel con-
cordancia com os valores 7.4650(6) e 0.8196, obtidos anteriormente. Acredi-
tamos que uma série mais longa seria necessaria para obtencao de resultados
mais precisos e por esta razao nao repetimos este procedimento para os de-

mais modelos que criam por pares e trincas de particulas.
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Figura 4.5: Estimativas de § = dv, — 3 como funcdo de \. derivado dos
aproximantes de Padé para a serie (A — \.)(d/d)\) In N = 6 calculados em A,
para o PCCP. A linha horizontal tem inclinacao 0.8196.



Capitulo 5

Modelos “fermionicos” versus

modelos “bosonicos”

O modelo de percolagao direcionada é representado pelas reagoes A — A+ A
e A+ A — 0 ocorrendo com taxas k. e k,, respectivamente. Conforme
mostramos na secao 2.5, essas reacoes quimicas levam na seguinte equacao
de Langevin

dp

5 = ap(z,t) — bp(x,t)? + DV?p(x,t) 4+ / p(z, t)n(x, 1), (5.1)

onde n(z,t) é o ruido branco gaussiano, responsavel pelo efeito de flutuagoes

no sistema que é descrito pela covariancia

(n(z, t)n(xl, t/)) ~(x — x')é(t — tl). (5.2)

Pelo fato da densidade de particulas ser suficientemente pequena nas vizi-
nhancgas da transicao de fase, é razoavel esperarmos que o vinculo de permitir
ou nao multiplas ocupagoes num mesmo sitio nao deva mudar substancial-
mente o comportamento critico. Isto justifica o fato de formalismos bosonicos
no espago de Fock para a derivagao de teorias de campos ou de equacgoes de
Langevin serem usados com bastante frequéncia para ambos os casos.

Deloubriére e van Wijland [88] propuseram as versoes bosonica e fermionica

para um modelo bastante simplificado, no qual a reacao ocorre apenas no
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sitio central de um sistema d— dimensional e nos demais sitios apenas a
difusao entre as particulas pode ocorrer. Esse sistema, embora seja for-
temente inhomogeéneo é suficientemente simples para se estudar analitica-
mente. Os autores, através de uma abordagem de teoria de campos para
as duas versoes, encontraram expoentes criticos diferentes em cada um dos
casos, sugerindo que o vinculo de se permitir multiplas ocupagoes seja rele-
vante na determinacao da classe de universalidade. Conforme sugerido pelos
préprios autores, simulacoes numéricas seriam apropriadas para confirmar
se este comportamento é de fato diferente para cada uma das versoes. Em
particular, a partir das simulacoes numéricas, é possivel obtermos o expoente
B/vy, que é onde estd a principal diferenca entre os resultados (os autores
encontraram /v, =1 e /v, = 0.5 para as versoes fermionica e bosonica,
respectivamente).

Assim, nossa proposta é determinar o comportamento critico das duas for-
mulagdes para o modelo proposto por Deloubriére e van Wijland [88] através
de simulagoes numéricas e verificar se hd ou nao uma diferenga entre seus
expoentes criticos. Este capitulo da tese foi desenvolvido em colaboragao

com Miguel A. Munoz, da Unviversidade de Granada, Espanha.

5.1 Analise dimensional

Antes de mostrarmos os resultados de simulagoes numéricas, vamos mostrar
uma argumentacao baseada na analise dimensional da acao proposta por
Deloubriére e van Wijland [88]. Este tratamento, embora fenomenolégico e
valido apenas para d > d., nos permite fazer previsoes sobre alguns expoentes
criticos e nos possibilita alguma compreensao sobre o problema.

Para o caso bosonico, pode-se mostrar que as propriedades dinamicas do

processo de reacao-difusao pode ser deduzida através da acao

S 0] = [ drdt(0,+ 0'(r) = VA + g8 ()P — 8 — pod )] (5:3)
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A agdo acima deve ser uma grandeza adimensional. Isto nos permite obter

as seguintes relagoes, a partir de analise dimensional da equacao acima

LAT)[]IL ™ = 0, (5.4)
LATW)T ) =0, (5.5)
LT gl L[] [4]([¥] — [¥]) = 0. (5.6)

A tltima equagdo implica que [1)] = [¢] e da equacdo (5.5) temos [¢)] ~ L™%2,
T ~L?een~ L4 Comparando as expressdes acima com as expressoes
que descrevem o comportamento das grandezas na criticalidade 7 ~ &7,

T ~€e”

I, £ ~ e+, obtemos os valores para os expoentes v, v, 3/v, e
2" iguais a 2, 1, 1/2 e 2, respectivamente. Embora a andlise dimensional
feita aqui seja correta apenas para d > d., ela é capaz de nos fornecer uma
estimativa correta para o expoente /v, em d = 1 < d.. Relacionando 2’ e z,
temos que z = 1. Para que a ultima relagao nao apresente divergéncia temos
que [g] ~ L*%, de onde concluimos que a dimensdo critica é d. = 4/3 >
1. Portanto, em uma dimensao, os expoentes criticos devem ser diferentes
daqueles que caracterizam os expoentes de campo médio 5 = /v, = 1 e
vV, = 1.

Para a versao fermionica, propos-se [88] a agao
S[) = [ d'rdid(@+ Ded’(r) = DV + 90%(r)bu (0 = 0,0). (5.7)

onde por anélise dimensional obtemos [g] ~ L*%*, cuja dimensdo critica ¢
d. = 2/3 e portanto em uma dimensao os expoentes criticos sao os expoen-
tes de campo médio, em contraste com a analise feita para o caso bosonico.
Conforme veremos na préxima secao, os expoentes criticos obtidos para a
versao fermionica a partir das simulagoes numéricas contrastam com as esti-
mativas acima, o que nos faz supor que a acao dada pela equacao (5.7) nao

seja correta para o caso fermionico.
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5.2 Formulacao microscépica

Considere uma rede unidimensional de L sitios. Cada sitio é atribuido uma
variavel de ocupacao 7; que toma os valores 17; = 0, 1 para o caso fermionico,
enquanto o nuimero de particulas € irrestrito no caso bosonico. Os mecanis-
mos de interacao entre as particulas sao os mesmos do modelo de percolacao
direcionada acima, porém a criacao de uma particula e aniquilacao de duas
particulas ocorrem apenas no centro (também chamado aqui de origem) do
sistema. Para as duas versoes, pares de particulas sao aniquilados com taxa
k.. No caso bosonico, os pares devem estar localizados no sitio central, en-
quanto no caso fermionico as particulas estao situadas no sitio central e num
de seus primeiros vizinhos, uma vez que multiplas ocupacoes sao estrita-
mente proibidas. Para que uma nova particula seja criada com taxa k., no
caso bosonico o sitio central deve ter pelo menos uma particula, enquanto
que no caso fermionico, uma nova particula é criada num dos primeiros vi-
zinhos do sitio central caso este esteja ocupado. Note que ambas as reagoes
simulam as reacoes quimicas para o modelo da percolacao direcionada. A
etapa difusiva ocorre com taxa D, onde uma particula move para um de seus
vizinhos com igual probabilidade. Na formulagao fermionica, o vizinho deve

necessariamente estar vazio.

5.2.1 Simulagoes numéricas

As simulacoes dependentes do tempo sao iniciadas partindo-se de uma rede
vazia com apenas duas particulas no sitio central para o caso bosonico e
uma particula no sitio central e nos seus primeiros vizinhos, para o caso
fermionico. Consideramos redes suficientemente grandes para impedir que o
sistema alcance as bordas do sistema no caso das simulagoes de espalhamento.
As simulagoes iniciam ao escolhermos com probabilidade 1/N7 uma particula
do sistema, sendo Ny o numero total de particulas num dado instante de

tempo t. Essa maneira de simularmos, em constraste com o procedimento
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Figura 5.1: Evolucao temporal da probabilidade de sobrevivéncia P, niimero
total de particulas N e da distancia quadritica média R? para a versao

bosonica no ponto critico k. = 0.1070.

no qual um sitio qualquer do sistema ¢é escolhido com probabilidade 1/L
¢ uma maneira de optimizarmos as simulagoes, uma vez que é necessario
realizarmos simulagoes muito longas. Caso o sitio central seja sorteado, com
probabilidades (1 — D)k, e (1 — D)k, os processos de criacao ou aniquilagao
sao escolhidos respectivamente, e com probabilidade D uma etapa difusiva é
sorteada. Sem qualquer perda de generalidade consideramos aqui os valores
D =0.77 e k, = 1 para ambos 0s casos.

Para um sistema homogéneo nas proximidades do ponto critico, as prin-
cipais grandezas a serem obtidas sdo a probabilidade de sobrevivéncia P(t),
o ntimero total de particulas N(t) e o espalhamento de particulas com relagao
& semente inicial localizada na origem R?(t). Conforme mostramos anterior-
mente, essas quantidades seguem um comportamento do tipo lei de poténcia,
dados por Py(t) ~t7°, Nit) ~ t" e R%(t) ~ t*/*', onde 8, n e 2’ sdo seus expo-
entes criticos associados. No presente caso, como nao ha homogeneidade, nao
¢é claro que essas grandezas devam seguir o comportamento algébrico descrito

pelas equacgoes acima. Desejamos verificar justamente se isso ocorre.
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- R()
N(t)

Figura 5.2: Evolucao temporal da probabilidade de sobrevivéncia P, nimero
total de particulas N e da distancia quadratica média R? para a versao

fermionica no ponto critico k. = 0.3180.

Para um sistema puramente difusivo, pode-se mostrar [4] que n = 0 e
z = 1 no ponto critico. Como os modelos estudados aqui apresentam reacao
apenas no sitio central, o efeito de ruido foi reduzido a um grau minimo
de influéncia e portanto seu efeito nao deve alterar os expoentes de campo
médio.

Estimamos o ponto critico como k. = 0.3180(2) e k. = 0.1070(5) para
as versoes bosonica e fermionica, respectivamente, cujos valores do expoente
n sao n = 0.003(5) e n = 0.001(5) para as versoes fermionica e bosonica,
respectivamente. O decaimento da probabilidade de sobrevivéncia também
obedece um comportamento lei de poténcia, cujos expoentes medidos foram
9 = 0.19(5) para ambos os casos. Esse valor também foi confirmado através
da obtencao dos dos expoentes 1 + d e 1 obtidos independentemente. Uma
andlise similar para R%(t) nos forneceu o expoente z = 1.00(1), para ambos 0s
casos. Dessa forma, os trés expoentes criticos obtidos a partir das simulagoes

dependentes do tempo sao iguais, para ambas as formulacoes, como mostrado
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nas figuras 5.1 e 5.2.

Uma outra analise que também realizamos neste trabalho consistiu em
estudar o decaimento da densidade do sistema, partindo inicialmente de uma
rede totalmente ocupada por particulas. Conforme mostrado na secao 2.3,
para um sistema homogéneo nas proximidades do ponto critico, o decai-
mento da densidade de particulas p decai obedecendo a lei de poténcia dada
por p(t) ~ t=9, sendo 6 seu expoente critico associado. Entretanto, no nosso
caso, a densidade decai de forma nao algébrica. Simulacionalmente, isso pode
ser entendido pelo fato de que a densidade do sistema varia apenas quando
o setor reativo do sistema é escolhido. Como os sitios ocupados sao esco-
lhidos com igual probabilidade, o decaimento da densidade é um processo
lento. Por esta razao, realizamos uma analise alternativa do decaimento da
densidade, restringindo o cdlculo apenas sobre o setor reativo do sistema.
Nas figuras 5.3 e 5.4, mostramos o decaimento da densidade do sistema con-
siderando apenas o setor reativo, onde o célculo foi efetuado apenas sobre
as configuragoes sobreviventes a cada instante de tempo. Se calcularmos o
expoente de decaimento a partir da reta superior obtemos 0.19(1) e 0.21(1),
para os casos fermionico e bosonico, respectivamente. Uma maneira alterna-
tiva de compararmos a lei que governa o decaimento da densidade consiste
em determinar o expoente # que une as curvas para diferentes tamanhos de
sistema quando atingem o estado quasi-estacionario. Nesse caso, obtivemos

0 = 0.25(1) em ambos os casos.

Repetindo esta andlise para diferentes tamanhos do sistema é possivel
também determinarmos o expoente /v, conforme mostrado na figura 5.5.
Obtivemos os expoentes /v, = 0.52(2) para ambos os casos, evidenciando
que os modelos pertencem a mesma classe de universalidade, em contraste
com a andlise de Deloubriére e van Wijland [88] que obteveram /v, =1 e

/v, = 0.5, para as versoes fermionica e bosonica.

Outra andlise que nos mostrou que a restricao a multiplas ocupagoes num

mesmo sitio nao altera o conjunto dos expoentes criticos é baseada num tra-
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Figura 5.3: Decaimento da densidade do sitio central e seus primeiros vizi-
nhos p para o caso fermionico em k. = 0.3180 para diversos tamanhos de

sistema. A reta tem coeficiente angular 0.19(1).
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10° 10° 100 U 10 10

Figura 5.4: Decaimento da densidade do sitio central p para o caso bosonico
em k. = 0.1070 para diversos tamanhos de rede. A linha reta tem coeficiente
angular 0.21(1).
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Figura 5.5: Densidade do sitio central p em funcao de L para ambos o mo-
delo bosonico (quadrados) e fermionico (circulos). Os expoentes medidos sdo

B/v. = 0.52(2), em ambos os casos.

balho de H. Taitelbaum e colaboradores [89] que estudaram as propriedades
espago-temporais de um sistema composto por um unico predador (“tigre”)
e muitas presas (“coelhos”) que caminham aleatoriamente sobre os sitios de
uma rede unidimensional. Neste modelo, o predador esta fixo na origem e as
presas executam um passeio aleatério sobre os sitios da rede. E importante
notarmos a analogia existente entre este modelo e modelo estudado por nés
aqui, no qual apenas um sitio reage enquanto os demais sitios se difundem.
Entretanto, neste caso o sitio central apenas aniquila particulas. Isso equivale
a tomar no nosso modelo k. = 0 e proibir o sitio central de realizar difusao.
Uma quantidade de interesse determinada dentro do contexto de predador
e presas [89] é o valor médio da distancia minima L entre o predador e sua
presa mais proxima. De acordo com Schoonover et al [90], a quantidade L

apresenta o seguinte comportamento assintético
L~ t%, (5.8)

onde @ = 1/4 [90]. Na figura 5.6 mostramos os resultados obtidos para
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Figura 5.6: Gréfico log-log da distancia média L em funcao do tempo. De

cima para baixo, mostramos o caso bosonico e fermionico, respectivamente.

a distancia L considerando as versoes fermionica e bosonica dentro deste
contexto. O nosso equivale ao modelo de Schoonover et al [90] tomando o
limite k. = 0 e impedindo o sitio central de realizar difusao. Obtivemos
a = 0.25(1) as versoes fermionica e bosonica, respectivamente, corroborando
dessa forma a equivaléncia entre as versoes. Em suma, apresentamos aqui as
versoes fermionica (a ocupagcao é restrita) e bosonica (a ocupagcao é irrestrita)
de um modelo bastante simplificado para a percolacao direcionada no qual a
reacao entre as particulas ocorre apenas no sitio central do sistema, enquanto
os demais sitios apenas se difundem. As duas versdes apresentam o mesmo
conjunto de expoentes criticos, em contraste com os resultados obtidos por
Deloubriére e van Wijland [88], suportando que o vinculo de exclusao entre
as particulas nao altera a classe de universalidade e portanto, o formalismo

bosonico pode ser usado genericamente.
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5.3 Formulacao continua

A proposta inicial deste trabalho consistia no estudo das formulacoes continua
e microscopica para ambos as versoes bosonica e fermionica. Entretanto, ve-
rificamos a existéncia transientes muito longos (da ordem de 10® “passos”
de Monte Carlo) nas simulagoes das equagoes de Langevin, invablizando-
nos uma analise mais precisa e conclusiva do caso continuo. A abordagem

continua para esses problemas ainda estd sendo investigada por nés.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese de doutorado apresentamos um estudo sobre uma classe de sis-
temas irreversiveis, caracterizados pela existéncia de estados absorventes,
através de abordagens distintas. Utilizamos aproximacoes de campo médio
dinamico, simulacoes numéricas usuais, mudanca de ensemble e expansao em

série perturbativa.

Na primeira parte desta tese, mostramos que quaisquer processos de
reagao e difusdo com interagoes de curto alcance [19] podem ser estudados
num outro ensemble, em que o nimero de particulas é constante. Exemplifi-
camos esta nova abordagem para diversos processos irreversiveis com estados
absorventes, cujos resultados sao bem conhecidos na literatura. Além disso,
mostramos que essa formulacao também pode ser utilizada para descrever
sistemas em equilibrio termodinamico, que sao descritos pela distribuicao de
probabilidades de Gibbs [21]. Obtivemos resultados que estao em excelente

concordancia com suas respectivas versoes ordinarias.

Embora a comportamento critico dos modelos de criagao por pares e trin-
cas de particulas sejam bastante conhecidos, esta é a primeira vez que estes
modelos, com regras de interagao mais complexas, tem estudados por uma
ferramenta que nao seja simulacional. Além disso, os resultados provenientes

através da técnica da expansao em série subcritica forneceram as melhores
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estimativas para o ponto critico destes modelos. Além disso tem-se mostrado
algumas dificuldades na geragao de séries supercriticas para esses modelos.
A utilizagao dessa abordagem poderia corroborar os nossos resultados [20]
e aqueles obtidos recentemente [49] de que esses modelos apresentam um

comportamento multicritico no limite de altas difusoes.

Finalmente, no ultimo capitulo, apresentamos um estudo de um sistema
bastante simplificado, no qual a reacao acontece apenas no sitio central do
sistema. Proposto inicialmente por Deloubriére e van Wijland [88], este mo-
delo tinha como propésito apresentar um exemplo de problema no qual o
vinculo de exclusao entre as particulas num mesmo sitio é fundamental e
muda o comportamento critico. Nossos resultados mostram justamente o
contrario, que ambas descrigoes apresentam o mesmo conjunto de expoen-
tes criticos e portanto, o vinculo de exclusao entre as particulas nao altera
o comportamento critico. Ressaltamos ainda, que apesar da dificuldade em
obter resultados conclusivos por meio da descricao continua para esse mo-
delo, isso seria bastante elucidante e complementaria os resultados obtidos

para as versoes microscopicas.

Ha varias perspectivas de trabalhos futuros, sendo que algumas ja estao
em desenvolvimento. Recentemente propos-se um modelo que simula o pro-
cesso de contato com interagoes de longo alcance [54]. Os autores verificaram
que o processo de contato com interagao de longo alcance apresenta uma
mudanca na ordem da transicao, tornando-se de primeira ordem sob deter-
minadas condigoes de parametros. Seria interessante utilizar a abordagem
desenvolvida nesta tese por dois motivos: A primeira motivagao diz respeito
a prépria equivaléncia entre os ensembles. A equivaléncia entre o ensem-
ble ordinario e conservativo tem sido provada e estudada para sistemas com
interacoes de curto alcance, nao para sistemas com interacoes de longo al-
cance. Portanto, o estudo de sistemas com caracteristicas significativamente
distintas contribuiria para a construcao de uma teoria generalizada para os

ensembles fora do equilibrio. Um segundo aspecto a ser analisado diz res-
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peito a mudanca da ordem da transicao de fase. Nesta tese, propusemos um
critério a priori adequado e eficiente para a caracterizacao de transigoes de
primeira ordem em sistemas com estados absorventes e exemplificamos em
dois sistemas. Entretanto, a controvérsia sobre a existéncia de um comporta-
mento multicritico nesses modelos [20, 43, 49] poderia questionar a eficiéncia
deste critério. Dessa forma, é desejavel verificar sua aplicabilidade em outros
sistemas, em particular nessa classe de problemas, cuja transicao de primeira

ordem nao é questionada.

A utilizacao de outras técnicas, como a técnica da expansao em série,
poderia ser 1til na tentativa da elucidagao da controvérsia sobre a existéncia
de um comportamento multicritico nos processos de contato de criagao por
pares e trincas de particulas na presenca de difusao, visto que esta técnica
nao é simulacional. Além disso, ressaltamos expansoes em série nunca tinha
sido aplicadas nesses problemas e portanto, apresentamos uma contribuicao

original também nesse aspecto.

Outros assuntos que pretendo seguir nos préximos anos sao o estudo dos
algoritmos canonico e microcanonico que foram propostos nesta tese. Exem-
plificamos nosso método num tnico conjunto de parametros do modelo de
gas de rede e seria portanto necessario considerarmos outros casos. Seria
apropriado aplicar o presente método em outros problemas, principalmente
aqueles que apresentam dificuldades na implementacao de algoritmos grande-
canonicos. Além disso, seria desejavel verificar a dependéncia das quantida-
des intensivas com o tamanho do sistema para outros sistemas em ensembles
canonico e microcanéonico, uma vez que isso foi aplicado em pouquissimos
casos e de acordo com o nosso conhecimento, nosso trabalho é o primeiro em

apresentar uma analise mais completa e detalhada sobre isso.

Finalmente, pretendo manter a colaboracao cientifica, iniciada neste tra-
balho de doutorado, com o grupo de Fisica Estatistica da Universidade de
Granada. Dentre as linhas de pesquisa a serem desenvolvidas, destaco aqui

o uso de equagoes de Langevin para a caracterizagao de sistemas fora do
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equilibrio.
Acreditamos que as técnicas desenvolvidas e trabalhadas ao longo desta
tese possam constituir ferramentas importantes numa melhor caracterizagao

e entendimento de problemas ainda em aberto na area da Mecéanica Es-

tatistica.



Apeéendice A

Aproximacoes de campo médio
para o processo de contato de

criacao por pares

Conforme mencionamos anteriormente, as aproximacoes de campo médio,
constituem uma ferramenta bastante 1til na compreensao do sistema fisico
de interesse, pelo menos de um ponto de vista qualitativo.

No caso dos processos de contato de criagao por pares e trincas de particulas,
os resultados provenientes das simulagoes sugerem uma mudanca na natu-
reza da transicao de fase para valores suficientemente altos da taxa de di-
fusao D. A fim de verificarmos isto, do ponto de vista das aproximacoes

de campo médio, determinamos as equagoes de evolucao para as variaveis

P(1),P(11), P(101) e P(111) que sao dadas por

D _ p(o1n) - ap(), (A1)
dpétﬂ) — (1= D){P(011) + P(1011) — 2aP(11)} + 2D{P(101) — P(110)},
(A2)

dPE;Ol) = (1 - D){P(11001) — 2aP(101) — P(1101) + aP(111)} +

+ 2D{P(011) — P(1001) — P(101) — P(0101)}, (A.3)
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= (1= D){P(1101) + P(011) + P(11011) — 3aP(111)} +
+ 2D{P(1101) — P(1110)}, (A.4)

onde P(1), P(11), P(101) e P(111) correspondem as médias (1;), (n:n;), (M)
e (n:n;Mk), respectivamente e 7, = 1 — 1.

Na aproximacao de campo médio de um sitio, desacoplamos todas as
varidveis de modo que P(011) = P(0)P(1)2. Como P(0) e P(1) nao sdo
variaveis independentes, precisamos apenas de uma equacao. Considerando
a equacao (A.1) na aproximagao de um sitio temos

d

d—f = 22(1 — z) — az, (A.5)
ondex = P(1) e 1—x = P(0). No estado estacionario, as solugdes da equagao
acima sao

x =0, (A.6)

correspondendo ao estado absorvente e
a=z(l—ux), (A7)

correspondendo ao estado ativo. A equacao acima sugere uma transicao de
primeira ordem a partir de x = 1/2, uma vez que « é uma fungao crescente
com z para x < 0.5 e ponto de vista fisico isto é incorreto, uma vez que
aumentando (diminuindo) a taxa de aniquilagao de particulas, a densidade =
deve sempre diminuir (aumentar). Estas instabilidades fisicas sao tipicas de
solugoes de campo médio que predizem transicoes de primeira ordem. Note
que a equacao acima é independente de taxa de difusao D, o que estd em
contraste com os resultados provenientes das simulacgoes, pois a mudanga na
natureza da transicao de fase ocorre no limite de valores altos de D. Para
verificarmos se esta técnica prevée uma mudanca na ordem da transicao de

fase para valores finitos de D ¢é necessério avangar na ordem da aproximagao.
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Em nivel de aproximacao de dois sitios, pode-se mostrar [4] que na auséncia
de difusao a transigao é de segunda ordem e torna-se descontinua para valores
nao nulos de difusao D # 0. Embora algum avango ja tenha sido alcangado
em relagao a aproximacao de um sitio, parte dos resultados ainda sao qua-
litativamente incorretos. Por esta razao, desenvolvemos aproximacoes em
nivel de trés sitios, ou seja, consideramos probabilidades de trés sitios. Neste
nivel de aproximacao temos 4 variaveis independentes e desta forma, preci-
samos apenas de 4 equagoes. Considerando até correlagoes de trés sitios, as
equagoes (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) tornam-se

dz
d p—
d?i:(1—D){y—z+%—QO‘?J}HD{“J_“Z}’ (4.9)

2—(y_2)w— aw oz
G-ty ooy ewtest

(x—y—w)? z—-2y+=z2

dw (y—2)(r —y —w)
yr (1-D){

2D{y — z — Al
+ ly—z-w+ 1—2z+4y T —y wh (A.10)
e
dz y—z (y — 2)%w
R _ _
7 ( Hy— 2+ o yw L 3az} +
y—2w _ (y—2)
+ 2D — : Al
e (A1)

onde x = P(1), y = P(11), z = P(111) e w = P(101).

Verifica-se uma mudanga na natureza da transigao de fase para valores fi-
nitos e nao nulos de difusao, cujo ponto tricritico ocorre aproximadamente em
D; = 0.032 e ay = 0.1687. Para o modelo de criacao por trincas é necessario
avancar na ordem da aproximacao, passando para o nivel de aproximacao
de 4 sitios [43]. Em nivel de quatro sitios o ponto tricritico ocorre em em
D, = 0.017 [43]. Embora ambos os resultados concordem qualitativamente

com os resultados das simulagoes, eles sao muito menores que os mesmos.
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Apendice B

Lacos nas isotermas de
potencial quimico e um novo
critério para identificar

transicoes de primeira ordem

A distribuicao de probabilidades de encontrar um sistema finito com um
nimero de particulas N no ensemble grande-canonico é dada por

Z(T,V, N)ePuN

(B.1)

onde Z(T,V,N) e =(T,V, u) sao as fungoes de partigdo canonica e grande-
canonica respectivamente.

Para um certo valor de T, V, u fixos, esta funcao apresenta um maximo
em torno de um valor N, de modo que

OP(T,V,u; N)

o ~0, (B.2)

T,V,u;N=N

que corresponde a escrever o potencial quimico u da seguinte forma

(B.3)
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Embora esta expressao seja igual aquela obtida quando calculamos a funcao
de particao de um sistema, estamos tratando aqui um sistema finito, e por-
tanto, longe do limite termodinamico.

O méximo de P(T,V,u; N) em N = N no ensemble grande-canonico de-
fine um valor para o potencial quimico y = i no ensemble canonico para
um valor constante de N. Dessa forma, o conjunto de extremos no en-
semble grande-canonico produz uma fungao p(N) com respeito ao ensemble
canonico.

A existéncia de lagos nas isotermas de potencial quimico nas simulagoes
de um ensemble canonico pode ser entendida através do argumento dado a
seguir:

Derivando a expressao (B.3) com relagdo ao nimero de particulas para
N = N temos

o 0z

— = —pZ — 2z B.4

| = G )| (B.4)
Tomando a derivada segunda de P(T,V,u; N) em N = N temos

0?P 0?7 5

il = (== — Z)ePHN B.5

R (B5)

Comparando as expressoes acima, vemos que o maximo da distribuicao de
probabilidades leva a um potencial quimico que é crescente com a densidade,
enquanto um minimo de P(N) leva a um potencial quimico que é decres-
cente com a densidade. Desta forma, uma distribuicao de probabilidade com
dois maximos e um minimo entre eles, o que é observado em sistemas que
apresentam transigoes de primeira ordem, leva a existéncias de loops (lagos)
nas isotermas de potencial quimico.
No ensemble grande canonico, os lagos nas isotermas estao ausentes uma
vez que SN
_ 2 2
S = U (%) 2 0 (5.6)
implicando que o potencial quimico é sempre uma funcao monotonica cres-

cente ou nula com a densidade.
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De acordo com Hill [73], a origem dos lagos nas isotermas de potencial
quimico provém de efeitos de interface entre as fases, onde em sistemas finitos
os efeitos nao sao despreziveis. Pode-se mostrar [73] que o valor maximo (ou

minimo) do potencial quimico fi,,..: obedece a relagao assintética

Ho — Mmaz ™~ %a (B'7)
implicando que no limite termodinamico os lacos desaparecem tendo o valor
1o Conforme foi mostrado na se¢ao 3.5 nao apenas o valor maximo e minimo
de p obedece a equagao acima, mas também todos os valores de potencial
quimico dentro da regiao de coexisténcia entre as fases.

Um outro aspecto bastante interessante observado nas isotermas de po-
tencial quimico € o fato de todas as isotermas cruzarem num tinico ponto inde-
pendentemente do tamanho do sistema. Isto acontece tanto nas simulagoes do
gas de rede quanto no modelo de gas de rede de duas espécies com vacancias.

Para entendermos isto, podemos analisar a distribuicao de probabilidade
para as densidades préximo a coexisténcia de fases. Utilizando argumento
similares ao de Privman [92], podemos escrever a distribuigao de probabili-
dades no ensemble grande-canonico em torno dos pontos g, My da seguinte

forma

P(Q,M; D,H) ~ exp{_ﬁ\IIO(H7D)}eXp{_V(q - qo)2 " V(m — m0)2

2(xp)o 2(xu)o g

(B.8)
onde Vo(H, D) é potencial grande canénico. Na coexisténcia de n fases, a
distribuicao de probabilidades pode ser aproximada por n gaussianas. No
caso do modelo de gés de rede, onde duas fases coexistem (gas e liquido)

temos a seguinte expressao

Po.T,V) ~ exp{—ﬁw(p;iﬁja”?n rop{-ov(L5290), ()

cujo aspecto é mostrado na figura abaixo. Conforme mencionamos anteri-

ormente, os valores extremos p; da funcao densidade de probabilidade no



Lacos nas isotermas de potencial quimico e um novo critério para
156 identificar transicoes de primeira ordem

0.5

P(T.p)

P, P

Figura B.1: Representacao de dupla gaussiana para a coexisténcia de duas

fases de densidades p, e py. Os valores de P(p,T) sdo arbitrarios.

ensemble grande canonico definem uma funcao potencial quimico j, no en-
semble canonico. Em particular, o minimo da equagao acima com relacao a

p implica na seguinte relagao

_(p — pgas) eXp{—ﬁV[(p - pga5)2]} . (/) - /)liq) eXp{_ﬁv[w]} =0.

2Xg 2Xg 2Xl 2Xl

(B.10)
O gas de rede é completamente simétrico com relacao as fases gasosa e liquida
e por esta razao x; = X4. Definindo o valor da densidade p na qual a fungao

densidade de probabilidade tem um minimo, temos que

w. (B.11)

p=
A expressao acima diz que o minimo da distribuicao de probabilidade inde-
pende do tamanho do sistema L simulado, de modo que todas as isotermas
encontrar-se-ao no minimo p = p. Como no ensemble grande canonico para
o valor de i que define a coexisténcia entre as fases corresponde a uma dis-
tribuicao de probabilidade que possui trés extremos, a obtencao do valor de

it correspondendo ao minimo nos localiza entao a linha de coexisténcia entre

as fases no ensemble candnico.
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No caso do gas de rede de duas espécies, temos dois parametros de or-
dem m e ¢q. Analogamente ao que fizemos anteriormente, na coexisténcia
de trés fases, a distribuicao de probabilidade em torno das fases gasosa,
(o = qgas, Mo = 0), fase rica em espécies A (¢o = quq, Mo = M) OU rica em
espécies B (qo = qiiq, mo = —my)

2 2
(q —q gas) + m ]} +

P(q,m; D, H) ~ exp{—3V| 2(XD ) gas 2(X#)gas

(¢ — qug)* | (m—my)? (¢ — qug)* | (m +my)?
+exp{—fV]| + [} +exp{—BV| + I}
2(XD)liq 2(XH>liq 2(XD)liq 2(XH>liq
(B.12)
Definindo novamente o valor ¢ que minimiza a fungao acima (por simetria
este minimo deve estar localizado em m = 0), e expandindo a distribuigao

de probabilidade até primeira ordem !, obtemos a seguinte expressao:

q— ans q - Qqu
2 e 9y
(XD)gas (XD)liq

v , (B.13)

que faz a localizacao do minimo da distribuicao ser independente de L, pois
xpV ! ~ o(1). Como este ponto independe do tamanho do sistema, todas
as isotermas cruzar-se-ao e portanto ele localiza a coexisténcia entre fases.
Para o caso particular que estamos estudando, é razoavel supor que a largura
de cada gaussiana seja a mesma, de modo que (Xp)gas = (XD)liq- Obtemos

entao a relacao

2

q— qgas = g(%q - ans)' (B14)

Definindo a quantidade o através da expressao

_ q— ans
Qliq — Ggas

: (B.15)

temos que no ponto de cruzamento entre as isotermas obtemos o = 0.65(1)

e D = 8.000(2). Além dessas estimativas concordarem com outras andlises

Tsso pode ser justificado pelo fato de que nas proximidades do ponto de minimo § o

valor de P(q,m; D, H) é pequeno.
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mostradas anteriormente, elas estao em excelente concordancia com as esti-
mativas obtidas através de simulagoes no ensemble grande-canonico, através
de um algoritmo de cluster, conforme mostrado na figura B.2. Ja no ensem-
ble microcanonico, vimos que todas as curvas se cruzam independentemente
do tamanho do sistema considerado em g = 2/3.

O cruzamento entre as isotermas também pode ser visto quando realiza-
mos simulagoes numéricas no ensemble grande-canonico por meio de algorit-

mos de cluster [71], como mostra a figura abaixo

O Il Il
7.998 7.999 18) 8.001 8.002

Figura B.2: Valores de ¢ versus D no ensemble grande canonico simulados

através de um algoritmo de cluster [71].

Vale a pena ressaltar que se utilizarmos algoritmos locais, do tipo Metro-
polis nao havera cruzamento entre as isotermas de ¢ x D, devido a presenca

de histerese.



Apéndice C

Deducao alternativa das
formulas com respeito aos
ensembles canonico e
microcanonico para o gas de

rede de duas espécies

Neste apéndice, mostraremos que as férmulas para o cdlculo das quantidades
intensivas com respeito aos ensembles canonico e microcanonico que foram
obtidas na secao 3.5.3 podem ser deduzidas de uma maneira mais direta.

Considere as fungoes G (o), G_10(0) e G1.1(0) deduzidas na se¢ao 3.5.3
dadas por

Gio(o) = exp{Bl(oi —1+07)(¢{(0) + H)
+ (207 —1)(¢}(0) — D)1}, (C.1)

Go10(0) = exp{Bl(oi +1—07)(¢i(0) + H)
+ (207 = 1)(¢7(0) = DI}, (C.2)
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G_11(0) = exp{280i(¢; ()+H)} (C.3)

A média de uma func¢ao f(o) no ensemble grande canoénico é dada por
=Y f(o)P(0). (C.4)

Considerando primeiramente a transigao 1 < 0 e relacionando P(o) com

P(0") e G19(0), a equagao acima pode ser escrita da seguinte forma
Zf (1-0?)G(1—a")P(0") + f(~1)P(-1), (C.5)

onde a somatdria acima ¢ restrita apenas a c* =0e " = 1.
Escolhendo funcao f(o) = (0; + 02)/2, de forma que f(—1) = 0 e utili-
zando a relacao trivial (1 — ¢?)o; = 0, temos a seguinte relagao
(0(0i,1))ge = ((04,0) x (C.6)
% exp{B(6}(0) + 62(0) + H — D)} e,

ou

(6(01, 0)exp{B(61(0) + ¢2(0)) Ve
(6(0n D) - e

Considere agora a transicdo —1 «+» 0. A média de uma funcio f(o) ¢ dada

exp{f(D — H)} =

por

Z f(1—o)G(1 —a**)P(c*) + f(1)P(1). (C.8)

Analogamente ao que fizemos acima, considerando a grandeza f(o) = (0?2 —

0;)/2 de forma que f(1) = 0, temos a relacao

(501, 0)exp{B(63(0) — 6(0))})ue
500 D) - (©9)

Por um procedimento andlogo, obtemos a relacao

(6(01, =L)exp{203¢; (0)}) e
(0(03, 1)) ge ’

exp{f(H + D)} =

exp{—20H} = (C.10)
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para a transicao —1 < 1.

Outra classe de férmulas sao deduzidas considerando transi¢oes que nao
alteram a energia total. Para a transi¢ao 1 < 0, considere a func¢ao h(o) =
s(0i+02)0(d}(0) + ¢?(0), E), onde E ¢ um dos valores possiveis de ¢; (o) +
¢?(0). Usando a equagao (C.5) e as hipdteses mencionadas anteriormente,

obtemos a relacao

(h(0))ge = (8(03,0)3(¢; (0) + ¢7 (o), E)exp{B(E + H —=D)})ge,  (C.11)

ou

(6(03,0)8(81(0) + ¢2(0), E)) e
B0 D00N0) + 020), BNye 1)

Utilizando o mesmo procedimento, escrevemos as relagoes

oBA(—E+H+D) _ (6(03,0)0(¢7(0) — ¢} (0), E))ge
Bon 00 — o) By

para a transicao —1 < O e

exp{—B(E + H - D)} =

(0(01,1)0(of ) E)) ’
para a transicao —1 < 1.

No ensemble canonico, a temperatura 7' e o numero de particulas da-
dos por M e (@) sao estritamente conservados. A distribuicdo candnica de
probabilidades P.(o) é dada por

Fe(o) = %exp{—ﬁH(U)}CS(M(U% M)6(Q(0), Q), (C.15)

onde Z ¢é a funcao de particao canonica.
Assumindo a equivaléncia de ensembles, as equagoes (C.7) e (C.9) podem
ser reescritas da seguinte forma

(0(01,0)exp{B(¢{ (o) + ¢7(0))})c
5(q+m)

(0(01,0)exp{B(¢} () — ¢il(‘7))}>07 (C.17)
5(q—m)

exp{#(D—-H)} = , (C.16)

exp{f#(H + D)} =
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(0(01, —1)exp{25¢; (0)}).
(0(01,1))e ’

onde (...). denota a média com respeito ao ensemble, canénico onde ¢ =

exp{—20H} =

(C.18)

Q/V e m = M/V. Estas férmulas nos permitem determinar os potentais
quimicos, dados em termos de H e D, com respeito ao ensemble canonico,
correspondendo aquelas obtidas na se¢ao 3.5.3.

No ensemble microcanonico, a energia total U, os niimeros de particulas
M e () sao fixos. Assumindo novamente a equivaléncia de ensembles, utili-

zamos a equagao (C.12) para escrever a seguinte relagao

. (0 0)5(610) + 6R(0), )
P=AE +H = D)} = 5 Dsoi0) + 020), Eme” 1Y)

N (803, 0)3(62(0) — 61(0). E) e
PlS-E+ H+ D)} = e 50 = o) B’ (20
) exp{—2ﬁ(E_' + H)} _ <(5(Ui> _1>>5(¢11(U)7 E))mc (C.Ql)

<5(Uia 1)5(¢11(0—)7 E)>mc ’
onde o simbolo (...)y,. denota uma média sobre o ensemble microcanénico.
Portanto, estas formulas nos permitem obter a temperatura 7" e os potenciais

quimicos H e D para um ensemble microcanonico.
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