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Abstract

We study noncommutative nonrelativistic theories of spin O and 1/2 field coupled
to the Chern-Simons field in 241 dimensions. In the commutative situation the scalar
model has been used to simulate the Aharonov-Rohm effect in the feld theory context.
We verified that, contrarily to the cornmutative result, the inclusion of a quartic self-
nteraction of the scalar field is not necessary to secure the ultraviolet renormalization
of the model. However, to obtain a smooth commutative limit the presence of a quartic
gauge invariant self-interaction is required. For the case of spin 1 /2 particles we show that
the one-loop contributions to the that scattering matrix the which contain the Pauli’s term
are purely nonplanar. The Pauli’s term plays the same role of a quartic self-interaction in
the scalar case. For small values of the noncommutative parameter we fix the corrections
to the Aharonov-Bohm scattering and prove that up to one-loop the models are free from
dangerous infrared/ultraviolet divergences.






Resumo

Estudamos as teorias ndo-relativisticas e ndo-comutativas de campos de spin zero
e /2 acoplado minimamente com o campo de Chern-Simons em 2+1 dimensées. Na
situagdo comutativa o modelo escalar foi usado para simular o efeito Aharonov-Bohm
na abordagem da teoria de campos. Na teoria escalar verificamos que, contrariamente
a0 resultado comutativo, a inclusio de uma auto-interacdo quirtica do campo escalar
nac € necessaria para garantir a renormalizacio ultravioleta do modelo. Entretanto, para
obter um limite comutativo analitico a presenga de uma auto-interacio quartica é exigida.
Mostramos para o caso de particulas de spin 1/2 que a contribuicio em um lago para a
matriz de espalhamento contendo o termo de Pauli & puramente nio-planar. O termo de
Pauli desempenha a mesma funcdo da auto-interaciio quéartica como no caso escalar. Para
valores pequenos do parametro da nio-comutatividade determinamos as correcOes para
o espalhamento Aharonov-Bohm e provamos que, até ordem de um lago, os modelos sao
lHvres de singularidades ultravioleta/infravermelha.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da teoria de campos nao-comutativa tem recentemente despertado bastante
interesse. Existem varias motivagdes para o estudo dessas teorias, a principal delas oriunda
da teoria de super-cordas [1]. Tem sido mostrado que a dindmica da D-brana na presenca
de um campo anti-simétrico pode ser descrita, em certos limites, em termos de uma teoria
de calibre (gauge) deformada pelo produto Moyal. Do ponto de vista formal, a versio
nao-comutativa de uma, dada teoria de campos ¢ obtida através da substituicio do produto
ordindrio de campos pelo seu produto Moyal (produto estrela), fg -+ f * g; o produto
Moyal é definido por:

10 =0t = e (507 22 1o 4 0+ oo (1)

onde 8% & uma matriz anti-simétrica, que reflete a n&o-comutatividade dos operadores de
pOsicao
lq*, q"] = 6", {1.2)

A idéia da ndo-comutatividade do espaco-tempo fol sugerida inicialmente, muito antes
da teoria de cordas, por Heisenberg na década de 1930 com o objetivo de eliminar as
divergéncias em teoria quantica de campos. O primeiro artigo publicado sobre o assunto
data de 1947 por H. Snyder {2], sugerindo uma estrutura nao-comutativa em uma escala
de comprimento pequena para obter um corte efetivo ultravioleta. Entretanto, este
assunto fol ignorado devido as dificuldades no tratamento com teorias nao-locais e ao
grande sucesso obtido pelo programa de renormalizacio da teoria quéntica de campos,
fornecendo resultados com concordancia de alta precisdo com os dados experimentais na
eletrodindmica quantica.



2 1 Introdugdo

Um exewplo fisico da ndo-comutatividade das coordenadas bastante conhecido na
mecanica quintica é o problema de Landau [3], no qual uma particula carregada
movimenta-se em um campo magnético forte constante e perpendicular ao plano tal que
0 espago torna-se nao-cormutativo quando é projetado no nivel mais baixo de Landau.
E interessante notar que este exemplo é similar ao da teoria de cordas, ambos sendo
caracterizados pela presenga de um campo magnético de fundo.

Um outro exemplo do efeito da nao-comutatividade no espago surge quando
consideramos distincias muito pequenas da ordem do comprimento de Planck, 10~**¢m.
Heuristicamente [4], pelo principio de incerteza de Heisenberg ao medirmos uma
coordenada com uma precisdo ¢ teremos uma indeterminacio no momento da ordem de
1/a. Ao aplicarmos & gravitagio classica, teremos, devido a indeterminacio no momento,
que uma energia da mesma ordem seria transmitida ao sistema por meio do tensor
momento-energia, gerando wm campo gravitacional. No caso deste campo ser muito
intenso de modo a evitar que a luz ou outros sinais vindo da regido de observacio escapem,
a idéia de localizacio & perdida.

Uma caracteristica peculiar as teorias de campos nao-comutativas é a ndo-localidade
das interages, que serve como um regulador no comportamento ultravioleta, Entretanto,
a regularizagdo nao & completa e as divergéncias ultravioletas ndo desaparecem
completamente.

Em geral os diagramas das expanses perturbativas dessas teorias sfo divididos
em dois grupos, planares e nao-planares. Os graficos ndo-planares sio caracterizados
pela existéncia de fatores de fase que dependem dos momentos de integracio enquanto
que nos graficos planares os fatores de fase ndo dependem do momento de integracio.
Essencialmente, a forma das integrais de Feynman nas partes planares, a menos de fatores
de fases globais, sd0 as mesmas como no caso comutativo. Assim, para uma teoria escalar
foi mostrado em [5] que os diagramas planares da teoria ndo-comutativa sio os mesmos
grificos planares, a menos de fases globais, da correspondente teoria comutativa e exigem
um procedimento de renormalizacio similar ao usado em modelos comutativos. Os graficos
nao-planares, como foi sugerido em 16|, sfo finitos no ultravioleta, devido a fase oscilatoria
que regulariza as integrais. Entretanio, essas contribui¢des ndo-planares podem produziv
divergéncias que foram interpretadas como divergéncias infravermelhas [7]. No limite
6 — 0 essas contribuictes sdo singulares e as amplitudes nfio sdo analiticas para momentos
pequenos.  Resultados semelhantes sio vélidos em teorias de calibre (gauge) [8, 9].
Assim, temos uma mistura no comportamento ultravioleta (UV) e infravermelho (V)

dos diagramas nao-planares. Isto implica na quebra da estrutura pertucrbativa em muitas



teorias renormalizéveis. Em alguns modelos supersimétricos nao-comutativos [10, 11, 12],
o efeito das divergéncias witravioletas da parte comutativa surgirem como singularidades
infravermelhas esta sob controle. Artigos de revisio podem ser encontrados em [13].

Como objetivo de estudo desta, tese, procedemos com uma investigagio sobre as
possivels mudanca no efeito Aharonov-Bohm (AB) [14] devido a ndo-comutatividade do
espago. No ano de 1959 Aharonov e Bohm [14] demonstraram que particulas cujas as
trajetorias classicas sio confinadas a regides do espago onde classicamente nenhuma, forca
atua podem, no entanto, sofrer desvios devido aos efeitos quanticos. A amplitude de
espalhamento de duas particulas no sistema do centro de massa foi obtida exatamente.
Este efeito foi confirmado experimentalmente por Akira Tonomura e colaboradores f15).
Entretanto, no tratamento perturbativo da mecanica quantica, a aproximacio de Born
falha em reproduzir a expansio do resultado exato, devido a falta da contribuicéo da onda-
s em primeira ordem no tratamento perturbativo enquanto o termo de segunda ordem na,
strie de Born ¢ divergente [16]. Esta disparidade pode ser entendida observando que o
espalhamento de um tubo de fluxo de raio Anito nio é bem definido no limite de raio zero
(tubo de fluxo ideal) [17].

No contexto da teoria de campos nao-relativistica o resultado exato foi obtido
usando o campo de Chern-Simons para simular o potencial AR [18]. A proposta inicial
utilizando a abordagem de teoria de campos para o espalhamento AB foi introduzida por
Hagen {19]. Bergman e Lozano generalizaram o modelo de Hagen incluindo uma auto-
interagdo quartica para o campo escalar {18] com o objetivo de cancelar as divergéncias
ultravioletas e obter concordancia com o resultado exato. Além disso, para os valores
especiais da auto-interagio quartica a invaridncia de escala & restaurada, até ordem de
um lago, escolbendo o sinal do termo quartico correspondendo a uma interagdo repulsiva;
a amplitude de espalhamento concorda com a expansao perturbativa do resultado exato.
O termo quértico corresponde a interagio de um potencial da fungdo delta na mecanica
quantica. Kim mostrou que este resultado ¢ valido para todas as ordens em teoria de
perturbacdo [20). Isto &, as divergéncias presentes na expansiao perturbativa para o
espalhamento AB siio canceladas ordem a ordem pelas divergéncias vindas da interacao
de contato. O cancelamento ocorre no ponto critico da interagio quartica e, corresponde
a restauracao em todas as ordens da invaridncia de escala,.

Bak e Bergman analisaram o caso escalar nao-abeliano, até ordem de um lago,
utilizando a teoria quantica de campos nao-relativistica [21]. Os autores mostraram que,
semelhantemente ao que acontece no caso abeliano, a teoria & finita e invariante de escala

no ponto critico. O efeito AB & reproduzido escothendo uma interacdo quartica repulsiva.



4 1. Introdugéo

O problema. do espalhamento AB para o caso fermidnico pode ser tratado similarmente
na formulagéo da teoria quantica de campos. Neste caso a auto-interagao quértica nao é
necessaria [18, 22]. Isto ocorre devido ao fato que a teoria com férmions (ambos os casos
abeliano e ndo-abeliano) inclui o termo de Pauli que corresponde exatamente ao termo
da interacido quértica. Estes resultados foram reobtidos considerando o limite de baixos
momentos da teoria relativistica {23].

No contexto da mecanica quintica nao-comutativa, estudos anteriores sobre o efeito
Aharonov-Bohm nio-comutativo mostraram, diferentemente do que ocorre na situagao
comutativa, a secio de choque para o espalhamento de particulas escalares por um
solenoide fino nio se anula até mesmo quando o campo magnético assume valores
discretos [24]. Em nosso trabalho o efeito serd simulado por teorias de campos néo-
velativisticas descrevendo particulas de spin zero ou 1/2, interagindo por meio de um
campo de Chern-Simons (CS) [25, 26]. Embora nossas consideragOes sejam restritas ao
caso do grupo de simetria U{1), estaremos realmente lidando com um efeito AB tipo néo-
abeliano [27] devido a nio-comutatividade do espago subjacente (ver [21, 28] para estudos
sobre o efeito AB comutativo nio-abelianc usando o campo de CS). Além disso, por conta
da mudanca no cardter de algumas divergéncias, do ultravioleta para o infravermelho, a
renormalizabilidade do modelo pode estar em perigo. Entretanto, na presente situagio
existemn dois ordenamentos possiveis para a auto-interacdo quirtica, assim temos mais
de um pardmetro livre a serem ajustados de modo que é possivel formular um modelo
consistente. Neste trabalho todos os calculos serdio realizados no calibre de Coulomb
que para os estudos nao-relativisticos parece ser mais adequado. Mostraremos que, até
ordem de um laco, as divergéncias ultravioletas da contribuicdo planar sao canceladas
no calculo da fungio de quatro pontos e contrério ao caso comutativo ndo tem perda
da invaridncia de escala. Assim, a parte planar & renormalizdvel sem a interacdo de
contato necessaria na situacdo comutativa. Por outro lado, como mencionado antes, a
parte nio-planar apresenta divergéncias logaritmicas infravermelhas quando a parametro
da nAo-comutatividade tende a zero. Para eliminar essas divergéncias introduzimos na

lagrangeana interacOes quérticas do tipc

'V__"[(bﬂ (f)%] * [¢s qi)i-] € 3\83{(rb: ¢i’} * {Cb, (}b-r}a ({3)

todos os produtos de campos sendo Moyal. Para valores genéricos de A; ¢ A, a invariancia
de calibre serd quebrada e divergéncias UV originadas dos termos quarticos ocorrem.
FEntretanto, para o valor especial A = Ay = A, para o qual a agéo & invariante de calibre,

estas divereéncias UV sio eliminadas. Provamos gue as divergéneias IV na amplitude de
g 1 g



espalhamento desaparecem para um valor critico da constante de acoplamento A,

No caso de particulas de spin 1/2 novas caracteristicas surgem na analise do efeito AB
comutativo {29, 30]. Por exemplo, o termo magnético de Pauli cancela as divergéncias
UV realizando a mesma fungéo da interacdo de contato. O resultado é automaticamente
invariante de escala e nenhuma auto-interacio quartica é necessiria diferentemente do
que acontece no caso escalar. Realizamos um tratamento perturbativo da versio nio-
comutativa do modelo nido-relativistico para particulas de spin 1/2 interagindo com o
campo de CS [26] e, mostramos que as divergtncias UV sdo canceladas como ocorre na
teoria escalar ndo-comutativa. Também, verificamos que a amplitude de espalhamento
"assoc.iada a0 termo de Pauli é puramente nio-planar e conseqlientemente nao temos
divergéncias UV adicionais, pois os fatores de fase nas integrais servem como reguladores.
Por outro lado, surgem divergéncias logaritmicas quando fazemos o limite do parametro da
nao-comutatividade tender a zero. Bstas divergéncias sio essenciais para o cancelamento
das divergéncias 1V das demais contribuicdes.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2, fazemos uma revisio
sobre teorias nio-comutativas. Introduzimos os operadores de Weyl, que associam um
operador quintico a uma funcio classica das varidveis do espago de fase, para realizacio
das operagBes algébricas no espago nio-comutativo. Apos realizacio deste mapeamento,
damos exemplos da simetrizacio ¢ anti-simetrizacio levando em conta o produto estrela
entre os campos. Também, ilusiramos como a nio-comutatividade surge em um exemplo
simples em mecanica quintica do movimento de particulas carregadas, em duas dimensdes,
interagindo com um campo magnético constante e perpendicular ao plano em que eles se
movem. O problema da mistura UV/IV siio apresentados, analisando a teoria Apt e a
questao referente a unitariedade é exemplificada no modelo A¢?. Em seguida introduzimos
0s ingredientes necessirios para implementar as teorias de calibre nao-comutativas.

No capitulo 3, revemos o efeito AB nao-relativistico, que na teoria quantica de campos
em 2--1 dimensdes pode ser simulado por um sistema de particulas de spin zero interagindo
via o campo de CS néo-abeliano. Em segunida, estudamos a versio nao-comutativa desse
modelo com o grupo de simetria de calibre [/ (1). Aplicamos um tratamento perturbativo,
até ordem de um lago, no cileulo do espathamento particula-particula. Realizamos o
calculo da amplitude de espalhamento separando as contribui¢des em uma parte planar e
nao-planar. Mostramos que a parte planar é finita no ultravioleta enquanto que a parte
nao-planar apresenta um resultado divergente no infravermelho. Fissas divergéncias sio
eliminadas pela escolha adequada da constante de acoplamento. Essa escolha corresponde

a situagdo em que a interagiio quartica ¢ invariante de calibre. Como ocorre na teoria
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escalar comutativa a interagio quartica ¢ fundamental para eliminar essas divergéncias.
No capitulo 4, analisamos o efeito AB nao-abeliano nédo-relativistico para particulas
de spin [/2. No caso de férmions a interagio de contato surge naturalmente através do
termo magnético de Pauli. Para a versio nao-comutativa desse modelo, verificamos que
a parte planar & finito no ultravioleta.
Finalizando a tese, apresentamos as conclusdes e alguns comentarios. Usaremos, a

menos do inicio do capitulo 2, o sistema de unidades naturais (i = ¢ = 1).



Capitulo 2

Teorias Nao-comutativas

Na mechnica quantica a quantizacio do espago de fase clssico (continuo) é realizada
substituindo as coordenadas e os momentos por operadores, obedecendo as bem
conhecidas relagbes de comutacio:

(&, 23] = [Bi, py] = 0, (2.1)
&1, B5] = 1hdy;. (2.2)

Deste modo, o espago de fase passa do continuo para o quintico (discreto}). A constante
de Planck, #, define uma “area” minima no espaco de fase, denominada célula de Planck.

No entanto, em uma escala de energia muita alta (ou distancia muito pequena) nao
temos evidéncias a priori que essas relagdes seriam ainda mantidas. Uma generalizagio
natural das relagbes acima para um espago-tempo quantizado é obtida supondo que os
operadores de posicao &, = (¢, 4;) nio comutam, obedecendo a relacéo

[y 0] = 10,0, (2.3)

onde 8, € uma matriz D x D anti-simétrica constante, com dimensdo de comprimento
ao quadrado (L?) e D é a dimensdo do espaco-tempo. Um lmite inferior da ordem
de (10Tev)™? para o paramétro § da nio-comutatividade foi obtido por Carroll e
colaboradores [31].  Como os operadores de posi¢ao ndo comutam, nio podemos

diagonaliza-los simultaneamente e nesse caso uma, relacdo de incerteza ¢ induzida
1
Az, Nz, > §|8W|a (2.4)

Assim, um ponto no espago-tempo ¢ substituido por uma célula de Planck. Foi sugerido
em [2] que para distancia muito pequena da ordem de 8, as divergéncias ultravioletas da

teoria quantica de campos poderiam ser eliminadas, isto seria equivalente a usar um corte

7



8 2. Teorias Naco-comutativas

A ultravioleta para calcular as integrais nos diagramas de Feynman. No entanto, essas
divergéncias ultravioletas nio sdo eliminadas completamente. Além disso, divergéncias

infravermethas surgem, originando a mistura UV/IV nos diagramas nio-planares.

2.1 Propriedades do Produto Moyal

Para realizarmos as operagdes algébricas no espago nao-comutativo vamos introduzir

o seguinte operador:

T(k) = e (2.5)

Este operador obedece as regras [5]:
1. THE) = T(—k) se 341 = &*,
2. T(kYT(p) = eilk+PIoe=shupe 0 1P (f 4 ple~i0p,

que segue da aplicagio da formula de Baker-Campbell-Hausdorf e'e? = ¢ B gyl

A,B] para
[4, B] um namero ¢ e onde definimos kfp = £k, 0"

3. Tril(k) = {2m)" Hﬂé{k“).

4, Representacio no espago dos momentos:

Para uma funcio classica ¢(z) vamos associar um operador

APk
Dlop] = / "(“?:;T—)Tjir(kW(k): (2.6)
onde
bty = [ o), (2.7

¢ a transformada de Fourier de ¢(z). Combinando as equagdes {2.7) e (2.6), obtemos o

mapeamento A{z) entre os operadores e 0s campos,

2[) = / Prp(z)A(z), (28)
cOm ) de N A
Ba) = / e (2.9)

am operador hermitiano, A(x)T = A(z), que descreve uma “base” para operadores sobre
0 espago-tempo. [nversamente & — ¢(x), podemos relacionar uma fungio cléssica ¢{z)

com um operador ®(g) através da formula
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blx) = f -(—;gp e e [ BT E)). (2.10)

Para mostrar como o produto entre os operadores de Weyl modifica o produto de

fungdes no espago comutativo, ternos da definicio (2.6) que

B0 Gl A7k o P )G () -
by = @m)P (3D T(k0)T (k2) b1 (K1) da (k). {2.11)
Das propriedades (1) e (2), obtemos
dPky dPk Bk -
%0, - | / 5 Gy L (e ke % k) k), (2.12)

e podemos reescrever o resultado acima modificando a operagdo de multiplicacio das

fungdes no espago comutativo através da relaciio

P1[h1]Pa[da] = Bl * ¢y, (2.13)

onde

I
b@) @ = [ (gwfpe"‘*‘“’Tr{cblcsz*(fs)J, (2.14)

& o produto estrela escrito em termos dos operadores de Weyl. O resultado acima pode

ser reescrito da seguinte forma

dD D DA . - .
o1{z) * gofz) = f// k d k; O;W)Qe-—zk:cmgklﬂwkz
XTr[T(ky + kz)T*( b1 (1) o (ks)

D
_ // d kl d r'fz - (k1+k2)ﬂf'"'%k‘1)’g#"k5r£i(k])(}gz(k?t)

- hme(-eﬂ ot % )qsl(y)«b?( ) = di(z) ()

y—ra

+Z( ) guwz G <Dy H1(2)8, ooy, o). (2.15)

ne=l

Desse resultado temos como conseqiiéncia a nio-localidade do produto estrela envolvendo
um numero arbitrario de derivadas. O produto (2.15) ¢ associativo mas nio-comutativo e
para #§ = 0 reduz-se ao produto ordinario de funcoes. Em ordem mais baixa no pardmetro

g temos

b1(z) = da(z) = Py (x)do(z) + 94 0,1 (2)Ou () + O(6%). (2.16)
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Aplicando o traco em (2.12) e usando a propriedade (3), obtemos

_ Pk, dPk 1 fo Vo eikes Okn T ~
Tr[@®,] = ///dD o e TR G () go ()

271" D (2m)P
_ /daml*(pg. (2.17)

Utilizando este resultado temos

) N N dPk, dPk, ki (e Vd
ffil zi(z) * po(z) = f@;)—g(zw) (2m) P8 (ks + ka)e 1026y (k) ) ha(ky), (2.18)

pela presenca da delta, k; = —ko, e a fase ndo contribui, k10k; = —koflky = 0. Assim,
temos
D d"k - Y D
a7z (x) * da(z) = )P ——5 01 (k) (k) = | d7xdi(x)da(2). (2.19)

Logo, a parte quadratica da a¢io de uma teoria de campo nao muda guando substituimos
o produto ordinrio pelo produto Moyal. Note que devido a propriedade de ciclicidade do
operador traco o produto estrela nio é modificado por permutagoes ciclicas dos campos.

FEm particular

/ dPz(dy * do)(2) = f o{dy x d1)(z / APz (x) o (). (2.20)

Para um produto de trés campos temos,

de:Lff)l( )k () * ga() = Tri0 PP,

de
H T (k)T (k)T (k3)) b1 (k) f2 (B2 ) s (Ks)
Jon (27)
dPk, dPky dPks D
/ m)P P (oo ) O e )
gtk gl (o) b (R s (s, (2.21)
pela conservacio de momentos ky = — (ki + ko) € a fase —i(ky + k2)0ks ndo contribul pois

—*E(r’%} + kg)@kg B E(JI{:}_ + kz)g(/ﬁq + k’g) = () devido a k-lglr{lg = ‘“'k‘g@kl & klgkl = kggkg = (.

Assim, temos

(QTF)DCS(A:} + k? 4 k:g)e-—ikl[)kg

/‘ dPky dPky dPks
[27)P (21)D (21)P
b (k1) ba(k2) s (ks). (2.22)

[ APy (x) * pol) * balz)
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A forma geral para o produto * de n campos integrados é dada pela expressdo [5]
/dl)agbl( ) * o(@) %k (2) = Tr[@, By B,

dPk;
/H 27210 ?.’F f’ﬂ'l‘!’i?g-i— "IIC)

Gu(ki)dalka).. (ko) exp(—i > kibk;).  (2.23)

2]

A expressio acima pode ser bastante simplificada quando alguns dos campos sio iguais.
Vamos agora calcular explicitamente para as teorias bosénicas como essa simplificacio
ocorre. Iniciamos pelo céleulo de trés campos onde dois deles sio iguais, isto é

D dP D 5
/dDg,‘(/Sl(.’L') * qﬁ;(m) * gbg(’l.‘) = f((éw‘;ﬁl (;TI;Q (C; '§: (271')[)5(1(%'1 4 k,g -+ ko )) tk10ks

1 (k1)1 (k2) o (k: ). (2.24)

Como o0s campos bosonicos ¢ (ki)di(ky) sdo indistingufveis e portanto o produto é
simétrico na troca de ky & ko, Dai

D DA D
fd b d7ks A7k 228 oy + by + ky)

| @y e (o)
% [e7™1%2 g e=h208 ] & (k)G (ko) by (s)

- jDkl dDrICQ de‘g D y
- /( 5 (P T 5 (2) 25 iy -+ ke + k)
COS(k19k2)¢}_(k1)¢l(kg)(bg(k;;). (2.25)

/ P2 (@) % 6 () % bo(2)

Obviamente, temos o mesmo resultado quando ¢1(x) = ¢o{x), ou seja,

/'d%qs(m)*(p(w)m(x) - / H-—--rf“ (2026 (ky + Ky + )
Bk ) (k) B(ks) cos(ky0k), (2.26)

No caso de quatro campos

/finlf»‘@;( ) () + o) * ol /[i ok (2m) 760k + ka + Ky + k)

?T)’D

o= thiOkz ”“30’”5151( _l)(bl(/gz)(/}g(!g:,)fﬁz(k,;), (2.27}
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Os campos bosonicos ¢y (k1) (k) € palka)da(ks) sio indistinguivels pela permutacio de

ki & ky e ky ¢ ky respectivamente. Logo, por simetrizacio temos

. APk,
/df)x(b1($) * (/51( ) (f)g( ) * (/)) /H 2ﬂ' zD (kl -+ /1,'2 whe kg e ‘IM)
- [(mzklﬂkgmzhgﬂkl +e —ikolk) ~iky ks +e” iRy Bk tkaOka
4

1 g ikalki- zkf;é?ka} (/) (k )(pl(k))(ﬁg(k:;)(b?(kfl)

onde fizernos as permutagdes ky <> ko, kz © ka, ki © ko e ks © k4 nas trés tGltimas
parcelas respectivamente assim,
o ikiOkaikalka l[e""ih% <ikabke . gikiOka~ikaOks | =ik OkatikaOka o oikaOkybikaka)
4
= 3 cos( ki Ok, ) feh30% 1 o= slka] — cog(k Bhy) cos(k3fky),

e finalmente, obtemos

/df);r(lﬁl(g")*d)l( )*qb)( *(bg /II ——-——;-hmm 2 )D(S(kl %k’y‘i—kg—f—kg;)
i=1
3)¢

(/.,)1( 1)([51(;’132)([52( ( 4) COS(!‘Jlgkg) C()S(kggk'll). {228)

Analogamente para o produto [ d*zd;{x) * ¢o(x) * d1(x) * ¢o{z), obtemos

ks
/d%qn( ) e o) % by () * dolm) = /[[ ;" 9m) PS5 (ky + ke + Ky + ky)

’.fI’ zD
g0tk (Vo (ka) b (k) da(ka). (2.29)
A simetria neste caso é agora entre ky < ky e ky & kg, Por simetriza¢do temos

6-—‘ik13k3-—ik30k4 - _}i[ze*iklﬂkzwiksﬂkq + 28—'&39162---1':%10.‘:4]’
= cos{kifky + k3Oky),

onde pela conservacdo dos momentos ky + ko + k3 + ks = 0, reescrevemos a segunda
exponencial na forma g%z -ikeblborka) o gihibherikslks oy ohtermos o resultado final em
termos da funcio trigonométrica e o resultado ¢

. 4

.
/lei(be( )*(f‘?( )*(bi( )*(ﬁg( ) /li (gﬂ;ﬁ(? }D(S(kl + ky + ks - ?—r’{b;)

gz

cos{k Bk + kaOky)dr (k) bo(ka) by (Bs)da(ks),  (2.30)
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que por simetrizagao, todos os campos sio iguais e portanto indistinguiveis, teremos
d ki
/dlqﬁ{ )*(/5( )*(,b *¢7)*/H ?,Drl 1)5(AL+A2"F.’$3+A,4)

1
g[COS(!ﬁgkg) cos{kz0ks) + cos(ki0ky) cos(kyfks)

+ cos(k10ky) cos(kafka) b (k1) (ko) d(ks) dks). (2.31)
Este procedimento de simetrizagio, campos bosénicos, possibilita reescrever os fatores de
fase em termos de fun¢des trigonométricas.

Vamos agora considerar produtos de quatro campos fermidnicos dados por

4P
/dllfﬂ?ﬁl ) * 1 () * () % ha(z) = /H k 2}P8(ky + ky + ks + k)

ik Ok zkgOka,l/)l( )wi(kﬂqzz(k:;)'g/;:z(k,;). (2.32)

Devido ao carater fermidnico dos campos, devemos anti-simetrizar o resultado acima,
COmMOo segue

o~ th10ka—ikabls l[e——ikmkz-—ikwkq — gthOka—ikalka _ ,—ikiOky+ikahk + eik10k2+ik30k4]
4 A
= - sin(k;@kg) 8111(11736%4)
Entdo, temos
. T APk
/\dtl.'r?,bi(- ) * 'l,[)j_(ax) *'l!)z( ) *1/)2( ) - /H (? )?..D (27‘() 5(k1 + k? + ]ﬁ'g + kel)
. Y]

Xty (1 )0y (Ba)b (k)i (k) sin (k1 0ky) sin (ks0k, ), (2.33)

e procedendo de modo analogo temos

4,7 7 - : d7k; D
/d w1 (2) * o {z) * 4y (7) % o (z) = Z/H “(*“?})TD"(QW) O(ky + ky + kg + ky)

Xty (ka ) o (o )00y (ks ) by (Fea) sin(k Oy + ksfky). (2.34)

Notamos para o caso fermidnico que os dois resultados acims nio sdo nulos como
ocorre no caso comutativo. Isto acontece devido ao fato que nio temos mais o principio
de exclusio de Pauli no espago ndo-comutativo, pois agora temos um limite para o conceito
de localizagdo.

Vimos que a manipulacio dos fatores de fase pelo procedimento de simetrizagio
(campos de bosons) e anti-simetrizacio (campos fermidnicos) para reescrevé-los em termos
de funcdes trigonométricas, a ordem na qual os campos indistinguiveis sio colocados

modifica 0s argumentos das funcées trigonométricas.
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2.2 O Campo Magnético Forte

Nesta se¢io ilustraremos como a nio-comutatividade surge em um exemplo simples em
mecanica quantica do movimento de particulas carregadas em duas dimensdes na presenca,

de um campo magnético constante e perpendicular ao plano em que eles se movem [3].

2.2.1 O Problema de Landau

O problema de Landau trata de um sistema ndo-relativistico de N, elétrons interagindo
e movendo-se em duas dimensdes. Vamos considerar uma particula carregada de massa
m movendo-se no plano r, = (Z,,Y.) com a = 1,..., N, e na presenca de um campo
magnético B = B2 constante e perpendicular ao plano em que eles se movem.

A lagrangeana é dada por

N(Z
L=>%" [%—r? + i Alr,) — V‘(ra)} E; Ulr, —13), (2.35)
a=z] o<

e A{r,) = (0, Bz,), é o correspondente potencial vetor.
Para quantizarmos canonicamente esse sistema procedemos de modo usual

determinando o correspondente operador hamiltoniano

N. ¢ 9 _

e —, '.Tf'a N ) _

H=>" [%; + V(ra)J +3 " Ulra = 1), (2.36)
a=1 a<b

onde

To = Mekq = Po — A(T,), {(2.37)

& o momento mecanico {ndo-candnico), enguanto p, ¢ o momento candnico obedecendo

as relacoes de comutacio usuais.

. ] Y] . 5 fab
[maapb] - [ympb_ =10,
e e T ¥
(o, p) = [Pl ] = 0. (2.38)
A relacdo de comutagio candnica dos operadores de momentos tem comutadores guinticos

ndo nulos dados por
s,y = te Bdg. (2.39)
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Assim, o espago dos momentos na presenca de um campo magnético B de fundo é
nao-comutativo.

O operador momento 7, pode ser escrito em termos dos operadores de criacio e
aniquilacéo do oscilador harménico. Na auséncia de interacoes, V = U = 0, os autovalores
de energia da hamiltoniana sio acqueles dos niveis de Landau

E = —e—g(n‘{— 1/2), n=0,1,2, .. (2.40)
Me

A ndo-comutatividade no espaco das coordenadas surge quando tomamos o limite de
campo forte B — oo, ou formalmente tomamos o limite de massa, pequena m, — (. Neste
limite a lagrangeana torna-se

Ne
Lo=) _[eBrye = V(3a,ya)] = 3 Ulry —1y). (2.41)
o= a<h

Temos para cada a = 1, ..., N, que a lagrangeana acima ¢ da forma pg - hip, q), e forma
um par canénico (eBz,,y,) cuja relacio de comutacio é

i g Bgped

(2], 8]] = 6% = 16,40, (2.42)

onde o pardmetro da ndo-comutatividade é dado por

b _ £
gy = 5 (2.43)
com €9 0 tensor anti-simétrico de Levi-Civita.
Uma outra forma de obter a nio-comutatividade no espaco das coordenadas é através
do procedimento de quantizacio canénica de Dirac para sistemas vinculados. Da

lagrangeana (2.41), obtemos que os momentos canonicamente conjugados sdo

0Ly
o = e 0, 2.44
Pz, 5 (2.44)

OLg
e = o = eDux,. 2.45
p a aya & ( )

O sistema possui os seguintes vineulos primarios

$1 = py, = 0, (2.46)
P = Dy, — eBr, 2 0. (2.47)

O paréntese de Poisson entre eles da

{1, 2} = eB. (2.48)
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Da. relagiio (2.48) vemos que os vinculos sio classificados comoe de segunda-classe' na

terminologia de Dirac [32]. A hamiltoniana canbnica é

Ng
H=p,9—Ly= Z V(ze,ye) + 2.; Ulrg = 13)- (2.49)
a=1 a<h

Incluindo os vinculos primérios temos a hamiltoniana priméaria

H, = H +uld, +u’ds, (2.50)

onde u!' e u”* s3o os multiplicadores de Lagrange. Com ajuda dos parénteses de Poisson

fundamentais
{2} =0, {a'p') =", (2.51)

Como os vinculos primérios sdo todos de segunda-classe, ndo ha vinculos secundarios (pela
condiciio de consisténcia, ¢; 22 0 com 7 = 1,2). Passemos agora ao célculo dos parénteses

de Dirac, o qual é definido por

2
(Foto=1{fg} = > _{fo:3Cr {65}, (2.52)
ra=1
onde
-1 0 ~1/eB -
¢ 1“’ 1/eB 0 I (2.53)

z '

& a inversa da matriz Crs = {¢,, ¢s} € &, o conjunto de todos os vinculos de segunda-classe.

Assim, temos que

s 1 i
{56?11 xi}D == _';B‘&n.bﬁ J: (?54)
e a quantizagdo é obtida pela correspendéncia
{CLZH J’S‘;}D - 7’[‘%29 ii]; (255)
logo, '
N 7 .. ) )
(% 33] = —5bue? = i0ud”. (2.56)

Note que a ndo-comutatividade das coordenadas sdo inicialmente estabelecidas no

nivel cldssico no qual os parénteses de Poisson das coordenadas nao sio nulos. No limite

INa terminologia de Dirac os vinculos sio classificados como sendoe de primeire-closse, se 0 paréntese
de Poisson entre eles ¢ fracamente nule, do contracio eies serdo de segunda-classe.
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de B - oo (ou m - 0) o espagamento entre os niveis de Landau torna-se infinito e no
nivel mais baixo n = 0 temos um desacoplamento dos niveis restantes no sistema. Assim,
o limite de campo forte projeta o espectro quantico deste sistema no nfvel mais bajxo de
Landau.

Vamos agora investigar as conseqiiéncias da ndo-comutatividade na descricdo do ponto
de vista de teoria de campos nio-relativistica. Para um exemplo de campos nio-
comutantes, vamos considerar um fluido carregado movendo-se no plano na presenca
de um campo magnético externo perpendicular ao plano. O fuido é descrito por uma
densidade p e velocidade v, ambos definidos sobre o plano. A densidade de elétrons &

dada por
Ne
pr) = Z §%(r —r,). (2.57)
a=1

Assim, escrevemos a hamiltoniana no nivel mais baixo de Landau como sendo
1
Hy = /dgr,o(r)V(r) + 5//d2rd2r’p(r)U(r - p(x'). (2.58)

O operador densidade & definido em termos dos operadores de criagdo ¥ (r) e aniquilacio
P(r) de elétrons como

plx) = 1 (X)3p(x). (2.59)
Para facilitar os calculos vamos trabalhar com a transformada de Fourier da, densidade,
isto &
o(k) = fdgrp(r)e'ik'r. (2.60)
Desde que r, & um operador que ndo comuta, vamos escolher o ordenamento de Weyl que
é equivalente a definir a transformada de Fourier como sendo

plk) =y etre, (2.61)

a=1

Para calcular a relagfo de comutagdo dos operadores densidades vamos usar a relacio
(2.42) e a formula de Baker-Hausdorf. Assim, temos

eé,k.raeiq.ra — e~~ik9qei(}c-ﬁ-q)‘:rraJ (262)

onde definimos que kfig = tk;097q; e o pardmesro da nio-comutatividade 6% dado por
q 3 3
(2.43). Portanto, obtemos

[8(k), p(a)] = 2isin(kfq) ik + q). (2.63)
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A relagio de comutacdo acima, esta relacionada com o produto Moyal da seguinte

forma. Para uma fungao arbitraria f{r), definimos

) = [ = [ i-x) (2.60)

Agora podemos calcular o comutador das médias multiplicando ambos os lados da eq.

(2.63) por f(~k)j(—q) e realizando a integragio nos momentos, obtemos

) = (S, g, (2.65)

onde
1y glu(e) = (f x g){x) — (9 = [)(x). (2.66)

Portanto, apenas o comutador da média é mapeado no comutador Moyal e em geral temos

(FYlg) # (fxg) (2.67)

A expansio do comutador Moyal (2.68) para § — 0 (ou B —» o) em ordem mais baixa
resulta em

0= 500h+0 (), 269

onde {f, 9} = €798, f0;9 é o paréntese de Poisson usual das fungdes f e g.

2.3 Teoria Escalar Nao-Comutativa

Iniciamos nossas discussdes considerando, como exemplo, a teoria escalar ¢ real
comutativa em 4-dimensées na métrica euclidiana,
et s |1 9 hav Lo, " .
Sip) = [ d'z | 50,00 — zm P ~ (b (2.69)
2 2 Al
Para transformar uma teoria quintica de campos ordindria ern uma teoria de campos
ndo-comutativa podemos usar o procedimento de quantizagio de Weyl via operadores
hermitianos ®{¢] ou usamos a deformagio do produto ordinario no produto estrela (2.15).
A teoria quéntica de campos escrita em termos dos operadores de Weyl ®[¢],

correspondente ao campo escalar real em 4-dimensodes ¢ dada por

- A
S[®] = Tr (aﬁ,, o7 im 2g? . 2

2 o, (2.70)
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onde a derivada 8, corresponde a uma derivagiio linear anti-hermitiana que & definida

pelas relagdes de comutacio,

~

(B 2] = 62, (2.71)
[0, 8] = 0. (2.72)

Podemos reescrever esta agiio no espaco das coordenadas usando o mapeamento (2.8)
e a propriedade (2.13) para obtermos o andlogo nio-comutativo da teoria ¢* real7]

Slg] = /ddm [%a“d)angb _ é—mQ(,b(,b - %(ﬁ * ok P x qi)} i (2.73)

Como vimos anteriormente, a parte da teoria livre é a mesma que no caso comutativo. A
diferenca surge nos termos de interagio. As regras de Feynman no espaco dos momentos
s4.0:
1. Propagador do campo escalar:

Ap(p) = ———

Ap(p) = i e (2.74)

2. Vértice de quatro bosons:
A
——%[cos(klﬁkg) cos(k30ka) + cos(k10ks) cos(kaOka) + cos(kiOks) cos(kabks)],  (2.75)

em que os £’s indicam os momentos das linhas que se juntam no vértice.

2.3.1 A Mistura UV/IV

Para ilustrar o aspecto ndo-comutativo deste modelo, vamos caleular a correcao da
auto-energla ( fungéo de dois pontos 1PI) em um lago do campo ¢, temos

o]

Clp) = Y AT (p), (2.76)

n==0

A fungio de dois pontos em ordem mais baixa & dada por
IO(p) = i(p® ~ m?), (2.77)

e a contribuigio em ordem de um lago divide topologicamente os graficos em duas partes

uma planar ¢ outra ndo-planar, figuras (2.1a) e (2.1b) respectivamente, ou seja

1 i
M@ = = | dY e 2.
planar (p) 3(27]_)4 / k2 e 2 + g6 ( 78)
~ g L1k 0p
A1) I S R 7
[mﬁaﬂm‘(p) - 6(271")4 / d A’k? 2 4 e (2' (9)
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k i
L.
p / P
p P \
- —
a b

Figura 2.1: Diagrama planar e ndo-planar em um lago para a funcdo de dois pontos na
teoria ¢

A parte planar é a correcdo para a massa em um lago do modelo comutativo e é
quadraticamente divergente. A parte nfo-planar é convergente no ultravioleta, devido
as oscilacdes rapidas do fator de fase %7 para momentos grandes. No entanto, quando
kfp = 0 (6 = 0) ou para os momentos externos nulos, o fator de fase na integral (2.79)
torna-se ineficiente como um regulador no comportamento ultravioleta., Assim, temos a
seguinte relacdo

F](oi()ma'r( ) = ?Fsgmnar( = D) (280)
Para ver o efeito do fator de fase na segunda integral (2.79), vamos usar a parametrizacio

de Schwinger nas duas integrais
'li "eo S F— 4 -
s / dopet k™ -mP i) (2.81)

as integrals em k s80 agora gaussianas e podem ser feitas explicitamente

1 1 * dov .
T e (P) = pyrecl L (2.82)
(L — 1 * dC\f —inmt —ift !
Fn}’))ianm‘ (p) -7 -6“6";13 f a“é"e o ) (283)
onde introduzimos a notagdo p* = p, 0*0p,. A integral em « pode ser regularizada

introduzindo um fator de fase exp(—-%z) onde A representa um regulador para a

convergéncia da integral, isto é

(1) . J— &0 da ___ia,rn’l .t .
F?)lana.r (p ) = 4“8"7;‘2“ /(; ‘(;2—8 an? , (2 8 4)
1 oo ) a2
(n _ A_LE.___ @E},’_ )-—mm?' - ( L'.._ta _______ ) :
anlanar (P) - 06n? [; o7 e . (2 80)

Efetuando a integracio em ¢, temos

W oy o L m b fem
Fpta.nar (p) ‘—’ ?4”2 9 [{ ( A 3 (286)

(1) m " AN\ 1/2 _;___I ’-
I npl(m.ar(p) = - g‘é‘;r“é JI }’:2 f(] mAfpe 4+ [_\_? : (28/)
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onde K (z} ¢ a funcdo de Bessel do segundo tipo. Usando a expansac assintotica da
fungdio K1(2) = L+ £1n Z, obtemos

Dioner(7) = “?iéiﬁ [AQ ~m*In (g) + J , (2.88)
i ( _ ___3-_ 2 9 f}i{
 planar (P) 362 {Aef m” In (m2) + } , (2.89)
e definimos .
o = FT R (2.90)

No limite A — co, a parte nio-planar permanece finita, regularizada pelo fator de fase
nao-comutativo. Neste limite o corte efetivo Aif = p% tende para infinito quando, 8 — 0
ou p — 0.

A agdo efetiva quadratica em um lago é

s /dqpi [pz M2 - A

2 9672 (p2 + A-?)
AM? 1 )
* 56 (3}12(152 +,{‘—“éj“) +O(A )J ¢(p)é(~p), (2.91)
onde
AA? Am? A2
M2 = o 2B A2 .
M7=+ 4872 4872 In (mz) ’ (2.92)

€ a massa renormalizada. Vamos agora considerar os seguintes casos:
1. Caso §% <« A™2%:

Em particular no limite de momento nulo temos Aes = A e recuperamos & acio da
teoria comutativa

S0 = / d'ng [~ M?] 6(0)p(~), (2.93)

onde

M2 = M2

2 A 2. AQ
3ME 3dm” ( ) (2.94)

9%z 96m7  \m?
quando ajustamos M para ser um corte independente e nesse caso M’ e sz) divergem no
fimite de A —» oo.
2. Caso 92 > A%

No limite de A - oo temos A2, = L ¢ portanto
ef i3 p

Sop = / d4p—;~ lpz - M

AM? 1 1 ;
+ 962 In (m2_152) + O()‘z)} ¢(p)d(-p). (2.95)
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A funcdo de dois pontos completa e renormalizada em ordem de um lago ¢ dada por

D(p) = i(p* —~ m?) + AT () + AT (p) + O, (2.96)

planar nplenar

Note que a funcéo de dois pontos renormalizada contém dois polos um para momento
nulo e outro com uma singularidade logarftmica In(p*). Portanto, quando tomamos o
limite de A — co e o limite de pequenos momentos p — 0 (ou § —» 0} eles ndo comutam,
e assim na teoria de campos ndc-comutativa temos uma mistura nos comportamentos do
ultravioleta (A — o0) e infravermelho (p — 0) da teoria. Issa mistura entre as escalas
de alta e baixa energias é chamada de mistura UV/IV.

A mistura UV/IV ¢ uma das principais caracteristica da teoria quantica de campos
nio-comutativa e nao tem um anélogo correspondente em teoria comutativa. Os graficos
da teoria sio divergentes em @ = 0 e quando o par@metro da ndo-comutatividade &
diferente de zero, a teoria é regularizada pelos fatores de fase que a torna finita. No
entanto, para p — 0 {ou § —» 0) a fase ¢ irrelevante e os diagramas divergem em momentos
nulos. O polo na funcio de dois pontos em p = 0 surge da integragdo de momentos grandes
{isto &€ A — 00) e no espago das posices leva as correlag@es de longo alcance. Geralmente
as funcdes de correlacio decaem exponencialmente se a massa ¢ constante, m > 0. Na
teoria nio-comutativa eles decaem algebricamente para A pequeno e a correciio de A
pequeno leva ao decaimento exponencial, mas com a constante de decaimento da ordem

de A. Assim, mesmo para uma teoria massiva encontramos divergéncias infravermelhas.

2.3.2 Unitariedade

Nesta secio vamos calcular os diagramas em ordem de um lago da teoria ¢° e verificar
se eles satisfazem a condicdo de unitariedade. Os primeiros autores a analisar a quebra de
unitariedade em teorias nio-comutativas foram J. Gomes e T. Mehen [33], eles mostraram
gue a unitariedade dessa teoria a nivel de um lago ¢ satisfeita para 6% = 0 enquanto que
para 8% 3% 0 a teoria ndo & unitaria. A condicio de unitariedade para os elementos de

matrizes na concha de massa, é dada pela relacio

; X - e
UMMy = Y Moy M, (2.97)
n
onde M,, & um elemento da matriz de transicio entre os estados a ¢ b. No lado direito da
eq. (2.97), a soma sobre os estados intermedidrios inclui integragdes no espago de fase para

cada particula n. As teorias de campos obedecen relagdes de unitariedade mals gerais,
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Figura 2.2: Relacéo de unitariedade generalizada para a fun¢éo de dois pontos na teoria
¢* expressa em termos do teorema 6tico.

as quals sdo generalizacdes da condigdo (2.97) para os graficos de Feynman, chamadas
regras de cortes. As regras de cortes também sio aplicadas as fungdes de Green fora da
concha de massa bem como para os elementos da matriz S.

Vamos agora calcular a funciio de dois pontos, em ordem mais baixa, para a teoria
escalar A¢® ndo-comutativa e as suas regras de cortes estio desenhadas na figura (2.2).

O andlogo néo-comutativo da teoria A\g® real & dado pela acéo

A

S| = fd’lgg [%8“(,158#(/5 - ém2¢¢ - gqu % bk (;5} , (2.98)

Como visto anteriormente, a parte quadritica da teoria € a mesma que no caso comutativo.
A modificagio surge apenas nos termos de interagao. As regras de Feynman no espago
dos momentos sio:

L. Propagador do campo escalar:

Aplp) = — (2.99)

2. Vértice de trés bosons:

ko
—1iA COS (—;) , KOg = k0, (2.100)

onde & e p indicam os momentos que chegam no vértice.

A amplitude para o diagrama em um laco, figura (2.2), &

, P dtl (L + cos(pfl)] .
M= GoRE T e o S T (2.104
¢ a expressao para o lado direito da figura (2.2), ¢
" AQ d3k d3q
2 — - S dr o — i . - I
ST ImP = o / - / 300" (0 k = )L+ cos(pok)], (2.102)

No céleulo das amplitudes acima usamos a identidade cos? ¢ = (1+cos 2z)/2 para separar

as contribuigbes planar e ndo-planar. Visto que a parte planar satisfaz a condiciio de
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unitariedade, nos deteremos apenas na parte ndo-planar. Usando a parametrizacao de

Feynman

! fl d ! (2.103)

— = T , 2.]

ab o ez + (1l — )]
para combinar os denominadores em (2.101), obtemos

4 i(pél
M = / dz / d cos(pdl) (2.104)
12 4+ (L —2)p? + m? —de]

Realizando a integracido nos momentos 47|, teremos
-l ¥

M =

onde K ¢ a funcio de Bessel modificada do segundo tipo. Vamos escolher % = —0'0 = 0

e 07 = 0% = 0p e todas as outras componentes se anulam. Assim,
= 0% (05 — p7) + 05(p; + p3). (2.106)

No caso de termos apenas nio-comutatividade espaciais a quantidade p* & positivo, mas
para nio-comutatividade no espago-tempo p* pode ser negativo. Isto serd de grande
importancia na andlise da unitariedade. Mostraremos que a relagio de unitariedade
generalizada (2.97) é satisfeita para teorias magnéticas (6% = 0) ¢ violada para as teorias
elétricas (8% # 0). Inicialmente, vamos calcular a parte imaginaria do grafico de Feynman
quando p? > 0 e 7* > 0. Assim, usando que ImKo(—iz) = LJp(x), onde Jy é uma fungio
de Bessel, obtemos

A2 (1+7)/2
ImM™ = _-—-—/ dzJo(\/52/—m? + z(1 — 2)p?)
64T J1-my2
X sin(yy/p'p /2) (2.107)
32 4 /p p -
onde v = /1 — 4
Y = P

Calculando a contribuicio da integral referente ao lado direito da figura (2.2), temos

)‘ N
} |_!‘ I?lp |2 ..... — (-g'é-,;r{.‘é_j dQ €08 (pgk)

(2.108)

Comparando os resultados, obtemos que a relacio de unitariedade generalizada é satisfeita

para 54 > 0.
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Agora vamos considerar o caso p* < 0. Da eq. {2.107) teremos

2 L+7)/2
I = 2 o deJo(V I/ m? + z(1 - 2)[p%)). (2.109)
T Iy f2
Esta integral ndo ¢ nula. No entanto, o lado direito da figura (2.2} & zero por causa da
conservacao de energia-momento em (2.102) proibindo uma particula com momento tipo
espago decair em duas particulas massivas na concha de massa., Portanto, quando 5% < 0
a relagio de unitariedade generalizada ndo ¢ satisfeita. Os resultados obtidos sio também
mantidos para o caso das teorias de calibre nio-comutativa. Isto ocorre porque a estrutura,
das integrais de Feynman é a mesma tanto na teoria escalar como na de calibre. Ambas as
teorias tem fatores de fase oscilantes nas integrais. Estes fatores envolvendo a componente
temporal se reflete na nao-localidade no tempo e como conseqiiéncia a funcio sofre um
deslocamento da origem passando a contribuir em instantes diferentes. Isto implica na
perda de informacio e também da unitariedade.

2.4 Teoria de Calibre Nao-Comutativa,

Vamos nessa seciio estudar o exemplo da teoria de calibre nio-comutativa dada, pela
teoria de Yang-Mills ndo-comutativa. Na secio anterior, a construcdo de uma teoria de
campo escalar classica admite uma generalizaciio direta para outras teorias com interacdes
polinomiais contendo campos de férmions e escalares com um acoplamento tipo Yukawa?.
No caso de teorias de calibres surgem peculiaridades.

2.4.1 Eletrodinimica Quantica Nio-comutativa

Para definir uma teoria de Yang-Mills no espaco-tempo ndo-comutativo, devemos
generalizar o mapeamento (2.9). Assim, seja 4, um campo de calibre sobre RP, que
corresponde ao grupo de calibre unitdrio U(N). Introduzimos o operador de Weyl

hermitiano correspondente a0 campo A, por

A, = f dPzA(z) ® Ay(z), (2.110)

*Este ¢ um acoplamento entre os campos de bosons {spin 0) e férmions (spin 1/2), e foi inicialmente
introduzido para descrever a interagdo forte entre os nicleos via a troca de mésons.
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onde A(x) & definido em (2.9). A versdo ndo-comutativa da acao de Yang-Mills pode ser
escrita como

S[A] = — Zﬂﬁﬂ & trn ({0, Ay] — (00, Al — ilA,, A7 (2.111)
onde o termo em paréntese & o operador andlogo ao tensor intensidade de campo. O
operador T'r & o traco sobre os indices das coordenadas do espago-tempo e try & o trago

sobre os indices de cores. A acdo (2.111) & invariante pela transformacio,
-‘El.u - .(:’AME?T . ig’[é;.uﬁ']: (2.112)

onde § ¢ um elemento unitario da algebra de matrizes, isto ¢

>

Gt = lg =11y, (2.113)

onde o simbolo I é a identidade na algebra de Weyl e [y é uma matriz unitaria NV x N.
Podemos reescrever a acfo (2.111) no espago das coordenadas utilizando as equagoes
(2.110) e (2.13), obtemos

S[A] = dPztr [ F () % B ()], (2.114)

T
onde
Fo = 0,8, —0,A, —i(A,x Ay, —~ A, x A,), (2.115)

& o tensor intensidade de campo ndo-comutativo. Enfatizamos que mesmo no caso do
grupo de calibre U(1) temos uma estrutura do tipo nio-abeliana devido apenas a nao-
comutatividade. Além disso, a teoria de Yang-Mills nfo-comutativa com simetria de
grupo U(1) contém os vértices de trés e quatro pontos, e é assintoticamente livre no limite
comutativo classico 8 — 0. A acdo (2.114) é invariante sob a transformacéio unitiria dada
por

Ay (z) = g(x) * Au(z) = g(x) -~ iglx) » D,9(2)7, (2.116)

onde g(z) ¢ uma matriz unitéria,

gla)* gla)t = gz} * g(z) = Ly, (2.117)

a expressio (2.117) é equivalente a condicio de unitariedade (2.113).
Sob a lei de transformacio (2,116}, o campo de calibre £, obedece a transformacao
dada por
Fou () = g(z) * F(z) x g(a)!, {2.118)
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Vamos considerar agora a teoria de Yang-Mills ndo-comutativa (YMNQC) U(1) pura,

SlA] = dPaF,, (z) « F™* (), (2.119)

4e?
que é invariante sob a transformacio de calibre acima com g(z)! = g(2)"! e utilizando
a propriedade de ciclicidade do produto estrela sob o sinal de integragdo a invariancia é
demonstrada, como segue

S14) = 8141 = =15 [ dP2g(a) 5 Fu(e) > (e 5 gla) 1 P (2) e gla) ™, (2120)

onde ‘
g{z) = (ei’\(’c))* =1+A(z) - %)\('1:) * Alz) + ... (2.121)

contém uma série infinita do produto estrela da funcio escalar Mzx).
O cardter nio-abeliano da teoria de YMNC U(1) ¢ uma conseqiiéncia do produto
estrela, isto é
Fu(z) = 0,4, — 8,4, —i[4,, A].. (2.122)

Efetuando o calculo do comutador Moyal no espago dos momentos obtemos

{A‘“’A”]* = AM * A, — A, * /—l;m

— fdpldpz (eimﬂpz - ewimﬂpz) ei(pl‘f“pz}mﬁﬁ(pl)fi,,(pg),
= /dpldpgizisin(plé’pg)ei(p‘+?’2)3’/1“(p1)f1y(p2). (2.123)

Por conseguinte, a constante de estrutura é substituida pelo fator de fase trigonométrico
dependente do momento 2isin(pi8p2), e a caracteristica nio-abeliana da teoria YMNC
U(1) é um efeito puramente geométrico.

Nesta secio temos considerado apenas as teorias de calibre nao-comutativa com
simetria do grupo de calibre U(N), que reproduz as teorias ordindrias no limite classico
¢ — 0. Para outros grupos de calibre, por exemplo 0 grupo especial unitario SU(N) foi
mostrado na referéncia (35, que esta construgio nio pode ser realizada sobre um espaco
plano ndo-comutativo. A algebra do grupo unitério I/ (V) ¢ fechada sob o produto estrela,
isto ¢, o produto de dois campos de matrizes unitirias ¢ um campo de matriz unitaria.
Além disso, o grupo especial unitario SU(N) ndo & fechado com relacio ao produto estrela,
pols em geral temos

det (g) « det (h) 5 det (g + 2). {2.124}
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Na decomposicao,
U(N)=U(1) @ SU(N), (2.125)

os setores (1) e SU(N) nio desacoplam no caso ndo-comutativo, devido a interagio do
foton U(1) com o gluon SU(N) [9}.
Em analogia com o caso comutativo, a versiio ndo-corutativa do acoplamento do

campo de matéria com o campo de calibre, & dada pela agio
S{A, @, ] = / dP (pry* * Dyp — map = 1), (2.126)
onde as derivadas covariantes sao

D) = Ouplx) —ieAu(x) x¥(z),
Dyp(z) = d.uﬂﬁ(a) +iep(z) * Ay (). (2.127)

As leis de transformacio para os campos fermidnicos que definem as derivadas covariantes

acima sao

P(z) - g(x) * Y{z), (2.128)

e
P() = P(z) = g() " (2.129)
Na representacio adjunta, temos as seguintes leis de transformagio para os campos de

fermions

W(z) — g{z) * v(a) * gla) ™, (2.130)

e
B(z) = gla) *p(z) * gla)™, (2.131)

que definem as derivadas covariantes,

D) = Ouplz) - ie[Au(z), ¥ ()],
Dyp(z) = Oub(z) +ield(z), Au(x)].. (2.132)

A agdo completa & dada por
SEA, '(2;, ’t/):l = SyM [A] + Sfél‘lﬂi()ﬂS[A’ 'gb, ‘l/)], (2133)

Portanto, uma extensio da eletrodinamica quantica ordindria ¢ dada pelo acoplamento

do campo de calibre unitirio nao-comutativo (1) com o campo de frmions.



Capitulo 3

Campo Escalar Acoplado com o Campo
de Chern-Simons em (2 + 1)D

As teorias de campos contendo o termo Chern-Simons (CS), tem sido bastante
estudadas na literatura ¢ constituermn uma ferramenta ttil para o entendimento de
fendmenos interessantes na fisica da matéria condensada tais como o efeito Hall
fracionério [36], a supercondutividade com alta temperatura critica [37] e o efeito
Aharonov-Bohm (18, 21, 22, 38, 39].

O efeito Aharonov-Bohm (AB) diz respeito a mudanga que ocorre no padrio de
interferéncia no experimento de fenda dupla, devido a presenca de um solenoide longo
e fino localizado entre as duas fendas [40]. Embora, o campo magnético B esteja
presente apenas dentro do solenoide, a equacdo de Schridinger correspondente depende
explicitamente do potencial magnético A (n@o nulo fora do solenoide). Portanto, a funcéo
de onda depende do potencial 4 e conseqlientemente ocorrem mudangas no padrio de
interferéncia. O efeito AB que é essencialmente o espalhamento de particulas carregadas
por um tubo de fluxo, pode ser simulado em teoria quéntica de campos em 2-+1 dimensdes

pela interaciio de duas particalas carregadas com o campo de Chern-Simons.

No estudo do espathamento AB abeliano em mecanica, quantica, feito por meio
de um tratamento perturbativo para o caso abeliano, a aproximacio de Born falha
em reproduzir a expansio do resultado exato [16]. Por outro lado, num tratamento
perturbativo em teoria de campos nao-relativistica descrevendo particulas com spin zero
interagindo com o campo de Chern-Simons abeliano foi mostrado que para eliminar
as divergéncias ¢ concordar com a. expansdo do resultado exato, & necessirio adicionar

uma interagdo quéirtica [18]. Para o caso ndo-abeliano desse modelo, uma analise

29
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perturbativa fol aplicada e, como no caso abeliano, também devemos adicionar uma
interacao quartica [22, 21] 4 lagrangeana que descreve o sistema.

O nosso objetivo neste trabalho & fazer um tratamento perturbativo até ordem de
um lago para a versdo ndo-comutativa da teoria de campo escalar nao-relativistica em
2-+1 dimensoes acoplada com o campo de Chern-Simons. Recentemente, no contexto da
mecinica quantica, fol aplicado um tratamento perturbativo até ordem ¢ no pardmetro
nio-comutativo para o efeito Aharonov-Bohm ndo-comutativo [24]. F interessante
argumentar que o padrdo de interferéncia pode aparecer até mesmo quando o fluxo
magnético é quantizado e a se¢do de choque & diferente de zero quando o fluxo magnético
é quantizado, contrario ao caso comutativo.

No nosso estudo usando a teoria quéntica de campos, pretendemos verificar se o
resultado obtido na teoria comutativa para o efeito AB sdo mantidos ou ndo no espacgo nao-
comutativo. Como o limite # — 0 é em geral singular é possivel que exista contribuigdes

que ndo podem ser obtidas através do procedimento de [24].

3.1 O Modelo Nac-Abeliano Nao-Relativistico

Iniciamos com a analise perturbativa, até ordem de um lago, de um modelo para
particulas escalares ndo-relativisticas, com um indice de simefria interna, acoplado
minimamente com o campo de Chern-Simons nio-abeliano. Em [21] os autores mostraram
que para obter uma teoria invariante de escala e o resultado em concordancia com o célculo
exato do efeito AB, fol necessario inkroduzir uma interagao de quartica semelhante ao que

acontece no caso abeliano. Ksse modelo é descrito pela agio

94,4 = / Pz

: 9 :
T 7o (A#HVA At ---gi./lpflwfi A) éw(vA)? +id Dy

?ﬂ;(D(b)T(fj(b) - ‘i'gé?ry ¢7r~,y‘ On"m’nm(bnqu + t'f'(évgc + EQV([A, (’D s

(3.1)

onde ¢ ¢ um campo complexo transformando-se de acordo com a representagao
fundamental do grupo de calibre SU(n) gerado pelas matrizes T% com a = 1,2,..N =
n? - 1,e A, = ANT ¢ Dy, =38, +igd,. As matrizes T satisfazem a dlgebra de Lie

[T, T = faecT*, (3.2)



3.1. O Modelo Nio-Abeliano Nio-Relativistico - L 31

e s&0 normalizadas por
1
(1T = mgaab. (3.3)

O termo de interacio de contato descreve uma interagdo do tipo funcio-d entre as

particulas. Como as particulas sdo bosénicas, podemos assumir que
Cn’m’n.m = Lm/n'mn- (34)

Por simplicidade de notagiio no calculo da amplitude de espalhamento vamos abstrair os
indices de matéria. Considerando uma matriz A(p) = ~iM (¢}, de modo que a amplitude

de espalhamento sera dada por
A= (0, [ Alp)ln, m) + (m!, /| Al + ) ln, m), (3.5)

onde ¢ é o dngulo de espalhamento. Assim,

Crmmm = (0, m/|Cln, m), (3.6)
(T”)nfn(T"’)m,m = (n’,m’|T“®Tb|n,m), (3.7)
Commm = (0, m|C|L UYL, U|Cn, m), (3.8)

L

e da invaridncia da acfo sobre as transformagdes do grupo SU (n) temos uma restricio
adicional sobre a forma de C,

CoI+I®T,, C] =0, (3.9)
Pelo lema de Schur,
T2 =T,T% o 1, (3.10)
e
T*e1,Cl=[IeTC| =0, (3.11)
usando a identidade,
e 1 | L, oo
1 ®Ta:-2~(T®_l[+lI®T) -~*§T ®]I~~§II®I, (3.12)
obtemos
1*®T,Cl=0. (3.13)

A forma de C mais geral invariante de calibre é obtida usando uma base que diagonaliza
simultaneamente 7¢ @ 7,



32 3. Campo Escalar Acoplado com o Campo de Chern-Simons em (2 +1)D

Por conveniéncia, todos os cileulos serdo feitos no calibre de Coulomb obtido no limite
de £ - 0. As regras de Feynman, representadas graficamente na figura (3.5), sio:

(1) O propagador do campo de matéria:

1
D(p)um = D(p)opm = ~—=rg——=Cpm, (3.14)
Do = 5 ke
(i) O propagador do campo fantasma:
1
G(poa = G(P)0se = _555!)&1 (3.15)
(iti) O propagador do gluon:
N % ‘
D,tw(k")ba. = D;w(k)éba - J:{,liz '(Sbaa . (316)

onde k*=(0, k).

(iv) As expressdes analiticas associadas com os vértices sao:

rom(0,7) = =ig(T ), (3.17)
Lein(p,0) = 5 (0 Y (T, (3.18)
T antasma (P> D) = —ig f*(0), (3.19)
P2 (p,p') = —ghfre, (3.20)

(

3.21)

nm

2
[0 (p, ') == — %{TaTb T TbTa‘]nm 5%,

1
Fm"n’?rm(papf) = -acm'n'mn- (322)

Note que o denominador no propagador do campo de calibre & linear na energia. Assim,
temos apenas uma propagacio para frente no tempo. Como ndo existe uma dependéncia
em kg, 0 propagador no espaco das coordenadas é instant&nec no tempo e ¢ um sinal que
a particula envolvida é apenas virtual.

Analisaremos agora a fungio de quatro pontos associadas com o espalhamento de
duas particulas idénticas no sistema do centro de massa {cm.). Antes de calcularmos
a amplitude de espalhamento, verificaremos que ndo existem corregoes, pelo menos até
ordem de um laco, para o propagador do gluon. Ja sabemos da teoria abeliana gue nao
existem correcbes para o propagador do boson, e o propagador do campo fantasma nao
contribui para a funcio de quatro pontos de bosons em um lago.

A corre¢ao de um lago para a fungio de dois pontos do campo 4, figura (3.2), é dada

pelo tensor de polarizacdo contendo duas contribuigdes
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1. Advinda do grafico com vértices trilineares do campo de calibre:

, Pk gi0pe™e 5% (p 4+ )ik
H?{J:G — acd f iafl Niti n )
17 (1) f Jed (271_)3 (p + k)2k2 ) (3 23)
usando que
e#Peg,, = 665 — 6152, (3.24)
no cilculo acima, obtemos
C Ak (p k)i,
ab,G _ 2 rocd rb vy
Hz‘j (p) =4 f cd/ (271‘)3 (p +k)2k2. (325)

2. Advinda do grafico com vértices contendo o campo fantasma:

a ac ) dBk kikj
) =~ 1% [ b (3.26)

Portanto, até um lago mostramos que as duas contribuicbes quando somadas se
cancelam, isto é, ndo temos correcdes radiativas para a auto-energia, associado ao setor
de calibre puro.

[(p) = 11§ (p) + 11" (p) = 0. (3.27)

Os graficos relevantes para o espalhamento a nivel de arvore sio representados
graficamente na figura (3.8), e a amplitude de espalthamento é dada por

A (p) = ~ 2:&;9 [COt (—(g—) - tan (g)] - %’ (3.28)

onde estamos usando a notagdo da referéncia [21]

g a a
O = T, .
Q —5—T°® (3.29)
2 94 arph r
0 = Lo TT' e T, (3.30)

O segundo termo na equacgdo (3.28) corresponde ao grafico cruzado, onde os estados
da particula final sao permutados. A amplitude total a nivel de arvore é

4ifd
A = “%_ cotp — = (3.31)

O resultado no caso abeliano é recuperado se considerarmos T' = - ¢ ¢ = /e, Isto &
\/?2 J 3

2ie? C
0 - SO ——
Aabeliano(¥) = = coty — = (3.32)

L
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Os graficos contribuindo para a amplitude de espalhamento em um lago séo ilustrados
na figura (3.9). Por contagem de poténcia os grificos sdo logaritmicamente divergente.
Entretanto, o diagrama caixa, figura (3.9d), da um resultado finito. Para regularizar estas
divergéncias usamos regularizagio por corte. O grifico (3.90) néo existe na teoria abeliana,
e a sua contribuicdo serd essencial para cancelar as divergéncias. As contribuigdes destes
graficos, apos realizarmos as integragdes em ko, s30

1. Para o grafico triﬁmgulo, figura (3.9a):

Aulp) = 4mnz (Tag_w, TT®) @ (TuT}) f (;;;2 Ez'(ik:qo)% +{p' = -p')
fi 2
= 47r'rrm9 L [ FT, @ (ToTh)] {In (g ) — 21n(2 smcp)}
e [ln(gz) ﬁ~21n(2singo)}, (3.33)

onde g = p — p’. Usamos na expressao acima que
TaTb 4+ TbTa = zTar:Fb - {T'G,Tb] e 2Ta'1"b . fabcTc. (334)

2. Para o grafico com trés gluons, figura (3.90):

g d‘Zk q)? ’
Asle) = "Eé“gifabcT“@i@(TW [ } +(p' = —p')
11 2
e P fgabe T ) ‘
= 47rmm9 [fT ® (1L l:ln (pz) 21n(2sin @) + l} (3.35)

3. Para o grafico da interagho qudrtica, figura (3.9¢):

atel = "5 [ = [ () e e

4. Para o grafico caixa, figura (3.9d):

e £ d’k (p AK)(p' A k) el sy
Ade) = {(27)? (k — p)?(k — p')?(K? — p? — i) +e > -p)
mm - ?—%L (In (2sin ) -+ in] . {3.37)

Observe que a contribuigio divergente de A,(¢) cancela com a primeira parte divergenge
de A.{0). Portanto, a menos de um termo constante em Ay(w) que pode ser absorvido
em C, a amplitude de espalhamento total em um lago é dada por

2032\ [ 2
Alp) = = (C2 - }_E_S_’.fr__)(_?m) In (i;) + 'L'W} : (3.38)

& m#
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Podemos renormalizar esta amplitude, redefinindo a constante de acoplamento C' da

seguinte forma:

C = C-4C,
202
¢ = T (er BTN (A O3, 0, (3.39)
4 m? 7

e a amplitude total renormalizada é dada por !

Ao - 202 2
Alp) = _4?”32 cob g — _C_ + m (Cz _ Lo {2 ) [ln (g-i) +iﬂ“} : {3.40}

m 2 & me

Come podemos ver, esta amplitude nfio é invariante de escala pois tem uma dependéncia

com uma escala de massa 1 arbitraria. Portanto, no ponto critico,

()
¢ =40 (3.41)
m

o termo dependente da escala anula-se, restaurando a invariancia de escala e assim nio
temos corregbes em um lago para o espalhamento de AB na teoria comutativa nio-
relativistica. Além disso, as interagdes quarticas sio importantes para uma teoria de
perturbacao renormalizavel, embera ndo contribua no tratamento exato. Em mecinica
quéntica, a equagio de Schrédinger exige uma condicio fisica na forma de uma condicéo
de fronteira sobre a fun¢io de onda plana para obter uma solucdo exata. No entanto, esta
condigao nao pode ser imposta no tratamento perturbativo e seu conteado fisico ¢ incluido
na forma de uma interagdo de contato. A escolha do sinal superior (+) no ponto critico
{3.41), corresponde a uma auto-interagfo quartica repulsiva e o resultado perturbativo
em um lago concorda até segunda ordem com a solugio exata.

3.2 A Teoria de Chern-Simons Naoc-Comutativa

Nesta seciio, analisaremos perturbativamente a teoria de Chern-Simons nio-
comutativs no calibre de Coulomb até a ordem de um lago. Consideracdes perturbativas
dessa teoria tem sido, até agora, feitas no calibre covariante [42, 43] e axial [44]. A teoria
CS pura é conhecida ser uma teoria topolégica (nos casos comutativo e ndo-comutativo).
Também ¢ conhecido que s teoria ndo-abeliana sem acoplamento com campos de matéria

{apenas incluindo os termos de CS, fixacdo de calibre e de Fadeev-Popov), no caso

"Em [21] 0s autores usaram uma regularizacio dimensional.
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comutativo, ¢ completamente livre. Para o calibre de Coulomb isso foi mostrado na
referéncia [45]. Um dos nossos objetivos ¢ verificar se o mesmo acontece para a versio
nao-comutativa do modelo.

A versdo nao-comutativa da teoria CS com simetria /(1) & definida pela agio
K 21
SC'SNC{Al = \/(1!33:‘2"5'“”\ (A‘u * 8,,14/\ -+ -ggflﬂ * A, ok A,\) . (342)

Aqui o campo dinAmico é o potencial de calibre A, e x a constante de acoplamento

Chern-Simons. A agdo (3.42) é invariante sob a transformacio de calibre infinitesimal
Ay Ay + O A +ig(hx Ay — Ay x X) = DA, (3.43)

com Az) sendo uma fung¢do arbitraria. Para wma transformagao de calibre finita, a acdo
muda por uma constante e a invaridncia da teoria exige que o coeficiente da agdo CS seja
quantizado.

A ago completa no calibve de Coulomb e incluindo os campos fantasmas é

S[A, e, 8 = SesnclAl + SrelAl + Seulc, €, (3.44)

onde
Spald] = - / d%%&-m x 0; A7, (3.45)
Seule, @ = / d*zd'c = Dic, (3.46)

e D; (i == 1,2) & a derivada covariante:
D;e = dic +iglA;, ¢l (3.47)

As regras de Feynman, representadas graficamente na figura (3.1), sdo
(i) O propagador do gluon: no limite § — 0 &

1 £unrk’
D_Lu)(k) = ""l';'{ﬁi‘“. (3.48)
(il) O propagador do campo fantasma:
i
G(p) e I;-g (349)

(iit) O vértice fantasma-fantasma-gluon:

"jir(mtasma (_TD, pf) = '"25’];# sin (p@p’} (350)
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Figura 3.1: Regras de Feynman - Teoria. Chern-Simons Nio-Comutativa.,

(iv) O vértice de trés gluons:
I = 2igret sin(ky0k,). (3.51)

Com o objetivo de verificar se temos ou nio corregOes radiativas para a auto-energia,
em wm lago, no caso nao-comutativo da teoria CS pura no calibre de Coulomb, iremos
calcular a fun¢do de dois, trés e quatro pontos como segue

4.2.1  Céalculo da Funcac de Dois Pontos

A corregdo de um lago para a fungio de dois pontos do campo A, figura (3.2), é dada
pelo tensor de polarizagio que tem duas contribuicbes

1. Advinda do grafico com vértices trilineares do campo de calibre:

d*k & “m'iE 566'8"(17 + k‘)gk’
Fip) = -9 2/ it Eiv ~ sin®(ph 52
[155(p) 9| Gy P LR sin”(p0k), (3.52)
“usando que
e ey, = 6455 - 5153, (3.53)
ne caleulo acima, obtemos
Sk (p+k) ik
18 (p) = dg? / - in®(ph
ii(p) = 4g J @y o T ® n®(pbk). (3 O/Q

2. Advinda do grafico com vértices contendo o campo fantasma.

;o dk (p + k)ik; .
Ti{p) = -4g? | e T S n*(pok). (3.55)
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Figura 3.2: Funcio de dois poatos do campo de calibre.

Portanto, até um lago mostramos que as duas contribuigdes quando somadas se
cancelam, isto &, ndo temos correcdes radiativas para a auto-energia, associado ao setor
de calibre puro.

My (p) = T (p) + TS () = 0. (3.56)

3.2.2 Calculo da Funcao de Trés Pontos

A fungdo de trés pontos (I'A* A" AP) calculada quando um dos indices u, v, p assume
valor 0 é identicamente nula. Neste caso, a contribuicio é diferente de zero quando, todos
os indices acima 880 espaciais (41,142,713 = 1,2). Entdo, a contribuicdo para a funcdo de
trés pontos (T A A% A%) = V925 (q; p), pe, ps) proveniente do grafico (3.3a} com linha

interna gludnica é dada analiticamente por

o 8 d3q &-ilaﬁg »62'2(5')'6 82'3)\0'6. . Jod ok
. . . 3 1 ayg dal MEQ U243
Vlltzu(aaplv.p?hp&) = |

39 ) ool

x sin(q10gz) sin(g20gs) sin(gs0q:)

8 / Po (q'ar'as + 4’ s

3! (2)? qi 9593

% sin(g10gq) sin(ga0qs) sin{gsfq, ), (3.57)

onde usamos a propriedade (3.53} e, por simplicidade nos célculos, definimos (veja o
grafico (3.3a))

g3 = Q+py (3.58)
g2 = 1 P2 (3.59)

Pela conservacio dos momentos temos,

g2 = g1+ p) -+ Pa. (3.60)
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Figura 3.3: Fungdo de trés pontos do campo de calibre.

Por outro lado, a representagio analitica para o grafico (3.3b) com linha interna de
campo fantasma é

VA (b po ) == ~.§iig3 5 5in(q10g2) sin(qefgs) sin(gsfq:),  (3.61)

8 / d391 (__l_ilqg?ﬂ?
(27)® ofaiqs

onde
g5 = q1+ P,
@ = G +p+ps (3.62)

Para o grafico (3.3¢} temos,

8393 dgq, qrilqligqri;; ) . '
aT / (271’)13 c;,lg(;,zngg sin(q)0q,) sin(g30q3) sin(gyfq)),  (3.63)

VIR eopy, po, D) == -
e definimos

g = ¢ +p1,
g5 = ¢y +p + pa. (3.64)

Afim de compararmos os grificos (3.3a) com (3.3b) e (3.3¢), vamos fazer a seguinte
mudanga de variavel:

Q= —q ~P1. (3.65)
Entao,
— 8’593 ds(]z qizqésq? ) . .
VIS (eip, paaps) = — j[ . sin(q:9qz) sin(g20¢3) sin{gs0q,). (3.66
( ) a1 (2r) glald? X G20q3) sin(gsfqy ). (3.66)
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Figura 3.4: Fungao de quatre pontos do campo de calibre.

Portanto, o resultado final ¢ identicamente nulo e assim ndo temos correcoes radiativas

para a fungdo de trés pontos.
VREI (05 1, e, pa) + VS (091, Doy s) + VI (¢ 1, D2, ) = 0 (3.67)

3.2.3 Calculo da Fungao de Quatro Pontos

Analogamente ao caso anterior, a funcéo de quatro pontos contendo o propagador do
campo de gluon, grafico (3.4a), &

irininins | B 16 s dSql Ei1“ﬁSaf,,jaf”'578554a'i3’\“€)\§n6i“”‘Eﬁulﬁsq{qéq?qi
ez (a’ﬁplapE;pZva’i) - ZTZQ f (271’)3 q%ng%qg

x sin{g10q2) sin(gafqs) sin(qsfqs) sin{qabq) )

16, 5 / Pq (606 q" + ¢ 6 a5 )

4l (2m)? afajaias

x sin(g)0gq) sin(go0q¢s) sin(gs0qs) sin{gabqy ), (3.68)

com as seguintes defini¢bes

gy = 1+ P,
gz = g+ P+ pa,
ga = q +p+pstpy {3.89)

Para o griafico {3.4b) contendo o propagador vindo do campo fantasma temos

16ig° [ d*q ¢y ¢ ¢y’ |
et gin (g By ) sin(gefg:
4! f o) aliega P sl ebn)

% sin(gafqy) sin(qafq. ), (3.70)

VIOt (bpy, po, Py, a) =
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e para o grafico (3.4¢), definimos

q:"g = qll +p11
G = ¢+ p+op,
@G = ¢ +p1+p2+ps (3.71)

Dessa forma, obtemos

16 . 3/ g ()" (gh)2{gh) (g})™
(a

Ve i) = i’ [ G oo
x sin{qyfq;) sin(gsfqy) sin(g}04,). (3.72)

Como feito anteriormente devemos fazer a mudanca de varidvel

@ = —q) — p1. (3.73}
Assim, a expressiio torna-se
iy 16 . P g Q’2 ‘g5 g
Vhitaisia C;Phpz,}?s,m) — ____193/\ 1 3 4 sin 919(12) gin (]29(]3
( 4l (27)* afadaiyl ( ( )
x sin(qsfgs) sin{q4fq, ), (3.74)

e o resultado final também & nulo
VIS (03 1, Do, P, pa) + VIR (b py, o, Py, pa) + VIR (6 1 g, ps, pa) = 0. (3.75)

Portanto, mostramos explicitamente que a teoria CSNC no calibre de Coulomb, até
a fungdo de quatro pontos em ordem de um lago, ndo apresenta corregoes radiativas
¢ nenhuma regularizagio ¢ necessaria para as divergéncias ultravioleta ¢ infravermelha.
Para um nimero maior de pontos (n > 4) o produto tensorial entre os Euve NAO & trivial,
Assim, esperamos que este resultado seja mantido para a fungio de n-pontos. Foimostrado
na referéucia [46] a equivaléncia quantica entre as teorias de Chern-Simons comutativa e

nao-comutativa para todas as ordens em teoria de perturbacso.
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3.3 O Modelno Nao-Comutativo Nao-Relativistico

A versio nio-comutativa da acdo classica e nio-relativistica para o campo de spin zero

acoplado com o termo OS e com a interagio de contato & dada por [25]

. 24 o
S[A, ¢ = /d‘*:z; Eg#w\ (A;ﬂy/h +- %QAM * A, * AA) - é%&fltajfl?

1
2

{6, 8!} « {6, 0T} + O'@Dsc+igde* (A v c—cn Ai)] ( (3.76)

A
+igt s D ——(D@)! + (D) — T, ¢'1 = [, ']

A2

8

Os campos ¢ e ¢! transformam-se de acordo com a representacio fundamental do grupo
de calibre

b — (e"), * ¢, (3.77)

ot — ¢T % (e7),, (3.78)

enquanto o campo de calibre tem a seguinte regra de transformagio
Ay (€)% Ay x (27, +40,(e)] # (67 (3.79)
As derivadas covariantes sio dadas por

Dy = O+ igig+* ¢,

Note que existern dois ordenamentos diferentes para os termos de contato. Em (3.76) eles
foram escritos em termos dos comutadores e anti-comutadores dos campos escalares.

Por conveniéncia, todos os calculos serdo feitos no calibre de Coulomb obtido no limite
de £ —+ 0. As regras de Feynman, representadas graficamente na figura (3.5), sfo:
(i} O propagador do campo de matérias

7
D(p) == R (3.81)
Po = g T €

(i1} © propagador do campo fantasmas:

-y i
(7 (p) e pj 5 (382)
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(ii) O propagador do ghuon:

. ‘ EIW,\.EA
Dy lk) = 2T (3.83)

onde k*+(0, k).

(iv) As expresses analiticas associadas com os vértices sio:

M(p,p') = —ige?™, (3.84)
Fp, ) = 5L (o + 9™ (3.85)
Iantasma Py P') = ~29p" sin pfp/, (3.86)
D2 (K kg) = Zigre®? sin(k 0k,), (3.87)
[ (ky, by, p,p) = h?f%-? cos(ky Ok ™ 59 (3.88)
Uy (p1, 5, 02, Py) == e [sin(p:0p}) sin{p.0p)) + sin(p;Opy) sin(p26p5)], (3.89}
o(p1, P, p2, P)) = —idolcos(pi6py) cos(paBpy) + cos(p.8p}) cos(pa60p5)]. (3.90)

Nos graficos da figura (3.5) definimos que p sio os momentos que chegam nos vértices
e p' 0os momentos que saem dos vértices, e estamos usando a seguinte notagio k;0k, =
%ﬁ“ykmkgm onde 6 ¢ a matriz anti-simétrica que caracteriza a nio-comutatividade do
espago. Para evitar problemas com unitariedade e causalidade [33] assumiremos que
0% =0 e 89 = 0% com £¥ sendo o simbolo de Levi-Civita em duas dimensdes.

Na aproximacdo de um lago temos divergéncias quadraticas associadas com as fungoes
de dois pontos dos campos de calibre e escalar, divergéncias lineares associadas com as
fun¢des de quatro pontos do campo escalar e divergéncias logarftmicas associadas com as
fungoes de trés pontos < A,¢d! >. A seguir analisaremos cada uma dessas divergéncias:

(1} As fungOes de dois pontos dos campos de calibre e escalar. O grafico na figura,
(3.6a) que contribui para a funciio de dois pontos do campo de calibre ¢ planar assim
podemos eliminar por um contratermo adequado. Especificamente, a contribuicido nio
nula em ordem de um lago, apés efetuada a integracio em k° {ver apéndice B), ¢ dada
por

9?07 [ A’k ig*YA?

i —
Ha 2m (2m)? 8nm

(3.91)

Este ¢ um termo ndo-invariante de calibre e pode ser removido por um contratermo A;4;
de mode que a invaridncia de calibre (BRST) permanece nio-quebrada.
O diagrama na figura (3.6b) que contribui para a funcio de dois pontos do campo

escalar tem ambas as partes planar e ndo-planar. Como mencionado antes, a parte planar
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Figura 3.5: Regras de Feynman.

pode ser eliminada por um contratermo. Para valores genéricos de A; e Ay, a parte nio-

planar embora finita no ultravioleta gera singularidades infravermelthas nao-integriveis.

Entretanto, estas partes ndo-planares sio canceladas se escolhemos A, = Ay, que ¢ também

a condicdo para implementar a invaridncia de calibre.

integracBes em kg {ver apéndice B), temos que

onde

Hb = H)\] -+ H/\z,
LT A e
I, = s / @Wsm (pBk),
‘i/\z dzk 2
O, = w2 [ 2™ s (plk)].
m, : /(27{_)2[1“0 (p0k)]

Pela escolha de A} = Ay = A, obtemos

‘i/\l’\.g
A

, d*k

Assim, depois de efetuadas as

(3.92)

(3.93)

(3.94)

2) Como a invaridncia de Lorentz ¢ quebrada, a funcio de trés pontos < TA, ol >
| i

apresents dois tipos de divergéncias:
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Figura 3.6: Contribui¢bes em um lago para os propagadores dos campos escalar e de
calibre.

3

(2) A contribuiciio em um lago para < TAgpg! >, representada na figura (3.7a) &
apés realizada a integragio em £°, dada por

o - _9‘36@93" i / d’k (g AK)[L ~ e=%a%%]
26 w0 ) (2m) K (k —q)? + p?]

onde introduzimos o pardmetro p para regular possiveis divergéncias infravermelhas nos

(3.95)

passos intermedidrios dos cdlculos. Usando a identidade de Feynman

1 ! 1
— = d , .
ab fo v [az + b(1 — z)]? (3.96)
e fazendo a mudanca de varidvel, k — k + gz, a integral (3.95) pode ser reescrita como
3 zpﬂp dZR q A k)[l ~2z'r,r0k]
0 . e ] / 97
: ‘_n%f “ | G iE T e = o) T AP (3.97)

O resultado da integral para a parte planar ¢ nulo devido a integragdo impar nos
momentos. A integragdo nos momentos para a parte nio-planar & feita utilizando a
férmula [47]

/ Ak gikab® i _I)A An/2=A Kaja-x (, /..M.JMZﬁz")
(2m) [k2 — M2 ? -T2 y/2T [\ D ,

onde K, ¢ a fungdo de Bessel modificada de ordem v. Procedendo assim, obtém-se para

3 1plp’ 2 -
. ig*0gle Og ,
Inplana“ — T T T |:1I1 (mé—-) _{_ ’Y - ] H

que tem apenas uma divergéncia logaritmica infravermelha suave.

(3.98)

f pequeno

(3.99)

(b) Para a funcio de trés pontos < T'A;¢¢ >, temos duas contribuicdes que depois
de realizarmos as integragtes em %%, obtém-se

) 3 iplp’ ) dzk —~ ) A D1 — gtk kz
me g0 [ (2) K?[(k — q)? + 14
] 3 ipﬂp" de A k l . aigbk A )
ri—_.9° lim/ (AR~ e PR — g ) (3.101)
2miK  p—0 (27}")2 kz[(k - )+ ,Uﬁ]
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associadas com os graficos nas figuras (3.70) ¢ (3.7¢), respectivamente. Usando a
identidade de Feyaman (3.96) e em seguida fazendo a translagao, k — k + qz, obtém-se
para § pequeno que o calculo dessas amplitudes fornecem os seguintes resultados para as
suas partes planar e ndo-planar.

(bl) Parte planar:

3 iplp’ 2 2
i _ g (pAP)E, (1 in,m uy |
T taner b = Py { o In (q ) +&™p [ln (A?) ?w } , (3.102)

3 ipdp’ 2
i ge in, . A
planar ¢ = gD [ln (q ) + 2} (3.103)

{(b2) Parte nao-planar:

: g ¢ (¥ fg’
; = ] In { —- v -1
nplonar b 87rmr<, {(p P ) |:q n (q 'ﬂ‘(] n 5 “+ 7 -
T, 9"’112
+ ™™ [In <5 )t L+viy, (3.104)

% g 382‘?0]’9’ T P qu - Jin,.n AP
- nplaner ¢ T _??Swm&‘ [6 P+ qu (p ’ Q)] In ""5_ Tyl HeETp - 19(] (p ’ Q) :
(3.105)

Somando essas partes, obtemos a contribuicado total para & pequeno

Pi = pi(mm‘ + an!anar
-3 plpt ) _ gq
e e i q :
= - A + & 1 —
L8 o Aw)i +0gp- )] n (U5 ) -
3 .p0p" ~in n 8A2
gerreryg
PP ) v+ 3] 1
Fy— [n(2)+y+ J (3.106)

Observe que o resultado final nio depende do pardmetro p. As divergéncias.
infravermethas sendo apenas logaritmicas so menos danosas pois sdo integraveis enquanto
que as divergéncias ultravioletas sdo eliminadas por contratermos. Resta analisar a fungdo
de quatro pontos a qual seré feita na préxima se¢do, junto com a computacdo da matriz
de espalhamento de dois corpos.

3.3.1 Espalhamento Particula-Particula

Nesta secdio temos comoe objetivo analisar a funcdo de quatro pontos associada com o

espathamento de duas particulas idénticas no sistema do centre de massa. Os diagramas
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Figura 3.7: Contribuictes em um lago para a funcdo de trés pontos do vértice.

relevantes sdo ilustrados nas figuras (3.8) e (3.9), mas por simplicidade desenhamos apenas
o processo de espalhamento direto. A amplitude de espalhamento & nivel de arvore
correspondente ao grafico (3.8a), é dada por

g2 A ei(P10p3-+p2d pa) e iP19p3+p20p4)
A(p) = — g°(p1 A ps) [ , (3.107)

me {P1 — p3)* (P1 + p3)?
sendo p; e pz os momentos incidentes no sistema do centro de massa, p; e P4 08 momentos
espalhados. Assim, temos que

P1= P2 € P3=—Pyg (3.108)
Ipl = el = Ipsl, (3.109)
P1°P3 = P’ Cosg, (3.110)
P1 A Ps = p’sing, (3.111)

onde ¢ € o dngulo de espalhamento. Usando as relagdes acima obtemos

Adlp) = - =

K

i92 e (P10pa+patps)  o-i(p1dpa+patpa)
- sin . (3.112)

1 —cose 1+ cosg
O segundo termo na expressdo acima corresponde a permutagdo do estado final das
particulas. Como estamos considerando 6;; = g;; e o sistema no centro de massa, a

fase pode ser escrita da seguinte forma
P10ps + palfps = O(p1 A ps) = Op”sinp = Fsin g, (3.113)

onde definimos § = fp>. Entio, escrevemos a eq. (3.112) como sendo

eiésin W e—-éésin w ‘

) = 2

- 3.114
me |1 —cosp 1+cose e ( )

que para 8 pequeno fornece

;2

2 -
Alp) m - (cotip + if). (3.115)
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ST
| 1 Py

Py Py Py Py

a b

Figura 3.8: Fspalhamento & nivel de arvore.

A contribuicio para o grafico (3.8b) jd usando A = Ay = A, &

Aplp) = Msin(p0ps) sin(psfps) + sin(p.fpy) sin(pa0ps)
— ¢08(p109p3) cos(p20pa) — cos{p18p,) cos(paBp;)]

= 2A [sinz (Qs;ngo) — cos” (nglw>} = —2Xcos(fsing). (3.116)

Com isso a amplitude de espalhamento total a nivel de arvore é igual a
Alp) = i {cot ((E) g?sine _tan (f) e"“ms““"] — 2Xcos(fsing). (3.117)
LK 2 2 A
Os graficos que contribuem para o espalhamento em um lago estdo representados na
figura (3.9) (todos os cutros graficos em um lago so nulos). As expressbes analiticas
correspondentes, depois de efetuadas as integragdes em kg (ver apéndice B), sdo

1. Para o grafico tridngulo, figura (3.9a):

i g i(p10ps-+pabp )/ &’k k- (k - q) ~Riglk
TS e e —_ 4 . 1 i
Aalp) dmr2” (27)? k2(k — g)? [t+e ]
A+(p1 43 pa) + (3 pa) + (Pr 2 P2 e ps & pa), (3.118)

onde g = p; — p3 € 0 momento transferido.

2. Para o grafico com trés gluons, figura (3.90):

A(p) = AL (i) + A () + A (), (3.119)
onde
A(p) = 8" tmiovtnatpa) / Pk [k~ (k-aq)* + (k) (k- q) - (k)9
b dmi? (27r)2 . k2q7(k_~q)g

X [1 - 8‘2”%] + (py & ) + (ps €2 s} + (py > D2 € Py 4 Du),

g - 2(k-q)(k - py) [l 6«—2’5(19!;:]

4 20
I G o tne. d°k
Alp) = geelOny / ( (k- q)?

dmek? 2m)? |
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e -
] § Py l'-’2 )ﬁ/LL 133
Py Py p2 Py
a b
P; P3
By P4
¢ d
Figura 3.9: Espalhamento um lago.
+(pr 2 po) + (3 2 py) H(pL o2 € ps o pa),
4 21 Y 2
3 — 9 ipOpatpatp) d’k (k-q')q b e2ig0k”
Al0) = gt | G et sqp) L™
+(p1 ¥ pg) -+ (p3 — p4) + (p; P2 € Pyt p4)1 (3120)
3. Para o grafico com uma intera¢io quartica, figura (3.9¢):
mA* [ d?k [cos(2k0q) -+ cos(2k8q))
Acle) 5 / o)’ (i — 7 —ic) . (3.121)
4. Para o grafico caixa, figura (3.9d):
Aglp) = Ao} + A(e), (3.122)
onde
4qt d%k Ak A K e HP10p2-palpa) o2i(py ~ps)ok
Al(p) = -2 / . (b1 K)ps N k) T (3.123)
me? J (2r)% (k— 1)k - pa)?(k? — p? — ie)
40 4%k Ak A k)l P10p2+pabps) 2i(pa-p3)ok
() = 2 f - (P, )(pS? ) ; : (3.124)
mi? | (2n) (k + p1)?(k — p3)?(k? — p2 — i¢)

As integrals acima so logaritmicamente divergente por contagem de poténcias e para

regularizi-las estamos assumindo implicitamente uma regularizacio por corte A. Para
calcular as integrais acima, vamos separa-las em duas partes uma planar e outra nio-
planar
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3.3.2 Contribuicao Planar

Na, expansdo perturbativa termos uma contribui¢io planar caracterizada por existir
fatores de fase que dependem apenas dos momentos externos. Embora a interacao
induzida pela ndo-comutatividade seja nio-local, as divergéncias ultravioletas sfo as
mesmas que aparecem na teoria comutativa. Assim, as contribuictes da ampiitude de
espalhamento sio caleuladas da mesma forma como no caso comutativo e para exemplificar

os calculos vamos considerar o primeiro termo na expressao abaixo

.4 . diZk k- {k — eiﬁsincp k- k+q’ emigsin(p
2(0) g /( [ (k ~q) (k + o)

—_— T 27r)2 k2(k —_ q)z + kz(k + ql)‘Z
+a-—-q, q = —q), (3.125)

usando a identidade de Feynman (3.96), o denominador da integral acima pode ser

reescrito como

g' &’k k-(k—q)
4 — stmap 6
A (e) 4771;1:2 / dmf )? [k? - 2zq - k + g%z’ (3.126)

fazendo a mudancs. de varidvel k — k -+ gz, obtemos

4 1 A? 2 -2 2 2 137
al¥) dmr?© 0 * o 2(2m)* Jo de (k2 + ¢2)? 1’ (3.327)

onde ¢* = g*z(1l — z). Resolvendo a integral angular, temos

g REE
ar() = ——16’?:(7’1’;&2 wbmw./ d:c/ dk’ { k? +€2) (3.128)
Finalmente, realizando as integragoes nos momentos e na varidvel z, obtemos
p g* ifisin A?
A (@) =~ TR € ¢ [»In (i)——> -~ 21n[2 %m(go/?)]l (3.129)

Os outros termos na eq. (3.125) séo calculados usando o mesmo procedimento. Fortanto,
considerando todas as possibilidades (pela troca dos momentos externos), a amplitude de

espalhamento correspondente ao grafico (3.9a) é

g* - A
V/lg(go) = “47“‘:;”;’4;? [COS(QSIH (p) In (E:E)
— In[2sin{w/2) !gw“mﬁo - Tn[2 C{)S((p/?)]@---iésin@' , (3.130)

INSTITUTO DE FISICA|
Sarvigo de Biblicteca e
Informaréu
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Referente a0 grifico (3.95), temos

Ay () = A () + AP () + AT (), (3.131)
onde
AIP(({)) _ g4 f d?k [kQ 2 (k . q)2}8i§sin:p N [kzqrz N (k . qr)z]ev—z‘ﬁsinzp
b dmr? [ (27)? k?*q?(k — )2 K2q?(k — )2
+a—-q, 9 = -q), (3.132)

Agp((p) = 94 / dzk k2q2 - 2(k ) q)(pl : k) 6i§simp + k?qm — 2(1{ : q!)(p2 ‘ k) 8-.;‘551“,’0
R N N Kq2(k — q)?
+Hg—-—q, 49— -q), (3.133)

Alle) = “475;2 _/ (;Z:TI)CZ [(k?((l};_q 21)2 - kz((i.f?ly) g!liny

(k-q) _ (k - q) —ifgin t,o‘
i (kz(k -q)? K+ Q’)z) ’ N

(3.134)

Aplicando o mesmo procedimento feito para o calculo do grafico tridngulo (3.9a)

¥

obtemos que o resultado para o grafico (3.9b) é

P gt - A? _
AP(p) = o [003(0 sin @) [In (5;) + lJ
~Inf2sin(ip/2)]e% — In[2 cos(ip/2)e~05¢] (3.135)

A soma da contribui¢iio da parte planar das amplitudes 42(¢p) e AL (@) &

4

AP (o) = Z%EE cos(f sin ). (3.136)

Note que as divergéncias ultravioletas sfio canceladas na soma contraric ao caso
comutativo {21].

A amplitude de espathamento para o termo de interacio de contato, depois de fazer a
integracio em ko (ver apéndice B), é zero pois

m(A] — Ag)? /“2 . 1
AP(p) = T2 cos(py Ops) cos(pyf ey = 0, (3.137
t(v) . (P18ps) cos(patpy) i e 0 3187

devido a escolha Ay = Ay = A.



52 3. Campo Escalar Acoplado com o Campo de Chern-Simons em (2 + 1)

A amplitude de espathamento parcial até wm lago é
I

L2
P - _M_Z_.q_:_ . EIE) ilsing (E) ;--i(jsinq)]
1__1a§0(<p) = [cot (2 e tan 5) ¢
4
2\ cos(fsin ) + 4—75;”&2 cos(d sin ). (3.138)

Notamos que para a parte planar da amplitude de espalhamento, contrario ao caso
comutativo, é finita. Expandindo o resultado acima para @ muito pequeno até primeira

ordem, obtemos

. 2 -

p 2_.39_[, Py _ (2?,). G ai LA E”
Aldac;o((’o) — cof (2) tan 5 + il sin g [cot (2) 4 tan (2)
At L
-2
+ drmr?’
= g lcotp + 0] ~ 21 + 9 + O(6%) (3.139)
TR drmk? ' )

O proximo passo serd, analisar a parte ndo-planar e ver a dependéncia com o parametro

¢ da ndo-comutatividade e em particular estudar o espalhamento para § pequeno.

3.3.3 Contribuicac Nao-Planar

A parte ndo-planar é dada pela existéncia de fatores de fase que dependem do momento
de integracio na amplitude de espalhamento. Para os graficos (3.9a) e (3.9b), temos

4 2 .
np — g iﬁsingo/ d°k k(k-——q) —2iq8k
Al ) Al (27} k2 (k — q)gc
+(p1 ¢+ p2) + (ps +> pa) + (Pt P2 € Py pa), (3.140)
€
AP () = A () + AT () + A (), (3.141)
onde
A = - 9 idsing /” Pk [Kq" - (k-g)°+ (k-q){k-q) - (k- a)a"] g
b Al (27)? | K2q?(k — q)? g
(1 ¢ p2) +(ps © pa) +{p1 P2 € P3¢ pa),
A () = ,.mw._..gl_l_.-._e“-’siw / @k kg - 2(k - q)(k - py) o itk
b drnk? J @m2 | Kk g)? '

+(py 43 pa) + (P33 pa) + (1 <+ P2 € Py € P,
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vty = e [ A [
b dmer? (2m)? | K?g?(k — q)?
+Hpr e p) (e p) + (P e 3 ), (3.142)
e q =pi-+ps

Agora vamos calcular a integral da parte ndo-planar referente ao grafico triangulo.
Iniciamos os célculos com o primeiro termo da eq. (3.140}, usando a parametrizacio de
Feynman e em seguida fazendo a mudanga de varidvel k — k + qz, ver eq. (3.126),

teremos

g* Pk (K- +k-q2z-1)] _y
n zﬂsm —2iq0k
al () = 4mm2 ¢ / / { (7 5 2y ] em M, (3.143)

efetuamos a integragdo nos momentos, usando diretamente o resultado (3.98) [47].
Procedendo deste modo, obtemos

1
/ dx [I{O(\/azaz Va2 K \/azaz} gifsing (3.144)
0

4

g
np L.
a1 (¥) dmrmk?

onde o = 16x(1 — z) sin’(/2). Colecionando este com o resultado para os outros termos
obtém-se

4

1 o 7 A .
Azp((p) — g / d$ [I(U(\/;LZH_Z) o \/a29“2}'{1(\/a2§2)8i03m<p

drmr?

+ (Ko(V002) — V02K, (V5282) “zési“ﬂ? (3.145)

com. b* = 16z(1 - x) cos*(ip/2).
Calculamos a amplitude de espalhamento referente ao grafico com trés gluons,

aplicando o mesmo procedimento. Assim, temos como resultado

gt 1 ) .
AT@) = s jg 4z [[(3 + 208 sin ¢) Ko (V/ 020%)

— V@B K,(V a202)| 75 1 [(3 - 2fsin ) KoV 5262)
- VR K, (V) “’S*W] . (3.146)

Usando a expanséo assintotica para os termos dominantes das funcdes,

Ko(z) = —~1In(2/2) — v+ .. para z-—90, (3.147)
1
Ki(z) = Zte. para 2 0, (3.148)
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e integrando na varidvel z, obtemos até primeira ordem em 6

A (p) = 5,,;%;:‘5 {‘“ (g) * f} * zwﬁf? In(@sin )
+3%—:££§~-1 [ an (g)] + 0%,
e
St (5] 0

Somando as amplitudes dos graficos (3.9a) e (3.9), obtemos

29 [, (8 ' 244 2¢%

g - 2y 7 ol 1n(2
w(#) TmK? {ln (2) * Y_ T ameE | wme? (2sin )
27,9 sin pg* @ o
mmf/rmfg? In [tan (? )] + O(6%).

A contribuigfio ndo-planar para a interagfio quartica tem a forma

m,\zf d*k [coa(?k@q)+coo(2k9q )]
2 (2m)? (k? -~ p? - ie)

AP (p) =

Logo, a integracio nos momentos [47] dé

m/\2

A" () = [Ko (=12 sin{w/2)0) + K¢(~i2 cos(p/2)0}],

A

e considerando que # é muito pequeno, obtemos

A2 {} ) ,\2 32
Allp) = W%m [In (5) + 'Yj - T“;E“ In[2sin ] + —?%-— + O®?).
Assim, a amplitude de espalhamento para s parte nado-planar é
29" 2 2g™
1olago(#) . (mzﬁz = A ) (In(8/2) + ] + —

(25 ogt ) {mn (g)] + O0?),

K2

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

O limite quando # — O ndo é analitico, pois ¢é logaritmicaraente divergeute.

e . s 29"
Eliminamos essa divergéncia fazendo A r:::i:m‘[mf’}-.
MK
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O diagrama, caixa, depois de executar a integragdo em kg, veja apéndice B eq. (B.14),
¢ dadoe por

Aalp) = Ajlp) + Alle), (3.156)
onde
494 d?k (p /\k)(p Ak 8"'5(1)10?2““?39:94)627:9'9’9
Ase) = 2/ e ) S (3.157)
mi? [ (21)% (k —p;)?(k — p3)?(k® — p? — ie)
44" d?k (p) AKk)(p; A k)etPropatpslpa) g=2ig'k -
A(p) = — 2/ ; i{ e T (3.158)
me? [ (27)% (k+ pi)*k -~ ps)?(k? - p? — i)

Vamos calcular as amplitudes acima. Considerando que o efeito da nio-comutatividacle
¢ fraco, o calculo serd feito até primeira ordem no parimetro 8. No sistema do centro de

massa p19p, + psfps = 0(p1 Aps) = —0B(p1 Ap;) = 0 e a fase planar néo contribui. Assim,

temos
oy At [ &k (py AK)(ps AK)[L+i8(p1 — ps) A K
Adle) = mK? / (2r)? (k- pl)g(k ~ p3)*(k? — p? j’ée) ’ (8.159)
2y~ 490 [ &k (prAK)(ps AK)[1 —0(py + ps) AK]
Adle) = Cme? f (2my?  (k+ p1)2(k — p3)?(k? wl« p? —ie) (3-160)

Realizamos as integragOes nas expressdes acima, separando as contribuicdes independente
e dependente do parimetro 6 como segue.

Parte Independente de ;

Em duas dimensoes o elemento de volume d%*k tem a forma

d’k = |k| dk! da = %dkzda. (3.161)
Entao
49 N gk ¥ (p1 AK)(ps A K)
A Mo=o = d .
Ao %mhﬂ @ﬂQA E e pe e - i) O

gt Y AR (L~ cos(i) o) s
i /0 ( (3.163)

me? 2m)2 (k? — p? — ic)’
onde [y e Ip estdo definidos no apéndice A, eq. (A.24) e eq. (A.26). A integral angular
foi calculada recorrendo a eq. (A.19), veja apéndice A, para o caso em que n=0en = 2,
Assim, efetuando a integracdo em k°, chega-se a
4

4 - _____.g__.. Qi e T ]
AyM=s = 2 [2Inf2sin(ip/2)] + i) (3.164)
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De mode anidlogo temos

) 4" [ &k (p1 AK)(ps A k)
ey B ey e s

g /’\2 dk? [T, ~ cos(w)Zo)
i Jy @ (= p = ie)
4

g el o i .
= e [21n[2 cos(p/2)] + in].

Somando os resultados obtemos
4

Ad@)lomo = ALD) om0 + AZ(@) gm0 = — -z [In (25in10) -+ 7).

Armr

Parte dependente de 0:
Al () = 4ifg* f dk (P AK{PsAK)(pr—p3) Ak
T T f @ (k= )Rl - p) 2 - PP~ ic)

_ifg" sin{yp/2) /A2 dk? 1k||pi[fs — 2 cos(p)]; + I’g]
mK? o (2m)? (k? — p? — i¢)

Realizando a integracio em k?, obtém-se

’59 sin k 3 2 4
Afe) = ~ELIE / N G
MK
_ iy’ cmso/‘ o [ ~'1k2—_p|
N drme? [y (k% — p? — i¢)
21k* - p*lk’p?
k* + p* — 2p? COu( k2 (k2 — p? — ie)
B¢t sin g
= - - 2102 2
CY— —=[iw + 1+ 21n[2sin(p/2)],
onde
k|lp| ’
e
=P [ -1 s 0 <K <p?
(k2 —p? —4¢) | 1 se p*<k <A [’

¢ a funcao sinal. Da mesma forma,
() = 4iflg" f P (e AK)(ps AK)(pr+ps) Ak
v mi? J (2m)? (k- py)%(k — p3)?(k? — p? — i¢)

i0g* cos(p/2) /“ dk? 1k||pi[IL ~ I — 2cos(i) 1]
M’ o (2m)? (k? — p? — ic)

= z_ﬁ’_gﬂf{ +1 4 21n{cos(p/2)]).

(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)
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Adicionando as contribuigdes, temos
gt sin g © ~ ,
Auilg) = Abale) + Asale) = ———Ln [1an (£)] + 0@, (3.172)
TIK 2/,
Portanto, a amplitude para o grafico caixa é finita e, até primeira ordem em 8, & dada por

4

Aa(p) =

. (gt si : -
In(2sin ) + o] — 2B [tan (—g)J + O6%). (3.173)

2K TMKE2

Logo, o resultado para a amplitude de espalhamento total em um laco, incluindo os

termos & nivel de arvore, é

Allago(®) = A aeo(@) T AT 00 0) + Adl)
B __27_295 ot (p) = 22 - 22;2 m;)@ 47?:;2 ' ii
g~ 2 izsingl + 2L g [ ()]
#;3 (Fn?'%; -~ /\?') [In(8/2) +~] + OF%). (3.174)

A singularidade logaritmica em 6 = 0, é um exemplo da mudanca das singularidades

ultravioletas para infravermelhas. O parfmetro 8, tem sido usado justamente como um

o . - . - 2 .
regulador e tais singularidades sdo removidas para os valores especiais, A = i—‘%%—. Assim,

para esses valores particulares de A a amplitude torna-se

2ig* ig* 9g° g* .
= —— Ot — 2A : in[2
Al—lago(‘f?) mi (%) * s pr— 2rme? nf2sing]

209  ibg*sin oy o 7
=L IRy [tan (5)] + O, (3.175)

1 .

Note que na aproximagio de drvore, até primeira ordem em 4, a correcio para amplitude
de espalhamento de dois corpos ¢ isotrépica. Qualitativamente, isto estd de acordo com
o resultado obtido em [24, 41} para o calculo da holonomia. Entretanto, para valores
pequenos do dngulo de espathamento, ¢, temos uma dependéncia, ¢ In ¢, na COorregao nao-
comutativa e esta dependéncia nao estd presente em [24]. A diferenga nos resultados pode
ser atribuida ao uso de formalismos diferentes. De fato, devido a nio-localidade inerente
na situagdo nao-comutativa a definigio especial para o produto estrela em coordenadas
polares adotado em [24] pode dar contribuigdes diferentes da definicio usual.

Portanto, mostramos perturbativamente, até ordem de um laco, que o modelo néo-

comutativo do campo escalar ndo-relativistico interagindo com o Chern-Simons em 2--1
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dimensoes ndo apresenta divergéncias ultravioletas. Por outro lado, temos singularidades
logaritmica no limite de § — 0, para eliminar as divergéncias infravermelhas introduzimos
na lagrangeana uma interacao qudrtica do tipo, %[qﬁ, Bt * &, 6] e %{qﬁ, Bt} {p, p'}
com duas constantes de acoplamentos diferentes. Para uma escolha particular dessas
constantes, Ay = Ay = A, a amplitude de espalhamento referente a interagao de contato
torna-se finita no UV e no ponto em que A = :l:%%ii, as divergéncias IV sdo eliminadas.
Assim, verificamos que a amplitude de espathamento de dois corpos é analiticaem § = fp?

pela escolha adequada das constantes de acoplamento.



Capitulo 4

Campo Fermionico Acoplado com o
Campo de CS em (2 + 1)D

O nosso objetivo neste capitulo é estudar as mudancas no efeito Aharonov-Bohm
para particulas de spin 1/2 devido a nio-comutatividade do espaco. Semelhantemente
ao capitulo anterior, o efeito serd simulado por uma teoria de campo nio-relativistica
descrevendo particulas de spin 1/2 interagindo através de um campo de Chern-Simons.

4.1 O Modelo Comutativo com Simetria SU(2) Nao-
Relativistico

O modelo de férmions ndo-relativisticos acoplados minimamente com um campo de

Chern-Simons néo-abeliano em 21 dimensées é dado pela agio [22]

21 L
S[A, 9] = f B | — e (Aua,,A,\ + —;—QA,,,A,,AA) = gr(VA) 4! Dy
- g ¢ - , .
R -E» i 1 L 2 -
2m(.‘Dip) (D) + 2m¢ By + tr(eVic + ngc[A,c])n , (4.1)
onde ¢ & o campo fantasma, a interagdo contendo o campo magnético, B = —F, =

HA® — 0, A" + ig[Al, A%, ¢ o termo de Pauli, ¢ & um campo de uma componente de
Lorentz que anticomuta, transformando-se com a representagio fundamental do grupo de
calibre SU(2), cuja dlgebra & gerada pelas matrizes T°, com a = 1,2,3 ¢ 4, = AvTe. Os

geradores T s8o matrizes anti-hermitianas 2 X 2, satisfazendo » algebra de Lie
[TG> Tb] = Eaped (42)
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e 830 normalizadas por
i Lo
tr{TT?) = -?-6”".

As outras relacOes para as matrizes 7%, sao

tr(l) =2 tr(T%) =0,
tT'(TGTbTC) — _[]_'l_&,abc’

1 1
T b .-35‘“’11 + 58““-'11»

{Ta, Tb} — _ééab

wn:m%,
4
T°T @ T, T} = %1{@ I+ -;-Ta @ Ty,
3 1
arpb 7 - o o
T @ TT, = 16]1®]I 2T ®T,.

A representacdo grafica das regras de Feynman é dada pa figura
correspondentes expressoes apaliticas séo:

(i) O propagador do campo de matéria:

(i) O propagador do campo auxiliar:
N () = (TB'(@)A3(0)) = ~-6()o",

no espaco dos momentos da

< 7
Mg (p) = ~2o*,

K

(iti) O propagador do campo de fantasma:

G('p)ba = G(p)éba = fi;fébm

onde &*=(0, k).

(4.11)

(4.12}

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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(v} As expressbes analiticas associadas com os vértices sio:

Con (0, 0) = =ig(T* ) nm, (4.16)
res (n,7) = 2—g(p+p) (T m, (4.17)
F&E(P;P) = 29 (Ta)nma (418)
L rtasma (PP nm = —ige®(p')’, (4.19)
R (4.20)
Dol (p,p) = E[T“Tb + T8 (4.21)
2
Crn(p,p) = —%E‘“’C(Tc)nm- (4.22)

Como feito no caso escalar, vamos omitir os indices de matéria no calculo da amplitude

de espalhamento. Ou seja,
A= {0/, m|Alp)|n, m) + (m', 0| Ap + 7)|n, m), (4.23)

onde ¢ & o &ngulo de espalhamento. Na aproximacio de 4rvore e no sistema do centro-
de-massa a amplitude de espalhamento, figura (4.2), é dada por
2

Alp) = —(1° ©T,) [2 -

isin ising
L—cosp 14cosepj’

(4.24)

Sendo que ¢ primeiro termo corresponde a parte referente ao termo de Pauli. Os graficos
que contribuem para a amplitude de espalhamento em um lago sdo ilustrados na figura
(4.3). As contribui¢des destes graficos, ap6s realizarmos as integragdes em kg, sio
1. Para o grafico caixa, figura {4.3a):
Au(ip) = L6m s f cz2:.t<2 2(p 4 k),(pf AL) 7+ (p’ — —p'),
m (27)% (k — p)*(k ~ p')?(k? - p? — i¢)

20
= ’:n [In {2 sin ) +ir), (4.25)

onde £ foi definido no capitulo anterior, ver eq. (3.30).
2. Para o grafico tridngulo, figura (4.30):

 dmk? 21{? —q)?
4 \2
- Swfn =[e"T, & (T,T3)) (j —)!n?smth

9 2 2
- jﬂ {}n (Az) - 2In{2 sin )

- (4.26)

: Pk k- , ,
Ap) = T (TT + T'T") © (TLT5) / Q) + (p = —p'),

p
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onde g = p — p’ é o momento transferido e A é um corte ultravioleta introduzido para
regularizar a integral.

3. Para o grafico com trés gluons, figura (4.3¢):

gt © 2 2.2 PRY
= —-8;?7;7[ “Te @ (T.Th)] { (%5) —21n(2sing) + 1} : (4.27)

4, Para o grafico (4.3d):

8212 d*k 1 27 (P A? ,
Ade) = =0 | G E - o T m [_‘“(i?)“”] (4.28)

O termo de Pauli contém duas contribuigdes adicionais. Uma delas é devido a
contracio entre as quantidades ¢[AY, A%)Y e ¥ Aotp a outra surge dos termos (9, A —
By AV e do vértice trilinear AAA no célculo da amplitude de espalhamento. Assim, as

expressoes analiticas associadas sdo:

g . d?k {kigy — koqy |
Ap) = ﬂ{_?{ e, @ (T.T)] / : { 192 — ko

2m)2 | k2(k — q)ZJ + (p ¢ —-p'), (4.29)

Az ()

10 (0] [ s [BEEL 4 (o e —p). (30

4%” 2
Note que, as amplitudes (4.29) e (4.30) correspondem aos gréficos {(4.4a) e (4.4b)
respectivamente e, a soma delas sdo canceladas completamente. Observe ainda que a
contribnicdo divergente de A.(p) cancela com a primeira parte divergente de Ay(¢).

Portanto, a amplitude de espalhamento total em um lago dé

Alp) = ==t [T, @ (T,T,)]. (4.31)

Observamos que a termo de interacio de Pauli ¢! By na lagrangeana tem a mesma fungio
que a auto-interacio quartica na teoria escalar. O resultado é automaticamente invariante
de escala e nao & necessirio introduzir um termo de contato, como ocorria no caso escalar.
O termo finito na expressao acima é devido ao use da regularizacao por corte. Bste termo

pode ser eliminado redefinindo o corte ou adicionando um contra termo na agao.
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4.2 O Modele Nao-Comutativo Nao-Relativistico

A versdo nio-comutativa da teoria de um campo fermidnico nio-relativistico acoplado

com o campo de Chern-Simons em 2-+1 dimensdes ¢ dada pela aciio

s

2 o
YA w A A,\) - %aimajm + it Dap

S[A Y] = fd?’a: Ee"“ (A#a,,AA+ 3

! (DY) x (D) + APl « B xop -+ 6dic + igdé + [A;, c}*J : (4.32)

C om
onde B = 9, 4% — 0, A! + ig[A}, A%, = By + ig[A!, 4], ¢ 0 campo magnético. O campo
¢ transforma-se de acordo com a representacio fundamental de U (1) ndo-comutativo.

- (€M), x g, (4.33)

it~ pt s (27, (4.34)

e as derivadas covariantes sio dadas por

Dep = Ouh+igdo 1,
Dy = O +igd;* . (4.35)
A representagio grafica das regras de Feynman & dada na figura (4.1) e as

correspondentes expressées analiticas sio:
(i} O propagador do campo de matéria:

3

Sp) = e 3 4.36
() wE T (4.36)
(it) O propagador do campo auxiliar:
3
Ago(p) = “*";;} (437)
(ii1) O propagador do campo de fantasmas:
. ;
G(p) = el (4.38)
(iv) O propagador do campo de calibre no limite £ — 0 &
= o b
Dy (k) = ‘”*; }22—, (4.39)
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Figura 4.1: Begras de Feynman.

onde k*=(0,k).
{v) As expressbes associadas aos vértices sao:

I (p, o/

(p,7') (
T (p, p) (4.41)
% (p, p") (4.42)
fantasma (D)) = —2gp" sin(pp), (4.43)
) (4.44)
) (4.45)
) (4.46)

it _igeipﬂp’J
'.ig i L iplp
= (Db e
5P+ P) ,

+ Py 7
Y o= fAe®

DAy ke) = 2igre sin{k, 0k,),
N4
L9 (ky, by, p,p) = ET% cos(k, Ok, 519,

U2 (kg koo, ') = 2igAsin(k,0ky)e®

Na aproximacido de arvore e no sistema do centro-de-massa a awmplitude de
espathamento, figura {4.2), é dada por
,6-9,2 eiésin @ e»-»iﬁsin w

0 . 3
e — in . 4.47
Aa(®) P—cosy 14cosy e ( )

O segundo termo na expressio acima corresponde a permutagdo do estado final das
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Figura 4.2: Espalhamento 3 nivel de arvore.
particulas. Para a grafico (4.25), temos

4gA -
A(p) = —-—‘g; cos(f sin ). (4.48)
Portanto, a amplitude total & nivel de arvore é

ig* 4gA

A(p) = -—;nwé{cot(go/Z)eié“‘i“‘p — tan(p/2)e 5] —%» cos(fsin ). (4.49)

Expandindo o resultado acima até termos de primeira ordem no parametro &, temos

. 2
A(p) = il [cot @ -+ if] — 49

nK

— + O(F%). (4.50)
%

Note que, a corregio ndo-comutativa para a amplitude de espalhamento na aproximacio
de arvore, até primeira ordem em 6, & isotrépica. O altimo termo corresponde a interagio
de Pauli e, faz a mesma fun¢io da interagio quartica.

A contribuicao para a amplitude de espalhamento em um laco esta representada na
figura (4.3}. Todos os outros possiveis graficos em um laco séo nulos.

Para o grifico caixa, apds realizar a integracéo em ko (ver apéndice B), temos

Aalp) = Ay(0) + Al(p), (4.51)
onde 4 2 1) k) (10 Opa) 52 ok
4 d Al A ke P1Up2-—palps et P1—P3 )R
Al(p) = 2 f ; (1 A1) (P o, (4.52)
me? | {2m) (k — p1)?(k — p3)*(k* - p? — i¢)
4a Al Ak A k) et (Pi0patpabp) o 2i(ps —p3)ok
Aslp) = - 92[ ?(p1 )(1332 ! TKE o (4.53)
me (27)? (k4 p1)*(k — p3)?(k? — p? — i)

As amplitudes acima foram calculadas no capitulo anterior supondo que o pardmetro
da nao-comutatividade & muito pequeno e realizados até primeira ordem em 8. Dai a

amplitude total para o grafico caixa é finita, fornecendo

4

A lp) = m27rf7m?- In(2sing) + im) -~ ~ e In [tan (g)l : {4.54)
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Figura 4.3: Espalhamento em um lago.

A contribuigdo do grafico tridngulo, figura (4.36), da

4 2 i .
e 9 _i{p10ps+padps) / &’k k- (k—q) L o ghk
As(p) prl | Gt oy [1 -+ e~20%%]
+(pr 2 pa)F (p3 o pa) +{(p1 P2 € Pa & pa), (4.55)

onde g = p; — p3 € o momento transferido.

A computagdo da parte planar é realizada de modo usual e esta integral é
logaritmicamente divergente por contagem de poténcia. Para regulariza-la, impomos um
corte ultravioleta A de modo que a amplitude de espalhamento total para a parte planar
do grafico {4.3b) é

Alp) = = __ii_ cos(fsin ) In (f}j)
’ drmk? p?
-~ Inf2 sin(p/2)}e 5" — 1n[2 cos(p/2)]e 7] (4.56)

A integral da parte nio-planar do grafico tridngulo, apds realizarmos a integragoes nos
momentos [47], obtém-se

4

1 = a
AP(p) = e J{ da [( Ko(+v/a282) — /o207 g(_l(-\/azgz)) Gilsing

Arrrnr?

+ (Fo(VE20?) — VK (Vi287) ) e (4.57)

onde Kp(z) e &, (2) sio as funcdes de Bessel do segundo tipo, com a? = z(1—x)4% sin*{p/2)
e b = z(1 ~ x}4? cos'(p/2).
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Para o grafico com trés gluons, figura (4.3¢), temos

Aclp) = A(p) + AHep) + Alp), (4.58)
onde
,,41((,0) = __94 etP10ps- szﬁr)d}/ d’k kQ ’ (k (1) (k- q)(k- q) — (k- q’)q2
c 4mr<,? (27].)2 kqu(k — q)?,
X (1= e %) 4 (py o) + (0 @ pa) + (P P2 & pa & py),
«42(90) —_ . 94 ei(P19P3+P20P.1)/ d’k kg’ - 2(k ) q)(k ) pi)- [1 . 8~“2i00kJ
¢ dmk? (27)2 k2g?*(k — q)?
o1 e p2) H (o3 o p)H (PP € ps e pa),
4 2 "2
5y 9 itmopsipopyy [ Gk [ (k-d)q - 2ighk
A = g [ e o S 1
+p1 e p) (3 p) + (PP Py py). (4.59)

Adotando o mesmo procedimento para o grafico (4.3¢), obtemos as contribuicées planar

e nao-planar como segue

9* 3o A\
A(p) = yy— [cos(@sm ©) [ln (p ) + }L}
~ Inf2sin(ip/2))e” " ~ In[2 cos(ip/2)]e™ 527 (4.60)
e
g [ - -
AZ(p) = “mf?/ dz [[(34—229511} go)ffg('\/a?l@?)
~ Va0 K1 (Va?02) 707 (3 — 2if sin ) Ko(V/ 0202)
R ] .

A contribuicio para o grafico (4.3d) é puramente nio-planar,

A-np( ) . 4mg [ dzk e?quk + e%q'n‘)k"
W= T e e TR

(4.62)
Assim, a integragio nos momentos [47]

AP () = *"“;r"‘g""“'[f{g( -125in(p/2)9) + Ko(—i2 cos(p/2)F)], (4.63)
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e para £ pequeno, encontramos

21 (8 2mg? A2 2img?\?
n (6_]) + 7] — wﬁj{ In[2 sin ¢] + m"_s_gv_\ ----- - O0%). (4.64)

Devido a nao-comutatividade do espago o termo magnético contém uma interagio do tipo
Phx{A;, Ay, =9 na lagrangeana. Assim, como feito na se¢io anterior, devemos considerar
os graficos extras, (4.4a) e (4.4b), na amplitude de espalhamento associados ao termo de
Pauli. Procedendo desse modoe, as expressoes analiticas adicionais fornecem:
Alp) = __imsf?)\zewsmw / d*k [quz - kz({z] T
e G [K—qp] "
+(pp & pg) + (p3 3 pa) +{p1 > P2 € p3 > pa), (4.65)

: 242 ifsing 2 .
imgci’e d*k | kige — kag- ialk
.Af((p) = / ( { : [1 — € 2 QOk]

K2 2m)? | k2(k — q)?
+(pr e pa) FPaorp)+H (L P ¢ pr o D). (4.66)

Note que as contribuigtes adicionais referentes ao termo de Pauli sdo canceladas na
soma da. mesma, forma como acontece no caso comutativo.
Efetuando a integragdo em x e somando as amplitudes dos graficos {4.30) e (4.3¢) até

primeira ordemn em &, obtemos

2% s 29" .
AR (p) = — In(8/2) + | + — In(2 sin )
2ifg" sin 2g* -
e | 2]+ —— + O{f 4.6’
L ——" n[tan(p/2)] -+ — 5+ {(6%). (4.67)

Somando as contribuicdes planares das amplitudes AL (¢) e AZ(p), as divergéncias
ultravioletas sdo canceladas. O resultado é finito em um lago e até primeira ordem no
pardmetro § da

4

- ‘__2___.‘_4_ + OB, (4.68)

Al laQO( 2 drmi?

A amplitude de espalhamento para a parte ndo-planar

4 o1 2/\2 2 4 9 2)\2
4 2img +( g' 2mg

29
np e

LR

dmg® (g 2
+7r/;? (?m? oA )

In{2 sin ¢l
wns? mi? ) [ |

l‘ln (g) + 'y] +- ?}ﬁg__;l;l_@ In [tan (%))] - (4.69)
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Figura 4.4: Contribuicdo adicional referente ao termo de Pauli.

O limite # — 0 é analitico para A = :I:-ﬁ;ﬁn Somando todas as contribuigdes, incluindo a
contribuicdo de arvore, obtermos a amplitude total até um lago

Allago(®) = AL, (0) + AT (@) + Aule)
+ (szgr;z - 27:;5:;)\2) In{2sin ] + ::’;2 (é}% — )@) [ln (g) b ,},J
ATID o (2] + 0@, (4.70)

No ponto em que ) = :t?f‘g}l’ temos

24" 2%  20¢% gt 9g* gt ,
— - e : : Ini2 s
“41"15“}0((’0) me me me  2mr? * damr?  2rme? nf2sin ¢]
iflgt sin

e n [tan ( )] + O(0%). {4.71)

T

Observe que o termo de Pauli faz o mesmo papel da interacio quartica na teoria escalar
nao-comutativa, eliminando as divergéncias infravermelhas. Da mesma forma como
acontece na situagio comutativa, uma interacio quértica nio & necessaria.

Em resumo, mostramos que a amplitude de espalhamento, em ordem de um Iaco, para
o modelo descrito nao apresenta divergéncias ultravioletas e as divergéncias logaritmicas
IV (f - 0) sdo canceladas pelo termo de Pauli. Assim, verificamos que a amplitude de
espalhamento de duas particulas idénticas ¢ finito (quando — 0) e o resultado é 0 mesmo
comparade com o modelo escalar ndo-comutativo.






Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese estudamos as teorias nio-relativisticas e ndo-comutativas de particulas
de spin 0 e spin 1/2 acoplados minimamente com um campo de Chern-Simons. Para
o modelo escalar verificamos que, contrariamente ao resultado obtide na situacio
comutativa, a inclusdéo de uma auto-interacdo quartica néoc é necessaria para garantir
a renormalizabilidade ultravioleta do modelo. Entretanto, para obtermos um limite
comutativo finito a presenca de uma interacio de contato invariante de calibre &
obrigatéria.  Realmente, a eliminagio completa das divergéncias infravermelha e
ultravioleta ocorre apenas para os valores especiais, A = j:l/;gﬁ;, da auto-interagio
qudrtica invariante de calibre. Para valores pequenos de 4, determinamos as correcoes
que modificam qualitativamente e quantitativamente o espathamento Aharonov-Bohm
comutativo e provamos que, em ordem de um laco, o modelo & livre de divergéncias
infravermelhas/ultravioletas perigosas. Mostramos que na aproximacdo de arvore e até
primeira ordem no pardmetro da nio-comutatividade, a correciio para o espalhamento
de duas particulas é isotrépica. Isto estd de acordo qualitativamente com o resultado
obtido em [24, 41] para o célculo da holonomia. Fntretanto, os nossos resultados
diferem em virios aspectos daqueles obtidos em [24]. Por exemplo, exceto para 0s
valores particulares do auto-acoplamento quartico, A = i—‘%%i, nossa amplitude de
espalhamento ndo é analitica para 8 pequeno. Além disso, para o angulo de espalhamento,
¢, pequeno, a corre¢ao nao-comutativa encontrada mostra, uma dependéncia, @ lnp.
fistas caracteristicas ndo estdo presentes em [24] e podem ser atribuidos ao uso de
formalismos diferentes. De fato, devido a nio-localidade inerente da situacho néo-
comutativa, resultados diferentes podem surgir de outros procedimentos. Além disso,

a definigdo especial para o produto Moyal em coordenadas polares adotado em [24] pode
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originar contribuigdes que ndo estfo presentes na definicdo usual.

Verificamos para o caso de particulas de spin 1/2 que a contribuicio do termo de Pauli
para a amplitude de espalhamento ¢ puramente ndo-planar e desempenha a mesma funcéo
da avto-interagio quirtica na teoria escalar, cancelando as divergéncias infravermelhas. O
cancetamento das divergéncias ultravioletas ocorre da mesma forma como no caso escalar.

Convem notar, que no limite em que o parametro da ndo-comutatividade tende a zero
embora a aproximagido de Arvore coincida com o do tratamento comutativo, o mesmo
nao acontece com a contribuigio de um lago. Isto ocorre devido o limite da integral ser
diferente da integral do limite. Por exernplo, analisando a expressio analitica associada
a0 grafico com trés gluons, eq. (3.120), podemos verificar que ao aplicarmos o limite
inicialmente obtemos um resultado nulo. Por outro lado, apés realizarmos as integracdes
encontramos uma singularidade logaritmica quando o limite é aplicado, ver eq. (3.150).

Uma extensio destes trabalhos seria a analise perturbativa da versio relativistica [22,
23} e néo-comutativa no limite de baixas energias tanto no caso escalar como para

particulas de spin 1/2. Isto fica como uma possibilidade futura.



Apéndice A

Jalculo das Integrais

No caleulo dos graficos em um lago, apos realizarmos as integracdes em k°, encontramos
integrais do tipo

co 2
/G A09? [ daf(p,p'k,m), (A1)

e, de acordo com a figura (A.1), temos as seguintes relacdes

Pr-ps = |pl>cose, (A.2)
PrAPp: = |p|*sine, (A.3)
p1-k = [pllk]cos(a - ¢/2), (A.4)
ps-k = |pllk[cos(a+¢/2), (A.5)
pi Ak = |p|ik|sin(a—¢/2), (A.6)
ps Ak = |pllk|sin{a +©/2). (A7)

Em particular, para o calculo do grafico caixa encontramos as seguintes integrais angulares

_ [ cos(no)
L, = /£ de [2 COS(O.’ — @/2) - f][z COS(O; + @/2) — f]a (AB)
T & cos(ne)
o _/l; o [2cos(a — @/2) — fli2cos(a + /2) + f]’ (A.9)
T sin{na) |
= f£ da{z cos(a — /2) ~ fll2cos(a + p/2) + f] (A.10)

As integrais acima sio calculadas via o teorema de Cauchy-Goursat. Isto é, definindo

Z = explic) e W = exp(ip/2), e em seguids usando o teorema dos residuos. Para
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exemplificarmos os calculos, vamos trabalhar com a integral (A.10). Ou seja,

IV s I 12
onde .
I = “j( A — ,
zi=t 220G+ fLZW + g5 + f]
e

2 z"
2= jﬁ 47 e’ |
=1 28 [ + 7+ ]2V + 5y — ]
Célculo de residuos para I} ¢ I?: Temos que
o7l
I; _ % dZ Z o E
haimi 2z - W2 )2 -W2) (Z+ %) (2+ %)

Zn~l—1

b= j{zm dZZ(Z +WZ N2 +WZ,) (Z Zh) (Z - Zt) |

n

onde

v,

O integrando em [, possui dois polos simples no circulo unitario. Sio eles:

Z
Z o= WZ A Rp—
V e i

1
em [ e

7
7= W7 o 7=2=
¢ W

em JZ. Assim, usando o teorema dos residuos, obtém-se

I = il = (=1)"] {,Zf"i sin [(n + i)gl + Z™ gin [(n - l)ggH

" cos(p/2)B._\/f? ~ 4

onde
k? + p
xlip]

De modo anédlogo, obtemos os seguintes resultados para as integrais:
1 L

B.=f2=2(1-cosp) e f=

I, =
§ B, sin (;)/2 Vf ~al

Ty = [1 * ( L] e [Z?"i ¢os8 [(n 1)

i\Dl‘S

sin [(n + 'L)&;] + 2" sin [(n - I)Eg” )

] + 2™ cos [(n l)ng ,

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

{A.22)
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Figura A.1: pi=p, ps=p’ e ¢ & o dngulo de espathamento.

onde
By = f*—2(1 +cosy).

Para os valores de n = 0, 1,2 e 3, obtemos

Iy = __er_f_“mj Ty = _.___?‘mej Ih =0,
B/ f?—4 B_\/f*~4
I 2cos(p/2) 1 T =0 I = _darsin (p/2)
A1 f ) 1 ] 1 B \/F_——
Iy = Iy-— o b, Ty =Ty — mf g
774 f? -

o= s 2 o areternr, 7o

o= - [.u- B~ -—é-—J I} + 2nsin(p/2) f.

(A.27)






Apéndice B

Integracio em kY

Vamos determinar o valor da integral

dk" di° ;
lo = f(z) (P 'j“):"”/(zw)[ "o — ek H&]' (B.1)

No centro de massa temos que

2 2
o__ P1L _ P
logo, .
dk 3 ® (k0 1
Iyo = / = —i f —, B.3
* 00 (2ﬂ—) (Mko - ZPIT}:T:ESE + iE) —c0 (2’1‘1‘) (k() —a - ZE) ( )
onde ) g2
4P K — &
A 9m 3 (84)

pelo teorema dos residuos, temos um pélo simples em k% = a -+ ie e 0 residuo 6 b, = 1. A
integral acima é do tipo

R
Jim f( Vel -+ hm / F(2)dz = 24why, (B.5)

R-rco Cr

onde C'g € o semicirculo superior do circulo [z| = R. Assim,

i i 1]
: dz . 1l2e* do
_____ - ‘ P
lim /_R — + }%1_{20 | T g ek, (B.6)

segue-se, que o limite, quando R tende para o infinito, da segunda integral &

....... = hm e T 'g‘;’,i'i'7 (B?)

, 4 zRe*edG - T etfde
koo fo ReW — g Reoo e —a/R
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entio,

R
. vodr . . :
lirn / 2 i i =i (B.8)
Revoo | o T a

Portanto, o resultado da integral ¢

% di 1 i 1
o = = / BT Vi Rt e R (B-9)

A outra integral que iremos calcular é dada por,

dk0
o = [ L5 AR)Ap: +pa ~ F)

(27)
. / di? ! (B.10)
(21) (k0 — &y ) (p? +p§ — kO — Rty z’e) |

No centro de massa temos que

2 2
¢ 0 P _ P
PL=p, = 5= 5 (B.11)
e
(p1+p2— k) =k, (B.12)
logo,
dk? 1
fro = [ . (B.13)
J (2x) (k0 — % + i) (ko + (_Ii?f;—jf’i)- — ie)
Pelo teorema dos residuos, obtemos
fo == oot (B.14)
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