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Resumo

Nesta tese analisamos o comportamento dindmico, no espago dos parametros,
de duas versdes do circuito eletronico Double Scroll, descritas por sistemas, néo
integriveis, de equacoes diferenciais lineares por partes. A diferenca entre esses cir-
cuitos reside na curva caracteristica da resisténcia negativa, uma continua e a outra
descontinua. O circuito Double Scroll é conhecido por apresentar comportamento
cadtico associado a existéncia de dérbitas homoclinicas. Desenvolvemos métodos
numéricos para identificar distintos atratores periddicos e cadticos nesses circuitos.
Realizamos um estudo completo das variedades que esses sistemas apresentam, onde
demonstramos que o circuito descontinuo néo pode formar 6rbitas homoclinicas. De-
senvolvemos um método geral para obter érbitas homoclinicas e heteroclinicas em
sistemas lineares por partes. Esse método fol utilizado no circuito continuo para
identificar familias de érbitas homoclinicas no espaco dos pardmetros. Fazemos um
estudo tedrico sobre as érbitas homoclinicas, baseado no teorema de Shilnikov, e
determinamos a lei de escala geral que descreve as acumulactes das infinitas érbitas
homoclinicas no espago dos parAmetros. Utilizando o método de detecgio de drbitas
homoclinicas, comprovamos, em distintos tipos de drbitas homoclinicas, a validade
dessa lei para o circuito Double Scroll continuo. Além do mais, através da geometria
apresentada pelas familias de érbitas homoclinicas que identificamos e da teoria que
permitiu demonstrar a lei de escala, mostramos a existéncia de estruturas de érbitas
homoclinicas que explicam o cendrio homoclinico do espago dos pardmetros. Essas
estruturas estao presentes em todos os sistemas para 0s quais o teorema de Shilnikov
se aplica. Finalmente, sugerimos trés experimentos para verificar a existéncia dessas

drbitas e a relagio delas com a dindmica do sistema.






Abstract

In this thesis we study the dynamic behavior, in the parameter space, of two ver-
sions of the Double Scroll electronic circuit, whose flows are represented by piecewise
non integrable systems. The difference between these circuits is the characteristic
curves of the negative resistance, one continuous and the other discontinuous. The
Double Scroll circuit is known to present chaotic behavior associated to the exis-
tence of homoclinic orbits. We develop numerical methods to identify periodic and
chaotic attractors in these circuits. We present a complete study of these systems
manifolds and demonstrate that the discontinuous circuit can not form homoclinic
orbits. We develop a general method to obtain homoclinic and heteroclinic orbits in
piecewise linear systems. This method was used in the continuous circuit to identify
homoclinic orbit families in the parameter space. We develop a theoretical study
about the homoclinic orbits based on the Shilnikov theorem, determining a general
scaling law that describes the accumulations of the infinity homoclinic orbits in the
parameter space. Using the detecting homoclinic orbits method, we show the va-
lidity of this law for the continuous Double Scroll circuit. Moreover, combining the
geometry of the homoclinic orbit families with the scaling law, we show the existence
of homoclinic orbits structures of the homoclinic orbits that explain the homoclinic
scenario in the parameter space. Theses structures are present in all systems for
wich we can apply the Shilnikov theorem. Finally, we suggest three experiments to
verify the existence of these orbits and their relation with the system dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Fenbmenos néo lineares existem em abundéncia na natureza. Na fisica, estio pre-
sentes nos mais diversos campos, desde a mecinica, quantica, que estuda problemas
de baixa dimensfo [1], & astrofisica, que lida com problemas envolvendo distancias
interestelares, dado que a prépria geodésica é descrita por uma equagao nao linear
[2]. Além do mais, modelos de dindmica de populagdes como as equacdes de Volterra
para espécies em competicio [3, 4], geracdio de diferentes espécics de planctons (5, 6],
catalisagdo de reagdes quimicas [7] e pulsos de neurénios [8] sdo alguns exemplos,
na natureza, cujo comportamento é modelado em sistemas néo lineares. A maioria
desses sistemas nio pode ser resolvido analiticamente, o que dificulta o sey estudo.
Por isso é necessdrio analisd-los através de simulagbes numéricas. Estes modelos
apresentam caracteristicas comuns, decorrentes da nio linearidade, como pontos de
equilibrio instdveis e comportamentos periddicos e cadticos.

A existéncia de comportamento cadtico num sistema dindmico pode ser desejdvel,
como em reacoes quimicas, onde a catalisagio das reacoes é acelerada nesse regime,
ou para o favorecimento de coexisténcias de espécies na natureza, ¢ indesejavel em
sistemas onde seja necessdria uma dindmica completamente previsivel, como em
osciladores eletrénicos de freqiiéncia. Nesses casos, garantir a estabilidade de com-
portamento desses sistemas é fundamental para que cada um deles desempenhe efi-
clientemente o seu papel. Assim, o estudo das fransicoes de comportamento, também
chamado de bifurcacdes, de um sistema, dindmico é um tema de alta relevincia,

Uma manifestacio decorrente de bifurcagbes, muito comum em sistomas dindmi-
cos, ¢ a formacdo de érbitas homoclinicas no espago de estado. Orbitas homoclinicas
sao conjuntos invariantes de um sistema que evoluem para um ponto fixo num tempo
¢ > doo. Essas 6rbitas estdo intimamente associadas s mudangas dindmicas [9] em
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sistemas fisicos, sendo resultado das transformacdes que as variedades sofrem nas
transi¢oes de comportamento do sistema dindmico.

Estudos de uma classe de sistemas em duas dimensdes, realizados por Andronov,
Leontovich e Gordon [10], mostraram que o surgimento de érhitas homoclinicas im-
plica no surgimento de érbitas periddicas. No sistema de Lorenz elas estfo associadas
as bifurcagbes de conjuntos periédicos em conjunto cadticos [11, 12]. No estudo das
equagdes do problema de trés corpos {13], no fim do século XIX, Poincaré mostrou
que a impossibilidade da sua solucdo deve-se & presenca de 6rbitas homoclinicas, que
provocam a alta sensibilidade as condi¢Bes iniciais que o problema apresenta. Nos
anos sessenta, Smale mostrou que um sistema caédtico discreto (mapa) contém in-
finitas orbitas periddicas, tendo como consequéncia a alta sensibilidade as condicoes
iniciais [14]. Esse conjunto de drbitas periddicas forma a ferradura de Smale, que é
um icone de sistemas cadticos.

Posteriormente, Shilnikov mostrou que a existéncia de érbitas homocliinicas de
pontos fixos tipo sela, em uma classe tridimensional de sistemas continuos (fluxo),
implica na existéncia das ferraduras de Smale na vizinhanca dessa 6rbita e, por-
tanto, em caos [15, 16, 17]. Orbitas homoclinicas que atendem a esse teorema sao
conhecidas como 6rbitas homoclinicas de Shilnikov. No final dos anos setenta, e
comego dos oitenta, os resultados matemadticos de Shilnikov tornaram-se conhecidos
por trabalhos publicados em revistas de distintas dreas da fisica, quimica e biologia
(18, 19, 20, 21, 22].

As dérbitas homoclinicas de Shilnikov sfo importantes em diferentes dreas em que
a cindmica cadtica estd intrinsicamente ligada a elas. Elas governam a dindmica
de: sistemas de descargas incandecentes (23], pulsos de neurtnios [8, 24], inter-
miténcia em artérias de coethos [25], fendmenos de ruido induzido {26], osciladores
eletroquimicos [27], e de reagbes quimicas [28, 29, 22]. No laser COs, érbitas hete-
roclinicas sdo responsaveis pelo tempo de retorno da trajetéria [30], no entanto, as
trajetérias na vizinhanca dessa drbita podem ser analisadas da mesma forma com
que analisamos a drbita homoclinica. |

No espaco dos parémetros, ocorrem acumulacdes de drbitas homoclinicas de
shilnikov em outras. As érbitas homoclinicas decorrentes de uma outra sido de-
nominadas subsididrias, enquanto que essa outra é denominada primdria. Assim,
a simples existéncia de uma dérbita homoclinica primdria, para um dado conjunto
de par@metros de controle, implica na existéncia de um nidmero infinito de outras
érbitas homoclinicas subsididrias [31] para outros pardmetros. A acumulagio das
subsidarias na primaria obedece uma lei de escala demonstrada em [32]. A existéncia
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de um nimero arbitrrio de distintas subsidigrias foi provada em [33] e, em [34], se
demonstrou que, dada a complexidade da distribuicio das érbitas homoclinicas no
espago dos pardmetros, nio é possivel obter-se uma descricio completa delas nesse
espago. No entanto, descricdes parciais de algumas subsididrias foram feitas em [35].

Nesta tese, mostramos que existem muitos tipos de érbitas homoclinicas prima-
rias distintas do tipo descrito na literatura, Além disso, para cada tipo de érbita,
primaria encontrada, existern novas sequéncias de bifurcagdes que originam érbitas
homoclinicas subsididrias. Nesse contexto, incluimos as novas drhitas primarias en-
contradas na teoria de bifurcacdes para demonstrar a existéncia de novas sequénciag
de subsididrias que se acumulam nessas primérias. Além disso, demonstramos que
existermn acumulagdes entre subsididrias no espago dos pardmetros. Sobre a teoria
de bifurcagBes, demonstramos que a lei de escala, j§ conhecida, de acumulacdes de
érbitas subsididrias em uma primdria, vale para as novas primérias e, também, para
as acumulacdes entre subsididrias. Com as previsdes que essa teoria de bifurcacoes
oferece ¢ a andlise de resultados numeéricos, chegamos a determinar as estruturas
basicas de drbitas homoclinicas presentes em todo o espago dos pardmetros do sis-
tema, estudado.

Para o estudo de bifurcaces escolhemos um sistema que é um paradigma em caos
[36], o circuito Double Seroll. O comportamento desse circuito tem sido objeto de
investigaciio por pesquisadores do Instituto de Fisica (37, 38, 39, 40]. Esse circuito
¢ conhecido por apresentar caos homoclinico e existem estudos em virias versées
desse circuito na literatura. Nés analisamos a versio mais tradicional [41], que
chamaremos de circuito continuo, e uma versio em que o fluxo apresenta regioes ndo
suaves [42], que chamaremos de circuito descontinuo. Virias sio as vantagens deste
sisterma; as equacdes que descrevem o seu fuxo sio lineares por parte. Ele apresenta
caracteristicas dindmicas que sdo gerais em sistemas ndo lineares como atratores
cadticos (tipo Rossler e Double Scroll), rota para o caos por duplicagao de perfodo e
uma grande variedade de érbitas homoclinicas. Do ponto de vista experimental, é de
fécil implementacfio, demanda um custo baixo e hd um excelente acordo entre teoria
e pratica. Existe uma grande quantidade de trabalhos que mostram as caracteristicas
que citamos, e podem ser encontradas em [36, 43]. Por esses motivos, o circuito
Double Scroll é um excelente sistema, fisico, tanto para buscar confirmacdes de teorias
através de simulagdes numéricas, quanto para realizagdes de vdrios experimentos.

Para estes sistemas, desenvolvemos métodos de identificacio de bifurcagdes de
atratores e de detecgdo de érbitas homoclinicas. Fizemos um estudo completo das
variedades desses sistomas revelando que todas as variedades estdveis tém origem
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em duas regides do espaco de fase e que, no circuito descontinuo, néo se formam
érbitas homoclinicas porque as variedades estdveis e instdveis nédo podem se encon-
trar. Para o circuito continuo, dividimos a variedade estével, de um ponto fixo, em
dois conjuntos segundo suas regides de origem. Verificamos que, nas proximidades
do ponto fixo, esses dois conjuntos tornam-se continuos e, toda vez que ocorre uma,
6rbita homoclinica, ela esta na fronteira desses conjuntos.

Obtivemos as curvas de bifurcagdes homoclinicas, no espaco dos pardmetros,
identificando as Orbitas homoclinicas primarias. Estas curvas estruturam as regides
em que se formam as érbitas homoclinicas. Mostramos, ainda, que esse cendrio
apresenta uma estrutura minima de organizacdo presente em todo o espago dos
pardmetros. Por esta estrutura minima estar prevista pela teoria de codimensio um,
acreditamos que ela ¢ uma caracteristica geral das érbitas homoclinicas consideradas
pelo teorema de Shilnikov {44].

Ainda para o circuito continuo, propomos trés experiéncias. A primeira permite
determinar érbitas homoclinicas de codimenséo um, a segunda permite determinar
as 6rbitas numa codimens&o dois e a terceira associa o atrator cadtico com as orbitas
homoclinicas do sistema.

Nesta tese, apresentamos um estudo de bifurcagtes com trés abordagens distin-
tas: a simulagdo numérica, a andlise analitica e a parte experimental.

A primeira abordagem, a simulagdo numérica, corresponde ao desenvolvimento
e aplicagoes de métodos de identificacio de bifurcacdes nas duas versoes do circuito
Double Scroll, e estd desenvolvida do capitulo 2 ao 7. No capitulo 2 apresentamos
as duas versoes do circuito Double Scroll e as deducdes dos sistemas de equagbes
diferenciais que determinam seus comportamentos, no capitulo 3 estd a analise linear
desses sistemas com os calculos dos autovalores, autovetores e subespagos presentes.
No capitulo 4 é feito uma abordagem qualitativa da teoria que permite garantir a
existéncia de atratores no circuito Double Scroll. Também é apresentado um método
de identificacio de atratores distintos, baseado num mapeamento bidimensional do
fluxo, para uma regiao do espaco dos pardmetros. Em seguida, mostramos, topologi-
camente, como sao formados os atratores, situagbes em que ocorrem coexisténcia de
atratores e, por fimn, alguns atratores cadticos do sistema Double Scroll. No capitulo
5 desenvolvemos nm método para identificar transicoes de comportamentos cadticos,
baseado num mapeamento unidimensional do fluxo. No capitulo 6 apresentamos
um estudo completo das variedades dos dois circuitos estudados, através do qual
demonstramos que a versao do circuito descontinuo nao forma érbitas homoclinicas.
No capitulo 7 estd desenvolvido um método de obtencao de orbitas homoclinicas
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para sistemas lineares por partes. Estes dois ltimos capitulos sdo a esséncia do
artigo publicado em [45],

A segunda abordagem do estudo de bifurcagdes, a anilise analftica, trata de
aspectos gerals em sistemas dindmicos do tipo Shilnikov. Esta parte contém a nossa
contribuicdo ao estudo de drbitas homoclinicas e sobre consequéncias do teorema
de Shilnikov, apresentadas no capitulo 8. Nesse capitulo apresentamos uma anslise
tedrica completa de codimensio um de sistemas correspondentes ao teorema de
Shilinikov, onde obtivemos como resultado mais importante uma lei de escala das
6rbitas homoclinicas de Shilnikov, que ¢ um coroldrio desse teorema. A verificacéo
dessa lei de escala foi exaustivamente confirmada para o circuito Double Scroll {46].
Através do estudo de codimensiio um e das observacdes da formaciio de érbitas
homoclinicas do circuito Double Scroll no espago dos parametros bidimensional,
fizemos uma anédlise de codimensio dois, que resultou na identificacdo de estruturas
de orbitas homoclinicas que descrevem completamente o cenirio homoclinico no
espago dos pardmetros do circuito Double Seroll continuo.

Como iltimo produto desta tese, no capitulo 9 estd a sugestio de trés experi-
mentos envolvendo drbitas homoclinicas, usando o circuito Double Scroll, factiveis
de serem realizados a baixo custo. A primeira experiéncia visa detectar a presenca,
dessas drbitas, a segunda é uma extensio da primeira e tem o objetivo de deter-
minar familias de drbitas homcoclinicas. A terceira experiéncia deve resultar na
confirmacéo da macica presenca das érbitas homoclinicas na fronteira entre os atra-
tores caGticos tipo Réssler e Double Scroll, tal qual verificado nas simulacoes, e em
acordo com a andlise teérica de codimensio dois.
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Capitulo 2

Circuito Double Scroll

Existem vérios circuitos eletrénicos, que apresentam comportamentos cadticos e
periddicos, extensamente estudados na literatura [47, 48, 43]. Entre eles escolhemos
estudar o circuito Double Scroll pelas razdes que apresentamos a. seguir.

O circuito Double Scroll é um circuito eletrdnico que apresenta varias carac-
teristicas comuns em sistemas nio lineares. O sistema de equagdes diferenciais, que
descreve o funcionamento do circuito (sistema Double Scroll), obtido através da
analise de suas tensdes e correntes, € linear por partes e, por isso, pode, por partes,
ser resolvida analiticamente. Assim, o sistema, pode ser simulado numericamente e,
também, ser implementado experimentalmente. Os resultados das simulagdes estdo
em completo acordo com a observaciio, e a caracteristica do sistema de ser linear
por partes simplifica drasticamente a sua andlise. Por estes motivos, o circuito Dou-
ble Scroll é um excelente sistema para estudar fendmenos ndo lineares e por isso é
conhecido como um paradigma do caos [36).

Neste capitulo, apresentamos as duas verses do circuito Double Scroll que usa-~
remos como sistema dindmico nesta tese. Deduzimos as equagoes diferenciais do
sistema, a partir do circuito elétrico, e mudamos o sistema, de coordenadas para um
sistema de coordenadas adimensionais.

2.1 O circuito eletrénico Double Scroll

O circuito Double Seroll é formado por um resistor R, um indutor L, dois ca-
pacitores C e Cy e um circuito eletrénico, conhecido como resisténcia negativa nio
linear, representado pelo simbolo Ry na figura 2.1.

Vamos estudar duas variacées do circuito Double Scroll. Em ambos os casos, o
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22 Clircuito Double Scroll

Figura 2.1: Esquema elétrico do circuito Double Scroll.

esquema elétrico que representa os circuitos é o mesmo daquele apresentado na figura
2.1. A difereca entre eles é que a resisténcia negativa apresenta curvas caracteristicas
distintas. A figura 2.2{a) mostra uma variagio da curva caracteristica de Ry. Esta
curva apresenta trés regioes lineares: duas externas e de mesmo coeficiente angular
mg, € uma central, passando pela origem, com inclinacido mais acentuada que as
demais ¢ de valor my. As inclinagdes mudam de valor para Ve, = |Bp|. Note que

B (V) (2 i (Vo) (b)
i i m N 1
.'.'10 1 il

m

Figura 2.2: (a} Curva caracteristica da resisténcia ndo linear continua. (b) Curva caracteristica da
resisténcia ndo linear com descontinuidade.

. " U AV,
my tem dimensio de admitincia (977). Portanto, ;- = —zp=t
N

resisténcia (€2), mas com sinal negativo. Isso significa que o circuito faz o papel

tem dimensio de

inverso da resisténcia, ou seja, ao invés de dissipar energia, ele dd energia para o
sistema. I£ por isso que o esquema da figura 2.1 ndo apresenta nenhuma fonte de
tensdo para alimentar o circuito. A mesma andlise vale para mg. E o valor da
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resisténcia negativa é dado por:

1
e Ve
T)’Lo} , Cl! > B}U
Ry = (2.1)
1
) IVC'1 < ‘B;u
T

Como esta curva caracteristica é continua, nos referiremos ao circuito com esta curva
como circuito contfnuo. Na figura 2.2(b) estd apresentada a curva caracteristica de
outra resisténcia negativa que faremos uso neste trabalho. Iy é o valor da corrente
que passa por ele quando Vg, — 0 para valores negativos de Ve, e -1y é o valor da
corrente que passa por ele quando Vi, -+ 0 para valores positivos de V. myp é o
valor de todas as inclinactes que a curva, apresenta. O valor da resisténcia negativa
¢ dado por:

Ry = — (2.2)

LY

Como esta curva caracteristica é descontinua, nos referiremos ao circuito com essa,
curva como circuito descontinuo.

O funcionamento do circuito Double Scroll pode ser entendido melhor se for
dividido em duas partes. A primeira é composta pelo indutor L e o capacitor C,
que estd numa, configuracio de circuito tipo tanque. Supondo esse conjunto isolado
de todo o circuito e Cy carregado, as cargas elétricas, armazenadas em Cj, comecgam
a se movimentar gerando uma corrente que passa pelo indutor. Essa corrente cria,
uma diferenca de potencial entre os terminais do indutor, opondo-se & corrente
do circuito até anuld-la. Entio a corrente inverte de sentido e passa. a carregar o
capacitor, € o processo se repete novamente gerando um sinal oscilatério periddico
entre os terminais dos componentes.

A segunda parte do circuito é composto pelo capacitor C' e o resistor negativo
Ry. Supondo que o capacitor esteja com pouquissima carga, de tal forma que Ve,
seja levemente positivo (isso significa que o terminal de C), que ndo estd aterrado, é
positivo). Tanto para Ry continuo quanto para o descontinuo, Ry estard polarizado
com uma tensao positiva. Isso implica que ele responderd com uma corrente iRy
negativa (no sentido contrdrio ao mostrado na figura 2.1), como pode ser observado
pelas curvas caracteristicas. Essa corrente alimentars o capacitor que, por sua vez,
aumentara sua tensdo. Isso implicard numa corrente try negativa de médulo maior
que a primeira. Caso nao haja um elemento dissipador, o funcionamento do circuito
tende a saturacdo. Da mesma forma ocorrera a saturagao se C estiver negativamente
carregado. Porém, se o capacitor estiver completamente descarregado, operando
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com [iy continuo, a corrente ip, gerada por Ry serd nula. Assim, o capacitor ndo
¢ alimentado e permanecera descarregado indefinidamente num estado de equilibrio
imstdvel, pois qualquer carga no capacitor fard com que se inicie o processo de
saturagdo. Para Ry descontinuo, esse ponto de equilibrio néo existe, pois a sua
curva caracteristica ndo passa pela origem.

O resistor R faz um acoplamento entre as duas partes anteriormente discutidas.
Assim, haverd uma interacio entre o circuito tanque e o circuito formado por C
e Ry, regulado pelo valor de R. A oscilacdo do circuito tanque serd dissipada por
R e alimentada pelo outro circuito. Agora o movimento periédico ndo depende
mais apenas de L e Cy, mas de um equilibrio entre os dois circuitos e o resistor R.
Esse equilibrio pode ser completamente instdvel, gerando um funcionamento cadtico.
As instabilidades irdo diminuindo & medida que R aumentar, isolando os circuitos.
Assim, a energia que o circuito tanque receber, serd fracamente dissipada em R,
mas ainda estard recebendo energia proveniente do outro circuito, o que poderd
lhe permitird realizar comportamentos periddicos. Para valores de R muito altos,
o circuito tanque nao recebe mais energia. Nessa situacdo, é como se o circuito
tanque nao existisse, ent&o podemos considerar que o terminal de R esta aterrado.
Assim, toda a energia fornecida pelo circuito Ry serd dissipada em R, atingindo
um equilibrio estavel de tensdo V. Note que o capacitor 1 nio participa dessa
estabilidade. Por outro lado, se o resistor R for muito baixo, entdo a quantidade de
energia fornecida por Ry serd maior que a quantidade de energia dissipada por R,
e o circuito saturard.

A analise feita aqui é puramente descritiva e estd baseada na fisica que estd por
tras do funcionamento complexo deste circuito. Nas préximas se¢des apresentaremos
resultados rigorosos dos pontos de equilibrio aqui expostos, e dos comportamentos
cadticos e periddicos gque o sisterna apresenta.

2.2 Sistema Double Scroll

Para fazer uma andlise rigorosa, de sistemas dinimicos reais, ¢ necessdrio con-
seguir, pelo menos, um bom modelo que o represente, o que nem sempre é uma, tarefa
simples. Considerando o comportamento fisico dos componentes eletrdnicos (capac-
itores, indutor e resistor) e a curva caracteristica da resisténcia negativa do circuito
Double Scroll, é possivel extrair um conjunto de equagdes diferenciais, onde a sua
solucao descreve o comportamento do circuito. Esse conjunto de equacoes diferen-
cias serd chamado de sistema do Double Scroll. Os seus pardmetros e suas varidveis
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podem ser representados pelos elementos fisicos envolvidos 1o circuito (tensdes, cor-
rentes e componentes eletronicos). Nesse caso dizemos que estamos usando as coor-
denadas naturais do sistema. Porém, é possivel fazer uma reorganizacio no sistema,
1. e, mudanca de varidveis, de tal forma que o sistema, fique completamente sem
dimenséo e, entdo, dizemos que o sistema cstd representado nas suas coordenadag
adimensionais. Isso causa uma grande simplificagio na andlise,

As segdes 2.2.1 e 2.2.2 mostram como obter o sistema descrito nas coordenadas
naturais e adimensionais, a partir do circuito Double Scoll, e fazem uma discussio
das vantagens e desvantagens que elas apresentam. B feita também uma andlise
da estabilidade do sistema e, no final, apresentamos alguns comportamentos ca-
racteristicos do circuito obtidos através da simulagdo numérica do sistema Double
Scroll.

2.2.1 Coordenadas Naturais

Para derivar o sistema do Double Scroll vamos utilizar o esquema, elétrico apre-
sentado na figura 2.1. Vamos tratar o circuito da, resisténcia negativa como um com-
ponente que possui uma curva caracteristica como aquelas apresentadas na figura
2.2. Qutro ponto importante é como funcionam os componentes eletrénicos do
circuito quando submetidos & correntes e tensdes sobre seus terminais. E, por fim,
devemos entender como analisar esses componentes quando essas correntes e tensdes
sdo compartilhadas entre si.

A seguir, descrevemos, brevemente, as relagdes entre as correntes e tensdes com
0s componentes utilizados.

e O resistor é um componente que dissipa energia em forma de calor e obedece

a Lei de Ohm:
_Va

ip B

onde ip e Vg s80 as corrente e tensio aplicadas no resistor R,

(2.3)

® A carga num capacitor é dada por ¢ = CV,, entdo a corrente que passa pelo

capacitor serd dada por:

. dVe
oo} ——— 2_£
o= 0% 2.4

o O fluxo ¢ que atravessa um indutor é o resultado ¢ = Li. Quando a corrente
varia, o fluxo cria uma diferenca de potencial no indutor, de forma a opor-se
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a essa variacdo, assim a tensdo no indutor é dado por:

i L

V, = ~1,
b dt

(2.5)

Para analisar o circuito, vamos usar a lei de Kirchoff para a tensdo e a corrente:

o Lei da Tensdo: A soma das tensdes ao longo de qualquer circuito fechado é
Zer0.

o Lei da Corrente: A soma das correntes em qualquer né é zero.

. |/ :
& AWy &y
e\ R Ie,

Figura 2.3: Tensfies e correntes do circuito Double Scroll,

Vamos supor, inicialmente, que existe uma corrente 1;, que passa pelo indutor L.
Essa. corrente se divide em duas que vao para o resistor R (ig} e para o capacitor Cy
(¢, ). #r, por sua vez, divide-se em outras duas ic, e ig,, passando pelo capacitor C}
e pela resisténcia negativa Ry, respectivamente. Fssas correntes provocam quedas
de tensBes nos componentes eletrdnicos conforme representados na figura 2.3.

Assim, pela lei da corrente,

Ve,

. S : - Vo, | .
oy —trtiny =0 = CiVg — Tcl +iny (Vo) =0
(2.6)
Ve, = Ve
toy, Fip— L = = C2VCQ+QTCI—3L:O

onde a tensio no resistor Vi é a diferenca de potencial das tensdées nos capacitores
Ve, e Ve, e a variagao temporal da tensdo nos capacitores esta representada por
%’—;Q = V. As varidveis destas equaces sio as tensdes Ve, Vo, € a corrente iy, ¢

formam o espaco de estado do sistema.
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Para resolver, analitica ou numericamente, um sistema de equagoes diferenciaig
com trés varidveis precisamos de trés equagoes diferenciais. Aplicando a lei da tensio
de Kirchoff no circuito fechado composto por L e Vi, obtemos a terceira equacan:

Vi-Ve, =0 = —Li, -V, =0 (2.7)

onde i, = %L Reorganizando as equages (2.6} e (2.7) obtemos o sistema de

equagoes naturais do circuito Double Seroll:

VCz - VCI _ Z.RN (VCI)

Vo =

2 RC, C,

: Voo = Ve, i

= SO Ve w 2.8
Ve, RC, T (2.8)
o Vo

L I

onde g, (Ve,) € a corrente da resisténcia nio linear Ry. No circuito continuo,
conforme o seu grafico apresentado na figura 2.2(a), a corrente é dada por:

moVe, + (my — mo) By, Vg, > B,
iﬁ-N (Vcl) = 'NLIVCU !VC,1I S BID (29)
moVe, — (my ~ ™M) By, Ve, < ~B,

€ no circuito descontinuo (figura 2.2(b)),

, moVe, — Iy, Ve >0
Vo) = LT VG 9.1
i (Ver) moVe, + Iy, Ve, <0 (2.10)

O circuito continuo apresenta um sistema, com sete parametros de controle: R,
Ci, Ca, L, my, my e By, e o descontinuo, seis: R, Cy, Cy, L, my ¢ Iy, onde con-
sideramos que podemos variar os pardmetros das curvas caracterfsticas de Ry, A
vantagem do sistema em coordenadas naturais é que os resultados das anslises sio
as proprias medidas fisicas do circuito, o que é importante do ponto de vista exper-
imental.,

2.2.2 Coordenadas Adimensionais

O sistema de equacSes diferenciais (2.8) pode ser simplificado fazendo o reesca-
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lonamento dos parametros,

o0 = mfmﬂm b= i e T= Lt
RM’ L, RCYy
(2.11)
we O HO
Cy’ L

onde Ry, = ano e Ry, = n—i—“, com a mudanca de varidveis, para o circuito continuo,

. VCI - VC’z - i R .
T = B, Y = B, e z= B, (2.12)
e para o circuito descontinuo,
VC’1 VCz ?;L
T = , Y= , 7 = - 213
RI, Y7 EI, To (213)

Observe gue o8 hovos parimetros e varidveis ndo possuem unidades. Assim, obtemos
o sistema do Double Scroll em coordenadas adimensionais:

&= aly —z — k(z)]
y=x—y+z (2.14)
z=—Py

onde as derivadas sfio agora em relagio a 7 ¢ k(z) ¢ equivale a funcgéo ig, (Vg ),
apos as mudangas de varidveis indicadas em (2.11). Dessa forma, as fungdes (2.9) e
(2.10) passam a ser, respectivamente:

bo(e) = { oz, o] < 1 (2.15)

bx — 1, >0

kalz) =-
z) bx+1, <0

(2.16)

onde os indices ¢ ¢ d de k(z) fazem referéncia & curva caracteristica continua e
descontinua, ¢ serdo usados sempre que essa diferenciacdo se fizer necessaria. As
varidveis do sistema passam a ser z, y e z, e formam o espago de estado adimensional.
Assim, as curvas caracterfsticas do sistema nas coordenadas naturais, apresentadas
na figura 2.2, passam a ser como as curvas mostradas na figura 2.4, no sistema, de
coordenadas adimensionais.
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kix) (a) Kix) (b)

Figura 2.4: Curvas caracteristicas nas coordenadas adimensionais: (a) Sistema continuo. (b) Sistema
descontinuo.

Observe a simplificacio do sistema com as mudangas (2.11), (2.12) e (2.13).
O sistema de coordenadas adimensionais (2.14) apresenta simetria fmpar f(z) =
~f(—z) e, juntamente com (2.15) ou (2.16), revela que, dos sete pardmetros de
controle do circuito continuo, existem de fato apenas quatro: «, 3, a e b, e no
circuito descontinuo apenas trés: «, £ e b. Isso ocorre porque diversas configuragdes
dos parametros de controle sio completamente equivalentes.

As fungdes k.(z) e ky(z) permanccerao sermpre as mesmas em todo este trabalho,
com os valores ¢ = —% e b = —2. A razdo desses nimeros deve-se a0 fato de que
eles propiciam componentes eletrénicos com valores de fdcil acesso no mercado. Em
termos préaticos, fixar os valores de a e b 6 equivalente a manter fixo o resistor R e
a resisténcia negativa Ry . Dessa forma simplificamos o circuito Double Seroll para
um sistema de codimensio dois (que possui dois pardmetros de controle).

As fungdes k(z) dividem o espaco em partes, nas quais o sistema (2.14) ¢ linear.
Cada parte pode ser resolvida, analiticamente, independente das demais, obtendo-se
trés solugdes distintas. O circuito continuo é dividido em trés partes com dominios

Dy ={(z,y,2) e R |z >1}

Do =A{(z,y,2) e B | 2] <1}

Do ={(z,9,2) e B | 2 < -1}
€ o circuito descontinuo em duas, com dominios

Dyv = {(z,9,2) e B | z > 0}

Dy ={{z,4,2) e B |z < 0}
Os indices ¢ e d usados para diferenciar o circuito continuo do descontinuo serio
usados somente nos casos que se fizer necessirio. Caso contrério serdo omitidos.
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Para o circuito continuo, podemos observar que o seu fluxo, dado pela equacio
(2.14), com k.(z) descrita em (2.15), é continuo e suave. Ou seja, apesar da curva
caracteristica de Ry ser nfo diferencidvel, o fluxo estd determinado em todos os
pontos, mesmo quando z = +1. B por isso, que k.(z) estd determinado para
qualquer valor de z. No caso do circuito descontinuo, isso nfo é mais verdade.
O fluxo néo é definido em = = 0, ocorrendo, para esse valor, uma trajetéria com
mudanga abrupta de direi¢io, ou seja, a trajetdria niao apresenta derivada nessa
regiao.

Outra observacdo interessante, que este sistema de coordenadas revela, é que hé
uma infinidade de escalas de tempo ¢ associadas ao mesmo par de pardmetros «
e B (verifique as relagdes (2.11). Isso significa que trajetérias idénticas podem ser
reproduzidas em escalas de tempo distintas. Em outras palavras, esse novo sistema
evidencia que podemos controlar a velocidade de uma trajetéria. O controle pode ser
feito da seguinte forma, por exemplo: R controla o tempo enquanto os parametros o
e [ sio controlados independentemente por Cy e L, respectivamente. Isso tem uma,
utilidade experimental relevante. Como os equipamentos de aquisicio de dados
requerem um tempo minimo para coletar um dado, quando necessdrio, podemos
impor uma velocidade na trajetdria compativel com o equipamento, sem alterar a
sua trajetoria no espaco de estado (Vo,, Vi, e i), Ou entdo, pode se medir uma
trajetoria com freqiiéncias fundamentais distintas.

2.2.3 Aftratores Caracteristicos

Nesta secio, vamos derivar os ponto fixos e apresentar os atratores caracteristicos
do circuito Double Scroll. Um tratamento mais detalhado, sobre a evolucdo das
trajetorias no espaco de estado, serd discutido mais adiante na segio 4.2.2 do capitulo
4,

Os pontos fixos sdo pontos onde o fluxo é nulo, isto é, onde o sistema néo
apresenta movimento. Portanto, para determind-los, impomos a condigio & = 7 =
z = (1. Para cada dominio do sistema existe um ponto fixo. Assim, para o circuito
continuo os pontos fixos sdo dados por

Pop = (K.,0,=k) Py =(0,0,0) e P, =(—Fk,0k) (2.17)

onde £} = %ﬁ‘ = 1,5, e para o circuito descontinug,

P(H.. e (/1:3,0, “‘Jlii,:) 2 I)(_ = (“""k;':l,o,k::l) (218)
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onde k), = 3% = 3,5. Os indices +, 0 e — fazem referéncia a0 dominio em que estio
localizados 0s pontos fixos. Cada dominio tem . |

O sistema Double Scroll é um sistema dissipativo e deterministico. A dissipacao
¢ feita pelo resistor R do circuito e o teorema da, existéncia e unicidade garante que
0 sistema € deterministico. Esse teorema, garante que para cada condicio inicial do
sistema de equacdes diferenciais existe uma dnica solucdo [49]. Como conseqiiéncia,
nao pode haver interseccies entre as trajetdorias no espaco de estado. Caso contrario,
uma 1nica condigio inicial daria origem a diferentes trajetérias. Do ponto de vista
tedrico, essas duas caracterfsticas, dissipativa e deterministica, do sistema, associado
ao fato dele ser ndo linear (ou linear por partes), ddo condicdes para, que o sistema
apresente atratores periddicos e cadticos. A trajetoria descrita pela evolucio do
fluxo até que ela atinja seu regime estaciordrio, ou seja o atrator, chamaremos de
transiente.

Utilizaremos o integrador Runge Kutta de quarta ordem para a solugio numérica
do sistema de equacfes diferenciais (2.14). A trajetéria serd definida, pelo conjunto
de pontos gerados pelo integrador. O passo de integracdo, que determina o intervalo
de tempo dr entre dois pontos consecutivos da trajetoria, é responsdvel pela precisio
da integracio, e estd relaciona com uma variagdo de tempo d¢ da mesma forma que
T estd relacionada com ¢, definido nas equagdes (2.11). Um passo pequeno implica
numa pequena evolugio da trajetéria no espago de estado, definindo-a bem naquela
regido. Um passo grande, gera uma grande evolugio da trajetéria, prejudicando a
definicao local. No decorrer do trabalho, este serd um compromisso que deverd ser
considerado, j4 que passos pequenos geram alta precisfo, mas implicam em longos
tempos de integracio. J4 passos grandes diminuem o tempo de integracio, mas
perdem preciséo, o que pode ser critico em sistemas com sensibilidade as condicoes
iniciais, como veremos mais adiante.

A seguir, apresentamos algumas solu¢bes estacionirias que decorrem desses sis-
temas. A figura 2.5 apresenta exemplos de algumas solugdes periddicas e cadticas que
ocorrem nas duas variantes do circuito Double Scroll. Foram utilizados dr = 10~3,
um transiente de 10* passos, o que equivale a 7 = 10, e mais 5 x 104 passos, 7 = 50,
para gerar as figuras (a), (c) ¢ (d) do circuito continuo. Para o circuito descontinuo
usamos dr =5 x 1073, transiente = 10° passos (7=500) e 5 x 10" passos (7 = 250)
para gerar a figura 2.4(b).

A figura 2.5(a) apresenta um atrator caotico, do circuito continuo, chamado
Double Scroll. Esse atrator visita os trés dominios Dy, Dy e D,_, existentes nesse
sistema. Em (c) estd o atrator cadtico tipo Rossler. Note que ele percorre apenas dois
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Figura 2.5: Circuito continuo: ({a) atrator cadtico Double Scroll , {c) atrator caético tipo Réssler
Double e {d) atrator periddico. (b) Atrator cadtico do circuito descontinuo.

dominios do sistema; D, ¢ Dy, no caso da figura. Masg, como a o sistema continuo
apresenta simetria fmpar, coexiste com ele outro atrator ocupando os dominios D,..
e Dy para os mesmos pardmetros de controle. A convergéneia da trajetdria para
esses atratores depende das condigdes iniciais do sistema. Na figura 2.5(d) estd uma,
das intineras 6rbitas periddicas estaveis que o sistema continuo pode formar. Como
se verd mais adiante, nao existem solugdes periddicas para o circuito descontinuo.
Observe na figura 2.5(b) que, como as equagdo (2.14) com a (2.16) apontavam, o
atrator cadtico desse circuito n&o é suave para x = 0, ndo existindo derivada para

esse valor de z. BExistem valores de pardmetros em que os pontos fixos Py e P, dos
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sistemas continuo e descontinuo, ganham estabilidade e passam a atrair a dindmica
do sistema. Nesse caso recebem o nome de sorvedores,
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Capitulo 3

Analise Linear

Em geral, sistemas de equacdes diferenciais nio lineares nio podem ser resolvi-
dos analiticamente, sendo necessario recorrer a métodos numéricos para determinar
suas solugdes. Porém, se um sistema de equagoes diferenciais for expandido em
uma série de poténcias e os termos que introduzem a nio linearidade do sistema
forem desprezados, entido podemos ter uma solugdo analitica do sistema, e, portanto,
determinar a sua solugio. Esse artificio matemdtico ¢ chamado de linearizaciio do
sistema, e o estudo das suas solucdes, de anslise linear. A analise linear ¢ uma, andlise
local, vdlida apenas para uma regiao limitada ao redor do ponto em que a eXpansao
estd sendo feita. O importante desta discussio & que a topologia do sistema pode
ser, localmente, determinado através da andlise linear,

Quando mencionamos a topologia de um sistema dindmico, estamos intercssados
em saber como se comporta o fluxo desse sistema. No caso de sistemas Hamilto-
nianos, a topologia é caracterizado pelo surgimento de ilhas e regides cadticas, no
espago de estado, e, em sistemas dissipativos, pela formacio de estruturas atrativas
que podem ser regulares ou cadticas. A forma como se apresenta esse conjunto de
caracteristicas do fluxo, Hamiltoniano ou dissipativo, é chamado de topologia do
sistema.

A localizacao e a forma com que o fluxo se desenvolve estd ligado a um conjunto
de invariantes do sistema. Em sistemas dissipativos, os invariantes sio responsaveis
por formagdes de atratores e, também, por comportamentos de divergéncia.

Os atratores podem ser classificados como pontuais ou estruturais. Os pontuais
sa0 os pontos fixos estdveis, e os estruturais sio as érbitas periédicas estdveis e os
atratores cadticos. Para que exista uma solugdo periddica, é necessario pelo menos
am ponto fixo instdvel, como é o caso do sistema bésico de Van der Pol [49]. B

1
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para que se forme um atrator cadtico, sio necessérios pelo menos dois pontos fixos
instaveis, como é o caso do atrator tipo Rossler apresentado no primeiro capitulo
desta tese (ver figura 2.5(c)). Os atratores periédico e o Double Scroll, apresentados
nas figuras 2.5(a) e (d), sao formados devido a presenca de trés pontos fixos. Assim,
torna-se importante fazer um estudo da estabilidade dos pontos fixos para se ter
uma melhor compreensio da topologia do sistema.

Linearizando um sistema nas proximidacdes de um ponto fixo, é possivel determi-
nar sua estabilidade através dos seus autovalores. A cada autovalor estd associado
um auto vetor, que pode ser estdavel ou instdvel dependendo do sinal do autovalor
associado. O conjunto de auto vetores estdveis forma o subespaco estavel do ponto
fixo, e o conjunto instdvel, o subespaco instdvel. Os subespacos representam os con-
juntos que convergem para o ponto fixo num tempo ¢t — +oo. A denominagio de
subespago somente é vélida nas proximidades do ponto fixo, onde vale a lincarizacio.

No circuito Double Scroll existem trés conjuntos de subespacos para o sistema,
continuo, e dois para o sistema descontinuo. Como o sistema é linear por partes,
esses conjuntos agem diretamente na dindmica em todo o espago de estado, portanto,
determind-las ¢ fundamental para entendermos o comportamento das trajetérias
nesse espago, ou seja, a topologia do sistema. Neste capitulo faremos um estudo
detalhado dos autovalores, dos auto vetores e dos subespacos do circuito continuo e
descontinuo.

3.1 Autovalores e Auto Vetores

A aplicacdo de uma matriz 7 em wm vetor ¥ causa uma transformacio nesse
vetor. Por exemplo, pode causar uma rotagio, uma reflexfio ou uma inversao de
sentido de ¥. Mas, podem existir vetores que ndo sofrem as transformacdes carac-
teristicas causadas pela aplicacfio de T, preservando o seu sentido ¢ direcio com uma
variagio da sua magnitude. Esses vetores sfo chamados de auto vetores e o fator de
variagdo da sua magnitude, de autovalor. Podemos defini-los assim [50]: Dado uma,
transformacdo T : V' — V, tal que 7" seja um operador linear, se existirem ¥ € V,
7 # 0 e A€ Rtais que T7 = A7, entdo A é o autovalor de T' e ¥ é o auto vetor de T
associado a A.

Pela definigdo acima, o conjunto de vetores, com diredes e sentidos iguais ao de
v, é preservado pela transformagio 7', com apenas a altera¢ao do seu médulo pelo
fator A. Assim, esse conjunto ¢ invariante pela transformacio 7.

As secdes 3.1.1 e 3.1.2 mostram como determinar, respectivamente, os autovalores
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¢ auto vetores no sistema Double Scroll para os sistemas continuo e descontinuo,

3.1.1 Determinando Autovalores

O sistema Double Scroll (2.14) pode ser reescrito da seguinte forma matricial:

T —a(l+9) « 0 z P
g = 1 -1 1 v |+ 0 (3.1)
z 0 -3 0 z 0

onde, para o circuito continuo, substituimos y e p por
b, |z| =1
Yo =
a, lz| <1
e
—ala—b), z>1
Pe = O: !$! <1
ala—1b), z<1

e, para o descontinuo, por

Y= b zeR

{wa, z >0
Pg =
o, =<0

O sistema (3.1) pode ser escrito da seguinte forma vetorial:
F=AZ +§ (3.2)

onde A é a matriz 3 x 3 do sistema (3.1) e §'é o vetor formado pelas coordenadas
(p,0,0).

Para estudarmos o comportamento do sistema nas proximidades do ponto fixo,
vamos linearizar o sistema nessa regido. Para isso, faremos uma expanséao do sistema,
numa série de Taylor [51], em relagio ao ponto fixo:

afj‘ 2
cdf (1) = - Ty ) + O + 3.3

fj‘( ) f_’,‘ Z a'Lz '30) ( )
onde ¥ = (xy, T2, 23) é um vetor com coordenadas muito préximas dag coordenadas
do vetor v = (xy,, T2g, &3,), que localiza o ponto fixo no espaco de estado, e (2
representa os termos de segunda ordem.
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No caso do sistema Double Scroll, todas as derivadas parciais de ordem igual ou
superior a 2 s&o nulas, como pode ser verificado pela equaco {3.2), portanto, os
termos da equacgio (3.3) com essas ordens sfo nulos. Considerando z; =z, z3 =y
¢ w3 = z, 0 vetor 7 ¢ formado pelas coordenadas (z,y, z), f;(7) representa & para
J =1,y para j = 2 e & para j = 3, dessa forma, f;(v;) é sempre nulo, ji que
a solugio de f;(¢) é nula para as coordenadas do ponto fixo. A derivada parcial
Y
83:1-
constante. Assim, definindo z} = (x; ~ z;,) como sendo a distincia na coordenada

(1) nédo depende de ¥ pois, como pode ser verificado pela equacio (3.1), ela é

z; do ponto (z,y, %) ao ponto fixo, o que implica que x} = z;, obtemos o seguinte

resultado: .
"= Ja (3.4)
onde:
ox oy Oz
so|o e o
| oz oy Oz
ox dy Oz

A matriz J é a matriz Jacobiana do sistema, e é a andlise da transformacio
que ela causa no vetor 7 que vai nos informar sobre a dindmica do sistema nas
proximidades do ponto fixo. A Jacobiana de um sistema nio linear normalmente
depende das varidveis desse sistema. Mas no caso do sistema Double Scroll, que é
um sistema linear por partes, ela é uma constante para cada intervalo do dominio e
é a propria matriz A da equacdo (3.2).

~a(l+v) o 0
J = ] -1 1 (3.5)
0 -3 0

onde, para o circuito continuo e descontinuo, substituimos, respectivamente, v por

b, lzj>1
Ve = ’ - 3] | — b, CCER

A equagio (3.4) ¢ uma equagdo linear cuja soluco é dada por [50],

= C’]_B/\”fﬂ -+ GQG)\?TUQ + 036)\31"173 (36)
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C;, Cs e Cy siio constantes que dependem das condigbes iniciais do sistema. ¥, 7,
e U3 840, respectivamente, os auto vetores associados a0s autovalores Ay, Ay e Ay da
Jacobiana J.

De acordo com a definicio de autovalores feita na introducéo desta secdo (secio
3.1), devemo encontrar ) tal que,

Jo' =X = (J—AD)F =0

onde I ¢ a matriz identidade 3 x 3. Como, por definigio, z/ # 0, concluimos que a

transformacéo que (J — \J ) ocasiona no vetor nio nulo, 2/, deve resultar num vetor
nulo. Assim,

—o(l+7) = A « 0 ol 0
1 —1-X 1 v =10 (3.7)
0 —p -\ 2 0

Portanto, devemos buscar det(J — \J ) =0, que resulta em
N+ [T +9) + 102 + (ay + B)) + af(l+) =0 (3.8)

sendo -y 0 mesmo utilizado na equacio (3.5). Note que, no caso do circuito com des-
continuidade, a solucio dessa equagdo independe de qual domfnio estamos tratando,
0 que implica que os autovalores encontrados valem para todo o espaco. No caso do
circuito continuo, temos os mesmos autovalores para os dominios D, e D.., e outros
para Dy. Ou seja, hd dois grupos de autovalores para todo o espago. A seguir,
apresentamos a solugdo da equacio (3.8).

Seja,
M ad DA e=0
onde,
¢ =all+y)+1 bV=ay+rpf e c=af(l+7)
entio,

Az = — Y PRy (3.9)

Az = A4+ B— - (3.10)
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onde,

A= -2/ B=¢-1-
2 2
2 3

o a
= —— 40 e =2l =) ——
D 3+ ¢ g (3) 3 +c

Uma andlise desses autovalores revela que para € < 0, as solugoes sdo puramente

va. a=(5)+(3)"

reais. Como veremos na secao 4.1.1 do capitulo 4, pelo teorema de Shilnikov, o sis-
tema pode apresentar comportamento cadtico quando os autovalores apresentarem
solucdes complexas. Assim, estudaremos a situagiio em que ¢} > 0. Para simplificar
nossa notagao, utilizaremos a seguinte representacao,

)\1,2 = p:i:aw 5 )\3 =) (311)
onde,

_ A+B d
P= > 3

w = 2B

2

a!

AN = A+B-— -

tET

3.1.2 Determinando Auto Vetores
Substituindo o autovalor A = Az, conforme a definigdo (3.11), na equacéo (3.7)
podemos calcular o seu auto vetor associado ¥3. Assim, obtemos as solucées:

1 +9 A
y/ — le( '{“'f)"i" 3$r

"
(3.12)
g
zf —_ i
}\y
Para A = Ay, conforme definido na (3.11), temos:
y =y iy, e 2 = ap iz
onde,
1
yh = o +7)+pmr
(84
(3.13)
v o=
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e
z}{ = *“”*_(’U}zﬂ -+ y}w)
pQ _{_( )2 )
(3.14)
I — — b ———— " —_— !
& = 2 2(?11:0 Yrw)

Assim, o auto vetor 71, associado ao autovalor A1 é complexo e é dado por ¥ =
Ur + i, onde Tg = (1, Y}, Zp) e Uy = (x4, v}, 2;). Da mesma forma, o vetor i,
associado ao autovalor )\, é dado por ¥y = ¥p — 7. O auto vetor 3 associado a Ay
é real.

Escolhendo arbitrariamente ' = 1, os auto vetores ¥ e ¥ podem ser calculados
através das equagdes (3.13} e (3.14). E, através da equacdo (3.12), obtém-se o auto
vetor ¥3. O indice 3 do auto vetor U3 e do autovalor A\; nio é mais necessario, por
1850 vamos designé-los simplesmente de ¥ e A, assim:

( 1

. 1’ . (i . a(l+v) + A ‘
=1 o |, r= v | e T | S (3.15)
R 2

Os vetores ¥, 77 e ¥ si0 linearmente independentes e, portanto, formam uma
base do sistema. Substituindo A1, As € A, conforme (3.11), e 7, Ty e 7y, em funcéo
de Tg, 97 e ¥, calculados conforme (3.15), na equacio (3.6) e escolhendo C; e o
complexos conjugados, de forma a tornar real a solugio da equacao, obtemos

—

© = e (Cysenwr + C) coswr) iy + e (Cycoswr — Cl senwr)dy + Cye™y (3.16)

onde C7 e C} s80 novas constantes reais em substituicdo s constantes complexas
01 e Cz.

A equagéo (3.16) representa a evolugdo do sistema em relagdo a um dos pontos
fixos. A parte imaginaria tw dos autovalores ALz € responsével pelo surgimento
das fungdes seno e cosseno que introduzirdo & dindmica um cardter oscilatdrio. A
condigao inicial ¢ dada pelas constantes C1, Ch e Cs. Os sinais de p e A indicam
se o conjunto de pontos, ao longo das direcdes dos vetores U, U e 7, converge
assintoticamente para o ponto fixo em ¢ - +oo ou em ¢ —» —o0. Se ambos forem
positivos, o conjunto associado A diregdo desses vetores se afasta do poato fixo
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(convergéncia para o ponto fixo em t — —o0), pois cada uma das parcelas da
equagio {3.16) aumentard de valor 4 medida que o tempo for crescendo. Nessas
condigdes, o ponto fixo é instavel ¢ é chamado de ponto fixo tipo fonte . Se p e A
forem negativos, o conjunto de pontos, ao longo dasg dire¢des dos vetores g, Ur e
7, se aproxima do ponto fixo (convergéncia para o ponto fixo em t — +00), pois
as parcelas tendem a zero para uma evolugdo temporal positiva. Esse ponto fixo
é chamado de sorvedor e é estavel. Existem casos em que p e A possuem sinais
distintos, fazendo com que o conjunto de pontos, formado pelas direcoes dos vetores
ip e Uy, evoluam no sentido contririo ao do conjunto de pontos ao longo da diregéo
de ¥. Nesse situacéo, o ponto fixo é instdvel e ¢ chamado de ponto fixo tipo sela.

Figura 3.1: (a) Parte real do autovalor A 2 = piw. (b) Autovalor real A3 = A. As curvas continuas
correspondem ao ponto fixo Py € as tracejadas, ao ponto fixo Py,

A figura 3.1 mostra os valores de p e A dos pontos fixos Fy, Py e P em funcio
dos pardmetro o« ¢ f. Cada curva corresponde a um valor de 5. Como P, e
F.. possuem os mesmos autovalores, eles estdo representados por Pi. As curvas
continuas correspondem ao ponto fixo P e, as tracejadas, ao Py. Observe que o
ponto fixo P apresenta p sempre negativo {figura 3.1(a)) e A positivo {figura 3.1(b))
e, 0 ponto fixe Py apresenta p positivo, numa larga faixa de parimetros, e A negativo,
SEIMPTe.
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3.2 Subespacos

Os conjuntos que contém as diregoes dos vetores 7z e 7 apresentam o mesmo
comportamento porque p ¢ comum para os dois, como pode ser verificado pela
equagdo (3.16). Assim, se o conjunto contido na direciio de ¥y tende a aumentar
a sua amplitude, o conjunto dado pela direciio de #7 também tenderd a aumentar.
Além do mais, qualquer vetor composto pela combinagio linear dos vetores Ur € U;
apresentard a mesma caracteristica que estes apresentam. Portanto, a evolucio do
conjunto, formado pela direcio desse vetor, tenderd para o ponto fixo num tempo
t — Foo.

Os subespacos séo subconjuntos do espaco de estado, formados pela. combinacio
linear dos vetores associados acs auto vetores, que evoluem para o ponto fixo num
tempo ¢ —» oo, do sistema linearizado. O subconjunto, formado por esses vetores,
que se aproxima assintoticamente do ponto fixo para t — +00 é chamado de sube-
spago estdvel e, 0 que se aproxima em ¢ — —00, de subespago instivel. A soma do
ndmero de vetores que complem o subespago estdvel com o nimero de vetores que
compdem o subespaco instdvel é igual & dimensdo do espaco de estado.

Nesta se¢fio vamos mostrar como determinar e apresentar a topologia mais ca-
racteristica dos subespacos, no espago de estado, do circuito Double Seroll continuo
e descontinuo.

3.2.1 Sistema Continuo

O Sistema Double Scroll continuo apresenta trés pontos fixos, P., P. e B,
conforme a equacio (2.17) do capitulo 2. Cada um desses pontos fixos apresenta
os dois tipos de subespacos, estdvel e instdvel, para uma larga combinacao dos
pardmetros « e A, incluindo as situagbes em que a dindmica apresenta, atratores
periddicos e cadticos. Portanto, os pontos fixos sdo do tipo sela.

De acordo com a discussiio feita no final da secao 3.1.2, pontos ao longo das
diregoes dos vetores 7y e 7y, do ponto fixo tipo sela, evoluem no sentido contrario
a0 dos pontos ao longo da direcio de ¥, numa larga faixa de parimetros. Assim,
em geral a combinacio linear de 75 e vr formars um subespaco bidimensional que
serd um plano, e ¥ formars o outro subespaco que serd uma reta, portanto unidi-
mensional. A estabilidade deles dependerd do valor da parte real dos autovalores
calculados para cada ponto fixo. A figura 3.2 mostra que, caracteristicamente, em
£y o subespago estdvel é um plano e o instével ¢ uma reta e, em £ e P, o subespaco

estavel é uma reta e o instdvel é um plano.
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Figura 3.2: Subespacos estdveis (B°) e instdveis (EY) dos pontos fixos Py, Py e P. do sistema
Double Scrol! continuo. Os planos U, e /.. s3o as fronteiras entre os dominios g e DieDye D,
respectivamente. Qi = F5(F) N EY(Py) e Lox = E¥(P) N Ux.

A figura 3.2 mostra a disposicao dos subespacos no espaco de estados do sistema
Double Scroll continuo. A vista é tridimensional e corresponde a uma leve rotacio do
espaco em torno do eixo y. Os dominios do sistema, discutidos na secdo 2.2.2, estdo
representados por Dy, Dy e D.. Py, Fy e P sio, respectivamente, os pontos fixos
do sistema. O plano U, = {{z,y,2) € B® | z = 1} é a fronteira entre os dominios
DieDy,elU.={(ny,z) € R |z=—1} é a fronteira entre os dominios D_ e Dj.
O subespago estavel de % estd representado pelo plano ES(F,) e, o instdvel, pela
reta. BV (). Ambos estdo limitados pelos planos Uy e U_. Observe que EY ()
é composto pelas duas retas que apontam para fora de Py. O plano EY(P.) é o
subespago instdvel do ponto fixo P, e estd limitado somente de um lado por U,.
As retas representadas por E5(P,.), compdem o subespago estivel de P,. Ambas
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apontam para o ponto fixo e apenas a reta inferior estd limitada entre P, o U.,.
Os subespacos de P_ apresentam a mesma geometria que os de Py, respeitando a

simetria do sistema.

Todas as amplitudes possiveis que o vetor v, definido na equacio (3.15), pode
assumir determinam o conjunto de pontos que formam o subespago unidimensional,
Assim, a equagdo (3.12) define esse conjunto para os diversos valores de z'. Como

nessa equagao, todas as coordenadas (@}, comi=1,2e 3}, tém a referéncia localizada,

na posi¢ao do ponto fixo, entdo Tp = X — Ty, onde Tpf; 580 as coordenadas dog
pontos fixos determinadas em (2.17) do capitulo 2. Assim,

EY(P) = {(5,0,2) € ¥ | o] £ 1,9 = AR -} (3.17)
E3(P.) = {(a:,y,z) eR a>1,y= 9-(1—+a@~i'9{:v~ 1L,5)ez= —gy - 1,5} (3.18)

b
E3(P.) = {(m,y,z) eR|z<—1y= EHLl~~J}-E)——’:~£(:z;~f- Lhez= ——gy + 1,5}(3.19)

Os subespagos bidimensionais 30 os planos determinados pela combinagao linear
dos vetores ¥y e 7. Isso implica que,
T—=Zpf Y—Ypr Z— 2y
Tk Yr ZR =0
r Y 2
que resulta em
X (@~ @) +Y (Y = ypr) + Z(2 — 2,5) = 0

onde, X = yhzl — 2y, V = ZpTy — TRzp e Z = ghy) — Yrty. As coordenadas Ty,
formam o vetor 7y e, w7, 0 vetor ¥y, Elas estiio definidas em (3.13) e (3.14). Assim,

E3(P,) = {(z,y,2) € R? [Xe+Yy+Zz=0, jz| < 1) (3.20)

EY(Py} = {(z,y,2) € B | X(z ~ L5)+Yy+Z(z+1,5) =0, x> 1} (3.21)

EY(P.) = {(z,y,2) € B® | X (2 + L) +Yy+2(2-1,5)=0, « < -1} (3.22)

3.2.2 Sistema Descontinuo

A exemplo do sistema continuo, o sistema descontinuo apresenta, na maior parte
das combinacdes de o e 3, pontos fixos do tipo sela. Como determinado no capitulo
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2, nesse sistema existern dois pontos fixos que séo equivalentes aos P, e P. do cir-
cuito continuo. O dominio Dy deixa de existir devido & auséncia da‘inclinagélo central
na curva caracteristica da resisténcia néo linear do sistema com descontinuidade. E,
como os dois sistema sfo equivalentes para |z| > 1, obteremos o mesmo compor-
tamento dessa regido, apresentado pelo circuito continuo, estendida a um dominio
maior, no circuito descontinuo, conforme determinado na se¢do 2.2.2. Assim, neste
caso todos 0s subespacos estaveis s4o unidimensionais e os instaveis, bidimensionais,

Figura 3.3: Subespacos estdveis {£7) e instaveis (EY) dos pontos fixos Py e P_do sistema Double
Scroll descontinuo. O plano Uy é a fronteira entre os dominios Dy e D_.

Na figura 3.3 apresentamos os subespacos do sistema descontinuo. A vista €
tridimensional e corresponde a uma leve rotacio do espaco em torno do eixo y.
Uy = {(z,9,2) € B | 2 = 0} ¢ a fronteira entre os dominios Dy e D_. Py e P_
sdo 08 pontos fixos do sistema. O subespaco instdvel de P, estd representado por
EY(P,). Ele é o plano composto pelos vetores U e ¥y, e estd limitado pelo plano
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Us. ES(P) éo subespaco estdvel de P, . E composto pelas duas retas que apontam
bara o ponto fixo. A reta inferior ests limitada entre ;. e Uy. Da mesma forma que
acontece no sistema continuo, a simetria das equagdes do sistema 1mpoe a mesma,

configuracao dos subespagos no ponto fixo P_.

As mesmas consideracdes feitas, para determinar os subespagos instdveis e estd-
vels dos pontos fixos P, e P_, do sistema continuo, devemn ser feitas aqui, levando
em conta os novos dominios e posi¢oes dos pontos fixos. Assim, o subespago estavel,
de Py e P_ do sistema descontinuo, é dado pelo conjunto

ES(P.) = {(93,1 Z) ER |20,y = E(—1~5'"?b)»~~+_‘3(ar:—3,5) ez = —g-y ~3,5} (3.23)

ES(P_) = {(w,y,z) EW [z<0,y= 9&&%3(3;+3,5) ez= -§y+3,5} (3.24)

¢, 0 instavel, pelo conjunto
EY(Py) = {(z,,2) € B? [ X(2-3,5)+Yy+2(:+3,5 =0, 5 > 0} (3.25)
BY(P) = {(z,y,2) ¢ B? | X{&+3,5)+ Yy + Z(2 ~ 3,5) =0, & < 0} (3.26)

N Y N N R I . s
onde, X' = yhz} — 2yt ¥ ZRY; — Tp2r © Z = TRy; — yhth. As coordenadas Tp,
formam o vetor ¥ e, %y, 0 vetor ¥, Elas estio definidas em (3.13) e (3.14).
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Capitulo 4
Atratores

Atratores sfo conjuntos caracteristicos de sistemas dissipativos, compactos no
espago de fase, e invariantes sob o fluxo e o mapeamento, para onde a dindmica do
sistema converge assintoticamente. Os atratores mais comuns sio conhecidos como

(a) Atrator Pontual: A trajetéria do sisterma converge para um ponto e l4 per-
manece indefinidamente. Esse tipo de atrator & independente do tempo e tem
dimenséo 0.

(b) Ciclo Limite: Neste caso a trajetéria converge para uma curva fechada, no
espago de fase, percorrendo uma trajetoria caracterizada pela sua amplitude
¢ periodicidade. Esse atrator é periédico e tem dimensdo 1 (uma freqiidneia
fundamental).

(c) Estranho: O atrator possui dimensdo fraciondria.

{(d) Cadtico: E caracterizado por apresentar uma divergéncia média, do tipo expo-
nencial, entre duas trajetérias muito proximas. Os atratores cadticos também
apresentam dimensao fracionsria.

Os atratores (a) e (b), citados anteriormente, ¢ mostrados na figura 4.1, tém for-
mas geométricas simples com dimensao inteira ou nula. As trajetérias apresentadas
na figura indicam que o fluxo converge para o atrator pontual {a) e periédico (b).

Atratores que tem propriedades geométricas complexas sdo conhecidos como
atratores estranhos. Para caracterizd-los quantitativamente, medimos a sua di-
mensao. Conjuntos associados a uma dimensfo nao inteira sao chamados fractais
[52]. Os atratores estranhos possuem dimenséo fractal.

49
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(a) ' (b)

S st

Figura 4.1: Atratores tipo (a} pontual e (b} ciclo limite.

Outra medida quantitativa de um atrator é o expoente caracteristico de Lya-
punov ou nimero de Lyapunov [49, 53]. Esta medida estd baseada na sensibilidade
as condig¢des iniciais dos sistemas dindmicos. FEssa sensibilidade tem conseqiiéncias
praticas, uma vez que pequenos desvios nas condi¢des iniciais estdo sempre pre-
sentes, seja devido a imprecisdes inerentes ou pela existéncia de ruido experimental.
Os expoentes caracteristicos de Lyapunov medem a taxa de divergéncia exponencial
de trajetorias muito préximas e serfio melhor discutidos na secdo 4.1.2. Um atrator
¢ considerado cadtico se pelo menos um dos expoentes de Lyapunov for positivo.

Os atratores catticos possuem dimensio fractal mas existem atratores com di-
mensoes fractais que nao apresentam nenhum expoente de Lyapunov positivo e,
portanto, néo sao cadticos [54]. Dessa forma, o termo caos reflete a sensibilidade as
condigdes iniciais de um sistema, e o termo estranho, & geometria do atrator,

O circuito Double Scroll Scroll ndo apresenta atratores estranhos que nao sejam
cadticos. Por outro lado, apresenta conjuntos invariantes chamados dérbitas ho-
moclinicas, através dos quais é possivel demonstrar que existe um conjunto cadético
na sua vizinhanca (teorema de Shilnikov [15, 16, 17]).

Neste capitulo, nfo se pretende demonstrar os teoremas, mas apresentamos, na
secao 4.1, seus aspectos mais importantes no intuito de dar sustentacéo & existéncia
de conjuntos cadticos no circuite Double Scroll. O teorema de Shilnikov estd tratado
de forma rigorosa no capitulo & por fazer parte da demonstragdo de bifurcagdes no
sistema desenvolvida neste programa de doutoramento. Para a teoria completa dos
expoentes de Lyapunov sugerimos as referéncias anteriormente citadas. Na secio
4.2 apresentamos uma andlise da dindmica através dos subespacos do sistema capaz
de explicar a formacio dos atratores. A coexisténcia de atratores, suas bacias de
atracdo e as regioes do espagos dos pardmetros em que eles ocorrem também estio
discutidas nesta secio.
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4.1 Existéncia de Conjuntos Cadticos

No final do século XIX, Poincaré observou que a complexidade do comporta-
mento dindmico do sistema de trés COrpos, que mais tarde viria a ser chamado de
caos, devia-se & existéncia de pontos chamados homoclinicos em mapeamentos do
sistema [13] {(a idéia de analisar o sistema por meio de mapas ¢ originalmente de
Poincaré ¢ a definicio desse mapeamento estd apresentada na secio 4.2.1). Em
1963, Smale {14] mostrou que um conjunto cadtico é formado de infinitas érhitas
periodicas e que, através de um processo de contragdo, expansio e dobramento,
formam-se estruturas no mapa conhecidos como ferraduras de Smale. Essas fer-
raduras sio fcones dos sistemas cadticos. No mesmo ano Melnikov mostrou que
a existéncia de estruturag invariantes, chamadas de 6rbitas homoclinicas, em sis-
temas discretos bidimensionais, implica no surgimento de pontos homoclinicos e
portanto em caos [55]. A partir de 1965, através de uma série de artigos [15, 16, 17],
Shilnikov associou as érbitas homoclinicas no fluxo com a existéncia das ferraduras
de Smale. No final dos anos setenta, e comego dos oitenta, os resultados matematicos
de Shilnikov foram popularizados pelos trabalhos pioneiros de Arneodo, Coullet e
C. Tresser 18, 19, 20, 21, 22] publicados em revistas de distintas dreas da fisica,
quimica ¢ biologia.

O estudo de érbitas homoclinicas, no fluxo, é umna das partes centrais deste tra-
balho e serd analisado, desde a sua formacio até as regites do espago dos parimetros
em que ecla acontece, nos proximos capitulos. Na secfio 4.1.1 est4 apresentado uma,
breve descricdo, suficiente para a compreenséo do teorema de Shilnikov. No final da
introducéo do capitulo 7 estio apresentados os motivos pelos quais ndao pode haver
formagéo de wma érbita homoclinica no sistema Double Scroll descontinuo. Assim,
0 teorema ndo se aplica nesse sistema, mas ¢ vélido para o sistema, continuo.

Em 1966, Lyapunov mostrou como quantificar a dependéncia sensitiva is condi-
¢oes inicials, ou seja, o caos, através dos expoentes caracteristicos de Lyapunov [53],
cuja proposta se transformou na forma majs usada para verificar se o comportamento
dindmico de um sistema é caético. A existéncia de conjuntos cadticos, no fluxo,
pode ser demonstrada analiticamente pelo teorema de Shilnikov, mas raros sio os
sistemas que permitem a determinagio analitica dos expoentes de Lyapunov. Neste
caso € necessdrio determind-los numericamente. Na secio 4.1.2 estd apresentaco
como medir os expoentes de Lyapunov e em seguida os resultados dessas medidas
no sistema Double Seroll continuo ¢ descontinuo.
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4.1.1 Teorema de Shilnikov

Uma das condicdes do teorema de Shilnikov é que deve existir uma drbita ho-
moclinica no sistema. A 6rbita homoclinica no fluxo é formada pela fusao da va-
riedade instdvel e estdvel de um ponto fixo. Para o teorema o ponto fixo deve ser
do tipo foco sela, ou seja, como estamos tratando de sistema tridimensionais, dois
antovalores da matriz Jacobina no ponto fixo devem ser complexos conjugados e o
outro puramente real. A variedade estavel é formada pelo conjunto de pontos que
descrevem trajetorias que se aproximam assintoticamente de wm ponto fixo num
intervalo de tempo ¢ — 400, e a variedade instdvel é formada pelo conjunto de
pontos que descrevem trajetorias que se aproximam assintoticamente do ponto fixo
num intervalo de tempo t — —oo (figura 4.2(a)). Quando a érbita homoclinica é
formada, a érbita converge para o ponto fixo num tempo ¢ — +oo {figura 4.2(b)).

(a) {b)

Figura 4.2: (a) Variedade estdvel (seta na direcdo do ponto fixo) e instdvel (seta na direcSo contriria
ao ponto fixo) (b) Orbita Homoclinica.

O teorema de Shilnikov é valido para sistemas de equacdes diferenciais em R®
que possam ser reduzidos ao sistema
i = pr —wy+ Pz, y,2 1)
U = we + py + Qfz, v, 2 ) (4.1}
2= Az + R(z,y, 7 )
onde:

I— u é o pardmetro de controle.

II— P(0,9,0; 1)=Q0,0,0; 1)=R(0,0,0; u)=0.

I Ap < 0e w0
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IV— | p/A|< 1.

Note que o sistema apresenta um ponto fixo na origem (0,0,0). Os autovalores
do sistema (4.1) linearizado s8o Ay = p £ iw e Ay = A, Apesar do ftem [I] mostrar
apenas um parametro de controle, o sistema pode conter outros. A condicao apre-
sentada no ftem [II] garante que as funcdes P, Q e R se anulem quando o sistema for
linearizado em torno do ponto fixo. Nessas condi¢des a Jacobiana do sistema sers
constante. A condigdo Ap < 0 implica que o ponto fixo deve possuir as variedades
estavel e instdvel, o que caracteriza um ponto fixo tipo sela, e a condigio w # 0 im-
plica na existéncia de autovalores imagindrios, tipico de ponto fixo tipo foco. Assim,
a condigao do ftem [III} impde que o ponto fixo deve ser do tipo sela foco. E, por
fim, a condi¢io [IV] ¢ conhecida como a condicdo de Shilnikov.

O teorema de Shilnikov diz que se existir uma 6rbita, homoclinica de um ponto
fixo sela foco e o sistema dindmico puder ser representado pelo sistema de equacdes
diferenciais (4.1) com [I a IV] respeitados, entdo existe uma contével infinidade
de ferraduras de Smale na vizinhanca da érbita homoclinica. Se & condicido de
Shilnikov {[TV]) néo for obedecida, serd formada um conjunto finito, ou vazio, de
orbitas periddicas e nenhuma ferradura.

Uma forma pictérica de entender a formacdo de ferraduras de Smale ests, apre-
sentada na figura 4.3. A forma em espiral com que a orbita homoclinica se apresenta,
nas proximidades do ponto fixo, revela que o ponto fixo é do tipo sela foco. ¥ (o)
representa o conjunto de pontos da superficie retangular & no tempo tg. Inicial-
mente, X estd posicionado acima e perpendicularmente 3 diregdo da érbita. Os
pontos mais proximos da 6érbita homoclinica convergirio para o ponto fixo de forma
mais lenta que os demais, dado que um ponto na érbita leva um tempo infinito para
alcangar o ponto fixo. Por outro lado, observe que o lado da superficie retangular,
logo acima da dérbita, deve contrair-se & medida que se aproxima do ponto fixo. Por-
tanto, haverd uma expanséo, ao longo da diregio da drbita, e um estreitamento, na
direcio transversal, da superficie Y(ty). Além do mais, as curvas da érbita causam
dobramentos formando a superficie £(#,) no instante ;. Em seguida toda a su-
perficie se afasta do ponto fixo por influéncia da sua variedade instével formando
a superficie X(¢2) no instante ¢5. O sistema passa a evoluir praticamente sem mu-
dangas topoldgicas formando as superficies ¥(t3) e B(ty) até que atravessa o plano
que contém a superficie L(t). A evolucdo da superficie >(t4) intersecciona esse
plano formando ¥'. Note que a superficie 3’ apresenta regides que interseccionam
L(to), isso significa que existem pontos em L(to) que sdo mapeados nele mesmo,
caracterizando a existéncia de érbitas periédicas. A superficic ¥ tem a forma de
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Figura 4.3: Ferradura de Smale segundo o teorema de Shilnikov,

uma ferradura de Smale, tipica de sistemas cadticos. A demonstragio rigorosa da
existéncia das drbitas periddicas pode ser obtida impondo z=z; e r=7y na equacio
(8.8} do capitulo 8.

4.1.2 Expoente de Lyapunov

O termo trajetdria cadtica estd associado & imprevisibilidade da trajetdria ao
longo do tempo. Mas se o sistema é deterministico, como é que pode ser néo
previsivel? A resposta a esta pergunta estd na sensibilidade as condigdes iniciais que
o sistema apresenta. Vamos supor dois pontos num espaco de fase de trés dimensdoes,
inicialmente bem préximos. Em trajetérias cadticas de um atrator, esses pontos vio
se separar exponencialmente com o tempo, até que num instante estario percorrendo
trajetorias completamente distintas que jamais vao se cruzar, do ponto de vista
local, mas que, globalmente, estardo presas ao atrator. Os expoentes caracteristicos
de Lyapunov ou numero de Lyapunov, medem a taxa média da divergéncia das
trajetorias, ou seja, quantifica a sensibilidade as condi¢des iniciais.
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Consideremos um pequeno volume esférico de condigdes iniciais de raio e(ty) em
torno do ponto inicial zy, no espaco de estado de dimensio 3. Vamos acompanhar
a evolugdo das condigbes iniciais ¥, contidas no volume. Inicialmente temos gue:

%0 — 20| < €(to) (4.2)

A medida que o tempo vail passando, o fluxo transforma a esfera num elipséide
com eixos principais ¢;, ¢ =1, 2, 3, pois terd ocorrido, em média, a contracio de
um dos seus eixos, expansio do outro e, condigdes iniciais que estio no eixo que
corresponde a diregdo da trajetéria de zy, ndo alterario suas distancias relativas, ou
seja, nesse eixo, em média, néo ocorre contragao nem expansio.

So(tu) gl(r])

A

(1)

Figura 4.4: Representagio da evolucio da esfera de condig@es iniciais numa dindmica cadtica.

A figura 4.4 faz uma representacio em duas dimensdes de como ocorre a de-
formacéo da esfera. A circunferéncia, fronteira das condigdes inicials, de raio ¢(t,),
centrado em xg, sofre expansio em uma diregao, representado pelo eixo e1{ty), e
contragio na outra (ez(t)).

Os expoentes de Lyapunov medem a média da variagio exponencial desses eixos,
e sao definidos por:

111 “i(t)

MR et My T2 3

Da equacdo (4.3), é intuitivo verificar que
Ei(t) ~z (E{)(If())e)‘i'6 (44)

Podemos concluir, que hé expansio orbital, numa direcdo, cada vez que se tenha
0 expoente de Lyapunov, associado a ele, positivo. Portanto, a divergéncia a que
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se refere a dependéncia as condicbes iniciais de um sistema cadtico, implica na
existéncia de pelo menos um expoente positivo. Nas solugdes periddicas e quase-
periddicas, hd uma contragiio nas diregdes perpendiculares ao movimento o que
implica em expoentes negatives. Para um instante ¢ qualquer, um elemento do
volume no espago de fase pode ser escrito assim:

3
sV(t) = [[a® (4.5)
i=1
Substituindo a 4.4 em 4.5 obtemos
3
SV (t) = 6V (0} exp Z Ait (4.6)
4==1

Nos circuitos considerados neste trabalho ocorrem as situagdes:

3
a) Z A > 0= §V(t) > dV(0), e o fluxo diverge.

i=1

3
b) Z A < 0= 6V (t) < 6V{0), e o fluxo nio diverge.
i=1
Em b) estd a condigdo em que o sistema ¢ dissipativo quando o volume se contrai.
Iisse ¢ o caso de interesse neste capitulo. Através dos expoentes de Lyapunov é
possivel identificar o tipo do atrator. Vamos verificar como isso pode ser feito para
o sistema dissipativo de trés dimensoes:

Pontual: todas as direcoes devem se contrair para um tnico ponto, assim o0s ex-
poentes devem ser (—, —, —).

Ciclo limite: apenas a direcdo da trajetéria nio deve, em média, se contrair, por-
tanto (0, —, —).

Cadtico: devido 3 sensibilidade as condicdes iniciais, pelo menos um expoente deve
ser positivo. O expoente associado & direcao do fluxo deve ser nulo. O fato do
sistema. sexr dissipativo implica que a soma dos expoentes deve ser negativo, o
que s6 pode acontecer se o terceiro expoente for negativo, assim (+, -, 0).

Note que para que ocorra um atrator pontual, basta um sistema de uma dimenséo
com expoente de Lyapunov negativo. Isso significa que, quando evoluidas no tempo,
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a distdncia entre duas condicdes iniciais diminuird infinitamente, tornando-se nula
quando atingirem o ponto fixo. Para que ocorra um ciclo limite (érbita periddica
estavel), além da direciio de contraciio como no caso do atrator pontual, é necessdrio
no minimo uma outra dimensio com expoente de Lyapunov nulo, o que reflete o
fato de que duas condicdes iniciais sobre o ciclo limite, quando evoluidas, em média
nao sofrerdo contracdo nem expansdo. Isso é facil de perceber se observarmos que,
decorrido um intervalo de tempo igual ao periodo do ciclo limite, o sistema apre-
senta solucdes nas mesmas posighes das suas condigdes inicials, mantendo a mesma
distincia entre eles. Para um atrator cadtico é necessdrio pelo menos um sistema
tridimensional. Duas dire¢oes devem comportar-se como no ciclo limite, ¢ a terceira
deve apresentar expoente de Lyapunov positivo. Isso caracteriza a divergéncia ex-
ponencial entre duas trajetérias com condigdes iniciais muito préximas, responsivel
pela sensibilidade as condicOes iniciais de um sistema caotico.

Resumindo, as condicdes que identificamos para ocorréncia de atrator cadtico,

num sistema tridimensional, sdo:

1. A > 0, existéncia de um expoente de Lyapunov positivo.
3

2. Z A; < 0, 0 que garante a contracdo do volume de um sistema dissipativo.
il

A figura 4.5 mostra os tipos de atratores que ocorrem no circuito Double Scroll
descontinuo (a) e continuo (b), segundo o expoente de Lyapunov e autovalores dos
pontos fixos. O circuito descontinuo apresenta atratores pontuais e cadticos, en-
quanto o continuo, apresenta atratores pontuais, cadticos e janclas periddicas. Para
o calculo do expoente de Lyapunov foi utilizado o algoritmo desenvolvido por Wolf
[56] e implementado por Santos [57]. A esse programa foram feitas adaptaces para
compatibilizé-los aos sistemas aqui estudados.

No circuito descontinuo existem apenas os dois pontos fixos siméiricos. Dessa
forma, para verificar a estabilidade dos pontos fixos basta determinar os autovalores
do sistema. A figura 3.1, apresentada no capitulo Andlise Linear, mostra que existem
pardmetros em que a parte real do autovalor imaginério (p) e o autovalor real (A)
dos pontos fixos Py e P_ sio negativos, i.e., os pontos fixos sdo atratores pontuais.
Na figura 4.5, os atratores pontuais, do circuito descontinuo, foram determinados
através dos seus autovalores. Os demais atratores da figura foram determinados
através do expoente de Lyapunov.,

A fronteira dos atratores pontuais e dos cadticos, no espago dos pardmetros, ¢

caracterizada pela parte real do autovalor imagindrio com valor nulo. Isso implica
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Figura 4.5: Diagrama dos Atratores, segundo o expoente de Lyapunov, no circuito Double Scroll
continuo (a) e descontinuo (b). Resolugdo 500x500 pontos. Os atratores pontuais do circuito des-
continuo foram determinados através dos autovalores dos pontos fixos.

que atratores caéticos proximos a essa fronteira tenham uma baixa divergéncia expo-
nencial, principalmente no circuito descontinuo, sendo necessdrio longas trajetéria
para a determinacdo do expoente de Lyapunov. Para determinar os pardmetros
dos atratores cadticos na figura 4.5(a) foram necessdrios um intervalo de tempo de
T = 200 para a avaliacdo do expoente, com um transiente de 7 = 50 a passos de dr
=10"3. Para gerar a figura 4.5(b), o sistema sofreu evolugdes discretas de tempo dr
=10"3. Decorrendo um intervalo de tempo 7 = 50 para eliminar o transiente e mais
7 = 50 para a determinacdo do expoente de Lyapunov.

4.2 Tipos de Atratores

Na secdo anterior identificamos que estdo presentes, no espaco dos pardmetros,
os atratores pontuais, ciclos limite e cadticos. No circuito Double Scroll continuo
existe uma variada quantidade de distintos atratores periddicos e cadticos, e estas
diferencas nio podem ser identificados pelo cédlculo do expoente de Lyapunov.

Nesta secdo vamos mostrar um método para identificar pardmetros de oérbitas
periédicas semelhantes e com isso mostrar como o surgimento dessas drbitas estd
relacionada com o atrator cadtico. A figura 4.5(b) mostrou que as érbitas periédicas
fazem fronteira com os atratores cadticos no espago dos parametros. O que queremos
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identificar ¢ o tipo de érbitas periddica e caética que estao nessa fronteira. Além do
mais, ¢ possivel identificar, usando este mesmo método, 0s pardmetros que contém
atratores cadticos com diferencas acentuadas como os atratores tipo Rossler e Dou-
ble Scroll. Apresentamos, também, as trajetorias que formam todos estes atratores
1o espaco de fase, identificando coexisténcia de atratores cadticos, e no final apre-
sentamos ainda uma cole¢io de atratores caéticos distintos que o circuito Double
Scroll continuo pode apresentar. Como o circuito descontinuo nio apresenta, orbitas
periddicas e os atratores cadticos sio muito semelhantes, a existéncia de atratores
distintos, nesse sistema, serd abordada no préximo capitulo.

4.2.1 Espago dos Parametros

Para identificar pardmetros que apresentam atratores parecidos, analisamos o
atrator no espago de fase. Uma das formas mais simples de fazer isso é através da
analise de uma se¢io transversal ao atrator. A idéia de reduzir o estudo de sistemas
continuos no tempo para o estudo de um sistema discreto no tempo, associado ao
fluxo, ¢ devida & Poincaré [13]. O mapa de Poincaré é um sistema discreto no
tempo que estd associado a uma equago diferencial ordinaria. Uma discussio mais
completa sobre esse assunto pode ser encontrada em [58], nés aqui vamos nos limitar
a sua utilidade na determinacio dos diferentes atratores periddicos e de atratores
cadticos com diferencas acentuadas.

Figura 4.6: Sec3o de Poincaré.

A figura 4.6 mostra uma secio de Poincaré 2, onde uma trajetdria, com condicio
inicial em zy a cruza mais duas vezes. A se¢do de Poincaré ¢ uwm plano infinito,
assim, para cada revolu¢do da trajetéria serio definidos dois pontos na segio. Para
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o estudo que estamos fazendo, um dos pontos pode ser desprezado. Assim, somente
consideraremos os pontos que foram originados por um dos sentidos do fluxo. Essas
consideractes definem o mapa de Poincaré de primeiro retorno. Neste caso, numa
6rbita periédica de perfodo um (uma revolugio), observaremos um ponto no mapa,
de perfodo dois (duas revolugdes), dois, e assim por diante.

A secio de Poincaré, utilizada na nossa andlise, estd4 definida no plano ¥ =
{z,y,2 € B | y == 0}, e consideraremos os pontos marcados pelas trajetérias que
tenham o sentido de y positivo para y negativo. Essa secdo foi escolhida por conter
os trés pontos fixos e, portanto, atravessa os trés dominios, garantindo que a maioria
das revolugbes passem por esse plano. Dessa forma, os atratores cadticos podem ser
diferenciados pela regido que a trajetdria visita o mapa: o atrator Double Scroll
visita todos os dominios Dy, D, e D._, e o atrator tipo Rossler cruza ¥ em apenas
duas regides que pertencem aos dominios Dy e D, ou aos dominios Dy e D_.

Do ponto de vista numérico, é preciso tomar alguns cuidados ao estabelecer o
critério para a identificagio das érbitas periddicas . O fato é que qualquer trajetdria
analisada tem um transiente infinito até atingir o atrator periddico. Assim, existe
um compromisso entre o tempo de evolugao do sistema e a aproximacao da trajetoria
a Orbita periddica. Na se¢io de Poincaré, essa aproximacio fica caracterizada por
uma concentracao de pontos que, a cada periodo que passa, convergem para um
ponto. Assim, a disténcia de dois pontos tomados a cada perfodo deve ser sempre
menor que uma distdncia ¢ para que possamos considerd-los como sendo o mesmo
ponto. Se entre esses dois pontos forem marcados n pontos na se¢do de Poincaré, o
periodo serd dado por n+ 1. A disténcia ¢ pode ser tanto menor quanto maior for o
tempo de evolugdo do sistema, mas isso implica num tempo maior de computacio.
Por outro lado, € grande pode implicar num erro na determinacio do periodo da
érbita, levando a um erro na avaliacao do perfodo da érbita. Existe alnda um
outro cuidado a ser tomado, o passo de integragao dr do integrador. Passos grandes
favorecem longos tempos de evolugdo, porém inserem imprecisdo na integracio. Por
outro lado, pequenos passos tém maior precisdo, mas implicam em maior tempo
de integracao. Assim, existe um compromisso entre a distincia minima €, a partir
da qual consideramos que dois pontos sejam iguais, e o passo de integragdo dr,
versus a precisao da avaliacdo de nma érbita periddica e o tempo de processamento
computacional.

Na figura 4.7 estd o resultado desta andlise. A resolucao é de 500x500 pontos. Foi
utilizado um passo de integracio de dr = 5 x 107%, num intervalo de tempo 7 = 70
para eliminar o transiente, ¢ mais 7 = 30 para detectar o tipo de comportamento,
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Figura 4.7: Atratores periédicos e cadticos no espago dos pardmetros do circuito Double Scroll
continuo.

0 que equivale a pelo menos 100 revolugdes avaliadas em torno dos pontos fixos.
Nestas condicdes consideramos distancias menores que € = 2 x 10~* como sendo o
mesmo ponto. A condicdo inicial para todos os parametros foi (2o, Yo, 20)=(0, 0,5,
0,5). Para a avaliacdo do periodo, considerou-se em regime periddico as trajetorias
que, para um mesmo intervalo de tempo, atravessaram por quatro vezes a se¢ao de
Poincaré a uma distdncia maxima entre eles de e. Foram feitas rotinas para detectar
érbitas com periodos de um a seis. Os atratores pontuais estao localizados na regiao
compreendida entre o eixo 5 e a regido em cinza (periodo 1), e entre a regido em azul
(Double Scroll) e o eixo «, estd o conjunto de pardmetros para os quais o sistema
diverge.

Entre os atratores, os pontuais sdo os que preenchem a maior parte do espago
dos pardmetros, seguido do periddico de periodo 1, e dos cadticos Double Scroll e
Rossler. Imersas nas regioes do espaco dos paradmetros em que ocorrem os atratores
cadticos vemos vdrias regides de atratores periédicos formando janelas periddicas.

Para valores crescente de o com £ fixo, partindo da regido do atrator pontual
em direcio a regido do atrator caético tipo Rdssler, o atrator pontual sofre uma
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bifurcacio de Hopf [59, 58], na qual se transforma numa 6rbita periédica de perfodo
1. Na seqliéncia, sofre outra bifurcacio dobrando o seu periodo para 2 e em seguida
para 4. Essa bifurcacéo de periodo caracteriza uma rota para o caos via duplicagio
de periodo, levando ao cenério de Feigenbaum [60, 61]. Esse cendrio ¢ constituido
por uma cascata de bifurcagbes periddicas de periodos 1, 2, 4,..., 2. O pardmetro o
em que n — 0o ¢ um ponto de acumulacéo de érbitas periddicas, chamado de ponto
de acumulagio de Feigenbaum, a partir do qual o sistema passa a ter comportamento
cadtico. No caso aqui estudado, o atrator caético é o do tipo Réssler, como pode
ser visto na figura 4.7,

2.5 , . , : , : 2.5 : , 1 , ;
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Figura 4.8: Rota para o caos via bifurcacio de periodo. (a) Periodo 1. {b) Perfodo 2. (c) Periodo 4.
{d)Atrator caético tipo Rossler
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A figura 4.8 apresenta uma sequéncia de trés bifurcacdes, de periodos para o
parametro 8 = 20 fixo. Os atratores pontuais, para esse parametro, ocorrem somente
para valores de o < 8,3. Aumentando-se o pardmetro «, o atrator pontual bifurca
tornando-se uma érbita periddica de periodo 1, semelhante aquela apresentada na
figura (a). Aumentando-se esse pardmetro um pouco mais, essa Orbita aumenta o
seu tamanho até o instante em que duplica o seu periodo e transforma-se numa
érbita de periodo 2 (b). Esta, por sua vez, continua crescendo e sofre mais uma
bifurcagdo, para um pequeno aumento de @, dobrando seu periodo para 4 (c). A
medida que « vai aumentando, as bifurcagdes para os perfodos 8, 16, ..., 2" vio

2.5 R e — 2,5 e e e—

0=10,935 (a) | L a=11,070 by |
820,020

=20,020
5 B

0,5

0
y
I

a=11,055 (c) ; L =10,948 (dy |
B=20,090

A=20,020

Figura 4.9: Atratores periddicos que formam Janelas periédicas na regifo do atrator cadtico tipo
Rossler. (a) Periodo 3. (b} Periodo 4. (c) Periodo 5. (d) Periodo 6.
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acontecendo até que se chega num valor do parimetro em que é atingido o ponto de
acumulacdo de Feigenbaum, onde surge o atrator tipo Rossler (d).

Imersas na regifo onde ocorre o atrator cadticos tipo Réssler estdo presentes
janelas periddicas. Os atratores pertencentes a essas janelas periddicas estdo apre-
sentados na figura 4.9. Cada um desses tipos de atratores forma uma faixa continua
no espaco dos pardmetros, como mostra a figura 4.7. Algumas faixas néo apresentam
continuidade devido a resolugio utilizada. Note que todos esses atratores periddicos
tém caracteristicas que lembram o atrator tipo Rossler.

e A B S S ety | L o e e A S
G=12,550 0=12,375 ’
B=19,075 B=19,075

teedib e o L L

o=12,030
819,075

PSR R T NS (OUTOU0N P UN U TO N T N S N

'
3]
i

Figura 4.10: Atratores periddicos que formam janelas periddicas na regido do atrator cadtico Double
Scroll. (a) Perfodo 3. (b) Perfodo 4. (¢} Perfodo 5. (d) Perfodo 6.

A exemplo dos atratores periddicos na regido do atrator cadtico tipo Rossler, os
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atratores da figura 4.10 também se apresentam em uma faixa continua o espaco
dos parmetros e carregam consigo caracteristicas do atrator cadtico Double Scroll.
Cada conjunto continuo de pontos de mesma cor , 0 espago dos paridmetros, forma
uma familia de atratores de mesma forma topoldgica. Assim, as duas faixas amarelas
(periodo 5) da figura 4.7, ainda que sejam do mesmo periodo, pertencem a familias
distintas.

4.2.2 Formacao dos Atratores

O fato do circuito Double Scroll ser linear por partes permite que a formacio
dos atratores seja entendida através do estudo da infludncia dos subespacos dos
pontos fixos no fluxo. Os subespacos foram determinados no capitulo 3 e estio
apresentados nas figuras 3.3, para o circuito descontinuo, e 3.2, para o circuito
continuo. B necessario o acompanhamento dessas figuras nas anélises que faremos
nesta secao.

Circuito Descontinuo

O teorema de existéncia e unicidade [58] garante que uma trajetoria nunca atra-
vessard transversalmente um subespaco no espaco de estado. Assim, os planos dos

C T T T T T T ¥ ]
0=9,5
[(=20,0
5 -
X 0
S
-2

Figura 4.11: Trajet6ria de um atrator cadtico do circuito descontinuo,
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subespagos instdveis limitam os atratores, o que nos permite compreender como se
desenvolve a trajetéria do atrator.

Vamos supor uma condigdo inicial préxima ao subespago estdvel E°{P,) no
dominio Dy (figura 3.3). A trajetdria é atraida para o ponto fixo P. pelo subespaco
estdvel até aproximar-se do instdvel EV(P,). Como ela nfo pode atravessé-la, passa
a segui-la, e adquire um movimento em espiral a uwma distdncia muito préxima do
subespago instdvel, afastando-se exponencialmente do ponto fixo, até que atravessa
a fronteira Uy dos dominios, e passa a ser governada pelos subespacos do dominio
D... Assim, passa a ser atraida pela subespaco estdvel E°{P_) para o ponto fixo P_,
aproximando-se do subespago EY(P_). Comega entio a seguir a subespago instdvel
espiralando e cruzando novamente a fronteira dos dominios, repetindo novamente o
Processo.

A figura 4.11 ilustra todo o processo discutido. Note que o cruzamento da
trajetoria na fronteira Uy ocorre num ponto nao diferencidvel, como mostrado no
capitulo 2. Para gerar essa figura usamos uma condicdo inicial em (0,5, 0,5, -1,5)
evolufdos num tempo de 7 = 22,5 a passos de dr =5 x 1072,

Circuito Continuo

Os autovalores calculados nos pontos fixos P, e P_ do circuito descontinuo a-
presentam os mesmos valores que no circuito continuo, para os mesmos parimetros
o e 3. Isso significa que os subespacos desses pontos fixos sdo geometricamente
semelhantes. Porém, a existéncia do ponto fixo F, implica em outros subespacos
que contribuem para ocorréncia de comportamentos mais complexos.

Dada uma condicao inicial, préxima ao subespago instdvel EV(Fy) de P, (figura
3.2), a trajetdria é conduzida para o dominio D, atraida para o ponto fixo Py pelo
subespago estivel E°(P.). Em seguida passa a ter um movimento em espiral em
virtude do comportamento do fluxo no subespago instdvel EV(P,). A partir desse
instante, existem duas situactes possiveis. Ou a trajetdria atravessa a fronteira U,
pelo lado direito de Lgy , ou pelo seu lado esquerdo.

Considerando que a trajetdria cruzou a fronteira pelo lado direito de Lo, ela se
aproximard do ponto fixo Py, atraida pela subespago estdvel E°(F)) e, devido 3 in-
fluéncia da subespago instdvel EY(F), sera redirecionada para a regifo de dominio
D, repetindo todo o processo novamente. Se esse processo se repetir indefinida-
mente, entdo o atrator formado é o do tipo Rossler, como mostrado na figura 4.12{a).

Caso a trajetéria cruze a fronteira pelo lado esquerdo de Lg,., ela serd atraida
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Figura 4.12: Trajetdria dos atratores cadticos Réssler {a) e Double Scroll (b).

para Py pelo subespago estavel EF°(F), mas pelo outro lado desse plano. Assim,
desta vez, quando se aproximar de P, serd direcionada para o dominio D_ pelo
subespago instadvel EY{P,)}. L4 chegando, serd atraida para o ponto fixo P pelo seu
subespago estdvel E°(P_), e passa a descrever um movimento em espiral, afastando-
se do ponto fixo, em virtude do subespago instavel EY(P_), e entdo scgue a mesma
analise feita em P, formando o atrator cadtico Double Scroll mostrado na figura
4.12(b).

As trajetdrias da figura 4.12 tém condigdo inicial (0,10, 0,01, 0,00) ¢ correspon-
dem a intervalos de tempo de 7 = 11, 5 para o atrator tipo Rossler (a) e 7 = 15 para
o atrator Double Scroll (b), ambos integrados a passos de dr = 1072

4.2.3 Coexisténcia de atratores

O circuito de Chua tem simetria fmpar f{z) = —f(—x). Isso cria condicdes
para que um atrator, que ndo apresenta simetria, coexista com outro atrator numa
regiao simetricamente oposto a este. O exemplo mais simples disso sdo os atratores
pontuais 4 = (k,0,~k) ¢ P. = (—k,0,k), onde % foi definido na seciio 2.2.3.
No circuito continuo, a grande maioria dos atratores periddicos apresentam pares
simétricos. A figura 4.13(a) mostra a coexisténcia dos atratores cadticos tipo Réssler.

Os atratores apresentados na figura 4.13(a) coexistem no espaco de estado, mas
nao se manifestam ao mesmo tempo. Quem determina para qual atrator a trajetdria
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Figura 4.13: (a) Atratores coexistentes do tipo Réssler (b) Bacia de atracdo dos atratores em x = 0.

convergir sio as condicdes iniciais do sistema. O conjunto de condigdes iniciais que
levam a um atrator recebe o nome de bacia de atracdo desse atrator. Uma vez que
a 6rbita convergiu para um dos atratores, 14 permanece indefinidamente. A figura
4.13(b) é a bacia de atracio, localizada em z = 0, dos atratores apresentados em (a).
A regifio de condicdes iniciais associadas a um atrator estd desenhada na mesma cor
desse atrator. Condicoes iniciais na regido em branco convergem para o infinito.

Todos os atratores periédicos, imersos na regifo dos pardmetros do atrator tipo
Rossler, ou fora das regides de ocorréncia de atratores cadticos, no espago dos
pardmetros, apresentam coexisténcia de atratores simétricos. Mas existe também
coexisténcia de atratores distintos. Como exemplo podemos citar a coexisténcia de
trés atratores encontrados por Lozi [62], como mostra a figura 4.14.

Para garantir o comportamento assint6tico, todos os atratores da figura 4.14
tiveram um tempo de evolucdo de 7 = 10* para eliminar o transiente. As trajetérias
correspondem a um intervalo de tempo de 7 = 10%2. Os atratores nas cores azul
e verde ndo apresentam simetria, mas sio simétricos entre si, tal qual os atratores
tipo Rossler apresentados na figura 4.13(a). O atrator na cor vermelha é simétrico,
e por isso ndo apresenta o seu par. As condigdes iniciais que levam aos atratores
s30, para o vermelho, (-0.005, 0.017, 0.019), para o verde, (-0.002, 0.014, 0.010), e
para o azul, (0.002, -0.014, -0.010).
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2.5 — — ' T ]
| a=15,60
b=28,58

Figura 4.14: Coexisténcia de trés atratores caéticos no circuito Double Scroll continuo.

4.2.4 Atratores Cadticos

O circuito Double Scroll continuo apresenta uma enorme quantidade de atratores
cadticos. Os mais conhecidos sio os atratores tipo Réssler e o Double Scroll que,
para os parametros a = —% eb= —%, s80 0s mais comuns.

O atrator tipo Rossler, apresentado diversas vezes neste capitulo (figura 4.13(a)),
recebe esse nome porque é muito parecido com o atrator caético do sistema de
Réssler [63], mas apresenta um comportamento distinto, como estd discutido na
secdo 5.1. O Double Scroll é o atrator caético caracteristico deste sistema. Recebe
esse nome por ter a forma de um pergaminho retorcido ao meio. Ele est4 apresentado
na figura 4.15.

Além dos atratores coexistentes da figura 4.14, do tipo Rossler e do Double Scroll,
as equacoes do sistema permite formar uma série de outros atratores cadticos, o que
torna este sistema interessante para o estudo de transigoes de comportamentos.

Para completar este capitulo sobre atratores no circuito Double Scroll, a seguir
apresentamos uma série de outros atratores cadticos. Alguns desses atratores podem
ser observados na pritica, como é o caso das figuras 4.15, 4.18 e 4.20. Os demais
apresentam « e 3 negativos, o que implicaria em valores, do indutor ou dos capa-
citores, negativos, o que nio invalida o estudo tedrico do sistema. Uma quantidade

mais completa de atratores pode ser encontrado em [36].
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Tabela 4.1: Valores dos pardmetros de distintos atratores cadticos no circuito Double Scrofl continuo.

Figura 4.15:
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Figura 4.18:

Figura 4.19:
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Capitulo 5

Bifurcagoes de Atratores Cadticos

Atratores cadticos sofrem mudangas topoldgicas na sua estrutura, quando se varia
um pardmetro de controle. Essas mudangas podem ser desde a variacio suave do
seu tamanho, até uma variacio brusca de comportamento, provocando bifurcacdes
no atrator. As mudangas sibitas do atrator sio chamadas de crises (64, 65, 54]. A
bifurcacdo do atrator tipo Réssler para o Double Scroll 6 um exemplo de crise.

Como continuagio do capitulo anterior, onde identificamos as regices em que
0 circuito continuo apresenta bifurcagoes, neste capitulo vamos investigar atratores
cadticos que apresentam comportamentos distintos, mas que topologicamente sio
parecidos. Nosso interesse é localizar as regides do espago dos parametros ermn que
ocorrem bifurcacdes entre atratores cadticos, para demarcar as fronteiras entre os
distintos atratores.

Através da secio de Poincaré bidimensional, foi possivel investigar atratores com
diferengas acentuadas, mas, para atratores topologicamente parecidos, esse método
nao é eficiente. Usando o fato de que os atratores estio muito préximos dos planos
formados pelos subespacos instaveis dos pontos fixos Py e P_, é possivel definir
uma secao de Poincaré unidimensional e, através dela, extrair informactes sobre
a dindmica do sistema. Para entender melhor como isso pode ser feito, na secio
0.1 apresentamos um estudo de transigbes cadticas no sistema de Réssler. Este
sistema foi escolhido por apresentar um atrator com caracteristicas semelhantes ao
que encontramos no circuito Double Scroll, e pelo seu sistema permitir determinar
trivialmente a secio unidimensional.

Na secdo 5.2 apresentamos como determinar a, secao unidimensional nos circuitos
continuo e descontinuo, e nas secdes 9.2.1 e 5.2.2 apresentamos uma andlise dos
atratores a luz do mapeamento unidimensional.
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5.1 Bifurcacgoes no Sistema de Rossler

Dado o fato de que o circuito Double Scroll descontinuo néo apresenta atra-
tores periddicos, apenas atratores pontuais e cadticos com topologia parecida, va-
mos investigar diferencas na dindmica dos atratores para a identificacio de atratores
cadticos distintos. O método baseado no mapa de Poincaré, utilizado na secdo 4.2.1,
nao é adequado para atratores com topologia semelhante. Para ilustrar melhor como
as diferencas na dindmica podem ser observadas, vamos estudar o comportamento
cadtico do sistema de Rossler, por ser um sistema em que o atrator pode ser mais
facilmente analisado, como expomos a seguir.

O sistema de equagtes diferenciais 5.1 é conhecido como o sistema de Rossler
[63, 66]). Apesar de néo ser um sistema linear por partes, como o sistema do cir-
cuito Double Scroll, apresenta atratores semelhantes aos que ji vimos. Também
possul regides no seu espag¢o de parametros que obedecem as condigGes do teorema
de Shilnikov. Além disso, para uma variagdo continua de um pardmetro de controle,
sofre bifurcaciao de Hopf seguido de dobramentos de periodo e, por fim, compor-
tamento cadtico, apresentando o cendrio de Feigenbaum tal qual o circuito Double
Scroll continuo.

O sistema

T=—y—z
U=+ ay (5.1}
z=br —cz+ a2

possui dois pontos fixos:

c C
P = 0) e Pylc—ab b—=, Z—b
1 (any) € 2((1 ao, a:a )

Gaspard e Nicolis [9] mostraram que o surgimento de uma érbita homoclinica,
no sistema de Rossler, cria uma fronteira no espaco dos parametros que divide
comportamentos cadticos distintos. A figura 5.1 mostra dois tipos de atratores
distintos do sistema Rossler, o tipo Spiral (a) e o tipo Serew (b), um em cada lado
dessa fronteira. Para obter essa figura mantivemos fixos os pardmetros b e ¢, e
variamos a.

Como pode ser visto, a topologia dos atratores da figura 5.1 néo apresenta
diferencas evidentes entre os atratores. Mas os atratores aproximam-se rapidamente
do plano zy, o que permite fazer uma secio de Poincaré unidimensional que con-
tenha imformacoes suficientes que os caracterizam. O mapa de Poincaré serd entio
definido como a seqiiéncia dos pontos formados pelo interseccdo do fluxo com a
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Figura 5.1: (a) Atrator de Rossler tipo Spiral. (b) Atrator de Réssler tipo Screw.

secao de Poincaré. Esse mapeamento é também conhecido como mapa de primeiro
retorno, e sua representacgiio grafica é feita através de Tn4t X Tn, onde 2, é o valor
da varidvel z no instante em que o fluxo interceptou a se¢iio unidimensional.

Na prética, néo é uma tarefa simples localizar, no espacgo, uma secdo unidimen-
sional por onde todo o fluxo passe. Assim, consideramos apenas a coordenada z de
uma se¢ao de Poincaré, bidimensional, definido pelo plano & = {lz,y,2) e R |z <
0, ¥y =0, 2 < 1}. Note que onde est4 localizado essa se¢do, o fluxo passa muito
proximo da coordenada , o que permite que consideremos essa coordenada, com
grande aproximagcao, como sendo a secio de Poincaré unidimensional desejada.

Como uma andlise complementar pode-se levantar um gréfico de ¢, em funcao
de z,, onde se verifica o intervalo de tempo £, necessario para que a trajetéria, que
sai do plano ¥ de um ponto com coordenada z = Zpn, atravesse novamente o plano
um ponto com coordenada z,4,. Chamaremos esse grafico como grafico do tempo
de retorno. Com esse grafico e o mapa de retorno as caracteristicas dos atratores
ficam mais evidentes, como mostram as figuras 5.2.

Os mapas de retorno mostram que, até T, um pouco maior que 5, o atrator tipo
Spiral (figura 5.2(a)) apresenta uma topologia muito parecida ao do Serew (figura
5.2(c)). Para valores maiores de T, aparece uma reta, no atrator Screw, que o
diferencia.

O gréfico do tempo de retorno, do atrator do tipo Spiral (figura 5.2(b)), mostra,
que, independente da posicio em que a trajetéria tenha cruzado a secdo de Poincaré,
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Figura 5.2: (a}) Mapa de retorno e (b) gréfico do tempo de retorno do atrator de Rossler tipo Spiral.
(c) Mapa de retorno e (d) grafico do tempo de retorno do atrator de Réssler tipo Serew.

ela leva praticamente o mesmo tempo para retornar ao plano. Jd no atrator tipo
Serew, existem dois tempos de retorno (figura 5.2{d)), um curto para trajetérias
mais proximas da origem, e outro mais longo para trajetorias mais afastadas. Assim,
vemos que ocorrem alteragdes significativas no atrator quando variamos o parimetro

de controle.

5.2 Bifurcacoes no Circuito Double Scroll

No sistema de Rossler, o mapeamento unidimensional permitiu identificar a
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transicdo do atrator tipo Spiral para o Serew através do surgifnento de uma reta,
no mapa de retorno, ou da identificagio da descontinuidade no grafico do tempo de
retorno. Os atratores cadticos do circuito Double Seroll estio muito préximos do
plano pertencente ao subespaco instdvel de P, e P_, da mesma forma que ocorre
no sistema de Réssler, o que permite realizar um estudo unidimensional semelhante,
levantando seu mapa de retorno e seu grafico do tempo de retorno.

Na regido do espago dos pardmetros em que ocorre os atratores cadticos, o au-
tovalor real, dos pontos fixos P, e P, é negativo e de médulo muito maior do
que a parte real dos autovalores complexos 167, 68], que assumem valores positivos,
Dessa forma, o fluxo é rapidamente atraido, pelo subespago estdvel, para o plano do
subespaco instdvel, onde assume um movimento espiral afastando-se do ponto fixo.
A secdo de Poincaré unidimensional foi escolhida como sendo a coordenada 2’ do
sistema de coordenadas ortogonais ' apresentada na figura 5.3.

—
/Z-ﬁ S y

Figura 5.3: Sistema de coordenadas ortogonais 5" (z',y',2') e § (a,y,2). T é o ponto onde o
subespaco EY (P, ) intersecciona o eixo 2. P, = (#4,0,24). o' é a coordenada da secdo de Poincaré
unidimensional.

O sistema de coordenadas ortogonais S’ tem origem no ponto fixo P, As co-
ordenadas z' e 2’ estdo contidas no subespaco instével EY(P.), ¢ a coordenada Yy’
¢ perpendicular a esse plano, o ponto 7" demarca a posi¢io no eixo x onde o sub-
espago instdvel EV(P,) intersecciona esse eixo. 2’ tem a direcdo que une o ponto
fixo Py com o ponto T e, T4 € zy 520 as coordenadas z e z do ponto fixo Py
Como secio unidimensional, vamos considerar apenas a coordenada z da secio de
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Poincaré, bidimensional, definido por
D=y, 2) e R o' >0,y <0, 2 =0} (5.2)

Para levantar o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno, no circuito
Double Scroll, é necessdrio determinar o sistema S'. Assim, o ponto T' pode ser
calculado através da solucio da equacso 3.25, que define o subespaco EV(P,), para
os valores de y = 0 e z = (, resultando em

>

Z
T= (w4 + %7, 0, 0) (5.3)

onde, X e Z estdo definidas na se¢fo 3.2.1.
Um vetor contido no eixo 2’, é dado por ¥y = P — 7. Assim,

Uy = an% + alg‘}‘ + a13}"{\.' (54)

onde, ay; = ——'fzer, ag = 0 e a3 = z4. Os versores ¢, 7 ¢ k sdo associados as
coordenadas x, y e z, respectivamente.
Como o eixo ' é perpendicular ao subespaco instavel de Py, um vetor 7, sobre

esse eixo pode ser conseguido através da proépria equacio (3.21) ou (3.25) de EY(P,),

ﬁJI = Q912 + ag2] + ok (5.5)
onde ag; = X, agy =Y e agy = Z.
O eixo 2 tem dire¢do perpendicular &s demais, portanto, um vetor ¥, sobre esse

eixo serd o resultado do produto vetorial ¥y X .
'l?zf = CL317; + CL32j + 0‘133k (56)

onde az) = G12023 — Q13G20, G32 = Q33021 — G11023 € (33 = Q11022 ~ Q12021

Normalizando os vetores ¥y, ¥y e ¥, obtemos os versores 7,5 e k' respectiva-
mente. Assim, a representacio de um ponto (z, y, 2}, do sistema S, pode ser feita
no sistema S através das coordenadas obtidas pela seguinte equagdo matricial,

1 Gz 413 T — Ty
I j—
= o1 CGaz 423 y (5.7)
!
& gy O3z 433 Z 2y

Com esta transformacao podemos identificar quando uma trajetoria cruza a se¢do
de Poincaré ¥ e entdo construir o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno,
como mostrados nas segbes 5.2.1 e 5.2.2.
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5.2.1 Sistema Continuo

No sistema de coordenadas &', fica evidente como o plano do subespaco instdvel
limita o fluxo, ¢ como este converge rapidamente para ele. A figura 5.4(a), mostra
a alta densidade de trajetérias nas proximidades de y' = 0 do atrator tipo Réssler
do circuito Double Scroll. A linha horizontal que sai de P, e atravessa o atrator na

0,2

-0,4

Figura 5.4: Projecdo do atrator Réssler nos planos z'y’ em (a) € 2’2" em (b), do sistema de coordenadas
S

figura 5.4(b) ¢ a regido do eixo &' onde serdo medidos os valores de z;,. O plano z'y/,
com z' > 0 é a seciio T por onde a trajetdria passa nas proximidades do eixo 2'. [
através da intersecgio da trajetdria com essa se¢ao que serdo obtidos os valores de

!

AN

Na figura 5.5 estd o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno do atrator
tipo Rossler. Para aumentar a definicdo dos mapas, em vez de utilizar o valor de
Tp, utilizamos r,, = (2! )? para representar os cruzamentos da trajetéria com a se¢io
. Na figura 5.5(a), r,,41 é o valor associado 20 cruzamento seguinte. No grifico do
tempo de retorno (figura 5.5(b)), 7, ¢ o intervalo de tempo entre dois cruzamentos
consecutivos, r, e 7,44

As curvas da figura 5.5 sfio caracterfsticos do atrator tipo Réssler. A medida
que vamos aumentando o pardmetro ¢, o mapa de retorno praticamente preserva a
sua forma, apenas aumentando o valor méximo da, curva, o que reflete 0 aumento
do tamanho do atrator. O mesmo comportamento ¢ observado no grafico do tempo
de retorno. Assim, nfio foi observado variagoes de comportamento do atrator tipo
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Figura 5.5: Mapa de retorno (a) e grafico do tempo de retorno (b) do atrator Rossler.

Réssler como o observado no atrator de Rossler discutido na secio anterior

Para que uma trajetéria passe pela secio de Poincaré, é necessirio que ela dé,
pelo menos, uma revolugio em torno do ponto fixo. A sensibilidade as condigdes
iniciais que o sistema apresenta forga a aumentarmos a precisdo da integragao para
que a trajetéria se mantenha préxima do plano 2’2" com o minimo de flutuagoes.
Para evitar essas flutuacgdes, que prejudicam a definicio dos mapas, o passo de
integracao deve ser pequeno. Todos esses fatores contribuem para aumentar o tempo
de processamento para construir os mapas. Em situ¢des em que 60 mapa apresenta
detalhes na sua composi¢io, essas consideragdes sao relevantes como veremos mais
adiante. Na figura 5.5, foi utilizado um intervalo de tempo de dr = 107 para a
integragio do sistema, numa tempo total de 7 = 10* de evolugio da trajetéria, e
mais 7 = 5 para eliminagdo do transiente.

O atrator Double Scroll, por conta da simetria do sistema, possui duas regides
factiveis de serem secdes de Poincaré unidimensionais, wma associada ao ponto fixo
P, e outra ao ponto fixo P_, como mostramos na figura 5.6. A se¢@o unidimensional
em P, estd associada ao cruzamento das trajetérias na se¢do X, definida igualmente
como no caso da secio & do atrator tipo Rossler, e da se¢do em F_ ao cruzamento
das trajetérias em L_, que é uma segio simetricamente {mpar (f(z) = —f(—z)) a
Y)... Para considerar as duas se¢es no mesmo mapeamento faremos uma adaptacao
desta situacio ao algoritmo anteriormente usado. Para entender melhor, vamos
considerar inicialmente que a trajetdria estd nas proximidades de P,. Enquanto
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Figura 5.6: Projecio do atrator Double Scroll nos planos o'y’ em (a) e 2'%' em (b), do sistema de
coordenadas 5,

a trajetoria permanecer ao redor de Py, os dados para o mapeamento vio sendo
computados da mesma forma que no atrator tipo Rassler, através da seco .
Quando a trajetéria passar a visitar o ponto fixo P., consideramos o tltimo ponto
computado em ¥, e o primeiro em ¥_, para determinar Tn € Tni1, T€Spectivamente.

Figura 5.7: Projec3o do atrator Double Scroli nos planos 'y’ em (a) e 2’2" em (b), do sistema de
coordenadas 57, rebatendo o subespaco inferior para o superior, utilizando a propriedade anti simétrica
do sistema.
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Fazendo uso da simetria fmpar do sistema, as coordenadas da trajetdéria que apre-
sentam a coordenada z negativa, sofrerdo a transformacio (z,y, z) = (—z, —y, —2).
Com isso os dois pontos fixos e as secbes de Poincaré passam a coincidir, como
mostrado na figura 5.7. O sentido do fluxo, em torno dos pontos fixos, é o mesmo,
permitindo fazer o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno com os mesmos
critérios adotados nos mapeamentos do atrator tipo Rossler. As figuras 5.8(a) e (b)
mostram os mapeamentos do Double Scroll da figura 5.7.

1,2
0=12,0
B=20.0 r
3
b .
IoL 3
R 2 R
0,8
-/
L/ | |
J 0,6 -
) S

0120 . {9
B20,0

Figura 5.8: Mapa de retorno {a} e grafico do tempo de retorno (c) do atrator Double Scrotl. Em (b)
estd a ampliaco da regifio do mapa de retorno, destacada pelo retdngulo.
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A regido do mapa de retorno da figura 5.8(a), que est4 marcada com um retidngulo,
apresenta elevados tempos para retornar i se¢do, como se pode ver pelo grafico do
tempo de retorno (¢). A ampliacio em {b) mostra que essa regifio tem como carac-
teristica picos, de amplitude cada vez menores e gradativamente mais préximos um
do outro até um determinado ponto que chamamos de Q'. Apés esse ponto 0s picos
passam a aumentar suas amplitudes e distancias. H4 evidéncias de que no ponto ¢
exista uma acumulaggo de infinitos picos [68].

Pontos préximos a Q' correspondem 2 passagem de trajetérias nas proximidades
da linha Loy = ES(Py) U, (ver figura 3.2). Como essas trajetdrias estdo préoximas
do subespago EV(PL), entdo necessariamente elas passam nas proximidades do ponto
Qr = E¥(P) N EY(P.). Se uma trajetéria cruzar (', entao o atrator colidiu com
a variedade estdvel de Py, entéio ocorrerd uma crise de fronteira com mudancas
topoldgicas do atrator.

A fronteira entre os atratores Réssler e Double Scrool se dé para pardmetros em
que o atrator atingiu a variedade estivel de P, através do ponto ¢, e sua estru-
tura nunca ultrapassa esse ponto. Assim, atratores com parametros nessa fronteira
apresentario mapas de retorno que irfo até o ponto . Para pardmetros que cor-
respondam a trajetérias com mapeamentos levemente maiores que @', ocorre uma
intermiténcia induzida por crise [69).

O pico que vemos, na figura 5.8(c), corresponde a trajetorias que passam muito
préximas de @' e mostra como o termpo de retorno varia drasticamente nessa, regifo.
Novamente, se a trajetéria passar no ponto &' o tempo de retorno 7, sers inﬁnito, ou
seja, ndo retornard mais 3 secio Y+, pois convergird assintoticamente para o ponto
fixo P:. Trajetérias na sua vizinhanca tendem a aumentar o seu tempo de retorno
porque se aproximam de F, que somente pode ser atingido num tempo infinito.

Para obtermos as figuras 5.8, foi necessirio um tempo de evolucdo do sistema
de 7 = 10° a passos de integracio de dr = 10~%. Para a figura 5.8(b) foi necessirio
um tempo de evolugéo do sistema de 7 = 107 a passos de integragio de dr = 1074
devido & baixa visitacdo do atrator & regido préxima ao ponto Q'

5.2.2 Sistema Descontinuo

Os atratores do circuito Double Scroll descontinuo sempre envolvem os dois pon-
tos fixos. Assim, adotaremos os mesmos critérios estabelecidos para o mapeamento
do atrator Double Scroll. A figura 5.9 mostra trés atratores topologicamente distin-
tos.
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=4 ol

Figura 5.9: Atratores topologicamente distintos do circuito Double Scroll descontinuo,

O mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno da figura 5.10, decorrentes dos
atratores da figura 5.9, revelam que os atratores apresentam caracteristicas préprias
nas suas dinAmicas. Os mapas da figura 5.10(a) (mapa de retorno) e (b) (gréfico
do tempo de retorno) séo do atrator A apresentado na figura 5.9(a). O mapa de
retorne (c) e o grafico do tempo de retorno (d} da figura 5.10 sdo do atrator B da
figura 5.9(b). Os mapas 5.10{e) e (f) sdo do atrator C (figura 5.9(c})).

Ao contrario do atrator Double Scroll, as curvas dos mapas dos atratores aqui
estudados apresentam descontinuidade. O mapa de retorno do atrator A é composto
por duas curvas, uma maior, localizada do lado esquerdo da curva de identidade, e
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Figura 5.10: (a) e (b) s3o o mapas de retorno e o gréfico do tempo de retorno do atrator A da figura
5.9(a). (c) e (d), idem para o atrator B e em (e) e (f) estdo os mapas do atrator C,
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outra menor, localizado do outro lado da curva de identidade. Os pontos sobre a
curva maior correspondern a trajetorias que se afastam de um ponto fixo descrevendo
revolugdes em torno dele, e por isso o intervalo de tempo 7, entre dois mapeamentos
consecutivos (tempo de retorno) é praticamente o mesmo.

Os pontos contidos na curva menor correspondem s trajetérias mais afastadas do
ponto fixo e sdo imediatamente mapeadas a distancias mais préximas do ponto fixo.
Essa diminuigio de distancia se deve & mudanga de dominio que a trajetéria sofreu,
onde se aproximou de um ponto fixo por ter sido atraida para ele por influéncia
da sua variedade estdvel. Essas mudancas de dominios acontecem em intervalos de
tempo relativamente iguais, mas maiores do que no caso dos mapeamentos da curva
maior, como mostra a figura 5.10(b).

O mapa de retorno do atrator B apresenta uma terceira curva que surge na
regido central do mapeamento. As curvas da esquerda e da direita apresentam,
essencialmente, o mesmo comportamento dindmico do atrator A. A curva central
também corresponde a trajetdrias que estdo mudando de dominic, mesmo aqueles
pontos que sdo mapeados nela mesma (Observe na figura 5.9 como a regifio permitida
para mudancas de dominios ¢ maior no atrator B do que no A). Note que essa
curva representa um fluxo que se aproxima dos pontos fixos, comportamento que
ndo existia no atrator A, e € a responsavel pela mudanca da topologia do atrator.

O mapa de retorno e o grifico do tempo de retorno do atrator C apresentam
regides discretas de visitagio com grandes descontinuidades na medida de r,,. Esses
mapas, juntamente com a figura do atrator no espago de estado (figura 5.9(c)), per-
mitem entender de modo mais claro o fenémeno de diminuicio sucessiva da medida
rn. Este tipo de atrator é mais raro de acontecer que os atratores A e B, Para valores
de pardmetros ligeiramente diferentes do atrator C, as regides de descontinuidade
de 7, passam a ser habitadas pelo atrator, e 0 mapa de retorno e o grafico do tempo
de retorno passam a ser parecidos com aqueles apresentados na figura 5.10(a) e (b).

Todos os mapas da figura 5.10 foram gerados com uma evolugho do sistema de
7 =5 x 10* apds um transiente de 7 = 50 a passos de integracio de dr = 1073

Tanto o mapa de retorno quanto o grifico do tempo de retorno permitem di-
ferenciar os atratores. O que faremos agora é verificar em que regides do espago
dos parametros ocorrem mudancas entre os atratores. Identificamos uma transicio
entre comportamentos cadticos, cada vez que surgir um novo tempo de retorno.
Para identificar a descontinuidade, € necessario ordenar, o par r,, e 1,41 que definem
um ponto no mapa de retorno, onde 7, terd ordenacio crescente. Um aumento do
valor do tempo 7, superior a 0,2, indica uma descontinuidade no mapa. O nimero
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de descontinuidades caracterizam o atrator.

Os pontos em preto na figura 5.11 representam os pardmetros em que ocorrem
mudangas de comportamentos nos atratores. Os pontos que aparecern alinhados,
formam uma fronteira bidimensional, no espago dos pardmetros, entre os distintos
atratores que se formam no circuito descontinuo. Os pontos isolados sio mudangasg
detectadas para os atratores com comportamento discreto semelhantes ao atrator
C. Como sio mais raros, nfo se verifica, para esta resolugéo (500 x 500 pontos), o
alinhamento caracteristico da sua fronteira.
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Figura 5.11: BifurcagBes entre atratores cadticos no circuito descontinuo,
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Capitulo 6

Variedades

Um ponto fixo tipo sela apresenta conjuntos, ligados a ele, chamados de varieda-~
des. A variedade estdvel é formada pelo conjunto de pontos que iterados no tempo
se aproximam assintoticamente do ponto fixo. A variedade instdvel é o conjunto
de pontos que também chega ao ponto fixo assintoticamente, mas para tempos
negativos. Uma trajetéria préxima de uma variedade segue a orientacdo dessa va-
riedade. Assim, as variedades evidenciam como o fluxo deve se comportar nas suas
proximidades.

Para determinar a variedade de um ponto fixo, escolhemos uma condicio inicial
ligeiramente deslocada do ponto fixo, sobre o subespago associado 4 variedade que se
quer determinar. Se o subespago for instdvel, os pontos que formam a trajetéria, ao
longo de um intervalo de tempo positivo, formam aproximadamente o conjunto que
compoe a variedade instdvel. Se o subespaco for estavel, obtemos a variedade estdvel,
de uma forma analoga, mas invertendo o sentido do tempo. Como a condicdo inicial
néo ¢ exatamente na variedade, existe uma diferenga, entre a trajetéria descrita e
a. variedade, que depende da distdncia da condigio inicial & variedade, implicando
numa imprecisio na sua determinacio. Para sistemas discretos, existem métodos
especificos para minimizar essa imprecisio {70]. Esses métodos podem ser usados
nos sistemas continuos, com as devidas consideragoes,

No capitulo 3 mostramos que os subespacos estdveis e instdveis sio formados
por auto vetores que estao ligados aos pontos fixos, tipo sela, do sistema Double
Scroll. Os subespagos apresentam conjuntos que se aproximain assintoticamente do
ponto fixo com uma evolugiio temporal ¢ — oo (subespaco estavel) e £ — —oo
(subespago instavel). Em geral os subespagos tangenciam as variedades apenas nos
pontos fixos, mas como o sistema Double Scroll é linear por partes, os subespacos

91
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tangenciam as variedades numa regido ampla. Assim, podemos dar uma condicao
inicial exatamente sobre a variedade e, com isso, determind-la com um alto grau de
precisio.

No capitulo 4 mostramos que os atratores, do sistema Double Scroll, podem
ser compreendidos através dos subespacos dos pontos fixos. Mas uma andlise mais
precisa da din&mica do sistema pode ser feita se conhecermos as suas variedades.

Estruturas instdveis de wm sistema dindmico apresentam conjuntos de pontos
pelos quais elas sdo alcangadas num tempo ¢ — +oo. Uma estrutura com essas
caracteristicas é chamada de sela e é caracterizada pela presenca de variedades
estdvel e instdvel.

Neste capitulo determinamos as variedades estdveis e instaveis de todos os pontos
fixos do sistema Double Scroll, tanto do continuo como do descontinuo. Através do
estudo dessas variedades apresentamos evidéncias de existéncia de selas cadticas
quando o sistema é evoluido num tempo negativo.

6.1 Sistema Descontinuo

Conforme visto no capitulo 4, o circuito Double Scroll descontinuo apresenta dois
atratores finitos, o pontual e o cadtico. Quando o sistema opera com parimetros
que apresentam o atrator pontual, todo o espaco de fase converge para o ponto fixo.
Portanto, hé apenas a variedade estdvel. Existe também uma regiio, no espaco dos
parametros, em (ue o sistema apresenta divergéncia para qualquer condicao inicial.
Nessa regiao, o espaco de fase inteiro forma a variedade instdvel. Mas quando o
atrator cadtico existe, ele coexiste com o atrator no infinito, assim, o espago de fase
contém duas bacias de atragdo, uma para cada atrator. Fssa coexisténecla é causada
pela existéncia de variedades estiveis e instdveis no sistema. B para essa situgido
que concentraremos nosso estudo das variedades.

O sistema Double Scroll descontinuo apresenta dois pontos fixos, Py e P_, lo-
calizados nos dominios D, e D_, respectivamente. Esses pontos s@o simetricos em
refacdo & origem devido a simetria impar do sistema. Por isso, da mesma forma
como acontece com os subespagos deste sistema (secdo 3.2.2), as variedades estédveis
e instaveis dos dois pontes fixos silo simetricas, bastando a determinagio das varie-
dades para apenas um dos pontos fixos. Determinadas as variedades desse ponto
fixo, basta aplicar f(x) = — f(—z), no conjunto que compde essas variedades, e obte-
mos as variedades do outro ponto fixo. Assim, vamos optar por realizar o estudo
para o ponto fixo P..
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6.1.1 Variedade Instavel

O nosso interesse estd em determinar as regides visitadas assintoticamente pela
variedade. No caso da variedade instdvel, por definigio, ela tem origem no ponto
fixo. O que devemos determinar, neste caso, ¢ para onde evolui o conjunto de pontos
que a forma.

No caso do circuito Double Scroll com descontinuidade, o subespaco instdvel de
P, (EY(P,)), determinado na se¢do 3.2.2, contém um conjunto de pontos cujas
trajetorias convergem para o ponto fixo para t — -—oco. Ksse conjunto de pon-
tos pertence & variedade instdvel. Pode-se determinar essa variedade observando
o limite das trajetérias, que passam por esses pontos, para ¢ — +oco . Os pontos
que compoem essas trajetérias formam a variedade instdvel de Py, representada
por WY(P,}. Vamos, inicialmente, fazer um estudo da evolucdo dos pontos, nas
proximidades de Py, que comp@em o subespago (EY(P)).

10 T T 7 ; T I T T T I T

X

Figura 6.1: Subespaco instavel BV (P.). A regido em cinza converge para o atrator cadtico e em
branco tende para o infinito. O conjunto que forma a variedade instivel WUY(Pr,) converge para o
atrator cadtico.

A equacio que descreve o subespago EY(P,} foi deduzida na secao 3.2.2 e é dada
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por
EY(P) = {(z,y,2) € R | X(2—3,5) +Yy+ Z(2+3,5) =0, 2 >0} (6.1)

X = ypay —2gyy, Y = 2hah —alpz) e Z = alpy} — v, As coordenadas (2, yh, 25)
formam o vetor T e (2], y}, 27) o vetor Ur, no sistema de coordenadas S’ em que a
origem do sistema foi deslocada para o ponto fixo Py = (3,5, 0, —3,5).

A figura 6.1 mostra a evolucdo dos pontos que formam o subespaco EY(P,) no
intervalo z = (0, 10], y = [—3, 3] e 2 dado por z = —ﬂ%ﬁm — 3,5, conforme
a equagdo (6.1). Para a identificacio do atrator integramos o sistema a passos de
dr = 1072 por um intervalo de tempo de 7 = 100. Se apéds esse intervalo a trajetéria
permanecer a uma distancia menor que 20 da origem, entdo ela convergiu para o
atrator cadtico, caso contrario, convergiu para o atrator no infinito.

A regifo em branco da figura 6.1 representa os pontos que tendem ao infinito
e, em cinza , 08 que convergem para o atrator cadtico. Note que todos os pontos,
que estdo nas proximidades do ponto fixo Py, convergem para o atrator cadtico.
Portanto, a variedade instdvel WY{P,) converge assintoticamente para o atrator
cadtico. Pela simetria do sistema, o resultado se estende para WY(P.).

Figura 6.2: Trajetéria contida na variedade WVY(P,). A trajetéria tracejada diferencia a regido da
variedade em que WY (P, ) N EY(P.).

As trajetérias contidas nas variedades WY{P,) e WY(P_), rapidamente con-
vergem para o atrator cadtico. Na figura 6.2 estd apresentada uma dessas trajetorias
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para os parametros o = 10,5 ¢ # = 20, 0, os mesmos utilizados no estudo da con-
vergéncia de EY(P.). Para essa figura foram utilizados como condic@es iniciais
(3,500065, -0.035000, -3.651442) ¢ uma evolugfio num intervalo de tempo 7 = 28,5
com passos de dr = 107%. A linha tracejada é a parte da trajetéria que coincide
com o subespaco EY(P,), e a preta pertence somente & variedade.

6.1.2 Variedade Estivel

O circuito descontinuo apresenta algumas particularidades com as quais devemos
tomar cuidado. Uma delas é que o fluxo nio apresenta solu¢do em z = 0, ou seja,
o sistema ndo ¢ diferencidvel para esse valor de coordenada. A outra particulari-
dade é que existem regides, no espago de estado, em que o fluxo apresenta sentidos
opostos para duas coordenadas muito préximas, o que cria regides proibidas, que
nenhuma trajetéria pode atingir. Para demonstrar 1830, vamos analisar o fluxo nas
proximidades do plano Uy = {(z,y,2) | & = 0}.

O fluxo do sistema Double Scroll descontinuo ests, apresentado na equagéo (2.14)
com a (2.16) do capitulo 2. Para as regides préximas ao plano Uy, as equacoes ficam

assim:
Tro=oaly+1), z>0

To=aly—1), 2<0 (6.2)
U=-y+z '
z=—By

onde os indices + e ~, usados em Ty € Zoo, indicam que o Auxo se refere & coor-
denada z,g, localizada imediatamente acima de Uo (x > 0), e & coordenada Z.0,
localizada imediatamente abaixo de Uy (z < 0). Os fluxos nas direcdes de y e z estdo
definidos para toda a regifo do espago. O fluxo na direcdo = apresenta equacoes
distintas para as regides acima e abaixo de Up. Uma rdpida andlise nessas equagies
revela que:

(a) Nao hd solugio para 4o = 2_ .
(b) &40 = —i_o apresenta solugdo somente em y = 0.
¢) T4p € positivo para y > —1 e negativo para y < —1.
Y
d) @.9 é positivo para y > 1 e negativo para y < 1.
+0 €D g

O ftem (a) mostra que o fluxo abaixo de Uy, na diregiio z, é sempre diferente do
fluxo acima, ou seja, o sistema nio & diferencidvel nessa regifio. O ftem (b) mostra,
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que o fluxo acima. e abaixo de Uy, na direcdo z, possuem moédulos iguais com sentido
opostos para y = 0. Os itens (¢} e (d) revelam trés comportamentos distintos do
fluxo nas proximidades de Uy. Nas regioes onde y < —1 tanto .9 quanto £ sdo

X

Figura 6.3: Representacio do fluxo nas proximidades de Uy,

negativos, o que permite que trajetérias atravessem da regido de cima de Uy (D)
para a de baixo (D_). Nas regides onde y > 1, £ € &_¢ sdo positivos, viabilizando
a passagem de trajetérias da regido de baixo de Up para a de cima. Nas regides
dentro do intervalo —1 < y < 1, Z4p é positivo e &_¢ € negativo. Isso impede que
qualguer trajetdria se aproxime de U nessa regido, o que inviabiliza a formacdo de
drbitas homoclinicas neste sistema. Esse fluxo estd representado na figura 6.3.

Para o circuito Double Scroll com descontinuidade, o subespago estdvel E°(P,)
do ponto fixo P, é unidimensional {ver figura 3.3). Conforme demonstrada na se¢do
3.2.2, o subespaco F°(P,) é descrito pela equagdo (6.3),

ES(Py) = {(:E,y,fo") eR x>0,y = av(lij)ﬁ

{t —3,8)ez= —éy - 3,5} (6.3)
e
Para pardmetros em que ocorre o atrator cadtico, o subespago E¥(P,), préximo
de Uy estd na regifio onde —1 < y < 1. Portanto, o conjunto de pontos que forma
o subespago dessa regido, converge num tempo negativo, para z,0 e, num tempo
positivo, para P,
A solucéo do sistema Double Scroll com descontinuidade, com condigdo inicial no
subespaco £°(P,), estd apresentada na figura 6.4. A curva representa a variedade
estével W (P,) e é resultado da integragao numérica do sistema, onde foi utilizado
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T oa=10,5

Figura 6.4: Projeciio da variedade est3vel WS(Py) no plano z = 0.

dr = —1072 com condicdes iniciais em (3,491409, 0,001081, -3.494998) para deter-
minar a parte da variedade que contém T+ €, (3,508591, -0,001081, -3,505002), para
determinar o restante. Neste caso, a variedade estdvel coincide completamente com
0 subespaco estdvel.

6.2 Sistema Continuo

O sistemna Double Scroll continuo apresenta trés pontos fixos P, Py e P_, por-
tanto, teremos t1és conjuntos de variedades. Estudaremos as variedades desses pon-
tos fixos nas condigdes em que o fluxo apresenta apenas atratores estruturais. As
variedades, onde o sistema apresenta atratores pontuais ou somente o atrator no
infinito, so triviais e foram discutidos na, secao 6.1.

A existéncia do ponto fixo Fy cria uma situacio nova na forma das estruturas dag
variedades de P, e P_ em relagiio ao sistema descontinuo. As variedades instdveis,
que anteriormente convergiam para o Unico atrator cadtico, agora se deparario com a
coexisténcia de atratores, o que criara distintos conjuntos assintéticos. As variedades
estivels de Py ¢ P_, que no circuito descontinuo ¢cstavam confinadas numa regifio
do espago de estado em funcéo das caracteristicas do fluxo, agora nio apresentam
mais essa restrigio, ji que o sistema continuo é diferencidvel em todo o espaco.

Além do mais, a variedade estivel de Py ndo se restringe ao conjunto de pontos
formados por apenas duas trajetorias, como é o caso de P e P_, mas de infinitas.
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O resultado da convergéncia dessas trajetérias, num tempo negativo, revela a pos-
sibilidade de existirem estruturas cadticas no sistema para ¢ — —co. As segdes a
seguir mostram um estudo detalhado das variedades dos pontos fixos deste sistema,
e faz uma discussdo sobre essa estrutura cadtica em tempo reverso.

6.2.1 Variedade Instavel

No sistema Double Scroll continuo, existem trés conjuntos de variedades instdveis,
WY(P.), WY(P_) e WY(P,). Os dois primeiros apresentam variedades com as mes-
mas caracteristicas. Por isso vamos dividir esta se¢io em duas subsecbes. A primeira
fard um estudo das variedades dos pontos fixos P, e P e, a segunda, do ponto fixo
Py.

Pontos Fixos P. e P_

O sistema apresenta simetria impar, assim, os pontos fixos P, e P_ séo simétricos
impar. Determinadas as variedades de um dos ponto fixo, as variedades do outro
ponto fixo podem ser determinadas através da seguinte transformacgfo: (z,y,2) —
(—z,—y,—2), onde {z,¥,2) é a coordenada de um ponto da variedade de um dos
pontos fixos, e (—z, —y, —z} a coordenada correspondente da variedade do outro
ponto fixo. Por isso faremos o estudo da variedade apenas em P,.

Da mesma forma como ocorre no sistema descontinuo, o subespaco EV(P,) co-
incide com a variedade WY (P,) nas regides do subespaco préximas ao ponto fixo.
Assim, conhecemos a origem das trajetérias que compdem essa variedade, o ponto
fixo. O que vamos buscar € a regifio para onde essas trajetérias convergem assin-
toticamente. Para isso, vamos evoluir o conjunio de pontos que formam o subes-
paco FEY(P,) e analisar como se comportam as trajetérias que partem das regides
préximas ao ponto fixo P.

A equagio que descreve o subespaco EY(P.) foi deduzida na secio 3.2.1 ¢ é dada
por

BY(Py) = {(z,9,2) e R | X(z = 1,5) + Yy + Z(2 4+ 1,5) =0, c > 1} (6.4)

onde, X = yp2t — 25y7, Y = zha) — ahhz) ¢ Z = TRyy — yreh. As coordenadas
(@, Y, 7)) formam o vetor ¥y e, (&, y}, 24), o vetor ¥, no sistema de coordenadas
S’ em que a origem do sistema foi deslocada para o ponto fixo P, = (1,5, 0, —1.5).

O sistema continuo apresenta coexisténcia de atratores cadticos e periddicos. Os
atratores periddicos e o atrator cadtico tipo Rossler surgem aos pares, fazendo com
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Figura 6.5: Subespaco instivel EV(Py). As trajet6rias da regido em branco divergem para o infinito.
A regido em cinza leva as trajetdrias para o atrator cadtico tipo Réssler em D, e, a outra, para o
atrator caético tipo Réssler em D_. O conjunto que forma a variedade instavel WY (P,.) converge
sempre para o atrator cadtico tipo Rossler em D .

que sempre coexistam dois atratores, um predominantemente no dominio D, e
0 outro predominantemente em D_. A coexisténcia de atratores Double Scroll é
mais raro e, por isso, vamos considerar na nossa analise que o atrator Double Scroll
coexiste apenas com o atrator do infinito.

Os parametros usados para gerar o subespago EV (P, ), mostrado na figura 6.5,
apresentam atratores tipo Rossler. As trajetérias da regido em branco divergem
para o infinito. A regido em cinza leva as trajetérias para o atrator cadtico tipo
Rossler localizado predominantemente em D e, a outra, para o atrator cadtico tipo
Réssler em predominantemente em D_. O conjunto de pontos em cinza converge
para o atrator que predomina no dominio D,, em preto, para o atrator em D_ e,
em marrom, os pontos convergem para o atrator no infinito. Note que ponto fixo
P, estd localizado na regido em cinza. Isso implica que a sua variedade instével
WUY(P;) converge sempre para o atrator caGtico tipo Rossler em D,

O subespago apresentado nesta figura estd no intervalo z = [-0,7, 0,7], y =
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(1, 3,2 e z = —3—@%& - 1,5, conforme a equagio (6.4). O atrator foi identifi-
cado apds um intervalo de tempo 7 = 10%, com passos de dr = 1072, Se a trajetéria
se afastar a uma distincia de 5 da origem, dentro desse intervalo de tempo, entdo
1ndicamos que o sistema. divergiu para o infinito. Se, vencido o tempo 7, a trajetdria
permanecer a uma distancia inferior a 5 consideramos que o sistema convergiu para
0 atrator cadtico. Identificamos para qual atrator a trajetoria convergiu e salvamos

todas as condi¢des iniciais que levam a esse atrator num mesmo arquivo.

INSTITUTO DE FISICA ] |
Servigo de RBiblicieca e X
infornmagd L
Tombor 175 |
0,5+ "
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Figura 6.6: Trajetdrias pertencentes a variedade instavel WY (P, ). (a) Convergéncia da trajetéria para
o atrator tipo Rossler, (b) Convergéncia da trajetéria para o atrator Double Scroll. (c) Convergéncia
da trajetdria para o atrator periddico de periodo 1. As trajetdrias tracejadas representam regides em
que WY (PN EY (P,
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Para um atrator periddico, o subespaco EU(P_F) apresenta as mesmas carac-
teristicas que o subespago da figura 6.5. Sendo que as cores cinza e pretos repre-
sentariam os conjuntos de pontos que convergem para os distintos atratores. No
Caso em que o atrator é o Double Scroll, as regides em cinza e preto da figura 6.5
levam a0 mesmo atrator, formando um subespaco semelhante ao subespaco instdvel
do sistema com descontinuidade mostrado na figura 6.1,

Alguns exemplos da forma, que variedade WY(P.) assume estio apresentados
na figura 6.6. Ela mostra que o variedade converge para o atrator determinado
pelos pardmetros o ¢ 8. Em (a) o conjunto de pontos que formam a variedade
convergem assintoticamente para o atrator cadtico tipo Rdssler, em (b), para o
atrator caético Double Scroll e em (c) para o atrator periédico de perfodo 1. As
trajetérias tracejadas representam regides em que WY (P, )N EY(P,). Para a figura
(a) foi utilizado um tempo de 2.050 passos a partir da condi¢ao inicial (1,512851,
0,003689, -1527987), para (b) o tempo de evolugio foi de 2.210 passos a partir de
(1,523965, 0,007055, -1,545459) e para a figura (c) foram dados 5 x 10 Passos a partir
da condigdo inicial {1,510940, 0,003007, -1,528681). Cada passo vale dr = 10-2.

Ponto Fixo B,

Como o subespago instével de P, ¢ unidimensional (ver a figura 3.2), todo o
subespaco estd contido na variedade instsvel WU (F,). Entao para determinarmos
WY(P,) basta dar uma condicéo inicial no subespaco e evoluf-lo. A equacio de
EV(Py) foi deduzida na secio 3.2.1 e & dada por

a(l+a)+ A

EY(P) = {(m,y,z) ER ||z] <1,y= Tez= wgy} (6.5)

A figura 6.7 corresponde & variedade instivel de Fy. A evolugio dessas duas
trajetorias forma todo o conjunto da variedade. Note que elas estdo indo para regides
distintas do espago de estado. Uma, esté convergindo assintoticamente ao atrator
tipo Réssler localizado, predominantemente, no dominio Di. O outro converge
para o atrator simétrico ao anterior. Assim, a variedade WY(Py) apresenta trés
conjuntos para onde o seu conjunto de pontos evolui assintoticamente: o ponto fixo,
num tempo negativo, e os dois atratores cadticos, num tempo positivo,

Se 0s pardmetros a ¢ 8 determinarem um atrator periédico, pela simetria, ex-
istirdo dois atratores, ¢ a variedade convergird para ambos da mesma forma como
convergiu para os atratores tipo Réssler. Mas se o atrator for o Double Seroll, as
duas trajetérias convergirdo assintoticamente para esse atrator por caminhos sime-
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Figura 6.7: Trajetérias pertencentes 3 variedade instdvel WY (F,). A evolugio dessas duas tra-
Jjetérias formam toda a variedade instdvel de Fy. As trajetérias tracejadas representam regifes em que
WY(Py) N EY(Py).

tricamente opostos. Nesse caso, o conjunto de pontos que forma, a variedade WY ()
converge, num ftempo positivo, assintoticamente para apenas um conjunto.

Na figura 6.7, a trajetéria que revoluciona em torno de P, tem inicio em (0,025534,
0,001896, -0,017464) e se desenvolve num intervalo de tempo 7 = 10 a passos de
dr = 1072 A que revoluciona em torno de P_ tem inicio em (-0,025534, -0,001896,
0,017464) e se desenvolve no mesmo intervalo de tempo. A trajetéria tracejada
identifica regides em que WY(P,) N EY(P,).

6.2.2 Variedade Estavel

Pela definigéo, a variedade estdvel de um ponto fixo é o conjunto de pontos que
converge assinfoticamente para o ponto fixo. Nesta secdo vamos determinar para
onde evolui esse conjunto de pontos, quando o tempo evolul negativamente. Esta
secao também estd dividida em duas subseces.

Pontos Fixos P, e P_

No circuito Double Scroll, operando na situcio em que existem atratores periédicos
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e cadticos, o subespago estdvel £5(P,) é uma reta que pode ser subdividida em duas
partes. A primeira unc P, com uma regifio no infinito com z > 0,y < 0e z < 0, a
qual nos nos referiremos como 4. A segunda é uma reta que estd limitada pela
fronteira U (ver figura 3.2). Usando as propriedades de simetria, o correspondente
de Tio € 0 T localizado em x < 0, y > 0 e z > 0. Conforme demonstrado na
se¢do 3.2.1, o subespago B (P4} é descrito pela equacio (6.5),

E'S{P+} - {(.?),T,Z) c 3 E x>0,y = w:_)j'_ﬁ(q - 1’5) ez = —g—yM 1,5} (66}

A partir da equaco (6.6) ¢ possivel calcular uma condi¢io inicial pertencente
ao conjunto da variedade para determind-la. Existem apenas duas trajetérias que
levam ao ponto fixo Py indicadas por 1 e 2 na figura 6.8. O conjunto de pontos
que forma essas trajetdrias ¢ a variedade estdvel de P (WS5(P.)). A 1 descreve
uma trajetoria retilinea e estd contida completamente no subespaco ES(P). A2
descreve uma trajetéria que passa pela vizinhanca de Py e segue em direcdo & ..
Ambas tém origem na regifo &4.. As trajetérias tracejadas indicam as regides em
que WH(P.) N ES(P,) e podem ser calculadas analiticamente através da equacao
(6.6).
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Figura 6.8: {a)Projecdo da variedade estdvel W3(P,) no plano xy. (b} ampliacdo da regio proxima
do ponto fixo Py da figura (a). As trajetdrias tracejadas identificam a parte do conjunto da variedade
estdvel de Py onde WS (P ) n ES(P).

As curvas da figura 6.8 foram determinadas com a evolugao de um ponto perten-
cente ao subespago F¥(Py), num tempo negativo (dr = —1072), até que a trajetéria
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se afastasse da origem a uma distdncia méxima de 10?. Para determinar a varie-
dade tracejada, acima do ponto fixo P, foi utilizada a condic¢do inicial (1,526516,
-0,002659, -1,513778). Para determinar o restante da variedade, a condigdo inicial
foi (1,473484, 0,002659, -1,486222).

Ponto Fixo P,

O subespaco E(P,) é um plano infinito dado pela equagdo (6.7), conforme a

20—

10—

-10-

Figura 6.9: Variedades estéveis de P,. A regido central em cinza e azul é o conjunto WS (Py)NES(R).
Condigdes iniciais em cinza (azul), nessa regido, convergem para a regido em cinza (azul) ao longo do
subespaco ES(P_,_(_)), num tempo negativo. Para t & —oo a regido em cinza (azul) tende para
Z400(—00) 30 longo de ES(Py ().
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(3.20),
E2(Po) = {(2,y,2) € R | Xa+ Yy + Zz =0, |2] < 1} (6.7)

onde, X = ypzr — zpy;, ¥ = ZRTI — TR2Zr € L = TRYr — ypz;. As coordenadas
(Zr, ¥R, zr) formam o vetor iy e, (x7,yr1,2r), 0 vetor 7.

Para determinar a interseccio do subespago E° () com a variedade WS (Py),
damos uma série de condi¢Bes iniciais no subespaco, nas proximidades de Py, e
integramos com ¢ — 4-o00. As condigdes iniciais cujo as trajetdrias convergem para
Fy formam o conjunto WS (Py) N ES {(Fo). Qualquer condicio inicial em W9 (Fy)
tem que necessariamente passar por esse conjunto para ¢t — 400, Assim condicgdes
iniciais nesse conjunto, evoluidas com ¢ - —00, revelam completamente a estrutura
de W3(R,).

Na figura 6.9 estd apresentado um resultado desse procedimento. Para os paré-
metros utilizados existe o atrator caético tipo Rdssler. A regido central da, figura, em
azul e cinza, ¢ o conjuto B (Fy) NWS(R,). No centro, para onde todo esse conjunto
converge para t — +o00, estd o ponto fixo Fy. As retas em preto fazem parte dos va-
riedades estaveis W2 (Py) e W*(P_). Quando se integra a regifio central em azul de
W9 (P,), num tempo negativo, essa regido evolui para a reglao em azul que contorna
a variedade W¥(P_). E para um tempo ¢ —» —00, 0 seu comportamento assintético
converge para ¥_o. Da mesma forma a regisio centra em cinza de WS (Pp) converge
para ... Portanto, podemos dividir a variedade WS {(F) em dois subconjuntos:
uma que tem sua extremidade em 1z, que chamaremos de subconjuntos positivo e
serd representado por W5 (F,) (regifo em cinza da Fig. 6.9), e a outra que tem sua
extremidade em =, que chamaremos de subconjuntos negativo e sers, representaco
por W5 (Fy), (regidio em azul).

6.2.3 Conjunto Caético para t — —oc

Existe um subconjunto revelado pelos subconjuntos positivo e negativo. A fron-
teira que se forma no subespago ES(F,), entre os subconjuntos Wy (F,) e W9(5),
€ um conjunto de pontos que, para t — —oo, nio converge nem para o conjunto
limite ¢ nem para z_.,. Portanto é razodvel acreditar que essa fronteira pertenca
a um conjunto instivel confinado no espaco de fase. Ou seja, condigdes iniciais
nessa fronteira teriam um comportamento assintético, para ¢ — —0Q, numa regiao
limitada no espago de fase ao redor dos pontos fixos do sistema.

Para pardmetros muito bem definidos, pode ocorrer da variedade estsvel fundir-

s¢ com a instavel, formando uma estrutura instivel conhecida como érbita ho-
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moclinica. Essa drbita é parte integrante do conjunto que compde a variedade
estdvel, e ndo pertence a nenhum dos dois conjuntos limites 2., ou z_.,. Portanto,
ela seria uma forte candidata a ser a fronteira que se formou na regido do conjunto
W3 (Py) NES(Ry).

A trajetéria que descreve a fronteira formada em W9 (P} N E¥(F,) é muito
instavel. I rapidamente ela converge para um dos conjuntos limite, dificultando &
observagio da estrutura que argumentamos existir para uma evolugio com £ — —00.
Porém, a 6rbita homoclinica, como mostraremos no capitulo 7, pode ser determinada
e de fato pertence a essa fronteira.

Portanto, neste capitulo pudemos verificar que todas as variedades instaveis con-
vergem, na maioria dos ¢asos, para o atrator determinado pelos pardmetros. A regra
falha quando temos uma érbita homoclinica envolvida, que é o outro conjunto que
pode ser habitados pelas variedades. As variedades estdaveis geralmente tém origem
em duas regides bem definidas no infinito, as quais nés chamamos de 2, € Z..co- A
excessdo €, além do caso em que exista a 6rbita homoclinica, o conjunto da variedade
W9(P,) composto pela fronteira formada em WS(P) N ES(Fp).



Capitulo 7

Orbitas Homoclinicas e

Heteroclinicas

No capitulo 6 foram estudadas as estruturas formadas pelas variedades de todos
0s pontos fixos do circuito Double Scroll continuo ¢ descontinuo. No final da seciio
6.2.3, fizemos uma discussdo sobre dois conjuntos pertencentes & variedade estdvel
de Py que ndo foram mostrados. O primeiro foi o conjunto cadtico para ¢ — —0Q,
que, devido a sua instabilidade, nio foi possivel verificar sua estrutura no espaco de
estado. O segundo conjunto foi a érbita homoclinica que, daqui até o final desta
tese serd o foco central do nosso estudo.

A relevincia do estudo de érbitas homoclinicas estd na relagio que elas tém
com um conjunto cadtico. A implicacio em caos através do estudo de érbitas ho-
moclinicas, em sistemas discretos bidimensionais, foi mostrado por Melnikov em
1963 [55] e, para uma. classe de sistemas continuos tridimensionais, por Shilnikov
numa, série de artigos publicados a partir de 1965 [15, 16, 17], cujo teorema foi
apresentado na secio 4.1.1.

As érbitas homoclinicas sio conjuntos invariantes que, quando evoluidos no
tempo ¢ — o0, convergem assintoticamente para o ponto fixo. Em alguns casos
raros pode-se determinar analiticamente uma 6rbita homoclinica, como no modelo
introduzido por Sandstede [71], mas determind-las, geralmente, nio é uma tarefa
simples. Uma dificuldade ¢ determinar as variedades estavel e instdvel do ponto
fixo. Como mostrado anteriormente, para isso é necessdrio dar uma condigdo ini-
cial na variedade, o que nem sempre € possivel fazer com precisio. Vencida, £s554,
primeira, a outra dificuldade que segue é determinar o pardmetro de controle para
0 qual as variedades se unirdo.

107
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No sistema Double Scroll continuo, conforme visto no capitulo 6, pode-se calcular
uma, condicdo inicial na variedade analiticamente e determinar a variedade com
alta precisdo. Para determinar o conjunto de pardmetros em que as variedades
se fundem, neste capitulo vamos propor um método que pode ser aplicado a todo
sistema linear por partes. Além do mais, estendemos o método para determinar
érbitas heteroclinicas, que sio érbitas cujas trajetérias unem dois pontos fixos. Nesse
caso, a variedade instdvel de um ponto fixo se une a estavel do outro e vice-versa.

No sistema Double Scroll descontinuo , estudado na segéo 6.1.2, vimos que as
variedades estaveis dos pontos fixos coincidem exatamente com seus subespagos
estdvels (ver figura 6.4). Isso implica que ndo existe uma trajetéria, fora desses
subespacos, que convirja para uma variedade estdvel, o que inviabiliza a formacao de
orbitas homoclinicas nesse sistema. Por isso daqgui para frente estudaremos somente
o sistema Double Seroll continuo.

7.1 Método de Obtencao

Como }j4 fol mencionado anteriormente, uma oérbita homoclinica é formada pela
conecgio das variedades estdavel e instavel de um ponto fixo. No sisterna Double
Scroll conhecemos precisamente como o conjunto das variedades se comporta nas
proximidades do ponto fixo. Assim, sabemos como esse conjunto se aproxima (va-
riedade estdvel) e se afasta (variedade instdvel) do ponto fixo, guando evolui num
tempo positivo. Mas, devido & ndo linearidade que o sistema apresenta, ao deixar
o dominio em que o ponto fixo estd, ndo é mais possivel determinar com precisio o
comportamento do conjunto da variedade. Portanto, estamos forcados a encontrar
uma solucao numérica para determinar o pardmetro em que as variedades se juntam.

Nas secOes que seguern apresentaremos um método para obtencdo de drbitas
homoclinicas para todos os pontos fixos do sistema Double Scroll. O método estd
baseado no fato de que em sistemas lineares por partes, os subespacos tangenciam
as variedades numa larga escala de espago. Mostraremos, também, como o método
pode ser usado para determinar 6rbitas heteroclinicas, aquelas nas quais a variedade
instavel de um ponto fixe se une & estavel de outro e vice-versa. Este método de
obtencio de drbitas homoclinicas e heterociinicas ¢ valido para sistemas lineares por

partes, mas pode ser estendido para sistemas ndo lineares em geral.
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7.1.1 Orbitas Homoclinicas

Existem vérios tipos de érbitas homoclinicas do pouto fixo Py as quais serdo
apresentadas em subsegdes porque o método para obté-las sofre ligeiras adequacdes.

Orbitas Homoclinicas tipo H,

Vamos comegar determinando uma, érbita homoclinica do ponto fixo P, de ordem
n. A figura 7.1 mostra um esquema do método, onde o sistema de coordenadas
foi levemente rotacionado em torno do eixo y. Damos uma condigio inicial nas
proximidades do ponto fixo Py, no subespaco EU(PU), e consideramos a sua evolucio.
Serd descrita uma trajetoria que deixard o domfnio Dy, através desse subespaco, em
dire¢do ao dominio D, fard um ntmero n de revolugdes em torno de Py, podendo
eventualmente cruzar virias vezes a fronteira, U, entre os dominios, ¢ atingird na
enézima revolugio o ponto F,, em Uy, localizado a uma distancia d, do ponto Q.
¢} é um ponto da variedade estével WS (F) contido no conjunto que forma a reta
Lo+, e € 0 ponto nessa reta que mais se aproxima de FP,. A reta Ly, é a interseccio
entre a fronteira Uy ¢ o subespago E5(F). Quando d, = 0 a 6rbita converge
assintoticamente para o ponto fixo Fy, através do plano formado pelo subespaco
E%(P), e a 6rbita homoclinica de ordem n est4 determinada. O método consiste
em fixar um pardmetro do sistema e variar o outro de forma a obter d, = 0. A
ordem da drbita é determinada pelo niimero n de revolugdes que ela dd em torno de
P,. Representaremos as 6rbitas homocHnicas com o simbolo H,.

A reta Lo, pode ser determinada através da equagao 3.20 com z = |

Loy ={(y,2) eR* | X + Yy + Zz = 0} (7.1)

onde, X = ypz; — zpyr, V = ZRTI — TR € 4 = ZpYr — yr;. As coordenadas
(xR, Yr, zr) formam o vetor 7 e, (zr,y1, 21), 0 vetor .
A disténcia d, é dada pela equacao 7.2

Ugs X g

d'ﬂ- = uTTSPn (7.2)

—

[Tos X g

onde s e Usp, s40 os vetores formados pelos pontos @@ e S e pelos pontos S e
P, respectivamente. S é um ponto arbitrario contido na reta Ly,. Un é um vetor
perpendicular ao plano U,.. Note que a configuragio dos vetores na figura 7.1 implica
que a distdncia d, serd positiva se P, estiver entre a linha Lo, e 0 eixo z e, negativa,
quando a linha Ly, estiver entre P, ¢ 0 eixo z.
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Figura 7.1: Esquema do método de obtenciio de drbitas homoclinicas do ponto fixo Fy. U, € a
fronteira entre os dominios Dy e Dy. @ pertence 3 WY (F,), e é o ponto na reta Lo, = ES(F)) N,
que mais se aproxima de P, e § € um ponto arbitrdrio nessa reta. 7g, T4 e Ugp, s30 vetores auxiliares
para o cdlculo da distancia d,. A &rbita homoclinica de ordem n estd determinada quando d, = 0.

Para calcular as coordenadas dos pontos () e S usamos a equagdo (7.1) escolhendo
a coordenada » como zg = 0, para o ponto ¢, e zg = 1, para o ponto S, assim,

X
Q = (mQ;yQ,ZQ) - (1?""?70)
(7.3)
X+2Z
S = (Cﬂg,ys,Z,s') = (11 YT 1)

Escolhendo como 7 = (1,0,0), que é um vetor perpendicular a U, a equagio (7.2)

passa ser dado por
_ Ysp, + Zzsp,

V14 22

onde ysp, = Yp, — Ys € Zsp, = Zp, — 2Zs. As coordenadas de P, = (1,yp,, 2p,)

y, (7.4)

dependem da integracio do sistema.
A determinacgdo das érbitas homoclinicas é um processo semi analitico. A linha
Lo, é determinada analiticamente, mas a evolucio do sistema ¢ calculada por um
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B=19,0

0,10} —
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0,00

-0,05
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0’193,5 14,0 o, 15,0 15,5

Figura 7.2: Curva da distincia dy em funcdo de o, com 8 = 19,0 fixo. «; representa o valor do
pardmetro em que ocorre a rbita homoclinica de ordem um (Hy).

método numeérico. Assim, por mais preciso que seja a determinacdo das coordenadas
de P, em que d, =0, a trajetdria nunca convergird infinitamente para o ponto fixo,
pois a integracio do sistema nio é exata, e cada ponto determinado depende do
anterior, o que colabora para, que a trajetoria se desvie cada vez mais da variedade,
Portanto, o parimetro que resulta em dn = 0 ndo é necessariamente aquele que
resultard na mixima aproximagcao da érbita ao ponto fixo, sendo necessirio para
S50 UMa Correcio.

Este método de obtencdo de érbita homoclinica consiste em duas partes. Primeiro
fixamos o pardmetro £, variamos o pardmetro & ¢ medimos a distincia dy,, até que
ela sofra uma mudanca de sinal. Com isso determinamos dois valores de o entre os
quais estd o valor a, do pardmetro em que ocorre & Orbita homoclinica de ordem n.
A figura 7.2 mostra o resultado desta primeira ctapa para a determinacio de uma
érbita homoclinica de ordem n = 1 (H1). Onde 8 = 19,0 est4 fixo e o) estd entre
14,42 e 14,44. Portanto h4 uma imprecisdo do parAmetro em torno de Ag = 0,02. A
distancia medida para o = 14,42 é de dy = 0,0018 ¢ para o = 14,44, d, = -0, 0003.

Em seguida, sabendo que o valor de 0, estd entre o e o + Acy, fazemos uso da
seguinte propriedade do sistema, para valores positivos da distancia d,, a trajetéria se
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B=19,0 | B=19,0 |
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0,01 _
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Figura 7.3: Trajetdrias partindo da variedade WY (F,) na vizinhanca de P (2) A trajetéria se aproxima
de Py e diverge em direcdo a Dy (di > 0 e a < a). {b) A trajetdria se aproxima de F, e diverge em
direcio a 2= (di < Oea > ). (c} A trajetdria forma uma drbita homoclinica de ordem um (dy = 0

ea=a)

aproxima de P e, em seguida, diverge para a regido do dominio D, onde se encontra
Py, (figura 7.3(a)). Se d, < 0 a divergéncia ocorre em direcio da regido de D_ (figura,
7.3(b)}, onde se encontra P_. Através desse comportamento vamos nos aproximando
do valor de v, medindo § = m, a maior aproximacéo da trajetéria ao
ponto fixo Fp. O valor de § determina a precisdo da 6rbita homoclinica formada.
Para os casos tratados nesta segdo, consideramos d = 107° suficiente. A figura 7.3(c}
mostra a 6rbita homociinica de ordem um com § = 1075 ¢ of = 14, 43746643008159.

O pardmetro exato c; estd entre o e of + A¢/, onde Ac/ = 107, Assim, nés
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consideramos «; = o,

Note que esta sintonia do pardmetro o permitiu que a
precisdo anmentasse de Ax = 0,02 para Ao/ = 10~
Assim, uma 6rbita homoclinica existe se as seguintes condigdes forem satisfeitas

145]:

I Existem pardmetros o ¢ Ao € R tais que duas trajetérias, com parimetros
@ e a+ Ax (ou a — Aa) partindo da vizinhanca de By, permanecam a uma
distdncia maxima ¢ uma da outra até que alcancem o ponto P,.

II Os pardmetros v e Acr 550 tais que Py, () estd posicionado dentro de uma faixa
T' (sendo T uma faixa de largura ¢ centrada em Loy) comd, > 0 e P,(a+Ac)
(ou Py(a — Aa)), com d, < 0, para |dni < €/2.

Il Existe um pardmetro o' € [, a+Ad] (ou o € [, @ — Aq)) tal que a trajetéria
que parte de F,(of) alcanca uma ¢ vizinhanca de Fo ¢ val para D, para
t = +oo. E existe também Ao’ € R tal que P, (o/ + Ad!) {ou Pp(af — Ar'))
val para D_ para t — +oo.

Se as condigdes I — III forem satifeitas, entdo o/ — | < Ja—apl e Ad! < Ac,
onde a, é o valor exato de o que forma uma érbita homoclinica, e entdo podemos
concluir que essa drbita existe em , dentro do intervalo (o +Ad] (ou [of ~ Ac]).

A condigdo II é uma sintonia preliminar do pardmetro « que permite estimar o
pardmetro o/, e a condiciio III é a sintonia fina do parametro o que permite que
estimar o pardmetro o,. Essa condigio estd baseada na instabilidade estrutural da
6rbita homoclinica, como mostrado na figura 7.3, i. e., variacdes arbitrariamente
pequenas de o mudam completamente a trajetoria que partiu de P,.

A figura 7.4 mostra érbitas homoclinicas determinadas com o procedimento aqui
descrito. Todas apresentam condigao inicial na variedade instavel W9 (Py) distantes
de 1072 do ponto fixo Py, o passo de integracdo usado é de dr = 5x 10™® com precisio
Acd' = 107" de a,, mas, como neste caso estamos apenas mostrando resultados do
método, apresentaremos o valor de oy com seis casas decimais, o que j4 6 suficiente
para ter uma estimativa do seu valor. De (a) a (d), 8 = 30,0 e, em (e) e (f),
£ =100,0. Em (a) est4 a érbita homoclinica de ordem wm (H1) em o) = 22, 298546,
em (b) estd Hy em cg = 18, 065924, em {c) estd Hy em a5 = 16, 196541, em (d) esté,
Hy em oy = 15,247382, em {e) estd Hy em g = 37,996929 ¢ em (f) estd Hy em
o = 36, 060044.
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T H T T T 1 T
20k % (a 200 (b} |
f=30,0
1,0k - Lok i
x ¥
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Figura 7.4: (a) Orbita homoclinica de ordem um (Hi) em a = 22,298546. (b} Hy em ap =
18,065024. (c) Hs em a3 = 16,196541. (d) Hy em cq = 15,247382. (e) Hy em as = 37, 996929,
{f) Hs em a5 = 36,069044.
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Orbitas Homoclinicas tipo Hym

Figura 7.5: Esquema do método de obtengdo de 6rbitas homoclinicas do tipo H, ,,. P, é 0 ponto onde
a variedade instavel WY (Fy) cruza a fronteira Ut e Py, € o ponto onde cruza U_. Ly.. = ES (PN
€ dn,m € a distincia entre P, e Lo_. A érbita homoclinica H,, m estd determinada quando tym =0,

Todos os tipos de érbitas homoclnicas até aqui considerados, implicam neces-
sariamente que todas as vezes que a trajetoria cruzar U, deve estar a uma distincia
d > 0 em relagdo & reta Lo,.. Mas existem outros tipos de dérbitas em que a trajetéria
pode cruzar Uy, apds ter dado n revolugdes em torno de Py, comd < 0. Nesse caso,
a trajetéria aproxima-se de Py, atraida pelo seu subespago estdvel, e visita o dominio
D_ por influéncia do seu subespaco instdvel. Aproxima-se do ponto fixo P_, devi-
do ao subespago estavel ES(P_), contorna-o um determinado nimero m de vezes e
incide no subespago estdvel E°(P) através da linha Ly sendo conduzido & P,.

Para determinar esse tipo de Orbita, varia-se um dos parfmetros o ou £ no
sentido de minimizar disténcia dn,m entre a linha Ly e o ponto 2, onde P, é o
ponto onde a trajetéria cruza o plano U.. A figura 7.5 ilustra a formacio dessa
6rbita. Neste caso dnm € positivo se Lg.. estiver entre P, e o eixo 2 e negativo se
P estiver entre o eixo z e Ly_. A distineia dnm € calculada de forma similar 3
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distancia d,, das érbitas homoclinicas tipo H,.

-2

oF 03 0 02 0,4 0

Figura 7.6: (a) Orbita homoclinica Hs, em a1 = 11,601180. (b) Hi 4 em a0 = 8,172096. (c)
Hya em g g = 11,977307 {d) Hys em s = 19, 846019,

A combinagdo do nimero de revolugbes da drbita homoclinica em torno de P,
e de PP_ caracteriza as distintas familias de 6rbitas homoclinicas. Dessa forma usa-
remos a notacio H, ., para distinguir as diversas érbitas homoclinicas. O indice n
indica o nimero de revolugdes da érbita em torno de P, ¢ 0o m, em torno de P_. Para
m = 0 a drbita habita apenas o dominio D, além do Dy. Por isso classificaremos
esses tipos de érbitas como de classe 1. Para n # 0, as érbitas visitam, na seqiiéncia,
Dy — D_, e sdo de classe 2. Seguindo o mesmo raciocinio, podemos concluir que
existem Orbitas homoclinicas que habitam, na seqiiéncia, D, — D_ — D, para
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depois convergir para Py, através de Lyy. Essas sdo érbita homoclinicas de classe’
3. Dessa forma existem uma infinidade de tipos de drbitas homoclinicas de classes
superiores, além do que em cada classe existe uma, quantidade imensa de ordens de
orbitas homoclinicas. N6s nos limitaremos a estudar dérbitas homoclinicas de classe
le2.

A figura 7.6 apresenta quatro 6rbitas homoclinicas tipo H, . Em (a) estd a
orbita homoclinica H;; em o1 = 11,601180 e 8 = 15,0, em (b) estd Hi, em
a2 = 8,172096 e 8 = 10,0, em (c) estd Hyq em 034 =11,977307 ¢ B = 20,0 e em
(d) estd Hyz em a3 = 19,846019 e B = 40, 0.

Orbitas Homoclinicas no Ponto Fixo Py

No ponto fixo P, os subespagos tem geometria inversa a dos de £y, como
mostrado na figura 3.2. Isso introduz uma dificuldade que ¢ a determinacfo da
condi¢do inicial na variedade instdvel, ja que ela é um plano. Para contornar esse
problema, e usarmos o método descrito para obtencdo de 6rbitas homoclinicas tipo
Hy, calculamos uma condicio inicial préxima ao ponto fixo P, no subespaco estavel,
que ¢ uma reta, e integramos o sistema numericamente com o tempo negativo. As-
sim, a trajetdria sai do domfnio D, para Dy pela variedade estivel de P, e ao
retornar de Dy para D, cruza o plano U, em um ponto P a uma distancia d da
linha L., que é formada pela interseccdo entre o subespaco instdvel de P, e o plano
Us. A 6rbita homoclinica estard determinada, para o par de pardmetros o e § que
resultar em d = 0 com P pertencendo a WY (P.) (ver figura 7.7).

Se, a partir do ponto P, a trajetéria continuar sendo evoluida num tempo neg-
ativo, divergirs rapidamente do plano do subespaco instavel. Isso acontece porque,
para uma integracio com tempo negativo, a propriedade dos subespagos inverte, o
subespago instdvel atrai a trajetéria para o ponto fixo e o estdvel o afasta. Como,
para o ponto fixo Py o autovalor \ associado ao subespago estdvel é muito maior
que a parte real p do autovalor imagindrio associado ao instdvel, a divergéncia atua
com maior intensidade, para uma evolugio no tempo negativo. Dessa forma, para
determinar completamente a érbita homoclinica, deve-se incluir mais um passo, no
método. A idéia é encontrar uma condicdo inicial, préximo ao Py no subespaco
estavel, cuja trajetéria, integrada no tempo positivo, encontre com o ponto £ sobre
a linha Ly. A figura 7.7 mostra esquematicamente como encontrar essa condicio
inicial.

A figura 7.7 apresenta a situacio em que os pardmetros da érbita homoclinica j4
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Figura 7.7: Esquema para obtencdo de drbitas homoclinicas de Pp. P pertence 3 variedade estdvel
de Py, e estd sobre a linha Ly = EV(P.)NU,.. P’ é o ponto para onde convergiu uma trajetéria
com condicdo inicial em EV(P,), nas proximidades de Py, e estd sobre L. d' é a distincia entre P
e P’ Quando d' = 0. a érbita homoclinica de P, estard completamente determinada,

foram determinados, ou seja, o ponto P j4 estd sobre a linha L. Para simplificacao
da figura, a variedade estavel de P, estd apresentado em duas partes, a que estd
ligada a P, e a que contém o ponto . Ela é determinada através da interago, num
tempo negativo, de um ponto no subespaco estdvel nas proximidades de P,. Saindo
das proximidades do ponto fixo, estd uma trajetoria sobre o plano do subespaco
EY(Py) que cruza a linha L. no ponto P’ distante d’ de P. A condiciio inicial
dessa, trajetéria pertence a uma circunferéncia desenhada em torno de P, sobre o
subespaco F°(P,), de raio r arbitrariamente pequeno.

As condicOes iniciais, sobre a circunferéncia, podem ser calculadas no sistema de
coordenadas 5 definida na segfio 5.2 com z’ = rcos{#) ¢ v’ = rsen(d) e em seguida,
muda-las para o sistema de coordenadas .S que estamos usando. Dada a evolugio de
uma trajetdria, a distancia ' permite identificar em que sentido da circunferéncia,
devemos procurar a préxima condicio inicial, até que P’ coincida com P, quando a
6rbita homoclinica estd completamente determinada.

O ponto fixo F}; apresenta situagdes semelhantes. Para pardmetros muito eleva-
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dos, o autovalor \ associado ao seu subespago instdvel é muito maior que a parte
real p do autovalor imagindrio associado a0 seu subespaco estavel, o que dificulta a
aproximagao da trajetdria ao ponto fixo FPy. Para determinarmos completamente a
drbita homoclinica, usa-se o mesmo procedimento descrito para obtengio das drbitas
em Py. A Fig. 7.8 mostra em (a) uma érbita homoclinica de P; ¢ em (b) outra de
Py, ambas determinadag por esse procedimento.

lj T F T Y T T
[- 0=13,125138 {a) -
B=19.0

[

Figura 7.8: (a) Orbita homocliica do ponto fixo Py. (b) Orbita homociinica Hos em 25=376,95172.

7.1.2  Orbitas Heteroclinicas

A 6rbita heteroclinica é um conjunto invariante que une dois ou mais pontos
fixos de um sistema formando um ciclo fechado. Para que isso ocorra, € necessario
que a variedade instdvel de um ponto fixo se una com a variedade estavel de outro
ponto fixo e a instdvel deste com 2 estdvel de um terceiro, envolvendo vérios pontos
fixos com essa mesma formacéo, até que a variedade instavel do tltime ponto fixo
se una com a estavel do primeiro.

No sistema Double Scroll, a variedade instavel de Py e a estdvel de Py sdo unidi-
mensionais. A probabilidades de que uma trajetéria com condico inicial em EY{(Ry)
convirja assintoticamente para Iy ¢ praticamente nula, excluindo 2 possibilidade de
existir uma 6rbita heteroclinica que envolva o ponto fixo F. Assim, estudaremos
aquelas que envolvem os pontos fixos PleP_,

As érbita heteroclinica no sistema Double Scroll sio determinadas de forma
similar a0 método usado para as orbitas homoclinicas de Fy. Primeiramente, vamos
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encontrar og parametros em que ela ocorre. Para isso, determina-se analiticamente
uima condicdo inicial no subespago estdvel de P_, proximo a P_, evolui-se a trajetéria
num tempo negativo até que ela interseccione o plano U, num ponto P. Calcula-se
a distancia d entre P e L, e varia-se um dos pardmetros a ou 8 no sentido de
minimizar d. O par de parimetros, para os quais d = 0 com P pertencendo &
W#(P,), determina, a existéncia da 6rbita heteroclinica.

Figura 7.9: Esquema do método para obtencio de uma drbita heteroclinica envolvende Py e P_. Q
ponto P pertence a variedade estdvel de P_ e o ponto P’, 3 variedade instével de Py

Determinados os parametros da érbita heteroclinica, pelos mesmos motivos apre-
sentados na determinacio das drbitas homoclinicas de P, deve-se buscar uma
condigdo inicial nas proximidades de P, no subespaco EFY{P,), cuja evolucdo leve
a0 ponto P2, para encontrar o conjunto completo da érbita heteroclinica. A figura 7.9
mostra a situacdo em que os pardmetros da orbita jd foram encontrados, mas a tra-
jetdria que leva o ponto P até o ponto fixo, ndo. O procedimento para determind-la
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¢ exatamente o mesmo descrito para a orbita homoclinica de Py.

Apods ter-se determinado toda a trajetédria que leva uma condic¢io inicial nas pro-
ximidades de Py para P., aplica-se a propriedade de simetria do sistema (z,y, z} —
{—z, -y, ~z} ¢ obtem-se a trajetdria que leva uma condiciio inicial nas proximidades
de £ para P, A figura 7.10 mostra uma 6érbita heteroclinica envolvendo os pontos
fixos Py e P_, do circuito Double Seroll, obtida por este procedimento.

Figura 7.10: Orbita heteroclinica. ay, = 13,132624.

7.2 Orbitas Homoclinicas Variedades

Esté claro que as drbitas homoclinicas sdo formadas pela fusdo das variedades
instavel e estavel de um ponto fixo, e podem ser descritas através de wma tnica
trajetoria. Mas, em sistemas tridimensionais como o tratado aqui, a variedade
associada ao subespago bidimensional contém, em seu conjunto, infinitas trajetérias
distintas, ¢ apenas uma delas fard parte da érbita homoclinica. A questiio que que-
remos esclarecer nesta se¢io ¢ de que forma estd relacionada o restante do conjunto
que forma essa variedade com a érbita homoclinica.

Na se¢io 6.2.2 do capitulo 6, mostramos que a variedade estdvel do ponto fixo

Fy estd conectada com duas regides, T € 2..ao, bem definidas no infinito (veja a



122 Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas

figura 6.9), dividindo a variedade em dois subconjuntos, W2 (P) e W5(P), respec-
tivamente. Esses subconjuntos encontram-se no subespaco estdvel de Py formando
uma fronteira a qual pertenceria a um conjunto cadtico compacto conforme discu-
tido na secdo 6.2.3. O argumento dado foi que a fronteira entre os subconjuntos
nao estd conectada nem com 2z, nem com z_,,, entdo, provavelmente estd numa
regiao entre os pontos fixos do sistema.

Figura 7.11: (a) Orbita homoclinica H e os subconjuntos W (Fy) (cinza) e W5(Py) (azul). (b) e (c)
sdo uma ampliagdo de (a) com e sem a 6rbita homoclinica, respectivamente. Q = ES(P))NEY(P,.)
eaz =11, 174540.

A é6rbita homoclinica é um conjunto que pertence a variedade estivel de P,
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que nao estd conectada com nenhuma regiio no infinito. A figura 7.11 mostra
que a fronteira que separa os subconjuntos Wi (PRy) e WS(PR) no subespago estdvel
de Iy pode pertencer também a uma érbita homoclinica, Em (a) estd a érbita
homoclinica Hs e os subconjuntos WE(Po) (cinza) e W3(Py) (azul) na regiio em que
E®(Py) NWS(Pp). A seta indica o ponto Q+ = E*(Py)) n EY(P,). Como discutido
no capitulo 4, as trajetérias sao conduzidas rapidamente para as proximidades do
subespago EY(P.), assim, uma érbita homoclinica de Fy deve interseccionar B (P)
numa regido muito préxima de Q.., como mostrado a todo instante na figura 7,11,
Em (b) e (c) mostramos uma ampliacio de (a) com e sem a Grbita homoclinica,
respectivamente, para mostrar com mais clareza que a Orbita habita a fronteira
formada por W¥(F) e W5 (Fy).

Para a 6rbita homoclinica de P, , nfo existe nenhuma formagdo especial do con-
Junto da variedade instdvel (que est4 associada ao subespago bidimensional). Isso
porque essa Orbita se forma na regiso do espago dos pardmetros onde o sistermna
converge para o atrator no infinito.
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Capitulo 8

Bifurcacgoes de Orbitas
Homoclinicas

Chamamos de bifurcacio homoclinica a mudanga de comportamento de um sis-
tema dindmico associado ao surgimento de uma érbita homoclinica [72]. Em sis-
temas bidimensionais estudados por Andronov, Leontovich, Gordon e Maier [10], a
drbita homoclinica causa o surgimento ou o desaparecimento de uma érbita periddica
estdvel. No sistema de Lorenz, a érbita homoclinica estd associada & transicdo de
comportamentos periédicos e ao surgimento de ferraduras, muito embora, segundo
Yorke [12] e Kaplan ¢ Yorke [11], o caos resultante ndo seja atrativo mas tran-
siente. Em sistemas autdénomos, com pontos fixos tipo sela e dimensio igual ou
superior a trés, a presenca dessas érbitas pode implicar na existéncia de compor-
tamento caotico, ferraduras, e uma infinidade de bifurcagdes vizinhas (no espaco
dos pardmetros), dependendo dos valores dos autovalores da matriz Jacobiana do
fluxo calculados no ponto fixo ao qual a érbita homoclinica, est4 associada, {73]. No
sistema de Rossler, visto na secdo 5.1, o surgimento de uma érbita homoclinica 6
sinal de transicdo entre atratores cadticos 9.

O simples surgimento de uma érbita, homoclinica é, também, chamado de bi-
furcagdo [74]. Nas secdes anteriores, vimos varios tipos de érbitas homoclinicas.
Existe uma diversidade enorme de outras espalhadas no espaco dos pardmetros,
Arneodo identificou érbitas complexas em dois sistemas estudados (4], e propés
outro sistema estudado por Glendinning e Sparrow (31], onde se formam outros
tipos distintos de 6rbitas. No circuito Double Scroll, Freire [75] analisa érbitas ho-
moclinicas caracteristicos de sistemas com simetria, e ahan apresenta familias de
6rbitas homoclinicas [68]. Todas estas érbitas sio chamadas de Orbitas homoclinicas
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de Shilnikov porque estes sistemas atendem ao teorema de Shilnikoy.

Uma grande quantidade de estudos, como os de Evans [76], Gaspard [32], Glendin-
ning e Sparrow [31] e Tresser [77], mostraram que a existéncia de uma érbita ho-
moclinica de Shilnikov H, (priméria) implica na existéncia de infinitas H, (sub-
sididrias). Em [32], Gaspard mostrou que H, se acumula em H; segundo uma.
lei de escala no espago dos parfmetros. Posteriormente, Wang [78], Feroe {33] e
Gonchenko [35] estenderam esses trabalhos mostrando que a priméria H; implica
na existéncia de subsididrias H,, com n arbitrariamente grande. Além do mais,

m [34], Gonchenko mostrou que uma completa descricio da organizacio dessas
subsididrias é impossivel de ser obtida.

Dentro deste contexto, neste capftulo vamos buscar uma compreensio mais geral
sobre a organizacao das drbitas homoclinicas de Shilnikov. Mostraremos que as
subsididrias H, também sofrem acumulagdes no espaco dos pardmetros e estio or-
ganizadas segundo uma lei de escala deduzida & partir da analise de codimenséo 1
da classe de sistemas dindmicos onde se aplica o teorema de Shilnikov. Um outro
ponto importante neste capitulo é a verificagio da existéncia de outras érbitas ho-
moclinicas primdrias. Até onde foi possivel averiguar, nao hd na literatura estudos
que envolvam drbitas primdrias de ordem superior a 1. Diante disso, a teoria de
bifurcactes sofreu ligeiras adptages de forma a incluir estas érbitas e obter resul-
tados gerais. A partir destes resultados, associado a uma andlise de codimensio 2
e de observagdes do espago dos pardmetros do sistema Double Scroll, identificare-
mos uma estrutura homoclinica caracteristica que representa a menor organizacio
de bifurcacdes homoclinicas. Todos esses resultados tedricos sio confirmados pelas
observagdes do sistema Double Scroll e descrevem todo o seu cendrio de bifurcacdes,

no espaco dos pardmetros.

8.1 Analise Tedrica

O teorema que vamos enunciar, a seguir, pode ser dividido em duas partes.
A primeira, apresentada na seciio 8.1.1, estd relacionada A existéncia de infinitos
tipos distintos de 6rbitas homoclinicas, cada qual composta de infinitas érbitas ho-
moclinicas similares. A segunda parte descreve como essas 6rbitas estdo organizadas
segundo uma lei de escala, cuja demonstracdo encontra-se na secao 8.1.2. A demons-
tracdo de que o teorema pode ser aplicado ao sistema Double Scroll estd apresentada
na se¢&o 8.1.3. Lista andlise é de codimensao 1, mas é vilida para sistemas de codi-
mensao maior, como o Double Scroll, conforme estd discutido no final da secio 8.1.2
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Teorema: Seja o sistema de equagoes diferencias C? em R3:
T =px—uwy+ Plz,y,z u)
Y =wz+ py + Qz,y, z; 1) (8.1)
z= A+ Rz, y, 2 u)

com autovalores Ayp = p+tiw e Ay = ) onde Ap < 0, | p/A 1< 1 ew##0, e funcdes
P, @ e R analiticas tais que P(0,0,0; 1)=Q(0, 0, 0; uy=£(0,0,0; 1)=0, sendo 1 o
parametro de controle. Entdo, se existir uma Grbita homoclinica priméria H;, de
ordem j, existird um ntimero infinito de distintas érbitas homoclinicas subsidigrias
Hyj, de ordem nj e préximas i Hj;, cujo pardmetro de controle ,ufm., da iézima

subsididria F*

nj» Obedece & seguinte lei de escala [46]:

i i+1
p’nj—‘.lu’nj -

—1_ 5 — €

ey

8.1.1 Existéncia de Infinitas Orbitas Homoclinicas

Para demonstrar que as condicBes impostas pelo teorema anterior implicam na,
existéncia de um nimero infinito de distintas 6rbitas homoclinicas subsididrias, con-
sidere que o sistema (8.1) apresenta uma érbita homoclinica priméria Hy com A, = )
€ Ag3 = —pLiw onde A, p,w > 0 (usamos Re(Az3)=—p, com p > 0, para explicitar
que a parte real desses autovalores é negativa). Note que se os sinais dos autovalores
A e p forem invertidos, basta inverter o tempo para retornamos & situacio atual.
Portanto a presente demonstragio é também valida para A; = =X e Aoy = p F qw,

Lineariazando o sistema (8.1) em torno do ponto fixo (z,y, z) = (0,0, 0) obtém-se

& -p —w 0 T
g |=| w —-p 0 y |, (8.2)
z 0 0 A z
cuja solugdo é dada por
T e~ (@g cos wt — yg sin wt)
Yy | = e (zosinwt +yocoswt) | . (8.3)
z Zpet

Definem-se duas superficies

Lo = {(2,9,2) € B | a2 442 <72, = )
Si=A{(z,y,2) ¢ R ly=0,0<2z<70<z<h}
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inseridas num cilindro centrado no eixo z, com 0 < z < h e raio 7, conforme
representado na figura 8.1, onde o sistema pode ser considerado linear. Assim, a
solugéo do sistema de equagdes diferenciais (8.3) ¢ valida para qualquer regifio dentro
desse cilindro. O tempo que as trajetérias, com condicdes iniciais em T, levam
para alcancar 2y pode ser determinado através da equacio (8.3) correspondente 3,

componente z.

t==In— (8.4)

Figura 8.1: Representacdo de uma drbita homoclinica, subsididria H, do sistema (8.1). O cilindro
delimita a regido no espaco de fase onde o sistema pode ser considerado linear. O ponto Py = (0,0, h)
representa o ditimo local onde a variedade instdvel estd sob o eixo z. A variedade estdvel WS ¢
composta pelo plano z=0, nas proximidades da origem. g = {(z,y,2) € R® | &? +y® < 72,2 = h},
= {{z,y,2) e R |y =0,0<2<7,0<2<h}

Considerando que e™# = (z/h)** ¢ que y = 0 em Xy, trajetérias com condicdes

iniciais (2o, Yo, %0) em X; irdo atravessar o plano Yy nas posi¢des dadas por

T zo(20/h)?* cosy
v | = mo(z/h)Psiny |, (8.5)
z h

onde vy =% In A Mudando o sistema de coordenadas cartesianas para as cilindricas,

END
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obtemos T/,’D DI EU

T To(Zo/h)'ﬂ//\
g | = o , (8.6)
z h

onde ry = .

A ordem ¢ definida pelo niimero de vezes que a Orbita ¢ mapeada de 2o para
21. Na Fig. 8.1 apresentamos uma 6érbita, homoclinica de ordem 2 (H3), no sistema
de coordenadas normais, com pardmetro de controle p=pig. Essa érbita corresponde
a0 ponto fixo localizado na origem. O ponto Py tem coordenadas (0,0, h). Observe
que dentro do cilindro, de acordo com a equacio (8.3), a variedade instdvel coincide
com 0 eixo z com limite em P, e a variedade estdvel estd no plano composto pelos
eixos z e y. A nossa intencéo ¢ determinar um mapeamento que descreva como ag
trajetorias se comportam nas proximidades da érbita homoclinica, Para isso, vamos
determinar como pontos em Yo 580 mapeadas em 2.

Definindo o mapa ! : 2y —» ¥y, dado um pardmetro de controle 4 e uma
condi¢do inicial (r, 6, h) em T, a solugo em primeira ordem de ' é o resultado da
Sua expansao no polinémio de Taylor de ordem 1 em torno ponto (rg,,0; =0, 2, =
0), primeira intersec¢io da drbita homoclinies, H) com a superficie Ly, assim, ry,
¢ a distincia entre esse ponto e o ponto fixo. Desss forma, as trajetérias deverso
se comportar de forma semelhante 3 érbita homoclinica H,, na sua proximidade,
Assim, uma condicio inicial (70,00, 20 = h) em Yo ¢ mapeada em 3, no ponto
(1,0, = 0,2) dado por

(r1,01,2)) = (ra, + alpy -+ brg cos by + ergsin g, 0, M + erg cos by + frosinfy)

onde a,b, ¢, e, f e m sio constantes associadas ao fluxo, e Apr=p — ;. Note que
para i = (i,

?/)1(0: O: h) = (T-Hl ’ O# 0)
é a solugdo de M, nesta representagdo. Fazendo a seguinte substituicio b = pcos w1,
C=psing,, ¢ = qcosy, e f = gsinpy, obtemos Pl Ty = 3

T TH, + aAp; + pry cos(by + )
21 M+ grg cos(Gy + )

Usando as equagdes (8.6) ¢ (8.7), i. e., aplicando V1P (ro, g = 0, Zo), obtemos o
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mapeamento bidimensional ¢ : £, — 3

oo/ A
7 TH, + el + pro (f)p/ cos(y + 1)
= (8.8)
Lo/
z mApL + gro (73)"/ cos{7y + (q)

Para o estudo de 6rbitas homoclinicas, vamos determinar o ponto em que a varie-
dade instavel cruza %, imediatamente apds ter cruzado 2. O primeiro cruzamento
é dado pela solucio de ¥'(P) = 4'(0,0, k) que, conforme a equacgio (8.7), resulta

T . T, + (IAp‘,l
2 mA ’

onde foi omitido a coordenada  por ser sempre nula. A partir desse ponto, os demais

(311}

cruzamentos sao obtidos através de repetidas aplicagdes de 0. Assim, o segundo
cruzamento é determinado por ¥2(P) )=y (), o terceiro por ¥3(P)=yyrp'(P,),
e assim por diante. Chamando a enézima iteragio de 9", obtemos ¥ (P, ):

7 O S TANT } n—1
AN
L A (8.9)
w ) ) [ e (B2 eos (410 (2 ) + ) |
, n>1
-1 A w
Z1+ T (ﬁﬁr)p/ cos (X In (hl) + ‘Pz)

\

Toda vez que, na equagho (8.9), a condi¢io z,=0 for satisfeita, existird uma
4rbita homoclinica H,;, de ordem n, com parametro i = u,. A oérbita H, é chamada
de primaria ¢ as demals (H,), de subsididrias. A condigfo z,=0, com n > 1, implica
na equacao transcedental

1\ P12 h
—2y = Tn-t (Zh J.)‘o cos (—t:\iln (z 1) + (,02) (8.10)

impossivel de ser solucionada analiticamente. Para analizd-la numericamente vamos

definir as seguintes fungoes:

= —zZ

g
. Zn-1 ’0/)\ w h
f = gTp-1 (T) COS ('X In (zn~1) -+ (’02) .

Na figura 8.2, estio tragadas as curvas de g e f para n = 2. Os pontos onde as
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Figura 8.2: Gréfico das funcses f e g para n=2. (a) Condicio de Shilinikov satisfeita. H4 infinitos
Cruzamentos entre g e f. Os cruzamentos sio solugdes em que existem Srbitas homoclinicas subsidisrias
Hy. (b} Condicio de Shilnikov n3o satisfeita. Nio ha truzamentos entre as curvas das fungdes g e f.

curvas dessas funcgées se cruzam representam solucdes para as quais existe uma, 6rbita
homoclinica. Portanto, para que existam infinitas érbitas homoelinicas H,, segundo
a equacio (8.10), a fungdo |g| deve assumir valores inferiores & amplitude da funcio
[, para os mesmos valores de Z1, 1o limite em que z; — 0. Para demonstrarmos isso,
primeiramente verificamos que, nesse limite, z,_, tende a 0 €, por isso, 0s termos
dominantes de g e f sdo, respectivamente, 2| e (znml)‘)%. Assim, estudar as condicoes
de existéncia de solucdes da equagio (8.10), quando 2, — 0, resume-se a verificar
as condigdes em que z; < (anl)z%/mx, onde (2,—)arax representa o valor de 2z,
calculado desconsiderando a sua oscilagdo (termo do cosseno igual a 1). Através da
equacio (8.9), podemos verificar que z; < (znv,l)MAX €, como no limite considerado
(Zn-1)rax < (Zn-1)§,mx para £ < 1, 2z < (zn*'l)p%{A}{- Definindo ¢ = [p/)[, a
condigdo § < 1 ¢ conhecida como a condigdo de Shilinikov. Como ndo foi feita
nenhuma restriciio a n, existem infinitas ordens de drbitas H,, n = 2, cada ordem
representada por infinitas érbitas homoclinicas, quando 2, — 0. A figura 8.2(a)
ilustra esse resultado para n = 2.

Por outro lado, ndo ocorrers formacio de érbitas homoclinicas se z; > (z,_ ;)f,[ AX-
No limite 2; -+ 0, isso acontece quando a condi¢do de Shilnikov nio for satisfeita,
18t0 €, £ > 1. Para mostrar 150, primeiramente verificamos que, através da equacio
(8.9), (zn-t)arax = 2z, + C’(zn_g)f,mx, onde €' ¢ positivo e constante. Como por
hipétese 2z, > (z.,hg)f,mx, podemos concluir que z; < (Zn-1)max < (1 + C)z;. As-
sim, podemos reescrever s condi¢iio que determina a nio ocorréncia de H,, como
z > [(1+ C)zl]imx €, como no limite z; — 0 as constantes nio sio relevantes,
obtemos z; > (zl);}i,MX 0 que implica que § > 1, como mostrado na, figura 8.2(b}.
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Voltando para a equagdo (8.10), toda vez que z,_, tende para zero, a amplitude
de z, tende para z, e sua fase, para o infinito. Assim, considerando as discussoes
anteriores sobre a condicdo de Shilnikov, se formard um cendrio, no espaco dos
pardmetros, onde um ntmero finito de érbitas A, se acumula em H,_;, quando
¢ < 1. Essa formagho pode ser melhor vista na figura 8.3, e serd melhor explorada
na Se¢io a Seguir.

8.1.2 Lei de Escala

Como fol verificado na secho 8.1.1, existem odrbitas homoclinicas H, se acumu-
lando em H,..,. Para estudar de que forma ocorre essa acurnulagio, vamo introduzir
o indice ¢ para diferenciar as solugdes da equagfio (8.10). Os valores do indice au-
mentam a medida em que as solucgdes se aproximam do ponto de acumulacio. Note
que, para i —> 00, a diferenca de fase entre duas solugdes consecutivas tende para v

, assim:
) o S (w In h +@y) =7
— i1l e il Bl T =
A Z:[tl1 2 A Zp1 v
portanto,
i1
z x
l o e (8.11)
Zpyei

onde 2 _, ¢ a coordenada z em i, resultado do pentdltimo mapeamento de ¥
em £; da iézima 6rbita homoclinica de ordem n (H). O dltimo mapeamento tem
coordenada z igual a z,=0. Como 2% _, estd associada & HY, entdo ela ocorre para
o pardmetro p=u
Na equagio (8.9), z, é diferencidvel se z,_; >0. Isto implica que z,_; é dife-
rencidvel se z,_o >0. No caso em que existe solucéo de z,, tanto z,_; como z,.o
sa0 maiores que zero. Assim, dado que z,-, é diferencidvel, para uma vizinhanca
suficientemente pequena de u, vale que
d d
———(#p-1) = ——(2n_1) = constante.
dA di
Assim, para os valores de 2,1 em que ocorrem trés 6rbitas consecutivas H:', HY
e HLM com 1 — oo, vale
i il -l i i il AN |
Zpey ™ Zp_y _ Fn Zn—1 T e . | Zpyl

S U Gl _ i il i
Ha n Ho, Ha oy ey Zp-1 .
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Por simples substituicgo, prova-se que a equacio (8.11) pode ser reescrita, da seguinte

forma , "

2 3

Zn»»l Zﬂ,wl _ ew%’i

i-1 - ?

Bl n—1
portanto:

1
,sz g4l Ax
o 2 o (8.12)

e
Essa lei de escala descreve de que forma os pardmetros tn, de uma H,,, se acu-
mulam em p,.q, de H,_,. ‘
Estes resultados podem ser generalizados levando em conta a existéncia, de drbitas
homoclinicas primérias H;, com 7 € N*. Desta forma, ¢¥*(P,), dada pela equacio
(8.9), passa a ser dada por

f ri; +alp, , =1
mA,uj
Tni
= T+ pr -(M)p//\co “] h +
Zng J T PT(n-1); n Siain Z(n~1) ©i
y n>1
n-—1)7 /)\ 41
L zj + qr(ﬂ—l)j (z( hlh)p cos (X ln (z(nf_zl)j) t (’02)
(8.13)

onde Ap;=p - #j sendo que p; representa o pardmetro da orbita priméria, H;, e
rh; € a distdncia entre o ponto fixo e a Jotaézima interseccdo da érbita homoclinica
Hj de ordem j com o plano ). As érbitas homoclinica, subsididrias H,; ocorrem
quando z,;=0. Para j=1, obtemos os mesmos resultados anteriores.

A lei de escala obtida na equagio (8.12) passa a ser escrita da seguinte forma,
Hng = bt

-1 g ¢

ey

(8.14)

Esta ¢ a lei de escala que descreve g aproximagdo dos parAmetros das érbitas ho-
moclinicas H,; no pardmetro da érbita H(n_l)j. Para n=2, essa lei descreve a
aproximacao dos pardmetros da subsididria Hy; no da priméria Hj e, paran >2, o
aproximacdo dos pardmetros da subsididria H,; no da subsidisria Hi.1y.

A figura 8.3 ilustra solugdes de z,; paran=1, 2 ¢ 3 em fungéo do parimetro Ay,
A andlise dessa figura revela caracteristicas interessantes sobre o cendrio das érbitas
homoclinicas. Podemos verificar que existem acumulacdes de infinitas soluctes da
subsididria Hy,; aproximando-se da primaria H;, e para cada solucdo da subsidigria
Hyj, hd uma acumulcio de finitas solugdes da subsididria H34, que tendem para o



134 Bifurcagoes de Orbitas Homoclinicas

Z 1j

| (@) T8 T N

Figura 8.3: Solugbes de z,; para n=1,2 e 3 em fungio do pardmetro Ap;=p; — 1. As 6rbitas ho-
moclinicas existem para pardmetros em que z,;=0. (a) Acumula¢do de infinitas soluces da subsididria
Hy; no pardmetro da primaria H;, e de um ndmero finito de solu¢ces da subsididria Hz; no pardmetro
da Hy;. (b} Ampliacdo da regido marcada com um retdngulo em (a). Nesta figura, rgy; = 1, a = 0.1,
I=1L,p=1¢=01p=12=2w=100,¢1 =1, o= L e h = 0.1

infinito quando zy-1); — 0. Essas acumulagoes tendem para a lei de escala obtida
na equagio (8.14), no limite em que p,; — p;. Note que ndo existe solugdo de z,;
quando zp-1); < 0. Assim, a soluglo de 2z 86 acontece quando z; >0 (condigdo em
que i > p1). Da mesma forma s6 existe z3 nos intervalos em que z >0. De forma
geral, o conjunto de solugbes z,; < 0 define regides proibidas de formagao de orbitas
homoclinicas do tipo H,. Dal podemos concluir que as acumulacdes acontecem
apenas de um lado do pardmetro de H,;. Outro ponto importante ¢ que, devido
a caracteristica oscilatéria do cosseno, as orbitas homoclinicas devemn aparecer aos
pares. Por fim, é interessante notar que as solugdes para Hy deixam de existir antes
das solugdes para H;. Toda esta discussao serd considerada mais adiante juntamente
com os resultados numeéricos obtidos.

Nao é nosso objetivo apresentd-las, porém, mais conclusées podem ser tiradas da
andlise feita aqui, como consequéncia da existéncia de uma 6rbita homoclinica de
Shilnikov. Por exemplo, impondo z=z e r=ry na equagio (8.8), podemos demons-
trar que existem infinitas 6rbitas periddicas com uma andlise semelhante daquela
feita aqui. A estabilidade dessas érbitas pode ser entendida através do estudo dos
autovalores da Jacobiana de v, e com isso mostra-se a existéncia de ferraduras de
Smale {14, 79] nas proximidades da 6rbita homoclinica. Estes resultados foram
obtidos por Shilnikov [15, 16, 17], ¢ podem ser encontrados em trabalhos publicados
por Glendinning [31] ¢ Gaspard [80]. O resultado que obtivemos é uma generalizagio
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do resultade anteriormente obtido por Gaspard (32], onde ele determinou a lei de
escala que descreve a aproximacio dos pardmetros de Hy em H;. A anélise feita aqui
€ vdlida para sistemas em que se possa considerar que a Orbita homoclinica priméria
seja de codimensdo 1. Isto é, se existir uma regido no espago de parimetros de
dimensdo maior que um no qual, fixando todos os pardmetros a menos o parfmetro
#, uma, érbita homoclinica possa ser sempre localizada para um valor de y = JToe

8.1.3 Transform¢ao do Sistema Double Scroll nos Modos

Normais

Para fazermos uso dos resultados obtidos na secao anterior, devemos mostrar
que o sistema Double Scroll, nas regides préximas do pouto fixo tipo sela, estd de
acordo com o sistemna (8.1) da se¢fio anterior. O nosso propdsito é estudar dérbitas
homoclinicas do ponto de sela 7. Assim, vamos fazer a mudanca de coordenadas,
do dominio Dy, para os modos normais.

O sistema Double Scroll escrita na forma matricial foi apresentada em (3.1)
da segéo 3.1.1, onde foram determinados os autovalores da, Jacobiana, A\ s=p % jw
e A3=XA definidos pelas equacdes (3.11). Na secdio 3.1.2, mostramos que a esses
autovalores estdo associados, respectivamente, 0s auto vetores T 0=Tr £ 10; e 7,
definidos em (3.15). Usando como base esses autovetores, a equacdo {3.1), para o
dominio Dy, passa a ser escrita como

7 p+iw 00 o
vy | = 0 p—iw 0 U
i 0 0 A Uy

Os auto vetores formam a base dos modos normais do sistema Double Scroll em C3.
Mas devemos buscar solucges reais pois as coordenada T, Yy e z, que formam os au-
tovetores, estao associadas s amplitudes de tensio e corrente do circuito eletrdnico.
Como %} sdo compostos pela combinagdo linear de ¥y e 7y, e esses vetores sio li-
nearmente independentes, entdo, ¥z ¢ 77, juntamente com 7y, formam também uma
base do sistema Double Scroll. Assim, dado que

’l:}"l’g = TLJ.R + ’I:’lL)'] (815)

‘lj"l)g = (p + iW)?Tl’g = ,0’(?1{ i (.()’l-)‘] + ’l:(ng -+- ,0?7[), (816)
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comparando a equacdo (8.15) com a (8.16), concluimos que

Ug = pUp — WUy
U = wig + pir
?73 = /\53

que estd em pleno acordo com o sistema de equagdes (8.1). Note que este resultado
vale para todo o dominio Dy. Assim, a fronteira U7, entre os dominios Dy e D, faz
o papel da superficie ¥, da figura 8.1. E qualquer superficie em Dy que contenha
o subespago instivel BV (%) em Dy corresponde & superficie Z;.

A transformacio dos demais dominios para os modos normais, pode ser feita de
maneira similar a aqui apresentada. Nesse caso, as funcoes P, @ e R do sistema
de equagBes diferenciais (8.1) assumem valores constantes. Com estes resultados,
todos os dominios do sistema podem ser integrados analiticamente, como mostrado
em {81].

8.2 Orbitas Homoclinicas no Espaco dos Parame-

tros

As 6rbitas homoclinicas estdo espalhadas numa vasta regido do espaco dos pa-
rametros. Habitam desde as regides onde existem atratores cadticos e periddicos,
até as regides em que o sistema diverge, formando conjuntos continuos, no espaco
dos pardmetros, as quais damos o nome de curvas de bifurcacdo, ou simplesmente
de famflias. Existe uma infinidade de diferentes familias de érbitas homoclinicas.
A maneira com que elas estdo organizadas forma um cendrio complexo e denso no
espaco dos parametros.

Nesta secfo, vamos primeiramente mostrar que a medida d, utilizada para obter
as orbitas homoclinicas no sistema Double Scroll, assume um papel importante na
compreensao da formacao das érbitas homoclinicas. Em seguida, apresentaremos
como se formam as familias, i. e., curvas de bifurcacoes, fazendo uma analise da
medida d em funcéo do pardmetro de controle o do circuito Double Scroll. Como foi
demonstrado na secdo 8.1.3, o sistema Double Scroll pode ser reduzido ao sistema
de equagbes diferenciais (8.1). Assim, deve estar de acordo com as previsoes tedricas
demonstradas na secio 8.1, e, particularmente, com a lei de escala que descreve
a relacgdo entre os pardmetros de controle de orbitas homoclinicas consecutivas de
mesma ordem. Assim, mostraremos a validade da lei de escala, obtida na secéo
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8.1.2, para a acumulacfio das érbitas homoclinicas subsididrias nas primérias, e
para a acumulagio entre as subsididrias. Por fim, apresentamos uma andlise de
codimensio 2 mostrando que a teoria prevé estruturas homoclinicas, como as que
observamos no circuito Double Scroll nesta secao.

8.2.1 A medida d

Como consequéncia da reducio do sistema Double Scroll ao sistems, (8.1) de-
monstrada na secio 8.1.3, a fronteira U, entre os dominios Dy e D, faz o papel da
superficie £y, da figura 8.1, E qualquer superficie em D, que contenha o subespaco
instavel EV(P,) em D, corresponde & superficie ¥, Assim, os eixos das coordenadas
T e y sao dois eixos arbitrérios, perpendiculares entre si, que formam o plano do
subespaco estiavel ES (Fy), e o eixo da coordenada z contém o subespaco instdvel
EY(R)). A medida, d, de um ponto em U, tem uma, relagdo linear com a coordenada,
% desse ponto dado por

_ [ sing,
d= (sin 7, °° 93) z (8.17)

onde ¢ ¢ o &ngulo entre os subespacos E5(By) e EY(Ry), 65 é o angulo entre E3(Ry)
e Uy, e 6; entre a medida d e a proje¢ao da coordenada 2 do ponto em Us. Con-
siderando que, para pequenas perturbagdes do sistema, esses angulos néo se alteram
significativamente, toda andlise feita sobre a coordenada z deve se aplicar para d.
Por exemplo podemos reescrever a lei de escala dada pela equagao (8.11), obtida
para z(,-1y;, em funcgio de An-1);:

di—’rl ' N
_gn_-_..]:.,)l e enﬁﬁw"tr'

i
{n—-1)j
O fato da medida d representar a coordenada 2 no circuito Double Scroll, permite
(qu€ S¢ possa comprovar as previsdes feitas pela teoria. Além do mais, a grande
vantagem é que d ndo é uma grandeza tedrica €, portanto, ao ser extraida do sistema,
traz consigo outras informacdes além daquelas previstas pela teoria, ampliando nosso
conhecimento sobre a formagdo das érbitas homoclinicas.
Recordando que definimos na secao 7.1.1 o sinal de d,, como sendo d, > 0 quando
F, estiver entre a linha, Lo eoeixom, ed, <0 quando a linha Lo, estiver entre
Py e o eixo z (ver figura 7.1). Na situacio d > 0 a trajetéria visita o dominio D,
€ necessariamente retorna ao dominio D, sob influéncia do subespaco instdvel de
Fo. Quando d < 0 a trajetdria é conduzida para o dominio D_, passando por Dy,
em virtude do subespaco instdvel de Fy. Portanto, uma, condi¢ao necessdria, para
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a existéncia de dérbitas homoclinicas, que envolvam apenas dois dominios, é que a
medida d seja sempre positiva, o que, em outras palavras, siginifica que, para que
exista uma Orbita H,;, devemos ter a condicdo dp,—1y; > 0, 0 que estd de acordo
com a teoria. B para a existéncia das orbitas homoclinicas que envolvam todos os
dominios d,, deve ser negativa.,

Para elucidar melhor essa questio vamos analizar o gréfico da Fig 8.4, onde
estd apresentado o comportamento da medida d, para as curvas dy, ds e dj, quando
variamos « com fB=50 fixo. As curvas dz ¢ dy cruzam duas vezes a reta d =0.

T 1 T I T I T
0.6 3=50,0 _
195

0,4
402

0,0

0,2 Ol

200

Figura 8.4: Gridfico do comportamento da medida d das curvas di, da e da em funcio de o com
F=50,0 fixo. Quando as curvas interseccionam a reta d =0, encontra-se 0 pardmetro « para o qual a
érbita hormoclinica se forma. O detalhe mostra que as curvas d; e da ndo se interseccionam em d =0.

Isso implica que para o mesmo S=50 existem duas érbitas homoclinicas da mesma
familia. Essa caracteristica é prevista pela teoria através da natureza oscilatéria de
Znj, responséavel pelo surgimento de érbitas homoclinicas aos pares. Para diferenciar
uma 6rbita da outra introduzimos o simbolo [ no inidice de «, para identificar a
6rbita do ramo esquerdo, ¢ o sirnbolo r, para identificar o ramo direito. A curva d;
¢ a 1nica curva que nao possul duas orbitas homoclinicas para o mesmo 5. Isso foi
verificado em grande parte do espago dos parAmetros (ver figura 8.5). Para 8 = 50,
a curva dp possul um minimo nas proximidades de «=80, e depois cresce tendendo
a zero para o — oo, até onde foi possivel observar. Nas demais familias existe pelo

menos duas formagdes distintas das érbitas.
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Para valores de o > vy, a medida d; permanece negativa, sendo portanto essa a
regido onde pode ocorrer érbitas homoclinicas que visitam os trés dominios, como as
familias do tipo H,,,. Para o < o, a medida d; ¢é positiva e limitada. Esse limite
ocorre porque, para parametros muito baixos de o, a variedade instével contorna o
ponto fixo P, pelo menos uma vez antes de atravessar, pela segunda vez, o plano U,.
Néo ocorrendo a medida dy, o que nao implica na inexisténcia das demais medidag
de d. A limitagdo das curvas d, e dj, para valores baixos de o sio da mesma forma
justificadas. Isso indica que ndo deve existir mais érbitas homoclinicas H,, para
Q< Q.

Entre oy e o, a medida d,, & negativa. Assim, é nesse intervalo que devem ser
procurados as 6rbitas homoclinicas do tipo M, . Para o > ,, a medida d, existe,
e € positiva, enquanto d,_, também for positiva. Quando d,_; é nula, d, deixa de
existir. Por exemplo, na figura 8.4, entre oy, e @y, as medidas dy e d; sfo positivas,
existindo portanto condigdes para que se formem érbitas de ordem superior & familia
Hjy. Porém, como H, é uma familia de 6rbitas homoclinicas primérias, de acordo
com a teoria, acumulam-se nela infinitas H,. Assim, entre oy, e oy existem infinitas
orbitas homclinicas de ordem igual ou superior a H,. Entre g € gy a medida dy
existe e é positiva enquanto dy for positiva. Isso cria condigdes para que se forme
uma, drbita homoclinica de uma ordem igual ou superior a familia ;. Neste caso,
se H, for uma érbita homoclinica, primédria nfo existird mais nenhuma Hy entre o,
e ay. Mas, se Hy for uma 6rbita homoclinica subsidéria, entio existirdo Srbitas
homoclinicas Hs se acumulando nela, e entre ay, e ay poderdo existir érbitas de
ordem igual ou superior & H;. De forma geral, a andlise de d, e d,.; mostra que
entre os ramos esquerdo e direito de duas familias consecutivas de ordemnen-+1,
respectivamente, poderdo existir somente famfilias de ordem igual ou superior a n+1.

8.2.2 Familias Primarias

Como discutido na secio 2.2.2, o espago dos pardmetros do circuito Double Seroll
foi reduzido a dois parametros (aef). E sobre esse espaco que aqui analisamos as bi-
furcacdes homoclinicas. As bifurca¢des que encontramos nesse espaco sao geralmente
unidimensionais. Esse tipo de bifurcagio é dita de codimensio 1. A codimensio de
uma bifurcagdo ¢ medida pela diferenca entre a dimensio do espaco dos pardmetros
¢ a dimensdio da bifurcagio. Codimensio é o nitmero minimo de pardmetros que
devem ser variados de maneira a se observar um certo tipo de bifurcacgio [82].

As familias (curvas de bifurcacio) que aparecem na figura 8.5 séo compostas por
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orbitas homoclinicas primérias, i. e., existem somente subsididrias H,; se acumu-
lando nelas, e por isso as chamaremos de familias primarias. Na figura 8.5, com
excegio da familia H,, as curvas das familias primérias, no espaco dos pardmetros,
$a0 compostas por um ramo esquerdo e outro direito que se juntam formando um
vértice muito préximo da fronteira entre os atratores cadticos tipo Réssler e Double
Scroll. Pardmetros na vizinhanca a esquerda dos vétices correspondem ao atrator

200 . .
esquerdo ——
direito
1501
B1oof
50+
O L L L
0 25 50 75 100

Figura 8.5: Familias primérias principais de érbitas homoclinicas no espaco dos pardmetros. O
retdngulo representa a regido entre os vértices de Hy e Hys onde se Jocalizam as familias primarias
e subsididiras apresentadas nas figuras 8.6(b) e 8.10.

tipo Réssler, e, na vizinhanga a direita, ao atrator Double Scroll. Os vértices coexis-
tem com o atrator Double Scroll. A figura mostra curvas pertencentes as familias H;
a Hy organizadas da seguinte forma: o ramo esquerdo de wma familia H; é vizinho
do ramo direito da familia H;; e, para H; que ndo possui dois ramos, seu vizinho
primério € o ramo direito de Hy. O retdngulo mostra uma regido que serd analisada
com maior detalhe, cujo resultados estdo mostrados nas figuras 8.6{b) ¢ 8.10.
Cada uma destas farnflias primarias, com excessio da H,, tem a particularidade
de seus ramos formarem um angulo entre si, fazendo com que a separacio entre eles
aumente para pardmetros distantes do vértice, cobrindo uma vasta drea do espaco
dos pardmetros. Entre os ramos, direito e esquerdo, de uma familia priméaria, nio
ha mais ¢rbitas homoclinicas do tipo H,, porque d é negativo. Mas, podem haver
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6rbitas que envolvam os trés dominios como as H, m discutidas na secio 7.1.1. Por
outro lado, nas proximidades do lado externo dos ramos, existe uma infinidade de
subsididrias H, Por exemplo, entre os ramos de Hy, 56 podem existir érbitas do tipo
Hym,.., Hom o ., nas proximidades do lado externo dos ramos, as subsdidrias H,, Hs,
... Estas caracteristicas fazem com que estas familias primérias formem o esqueleto
das 6rbitas homoclinicas no espaco dos pardmetros e, por isso, as chamaremos de
familias prim4rias principais.

Além dessas primdrias, entre os ramos direito e esquerdo de duas familias prima-
rias consecutivas, existem outras familias primarias. Estas famiflias primarias tém
as mesmas caracteristicas das anteriores a menos da formacdio de seus ramos que
tendem a se manter todos paralelos. Na figura 8.6(a) estdo apresentacas as familias

T I ¥ ¥ i T

()

Figura 8.6: (a) Familias de érbitas homoclinicas do tipo Hy,,. Aaj=a — q. (b) Familias de
orbitas homoclinicas primdrias entre os ramos direito e esquerdo das familias H; e Hs da figura 8.5,
respectivamente. Awy=q — ¢y

H\ . Como elas estdo muito préximas da familia Hy, podemos vé-las com maiores
detalhes trocando a abscissa « por Aoy = o — ;. Flas estio & direita da curva
de bifurcagio H; mostrada na figura 8.5. Na figura, 8.6(b) estdo algumas famfiliag
primérias, que ndo sio principais, entre os ramos esquerdo e direito das famfilias
primarias principais Hy ¢ Hs, respectivamente. A exemplo da figura (a), a abscissa
utilizada é Aoy = o — ay.

A figura 8.7(a) mostra o conjunto de pardmetros que compdem a familia primaria
prinicipal Hj, composta por seus ramos esquerdo (Hy) e direito (Hy,). O detalhe,
mostrado pela seta, ¢ a forma da 6rbita homoclinica no espaco de fagse. Todas as
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H
(a) A H P2l B=400 (b) |
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Figura 8.7: (a) Ha e H;, sio 0s ramos esquerdo e direito que compdem a familia primédria Hs. A
seta aponta para a forma da drbita homoclinica Hz no espago de fase. (b) Curva caracteristica dy
para 8 = 40. @y e ag, s30 05 pardmetros para a 6rbita homoclinica no ramo esquerdo e direito,
respectivamente.

demais sao parecidas com essa, sofrendo suaves e continuas deformagées ao longo
da curva. Para =40, existem duas érbitas homoclinicas, uma em cada ramo, para
08 parimetros o e g Na figura 8.7(b) estd a curva caracteristica de ds para
f=40. Para dz=0, obtemos os valores de as; e o, mostrados em (a). Para valores
decrescentes de 5, o ponto minimo da curva dy se aproxima do valor de d=0 até
atingi-lo. Esse é o ponto de encontro dos ramos esquerdo e direito, no espago dos
parametros. Para valores menores de [, a curva ds assume somente valores positivos,
nao ocorrendo mais drbitas homoclinicas H;. Todas as demais curvas de d x a das
familias apresentadas na figura 8.5 tém as mesmas caracteristicas que esta.

De acordo com as previsoes tedricas, para cada drbita homoclinica primédria
H; devem existir infinitas orbitas subsididrias Hy; se acumulando nela. A figura
8.8 mostra a acumulagio da subsididria Hg na primdria H; préximo ao vértice da
familia H3, mostrada na figura 8.7. Note como as acumulacdes ocorrem tanto pelo
lado esquerdo de wy como pelo lado direito de aa,.

Para verificar a lei de escala que descreve a aproximacao dos pardmetros a,ﬁj, de
Hyj, no pardmetro o1y, de H,-1);, vamos chamar de

i i1
: ol -t
| L.} M LN I ; —
St = e Sr=e¢e
Qni 0,

_Am
W

(8.18)

a escala medida e a escala tedrica, respectivamente. Os valores de A e w sao referentes
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d 5 d 4

0,15 0,015

0,10 0,010

0,05 0,005

0,00 0,000
6,1

Figura 8.8: Curvas ds e dg medidas nas proximidades do vértice da familia H, (6 =8,8). Aescala
da esquerda corresponde a curva d; e, a da direita, a ds.

ao pardmetro a; da érbita homoclinica principal Hj;. Na figura 8.9(a) verificamos a
aproximacdo da escala medida 5% na escala tedrica, Sy = 0,0594 () = 9, 28384,

w = 5,87965) para as érbitas homoclinicas subsidisrias Hs se acumulando na
0.070 —— ey T
0= 1y (a) {b)
0,065+ =
s ! _
0060F St /\ i
| P -
0,055 -
© ]
L ] | L /PR ] I
0 i 2 3 4 5 6 16

Figura 8.9: Aproximacio da escala medida S* na escala teérica Sr, definidas na equagdo (8.18)
quando ¢ — oo, para a acumulacio da subsididria Hpg na priméria principat H, (2), e da subsidiaria
Hya na primédria Hg. Dados na tabela 8.1,
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Sp=10,0604 f=52] Sp=0,0805 B =40

i H ot St i H o S

1 38,90 1 29,66

3 25,7909174234 6 18,77350046227
0 6 257903775086 0 12 18,77351396898
1 6 257908807122 0,0688 1 12 18,77351296569 11,0683
2 6 257909153481 0,0553 2 12 18,77350186106 0,0170
3 6 257909172625 0,0616 3 12 18,77350167170 6,0684
4 6 257909173804 0,0583 4 12 18,77350052261 0,0272
5 6 257909173873 0,0600 5 12 18,77350049130 1,9860
6 6 257909173877 6 12 18,77350042912 0,1153
76 - 7 12 18,77350042196 1,2703
8§ 6 - § 12 18,77350041285 0,0890
9 6 - 9 12 18,77350041204 0,0897
10 6 - 10 12 18,77350041197 0,0894
11 6 - 11 12 18,77350041196

Tabela 8.1; Valores dos pardmetros das Srbitas homoclinicas e do valor obtido de S* utilizados na
figura 8.9,

priméaria principal Hj localizada em «g = 25,7909 e § = 52. Hj corresponde a
uma o6rbita homoclinica pertencente ao brago esquerdo da famila Hj; apresentada
na figura 8.7(a). Na figura 8.9(b) est4 a aproximagao da escala medida S* na es-
cala tedrica Sp=0,0895 (A = 3,92371, w = 5,10727) da subsididria Hy» na primdria
Hs. As medidas foram feitas para o = 18,7735 ¢ 8 = 40, nas proximidades do
vértice da familia Hy apresentada na figura 8.6{(b). Como a lei de escala em (a) é
significativamente maior do que em (b), foi possivel obter mais pontos em (b} do
que em (a). Na tabela 8.1 estao os valores dos paréimetros das érbitas homoclinicas
utilizadas para o célculo de S*. Note como as primérias Hy e Hg estio bem distantes
de H,, comprovando a validade da extensdo da teoria de bifurcagbes para além das
proximidades de H.

8.2.3 TFamdilias Subsidarias

As familias de 6rbitas homoclinicas subsididrias desenvolvem-se nas proximi-
dades de uma familia priméria, entre os bracos esquerdo e direito de duas familias



principai Hg.

assume valores negativos.

familia primdria principal H,.

para S=/f;, existem quatro ¢rbitas Hg,
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primadrias principais consecutivas no espago dos parimetros, confundindo-ge com as
outras familias primérias que também habitam ess

uma subsididria, é necessdrio verificar qual é a o

lam nela. Nas primérias H; acumulam-se as subsidifrias Hy;. Nas subsididrias
Hy1y5, acumulam-se as subsiddrias Hpji. A figura 8.10 mostra duas subsididrias Hy
da priméria principal H, no meio dag primérias apresentadas na figura 8.6(b). A

primdria principal Hy e as subsididirias estdo representadas pelas curvas continuas.
As demais primérias sio as curvas tracejadas. A priméria principal Hy é a curva
A fg == 0.

as regides. Para poder identificar
rdem das Grbitas que se acumu-

| 1 i } i TS T
50| SR -
i H, Voo 1
40} N ¥
Hs 41
He'::’
E
I H7 ..
SOL L i 1 ! 1 | 1 | H8|
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 {f)
A0t4 H,

Figura 8.10: As curvas cheias sjo as subsididrias Hg da primaria principal Hy (Apg = 0) e a primdria
As curvas tracejadas sio algumas familias primdrias entre as principais Hy e Hj.

Tipicamente, entre og bragos esquerdo e direito de uma familia H,, a curva oy,
Mas em alguns casos isso nio acontece, provocando bi-
furcages que dio origem a outras familias H,. Na figura 8.11(

duas familia Hs que surgem por deformagdes da curva dg.
na regiao entre o ramo direito da familis, primaria

a) estdo apresentadas
Essas bifurcacdes estio

principal H; e o ramo esquerdo da

As curvas estio em fun¢iio de A = v g em virtude
da proximidade dessas curvas com a familia H,. Para B=p;,

existem somente duas
drbitas correspondendo a wma familia Hy . Em 8=

surge uma segunda familia e,
correspondentes as duas familias. Ag figuras
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8.11(b), (c} e (d) mostram a curva ds sofrendo uma dobra e criando dois pontos de
minimo. Aumentando o pardmetro a partir de S = f), a dobra assentua-se cada
vez mais até que em § = f ela tangencia d = 0 dando origem a outra familia Hyg
(figura 8.11{c)). Para valores ainda maiores, 8 = f33, a curva caracteristica se anula
em quatro pontos correspondentes aos ramos direito e esquerdo das duas familias
Hg (figura 8.11(d)). A topologia das 6rbitas, no espaco de fase é semelhante para
pardmetros proximos. As setas apontam duas érbitas homoclinicas, uma de cada
familia, obtidas para parametros distantes entre si. Pode se ter uma idéia de como
as Orbitas se transformam ao longo da curva de bifurcacao.

Para comecar a discutir a acumulacgdo de érbitas homoclinicas subsididrias em
outra subsididria, vamos definir como o lado interno de uma familia, a regifo do
espaco dos pardmetros compreendida entre os ramos direito e esquerdo de uma
familia de érbitas homoclinicas e, do lado externo, como toda a regido do espaco dos
pardmetros, excluida o lado interno. Vimos que, nas érbitas homoclinicas primaérias,
a aproximacio das subsididrias se dava pelo lado externo da priméria (veja figura
8.8) j4 que, do lado interno, d é negativo, eliminando a possibilidade de existir
qualquer tipo de 6rbita homoclinica H, nessa regifo. O mesmo se observa para a
familia Hg em 2 = 8, conforme a figura 8.11(b). O surgimento da segunda familia
Hs em B = 3, mostrada na figura 8.11(a), ocasiona uma inversio nessa acumulagio.
O lado interno dessa familia, marcada pelo asterisco em 8 2 By possul medida dg
positiva, sendo dg negativo do lado externo, como pode ser verificado na figura
8.11(d) para 8 = 3. Como ambas as familias Hs sdo subsididrias de Hs, devem
existir Orbitas Hy se acumulando nelas. Tanto pelo lado interno, como pelo lado
externo, dependendo da medida dg. As figuras 8.12 mostram que essas acumulagdes
de fato acontecem em acordo com a andlise feita de dg. A figura {a) corresponde 4
medida de dg e dg, feita na regido marcada com asterisco (8 =~ 19, 8031) na figura
8.11(a), préximo ao vértice da familia Hg. A curva dg se anula na regido onde a
seta, aponta. E nesse local onde se acumulam as érbitas Hy. Vemos que as solugdes
para existéncia de Hy vio se concentrando nessa regiao tanto pelo seu lado esquerdo
como pelo direito, o que caracteriza a acumulcdo pelo lado externo dessa familia Hg.
Em (b) sdo mostradas as medidas dg e ds para um valor de § 2 f2, 8 = 41,52. A
medida dy s6 existe enquanto dg for positiva. Para que isso pudesse ser observavel,
utilizamos duas escalas nessa figura. A da esquerda refere-se & curva dg, e a da
direita a dg. As setas apontam as duas solucdes para a drbita Hg, uma para o ramo
esquerdo (Hg), e outra para o direito (Hg,). Note que as solugbes para existéncia
de Hg estdo na regido entre os pardmetros das érbitas Hg. Portanto, neste caso as
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Figura 8.11: (a) Duas familias Hy, relacionadas pela mesma curva dg. As setas mostram a topologia
de duas drbitas homoclinicas , no espaco de fase, obtidas com parimetros distantes entre si no espaco
dos parametros, (b), {c) e (d) mostram a transformacdo da curva dg responsavel pelo surgimento da
familia Hg central. Agy=a — .

acumulacdes de Hy em Hg ocorrem pelo lado interno da familia Hs.

O surgimento da segunda familia Hg nédo pode ser explicada, pela andlise tedrica
feita na segio 8.1, porque essa andlise estd baseada num sistema de codimensao 1,
¢ o fendmeno observado ocorre porque existem dois pardmetros sendo variados ao
mesmo tempo. Porém, se inferirmos que um segundo pardmetro (no nosso caso o
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Figura 8.12: (a) Acumulacio de Hy pelo lado externo (a) e interno {b) de Hg medidasem 8 = 19,8031
e B = 41, 52, respectivamente, préximos aos vértice das familia Hy indicado pelos asteriscos na figura
8.11(a). Em (b), a escala da esquerda referece 3 curva dg, e a da direita & ds.

B) agisse nas constantes ¢y ¢ @y da equagio (8.13), podemos mostrar que a teoria
permite a bifurcacdo que acabamos de examinar através da medida d. A figura 8.13
¢ o resultado da solucéo de 235 e 24; dada pela equagiio (8.13}, quando variamos ¢,
e 9 mantendo todas as demais constantes fixas. Como 7 é arbitrario, este resultado
ndo se restringe para acumulagdes de Hg em Hg, caso em que j = 2, mas para

| @ O ©

,{'—)
£
e

-

Figura 8.13: Solucdes da equagdo (8.13) para 23, € zq; coma=—4, m =6, A =10, p =5, w = 50,
p=g=h=1e{a) v = @y = 1,00, {b) 1 = vy = —1,08 e {¢) vy = @y = -2, Este resultado
mostra que a bifurcacdo de Hy da figura 8.11 € prevista pela teoria.
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acumulagoes de His em Hy, etc. Portanto, a medida dg, apresentada na figura
8.11(b~d}, é prevista pela teoria se ¢1 e py forem varidveis pelo parimetro B, ou
seja, 1 = p1(8) ¢ vy = py(5).

A lei de escala tedrica Sy é valida, como discutido anteriormente, para aproxima-
¢Oes de Orbitas homoclinicas subsididrias em outras subsididrias. Porém, devemos
lembrar que essa lei de escala é vélida para convergéncias de érbitas ocorrendo em
regides muito préximas da 6rbita homoclinics priméria. Nessas regides, as acu-
mulagdes ocorrem em intervalos de pardmetros muito pequenos, o que cria uma
dificuldade para medi-los com precisdo, para determinar a escala S*. Outro fator
importante é a ordem da subsidigria. Quanto maior a ordem da subsdigria, Hinyj,
em relagao & primaria Hj, menores serdo os intervalos dos pardmetros da subsidigria
de acumulagéo H,;.

LI A T A I A B 0.8 L L A R Eme
o> L, {a) 0> 0, (b}
0,040 - - i 7
0,6 -
L ST _ ]
0,036 - W
Si 041 -
0,032 .
0,2} |
£ S.. .,
T n o
L 1 L 1 i I} : ! L | . r i i ! L I : i : |
0,028 1 2 3 4 5 6 O 1 2 3 4 5 6

Figura 8.14: Aproximacio da escala medida S na escala tedrica Sy, definidas na equacdo (8.18)
quando ¢ — oo, para a acumulacio da subsididria Hjy na subsiddria H, pertencentes 3 principal H
(a}, e da subsididria Hg na subsidria H) pertencentes A principal Hy (b). Dados na tabela 8.2.

A figura 8.14 mostra a escala medida ¢ se aproximando da escala tedrica Sp,
para a acumulacdo das subsididrias Hsz; na Hy;. Em (a) apresentamos a acumulcio
das subsididrias H; na subsididria, Hy (o = 6,199654, 8 = 7,5), nas proximidades
da priméria Hy (a; = 6, 1996585, 8 = 7,5}, convergindo para a escala tedrica S ==
0,0374 (A = 1,77010, w = 1,69222). E em (b), a acumulgio das subsididrias
Hg na subsididria Hy (o = 15,401, B = 40), nas proximidades da priméria i1,
(e = 15,406, 8 = 40), convergindo para Sy = 0, 0594 (A= 1,77010, w = 1, 69222).
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S = 0,0374 B8="T05 Sr =10,0594 5 =40

i H o St i H o S

1 6, 1996556957198 2 15,4059830506267

2 6,1996543917712 4 15, 4006416115
0 3 6,1996245238901 0 6 15, 3998743687
13 6,1996535232311 0,0289 1 8 15, 4003084513 0,7173
2 3 6,1996543605248 0,0359 2 6 15,4006198014 0, 0666
3 3 6,1996543906038 00,0375 3 6 15, 4006405259 0, 0496
4 3  6,1996543917304 00,0348 4 6 156, 4006415544 0,0523
5 3 6,1996543017695- 0, 0357 5 6 15, 4006416082 0, 0596
6 3 6,1996543917710 6 6 15, 4006416114

Tabela 8.2: Valores dos pardmetros das drbitas homoclinicas e do valor obtido de S* utilizados na
figura 8.14.

Os valores dos parimetros medidos das érbitas homoclinicas para a determinagio
de S* estiio apresentadas na tabela 8.2

—
: (a)
H,

2+ = 2+
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Figura 8.15: (a) Orbita homoclininca primédria Hg. (b) Orbita homoclinica subsididria Hys. A Hig
faz parte do conjunto de drbitas que estd se acumulando em Hj.

Na figura 8.15 estdo uma orbita homoclinica da familia Hg e sua subsididria da
familia Hy,. Note a semelhanca entre elas, comum a todas as subsididrias.
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8.2.4 Estruturas Homoclinicas

Inicialmente, discutiremos as curvas de bifurcacdes homoclinicas, no espago dos
pardmetros, encontradas em [35]. Para isso, obtivemos a figura 8.16 que mostra
curvas de bifurcacoes de familias primdrias principais nesse espaco. As linhas trace-
jadas indicam os valores de 8 e & com o pardmetro § = g/ constante. O teorema
de Shilnikov néo pode ser aplicado na regido em cinza, porque § > 1, e na regido
em marrom, porque todos os autovalores sdo reais.

200 -
;/E(%fd>'l
150F it
Pla-04
bioot i
501 i1 | ]
il A

o 20 40 60 80 100

Figura 8.16: Distribuvicio do valor da condigdo de Shilnikov & no espago dos pardmetros do sistema
Double Scroll. Em cinza § > 1. Em marrom escuro todos os autovalores s30 reais

Em [34] Gochenko demonstrou a impossibilidade de uma descricio completa
da organizagdo das curvas de bifurcacbes homoclinicas. Em [35] esse pesquisador
apresentou estudos com codimensdo 2 com descrigoes parciais referentes &s curvas
das ¢rbitas subsididrias, Hs e Hj, nas proximidades da curva H,, para ¢ limite
d —» 1. Mas, esses resultados nfdo podem ser estendidos para as outras oOrbitas
primdrias cujas curvas de bifurcacdo nfio atingem a regido com § — 1, conforme
vemos na figura 8.16.

Nesta seclo faremos uma andlise de codimensdo 2, buscando entender a or-
ganizagdo das curvas de drbitas homoclinicas, contemplando todo o espaco dos
parametros. Assim, revelaremos estruturas, presentes em todo o espago, que ainda
ndo haviam sido identificadas.
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Foi visto na segéo 8.2.2 que as familias primdrias principais determinam as regides
onde estdo os diferentes tipos de érbitas homoclinicas, formando uma estrutura
que organiza a distribuicdo das érbitas do ponto de vista macroscépico. Entenda-
se agui, como macroscopico, a escala em que seja possivel identificar as familias
primarias principais, no espago dos parimetros. Nas regides compreendidas entre
duas familias primdrias principais de ordens consecutivas, existe uma infinidade
de outras drbitas homoclinicas primdrias e subsididrias, formando uma complexa
organizacao que s6 pode ser vista em escala microscépica. A estrutura de érbitas
homoclincas mais simples e geral que possa descrever essa complexa organizacio
chamamos de estruturas homoclinicas.

Na se¢do 8.1 foi demonstrado que para cada dérbita homoclinica primdria, que
esteja em acorde com o teorema de Shilnikov, o sistema apresenta infinitas outras
Orbitas subsididrias seguindo uma regra de acumulagao regida por uma lei de escala,
nas proximidades da primaria. Essa andlise foi feita para um sistema de codimensio
I nas proximidades da érbita primdria, o que lHmita o seu alcance a uma escala
microscopica. Por exemplo, ndo é capaz de prever que existam outras primérias.

As observactes feitas no espaco dos pardmetros do circuito Double Scroll, a-
presentadas nas secoes 8.2.2 e 8.2.3, revelaram que as dérbitas homoclinicas estéo
agrupadas em conjuntos continuos que chamamos de familias, e que algumas dessas
familias determinam as disposigdes basicas das demais, no espaco dos pardmetros
de codimensdo 2. Contudo, ndo é capaz de descrever detalhes de como elas estio
organizadas. O limite intrinseco imposto pela precisdo computacional, restringe seu
estudo a uma escala macroscépica.

Portanto, as duas formas de andlises néo sao completas. O ideal seria termos
uma, teoria de codimensdo 2 que amparasse fendmenos observados com precisio
infinita. O que faremos aqui é verificar se os fendmenos observados, em escala ma-
croscopica, néo violam a teoria de codimensio 1, e que as previsdes feitas pela teoria,
em escala microscépica, possam ser aceitas como reais, com base nas observacoes.
Assim, extenderemos a validade da teoria de codimensdo 1 para a codimensio 2, e
as observacdes com precisdo limitada, para as escalas microscépicas.

A equagio (8.19) ¢ a solugdo da variedade instdvel nas proximidades da érbita
homoclinica, resolvida na secdo 8.1.2. As constantes a, m, p, g, ¢ € s, 530 constantes
que dependem do fluxo. Para fazer uma andlise de codimesdo 2, é necessirio inferir
mals um pardmetro na equacéo (8.19). Como as constantes dependem do fluxo e o
fluxo depende dos parametros, ¢ razodvel afirmar que um segundo pardmetro deve
fazer com que clas mudem de valor. Neste caso, elas deixam de ser constantes e
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passam a depender do valor desse segundo pardmetro. No circuito Double Scroll,
1880 equivale a dizer que, para um determinado valor fixo de B, elag assumem um
valor fixo e se mantém para bequenas variagdes de o. Quando f muda, assumem
outros valores, mas continuam constantes para pequenas variagdes de o A equacio
que descreve a dependéncia delas com B é desconhecida. Mas podemos varig-lag,
arbitrariamente, para verificar se os fenémenos observados concordam com a solugéo
(8.19).

TH; + G.A[.Lj : n=1
mAL;
T
J :< - _(2"11\.~--l);l')""}/A “1 h -+
Znj T3+ Prin-1); h cos{xm F(n—1}4 w1
n>1
E{n--1)5 A w
L\ % T qrn-1); (2 )p/ cos (Xln (zcnf—lw) * Wz)
(8.19)

Esse tipo de andlise foi feita na se¢ao 8.2.3 para mostrar que o dobramento
da medida d, apresentada na figura 8.11(b), (c) e (d), é previsto pela teoria, se
inferirmos que o pardmetro 8 tem influéncia sobre ¢1 e 3, naquela regifio do espaco
dos pardmetros. A solucéo de 235 (equivalente a dg para J = 2), apresentada na figura
8.13 (a), (b) e (c), confirmou essa previsio. Além do mais, as acumulagdes pelo lado
externo e interno verificadas na figura 8.12(a) e (b), também foram verificada, através
da solucio de z4; (equivalente a dy para Jj=2).

Nas figuras 8.17(a), (b), (c) e (d), Z(n-1); = 0 pode ser interpretada como a
solugdo de uma érbita homoclinica primaria, se n = 2, ou de uma subsididria, se
n > 2. A s0luglo z,; = 0 é sempre de uma subsididria, A figura 8.17(e), representa
as familias de érbitas homoclfnicas no espago dos pardmetros de codimensio 2, onde
a varia em fungdo do segundo pardmetro. A curva desenhada com a linha grossa
é a familia H, 135, com a linha fina é a H,; e as regides em cinza representam as
regioes permitidas para as familias subsididrias de ordem igual ou superior & Hngys
As regides em branco, entre familias consecutivas Hyj, so regides proibidas para as
érbitas homoclinicas do tipo H,. Os valores de  referentes as curvas de z, em (a),
(b), (¢) e (d), estdo representadas pelas linhas horizontais em (e). A figura (e) foi
construida a partir das demais. Para g = a1, Z(n--1); ¢ positivo, ndo existindo solugio
para Hi, 1y;, € 2,; possui duas solugbes para H.,; (representado por dois pontos em
(a) e em (e)). Note que em {e) ndo existe Hi,.1); e aparecem duas érbitas H,j,
uma no ramo esquerdo e outra no direito. As subsidigrias Hinq1y; se acumulam
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Figura 8.17: (a), (b), (c) e (d) sdo as solugbes de z,; e z(,,—1); para diferentes valores da constante
«. Os pontos marcam os pardmetros em que existem drbitas homoclinicas. {e) Estrutura homoclinica
resultante da andlise das solucSes de 2,5 € z(n-1);.

nelas pelo lado externo porque, para esses valores de Auy, 2,5 é positivo. Pelo lado
interno néo existem 6rbitas homoclinicas do tipo H,, porque z,; é negativo. Para
@ = ap, surgem mais duas solugbes que dao origem a uma segunda familia H,;.
Em (e) vemos que as acumulacdes de Hyp,1); se dao desta vez pelo lado interno em
virtude de z,; ser positivo nessa regido e negativo no lado externo, como pode ser
visto em {b}. As acumulagbes pelos lados externos e internos vio se intercalando
a medida que novas familias vao sendo formadas. Para a = a3, surge uma familia
Hp; que ndo envolve a Hy,_1y;. Familias com essa caracteristicas foram verificadas,
como as Hg da figura 8.10, que estio do lado esquerdo da priméria principal Hs.
Em (d}, a = a4, surge a 6rbita Hi,_1y;, que pode ser tanto uma primdria como uma,
subsididria, como discutido anteriormente. Junto com ela surgem vérias orbitas
H,; se acumulando nela pelo lado externo. A regido entre os ramos esquerdo e
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direito é uma drea proibida para érbitas homoclinicas, porque Z(n-1); € negativo nesse
intervalo. A familia H,;, formada & esquerda de Hy_1y; na figura (e), apresenta a
mesma estrutura que envolve a Hiony;

O circuito Double Scroll permitiu observar que as curva das familias, tanto das
primérias como das subsididrias, sio exatamente i lguais as prevista pela teoria. Outra
congruéncia, da andlise com a observacdo, é que para cada érbita homoclinica deve
existir outras se acumulando sobre ela, o que estd de acordo com a figura 8. 17(e). Isso
nos permite confiar nos resultados desta andlise, ainda que nio possa ser observado,
com propriedade, em virtude do limite imposto pela precisio das simulagdes. Assim,
a figura 8.17(e) representa a estrutura comum a todas as familias do espaco dos
paridmetros de codimensio 2. Esta estrutura, explica todo o cendrio (macro e micro)
observado no circuito Double Seroll. E, como estd amparada pela teoria, acreditamos
que seja valida para todos os sistemas que estao em acordo com o teorema de
Shilnikov.
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Capitulo 9

Experiéncias com Orbitas

Homoclinicas

As 6rbitas homoclinicas de Shilnikov sio importantes em diferentes dreas em
que a dindmica cadtica estd intrinsicamente ligada a elas. Essas érbitas governam a
dindmica de sistemas de descargas incandescente [23], dos pulsos de neurénios 18, 24|,
da intermiténcia em artérias de coelhos [25], dos fendmenos de ruido induzido [26],
de osciladores eletroquimicos [27], e de reagoes quimicas [28, 29, 22]. No laser COs,,
orbitas heteroclinicas sio responsdveis pelo tempo de retorno da trajetéria [30], no
entanto, as trajetérias na vizinhanca dessa érbita podem ser analisadas da mesma
forma com que analisamos a Srbita homoclinica,

Existem muitos trabalhos experimentais em que a dindmica é associadsa is Orbitas
homoclinicas. No entanto, essa associagao € feita com base na andlise teérica das
equagdes do sistema, ou, quando nio se pode extrair do sistema suas equacoes, com
base na forma do atrator caético que descreve trajetérias similares a das dérbitas
homoclinicas de Shilnikov. Isso se deve & dificuldade em medi-las. A importincia
das experiéncias, que propomos, estd em mostrar a existéncia de érbitas homoclinicas
em um sistema real e da sua influéneia na dindmica,

Neste capitulo, propomos trés experiéncias que fardo uso de um mesmo aparato
experimental. A primeira visa determinar as érbitas homoclinicas no circuito Double
Scroll. A segunda, levantar as curvas das familias de érbitas homoclinicas priméarias
principais. E a terceira experiéncia verifica a relacio das drbitas homoclinicas com
a fronteira, no espaco dos pardmetros, entre os atratores caéticos tipo Réssler e o
Double Scroll. Experiéncias com o circuito Double Scroll tém sido realizadas por
pesquisadores do Instituto de Fisica da USP no laboratério de Fendmenos Nao-

157
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Lineares, coordenado pelo Prof. José Carlos Sartorelli [40, 83]. As experiéncias
propostas podem ser realizadas nesse laboratério que jd conta com equipamentos
apropriados para isso.

9.1 Aspectos Teoricos Gerais

Nesta secéo, vamos discutir a teoria, que j4 foi apresentada, ressaltando os pon-
tos essenciais, tanto do circuito Double Scroll como do método de obtencio das
Orbitas homoclinicas, suficientes para a compreensado dos experimentos. Como a
teoria foi desenvolvida utilizando coordenadas adimensionais, faz-se necessdrio uma
interpretacao fisica dos resultados para que se possa usar a teoria no experimento.

9.1.1 Coordenadas Adimensionais x Coordenadas Reais

Na figura 9.1(a) estd o circuito Double Scroll na sua representacao simplificada e,
em (b), a curva caracteristica do elemento Ry. mq e m, si0 os coeficientes angulares

R Ig, (a)
VWA
L% V,4=C, W ==C, %RN
i
-
", iz, (b)
NI T
N B
_BP + 5 ]/Cr
| -

Figura 9.1: (a) Circuito Double Scroll. (b) Curva caracteristica do elemento Ry

e By, ¢ o valor da tensio em que a curva muda de inclinagio. O circuito eletrénico
que desempenha o papel de Ry estd apresentado na se¢io 9.5. As relacdes entre as
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grandezas envolvidas, na solucio do circuito, e as varidveis adimensionais sio dada

por:
. VC& 2 = VC;; o R’LL
CU‘*"Bpa J_Bp) _pr
. Cy _ R202 . 1 (91)
o= aa ,B - A T = ROQJ

a=Rm; e b= Rmy.

Como foi discutido no capitulo 2, cada componente equivale a um pardmetro de
controle. Ry contribui com dois pardmetros, as inclinagées my e My, sendo, no total,
sete parGmetros de controle, R, C), Cs, L, my, my e B, As varidveis adimensionais
mostram que o sistema pode ser reduzido a quatro parametros: o, 5, a e b. Fixando
a e b ficamos somente com dois pardmetros de controle. No sistema real, isso pode
ser obtido mantendo fixos R, I, my e my. Assim, os pardmetros o e 8 equivalem a,
ajustes nos capacitores C; e Cy,.

O sistema apresenta trés pontos fixos, P_, Py e P., cada um relacionado com
uma inclinagfio da curva caracteristica de Ry. No sistema adimensional, para os
valores fixos de a = —$ ¢ b = —%, P_=(1,5,0,-15), B = (0,0,0) e P, = (-1,5,
0, 1,5). Dado os valores das inclinactes de mgy e my, com as relagGes apresentadas
em 9.1 determina-se R. O indutor deve ser escolhido de tal forma que C; e O,
sejam praticdveis. Pode-se convenientemente escolher By = 1V e os pontos fixos, no
sistema de coordenadas naturais, serio dados por

P = (1,51/, oV, “—}iéA) Py = (ov, ov, OA) e P = (~1,5V, ov, -lj—gA). (9.2)

A 6rbita homoclinica, a ser estudada neste experimento, ¢ formada pela Juncio
das variedades estdvel ¢ instdvel do ponto fixo F.

9.1.2 Subespacos e as Manifestacoes do Circuito

Para detectar as 6rbitas homoclinicas, assim como fizernos para determins-las
numericamente, vamos tirar proveito da topologia dos subespacos.

Na prética, ndo é possivel calcular d,, (distdncia indicada na figura 9.2 e definida
na se¢ao 7.1.1) com precisio, porque a medida da trajetdria ocorre em intervalos de
tempo discretos limitados pelo equipamento utilizado. Além do mais, existe o ruido
do sistema. Por outro lado, ainda que tivéssemos medidas precisas da dindmica
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Figura 9.2: EY(R,)) e ES(P,) sio, respectivamente, os subespacos instével e estivel de Py. Dada
uma condi¢do inicial em EY(F), a érbita homoclinica ocorre quando a trajetdria penetra em ES(Py)
através da linha Lg.. Nesse caso, d,=0.

em intervalos suficientemente pequenos, teriamos problemas em determinar a linha
Loy, dado a tolerdncia dos componente. Lembramos que Lo, é a intersecciio entre
o subespago estavel £°(FPy) e a fronteira U, entre os dominios Dy e D,. A variacio
do capacitor a intervalos discretos é outro agravante. Por esses motivos, dificilmente
verificaremos d, = 0, ou seja, a érbita homoclinica com seu exato conjunto de
parametros. O que precisa ser observado é o comportamento da trajetéria. Se ela
passar de [, para Dy e retornar para D, € porque estamos na situacio em que
d, > 0, se for para D_, entdo d, < 0. Isso é causado pelo subespago instavel BV (Py)
que de um lado de E¥(FPy) conduz o fluxo para Dy e do outro, para D_. So essas
as manifestagfes do circuito que indicarfio o sentido em que o pardmetro deve ser
varlado para obtermos a drbita homoclinica procurada (correspondente a d,, = 0).

9.2 Experimento I: Orbitas Homoclinicas
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Objetivo

Nesta primeira experiéncia, vamos apresentar uma solucfo pratica para determi-
nar o conjunto que forma a variedade instével do circuito Double Scroll. Em seguida
propomos um aparato experimental capaz de detectar a presenca de uma 6rbita ho-
moclinica, do tipo H,,, de qualquer ordem. Esta experiéncia também servird de base
para a realizagdo da Experiéncia II apresentada na secao 9.3.

Introducéo Teérica

Existern duas grandes dificuldade que devem ser vencidas para detectar uma
érbita homoclinica. A primeira é que deve-se variar os parametros de controle com
passos muito pequenos. A segunda, nem sempre possivel em sistemas reais, é que
deve-se escolher uma condicio inicial na variedade instavel, para verificar se ela
forma uma érbita homoclinica.

Podemos simplificar o espaco dos parametros se, além de R, L, my ¢ my, man-
tivermos fixo Cy. Assim, C| serd o tnico parametro de controle, o que ¢ equivalente
a fixarmos f e variarmos o do sistema adimensional. Pode-se usar um varicap
(capacitor varidvel) em (| e, com iss0, alterar sua capacitincia de modo continuo.

O ponto fixo Py, ao qual estd associada a érbita homoclinica, estd localizado na
origem do espac¢o de fase, ou seja, as tensdes em Ve, e Vi, e a corrente em ir, $40
nulas. Para conseguir essa situacio, basta aterrar os capacitores C; e Cy, eliminando
as tensOes sobre eles, que necessariamente a, corrente no indutor serd nula, também,
Isso pode ser feito por um relé que abre e curto-circuita os capacitores simultanea-
mente. Na se¢do 9.5 apresentamos maiores detalhes sobre o circuito eletronico. Se
o sistema fosse ideal, essa situacio se manteria indefinidamente, j3 que Ve, =06 a
Gnica situagdo em que Ry nio fornece energla para o sistema, como pode ser visto
pela sua curva caracteristica (figura 9.1(b)). Mas, gragas a instabilidade inerente a
um sistema real, o sistema perde o equilfbrio deixando Py através de sua variedade
instavel. E, dessa forma, é possivel garantir uma, trajetdria sobre a variedade. Va-
riando o variac, segundo as manifestacdes do circuito, e aterrando o sistema, de
forma sistemdtica, cada vez que fizermos uma nova medida, serg possivel encontrar
pardmetros préximos aos pardmetros em que existe uma érbita homoclinica.

Parte Experimental

A figura 9.3 mostra um diagrama em blocos, simplificado, do funcionamento
operacional do experimento para detectar uma 6rbita homoclinica. O motor de
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Figura 9.3: Diagrama em blocos da experiéncia 1.

passo é capaz de aumentar e diminuir o valor de C1, mediante um sinal de disparo
enviado pelo computador. O sinal de disparo faz com que as chaves S| e S, se
fechem, por um tempo suficiente para descarregar completamente os capacitores Cf
e Cy, e se abram, simultaneamente. O sistema é todo controlado pelo computador
que é gerenciado por um programa capaz de tomar decisdes em funcao das tensées
Ve, e Vi, medidas.

E necessério, & priori, relacionar o niimero de passos com a capacitdncia do
capacitor, para que, durante a experiéncia, néo seja necessirio medi-lo cada vez que
variarmos sua capaciténcia.

Ja com a informagdo da ordem da érbita homoclinica que se quer detectar, o com-
putador manda sinais de passos para o motor de passo até que o capacitor €y atinja
um valor em que o comportamento dindmico esteja num regime cadtico tipo Rdssler.
Com isso, garantimos que o capacitor estd com um valor superior ao necessario para
a érbita homoclinica desejada. Entao, o computador manda um sinal de disparo
para o circuito e passa a medir Vi, e Vi,. As tenstes medidas correspondem a
uma trajetdria descrita pela variedade instdvel de Fy. Apds a trajetoria ter dado
o nimero de voltas, em torno de Py ou de P., igual a ordem da érbita desejada,
o programa analisa a divergéncia do sistema, verificando a sua manifestacdo. Para
eliminar o problema da instabilidade do sistema, faz-se pelo menos uma centena de
disparos. Neste primeiro conjunto de medidas, o programa identificard que 100%
das medidas indicam d,, > 0, ja que ele estd operando no atrator tipo Rossler. Entéo
o computador manda um sinal para o motor de passo, que diminui a capacitincia
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de C. Este procedimento deve ser repetido até que as medidas acusem 50% dos
desvios com d,, > 0 e os outro 50%, com d,, < 0. Podemos considerar esse resultado
como sendo a deteccio da drbita homoclinica.,

9.3 Experimento II: Familias de Orbitas Homo-

clinicas

Objetivo

O experimento I, apresentado na secao 9.2, permite determinar uma érbita ho-
moclinica fazendo-se uma varredura de codimensdo 1 do pardmetro (varia-se apenas
um pardmetro, o C). Neste experimento propomos verificar as érbitas homoclinicas
principais, no espago dos parimetros o e p ou, equivalentemente, ¢, e Cs. Como
resultado espera-se obter as familias de érbitas homoclinicas principais.

Introducgao Teérica

Como foi visto na secéio 8.2, as Orbitas homoclinicas estio espalhadas numa
vasta regidao do espago dos pardmetros, desde as regides em que existem atratores
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Figura 9.4: Familias prim4rias principais de drbitas homoclinicas no espaco dos parimetros,
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cadticos e periddicos, até as regides onde o sistema diverge. Elas formam conjuntos
continuos, no espaco dos pardmetros, s quais damos o nome de curvas de bifurcacao,
ou simplesmente de familias. As familias de érbitas homoclinicas sdo os conjuntos
sobre 0s quais concentram-se as demais 6rbitas H,. A figura 9.4 mostra o resultado
da analise numérica das drbitas homoclinicas primérias principais. A fronteira entre
os atratores, tipo Rossler ¢ Double Scroll, encontra-se nas proximidades de uma
linha imagindria que une os vértices das familias de érbitas homoclinicas. Do lado
esquerdo da linha estd o atrator tipo Réssler e do direito, o Double Scroll.

Parte Experimental

rassaCl - MOTOR
cntrada

DE sinal de

puasso C2 PASSO passe
Cl c2 sinal de passo
ouT VGl
CIRCUIT
susz © COMPUTADOR
DOUBLE SCROLL
out VG2
sinal de dispara

Figura 9.5: Diagrama em blocos da experiéncia Il

A figura 9.5 mostra o diagrama em blocos da experiéncia II. Note que ele é
exatamente o mesmo da experiéncia I, a menos da inclusfio da saida passo Cj,
que serve para controlar a capacitincia de Cy. O inicio desta experiéncia é feita
exatamente igual & parte pritica da experiéncia I. Apés a dérbita ser detectada, o
capacitor Cs deve ser variado, e o procedimento é reinicializado mantendo-se fixo Cs.
Se a capacitincia de Cy sofrer um aumento, conseqiientemente haversd um aumento
de B e @, como pode ser visto pelas relagbes 9.1. Portanto, para detectar a érbita
homoclinica para esse novo § deve-se aumentar o capacitor C| até que a dindmica
se comporte como o atrator cadtico tipo Rossler, e repete-se o procedimento da
experiéncia I. Se o capacitor Cs sofrer uma diminuicéo, entao deve-se diminuir Cy
até encontrar o atrator tipo Rossler.
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9.4 Experimento ITI: Orbitas Homoclinicas na Fron-

teira Caos-Caos

Objetivo

O caos homoclinico ocorre em um sistema, que tem comportamento caético de-
vido & existéncia de uma drbita homocknica, No fluxo, em sistemas que atendem
ao teorema de Shilnikov, as érbitas homoclinicas estao diretamente associadas 3
existéncia de érbitas periddicas, formando a ferradura de Smale, que é um icone
em caos. Nesta experiéneia propomos determinar as drbitas homoclinicas que estio
relacionadas com a transicio entre os atratores tipo Réssler ¢ Double Scroll.

Introdugio Tedrica

O circuito Double Scroll apresenta essencialmente dois atratores cadticos, o tipo
Rossler e Double Scroll. Como comentado na, introdugéo tedrica do experimento 11,
a regiao & esquerda dos vértices, das familias apresentadas na figura 9.4, corresponde

a0 conjunto de pardmetros em que ocorre o atrator tipo Réssler e & direita, o Double
Scroll. Esses vértices estdo localizados numa, regido préxima a fronteira entre esses
atratores cadticos. Isso mostra que essas 6rbitas estio relacionadas com a transicio
caos-caos desse circuito.

Uma caracteristica importante desse circuito é que ele apresenta simetria impar
f(@) = —f(~z). Isso permite uma coexisténcia dos dois atratores tipo Réssler.
Mantendo-se o pardmetro p fixo e variando-se positivamente, eles crescem no
espaco de fase até se tocarem, e desaparecem, ao formar o atrator Double Scroll,
Isse encontro se dé exatamente no subespago estdvel B {(Pp). Assim, no exato in-
stante desse encontro, nio h4 atratores cadticos, mas sim um transiente cadtico que
leva as trajetérias para a origem. Conseqlientemente, o conjunto que forma a var-
iedade instdvel de P, convergird para ele também, formando uma, érbita homoclinica
complexa e topologicamente parecida com o transiente cadtico.

Parte Experimental

A experiéncia é feita usando uma montagem que deve seguir o mesmo esquema,
em blocos da figura 9.4. Primeiramente calibramos, externamente, os capacitores C,
e Cy para obter o atrator tipo Rossler. Com os capacitores calibrados, comecamos
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a experiéncia. O computador manda um sinal de disparo para o circuito, fechando
as chaves S1 e 52, e, em seguida, abre-as simultancamente. O circuito passa entio a
operar em regime caético, tipo Rossler, na regido de £, ou de P. e envia os dados
para o computador. Este, por sua vez, passa a enviar sinals para o motor de passos
de Ci, a intervalos de tempos que garantam que o sistema estd operando no seu
estado de equilibrio, até que o sistema perceba que o atrator cadtico mudou para o
Double Scroll. Esse é o sinal que os pardmetros estdo préximos da fronteira entre
os atratores cadticos.

O computador manda sinais de passos para que o capacitor C] aumente sua
capacitincia {diminua «) e envia um sinal de disparo. Com isso, as chaves Sy e S
fecham-se, durante um tempo suficiente para que os capacitores estejam completa-
mente descarregados, e, em seguida, se abrem simultancamente. O circuito passa
entdo a operar novamente em regime cadtico, tipo Rossler, na regido de P, ou de
P_ e envia os dados, referentes a variedade instdvel de P, para o computador até
que, ou tenha atingido um tempo limite ou a trajetéria tenha mudado de regido.
Realizam-se pelo menos uma centena de disparos nas mesmas condigdes. A idéia é
que, devido as instabilidades do sistema, as medidas serdo sempre diferentes, sendo
necessario uma amostragem para se concluir como o circuito estd se comportando.
Neste primeiro conjunto de disparos ndo havera desvios de dire¢iio da trajetéria
para a outra regifio, em funcio da calibragio inicial. Entdo o computador manda
um sinal para o motor de passos para aumentar a capacitincia do capacitor C|.
Repete-se novamente todo este processo, até que em todos os disparos se tenha
observado desvio da trajetdria. Isso garante que o sistema estd calibrado nas prox-
imidades da fronteira. Entdo o computador grava o niimero de revolugdes que foram
dadas, em torno de P, ou F., até o instante em que o sistema sofreu o desvio.
Essas revolugoes se aproximarao das revolugdes da drbita homoclinica da fronteira,
quanto mais proximo da fronteira o sistema estiver operando. Consideraremos a
média dessas revolugdes como a ordem n da érbita homoclinica. O computador
entdo manda um sinal de passo para que o capacitor Cs varie aumente seu valor, e
repete-se 0 mesmo procedimento para caracterizar o restante da fronteira.

9.5 Circuito eletronico

As experiéncias propostas medem, essencialmente, o conjunto que forma a varie-

dade instdvel do ponto fixo Fy. Dar uma condicio inicial na variedade somente foi
Y 0

possivel porque, no circuito Double Scroll, pode-se calibra-lo para que ele opere na
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condigdo em que as varidveis (corrente i, e as tensdes Ve, e Ve,) estejam no ponto
fixo instdvel, & qual a érbita homoclinica pertence. Para fazer com que o circuito
opere segundo as descri¢des da parte pratica das experiéncias, cle deve sofrer algumas
implementagdes que discutimos nesta segao.
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OA- 1 QA 2
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g " e -
) —> | .
r i B3 —l ;
[ |
| i
[ |
[ - i
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Figura 9.6: Esquema elétrico do circuito Double Scroll. A linha tracejada corresponde a0 circuito
eletrbnico que simula a resisténcia negativa linear por partes (Rnv). Os amplificadores operacionais
OA~1e OA—2isolam as saidas do circuito, As chaves Sy e Sy tornam as varidveis do sisterna, Ve
Ve, & i, nulos,

A figura 9.6 mostra o circuito Double Scroll com as adptacOes necessdrias para
0s experimentos I, Il e IIT, A regido delimitada pela linha tracejada é o circuito
eletrénico que funciona como uma resisténcia negativa linear por partes (Ry), cuja
curva caracterfstica estd na figura 9.1(b). Considerando que Fy = Ry e Ry = Ry, e
que P é um potencidmetro, as inclinagdes my e my sio dadas por m, = —%3« e My =
_%g—zi, respectivamente. Py e P, sdo potencidmetros que devem ser calibrados
com o mesmo valor. A tensio B,, para a qual ocorre a mudanga da inclinacio da
curva caracteristica, é dada por B, = %Vcc. O amplificador operacional O A — 3
¢ 0 componente ativo responsavel pela introducio de energia no circuito.
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O circuito Double Scroll é composto pelo circuito Ry, que funciona como uma
resisténcia negativa (fornece energia ao sistema), os capacitores C) e Cy, o indutor L
e o resistor K. As chaves S; e Sy foram acrescentadas para, quando fechadas, levar o
sistema na situagdo de equilibrio instavel do ponto fixo Fy. Quando abertas, ou seja
no instante seguinte ao sistema estar no ponto fixo, a instabilidade natural do sistema
fard com que as varidveis descrevam a variedade instavel. Para isso deve-se garantir
que as chaves abram simultaneamente, caso contrério, nao serd mais a variedade
que se estard observando. Assim, as chaves S| e Sy pertencem a um mesmo relé
acionado por um unico pulso, o que garante que elas se abrirdo simultaneamente.
Os amplificadores operacionais OA — 1 e OA — 2 estao operando na configuracao
de buffer, 0 que garante uma impedéncia infinita entre o equipamento de medida
e o circuito, evitando que as impedancias do equipamento de medida interfiram no

desempenho do circuito.



Capitulo 10

Conclusao

As investigacGes feitas nos circuitos Double Scroll continuo e descontinuo mostra-
ram que o comportamento dindmico desses sistemas apresenta diferengas marcantes,
apesar das semelhangas entre as equacdes diferenciais que os descrevem. O circuito
Double Scroll descontinuo apresenta somente atratores pontuais ou cadticos. Assim
que o atrator pontual perde a sua estabilidade, por uma variagio de seus pardmetros,
surge um afrator cadtico. Esse atrator sofre pequenas modificacdes na sua dindmica
para diferentes regides do espaco de pardmetros, e nfo identificamos coexisténcia de
atratores. Este sisterna n@o apresenta formacio de érbitas homoclinicas, conforme
demonstramos no capftulo 8. O seu comportamento cadtico é denominado como
caos robusto, devido a auséncia de érbitas periddicas estdveis.

O circuito Double Scroll econtinuo apresenta atratores pontuais, periddicos ou
cadticos [43]. Para uma variacio dos pardmetros, o atrator pontual sofre uma bij-
furcacio de Hopf [59], transformando-se num ciclo limite, e passa a sofrer infini-
tamente duplicacdes de perfodo até atingir o regime cadtico, descrevendo uma rota
para o caos via cendrio de Feigenbaurn [60]. Os atratores cadticos tipo Rossler e Dou-
ble Scroll sdo caracteristicos deste sistema e, na regido do espago dos pardmetros
onde eles ocorrem, observamos diversas janelas periédicas. Este sistema apresenta,
também, coexisténcia de atratores. Neste trabalho mostramos que a transicio
de comportamento do atrator tipo Réssler para o Double Scroll, no espago dos
parametros, é marcada por uma, densa povoagao de drbitas homoclinicas de Shilnikov.

Através do estudo de subespacos ¢ variedades, desenvolvernos um método para
obter érbitas homoclinicas e heteroclinicas, de pontos fixos tipo sela, nod, em sistemas
lineares por parte {45]. Esse método mostrou-se eficiente e com alto grau de precisio
na determinacio dos pardmetros em que a érbita homoclinica ocorre. O método foi
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estendido para determinar érbitas de diversos graus de complexidade em todos os
pontos fixos do sistema. A nossa investigagdo numérica revelou que existe uma
grande quantidade de érbitas homoclinicas no espago dos parfimetros agrupadas em
curvas que se acumulam na regido onde se encontra a fronteira entre os atratores
tipo Rossler e Double Scroll.

Estudos anteriores de codimensio um, da classe de sistemas de equacdes dife-
renciais do teorema de Shilnikov, demonstraram que a existéncia de uma 6rbita
homoclinica primdria H,; é suficiente para garantir a existéncia de infinitas érbitas
homoclinicas subsididrias [31, 33]. Além disso, no espaco dos parimetros, a sub-
sididria Fy se acumula numa priméria Hy, segundo uma lei de escala 132]. O nosso
estudo revelou que existem outras érbitas homoclinicas primdrias H;, com comple-
xidades muito mais elevadas que a de Hy, e que a lei de escala, que anteriormente
descrevia a acumulagio da subsididria H na primdria Hy, é vilida também para
acumulagdes da subsididria Hy; na primdria Hj, e da subsididria H,; na subsididria
Hn—1); [46]. Esse resultado é um coroldrio do teorema de Shilnikov.

Baseado nas observagbes da formacgio das familias de drbitas homoclinicas no
espaco dos pardmetros do circuito Double Scroll e no desenvolvimento da anslise
analitica que resultou na generalizacdo da lei de escala, fizemos um estudo de codi-
mensao dois baseado na teoria de codimensdo um, que resultou na identificagao de
estruturas de drbitas homoclinicas que descreveram completamente o cendrio ho-
moclinico no espaco dos pardmetros do circuito Double Scroll continuo. Como o
cendrio esta previsto pela teoria de codimensio um, acreditamos que ele é carac-
teristico dos sistemas que apresentam drbitas homoclinicas requeridos pelo teorema,
de Shilnikov [44].

Para confirmacdo experimental de alguns dos resultados desta tese, sugerimos
trés experimentos envolvendo drbitas homoclinicas, usando o circuito Double Seroll
continuo. A primeira experiéncia tem como objetivo detectar a presenca de drbitas
homoclinicas, a segunda, de determinar familias de 6rbitas homoclinicas ¢ a ter-
ceira experiéncia deve resultar na confirmagio da macica presenca das érbitas ho-
moclinicas na fronteira entre os atratores cadticos Réssler ¢ Double Scroll, tal qual
verificado nas simulagdes e em acordo com a analise tedrica de codimensio dois.
Estas experiéncias sdo relevantes por envolverem a verificacdo experimental da exis-
téncia de orbitas homoclinicas e da relagio delas com a dindmica cadtica do sistema.



Referéncias Bibliograficas

[1] A. P. S. Moura, Y. C. Lai, R. Akis, J. P. Bird e D. K. Ferry. Tunneling e
nonhyperbolicity in quantum dots. Phys. Rev. Lett., 88:1-4, 2002.

[2] R. A. Medrano-B. Campos Vetorias, Espagos Lineares e Tensores na Fisica,
Trantec, S&o Paulo, 1994,

[3] A. Arneodo, P. Coullet e C. Tresser. Occurence of strange attractors in three-
dimensional Volterra equations. Phys. Lett. A, 79:259-263, 1980.

[4] A. Arneodo, P. Coullet ¢ C. Tresser. Oscillators with chaotic behavior: An
illustration of a theorem by Shilnikov. J. of Estat.Phys., 27:171-182, 1982.

[5] E. R. Abraham. The generation of plankton patchiness by turbulent stirring.
Nature, 391:577-580, 1998.

6] Z. Toroczkai, G. Karolyi, A. Péntek, T. Tél e C. Grebogi. Advection of active
particles in open chaotic flows. Phys. Rev. Lett., 80:500-503, 1998,

(7} G. Kérolyi, A. Penték, Z. Toroczkai, T.Tél e C. Grebogi. Chemical or bilogical
activity in open chaotic flows. Phys. Rev. E, 09:5468-5481, 1999.

8] E. M. Izhikevich. Neural excitability, spiking and bursting. Int. J. Bifurcation
and Chaos, 10:1171-1266, 2000,

(9] P. Gaspard and G. Nicolis. What can we learn from homoclinic orbits in chaotic
dynamics. J. Stat. Phys., 31:499-518, 1983.

[10] Andronov, Leontovich, Gordon e Maier. Theory of Bifurcation of Dynamics
Systems on a Plane. Israel Program of Scientific Translation, Jerusalem, 1971.

[11] J. L. Kaplan and J. A. Yorke. Preturbulence - regime observed in a fluid-flow
model of Lorentz. Commun. Math. Phys., 67:93-~108, 1979.

171



172 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

12} J. A. Yorke and E. D. Yorke. Mistable chaos: The transition to sustained
chaotic behavior in the Lorenz model. J. Stat. Phys., 21:263-277, 1979.

(13] H. Poincaré. Les Methodes Nowvelles de la Mécanique Celeste, volume 1-3.
Gauthier-Villars, Paris, 1899.

[14] S. Smale. Differential and Combinatorial Topology. Princeton University Press,
1963.

[15] L. P. Shilnikov. A case of the existence of a countable number of periodic
motions. Sov. Math. Dokl., 6:163-166, 1965.

[16] L. P. Shilnikov. On the generation of periodic motion from trajectories doubly
asymptotic to an equilibrium state of a saddle type. Math. USRR-Sbornik,
6:427-437, 1968.

[17] L. P. Shilnikov. A contribution to the problem of the structure of an extended
neighborhood of a rough equilibrium state of saddle-focus type. Math. USRR-
Sbornik, 10:91-102, 1970.

[18] P. Couliet, C. Tresser ¢ A. Arneodo. Transition to stochasticity for a class of
forced oscillators. Phys. Lett. A, 72:268-270, 1979.

[19] A. Arneodo, P. Coullet e C. Tresser. Possible new strange attractors with a
spiral structure. Commun. Math. Phys., 79:573-579, 1981.

[20] A. Arneodo, P. Coullet, J. Peyraud e C. Tresser. Strange attractors in Volterra
equations for species in competition. J. Math. Biol., 14:153-157, 1982.

21] A. Arneodo, P. Coullet ¢ E. A. Spiegel. The dynamics of triple convection.
Geophys. Astrophys. Fluid. Dynamics, 31:1-48, 1985.

[22] F. Argoul, A. Arneodo, P. Richetti, J. C. Roux e H. L. Swinney. Chemical
chaos: from hints to confirmation. Acc. Chem. Res., 20:436-442, 1987.

[23] T. Braun, J. A. Lisboa e J. A. C. Gallas. Evidence of homoclinic chaos in the
plasma of a glow-discharge. Phys. Rev. Lett., 68:2770-2773, 1992.

[24] U. Feudel, A. Neiman, X. Pei e et. al. Homoclinic bifurcation in a Hodgkin-
Huxley model of thermally sensitive neurons. Chaos, 10:231-239, 2000,



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 173

[25] D. Parthimos, D. H. Edwards ¢ T. M. Griffith. Shilnikov homoclinic chaos is
intimately related to type-IIl intermittency in isolated rabbit arteries: Role of
nitric oxide. Phys. Rev. E, 67:051922, 2003,

[26] C. S Zhou, J. Kurths, E. Allaria e et al. Constructive effects of noise in homo-
clinic chaotic systems. Phys. Rev. E, 67:066220, 2003.

[27] M. T. M. Koper, P. Gaspard e J. H. Sluyters. Mixed-mode oscillations and
incomplete homoclinic scenarios to a saddle focus in the indium/thiocyanate
electrochemical oscillator. J. Chem. Phys., 97:8250-8260, 1992.

[28] P. Richetti and A. Arneodo. The periodic-chaotic sequences in chemical reac-
tions: a scenario close to homoclinic conditions. Phys. Lett. A, 109:359-365,
1985.

[29] F. Argoul, A. Arneodo e P. Richetti. Experimental evidence for homoclinic
chaos in the Belousov-Zhabotinskii reaction. Phys. Lett. A, 120:269-275, 1987,

[30] F. T. Arecchi, A. Lapucec, R. Meucci e et al. Experimental characterization of
Shilnikov chaos by statistics of return times. Burophys. Lett., 6:677-682, 1988,

[31] P. Glendinning and C. Sparrow. Local and global behaviour near homoclinic
orbits. J. Stat. Phys., 35:645-696, 1984.

[32] P. Gaspard. Generation of a countable set of homoclinic flows through bifurca-
tion. Phys. Letter A, 97:1-4, 1983.

(33] J. A. Feroe. Homoclinic orbits in a parametrized saddle-focus system. Physica
D, 62:254-262, 1993.

[34] S. V. Gonchenko, Shilnikov L. P. e D. V. Turaev. On models with non-rough
Poincaré homoclinic curves. Physica D, 62:1-14, 1993.

[35] S. V. Gonchenko, D. V. Turaev, P. Gaspard e G. Nicolis. Complexity in the bi-
furcation structure of homoclinic loops to a saddle-focus. Nonlinearity, 10:409-
423, 1997,

[36] R. N. Madan, editor. Chua’s Circuit: A Paradigm for Chaos. World Scientific,
Singapore, 1993.

[37] M. S. Baptista and I. L. Caldas. Easy-to-implement method to target nonlinear
systems. Chaos, 8:290-299, 1998.



174 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[38] M. S. Baptista and 1. L. Caldas. Phase-locking and bifurcations of the
sinusoidally-driven double scroll circuit. Nonlinear Dynamics, 17:119--139, 1998.

[39] M. S. Baptista and I. L. Caldas. Dynamics of the two-frequency torus break-
down in the driven double scroll circuit. Phys. Rev. E, 58:4413-4420, 1998.

[40] M. S. Baptista, T. P. Silva, J. C. Sartorelli, I. L. Calda ¢ E. J. Rosa. Phase
synchronization in the perturbed Chua circuit. Phys. Rev. E, 67:056212, 2003.

(41] T. Matsumoto, L.O. Chua e M. Komuro. The double scroll. IEEE Trans.
Circutts and Systems, CAS 32:797-818, 1985.

[42] A. I Mahla and B. Palhares. Chua circuit’s with a discontinuous nonlinearity.
Int. J. Circuits Syst. Comput., 3:231-237, 1993.

[43] T. Matsumoto, M. Komuro e R. Tokunaga H. Kokubu. Bifurcations: Sights,
Sounds e Mathematics. Springer, New York, 1993.

[44] R. O. Medrano-T., M. S. Baptista ¢ I. L. Caldas. Basic structures of the
shilnikov homoclinic bifurcation scenario. Submetido para publicacdo.

[45] R. O. Medrano-T., M. S. Baptista e . L. Caldas. Homoclinic orbits in a piece-
wise system and its relations with invariant sets. Physica D, 186:133-147, 2003.

[46] R. O. Medrano-T., M. S. Baptista e I. L. Caldas. Shilnikov homoclinic orbit
bifurcation. Submetido paro publicagdo.

(47] T. Endo and T. Saito. Chaos in electrical and electronic circuits and systems.
Trans. IEICE, E73:763-771, 1990.

(48] T. Matsumoto and F. Salam. Special issue on chaotic circuits and systems.
[EEE Trans. Circuits and Systemns, CAS35, 1988.

[49] J. Guckenheimer and P. Holmes. Nonlinear Oscillations Dynamical Systems
and Bifurcations of Vectors Fields. Springer-Verlag, New York, 1983.

[50] J. L. Boldrine, S. I R. Costa, V. L. Figueiredo ¢ H. G. Wetzler. Algebra Linear.
Harbra, Sao Paulo, 1986.

{61] H. L. Guidorizzi. Um curso de Cédleulo, volume 2. Livros Técnico e Cientificos,
Séo Paulo, 1986.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS - 175

[52] B. Mandelbrot. The Fractal Geometry of Noture. W. I, Freeman, San Fran-
cisco, 1982,

[53] A. M. Lyapunov. Stability of Motion. Academic Press, New York, 1966.

[54] C. Grebogi, E. Ott, S. Pelikan ¢ A. Yorke. Strange attractors that are not
chaotic. Physica D, 13:261-268, 1984.

[55] V. K. Melnikov. On the stability of the center for time periodic perturbations.
Trans. Moscow Math. Soc., 12:41-51, 1963,

[56] Swit J. A. Wolf. Deterining Lyapunov exponents from a time series, Physica
D, 16:285-31, 1985.

[57] E. Santos and I. L. Caldas. Bifurcagdes, controle e sincronizacio do caos nos
circuitos de Matsumoto-Chua. PhD thesis, Instituto de Fisica da USP, 2001.

(58] S. Wiggins. Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos.
Springer, New York, 1996.

[59] E. Hopf. Abzweigung einer periodischen Losung von einer stationaren Losung
eines differentialgleichungssystems. Ber. Math. Phys. Sichsische Akademie der
Wissenschaften Leipzig, 94:1-22, 1942,

[60] M. J. Feigenbaum. Quantitative universality for a class of nonlinear transfor-
mations. J. Stat. Phys., 191:25-52, 1978.

[61] M. J. Feigenbaum. The universal metric properties of nonlinear transforma-
tions. J. Stat. Phys, 21:669-706, 1979.

[62] R. Lozi and S. Ushiki. Co-exising chaotic attractors in Chua’s circuit. /nt. J.
Bifurcation and Chaos, 1:923-926, 1991.

[63] O. Réssler. Equation for continuous chaos. Phys. Lett. A, 57:397-398, 1976.

[64] C. Grebogi, E. Ott e J. A. Yorke. Chaotic attractors in crisis. Phys. Rev. Lett.,
48:1507-1510, 1982.

[65] C. Grebogi and E. Ott. Crisis, sudden changes in chaotic attractors e transient
chaos. Physica D, 7:181-200, 1983.

[66] O. E. Réssler, Chaos in coupled optimizers. Ann. N. Y. Acad. Sci., 504:229-240,
1987,



176 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

{67] L. O. Chua, M. Komuro e T. Matsumoto. The double scroll family .1. Rigorous
proof of chaos. JEEE Trans. Circuits and Systems, CAS-33:1072-1097, 1986.

[68] S. Kahan and A. C. Sicardi-Schifino. Homoclinic bifurcations in Chua’s circuit.
Phisica A, 262:144-152, 1999,

[69] C. Grebogi, E. Ott, F. Romeiras e et al. Critical exponents for crisis-induced
intermittency. Phys. Rev. A, 36:5365-5380, 1987.

[70] Z. You, E. J. Kostelich e J. A. Yorke. Calculating stable and unstable manifolds.
Int. J. Bifurcation Chaos, 1:605-623, 1991.

[71] B. Sandstede. Constructing dynamical systems having homoclinic bifurcation
points of codimension two. J. Dyn. Diff. Eq., 9:269-288, 1997,

(72] J. Argyris, G. Faust ¢ M. Haase. An ezplosion of Chaos. North-Holland,
Amsterdam, 1994.

73] A. H. Nayfeh and B. Balachandran. Applied Nonlinear Dynamics. John Wiley
& Sons, New York, 1995.

i74] P. Glendinning and C. Laing. A homoclinic hierarchy. Phys. Lett. A, 211:155~
160, 1996.

[75] E. Freire, A. J. Rodriguez-Luis, E. Gamero e E. Ponce. A case study for homo-
clinic chaos in an autonomous electronic eircuit. a trip from Takens-Bogdanov
to Hopf-Shilnikov. Physica D, 62:230-253, 1993.

[76] J. W. Evans, N. Fenichel e J. A. Feroe. Double impulse solutions in nerve axon
equations. STAM J. Appl. Math., 42:219-234, 1982.

[77] C. Tresser. About some theorems by Silnikov,L.P. Ann. Inst. H. Poincaré
Phys. Theo., 40:441-461, 1984.

(78] W. P. Wang. Multiple impulse solutions to mckean caricature of the nerve
equation .2. stability. Commun. Pure Appl. Math, 41:997-1025, 1988.

[79] S. Smale. Differentiable dynamical systems. Bull. Amer. Math. Soc., 73:747-
817, 1967.

[80] P. Gaspard, R. Kapral e G. Nicolis. Bifurcation phenomena near homoclinic
systems: A two-parameter analysis. J. Stat. Phys., 35:697-727, 1984.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 177

[81] M. Komuro, R. Tokunaga, T. Matsumoto, L.O. Chua e A. Hotta. Global
bifurcation analysis of the double scroll circuit. Int. J. Bifurcation and Chaos,
1:139-182, 1991.

[82] N. F. Ferrara and C. P, C. Prado. Caos, Uma Introdugdo. Edgar Bliicher, Sdo
Paulo, 1995.

[83] M. S. Baptista, M. B. Reyes, J. C. Sartorelli, C. Grebogi C e E. Rosa.
Communication-based on topology preservation of chaotic dynamics. Int. J.
Bifurcation Chaos, 13:2551-2560, 2003.



	1
	2



