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Resumo

A introducio de uma nova expressao matemdtica para a entropia, permite
construir novos ensembles na Teoria das Matrizes Aleatérias. Neste trabalho,
apresenta-se uma estrutura geral para construcio de todos os possiveis ensem-
ble. Portanto, os elementos das matrizes podem ser nimeros reais, complexos
ou mesmo quaternions. O principio da entropia (ndo-extensiva) médxima e o
Célculo Variacional sdo usados para realizar essa facanha. Esta tese estd com-
prometida com a construgao do Ensemble Ortogonal Generalizado, cujas matrizes
aleatdrias sdo simétricas e seus elementos sio os niimeros reais, especificamente.
As distribuicdes das matrizes, as distribuicdes de um elemento da matriz e as
estatisticas espectrais sao obtidas, estudadas e os resultados apresentados.

Abstract

The introduction of a new mathematical expression for the entropy allows the
construction of new ensembles in Random Matrices Theory. A general structure
is presented to the construction of all possible ensembles. Therefore the matrix’s
elements can be real numbers, complex numbers or even quaternions. The gen-
eralized of the maximum entropy (nonextensive) principle and the variational
calculus are to used to realize this achievement.This thesis concerned with the
construction of the Generalized Orthogonal Ensemble, whose random matrices
are symetric and its elements are real numbers. The matrix distribuition, the
distribuition of a element of the matrix and the spectrum statistical were to
obtained, studied and the results presented.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho apresenta um método para construir novos ensembles
na Teoria das Matrizes Aleatérias (TMA), na qual o principio da médxima en-
tropia é usado. A técnica do cdlculo variacional é usada na Mecénica Estatistica
(ME) e também na constru¢io dos Ensembles Gaussianos na TMA. No En-
semble Canodnico (ME), usa-se esse principio para se obter a funcio densidade
de probabilidade, sendo a energia total de um sistema, a varidvel aleatéria que
flutua em torno de um valor médio. Os vinculos usados sdo a normalizacio dessa
distribuigao e a existéncia do valor médio da energia. A funcdo variacional é
a entropia que possui um valor méximo e cuja expressiao analitica ¢ dada pela
equacao

S w
o —sz-lnpz- : (1.1)
i=1

Essa defini¢io (1.1) é conhecida como entropia de Boltzmann-Gibbs [1]. A
constante k; ¢ a constante de Boltzmann; w ¢ o mimero de configuracoes que o
sistema tem possibilidade de assumir.

Recentemente foi proposta uma nova expressio analitica para a entropia. (3],
na tentativa de descrever estatisticamente, muitos fenémenos que apresentavam
desvios quando descritos pela entropia tradicional (1.1). Essa nova entropia tem
a seguinte representaciao matematica

By 1 ( i )
—=——1[(1-P1) . 1.2
ke q—1 z; ' 2]

A varidvel q é um nimero real conhecido como pardmetro entrépico. Verifica-
se que a definicdo de Boltzmann-Gibbs (1.1) é obtida como um caso limite da
entropia nao-extensiva (1.2), tomando-se o limite

lim—< =—. (1.3)



Na Teoria das Matrizes Aleatérias, a entropia (1.2) é definida com devi-
das adaptacgoes envolvendo o conceito de matriz, cujos elementos siao vardveis
aleatérias que seguem uma distribui¢io. De maneira andloga dquela que é uti-
lizada para a construcdo do Ensemble Canodnico (ME), usa-se o cdlculo varia-
cional para gerar os ensembles que constituem a Teoria das Matrizes Aleatérias,
seja qual for a expressdo analitica da entropia. Nessas construgoes, quase todo
trabalho envolve o uso dessa técnica matemdtica. Os ensembles, construidos
usando a entropia de Boltzmann-Gibbs, foram estudados profundamente e tes-
tados em vérias dreas da Fisica, por exemplos: na Fisica Nuclear, na Fisica do
Estado Solido(cristais), Cromodinadmica Quéntica (QCD), Gravitacio Quéntica,
entre outras. O sucesso dessa teoria foi tanto, justamente por se colocar em
pleno e impressionante acordo com os dados experimentais. Atualmente as apli-
cagoes se estendem para outros campos do conhecimento, por exemplos: & Teoria
dos Nimeros (Matemadtica), Biologia, Metereologia e também, recentemente, &
Econoffsica [4, 5, 6].

Esta tese estd organizada em sete capitulos e um apéndice final. O capi-
tulo I contém esta pequena introdugao, porque julgou-se importante destacar as
principais idéias utilizadas, em relagdo ao conceito de entropia. Por outro lado,
esta indroducao tem a responsabilidade de esclarecer a organizacio desta tese,
mostrando antecipadamente, um pouco do que vem pela frente. No capitulo II,
sao descritas as idéias fundamentais do caos quantico, especificando as varigveis
aleatorias usadas e as expressdes analiticas das densidades de probabilidade en-
volvidas. Apresentam-se a classificagio dos sistemas fisicos, quanto a simetria
apresentada, dentro de um quadro geral. Nesse capitulo, o Ensemble Ortogo-
nal Gaussiano (GOE) é apresentado de forma suscinta, desde a sua construcio
até os resultados das estatisticas mais importantes. O capitulo III contém uma
maneira geral usada para construgio de qualquer ensemble generalizado. Aplica-
se entao na construgio do Ensemble Ortogonal Generalizado (GOE-q) de ma-
trizes reais de ordem dois. Apresenta-se nesse capitulo, as expressdes analiticas
das distribuicoes das matrizes aleatérias, das distribuicoes de um elemento da
matriz, das distribui¢Ges dos espagamentos entre dois niveis vizinhos e de uma
componente de um autovetor. Inicialmente estuda-se o Ensemble Ortogonal das
matrizes quadradas de ordem dois, para obter uma maior clareza das idéias fun-
damentais, aliada a uma simplicidade desejada nos calculos. Além disso, existe
a possibilidade de comparar os resultados analiticos obtidos, com aqueles que
J& estdo inseridos em varios livros, listados nas referéncias. No capitulo IV, as
distribui¢oes de probabilidades das matrizes NxN, as densidades de niveis e tam-
bém as distribui¢bes de um elemento da matriz sio apresentadas e discutidas
nos seus aspectos mais relevantes para este trabalho. O cdpitulo V est4 reservado
para o estudo detalhado das correlagoes entre dois elementos da matriz e algumas
idéias centrais das possiveis correlagoes entre dois niveis quantizados. No capi-
tulo VI sdo exibidas alguns exemplos de aplicacdes dos resultados dessa tese. O
tltimo capitulo contém as principais conclusoes do que foi adquirido no decorrer
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das pesquisas. O apéndice final contém um formuldrio e algumas explicaces a
respeito dos algoritmos usados nas simulagoes.
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Capitulo 2

Ensembles Gaussianos

Com a possibilidade da proposta de uma nova expressao analitica para
a entropia, novos ensembles podem ser introduzidos na Teoria das Matrizes
Aleatorias. Mas antes de se discutir as generalizagoes dos Ensembles Gaus-
sianos, estabelecidas a partir da entropia de Boltzmann-Gibbs, apresentam-se
nesse capitulo as idéias principais utilizadas para as construgoes dos ensembles
que sao capazes de caracterizar o caos nos sistemas quanticos. Serdo apresentadas
as varidveis aleatdrias usadas, cujas respectivas distribui¢oes de probabilidades
descrevem as suas propriedades estatisticas. No final desse capitulo, comentam-se
os aspectos importantes do Ensemble Ortogonal Gaussiano (GOE), tanto para
matriz de ordem minima quanto para aquelas de ordem genérica.

2.1 Conceitos Fundamentais na Teoria dos Es-
pectros

No estudo da manifestacdo do caos em Mecanica Quéntica, o conceito de
universalidade configurou-se como algo fundamental. Contudo, os objetos de
estudo existentes nos ensembles, também tém que ser cuidadosamente apresen-
tados, de maneira que se destaque a diferenca entre as distribuicoes estatisticas
que apresentam o cardter universal, daquelas que refletem apenas as propriedades
especificas. Por exemplo, a distribuicao de niveis de um espectro pertencente a
sistema quéntico é uma caracteristica peculiar desse espectro, enquanto que a
distribuicdo das distancias entre niveis vizinhos, convenientemente reescalados,
torna-se uma propriedade comum de uma classe de sistemas. Esse cardter de
universalidade, permite a classificagdo dos sistemas fisicos em familias, que cor-
respondem a classes universais de ensembles de matrizes aleatdrias.

Um exemplo bem sucedido na Fisica que serve para ilustrar o uso do conceito
de universalidade ¢ a teoria de Landau do magnetismo [1], que descreve um
comportamento universal na magnetizagao de um material. Essa universalidade
se manifesta quando uma relagéo, entre a magnetizagio (M) e o campo externo
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(H) aplicado a uma amostra, é apresentada da seguinte maneira:

% _y (g) , 2.1)

em que 3 e A sdo os expoentes criticos e ¢ uma temperatura préxima da tem-
peratura critica 7, definida nessa teoria por: ¢ = ‘%"Q’ A funcao Y e os
expoentes criticos sao universais quando a temperatura estd na vizinhanca da
temperatura critica. O cardter universal da fungdo Y é percebido visualmente no
gréfico a seguir, por meio da existéncia de duas formas possiveis, separadas por
uma temperatura critica bem determinada.

— 1 —=

— b —

Figura 1: Campo magnético externo em fungdo da magnetizagdo.

Na figura 1, o eixo das abscissas se relaciona com a magnetizacao do material,
pela divisao %. O eixo das ordenadas se refere ao campo magnético externo,
aplicado ao material, na relacio ”% A substéncia usada na experiéncia que
resultou nos dados da figura 1 é o brometo de cromo, sal metélico identificado na
Quimica Inorganica pela férmula i6nica: CrBrs.

Essa técnica de investigacdo cientifica, na qual se procura algum tipo de uni-
versalidade, é utilizada nas teorias estatisticas dos espectros de niveis; sejam
eles nifveis de energia dos micleos atdémicos, dos préprios dtomos ou mesmo das
moléculas. Também podem ser incluidos outros espectros diversos, tais como
as frequéncias de vibracdes eldsticas nos sélidos ou as rafzes da funcdo Zeta de
Riemann. Chama-se a atengao para o fato da teoria dos espectros ter aplicactes
nas mais variadas dreas do conhecimento cientifico [13]. Os niveis quantizados
de qualquer natureza séo tranformados por meio de um processo conhecido: o
“desdobramento”do espectro, em um novo espectro de varidveis cujo espacamento
médio entre elas seja unitario. E no espago dessas novas varigveis que os espectros
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podem ser comparados entre si e conseqiientemente classificados em dois tipos de
sistemas, quanto as distribuigoes das distancias entre varidveis vizinhas. A figura
seguinte exemplifica o que foi dito, apresentando alguns espectros de niveis de
alguns sistemas [10

—_

a b < d (=] F
—_— —% — e pm— —
S = S — =

= e - — =
= [ peeam —

=\G —_—
S o _ =

e —— H — S ———
Poisson  Paimes niEr  Sinai  ZerosZ) Uruform

Figura 2: Alguns exemplos de espectros quantizados.

Os espagamentos, entre niveis vizinhos dos espectros nas colunas (a) e (b) da
figura 2, seguem a distribui¢ao de Poisson, que é uma distribuicio exponencial

Pls) =, (2.2)

em que s ¢ a diferenca entre os niveis vizinhos. As distribui¢oes dos espacamentos,
entre os niveis nas colunas (c), (d) e (e), pode-se dizer que seguem a conhecida
distribui¢do de Wigner. Esta distribui¢do é o produto de uma funcio polinomial,
por uma exponencial gaussiana

P(s) = csPe " | (2.3)

em que 3' representa a intensidade da repulséo entre os niveis, assumindo o valor
B = 1 para os espectros nas colunas (c) e (d) e 8 = 2 na coluna (e). Essa
distribuicdo ¢ também a distribui¢do de espacamentos entre os autovalores das
matrizes, na TMA, sendo o pardmetro /3, a medida da intensidade da repulsio
entre os niveis vizinhos, distiguindo os ensembles: ortogonal (5 = 1), unit4rio
(8 = 2) e simplético (8 = 4). Os espectros da figura 2 estdo dispostos de maneira
que os dois primeiros, & esquerda, nao se repelem: P(0) = 1. As colunas restantes

1O parametro 3, apesar de aparecer em dois momentos (2.1) e (2.3), possuem interpretacoes
distintas por pertencerem a diferentes dreas da Fisica.



apresentam uma repulsao crescente até o espectro “cerca”. HEsse é o espectro do
oscilador harménico, possuidor da repulsdo maxima entre os niveis vizinhos.

Sabe-se hoje que existe uma relacio entre as simetrias de um sistema fisico e
os ensembles da TMA, que melhor descrevem as propriedades estatisticas das flu-
tuagoes dos espectros. A tabela? a seguir estabelece as classificacoes dos sistemas
fisicos .

e L IR | H GC | B 7 P(s)
R sim = sim - = - n 8_3
real orto- 2
inteiro = 1 _ as
1 3 simé- gonal 1 % se 2
22 o trica (GOE)
6 quater- simplé- 2
Qs
3 sim '%, g, . nio nion tico 4 n (2n + ].) 846_ 2
i real (GSE)
o
hermi-
uni-
tean _oxs”
nio = = * tdrio 2 TL2 526 2
com-
(GUE)
plexa

Tabela 1: Classificagio geral dos sistemas fisicos quanto & simetria.

Muitos fenoémenos fisicos foram estudados experimentalmente, confirmando
essa classificagdo. Um exemplo na drea da Fisica Nuclear é a distribuicio dos
espacamentos entre os primeiros vizinhos, dos niveis do nicleo do Erbio [10]. O
melhor ajuste é a distribuicio de Wigner do GOE (8 = 1).

2 S-sistema, R-regular,/T-invaridncia temporal, L-momento angular, IR-invaridncia rota-
cional, H-matriz hamiltoniana, GC-grupo canénico, f-mimeros de elementos independentes,
P(s)-distribui¢io de espacamentos.
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Figura 3: Distribuicdo dos espacamentos entre os niveis do nicleo do Erbio.

A figura 3 mostra o histograma dos espacamentos entre os niveis de energia
vizinhos do nicleo pesado do dtomo de Erbio ¢ a respectiva curva de ajuste, que é
identificada justamente pela distribui¢aos dos espagamentos de Wigner, prevista
teéricamente no GOE. A repulsdo linear (8 = 1) préxima a origem é observada
nesta figura. A baixa estatistica apresentada pelo histograma, se deve as di-
ficuldades experimentais para obtencio dos niveis quantizados. A distribuicio
de Poisson para os espagamentos também & apresentada nesta figura, podendo
ser usada para comparar a forma do seu decaimento assint6tico, em relacio ao
decaimento da distribui¢io de Wigner.

No campo da Anilise Matematica (na Teoria dos Ntimeros), existem dois
exemplos cldssicos contidos em alguns livros textos, que exemplificam o cdrater
universal das distribui¢des de Poisson e da distribuicdo de Wigner. Um deles
é a distribuicao das diferencas entre niimeros primos vizinhos, que obedece a
distribuigdo de Poisson (2.2). O outro exemplo ¢ a distribuiciio das diferencas
entre as raizes vizinhas da funcio Zeta de Riemann. Observa-se que neste caso,
o melhor ajuste da distribuicdo dos espagamentos é dado pela distribuigio de
Wigner (2.3), ou seja, seu espectro ¢ classificado no Ensemble Unitério Gaussiano
(B = 2) de acordo com a distribui¢io dos espacamentos de Wigner .
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Figura 4: Distribuicdo dos espagamentos entre as raizes da funcio Zeta de
Riemann: 10"%< n <102 +10%%; n ¢é a quantidade de raizes.

A figura 4 mostra o comportamento semelhante & fungio de segundo grau
préximo da origem. A repulsao quadrética entre os niveis vizinhos, nesse caso,

é mais intensa que aquela repulsdo apresentada pela distribuicao de Wigner no
GOE, cuja intensidade é do tipo linear (8 = 1). As matrizes aleatérias, nesse
ensemble (GUE) sdo hermiteanas e seus elementos independentes sio mimeros
complexos.

O estudo dos bilhares quanticos tem uma grande importancia para a Fisica
Experimental do caos quéntico. Porém, sua importancia vai além disso. Por
exemplo, a compreensao do que é o comportamento regular ou o comportamento
cadtico em sistemas quanticos, pode ser adquirida com maior clareza e simplici-
dade valendo-se dos estudos dos bilhares quanticos. Para isso usa-se um exemplo
simples, conhecido como bilhar quéntico circular. Sua versio cldssica se resume
em estudar as trajetérias de uma particula livre, contendo apenas energia do tipo
cinética, confinada em uma regido circular limitadora do seu movimento. Algu-
mas trajetérias da uma particula em um circulo podem ser visualizadas na. figura
seguinte, que mostra a condi¢ao de reflexdo no contorno circular .



Figura 5: Trajetérias de wma particula confinada no ctreulo.

Nota-se na figura 5 as regioes classicamente proibidas e a periodicidade da
trajetéria. Estas sdo as caracterfsticas de um sitema cldssico regular, ou seja, o
sistema, é integravel.

A quantizacdo do movimento para uma particula confinada em um circulo é
idealizada na forma de uma superficie plana (ou membrana) que vibra num con-
torno circular. As energias quantizadas associadas aos modos das vibragdes da
membrana, calculadas por meio da equagao de onda e suas respectivas condigoes
de contornos, permitem confeccionar um histograma dos espagamentos entre os
niveis vizinhos e o ajuste mais adequado é realizado pela distribui¢cao dos es-
pagamentos de Poisson (2.2). A figura® a seguir mostra o excelente ajuste obtido.

$Trabalho de iniciacdo cientifica realizado por G. Ajeje sob orientacio do Prof. Dr. M. P,
Pato.
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Figura 6: Espagamentos entre os niveis no bilhar qudntico circular.

A figura 6 mostra o histograma dos espacamentos entre os nfveis do bilhar
quéntico circular, com ajuste da distribuicio de Poisson dos espacamentos.

Observa-se que a regido central no circulo (Figura 5) é inacessivel a0 movi-
mento da particula. Porém, inserindo um retangulo convenientemente entre dois
semicirculo, surgem as trajetérias errdticas. Nao existe nenhuma regido proibida.
ao movimento desta particula. Esse bilhar conhecido como stadium ¢ um exemplo
de um sistema classicamente caético.

TN TS ANAT LN A e
L 1y N 3 P ; A
AL BAT KA
AN R RES
e 2SNV 872y N
W A

f,* -,l""'--i-._.
S

SN A

Figura 7: Bilhar stadium.

As energias quantizadas da membrana stadium permitem obter um histograma
dos espagamentos entre os niveis vizinhos, que é ajustada com a distribuicao de
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Wigner (2.3) do Ensemble Ortogonal Gaussiano (GOE). O ajuste pode ser ob-
servado na figura (8] abaixo.

]_o\lllllnl||]|ll[||l|1l|l T
\ | i
plos)| I
\ . [ 1
\ stadium {
\\ |
\\ STADIUM
\ — i S —— it S
\
\\ i
05 \\ = GOE
\\
N
\\\ g
\\
Poisson / Mg,
Likadcd | L1 1 1 I . l_l_l T l |
b 0 | 2 3

Figura 8: Distribuicao dos espagcamentos no stadium.

A figura 8 mostra o histograma dos espagamentos entre os niveis vizinhos,
obtidos com a quantizagdo do bilhar stadium. Essa figura mostra também o
ajuste tedrico realizado pela distribuicdo de Wigner no histograma. Em contraste,
observa-se a distribuigdo de Poisson na mesma figura.

Tendo em vista os exemplos citados anteriormente e aqueles contidos nas
literaturas publicadas, a distribuicio de espagamentos entre niveis de energia foi
considerado a func¢ao que contém a universalidade.

A conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit estabelece a classificagio dos sis-
temas, mediante a duas distribui¢bes dos espagamentos: a distribuicio de Poisson
que descreve os sistemas regulares; e a distribuicio de Wigner, os sistemas ca6ti-
COS.

O Ensemble Ortogonal Gaussiano é muito requerido nas aplicagdes, portanto
os detalhes de sua construgdo, usando a técnica do célculo das variagdes, serdo
apresentados em seguida.

2.2 Ensemble Ortogonal Gaussiano

Algumas estatisticas importantes como as distribuicoes dos niveis de energia,
as distribuigaos dos espacamentos entre niveis vizinhos de energia, as distribuicoes
das componentes dos autovetores, entre outras; podem ser obtidas a partir das
distribui¢bes das matrizes aleatérias, simétricas e com elementos reais (GOE).
Esse ensemble ¢ bem conhecido, tanto no tratamento dado particularmente para
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matriz 2x2, como no caso mais geral das matrizes NxN. Existe uma vantagem
em se trabalhar inicialmente com as matrizes 2x2, que é a possibilidade de se
obter analiticamente a expressao para distribui¢ao dos espacamentos entre niveis
vizinhos, cujo interesse é prioritdrio por conter um cardter universal. Mas as
aproximagoes feitas no caso geral (matriz NxN) devem ser também, mencionadas
para 0s usos posteriores nesta tese.

2.2.1 Distribuicao das matrizes

A matriz hamintoniana no GOE é do tipo simétrica e seus elementos sio reais
e aleatdrios, obedecendo a uma distribui¢io estatistica. Usando inicialmente,
como exemplo, uma matriz hamiltoniana 2x2, com a representagio

h’ll h12
H = . 2.4
[hw hgz] 24)

Define-se o parametro f , sendo o niimero de elementos independentes de uma
matriz que nesse caso (2.4) assume o valor: f = 3.

Nota-se que a diagonal principal da matriz de H? contém todos elementos
independentes da matriz H:

hi, + h? hiz (P11 + hi2)
H = SR I Wars " el I 2.5
[ hig (b1 + hi2)  h3, + A2, (2:5)

O trago de H? também contém os elementos independentes da matriz H ;

relacionados pela adigao dos elementos da diagonal principal H?

thH? = b, +hi, =+ 203, . (2.6)
Usando o mesmo raciocinio, ¢ possivel generalizar a expressdo do traco (2.6) para.
matriz de qualquer ordem.

A densidade de probabilidade de uma matriz H é uma funcéo de todos ele-
mentos independentes dessa matriz. A distribui¢do de uma matriz Hyy ¢ uma
funcao de trés varidveis independentes

P(H) = P(h1, haz, h12) . (2.7)

A entropia da informacéo de Boltzmann-Gibbs-Shannon (1.1) é adaptada con-
venientemente para incluir a matriz H

e / dHP(H)In P(H) | (2.8)

em que dH ¢ o produto das diferenciais de todos elementos independentes da
matriz /1, que no caso 2x2 é dado explicitamente por

dH = dhiidhasdhys (2.9)
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O primeiro vinculo que P(H) est4 sujeito ¢ a normalizacdo no espaco dos
elementos independentes da matriz H

/' dHP(H) =1 . (2.10)

O segundo vinculo é a existéncia do valor médio do trago da matriz H?, que
matematicamente é dado por

/ dHP(H)trH* =y . (2.11)

A técnica do cdlculo variacional requer a definicdo de uma funcido auxiliar,
representada pela letra F', que leva em consideracao a expressiao analitica da
entropia da informacdo (2.8) e os vinculos (2.10) e (2.11)

F=— / dHP (H)In P (H)+) {1 - / dHP (H)] +A2 l,uk / dHterP(H)} :

(2.12)
em que os parametros A\; e Ay sao os conhecidos multiplicadores de Lagrange.
Usando o principio da maximizagao da entropia da informacao, 6 = 0, obtém-se
a expressao analitica de P(H) que ¢ dependente dos multiplicadores de Lagrange.
Essas constantes podem ser fixadas substituindo a expressdo analitica de P(H)
nos préprios vinculos (2.10) e (2.11), chegando ao seguinte resultado? para matriz
2xd

3

P(H) =2 (%) > exp (—ytrH?) . (2.13)

O parametro y pode ser fixado adotando-se o valor unitdrio para o espacamento
médio. Observa-se o fato de P(H) ser uma distribui¢io exponencial gaussiana
(2.13), garantindo sempre a existéncia dos vinculos (2.10) e (2.11).

A expressao analitica da distribui¢io de uma matriz Hyyy ¢ obtida de maneira,
andloga, aquela usada para as matrizes de ordem minima, que nesse caso se

escreve
N(N—1) N(N+1)

P(H)z(\/i) ’ (I) ! exp (—vytrH?) . (2.14)

m
A igualdade (2.14) é a distribuigao das matrizes aleatérias do GOE. Tal dis-
tribuicdo depende de todos os elementos independentes de cada matriz. Esses
elementos estao todos contidos no traco do quadrado da matriz.

“Trabalho de iniciagdo cientifica do autor sob orientacdo do Prof. Dr. M. P. Pato.
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2.2.2 Distribuicao de um elemento da matriz H
A distribuicao de um elemento da matriz Hsyxs pode ser obtida de maneira
geral, por meio do cdlculo da integral

P(hy) = /dhzzdhlzp(hn,hzz,hm) § (2.15)

Observa-se que a integracio é efetuada no espago dos elementos independentes,
subtraindo convenientemente um deles. O resultado, nesse caso, é dado por

P(hn) = \/ge"*h% : (2.16)

Esse mesmo resultado poderia ser obtido imediatamente da distribui¢do das ma-
trizes em (2.13), aproveitando a independéncia das disbribuicoes dos elementos

P(H):{ %e"’h?l} [ %e—vh%z] [\/?e%ﬂ‘ : kg

A distribuicao de qualquer elemento da matriz Hae ¢ uma das gaussianas
dadas em (2.17). A distribuicdo de um elemento da diagonal principal coincide
com (2.16). A distribui¢do de um elemento fora da diagonal principal é identifi-

cada por
P(h1s) = \/?e—%’fﬁ . (2.18)

No caso geral, a distribuigdo de um elemento qualquer da matriz pode ser
obtido diretamente da distribui¢do das matrizes estabelecida em (2.14). A forma
fatorada da distribuigdo das matrizes é dada por

P(H) = [ﬂ (%)%exp (-vhfi)] { I1 (%g)wexp (—2qh§j)} .

i=1 1<j<1<N
(2.19)

A distribui¢do de um elemento da diagonal matriz é identificada diretamente em
(2.19) por

P(hy) = \Eexp (—h3) - (2.20)

A distribuicdo de um elemento fora da diagonal da matriz é o segundo fator, no
produto (2.19), dada por

P(hi;) = (\/?) exp (—27vh;) - (2.21)
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2.2.3 Distribuicao dos espagamentos entre niveis vizinhos

A diagonalizacao de uma matriz é geralmente realizada por meio de métodos
matemditicos numéricos. Para matriz de ordem minima, obtém-se os autovalores
de forma analitica. Os autovalores da matriz Hyyo (2.4) sdo

2
Eizwi\/(@%@) + R, . (2.22)

Usando os dois autovalores encontrados e uma certa quantidade de dlgebra,
relacionam-se todos autovalores com todos elementos independentes da matriz
Hoyo, na seguinte igualdade

E2 + E? = b}, + hd, +2h%, (2.23)

comumente interpretada como sendo a invaridncia do traco da matriz H2.
O tnico espacamento existente entre os dois niveis de energia é calculado da
forma indicada pelas igualdades:

s = |E+ — E_l = \/(hll — h22)2 -+ 4h%2 . (224)

A distribuigao dos espagamentos entre niveis vizinhos é obtida calculando a
integral

P(s) = / AHP(H)3(s — /(a1 — has)” + 4B2,) . (2.25)

Substitui-se a expressao analitica de P(H) (2.13), na igualdade anterior (2.25).
Efetuando-se todas as integragoes, no espaco de todos os elementos independentes
da matriz aleatéria Hoyg, obtém-se a distribuigio dos espagamentos dada por

82

P(s) =s exp(—%) . (2.26)

Observa-se em (2.26) que o termo linear representa a repulsio entre os niveis
quantizados. Isso pode ser visto matematicamente na igualdade: P(0) = 0. Nesse
caso nao existe possibilidade dos espagamentos assumirem valores iguais. Nao é
permitido a degenerescéncia dos niveis no espectro que apresenta caos quintico.

Considerando ainda a matriz Hoye, utiliza-se também a assim denominada,
renormalizagdo, que consiste em adotar mais uma condicdo, para fixar o pardmetro
arbitrdrio v . Este vinculo adicional é o espago médio unitdrio, que estd rela-
cionado ao processo de desdobramento do espectro:

wg=]1 , (2.27)
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Como resultado para a constante arbitrdria, obtém-se o valor v = 7. A dis-
tribuicao dos espacamentos entre niveis, levando em consideracdo o valor do
parametro 7y, se escreve

w82

B §)= %s exp(—T) : (2.28)

A figura a seguir exibe as representagoes graficas das distribuigtes dos espaca-
mentos entre niveis vizinhos, de Poisson no Ensemble Regular Gaussiano (2.2)
e de Wigner no Ensemble Ortogonal Gaussiano (2.28). Essas duas distribuicoes

sao de uma importancia fundamental no estudo do caos quéntico.

06+ \ Wigner

Figura 9: Distribui¢oes de Poisson e Wigner para os espacamentos.

A figura 9 apresenta a distribui¢do dos espacamentos de Poisson, que nio
apresenta repulsao entre os niveis. Enquanto que a distribui¢io dos espacamentos
de Wigner tem como caracteristica a repulsio entre os niveis. Observa-se na figura.
9 o comportamento linear préximo da origem.

2.2.4 Distribuicao dos autovalores das matrizes

A distribuicdo de probabilidades dos autovalores para uma matriz 2x2, tendo
em vista a invariéncia do trago (2.6) e a distribui¢do da matriz aleatéria P(H),
¢ dado por

P(Ey, B )=~ (B+E2) B, _ B | . (2.29)
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No caso de uma matriz Hyyy, a expressio analitica da distribui¢ao dos auto-
valores é dada exatamente [8] pela expressao analftica

P(Ey,...,Ey) =Ce™™"P° 11 |E; — Ey| . (2.30)

J>i

Quando a ordem da matriz N assume valores crescentes, existe uma expressao
muito simples para densidade de estados. Essa aproximacao é obtida de vidrias
maneiras. Adotaremos neste trabalho aquela que considera a idéia de campo
médio [5]. Nesse caso, a distribuigao dos autovalores é a funcio solucio de uma
equacio integral®. Esta funcio solucio é conhecida, em a Teoria das Matrizes
Aleatérias por semicirculo de Wigner:

B/EE - fEerc fE
B \/: ou E>\/7 (231)

Os detalhes da idéia de campo médio serdo colocadas mais adiante, ocasiao
em que serd estudada a generalizacao da distribui¢io semicirculo de Wigner.

O gréfico do semicirculo mostra claramente o confinamento dos autovalores
da matriz aleatéria H.

1 N =200
8- a=05

Figura 10: Densidade de estados semicirculo de Wigner.

A figura 10 mostra a distribui¢io do semicirculo, para os autovalores de uma
matriz de ordem N = 200. O parametro arbitrédrio « foi fixado pelo valor que &
a metade da unidade, muito usado por E. Wigner.

SEsse método serd usado no Ensemble Ortogonal Generalizado (capitulo V).
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2.2.5 Distribuicao de probabilidade das componentes de
um autovetor

Sejam ¢; e ¢z as componentes de um autovetor associado ao autovalor F.,
no processo de diagonalizacao da matriz Hoye . Essas componentes sao obtidas
resolvendo o seguinte sistema

hi1 — By hia 1 0
= : 2.32
] L] = [0] 2:2)

O sistema linear acima possui duas equacoes linearmente dependentes. Nesse
caso impoe-se uma nova condi¢io para as componentes. Uma das equagdes é
escolhida no sistema (2.32), a outra é a normalizagio do autovetor

a+ca=1 . (2.33)

Resolvendo essas duas equagdes, determina-se o valor de uma das componentes,
por exemplo:

1
C1 = . (234)

2
2
[\/ (Pgmn) 1+ (g )} 1

A distribuicdo da componente ¢; é obtida por meio da integral

Pl = f dHP (H)6 { ¢1 — = . (2.35)

2
2
[\/ () +1+(—~L’“§;’;‘)] +1

Usando em (2.35) a expresséo analitica de P(H) exibida em (2.26) e efetuando
as integracoes [9] devidas, obtém-se

/

1

m/1—c? -

De maneira andloga ao procedimento em relagao a distribuicio de ¢;, obtém-se
a distribui¢ao da outra componente ¢,

P(c) = (2.36)

1

71 —c2

As distribuigdes das componentes (2.36) e (2.37) sdo conhecidas na Teoria das
Matrizes Aleatdrias como: as distribui¢des de Porter-Thomas. Tais distribuicdes
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podem ser obtidas percorrendo outro caminho, independente da distribuicao da
matriz P(H). A distribuigio

Pler, c3) = %5 (1-c&-a) (2.38)

¢ candidata a distribui¢ao conjunta de ambas componentes ¢; e ¢;. Por outro
lado, a definicio dada em (2.38) revela a condi¢do natural de normalizagio (2.33)
do autovetor. A distribui¢io de uma das componentes do autovetor é obtida
resolvendo a integral no segundo membro da igualdade

Ple) = [ dezPler.i03) (2.39)

O resultado ¢ a distribuigéo de Porter-Thomas (2.36) cuja sensibilidade poders
ser testada mais adiante, com a mudanga da expressao analitica da entropia.

A normalizacao (2.33) fixa o tamanho do autovetor, mas a direcao resulta
arbitrdria. A figura mostra apenas um vetor com dire¢do arbitréria.

N

¢y

Figura 11: Simetria angular de um autovetor da matriz Hoys.

A distribuigao de probabilidade angular é obtida se valendo da igualdade

Usando a expressao da distribuicio P(c;), dada em (2.36), obtém-se
1
f)=—. :
Rf) == (2.41)

A probabilidade de se obter um autovetor ¢, em um angulo @ arbitrdrio &
constante. Isso indica a existéncia de uma simetria angular.
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A distribui¢ao de uma componente de um autovetor para uma matriz aleatéria
de ordem N, é obtida explicitamente [2] e escrita por

Ple) = \/g exp (—{;—CZ) : (2.42)

Portanto, trata-se de uma distribuicao gaussiana.

~ O~ @®~ O~
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Capitulo 3

Ensembles Generalizados de
Matrizes Aleatorias

Utilizam-se, nesse capitulo, a entropia ndo-extensiva de Tsallis e os dois
respectivos vinculos, convenientemente definidos. E possivel estabelecer um pro-
cedimento geral para se obter as distribui¢des de probabilidades das matrizes
aleatérias. Essas matrizes de ordem genérica N, podem ter os seus elementos
nimeros reais, nmimeros complexos ou quaternions. Contudo, com o objetivo de
melhorar a compreensdo, das semelhancas e das diferencas, existentes entre os
ensembles construidos a partir das duas entropias, apresenta-se nesse capitulo
uma construcao detalhada do Ensemble Ortogonal Generalizado das matrizes de
tamanho 2x2.

3.1 Procedimento Geral

A entropia generalizada (1.2) ¢ adaptada convenientemente para incluir a
matriz aleatéria H, assumindo a forma adequada

_1- [dHPI(H)
= p

O pardmetro entrépico ¢ ¢ responsével pela nio-extensividade da entropia
[26, 27].

Um dos vinculos ¢é a existéncia da normalizagao de P(H):

Sq : (3.1)

] dHP(H) =1 . (3.2)

O outro vinculo é a existéncia da "média"do traco de H2, em todo dominio de
variacao do pardmetro entrépico:

/ dHPYH)trH? = pu f dHP(H) . (3.3)
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O valor p passa a ser identificado como valor médio generalizado do traco da
matriz H2.

Para utilizar a técnica do cdlculo variacional, define-se uma func¢éo auxiliar
F, de maneira andloga ao que foi feito anteriormente em (2.12)

_1— [dHP"

F
q—1

+ 3 [ / dHP — 1} e [ f dH PitrH? — 1 f dHPq] . (3.4)

Os pardmetros A; e Ay sdo os multiplicadores de Lagrange. A variacio desta
funcao 0F, apés algumas manipulacdes matematicas, resulta

5F=de5P{(lfq)Pq—1 [-1+ X2 (g —1) (trH? — )] +A1} . (35)

Asssume-se entao a condicdo 0F; = 0 e obtém-se a distribuicio de probabilidade
de uma matriz H

P(H) = Zi [1—(1—q) A (trH? — )] ™5 (3.6)

q
Fazendo-se uma conveniente mudanca em (3.6), definindo-se

1+p(g—1)°

a expressao analitica da distribuicdo generalizada de uma matriz aleatéria é sim-
plificada para

B (3.7)

1 1
P(H)=——[1-(1-q)BtrH?* ™ . (3.8)
Zaqp
A funcio de partigao generalizada 7, é englobada em uma nova funcio de par-
ticao generalizada Z, ,, que é obtida, substituindo a distribuicéo de probabilidade

de uma matriz (3.8), no primeiro vinculo (3.2)

1

D= / dH [1— (1 - q) BtrH*| ™= (3.9)

A existéncia da funcdo de particio generalizada é verificada pela andlise de
convergéncia da integral (3.9). Nota-se que a distribuicio de probabilidade de
uma matriz aleatéria em (3.8) tem validade para qualquer matriz constituida de
elementos reais, complexos ou quaternions.

Substituindo-se a distribuicio de probabilidade de uma matriz aleatéria (3.8),
na expressao analitica da entropia generalizada definida em (3.1), relaciona-se a
entropia generalizada com a fungio de particio generalizada e o valor médio
generalizado do traco da matriz F?
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_ 9 . gp 1
na qual
o= ,u/dHPq(H) . (3.11)

Define-se uma temperatura aleatéria da mesma maneira que é feito no En-
semble Candnico, seja no formalismo da entropia de Boltzmann-Gibbs ou no
formalismo da entropia nao-extensiva

05, 1
—_— = . 3.12
Derivando parcialmente (3.10) e usando a defini¢do (3.12), tem-se
= = 0 5 {(3.13)

H

Pela igualdade (3.13), o parAmetro 3 ¢ identificado por uma nova varidvel o,
que assume somente valores positivos. De agora em diante, fica estabelecido o
sinal da constante c.

Derivando parcialmente a funcao de particéo generalizada em (3.9), em relagio
a varidvel a, obtém-se o traco médio de H?, em termos da prépria funcio de
particao generalizada!

OlnZ,
-1z
E=(¢—1) e

Substituindo o valor do trago médio de H? (3.14), na expressio da entropia
(3.10), resulta

(3.14)

l—Zlq dln Z
4 _ q—1-"""“q
1 +a(q 1)Z %

A funcio de particdo generalizada tem um papel fundamental no célculo dos
valores médios das grandezas, como ficou demonstrado acima.

Sy = (3.15)

3.2 Ensemble Ortogonal Generalizado para Hsx-

A generalizacio do Ensemble Ortogonal Gaussiano para uma matriz de or-
dem minima Hoyo, oferece uma grande vantagem que é a possibilidade de se
efetuar todos os cdlculos analiticamente. Com isso desperta-se uma intuicio

"Muda-se a notaciio da funciio de particio generalizada: Zqp — Zg, POT uma questio de
simplicidade.
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para futuras modificagoes nas distribuicoes estatisticas para as matrizes Hyyn-
Lembrando-se também que no estudo das misturas quinticas, constantemente se
faz uso do ensemble das matrizes de tamanho 2x2.

3.2.1 Distribuicao das matrizes aleatérias Hyxo

A funcdo de particdo generalizada para matriz Has (2.4) é obtida calculando
a integral:

Z, = / / f dhidhoadhyy [ — (1— q)a (B2, + b2y +2035)] ™7 . (3.16)

Fazendo a conveniente mudanca de varidvel na integral anterior (3.16), hiy =
\/§h12, resulta:

1 - . B
Zq= 73 f//dhudhmdhu [1—(1—q)a(hf;+hy+hE)] ™ . (3.17)

A visao geométrica do espaco dos elementos independentes da matriz Hoys é
apresentada na figura.

=
=

Figura 12: Espago dos elementos independentes de Hoyo.

Na transformacao das varidveis (hn,h22, 512) nas novas varidveis (R, 6, ¢),
tendo em vista a figura 12, os seus elementos de integracao sao bem definidos nos
dois espagos, cuja correspondéncia é dada pela igualdade
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dhi1dhggdhiy = R*dRdSY | (3.18)
na qual d) = senfldfdyp e também

hiy + hiy + by = R? . (3.19)

Para realizar a integracio em (3.17), levam-se em consideracao os resultados
em (3.18) e na equagao (3.19). Integrando primeiramente nas varigveis angulares,
resulta apenas uma integragio na varidvel radial:

Zy=2V2nm f dRR2[1— (1 - q) aRY] ™ . (3.20)

Os limites de integragdo estao ainda indefinidos, mas serao determinados apés
uma dnalise cuidadosa da convergéncia da integral. A escolha correta para os
limites de integracao vai depender do pardmetro entrépico ¢q. Por isso, o estudo
da fun¢ao de particdo generalizada serd dividido em trés casos possiveis: ¢ > 1,
g<leg=1.

Primeiro caso: g>1

A funcdo de parti¢io generalizada (3.20) é convenientemente reescrita na
forma

=0

L R
Zq=2\/§ﬂ'f0 dR [1+(q— 1)@2]% . (3.21)

As integracoes sao efetuadas sobre todo o espago dos elementos independentes
da matriz Haxp. Isso requer algum tipo de restrigio sobre o pardmetro entrépico.
Supondo a aproximacao

(g—1)aR >>1; (3.22)

nessa situacao, a integral (3.21) ¢ rapidamente calculada e o seu resultado é

3q—

Zyx Ri (3.23)
A fungio de partigio generalizada terd um valor finito, se o pardmetro entrépico
q assumir valores que satisfagam a inequacao

3g—5

q—1
Resolvendo a inequagdo (3.24) determina-se o domifnio de variacio do parametro
entrépico ¢:

<0. (3.24)
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2
1<q<1—|—§. (3.25)

Nesse intervalo (3.25) a fungio de particido tem sua existéncia garantida. Conse-
quentemente garante-se também a existéncia da normalizagio de P(H). A funcio
de particao generalizada é calculada pela equagéo

(o] 2
Z,=2V2r / dR = . (3.26)
o [L+4(g—1)aR?T

A integral (3.26) pode ser resolvida fazendo inicialmente uma mudanga de varigvel

conveniente
f U

A funcao de particao (3.26) é modificada, levando em consideracao a mudanca
anterior (3.27) e vale

V2 * u?
[(g—1)a]z o (14w)eT

Usando uma das defini¢des da fungdo beta na forma integral, inserida no
apéndice (8.1), determina-se a fungéio de particio generalizada:

mV2B (5, L §)
- el ¢ L W (3.29)
(g~ 1)2
Substituindo a distribui¢do de probabilidade de uma matriz Ha (3.8), no
segundo vinculo (3.3) e fazendo a mesma dnalise de aproximacao que foi feita para
a integral na equacao (3.21), chega-se a conclusio de que a média generalizada do
traco de H* (2.11) tem sua existéncia garantida no intervalo de variagao (3.25)
do parimetro entrépico q.

Z,= (3.28)

Zq

Segundo caso: q<1

Nesse intervalo de variagdo do parimetro entrépico ¢, a funcio de particio
generalizada (3.20) j4 se encontra escrita de maneira ideal. E necessério um es-
tudo da funcao que estd no integrando em (3.20) para determinar os limites de in-
tegracao. A parte importante do integrando, usada para uma anslise matemética,
¢ a funcao I(R), base da fungao poténcia que tem o expoente l%q:

I(R)=1-(1-q)aR?. (3.30)

A representacao grifica da igualdade (3.30) é uma pardbola, com concavidade
bem definida.
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N

I(R)

N

Figura 13: Grifico da fungio I(R) com raio de corte unitério.

A figura 13 mostra o grafico da funcdo I(R), que assume valores positivos no
intervalo [0, R.], em que R, é o raio de corte. Para valores de R maiores que o
raio de corte, a fungio I(R) assume somente valores negativos.

Para que o integrando [I (R)]I"i"*? tenha existéncia no conjunto dos niimeros
reals, seja qual for o valor, que o pardmetro entrépico assuma nesse domifnio é
necessario que R satisfaga a condi¢ao

I(R) >0 . (3.31)

Dessa maneira, a variagao de R ocorre entre zero ¢ um raio de corte finito, como
pode ser observado na figura 13. O raio de corte R, é a raiz positiva da funcéo
I(R) dada por

1

- I P
V(l—g)a

Tendo definido os limites de integragfo, a fungéio de parti¢io generalizada
pode ser calculada por meio da integral

(3.32)

Re 1
Z§=2¢Zi/ dRR?[1— (1 —q)aR* ™ | [8:33)
0
Resolve-se a integral (3.33) fazendo-se a conveniente mudanca de varigvel
ta
v SR o S (3.34)

Vai=qa
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A funcio de particio generalizada (3.33) na nova varidvel ¢ é dada por

2 o
[(1—g)a)? Jo

A integral na igualdade (3.35) ¢ identificada com a funcéo beta, listada no
apéndice (féormula 8.2). A fungio de partigdo generalizada tem sua expressao

matemadtica simplificada

dits (1—t)7™a . (3.35)

q =

[T

3 e %
- W\/Q—B(g,l-la- 1_q)a (3.36)
L2

Terceiro caso: q=1

Nesse caso limite, a distribuicao de probabilidade de uma matriz aleatéria
Hyyo pode ser obtida, fazendo um estudo assintético da distribuigao de proba-
bilidade da matriz e da fungao de parti¢cdo generalizada, na vizinhancga do valor
unitdrio de gq.

Para uma andlise rdpida, estuda-se o limite diretamente na integral (3.26)

o's} 1 _ _ 2
lim Z, =2rv2 | dRR? lim exp{ mil =l = glaR ]} . (3.37)

q—1+ 0 q—1t 1-— q

Levantando a indeterminagao do tipo g em (3.37) no argumento da exponencial,
seguido de uma integracao, resulta

. 1 /7\3
lim 7, = = (a) . (3.38)
Este resultado pode ser comparado, ao valor inverso da constante, que multiplica
a exponencial gaussiana em (2.13).

Outra maneira de obter o limite (3.38) & usar a aproximacio da férmula de
Stirling ([12, 1]) diretamente nos resultados (3.29) ou (3.36).

No dominio ¢ < 1, o raio de corte R, (3.32) satisfaz o limite

lim R, — o0. (3.39)

q—1~

Como o limite superior da integral em (3.33) estd bem determinado, procede-
se de maneira andloga a que foi usada para determinar a funcdo de particio
generalizada (3.37). Prova-se entao

lim 2= — (3)§ . (3.40)



Logo, de acordo com os resultados obtidos anteriomente em (3.38) e (3.40),
conclui-se

lim Z, = 7 , (3.41)

qg—1

em que Z pode ser interpretado como uma funcao de parti¢ao gaussiana
1 /m\3
7= ( —) . 3.42
V2 \a ( )

Assim escreve-se a distribuicao de probabilidades generalizada (3.7), de forma
mais conveniente para o estudo do limite

In[l—(l—q)ater]} . (3.43)

1
lim P(H) = — li
im P(H) uniexp{ ¢

g—1% 7 g1
Levantando a indeterminacao no argumento da exponencial, obtém-se exata-
mente a expressao ja conhecida no GOE (2.13).
Um resumo do que foi discutido para matriz Hy.o é apresentado na tabela.

Parédmetro Fungao B
. de de
Ratuopice Particao Z, Probabilidade
L —
(q(;l)’“’ o Zg[1+(g—1)atr H2) 7T
m/2B( 2 1+ 3 -
—00, 2 1) =5 | L1 _(1— 211=
|—o0, 1] —B_L(lu—q)ﬁ o2 [ 5-[1—(1—g)atrH?| s
3
g=1 ﬁ (Z)? Zlqexp (—atrH?)

Tabela 2: Resultados das densidades de probabilidade de uma matriz Hoys .

As fungoes betas na tabela 2 podem ser exibidas por meio das funcdes gamas.

3.2.2 Distribuicao de espacamentos nos dominios de q

Usando os resultados encontrados para a densidade de probabilidade de
uma matriz aleatéria Hayo, dados na tabela 2, calcula-se as distribuicoes dos
espagamentos entre niveis quantizados vizinhos. Para isso, utiliza-se a expressao
matemdtica dada em (2.25). Esses cdlculos podem ser feitos, considerando os
dois dominios de variagdo do parametro entrépico: ¢ <lel < g < g



Primeiro dominio: 1 < ¢ < %

Para que o estudo das distribui¢es dos espagamentos entre os niveis seja en-
tendido de maneira completa, primeiramente, é preciso obter a expressao analitica
tedrica; mas também é necessdrio uma simulagao computacional para verificagao
direta do ajuste. Para isto é imprescendivel obter a distribuicdo de um elemento
da matriz Hoyo.

Expressao Analitica Teérica da Distribuicao dos Espacamentos: Para
obter as distribui¢des dos espagamentos, calcula-se a integral

1 0 I:S — \/(hll - h22)2 + 4h?2:|
P(S) = 27—— /ffdhlldhggdhlz i (344)
“ [1+4 (¢ — 1) a (b}, + h, + 2h3y)] 7

Fazendo a mudanca de varidvel (hq1, hao) — (,7), definida pela transformacao

3 7] -] 845

Desta forma, a integral (3.44) sofre a modificagao

P(S):z% / / f dhlzdxdy[1+ 9 o= VA 97 (346

(g — 1) o (222 + 2y2 + 2h3,)] T

fazendo nova mudanca de varidvel: (hjs,y) — (r,0), na qual r e @ sio as coor-
denadas polares no plano. Rapidamente duas integragoes sio efetuadas nessas
coordenadas, restando apenas uma tinica integracao na coordenada x:

T = dz
P(s) = = o, (3.47)
e

Observa-se em (3.47) o aparecimento natural do termo linear na varidvel s, devido
a propria transformacao efetuada. Esse termo caracteriza a repulsao entre os
niveis vizinhos quantizados.

A integral (3.47) ¢ uma fun¢ao Beta, podendo ser colocada na forma listada
no apéndice (equacgdo 8.1). Levando em consideragio a expressio da funcio de
particao (3.29), tem-se a distribuicio dos espacamentos

1

P(s) = Ms {1 s %} e (3.48)

Nota-se em (3.48) que a nova entropia nio altera a repulsio entre os niveis. Essa
repulsdo é confirmada pela existéncia do fator linear em s.
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E possivel realizar um estudo da convergéncia da distribuicio dos espacamen-
tos entre os niveis vizinhos, no caso limite em que o parimetro entrépico assume o
valor unitdrio. Para essa andlise, escreve-se (3.48) valendo-se da forma exponen-
cial. Tomando o limite, fica evidente a necessidade de levantar a indeterminacao
do tipo %, no argumento da gaussiana

3 2
i [1-+ 6]

qlil‘ﬂ_ P(s) = as q]_i’rﬁ exp { — - ; (3.49)

O resultado deste limite é justamente a distribuicao dos espagamentos, j4 obtida
anteriormente (2.26), no formalismo da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon.

Espagamento médio unitario: Observa-se em (3.48) que o valor de e é arbi-
trario. Inicialmente esse valor pode ser fixado adotando um espacamento médio,
definido por

/dssP(s) =g (3.50)
Substituindo (3.48) em (3.50) , tem-se
(5-30) [*, , o
<s>="——a ! dss 1+(q—1)7 : (3.51)

Para que o espagamento varie dentro dos limites de integragio e a integral (3.51)
tenha existéncia assegurada, o pardmetro entrépico deve ficar restringido em um
novo intervalo:

l<q< g (3.52)
Fazendo a mudanca de varigvel em (3.51)
—1)s2
y M , (3.53)

Dessa maneira, a fungdo Beta (8.1) é observada com transparéncia. Adotando
<s>=1,ovalordea é

o= . (3.54)
2(q—1)°
Exprimindo a fung¢ao Beta em termos da funcio Gama
2
r(---2
alg—1) == M . (3.55)
Jae=
q—1 2



Levando em consideragio o valor do pardmetro arbitrdrio e dado em (3.55),
a distribuicdo de espacamento entre niveis vizinhos dado em (3.48), tem sua
representacao grifica exibida a seguir para alguns valores de q. O grafico da
distribui¢ao de Wigner (2.28) é apresentada na mesma figura para comparagoes
pertinentes.

— g=149

Figura 14: Distribui¢io dos espacamentos entre niveis: < s >= 1.

A figura 14 mostra os graficos das distribui¢des dos espagamentos P(s) para
€ ]1,3[. Além disso, duas observagdes sobre os gréficos desenhados na figura 14
podem ser destacadas. Primeiramente, nota-se que o grafico da distribuicao dos
espacamentos P(s) tende para a distribui¢io de Wigner (GOE), no limite em que
0 pardmetro entrépico ¢ assume valores cada vez mais proximos da unidade. Em
segundo lugar, a figura 14 também mostra o crescimento ilimitado da amplitude
mdxima de P(s), quando o parametro entrépico se aproxima do valor ¢ = 2. O
espacamento (Smgz) no ponto de méximo de P(s) é dado por

ih

Sabendo-se que o valor de « cresce ilimitadamente em ¢ = %, conseqiientemente,
o valor do espagamento méximo tende para zero

(3.56)

Tiif G =0 (3.57)

9=z

Para o espagamento no ponto médximo dado em (3.56), o valor da distribuicio
dos espacamentos vale
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- 5o et
P(sp) = E30CZ0T_ g7 (3.59)
Tendo em vista a igualdade (3.58) e sabendo-se que a (¢q) diverge quando g — %,
tem-se o limite
lim P(8m45) = 00 . (3.59)

=3

Os resultados dos limites (3.57) e (3.59) indicam que a distribuicao dos espaga-
mentos para ¢ — % tende para o valor nulo, para qualquer valor do espacamento
diferente de zero. Por outro lado, as repulsoes entre os niveis implicam P(0) = 0.
Adota-se esse valor para ¢ = %, removendo a divergéncia.

A igualdade (3.55) fixa o valor de o, mas ficam excluidas aquelas distribuigoes
normalizadas determinadas pelo parmetro entrépico ¢ no intervalo |3, 2[. Mesmo
assim & possfvel representar graficamente as distribuictes dos espagamentos P(s),
nesse intervalo. Para isso, basta substituir a funcio Gama do numerador em
(3.55), pela representacgao da fungao Gama, valida para os argumentos negativos?

. O valor de a é modificado para

2
T

alg—1) == ) , (3.60)

2 | sen(r2)T' (1 — z)T (I;%I —3

na qual z = qu1 — 2. O gréfico de @ em todo dominio do parametro entrépico ¢
estd na figura.

Figura 15: Gréfico de a em fungao de q.

*Vide equacéio (8.4) no apéndice.
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A figura 15 mostra o grafico de a/(g) se aproximando do valor o = %, ja
obtido anteriormente no GOE. Para o valor de ¢ — %, a funcgdo « (q) apresenta
uma, divergéncia. Se o pardmetro entrépico se aproxima do valor ¢ = g, entao a
fungao a — 0.

Para usar o valor de o em (3.60) é necessério considerar a convérgencia da
integral em (3.51). Apds identificar essa integral com a funcio Beta, esta é
representada por meio das funcoes Gama®. Usa-se entdo a extensido analitica da
fungao Gama para argumentos negativos. Esse artificio permite exibir os gréaficos
das distribuicoes dos espacamentos, no intervalo ]—%, g—[ de variacao do pardmetro

entrépico.

s —— =149 |

— qg=151
q=152
& —— q=155 |

P(s)

Figura 16: Distribui¢io dos espagamentos P(s).

Observa-se na figura 16 que as distribui¢oes dos espacamentos tém um valor

ilimitado para sua amplitude mdxima, no limite ¢ — %

Niimero real finito para o valor de a: Quando o parametro o assumir
um valor real qualquer, por exemplo, a metade da unidade, entao todas as dis-
tribuicoes dos espacamentos entre os niveis vizinhos P(s) podem ser exibidas
simultaneamente.

*Vide equacio (8.5) no apéndice.

35



05

)
Figura 17: Distribui¢io dos espagamentos P(s) no intervalo } 1, 3 [

A figura 17 mostra algumas distribui¢oes dos espacamentos entre os niveis
vizinhos, na qual o pardmetro entrépico varia em todo o dominio ]1, % [ Con-
vém observar que o espacamento médio ¢ uma fungdo do pardmetro entrépico g.
Observa-se que nesse caso o espectro nao se encontra desdobrado.

Espagamento quadratico médio: O espagamento quadrético médio < s% >
é calculado por meio da integral

<§>=f dss?P(s) . (3.61)
0

Substituindo a expressao analitica da distribuicdo de Wigner P(s), que per-
tence ao Ensemble Ortogonal Gaussiano (2.26), na igualdade (3.61), o resultado
da integracao é dado por

2
<8 = (3.62)
¥

Substituindo o valor v = % obtido com a condicio de que o espacamento médio
assuma, o valor unitdrio na equacdo (3.62), o resultado para o valor do espaca-
mento quadrédtico médio vale

4
<st>=—. (3.63)
T

Substituindo a distribuicdo de espagamentos P(s) dada pela igualdade (3.48),
pertencente ao novo Ensemble Ortogonal Generalizado (GOE-q), na igualdade
(3.61), tem-se explicitamente
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5—3 s &

<32>:Lﬁmﬁ£?/ ds T (3.64)
2 0 [1 + (q—21)a82] 27 g1

Para os grandes valores do espagamento s, a integral em (3.64) tem sua convergén-

cia garantida, se o pardmetro entrépico ¢ variar em um intervalo mais restrito

[1,I]. A integracdo pode ser efetuada e o resultado obtido vale
4
2
S>= —_—
(7—5q)a

A funcdo a (g) tem um comportamento suave no intervalo [1, Z[. Observa-se
na igualdade (3.65) que o espacamento quadratico médio possui uma divergéncia

<s (3.65)

lim < 52 >=o00. (3.66)
q—g

O gréfico do espagamento quadrético médio < s? > em funcdo do pardmetro
entrépico ¢ mostra a restri¢ao do dominio de variagao do parametro entrépico g.

Figura 18: Espagamento quadrdtico médio em fungdo do pardmetro entropico.

A figura 18 mostra o gréfico do espagamento quadratico médio aproximar-se
do valor ¢ = 1,273 enquanto ¢ — 1t. Esse valor é uma aproximacio até a

tergeira casa decimal do valor < s* >= 2 resultado j4 obtido no GOE (3.63).
Para o valor ¢ — %, 0 espacamento quadridtico médio assume valores crescentes
ilimitados, ou seja, o espacamento quadratico médio apresenta uma divergéncia

nesse ponto. Para os valores de ¢ variando no intervalo |Z, 2, o espagamento
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quadrdtico médio assume valores negativos, de acordo com a igualdade (3.65).
Esses valores nao serdo considerados no presente trabalho.

Variéincia (¢%) : A varidncia ¢? ¢ a diferenca entre o espacamento quadratico
médio e o quadrado do espacamento médio
gr =Lt — gt (3.67)

Substituindo o valor do espagamento médio < s >= 1 e o valor do espaga-
mento quadrético médio (3.65), na defini¢do do quadrado da variancia, o resultado
obtido pode ser evoluido para se obter o valor do desvio

a=\/ﬁ_l. (3.68)

O gréfico a seguir mostra o comportamento do desvio em funcio do pardmetro
entrépico q.

4 --qee—e e eSS =T=T==—

Figura 19: Grifico da varidncia em fungao do pardmetro entrépico.

A figura 19 mostra o comportamento do desvio em funcio do parametro en-
trépico ¢, respeitando as restri¢des impostas pela prépria existéncia do espaca-
mento quadritico médio. Em primeiro lugar, nota-se que o grafico do desvio se

aproxima do valor ¢ = 4‘7“, valor este, jd obtido anteriormente no GOE. O

desvio também apresenta uma divergéncia em ¢ = %
Uma possivel visualizacdo geométrica do desvio é fazer uma correspondéncia
entre seu valor ¢ o tamanho de um segmento de reta. A figura a seguir exibe esse

intervalo no GOE.
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Figura 20: Interpreta¢ao geométrica da varidncia.

A figura 20 mostra a distribui¢do de Wigner para os espagamentos entre niveis
vizinhos. O tamanho do segmento geométrico mostrado nessa mesma figura é
igual ao valor do desvio. Observa-se que esse segmento geométrico tem um dos
seus pontos extremo, em uma reta (vermelho pontilhado) centrada em s = 1.
Sua tnica altura em relagio ao eixo horizontal é bem determinada.

O desvio (3.68) calculada no GOE-q tem a mesma interpretagio geométrica
usada para o GOE.

1.0 : g =05

Figura 21: Visualizagdo geométrica de o no GOE-q.

A figura 21 mostra alguns segmentos geométricos, que tém correspondéncia
com um desvio calculado para um valor particular do parametro entrépico q.
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Com esses segmentos é possivel intuir o seu crescimento ilimitado, conforme o
parametro entrépico se aproxima do valor ¢ = % Enquanto isso, observa-se que
a altura do segmento em rela¢ao ao eixo horizontal se aproxima de zero.

Segundo dominio: ¢ < 1

Para se obter a distribuicao dos espagamentos entre os niveis vizinhos nesse
dominio de variacdo do pardmetro entrépico, considera-se a igualdade (3.44),
modificada convenientemente para

1 A
P(s) = 7/f_/dh36 [3 - \/(hu — ha2)® + h%z} [1-(1-q)atrH?]™.
q
(3.69)
A funcao de particdo generalizada Z, em (3.69) tem seu valor estabelecido na
igualdade (3.36). O resultado das integragoes em (3.69) é a distribuicio dos
espagamentos entre os niveis vizinhos, para esse dominio de g:

1

P(s) = (3?23_‘1)@3 [1 » @32] S (3.70)

Os espagamentos podem variar somente entre seu valor nulo e um espacamento
de corte, na distribuicao dos espagamentos em (3.70). O espagamento de corte é
matematicamente dado pela igualdade

1
Vi-ga

O valor de a pode ser fixado pelo espacamento médio.

(3.71)

S =

Espacamento médio unitario: O espagamento médio & obtido, substituindo
a distribuicao dos espacamentos dado em (3.70), na definicio do espagamento
médio dado em (3.50). Se o valor do espagamento médio assumir o valor unitério,
o valor de « é dado pela igualdade

2

I med
=1 - ga= g((";‘_iq)f 2(631(;;3) - (3.72)

Usando a representagao da fun¢ao Beta em termos das funcoes Gama®, o resultado
em (3.72) é simplificado para

2
5 1
r (5 + —(1—q))

. (3 7 %q) (3.73)

b=

bl 3

*Vide igualdade (8.5) no apéndice.
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O gréfico de  em fungado do pardmetro entrépico ¢ estd na figura a seguir.

20 — T T T T

Figura 22: Grdfico de o em fungdo do pardmetro entrépico q.

Observa-se na figura 22 que o grafico de a se aproxima do seu valor obtido no
GOE, enquanto o parmetro entrépico se aproxima da unidade. Se o pardmetro
entropico ¢ assumir valores cada vez mais negativos, a aproxima-se de zero.
Prova-se matematicamente que sio diferentes os valores de «, calculados nas
igualdades (3.60) e (3.72), quando o pardmetro varia em todo seu dominio.

Os gréficos da distribuicdo dos espagamentos P(s), para alguns valores de g,
levando em consideracdo o valor de o em (3.72), estdao na figura:

weeneee GOE
q=-2
08 \ e q=-10 |

\ — =

ot |

P(s)

/
oat |

0.2+

00 t } ==

Figura 23: Distribuicdo dos espagamentos entre niveis vizinhos: q¢ < 1.
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Observa-se na figura 23 a convergéncia da distribuicdo dos espagamentos, que
se aproxima da distribui¢ao de Wigner, quando o parametro entrépico varia no
sentido do seu valor unitdrio. Conforme o pardmetro entrépico varia no sentido
de um valor ilimitadamente negativo, a distribui¢ao dos espagamentos converge

para
P(s)=3 (%)23 Je= (%)252 : (3.74)

O espacamento de corte nesse caso é dado por: s, = T

3.2.3 Distribuicao dos elementos da matriz Hsxo

A distribui¢ao de probabilidade de um elemento da matriz Haye é obtido in-
tegrando a distribuigdo de probabilidade da matriz, em todas as varidveis, exceto
uma delas. Por exemplo, para um elemento independente da diagonal da matriz
H2x2

P(hur) = [ [ dhaadhaaPs s, ) (3.75)

E necessério estudar as caracteristicas estatisticas nos dois dominios do parametro
entrépico.

Primeiro dominio: 1 < ¢ < %

Substitui-se a distribui¢do de probabiladade (3.8) de uma matriz Hoys, na
integral (3.75). Considerando-se a respectiva funcao de particdo generalizada em
(3.29), tem-se a expressio analitica explicita para a distribuicio de um elemento
da matriz

)
lﬂ . (3.76)

A distribuicao de outro elemento da diagonal principal da matriz tem sua
expressao analitica andloga aquela dada em (3.76). A distribui¢do do elemento
da matriz, fora da diagonal principal, é semelhante & distribuigao (3.76), mas é
necessirio uma corregao, por meio de uma mudanca de varidvel na integral (3.75).

Usa-se o valor de  em que o espagamento médio é unitério (3.55). Quando for
necessario (¢ > 2) usa-se a sua extensio analitica (3.60). O gréfico da distribuicio
do elemento da matriz estd na figura a seguir.
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Figura 24: Gréfico da distribuicio de um elemento da matriz.

Observa-se na figura 24 que as distribuigdes, cujos valores do parametro en-
trépico ¢ tendem para o valor unitdrio, convergem para a distribuicdo prevista no
GOE. Outra caracteristica dessas distribuigdes visualizada diretamente na figura
24 & o fato de seu decaimento assintético tornar-se mais acentuado, enquanto
o pardmetro entrépico varia no sentido de ¢ — %_. Como a area ¢ fixa, os
valores maximos das distribui¢oes aumentam, enquanto o valor do parametro en-
trépico tende para o limite ¢ — —g-—. Esses valores méximos diminuem, enquanto
o parmetro entrépico varia no intervalo |3, 2[. Nesse intervalo usa-se para a o

2>3
valor definido em (3.60).

q=1.10
——q=130

Figura 25: Decaimento assintdtico de uma lei do tipo poténcia.
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A figura 25 apresenta os mesmos grificos da figura 24. Os valores assumi-
dos pelo elemento da matriz estdo restritos ao intervalo [1,3]. As distribuigdes
apresentam um decaimento assintético do tipo poténcia (PL).

Escreve-se a distribuicao de um elemento da matriz em uma forma mais sim-
plificada e genérica:

VB

Php)=Cp———— . (3.77)
"1+ pr3,) T
A constante multiplicativa é funcdo de g e v = a{—l — %:
r (qﬁ - 1)
Cy (3.78)

vt (4 -3)

O parametro 8 ¢ definido por uma mudanca de varidvel: f = a(g—1). A
funcdo multiplicativa C, (3.78) é definida em todo intervalo de variagéo de g.

Realiza-se uma, transformada de Fourrier® da distribuicao do elemento da ma-
triz (3.77). A expressdo integral obtida ¢é identificada com a funcio de Bessel
modificada. Apresenta-se essa funcio de Bessel por meio de uma subtracio
de duas funcoes de Bessel modificadas na forma de série’. O resultado dessa
diferenca depende do intervalo de variagdo do pardmetro v. A tabela a seguir
apresenta todos os resultados obtidos das andlises, incluindo as respectivas anti-
tranformadas.

Transfm:mada Antitransformada
) ! g Bouick de Fourrier
aproximada F ()
11,00 | ]1,1] \/%e*_wo}fu"fz \/Me—ﬁ(v—l)hgl
I'(1—v 0 _ I'1—v v
10, 1] ]%,g[ ﬁe_r(wu)(w) e %fooo dycos (vhi) e TR T

Tabela 3: Transformadas de Fourier aprozimadas e suas antitransformadas.

O parametro v ¢ calculado por meio da igualdade: v = 5 — 3. Os seus

dois intervalos de variagao sao mostrados na primeira coluna da tabela 3. Os
respectivos intervalos de variagao do pardmetro entrépico estdo posicionados na
segunda coluna. A transformada de Fourrier aproximada estd na terceira coluna
e é obtida considerando os termos dominantes, na diferenca entre as funcoes de
Bessel modificada. Calculando a antitransformada dessas fungoes exponenciais,

®Vide igualdade (8.6) no apéndice.
Vide igualdade (8.7) no apéndice.
"Vide as igualdades (8.8) e (8.9) no apéndice.
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tém-se as distribuicoes de um elemento da matriz, nos respectivos intervalos de
variacio do parimetro entrépico. O resultado estd na quarta coluna da tabela 3.
A funcao definida por uma integral nessa coluna é conhecida como distribuigao
de Lévy®. Alguns aspectos dessas funces aproximadas podem ser visualizados
tendo em vista as representacoes graficas, nos intervalos de variacao do pardmetro
entrépico. E possivel um estudo da diferenga entre a distribuigao do tipo lei de
poténcia e a sua respectiva distribuicdo aproximada, na vizinhanga de alguns
valores do parametro entrépico, por exemplo, em torno da unidade.

(a) (b)

T T T 1.0 T T T T
— q=1.01]
—q=1.03

i q=1.08
0,01

P(h,,)

0.2+ -

— 0.0 L

Figura 26: Lévy, PL e suas diferencas no limite ¢ — 11,

A figura 26(a) mostra a convergéncia da diferenca entre a distribui¢ao PL e
a distribuicao gaussiana aproximada. Quando o valor do pardmetro entrépico se
aproxima da unidade, a fun¢io diferenca se aproxima da fung@o nula. Conforme
o pardmetro entrépico se afasta do seu valor unitério, as diferencas entre as
distribuicoes sofrem acréscimos. A figura 26(b) mostra os gréficos da distribuicao
de um elemento da matriz do tipo lei de poténcia e a distribuigao gaussiana
aproximada. Observa-se nos gréaficos que existem diferencas entre elas. Isso é
natural pois a distribui¢ao gaussiana foi obtida apés algumas aproximacgoes.

80 ensemble das matrizes de Lévy estd divulgado na referéncia [15].
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Figura 27: PL, Lévy e suas diferencas no limite ¢ — 5

A figura 27(a) contém os graficos da diferenga entre as distribuigbes para
trés valores do pardmetro entrépico. Enquanto o pardmetro entrépico assume
valores no limite ¢ — %_, as diferencas entre as distribuicoes aumentam em
todos os pontos. A figura 27(b) mostra a distribui¢cdo de um elemento da ma-
triz e sua respectiva distribui¢do gaussiana aproximada. Quando a variagido do
parametro entrépico ocorre no limite ¢ — %+, a distribui¢ao aproximada é agora
a distribuicao de Lévy. Novamente compara-se por meio das diferencas entre as

distribuicoes PL e a Lévy aproximada.

09

— q=141

— q=1.43
os4i| — q=1.45 |
1 ——q=148
q=1.49

?

ol =3

Figura 28: Diferenca entre PL e Lévy: q € }

b o
—
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A figura 28 exibe a variacdo da diferenca entre a distribuigao do tipo lei
de poténcia e a respectiva distribuigao de Lévy. Observa-se que enquanto o
pardmetro entrépico se aproxima do limite ¢ — §+, as diferencas aumentam
préximas da origem ou em outro ponto qualquer mais afastado. Por outro lado, é
possivel observar na figura 28 o decréscimo da diferenca entre as distribuigoes no
limite ¢ — %_ . Nesse limite a distribui¢ao de um elemento da matriz, que obedece
a um decaimento do tipo poténcia, aproxima-se da distribui¢ao de Lévy em todos
os pontos. Importante é observar que nesse intervalo tanto as distribuigoes do
tipo poténcia quanto a distribui¢do de Lévy estdo normalizadas. As varidncias
das distribui¢oes do tipo poténcia (3.77) e das distribuicoes dos espagamentos
(3.48) nao assumem valores reais nesse intervalo.

Quando o pardmetro entréopico assume valores no intervalo [%, g], o valor de

B & aquele que corresponde ao valor de a dado pela igualdade (3.60).

0,05 T T T T 0,5 — T T

0,4 - | q=1.554

PL-Lévy

-0,20 4

; . , 35
Figura 29: Lévy, lei tipo poténcia e suas diferencas: q € } 33 [

A figura 29(a) mostra os graficos das diferengas entre as distribuigoes do
tipo lei de poténcia e Lévy. Observa-se que enquanto o pardmetro entrépico
se aproxima do limite ¢ — —g-+, a diferenga entre as distribuicoes aproxima-se
da funcao nula. As diferencas sofrem acréscimos, quando o valor do parametro
entrépico ¢ se afasta da vizinhanca de g = %Jr.

Convém ressaltar que, no intervalo do parimetro entrépico: ¢ € ]1, % [, as dis-
tribuicoes dos espacamentos estao normalizadas. O espagamento médio definido
em (3.50) é unitério.

No intervalo ¢ € |Z,2[, a distribui¢io de um elemento da matriz e a dis-
tribuicao dos espacamentos nao apresentam um valor real para a varidncia. Nesse
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intervalo, a distribuicao de Lévy é a funcao aproximada da distribuicao de um
elemento da matriz do tipo lei de poténcia.

Segundo dominio: ¢ < 1.

Obtém-se a distribui¢ao de um elemento da matriz Hayo, integrando a dis-
tribuicao das matrizes (tabela 2), com a sua respectiva funcgao de particao valida
nesse dominio.

L

(h11 \/_/dhgzdhlz 1—0: (h +h )] (379)

Para um valor totalmente arbitrério, a convergéncia da integral em (3.79) é garan-
tida, se os valores dos elementos hiq, hog € his se submeterem & condicao

1
[ a(lfq)] 2

A interpretacao geométrica da desigualdade (3.80) é dada pelos pontos internos

ou pelos que estao na superficie de uma esfera de raio R, = (11 - Esse raio
a(l—g

de corte R, limita a variacdo dos elementos da matriz considerada. Efetuam-se
as integragoes necessdrias em (3.79) e obtém-se a distribuigdo de um elemento da

matriz.

hiy + h3p + hiy < (3.80)

e [P e
P(hn) = = F(2+1—iq) [1—a(l—q)h] : (3.81)

- ] 1 < —_—
Nota-se na equacado (3.81) que existe um elemento de corte hS; oo A

figura a seguir mostra os graficos das distribui¢bes de um elemento da matriz,
para alguns valores do pardmetro entrépico.
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Figura 30: Distribuicao de um elemento da matriz: q < 1.

A figura 30 mostra a convergéncias entre as distribui¢do de um elemento da
matriz, nos dois limites extremos do intervalo de variacdo do pardmetro entrépico.
No limite em que o pardmetro entrépico se aproxima da unidade, a distribuicio
de um elemento da matriz, que obedece uma lei do tipo poténcia, converge para
a distribuicao gaussiana (GOE). No limite em que o pardmetro entrépico assume
valores infinitamente negativos, a distribui¢do de um elemento da matriz converge
para a pardabola

iy 97
i = b 2 ] 82
Jim  Phy) = \/5( 128h11) (3.82)

3.2.4 Simulagoes computacionais

E possivel testar as distribuicoes dos espacamentos e de um elemento da ma-
triz, usando-se simulacoes numéricas. Geram-se de uma tinica vez, os elementos
da matriz para um particular valor do pardmetro entrépico. Os valores de um
elemento da matriz sdo separados e seu histograma ajustado pela distribuicao
tedrica desenvolvida no ensemble. Diagonaliza-se cada matriz gerada aleatoria-
mente e obtém-se o respectivo espacamento. O histograma dos espacamentos é
ajustado pela distribuicao tedrica dos espacamentos.

Para gerar os nimeros aleatérios que obedecem as distribuicoes definidas em
(3.48) desenvolve-se um programa, cujo algoritimo se baseia na idéia do método
da rejeicao, mas que seja devidamente adaptado para esse ensemble. Esse método
usado no presente trabalho é de importéancia fundamental, pois pode ser aplicado
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para qualquer ensemble da Teoria das Matrizes Aleatdrias e também pode ser
estendido para matrizes de qualquer tamanho.

O primeiro teste é feito para a distribuicdo de um elemento da matriz e a sua
respectiva distribuicao dos espacamentos, definidas por um pardmetro entrépico
na vizinhanca da unidade. Um exemplo é mostrado na figura a seguir.

(a) (b)

| AR o | 08—

| SR MR |
q=1.05
n =5370

0,6 B

P(s)

0,24 -

0.0 T

Figura 31: Simulagdes numéricas e curvas tedricas de ajuste.

A figura 31(b) mostra o histograma de um elemento aleatério da matriz Hoxo
e o gréfico da curva tedrica prevista pelo ensemble generalizado. A figura 31(a)
mostra o histograma do espacamento e a respectiva curva tedrica de ajuste.
Geram-se simultaneamente trés valores aleatorios de uma distribuiciao constante
no intervalo [0,1]. HEsses valores sio submetidos ao algoritimo desenvolvido e
alguns valores selecionados, por obedecerem a distribuicao da matriz aleatdria
(tabela 2). Com esses dados tém-se qualquer elemento da matriz e o espaca-
mento entre nfveis vizinhos de energia. A figura 31 mostra que as distribuicoes
tedricas dos espagamentos e de um elemento da matriz estdo em pleno acordo
com as simulacoes numéricas para esse pardmetro entrépico. Usa-se o mesmo
programa computacional para se obter quaisquer distribui¢oes generalizadas, com
parametros ent6picos no intervalo [1,2]. Simulam-se a distribuicio de um ele-
mento da matriz e a distribui¢do dos espagamentos simultaneamente, para um

valor particular do pardmetro entrépico contido no intervalo | I, 3[.
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Figura 32: Simulag¢des numéricas e curvas tedricas de ajuste.

A figura 32(a) mostra a distribuigio de um elemento da matriz, gerada numeéri-
camente e ajustada pela respectiva curva tedrica. A figura 32(b) mostra a dis-
tribuicao dos espacamentos e a respectiva curva de ajuste. Nesse intervalo as
distribui¢oes nao possuem varidncia, mesmo assim, o ajuste tedrico estd em pleno
acordo com a simulacao numérica. O valor de n é o mimero de matrizes geradas.

~ QO @~ O
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Capitulo 4

Ensemble Ortogonal
Generalizado de Matrizes NxIN

As distribuicoes das matrizes aleatdrias, as distribui¢oes de um elemento das
matrizes e as distribuigoes dos autovalores das matrizes sao aquelas mais rele-
vantes que serao investigadas nesse ensemble. As pesquisas concentram-se em
obter as expressoes analiticas dessas distribuicoes, explorando todas possibili-
dades de mudangas e generalizacoes possiveis. Investiga-se também, a maneira
que as propriedades determinadas para a distribuiciao de um elemento da matriz
se refletem nas distribuigoes espectrais. O limite termodindmico da Mecénica
Estatistica usual é identificado com o limite, em que a ordem da matriz assume
valores ilimitados (V — 00).

4.1 Distribuicao das Matrizes Aleatorias Hyxy

A distribui¢ao das matrizes aleatérias Py (H) € calculada por meio da férmula
geral (3.8), em que :
| 9 1
Py (H) = Zn [1— o —q)trHyw]™ . (4.1)

O parémetro 3 satisfaz a igualdade (3.7). O trago do quadrado da matriz pode
ser escrito da seguinte maneira:

N N
trHyy = hi+2 ) h. (4.2)

i=1 1<i<y
O pardmetro a pode ser fixado adotando-se uma escala conveniente. A funcio
de particao generalizada Zy pode ser obtida apés o cdlculo da integral em (3.9),
no espaco das varidveis independentes, de dimensao f = N+ - Escreve-se o

2
elemento de volume usando as varidveis hiperesférica [1]. As expressoes analfticas
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da funcao de particdo sao conseguidas fazendo dois estudos independentes, nos
dois dominios de variacao do pardmetro entrépico ¢. O método de obtensio
das distribuicoes e seus respectivos intervalos de variagio seguem em analogia
ao que foi feito para as matrizes de tamanho 2x2. As expressoes analiticas para.
as fungoes de particdo Zy, nos respectivos dominios, estao contidas na tabela
abaixo.

q Zn
_ N(N-1) ﬂw I“[l%-t-l]
]—OO 1[ 2 4 [L] NqN 1
J a(1-q) r(2 + 805 1)
11 o [| o2l _a 17 M)
2 N(N+1) alg—1) r(Z;)

Tabela 4: Fungoes de particao para as matrizes NxN.

A primeira coluna da tabela mostra os dois intervalos de variacao do pardmetro
entrépico. Para o intervalo ¢ > 1, existe um valor mdximo para o pardmetro en-
trépico ¢, que diminue e conforme a ordem da matriz aumenta de acordo com a
igualdade

4
N(N+1)

No primeiro intervalo, cujo parfimetro entrépico ¢ varia no intervalo |—oo, 1],
estabelece-se a condigao de confinamento para o traco do quadrado da matriz.

N N 1
hi+2 ) hl <. 4.4
; 2 M B(1—q) “d

1<i<y

Oméz = 1+ (43)

A interpretacio geométrica da desigualdade (4.4) sio os pontos na superficie (ou

internos) da hiperesfera de raio R = \/Oh . Para os valores de ¢ menores que
a unidade, o valor do traco do quadrado da matriz varia em um intervalo restrito
[10, 17]. O motivo ¢ assegurar a existéncia da normalizacio da distribuicio das
matrizes. A tabela a seguir contém as expressoes analiticas das distribuicdes das
matrizes aleatérias de tamanho NxN. Contém também os valores médios do

traco do quadrado da matriz.

q PN(H) (t’!"HQ)
|-, [ | All—a(l—qtrHn™ | mrtas

4 1 2wl
1,1+m H[1+Q(Q‘1)tTHNxN] = W{)(A“—D

Tabela 5: Distribuicoes das matrizes aleatdrias de ordem NxN.
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Os valores médios dos tragos sao calculados substituindo as expressoes analiti-
cas das distribuigdes das matrizes, no segundo vinculo (3.3) adotado para esse
ensemble.

4.2 Distribuicao de um Elemento da Matriz Hyxy

Tendo em vista os resultados contidos nas tabelas 4 e 5, avanga—se nos estu-
dos, com o objetivo de se obter as distribui¢oes de um elemento da matriz Hyyy.
As vdrias integracoes das distribui¢oes das matrizes devem ser efetuadas no es-
paco dos elementos independentes da matriz, exceto para um elemento qualquer
como mostra a igualdade

P (h1u1) = f dh!~'Py(H) . (4.5)

O parametro f é o nimero total de elementos independentes da matriz Hyy .
Essas integragoes também sao realizadas nos dois possiveis dominios de variacao
do parametro entrépico gq.

4.2.1 Primeiro dominio: 1 < q < Qs

Nesse intervalo, calculam-se as integrais na igualdade (4.5), sem nenhum
problema de divergéncia. A expressao analitica da distribuicdo de um elemento
da matriz Hyyny tem seu decaimento obedecendo a uma lei do tipo poténcia,
como pode ser observado na igualdade

[+ (g—1)ah2 ]t

O valor da constante Cy emerge naturalmente dos préprios calculos efetuados
na igualdade (4.5). Nesse caso usa-se a distribui¢do das matriz aleatérias, con-
siderando os resultados das tabelas 4 e 5, estabelecendo o seguinte valor:

Cn=1/% (qﬂ_ DT (F’\(J;)E) : (4.7)

Nessa altura do desenvolvimento tedrico, faz-se necessdrio introduzir um novo
pardmetro A\. Esse pardmetro relaciona o tamanho N da matriz e o pardmetro
entrépico q:

P (h11) (4.6)

1 _f

A defini¢do de A em (4.8) tem uma simplicidade intrinsica e transfere esta simpli-
cidade para as expressoes analiticas das distribui¢oes de um elemento da matriz.
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Dessa. forma a distribuicdo de um elemento da matriz (4.6) é reescrita de forma
alternativa envolvendo apenas o pardmetro A:

Cn
(1+ £n2)

Observa-se que quando o pardmetro A — oo, a distribuicao (4.9) tende para
distribuicao gaussiana. A constante C também é reescrita envolvendo apenas o
pardmetro A:

P(h1) = (4.9)

Mg

BT (A +3)

As representacoes grificas de Axq sao exibidas na figura a seguir, para dois valores
da ordem N da matriz aleatoria.

10

Figura 33: Grificos de Axq para dois valores de N.
Os gréficos da figura 33 sugerem o limite

I&Looqmdw =1 (4.11)

Nesse limite, observa-se o comportamento gaussiano das distribuicoes de um ele-
mento da matriz. Nesse limite, tem-se A — oo . Porém, serd realizado um estudo
mais cuidadoso desse intervalo, pois suspeita-se que nele estao escamoteadas al-
gumas propriedades relevantes desse ensemble.

Fazendo-se a transformada de Fourrier! da distribuicio de um elemento da
matriz (4.6) e assumindo v = a(q—1) = -&2, tem-se

'Vide igualdade (8.6) no apéndice.
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\f / g COSkh (4.12)
[1+ k2

Fazendo a conveniente mudanca de varidvel

JAh=u, (4.13)

a integral (4.12) ¢ identificada com a fungio de Bessel®. A seguir usa-se a fungio
de Bessel, em termos de uma diferenca de fungoes, defenidas por séries de potén-
cias®. Estuda-se o comportamento da transformada de Fourier, para os elementos
da matriz proximos da origem. Obtém-se duas transformadas de Fourier aproxi-
madas F'(k), em dois respectivos dominios de A\. Continuando o estudo, efetuam-
se as antitransformadas, das duas transformadas aproximadas de Fourrier. Sao
obtidas duas expressoes analiticas para as distribuigoes de um elemento da ma-
triz, nos respectivos intervalos de variacao do pardmetro A. Os resultados dos
célculos estao reunidos nas duas tabelas a seguir. A primeira tabela estabelece
as correspondéncias entre o pardmetro entrépico g e o pardmetro A.

A q
1, 00

4
L1+ N(N+1)+4

10,1] 1+m=1+1v(13+1)

Tabela 6: Correspondéncias entre os intervalos de variacdo de g e .

O parédmetro A com valores inseridos na primeira coluna da tabela 6 & uma funcao
de duas varidveis independentes: A = A (¢, N). O uso do pardmetro A\ simplifica
os trabalhos computacionais nos tragados dos graficos, tanto das distribuigoes
de um elemento da matriz, quanto as suas respectivas simulag¢oes numéricas. O
motivo do desconforto de se trabalhar com o pardmetro entrépico ¢ é o apertado
intervalo de variagdo desse pardmetro. Por outro lado, por meio do parametro
A, fica estabelecida a existéncia de dois intervalos para a variacao do parametro
entrépico ¢, nos quais as distribui¢oes de um elemento da matriz se comportam
de formas distintas.

As transformadas de Fourier aproximadas e suas respectivas antitransfor-
madas estao contidas na tabela.

A F (k) P (B11) constantes
2
]1, 00| e=¢K Lo ~achh e .
10, 1] —@e-ék” 1 fdkgs khii)e K" | § = s
2 Var m “ I CEBY A

2Vide igualdade (8.7) no apéndice.
3Vide igualdade (8.10) no apéndice.

o6



Tabela 7: Distribuicoes aproximadas de um elemento da matriz Hyyn.

A segunda coluna da tabela 7 contém as transformadas de Fourier aproxi-
madas F(k), das distribui¢tes de um elemento de uma matriz Hy,y. Na tergeira
coluna, estdao as respectivas antitransformadas P (h11). A fungdo localizada na
segunda linha e terceira coluna da tabela 7 é a distribuicao gaussiana aproxi-
mada, da distribuicdo de um elemento da matriz, que tem decaimento do tipo lei
de poténcia. Identifica—se a distribuicao aproximada do elemento da matriz, na
terceira linha e terceira coluna, com a distribui¢io de Lévy?.

A distribuicdo de um elemento da matriz e suas respectivas distribuicoes
aproximadas, no intervalo A € [1, oo, podem ser visualizadas graficamente.

(@) (b)

.
03 Nl

| —a=5 ] 15
1 —— =10 A
02 N =100 |
\

0,5 .

0,0 4 |

Figura 34: PL, Lévy e as suas diferencas.

A figura 34(a) mostra a diferenca entre a distribuigdo de um elemento da
matriz, que obedece uma lei do tipo poténcias e sua respectiva distribuicao gaus-
siana aproximada. Os graficos da figura 34(b) sdo as distribuigtes do elemento
da matriz, que tem decaimento tipo lei de poténcia e sua respectiva gaussiana
aproximada. Notam-se que para A = 5 os dois gréficos praticamente coincidem.

O comportamento da diferenca entre a Ppy, (h11) e sua gaussiana aproximada
Pg (h11), em fungdo do tamanho N da matriz, pode ser conferido no grafico a
seguir.

4Vide igualdade (8.11) no apéndice.
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N =100
- —— N =500
~——— N = 1000
—— N = 23000
A=2

0.2+

Figura 35: Diferenca entre PL e sua gaussiana aproximada para valores de N.

A figura 35 mostra que a diferenca entre a distribuicdo de um elemento da
matriz, do tipo lei de poténcia e sua respectiva gaussiana aproximada, tende
a se anular em todos os pontos conforme o aumento da ordem N da matriz.
Observa-se também que, préximo da origem, concentram-se um brusco aumento
e diminuicao dessa diferenca. O comportamento da édrea definida pelo grifico da
diferenca e o eixo horizontal do elemento da matriz podem ser estudados mediante
os valores contidos na tabela.

N Area

50 | 1.42x1073
100 | 1.03x1073
500 | 4.81x10*
1500 | 2.83x10~*

Tabela 8: Areas descritas pelos grdficos da diferenca.

A tabela 8 mostra a variacdo da drea, calculada no intervalo: hy; € [0,3]. As
dreas diminuem enquanto o tamanho N da matriz aumenta. Tem-se o limite

3

3
f\}_ln’l .Pp[_,(hu,/\)dhu Z/ Pg(hll)dhll . (414)
0 J0 0

No limite termodinimico em que N — oo, a probabilidade de um elemento da
matriz de ordem N coincide com sua respectiva probabilidade dada pela gaus-
siana aproximada, com excelente aproximagao no intervalo em que A € |1, 00|.
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Essa convergéncia foi possivel de ser observada, apds a conveniente escolha da
constante arbitraria

B=N?¥ . (4.15)

Para provar a igualdade (4.15), usa-se a fungdo F(k) = e’ do integrando da
distribuicéo de Lévy, j& definida na tabela 7. E empregada a sua respectiva pro-
priedade de independéncia F(k, N) = [F(k)]" e também leva-se em consideracio
a propriedade de dilatagao na distribuicao de Lévy

1 h11
Py Lo () w1
O valor de # em (4.15) é obtido de forma natural [16].

No intervalo A € [0,1], a distribui¢cio aproximada de um elemento de uma
matriz & uma distribuicdo de Lévy. As diferencas entre a distribuicao PL e as
respectivas distribuigdes de Lévy aproximada de um elemento da matriz (Hsoxso)
sao representadas graficamente.

(&) (b)
05 . r 20 ——r————
G PIL
r=086
1 ] i
¥ f
3 —~ :
05+ . = 1.0 f -
% < |
@ & i
o —— =040 ] T |
2=045
4°j —— =050 054 7
1=0.55
1 —— 2=060 ] 1
N =50 '
-1.5 - T 0.0 T T
0.0 05 1.0 30 -15 00 1.5 3,0
hy, h

Figura 36: PL, Lévy aproximada e as sua diferencas em funcdo de hq;.

A diferenca entre as distribui¢oes gaussianas e a do tipo lei de poténcia podem
ser obervadas na figura 36(a), para alguns valores de A. Nessa figura observa-
se que quando o pardmetro A se aproxima da unidade, as diferengas aumentam
em todo intervalo de hy;. A figura 36(b) mostra os graficos da distribuicao de
um elemento da matriz do tipo lei de poténcia e sua respectiva distribuigao de
Lévy aproximada, para um valor particular de A. O préximo grafico mostra o
comportamento da diferenca entre a distribuigdo do tipo lei de poténcia (PL) e
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a sua respectiva distribuicdo de Lévy aproximada, em fun¢ao do tamanho N da
matriz.

—— N =500
—— N =100
—— N=20
1=06

T T
00 05 1.0 15

Figura 37: Diferencas entre PL e Lévy aproximada em funcdo de N .

Observa-se na figura 37 que a diferenca entre a PL e sua respectiva Lévy
aproximada, para valores afastados da origem, assume valores cada vez mais
préximos de zero, enquanto N cresce ilimitadamente. No entanto, essa diferenca
vai se concentrando cada vez mais em torno da origem. A diferenca nessa regiao
¢ sempre nao nula, para qualquer valor de A variando nesse intervalo. Por outro
lado, a drea entre o eixo horizontal e o gréfico da diferenca tende a se anular
enquanto N — oo , como mostra a tabela abaixo.

N Area
20 | 1.69x1073
100 | 2.16x10~4
500 | 1.96x10~

Tabela 9: Areas determinadas pelos grificos das diferengas.

Do ponto de vista estatistico, é possivel estabelecer a igualdade entre a dis-
tribui¢do de um elemento da matriz do tipo lei de poténcia e sua respectiva dis-
tribuicao de Lévy aproximada, considerando que as dreas diminuem conforme o
tamanho N da matriz vai aumentando. As dreas sao calculadas em um intervalo,
fixado arbitrariamente préximo da origem. Nesse caso tem-se a igualdade:

N—oo

lim / dhllppl;(hn) :/ dhuPLévy(hu) i (417)
0 0

Os graficos das duas figuras anteriores foram desenhadas adotando-se para o
valor de 3, aquele ja fixado anteriormente na igualdade (4.15).
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4.2.2 Segundo dominio: q<1

Nesse intervalo de variacao do parimetro entrépico ¢, aparecem as dis-
tribuigbes de um elemento da matriz Hyyy, em que esse elemento da matriz
pode variar dentro de um intervalo finito. Os elementos de corte sao aqueles
localizados nos extremos do intervalo de varia¢do. Definindo a(1 —¢) = 7, o
valor absoluto do elemento de corte tem uma simples expressao matemadtica dado
por

By = — (4.18)
11 VG

A distribuicao de um elemento da matriz nesse dominio ¢ obtida usando os
mesmos célculos aplicados para as matrizes aleatérias de ordem minima (3.75).
Corrige-se apenas o elemento diferencial do volume, para as coordenadas hiperes-
féricas, considerando-se a dimensao f dos elementos independentes da matriz
Hpyyn. As expressoes analiticas da funcgdo de parti¢ao generalizada e da respec-

tiva distribui¢ao de um elemento da matriz sao apresentados na tabela.

Zr P(h11)
e - | —A—1
\/EFL[ET;‘]] ZN1 [1 - ’Yh%ﬂ :

Tabela 8: Distribuicdo de um elemento da matriz Hyyy .

O parametro auxiliar A usado para representar a distribuicido, na tabela 8,
também ja foi convenientemente definido em (4.8), mas sua varia¢io agora se
realiza no intervalo

)\GJ—oo,—g[ . (4.19)

A representacao grafica do pardmetro A em funcao do parametro entrépico ¢ para
dois valores de N.
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zZ

o N

Figura 38: Grdfico de Axq para dois valores de N.

Na figura 38, os gréficos sao limitados superiormente pelo valor g, = —%,
obtido diretamente da igualdade (4.8) no limite ¢ — —oo . Esse valor mdximo

superior de Ay, aumenta negativamente com o quadrado de IV, logo
se lim Agyyp=-00 = lim A(g) =—o0. (4.20)
N—oco N—oco

O parametro A\ diverge negativamente para qualquer valor do parametro ¢. O
parametro v pode ser escolhido respeitando o limite

lim vy =a(1-q) . (4.21)

O valor da constante 8 ja foi estabelecido anteriormente na igualdade (3.72).
Tendo em vista o valor de 3 (1 — ¢), define-se para o parametro v a igualdade

v= g {%l ; (4.22)

Tomando o limite ¢ — —oo e N = 2 em (4.8) e substituindo valor de A obtido, na
igualdade (4.22), a distribui¢do de um elemento da matriz definida na tabela 8,
coincide com a expressdo analitica exibida em (3.82). Os graficos das distribuigoes
de um elemento da matriz, para alguns valores de NN, sao exibidas na figura
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seguinte.

Figura 39: Distribuicao de um elemento da matriz Hyyy.

Observa-se na figura 39, uma certa convergéncia da distribuicao de um ele-
mento da matriz, quando os valores da ordem N da matriz crescem ilimitada-
mente. A func¢ao limite é a distribui¢ao exponencial gaussiana

P(hyy) = d@af‘*h‘h . (4.23)

A distribui¢ao exponencial de um elemento da matriz em (4.23) foi obtida dire-
tamente da distribuicao exibida na tabela 8, apdés uma aproximacao adequada.
A representacao grafica da distribui¢ao gaussiana estd contida na figura.

(a)
F 2 B A F F 3k F 2
Gaussiana
0,75 1 —PL -
N=5
14
o
0,50 - - 2
. =
= o 0-
£ 5
o [
=}
il
0,254 o e
-14
000 g Ay 24—
-2 A 0 1 2 00 05 10 15 20 25
h,, h

"

Figura 40: Comparagoes entre as distribuicoes de um elemento da matriz.
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A figura 40(a) mostra que as duas distribui¢tes de um elemento da matriz ja quase
coincidem para N = 5. A figura 40(b) mostra os grificos das diferencas entre
a distribuicdo de um elemento da matriz do tipo lei de poténcia e a gaussiana
aproximada (4.23). Nota-se que quanto maior a ordem N da matriz, menor a
diferenca entre elas, em todo intervalo de variacao do elemento da matriz. A
convergéncia para essa igualdade é muito rdpida, de modo que as suas diferengas
sao cada vez mais despreziveis, para as matrizes cuja dimensao assume valor cada
vez maior.

4.3 Distribuicao dos Autovalores da Matriz Hyxy

A distribui¢do dos autovalores é obtida, tendo em vista a igualdade (2.30), mas
representada de forma mais geral:

P(E],...,EN) = P(tTHI%rXN)H |Ej —E,,' . (424)

i>i
Levando em consideragao a invaridncia do trago do quadrado da matriz, a igual-
dade (4.24) é reescrita em funcao dos autovalores da matriz:

N
P(By, ... Bn) = PQY_EDIL|E; — Ei| . (4.25)
=1

Sabendo-se que existem duas possibilidades para a distribuicio das matrizes
aleatorias, nesse ensemble generalizado, as duas respectivas densidades de es-
tados sao calculadas, nos dois intervalos de variagao do pardmetro entrépico q.

4.3.1 Primeiro dominio: 1 < q < 1+m

Usando a representacdo integral da funcio Gama (8.3) e o conveniente ar-

gumento tem-se
1 ST
r q—_]_ == A dte "ta—1 1 (4 26)

Fazendo-se a seguinte mudancga de varidvel na integral anterior:

= (1 + gter) £, (4.27)
identifica-se § = a(¢—1). Considerando a invaridncia rotacional do traco do

quadrado da matriz, determina-se a distribui¢do dos autovalores dada por
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Z_
P (Br, .. Eni B, ) = f deg et ¥ SN I |E, -
j>i
(4.28)
Introduzindo constantes convenientes na igualdade (4.28), usando o valor da
funcio de particao generalizada Zy, contido na tabela 4 e mais uma quantidade
de élgebra, prova-se

1 e B

P(Ei, ..En;B,\) = =—— =1 'e™¢P, By, . E . (429

(Ela ’ N))Ba ) 1—1(/\)\/0\ d‘f‘g GOE( 1y -+ LYNS A) ( )

A distribuicao dos autovalores, nesse ensemble, é uma espécie de “transformada

de Laplace” da distribuigdo dos autovalores (2.30), prevista pelo GOE. Fazendo
a mudanga de varidvel

2p¢
A

tem-se o valor a = 1 fixado. Tal valor ¢ geralmente usado nos livros textos [8, 10].
Reescrevendo a igualdade (4.29), em termos das novas varidveis zj, resulta:

zp =\ =E , (4.30)

¥ oo
P(Ey,..En;B,)) = ﬁ (g/\é) /0 deg e Paop (3?1, vog B %
(4.31)
Chama-se a atencao para o fato das varidveis x;, serem aquelas em que o espectro
se encontra desdobrado.
Usando novamente a invariancia do traco, determina-se também a distribuicao

das matrizes aleatérias do GOE-q, sob o aspecto de uma transformada:

P(H;B,)\) = / degai™ 5PGOE< [’:\‘f) . (4.32)

Sabe-se que densidade de estados, dada pelo GOE, é o semicirculo (2.31),
estabelecido para grandes valores de N. Tendo em vista a igualdade (4.29), a
densidade de estados nesse ensemble é generalizada naturalmente para

AN

BEZ 11 E?
WEBN = i\ x| e - s

A densidade de estados é caracterizada por uma representacao analitica dada por
uma integral, como mostra a igualdade (4.33). As representacoes gréficas para
alguns valores de A, com = N ﬁ, estao desenhadas na figura.
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Figura 41: Densidades de estados do GOE-q.

A figura 41 mostra as densidades de estados generalizadas, para alguns valores
de X. A figura 41(a) mostra uma tendéncia de confinamento dos autovalores,
quando A assume valores no intervalo |1,00[. Para valores ilimitados de A, a
distribuigio dos autovalores (4.33) aproxima-se de uma distribui¢io semicircular.
A figura 41(b) mostra que os autovalores ndo estdo confinados, enquanto A\ variar
no intervalo |0,1[. O decaimento assintético de cada uma das distribuicdes é
do tipo lei de poténcia. Isso pode ser verificado, fazendo-se uma conveniente
mudanga de varidvel na integral da igualdade (4.33):

BE?
=—£. 4.34
t NA (4:34)
O comportamento do tipo lei de poténcia fica explicitado na igualdade:

MO+ M ( A+ 0+2, -2t
N (&) ( 2) ( 2 BE ) (4.35)

P(E§5:)‘)=|E|Tﬂ 5 /AT )T (A +2)

Para se chegar a essa expressio, usou-se a igualdade (8.12) dada no apéndice.
Observa-se na igualdade (4.35) que, se o nivel £ assumir valores cada vez maior,
a fungao hipergeométrica converge para uma particular expressao analitica dada
por M ()\ + %, A+2, (}). Isso implica que o comportamento da densidade de es-
tados generalizados seja descrito por uma lei de poténcia.

Nota-se na figura 41(a) (A > 1) a semelhanca entre as distribuigdes dos
autovalores dados pela igualdade (4.33) com a distribui¢do semicircular dos auto-
valores. Porém, existem diferencas cruciais entre o semicirculo e a densidade de
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estados generalizado (4.33). Para verificar essas diferencas, tenta-se determinar
um semicirculo por meio dos conceitos inseridos no Método de Campo Médio. A
densidade de energia (4.25) pode ser reescrita explicitamente na forma

N
l ﬁ N s qg—1 N
P(Ey,...En;B8,)) = Ky 1+XZEZ- II & - Exl - (4.36)

1<i<y

i=1

Escrevendo o segundo membro na igualdade (4.36) na forma P(E) = Ce™" | na
qual a fungao W é definida pela equagao

In 1+'QE;N: E?
[ qA—l ! ]_%ZZIMEj—EA. (4.37)

i g

W(Elr .y EN'; )65 A) ==

Com a finalidade de buscar na fungio W , definida na igualdade anterior (4.37),
um valor extremo, estabelece-se a condi¢ao W = 0. Essa variacgdo é realizada
considerando wm vinculo adicional, que é a normalizacao da densidade de estados

f dEp(E) = N . (4.38)

O resultado do célculo variacional é uma equagio integral do tipo

QE = / dElW—p(% . (4.39)

A fungao solugao p(E), ou seja, o valor principal da equagio integral anterior &,
o semicirculo de Wigner:

g =8y S LS B
% = R ° = . (4.40)
= —4/ 0 ou FE > A/ 6
O valor de @ na igualdade (4.40) foi definido, no decorrer dos cdlculos até chegar
na igualdade (4.39), e tem seu valor calculado por intermédio da igualdade

p(E) =

< 310

_ 2a
T 14 a(g—1) {rH?)

Usando o valor médio de (trH?) dado na tabela 5, obtém-se o valor de Q :

(4.41)

Q

_ /
C= =D 442
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A figura a seguir mostra a convergéncia entre as densidades de estados para
as matrizes de ordem N = 10.

(a) (b)

v R T o B e e [ e | Nr—TrT 1T T

PeL

—_—, s¢
20 - 18:2 . 20 - A= 107

16 4 b 16 4 -

p(E)
o
p(E)

Figura 42: Densidade de estados e o respectivo semicirculo aproximado.

A figura 40 mostra a convergéncia da distribuigdo dos autovalores dada pela
igualdade (4.33), para a distribuicao semicircular dada na igualdade (4.40). Essa
convergéncia manifesta-se quando A assume valores ilimitados. Para verificar uma
possivel convergéncia entre o semicirculo (4.40) e a densidade generalizada de
estados (4.33), desenham-se os seus respectivos graficos, para um valor particular
de A e dois valores distintos de N.

(a) (b)

25 T 25—

P

sC
20 N =50 - 20 N =150

p(E)
p(E)

— T T T L e e v T
-5 .10 -5 0 5 10 15 <15 10 -5 0 5 10 15

Figura 43: Densidades de estados com A\ =2, fizo.

A figura 41 mostra claramente uma semelhanca entre os gréficos da figura
41(a) e os gréficos da figura 41(b), apresentadas nas figuras apenas com escalas
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diferentes. O método de campo médio nao se aplica a esse intervalo do pardmetro
entrépico ¢, a nao ser no limite A — o0, no qual as densidades generalizadas
de estados do tipo lei de poténcia convergem para as respectivas densidades de
estados semicirculares, como mostra a figura 40.

4.3.2 Segundo dominio: q < 1

Nesse dominio, a distribuicao de um elemento da matriz Hy,y converge para
uma gaussiana (4.23). Esse fato implica que todas as estatisticas se comportem
como aquelas descritas no Ensemble Ortogonal Gaussiano. Espera-se que a den-
sidade de estados seja um semicirculo. As densidades generalizadas de estados,
nesse dominio do pardmetro entrépico g, sdo obtidas usando as distribuicoes das
matrizes aleatérias contidas na tabela 4 e a invaridncia do trago do quadrado
da matriz. Essas distribuicoes generalizadas sdo representadas matematicamente
por

1

1-¢ N
II 1Ei-Bd - (443)

1<i<j

P(Ey, ..., En,0,q) = Cn [1 ~(1-qa) E

=1

A densidade de estados para o ensemble de traco restrito ou limitado, é o
conhecido semicirculo [17]. Para obter explicitamente a densidade de estados
semicirculares, usa-se novamente o Método de Campo Médio. Nesse caso, obtem-
se a mesma densidade de estados semicirculares, dada pela igualdade (4.40). O
valor do parAmetro () é modificado para

B 200
C1—a(l—gq) @rg2) "

Substituindo o valor do trago do quadrado da matriz contido na tabela 5, na
igualdade (4.44), resulta:

Q (4.44)

I
20(1—q)(1=X) °

O valor do pardmetro « é aquele ja fixado anteriormente pela igualdade (4.22).

Para conferéncia dos cédlculos efetuados, realiza-se uma simulacdo numeérica,
utilizando o Método Metrépolis®. Primeiramente, os autovalores sdo gerados
diretamente a partir da igualdade (4.43). Os autovalores sdo organizados em um
histograma. Ajustam-se os dados simulados, utilizando-se a densidade de estados
semicirculares (4.40).

Q= (4.45)

5Vide os detalhes desse algoritmo no apéndice.
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p(E)
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Figura 44: Simulagdo numérica e a densidade de estados semicirculares.

A figura 44 mostra o histograma de um autovalor escolhido e o perfeito ajuste
realizado pela densidade de estados semicirculares, obtida utilizando-se o Método
de Campo Médio.

4.4 Simulacoes Numéricas

Para conferir se estao realmente corretas as previsoes tedricas da distribui¢ao
de um elemento da matriz e a sua respectiva densidade de estados, apés geradas e
diagonalizadas as matrizes aleatorias, sdo necessdrias realizar algumas simulacgoes
computacionais. Para isso foi desenvolvido um algoritmo® eficiente para gerar
as matrizes aleatorias. O intervalo de variacao do parimetro A nesta secao é
aquele em que este assume valores positivos. As duas figuras a seguir mostram
principalmente as simulacoes das matrizes por intermédio da distribui¢ao de um
dos elementos destas e a densidade de estados apds as respectivas diagonalizagoes
de cada uma das matrizes geradas.

60 algoritmo ACB|MPP ¢ apresentado em detalhes no apéndice.
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P(h,,)

T
- curva tedrica
simulagéo
.=05

N =20

Figura 45: Simulagdes numéricas e as curvas tedricas de ajuste: A € [0,1] .

A figura mostra a simulagao numérica e o respectivo ajuste tedrico, da dis-
tribuicdo de um elemento da matriz e da densidade de niveis. Cada matrizes é
gerada a partir dos seus elementos e a seguir ¢ diagonalizada. Nota-se nesta
figura a exatiddo das previsoes tedricas desse ensemble, devida a eficiéncia do
algoritmo, especialmente (e ineditamente) desenvolvido para esse ensemble. A
figura a seguir mostra a performa-se da simulac¢io em outro intervalo de variacio

do parametro .

0.8

0,6+

P(h,,)

0,2

0,0

| S T 33 )
———— curva tedrica

simulagéo

N =20
L=10

Figura 46: Simulagbes numéricas e as curvas tedricas de ajuste: \ € [1,00[ .
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Ressalta-se que, a partir da eficiéncia do programa computacional, emerge
uma situacao muito comoda para, futuramente estudar numéricamente quaisquer
tipo de estatisticas desse ensemble, sejam elas de curto ou de longo alcance.

4.5 Desdobramento do Espectro

Com a capacidade computacional de obter numericamente os niveis de ener-
gia, que satisfazem a densidade de estados prevista nesta tese, determina-se entao
uma outra expressao matemdtica tedrica que rege uma peculiar tranformacao en-
tre os niveis F; e as novas varidveis desdobradas z;, a partir da igualdade” escrita
a seguir:

= f " BB . (4.46)

Substituindo a expressdo analitica da densidade de niveis (4.33) de o GOE-
q, na integral existente no segundo membro da igualdade (4.46), e efetuando
algumas simplificacoes algébricas, resulta:

NA

N 5 B2 2
5= E 0 g fm dge~Se* 1 + / Cdge6er1 (¢+——Se”’2( "’5)) . (4.47)

(e &7 0
1

em que o valor do dngulo ¢ é definido por

¢ = arcsen(E %) . (4.48)

As duas igualdades anteriores realizam inteiramente o desdobramento do es-
pectro de energia desse ensemble. Usando os niveis obtidos pelas simulactes
computacionais, é possivel verificar as igualdades (4.47) e (4.48), sabendo-se que
a densidade de varidveis desdobradas é uma funcio constante e que estas varigveis

N N

x; variam no intervalo [—5, 3] . A figura a seguir exibi alguns resultados dessas

simulacoes e dos cdlculos numéricos efetuados.

"Usada no GOE.

72



2,0 - T T T

—— 50 matrizes

~—— 200 matrizes

—— 400 matrizes
1=05
N=20

0,54 -

00

Figura 45: Densidade de varidueis desdobradas.

Observa-se na figura 47 que distribuigao das varidveis simulada se aproxima
da fungao constante (curva vermelha), & medida em que os nimeros de matrizes
aleatérias vao aumentando no ensemble. Portanto, um excelente desdobramento
do espectro, requer um mimero muito grande de matrizes. Para poucas matrizes
existem grandes flutuagoes em torno da funcao constante, como podem ser veri-
ficadas na figura 47. Isso leva a crer que o Ensemble Ortogonal Generalizado nao
é ergédigo no intervalo A € [0, 1]; no sentido que as estatisticas realizadas para
uma tnica matriz, mesmo que esta contenha muitos elementos é diferente das
estatisticas realizadas em todo ensemble.

4.6 Distribuicao dos espacamentos

O estudo da distribuicdo dos espagamentos entre niveis vizinhos, realiza-
se em a TMA por meio da fungao gap E (0,s) que é a probabilidade de nao
encontrar nenhum autovalor no intervalo de comprimento s. Essa funcao gap é
obtida integrando duas vezes a igualdade

2

(0,5 = % 0,5) . (4.49)

A distribuicdo dos espagamentos p (0, s), utilizada nos célculos ¢ a ‘surmmize’de
Wigner (2.26). A expressdo analitica da funcio gap é dada por

Egor (0,y) =1 — exf (%) . (4.50)
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Nesse caso, define-se naturalmente a fungao gap no GOE-q, por meio da trans-
formada

BO,5) = gy [ 466 Baon 0,1) (451)

A varidvel s estd desdobrada no GOE-q por meio da integral

5= f 9 dEp(E) (4.52)

-0
em que a densidade de estado p (F) é dada pela igualdade (4.33). A varidvel y é
uma, varidvel desdobrada no GOE por meio da integral

V27E0
—v2€0

em que a densidade de estado é o semicirculo. A fungao gap é a probabilidade de
nao encontrar qualquer autovalor dentro do intervalo (6, —#). Para construir o
gréfico da fungo gap, inicia-se 6 com um valor arbitrdrio e por meio da igualdade
(4.52) determina-se o respectivo valor de s. Substituindo o mesmo valor de 6
na igualdade (4.53), determina-se y cujo valor é utilizado na igualdade (4.51),
determinando o valor correspondente de £/(0, ).

Usando-se o espectro desdobrado desenvolvido na secao anterior, elabora-se o
histograma dos espa¢amentos que é exibido na figura a seguir.

——— simulacéo
— =143
———— Poisson
-~ Wigner
L=0.5
n =300

P(s)

Figura 48: Distribuicao espagamentos para matriz de ordem N = 20.

A figura anterior mostra o histograma dos espagamentos e um ajuste teérico
realizado com a distribuicdo dos espagamentos (3.48), obtido no ensemble de
matrizes aleatdrias de ordem dois.
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4.7 Distribuicao da componente do autovetor

O processo de diagonalizagdo permite calcular numericamente as compo-
nentes dos autovetores. Nesse caso & possivel obter (numericamente) a dis-
tribuicao de uma componente de um autovetor e depois comparar com a dis-
tribuicdo de Porter-Thomas, prevista pelo GOE na igualdade (2.42). Os resulta-
dos podem ser entendidos tendo em vista a seguinte figura.

T
2=05

——— 1 matriz

~——— 100 matrizes

30+ -

25 2=10
—— 1 matriz
——— 100 matrizes

2,0 -I

P(c)

0,5+

0.0 T T T
-0,50 0,25 0,00 0,25 0,50

Figura 49: Distribuicao de uma componente de um autovetor.

A figura mostra o ajuste tedrico das simulagoes para dois valores do pardmetro
A e dois valores para os nimeros de matrizes aleatérias tomadas no ensemble. A
funcio de ajuste é a distribuicdo de Porter-Thomas (2.42) prevista no GOE. A
igualdade das distribui¢oes de uma componente de um autovetor calculadas no
dois ensembles implica na manutencao da invaridncia rotacional dos autovetores
nos dois ensembles.

~N Q@ N~ O
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Capitulo 5

Correlacoes

Nesse capitulo serao estudados as interdependéncias entre dois elementos da
matriz, e entre dois autovalores da matriz diagonalizada. As distribuicoes de
dois elementos da matriz e as distribuigoes de dois autovalores da matriz serao
apresentadas explicitamente.

5.1 Correlacoes entre dois elementos da matriz

Os estudos das interdependéncias entre dois elementos quaisquer de uma
matriz aleatéria, de tamanho arbitrario, podem realizados de duas maneiras. A
primeira é por intermédio da funcao diferenca, definida por

Dy (ha1, hoz) = P(h11) P(haa) — P(h1, hoa) (5.1)

A funcao de duas varidveis independentes P(hyy, hoo) ¢ a distribuicao de dois
elementos independentes quaisquer da matriz. Para visualizar graficamente a
fungao diferenga (5.1), fixa-se um dos elementos pelo valor nulo e mantém-se o
outro elemento arbitrério:

D, (0,h) = P(0)P(h) — P(0,h) . (5.2)
Dada a expressao analitica da funcao diferenca (5.2), uma representacgao grafica
é possivel e necesséria, para um estudo do seu comportamento, para cada valor
do pardmetro .

Outra maneira de investigagao da interdependéncia entre dois elementos é por
intermédio dos momenmtos. Nesse caso define-se o coeficiente de correlacao por

(ht1h3a)q
Co=1— 5720+ . 5.3
RN AN )
Esse coeficiente de correlagao depende do valor pardmetro entrépico q. Os valores
médios sao obtidos por meio da igualdade
B [ dhh?Pi(h)

(B = TanPi) (5.4)
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A funcio P(h) é a distribui¢io de um elemento da matriz estabelecida na igual-
dade (4.6), ou aquela contida na tabela 8.
O valor médio de dois elementos é calculado simultaneamente pela igualdade

R, = [ dhsdhhs®h2P(, b)
47 [dgdhPe(hs, )

A funcao de duas varidveis P(h/, h) € a distribuigao de dois elementos da matriz,
cujas expressoes analiticas serao obtidas e apresentadas, para se efetuar todos os
cdlculos pertinentes.

A funcao diferenca e o coeficiente de correlagao serao estudados nos dois in-
tervalos de variagao do pardmetro entropico q.

(5.5)

5.1.1 Primeiro dominio: 1 < ¢ < ¢4z

A primeira providéncia é determinar a distribuicao de dois elementos da ma-
triz, por exemplo P(hqy, hag). Essa distribui¢do é obtida integrando a distribuigao
de todos elementos da matriz, contida na tabela 4, exceto dois elementos quais-
quer, ou seja,

P (i) = [ @/2hP (1) (5.6)
Efetuando-se as integragoes' devidas, tem-se

1

P (hyy1, hg) = )\@ [1+a(g—1) (k] +h2)] A (5.7)

Novamente usa-se: a (g — 1) = Nax.
A fungao diferenca para um dos elementos fixado pelo valor nulo é dado por

&lg—1) [Pﬁ:\(j\r)l)] 2 D
Dy (0,h) = N I h2]’\+% - l+a(g—1) h2]’\+1 . (5.8)

A representacgao grifica da igualdade (5.8) é apresentada na figura a seguir.

'Vide equagciio (8.14) no apéndice
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— N=100 5 — A=20
- N =500 ] N =100
-0,75 T T T T — T
00 05 1.0 1.5 2,0 0,0 05 1,0 15 20
h h

Figura 50: Fungao diferen¢a para q € [1, ¢mae) -

A figura 50(a) séo os gréificos da funcio diferen¢a para um valor fixo de A
(A = 2), e para alguns valores do tamanho da matriz. Pode-se dizer que o au-
mento do tamanho da matriz acentua o comportamento de curto alcange, ou
seja, as distribui¢oes dos dois elementos da matriz perdem a independéncia para
0s pequenos valores do elemento da matriz. A fun¢ao diferenca concentra seus
valores cada vez mais proximos da origen, quanto mais o tamanho N da matriz
aumenta . Porém, as distribui¢oes dos dois elementos da matriz exibem cada
vez mais uma forte dependéncia (valores no eixo vertical) perto da origem, en-
quanto o tamanho da matriz aumenta. A figura 50(b) mostra a sensibilidade da
fungao diferenca em relacao ao parametro A, mantendo-se fixo o tamanho da ma-
triz. Nota-se que a medida que os valores de A vao aumentando, registra-se uma
mudanca de comportamento, de curto alcange para outro de longo alcange, ou
seja, as fortes dependéncias entre as distribui¢oes dos dois elemento da matriz,
proximo da origem, diminuem. Porém, essas depéndencias aumentam para os
valores mais afastados da origem, conforme A aumenta. As distribuicoes dos dois
elementos ficam totalmente independentes, para todos valores de h no limite

lim D(0,h) =0 . (5.9)

O coeficiente de correlagao ¢ calculado usando a igualdade (5.3). Apds uma
quantidade considerdvel de dlgebra, chega-se, felizmente, a um resultado simples:

1
Cpo1 = —— . 5.10
Convém observar que nao se obtém esse valor (5.10), para o coeficiente de cor-
relagao entre dois elementos da matriz, caso sejam alteradas as definigoes (5.4,
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5.5) usadas para os célculos dos valores médios. Observa-se que o coeficiente de
correlagao entre dois elementos da matriz, nao depende do tamanho /N da matriz,
explicitamente. A representacao gréafica do coeficiente de correlagao em funcgao
do pardmetro A é apresentada na figura a seguir.

Figura 51: Coeficiente de correlacdo para A > 0.

A figura 51 mostra que o coeficiente de correlacao entre dois elementos da
matriz tende para o valor nulo enquanto o parAmetro A assume valores ilimitados:

lim C,(\) =0 . (5.11)

Nesse caso, os dois elementos da matriz sao totalmente descorrelacionados. Isso
significa. que o valor da variancia de um dos elementos da matriz ndo depende
do valor da varidncia do outro elemento de correspondéncia. Para outros valores
do parémetro A, os valores das varidncias dos dois elementos da matriz sao cor-
relacionados. Nota-se que, para o valor unitdrio do pardmetro A, os valores das
variancias dos dois elementos da matriz sao infinitamente correlacionados.

5.1.2 Segundo dominio: ¢ < 1

Nesse intervalo de varia¢ao do pardmetro entrépico ¢, o pardmetro A varia no
intervalo A € |—00,0]. A distribui¢io simultanea de dois elementos da matriz é
obtida usando a igualdade (5.6), a expressdo analitica da distribui¢io das matrizes
contida na tabela 5 e mais uma quantidade de dlgebra conhecida e utilizada
anteriormente:

A—1

P (ha1, hag) = (=) a(l—g) [1+a(l—q) (R} +h3)] (5.12)

™
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Substituindo as expressoes analiticas das distribui¢oes de um elemento da matriz
(tabela 8) e o valor igualdade (5.12), na defini¢do (5.2), a funcio diferenca é dada
matematicamente por

DA(0,h) = g [ll:—g:—;\;] [L—yh2] 2 4 a[1—p2 'Y L (5.13)

O valor do parametro 7y é o mesmo que aquele fixado anteriormente na igualdade
(4.22). Os gréficos da funcao diferenga,em que ¢ — —oo, estao desenhados na
figura a seguir, para trés valores do tamanho N da matriz.

o
~

. D,0h) [x107

.0

Figura 52: Fungao diferenca para \ = —g.

Observa-se na figura 52 que a funcao diferenca tende a se anular para todos os
valores do elemento A, enquanto o tamanho da matriz aumenta cada vez mais:

lim Dy(0,h) =0 . (5.14)

A figura 52 indica que existe um ponto de né, em que todas funcdes exibidas sio
concorrentes. O valor da fungao diferenga para esse particular valor de h é zero,
qualquer que seja o valor do tamanho da matriz.

Para qualquer valor finito para o tamanho N da matriz, a interdependéncia
entre os elementos é de curto alcange:

lim Dy(0,h) =0 . (5.15)

h—o0
A funcao diferenca apresenta valores muito pequenos, indicando que nesse caso
as estatisticas possuem caracteristicas semelhantes aquelas encontradas no En-
semble Ortogonal Gaussiano.
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O coeficiente de correlacao (), calculado para esse dominio do pardmetro
entrépico ¢, por meio da igualdade (5.3), resulta o valor
1

Coc1(A) = T—x - (5.16)

O coeficiente de correlacao tende a se anular no limite termodinidmico:

lim Gy (M) =0 . (5.17)

O valor do segundo momento da distribui¢io de um dos elementos da matriz
é descorrelacionado do valor do segundo momento de outra distribuicao de um
elemento da matriz.

5.2 Correlacoes entre dois autovalores da matriz

Para realizar um estudo sobre as interdependéncias entre dois autovalores da
matriz, admite-se os mesmos mecanismos utilizados nos ensembles gaussianos. A
funcéo de correlagao entre dois autovalores R (Ey, Fa; A, ) e a densidade de estados
sao usadas para calcular a funcgio cluster, definida por

R(Ey, Ey; B, \)
(E1;8, ) p(Er; B, A)
O caso mais importante é quando o pardmetro entrépico ¢ assume valores
maiores que a unidade. Sabe-se que, para valores menores que a unidade desse
pardmetro, as estatisticas sao semelhantes aquelas de o GOE.
A funcao de correlagdo, em que A > 0, pode ser calculada por meio da trans-
formada

Yo (Ey, Eg; B,A) =1~ > (5.18)

R(El,Eg) = ﬁ/\zﬁjl—)[) dge_EfARGOE (CL‘l,.’EQ; é—) . (519)
A fungdo correlagdo Rgop (1, 22; 3) € aquela jd prevista pelo GOE [10]. Nota-se
a semelhanca entre a igualdade (5.19) e a igualdade (4.32), ambas sao determi-
nadas por meio de uma transformada de uma respectiva fungao distribuicio do
GOE. Afirma-se que qualquer fendmeno que nio seja descrito pelo GOE ser4
enquadrado dentro do GOE-q, por meio de uma transformada das distribuicoes
previstas no GOE. Essa funcao correlagio serd usada nos futuros trabalhos de
pesquisas, momento em que os estudos concentrar-se-ao nas estatisticas de longo
alcance.

~N O8O
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Capitulo 6
Aplicacoes

Nesse capitulo, apresentam-se duas possiveis aplicacoes dos resultados desse
ensemble. Uma das aplicacoes, emerge da corréspondéncia entre o GOE-q e
os sistemas eletronicos desordenados. Essa aplicacio serd melhor detalhada a
seguir. Outra aplicacdo se refere aos fenomenos de conexdes entre sitios (net-
works), conhecidos nas literaturas por scale-free. Essa aplicacio serd comentada
rapidamente, mas serdo citadas as devidas referéncias.

6.1 Sistemas Eletronicos Desordenados

No sistema eletrénico desordenado, ocorre um fendmeno fisico, no qual os
niveis de energia sao quantizados. A distribuigio dos espagamentos que melhor
ajusta os dados simulados nio é a distribui¢io de Wigner (2.27), nem a dis-
tribui¢io de Poisson (2.2). Esse tipo de sistema pode apresentar uma, transicao
de Anderson, de um estado extendido (Wigner) para outro estado localizado
(Poisson). Esse fendmeno pode ocorrer, por exemplo, em uma rede cristalina, na
qual as impurezas sao distribuidas de forma ndo regular. Os estados quantiza-
dos sao obtidos pela teoria e usados para obter os espagamentos entre o niveis
vizinhos. Um ajuste tedrico pode ser conseguido por meio da expressao analitica
[24, 22

P(s) = Bs" exp(—As®) . (6.1)

O parametro B ¢ fixado pela normalizac¢ao. O parimetro A ¢é fixado adotando-se
o valor unitdrio para o espagamento médio. O pardmetro a é obtido pelo melhor
ajuste dos dados simulados ou experimentais. Essa expressao matemadtica é con-
seguida usando o formalismo de a Teoria das Matrizes Aleatdrias, mas geralmente
os ensembles gerados ndo preservam a invaridncia rotacional da distribuicao das
matrizes aleatérias. Ou entdo, para conseguir uma transicao entre algum par de
classes de universalidades, adota-se um vinculo adicional e mantém-se a entropia
de BGS. Lembrando-se que o GOE-q nio destrdi a invaridncia rotacional, tenta-
se um ajuste para os dados simulados, usando os resultados dados pelo GOE-q.
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Acredita-se que nesse caso, esse ajuste seria algo novo nessa drea de pesquisa.

Em um recente trabalho publicado sobre o assunto [25], a distribuico (6.1)
dos espagamentos (v = 1) foi usada para conseguir um excelente ajuste. Nesse
caso, o desvio padrao tenha o valor o9 = 0.595. Esses dados numéricos' foram
ajustados também pela distribuigio generalizada dos espacamentos, previsto pelo
GOE-q, para matriz de tamanho dois por dois (3.48). Os resultados podem ser
conferidos na figura.

(@) (b)
— 10 . —
19 & E ©  Simulagio |
N q=1.166
\ ) =1.15258234
014 % ] 08 q
001+ % 4 06 .
—_ i )
ll'.2 1E-3 4 & E B 04 b 4
o o 1 o
g &
1E-4 o : b
E 0.2 o 4
o Simulagdo } ;] ]
1E-5 - q=1.166 < ] %,
q=1.15258234 004 - . o]
] q=1.13
1E-6 e T T
001 2 3 4 5 6 0 2 4 6
s s

Figura 51: Sistemas desordenados e o GOE-q.

A figura 51(a) mostra o ajuste dos dados simulados, utilizando a distribui¢ao
generalizada do espacamento, proposta nesse ensemble. Para visualizar melhor
o comportamento nas caudas das distribuigoes, a escala vertical é logaritmica
decimal. O valor ¢ = 1.166 é aquele em que a distribuicdo generalizada dos
espacamentos tem o menor valor para o Y2, calculado considerando todos os
dados, que por sua vez, contribuem com a mesma importincia. O valor ¢ =
1.15258234 é aquele que determina a distribui¢ao generalizada dos espagamentos,
que tem o valor gy para o seu respectivo desvio padrao. Esse valor é conseguido
usando a igualdade (3.68), mas convenientemente modificada para a equagio
transcedente 4

(7—5q)a(q) = R

O valor do pardmetro o ¢ dado pela igualdade (3.55), no ensemble generalizado
das matrizes de tamanho minimo (N=2). Portanto ¢ possivel obter numerica-
mente o valor do pardmetro entrépico, conhecido o valor do desvio padrao.
Diminuindo arbitrariamente o valor do pardmetro entrépico para ¢ = 1.13, observa-
se que o ajuste continua aceitdvel. Foram testadas outras distribui¢oes no inter-
valo ¢ € [1.2,1.166], verificando-se que existem infinitas distribuig¢oes dos espacga-
mentos (PL) nesse intervalo, que ajustam os dados simulados. A figura 51(b)

(6.2)

'Dados simulados cedidos por R. P. A. Lima e M. L. Lyra, ambos da UFAL.
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mostra os ajustes superpostos para dois valores do pardmetro entrépico g. Nessa
figura, os dois eixos, vertical e horizontal, tém suas escalas lineares.

A importéncia desses ajustes realizados residem no fato de conseguir descrever
as transicoes de Anderson dos sistemas desordenados complexos, por meio de um
ensemble da Teoria das Matrizes Aleatérias. Nesse caso, a invaridncia rotacional
é preservada e nenhum vinculo é adicionado. Pode-se considerar inédito, até o
presente momento, o procedimento usado para descrever os fendmenos fisicos por
intermédio do Ensemble Ortogonal Generalizado, construido inteiramente nesta
tese.

6.2 Outras possiveis aplicagoes

Uma das possibilidades de aplicagdo dos resultados desta tese estd no es-
tudo das networks. Por exemplo, no estudo das distribui¢oes das conexoes entre
as pdginas da internet, por meio dos seus links. As descricoes estatiticas das
conexoes sao representadas pelas matrizes aleatorias Ay, com elementos discre-
tos do tipo bindrio. A expressao analitica da distribuicao das matrizes aleatdrias
foi obtida no modelo Erdos-Rénny (ER). Nesse modelo a distribui¢ao das ma-
trizes é semelhante dquela definida no GOE, na igualdade (2.13) e reescrita por

1
Pgr(A) = ;e—tmz . (6.3)

Sendo assim, imediatamente adota-se a lei do semicirculo para distribui¢ao de um
dos estados, associados a diagonalizagao das matrizes A. Por outro lado, existem
alguns desvios dessa lei em alguns casos, que sdo estudados pelos modelos Small-
World e Scale-free. No caso do Scale-free (SF'), tendo em vista a distribuicao
generalizada das matrizes aleatérias dada na igualdade (4.1), escreve-se

1

PSF(A)zé[l—l—gtrAz] il (6.4)
ou entao
Por (4i8,0) = 1 [ deeeTe —*EPLH( ‘if) N

Imediatamente adota-se uma generalizagdo natural para a densidade de estados,
tendo em vista a igualdade (4.33), mas modificada convenientemente para

psr(a; B, \) = ffﬁa dée” ﬁA_EPFR(a B,A) .

O parametro a é um estado aleatorlo obtido a partir da diagonaliza¢ao da matriz
A. A funcdo pgp(a; B,) é a densidade de estados obtida no modelo ER. Os
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resultados desse trabalho? sdo animadores e por isso estio sendo submetidos para
publicacdo em uma revista cientifica internacional.

Existe esperanca que os resultados dessa tese sejam aplicados aos célculos dos
riscos de uma carteira de agoes, na drea de Finanga, estudada atualmente pela
Econofisica.

~N QO @~ QO Y

2Trabalho de Pés-doc do Dr. J. X de Carvalho, sob supervisio do Prof. M. P. Pato.
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Capitulo 7
CONCLUSAO

O Ensemble Ortogonal Generalizado foi construido inteiramente dentro do
formalismo da entropia nido-extensiva de Tsallis. O primeiro limite estudado foi
aquele em que o tamanho da matriz ¢ minimo, ou seja, a matriz ¢ do tipo dois
por dois. Nesse limite, a distribuigdo das matrizes aleatérias foi exibida explici-
tamente em funcio do traco do quadrado da matriz aleatéria. A sua normaliza-
¢do restringiu o intervalo de variagio do parimetro entrépico para |—oo, 2[. A
distribuicdo dos espagamentos foi obtida analiticamente. O espagamento médio
unitério foi adotado, restringindo ainda mais o intervalo de varia¢ao do pardmetro
entrépico para | —oco, 2 [. No intervalo em que o parimetro entrépico ¢ menor que
a unidade, existe um valor méximo para os espacamentos. Esse é o espagamento
de corte. O fator linear do espacamento da distribui¢do de Wigner do GOE, que
caracteriza a repulsido entre os niveis, € mantido intacto no GOE-q. Esse termo
também mantém-se no intervalo em que ¢ € [1,2]. O estudo das distribuigdes
de um elemento da matriz indica um comportamento gaussiano no limite em
que o pardmetro entrépico assume o valor unitdrio. No subintervalo em que
q € [1, % [, a distribuicdo de um elemento da matriz tem um segundo momento
finito e comporta-se aproximadamente, como uma gaussiana. No subintervalo
q € [%, %], as distribui¢des de um elemento da matriz ndo possuem um segundo
momento finito, comportando-se aproximadamente como uma distribuicao de
Lévy. Somente no ponto ¢ = %, a distribuicdo de um elemento da matriz é a
prépria distribuicao de Lévy. Provou-se que distribuicao de Porter-Thomas para
uma componente de um autovetor & a mesma que aquela prevista pelo GOE, para
qualquer valor de gq. Conclui-se que as simetrias angulares dos autovetores sao
preservadas no GOE-q.

Exite muito interesse no estudo dos comportamentos das distribuicoes previs-
tas pelo GOE-q no limite termodindmico, no qual o tamanho da matriz tende para
o infinito. Para realizar esse estudo, ¢ necessdrio construir o Ensemble Ortogonal
Generalizado para matrizes de tamanho arbitrdrio N. Introduz-se naturalmente
o pardmetro A que é uma fun¢ao do parimetro entrépico e do tamanho da ma-
triz. Se A € ]~oo, —g], o GOE-q é equivalente ao ensemble de trago restrito
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(ou limitado). Usando o Método de Campo Médio, prova-se que a densidade de
estados ¢ a lei do semicfrculo. Esse resultado ja tinha sido obtido na tese de
doutoramento do Bronk [17]. Se A € [0,1], as distribui¢coes de um elemento da
matriz ndo possuem segundos momentos finitos. No limite termodindmico tais
distribuices sio semelhantes, do ponto de vista estatistico, as distribuicoes de
Lévy. A respectiva densidade de estado é representada por uma transformada
integral da lei de semicfrculo, que permite o desconfinamento dos estados. A
forma dessa densidade de estados pode ser muito diferente da lei do semicirculo.
Se A € ]1,00[, as distribui¢des de um elemento da matriz tém comportamentos
aproximadamente gaussianos. Para qualquer valor de A fixado nesse intervalo,
no limite termodinamico, tais distribuigoes sao estatisticamente semelhantes as
distribuictes gaussianas. No entanto, as densidades de estados sao as mesmas
que aquelas do intervalo anterior, no qual a expressao analitica ¢ dada por uma
transformada integral da lei do semicirculo. No limite A — oo, as densidades de
estados definidas pelas tranformadas da lei do semicirculo tendem para o semicir-
culo.

A distribuicao dos espacamentos prevista no GOE-q de matrizes aleatérias
de tamanho dois por dois tem aplicagio comprovada na descri¢do de fenémenos
em sistemas eletronicos desordenados. O GOE-q de matrizes de tamanho N é
aplicado no estudo de problemas de redes da internet, conhecido por networks.
Com o sucesso das aplicagoes anteriores, acredita-se em novas possibilidades de
aplicagoes em variadas dreas do conhecimento cientifico.

Uma conclusdo mais geral reside em considerar o GOE-q a maneira mais
natural e mais correta de generalizagdo do GOE.

~N O8O
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Capitulo 8
APENDICE

Este apéndice contém duas partes de suma importéncia para este trabalho.
A primeira parte € um formuldrio utilizado algumas vezes nos célculos efetuados.
A segunda parte contém os dois algoritimos usados nos programas de simulacgoes
numeéricas.

8.1 Formulario

Algumas igualdades matematicas sao listadas a seguir com o objetivo de
apoiar a leitura continua da tese. Admitiu-se também que a tese poderia ter a
maior autosuficiéncia possivel, restringindo a necessidade das consultas nas obras
bibliograficas.

8.1.1 Funcao Beta

00 umfl
Blzy) = dy———re 23>0, >0 ; 8.1
)= [ e y 5.1)
ou entao
i
B(m,y):/ = (1=t >0, y>0 . (8.2)
0
8.1.2 Funcao Gama
I'izs) = / dtt* et 21, (8.3)
0
Para os argumentos negativos
I'(z) = - (8.4)



8.1.3 Relagao entre as funcoes Beta e Gama

B(z,y) = %%l : (8.5)

8.1.4 Transformada de Fourrier

Fig]= \/%/000 dtcos (vt) f (t) . (8.6)

8.1.5 Funcoes de Bessel modificadas

As funcoes de Bessel e Neumann satisfazem a equagao de Helmholtz: Vi) +
k%), em coordenadas cilindricas. As solugtes da equagio diferencial dos feno-
menos de difusdo V¥ — k%W sdos as fungdes de Bessel modificadas, I, (y) e K,(y).
Uma delas é escrita por

_Tlvt3) (2)° [, coslry)
== (y) /0 ‘ (1+7)""3 8.7)
e a outra é dada por
s 1 25+1v
Ily) = Z sl(s+wv)! (g) ’ (8.8)
ou entao
i 1 Y 25—
Lalg)= Y A=) (5) - (8.9)

8=l

8.1.6 Relacao entre as funcoes de Bessel modificadas

_ 7w [I(y) — L(y)
Ky (y) = p) { sin 7rv 1)
8.1.7 Distribuicao de Lévy ([21])

L(hll,’lp,?j) =%[dr’€COS (khll)e—'ﬂk"b 3 (811)

8.1.8 Funcao Hipergeométrica confluente

I'(c)

M (a,c;z) = T@T(c—a)

/1 dtet* 1 (1—)*" R(c)>R(a)>0.
. (8.12)
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8.1.9 Stirling

I(v+1) = (Z‘) o1v (8.13)

8.1.10 Elemento de volume de uma hiperesfera

W - o) (8.14)

)
8.2 Algoritmo Metropolis

O algoritmo usado, para gerar as matrizes aleatérias, baseia-se no método da
rejeicido. Usa-se um gerador aleatério de valores entre zero e um, com distribuicao
constante. Primeiramente, geram-se f valores aleatdrios e independentes h; €
[0,1] que sao guardados no vetor Ny = (hy, ..., hy). A seguir define-se outro vetor
auxiliar No = Nj.

O loop do programa pode ser descrito em trés etapas. Sao elas:
1) Todos os elementos do vetor V; sao modificados:

2) Calculam-se os tragos usando os elementos do vetor N;

z

I
=Y (hi+8)+2 Y (hj+5)° (8.16)

e também os elementos do vetor No

rﬁZhQ—i—Q z ; (8.17)

j=N+1

3) Algoritimo de rejeigao.
3a) Efetua-se a divisdo: y = i—gi%, na qual usa-se a distribuicao
generalizada das matrizes P(H) definida na igualdade (4.1);

3b) Gera-se um valor aleatorio u;
3c) Efetua-se a seguinte comparagio:

se y > u entao N, recebe os elementos de N
senao NV; recebe os elementos de N, .

Repete-se virias vezes o algoritmo acima e, a partir de um certo valor, aceita-se
o vetor Ny, que por sua vez vai determinando as respectivas matrizes aleatoérias.
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8.3 Algoritmo ACB/MPP

Esse algoritimo gera as matrizes aleatérias usando apenas os resultados de-
senvolvidos nessa tese. Usa-se inicialmente uma idéia semelhante ao do desdo-
bramento do espectro, mas adaptada para os elementos da matriz:

hi _ B
Y = / dhP(h) . (8.18)
0
A variavel y; varia no intervalo [— %, %] e obedece a distribuicao constante. Nota-
se que P(h) pode ser uma distribui¢ao qualquer, desde que a integral exista. Se
a distribuicdo for aquela dada pela igualdade (4.9), ou de maneira geral

C

m ’ (8.19)

P(h) =

entdo é possivel identificar a integral em (8.18) com uma fungao Beta incompleta
B(n,h1). O valor do limite superior da integral na igualdade (8.18) & o primeiro
elemento hq, que é determinado obtendo numericamente a raiz da equacao

B(n,hi) —y1=0 . (8.20)

A seguir, dado esse primeiro elemento, determina-se o outro elemento por meio
da igualdade

ha
0
A variavel y, também varia no intervalo [—%’—, %] e também obedece & uma

distribuigao constante. A distribui¢io P(u | k) é a distribuicao da varidvel u,
condicionado ao valor previamente determinado de h. Esses dois passos ja sao su-
ficientes para estabelecer um processo de repeti¢ao em que, todos os elementos da
matriz sao determinados e as corretas correlagoes sao inseridas automaticamente.
Todos elementos da matriz sao determinados por esse algoritmo sabendo-se que,
a distribui¢do das matrizes aleatérias pode ser escrita por meio de um produto
de distribuictes condicionadas a partir da sua propria expressao analitica:

!
P(hy,...hg) = [[[ P | B1, oy hna) | P(R1) (8.22)
n=2

em que as distribuicoes condicionadas sao obtidas a partir da distribui¢ao de um
mimero arbitrdrio de elementos de uma matriz P(h, ..., hy) escrita de uma forma

o1



genérica

C 1

n—1 ’\+% )‘Jr%
(1 + Z hf)
i=1

Ll
14 h,g
i=1

Essa igualdade pode ser identificada com a distribuicao de um tnico elemento
dada na igualdade (8.19), reconhecendo-se que

.P(hn | hl, aeny hn_]) ] (823)

n

n=A+y (8.24)

e que as varidveis se relacinam pela igualdade

, (8.25)

considerando que todos os elementos da somatoria sao conhecidos. Nesse caso,
as constantes se relacionam por intermédio da igualdade

C= = 4 (8.26)

Com este algoritmo os resultados sao excelentes e as distribuicoes tedricas,
determinadas nesta tese, sao inteiramente verificadas.

~N QO @~ Qv
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