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"From a certain temperature on, the mo-
lecules condense without attractive forces,
that is, they accumulate at zero velocity. The
theory is pretty but is there also some truth
toit ?" - Albert Einstein
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Resumo

No presente trabalho foi estudada a dindmica de um sistema de muitas particulas no regime
de temperaturas ultra-baixas. Realizamos um estudo dindmico de sistemas condensados
bidimensionais em uma rede dptica ndo-linear em uma direcao e também na presenga de
uma armadilha harménica assimétrica. Investigamos alguns aspectos sobre a estabilizacao
e propagacao de sdlitons em condensados de Bose-Einstein. O colapso da fun¢do de onda
¢ evitado pela ndo-linearidade periddica dissipativa, no caso de um meio com campo de
fundo positivo (com sistemas atdmicos atrativos). A varia¢do adiabdtica do comprimento
de espalhamento de fundo leva a existéncia de sélitons de onda de matéria metaestaveis.
Um soliton dissipativo pode existir no meio atrativo bidimensional (2D) com uma néo-
linearidade peridédica unidimensional (1D), quando um mecanismo de alimentacdo atd-
mica € utilizado. Um sdliton estdavel pode existir no caso de condensados repulsivos, em
um campo de fundo negativo, com uma armadilha harmdnica em uma dire¢do e uma rede
Optica ndo-linear na outra dire¢do. Os resultados inteiramente numéricos, para a equagao
de Gross-Pitaevskii 2D, confirmam as simula¢des da abordagem variacional.

Palavras-chave: Condensacdo de Bose-Einstein. Equagdo de Gross-Pitaevskii. Solitons.
Crank-Nicolson. Simulagdo numérica.



Abstract

In this work the dynamics of a system of many particles in a ultra-low temperature regime
was studied. We performed a dynamic study of two-dimensional condensate systems into
a nonlinear optical lattice in one direction and also in the presence of an asymmetrical
harmonic trap. We investigated some aspects of the stabilization and spread of solitons
in a Bose-Einstein condensate. In the case of positive background field media (with at-
tractive atomic systems), the collapse of the wave-packet is arrested by the dissipative
periodic nonlinearity. The adiabatic variation of the background scattering length leads to
metastable matter-wave solitons. When the atom feeding mechanism is used, a dissipative
soliton can exist in an attractive bidimensional (2D) media with unidimensional (1D) pe-
riodic nonlinearity. In the case of repulsive condensates, with a negative background field,
a stable soliton may exist when we have an harmonic trap in one direction and a nonlinear
optical lattice in the other. Variational approach simulations are confirmed by full numeri-
cal results for the 2D Gross-Pitaevskii equation.

Keywords: Bose-Einstein condensation. Gross-Pitaevskii equation. Solitons. Crank-
Nicolson. Numerical simulation.
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Capitulo 1

Motivacao e objetivos

O objetivo do trabalho consistiu em estudar a dindmica e estabilidade de condensa-
dos de Bose-Einstein, levando em conta a propagacao de sélitons 2D com nao-linearidade
1D por combinagdes de redes Opticas lineares e ndo-lineares. Estes sistemas sdo descritos
por equagdes do tipo Schrodinger, com ndo-linearidade cubica. Os estudos apresenta-
dos nesta dissertagdo resultaram em um artigo publicado no periédico ‘“Physical Review
A [1].

Foram utilizadas técnicas numéricas para solucdes de equacgdes diferenciais parci-
ais de segunda ordem, com duas dimensdes espaciais € uma temporal. Adicionando ter-
mos lineares e ndo-lineares, descrevemos sistemas conservativos € nao-conservativos, €
adaptamos os cddigos as nossas necessidades. Procuramos determinar as situagdes mais
adequadas para se obter maior estabilidade do condensado, considerando as interacdes
existentes entre os d&tomos, assim como a intera¢do externa aplicada. Os diferentes tipos
de interagdes utilizadas levaram em conta possiveis situacdes experimentais.

O estudo numérico de equacgdes de Schrodinger ndo-lineares aplicado a condensados
de Bose-Einstein é muito importante devido ao seu vasto campo de aplicacdo, principal-
mente junto a Optica e a estudos de ondas de matéria. Estudamos a influéncia de uma
rede Optica na dindmica e estabilidade de um sistema de muitas particulas no regime de
temperaturas ultra-baixas.

A rede Optica, motivada pelas possibilidades experimentais, pode ser descrita tanto
pela inclusdo de um termo linear, ou pela inclusdo de um termo ndo-linear (nesse dltimo
caso ¢ realizada experimentalmente pela modulacio do comprimento de espalhamento
de dois corpos através da ressonancia de Feshbach). Foi sugerido recentemente que se
podem gerar redes épticas ndo-lineares em condensados de Bose-Einstein por meio de

dois feixes de laser se propagando em dire¢des contrdrias proximo a ressonancia optica



induzida de Feshbach [2, 3]. A variacdo espacial da intensidade Optica leva a variacdo
periddica espacial do comprimento de espalhamento atdomico. Por isso, nos tltimos anos,
vem sendo dada aten¢do especial ao estudo de condensados de Bose-Einstein em redes
Opticas, devido ao interesse, tanto tedrico quanto experimental, em diferentes fendmenos
fisicos como a formagao e propagacao de sélitons, transi¢cdes de Mott, oscilagdes de Bloch,
etc. [4-T7].

Também a dindmica de ondas de matéria nao-linear € muito estudada em condensa-
dos de Bose-Einstein, seja na forma de sélitons ou de ondas periddicas, e possuem aplica-
coes em diversos campos além da fisica, como a oceanografia e as telecomunicagdes [6, 8].

Do ponto de vista experimental, redes Opticas lineares foram usadas recentemente
em experimentos com condensados de Bose-Einstein, sendo observados os fendmenos
de oscilagdes de Bloch [9], transi¢cdes de fase quanticas em isolantes de Mott [10] e a
formacao de solitons [7,8]. A manipulacdo periddica espacial em condensados de Bose-
Einstein é possivel por meio do comprimento de espalhamento de dois corpos utilizando
técnicas de ressonancia de Feshbach opticamente induzida [11-13].

As investigacdes sobre solitons de ondas 6pticas e de matéria ocorrem sobre di-
ferentes tipos de manipulacdo de parametros [4], modulando a partir da dispersdo e da
ndo-linearidade, ambos no espagco ou no tempo. O estudo das modulacdes fortes e rapi-
das da dispersdo no tempo sdo interessantes, devido as muitas vantagens de se ter sélitons
controlados por dispersdo, por sua aplicacdo a comunicac¢des Oticas e armazenamento de
informacao [14].

As modulagdes temporais da ndo-linearidade sdo importantes nos lasers de fibra e
nos condensados de Bose-Einstein [15]. No caso especifico de sistemas condensados,
foram previstos que tais modulagdes nao lineares levam a supressao do colapso (assim
como a existéncia de sdlitons multidimensionais estaveis em condensados atrativos) e a
geracdo do padrdo periddico de ondas de matéria [16]. Em Optica, solitons ndo-lineares
controlados ja foram observados [17].

A abordagem que seguiremos nessa dissertacdo € a seguinte:

Na introdugdo (capitulo 2) serdo apresentadas algumas informagdes tedricas basicas
e aspectos histdricos pertinentes ao trabalho.

No capitulo 3 serdo apresentados os métodos numéricos que foram utilizados nesse
projeto. Exemplos de aplicagdo dos métodos numéricos a problemas com solucdes exatas
também foram desenvolvidos, com um objetivo didético e para serem analisados os erros
de truncamento de cada um dos métodos.

O capitulo 4 € dedicado ao desenvolvimento tedrico da dissertacdo. No inicio deste



capitulo definiremos o modelo utilizado. A partir disso analisaremos, com uma aborda-
gem variacional, diferentes casos, a fim de obter conjuntos de equacdes acopladas para os
observéveis fisicos pertinentes.

Para o capitulo 5 estd reservada a apresentacdo dos resultados obtidos com a simu-
lagdo inteiramente numérica, com a andlise numérica das equacdes acopladas dos obser-
vaveis (abordagem variacional), e a discussdo dos mesmos. Também serdao analisados os
limites das equacgdes encontradas pela abordagem variacional.

E por fim, no capitulo 6 sao feitas as consideracdes finais e propostas futuras inves-
tigacdes do mesmo problema.



Capitulo 2

Introducao

2.1 Historico

Einstein previu, em 1925, que particulas em uma nuvem de gés, a baixas temperatu-
ras, estariam todas em um mesmo estado quantico, exibindo fendmenos quanticos em larga
escala. Seguindo o trabalho de Bose [18] sobre estatistica de fétons, Einstein considerou
um gds de bosons massivos, ndo-interagente e concluiu que abaixo de certa temperatura,
uma fracdo finita dessas particulas estaria ocupando o estado de mais baixa energia de uma
particula dnica [19]. No apéndice A procuramos esclarecer a teoria de um gas ideal quan-
tico, com um objetivo apenas didatico, chegando a lei de distribuicdo de Bose-Einstein.
Diversos livros de mecanica quantica e de mecanica estatistica fazem deducdes parecidas,
em particular citamos a referéncia [20], uma apostila de um curso de verao ministrado pelo
professor Piza no IFUSP em 2002. Esse estado gasoso peculiar, um condensado de Bose-
Einstein (‘Bose-Einstein condensate’ ou simplesmente ‘BEC’), foi produzido somente em
1995 (portanto, 70 anos apds sua previsdo) em laboratérios de Fisica Atdmica, gragas as
novas técnicas de vacuo e resfriamento atdmico utilizando feixes a laser, que foram em-
pregadas em armadilhas magnéticas com gases diluidos de diferentes espécies atdmicas.
O grupo de pesquisa da Universidade de Colorado, em Boulder, utilizou um gas de dto-
mos de 8"Rb [21](na figura 2.1 vemos a primeira imagem divulgada de um condensado de
Bose-Einstein obtido em laboratério), na Universidade de Rice, em Houston, foi obtido o
condensado de dtomos de “Li [22], e no M.L.T., em Cambridge, foi obtido o condensado
de 4tomos ?3Na [23]. Em 2001, o prémio Nobel de fisica foi dividido igualmente por E.A.

Cornell, W. Ketterle e C.E. Wieman “pela obtenciao da condensacdo de Bose-Einstein em



gases de atomos alcalinos diluidos e pelos estudos iniciais fundamentais das propriedades

dos condensados'”.

Figura 2.1: Imagem famosa da distribui¢do de velocidades em dtomos de rubidio, no
experimento do grupo de Wieman e Cornell [21]. O quadro da esquerda corresponde a
um gas a temperatura imediatamente antes da condensagdo; o quadro do meio, imedi-
atamente apds o aparecimento da condensagdo; no quadro da direita, a amostra, apds
evaporacao, ¢ quase um condensado puro.

lem tradugio livre. Obtido em http://nobelprize.org/.



2.2 Equacao de Gross-Pitaevskii

A equacgdo de Gross-Pitaevskii(GP) nada mais € que a equacao de Schrodinger com
um termo ctibico ndo-linear. E uma equacdo de campo médio aplicada a um sistema de
N bésons formando um condensado. Ela foi derivada, independentemente, pela primeira
vez por Gross(1961) e por Pitaevskii(1961) [24,25]. Sendo V(7 t) a funcdo de onda do
sistema condensado, a equagdo € dada por:

At Nh?a

WD i+ T o] v e

i
o

com

Hyy = ——v2 waxf : 2.2)

onde H,, é o operador hamiltoniano do oscilador harmdnico com uma particula de massa

m e w; a freqiiéncia da armadilha harménica na diregdo z; [r = /(22 + 23 + 22)]. A
constante a € o comprimento de espalhamento da interacdo de dois corpos que, como
veremos adiante, pode ser alterada no condensado, tanto no tempo como no espago, usando

técnicas conhecidas como “ressoniancia de Feshbach”.

2.3 Solitons

Sélitons, também conhecidos como ondas solitdrias, sdo solucdes de equacdes di-
ferenciais ndo-lineares do tipo da Gross-Pitaevskii, sem a armadilha harmonica (w; = 0),
que representam ondas com forma constante, que sdo localizdveis e que podem interagir
fortemente com outros sélitons, mas que permanecem as mesmas apos a colisdo, a nio ser
talvez por uma mudancga na fase [26].

Uma onda solitdria é causada por um equilibrio entre efeitos ndo-lineares e disper-
sivos em um meio. John Scott Russell foi quem, em 1834, descreveu primeiramente uma
onda solitdria, ao observar o movimento de um barco no canal de Edimburgo-Glasgow.
Um outro exemplo de séliton € o fendmeno da pororoca que ocorre na Amazonia Brasi-
leira.

Os solitons estudados no trabalho aparecem como uma solugdo especial da equacao

de Schrodinger Nao-Linear:



.hd\If B h?
! dt 2m

V20 + g|U)? | T . (2.3)

Os solitons podem ser: brilhantes, um pacote de ondas elevado se propagando; ou
escuros: buracos se movendo em um fundo de matéria; sendo diferenciados no carater
atrativo ou repulsivo das interagdes atomicas pelo sinal de g, negativo ou positivo respec-

tivamente, do termo nao-linear do condensado [4].

2.4 Fenomenos de interesse em nossos estudos

2.4.1 Oscilacoes de Bloch

Oscilagdes de Bloch se referem a um fendmeno bastante estudado na fisica do es-
tado sélido previsto por Bloch em 1928 [27]. Ele descreve a oscilacdo no espago, de
uma particula (um elétron) em um cristal (potencial periddico), tendo um campo elétrico
estatico agindo sobre ela. Este fendmeno nunca foi observado em cristais. Devido aos
processos de relaxacdo (espalhamento em defeitos da rede, fonons, etc.) a coeréncia do
sistema € destruida antes dos elétrons completarem um ciclo de Bloch. Por isso é de
grande interesse procurar outros sistemas, em que o periodo de Bloch, que € inversamente
proporcional a magnitude da forca constante e do periodo da rede, seja menor do que o
tempo de relaxacdo [28]. Um desses sistemas é o condensado de Bose-Einstein, onde as
oscilacoes de Bloch aparecem como oscilagdes de pacotes de onda de matéria em uma rede
periddica, que possuem como vantagem a possibilidade do controle experimental sobre os
parametros do potencial periddico e do condensado, tornando possivel alcancar regimes

inacessiveis a outros sistemas [5].

2.4.2 Isolantes de Mott

Os isolantes de Mott sdo constituidos de um tipo especial de material, considera-
dos condutores pela teoria de bandas convencional, mas que, na realidade, apresentam
caracteristicas de isolantes. Este efeito € resultado das interagdes elétron-elétron que ndo
sao consideradas na teoria de bandas tradicional. No caso dos condensados atdmicos, o
tratamento tedrico da transicdo superfluido-isolante de Mott € feito pelo modelo de Bose-
Hubbard, que € equivalente ao modelo utilizado em fisica do estado sélido, s6 que aplicado
a particulas bosonicas (e ndo férmions, como os elétrons do modelo tradicional) em uma
rede [5,29].



2.4.3 Ressonancia de Feshbach

A ressonancia de Feshbach ocorre quando a energia de um estado ligado em um
potencial inter-atdmico € igual a energia cinética de uma colisao de um par de d&tomos. Na
ressonancia de Feshbach magneticamente induzida, a energia do estado ligado é colocada
em ressonancia por meio do efeito Zeeman, mudando o campo magnético aplicado [30].

Na figura 2.2 estd ilustrado o mecanismo da ressonancia de Feshbach. A curva
inferior descreve o potencial de espalhamento entre dois d&tomos (canal aberto). A curva
superior descreve o potencial de interacdo molecular (canal fechado). A linha referente
ao estado ligado varia de imediatamente acima(a) ou abaixo(b) do limiar da ressonéncia
onde ocorre o acoplamento entre os canais. Este acoplamento permite a transi¢do entre
pares de particulas nos dois canais. A ressondncia de Feshbach é o aumento resultante no

espalhamento de particulas no canal aberto [31].

() (b)

Ererpia

Energia

Separacan Atarnica Separagdo Atdrmica

Figura 2.2: Mecanismo da ressonancia de Feshbach(vide texto).

No entanto, podem-se utilizar redes Opticas (por meio de ajustes na amplitude e
freqiiéncia de lasers) para controlar a energia do estado ligado com a chamada ressonéncia
de Feshbach opticamente induzida [24]. Estas ressonancias Opticas possuem a vantagem
de seus campos Opticos poderem ser ajustados rapidamente. Além disso, distribuicdes
complexas de intensidades espaciais podem ser facilmente produzidas, o que resultam em
padrdes de comprimento de espalhamento correspondentes em toda a amostra. Transi¢oes
Opticas estao sempre disponiveis, mesmo quando ndo existem ressonancias magnéticas de
Feshbach [12].



Capitulo 3

Métodos Numéricos

Nesse capitulo vamos explicitar os principais métodos numéricos utilizados para
solucionar equacdes diferenciais parciais de segunda ordem. Primeiramente, os c6digos
foram aplicados a alguns sistemas lineares unidimensionais (1D), expansao livre de uma
gaussiana e oscilador harmoénico quantico, sendo depois estendidos para sistemas nao-
lineares 1D (como a propagacgdo de solitons). Em seguida, foi solucionado um sistema
bidimensional (2D), oscilador harmonico, sendo desenvolvido um método de relaxagao
para encontrar o estado fundamental do mesmo sistema.

Neste trabalho, utilizamos o conjunto destes métodos para encontrar solu¢des da
equacgdo de Gross-Pitaevskii (que é uma equagdo ndo-linear) e suas extensdes, com € sem
termos dissipativos. Por fim, foi explicitado um método para solugdo de sistemas de equa-

coes diferencias ordindrias acopladas, que também foi utilizado no projeto.

3.1 Meétodo de Crank-Nicolson

Queremos resolver uma equacao diferencial parcial pelo método de Crank-Nicolson.
Tomemos a equacgdo de difusdo em uma dimensao:
du(z,t) 0?u(z,t)
= . 3.1
o 7 o G-

Vamos resolver a equacao (3.1) para as condi¢des de contorno e condi¢do inicial:




u(r,0)=¢(r) , 0<z<1; (3.2)
w(0,8) =u(l,) =0 , t>0. (3.3)

Para tanto, a regido do espago de solugdes, €2 = (0,1) x (0,t), correspondente as
condi¢Oes de contorno e inicial, serd discretizada em n passos na dire¢do temporal e m
passos na dire¢do espacial.

A equacdo (3.1) pode ser representada por:

' (z,t) = f(u(z,t)) . (3.4)

Integrando a equagdo anterior em um intervalo de tempo £, teremos:

u(z, t + k) —u(z,t) = /tt+ f(u(z, t))dt . (3.5)

Para um intervalo k suficientemente pequeno, pode-se resolver a integral pela regra

do trapézio:

flue,t+ k) + f(u(z, 1)
2

Fazendo a discretizacdo da malha muito pequena, trocamos u(mh, nk) por U":

u(z,t + k) —u(z,t) =k (3.6)

k
Ul g = 7“ (DUt + D, U] (3.7)
onde D, U, representa o operador % Ja discretizado. % pode ser substituido

por [u(z + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)]/h?. Utilizando a discretizagdo da malha neste
tltimo, tomando r = ko /h? e introduzindo na equagdo (3.7), temos:

Uptt —Un = - (Ut —2unt + URY) + (U —2Un + U )]

N3

Arranjando a equagdo, de modo a ter o préximo instante de tempo (n + 1) do lado

esquerdo e o instante anterior (n) do lado direito:
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Urtt — 0.5 [URH =200 + UM = Ul + 050 [Up o =207 + U 1], (3.8)

m m

validoparam =1,2,3..M —1,M en > 0.
Tendo em vista as condi¢des de contorno, teremos U = Uy, = 0e Uy = Ul =

0. Precisamos entdo resolver o sistema de equacoes:

[ 1+r -2 0 . . 0 [ Ut
r r n+1
—3 ].+7‘ -3 0 . 0 U2+
0 : =
: : 0 -5t 1+r -1 :
[ 0 S L B ROV
l—r +5 0 . : 0 Uy
+L o 1l-r +L 0 . 0 Uy
0

: 0 +5 1—-7 + .
0 . . . +5 1—r | U1 |

Como as matrizes sdo tridiagonais, é possivel encontrar a solu¢iao do sistema pelo

método de decomposi¢@o de matrizes LU [32].

3.1.1 Decomposicao LU

A decomposi¢do LU ¢é utilizada para reescrever a matriz tridiagonal A, que possui
apenas a diagonal principal e as diagonais imediatamente acima e abaixo da diagonal
principal, no produto da matriz triangular inferior (L) e da matriz triangular superior (U).

Sendo A a matriz tridiagonal (M — 1) x (M —1):

by a

as by cy

ap—2 by—o car—o

ap—1 bay—1

€ possivel reescrevé-la como o produto das matrizes:
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lg 1 U V9

Iy 1 upr—1

onde os elementos das matrizes L. e U podem ser obtidos pelas seguintes relagdes de

recorréncia:

Ulzbl, V; = Gy, Z:1,2,3,,M—1,
lj = aj/uj,l, U; = bj —lejfl, j: 2,3,...,M— 1. (39)

Temos entdo o seguinte sistema representando a equacao (3.8):
AU =B.U" . (3.10)

As matrizes A e B sdo fornecidas pelo método de Crank-Nicolson e dependem ape-
nas de 7. A matriz coluna U], no instante de tempo n € conhecida para todos os valores
de m. Sendo assim, é possivel calcular diretamente o lado direito da equagdo anterior, que
resulta em uma matriz coluna C,, = B.U;".

Decompondo a matriz A:

AUM =L (VUMY =L.X,, =C,, , (3.11)

onde a matriz coluna X, representa o produto entre a matriz U e a matriz coluna U™, A

matriz coluna X, pode entdo ser determinada por uma interagdo para frente:

1 X 4
l2 1 X2 C(2
Xnr—2 Cr—2
i by 1| | Xy | | Cu-r |

E facil perceber que X; = C,. Usando esse resultado, é possivel determinamos
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Xy = (5 — Xj.l e assim sucessivamente até encontrarmos X;_;. Agora basta lembrar

que U.U™! = X, e encontrar a matriz coluna U™, executando uma interagfo para tras:

uy V1 U1n+1 X1
n+1
Ug V2 U2 X2
n+1
Uiy X2
n+1
| Un_ UM—l_ _XM—l_

Também & ficil perceber que U™, = Xy 1/u,. Usando esse resultado, é pos-
sivel determinarmos Uy, = (Xpr_o — Ut v,_1) /u,_1, € assim sucessivamente até
encontrarmos U},

Deste modo, determinamos a matriz coluna U”™! que representa o valor, em qual-

quer ponto m do espaco, da nossa funcio de onda no instante temporal n + 1.

O método de Crank-Nicolson é um método poderoso para a solucao de equagdes
do tipo difusdo. Ele é considerado um método implicito pois um ponto m da malha no
instante n + 1 ndo depende somente dos pontos da malha no instante anterior (n), mas
também dos pontos m + 1 e m — 1 do instante n + 1, ainda ndo computados, ao contrario
do que ocorre com o método explicito, por exemplo, onde os pontos do instante n + 1 s
dependem dos pontos do instante n (ja conhecidos). A vantagem do método estd no fato
de ele ser incondicionalmente estdvel. Ao contrdrio do que ocorre no método explicito,
onde temos a condicdo de que < 0, 5 para que ocorra a convergéncia do mesmo. O erro
do método de Crank-Nicolson é O(h? + k?). No método explicito o erro de truncamento
é O(h% + k) [32].

O préximo passo serd incluir um potencial na equagdo a ser resolvida.

3.1.2 Solucio de ‘“potenciais’ por Split-Step

Este método numérico complementa o método de Crank-Nicolson, permitindo a so-
lucao de uma equacdo diferencial de segunda ordem sujeita a um potencial (como o harmo-
nico, por exemplo). Além disso, partindo do mesmo principio, podemos tratar um termo

ndo-linear como um “‘potencial” e, utilizando o mesmo procedimento, encontrar solugdes
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de equacdes nao-lineares (como a equacdo de Gross-Pitaevskii e suas extensdes, que &
nosso objetivo principal).

Queremos resolver a equacao de Schrodinger sujeita a um potencial V' (x):

_ 2 PY(a,t) _ L 0Y(x,t)
(T + V)u(x,t) = o o + V(x)y(x,t) = ZhT , (3.12)
cuja solugdo é:
Bz, t) = e TVIT (2, ty) = e TEVIFY(, k) - (3.13)

—i(T+V)4t

Pelo fato de ndo conhecermos o operador e n, € preciso separd-los em um

iTAt

N At L . -~
produto dos operadores e~ “T% e~*V& Porém devido ao fato de T e V niio comutarem,

temos que fazer uma aproximagao:

)\2

AATB) =1 1 \(A + B) +§(A+B)2... , (3.14)
2 2
MM = 1+/\A+%A2...} {1+)\B+%BQ... . (3.15)

Comparando as expressdes anteriores, € possivel verificar que:

)\2
ANA+B) _ MAB _ E[A’B] + O\, (3.16)

que, caso A e B ndo comutem, possui um erro da ordem de \2. Para melhorar a aproxi-

macao vamos escrever a exponencial da seguinte forma:

4 A
A2 ABAS

A X [/A\?
1+/\§+§(§>

A2 A XA\
[1+/\B—|—§B ] [1—#)\5—#5(5)

(3.17)

Comparando as equagdes (3.14) e (3.17) teremos um erro da ordem de \* na apro-
ximagdo. Fazendo A =V, B =T e A = —iAt/h temos:

e (THVISE = 5 3 e TR Y W L O(A) (3.18)

que nos dd um erro pequeno para o “split-step”, da ordem de O(At?). Agora a solu¢do da

equagdo de Schrodinger para o potencial V' (x):
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iV AL
2 h

P(x,t) = e~ T e TR e W(x,ty) , (3.19)

¢ calculada numericamente em trés etapas, sendo ¢ (z,t) = ¥ (z, to + At) a solugdo apés
uma evolucdo de um instante de tempo (At).

Primeiramente, obtém-se ¢ = 6_i¥%ﬂ)(l‘, to) aplicando o operador e~% 3. Como
conhecemos o valor do potencial V em qualquer ponto do espago, aplicar este operador
nada mais é que simplesmente multiplicar o valor da funcdo v (z,ty) em cada ponto do

-V At . 7
espacgo por e ‘= » , que possui um valor especifico para cada ponto do espago.

Na segunda etapa, resolve-se 1" = e~*T 5 ¢)’. Aplicar e='T%" a funcdo ¢’ é 0 mesmo
que evoluir a fungdo ' por um intervalo de At. Utilizamos aqui o método de Crank-
Nicolson.

Por fim, temos o resultado final ¢ (x,t) = €—i¥%¢f/ por outra simples multiplica-
¢do. Este procedimento é vdlido pelo fato de que ¢(x, t) varia lentamente para este caso. O
método € chamado de “Split-Step” pois o potencial € resolvido em dois passos separados,

antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao método de Crank-Nicolson.

3.2 Exemplos unidimensionais

A seguir, exemplificaremos a utilizacdo dos métodos solucionando numericamente
problemas simples de mecénica quantica, comparando seus resultados numéricos com as

conhecidas solucdes exatas em uma dimensao.

3.2.1 Expansao livre de uma gaussiana

Comecaremos com um problema linear bem simples: uma funcdo gaussiana cen-
trada na origem sem nenhum potencial aplicado. A dindmica do sistema € resolvida pelo
método de Crank-Nicolson, nos fornecendo o resultado em fun¢do do tempo.

Temos a equacdo de Schrodinger em uma dimensdo com potencial nulo:

R Pt v (3.20)

2m  Ox? ot

Fazendo as mudanca de varidveis:

ki = 2kx, = 2upt

2
“ap2 (3.21)
wa="Z8, Bp=E
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retirando os indices (~) e simplificando a notag@o, temos:

i) + Py = 0, (3.22)

onde os indices t e xx referem-se as derivadas primeira no tempo e segunda no espaco.
Considerando as condigdes de contorno ¢(—o0,t) = ¥ (co,t) = 0 e a condi¢do

inicial:

al/d e

az

?/)({E'/,O) = me_T . (323)

Um modo conhecido [33] de resolver este problema € utilizando fun¢des de Green:
(x,t) = / dr'G(xz,t;2',0)(2',0) , (3.24)

ez{u-ﬁ’ﬁ] A
A solugdo ¢ (x,t) da equagdo para a expansdo livre da gaussiana, bem como sua
densidade de probabilidade | (z,t)|? sdo [33]:

al/t 1 — 922 + o’
=",/ 2 : 3.26
V(o t) = T\ o 71 &P { 1+ 4ot ] (3.26)

) 1 a 1/2 —ax?
Wz OF = T (1+4a2t2) exXp {m] - (3.27)

Y(z,t) = [ da’ (3.25)

Considerando a constante v = 1 e utilizando a discretizacdo h = 0,1 e £ = 0,01,

geramos numericamente as figuras a seguir:
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— t=Is
0,5 t=2s
| — t=3s 1
t=ds
0.4 t=3s _
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B
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0.1 ; : b i
- L -.' I ! ".-. L -
220 -10 0 10 20

X

Figura 3.1: Densidade de probabilidade em fun¢do do espaco. Solucdo numérica da
expansdo livre da gaussiana no tempo, para o« = 1. As diferentes curvas mostram
diferentes instantes de tempo. Resultados em valores adimensionais.

Podemos observar pela Figura 3.1 que o comportamento da gaussiana com o tempo
ocorre como esperado. A Figura 3.2 nos mostra a eficicia do cddigo, existindo apenas
uma diferenga minima entre o valor numérico e o exato. O erro esperado pelo método
de Crank-Nicolson é (’)(h2 + kz), ou seja, 1,01 x 10792, estando nosso erro dentro desse

limite.
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— Numérico
------ Exato

0,05

0,04 =

% 0,03

R LY

0,02 =

0,01

-40 -20 0 20 40

Figura 3.2: Densidade de probabilidade em fungéo do espagco. Comparacdo entre o
resultado numérico e o exato parat = 5s, com a = 1. No detalhe, o grafico ampliado
mostra a diferenca entre os valores numéricos e exatos. O erro possui um valor maximo
de 5,61 x 107%. Resultados em valores adimensionais.

3.2.2 Estado coerente do oscilador harmonico

Vamos analisar outro problema linear bem conhecido, o oscilador harmdnico quan-
tico. Neste caso, utilizaremos também o método de “Split-Step” para resolver o potencial
harmonico ao qual estd sujeita a equacao de Schrodinger.

Dada a equacdo de Schrédinger em uma dimensao para um potencial harmonico:

R 0*Y(a,t) 1, Np(x, )
—— T} = t) =ih———= . 3.28
2m  Ox? ety Plat) =i ot (3.28)
Faremos as seguintes mudancas de varidveis:
i =1/l 2t = wt
f=afl, 2=ut, (3.29)
lO = w = w\/% )
retirando entdo os indices (~) e simplificando a nota¢do, temos:
Y + 2 = ity (3.30)
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onde os indices t e xx referem-se as derivadas primeira no tempo e segunda no espaco.

Supondo a condi¢ao inicial normalizada:

Y(x,0) = <%)1/4 exp [—%(x — xO)Q} : (3.31)

A solugdo ¢ (x,t) da equagdo para o potencial do oscilador harmonico, bem como sua
densidade de probabilidade |+ (z, t)|? sdo [34]:

" 2 s :
¢($,t) = (_) e*z(tJr:mo sen 2t—x sen4t)€—§(ac—x()c0$2t) ’ (3.32)
™
1\ 12
[, 1)]* = (—) e~ (rmmocon2t)” (3.33)
™

Utilizando a discretizacdo h = 0,05 e £ = 0,001, geraram-se numericamente as

figuras a seguir:
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| ' | ' | ' | ' |
-8 — t=0s 1
0,375 — t=1s
0,5 . t=2s -
% 037 — t=3s
- t=4s 1
0,365 — t=8s
0,4 - 0,36 - t=8s(exato) |
=
* 0,3 —
=
0,2 |- —
0,11 —
]
0
-4 2 0 2 4
X

Figura 3.3: Densidade de probabilidade em funcdo do espago. Simulacdo da evolugdo
temporal de um estado coerente do oscilador harmdnico, com ¢ = 1,4. As diferentes
curvas mostram diferentes instantes de tempo, com valores numéricos (linhas sélidas).
A linha tracejada expressa a solucdo exata para ¢ = 8. No detalhe, o grafico ampliado
mostra a diferenca entre os valores numérico e exato parat = 8. Resultados em valores
adimensionais.

O maior erro encontrado foi da ordem de ~ 2,34 x 1073, e o erro do método é da
ordem de ~ 2,50 x 107%. Podemos observar pela Figura 3.4 que a funcdo oscila com o

tempo conforme esperado.
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Figura 3.4: Posi¢do média da gaussiana em func@o do tempo em valores adimensionais.
A posicado inicial é em z = 1,4.

3.2.3 Propagacio de um séliton

Analisaremos nosso primeiro problema nao-linear, a propagacdo de um soéliton. Ele
€ representado por uma equagdo de Schrodinger com um termo ndo-linear cubico.
op(z,t)  h? O*P(x,t
SOV 1 ()
ot 2m  0x?

Utilizando uma notagdo simplificada e substituindo a fun¢do de onda ¢ (z,t) por

+ glv(z, t)P(z,t) =0 . (3.34)

uma func¢do adimensional u(z, t), temos:

iU + Ugy + [uPu =0, (3.35)

onde os indices ¢ e xx referem-se as derivadas primeira no tempo e segunda no espaco.

Procuramos uma solu¢ao do tipo onda-viajante no formato:

u(x,t) = r(z — ct)elf@=e+ntl (3.36)

com 7 e # funcdes reais e ¢ e n constantes reais. Para este problema existe uma solucio de
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onda solitéria particular [26]:

u(z,t) = aelze—ent} gocpy {M} : (3.37)

V2

para todo a? = 2 (n — 1c?) > 0.

Utilizando como condig¢do inicial a fun¢do de onda normalizada:

u(z,t) = ae12} sech {a_\/:;} : (3.38)

comc=1,n=3ea= \/%, e discretizacdo h = 0,02 e kK = 0,001, geramos a figura a
seguir:

1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
0,14 —
-—- t=0
B -—- =20 7]
0,12 fi fi =50 |
B R N exatos
- ) ' :
[ P
M » . 7
B L [ .
I
= 0.08— | : T —
5 b (o
R
0,06 B .|I Ii| i I!I -
» | ! |
P i
0.04 A —
) | ‘ i
L I T I -
I
0,02 ! b ! | -
|_-' I\ / "\
- !." '\.\ f" \\ -
0 1 1 ‘f 1 | 1 i{ 1 1 | }'~ 1 1 1 | 1 | 1 1 | 1 1 1 1
=25 0 25 50 75 100

Figura 3.5: Densidade de probabilidade em func@o do espago. Simulagdo da propaga-
¢do de uma onda solitdria (séliton). Resultados em valores adimensionais, numéricos
(tracejado) e exatos (pontilhados), para diferentes instantes de tempo.
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Podemos observar pela Figura 3.5 que a func¢do inicial se propaga para a direita,

mantendo sua forma. O erro numérico foi da ordem de ~ 2,80 x 10793,

3.3 O Método de Peaceman-Rachford (ADI)

Para se resolver a equacao de Schrodinger em duas dimensdes, utilizamos o método
de Peaceman-Rachford, que ¢ um método de alternancia de sentido implicito( “Alternating
Direction Implicit method”). E possivel resolver equacdes em duas dimensdes utilizando
métodos inteiramente implicitos, como por exemplo o préprio método de Crank-Nicolson.
Porém, seria necessdrio resolver (M — 1)? equagdes lineares a cada passo no tempo. Ao
invés disso, utilizamos um método ADI que, onde o proprio nome ja diz, € composto de
passos implicitos alternados nas duas direcdes. Neste método temos que resolver apenas
2(M — 1) equagdes lineares a cada passo no tempo, utilizando um método implicito na
direcdo x com um explicito na dire¢do y para termos uma solucao intermedidria, e final-
mente um implicito na direcdo y com um explicito na direcao x [32].

O método de Peaceman-Rachford é dado por:

(@) Vi = Uni+ 050DV 4+ Dy UL
(3.39)
(@) Umt = ViV 4 050D, Vi + D, U

Ou podemos reescrevé-lo como:

(i) (1=05rDy)Vet? = (1405rD,,)UR,

m,

(i) (1—0.5rDy, ) Ut = (1+0.5rDy,)Vit'/?,

onde m e [ correspondem a passos nas direcdes espaciais, n corresponde a passos na
direcdo temporal, D;; , ¢ = x,y , € a derivada segunda na direc@o correspondente e r =
ik /hyh,. A solugdo Vﬁjl/ ® é uma solucdo intermedidria, e sem significado fisico, entre as
solucdes reais Uy, | e U;::;l nos instantes de tempo n e n+1, respectivamente. O método de
Peaceman-Rachford possui erro de truncagem O(h? +h; +k?), sendo incondicionalmente
estavel [35].
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3.4 Meétodo de Relaxacao

O método de relaxagdo € utilizado para solucionar uma equacio eliptica, como a

equacdo de Poisson, tipo:

Lu=p), (3.40)

sendo £ o operador Laplaciano. Vamos analisar uma equagdo de difusdo na forma de:

Frie Lu—p. (3.41)

Conforme evolui no tempo, a solugdo da equagdo (3.41) “relaxa” para (3.40). Ou
seja, quando ¢ — oo a derivada no tempo tende a desaparecer, com o sistema chegando no
equilibrio [36].

A equacdo de Schrodinger é uma equacdo do tipo difusdo, sendo possivel utilizar
o método de relaxacdo para atingir o seu estado fundamental, um minimo de energia.
Partindo da equagdo de Schrodinger:

0V
o = HY (3.42)
com i = 1 e H um hamiltoniano independente do tempo. Sendo V(z,t) a solu¢do da

equacao (3.42), é possivel desenvolvé-la na forma de auto-estados:

U=> ;. (3.43)
1=0

Substituimos ¢ por —i« e reescrevendo a equagdo (3.42), obtemos:

oV (a)
=—HVY(a) . 3.44
36! (@) (344)
Com isso, a solu¢do da equagdo anterior €:
U(a) = e Hu(0) . (3.45)

Para encontrarmos o estado fundamental ®(, basta evoluir no tempo imagindrio
(av — 00). Fazendo isso, temos a expressao:
ag V()

Taol T = a2 (W ()| W ()12

(3.46)
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Se tivermos uma solu¢do ndo-nula para o estado fundamental ® (ay # 0), podemos

escrever a energia média como:

(W(a)|H|¥(a))

E(a) = , (3.47a)
(W ()| ()
E OO E 72a(Ei7E0) . 2
— 0 + ZZO:OI i€ |a/1/a’0| (3.47b)
1 + Zi:l e—QOc(Ei—E()) |CLZ‘/CL0|2
o0 E;,— E —2a(E;—Eop) ; 2
14327, em2elFimFo)|a; /ag|?
E(a) > B, (3.47d)

com F(«a) tendendo a Ey quando ov — oo [37].

3.4.1 Método da relaxacao aplicada a equacio de Gross-Pitaevskii

Queremos aplicar o método de relaxacdo para a obtencdo de estados fundamentais
da equacgao de Gross-Pitaevskii. Existem procedimentos diferentes para a relaxacdo. No
presente trabalho utilizamos o esquema C descrito na referéncia [38].

O termo cubico da equagdo de Gross-Pitaevskii pode fazer com que ocorram duas
solucdes estaciondrias diferentes para um mesmo valor negativo de comprimento de espa-
lhamento (n < 0). A primeira, em um minimo de energia, e a segunda em um maximo,
conhecida como solug¢do hiperbdlica [38].

Partimos da equacdo nio-linear:

oY(z,T)

= = [V AV A 8mlu (e, 7)) - 2, ) (3.48)

onde definimos o tempo imagindrio 7 = —iwt/2. JA V é o potencial do oscilador e i o
potencial quimico adimensional. E finalmente = Na/l,,, sendo [, = \/h/mw.

Os passos necessdrios do esquema de relaxacao utilizado sdo:
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AT
¢n+1/3 — wn + 7 [QIU -V - 87”7n|¢n|2} @Z)n ;

¢n+2/3 — OCN¢n+1/3;
AT

9 [Q,U -V - 87T77n|wn|2] d}n )
-1
M+l < Tn [/d3$|¢n+1|2} ;

-1
¢n+l — ¢n+1 |:/ dgx’wn+1’2:| )

z/}nJrl H ¢n+2/3+

onde n € o n-ésimo passo no tempo. Na segunda linha, o operador Ocy refere-se a evolu-
¢do temporal de V2 pelo método de Crank-Nicolson em um passo no tempo (A7). Os trés
primeiros passos correspondem a um procedimento parecido com o utilizado no método
“Split-Step”, um Crank-Nicolson entre duas operacgdes algébricas simples. Na quarta etapa
¢ determinado o novo valor de 7. E na udltima € feita a renormalizacio da solugdo, sendo

todo o procedimento repetido em n vezes.

3.5 Oscilador Harmonico 2D

Utilizando as técnicas numéricas descritas neste capitulo, resolveremos um pro-
blema bidimensional, o oscilador harmo6nico quantico. O primeiro passo foi estabelecer
como condi¢do inicial uma fungéo tipo caixa (com ¢(z,y) = 1 em uma pequena drea qua-
drada e valor nulo no restante), normalizada e centrada a uma distancia, x € vy, da origem.
A segunda etapa foi encontrar o estado fundamental do oscilador harmonico, uma espé-
cie de curva gaussiana em duas dimensdes centrada na posi¢ao (xg,yo). Nao € necessario
a condi¢do inicial ser normalizada, pois a relaxacdo renormaliza a func¢do a cada passo,
ou mesmo centrada na posi¢do (zg,¥o), desde que o potencial harmodnico esteja deslocado
para essa posi¢do durante a relaxagdo (V(z,y) = sm(z — 20)%(y — v0)?).

Partindo da equacdo de Schrodinger em duas dimensdes sujeita a um potencial

harmoOnico:

o(z,y,t)
ot

1
+-mw* (2 +y*)(z,y,t) = ih

. . (3.49)

P (PP(x,y,t) +321/1(x,y,t)
2m 0x? 83/2

faremos as seguintes mudancas de varidveis:
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T=uz/ly, G=1y/lo, 2t = wt,

2 (3.50)
§=s V=9Vl
Retirando os indices (~) e simplificando a nota¢ao, temos:
~(Yaa + Uyy) + (@7 + Y )0 = ity (3.51)

onde o indice ¢ refere-se a derivada primeira no tempo e xz e yy referem-se as derivadas
segundas no espaco. E supondo uma condi¢ao inicial centrada em zy = 2 € yy = 0, como

sendo a seguinte funcao:

I, se x€ll5,25] e ye[-0.5,05];

. (3.52)
0, caso contrario .

Y(w,y) = {

A solugdo ¢ (x, y, t) da equagdo de Schrodinger sujeita a um potencial harmonico em
duas dimensdes pode ser obtida a partir da equacao (3.32) e do principio da superposi¢ao
[39]. A fungdo v(z,y,t) e a densidade de probabilidade |¢(x,y, t)|* sdo:

1/4
1 ; 2 2 1 2 2
1/1(1’, n t) _ (_ e i(2t+xxo sen 2t—xg sen 4t+yyo sen 2t—yyg sen 4t) e~ 3 [(z—z0 cos 2t)*+(y—yo cos 2t)?]

(3.53)

1/2
W)([E, n t)|2 _ (l) 6—[(ac—xo cos 2t)2+(y—yo cos 2t)?] . (354)

s
Para obter os resultados numéricos utilizamos a discretizacdo h, = h, = 0,02 e
k = 0,001. O tempo imagindrio necessario para a fun¢ao atingir o seu estado fundamental
foi t = 5, suficiente pois a condi¢do inicial estava proxima do estado fundamental. Este
estado serd nossa funcéo inicial, ¢(x,t,0). A densidade de probabilidade desta funcao

estd ilustrada na figura 3.6:
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Figura 3.6: Densidade de probabilidade inicial, |1 (z,y, 0)|?, em fun¢do do espago (em
duas dimensdes), centrada na posi¢do (2, 0) e obtida pelo método de relaxacdo. Resul-
tados em valores adimensionais.

A partir desta funcdo inicial, obtida pelo método de relaxagdo, foi iniciada a dina-
mica do sistema, com sua evolu¢do temporal até t=5 (evolugdo no tempo real e ndo mais
imagindrio) feita a partir do método ADI de Peaceman-Rachford para duas dimensdes e
pelo método “Split-Step” aplicado ao potencial harmonico. Nas figuras 3.7 e 3.8 estdo
indicados respectivamente, a evolugdo temporal, de < z > e < y >, e os cortes laterais,

em z e em y da densidade de probabilidade em ¢ = 5.

28



— <X>

,_
|
1

Valor esperado
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Figura 3.7: Valor esperado de z (linha preta) e y (linha vermelha) em fungio do tempo.
Conforme o esperado, a densidade de probabilidade permanece centrada na direcdo v,
oscilando apenas na dire¢do x. Resultados em valores adimensionais.

Os métodos numéricos se mostraram eficientes, com um erro de aproximadamente

~ 4,98 x 1079, descrevendo o comportamento esperado para um oscilador harmoénico em

duas dimensoes.
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numerico
cxato
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Figura 3.8: Densidade de probabilidade em fun¢io do espago. Cortes nas diregdes y (2
esquerda) e z (a direita) da densidade de probabilidade, em ¢t = 5, na altura dos valores
médios de < z >= —1,69 e < y >= 0, respectivamente. Valores numéricos (linha
solida) e exatos (linha tracejada) com erro de ~ 4,98 x 10794, Resultados em valores

adimensionais.

3.6 Método de Runge-Kutta para sistemas de equacoes

diferenciais

Para resolvermos o sistema de equacdes diferenciais ordindrias (‘EDQO’) obtidas pelo

método variacional, capitulo 4, utilizamos o método de Runge-Kutta de 4* ordem para

problemas de valor inicial [40].

Temos um sistema de ordem n de problemas de valor inicial de primeira ordem do

tipo:
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du1

E == fl(t,ul,UQ,...,un),

du

d—; = fQ(t,U1,U2,...,Un),

du,,

e St ur,ug, ) (3.55)

para a < t < b, com condicdes iniciais:

ui(a) = aq, us(a) = ag, ..., uy(a) =, . (3.56)

Pretendemos encontrar n fungdes wuy, us,..., u, que satisfacam cada uma das
equacoes diferenciais juntas com todas as condi¢des iniciais.
Supondo um nimero inteiro N > 0, tal que o intervalo de tempo [a, b] seja subdivi-

dido em N intervalos com discretizagdo h = (b — a)/N, temos:

tj =a+ jh, paraj =0,1,... /N . (3.57)

Utilizando a notag¢do y; ; paracada j = 0,1,... ,Nei=1,2,... ,n, para denotar
uma aproximagdo de wu;(t;). Ou seja, y; ; aproxima a i-ésima solugdo u;(t) da equagdo

(3.55) no j-ésimo ponto da malha ¢;. Para as condigdes iniciais teremos:

yLO = O, y270 =09, ..., ymo = Oy . (358)
Vamos supor que os valores de ¥ ;, Y2j,... , Yn,; foram computados. Obteremos
Yij+1s Y2541, - - - 5 Yn,j+1 a0 calcular:
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kl,i = hfz(tj, ij, y27j7 cee yn,j) s para cada? = 1, 2, ey NG (359)

h 1 1 1
koy =hfi | t;+ =, y15+ ki, o+ k2,0 Ung + skin | (3.60)
2 2 2 2
paracada: =1,2,...,n;
h 1 1 1
ksi=nhfi|t; + 50 YL + 57%‘2,17 Y25 + §k2,2> cee s Yng T §k2,n ; (3.61)
paracada: =1,2,...,n;
kyi=hfi(t; +h, y1j+ks1, Yo+ k32,0 s Yng+kan), (3.62)
paracada: =1,2,...,n; e finalmente:
1
Yij+1 = Yij + g(klz + 2ko; + 2ks; + kay) (3.63)
paracadai =1,2,... n.
Note que todos os valores de ky1, ki2,... , ki, devem ser calculados antes de
qualquer termo do tipo k3, ser determinado. De forma geral, cada ki1, ki2,... , ki

deve ser computado antes de qualquer expressdo do tipo ki ;.
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Capitulo 4

Sélitons em Redes Opticas Nio-Lineares

Neste capitulo serd mostrado o desenvolvimento tedrico do trabalho. Na primeira
parte apresentaremos o modelo bésico utilizado e suas possiveis variagdes. Nosso objetivo
¢ investigar a dinamica e a estabilidade de sélitons em redes Opticas ndo-lineares, quanto
a influéncia de uma rede dissipativa. Tal dissipacdo € importante para a existéncia dos
sOlitons em redes multidimensionais, pois € conhecido o fato de que uma dissipacao ho-
mogeénea ndo-linear pode evitar o colapso na equacdo de Schrddinger ndo-linear cubica
multidimensional [41].

Um estudo do potencial (1D) periédico ndo-linear em uma equacdo de Schrodinger
ndo-linear (2D), mostrou que os sélitons largos sdo instaveis. Solitons estreitos, centrados
no maximo do potencial da rede, foram verificados como sendo estdveis apenas em uma
regido muito pequena. Dessa forma, foi concluido que seriam instaveis fisicamente [42].

Pretendemos investigar melhor estes aspectos e também a influéncia do termo dissi-

pativo na estabilidade dos sélitons.

4.1 O modelo
Partiremos da equagdo de Gross-Pitaevskii(GP) para a fungdo de onda ¢ = (1, x9, t):

Ldy R (dy d* 2

onde
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g(x1,x0) = % + (g1 +i92) [cosz(kle) + 0o COSQ(/CLEQ)] ) 4.2)

A constante gy estd relacionada com o comprimento de espalhamento de onda de
dois corpos a,(onda-s, com momento angular [ = 0), go = —(47h*/m)a, com gy >0
(go<0) para condensados atrativos (repulsivos); g;(>0) estd relacionado com a intensidade
Optica; e go parametriza os efeitos dissipativos. 3 e Jy parametrizam diferentes situacdes
que podem ser consideradas. Temos geometria 1D quando 3 = §, = 0. Caso anisotropico
2D, quando 3 = 1, 6y = 0 (com a rede éptica apenas na dire¢do 7). E por fim, o isotrépico
2D, quando 3 = 9y = 1.

O comprimento de espalhamento opticamente induzido e o coeficiente da taxa de

colisdo inelastica K,.;(proporcional a parte imagindria de a,) sdo descritos por [12,43]:

1 etim () A
Re(as) = as + o {Az +t(FiZ,)n/2)2] : (4.3)

2rh 1 { Cstim () spon

Kine ==
: A2 + (T pon/2)

s 2] o« Im(ay) , 4.4)
onde agy é o comprimento de espalhamento de fundo, A estd associado ao ajuste da
freqtiéncia de ressonéncia e hk; € o momento relativo da colisdo. ['y;,, € a taxa de transi-
¢do entre o estado continuo e o estado molecular e é proporcional a intensidade laser (),
com I',,, sendo a taxa de decaimento espontaneo do estado molecular excitado. Longe
da ressonancia, a parte imagindria do comprimento de espalhamento € pequena, sendo
Im(a) < Re(a).

Em um experimento com 8"Rb foram obtidos uma grande variedade de comprimen-
tos de onda diferentes [12]. A intensidade do laser utilizado foi de 460 W/cm? e a, ficou
com valores entre 10ay € 190ay (com azg = 100aq € ag o raio de Bohr).

Introduzindo na equacdo (4.1) as seguintes mudangas varidveis:

4th

kx =2kxy, Ky =2kzy, T=—F, 4.5)
K
ER h2]€2 g;
=—, Fr=— i =, 4.6
Wi =7, Br=7—m Yicon2 20l (4.6)

obtemos a equacdo de GP adimensional:

34



iUy + Ugy + By +v(z,y)|u)*u =0, (4.7)

com

Y(x,y) = 0 + (91 + v2) [1 + do 4 cos(kx) + 0y cos(ky)] . (4.8)

A fungdo de onda também € redefinida para:

K2|go|

E@z)‘ (4.9)

u=u(r,y,17)=

Das equagdes (4.5) a (4.9) temos que 7y = +1/2(= —1/2) para condensados atra-
tivos(repulsivos). Dos diferentes casos que podemos analisar, focaremos no caso 2D ani-
sotrépico (3 = 1 e o = 0). Ainda ha a possibilidade de se introduzir uma armadilha
harmonica (mw3z3/2) na dire¢do y. Definindo uma freqiiéncia w adimensional, teremos:

4F
W= KQﬂ, mw%x% = (—QR) Wiy (4.10)
K

O nosso estudo pode ser estendido adicionando-se um termo correspondente a uma
compressdo. Este efeito de compressdo pode ser atingido por uma variacao temporal adi-
abdtica do valor de fundo do comprimento de espalhamento(ay) [44]. Para tanto modifi-

camos 7y, de modo que:

Yo — Y0(7) = Yo exp [2a (T — 7.) O(T — 7.)] (4.11)

onde (7 — 7.) é a funcdo de Heaviside [f(z) = 0(1) para z < 0(x > 0)]. 7. é o tempo
onde comeca a compressdo que estd inicialmente desligada.

O efeito de compressao também pode ser atingido por processo de alimentagio,
descrito por um termo adicional i ju ' na equagdo de Gross-Pitaevskii [45]. Porém, se
a modulagdo da nao-linearidade no tempo € induzida por um aumento na freqii€éncia da
armadilha na dire¢do y, é necessdrio multiplicar todo o termo ndo-linear por exp(2c 7).

Com essa mudanca, a equacao (4.7) se torna:

Uy = — Uy — Uy — Yz, T)|u|*u + W*y*u + iagu (4.12)

onde

"Devemos considerar oy = 0 quando o # 0 na equagdo (4.11) pois os dois pardmetros tém um papel
andlogo no modelo.
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Y(z, 7) = Y(7) + (71 +ive) [1 + cos(kx)] . (4.13)

4.2 Sistema conservativo

Faremos primeiramente um estudo da estabilidade de sélitons no caso conservativo
(72 = 0) utilizando o método variacional. Um estudo similar feito para o caso unidimen-
sional € encontrado na referéncia [3]. Segue a abordagem variacional para o caso 2D com
uma rede 6ptica nao-linear 1D.

Partindo da equacdo (4.12) com ay, o e 7y, igual a zero, e redefinindo a fung¢ao de

onda u(x,y,7) = v(z,y) exp(—iut), temos:

[V = — gy — Vyy — [Jo + 11 cos(kz)] v* + w?yPv (4.14)

redefinindo v, para y = Yo + 71-

Observando as defini¢des de v; em (4.6), definimos os valores de 75 = 71 +1/2
(=71 —1/2) para condensados atrativos(repulsivos).

O sinal de 7, define o sinal do campo de fundo. Com isso, teremos situagdes com o
mesmo 7, > 0 se referindo a condensados atrativos ou repulsivos. Por exemplo:
0 = 1com~y; = 1/2 ey = +1/2 (atrativo);
0 = 1 comy; = 3/2 e vy = —1/2 (repulsivo).

Embora estas duas situagdes parecam diferentes, elas possuem resultados similares.
Sendo assim analisaremos apenas o caso atrativo para campo de fundo positivo e também
o caso repulsivo para campo de fundo negativo, que ocorre quando 0 < v; < 1/2 (0 >
Fo > —1/2).

O Lagrangeano médio L e a densidade Lagrangeana £ sdo definidos como:

2L = 1 0? — Juaf? — Ju, 2 + 2 71;05(“7)@4 — Wit (4.15)

L = / dm/ dy L | (4.16)

Podemos redefinir algumas varidveis em funcdo de x e mostrar que os observaveis
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obtidos a partir das equacdes acima, como por exemplo os raios quadraticos médios nas
direcdes x e y, potenciais quimicos, freqiiéncias e energia, obedecem a um escalonamento.
Os novos observaveis (representados por uma “barra”), com T = Kz € § = Ky, se tornam
independentes de k.

Este escalonamento essencialmente implica em considerar x = 1 em todas as equa-
coes. No final, os observaveis serdo dados pelas relacdes (4.5) (com « = 1). Por exemplo,

no caso dos raios quadraticos médios nds temos:

(1) = 5 ()= W (4.17)

Considerando um “ansatz” gaussiano na abordagem variacional:

2 2
v(x,y) = Aexp (—% — y_) , (4.18)

2
ai  2a;
onde A é a amplitude e a;(i = 1, 2) sdo as larguras correspondentes nas dire¢des x e y res-

pectivamente. Com normalizac¢do da equagdo (4.18) sendo N = ma ay A2, o Lagrangeano

médio fica:

N 1 1

d dy L=~ |u—[-—+-—

/ / yL 2[ (m%*m%)
w?a3

- v (% Foye " a1/8> . (4.19)
2 47TCZ16L2

Das equagdes de Euler-Lagrange para os pardmetros, 0L/ON = 0 e 0L/0a;—1 2 =

0, obtemos:

1 1 N - ﬁ 2 92
2u=—5+— — Yo + 1€ 8 +wia;, (4.20)

N = dma S 4.21)
a[Fo + e A1 + S
a_g (% + yeat/ 8)

a3 [Fo + et /B(1 4 )

wlas + -1=0. (4.22)
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Para o caso em que w = 0 neste conjunto de equagdes, as variaveis u, N, e a; podem

ser expressas em fungdo de ay:

1o+ mertalss [1 - =]
o = —— , (4.23)
ai \ 5o + merel/s [1 + %ﬂ

: (4.24)

Fo + yre~r*at/8(1 4 )
Qa = a
o 1 Fo + KAt/

4
N, = T . (4.25)

Jo e 0 0] ]

Para o caso em que w # 0, a relagdo para ay em fungdo de a; pode ser obtida de
(4.22) e (4.24), sendo:

1

was o

1 1
Y wlayy — 5] : (4.26)

o =

As equagdes (4.26), (4.20) e (4.21) sdo o conjunto de equagdes para w # 0.

4.3 Séliton 2D com dissipacao e nao-linearidade 1D

Voltando a equagdo (4.12), consideraremos agora uma rede Optica ndo-linear com
o termo v # 0. Na abordagem variacional também iremos considerar “um ansatz” tipo
gaussiana (4.18), incluindo os parametros relacionados a efeitos dissipativos e condi¢do

inicial. Para um séliton brilhante, o “ansatz” € descrito como:

(r —x0)® 32
u = Aexp —2—61% — 2—a% X
X exp [ibi(z — x0)® + iboy” +i(7)] | 4.27)

onde b; (1 =1,2) estdo relacionados a efeitos dissipativos, com x, e a fase ¢ relacionados
a condic¢do inicial.

A densidade Lagrangeana para a equagdo (4.12) é:
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) T
L(x,T) = §(uTu* —ulu) — |ux|2 — |uy|2 + ¥|u|4 , (4.28)

onde v(x) é dado por (4.13). A partir do “ansatz” (4.27), obtemos o Lagrangeano médio:

L:/dx/ dyL

1
= —gAQCLlaQ [a%(blT +4b7) + 2 + a3 by, + 4b3)
1

1 A?

+ o + 20, — - (% +m Cos(fwo)e_“%%/gﬂ ) (4.29)
2

As equagdes para os pardmetros do séliton 7; = [A, a, b, ¢] sdo derivadas, na abor-

dagem variacional, pela equagao:

oL d OL > > ou* ou
- — = d dy | R R* 4.30
Oni dr Oni /oo ) /oo / [ o am} ’ (439
onde o termo perturbativo R é:
R = —iv(1 + cos(kx))|u*u + ioju (4.31)

que leva em consideragdo o termo de amplificagdo linear (af), que descreve a alimentagado
de 4tomos. Um procedimento similar € desenvolvido na referéncia [46].
Das equagdes acima derivamos as cinco equagdes diferencias ordinarias (‘EDO’)

acopladas a serem resolvidas numericamente para determinar os parametros variacionais:
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(A26L1a2)7-

(A2a1a2)

(A2a1a§)T

blT

bQT

—r2a2/8

—yoAtajase / cos(kxg) — Y2 Atayay + 2afA2a1a2 , (4.32a)

8A2a§agbl + 2afA2ai’a2

1
%A%?@ {1 + 1 cos(kwo) (4 — K*a?)e " “1/8} , (4.32b)
8A%ayaiby + 20 A%ara
e A4a2a1 [1 t e ral/s cos(lmo)} , (4.32¢)
1 ’S/QA ")/1A2 /‘€2G2
— 4 — —wral/8 (14 2 1) (4.32d
= 8 = 20— B o) +I0Y 4320
1 FoA? A
— 4b3 — - /s 4.32
e 122 1a2 cos(kxg)e (4.32¢)

Levando em conta que a norma N = wA2%a,a,, comi,j = 1,2 (i # 7), temos:

X

Yo N2

N

[1 + emrPalss cos(mo)} + 20N | (4.33)
Ta1a9

. 2.2
@i {1 + e a8 cos(kiz) (1 + 5@1%)} o (434)

aj
1 N
a4 P Amada;
i i A
_K2a2/8 HZCL%
Yo+ 7 |1+ e T cos(kxg) [ 1+ i 1 ) (4.35)

Nota importante: O conjunto das equagdes (4.32a) a (4.32e) também foram encontrados
utilizando o método dos momentos. E um método alternativo com o qual é possivel checar
independentemente os resultados obtidos pelo método variacional. O procedimento estd

descrito no apéndice B.

4.4 Soéliton 2D em uma combinacao de redes opticas line-

ares e nao-lineares

Outro caso que comegamos a investigar € a inclusdo de uma rede linear na direcdo y.

Esta rede deve fazer um papel similar a armadilha harmdnica na estabiliza¢do dos sélitons.

Diferentemente das redes ndo-lineares, que se utilizam da ressonancia de Feshbach, as
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redes dpticas lineares interagem com os dtomos do condensado por meio do efeito Stark

[5].
Partindo novamente da equag@o de Gross-Pitaevskii do tipo:
iuT = —Ugy — uyy + Vo COS<)\y + ¢)U - ’Y(ma T)’U|2U ) (436)

onde

Y(z, T) = Y(7) + (71 + i) [1 + cos(kx)] (4.37)

temos que determinar a influéncia dos pardmetros vo, A e ¢ na estabilidade dos sélitons.
Inicialmente, faremos uma andlise inteiramente numérica de um condensado repulsivo,
com g = —0,1 e y; = 0,4, sob uma combinacdo de redes dpticas ndo-linear conservativa

(72 = 0), na direcdo x, e linear na direcdo y, respectivamente.
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Capitulo 5

Resultados numéricos e discussao

No presente capitulo serdo apresentados os resultados encontrados, utilizando uma
abordagem numérico exata, com a resolugdo de equacdes diferenciais parciais (‘EDP’), as-
sim como através de uma abordagem variacional aplicada ao sistema de equagdes diferen-
ciais ordindrias (‘EDQO’), que resulta da utilizacdo dos diferentes parametros variacionais
no sistema.

Em primeiro lugar destacamos os resultados para um sistema sem dissipagdo (v, =
0) onde consideramos os casos de sistemas atrativos, com Yy = 71 + % > (, e repulsivos,

comyy =Y — % < 0, separadamente.

5.1 Condensado atrativo () = 71 + 1/2)

Quando temos vy = 1/2 e 7 > 0 estamos lidando com um condensado atrativo.

Utilizando célculos numéricos exatos para o caso 2D com uma rede ptica ndo-
linear 1D os autores da referéncia [42] consideraram uma nio-linearidade de fundo atrativa
(% > 0). Reproduzimos este resultado, considerando v, = 0. Na figura 5.1, J refere-se a
condig¢do inicial Ay = (1 + §)R%=2 descrita na referéncia [42]. Temos ;1 = —v pela nossa

abordagem e ¢ é um pequeno desvio na amplitude inicial.
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Figura 5.1: Resultados inteiramente numéricos da amplitude da densidade de probabili-
dade em funcio do tempo. Considerando um condensado 2D com uma rede ndo-linear
ID (790 = 1/2 e 2 = 0). 6 = 0,01 (linha sélida) e 6 = —0,01 (linha tracejada), sendo

Ag = (14 0)RE=2. Reprodugdo da figura 1(b) de Sivan [42].

Se w = 0, utilizaremos o conjunto de equagdes (4.23), (4.25) e (4.24). Se consi-

derarmos o caso mais geral, com w # 0, devemos utilizar as equagdes (4.20), (4.21), e

(4.26).
Analisando os casos limites das expressdes variacionais para w = 0:

a;, para a; <<1 e a; >>1;

a20 —

po — —1/al, para a; <<1 e a; >>1;
4 4

Ny — = T T , para a; =0;
Yo+ 2m+1/2
47 47

Ng - —=——— para a; — 00.
Yo o +1/2

Agora quando temos w # 0:

43



1/y/w, para a; >>1;
{ —1/a?, para a; <<1;
I

{ a1, para a; <<1;
gy —

—2/a? +w — w, para a; >>1;

4
N — = m , para a; =0 ;
Yo+
4
N — 7m2—>0, para a; — o0 .

Yoa1
Na figura 5.2 estdo os resultados para o potencial quimico (i) em funcido de N e
na figura 5.3 estdo os resultados de /N em funcdo de a;. As solucdes numéricas para os

resultados ‘EDP’ foram encontrados pelos métodos descritos no capitulo 3.

0,0 |
0,1} // — - variacional —
/ o—eo exato
Il
!"L B [} =1
]
!
!
0,2} | —
|
I
R | 4
|
|
' | |
_0’3 | 1 ]
8 10 12
N

Figura 5.2: Caso atrativo, com 7 = 1 e 13 = 0,5. Resultados para o potencial
quimico (u) em funcdo de /V, obtidos utilizando uma abordagem variacional e

célculos numérico exatos completos.
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De acordo com o critério de Vakhitov-Kolokolov (VK) [47] para a estabilidade de
solitons, du/dN < 0, ao analisar as curvas da figura 5.2, notamos que os sélitons séo

instdveis. Este resultado concorda com as predicdes da referéncia [42].

13 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1

— — variacional 7
12 +— exato y

11

N 10

7 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 2 4 6 8 10 12

Figura 5.3: Caso atrativo, com 7y = 1 e 7; = 0,5. Resultados para N em fun-
¢do de ay, obtidos utilizando uma abordagem variacional e cdlculos numérico
exatos completos. O parametro variacional para a largura, a,, € o raio qua-
dratico médio, \/(x?), estdo relacionados por a; = /2(x?) [Na verdade, os
observaveis fisicos dependem de & por (4.5) e (4.17)].

Porém, olhando os resultados variacionais, percebemos que, no limite para a; grande,
o0 sistema mostra uma tendéncia a estabilizar, sugerindo que um pequeno potencial de ar-
madilhamento € o suficiente para a ocorréncia de uma regido de estabilidade. Este com-
portamento é mostrado nos resultados variacionais das figuras 5.4 e 5.5. Quando com-
paramos os resultados numérico exatos com a abordagem variacional, obtemos um bom
resultado qualitativo, apesar do pequeno deslocamento ja esperado. Se alguém estiver mais
preocupado em encontrar regides de estabilidade a resultados quantitativos, a abordagem

variacional provém resultados bons e confidveis.
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Figura 5.4: Caso atrativo, com 75 = 1 e 73 = 0,5. Resultados variacionais para o
potencial quimico (1) em fungdo de V. Os resultados sdo dados para p proximo
a zero, considerando trés valores diferentes de freqiiéncia: w = 0 (linha sélida),
0,01 (linha tracejada) e 0,045 (linha pontilhada).

Em nossos calculos variacionais, quando mantivemos w fixo (seja zero ou ndo) e
aumentamos os valores de 7, observamos que a estabilidade do sistema ndo apresentou
mudancas. O que nos levou a concluir que ndo podemos aumentar a estabilidade simples-

mente aumentando a amplitude da rede Optica nos condensados atrativos.
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Figura 5.5: Caso atrativo, com 7y = 1 e y; = 0,5. Resultados variacionais para NV
em fungdo de a;. Os resultados sdo dados para p préximo a zero, considerando
trés valores diferentes de freqiiéncia: w = 0 (linha sélida), 0,01 (linha tracejada)
e 0,045 (linha pontilhada).

Na proxima secdo analisaremos os casos em que 7y < 0.

5.2 Condensados repulsivos, com 7, < 0 (59 = v — 1/2).

Os condensados sdo considerados repulsivos quando as particulas que formam seu
sistema atomico possuem um comprimento de espalhamento de dois corpos positivo, ou
seja, na equagdo (4.2) teremos gy < 0 ou 79 = —1/2. Sendo assim, dado ~; (pardmetro
que regula a periodicidade espacial do comprimento de espalhamento atdmico) temos vy =
71 — 1/2. Porém, se considerarmos um fundo negativo, como quando 5 < 0, 7 estard
restrito ao intervalo 0 < v, < 1/2.

Outras limita¢Ges nos parametros sdo o fato de que as larguras e o nimero de dtomos

(N) devem ter valores positivos. A relagdo entre as larguras a, € a1, na equagao (4.24) para
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w = 0, também implica em um limite para os valores assumidos por a:

w2a?2 1 8
e 81>——17 — a? :—1n<1ﬂyl > (5.1

1,max 2
K 2~ N

Este limite, @ 4., € Necessdrio para se manterem a, ¢ N com valores reais e posi-
tivos para qualquer valor de w. Isto também ird restringir os valores v, a 1/4< v, <1/2.
Os casos onde 77 > 1/2 também sdo permitidos, sem o limite superior para a;. Contudo,
estes casos correspondem a um campo de fundo positivo, 7, > 0, que ja foram discutidos.

Tendo tudo isso em vista, vamos analisar os limites das equagdes variacionais en-

contradas. Para w = 0, temos:

a1, para a; <<1;

a0 —
o0, para a; = ai,maz -
—1/a?,  para a; <<1;
Mo — N
1/(2a7), para a1 = a1 max -
8n/(4y1 — 1), para a; =0;
N() —
o0, para a; = ai,maz -
E paraw # 0:
as, para a; << 1;
a2
1/y/w, para a; = aimaes -
—1/a?, para a; << 1;
i

1/(266%) + w, para a; = a1,mazx -
8r/(4y1 — 1), para a; =0 ;
321 /[(1 = 2m)Vwk?al .., para ar = aymax -

Nas figuras 5.6 € 5.7, temos o potencial quimico (1) em fung¢do de N e N em funcao
de ai, para 79 = —0,1 e y; = 0,4, considerando quatro valores de w (0, 0,07, 0,1 e 0,3)
em um desenvolvimento variacional. Para o caso em que temos w = 0, também foram
incluidos resultados de cdlculos numéricos de ‘EDP’.

Com o critério ‘“VK’ para estabilidade, du/dN < 0, notamos que regides de estabi-
lidade comegam a aparecer com w ~ 0,1. Se w > 0, 3x? as regides instdveis quase que

desaparecem. Contudo, assim como pode ser observado no grafico inferior, a largura a;

48



estd limitada devido a condicdo (5.1). Os observaveis, e a;, dependem do parametro de
onda, k, da variacdo periddica espacial do comprimento de espalhamento atomico pelas
relagdes de escala (4.5) e (4.6), com k = 1.

Contudo, contrariando o que estd escrito na referéncia [42], valores especificos para
o parametro k£ ndo afetam a estabilidade. Nos casos de sistemas conservativos, a estabili-
dade resulta dos efeitos combinados dos parametros g, v1 € w.

Nossa conclusdo até aqui foi que, sem um potencial de armadilhamento (incluido na
direcdo y), com w = 0, a rede 6ptica nao pode estabilizar as solugdes, seja em condensados

atrativos ou repulsivos.

0,4 .

0,2 -

'012 — — =0
- ©=0,07
. - = 0=0,1
—_ - ®=0,3
0,4 — =0 (exato)

L
¥
|
g
o— -© 0=0,3 (exato) %

20 40 50 60

Figura 5.6: Caso repulsivo, com 7y = —0,1 e y; = 0,4, para ¢ em funcdo de N.
Temos os resultados variacionais para w = 0, 0,07, 0,1 e 0,3, e também estao
indicados os resultados exatos ‘EDP’ para w = 0 (onde o sistema € instdvel) e
w = 0,3 (onde o sistema estavel). No tltimo caso, préximo da regido onde o
célculo variacional apresenta um pequeno trecho instavel (22 < N < 25), os
calculos numéricos exatos sao mostrados apenas para N > 24.

49



! I ! I ! I
200 1 2 3

Figura 5.7: Caso repulsivo, com 7y = —0,1 e y; = 0,4, para N em funcdo de a;.
Temos os resultados variacionais para w = 0, 0,07, 0,1 e 0,3.

Com o intuito de investigar melhor o papel das redes dpticas, para o caso repulsivo,
também simulamos o caso com w constante e diferentes valores de ;. A partir dos resul-
tados mostrados na figura 5.6, para 7; = 0,4, achamos apropriado considerar w = 0,07,

que possui uma pequena estabilidade préximo de p ~ 0,05.
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Figura 5.8: Resultados variacionais de 1 em fungdo de N/N(a; = 0), para o caso
repulsivo, com 7y = —0,1, w = 0,07 e 7, = 0,35, 0,4, 0,45 e 0,5.

Os resultados estdao indicados nas figuras 5.8, onde podemos observar que a esta-
bilidade permanece pequena para os diferentes valores de potencial quimico, e 5.9, onde
um maior valor de 7; pode permitir que a largura a; aumente, ainda que limitada pela
condi¢ao (5.1).

Para manter todas as curvas em um mesmo quadro nas figuras 5.8 e 5.9, para os
diferentes valores de 7;, normalizamos o nimero N para que fosse sempre igual a um

quando a; fosse zero.
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Figura 5.9: Resultados variacionais de N/N(a; = 0) em fungdo de a;, para o caso
repulsivo, com 7y = —0,1, w = 0,07 e 7, = 0,35, 0,4, 0,45 e 0,5.

As curvas correspondentes a evolugdo dos perfis, para w = 0,3, estdo na figura 5.10,

confirmando a predi¢do do critério de VK. Os perfis em ¢ = 50 quase ndo se distinguem,

mantendo a forma do séliton inicial.
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Figura 5.10: Os perfis do séliton na regido estavel predita pelo critério de VK,
paraw = 0,3, 70 = —0,1, 1 = 04, p = 0,1, N = 33 no tempo ¢t = 50. A
linha sélida corresponde a direcdo x e a linha tracejada a dire¢do y.

5.3 Evolucao de um sodliton 2D sob uma nao-linearidade
periodica e dissipacao

A seguir, estdo alguns resultados quando consideramos uma rede 6ptica ndo-linear
com efeitos dissipativos. Considerando o escalonamento dos observaveis dado por k,
discutido para o sistema conservativo na secio 4.2, que também pode ser verificada nesse
caso, temos a transformagio b; — b;/ K2,

Na figura 5.11, temos os resultados das simulagdes numéricas completas (‘EDP’)
para a evolucdo do pacote de onda de matéria em uma combinacio de redes Opticas con-
servativa e dissipativa ndo-lineares para um condensado atrativo, 79 = 1/2. Como pode
ser observado o colapso € evitado pela adicdo do termo dissipativo a rede Optica nao-linear.
Os resultados sdo comparados com a abordagem variacional (‘EDO’). E observada uma

boa concordancia com os resultados numéricos exatos completos.
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Figura 5.11: Resultados para a amplitude em funcio de 7, usando uma abordagem
variacional (com solu¢do numérica de EDQO’s) e cdlculos numéricos completos
(com solugdo numérica de EDP), no caso de um condensado atrativo (o=, =
0,5). Para ambos, temos o valor de ; = 1 fixo para o mesmo valor de 7 = 0, o
que implica em um pequeno deslocamento da amplitude inicial, A(0).

Também investigamos o papel do desvio da norma, J, da norma critica no pacote
de onda inicial: A — A(1 + 0). Os resultados das simulagdes numéricas completas estdo
apresentados na figura 5.12. Ao se aumentar o desvio ¢ da norma critica, durante o colapso
picos multiplos que correspondem a tentativas do pacote de onda se recuperar. O niimero
de picos aumenta quando o ¢ varia entre 0,02 e 0,5. Estes ciclos conectam a a¢do variagdo
na periodicidade no espago com as interagdes ineldsticas de trés corpos. Nas referéncias
[48] e [49] essas oscilagdes foram estudadas, com interagdes de trés corpos, em uma rede

Optica linear conservativa e utilizando uma armadilha harmonica, respectivamente.
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Figura 5.12: Resultados inteiramente numéricos da amplitude em funcao de 7,
mostrando o comportamento do colapso para x = 4m. A dissipagdo possui o
valor fixo de 75 = 0,0025, e ¢ varia entre 0,02 e 0,5.

Como podemos observar na figura 5.11, depois que o colapso € evitado, ocorre o
espalhamento da amplitude. Tal fendmeno pode ser compensado por uma variagdo no
comprimento de espalhamento de fundo, descrito por uma variagdo em ~,. Quando se
considera um 7, dependente do tempo, assim como na equagdo (4.11), o parametro do
termo de alimentacdo, oy, deve ser zero, pois € possivel demonstrar (ao se redefinir a
funcdo de onda) que eles possuem efeitos similares.

Na figura 5.13 estdo os resultados dos calculos numéricos completos que confirmam
a estabilizacao do condensado apds o colapso ser evitado. O mecanismo desta estabilidade
€ dado pelo correto ajuste entre os parametros « e 7, da equacao (4.11).

Ainda considerando os efeitos dissipativos da dindmica apresentada nesta secdo, é
importante mencionar que efeitos da rede podem também ser observados em sistemas uni-
formes. A abordagem variacional pode descrever a dindmica dissipativa entre sélitons

estreitos e largos com relagdo ao espagamento da rede 27/k. No limite em que temos
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Figura 5.13: Estabilizacdo da amplitude do séliton no tempo (7) pelo efeito de
compressio, com 7, = 5 e a = 0,018 na equagdo (4.11). Os demais parametros
sd0 7, = 0,006, 0 = 0,01 e kK = 4.

sOlitons estreitos, temos um termo cubico dissipativo. No limite oposto, de um séliton
largo, a equagdo de Gross-Pitaevskii média contém um termo imagindrio de quinta ordem,
resultando em uma dinamica dissipativa diferente. Este efeito aparece com a troca de
iryy cos(kz)|u|?u por il's|u|*a, com I's = 373 /(2k?) e 4 um campo médio sobre as modu-
lagdes rapidas. Devido a renormalizacdo do parametro correspondente as perdas efetivas
de trés corpos, I'; pode ser controlado pelos valores do periodo 27/ e da amplitude +, das
modulacdes ndo-lineares. O nimero de ciclos reduzem quando I's aumenta para valores
altos do amortecimento, com o séliton decaindo monotdnicamente. Estas observagdes sao
confirmadas pela existéncia dos ciclos [49] no condensado de Bose-Einstein 3D em uma

armadilha harmdnica com processos ineldsticos de dois e trés corpos.
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5.4 Evolucao de um soliton 2D sob redes opticas lineares

e nao-lineares

Considerando um condensado repulsivo, com 79 = —0,1 e 73 = 0,4, e tendo uma
combinacdo de redes Opticas nao-linear conservativa (v, = 0), na dire¢do x, e linear na
direcdo y, determinamos a estabilidade dos sdlitons para diferentes valores de v, consi-
derando a equagao (4.36).

Os resultados da simulacdo inteiramente numérica (EDP) para ¢ em fungdo de NV
estdo na figura 5.14, e para N em funcao da largura a; estdo na figura 5.15, com vy = 0,
0,1, 0,5 e 1. Fixamos o valor de A = 1,5 e de ¢ = 7/2. A rede realmente faz um papel
similar a armadilha harmonica, proporcionando a estabilizagdao dos sdlitons em acordo

com o que estd predito pelo critério de VK.

O T I T I T I T I I T T
— v,=0,0
— vo=0,1 7
vy=0,5
_055 - — VO=1,O -
o u=-0,1111
L u=-0,3333 g
SRR | -
15} -
_2 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 10 20 30 40 50 60 70
N
Figura 5.14: Resultados dos cdlculos inteiramente numéricos de p em fungao de
N para um condensado repulsivo (79 = —0,1 e 73 = 0,4), com diferentes
valores de v(. Consideramos A = 1,5 e ¢ = 7/2. Dois pontos sdo indicados
no grafico, um instavel © = —0,1111 (circulo) e um estavel © = —0,3333
(estrela).
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Figura 5.15: Resultados dos célculos inteiramente numéricos de N em funcio

de a; para um condensado repulsivo (79 = —0,1 e 73 = 0,4), com diferentes
valores de vy. Consideramos A = 1,5 ¢ ¢ = /2. Dois pontos sdo indicados
no gréifico, um instdvel © = —0,1111 (circulo) e um estavel © = —0,3333
(estrela).

Também analisamos a evolucdo temporal do sistema para dois valores diferentes
de potencial quimico, © = —0,1111 (circulo) e —0,3333 (estrela), conforme indicado
nas figuras 5.14 e 5.15. No primeiro caso (circulo) ndo ocorreu estabilizacdo (conforme
a previsao do critério de VK), mas no segundo (estrela) sim. O perfil do séliton com
w = —0,3333, para t = 50, estd indicado na figura 5.16. Note que o séliton se estabiliza

fora da origem, mas no primeiro minimo da rede linear na direcdo y.
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Figura 5.16: Perfis do sdliton no tempo ¢ = 50 para u = —0,3333. (regido

estavel). O soliton estd centrado em um minimo da rede dptica linear (quando
se leva em consideracdo a direcdo y).

Com uma combinagdo de redes Opticas linear, na dire¢do y, e ndo-linear conser-
vativa, na dire¢do x, aparentemente podemos obter um sistema estdvel, em acordo com
o critério de VK. Estes sdo resultados preliminares dos calculos inteiramente numéricos
(‘EDP’). Caberia também uma andlise variacional do problema, de modo analogo ao re-
alizado nas outras sec¢des, mas isso ficard para um projeto futuro. Porém, somente essas
poucas simulacdes iniciais, j4 nos mostram que € muito interessante investigar melhor
esse tipo de sistema, seja mudando os valores dos parametros, ou considerando sistemas

de condensados atrativos.
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Capitulo 6

Conclusoes

Foram investigadas a dindmica e estabilidade de sélitons de onda de matéria em uma
mistura de redes Opticas ndo-lineares conservativas e dissipativas 1D em um condensado
de Bose-Einstein 2D.

Na primeira parte deste trabalho, os sistemas com redes Opticas ndo-lineares conser-
vativas foram analisados para condensados atrativos e repulsivos. Foi também esclarecido
o papel do escalonamento no célculo dos observaveis fisicos, como o potencial quimico
e as larguras. Chegamos a conclusdo que um sistema 2D com uma rede 6ptica ndo-linear
em uma dire¢do nao pode fornecer solugdes estdveis, satisfazendo o critério de VK [47].
A periodicidade da rede na direcdo = ndo consegue compensar o efeito de colapso prove-
niente da outra dimensdo. Foi verificado que, ao se introduzir uma armadilha harmonica
na dire¢do y, pode-se controlar esse colapso e conseguir uma solugdo estdvel. Para os
condensados repulsivos, a estabilidade pode ser atingida pelo mesmo tipo de sistema 2D
descrito, uma rede dptica nao-linear na dire¢do = € uma armadilha harmodnica na dire¢ao
Y.

Na segunda parte do trabalho analisamos a dinAmica do mesmo sistema 2D, com a
adi¢do de um termo dissipativo a rede 6ptica ndo-linear (na direcdo x), sem uma arma-
dilha harmonica na outra direcdo. Mostramos que o colapso pode ser evitado pela nio-
linearidade periddica dissipativa. Para estudar a evolucdo temporal do pacote de onda,
aplicamos uma abordagem variacional dependente do tempo. Para compensar a expan-

sdo espacial do pacote de onda, foi utilizada uma variagao temporal adiabdtica do com-
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primento de espalhamento. Foi mostrado que sélitons dissipativos metaestaveis podem
existir em um condensado 2D com uma ndo-linearidade periédica. As predi¢cdes analiticas
foram confirmadas por simulagdes inteiramente numérica da equagdo de Gross-Pitaevskii
2D.

Estes estudos foram divulgados em um artigo publicado no periédico “Physical Re-
view A” [1].

Por fim, apresentamos os célculos preliminares de um sistema de condensado repul-
sivo, similar ao sistema analisado anteriormente, sob uma combinagdo de redes Opticas
lineares e ndo-lineares. Obtivemos uma regido clara de estabilizacao pelo critério de VK
e, iniciada a evolucdo temporal, comprovou-se a estabilidade por simulagdes numéricas,
estando indicado, na figura 5.16, os perfis do séliton para ¢ = 50. Lembrando novamente
que esta parte final da dissertacdo se refere a resultados preliminares que fardo parte de um
projeto futuro, que deverd ser implementado, onde varios mecanismos para estabilizacao
do condensado em redes dpticas irdo ser considerados.

Como perspectivas futuras na mesma linha pesquisa, temos o estudo da dinamica,
conduzindo a estabilizacdo de sélitons em condensados de Bose-Einstein na presencga de
diferentes redes Opticas lineares e/ou ndo-lineares (conforme discutido no paragrafo ante-
rior). Também € possivel, considerando as experiéncias atuais com misturas de espécies
atdmicas nos laboratorios de dtomos ultra-frios, o estudo de condensados com acopla-
mento de duas espécies atdmicas, com a mesma estatistica (Béson-Béson ou Férmion-
Férmion) ou com estatistica diferente (Béson-Férmion), com o objetivo de verificar como
obter estabilizacdo de sistemas condensados para tempos macroscopicos. Um tdltimo
ponto se refere a solu¢cdo da equagdo de Schrodinger nao-linear com um termo quintico,
que pode ser conservativo (proveniente da interacdo de trés corpos) ou ndo-conservativo
(que leva a perda de 4tomos no condensado devido a recombinag@o de trés corpos), na

presenca de potenciais periddicos (tipo rede Optica).
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Apéndice A
Gas Ideal Quantico

Para um sistema quantico, ao contrario do caso cldssico, temos particulas indistin-
guiveis, limitando assim a quantidade de estados diferentes que este sistema pode apre-

sentar. Somando isso as propriedades de simetria teremos trés estatisticas diferentes:

e Maxwell-Boltzman, particulas cléssicas;
e Bose-Einstein, particulas de spin inteiro (fétons, fonons, magnons);

e Fermi-Dirac, particulas de spin semi-inteiro (elétrons, prétons, néutrons);

Considerando um sistema simples de duas particulas ndo-interagentes teremos fun-
¢oes de onda, \Il(r_f, 7‘_5) caracteristicas para cada uma das estatisticas, levando em conta
que a funcdo de onda da estatistica de Bose-Einstein deve ser simétrica e a funcao de onda
da estatistica de Fermi-Dirac deve ser anti-simétrica quanto a troca de coordenadas entre

as duas particulas.

Up(ri, 1) = U1 (1)U (73)
Upp(ri,T2) = \/%Wl(r_f)%(r—f) + o (11) U (72)]
Upp(r1,72) = \/%Wl(r_f)%(?"_z)) — o (7)1 (72))]

Neste sistema existe um numero especifico de estados que estas duas particulas po-
dem estar dependendo de qual estatistica se estd considerando. As diferentes “contagens”
vém do fato das particulas serem idénticas(indistinguiveis), ou ndo, e também das propri-

edades simétricas da funcdo de onda que descreve o sistema [50].
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Assim temos quatro estados possiveis para duas particulas cldssicas que sao distin-
guiveis, um estado possivel para dois férmions, particulas idénticas, que ndo podem ocupar
o mesmo estado de particula tinica devido a propriedade anti-simétrica da fun¢do de onda
( principio de exclusdo de Pauli ) e trés estados possiveis para dois bosons, que também

sdo particulas idénticas.

A.1 Lei de distribuicao de Bose-Einstein

Vamos derivar a lei de distribui¢do de um sistema de elementos com fungdes de
onda simétricas. Cada um deles pode ser colocado em um estado quéntico tnico, sendo
necessdrio determinar a quantidade de estados microscépicos total do sistema, sua pressao
e energia.

O nosso sistema consistird de nj, elementos indistinguiveis podendo assumir ener-
gias €, existindo p; elementos com uma mesma energia degenerada. A energia total do

sistema sera constante:

E=> me. (A.1)
k

Agora vamos determinar O, que é o nimero de formas diferentes de se distribuir n;
elementos entre os py estados para cada grupo. Supondo p;, regides diferentes, separadas
por pi — 1 parti¢des, cada regido correspondendo a um estado diferente. Queremos deter-
minar o nimero de maneiras diferentes que podemos alocar n; elementos idénticos em py,

regides diferentes, que € 0 mesmo que organizar n, elementos e pp — 1 parti¢des.

1 2 3 k
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O nimero de combinagdes possiveis neste caso € (ny + pr — 1)!. Mas como tanto os
elementos como as parti¢des sao indistinguiveis devemos dividir pelo nimero de arranjos
possiveis.

O, = w ) (A.2)
ni!(pr, — 1)!

O ntimero total de formas diferentes de se colocar n; elementos no primeiro grupo

de p; estados diferentes com energia €;, no elementos no primeiro grupo de p- estados

diferentes com energia eo, € assim por diante, é o produto de todos Oy.

P=]]0:, (A.3)
k
1
P=]] "’f“:’“_l) . (A.4)
k

Utilizando a férmula de Stirling, In N! ~ NIn N — N:

P = (n + pr) n(ng, + pr) — (i + o) — g lung + ng — pelnpp +pi, (A5)
K

ou ainda,

lnP:%:{nkln@—l—i—’;)+pkln<1+]7j—:>] . (A.6)

Maximizando P, ou seja, encontrando os n;’s para o estado mais provavel do sis-
tema, e lembrando-se que a energia total £ ¢ constante e sujeita ao vinculo £ = ), nyey

temos:

S[nP—pBE] =0, (A7)

sendo # um multiplicador de Lagrange. Lembrando que p;. € constante,

;{l (1+ k)énk—l—nk(;ik)nk?:pkénkan (;k)nk_l_pkénk—ﬂekank =0,
(A.8)

desta forma temos que,
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; [ln(l + i—i) — ﬁek] onp =0,

Essa relacdo € valida para qualquer variagdo dny se

ln(l—i—p—k) — Be, =0,
g
ou,

N 1

P R
T e —1

sendo 7, definido como o niimero de ocupagdo médio.
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Apéndice B

Deducio alternativa das eqs. (4.32a) a
(4.32e)

A equacdo (4.32a) pode ser obtida quando se calcula a taxa de mudanca do nimero

de 4dtomos (N = mA%a,as):

dN_ d 2 2 * * 2
?_%/d r|ul _/(uTu—l—u u,)dor . (B.1)

Substituindo u,, da equagdo (4.12) (com w = 0), na equacdo B.1, obteremos a forma

modificada da lei de conservacao para o nimero de dtomos:

dN
= 20N — 27, / [1 + cos(kx)]ul*d®r . (B.2)
=
Agora, substituindo o “ansatz”(4.27) na equacdo (B.2), obtemos a primeira equagdo do
sistema (4.32).
Para deduzir as equagdes (4.32b) a (4.32e) usamos o método dos momentos. A

equacdo (4.32b) pode ser calculada por:

d{z?)
dr

Novamente substituindo u., (equacdo 4.12) e aplicando regras de comutacdo:

d<ﬂf2> o * -~ S 8 2
= 4Im/u (x) - (x%u) d“r

+ 2af/|u|2:p2d2r — 272/[1 + cos(kx)]|ul*z?d*r . (B.4)

= / (wizu + u*ru, )dr . (B.3)
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E necessdrio calcular os dois lados da equacdo, substituindo o “ansatz”’(4.27). O lado

esquerdo da equagdo se torna:

d{z?)
dr

Calculando também o lado direito e substituindo a equagdo (4.32a) na anterior, encontra-

= i (Aa1az), + (A2a1a2) (B.5)

mos a equacao (4.32b).
De modo anélogo a equagao (4.32c) pode ser calculada:

d 2
S’T) = / (ury*u + u'yur)d'r (B.6)
2
dty’) = 4Im/ (yy) ( >d2
dr
+ 2af/|u|2y2d2r—272/[1+cos(/£x)]|u|4y2d2r. (B.7)

A equagdo (4.32d) é a mais complexa de ser calculada, mas pode ser demonstrado

que:

d 2
= QIm/ (x—u) %(Vlu)d r

d d

X

onde V) = —{vo + n[1 + cos(kz)]}|u|* e Vo = ay — 72[1 + cos(kz)]|u|?. Substituindo o

“ansatz”(4.27) no lado esquerdo obtemos:

d{p? 1
2:) = g_Q(AZ(hCLQ) ——A2 ( )7’
ay ai
+ 273 (A2%a3ay), + 4m(A%a3ay)bi(by), . (B.9)

Agora, resolvendo o outro lado e substituindo as equacgdes (4.32a), (4.32b) e (4.34)(z = 1)
obtemos a equacao (4.32d).

A ultima equacdo, (4.32e), € obtida com o mesmo procedimento:
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d<p32/> ~ d * ~ d 2
o = 2Im/ (yd—yu ) ~yd—y(V1u)d r
d

cd o\ . d
+ 2Re/ (ydyu ) ~yd—(V2u)d27". (B.10)

d{p2) T 1 T o
d: = §G—%(A2a1a2% - §A2a_§(a§)T
+ 2nbs(A*aray) + Am(A%aya3)bobs, (B.11)

Substituindo as equacdes (4.32a), (4.32c) e (4.34)(: = 2), finalmente obtemos a equagao

(4.32e).
Uma descri¢do deste procedimento para uma equagao de Gross-Pitaevskii (3D) com

um potencial diferente pode ser encontrado na referéncia [46].
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