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"From a certain temperature on, the mo-
lecules condense without attractive forces,
that is, they accumulate at zero velocity. The
theory is pretty but is there also some truth
to it ?" - Albert Einstein
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Resumo

No presente trabalho foi estudada a dinâmica de um sistema de muitas partículas no regime
de temperaturas ultra-baixas. Realizamos um estudo dinâmico de sistemas condensados
bidimensionais em uma rede óptica não-linear em uma direção e também na presença de
uma armadilha harmônica assimétrica. Investigamos alguns aspectos sobre a estabilização
e propagação de sólitons em condensados de Bose-Einstein. O colapso da função de onda
é evitado pela não-linearidade periódica dissipativa, no caso de um meio com campo de
fundo positivo (com sistemas atômicos atrativos). A variação adiabática do comprimento
de espalhamento de fundo leva a existência de sólitons de onda de matéria metaestáveis.
Um sóliton dissipativo pode existir no meio atrativo bidimensional (2D) com uma não-
linearidade periódica unidimensional (1D), quando um mecanismo de alimentação atô-
mica é utilizado. Um sóliton estável pode existir no caso de condensados repulsivos, em
um campo de fundo negativo, com uma armadilha harmônica em uma direção e uma rede
óptica não-linear na outra direção. Os resultados inteiramente numéricos, para a equação
de Gross-Pitaevskii 2D, confirmam as simulações da abordagem variacional.

Palavras-chave: Condensação de Bose-Einstein. Equação de Gross-Pitaevskii. Sólitons.
Crank-Nicolson. Simulação numérica.

x



Abstract

In this work the dynamics of a system of many particles in a ultra-low temperature regime
was studied. We performed a dynamic study of two-dimensional condensate systems into
a nonlinear optical lattice in one direction and also in the presence of an asymmetrical
harmonic trap. We investigated some aspects of the stabilization and spread of solitons
in a Bose-Einstein condensate. In the case of positive background field media (with at-
tractive atomic systems), the collapse of the wave-packet is arrested by the dissipative
periodic nonlinearity. The adiabatic variation of the background scattering length leads to
metastable matter-wave solitons. When the atom feeding mechanism is used, a dissipative
soliton can exist in an attractive bidimensional (2D) media with unidimensional (1D) pe-
riodic nonlinearity. In the case of repulsive condensates, with a negative background field,
a stable soliton may exist when we have an harmonic trap in one direction and a nonlinear
optical lattice in the other. Variational approach simulations are confirmed by full numeri-
cal results for the 2D Gross-Pitaevskii equation.

Keywords: Bose-Einstein condensation. Gross-Pitaevskii equation. Solitons. Crank-
Nicolson. Numerical simulation.
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Capítulo 1

Motivação e objetivos

O objetivo do trabalho consistiu em estudar a dinâmica e estabilidade de condensa-
dos de Bose-Einstein, levando em conta a propagação de sólitons 2D com não-linearidade
1D por combinações de redes ópticas lineares e não-lineares. Estes sistemas são descritos
por equações do tipo Schrödinger, com não-linearidade cúbica. Os estudos apresenta-
dos nesta dissertação resultaram em um artigo publicado no periódico “Physical Review
A” [1].

Foram utilizadas técnicas numéricas para soluções de equações diferenciais parci-
ais de segunda ordem, com duas dimensões espaciais e uma temporal. Adicionando ter-
mos lineares e não-lineares, descrevemos sistemas conservativos e não-conservativos, e
adaptamos os códigos às nossas necessidades. Procuramos determinar as situações mais
adequadas para se obter maior estabilidade do condensado, considerando as interações
existentes entre os átomos, assim como a interação externa aplicada. Os diferentes tipos
de interações utilizadas levaram em conta possíveis situações experimentais.

O estudo numérico de equações de Schrödinger não-lineares aplicado a condensados
de Bose-Einstein é muito importante devido ao seu vasto campo de aplicação, principal-
mente junto à óptica e a estudos de ondas de matéria. Estudamos a influência de uma
rede óptica na dinâmica e estabilidade de um sistema de muitas partículas no regime de
temperaturas ultra-baixas.

A rede óptica, motivada pelas possibilidades experimentais, pode ser descrita tanto
pela inclusão de um termo linear, ou pela inclusão de um termo não-linear (nesse último
caso é realizada experimentalmente pela modulação do comprimento de espalhamento
de dois corpos através da ressonância de Feshbach). Foi sugerido recentemente que se
podem gerar redes ópticas não-lineares em condensados de Bose-Einstein por meio de
dois feixes de laser se propagando em direções contrárias próximo à ressonância óptica
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induzida de Feshbach [2, 3]. A variação espacial da intensidade óptica leva à variação
periódica espacial do comprimento de espalhamento atômico. Por isso, nos últimos anos,
vem sendo dada atenção especial ao estudo de condensados de Bose-Einstein em redes
ópticas, devido ao interesse, tanto teórico quanto experimental, em diferentes fenômenos
físicos como a formação e propagação de sólitons, transições de Mott, oscilações de Bloch,
etc. [4–7].

Também a dinâmica de ondas de matéria não-linear é muito estudada em condensa-
dos de Bose-Einstein, seja na forma de sólitons ou de ondas periódicas, e possuem aplica-
ções em diversos campos além da física, como a oceanografia e as telecomunicações [6,8].

Do ponto de vista experimental, redes ópticas lineares foram usadas recentemente
em experimentos com condensados de Bose-Einstein, sendo observados os fenômenos
de oscilações de Bloch [9], transições de fase quânticas em isolantes de Mott [10] e a
formação de sólitons [7, 8]. A manipulação periódica espacial em condensados de Bose-
Einstein é possível por meio do comprimento de espalhamento de dois corpos utilizando
técnicas de ressonância de Feshbach opticamente induzida [11–13].

As investigações sobre sólitons de ondas ópticas e de matéria ocorrem sobre di-
ferentes tipos de manipulação de parâmetros [4], modulando a partir da dispersão e da
não-linearidade, ambos no espaço ou no tempo. O estudo das modulações fortes e rápi-
das da dispersão no tempo são interessantes, devido às muitas vantagens de se ter sólitons
controlados por dispersão, por sua aplicação a comunicações óticas e armazenamento de
informação [14].

As modulações temporais da não-linearidade são importantes nos lasers de fibra e
nos condensados de Bose-Einstein [15]. No caso específico de sistemas condensados,
foram previstos que tais modulações não lineares levam à supressão do colapso (assim
como a existência de sólitons multidimensionais estáveis em condensados atrativos) e a
geração do padrão periódico de ondas de matéria [16]. Em óptica, sólitons não-lineares
controlados já foram observados [17].

A abordagem que seguiremos nessa dissertação é a seguinte:
Na introdução (capítulo 2) serão apresentadas algumas informações teóricas básicas

e aspectos históricos pertinentes ao trabalho.
No capítulo 3 serão apresentados os métodos numéricos que foram utilizados nesse

projeto. Exemplos de aplicação dos métodos numéricos a problemas com soluções exatas
também foram desenvolvidos, com um objetivo didático e para serem analisados os erros
de truncamento de cada um dos métodos.

O capítulo 4 é dedicado ao desenvolvimento teórico da dissertação. No início deste
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capítulo definiremos o modelo utilizado. A partir disso analisaremos, com uma aborda-
gem variacional, diferentes casos, a fim de obter conjuntos de equações acopladas para os
observáveis físicos pertinentes.

Para o capítulo 5 está reservada a apresentação dos resultados obtidos com a simu-
lação inteiramente numérica, com a análise numérica das equações acopladas dos obser-
váveis (abordagem variacional), e a discussão dos mesmos. Também serão analisados os
limites das equações encontradas pela abordagem variacional.

E por fim, no capítulo 6 são feitas as considerações finais e propostas futuras inves-
tigações do mesmo problema.
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Capítulo 2

Introdução

2.1 Histórico

Einstein previu, em 1925, que partículas em uma nuvem de gás, a baixas temperatu-
ras, estariam todas em um mesmo estado quântico, exibindo fenômenos quânticos em larga
escala. Seguindo o trabalho de Bose [18] sobre estatística de fótons, Einstein considerou
um gás de bósons massivos, não-interagente e concluiu que abaixo de certa temperatura,
uma fração finita dessas partículas estaria ocupando o estado de mais baixa energia de uma
partícula única [19]. No apêndice A procuramos esclarecer a teoria de um gás ideal quân-
tico, com um objetivo apenas didático, chegando à lei de distribuição de Bose-Einstein.
Diversos livros de mecânica quântica e de mecânica estatística fazem deduções parecidas,
em particular citamos a referência [20], uma apostila de um curso de verão ministrado pelo
professor Piza no IFUSP em 2002. Esse estado gasoso peculiar, um condensado de Bose-
Einstein (‘Bose-Einstein condensate’ ou simplesmente ‘BEC’), foi produzido somente em
1995 (portanto, 70 anos após sua previsão) em laboratórios de Física Atômica, graças às
novas técnicas de vácuo e resfriamento atômico utilizando feixes a laser, que foram em-
pregadas em armadilhas magnéticas com gases diluídos de diferentes espécies atômicas.
O grupo de pesquisa da Universidade de Colorado, em Boulder, utilizou um gás de áto-
mos de 87Rb [21](na figura 2.1 vemos a primeira imagem divulgada de um condensado de
Bose-Einstein obtido em laboratório), na Universidade de Rice, em Houston, foi obtido o
condensado de átomos de 7Li [22], e no M.I.T., em Cambridge, foi obtido o condensado
de átomos 23Na [23]. Em 2001, o prêmio Nobel de física foi dividido igualmente por E.A.
Cornell, W. Ketterle e C.E. Wieman “pela obtenção da condensação de Bose-Einstein em
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gases de átomos alcalinos diluídos e pelos estudos iniciais fundamentais das propriedades
dos condensados1”.

Figura 2.1: Imagem famosa da distribuição de velocidades em átomos de rubídio, no
experimento do grupo de Wieman e Cornell [21]. O quadro da esquerda corresponde a
um gás à temperatura imediatamente antes da condensação; o quadro do meio, imedi-
atamente após o aparecimento da condensação; no quadro da direita, a amostra, após
evaporação, é quase um condensado puro.

1em tradução livre. Obtido em http://nobelprize.org/.

5



2.2 Equação de Gross-Pitaevskii

A equação de Gross-Pitaevskii(GP) nada mais é que a equação de Schrödinger com
um termo cúbico não-linear. É uma equação de campo médio aplicada a um sistema de
N bósons formando um condensado. Ela foi derivada, independentemente, pela primeira
vez por Gross(1961) e por Pitaevskii(1961) [24, 25]. Sendo Ψ(~r, t) a função de onda do
sistema condensado, a equação é dada por:

i~
∂Ψ(~r, t)

∂t
=

[
Hoh +

4πN~2a

m
|Ψ(~r, t)|2

]
Ψ(~r, t) , (2.1)

com

Hoh ≡ −
~2

2m
∇2 +

m

2

3∑
i=1

ω2
i x

2
i , (2.2)

onde Hoh é o operador hamiltoniano do oscilador harmônico com uma partícula de massa
m e ωi a freqüência da armadilha harmônica na direção xi [r =

√
(x2

1 + x2
2 + x2

3)]. A
constante a é o comprimento de espalhamento da interação de dois corpos que, como
veremos adiante, pode ser alterada no condensado, tanto no tempo como no espaço, usando
técnicas conhecidas como “ressonância de Feshbach”.

2.3 Sólitons

Sólitons, também conhecidos como ondas solitárias, são soluções de equações di-
ferenciais não-lineares do tipo da Gross-Pitaevskii, sem a armadilha harmônica (ωi = 0),
que representam ondas com forma constante, que são localizáveis e que podem interagir
fortemente com outros sólitons, mas que permanecem as mesmas após a colisão, a não ser
talvez por uma mudança na fase [26].

Uma onda solitária é causada por um equilíbrio entre efeitos não-lineares e disper-
sivos em um meio. John Scott Russell foi quem, em 1834, descreveu primeiramente uma
onda solitária, ao observar o movimento de um barco no canal de Edimburgo-Glasgow.
Um outro exemplo de sóliton é o fenômeno da pororoca que ocorre na Amazônia Brasi-
leira.

Os sólitons estudados no trabalho aparecem como uma solução especial da equação
de Schrödinger Não-Linear:
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i~
dΨ

dt
=

[
− ~2

2m
∇2Ψ + g|Ψ|2

]
Ψ . (2.3)

Os sólitons podem ser: brilhantes, um pacote de ondas elevado se propagando; ou
escuros: buracos se movendo em um fundo de matéria; sendo diferenciados no caráter
atrativo ou repulsivo das interações atômicas pelo sinal de g, negativo ou positivo respec-
tivamente, do termo não-linear do condensado [4].

2.4 Fenômenos de interesse em nossos estudos

2.4.1 Oscilações de Bloch

Oscilações de Bloch se referem a um fenômeno bastante estudado na física do es-
tado sólido previsto por Bloch em 1928 [27]. Ele descreve a oscilação no espaço, de
uma partícula (um elétron) em um cristal (potencial periódico), tendo um campo elétrico
estático agindo sobre ela. Este fenômeno nunca foi observado em cristais. Devido aos
processos de relaxação (espalhamento em defeitos da rede, fônons, etc.) a coerência do
sistema é destruída antes dos elétrons completarem um ciclo de Bloch. Por isso é de
grande interesse procurar outros sistemas, em que o período de Bloch, que é inversamente
proporcional à magnitude da força constante e do período da rede, seja menor do que o
tempo de relaxação [28]. Um desses sistemas é o condensado de Bose-Einstein, onde as
oscilações de Bloch aparecem como oscilações de pacotes de onda de matéria em uma rede
periódica, que possuem como vantagem a possibilidade do controle experimental sobre os
parâmetros do potencial periódico e do condensado, tornando possível alcançar regimes
inacessíveis a outros sistemas [5].

2.4.2 Isolantes de Mott

Os isolantes de Mott são constituídos de um tipo especial de material, considera-
dos condutores pela teoria de bandas convencional, mas que, na realidade, apresentam
características de isolantes. Este efeito é resultado das interações elétron-elétron que não
são consideradas na teoria de bandas tradicional. No caso dos condensados atômicos, o
tratamento teórico da transição superfluido-isolante de Mott é feito pelo modelo de Bose-
Hubbard, que é equivalente ao modelo utilizado em física do estado sólido, só que aplicado
a partículas bosônicas (e não férmions, como os elétrons do modelo tradicional) em uma
rede [5, 29].
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2.4.3 Ressonância de Feshbach

A ressonância de Feshbach ocorre quando a energia de um estado ligado em um
potencial inter-atômico é igual à energia cinética de uma colisão de um par de átomos. Na
ressonância de Feshbach magneticamente induzida, a energia do estado ligado é colocada
em ressonância por meio do efeito Zeeman, mudando o campo magnético aplicado [30].

Na figura 2.2 está ilustrado o mecanismo da ressonância de Feshbach. A curva
inferior descreve o potencial de espalhamento entre dois átomos (canal aberto). A curva
superior descreve o potencial de interação molecular (canal fechado). A linha referente
ao estado ligado varia de imediatamente acima(a) ou abaixo(b) do limiar da ressonância
onde ocorre o acoplamento entre os canais. Este acoplamento permite a transição entre
pares de partículas nos dois canais. A ressonância de Feshbach é o aumento resultante no
espalhamento de partículas no canal aberto [31].

Figura 2.2: Mecanismo da ressonância de Feshbach(vide texto).

No entanto, podem-se utilizar redes ópticas (por meio de ajustes na amplitude e
freqüência de lasers) para controlar a energia do estado ligado com a chamada ressonância
de Feshbach opticamente induzida [24]. Estas ressonâncias ópticas possuem a vantagem
de seus campos ópticos poderem ser ajustados rapidamente. Além disso, distribuições
complexas de intensidades espaciais podem ser facilmente produzidas, o que resultam em
padrões de comprimento de espalhamento correspondentes em toda a amostra. Transições
ópticas estão sempre disponíveis, mesmo quando não existem ressonâncias magnéticas de
Feshbach [12].
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Capítulo 3

Métodos Numéricos

Nesse capítulo vamos explicitar os principais métodos numéricos utilizados para
solucionar equações diferenciais parciais de segunda ordem. Primeiramente, os códigos
foram aplicados a alguns sistemas lineares unidimensionais (1D), expansão livre de uma
gaussiana e oscilador harmônico quântico, sendo depois estendidos para sistemas não-
lineares 1D (como a propagação de sólitons). Em seguida, foi solucionado um sistema
bidimensional (2D), oscilador harmônico, sendo desenvolvido um método de relaxação
para encontrar o estado fundamental do mesmo sistema.

Neste trabalho, utilizamos o conjunto destes métodos para encontrar soluções da
equação de Gross-Pitaevskii (que é uma equação não-linear) e suas extensões, com e sem
termos dissipativos. Por fim, foi explicitado um método para solução de sistemas de equa-
ções diferencias ordinárias acopladas, que também foi utilizado no projeto.

3.1 Método de Crank-Nicolson

Queremos resolver uma equação diferencial parcial pelo método de Crank-Nicolson.
Tomemos a equação de difusão em uma dimensão:

∂u(x, t)

∂t
= σ

∂2u(x, t)

∂x2
. (3.1)

Vamos resolver a equação (3.1) para as condições de contorno e condição inicial:
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u(x, 0) = φ(x) , 0 ≤ x ≤ 1 ; (3.2)

u(0, t) = u(1, t) = 0 , t ≥ 0 . (3.3)

Para tanto, a região do espaço de soluções, Ω = (0, 1) × (0, t), correspondente às
condições de contorno e inicial, será discretizada em n passos na direção temporal e m
passos na direção espacial.

A equação (3.1) pode ser representada por:

u′(x, t) = f(u(x, t)) . (3.4)

Integrando a equação anterior em um intervalo de tempo k, teremos:

u(x, t+ k)− u(x, t) =

∫ t+k

t

f(u(x, t))dt . (3.5)

Para um intervalo k suficientemente pequeno, pode-se resolver a integral pela regra
do trapézio:

u(x, t+ k)− u(x, t) = k
f(u(x, t+ k)) + f(u(x, t))

2
. (3.6)

Fazendo a discretização da malha muito pequena, trocamos u(mh, nk) por Un
m:

Un+1
m − Un

m =
kσ

2

[
DxxU

n+1
m +DxxU

n
m

]
, (3.7)

onde DxxU
n
m representa o operador ∂2u(x,t)

∂x2 já discretizado. ∂2u(x,t)
∂x2 pode ser substituído

por [u(x + h, t) − 2u(x, t) + u(x − h, t)]/h2. Utilizando a discretização da malha neste
último, tomando r = kσ/h2 e introduzindo na equação (3.7), temos:

Un+1
m − Un

m =
r

2

[(
Un+1

m+1 − 2Un+1
m + Un+1

m−1

)
+

(
Un

m+1 − 2Un
m + Un

m−1

)]
.

Arranjando a equação, de modo a ter o próximo instante de tempo (n + 1) do lado
esquerdo e o instante anterior (n) do lado direito:
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Un+1
m − 0.5r

[
Un+1

m+1 − 2Un+1
m + Un+1

m−1

]
= Un

m + 0.5r
[
Un

m+1 − 2Un
m + Un

m−1

]
, (3.8)

válido para m = 1, 2, 3...M − 1,M e n > 0.
Tendo em vista as condições de contorno, teremos Un

0 = Un
M = 0 e Un+1

0 = Un+1
M =

0. Precisamos então resolver o sistema de equações:
1 + r − r

2
0 . . 0

− r
2

1 + r − r
2

0 . 0

0 . . . . .

. . 0 − r
2

1 + r − r
2

0 . . . − r
2

1 + r




Un+1

1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−1

 =


1− r + r

2
0 . . 0

+ r
2

1− r + r
2

0 . 0

0 . . . . .

. . 0 + r
2

1− r + r
2

0 . . . + r
2

1− r




Un

1

Un
2

.

.

Un
M−1

 .

Como as matrizes são tridiagonais, é possível encontrar a solução do sistema pelo
método de decomposição de matrizes LU [32].

3.1.1 Decomposição LU

A decomposição LU é utilizada para reescrever a matriz tridiagonal A, que possui
apenas a diagonal principal e as diagonais imediatamente acima e abaixo da diagonal
principal, no produto da matriz triangular inferior (L) e da matriz triangular superior (U).

Sendo A a matriz tridiagonal (M − 1)× (M − 1):

A =



b1 c1

a2 b2 c2

. . .

. . .

aM−2 bM−2 cM−2

aM−1 bM−1


,

é possível reescrevê-la como o produto das matrizes:
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L =



1

l2 1

. .

. .

. .

lM−1 1


, U =



u1 v1

u2 v2

. .

. .

. .

uM−1


,

onde os elementos das matrizes L e U podem ser obtidos pelas seguintes relações de
recorrência:

u1 = b1, vi = ci, i = 1, 2, 3, . . . ,M − 1;

lj = aj/uj−1, uj = bj − ljcj−1, j = 2, 3, . . . ,M − 1. (3.9)

Temos então o seguinte sistema representando a equação (3.8):

A.Un+1
m = B.Un

m . (3.10)

As matrizes A e B são fornecidas pelo método de Crank-Nicolson e dependem ape-
nas de r. A matriz coluna Un

m no instante de tempo n é conhecida para todos os valores
de m. Sendo assim, é possível calcular diretamente o lado direito da equação anterior, que
resulta em uma matriz coluna Cm = B.Un

m.
Decompondo a matriz A:

A.Un+1
m = L.(U.Un+1

m ) = L.Xm = Cm , (3.11)

onde a matriz coluna Xm representa o produto entre a matriz U e a matriz coluna Un+1
m . A

matriz coluna Xm pode então ser determinada por uma interação para frente:

1

l2 1

. .

. .

. .

ln 1





X1

X2

.

.

XM−2

XM−1


=



C1

C2

.

.

CM−2

CM−1


.

É fácil perceber que X1 = C1. Usando esse resultado, é possível determinamos
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X2 = C2 − X1.l2 e assim sucessivamente até encontrarmos XM−1. Agora basta lembrar
que U.Un+1

m = Xm, e encontrar a matriz coluna Un+1
m , executando uma interação para trás:

u1 v1

u2 v2

. .

. .

. .

un





Un+1
1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−2

Un+1
M−1


=



X1

X2

.

.

XM−2

XM−1


.

Também é fácil perceber que Un+1
M−1 = XM−1/un. Usando esse resultado, é pos-

sível determinarmos Un+1
M−2 = (XM−2 − Un+1

M−1.vn−1)/un−1, e assim sucessivamente até
encontrarmos Un+1

1 .
Deste modo, determinamos a matriz coluna Un+1

m que representa o valor, em qual-
quer ponto m do espaço, da nossa função de onda no instante temporal n+ 1.

O método de Crank-Nicolson é um método poderoso para a solução de equações
do tipo difusão. Ele é considerado um método implícito pois um ponto m da malha no
instante n + 1 não depende somente dos pontos da malha no instante anterior (n), mas
também dos pontos m+ 1 e m− 1 do instante n+ 1, ainda não computados, ao contrário
do que ocorre com o método explícito, por exemplo, onde os pontos do instante n + 1 só
dependem dos pontos do instante n (já conhecidos). A vantagem do método está no fato
de ele ser incondicionalmente estável. Ao contrário do que ocorre no método explícito,
onde temos a condição de que r ≤ 0, 5 para que ocorra a convergência do mesmo. O erro
do método de Crank-Nicolson é O(h2 + k2). No método explícito o erro de truncamento
é O(h2 + k) [32].

O próximo passo será incluir um potencial na equação a ser resolvida.

3.1.2 Solução de “potenciais” por Split-Step

Este método numérico complementa o método de Crank-Nicolson, permitindo a so-
lução de uma equação diferencial de segunda ordem sujeita a um potencial (como o harmô-
nico, por exemplo). Além disso, partindo do mesmo princípio, podemos tratar um termo
não-linear como um “potencial” e, utilizando o mesmo procedimento, encontrar soluções
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de equações não-lineares (como a equação de Gross-Pitaevskii e suas extensões, que é
nosso objetivo principal).

Queremos resolver a equação de Schrödinger sujeita a um potencial V (x):

(T + V)ψ(x, t) ≡ − ~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x)ψ(x, t) = i~

∂ψ(x, t)

∂t
, (3.12)

cuja solução é:

ψ(x, t) = e−i(T+V)
t−t0

~ ψ(x, t0) = e−i(T+V)∆t
~ ψ(x, t0) . (3.13)

Pelo fato de não conhecermos o operador e−i(T+V)∆t
~ , é preciso separá-los em um

produto dos operadores e−iT∆t
~ e−iV∆t

~ Porém devido ao fato de T e V não comutarem,
temos que fazer uma aproximação:

eλ(A+B) = 1 + λ(A+B) +
λ2

2!
(A+B)2 . . . , (3.14)

eλAeλB =

[
1 + λA+

λ2

2!
A2 . . .

] [
1 + λB +

λ2

2!
B2 . . .

]
. (3.15)

Comparando as expressões anteriores, é possível verificar que:

eλ(A+B) = eλAeλB − λ2

2!
[A,B] +O(λ3) , (3.16)

que, caso A e B não comutem, possui um erro da ordem de λ2. Para melhorar a aproxi-
mação vamos escrever a exponencial da seguinte forma:

eλ A
2 eλBeλ A

2 =

[
1 + λ

A

2
+
λ2

2!

(
A

2

)2

. . .

] [
1 + λB +

λ2

2!
B2 . . .

][
1 + λ

A

2
+
λ2

2!

(
A

2

)2

. . .

]
.

(3.17)
Comparando as equações (3.14) e (3.17) teremos um erro da ordem de λ3 na apro-

ximação. Fazendo A = V, B = T e λ = −i∆t/~ temos:

e−i(T+V)∆t
~ = e−iV

2
∆t
~ e−iT∆t

~ e−iV
2

∆t
~ +O(∆t3) , (3.18)

que nos dá um erro pequeno para o “split-step”, da ordem de O(∆t3). Agora a solução da
equação de Schrödinger para o potencial V (x):
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ψ(x, t) = e−iV
2

∆t
~ e−iT∆t

~ e−iV
2

∆t
~ ψ(x, t0) , (3.19)

é calculada numericamente em três etapas, sendo ψ(x, t) = ψ(x, t0 + ∆t) a solução após
uma evolução de um instante de tempo (∆t).

Primeiramente, obtém-se ψ′ = e−iV
2

∆t
~ ψ(x, t0) aplicando o operador e−iV

2
∆t
~ . Como

conhecemos o valor do potencial V em qualquer ponto do espaço, aplicar este operador
nada mais é que simplesmente multiplicar o valor da função ψ(x, t0) em cada ponto do
espaço por e−iV

2
∆t
~ , que possui um valor específico para cada ponto do espaço.

Na segunda etapa, resolve-se ψ′′ = e−iT∆t
~ ψ′. Aplicar e−iT∆t

~ à função ψ′ é o mesmo
que evoluir a função ψ′ por um intervalo de ∆t. Utilizamos aqui o método de Crank-
Nicolson.

Por fim, temos o resultado final ψ(x, t) = e−iV
2

∆t
~ ψ′′ por outra simples multiplica-

ção. Este procedimento é válido pelo fato de que ψ(x, t) varia lentamente para este caso. O
método é chamado de “Split-Step” pois o potencial é resolvido em dois passos separados,
antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao método de Crank-Nicolson.

3.2 Exemplos unidimensionais

A seguir, exemplificaremos a utilização dos métodos solucionando numericamente
problemas simples de mecânica quântica, comparando seus resultados numéricos com as
conhecidas soluções exatas em uma dimensão.

3.2.1 Expansão livre de uma gaussiana

Começaremos com um problema linear bem simples: uma função gaussiana cen-
trada na origem sem nenhum potencial aplicado. A dinâmica do sistema é resolvida pelo
método de Crank-Nicolson, nos fornecendo o resultado em função do tempo.

Temos a equação de Schrödinger em uma dimensão com potencial nulo:

− ~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
= i~

∂ψ(x, t)

∂t
. (3.20)

Fazendo as mudança de variáveis:

κx̃ = 2kx, t̃ = 4wRt
κ2 ,

wR = ER

~ , ER = ~2k2

2m
,

(3.21)
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retirando os índices (∼) e simplificando a notação, temos:

iψt + ψxx = 0 , (3.22)

onde os índices t e xx referem-se às derivadas primeira no tempo e segunda no espaço.
Considerando as condições de contorno ψ(−∞, t) = ψ(∞, t) = 0 e a condição

inicial:

ψ(x′, 0) =
α1/4

π1/4
e−

αx′2
2 . (3.23)

Um modo conhecido [33] de resolver este problema é utilizando funções de Green:

ψ(x, t) =

∫
dx′G(x, t;x′, 0)ψ(x′, 0) , (3.24)

ψ(x, t) =

∫
dx′

e
i

»
(x−x′)2

4t

–
√

4πit

α1/4

π1/4
e−

αx′2
2 . (3.25)

A solução ψ(x, t) da equação para a expansão livre da gaussiana, bem como sua
densidade de probabilidade |ψ(x, t)|2 são [33]:

ψ(x, t) =
α1/4

π1/4

√
1

2αit+ 1
exp

[−α
2
x2 + iα2x2t

1 + 4α2t2

]
; (3.26)

|ψ(x, t)|2 =
1

π1/2

(
α

1 + 4α2t2

)1/2

exp

[
−αx2

1 + 4α2t2

]
. (3.27)

Considerando a constante α = 1 e utilizando a discretização h = 0,1 e k = 0,01,
geramos numericamente as figuras a seguir:
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Figura 3.1: Densidade de probabilidade em função do espaço. Solução numérica da
expansão livre da gaussiana no tempo, para α = 1. As diferentes curvas mostram
diferentes instantes de tempo. Resultados em valores adimensionais.

Podemos observar pela Figura 3.1 que o comportamento da gaussiana com o tempo
ocorre como esperado. A Figura 3.2 nos mostra a eficácia do código, existindo apenas
uma diferença mínima entre o valor numérico e o exato. O erro esperado pelo método
de Crank-Nicolson é O(h2 + k2), ou seja, 1,01 × 10−02, estando nosso erro dentro desse
limite.
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Figura 3.2: Densidade de probabilidade em função do espaço. Comparação entre o
resultado numérico e o exato para t = 5s, com α = 1. No detalhe, o gráfico ampliado
mostra a diferença entre os valores numéricos e exatos. O erro possui um valor máximo
de 5,61× 10−05. Resultados em valores adimensionais.

3.2.2 Estado coerente do oscilador harmônico

Vamos analisar outro problema linear bem conhecido, o oscilador harmônico quân-
tico. Neste caso, utilizaremos também o método de “Split-Step” para resolver o potencial
harmônico ao qual está sujeita a equação de Schrödinger.

Dada a equação de Schrödinger em uma dimensão para um potencial harmônico:

− ~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+

1

2
mω2x2ψ(x, t) = i~

∂ψ(x, t)

∂t
. (3.28)

Faremos as seguintes mudanças de variáveis:

x̃ = x/l0 , 2t̃ = ωt ,

l20 = ~
mω

, ψ̃ = ψ
√
l0 ,

(3.29)

retirando então os índices (∼) e simplificando a notação, temos:

−ψxx + x2ψ = iψt , (3.30)
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onde os índices t e xx referem-se às derivadas primeira no tempo e segunda no espaço.
Supondo a condição inicial normalizada:

ψ(x, 0) =

(
1

π

)1/4

exp

[
−1

2
(x− x0)

2

]
. (3.31)

A solução ψ(x, t) da equação para o potencial do oscilador harmônico, bem como sua
densidade de probabilidade |ψ(x, t)|2 são [34]:

ψ(x, t) =

(
1

π

)1/4

e−i(t+xx0 sen 2t−x2
0 sen 4t)e−

1
2
(x−x0 cos 2t)2 , (3.32)

|ψ(x, t)|2 =

(
1

π

)1/2

e−(x−x0 cos 2t)2 . (3.33)

Utilizando a discretização h = 0,05 e k = 0,001, geraram-se numericamente as
figuras a seguir:
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Figura 3.3: Densidade de probabilidade em função do espaço. Simulação da evolução
temporal de um estado coerente do oscilador harmônico, com x0 = 1,4. As diferentes
curvas mostram diferentes instantes de tempo, com valores numéricos (linhas sólidas).
A linha tracejada expressa a solução exata para t = 8. No detalhe, o gráfico ampliado
mostra a diferença entre os valores numérico e exato para t = 8. Resultados em valores
adimensionais.

O maior erro encontrado foi da ordem de ∼ 2,34 × 10−03, e o erro do método é da
ordem de ∼ 2,50 × 10−03. Podemos observar pela Figura 3.4 que a função oscila com o
tempo conforme esperado.
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Figura 3.4: Posição média da gaussiana em função do tempo em valores adimensionais.
A posição inicial é em x = 1,4.

3.2.3 Propagação de um sóliton

Analisaremos nosso primeiro problema não-linear, a propagação de um sóliton. Ele
é representado por uma equação de Schrödinger com um termo não-linear cúbico.

i~
∂ψ(x, t)

∂t
+

~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ g|ψ(x, t)|2ψ(x, t) = 0 . (3.34)

Utilizando uma notação simplificada e substituindo a função de onda ψ(x, t) por
uma função adimensional u(x, t), temos:

iut + uxx + |u|2u = 0 , (3.35)

onde os índices t e xx referem-se às derivadas primeira no tempo e segunda no espaço.
Procuramos uma solução do tipo onda-viajante no formato:

u(x, t) = r(x− ct)ei[θ(x−ct)+nt] , (3.36)

com r e θ funções reais e c e n constantes reais. Para este problema existe uma solução de
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onda solitária particular [26]:

u(x, t) = aei{ 1
2
c(x−ct)+nt} sech

{
a(x− ct)√

2

}
, (3.37)

para todo a2 = 2
(
n− 1

4
c2

)
> 0.

Utilizando como condição inicial a função de onda normalizada:

u(x, t) = aei{ 1
2
cx} sech

{
ax√

2

}
, (3.38)

com c = 1, n = 1
2

e a = 1√
2
, e discretização h = 0,02 e k = 0,001, geramos a figura a

seguir:

Figura 3.5: Densidade de probabilidade em função do espaço. Simulação da propaga-
ção de uma onda solitária (sóliton). Resultados em valores adimensionais, numéricos
(tracejado) e exatos (pontilhados), para diferentes instantes de tempo.
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Podemos observar pela Figura 3.5 que a função inicial se propaga para a direita,
mantendo sua forma. O erro numérico foi da ordem de ∼ 2,80× 10−03.

3.3 O Método de Peaceman-Rachford (ADI)

Para se resolver a equação de Schrödinger em duas dimensões, utilizamos o método
de Peaceman-Rachford, que é um método de alternância de sentido implícito(“Alternating
Direction Implicit method”). É possível resolver equações em duas dimensões utilizando
métodos inteiramente implícitos, como por exemplo o próprio método de Crank-Nicolson.
Porém, seria necessário resolver (M − 1)2 equações lineares a cada passo no tempo. Ao
invés disso, utilizamos um método ADI que, onde o próprio nome já diz, é composto de
passos implícitos alternados nas duas direções. Neste método temos que resolver apenas
2(M − 1) equações lineares a cada passo no tempo, utilizando um método implícito na
direção x com um explícito na direção y para termos uma solução intermediária, e final-
mente um implícito na direção y com um explícito na direção x [32].

O método de Peaceman-Rachford é dado por:

(i) V
n+1/2
m,l = Un

m,l + 0.5r[DxxV
n+1/2
m,l +DyyU

n
m,l] ,

(ii) Un+1
m,l = V

n+1/2
m,l + 0.5r[DxxV

n+1/2
m,l +DyyU

n+1
m,l ] .

(3.39)

Ou podemos reescrevê-lo como:

(i) (1− 0.5rDxx)V
n+1/2
m,l = (1 + 0.5rDyy)U

n
m,l ,

(ii) (1− 0.5rDyy)U
n+1
m,l = (1 + 0.5rDxx)V

n+1/2
m,l ,

onde m e l correspondem a passos nas direções espaciais, n corresponde a passos na
direção temporal, Dii , i = x, y , é a derivada segunda na direção correspondente e r =

ik/hxhy. A solução V n+1/2
m,l é uma solução intermediária, e sem significado físico, entre as

soluções reais Un
m,l e Un+1

m,l nos instantes de tempo n e n+1, respectivamente. O método de
Peaceman-Rachford possui erro de truncagemO(h2

x+h2
y +k2), sendo incondicionalmente

estável [35].
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3.4 Método de Relaxação

O método de relaxação é utilizado para solucionar uma equação elíptica, como a
equação de Poisson, tipo:

Lu = ρ , (3.40)

sendo L o operador Laplaciano. Vamos analisar uma equação de difusão na forma de:

∂u

∂t
= Lu− ρ . (3.41)

Conforme evolui no tempo, a solução da equação (3.41) “relaxa” para (3.40). Ou
seja, quando t→∞ a derivada no tempo tende a desaparecer, com o sistema chegando no
equilíbrio [36].

A equação de Schrödinger é uma equação do tipo difusão, sendo possível utilizar
o método de relaxação para atingir o seu estado fundamental, um mínimo de energia.
Partindo da equação de Schrödinger:

i
∂Ψ

∂t
= HΨ , (3.42)

com ~ = 1 e H um hamiltoniano independente do tempo. Sendo Ψ(x, t) a solução da
equação (3.42), é possível desenvolvê-la na forma de auto-estados:

Ψ =
∞∑
i=0

aiΦi . (3.43)

Substituímos t por −iα e reescrevendo a equação (3.42), obtemos:

∂Ψ(α)

∂α
= −HΨ(α) . (3.44)

Com isso, a solução da equação anterior é:

Ψ(α) = e−HαΨ(0) . (3.45)

Para encontrarmos o estado fundamental Φ0, basta evoluir no tempo imaginário
(α→∞). Fazendo isso, temos a expressão:

a0

|a0|
Φ0 = lim

α→∞

Ψ(α)

〈Ψ(α)|Ψ(α)〉1/2
. (3.46)

24



Se tivermos uma solução não-nula para o estado fundamental Φ0 (a0 6= 0), podemos
escrever a energia média como:

E(α) ≡ 〈Ψ(α)|H|Ψ(α)〉
〈Ψ(α)|Ψ(α)〉

, (3.47a)

=
E0 +

∑∞
i=1Eie

−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

1 +
∑∞

i=1 e
−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

, (3.47b)

= E0 +

∑∞
i=1(Ei − E0)e

−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

1 +
∑∞

i=1 e
−2α(Ei−E0)|ai/a0|2

, (3.47c)

E(α) ≥ E0 , (3.47d)

com E(α) tendendo a E0 quando α→∞ [37].

3.4.1 Método da relaxação aplicada à equação de Gross-Pitaevskii

Queremos aplicar o método de relaxação para a obtenção de estados fundamentais
da equação de Gross-Pitaevskii. Existem procedimentos diferentes para a relaxação. No
presente trabalho utilizamos o esquema C descrito na referência [38].

O termo cúbico da equação de Gross-Pitaevskii pode fazer com que ocorram duas
soluções estacionárias diferentes para um mesmo valor negativo de comprimento de espa-
lhamento (η < 0). A primeira, em um mínimo de energia, e a segunda em um máximo,
conhecida como solução hiperbólica [38].

Partimos da equação não-linear:

−∂ψ(x, τ)

∂τ
= [−∇2 + V + 8πη|ψ(x, τ)|2 − 2µ]ψ(x, τ) , (3.48)

onde definimos o tempo imaginário τ ≡ −iωt/2. Já V é o potencial do oscilador e µ o
potencial químico adimensional. E finalmente η ≡ Na/lω, sendo lω ≡

√
~/mω.

Os passos necessários do esquema de relaxação utilizado são:
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ψn+1/3 ← ψn +
∆τ

2

[
2µ− V − 8πηn|ψn|2

]
ψn ;

ψn+2/3 ← OCNψn+1/3 ;

ψn+1 ← ψn+2/3 +
∆τ

2

[
2µ− V − 8πηn|ψn|2

]
ψn ;

ηn+1 ← ηn

[∫
d3x|ψn+1|2

]−1

;

ψn+1 ← ψn+1

[∫
d3x|ψn+1|2

]−1

,

onde n é o n-ésimo passo no tempo. Na segunda linha, o operador OCN refere-se à evolu-
ção temporal de∇2 pelo método de Crank-Nicolson em um passo no tempo (∆τ ). Os três
primeiros passos correspondem a um procedimento parecido com o utilizado no método
“Split-Step”, um Crank-Nicolson entre duas operações algébricas simples. Na quarta etapa
é determinado o novo valor de η. E na última é feita a renormalização da solução, sendo
todo o procedimento repetido em n vezes.

3.5 Oscilador Harmônico 2D

Utilizando as técnicas numéricas descritas neste capítulo, resolveremos um pro-
blema bidimensional, o oscilador harmônico quântico. O primeiro passo foi estabelecer
como condição inicial uma função tipo caixa (com ψ(x, y) = 1 em uma pequena área qua-
drada e valor nulo no restante), normalizada e centrada a uma distância, x0 e y0, da origem.
A segunda etapa foi encontrar o estado fundamental do oscilador harmônico, uma espé-
cie de curva gaussiana em duas dimensões centrada na posição (x0,y0). Não é necessário
a condição inicial ser normalizada, pois a relaxação renormaliza a função a cada passo,
ou mesmo centrada na posição (x0,y0), desde que o potencial harmônico esteja deslocado
para essa posição durante a relaxação

(
V (x, y) = 1

2
m(x− x0)

2(y − y0)
2
)
.

Partindo da equação de Schrödinger em duas dimensões sujeita a um potencial
harmônico:

− ~2

2m

(
∂2ψ(x, y, t)

∂x2
+
∂2ψ(x, y, t)

∂y2

)
+

1

2
mω2(x2+y2)ψ(x, y, t) = i~

∂ψ(x, y, t)

∂t
, (3.49)

faremos as seguintes mudanças de variáveis:
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x̃ = x/l0, ỹ = y/l0, 2t̃ = ωt,

l20 = ~
mω
, ψ̃ = ψ

√
l0 .

(3.50)

Retirando os índices (∼) e simplificando a notação, temos:

−(ψxx + ψyy) + (x2 + y2)ψ = iψt , (3.51)

onde o índice t refere-se à derivada primeira no tempo e xx e yy referem-se às derivadas
segundas no espaço. E supondo uma condição inicial centrada em x0 = 2 e y0 = 0, como
sendo a seguinte função:

ψ(x, y) =

{
1, se x ∈ [1.5 , 2.5] e y ∈ [−0.5 , 0.5] ;

0, caso contrário .
(3.52)

A solução ψ(x, y, t) da equação de Schrödinger sujeita a um potencial harmônico em
duas dimensões pode ser obtida a partir da equação (3.32) e do princípio da superposição
[39]. A função ψ(x, y, t) e a densidade de probabilidade |ψ(x, y, t)|2 são:

ψ(x, y, t) =

(
1

π

)1/4

e−i(2t+xx0 sen 2t−x2
0 sen 4t+yy0 sen 2t−yy2

0 sen 4t)e−
1
2
[(x−x0 cos 2t)2+(y−y0 cos 2t)2] ,

(3.53)

|ψ(x, y, t)|2 =

(
1

π

)1/2

e−[(x−x0 cos 2t)2+(y−y0 cos 2t)2] . (3.54)

Para obter os resultados numéricos utilizamos a discretização hx = hy = 0,02 e
k = 0,001. O tempo imaginário necessário para a função atingir o seu estado fundamental
foi t = 5, suficiente pois a condição inicial estava próxima do estado fundamental. Este
estado será nossa função inicial, ψ(x, t, 0). A densidade de probabilidade desta função
está ilustrada na figura 3.6:
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Figura 3.6: Densidade de probabilidade inicial, |ψ(x, y, 0)|2, em função do espaço (em
duas dimensões), centrada na posição (2, 0) e obtida pelo método de relaxação. Resul-
tados em valores adimensionais.

A partir desta função inicial, obtida pelo método de relaxação, foi iniciada a dinâ-
mica do sistema, com sua evolução temporal até t=5 (evolução no tempo real e não mais
imaginário) feita a partir do método ADI de Peaceman-Rachford para duas dimensões e
pelo método “Split-Step” aplicado ao potencial harmônico. Nas figuras 3.7 e 3.8 estão
indicados respectivamente, a evolução temporal, de < x > e < y >, e os cortes laterais,
em x e em y da densidade de probabilidade em t = 5.
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Figura 3.7: Valor esperado de x (linha preta) e y (linha vermelha) em função do tempo.
Conforme o esperado, a densidade de probabilidade permanece centrada na direção y,
oscilando apenas na direção x. Resultados em valores adimensionais.

Os métodos numéricos se mostraram eficientes, com um erro de aproximadamente
∼ 4,98×10−04, descrevendo o comportamento esperado para um oscilador harmônico em
duas dimensões.
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Figura 3.8: Densidade de probabilidade em função do espaço. Cortes nas direções y (à
esquerda) e x (à direita) da densidade de probabilidade, em t = 5, na altura dos valores
médios de < x >= −1,69 e < y >= 0, respectivamente. Valores numéricos (linha
sólida) e exatos (linha tracejada) com erro de ∼ 4,98× 10−04. Resultados em valores
adimensionais.

3.6 Método de Runge-Kutta para sistemas de equações
diferenciais

Para resolvermos o sistema de equações diferenciais ordinárias (‘EDO’) obtidas pelo
método variacional, capítulo 4, utilizamos o método de Runge-Kutta de 4a ordem para
problemas de valor inicial [40].

Temos um sistema de ordem n de problemas de valor inicial de primeira ordem do
tipo:
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du1

dt
= f1(t, u1, u2, . . . , un) ,

du2

dt
= f2(t, u1, u2, . . . , un) ,

...
dun

dt
= fn(t, u1, u2, . . . , un) , (3.55)

para a ≤ t ≤ b, com condições iniciais:

u1(a) = α1, u2(a) = α2, . . . , un(a) = αn . (3.56)

Pretendemos encontrar n funções u1, u2, . . . , un que satisfaçam cada uma das
equações diferenciais juntas com todas as condições iniciais.

Supondo um número inteiro N > 0, tal que o intervalo de tempo [a, b] seja subdivi-
dido em N intervalos com discretização h = (b− a)/N , temos:

tj = a+ jh, para j = 0, 1, . . . , N . (3.57)

Utilizando a notação yi,j para cada j = 0, 1, . . . , N e i = 1, 2, . . . , n, para denotar
uma aproximação de ui(tj). Ou seja, yi,j aproxima a i-ésima solução ui(t) da equação
(3.55) no j-ésimo ponto da malha tj . Para as condições iniciais teremos:

y1,0 = α1, y2,0 = α2, . . . , yn,0 = αn . (3.58)

Vamos supor que os valores de y1,j, y2,j, . . . , yn,j foram computados. Obteremos
y1,j+1, y2,j+1, . . . , yn,j+1 ao calcular:
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k1,i = hfi(tj, y1,j, y2,j, . . . , yn,j) , para cada i = 1, 2, . . . , n; (3.59)

k2,i = hfi

(
tj +

h

2
, y1,j +

1

2
k1,1, y2,j +

1

2
k1,2, . . . , yn,j +

1

2
k1,n

)
, (3.60)

para cada i = 1, 2, . . . , n;

k3,i = hfi

(
tj +

h

2
, y1,j +

1

2
k2,1, y2,j +

1

2
k2,2, . . . , yn,j +

1

2
k2,n

)
, (3.61)

para cada i = 1, 2, . . . , n;

k4,i = hfi(tj + h, y1,j + k3,1, y2,j + k3,2, . . . , yn,j + k3,n) , (3.62)

para cada i = 1, 2, . . . , n; e finalmente:

yi,j+1 = yi,j +
1

6
(k1,i + 2k2,i + 2k3,i + k4,i) , (3.63)

para cada i = 1, 2, . . . , n.

Note que todos os valores de k1,1, k1,2, . . . , k1,n devem ser calculados antes de
qualquer termo do tipo k2,i ser determinado. De forma geral, cada kl,1, kl,2, . . . , kl,n

deve ser computado antes de qualquer expressão do tipo kl+1,i.
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Capítulo 4

Sólitons em Redes Ópticas Não-Lineares

Neste capítulo será mostrado o desenvolvimento teórico do trabalho. Na primeira
parte apresentaremos o modelo básico utilizado e suas possíveis variações. Nosso objetivo
é investigar a dinâmica e a estabilidade de sólitons em redes ópticas não-lineares, quanto
à influência de uma rede dissipativa. Tal dissipação é importante para a existência dos
sólitons em redes multidimensionais, pois é conhecido o fato de que uma dissipação ho-
mogênea não-linear pode evitar o colapso na equação de Schrödinger não-linear cúbica
multidimensional [41].

Um estudo do potencial (1D) periódico não-linear em uma equação de Schrödinger
não-linear (2D), mostrou que os sólitons largos são instáveis. Sólitons estreitos, centrados
no máximo do potencial da rede, foram verificados como sendo estáveis apenas em uma
região muito pequena. Dessa forma, foi concluído que seriam instáveis fisicamente [42].

Pretendemos investigar melhor estes aspectos e também a influência do termo dissi-
pativo na estabilidade dos sólitons.

4.1 O modelo

Partiremos da equação de Gross-Pitaevskii(GP) para a função de ondaψ ≡ ψ(x1, x2, t):

i~
dψ

dt
= − ~2

2m

(
d2ψ

dx2
1

+ β
d2ψ

dx2
2

)
− g(x1, x2)|ψ|2ψ , (4.1)

onde
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g(x1, x2) ≡
g0

2
+ (g1 + ig2)

[
cos2(kx1) + δ0 cos2(kx2)

]
. (4.2)

A constante g0 está relacionada com o comprimento de espalhamento de onda de
dois corpos as(onda-s, com momento angular l = 0), g0 ≡ −(4π~2/m)as com g0>0

(g0<0) para condensados atrativos (repulsivos); g1(>0) está relacionado com a intensidade
óptica; e g2 parametriza os efeitos dissipativos. β e δ0 parametrizam diferentes situações
que podem ser consideradas. Temos geometria 1D quando β = δ0 = 0. Caso anisotrópico
2D, quando β = 1, δ0 = 0 (com a rede óptica apenas na direção x1). E por fim, o isotrópico
2D, quando β = δ0 = 1.

O comprimento de espalhamento opticamente induzido e o coeficiente da taxa de
colisão inelástica Kinel(proporcional à parte imaginária de as) são descritos por [12, 43]:

Re(as) = as0 +
1

2ki

[
Γstim(x)∆

∆2 + (Γspon/2)2

]
, (4.3)

Kinel =
2π~
m

1

ki

[
Γstim(x)Γspon

∆2 + (Γspon/2)2

]
∝ Im(as) , (4.4)

onde as0 é o comprimento de espalhamento de fundo, ∆ está associado ao ajuste da
freqüência de ressonância e ~ki é o momento relativo da colisão. Γstim é a taxa de transi-
ção entre o estado contínuo e o estado molecular e é proporcional à intensidade laser I(x),
com Γspon sendo a taxa de decaimento espontâneo do estado molecular excitado. Longe
da ressonância, a parte imaginária do comprimento de espalhamento é pequena, sendo
Im(a)� Re(a).

Em um experimento com 87Rb foram obtidos uma grande variedade de comprimen-
tos de onda diferentes [12]. A intensidade do laser utilizado foi de 460 W/cm2 e as ficou
com valores entre 10a0 e 190a0 (com as0 = 100a0 e a0 o raio de Bohr).

Introduzindo na equação (4.1) as seguintes mudanças variáveis:

κx = 2kx1 , κy = 2kx2 , τ =
4wRt

κ2
, (4.5)

wR =
ER

~
, ER =

~2k2

2m
, γi=0,1,2 =

gi

2|g0|
, (4.6)

obtemos a equação de GP adimensional:
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iuτ + uxx + βuyy + γ(x, y)|u|2u = 0 , (4.7)

com

γ(x, y) ≡ γ0 + (γ1 + iγ2) [1 + δ0 + cos(κx) + δ0 cos(κy)] . (4.8)

A função de onda também é redefinida para:

u ≡ u(x, y, τ) =

√
κ2|g0|
4ER

ψ. (4.9)

Das equações (4.5) à (4.9) temos que γ0 = +1/2(= −1/2) para condensados atra-
tivos(repulsivos). Dos diferentes casos que podemos analisar, focaremos no caso 2D ani-
sotrópico (β = 1 e δ0 = 0). Ainda há a possibilidade de se introduzir uma armadilha
harmônica (mω2

2x
2
2/2) na direção y. Definindo uma freqüência ω adimensional, teremos:

ω ≡ κ2 ω2

8wR

,
m

2
ω2

2x
2
2 =

(
4ER

κ2

)
ω2y2 . (4.10)

O nosso estudo pode ser estendido adicionando-se um termo correspondente a uma
compressão. Este efeito de compressão pode ser atingido por uma variação temporal adi-
abática do valor de fundo do comprimento de espalhamento(as0) [44]. Para tanto modifi-
camos γ0 de modo que:

γ0 → γ0(τ) = γ0 exp [2α (τ − τc) θ(τ − τc)] , (4.11)

onde θ(τ − τc) é a função de Heaviside [θ(x) = 0(1) para x < 0(x > 0)]. τc é o tempo
onde começa a compressão que está inicialmente desligada.

O efeito de compressão também pode ser atingido por processo de alimentação,
descrito por um termo adicional iαfu

1 na equação de Gross-Pitaevskii [45]. Porém, se
a modulação da não-linearidade no tempo é induzida por um aumento na freqüência da
armadilha na direção y, é necessário multiplicar todo o termo não-linear por exp(2αfτ).
Com essa mudança, a equação (4.7) se torna:

iuτ = −uxx − uyy − γ(x, τ)|u|2u+ ω2y2u+ iαfu , (4.12)

onde
1Devemos considerar αf = 0 quando α 6= 0 na equação (4.11) pois os dois parâmetros têm um papel

análogo no modelo.
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γ(x, τ) ≡ γ0(τ) + (γ1 + iγ2) [1 + cos(κx)] . (4.13)

4.2 Sistema conservativo

Faremos primeiramente um estudo da estabilidade de sólitons no caso conservativo
(γ2 = 0) utilizando o método variacional. Um estudo similar feito para o caso unidimen-
sional é encontrado na referência [3]. Segue a abordagem variacional para o caso 2D com
uma rede óptica não-linear 1D.

Partindo da equação (4.12) com αf , α e γ2 igual a zero, e redefinindo a função de
onda u(x, y, τ) ≡ v(x, y) exp(−iµτ), temos:

µv = −vxx − vyy − [γ̃0 + γ1 cos(κx)] v3 + ω2y2v , (4.14)

redefinindo γ0 para γ̃0 ≡ γ0 + γ1.
Observando as definições de γi em (4.6), definimos os valores de γ̃0 = γ1 +1/2

(=γ1−1/2) para condensados atrativos(repulsivos).
O sinal de γ̃0 define o sinal do campo de fundo. Com isso, teremos situações com o

mesmo γ̃0 ≥ 0 se referindo a condensados atrativos ou repulsivos. Por exemplo:
γ̃0 = 1 com γ1 = 1/2 e γ0 = +1/2 (atrativo);
γ̃0 = 1 com γ1 = 3/2 e γ0 = −1/2 (repulsivo).

Embora estas duas situações pareçam diferentes, elas possuem resultados similares.
Sendo assim analisaremos apenas o caso atrativo para campo de fundo positivo e também
o caso repulsivo para campo de fundo negativo, que ocorre quando 0 < γ1 < 1/2 (0 >

γ̃0 ≥ −1/2).
O Lagrangeano médio L e a densidade Lagrangeana L são definidos como:

2 L = µ v2 − |vx|2 − |vy|2 +
γ̃0 + γ1 cos(κx)

2
v4 − ω2y2v2 . (4.15)

L =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy L , (4.16)

Podemos redefinir algumas variáveis em função de κ e mostrar que os observáveis
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obtidos a partir das equações acima, como por exemplo os raios quadráticos médios nas
direções x e y, potenciais químicos, freqüências e energia, obedecem a um escalonamento.
Os novos observáveis (representados por uma “barra”), com x̄ ≡ κx e ȳ ≡ κy, se tornam
independentes de κ.

Este escalonamento essencialmente implica em considerar κ ≡ 1 em todas as equa-
ções. No final, os observáveis serão dados pelas relações (4.5) (com κ = 1). Por exemplo,
no caso dos raios quadráticos médios nós temos:

〈x2
1〉 =

〈x2〉
4k2

e 〈x2
2〉 =

〈y2〉
4k2

. (4.17)

Considerando um “ansatz” gaussiano na abordagem variacional:

v(x, y) = A exp

(
− x2

2a2
1

− y2

2a2
2

)
, (4.18)

onde A é a amplitude e ai(i = 1, 2) são as larguras correspondentes nas direções x e y res-
pectivamente. Com normalização da equação (4.18) sendo N = πa1a2A

2, o Lagrangeano
médio fica:

L =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy L =

N

2

[
µ−

(
1

2a2
1

+
1

2a2
2

)
− ω2a2

2

2
+

N

4πa1a2

(
γ̃0 + γ1e

−κ2a2
1/8

)]
. (4.19)

Das equações de Euler-Lagrange para os parâmetros, ∂L/∂N = 0 e ∂L/∂ai=1,2 =

0, obtemos:

2µ =
1

a2
1

+
1

a2
2

− N

πa1a2

(
γ̃0 + γ1e

−κ2a2
1

8

)
+ ω2a2

2 , (4.20)

N =
4πa2

a1[γ̃0 + γ1e−κ2a2
1/8(1 +

κ2a2
1

4
)]
, (4.21)

ω2a4
2 +

a2
2

a2
1

(
γ̃0 + γ1e

−κ2a2
1/8

)
[γ̃0 + γ1e−κ2a2

1/8(1 +
κ2a2

1

4
)]
− 1 = 0 . (4.22)
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Para o caso em que ω = 0 neste conjunto de equações, as variáveis µ,N , e a2 podem
ser expressas em função de a1:

µ0 = − 1
a2

1

 γ̃0 + γ1e
−κ2a2

1/8
[
1− κ2a2

1
8

]
γ̃0 + γ1e−κ2a2

1/8
[
1 + κ2a2

1
4

]
 , (4.23)

a2,0 ≡ a1

√√√√ γ̃0 + γ1e−κ2a2
1/8(1 + κ2a2

1
4 )

γ̃0 + γ1e−κ2a2
1/8

, (4.24)

N0 =
4π√[

γ̃0 + γ1e−κ2a2
1/8(1 + κ2a2

1
4 )

] [
γ̃0 + γ1e−κ2a2

1/8
] . (4.25)

Para o caso em que ω 6= 0, a relação para a2 em função de a1 pode ser obtida de
(4.22) e (4.24), sendo:

a2 =
1

ωa2,0

√√√√[√
1

4
+ ω2a4

2,0 −
1

2

]
. (4.26)

As equações (4.26), (4.20) e (4.21) são o conjunto de equações para ω 6= 0.

4.3 Sóliton 2D com dissipação e não-linearidade 1D

Voltando à equação (4.12), consideraremos agora uma rede óptica não-linear com
o termo γ2 6= 0. Na abordagem variacional também iremos considerar “um ansatz” tipo
gaussiana (4.18), incluindo os parâmetros relacionados a efeitos dissipativos e condição
inicial. Para um sóliton brilhante, o “ansatz” é descrito como:

u = A exp

[
−(x− x0)

2

2a2
1

− y2

2a2
2

]
×

× exp
[
ib1(x− x0)

2 + ib2y
2 + iφ(τ)

]
, (4.27)

onde bi (i =1,2) estão relacionados a efeitos dissipativos, com x0 e a fase φ relacionados
à condição inicial.

A densidade Lagrangeana para a equação (4.12) é:
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L(x, τ) =
i

2
(uτu

∗ − u∗τu)− |ux|2 − |uy|2 +
γ(x)

2
|u|4 , (4.28)

onde γ(x) é dado por (4.13). A partir do “ansatz” (4.27), obtemos o Lagrangeano médio:

L =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dyL

= −π
2
A2a1a2

[
a2

1(b1τ + 4b21) +
1

a2
1

+ a2
2(b2τ + 4b22)

+
1

a2
2

+ 2φτ −
A2

2

(
γ̃0 + γ1 cos(κx0)e

−κ2a2
1/8

)]
. (4.29)

As equações para os parâmetros do sóliton ηi = [A, a, b, φ] são derivadas, na abor-
dagem variacional, pela equação:

∂L

∂ηi

− d

dτ

∂L

∂ηi,τ

=

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy

[
R
∂u∗

∂ηi

+R∗
∂u

∂ηi

]
, (4.30)

onde o termo perturbativo R é:

R = −iγ2(1 + cos(κx))|u|2u+ iαfu , (4.31)

que leva em consideração o termo de amplificação linear (αf ), que descreve a alimentação
de átomos. Um procedimento similar é desenvolvido na referência [46].

Das equações acima derivamos as cinco equações diferencias ordinárias (‘EDO’)
acopladas a serem resolvidas numericamente para determinar os parâmetros variacionais:
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(A2a1a2)τ = −γ2A
4a1a2e

−κ2a2/8 cos(κx0)− γ2A
4a1a2 + 2αfA

2a1a2 , (4.32a)

(A2a3
1a2)τ = 8A2a3

1a2b1 + 2αfA
2a3

1a2

− γ2

2
A4a3

1a2

[
1 +

1

4
cos(κx0)(4− κ2a2

1)e
−κ2a2

1/8

]
, (4.32b)

(A2a1a
3
2)τ = 8A2a1a

3
2b2 + 2αfA

2a1a
3
2

− γ2

2
A4a3

2a1

[
1 + e−κ2a2

1/8 cos(κx0)
]
, (4.32c)

b1τ =
1

a4
1

− 4b21 −
γ̃0A

2

4a2
1

− γ1A
2

4a2
1

cos(κx0)e
−κ2a2

1/8

(
1 +

κ2a2
1

4

)
, (4.32d)

b2τ =
1

a4
2

− 4b22 −
γ̃0A

2

4a2
2

− γ1A
2

4a2
2

cos(κx0)e
−κ2a2

1/8 . (4.32e)

Levando em conta que a norma N = πA2a1a2, com i, j = 1,2 (i 6= j), temos:

Nτ = − γ2N
2

πa1a2

[
1 + e−κ2a2

1/8 cos(κx0)
]

+ 2αfN , (4.33)

(a2
i )τ = 8a2

i bi +
γ2Nai

2πaj

[
1 + e−κ2a2

1/8 cos(κx0)

(
1 + δi,1

κ2a2
1

4

)]
, (4.34)

bi,τ =
1

a4
i

− 4b2i −
N

4πa3
i aj

×
{
γ0 + γ1

[
1 + e−κ2a2

1/8 cos(κx0)

(
1 + δi,1

κ2a2
1

4

)]}
. (4.35)

Nota importante: O conjunto das equações (4.32a) à (4.32e) também foram encontrados
utilizando o método dos momentos. É um método alternativo com o qual é possível checar
independentemente os resultados obtidos pelo método variacional. O procedimento está
descrito no apêndice B.

4.4 Sóliton 2D em uma combinação de redes ópticas line-
ares e não-lineares

Outro caso que começamos a investigar é a inclusão de uma rede linear na direção y.
Esta rede deve fazer um papel similar a armadilha harmônica na estabilização dos sólitons.
Diferentemente das redes não-lineares, que se utilizam da ressonância de Feshbach, as
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redes ópticas lineares interagem com os átomos do condensado por meio do efeito Stark
[5].

Partindo novamente da equação de Gross-Pitaevskii do tipo:

iuτ = −uxx − uyy + v0 cos(λy + φ)u− γ(x, τ)|u|2u , (4.36)

onde

γ(x, τ) ≡ γ0(τ) + (γ1 + iγ2) [1 + cos(κx)] , (4.37)

temos que determinar a influência dos parâmetros v0, λ e φ na estabilidade dos sólitons.
Inicialmente, faremos uma análise inteiramente numérica de um condensado repulsivo,
com γ̃0 = −0,1 e γ1 = 0,4, sob uma combinação de redes ópticas não-linear conservativa
(γ2 = 0), na direção x, e linear na direção y, respectivamente.
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Capítulo 5

Resultados numéricos e discussão

No presente capítulo serão apresentados os resultados encontrados, utilizando uma
abordagem numérico exata, com a resolução de equações diferenciais parciais (‘EDP’), as-
sim como através de uma abordagem variacional aplicada ao sistema de equações diferen-
ciais ordinárias (‘EDO’), que resulta da utilização dos diferentes parâmetros variacionais
no sistema.

Em primeiro lugar destacamos os resultados para um sistema sem dissipação (γ2 =

0) onde consideramos os casos de sistemas atrativos, com γ̃0 = γ1 + 1
2
> 0, e repulsivos,

com γ̃0 = γ1 − 1
2
< 0, separadamente.

5.1 Condensado atrativo (γ̃0 = γ1 + 1/2)

Quando temos γ0 = 1/2 e γ1 > 0 estamos lidando com um condensado atrativo.
Utilizando cálculos numéricos exatos para o caso 2D com uma rede óptica não-

linear 1D os autores da referência [42] consideraram uma não-linearidade de fundo atrativa
(γ̃0 > 0). Reproduzimos este resultado, considerando γ2 = 0. Na figura 5.1, δ refere-se à
condição inicial A0 = (1 + δ)Rκ=2

ν descrita na referência [42]. Temos µ = −ν pela nossa
abordagem e δ é um pequeno desvio na amplitude inicial.
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Figura 5.1: Resultados inteiramente numéricos da amplitude da densidade de probabili-
dade em função do tempo. Considerando um condensado 2D com uma rede não-linear
1D (γ0 = 1/2 e γ2 = 0). δ = 0,01 (linha sólida) e δ = −0,01 (linha tracejada), sendo
A0 = (1 + δ)Rκ=2

ν . Reprodução da figura 1(b) de Sivan [42].

Se ω = 0, utilizaremos o conjunto de equações (4.23), (4.25) e (4.24). Se consi-
derarmos o caso mais geral, com ω 6= 0, devemos utilizar as equações (4.20), (4.21), e
(4.26).

Analisando os casos limites das expressões variacionais para ω = 0:

a2,0 → a1, para a1 << 1 e a1 >> 1 ;

µ0 → −1/a2
1, para a1 << 1 e a1 >> 1 ;

N0 →
4π

γ̃0 + γ1

=
4π

2γ1 + 1/2
, para a1 = 0 ;

N0 →
4π

γ̃0

=
4π

γ1 + 1/2
, para a1 →∞ .

Agora quando temos ω 6= 0:
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a2 →

{
a1, para a1 << 1 ;

1/
√
ω, para a1 >> 1 ;

µ →

{
−1/a2

1, para a1 << 1 ;

−2/a2
1 + ω → ω, para a1 >> 1 ;

N → 4π

γ̃0 + γ1

, para a1 = 0 ;

N → 4πa2

γ̃0a1

→ 0, para a1 →∞ .

Na figura 5.2 estão os resultados para o potencial químico (µ) em função de N e
na figura 5.3 estão os resultados de N em função de a1. As soluções numéricas para os
resultados ‘EDP’ foram encontrados pelos métodos descritos no capítulo 3.

Figura 5.2: Caso atrativo, com γ̃0 = 1 e γ1 = 0,5. Resultados para o potencial
químico (µ) em função de N , obtidos utilizando uma abordagem variacional e
cálculos numérico exatos completos.
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De acordo com o critério de Vakhitov-Kolokolov (VK) [47] para a estabilidade de
sólitons, dµ/dN < 0, ao analisar as curvas da figura 5.2, notamos que os sólitons são
instáveis. Este resultado concorda com as predições da referência [42].

Figura 5.3: Caso atrativo, com γ̃0 = 1 e γ1 = 0,5. Resultados para N em fun-
ção de a1, obtidos utilizando uma abordagem variacional e cálculos numérico
exatos completos. O parâmetro variacional para a largura, a1, e o raio qua-
drático médio,

√
〈x2〉, estão relacionados por a1 =

√
2〈x2〉 [Na verdade, os

observáveis físicos dependem de k por (4.5) e (4.17)].

Porém, olhando os resultados variacionais, percebemos que, no limite para a1 grande,
o sistema mostra uma tendência a estabilizar, sugerindo que um pequeno potencial de ar-
madilhamento é o suficiente para a ocorrência de uma região de estabilidade. Este com-
portamento é mostrado nos resultados variacionais das figuras 5.4 e 5.5. Quando com-
paramos os resultados numérico exatos com a abordagem variacional, obtemos um bom
resultado qualitativo, apesar do pequeno deslocamento já esperado. Se alguém estiver mais
preocupado em encontrar regiões de estabilidade a resultados quantitativos, a abordagem
variacional provém resultados bons e confiáveis.
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Figura 5.4: Caso atrativo, com γ̃0 = 1 e γ1 = 0,5. Resultados variacionais para o
potencial químico (µ) em função deN . Os resultados são dados para µ próximo
a zero, considerando três valores diferentes de freqüência: ω = 0 (linha sólida),
0,01 (linha tracejada) e 0,045 (linha pontilhada).

Em nossos cálculos variacionais, quando mantivemos ω fixo (seja zero ou não) e
aumentamos os valores de γ1, observamos que a estabilidade do sistema não apresentou
mudanças. O que nos levou a concluir que não podemos aumentar a estabilidade simples-
mente aumentando a amplitude da rede óptica nos condensados atrativos.
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Figura 5.5: Caso atrativo, com γ̃0 = 1 e γ1 = 0,5. Resultados variacionais para N
em função de a1. Os resultados são dados para µ próximo a zero, considerando
três valores diferentes de freqüência: ω = 0 (linha sólida), 0,01 (linha tracejada)
e 0,045 (linha pontilhada).

Na próxima seção analisaremos os casos em que γ̃0 < 0.

5.2 Condensados repulsivos, com γ̃0 < 0 (γ̃0 = γ1 − 1/2).

Os condensados são considerados repulsivos quando as partículas que formam seu
sistema atômico possuem um comprimento de espalhamento de dois corpos positivo, ou
seja, na equação (4.2) teremos g0 < 0 ou γ0 = −1/2. Sendo assim, dado γ1 (parâmetro
que regula a periodicidade espacial do comprimento de espalhamento atômico) temos γ̃0 =

γ1 − 1/2. Porém, se considerarmos um fundo negativo, como quando γ̃0 < 0, γ1 estará
restrito ao intervalo 0 < γ1 < 1/2.

Outras limitações nos parâmetros são o fato de que as larguras e o número de átomos
(N ) devem ter valores positivos. A relação entre as larguras a2 e a1, na equação (4.24) para
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ω = 0, também implica em um limite para os valores assumidos por a1:

e−
κ2a2

1
8 ≥ 1

2γ1

− 1, → a2
1,max =

8

κ2
ln

(
γ1

1
2
− γ1

)
. (5.1)

Este limite, a1,max, é necessário para se manterem a2 e N com valores reais e posi-
tivos para qualquer valor de ω. Isto também irá restringir os valores γ1 à 1/4< γ1 <1/2.
Os casos onde γ1 > 1/2 também são permitidos, sem o limite superior para a1. Contudo,
estes casos correspondem a um campo de fundo positivo, γ̃0 > 0, que já foram discutidos.

Tendo tudo isso em vista, vamos analisar os limites das equações variacionais en-
contradas. Para ω = 0, temos:

a2,0 →

{
a1, para a1 << 1 ;

∞, para a1 = a1,max .

µ0 →

{
−1/a2

1, para a1 << 1 ;

1/(2a2
1), para a1 = a1,max .

N0 →

{
8π/(4γ1 − 1), para a1 = 0 ;

∞, para a1 = a1,max .

E para ω 6= 0:

a2 →

{
a1, para a1 << 1 ;

1/
√
ω, para a1 = a1,max .

µ →

{
−1/a2

1, para a1 << 1 ;

1/(2a2
1) + ω, para a1 = a1,max .

N →

{
8π/(4γ1 − 1), para a1 = 0 ;

32π/[(1− 2γ1)
√
ωκ2a3

1,max], para a1 = a1,max .

Nas figuras 5.6 e 5.7, temos o potencial químico (µ) em função de N e N em função
de a1, para γ̃0 = −0,1 e γ1 = 0,4, considerando quatro valores de ω (0, 0,07, 0,1 e 0,3)
em um desenvolvimento variacional. Para o caso em que temos ω = 0, também foram
incluídos resultados de cálculos numéricos de ‘EDP’.

Com o critério ‘VK’ para estabilidade, dµ/dN < 0, notamos que regiões de estabi-
lidade começam a aparecer com ω ≈ 0,1. Se ω > 0, 3κ2 as regiões instáveis quase que
desaparecem. Contudo, assim como pode ser observado no gráfico inferior, a largura a1
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está limitada devido à condição (5.1). Os observáveis, µ e ai, dependem do parâmetro de
onda, k, da variação periódica espacial do comprimento de espalhamento atômico pelas
relações de escala (4.5) e (4.6), com κ = 1.

Contudo, contrariando o que está escrito na referência [42], valores específicos para
o parâmetro k não afetam a estabilidade. Nos casos de sistemas conservativos, a estabili-
dade resulta dos efeitos combinados dos parâmetros γ̃0, γ1 e ω.

Nossa conclusão até aqui foi que, sem um potencial de armadilhamento (incluído na
direção y), com ω = 0, a rede óptica não pode estabilizar as soluções, seja em condensados
atrativos ou repulsivos.

Figura 5.6: Caso repulsivo, com γ̃0 = −0, 1 e γ1 = 0, 4, para µ em função de N .
Temos os resultados variacionais para ω = 0, 0,07, 0,1 e 0,3, e também estão
indicados os resultados exatos ‘EDP’ para ω = 0 (onde o sistema é instável) e
ω = 0, 3 (onde o sistema estável). No último caso, próximo da região onde o
cálculo variacional apresenta um pequeno trecho instável (22 < N < 25), os
cálculos numéricos exatos são mostrados apenas para N > 24.
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Figura 5.7: Caso repulsivo, com γ̃0 = −0, 1 e γ1 = 0, 4, para N em função de a1.
Temos os resultados variacionais para ω = 0, 0,07, 0,1 e 0,3.

Com o intuito de investigar melhor o papel das redes ópticas, para o caso repulsivo,
também simulamos o caso com ω constante e diferentes valores de γ1. A partir dos resul-
tados mostrados na figura 5.6, para γ1 = 0,4, achamos apropriado considerar ω = 0,07,
que possui uma pequena estabilidade próximo de µ ≈ 0,05.
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Figura 5.8: Resultados variacionais de µ em função de N/N(a1 = 0), para o caso
repulsivo, com γ̃0 = −0,1, ω = 0,07 e γ1 = 0,35, 0,4, 0,45 e 0,5.

Os resultados estão indicados nas figuras 5.8, onde podemos observar que a esta-
bilidade permanece pequena para os diferentes valores de potencial químico, e 5.9, onde
um maior valor de γ1 pode permitir que a largura a1 aumente, ainda que limitada pela
condição (5.1).

Para manter todas as curvas em um mesmo quadro nas figuras 5.8 e 5.9, para os
diferentes valores de γ1, normalizamos o número N para que fosse sempre igual a um
quando a1 fosse zero.
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Figura 5.9: Resultados variacionais deN/N(a1 = 0) em função de a1, para o caso
repulsivo, com γ̃0 = −0,1, ω = 0,07 e γ1 = 0,35, 0,4, 0,45 e 0,5.

As curvas correspondentes a evolução dos perfis, para ω = 0,3, estão na figura 5.10,
confirmando a predição do critério de VK. Os perfis em t = 50 quase não se distinguem,
mantendo a forma do sóliton inicial.
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Figura 5.10: Os perfis do sóliton na região estável predita pelo critério de VK,
para ω = 0,3, γ̃0 = −0,1, γ1 = 0,4, µ = 0,1, N ≈ 33 no tempo t = 50. A
linha sólida corresponde à direção x e a linha tracejada à direção y.

5.3 Evolução de um sóliton 2D sob uma não-linearidade
periódica e dissipação

A seguir, estão alguns resultados quando consideramos uma rede óptica não-linear
com efeitos dissipativos. Considerando o escalonamento dos observáveis dado por κ,
discutido para o sistema conservativo na seção 4.2, que também pode ser verificada nesse
caso, temos a transformação bi → bi/κ

2.
Na figura 5.11, temos os resultados das simulações numéricas completas (‘EDP’)

para a evolução do pacote de onda de matéria em uma combinação de redes ópticas con-
servativa e dissipativa não-lineares para um condensado atrativo, γ0 = 1/2. Como pode
ser observado o colapso é evitado pela adição do termo dissipativo à rede óptica não-linear.
Os resultados são comparados com a abordagem variacional (‘EDO’). É observada uma
boa concordância com os resultados numéricos exatos completos.

53



Figura 5.11: Resultados para a amplitude em função de τ , usando uma abordagem
variacional (com solução numérica de EDO’s) e cálculos numéricos completos
(com solução numérica de EDP), no caso de um condensado atrativo (γ0 =γ1 =
0,5). Para ambos, temos o valor de µ = 1 fixo para o mesmo valor de τ = 0, o
que implica em um pequeno deslocamento da amplitude inicial, A(0).

Também investigamos o papel do desvio da norma, δ, da norma crítica no pacote
de onda inicial: A→ A(1 + δ). Os resultados das simulações numéricas completas estão
apresentados na figura 5.12. Ao se aumentar o desvio δ da norma crítica, durante o colapso
picos múltiplos que correspondem a tentativas do pacote de onda se recuperar. O número
de picos aumenta quando o δ varia entre 0,02 e 0,5. Estes ciclos conectam a ação variação
na periodicidade no espaço com as interações inelásticas de três corpos. Nas referências
[48] e [49] essas oscilações foram estudadas, com interações de três corpos, em uma rede
óptica linear conservativa e utilizando uma armadilha harmônica, respectivamente.
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Figura 5.12: Resultados inteiramente numéricos da amplitude em função de τ ,
mostrando o comportamento do colapso para κ = 4π. A dissipação possui o
valor fixo de γ2 = 0,0025, e δ varia entre 0,02 e 0,5.

Como podemos observar na figura 5.11, depois que o colapso é evitado, ocorre o
espalhamento da amplitude. Tal fenômeno pode ser compensado por uma variação no
comprimento de espalhamento de fundo, descrito por uma variação em γ0. Quando se
considera um γ0 dependente do tempo, assim como na equação (4.11), o parâmetro do
termo de alimentação, αf , deve ser zero, pois é possível demonstrar (ao se redefinir a
função de onda) que eles possuem efeitos similares.

Na figura 5.13 estão os resultados dos cálculos numéricos completos que confirmam
a estabilização do condensado após o colapso ser evitado. O mecanismo desta estabilidade
é dado pelo correto ajuste entre os parâmetros α e τc da equação (4.11).

Ainda considerando os efeitos dissipativos da dinâmica apresentada nesta seção, é
importante mencionar que efeitos da rede podem também ser observados em sistemas uni-
formes. A abordagem variacional pode descrever a dinâmica dissipativa entre sólitons
estreitos e largos com relação ao espaçamento da rede 2π/κ. No limite em que temos
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Figura 5.13: Estabilização da amplitude do sóliton no tempo (τ ) pelo efeito de
compressão, com τc = 5 e α = 0,018 na equação (4.11). Os demais parâmetros
são γ2 = 0,006, δ = 0,01 e κ = 4π.

sólitons estreitos, temos um termo cúbico dissipativo. No limite oposto, de um sóliton
largo, a equação de Gross-Pitaevskii média contém um termo imaginário de quinta ordem,
resultando em uma dinâmica dissipativa diferente. Este efeito aparece com a troca de
iγ2 cos(κx)|u|2u por iΓ3|ū|4ū, com Γ3 = 3γ2

2/(2κ
2) e ū um campo médio sobre as modu-

lações rápidas. Devido à renormalização do parâmetro correspondente às perdas efetivas
de três corpos, Γ3 pode ser controlado pelos valores do período 2π/κ e da amplitude γ2 das
modulações não-lineares. O número de ciclos reduzem quando Γ3 aumenta para valores
altos do amortecimento, com o sóliton decaindo monotônicamente. Estas observações são
confirmadas pela existência dos ciclos [49] no condensado de Bose-Einstein 3D em uma
armadilha harmônica com processos inelásticos de dois e três corpos.

56



5.4 Evolução de um sóliton 2D sob redes ópticas lineares
e não-lineares

Considerando um condensado repulsivo, com γ̃0 = −0,1 e γ1 = 0,4, e tendo uma
combinação de redes ópticas não-linear conservativa (γ2 = 0), na direção x, e linear na
direção y, determinamos a estabilidade dos sólitons para diferentes valores de v0, consi-
derando a equação (4.36).

Os resultados da simulação inteiramente numérica (EDP) para µ em função de N
estão na figura 5.14, e para N em função da largura a1 estão na figura 5.15, com v0 = 0,
0,1, 0,5 e 1. Fixamos o valor de λ = 1,5 e de φ = π/2. A rede realmente faz um papel
similar a armadilha harmônica, proporcionando a estabilização dos sólitons em acordo
com o que está predito pelo critério de VK.

Figura 5.14: Resultados dos cálculos inteiramente numéricos de µ em função de
N para um condensado repulsivo (γ̃0 = −0,1 e γ1 = 0,4), com diferentes
valores de v0. Consideramos λ = 1,5 e φ = π/2. Dois pontos são indicados
no gráfico, um instável µ = −0,1111 (círculo) e um estável µ = −0,3333
(estrela).
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Figura 5.15: Resultados dos cálculos inteiramente numéricos de N em função
de a1 para um condensado repulsivo (γ̃0 = −0,1 e γ1 = 0,4), com diferentes
valores de v0. Consideramos λ = 1,5 e φ = π/2. Dois pontos são indicados
no gráfico, um instável µ = −0,1111 (círculo) e um estável µ = −0,3333
(estrela).

Também analisamos a evolução temporal do sistema para dois valores diferentes
de potencial químico, µ = −0,1111 (círculo) e −0,3333 (estrela), conforme indicado
nas figuras 5.14 e 5.15. No primeiro caso (círculo) não ocorreu estabilização (conforme
a previsão do critério de VK), mas no segundo (estrela) sim. O perfil do sóliton com
µ = −0,3333, para t = 50, está indicado na figura 5.16. Note que o sóliton se estabiliza
fora da origem, mas no primeiro mínimo da rede linear na direção y.
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Figura 5.16: Perfis do sóliton no tempo t = 50 para µ = −0,3333. (região
estável). O sóliton está centrado em um mínimo da rede óptica linear (quando
se leva em consideração a direção y).

Com uma combinação de redes ópticas linear, na direção y, e não-linear conser-
vativa, na direção x, aparentemente podemos obter um sistema estável, em acordo com
o critério de VK. Estes são resultados preliminares dos cálculos inteiramente numéricos
(‘EDP’). Caberia também uma análise variacional do problema, de modo análogo ao re-
alizado nas outras seções, mas isso ficará para um projeto futuro. Porém, somente essas
poucas simulações iniciais, já nos mostram que é muito interessante investigar melhor
esse tipo de sistema, seja mudando os valores dos parâmetros, ou considerando sistemas
de condensados atrativos.
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Capítulo 6

Conclusões

Foram investigadas a dinâmica e estabilidade de sólitons de onda de matéria em uma
mistura de redes ópticas não-lineares conservativas e dissipativas 1D em um condensado
de Bose-Einstein 2D.

Na primeira parte deste trabalho, os sistemas com redes ópticas não-lineares conser-
vativas foram analisados para condensados atrativos e repulsivos. Foi também esclarecido
o papel do escalonamento no cálculo dos observáveis físicos, como o potencial químico
e as larguras. Chegamos à conclusão que um sistema 2D com uma rede óptica não-linear
em uma direção não pode fornecer soluções estáveis, satisfazendo o critério de VK [47].
A periodicidade da rede na direção x não consegue compensar o efeito de colapso prove-
niente da outra dimensão. Foi verificado que, ao se introduzir uma armadilha harmônica
na direção y, pode-se controlar esse colapso e conseguir uma solução estável. Para os
condensados repulsivos, a estabilidade pode ser atingida pelo mesmo tipo de sistema 2D
descrito, uma rede óptica não-linear na direção x e uma armadilha harmônica na direção
y.

Na segunda parte do trabalho analisamos a dinâmica do mesmo sistema 2D, com a
adição de um termo dissipativo à rede óptica não-linear (na direção x), sem uma arma-
dilha harmônica na outra direção. Mostramos que o colapso pode ser evitado pela não-
linearidade periódica dissipativa. Para estudar a evolução temporal do pacote de onda,
aplicamos uma abordagem variacional dependente do tempo. Para compensar a expan-
são espacial do pacote de onda, foi utilizada uma variação temporal adiabática do com-
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primento de espalhamento. Foi mostrado que sólitons dissipativos metaestáveis podem
existir em um condensado 2D com uma não-linearidade periódica. As predições analíticas
foram confirmadas por simulações inteiramente numérica da equação de Gross-Pitaevskii
2D.

Estes estudos foram divulgados em um artigo publicado no periódico “Physical Re-
view A” [1].

Por fim, apresentamos os cálculos preliminares de um sistema de condensado repul-
sivo, similar ao sistema analisado anteriormente, sob uma combinação de redes ópticas
lineares e não-lineares. Obtivemos uma região clara de estabilização pelo critério de VK
e, iniciada a evolução temporal, comprovou-se a estabilidade por simulações numéricas,
estando indicado, na figura 5.16, os perfis do sóliton para t = 50. Lembrando novamente
que esta parte final da dissertação se refere a resultados preliminares que farão parte de um
projeto futuro, que deverá ser implementado, onde vários mecanismos para estabilização
do condensado em redes ópticas irão ser considerados.

Como perspectivas futuras na mesma linha pesquisa, temos o estudo da dinâmica,
conduzindo à estabilização de sólitons em condensados de Bose-Einstein na presença de
diferentes redes ópticas lineares e/ou não-lineares (conforme discutido no parágrafo ante-
rior). Também é possível, considerando as experiências atuais com misturas de espécies
atômicas nos laboratórios de átomos ultra-frios, o estudo de condensados com acopla-
mento de duas espécies atômicas, com a mesma estatística (Bóson-Bóson ou Férmion-
Férmion) ou com estatística diferente (Bóson-Férmion), com o objetivo de verificar como
obter estabilização de sistemas condensados para tempos macroscópicos. Um último
ponto se refere a solução da equação de Schrödinger não-linear com um termo quíntico,
que pode ser conservativo (proveniente da interação de três corpos) ou não-conservativo
(que leva a perda de átomos no condensado devido a recombinação de três corpos), na
presença de potenciais periódicos (tipo rede óptica).
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Apêndice A

Gás Ideal Quântico

Para um sistema quântico, ao contrário do caso clássico, temos partículas indistin-
guíveis, limitando assim a quantidade de estados diferentes que este sistema pode apre-
sentar. Somando isso às propriedades de simetria teremos três estatísticas diferentes:

• Maxwell-Boltzman, partículas clássicas;

• Bose-Einstein, partículas de spin inteiro (fótons, fônons, mágnons);

• Fermi-Dirac, partículas de spin semi-inteiro (elétrons, prótons, nêutrons);

Considerando um sistema simples de duas partículas não-interagentes teremos fun-
ções de onda, Ψ(−→r1 ,−→r2 ), características para cada uma das estatísticas, levando em conta
que a função de onda da estatística de Bose-Einstein deve ser simétrica e a função de onda
da estatística de Fermi-Dirac deve ser anti-simétrica quanto a troca de coordenadas entre
as duas partículas.

ΨMB(−→r1 ,−→r2 ) = ψ1(
−→r1 )ψ2(

−→r2 ) ,

ΨBE(−→r1 ,−→r2 ) = 1√
2
[ψ1(
−→r1 )ψ2(

−→r2 ) + ψ2(
−→r1 )ψ1(

−→r2 )] ,

ΨFD(−→r1 ,−→r2 ) = 1√
2
[ψ1(
−→r1 )ψ2(

−→r2 )− ψ2(
−→r1 )ψ1(

−→r2 )] .

Neste sistema existe um numero específico de estados que estas duas partículas po-
dem estar dependendo de qual estatística se está considerando. As diferentes “contagens”
vêm do fato das partículas serem idênticas(indistinguíveis), ou não, e também das propri-
edades simétricas da função de onda que descreve o sistema [50].
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Partículas clássicas

f
f
v

v

f
f

v
v

Férmionsf f Bósons

f f

f f
f f

Assim temos quatro estados possíveis para duas partículas clássicas que são distin-
guíveis, um estado possível para dois férmions, partículas idênticas, que não podem ocupar
o mesmo estado de partícula única devido à propriedade anti-simétrica da função de onda
( princípio de exclusão de Pauli ) e três estados possíveis para dois bósons, que também
são partículas idênticas.

A.1 Lei de distribuição de Bose-Einstein

Vamos derivar a lei de distribuição de um sistema de elementos com funções de
onda simétricas. Cada um deles pode ser colocado em um estado quântico único, sendo
necessário determinar a quantidade de estados microscópicos total do sistema, sua pressão
e energia.

O nosso sistema consistirá de nk elementos indistinguíveis podendo assumir ener-
gias εk, existindo pk elementos com uma mesma energia degenerada. A energia total do
sistema será constante:

E =
∑

k

nkεk . (A.1)

Agora vamos determinar Ok que é o número de formas diferentes de se distribuir nk

elementos entre os pk estados para cada grupo. Supondo pk regiões diferentes, separadas
por pk − 1 partições, cada região correspondendo a um estado diferente. Queremos deter-
minar o número de maneiras diferentes que podemos alocar nk elementos idênticos em pk

regiões diferentes, que é o mesmo que organizar nk elementos e pk − 1 partições.

v v v v v v v v v v q q q v v v
1 2 3 k
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O número de combinações possíveis neste caso é (nk + pk− 1)!. Mas como tanto os
elementos como as partições são indistinguíveis devemos dividir pelo número de arranjos
possíveis.

Ok =
(nk + pk − 1)!

nk!(pk − 1)!
. (A.2)

O número total de formas diferentes de se colocar n1 elementos no primeiro grupo
de p1 estados diferentes com energia ε1, n2 elementos no primeiro grupo de p2 estados
diferentes com energia ε2, e assim por diante, é o produto de todos Ok.

P =
∏

k

Ok , (A.3)

P =
∏

k

(nk + pk − 1)!

nk!(pk − 1)!
. (A.4)

Utilizando a fórmula de Stirling, lnN ! ' N lnN −N :

lnP =
∑

k

(nk + pk) ln(nk + pk)− (nk + pk)− nk lnnk + nk − pk ln pk + pk , (A.5)

ou ainda,

lnP =
∑

k

[
nk ln

(
1 +

pk

nk

)
+ pk ln

(
1 +

nk

pk

)]
. (A.6)

Maximizando P, ou seja, encontrando os nk’s para o estado mais provável do sis-
tema, e lembrando-se que a energia total E é constante e sujeita ao vínculo E =

∑
k nkεk

temos:

δ [lnP− βE] = 0 , (A.7)

sendo β um multiplicador de Lagrange. Lembrando que pk é constante,

∑
k

[
ln

(
1 +

pk

nk

)
δnk + nk

(−pk

nk

) nk

nk + pk

δnk + pk

( 1

pk

) pk

nk + pk

δnk − βεkδnk

]
= 0 ,

(A.8)
desta forma temos que,

64



∑
k

[
ln

(
1 +

pk

nk

)
− βεk

]
δnk = 0 , (A.9)

Essa relação é válida para qualquer variação δnk se

ln
(
1 +

pk

nk

)
− βεk = 0 , (A.10)

ou,

n̄k =
nk

pk

=
1

eβεk − 1
, (A.11)

sendo n̄k definido como o número de ocupação médio.
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Apêndice B

Dedução alternativa das eqs. (4.32a) à
(4.32e)

A equação (4.32a) pode ser obtida quando se calcula a taxa de mudança do número
de átomos (N = πA2a1a2):

dN

dτ
=

d

dτ

∫
d2r|u|2 =

∫
(u∗τu+ u∗uτ )d

2r . (B.1)

Substituindo uτ , da equação (4.12) (com ω = 0), na equação B.1, obteremos a forma
modificada da lei de conservação para o número de átomos:

dN

dτ
= 2αfN − 2γ2

∫
[1 + cos(κx)]|u|4d2r . (B.2)

Agora, substituindo o “ansatz”(4.27) na equação (B.2), obtemos a primeira equação do
sistema (4.32).

Para deduzir as equações (4.32b) à (4.32e) usamos o método dos momentos. A
equação (4.32b) pode ser calculada por:

d〈x2〉
dτ

=

∫
(u∗τx

2u+ u∗x2uτ )d
2r . (B.3)

Novamente substituindo uτ (equação 4.12) e aplicando regras de comutação:

d〈x2〉
dτ

= 4Im
∫
u∗(xx̂) ·

(
x̂
∂

∂x
u

)
d2r

+ 2αf

∫
|u|2x2d2r − 2γ2

∫
[1 + cos(κx)]|u|4x2d2r . (B.4)
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É necessário calcular os dois lados da equação, substituindo o “ansatz”(4.27). O lado
esquerdo da equação se torna:

d〈x2〉
dτ

= x2
0π(A2a1a2)τ +

π

2
(A2a3

1a2)τ . (B.5)

Calculando também o lado direito e substituindo a equação (4.32a) na anterior, encontra-
mos a equação (4.32b).

De modo análogo a equação (4.32c) pode ser calculada:

d〈y2〉
dτ

=

∫
(u∗τy

2u+ u∗y2uτ )d
2r , (B.6)

d〈y2〉
dτ

= 4Im
∫
u∗(yŷ) ·

(
ŷ
∂

∂y
u

)
d2r

+ 2αf

∫
|u|2y2d2r − 2γ2

∫
[1 + cos(κx)]|u|4y2d2r . (B.7)

A equação (4.32d) é a mais complexa de ser calculada, mas pode ser demonstrado
que:

d〈p2
x〉

dτ
= 2Im

∫ (
x̂
d

dx
u∗

)
· x̂ d
dx

(V1u)d
2r

+ 2Re
∫ (

x̂
d

dx
u∗

)
· x̂ d
dx

(V2u)d
2r . (B.8)

onde V1 = −{γ0 + γ1[1 + cos(κx)]}|u|2 e V2 = αf − γ2[1 + cos(κx)]|u|2. Substituindo o
“ansatz”(4.27) no lado esquerdo obtemos:

d〈p2
x〉

dτ
=

π

2

1

a2
1

(A2a1a2)τ −
π

2
A2a2

a3
1

(a2
1)τ

+ 2πb21(A
2a3

1a2)τ + 4π(A2a3
1a2)b1(b1)τ . (B.9)

Agora, resolvendo o outro lado e substituindo as equações (4.32a), (4.32b) e (4.34)(i = 1)
obtemos a equação (4.32d).

A última equação, (4.32e), é obtida com o mesmo procedimento:
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d〈p2
y〉

dτ
= 2Im

∫ (
ŷ
d

dy
u∗

)
· ŷ d
dy

(V1u)d
2r

+ 2Re
∫ (

ŷ
d

dy
u∗

)
· ŷ d
dy

(V2u)d
2r . (B.10)

Com seu lado esquerdo sendo:

d〈p2
y〉

dτ
=

π

2

1

a2
2

(A2a1a2)τ −
π

2
A2a1

a3
2

(a2
2)τ

+ 2πb22(A
2a1a

3
2) + 4π(A2a1a

3
2)b2b2τ . (B.11)

Substituindo as equações (4.32a), (4.32c) e (4.34)(i = 2), finalmente obtemos a equação
(4.32e).

Uma descrição deste procedimento para uma equação de Gross-Pitaevskii (3D) com
um potencial diferente pode ser encontrado na referência [46].
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