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Resumo

Apresentamos dois autdmatos celulares com regras de interagao locais que permitem des-
crever a dinamica de populacao de um sistema predador-presa. Os modelos sao definidos
sobre uma rede regular quadrada e se diferenciam pelo carater isotropico ou anisotrépico
da interacdo entre os sitios. A cada sitio é associada uma varidvel estocdstica, que pode
assumir trés estados — vazio, presa ou predador. A dindmica de competicao entre espécies
animais que nos interessa é a mesma descrita pelo modelo de Lotka-Volterra no qual as
populacoes de presas e predadores oscilam temporalmente. Nosso objetivo é a analise
dessas oscilagoes, como se comportam com o aumento da rede e se permanecem estaveis.
Para a obtencao das séries temporais realizamos simulagdes de Monte Carlo. Para o
automato definido sobre o espago isotrépico, também realizamos andlise de campo médio
dindmico. Os resultados indicam que a oscilagdo é um efeito local (ndo sobrevive em
sistemas infinitos), e é mais significativo devido & migragao das espécies pelos subsistemas.
O estudo da anisotropia revela alguns padrdes espaciais organizados e que as oscilacoes

sao menos intensas do que no caso isotrdpico e como consequiéncia a fase ativa é mais

abrangente.




Abstract

We present two cellular automata with local interaction rules which allow us to describe
the dynamical population of a predator-prey system. The models are defined on a reg-
ular square lattice and are distinguished by the isotropic or anisotropic character of the
interaction between sites. To each site a stochastic variable is associated, which can
assume three states — void, prey or predator. The competition dynamics between animal
species which interest us is the same described by the Lotka-Volterra model in which the
populations of preys and predators oscillate in time. Our aim is the analysis of these
oscillations, how they behave with an increasing lattice and if they remain stable. In
order to obtain temporal series we perform Monte Carlo simulations. For the automaton
defined on isotropic space, dynamical mean field analysis was also performed. Results
indicate that the oscillation is a local effect (vanishing in infinite systems), and is more
significant due to migration of species through the subsystems. The study of anisotropy

reveals some organized spatial patterns and that oscillations are less intense than in the

1sotropic case and as a consequence the active phase is more comprehensive.
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Capitulo 1

Introducao

A proposta do nosso trabalho é o estudo, através do formalismo da mecanica estatistica
de néo-equilibrio, de sistemas de particulas interagentes que residem em reticulados [1]
e que evoluem no tempo de acordo com dindmicas estocésticas irreversiveis [2] [3] [4].
Em particular, buscamos a compreensao dos mecanismos que conduzem aos padrdes esta-

ciondrios que apresentem oscilagoes espago-temporais.

H&4 muito interesse em estudar os comportamentos oscilatérios uma vez que esses
fendmenos estdo presentes em diversos sistemas encontrados na natureza, em especial os
biolégicos. Nesta classe, e dentro do contexto de dindmica de populagdes [5] [6] [7] (8] [9],
estd o sistema predador-presa, no qual duas espécies coexistem numa regido do espaco e

a interacdo entre elas envolve o consumo de uma espécie (presa) pela outra (predador).

O modelo mais simples que exibe oscilagdo temporal é conhecido como modelo de
Lotka-Volterra [10] [11] [12]. H4 dois aspectos principais que néo sdo descritos pelo mode-
lo de Lotka-Volterra e que nos motivam a estudar um sistema predador-presa nos dominios

da mecédnica estatistica: flutuagoes e estrutura espacial. Dados coletados na natureza, ou

mesmo dados obtidos em experiéncias de laboratério, exibem flutuacgbes na amplitude e




freqiiéncia das populagbes de presas e predadores [13]. Num sistema ecolégico, as flu-
tuacbes podem ser ocasionadas pelas variagoes das condigées ambientais e se traduzem
em variacoes nas populagdes das espécies, sem interferir no carater ciclico. A incorporagao
de estrutura espacial ao modelo pode limitar a ocupagao de presas e predadores e propicia

a inser¢ao de aspectos locais da interacdo entre as espécies [8] [14].

Para estudar o comportamento das oscilagdoes nesta dissertacdo vamos propor um
automato celular com regras de interagao local simples que reproduzam as caracteristicas
de competicao entre espécies de um sistema predador-presa. Introduzidos originalmente
com a proposta de modelar a auto-reprodugao biolégica, os autématos celulares mostraram-
se convenientes para descrever muitos sistemas fisicos compostos por um conjunto finito

de varidveis discretas, que evoluem no espaco e tempo discretos [15].

Embora este seja um modelo relativamente simples que exibe oscilagdo como uma de
suas fases, e cujas possibilidades de interpretagdes sao amplas, nés o trataremos sempre
como um sistema predador-presa; sendo assim, todos os comportamentos que observarmos
e as conseqiientes interpretagoes terdo como rétulo o sistema predador-presa, mesmo que

este nao seja muito realista.

Numa analogia ao modelo de Toom [16], introduzimos uma anisotropia no modelo
para verificarmos alteragbes no comportamento oscilante. O modelo de Toom especifico a
que nos referimos (north-east-center voting model) é um autdmato celular com regras de
interacdo locais baseadas no modelo do votante majoritdrio e que exploram a anisotropia
da rede. Néo é nossa intengdo descrevé-lo aqui. A tinica semelhanca com o nosso modelo

estd em considerarmos a mesma vizinhanga anisotrépica.

No capitulo 2 introduzimos os autématos celulares e as equacdes que os regem. Em

seguida, apresentamos uma descrigao detalhada dos modelos estudados. O primeiro deles,

1
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automato predador-presa (autémato PP), possui as regras de interacao local da versdo gés
de rede estudada por Satulovsky & Tomé [17] [18]. No segundo modelo, que chamamos de
autémato predador-presa anisotrépico (autémato PP anisotrépico), foi introduzida uma

anisotropia inspirada no modelo de Toom.

No capitulo 3 s@o apresentadas as equagGes de evolucao temporal das densidades de
presas e predadores e algumas correlacoes de sitios. Descrevemos o método de campo
médio dindmico e exibimos a anédlise da aproximacao de um e dois sitios para o autémato
PP. A aproximacao de dois sitios, ou campo médio na aproximacao de pares, é suficiente

para um boa descricao qualitativa do modelo, o qual exibe uma fase oscilante.

Os resultados das simulacdes de Monte Carlo em redes quadradas regulares, para
os dois modelos, sdo apresentados no capitulo 4. Realizamos um estudo minucioso dos
estados oscilantes, caracterizando sua amplitude, freqiiéncia e como se comportam em
redes grandes. O comportamento de subsistemas contidos na rede também é analisado, e
permite a compreensao da diminui¢do da oscilagao & medida em que o tamanho do sistema
aumenta. Além disso, realizamos simulac¢des com um recurso adicional que nao permite
a evolugdo para os estados absorventes. Este recurso é uma pequena modificacdo nos
modelos e nao altera suas principais caracteristicas. Estes resultados estdo na secao 4.3

sobre o diagrama de fases.

As conclusbes sao expostas no capitulo 5. Os apéndices A e B estdo relacionados
ao formalismo dos autématos celulares e a verificacdo da irreversibilidade nos modelos

estudados. Os resultados de algumas simulagGes e a comparacao com o modelo predador-

presa na versao gas de rede sao apresentados nos apéndices C e D.




Capitulo 2

Modelos

Um sistema fisico pode ser estudado modelando como os diferentes tipos de particulas
que o constituem interagem em nivel microscépico, com o intuito de entender como com-
portamentos caracteristicos do sistema em grande escala sdo desencadeados por regras
simples de interacao entre as particulas, porém que incorporem aspectos essenciais do
sistema. O estudo através de métodos estatisticos e dindmicas estocésticas é realizado
construindo-se os possiveis estados microscépicos desses sistemas e investigando como
esses estados evoluem no tempo. Essa descri¢do, que também pode ser aplicada a sis-
temas que atingem o equilibrio termodindmico, é muito dtil para a compreensdo das
propriedades de sistemas fora do equilibrio por ndo podermos, em principio, associar-lhes

uma Hamiltoniana [3] [19].

Se considerarmos que as particulas estdo localizadas, uma forma de descrever os
possiveis estados microscépicos de um sistema é atribuir varidveis estocédsticas aos sitios
de uma rede. A rede é o objeto geométrico n-dimensional que representa o espaco de
ocorréncia dos eventos, isto é, podemos pensar que a rede faz o papel da regido espacial

que compreende o sistema fisico que estamos estudando. O sitio representa, na rede, as

posicoes que podem ser ocupadas pelas particulas. Em uma dimenséo, os sitios sao posi-




dos lado a lado; em duas ou mais dimensdes, a posi¢ao de cada sitio é indicada pelo

ciona

encontro das malhas da rede (Figura 2.1), portanto partimos do principio que o espago é
discreto. Considerando que cada sitio pode permanecer vazio ou ser ocupado por diferen-
tes particulas, cada varidvel estocastica n; representa o estado em que se encontra o sitio
;. O conjunto dos estados que cada varidvel estocdstica assume representa o estado do
sistema. Considerando uma rede de N sitios, o estado do sistema ficard completamente

representado por

n = (771,772, T ---77N)- (2-1)
R R C] a) b)
]
[ | B ; |
B i i
0

Figura 2.1: Representagio de uma rede regular quadrada com cada sitio localizado
no encontro das malhas; em destaque estdo representados o sitio ¢ e sua primeira
vizinhanca. Os sitios escuros indicam os pares que interagem: a) caso isotrépico — o
sitio ¢ interage com todos os seus vizinhos, ndo privilegia nenhuma direcéo; b) caso

anisotrépico — o sftio 4 interage apenas com alguns dos sitios vizinhos.

A mudanca dos possiveis estados do sistema ocorre de acordo com as regras de in-
teracdao entre os sitios submetidas a uma dindmica de evolugdo temporal, que pode ser
sincrona ou assincrona [3] [4]. Na dindmica assincrona, a evolugao temporal é dada por
uma equagao mestra [20], que é a equagdo que governa os processos estocasticos marko-
vianos a tempo continuo, e as regras de interagao sdo aplicadas em geral a apenas um sitio
a cada instante de tempo. A dindmica sincrona se caracteriza pela aplicacao simultanea

das regras a todos os sitios em cada instante. O tempo aqui, diferente do carater continuo
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que possui na dindmica assincrona, é discretizado e nos referiremos a instantes sucessivos
de tempo pelo uso dos termos “passo I” e “passo (I+1)”. Na dindmica sincrona portanto,
o estado atingido por um determinado sitio no passo ! nao afeta o estado que um outro
sftio atinge no mesmo passo, de modo que dizemos que as varidveis estocésticas sao inde-
pendentes ou que os estados atribuidos aos sitios evoluem independentemente. Esses sdo

os automatos celulares.

2.1 Automatos Celulares

Automatos celulares sdo sistemas nos quais as regras de interacao sao aplicadas simul-
taneamente a todos os sitios da rede [15]. Conhecidas as regras de interacao, basta saber
o estado atual para que tenhamos informagao sobre o estado seguinte, de modo que esse
é um processo markoviano a tempo discreto e a probabilidade de se ter um determinado

estado 1 no passo (I + 1) pode ser escrita somando-se ponderadamente sobre todos os

estados no passo [, \

Pia(m) = Y Wnin') A(), (2.2)

onde W(n|n') é a probabilidade de transi¢ao do estado n’ no passo [ para o estado 7 no
passo (I+1). Essa probabilidade depende apenas dos estados e ', ndo depende do tempo,
e contém em si as regras da transi¢do. W (n|n') é uma probabilidade condicional [21] e

portanto satisfaz a condigao
W(nln') > 0. (2.3)

A somatéria se estende por todos os possiveis estados que o sistema pode assumir; num
sistema de N sitios por exemplo, onde cada sitio possa assumir « estados 7; = o, ag, ..., Qy,

teremos s possiveis estados para o sistema. O conjunto desses k" elementos, com
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todos os estados distintos entre si, compde o espago amostral e portanto a distribuicio de
probabilidades para esses estados deve ser normalizada, Zn P(n) =1, de onde decorre a

propriedade

> Whin)=1. (2.4)

n

W (n|n') pode ser tratada como um elemento da matriz de transicio W, P, = WP, a qual
chamamos de matriz estocéstica [4]. A independéncia dos estados assumidos pelos sitios
num mesmo passo implica que as varidveis estocésticas 7;, ¢ = 1...N, sdo independentes,
de modo que os elementos da matriz W podem ser fatorados em termos da contribuicdo

de transi¢ao para cada sitio,

N
Wln) = [] winn), (2.5)

i=1
que rotulamos de w; e representa portanto a probabilidade do sitio i assumir o estado
7; uma vez que o sistema se encontra no estado 7’. Os critérios que nos conduzem as
condigdes (2.3) e (2.4) aplicados a (2.5), observando que 7; re;{esenta todos os possiveis
estados que cada sitio pode assumir, implicam que as novas condicdes a serem satisfeitas

Sa0

wi(miln’) > 0 e D wilmln’) =1. (2.6)

Ui

A conexao do modelo com o formalismo matemaético é feita quando consideramos
a probabilidade de que determinados sitios assumam certos estados. Por exemplo, a
probabilidade de que o sitio j assuma o estado a, o sitio k o estado S, ..., e o sitio m

assuma o estado y no passo (I + 1) é obtida como a seguir

H+1(nj =0, = /37 vy M = ,u') = (5(77;'; 01)5(7%5) e '5(77m7 /1’)>l+1 ) (27)




e correspondem a correlagdes de sitios. A funcdo d(a,b) é o delta de Kronecker. Particu-

Jarmente, estaremos interessados na obtencdo de correlagbes de um e dois sitios,

Pl+1(77j - Oz) = (‘5(771‘,01))“1 ’ (28)
Py =a,me=B) = (6(n,)0(mk, 8))14, - (2.9)

A média da fungdo 4(n;, o) é interpretada como a densidade do estado «, e representa

uma fungdo de estado, da mesma forma que correlagoes de mais sitios.

Uma propriedade qualquer do sistema associada a uma fungdo de estado F(n) pode

ser obtida diretamente a partir do calculo de seu valor médio,
(Fm)y = Y Fn) Bn). (2.10)
n

Essa é uma soma, com pesos dados pela fungdo de estado, de toda a distribuicao de
probabilidade no passo [ e por isso também (F(n)) é uma grandeza vinculada ao passo [.
Entdo as médias (2.8) e (2.9) se expressam num autémato celular (Apéndice A) por meio

das médias das probabilidades de transigdo por sitio,

(i )y = (wjlaln)),, (2.11)

(6(nj, @)8(mk, B))r = (wileln)we(BIn)), (2.12)

ou seja, correlagoes de m sitios no passo (I + 1) no autémato, sdo obtidas a partir das

médias do produto das probabilidades de transi¢ao w; de cada um dos m sitios no passo [

(0(nj, ) (e, B) -+ 8y 1))y = (wileln’) we(Bln) - wm(uln)), - (2.13)

Vemos que a probabilidade do sitio assumir um estado no passo (I + 1) estd diretamente

relacionada com a probabilidade de transi¢do do préprio sitio no passo anterior, isto €,
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depende somente das regras de transigao do préprio sitio e por isso diz-se que os sitios

possuem autonomia.

Os automatos celulares sdo de grande utilidade na modelagem de sistemas fisicos em
que possamos discretizar o espago (isto é, considerar as particulas localizadas) € o tempo.
Podemos observar que as regras de transicdo, embutidas em w;, podem ser quaisquer e, em
principio, a interacdo pode englobar varios sitios ou mesmo todo o sistema. Mas também
devemos notar que quanto mais ampla for a interacdo, mais complexa serd a descri¢ao
do modelo. Por isso, em geral, um autémato é bem 1til ao modelarmos sistemas onde a

interacdo é de curto alcance, ou seja, onde possamos considerar regras locais.

Também devemos observar que pelo fato das funcoes de estado estarem diretamente
conectadas a essas regras, estas incorporam os parametros aos quais o sistema estd su-
jeito, ou parametros de controle, e por conseguinte a natureza da transi¢ao, que pode ser
deterministica ou probabilistica. Entao, quando essas regras sao probabilisticas, temos
um automato celular probabilistico, como os modelos que apresentaremos nas proximas

segoes.

Na descri¢ao que fazemos dos sistemas fisicos, abordando fenémenos de nao-equilibrio,
para cada conjunto dos parametros de controle esperamos que as funcdes de estado atinjam
determinados comportamentos. Neste contexto, os paradmetros de controle fornecem os
vinculos aos quais o sistema deve obedecer e portanto esperamos que, para um tempo
suficiente, o sistema chegue a um regime estaciondrio no qual ird transitar por estados
que, em média, reproduzem o comportamento da funcao de estado. Portanto, devemos

esperar que

Poa(n) = Y Wnly) Pes(n'), (2.14)

T’,

onde P,.(n) representa agora uma distribuicdo de probabilidades estaciondria. Esta




equacdo ¢ o ponto de partida para caracterizarmos a reversibilidade num sistema, inerente

a processos de equilfbrio, ou a irreversibilidade, inerente a processos de néo-equilibrio.

Considerando a equagdo (2.4), podemos observar que a equag¢do acima pode ser rees-

crita como

S AW Pest(n) — WH'|n) Pat(n) } = 0 (2.15)

,’7/
e quando a condigao

W(nln') Pest(n') = W(n'In) Pesi(n) (2.16)

é satisfeita para quaisquer dois estados distintos 1 e 7/, entdo o processo que estamos
considerando possui reversibilidade microscépica e, portanto, P,;; representa estados esta-
cionérios de equilibrio termodindmico. Quando a equagao acima nao € satisfeita, estamos
diante de uma situacdo de ndo-equilibrio, ou seja, a ndo obediéncia da equagao (2.16)
caracteriza um processo irreversivel e, portanto, P, representa estados estaciondrios
de nao-equilibrio. A condigdo (2.16) é chamada de balanceamento detalhado para o

autémato [3] e no Apéndice B expomos um critério para sua verificagao.

2.2 Autémato Celular Predador-Presa

(autémato PP)

Um sistema predador-presa pode ser modelado através de um autémato celular atri-
buindo a cada sitio da rede um estado que representa a ocupag¢do por uma presa, a

ocupacdo por um predador ou o sitio vazio (auséncia de particulas no sitio). Conside-
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raremos que o sitio pode estar ocupado por uma tnica particula. Esses estados estdo

associados a uma varidvel dindmica 7;, que serd rotulada da seguinte forma:
e 1; =0 se o sitio ¢ estiver vazio;
e ;=1 se o sitio ¢ estiver ocupado por uma presa;

e 1, =2 se o sitio ¢ estiver ocupado por um predador.

A competigdo entre espécies (particulas) ocorre numa regido do espago bidimensional
e por isso, para dar sentido ao sistema predador-presa, consideraremos que as variaveis
estocasticas estdo associadas aos sitios de uma rede regular quadrada. Genericamente,
a definicdo do modelo pode ser estendida para uma rede n-dimensional. O uso da rede
é visto como um recurso limitador ao crescimento das espécies [14]. Outro aspecto do
modelo é que nenhuma regido do espago serd privilegiada, ou seja, as espécies terdo
as mesmas condi¢oes de sobrevivéncia em qualquer regido do espago. Isso significa que
consideraremos o espaco homogéneo. Na rede, as propriedades da homogeneidade espacial
nos permitem estabelecer que os estados assumidos pelos sitios independem da posigao.
Também consideraremos o espago isotrépico; nenhuma dire¢ao do espaco serd preferencial,
de modo que presas e predadores interagem igualmente por todos os lados, isto é, a
contribui¢ao da interacao entre dois estados é a mesma qualquer que seja sua orientagao
na rede. Por exemplo, a contribuicdo de um par de estados localizado no sentido centro—
norte é equivalente a contribuicido desse mesmo par se ele estiver localizado no sentido

centro — sul, centro — leste ou centro — oeste.

Cada um dos N sitios da rede poderd assumir apenas um estado no mesmo instante
de tempo (ou passo) e as transigoes entre os possiveis estados, transicoes estas que ocor-
rem em sucessivos instantes de tempo, obedecerdao a regras probabilisticas. Essas regras
descrevem como ocorre a interacio vazio-presa-predador em nivel microscépico. Assu-

mimos que a transigdo de um estado para o outro deve obedecer a ordem mostrada na
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Figura 2.2a. Presas s6 podem ser criadas em sitios vazios, processo que caracteriza o
nascimento de uma presa, presas podem dar lugar a predadores, num processo em que
estd implicita a morte de presas e o nascimento de predadores, e predadores podem dar
Jugar a sitios vazios, um processo que associamos a morte de predadores. Os sitios vazios
sdo o meio no qual ocorre a reprodugio de presas e podem ser vistos como uma fonte de
recursos as necessidades de sobrevivéncia das presas. A morte de predadores completa
o ciclo, reintegrando ao sistema esses recursos. Também assumimos para o modelo os
parametros p, para a probabilidade de criagdo de presas, p, para a probabilidade de
criacdo de predadores, e p, para a probabilidade de morte de predadores. Todos esses
parametros sao tais que 0 < p, < 1, z = a,b,c. Duas transi¢des sao cataliticas, como
indica a Figura 2.2a, portanto a ocupagdo do sitio por uma presa ou por um predador
estd condicionada, respectivamente, a existéncia de presas ou predadores nas proximi-
dades do sitio, enquanto uma transi¢do é espontanea, isto €, ocorre independentemente

da configuracao de estados dos sitios vizinhos.

As transigoes inversas, Figura 2.2b, sdo proibidas para qualquer configuragao em que se
encontrar o sistema, e todas contribuem com probabilidade zero. Neste quadro, processos
de nascimento de presas em sitios ocupados por predadores nao ocorrem, como também
nao ocorre a ocupagao de sitios vazios por predadores, ou a morte de presas sem vinculos

com a presencga de predadores.

As regras de interagao sdo locais, com cada sitio interagindo apenas com seus primeiros
vizinhos, que correspondem aos primeiros sitios localizados ao norte, sul, leste e oeste,
como na Figura 2.1a. Assim, o estado que o sitio ¢ pode assumir dependerd apenas do
estado do sito 7 e de seus primeiros vizinhos no passo anterior. Isso reduzird a soma
sobre os estados de todos os sitios & soma dos estados do sitio ¢ e seus primeiros vizinhos

em (A.9).
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Figura 2.2: Esquema da hierarquia de transi¢ao dos estados de cada sitio. Particulas
brancas representam sitios vazios, particulas cinzas representam sitios ocupados
por uma presa e particulas pretas representam sitios ocupados por um predador.
Também estdo representadas a varidvel estocédstica associada ao estado do sitio,
n; = 0, 1, 2, e as probabilidades de transi¢do, ps, p» € Pc, entre os estados. a) A
transicio dos estados do sitio devem ocorrer no sentido hordrio; duas transigdes sao
cataliticas (dependem dos estados dos sitios vizinhos) enquanto que uma transi¢ao
é espontinea (ndo depende da vizinhanga). b) As transigdes em sentido anti-horario

sdo proibidas e contribuem com probabilidade zero.

Essas regras locais sao as mesmas consideradas por Satulovsky & Tomé [17]. Entre-
tanto, neste trabalho os autores consideram um modelo descrito por dindmica de tempo
continuo e aqui consideramos um autémato celular, que trard algumas diferencas pois,
além de considerarmos a probabilidade de transi¢ao, também devemos considerar a proba-
bilidade de que o estado ndo seja alterado. A seguir vamos descrever, com exemplos, as
probabilidades de transigdo por sitio w;(n}|n;) para cada um dos casos, lembrando que 7

representa o estado do sitio 7 no passo [ € n} no passo (I + 1):

e 7, = 0: se um sitio estiver vazio e em sua primeira vizinhanca houver presas, tem-
se uma condicdo favordvel ao nascimento de uma nova presa. Entado o sitio i serd
ocupado por uma presa com probabilidade p, proporcional ao niimero de primeiros

vizinhos também ocupados por presas,

w(l0) = 7pe 3ol 1). (217
k
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A somatéria em k indica a soma sobre todos os primeiros vizinhos do sitio ¢ no passo

I. O nascimento de predadores num sitio vazio é um processo proibido,
w(20) = 0, (2.18)

e a condicdo (2.6) completa as possibilidades, fornecendo a probabilidade de que
o sitio permaneca no mesmo estado, ou seja, a situagdo em que ndo observamos o

nascimento de uma presa,

w(00) = 1-7p0 3 6001). (2.19)
k

Exemplos de transicbes para algumas configuragées de sitios sdo apresentados na

Figura 2.3;

“:/b‘?/“@i

g

2020
i @ ) i

@

Figura 2.3: Alguns exemplos com a probabilidade de criacdo de presas (processo
catalitico) para o autémato PP. A probabilidade do sitio central permanecer em
seu estado também estd indicada. A ocupagdo do sitio central por um predador
é proibida e foi omitida. Estamos considerando somente a transigdo do sitio ¢ e

portanto os possiveis estados assumidos pela vizinhanga nédo estdo representados.
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e n; = 1: se um sitio estiver ocupado por uma presa, e houver predadores nos sitios
vizinhos, entdo o sitio passa a ser ocupado por um predador com probabilidade

proporcional ao nimero de vizinhos predadores,
w@) = 7o Y i), (220)
4 k
e é 0 1nico processo que representa a morte de presas, portanto
w;(0]1) = 0, (2.21)
e o estado se mantém inalterado com probabilidade

wll) = 1-7p 3 60m2), (2:22)
k

de acordo com a condigédo (2.6). Exemplos desse caso sao apresentados na Figura 2.4;

e 7; = 2: se um sitio estiver ocupado por um predador, este morre espontaneamente

com probabilidade p, independente de quais sejam os vizinhos,
wi(0]2) = pe. (2.23)
Uma presa ndo pode ocupar o lugar de um predador,
wi(1]2) = 0, (2.24)
e o predador sobrevive com probabilidade
wi(212) = 1-p.. (2.25)

A Figura 2.5 exibe alguns exemplos.
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Figura 2.4: Alguns exemplos com a probabilidade de criagio de predadores (pro-
cesso catalitico) para o autémato PP. A probabilidade do sitio central permanecer
ocupado por uma presa também estd indicada. A morte de uma presa sem vinculos

com o nascimento de um predador é um processo proibido.

As probabilidades de transi¢ao por sitio podem ser sintetizadas na forma

wi0fn;) = [1 - %pa 25(%,1)} 5(1,0) + pe 8(1:,2) , (2.26)
wi(llm) = %pa 5(m,0) ) 6(me, 1) + 1—%105 25(%2)} 6(m,1), (2.27)
k k
a2m) = ¢ o8l ) D802 + (1= 8l 2) (228)

onde ( representa a coordenacao da rede e entra nas probabilidades acima como um
fator de normalizac¢do, ), --- é a soma sobre os primeiros vizinhos do sitio 7 na rede.

Observemos que a soma dessas probabilidades,
wi(0n;) + wi(Lms) + wi2lm) = 6(m,0) + 6(mi, 1) + 6(mi, 2) (2.29)

satisfaz (2.6), uma vez que 7 é fixo.
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Figura 2.5: Exemplos com a probabilidade de morte de predadores para o autémato

PP. Esse é um processo espontineo e independe da vizinhanca.

As regras permitem a existéncia de dois estados absorventes, os quais, uma vez que sao
atingidos, ndo possibilitam a evolucdo para um estado diferente. Uma vez que a morte de
predadores é espontanea, uma configuragdo na qual apenas predadores estao presentes nao
é estavel, e o sistema nao deve permanecer indefinidamente nesse estado, exceto no limite
p. — 0. Numa situagéo em que as presas foram extintas, o sistema inevitavelmente evolui
para um estado absorvente de vazio, ou seja, uma configuragdo em que todos os sitios
estdo vazios. A situacido em que ha poucos predadores na rede pode levar a sua extingao,
de modo que o sistema pode evoluir para um estado absorvente de presas. Como no outro

caso, uma vez atingido esse estado, o sistema ficard aprisionado nele indefinidamente.

A existéncia de estados absorventes evidencia que a irreversibilidade é intrinseca as
regras do modelo e como conseqiiéncia o modelo ndo obedece ao balanceamento detalhado

(Apéndice B).

2.3 Autémato Celular Predador-Presa Anisotropico

(autémato PP anisotrépico)

O autdémato celular predador-presa anisotrépico é uma variagao do autémato intro-
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duzido na secao anterior. O modelo continua definido numa rede regular quadrada, porém
as interacoes ocorrem numa dire¢do preferencial. Assim, dizemos que o modelo possui uma
anisotropia espacial. Permanecem os parimetros e a ordem da mudancga de estado por
sitio, como indica a Figura 2.2, e as consideragdes sobre a homogeneidade do espago.
O tipo de processo envolvido na transi¢ao também é preservado, ou seja, reprodugdo
catalitica de presas e predadores e morte espontdnea de predadores, porém as regras
locais agora devem incorporar a anisotropia. A Figura 2.6 exemplifica o que ocorre ao
considerarmos a vizinhanga anisotrépica em contraste com a vizinhanga isotrépica, no que
se refere a reproducao de presas ou predadores pois apenas as reagdes cataliticas envolvem
a vizinhanga. No caso isotrdpico (Figura 2.6a), a ocupagéo dos sitios ocorre por todos os
sentidos norte, sul, leste e oeste; no caso anisotrépico (Figura 2.6b), presas e predadores

apenas se reproduzirdao nos sentidos sul e oeste.

a)

Figura 2.6: Situagdo do crescimento de presas em sitios vazios ou de predadores
num meio de presas. Os quadrados escuros indicam os sitios ocupados. a) Na
vizinhanga isotrépica a reproduc@o de presas ou predadores ocorre em todas as
diregdes; b) Na vizinhanga anisotrépica que estamos considerando, a reproducéo

serd restrita & porcdo indicada.

Observe que o modelo é essencialmente o mesmo se considerarmos outras vizinhancas
anisotrépicas que preservem a simetria como por exemplo os sitios norte e oeste, ou os

sitios oeste e sul, ou os sitios sul e leste.
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Como no caso isotrdépico, a contribuicdo de cada um dos processos proibidos é zero,
wlO0) =0, w(12)=0, w(20)=0, (2.30)
e as regras de interagdo, para uma rede bidimensional, passam a ser as seguintes:

e se um sitio estiver vazio e ao norte ou ao leste houver a0 menos uma presa, entao
ele passa a ser ocupado por uma presa com probabilidade w;(1]0) = % Mg Pa de-
pendente do niimero de vizinhos presas ao norte e ao leste n,. A probabilidade do
sitio permanecer vazio serd w;(0|0) = 1 — 1 n, p, , observando a condigdo (2.6).

Exemplos sao apresentados na Figura 2.7;

p g7 @
\

P)

@

N
N

[7 yi
z0%0
O ]‘/'X,-

@

Figura 2.7: Alguns exemplos com a probabilidade de criagao de presas para o
autémato PP anisotrépico. Como no caso isotrépico, este continua um processo
catalitico, porém com vizinhanga anisotrépica; apenas os sitios localizados ao norte
e a0 leste interagem com o sitio i. Estdo representadas apenas as transigoes permi-

tidas.

e se um sitio estiver ocupado por uma presa, e houver predadores nos sitios ao norte

e ao leste, entdo o sitio passa a ser ocupado por um predador com probabilidade
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w;(2|1) = % np Ppp proporcional ao nidmero de vizinhos predadores n, ao norte e ao
leste e a probabilidade de sobrevivéncia da presa serd portanto w;(1{1) = 1—1 ny p, .
A presenca de predadores ou nao nos sitios vizinhos ao oeste e ao sul nao contribui
para a interagao como no caso isotrépico. A Figura 2.8 exibe alguns exemplos desse

Caso;

Figura 2.8: Exemplos com a probabilidade de criagdo de predadores (processo
catalitico) para o autémato PP anisotrépico. A presenca de predadores nos sitios

ao oeste e ao sul ndo contribui para a probabilidade de transigao.

e se um sitio estiver ocupado por um predador, este morre espontaneamente com
probabilidade w;(0|2) = p. e sobrevive com probabilidade w;(0|2) =1 — p, inde-
pendente de quais sejam os vizinhos. Nao h4 distingao em relagéo as regras para a

morte de predadores do autémato PP, como mostra a Figura 2.9.

A partir dessas regras, as probabilidades de transicdo por sitio podem ser escritas
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Figura 2.9: Exemplos com a probabilidade de morte de predadores para o autémato
PP anisotrépico. Como o processo é espontaneo, ndo hé restri¢des para a vizinhanga

do sitio 4, este caso é idéntico ao caso isotrépico.

como

1 |
wi(llm) = 5 Pele §(mi,0) + [1 — ;pbnb:l 6(mi, 1),

1
wi(2lm) = prnb 5(mi, 1) + (1 —pe) 6(ns,2),

w;(0]m:) [1 - é pana] 6(m,0) + pcd(m;,2) ,

onde ¢ representa o nimero de vizinhos que contribuem para a interacao e

Ng = Z (5(7710’7 1) € T = Z 5(77% 2)
kl ’c/

(2.31)
(2.32)

(2.33)

(2.34)

correspondem ao numero de vizinhos presas e predadores, respectivamente. Em duas

dimensdes ¢ = 2 e _,, denota a soma sobre os vizinhos do sitio i localizados ao norte e

ao leste apenas.

Os estados absorvente de vazio e absorvente de presa continuam existindo, e o modelo

Se mantém intrinsecamente irreversivel.

Propusemos este modelo com o intuito de verificar o efeito da anisotropia nas oscilacdes

do sistema predador-presa [16]. E um modelo inspirado no modelo de Toom, em que se

consideram apenas dois estados por sitio e as regras de atualizacio apresentam outras
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caracteristicas. A semelhanga com nosso modelo estd no fato da primeira vizinhanca ser

o mesma vizinhanga anisotrépica.

Veremos no capitulo 4, dedicado as simulacdes de Monte Carlo, que um dos resulta-
dos provenientes do modelo anisotrépico diz respeito & extensdo da regido oscilante no
diagrama de fases, isto é, a regido na qual o sistema apresenta oscilagdes temporais nas
densidades de presas e predadores parece ser maior, quando comparada com a regiao

oscilante associada ao modelo isotrépico.
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Capitulo 3

Equacoes de evolucao para
correlacoes e aproximacoes de

campo médio dinamico

As equacgbes de evolugdo temporal das densidades de presas e predadores e outras
correlagdes sao obtidas a partir da equagdo de evolugdo para Pj(a) somando-se sobre
todos os estados possiveis do sistema. Como as regras de interacio envolvem apenas os

primeiros vizinhos mais préximos, no caso de correlacdes de um sitio essa soma se reduz

a
Nm Mm
Pila) = E wilaln m om | B omomp om (3.1)
NN Mk Tn
Mn T

Para uma rede quadrada. Genericamente,
Pria(e) = D2 > wilalnms,) Pning,) | (3.2)
a5 M5ns;
onde utilizamos §; para denotar qualquer primeiro vizinho do sitio j que contribui na

interagao.
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Para um sistema de particulas interagentes, as equagdes de evolugdo de um sitio de-
pendem de correlagdes de dois sitios ou mais, dependendo das regras que regem o sistema.
Em nossos modelos a interagao é local e depende do préprio sitio j, logo todas as cor-
relagoes de mais de um sitio serdo de sitios vizinhos. A probabilidade de que dois sitios
vizinhos sejam visitados pelos estados « e 3, para um autémato celular probabilistico,

pode ser escrita na forma

Pia(ef) = Y Y. > wjalngnme) we(Blnymns,) Pilns,mimens,) - (3.3)
5; bk | T6; i Mk N5y,
(6;#k) (9x#9)

As somas em J; e J; excluem os sitios vizinhos que estdo fixos, k e j respectivamente.

A seguir sdo apresentadas as equagbes de evolugdo para o autémato PP com a de-
pendéncia espacial. Para tornar mais claros os estados assumidos por cada sitio que
participa da interagdo, isto é, explicitando a dependéncia espacial, as equacdes serdo
apresentadas utilizando-se a notagdo P}, (afy...) para exprimir a probabilidade de, no
passo de tempo [, o sitio ¢ assumir o estado «, o sitio j assumir o estado B e o sitio k

assumir o estado vy, e assim sucessivamente.

3.1 Equacgoes de evolugao para o autémato PP

Considerando as regras definidas na se¢io 2.2 para o autémato celular probabilistico
predador-presa (autémato PP) podemos escrever as equacdes de evolugdo temporal para
as densidades de presas PJl(l) e predadores P}(2) Também podemos obter as equagdes

Para evolugao temporal das correlagbes de dois sitios vizinhos Pji(01), P}, (12) e P} (02).
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Py = —paZ 45, (01) ——pr 5, (12) + Pi(1)

PJ;+1(2) = %pb ZP}"SJ'(12) +(1-p.) P]l(Q) J
&

1
PiY(01) = ¢ Pa > ijﬁk((]ﬂl)—zpa Z P} 1.5, (1001)

(6u74) (& 28)

+ (1—%5) PL(01) — p,, Z A

(Jk#i)
(8;7#k) (6x#7)

+ papc Z 5, (201)
(51#1)

+pc <I—Z)Plk21 pbz

(5k #J)
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5,(012)

o 7 212)

k]

(3.4)

(3.5)

(3.6)




i
@ PP Z Pl ; (012) + Z P} x5, (1012)

(‘5k #J) (6 ;ﬁk)

l+1(12)

Il

1
+ Cpa(l Pe) Z Pl ;(102)

(&5 #k)

(Jwéa) (6 ;ek)

+ (=0 |(1-2) B2 - 1n, S Aaen)f, 61

(% #k)

1

. Pa |
PiY02) = pb Z (1—?) P},C,Jk(om)—-c-pa > Pl s, (1012)
5.

(Jk;ﬁa) (6; ;]élc)

+ (1-pe) | P(02) - CPu Z P{ ;4(102)
5y k)

1
+ PP PhL21)+ Y Pl (212)
)
(Bd)

As equagdes para as densidades e para correlacdes de pares do autémato PP aniso-
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tropico podem ser obtidas de maneira equivalente, observando sua defini¢do na secéo 2.3.
Escritas na forma reduzida, as diferengas entre os dois conjuntos de equagdes sdo minimas,
porém observamos que todos os fatores sdo distintos. E mais, considerando-se os vinculos
existentes devido a homogeneidade e isotropia do espago (como serd visto na se¢do seguinte)
o sistema de equagdes (3.4)-(3.8) para o autémato PP pode ser analisado pelo método de

campo médio [3] [22] [23].

Para uma analise de campo médio do autémato PP anisotrépico, seriam necessarias
equagdes hierdrquicas nas direcoes espaciais norte e sul, o que nio serd feito nesta dis-

sertacao.

Se fossemos colecionar equagdes em niimero suficiente as novas varigveis (correlagdes
de maior ordem) que surgem, chegarfamos a um sistema, infinito de equacdes. Uma forma
de se obter um conjunto finito de n equagdes acopladas a n varidveis é truncar esse sistema
infinito de equagdes e reduzir a ordem das correlages por meio de alguma aproximacao.

O método geralmente utilizado é o de campo médio dinamico.

3.2 O método de campo médio dinamico

As aproximagdes de campo médio dindmico [24] [25] [26] [27] [28] consistem em se
fazer algumas consideracdes especificas sobre as varigveis dindmicas, no que diz respeito
& influéncia que exercem entre si. Quando essa influéncia existe, dizemos que o sistema
¢ (ou que as varidveis dindmicas sdo) correlacionado(as). Ao contrario, quando o com-
portamento de uma varidvel dindmica nao afeta o comportamento de uma outra, dizemos

que o sistema é descorrelacionado ou que as varidveis dindmicas sdo todas independentes.

Num sistema onde ocorre interacdo entre as particulas, como é o caso dos autématos
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ppP e PP anisotrépico, sempre ha correlagio no sistema, e de todas as ordens. O papel
da aproximagdo de campo médio € diminuir a ordem da correlagdo de um aglomerado
de sitios. Nesse esquema serao feitos aqui dois graus de aproximacgdes. O primeiro,
desprezando-se quaisquer correlagdes existentes entre os sitios. O segundo, mantendo

correlagdes de pares de sitios.

3.2.1 Campo Médio Simples

O método de campo médio simples ou campo médio na aproximacio de um sitio
consiste em desprezar quaisquer correlagoes existentes e portanto assumir que todas as

varidveis dindmicas associadas aos aglomerados de sitios sdo independentes. Formalmente,

temos
N

P(mng---n;---nn) ~ P(m)P(na)---P(n;)--Plyn) = [[ P(m) (3.9)

i=1
onde 7;, ¢ = 1...N, sdo as varidveis dindmicas associadas aos sitios do aglomerado.
Como num sistema de particulas interagentes sempre existe alguma correlacdo, essa nao

¢ a melhor aproximagao que pode ser feita, mas é a mais simples.

3.2.2 Campo Médio de Pares

O método de campo médio na aproximacio de pares, ou aproximacao de dois sitios,
consiste em ndo desprezar todas as correlages existentes, mas reduzi-las a correlacoes de
dois sitios. Para isso, inicialmente vamos considerar uma correlacao de trés sitios vizinhos

e relacioné-la com a probabilidade condicional

P(nmjnk) = P(nj)P(nmklnj)- (3.10)
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A aproximagao consiste em se fazer uma consideragdo sobre a probabilidade condi-
cional P(n:mk|n;), assumindo que 7; e m, possam ser influenciados por 7n; (sitio central)
mas que nao influenciem um ao outro. Dessa forma consideramos que 7; e 7, sdo inde-
pendentes, ou seja,

P(min;) P(nyme)
P(n;) P(ny) (3.1

P(mink|n;) =~ P(miln;)P(nkln;) =

e entao podemos escrever

P(mimine) = P(m)H%, (3.12)

onde a produtdéria em § é sobre os vizinhos do sitio 7.

Esse resultado pode ser estendido as correlagoes entre aglomerados maiores de sitios.
Sejam (n4,,...,M4,) as varidveis estocdsticas associadas a um aglomerado A4 de sitios e
(nBy,---,MB,,) as varidveis estocésticas associadas a um aglomerado B. A aproximagao
de pares para o aglomerado AB pode ser escrita genericamente por

O P(A, 77B¢)

P(AB) w~ P(A)H LAY (3.13)

Essa aproximagao produz melhores resultados do que a de um sitio, como veremos na

secao 3.5 para o autémato PP.

3.3 Consideragoes gerais

3.3.1 Homogeneidade, isotropia e vinculos

As consideragoes sobre isotropia e homogeneidade do espaco trazem algumas simpli-
ficagdes no conjunto de equagdes (3.4)-(3.8) para o autémato PP. Os exemplos abaixo sio

considerados para uma cadeia de sitios.
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No caso de espago isotrépico nenhuma direcdo do espago é preferencial e a relagao

abaixo deve ser satisfeita

Pj(aB) = Pj(aB). (3.14)

Se o espago é homogéneo, as correlagbes também ndo devem depender de sua loca-
lizacdo, sendo igualmente provivel que cada um dos sitios pertencentes ao sistema seja

visitado por um certo estado «. Neste caso, podemos escrever as seguintes relacoes:

P/(a) = P}(a) = Pi(a), (3.15)

Pilj(aﬁ) . P}k(aﬁ) . (3.16)

Assim, para espaco isotropico e homogéneo as somatdrias que aparecem nas equa-
¢Oes (3.4)-(3.8) do autémato PP sdo bem determinadas e correspondem a
E 7§ 5 C € E ) § ? C_la (317)
5]‘ Ok Sk ) LF
(0k#7)  (8;#k)
onde ¢ é o niimero de primeiros vizinhos (nimero de coordenac¢do da rede). A primeira
relagdo corresponde a soma sobre todas as diregbes espaciais e a segunda corresponde a
soma de todas as dire¢Oes espaciais menos uma (que ¢é a dire¢do correspondente ao sitio

vizinho que est4 fixo), de modo que esses fatores incorporam caracteristicas da rede, como

0 nimero de primeiros vizinhos.

Além dessas relagdes, devemos considerar que nem todas as varidveis sao indepen-

dentes, uma vez que o sistema est4 sujeito aos vinculos

ZPl(ni) =1 e Zpl(mﬁj) = P!(m;) . (3.18)




3.3.2 Parametrizagao para o diagrama de fases

Para os dois modelos descritos nas se¢des 2.2 e 2.3, o diagrama de fases é construido
sobre 0 espaco tridimensional onde cada eixo corresponde a um dos trés pardmetros de
controle p,, py € p. e cada um desses parametros pertence ao intervalo [0,1]. Para melhor
visualizar o diagrama, o estudo do sistema nas anslises de campo médio e simulagdes foi

realizado no plano p, + p, + p. = 1 (Figura 3.1). Utilizamos a parametrizacio

1-c¢
Po = 9 —p
1=c¢
o= +p
P = c (3.19)
e como conseqiiéncia os novos limites de agdo dos parametros p e ¢ séo —% <p< % e

0<c<(l1-2[p]). Observe que a linha p =0 representa pontos em que Da = Dp.

Na regiao p < 0 temos p, > pj, enquanto que na regido p > 0 ocorre o contrario, p, > p,.

'
N
o
N
v
S

1
p

Figura 3.1: O plano cinza que corta o diagrama de fases indica a regiao estudada.

Os novos pardmetros sdo p e ¢, limitados pelos planos p, = 0, p, = 0 e pc. = 0.
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3.4 Campo médio simples para o autéomato PP

A aplicagdo direta dessa aproximagao pode ser observada abaixo:

Pjs,(01) ~ P;(0) P; (1)
P{;.(12) = Pj(1) F;(2) (3.20)

e as equagoes (3.4) e (3.5) assumirao a forma

PR = EnHO TR0 BT AEAD )
&
PH(2) = - pb Pi1 ZPJ (1—pe) Pj(2) . (3.22)

As consideragées sobre homogeneidade espacial, conforme a equagao (3.15), eliminam
a dependéncia espacial que antes havia nessas equagdes e como conseqiiéncia também

eliminardo a dependéncia no nimero de vizinhos da rede (3.17). Essa é uma caracteristica

dessa aproximagao.

A presenca do vinculo (3.18)
! ! (o) —
PI(0) + PI(1) + Pi(2) =1 (3.23)

implica que as equagdes (3.21) e (3.22) sdo suficientes para descrever o sistema. Usando
as definigoes

Pi(1) = P(2) =y (3.24)
para as varidveis que consideraremos independentes e que representam as densidades de
Presas e predadores, respectivamente, na aproximagao de campo médio simples o automato

PP ¢ descrito pelo mapa bidimensional

T = poni(l—z—y)—py iy + 20,

Y1 = po iy + (1 —pe) ui - (3.25)
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Os pontos de equilibrio (ou pontos fixos) desse mapa sdo aqueles que representam a
solucao estacionaria

Ti41 =T =T, Y1 =Y =Yy (3.26)

e correspondem as trés solugoes

(51,31) = (0,0), (v2,32) = (1,0) , (w3, ys) = (;‘j— i;—ﬂ%) (3.27)

das quais as duas primeiras s@o triviais e a terceira é uma solugao que depende dos para-
metros de controle (pq,ps,p.) € estd limitada ao intervalo (0,1). Esta é a solucdo que

chamaremos de ativa.

A solucéo 1 indica a auséncia total de presas e predadores no sistema e portanto repre-
senta o estado absorvente de vazio. A solucao 2 representa o estado absorvente de presas
pois indica que todo o sistema estd preenchido por presas. Para analisar esses pontos
fixos é necessario sabermos como se comportam as sucessivas iteragdes do mapa (3.25)

nas proximidades dessas solucoes.

A analise de estabilidade linear [29] revelou que a solugéo (z1,%:) € um ponto de sela
hiperbélico para qualquer conjunto de parametros (p,,ps,pc), Ou seja, € sempre instavel.
Isso significa que as sucessivas iteradas do mapa (3.25) nas proximidades de (0, 0) aproxi-
mam-se desse ponto por uma dire¢do mas afastam-se dele pela outra. Esse comportamento

indica que, pelo menos nessa aproximagdo, o estado absorvente de vazio nao é presente

no autoémato PP.
Para as solucdes 2 e 3, a tabela 3.1, a seguir, exibe as superficies de transicoes entre

os diferentes comportamentos p;, ¢ = 1,2, como funcdo dos parametros p, e py e as

respectivas curvas de transicdes ¢; como fungio de p, utilizando-se a parametrizagao (3.19).
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Tabela 3.1: Superficies e curvas de mudanca de comportamento dos pontos fixos na

aproximagdo de campo médio simples para o autémato PP.

superficies de transicao curvas de transicao
4p,> 4
Peo = pitim a = ptrg—7(B+70-p)
Peg = Db ca = 3(1+2p)

Na regido 0 < ¢ < ¢ a soluc@io absorvente de presas é um ponto de sela, e por-
tanto instdvel. Para ¢, < ¢ < 1 — 2|p|, as sucessivas iteragGes no mapa aproximam-se
monotonicamente da solugdo e portanto nessa regido o ponto (1,0) é um né assintotica-
mente estdvel. As curvas ¢; (ou superficies p,;) representam pontos de estabilidade nio

assintética, e uma andlise linear é insuficiente para defini-los.

A solugao ativa, por sua vez, é estdvel para 0 < ¢ < ¢, e instdvel paracy < ¢ < 1— 2|p|
e assim podemos perceber que a perda de estabilidade de uma solucdo estd associada ao
ganho de estabilidade da outra. Mas a regido ativa-estdvel possui dois comportamentos
distintos, separados por c;, no que se refere a forma como os pontos fixos sdo atingidos.
Para 0 < ¢ < ¢; a solugdo ativa comporta-se como um foco assintoticamente estével (as
sucessivas iteragoes do mapa mostram oscilagdes amortecidas no tempo) enquanto que na
regiao ¢; < ¢ < ¢y a solugdo ativa comporta-se como um ndé assintoticamente estivel. As

trajetorias estdo esquematizadas na Figura 3.2.

As solugoes estdveis que apresentam comportamento similar estio agrupadas no dia-
grama, de fases (Figura 3.3) utilizando-se a parametrizacio (3.19). Sio tracadas as curvas

C1 € ¢z, delimitando os diferentes comportamentos dos estados.

Para p = 0, estdo tragadas as curvas que exibem o comportamento das densidades

(solugdes estdveis) de presas, predadores e sitios vazios como funcdo de ¢ (Figura 3.4).
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Figura 3.2: Trajetdrias no espago de fases na aproximacio de campo médio simples

para o autémato PP. a) Parap = 0 e ¢ = 0,2 o ponto fixo é um né assintoticamente
estdvel. b) Para p = —0,2 ¢ ¢ = 0,12 o ponto fixo é um foco assintoticamente
estdavel. Em cada caso o mapa (3.25) foi iterado para trés condicdes iniciais di-

ferentes.

Especificamente neste caso, a curva de densidades de predadores é igual a curva de den-
sidades de sitios vazios. Na regido p, < p, as densidades de predadores sao maiores que

as densidades de sitios vazios, enquanto na regido p, > p, é observado o inverso.

Essa anélise ndo nos mostra que o modelo exibe oscilagdes estdveis no tempo, conforme
esperamos obter num modelo de dinamica de populag¢Ges para um sistema predador-presa,
porém exibe uma regido que apresenta oscilagbes amortecidas no tempo e que numa
aproximag¢ao melhor poderd evidenciar uma nova fase. Isso é o que serd feito na préxima

secao.

3.5 Campo médio com pares para o autémato PP

Nessa aproximagédo serdo mantidas todas as correlacdes de um e dois sitios no conjunto
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Figura 3.3: Diagrama de fases em funcao dos pardmetros p e ¢ na aproximacao de
campo médio simples para o autémato PP. A regido I indica a fase absorvente de
presas. As regides II e III correspondem A fase ativa mas diferem na forma como
os pontos de equilibrio sdo atingidos. As solugdes nas regides I e II sdo nés assin-
toticamente estdaveis enquanto na regido III correspondem a focos assintoticamente

estdveis. A curva c; separa as regides II e III e a curva ¢, separa I e IL

de equagdes (3.4)-(3.5) e todas as correlagGes de trés e quatro sitios serdo aproximadas

por correlagoes de dois sitios.

A aproximagao de correlagoes de trés sitios é direta, como em (3.12). Para reduzir as
correlagoes de quatro sitios vizinhos a correlagtes de dois sitios, serdo feitas duas aproxi-
magoes sucessivas. Primeiro, reduzindo-as a correlagoes de trés sitios e em seguida usar

novamente a aproximagio (3.12)

P(ninine) P(n;nem)

~

P(Winj)P(ank)P(nknl).

P(minjnem) ~ (3.28)

P(nine) - P(n;) P (k)
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Figura 3.4: Densidades de presas (linha cheia), predadores (linha tracejada) e sitios
vazios (linha pontilhada) versus ¢ na aproximagio de campo médio simples para o
autémato PP e p = 0. Neste caso a curva de densidades para sitios vazios é igual a

curva de densidades para predadores.

Utilizando as definigoes

@ = Pj(00) w = Pj(01) w = Pl(02) z = P)0)
rn = Ph(11) v = PL(12) z = Pj1)
si = P}(22) w = P2),

(3.29)

onde trataremos como independentes as varidveis z;, y;, u;, v; € w;, € as mesmas conside-

ragoes sobre isotropia e homogeneidade do espago, os vinculos serdo

z = l—x—uy L= XU —

Q = Z—w—w S = Y~V —w,
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e o conjunto de equagdes (3.4)-(3.8) passard a ter a forma

Tiv1 = Pa U — Do U+ 2y,

Y1 = ppu+(1 —De) Ui

2
qruy U Pa Uy
U1 = fapa {——l — fapa (]l—é:,-l-[(l——)—fdpa —} [Ul_fdpb_
2y 2 ¢ 2

2
Wiy Dy U
+  fi PaPe — + D¢ [(1——) v — fa Dy —} ’
2 ¢ T

2
(pa Uy uU“Y; wiug
= e 1_ —_
V41 fa Do T + f4 Pa Zm] + fapa (1 —pc) -
) v Dy ;2
+ Jfapy i — fapy %} +(1—-p) [ l—=)u—faipo —
| T T ¢ Xy
2
Do\ U w2v
wpr = fapy [(1-22) 2 < fip, — + (1 —p.) |w— faps —
¢/) = 2% Z
2
Do (]
+ D [? v+ fa P 33—;] +p. (1—pe) sy .

O fator f; estd relacionado & coordenacio da rede,

fa

Sl
=~

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

"A solugdo desse conjunto de equagdes se mostrou muito complexa e nao foi possivel

encontrar uma solugéo analitica. Porém é possivel verificar que o ponto (z,y, u, v, w) =

(1,0,0, 0,0), correspondente ao estado absorvente de presa, continua como solug¢ao. Com
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a solucdo numérica [30] do mapa 5-dimensional acima e sua analise de estabilidade foi
possivel identificar quatro fases distintas, o que revela uma diferenga qualitativa em relagao
a aproximagdo anterior. A Figura 3.5 mostra como se comportam as densidades como

funcao de c para a linha p = 0.

1 T ; . r
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Figura 3.5: Densidades de presas (linha cheia), predadores (linha tracejada) e sitios
vazios (linha pontilhada) versus ¢ para p = 0. Aproximagdo de campo médio com

pares para o autémato PP.

No diagrama de fases (Figura 3.6) a regido I corresponde & fase absorvente de presas
e II, III e IV correspondem &s regides em que as solugdes ativas sdo estdveis e, como
na aproximacio simples, elas diferem quanto ao comportamento das sucessivas iteradas
do mapa nas proximidades do ponto de equilibrio. Na regido II estao as solucdes que
correspondem a nés assintoticamente estdveis e na regiao I1I os focos assintoticamente

estdveis, de maneira similar ao diagrama da aproximagéao simples.
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Figura 3.6: Diagrama de fases em funcdo dos paradmetros p e ¢ na aproximacao de
campo médio com pares para o autéomato PP. A regido I indica a fase absorvente
de presas. As regides II ¢ III correspondem a fase ativa ndo-oscilante cujas solugbes
possuem estabilidade assintética (nds e focos). A regido IV corresponde a fase ativa

oscilante em que as solucdes sdo centros estiveis.

A regido IV corresponde & fase oscilante, em que se concentrou nosso interesse. Ela
apresenta oscilagcdes que nao se amortecem com o tempo e cujos pontos fixos sao centros
estaveis que produzem ciclos limites como trajetérias no espago de fase. Assim a transi¢ao
da regido III para a regido IV (c decrescente) é uma bifurcacdo de Hopf, que é mostrada
em maior detalhe na Figura 3.7. A Figura 3.8 mostra como as densidades evoluem no

tempo produzindo as oscilacdes e o correspondente diagrama do espago de fases, com o

ciclo limite.
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Figura 3.7: Regido IV do diagrama de fases ampliada evidenciando a bifurcacao de

Hopf. Aproximacio de campo médio com pares para o autémato PP.

Podemos pensar que o estado oscilante é o mecanismo responsdvel pela manutengao
num sistema predador-presa, pois é o indicio de um ciclo que se repete continuamente.
Por exemplo, um méximo de presas, ou seja a abundéncia desta espécie, é uma condigdo
que favorece o crescimento de predadores, ao mesmo tempo em que também se observa
um decaimento do ndmero de presas. O esvanecimento de presas implica na diminui¢ao
do nimero de predadores, dando condigbes para o crescimento da populacao de presas

até que se reinicie o ciclo.

Fixando o parametro p, verificamos que, em toda a regido oscilante, a freqiiéncia das
oscilagbes varia linearmente com o pardmetro ¢, w ~ ¢ (Figura 3.9a). Baixas freqiiéncias
estio relacionadas a valores pequenos de c. Isso é coerente com o modelo, uma vez que,
quanto menor ¢, mais lentamente os predadores irdo morrer e, como conseqiiéncia, mais

tardiamente o ciclo ird se completar, fato que se traduz em periodos maiores de oscilagéo.
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Ao contrario do que ocorre com as freqiiéncias, as maiores amplitudes estdo rela-
cionadas aos menores valores de c. Esse comportamento é valido tanto para as densidades
de presas como de predadores. E interessante observar que a bifurcacdo de Hopf ocorre
quando A% — 0 [31]. A Figura 3.9b exibe o comportamento de A% x ¢, considerando-se a
amplitude da densidade de predadores, para a linha p = 0. A extrapolacao da curva até
A% = 0 estd em concordéincia com os valores obtidos através da anélise dos autovalores.

A tabela 3.2 mostra alguns resultados obtidos pelos dois métodos.

Tabela 3.2: Alguns dados da bifurcagio de Hopf obtidos por A2 — 0 e pela analise

dos autovalores.

p | ¢ (A% = 0) | ¢ (autovalores)
0,4 || 0,0033 (1) | 0,00346 (1)
0,2 [ 0,0130 (1) | 0,01284 (1)

0 | 00195 (1) | 0,01846 (1)
0,2 [ 0,0095 (1) | 0,00932 (1)
0,4 || 0,0005 (1) | 0,00048 (1)

Embora as regras do modelo permitam o estado absorvente de vazio, nenhuma dessas
aproximagoes o descrevem. Contudo, a auséncia desse estado nessa andlise néo indica que
ele nao exista. Uma investigacao melhor, uma aproximacao de trés sitios por exemplo,
até poderia vir a exibir essa fase. Porém, isto seria demasiadamente trabalhoso para o

nosso propdsito, ja que o nosso interesse estd voltado para a fase oscilante.
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Figura 3.8: Fase ativa oscilante na aproximagdo de campo médio com pares para o |
autémato PP: a) densidades de presas (linha cheia), predadores (linha tracejada)
e sitios vazios (linha pontilhada) versus [ para p = 0 e ¢ = 0,016; b) trajetérias

no espago de fases (presas X predadores) para o mesmo conjunto de pardmetros

exibindo o ciclo limite.
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Figura 3.9: Autémato PP na aproximagao de campo médio de pares. Comporta-
mento da amplitude A e da freqiiéncia w na fase oscilante para p = 0. a) w x ¢; b)

A2 xc (amplitude referente & densidade de predadores).
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Capitulo 4

Simulacoes de Monte Carlo

Para alcancar o principal objetivo do estudo em questdo, precisamos saber se realmente

oscilagOes estao presentes e se persistem no limite termodinamico.

A solucao exata de um sistema complexo via construcio de equacoes de evolucao tem-
poral para grandezas relevantes fica comprometida devido ao grande numero de varidveis
envolvidas, de modo que as aproximacgoes feitas no capitulo anterior séo significativas por

exibirem o comportamento qualitativo do modelo.

Entre os métodos disponiveis para o estudo desses sistemas estao os métodos numéricos
de solucdo conhecidos como simula¢ées de Monte Carlo por estarem associados a even-
tos probabilisticos [4] [32]. O estudo numérico é justificado por teorias que relacionam
comportamento microscopico e termodinamico e das quais é possivel extrair informacoes

sobre a estabilidade e comportamento critico [33].

A simulagao consiste em gerar estados microscépicos do sistema ao longo do tempo
compativeis com as probabilidades p,, p, € p. (probabilidades de criacdo de presas,

predadores e sitios vazios respectivamente) para os autématos PP e PP anisotrépico.
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Quanto mais estados gerarmos, maior serd a informagao sobre o comportamento do sis-
tema. Para isso, basta fornecermos uma configuragio inicial, a partir da qual sucessivos

estados serdao gerados.

Neste trabalho, a informacio de que precisamos serd obtida através das médias das
densidades de presas, predadores, sitios vazios e das varidncias associadas a essas médias.
O processo de obtencao dessas grandezas serd descrito na segdo seguinte. Na segao 4.2
apresentamos nossa andlise das oscilagoes e posteriormente na se¢do 4.3 algumas conside-

ragoes sobre o diagrama de fases.

4.1 Algoritmo

Um autémato celular é definido sobre espago e tempo discretos e é portanto de facil

implementacao numérica. O algoritmo é estruturado do seguinte modo:

1. Fixam-se os pardmetros p,, py € p. (ou equivalentemente p e c) e a dimensao linear
da rede L. O ndmero total de sitios na rede serd identificado com N = L? (de modo

geral N = L% onde d é a dimensdo da rede);

2. Atribui-se uma configuracdo inicial ao sistema n = (n1,...7;,...nx), onde a varidvel
estocastica 7; = 0, 1, 2 representa os estados em que o sitio 7z pode estar. Se 1; =0, o
sitio esta desocupado (sitio vazio), se n; = 1 o sitio estd ocupado por uma presa e se
n; = 2 o sitio estd ocupado por um predador. A configuragdo inicial que atribuimos
é aleatdria, de modo que para cada sitio ¢ da rede foi associado um numero sorteado

entre os trés valores representativos 0, 1 e 2.

3. Para cada sitio 4, verificamos 7;. Atualizam-se todos os sitios de maneira sincrona e

independente com uma certa probabilidade w; definida como segue:
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e se o sitio estiver vazio (1; = 0), contamos o nimero de sitios vizinhos que estao

ocupados por uma presa, grandeza que chamaremos de ng;, entao

1
Ea . 4.1
w; 4 Do Nais ( )

e se o sitio estiver ocupado por uma presa (7; = 1), contamos o nimero de sitios
vizinhos que estdo ocupados por um predador, grandeza que chamaremos de
ny;, entao

1

Wy = Z Db Ti; (4-2)

e se o sitio estiver ocupado por um predador (7; = 2), independentemente de

quais sejam os vizinhos, a probabilidade de transi¢ao serd
W; = Pe- (4.3)

A medida da probabilidade w; é dada por um ndimero aleatério € gerado uniforme-
mente no intervalo [0,1). Assim se w; > €, o estado é alterado, caso contrario,
se w; < €, o estado se mantém. Portanto, para o processo descrito acima, a con-
figuracdo dos novos estados serd 7’ = (n1,...7,,...ny), onde para 7; = 0,1,2, n;
passard a ser, respectivamente, ! = 1,2, 0 se o sitio ¢ for alterado ou 7; = 0,1,2 se

o sitio 7 permanecer no mesmo estado.

4. Guarda-se o nimero de sitios ocupados por presas, n, predadores, ny, e sitios vazios,

Tg.

Os itens 3 e 4 sdo repetidos. Cada atualizagdo completa da rede (item 3) corresponde a
um passo de Monte Carlo (PMC), ou um passo de tempo. Os primeiros passos sao descar-
tados, de modo que o item 4 apenas se inicia apds o transiente. E necessério descartar o
transiente pois as configuracdes iniciais, sejam elas aleatérias ou nao, nunca representam
corretamente os padrdes espaciais caracteristicos de certo conjunto de parametros (p,c),

sendo necessario um tempo para o sistema se adequar.
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Cabe lembrar como é feita a atualizacdo sincrona. Iniciamos atualizando o sitio 1 e
sucessivamente até o sitio N. Como a atualiza¢io de cada sitio depende da configuraggo

n, as novas configuracdes 7' serdo guardadas para serem usadas na proxima, atualizacao.

No caso do autémato PP, os sitios vizinhos sio os primeiros sitios localizados ao norte,
sul, leste e oeste. Para o autémato PP anisotrdpico, os sitios vizinhos sdo os primeiros
sitios localizados ao norte e ao leste e o fator i que aparece nas probabilidades acima é
substituido por } nas equagdes (4.1) e (4.2). Esses fatores correspondem a normalizacao
para 0 méaximo nimero de primeiros vizinhos que interagem com o sitio central, que

podemos encontrar em cada caso, considerando-se uma rede quadrada regular (quatro

vizinhos no caso do autémato PP e dois vizinhos no caso do autémato PP anisotrépico).

Norte Norte

Oeste Leste Oeste Leste

Sul Sul

Figura 4.1: Esquema da intera¢do local entre os sitios numa rede quadrada regular
para os dois modelos estudados. a) Autémato PP. O sitio central interage com os
primeiros sitios localizados ao norte, sul, leste e oeste. b) Autémato PP anisotrdpico.

Neste caso a interagfo ocorre apenas com os primeiros sitios localizados ao norte e

ao leste.

Neste esquema de atualizagdes, ainda é preciso fazer consideragoes sobre as condigoes

de contorno, pois estamos analisando sistemas finitos. Para que as mesmas regras possam
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ser aplicadas aos sitios da periferia da rede, utilizamos em todas as simulacoes condicoes
de contorno periddicas. Assim, por exemplo, redes unidimensionais sdo andlogas a um

anel e redes quadradas a um toro.

Considerando M como o nimero de passos de Monte Carlo efetivo (isto é, descontado

o transiente), calculam-se as grandezas:

e Média das densidades da série temporal

1M
P = MZ Pr (4.4)
=1
onde
Ng
Py = F[’ k=0,1,2, (4.5)

é a densidade da espécie &k no [-ésimo passo de Monte Carlo. N representa o nimero
total de sitios da rede e ny, = sz\il 5(k,m;); é o nimero de sitios ocupados pela

espécie k no passo [;

e Desvio padrao do conjunto de dados

o) = % Z (Pr — .5;.-.)2} (4.6) fE

=1

com e D, definidos como acima.
k € O

f

|

Essas grandezas se aproximam do valor médio verdadeiro das densidades de presas, |

1

predadores e sitios vazios quando M é muito grande e foram utilizadas para se estudar |
as oscilagoes e delimitar as diferentes fases no diagrama de fases dos modelos. Em todas |

as simulagoes, descartamos os primeiros 200000 passos e consideramos M = 22! PMC,

exceto nas simulagbes das sub-redes, nas quais consideramos M = 220 PMC.
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4.2 Oscilagoes

O comportamento da média das densidades de sitios vazios, presas e predadores versus
¢, para p, = py (p = 0), pode ser visto na Figura 4.2 para o autémato PP e para uma rede
160 x 160. Os erros sdo compativeis com o tamanho dos simbolos. A Figura 4.3 apresenta

os resultados para o autémato PP anisotrépico.

1 o ¢
0,8
» 0.6 . .
'8 O=——0 sitios vazios
g L=\ presas
g ¢——= predadores
a
04
02| |
0 frereas - —0 0
0 0,1 0,2 0,3

Figura 4.2: Densidades médias de presas p,, predadores p, e sitios vazios B, versus
c para p = 0. Simulag&es de Monte Carlo do autémato PP para uma rede 160 x 160. I
Observamos estados ativos e dois estados absorventes. Para valores mais baixos de
c o sistema. evolui para estados absorventes de sitios vazios e para valores mais altos

o sistema evolui para estados absorventes de presas.

O sistema pode evoluir, de acordo com os pardmetros, para estados absorventes e estados
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ativos. Para maiores valores de c, observamos que os autéomatos evoluem para um estado
absorvente de presas. Em especial, o autémato PP evolui para um estado absorvente de
sitios vazios na regido dos menores valores de ¢. Veremos a anélise dos estados absorventes |

e as transicoes para esses na se¢ao 4.3. Focalizamos aqui a atencao nos estados ativos.

B
It
=

1 Al

0,8 t

0’6 I sy .
O—0 sitios vazios

|

=\ presas I
¢—=" predadores

{

1

Densidades

04

0,2

0 0,1 0,2 0,3 I

|
Figura 4.3: Densidades médias de presas p;, predadores p, e sitios vazios p, versus i
¢ para p = 0. Simulac¢bes de Monte Carlo do autémato PP anisotrdpico para uma |
rede 160 x 160. Neste caso observamos que, além de estados ativos, o sistema evolui

para estados absorventes de presas. i

Na regido ativa, 0 < py < 1, k = 0,1,2, observou-se que os estados ativos tém dois
comportamentos distintos. As Figuras 4.4 e 4.5 exibem as possiveis evolugdes das den-
sidades de presas, predadores e sitios vazios no tempo para uma rede 160 x 160. Para |
valores pequenos de c as séries temporais para as densidades apontam (ver Figura 4.4)

um comportamento oscilatério. Para maiores valores de ¢, ainda na regido ativa, observa-
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se a partir da Figura 4.5 um estado ndo-oscilante, sendo a flutuagio observada na série

temporal apenas de cardter estocastico. Para redes menores as amplitudes de um estado

oscilante sdo maiores comparativamente & redes maiores e é quando esse estado se torna
mais evidente. Para redes maiores, a dificuldade em distinguir os comportamentos au-
menta, uma vez que as amplitudes vao se tornando da ordem das flutuagdes estocdsticas
(este fato pode ser observado nas Figuras 4.6a e 4.7a, que apresentam as densidades de
presas em funcdo do tempo para os mesmos pardmetros das Figuras 4.4 e 4.5 e estdo na
mesma escala). Devido a isso, é necessario um método sistematico de estudo dos esta-
dos oscilantes: como caracterizé-los (distingui-los dos demais estados) e como verificar se
sdo estdveis no limite em que o tamanho da rede L — oco. Basicamente, uma oscilacio é

caracterizada por sua amplitude e freqiiéncia, de modo que precisamos obté-los por algum

método. E o que veremos a seguir. I

09 1 T .

sitios vazios

predadores
K™ NS N TN NN AN A N A |

presas

Densidades
o
o

o
w

O i L 1 1
1200 1600 2000 2400 2800 :
!

Figura 4.4: Densidades de presas, predadores e sitios vazios como funcéo do tempo ‘

(PMC) em uma regiéo oscilante do diagrama de fases (p = 0 e ¢ = 0, 04). SimulacGes |I

de Monte Carlo do autémato PP para uma rede 160 x 160.
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Figura 4.5: Densidades de presas, predadores e sitios vazios como fung¢io do tempo
(PMC) em uma regifo ndo-oscilante do diagrama de fases (p = 0 e ¢ = 0,18).

Simulagées de Monte Carlo do autémato PP para uma rede 160 x 160.

4.2.1 Amplitude

Desconsiderando inicialmente flutuagoes estocdsticas, uma oscilagido pode ser descrita

por
p = P+ Acos(wt+ ¢) (4.7)

onde p representa a densidade em fun¢do do tempo, p é seu valor médio, A é a amplitude

da oscilagdo e w = 27/T é a freqiiéncia.

Para relacionar (4.7) com uma grandeza relevante e mensuréavel, vamos considerar a

média do quadrado da diferenga (p — p)
<(p—pP>u = A*<cos®(wt+¢) > . (4.8)

O lado esquerdo dessa relagao representa a varidncia da série temporal em M passos de
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Monte Carlo. Dessa forma podemos escrever
o ~ A, (4.9)

ou seja, a amplitude da oscilagdo é proporcional ao desvio padrio da série temporal e
portanto estudando-se o comportamento de o teremos informagoes sobre o comportamento

da amplitude.

Analogamente & andlise de campo médio, a transi¢cdo de uma regido oscilante para uma
regiao nao-oscilante ocorre quando A? se anula [31]. Como estamos utilizando ¢ como
uma medida de A, entdo devemos esperar que o2 se anule. Assim a primeira tentativa
foi verificar o comportamento dessa grandeza para diferentes valores de c. Esse método
se mostrou inadequado para a obtencao da transicdo ativo oscilante — ativo nio-oscilante
pois, como o é sensivel as flutuagBes estocasticas, e estas sdo tao maiores quanto mais
proximas as transicdes para os estados absorventes, observamos uma nao-linearidade no

comportamento de o2,

Esse procedimento para o calculo da amplitude serd utilizado na determinacio da

estabilidade das oscilagGes (subsegéo 4.2.3).

4.2.2 Freqiiéncia

A ocorréncia de uma oscilagdo implica na existéncia de uma freqiiéncia caracteristica,

que pode ser observada no espectro de poténcias da série temporal,

Plwy) = — leezﬁkl , k=0,.,M—-1, (4.10)
1=0

’

onde z; representa as densidades no passo | de uma série temporal especifica. P(wy) é

obtido a partir da transformada de Fourier discreta.
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Os espectros de poténcias caracteristicos de uma regido oscilante e de uma regido
nao-oscilante podem ser observados nas Figuras 4.6 e 4.7, assim como os respectivos com-
portamentos das densidades de presas como func¢éo do tempo [34]. Para séries temporais
associadas a predadores e a sitios vazios, o espectro de poténcias tem comportamento
similar ao de presas, apenas apresentando uma diferencga na altura do pico, o que estd

relacionado com a amplitude da oscilacido da série temporal especifica.

a)

Densidades

presas |

0,08 : ‘ ' ‘
1200 1600 2000 2400 2800

0,20 T T T T

0,15 g

& 010 |

0,05 -

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 '

Figura 4.6: a) Um trecho da Figura 4.4 enfatizando a série temporal relativa 2

densidade de presas. b) Espectro de poténcias da mesma série temporal.

Embora nao possamos relacionar diretamente o espectro de poténcias com a ampli-

55




tude, amplitudes maiores estdo associadas a picos maiores. E exatamente a presenca de
um pico no espectro de poténcias que distingue uma série temporal de comportamento
periddico de outra de comportamento nao-periédico. Flutuacdes na série temporal apenas
de cardter estocastico se caracterizam por um decaimento continuo de P(wy) 4 medida em
que a freqiiéncia aumenta. Flutuagdes associadas a um comportamento periédico na série
temporal produzem um pico, que se sobressai &s flutuagoes estocésticas, nas freqiiéncias
caracteristicas do movimento. Essa anélise foi utilizada para a confirmacao de um estado

oscilante, distinguindo-o de um estado nao-oscilante.

a)

0,84 T T T
0,82

0,80

Densidades

0,78

0'76 L 2 i ]
1200 1600 2000 2400 2800

0,15 4

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Figura 4.7: Série temporal da densidade de presas (a) relativa & Figura 4.5 e respec-

tivo espectro de poténcias (b).

96




4.2.3 Estabilidade

A analise espectral de uma série temporal distingue uma regiao oscilante de uma regiao
nao-oscilante para um espaco fisico fixo, ou seja, para uma rede de dimensao linear L.
Porém, para uma regido oscilante, é preciso verificar o comportamento da amplitude com o
aumento de L, ou a estabilidade dessas oscilagdes no limite termodinamico. Interpretando
o erro o, como uma medida da amplitude de uma rede de dimensao linear L, esperamos

verificar o comportamento
g La (411)

onde estamos considerando o como constante. Através da relagdo acima, é possivel obter

o (Apéndice C).

(a) (b)

-3 -2 T
3t
-4
5 5
£ R
-5 F
-5 F
-6 -6 4
3 4 5 6 2 3 4 5 6
InL InL

Figura 4.8: Comportamento da amplitude oz em fungdo da dimensdo linear L da
rede na regido oscilante para d = 2. Simulagbes de Monte Carlo com parmetros
p=0ec=0,08 a) autémato PP e b) autémato PP anisotrépico. Em ambos os

casos, os dados correspondem & série temporal de presas.
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A Figura 4.8 exibe o grafico Inoy x In L para cada um dos autématos considerando-se

a série temporal de presas.

Em todos os dados (Apéndice C) obtivemos o ~ —d/2, o que nos leva a concluir que

o comportamento da amplitude é da forma

1

i (4.12)

o ~~

Isso nos mostra que os erros (amplitudes) sdo inversamente proporcionais a raiz quadrada
do numero de sitios da rede N, isto é, decaem com o aumento do sistema, o que torna as

oscilagdes instaveis e, portanto, no limite termodinamico tendem a desaparecer.

4.2.4 Sub-redes

Para observarmos o que ocorre com as oscilagoes das densidades de presas e predadores
localmente, vamos subdividir uma rede em vérias sub-redes e verificar o comportamento
de uma sub-rede em rela¢do a outra sub-rede de mesma dimensao linear [35] [36]. Com
esse objetivo realizamos simulagbes, para os dois automatos estudados, de uma rede
de dimensdo linear L = 320 com condigdes periddicas de contorno. Simultaneamente,
guardamos as densidades de presas e predadores pertencentes as sub-redes com L =
160, 80, 40. As regides estudadas podem ser observadas na Figura 4.9. O conjunto A
refere-se as quatro sub-redes com L = 160 que compdem a rede L = 320, as quais ro-
tulamos A — 1, A — i1, A—iit e A— . A sub-rede A — 7 foi dividida em sub-redes
com L = 80, que formam o conjunto B, B — i, B — i1, B — 111 e B — v, e novamente a
sub-rede B — ¢ foi dividida em quatro sub-redes com L = 40, que formam o conjunto C|

C—i, C—ii, C—iiieC —iv.

O transiente dessas simulacoes nao foi excluido de uma anélise, como veremos a seguir.
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sub-redes 160 x 160
sub-redes 80 x 80

sub-redes 40 x 40

Cil . Cil @ B-ii  B.jj @ A-i A-ii

C-iiiy  C-iv

B-iii B-iv .
C A-iii A-1v

Figura 4.9: Sub-redes estudadas: O conjunto A refere-se 4s quatro sub-redes 160 x
160 (A —i¢, A—1i, A—1iiie A—iv) que compdem a rede 320 x 320. A sub-rede
A — i foi dividida em outras quatro sub-redes 80 x 80 (B — i, B —ii, B —iii e
B — iv) que formam o conjunto B. O conjunto C se refere s quatro sub-redes

40 x 40 (C —14, C' —ii, C' —iii e C — iv) que compdem B — i.

O estudo de sub-redes foi feito para alguns pardmetros (p, ¢) pertencentes a regiao oscilante

para cada um dos modelos.

Cada conjunto de sub-redes estudado apresenta o mesmo padrao de oscilacdo, ou seja,
as densidades de presas, predadores ou sitios vazios de sub-redes de mesma dimensio
linear evoluem no tempo com a mesma faixa de freqiiéncias e amplitudes. E possivel
ver esse resultado através do espectro de poténcias das sub-redes. Na Figura 4.10 é
apresentado o espectro de poténcias das sub-redes 80 x 80 (conjunto B) para as densidades
de predadores do autémato PP referentes aos parametros p = 0 e ¢ = 0,05. Todas as
quatro sub-redes (B —1i, B —ii, B —iii e B —1v) apresentam distribuicao de freqiiéncias
e altura dos picos semelhantes para séries temporais de predadores. Este comportamento
se repete na andlise de presas e sitios vazios. Os outros conjuntos de sub-redes, A e C,
apresentam as mesmas caracteristicas descritas acima. Essas freqiiéncias e amplitudes
caracteristicas. de uma sub-rede, L = 160 por exemplo, sdo compativeis com as obtidas
por uma simulacao independente de uma rede de mesma dimensio linear. Na Figura 4.11

¢ apresentado o espectro de poténcias da densidade de presas de uma sub-rede 40 x 40
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(C —1), correspondente ao autémato PP anisotrépico com pardmetros p =0 e c = 0,05, e
de uma simulacao independente de uma rede de dimensdo linear L = 40, com 0s mesmos

parametros.

B-i B —ii

0 0,05 0,10 0,15 0 0,05 0,10 0,15

B —iii B—iv

Figura 4.10: Espectro de poténcias de sub-redes 80 x 80 pertencentes ao conjunto
B. Dados referentes & série temporal de predadores para os pardmetros p = 0 e
¢ = 0,05 e autémato PP. A mesma andlise para as densidades de presas e sitios

vazios produz resultados semelhantes.

Analisamos. o inicio do transiente e verificamos que a oscilacao de todas as sub-redes
inicia-se em fase para logo em seguida tornar-se totalmente fora de fase. As Figuras 4.12

(autoémato PP) e 4.13 (autémato PP anisotrdpico) exibem a evolugdo temporal das densi-
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Figura 4.11: Espectro de poténcias de uma (a) sub-rede 40 x 40 e de uma (b)
simulacdo independente de uma rede com L = 40. Anélise referente as densidades

de presas do autémato PP anisotrépico para os pardmetros p = 0 e ¢ = 0, 05.

dades de presas, no inicio da simulagéo, para a rede 320 x 320 e algumas de suas sub-redes
(A —ie B —1i). Este fato estd relacionado as condicBes iniciais que utilizamos. O sis-
tema comega a evoluir com uma distribui¢cdo homogénea de estados, portanto as mesmas
condigdes estdo presentes em todos os subsistemas. A medida em que o sistema se orga-
niza para gerar padrdes especificos aos pardmetros utilizados, ndo observamos mais uma

homogeneidade na distribuigéo espacial das espécies.

A falta de sincronizagéo indica que as concentragdes maximas (ou minimas) de presas
(ou predadores) ocorrem em regides diferentes do espago para tempos diferentes. Deste
modo, o nimero de presas (ou predadores) aumenta se considerarmos sistemas maiores,
mas nao na mesma proporc¢ao do aumento do nimero de sitios da rede. Estamos supondo
que, se a oscilagao fosse sincronizada, teriamos as mesmas densidades, em um dado ins-
tante de tempo, para todas as sub-redes. Certamente, a nio-coeréncia na oscilagio do
conjunto de sub-redes é responsavel pela diminuicdo da oscilacdo das densidades das

populagoes da rede.

Para um exemplo, vamos considerar dois instantes distintos de uma simulacdo do
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Figura 4.12: Inicio da simula¢io mostrando a evolugio das densidades de presas da
rede e de algumas sub-redes para o autémato PP. Nos primeiros passos a oscilacio
estd em fase. A medida em que os padrdes espaciais se auto-organizam, as oscilacoes

se tornam defasadas.

autéomato PP parap = 0,2 e ¢ =0, 1. Observe a Figura 4.14, onde estao representadas as
evolugdes temporais das densidades de presas de duas sub-redes 80 x 80 (B —ii e B — 4ii)
e as fotografias da rede 160 x 160 dividida em quadrantes em dois instantes. As presas
estao representadas em azul e os predadores em vermelho. Em #;, o mdximo de presas
ocorre em B — 11 e em ty, 0 maximo ocorre em B — ii. Para o autémato PP anisotrépico
um exemplo ¢é apresentado na Figura 4.15, com pardmetros p = —0,1 e ¢ = 0,04. Neste
caso, a evolugdo das densidades se refere aos predadores e mais uma vez os maximos das
sub-redes ocorrem em instantes diferentes. Em ¢, 0 maximo de predadores se d4 em B —1v

enquanto que em ?, 0 maximo ocorre em B — 4.
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Figura 4.13: Inicio da simulagdo mostrando a evolugio das densidades de presas da
rede e suas sub-redes para o autémato PP anisotrépico. Como no caso isotrépico,
a distribuicdo homogénea de estados pelo sistema produz oscilagdes coerentes ape-
nas nos primeiros passos. Os padrdes espaciais atingidos na seqiiéncia levam os

subsistemas a oscilarem com fases diferentes.

4.3 Diagrama de fases

Na secao anterior, citamos a presenga de quatro fases nos modelos estudados: as fases
absorvente de sitios vazios e absorvente de presas (Figuras 4.2 e 4.3) e as fases ativa
oscilante e ativa ndo-oscilante (Figuras 4.4 e 4.5). A existéncia de um pico no espectro
de poténcias nos estados oscilantes foi a referéncia para determinar a transi¢ao ativo

oscilante — ativo nao-oscilante. E, embora tenhamos verificado que nao ha oscilagoes no

limite termodinamico, elas ocorrem em nivel local e portanto sdo evidentes para redes




finitas. E as amplitudes das oscilagbes sao tdo maiores quanto menor a dimensao linear

L da rede, quando as analisamos para parametros (p, ¢) fixos.

Para as transicdes ativo — absorvente de sitios vazios e ativo — absorvente de presas
observamos que, como as flutuacdes diminuem com o aumento de L, elas sao tao melhor
determinadas quanto maior for a dimensdo linear L. Para entender isso, vamos fazer
algumas consideracdes. H4 duas formas de atingir o estado absorvente. Uma delas € a
densidade de presas se anular, caso em que o sistema evoluira para o estado absorvente de
vazio, e a outra ¢ a densidade de predadores se anular, caso em que o sistema evoluird para
o estado absorvente de presas. Portanto a evolugdo para qualquer um desses estados esta
condicionada & baixa densidade dessas duas espécies, associadas as flutuagoes estocasticas
A que estdo sujeitas. Assim, para L menor, a flutuagdo é maior e, portanto, a simulagao
é mais suscetivel a evoluir para o estado absorvente nesses limites de baixas densidades.
A medida em que L aumenta, as flutuacdes diminuem, o que permite obter mais pontos

de estados ativos perto da transicdo, sem que o sistema evolua para o estado absorvente.

A utilizacdo de redes pequenas compromete muito a construgdo do diagrama de fases,
principalmente na regido de uma possivel transi¢ao para o estado absorvente de vazio no
caso do autémato PP. De fato, a presenca da oscilagdo nessa regido, de amplitude tao
maior quanto menor for ¢, antecipa o estado absorvente. Assim, para a construgao do
diagrama, de fases, inicialmente consideramos uma rede 160 x 160. Nao analisamos o com-
portamento critico dessas transi¢des, pois ndo era o principal objetivo do presente estudo.

Para delimitarmos as fases, na primeira tentativa fizemos uso dos seguintes critérios:

1. Fixando-se p e aumentando os valores de ¢, o comportamento dos estados ativos
passa de oscilante para nao-oscilante. Consideramos como o ponto de transi¢ao
entre esses estados o méaximo valor de ¢ em que ainda fosse possivel observar um
pico no espectro de poténcias. Investigamos as séries temporais a intervalos de 0, 01

em cC.
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2. Para determinar os limites da fase ativa nas imediagdes dos estados absorventes,
realizamos um conjunto de dez pequenas simulacdes de 50000 PMC. Se mais da
metade sobreviver entdo consideramos o estado como ativo (0 < p < 1), caso

contrario o estado € absorvente. Para p fixo, variamos ¢ na fracdo de milésimos.

As Figuras 4.2 e 4.3 foram obtidas utilizando-se esses critérios. Ambos 0s casos se
referem a p = 0. A partir delas observamos que apenas o autémato PP pode evoluir
para estados absorventes de vazio (atingidos para ¢ = 0,024). Essa é a primeira diferenca
observada nos resultados entre os modelos. Em principio, o critério utilizado nio nos
permite afirmar com certeza se o autémato PP anisotrépico realmente nao evolui para
o estado absorvente de vazio & medida em que ¢ decresce. Muito préximo dos eixos
Pa = Py = p. = 0 0s transientes sao muito maiores e esse critério ndo se aplica. Por outro
lado, também ndo podemos afirmar que o autémato PP apresenta esse estado. Especi-
ficamente para p = 0, & medida em que nos aproximamos de ¢ = 0, as amplitudes das
oscilagoes aumentam no caso do autémato PP e diminuem no autémato PP anisotrépico.
A baixa densidade de presas dessa regido, aliada 4s oscila¢es cada vez maiores do modelo
isotrépico, pode provocar a extingao das presas e fazer com que o sistema evolua, para o

estado absorvente de vazio.

Nas proximidades do eixo p, = 0, esse critério também nao permite delimitar corre-
tamente as fases. Essa é uma regido em que o niimero de predadores no sistema é muito
pequeno, fato que aliado as flutuagdes estocdsticas pode levar & extingdo dessa espécie,
conduzindo o sistema ao estado absorvente de presas antecipadamente. Em geral, a porgao
esquerda do diagrama de fases (p < 0) é “bem comportada”, em ambos os modelos. Para
p > 0, o automato PP possui uma regido na qual ndo é possivel identificar a fase por
esse critério. Nela temos baixas densidades de presas e predadores que somadas as os-
cilagoes/flutuagdes, o sistema evolui ora para o estado absorvente de vazio ora para o

absorvente de presa.
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Devido a essas dificuldades na determinacao das fases, refizemos as simulagoes, porém

com uma modificacio. Nao permitimos a extingio de predadores ou presas no sistema.
Para implementarmos, seguimos os mesmos passos descritos na se¢do 4.1, porém se o
numero de presas for a zero criamos uma presa aleatoriamente em um dos sitios vazios
e se o numero de predadores for a zero, criamos um predador em um sitio, também
escolhido aleatoriamente, entre os ocupados por uma presa. Utilizando-se esse critério,
nunca atingimos os estados absorventes, porém ele nos permite estimar com boa precisao a
curva de transicdo. Na verdade, esse é um recurso muito 1til para que possamos superar
o transiente sem atingir o estado absorvente. E no transiente, e principalmente nos
primeiros passos da simulacdo, que se atinge as maiores amplitudes/flutuacdes, e o uso
desse critério evita a evolucdo antecipada para o estado absorvente e permite que o padrao
de evolucdo temporal se estabilize. Com isso, eliminamos todas as regides em que haviam
ambigiiidade de fases, e também conseguimos analisar mais detalhadamente regides de

baixas densidades de presas e predadores.

A Figura 4.16 apresenta o comportamento das densidades médias de presas, predadores
e sitios vazios para os dois modelos e p = 0. Pelo novo critério, o autémato PP nao evolui
mais para o estado absorvente de vazio. Porém, alguns estados atingidos para ¢ < 0,01 nao
s30 absolutamente confidveis. No caso do autémato PP anisotrépico, nao ha diferengas

em relacao ao resultado obtido pelo primeiro critério.

Para determinarmos o ponto de mudanga de fase, utilizamos o fato de que os ex-
poentes criticos associados & transi¢do para estados absorventes pertencem a classe de
universalidade da percolacio direcionada em d + 1 dimensoes [37]. Na criticalidade, perto
da transicao para o estado absorvente de presas, o expoente critico 3 se relaciona com as

densidades como

p~(e—c)f. (4.13)
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No caso d = 2, temos 8 = 0,58 [2] [4]. Como fixamos p, estaremos sempre determinando
o ponto critico referente ao pardmetro c¢. A Figura 4.17 mostra como se comportam as
curvas de densidades perto da transicio para o autémato PP anisotrépico e p = 0,1.
Para essa andlise é importante obtermos pontos bem proximos & transi¢do. Préximo a
transicdo, as densidades de presas, predadores e sitios vazios obedecem a relagao (4.13) e

colapsam em ¢, o ponto critico.

O diagrama de fases do autémato PP, utilizando-se o Gltimo critério, é apresentado
na Figura 4.18. Para o autémato PP anisotrdpico o diagrama de fases é apresentado na
Figura 4.19. Nelas exibimos a fase absorvente de presas (A) e as fases ativa oscilante (0)
e ativa ndo-oscilante (NO). A maior parte dos pontos foram obtidos com redes 160 x 160
mas préximo ao eixo p, = 0 foi necessério o uso de redes 320 x 320 para determinarmos a
transicdo para o estado absorvente (Apéndice D). A linha que separa a fase oscilante da
nio-oscilante foi determinada utilizando-se o critério 1 descrito anteriormente. Embora a

fase oscilante desapareca em redes infinitas, num sistema finito ela sempre esta presente.

Para p < 0, quase nio hé diferenca entre os modelos. Nesses casos, a anisotropia nao
promove nenhum padréo espacial especial, em relagdo ao caso isotrépico. Nessa regiao,
para ¢ baixo, encontramos as maiores densidades de predadores (ver Figura 4.15), que
ficam em pequenos grupos bem distribuidos pela rede, de modo que as presas ficam sempre
cercadas. Aqui temos p, > Dy, OU seja, a probabilidade de nascimento de presas é maior
que a probabilidade de morte, de modo que a perda de presas é recuperada rapidamente, e
conseqiientemente as amplitudes sdo baixas. Quanto maior a diferenga (pa — pb), O estado

absorvente de presas é atingido para valores de p, menores.

Alguns parametros produzem padroes espaciais bem interessantes [38]. No autémato
PP, para p > 0,2 e ¢ pequeno, observamos alguns comportamentos similares ao da

Figura 4.20. Esta se refere aos pardmetros p = 0,3 e ¢ = 0,06. Nesta regiao, pp > Pa;
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os predadores tém crescimento mais rapido do que as presas, ou seja, a morte de presas
ocorre mais rapidamente que sua reproducao o que logo conduz o sistema & uma baixa
densidade de presas. Na auséncia de presas, os predadores também nao se reproduzem e
mesmo sujeitos & uma probabilidade de morte relativamente baixa, sua densidade evolui
para baixos valores. Isso permite que grupos de presas isolados crescam formando alguns
aglomerados grandes até que atinjam os predadores remanescentes no sistema, que rapi-
damente se reproduzem dizimando as presas. Este é um mecanismo no qual observamos
as maiores oscilagdes. Como as densidades das espécies também sdo baixas, essa é a regiao
onde o sistema é mais suscetivel de evoluir para o estado absorvente de vazio. Sendo a
densidade de predadores baixa, entdo em redes pequenas (L baixo) eventualmente pode
ocorrer, em primeiro lugar, a extingdo dos predadores. Isto acarreta na evolugdo do sis-
tema para o estado absorvente de presas. Porém, para L suficientemente grande, aliado
ao fato de que c é relativamente pequeno, hé tempo para que um aglomerado de presas

cresca até atingir um predador e a dinamica sobreviva.

No autémato PP anisotrépico, para p > 0 e a medida em que ¢ se aproxima de
zero, ha a formacio de “paredes” de predadores, impedindo que as presas se reproduzam
livremente. Isto é, aglomerados horizontais e verticais de predadores na forma de camadas
que, devido & dindmica do modelo e aos pardmetros, impedem a reprodug¢ao e conseqilente

passagem das presas. Um exemplo para p = 0,3 e ¢ = 0,02 estd na Figura 4.21.

Estes padrdes se tornam evidentes para toda a extensao p > 0 e parecem ser 0s res-
ponsdveis pelo sistema ndo evoluir para o estado absorvente de vazio, em comparagao
com o modelo isotrépico. A combinagao de finas camadas de presas e predadores inter-
caladas com regides mais extensas de sitios vazios ndo permite aos predadores e as presas
se reproduzirem livremente. A associagdo de baixas densidades de presas e predadores
com a anisotropia considerada, impede grandes flutuagbes e/ou oscilagdes nessa regido.

Basicamente, a oscilacao observada nesses casos é devida ao escape de presas, ou seja,
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quando elas conseguem furar a barreira de predadores. Este fato estd relacionado com a

morte de predadores da “parede” e isso ocorre esporadicamente, devido aos baixos valores

de c. Esse comportamento é o responsavel pelas menores freqiiéncias observadas, muito
p )

préximas ao ruido caracteristico das flutuagoes.

Ainda no autémato PP anisotrépico, observamos a formacao de estruturas extrema-
mente organizadas, as quais permitem ao sistema permanecer no estado ativo, mesmo com L
um numero baixo de predadores. Na Figura 4.22 mostramos um exemplo para p = 0,32

ec=0,2.

Ao contrério do caso discutido acima, esses padrdes sao atingidos & medida em que
nos aproximamos da transi¢do para o estado absorvente de presas. Uma probabilidade
relativamente alta de morte de predadores faz com que o nimero correspondente dessa
espécie seja rapidamente diminuido. Como o processo de morte de presas estd relacionado
ao processo de nascimento de predadores, esse quase nao ocorre. J4 a reproducio de
presas se d4 quase continuamente. Mesmo com uma probabilidade de criacao de presas
bem menor que a probabilidade de morte, o nimero reduzido de predadores na rede faz
com que logo o sistema apresente alta densidade de presas. Passamos a ter entdo uma
situacao de poucos predadores isolados num “mar de presas”. Devido & anistropia eles I
passam a se desenvolver no sentido de nordeste para sudoeste, e crescem por toda a

rede devido a abundéancia de presas, deixando atrds de si um rastro de que d4 lugar a

sitios vazios. Como ndo se reproduzem em sitios vazios, todos os focos de predadores vao
se agrupar, exatamente nas faixas de maxima densidade de presas. Embora as presas
tenham uma probabilidade menor de nascimento, logo preenchem novamente a regiao de
sitios vazios devido a sua “alta densidade”, dando continuidade & dindmica. A oscilacdo
que observamos é residual, pouco significativa, da mesma magnitude das flutuacoes, porém

que persiste e parece ser conseqiiéncia dos mecanismos de manuten¢ao dessa estrutura.
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A existéncia dessas estruturas é devido exclusivamente & anisotropia que, combinada
com certo conjunto de pardmetros, promovem uma evolugao temporal bem ordenada, e
como conseqiiéncia o estado absorvente de presas é alcangado posteriormente. 2 justa-
mente na regido em que observamos essas estruturas que a curva de transi¢ao no diagrama
de fases do autémato PP anisotrépico esté acima da curva de transi¢ao do autémato PP

(ver Figura D.1).
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Figura 4.14: Simulacoes de Monte Carlo do autémato PP com pardmetros p = 0,2
e ¢ = 0,1 para uma rede 160 x 160. a) Séries temporais das densidades de presas
para as sub-redes (B — it ¢ B — 4ii). b) Duas fotografias da rede indicando as
quatro sub-redes 80 x 80. As presas estdo representadas em azul e os predadores em
vermelho. Em ¢; o méximo de presas ocorre em B — iii e em {2 0 maximo ocorre

em B - ii.
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Figura 4.15: Simulagdes de Monte Carlo do autémato PP anisotrdpico com
pardmetros p = —0,1 e ¢ = 0,04 para uma rede 160 x 160. a) Séries temporais
das densidades de predadores para as sub-redes 80 x 80 (B —i ¢ B — iv). b) Duas
fotografias da rede indicando as quatro sub-redes. A cor azul representa as presas
e a cor vermelha os predadores. Em ¢; 0 maximo de predadores ocorre em B — v

e em t» 0 maximo ocorre em B — i.
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Figura 4.16: Densidades médias de presas, predadores e sitios vazios versus ¢ para

p = 0. Simulagdes de Monte Carlo sem permitir a extingdo das espécies para (a)

autémato PP e (b) autémato PP anisotrépico.
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Figura 4.17: Densidades p'/# versus ¢, onde 8 = 0,58 é o expoente critico do
parametro de ordem na percolacdo direcionada em d + 1 dimensées. Para. o caso de

presas consideramos (1 — p)'/8. Autémato PP anisotrdpico para p =0,1e d = 2.
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Figura 4.18: Diagrama de fases para o autémato PP para d = 2. Simulagoes
de Monte Carlo para uma rede 160 x 160, sem permitir a extingdo de presas e
predadores. Estdo representadas as fases absorvente de presas (A), ativa nao-

oscilante (NO) e ativa oscilante (O).
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Figura 4.19: Diagrama de fases do autémato PP anisotrépico para d = 2, exibindo

a fase absorvente de presas (A) e as fases ativa oscilante (O) e ativa ndo-oscilante

(NO). Simulagdes de Monte Carlo para uma rede 160 x 160 sem permitir a extingio

das espécies.
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Figura 4.20: Quatro fotografias do autémato PP com parametros p = 0,3 e ¢ =

0,06 em instantes seqiienciais: maximo de presas, maximo de predadores, minimo

de presas e minimo de predadores. O azul corresponde &s presas e o vermelho

corresponde aos predadores. Simulacoes de Monte Carlo para uma rede 200 x 200.

A baixa densidade de predadores permite que as presas se agrupem em grandes

aglomerados. E nessa regido que o modelo atinge as maiores amplitudes.
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Figura 4.21: Fotografias do autémato PP anisotrépico com pardmetros p = 0,3 e

dos padrdes espaciais atingidos para ¢ pequeno e p > 0. A formacdo de barreiras

|
]
¢ = 0,02 em dois instantes para uma rede 200 x 200. Essa figura é um exemplo ]
de predadores (vermelho) intercaladas com sftios vazios permite ao sistema atingir ]

baixas densidades de presas (azul) sem evoluir para o estado absorvente de vazio.

MINIMO DE PREDADORES MAXIMO DE PREDADORES

Figura 4.22: Fotografias do autémato PP anisotrépico com parametros p = 0,32 e
¢ = 0,2 em dois instantes seqiienciais. Simulactes de Monte Carlo para uma rede
200 x 200. Neste caso, os padrdes espaciais bem organizados permitem ao sistema
sobreviver com baixas densidades de predadores. Esses séo os padrdes responséveis

[
|
pela transicio para o estado absorvente de presa ocorrer para valores maiores de c,
em comparagio com o modelo isotrépico. As presas estdo representadas em azul e

os predadores em vermelho.




Capitulo 5

Conclusoes

Apresentamos dois autématos celulares probabilisticos (isotrdpico e anisotrépico) com
regras de interagdo markovianas, locais e que reproduzem o mecanismo de competicao de
um sistema predador-presa. A interagdo ocorre apenas entre os primeiros vizinhos de uma
rede regular. Em um dos modelos (modelo anisotrépico) levamos em conta a anisotropia
espacial, a qual é responsével pelo sistema exibir padrées espaciais bem organizados que
promovem um aumento da fase ativa em compara¢do com o modelo isotrdpico. Estes

padroes estao associados a oscilagdes temporais das populagées de presas e predadores.

Verificamos que as regras de interacdo consideradas (morte espontanea de predadores
e reproducdo catalitica de presas e predadores) sdo importantes na manutencao de um

sistema predador-presa, gerando estados oscilantes em .ambos os modelos.

Obtivemos os diagramas de fases dos dois modelos através de aproximagoes de campo
médio dindmico e simulagées de Monte Carlo. Verificamos que o sistema pode evoluir para,
os seguintes estados: absorvente de presa, absorvente de vazio e ativo. Esse tltimo pode
compreender oscilagdes (ativo oscilante) ou ser caracterizado por densidades constantes

das espécies (ativo ndo-oscilante).

79

e ———



A andlise de campo médio, na aproximacdo de pares de sitios, do modelo isotrépico
mais uma vez mostra bons resultados qualitativos, com solugdes que apresentam ciclos
limites no espaco de fases, denunciando a existéncia de uma fase oscilante. A aproximagéo

de um sitio ndo revela esse resultado.

O estudo das oscilagoes via simulagdes de Monte Carlo mostrou que elas estdo presentes
apenas em sistema finitos. A andalise de subsistemas de um dado sistema indica que esses
nio oscilam coerentemente e, portanto, ndo guardam a informacao sobre todo o sistema.
Essa falta de sincronia faz com que a amplitude das oscilacoes diminua com o aumento do
tamanho linear L da rede de acordo com a relagio A ~ L~%2. Portanto a consideracio
de autdomatos celulares, aqui propostos, ndo muda o resultado proveniente da dindmica

de tempo continuo.

Para determinar a curva de transicao para o estado absorvente de presas, utilizamos
um recurso adicional nas simulagoes, que permitiu obter estados ativos onde antes estes
evoluiam para estados absorventes. Nesta simulacao, discutida na secao 4.3, impusemos
que ndo houvesse extingdo das espécies. Embora nao tenhamos estudado a transigao
ativo-absorvente em detalhes, a curva foi obtida com relativa precisdo. Utilizamos o
resultado de que transi¢oes continuas para um tnico estado absorvente pertencem a classe

de universalidade da percolagdo direcionada (conjectura de Grassberger).

Concluimos que a estrutura espacial conferida por uma rede e dindmicas estocasticas
com regras locais sao relevantes na descricao de um sistema predador-presa. De fato, entre
outras propriedades, a abordagem aqui considerada mostra que as oscila¢oes temporais
no sistema predador-presa tém as seguintes caracteristicas: (1) possuem flutuagdes como
observado na natureza; (7) aparentam ser um fenémeno local e (i) sdo conseqiiéncia da

formacao de padroes espaciais.
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Apéndice A

Correlacoes de sitios para automatos

celulares

A média de qualquer funcdo de estado F(n) no passo (I 4+ 1) é obtida por meio da

distribui¢do de probabilidades no mesmo passo,

F(n) +1 = Z F) Prya(n

Inserindo nesta equacdo as equagdes que governam a evolucdo dos estados no autémato

celular (2.2) e (2.5) obtemos

(F)i1 =ZZ H i(neln')Pi(n

Estamos interessados na média de funcdes de estado do tipo

.7:1(773‘) = 5(773"&) )
Fa(njsmk) = 6(ny,0)8(mk, B)
Fu (M s s M) = 0(nj, )8,y B) -+ 6 (hm, ) -
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Inicialmente, vamos obter a média da funcdo F;. Substituindo F; na equagdo (A.1)
(5(n5, 0)) 1 Z Z 5(ny, H wi(mln') B() (A.5)
e observando que a somatéria em 7 é uma soma sobre todas as varidveis estocasticas

associadas aos IV sitios,

> = 2

n mmnz:-n; NN
podemos escrever explicitamente

B = X {Z wy(min) Y wa(ln)

n' Ut N2

Z S(ny, ) wi(niln’) -+ D wa(nwln) p B(n') . (A6)

N

Usando a condigdo (2.6),
Z wi(ms|n') =1 para qualquer 3,
i

a equagdo (A.6) se reduz a

(0(nj> ))141 Z Z 8(n, &) wi(nsln') Pu(n') - (A.7)

A somatéria em n; pode ser resolvida se observarmos que

wi(aln’) sen; =«
4( iy X wa Jl ) = ; (A-S)
| Z i s 0 se 1 #
| logo
@)y = > wileln’) B(n) = (wi(eln)), (A.9)
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Seguindo os mesmos passos que nos conduziram a (A.7), obtemos para a média da

funcao F,
(6(n5,0) 8(m, B))py = >, 8(nj, @) 6(nk, B) Praa(n)

= "> 8y, )wi(n ') > 8(n, Bwi(mel)Pi(n') . (A.10)

As somas em 7; e 7 sdo eliminadas ao aplicarmos novamente (A.8) a ambas, de forma

independente, 0 que resulta em

(0(n5, ) 8(m, B))yyy = Y wylaln’) we(Bln') Bi(n')

= (wj(aln’) we(Bln')), - (A11)

A generalizagio para obter F,, ¢ autom4tica. O resultado (A.11) pode ser estendido

para obtermos correlagbes de m sitios distintos

(6(nj> @) 6(me, B) - 6(hms 1))y = D wyleln)ywr(Bl') - - win(ul') Pl

= (wileln) we(Bn) - waluln')), . (A12)




Apéndice B

Irreversibilidade

Num autémato celular, para sabermos se o modelo obedece ou nio ao balanceamento

detalhado

W) Pest(n') = W(n'|n) Pest(n) (B.1)

deveriamos conhecer, além da probabilidade de transi¢do W (n|n'), a probabilidade esta-
ciondria Pee(n) [3]. Para isso procurarfamos solugdes do tipo P.,; = WP, [4], 0 que,
em geral, pode nao ser uma tarefa facil ou mesmo possivel, pela complexidade da matriz

estocastica W.

Porém, se observarmos que para a sucessdo de estados
Mo =M —>Ne —> " =Ty N, (B2)

a condigdo (B.1) se reescreve

W(na|nw) . W(nc’nb)w(nb’na)Pest(na) e W(Ualﬂb)W(ﬁblﬂc) T W(nxlna)Pest(na)a

é possivel contornar a necessidade do conhecimento prévio de P.s (7). Portanto, ao uti-
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lizarmos uma trajetdria ciclica (B.2), a tarefa de determinarmos se o processo é reversivel

W(nalnz) - - - W (ne|me)W (molna) = W el )W (mslie) - W (1ala) (B.3)

-~

A B

se resume a determinar se a igualdade A = B é satisfeita para toda e qualquer sucesséo de
estados. Observe que esse recurso sé pode ser utilizado para um minimo de trés estados.
Contudo, mesmo a obediéncia de (B.3) deve ser vista com reservas, uma vez que, em geral,
nao é habil a verificacdo dessa condicdo para todos os possiveis estados. Por isso esse é
um recurso muito mais utilizado para evidenciar a irreversibilidade. Assim, qualquer
trajetoria ciclica ny, = 75 — M. = -+ = 14, COM Ny, N, Ne, ... Pertencentes ao espago de
configuracoes do sistema, em que A # B, isto é, em que a probabilidade de transi¢do nao

obedece ao balanceamento detalhado, caracteriza a irreversibilidade do modelo.

Os modelos que estudamos é dessa classe. A presencga de estados absorventes no modelo
ja denuncia esse fato. Porém, mesmo modelos que nao possuem estados absorventes
podem apresentar irreversibilidade. A ndo observancia de (B.3) em nossos modelos é
trivial, uma vez que a seqiiéncia de estados 0 — 1 — 2 — 0 é possivel e a seqiiéncia
inversa 0 —+ 2 — 1 — 0 tem probabilidade zero de ocorrer, mas vejamos um exemplo
para o autémato PP. Vamos considerar a sucessao de estados A, u,v,o como indica a

figura B.1.

Cada uma das probabilidades de transi¢do é dada a seguir, utilizando-se condigdes de

contorno periédicas:

1 1 1 \?* 1
W(ulA) = 3 Pa R4 (1 — 5%) (1 - Zpb) (1 —Pc)3 .

Wvlp) = im Pe (1— %pa) (1 ~ ipa) (1 - ipb) (1 - gpb) (1-p)°,
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Figura B.1: Sdo apresentados quatro estados ciclicos, A, ,v e g, de um sistema de
N =9 sitios. A probabilidade de transicio A da trajetéria externa, (sentido horério) I
possui um valor ndo-nulo. A probabilidade de transicdo B associada & trajetéria,
interna (sentido anti-horério) é zero e, portanto, 4 # B, e o modelo nao apresenta,

reversibilidade microscépica.

W(No) = Gpa)zpc (1—%pa> <1— pb> (1-p)°,

W(Alp) = W(o|d) =W(vlo) = W(ulv) = 0.

Calculemos a probabilidade de transicio A associada & trajetéria A — b=V =0 A

e depois a probabilidade B associada 3 trajetéria reversa A — o — v — b= A,
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A = W)W W (o)W (A|o) )
= i[papbpc (1 - %pa)r E (1 - %m) (1 - %pb) (1 —pc)sJ (1 - %m)

B = WOWW(INW (v]o)W (ulv) = 0.

Como de fato A # B, esta caracterizada a irreversibilidade no autémato PP.

A seqiiéncia de estados que a figura B.1 apresenta foi especialmente escolhida para
também servir de exemplo para o autémato PP anisotrépico. Utilizando-se novamente

condigbes de contorno periédicas, obtemos um resultado similar

A = Epapbpcr<1 - %pa>4(1 ~ Pa) (1 - %m)z(l —po)(1 = pe)*

B = 0,

e portanto a irreversibilidade microscépica é presente em ambos os modelos.
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Apéndice C

Estabilidade das oscilagoes em 3d

Para verificarmos como é o decaimento da amplitude em funcdo de L, vamos tomar o
logaritmo de ambos os lados de o, ~ L* e considerar L a varidvel independente e o, a

varidvel dependente,
Inoy, = alnl+p, (C.1)

onde « e [ sao constantes.

Para essa andlise, também realizamos simulagdes de Monte Carlo dos dois automatos
em trés dimensoes, para os parametros p = 0 e ¢ = 0,08. A Figura C.1 apresenta o grafico

lno;, % In L associado a densidade de presas.

A tabela C.1 exibe o parametro de ajuste o para os dados referentes as presas, aos
predadores e aos sitios vazios em duas e trés dimensdes, para os pardmetros p = 0e

¢ = 0,08 ¢ para os autématos celulares PP e PP anisotrépico.

Verificamos que os resultados dos ajustes satistazem d = —2a em ambos os modelos

e, portanto, as amplitudes obedecem a relagao op ~ L~4/2,
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oscilante (p = 0 e ¢ = 0,08) em trés dimensdes para: (a) autémato PP e (b)
autémato PP anisotrépico. Dados correspondentes as presas. Os comportamentos [

referentes aos predadores e sitios vazios sdo semelhantes.

Tabela C.1: Pardmetros de ajuste a (coeficiente angular) obtidos dos gréficos
Inoy xInL em 2d e 3d para p =0 e ¢ =0,08. Em ambos os autdmatos observamos

o = —d/2 para presas, predadores e sitios vazios.

modelo d G Bl O i :
isotrépico | 2 || -0,9963 (10) | -0,9969 (17) | -0,99737 (47) |
isotrépico | 3 || -1,4990 (22) | -1,4996 (20) | -1,4992 (17)
anisotrépico | 2 || -0,99887 (92) | -0,99841 (70) | -0,99948 (88) |
anisotrépico | 3 || -1,5036 (14) | -1,5027 (16) | -1,5033 (15) ;-
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Apéndice D

Diagrama de fases conjunto

A anélise das fases no lado direito do diagrama de fases ficou comprometida nas
primeiras simulagdes que realizamos, como vimos na se¢ido 4.3, sendo necessirio intro-
duzirmos na simulagdo um recurso adicional (ndo deixar a tltima presa ou o tltimo
predador morrerem), o qual permitiu & série temporal “superar” o transiente sem evoluir

para o estado absorvente.

Com este recurso conseguimos resolver em grande parte o problema, e pudemos chegar
bem préximo & transicao para o estado absorvente de presas. Porém, & medida em que nos
aproximamos de p, = 0, esse recurso vai perdendo sua eficiéncia, uma vez que precisamos
aumentar cada vez mais o tamanho da rede para que os dados sejam suficientemente

confidveis e ndo comprometer a anélise da transicao.

Para verificarmos o quanto esses dados sdo confidveis, também realizamos simulacdes
de Monte Carlo, utilizando o mesmo método, do modelo Predador-Presa na, versio gés de
rede [17]. Este possui as regras de transicio do autémato PP e é definido sobre espaco
isotrépico e tempo continuo (isotrépico TC). A transi¢do para o estado absorvente de

presas desse modelo foi obtida por J. Satulovsky [14] via simulacGes de Monte Carlo de-
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pendentes do tempo [2]. Nas proximidades de p, = 0, comparamos a curva de transicio
obtida nos dois casos. Os valores comecgam a divergir para p, < 0,05. Nessa regiao as den-
sidades de predadores sdo extremamente pequenas, de modo que o fato de sempre deixar
um predador no sistema acaba por elevar o valor real da densidade média dessa espécie
e conseqilentemente superestimamos o valor da transicdo. Para p = 0,4, por exemplo,
as simulagoes dependentes do tempo fornecem ¢ = 0,1761 (ver dados J. Satulovsky [14]).
Com o método que utilizamos obtivemos ¢ = 0,183 (ver tabela D.1 abaixo) para uma

rede de dimensdo linear L = 320, um erro de 4% aproximadamente.

A tabela D.1 apresenta os valores da transicao obtidos para os trés modelos por este
método. Consideramos sempre ao determinar a transi¢do, a analise das séries temporais

referentes as presas. O erro foi estimado comparando-se com as outras séries.

Tabela D.1: Valores da transicdo para o estado absorvente de presas dos modelos
predador-presa a tempo continuo (isot. TC), autémato PP (isot.) e autoémato
PP anisotrépico (anisot.). Resultados obtidos por simulagtes de Monte Carlo sem
permitir a extingdo de presas e predadores para L = 160 e *L = 320. Os tragos

indicam pontos que ndo foram determinados.

p Clisot. Tc)  C(isot.)  ©(anisot.) i C(isot. TC) C(isot.) €(anisot.)
-0,498 || 0,00093(1) 0,00093(1) 0,00089(1) || 0,24 || 0,2027(1)  0,2262(1)  0,2489(2)

-0,4 | 0,0449(3) 0,0453(2) 0,0433(2) || 0,26 | 0,2012(1)  0,2265(1)  0,2555(2)

-0,3 [ 0,0864(1) 0,0879(1) 0,0839(1) || 0,28 || 0,1992(1) 0,2262(2)  0,2625(4)

-0,2 || 0,1238(1) 0,1271(1) 0,1218(1) 0,3 || 0,1967(2) 0,2256(1)* 0,2691(2)*

-0,1 | 0,1560(1) 0,1619(1) 0,1564(1) || 0,32 | 0,1939(2) 0,2249(1)* 0,2768(4)*

0,0 0,1816(1) 0,1910(1) 0,1873(1) || 0,34 || 0,1908(1)* 0,2240(2)*  0,285(1)*

0,1 0,1984(1) 0,2126(1) 0,2139(1) (| 0,36 || 0,1874(4)*  0,223(1)* —

0,2 0,2041(1) 0,2245(1) 0,2382(1) || 0,38 || 0,184(1)*  0,225(3)* —~

0,22 | 0,2037(1) 0,2255(1) 0,2481(2) 0,4 || 0,183(3)* - - '.

91




1
f——0 anisotrépico
= jsotrépico
~— jsotrdpico TC
08 1 contato e
0,6 |
° Absorvente
de presas
04 r !
__‘_.-'.."CP""‘_;
_4_,..-:'5':- e oo o
0.2 s \ |
Ativo
0 ; X ‘
08 0 0,5
p

Figura D.1: Diagrama de fases mostrando as curvas de transi¢io, do estado ativo
para o estado absorvente de presas, dos autématos PP e PP anisotrépico e
do modelo Predador-Presa na versio tempo continuo (isotrépico TC), e a linha de

transicio obtida pelo mapeamento no processo de contato em duas dimensées.

A Figura D.1 exibe o diagrama de fases comparativo para os trés modelos. As princi-

pais diferencas estdo no lado direito do diagrama (p > 0). Em todos é possivel verificar
que a transicdo € “bem-comportada” para p < 0, isto é, nao diferem significativamente,
e as trés curvas colapsam no canto esquerdo (p, — 1, p, — 0 e ¢ — 0) do diagrama de
fases. K possivel mostrar que todos os modelos se mapeiam no processo de contato neste

extremo. Os processos que estamos considerando s&o:
RN 7| 2 QRN @ 2, @ .

Quando p, é muito préximo de um, o nimero de presas no sistema é alto e, portanto,
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qualquer predador ou sitio vazio estard préximo ou serd vizinho de uma presa. Deste

fato decorre que qualquer sitio vazio que eventualmente surja na rede serd, probabilisti-
camente, imediatamente ocupado por uma presa. Dessa maneira, a morte de predadores
serd seguida quase que instantaneamente pelo nascimento de uma presa e o processo de

reprodugao de presas em sitios vazios pode ser suprimido dando lugar a
© = Q0

Passamos entdo a considerar dois processos, dos quais um é catalitico e o outro é
espontineo, que sao similares ao processo de contato, onde a criagdo de particulas ocorre
cataliticamente com taxa A e a aniquilacdo de uma particula ocorre com taxa um. Nas

varidveis do modelo predador-presa, temos
®2,0 e L0,

A analogia entre os modelos é feita considerando-se A = p,/p., de modo que haja corres-

pondéncia entre os processos. Em termos das varidveis p e ¢, temos

c= <%+A>—l (%-f—p) . (D.1)

No modelo de contato, em duas dimensoes, a transicao ocorre para A\, = 1,647 e no

diagrama (p, c¢) a linha de transigéo serd descrita por

1
ce = 0,466 (5 +p) . (D.2)
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