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RESUMO

Neste trabalho estudamos os modelos de Gross-Neveu e Sigma N&o-Linear
empregando a expansdo 1/N no espago ndo-comutativo. Consideramos trés
formalismos distintos para implementar a ndo-comutatividade. Dois deles
tratam a nao-comutatividade através da deformagdo do produto entre fun-
¢Hes, porém, um dos formalismos é invariante de Lorentz e o outro ndo. O
terceiro método trata a nao-comutatividade através dos estados coerentes.
Nesses diferentes contextos, calculamos o propagador do campo auxiliar de
ambos os modelos, além da correcdo radiativa para o propagador do campo
béasico no modelo Sigma Nao-Linear.

ABSTRACT

In this work we studied the Gross-Neveu and nonlinear sigma models em-
ploying the 1/N expansion in the noncommutative espace. We describe three
diferent manner of introduce non-comutativity. Two of them treat the non-
commutativity through the deformation of the product of functions, however
one of the method is Lorentz invariant and the other not. The third manner
treat the noncommutativity through coherent states. We calculated the pro-
pagator of the auxiliary field in both models in these different settings and,
besides that, we compute the leading radiative correction to propagator of
the basic field of the nonlinear sigma model.
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Capitulo 1

Introducao

Os infinitos na Teoria Quéantica de Campos (TQC)! Este era o problema que
atormentava os fisicos na metade do século XX. O primeiro trabalho publi-
cado com a esperanca de solucionar esse problema data de 1947, por Snyder
[12]. Ele acreditava que a fonte dos problemas da TQC residia no tratamento
puntual das interacdes entre campos de matéria, os quais séo considerados
distribuicdes. Pouco contente com os “cortes” introduzidos nos limites das
integrais, Snyder propos uma mudanga na estrutura do espago-tempo. Nesse
trabalho Snyder mostrou ser possivel quantizar o espago-tempo e manter as
propriedades de invariancia de Lorentz sugerindo que a introdugao de uma
unidade natural de comprimento poderia remover naturalmente os infinitos
da TQC. Surgiam na mesma época os mecanismos de renormalizacdo. Esse
formalismo concorrente fez tanto sucesso, ao fornecer resultados que concor-
davam com os obtidos experimentalmente, principalmente na eletrodinamica
quéantica, que a idéia da quantizagdo do espago-tempo caiu no esquecimento.

Algumas décadas apés a publicagdo do trabalho de Snyder surgiu a Teoria
de Cordas. Uma teoria na qual se depositam as esperancas em descrever a
unificagao das interagoes fundamentais e que reaviva a idéia do espago-tempo
nao-comutativo. A partir da Teoria de Cordas podemos obter, naturalmente,
uma TQC descrita no espago ndo-comutativo [10]. A partir desse momento
a nao-comutatividade est de volta, porém, num contexto mais abrangente,
com sinais da necessidade de sua existéncia vindos também da Relatividade
Geral. De fato, a precisdo numa medida de posigdo transmite ao sistema uma
energia de ordem inversa, gerando um campo gravitacional muito intenso,
capaz de prender sinais de luz, o que torna o processo de medida com precisao
arbitraria inviavel [13].




Aplicamos os formalismos ndo-comutativos ao modelo de Gross-Neveu
(GN) porque este ¢ um bom laboratério para o estudo dos fenémenos decor-
rentes da nio-comutatividade. A extensdo desses processos para o modelo
Sigma N#o-Linear (SNL) € natural, tendo em vista a relacdo estabelecida en-
tre esses modelos na supersimetria. Os resultados obtidos com a introdugéo
da nio-comutatividade através da deformagao da dlgebra, quebrando ou néao
a simetria de Lorentz, mostram que, em geral, o comportamento divergente
dos modelos persiste. Se por um lado temos o melhoramento do compor-
tamento UV da teoria, por outro, temos a introdugdo de um novo tipo de
divergéncia, a divergéncia infravermelha (IV). Esse fenomeno é caracteris-
tico das teorias nao-comutativas “deformadas” e recebe o nome de mistura
ultravioleta/infravermelha.

Buscamos uma forma alternativa de tratar a ndo-comutatividade através
do formalismo de estados coerentes [19], [20], [21]. Nesse contexto a nao-
comutatividade est4 contida diretamente nos propagadores livres da teoria,
com isso, cada integral, antes divergente no espago comutativo ou divergente
no espago nio-comutativo deformado, agora ¢ finita, sem a necessidade do
uso de qualquer processo de renormaliza¢ao.

Neste trabalho abordaremos a TQC do ponto de vista da expansdo 1/N.
Nossa motivacio esta no fato de que este esquema perturbativo nos permite
somar sobre a constante de acoplamento em todas as ordens de grandeza,
aléem disso, fenomenos interessantes tal como a geragio dindmica de massa
s&o revelados [4]. Embora seja aparentemente mais complicado trabalhar com
infinitos graus de liberdade, as situagbes que apresentam simetrias que admi-
tem essa generalizagio podem exibir uma melhora no comportamento ultra-
violeta [2]. Veremos os modelos de Gross-Neveu e Sigma Nao-Linear em 3D.
Ambos tém a série perturbativa em termos da constante de acoplamento nao-
renormalizavel, contudo, admitem uma expansio em termos de 1 /N. Nesse
aso, no espago comutativo, esses modelos sdo renormalizaveis. Veremos que
o modelo Sigma Nao-Linear é renormalizavel no espago comutativo e que, de-
vido a divergéncia infravermelha introduzida pela nao-comutatividade, esse
modelo passa a ser ndo-renormalizdvel. Veremos que a constante de aco-
plamento desempenha um papel duplo no modelo Gross-Neveu, tornando
o modelo comutativo renormalizavel de maneira muito simples. O mesmo
néo ocorre, porém, quando consideramos o espago nao-comutativo; devido
a0s termos extras introduzidos pelos vértices ndo-comutativos a precisdo da
constante de acoplamento ao renormalizar o modelo é perdida, o que o torna
nao-renormalizével.




No capitulo 2 faremos uma apresentagio do método perturbativo empre-
gado neste trabalho tomando como exemplo o modelo ¢*. Nas secies 2.2 e
2.3 apresentaremos os modelos de Gross-Neveu e Sigma Nio-Linear na ex-
pansdo 1/N. No capitulo 3.1 faremos uma introducio a nio-comutatividade
através da Teoria de Cordas revisando o trabalho de Seiberg, Witten [10].
Nas segoes 3.2, 3.3 e 3.4 veremos o formalismo ndo-comutativo mais usual, o
qual infroduz a nao-comutatividade com a quebra da invariancia de Lorentz,
e a aplicagio aos modelos mencionados. No capitulo 4 e nas secdes 4.2 e
4.3 veremos o formalismo que introduz a nao-comutatividade sem quebrar a
invaridncia de Lorentz e sua aplicagio aos modelos de Gross-Neveu e Sigma
Nao-Linear. No capitulo 5 e segdes 5.2, 5.2 apresentaremos o formalismo de
Estados Coerentes, o qual quebra a invariancia de Lorentz, porém, sua apli-
cagao aos modelos fornece resultados livres de divergéncias. Finalizaremos o
trabalho com uma breve conclusio dos resultados obtidos.




Capitulo 2
A Expansao 1/N

A dificuldade em encontrar solu¢des fechadas para os problemas em TQC nos
leva 4 busca de métodos alternativos, métodos de aproximacgio em geral, que
fornecam resultados proximos aos obtidos experimentalmente. Um método
perturbativo consiste basicamente na classifica¢do de sucessivas aproximacoes
conforme a ordem de grandeza de um determinado pardmetro. Sendo assim,
a expansio em termos de 1/N, consiste na re-somagéo da série perturbativa
e, em muitos casos, tem como consequéncia uma melhora no comportamento
ultravioleta do modelo estudado.

Normalmente o aumento do ntimero de varidveis torna o problema mais
complexo. Porém, isso n&o ocorre em situgdes nas quais héa simetria de grupo
SO(N) ou SU(N). Veremos que, além da simplificacio, a expansdo em 1/N
revela algumas caracteristicas interessantes, tal como a geracdo dindmica de
massa; um fenémeno que nio se manifesta no tratamento aproximativo usual,
no qual a constante de acoplamento é usada como parametro perturbativo.

Tomaremos a teoria @* para ilustrar a aplicago da expansio em poténcias
de 1/N [3]. Para realizar esta tarefa consideraremos um grupo de N campos
escalares (¢;, ¢ = 1..N), cuja dindmica é definida através da densidade
lagrangiana:

1 i U 1 3 .1 1 )
L= 20,p'0"g" = SM*p'p" = 2g0(¢'¢)*. (2.1.1)

O propagador livre do campo ¢, considerando a expansdo perturbativa
usual, é dado por:




1

e o vértice de interacgdo tem o fator —igy associado a ele.

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Propagador do campo ¢. (b) Vértice da interagiio .

Considerando a teoria de perturbacédo usual, os primeiros termos conexos
da série perturbativa, num espalhamento de dois mésons do tipo a, em dois
mésons do tipo b, (a # b) em 4D, serdo os seguintes:

(01T (1) (2) " (w3)p*(4)[0)
= o(01T 8 (21)5 (22) 0 (w3) b (wa) [~ B [ d*z - h(2) i (2) b (2) b (2) -
—E [ dzdts’ : ()b () ()b ()
Lo (2 (2) g () (2')  ]10)o, (2.1.3)

onde ¢ designa o campo livre associado. Aplicando o teorema de Wick,
estes termos geram os diagramas de Feynman da figura 2.2 *.

O primeiro desses gréficos corresponde ao primeiro térmo da expansao
(2.1.3). Ele é de ordem zero em N e proporcional a go. No espago dos
momentos temos a seguinte representacao:

—igo(27)*6(p1 — P2 + 3 — a) A(p1) A(p2) A(ps) A(ps). (2.1.4)

1Representaremos somente trés das diferentes possibilidades de contracéo entre os cam-
pos ¢, 0 que ja é suficiente para demonstrar a dependéncia em relagdo & N.
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XSO XK

Figura 2.2: (a) Grafico de arvore. (b) Um loop o< NgZ. (¢) Um loop o g3.

O segundo e o terceiro graficos correspondem a duas maneiras diferentes
de contrair os campos no segundo termo em (2.1.3). O segundo diagrama & de
ordem N e proporcional ao fator gZ. Podemos ver, no espago dos momento,
que isso se deve ao fato de existirem NNV possibilidades para o indice de simetria,
interna 4:

(2m)*6(p1 — p2 + 3 — Pa) A(p1) A(p2) A(ps) A(pa)

1,2 dk 1 i
396% | Gny? [0amr=pay =l =)

= (2m)*3(p1 — p2 + ps — pa) A(p1) A(p2) A(ps) A(pa)

1.2 dik 1 1
§g0N f @m)T [(k+p1—p2)?—m?] (k2—m?)" (215)

O terceiro grafico também é proporcional a g3, porém, é de ordem zero
em N. Isso se deve ao fato de o indice interno ser fixo, como podemos ver
na figura (2.2c). Sendo assim, ndo ha soma a fazer e obtemos:

(2m)*6(=p1 + p2 + ps — pa)A(p1) A(p2) Aps) A(pa)

2 _d%k 1 1
9%J @2m)T [(k—p1+p2)2—m?] (k*—m2) (2.1.6)

Observe que devido ao fator N no termo (2.1.5) do espalhamento (2.1.3)
o limite N grande néo estd bem definido. Para remediar esta situagio sim-
plesmente redefinimos a constante de acoplamento:




9 = 9N, (2.1.7)

e consideramos o limite N grande, mantendo g fixo.

Com essa definicdo o primeiro diagrama em (2.2), correspondente ao
termo (2.1.4), passa a ser de ordem 1/N, proporcional a g. O segundo grafico,
correspondente ao termo (2.1.5), passa a ser de ordem 1/N e proporcional a
g%. Finalmente, o terceiro diagrama, correpondente ao termo (2.1.6) é pro-
porcional a g% e de ordem 1/N?, portanto, desprezivel comparado aos dois
ultimos diagramas.

Na expansdo 1/N é extremamente conveniente definir um campo auxi-
liar. Isso pode ser feito através de uma condigdo de vinculo introduzida na
lagrangiana do modelo. Pode-se pensar nesse campo como sendo o mediador
da interacio entre os ¢’s, porém, esse termo adicional ndo altera as equacoes
de movimento.

Para implementar o campo auxiliar A ao modelo ¢* somamos 4 lagrangi-

ana o termo:
1IN lg 2
e e 2.1.

de modo que a nova densidade lagrangiana sera:

1N 1. . .
A2 — S )phpt (2.1.9)

1, 0 1 ...
L = Z8,p'0%p" — Mot + = —
wp' 0%t = Mt 4 5 i

2

Podemos obter facilmente a equacao de Fuler-Lagrange para o campo
auxiliar, A = (g/2N)¢'p". Como foi dito anteriormente, essa ndo é uma
equacdo de movimento real; ela simplesmente fornece o vinculo imposto ao
sistema.

A introdugdo do campo A, no entanto, leva a novas regras de Feynman
para o modelo. Considerando ainda a expansdo perturbativa usual, o pro-
pagador livre do campo béasico permanece inalterado, é o mesmo dado em
(2.1.2). O propagador livre do campo auxiliar pode ser obtido através da
parte quadratica em A na lagrangiana (2.1.9):

Ay = -2 (2.1.10)




A interacdo entre os campos passa a ser trilinear com um fator —i asso-
ciado ao vértice.

(a) (b) (c)

Figura 2.3: (a) Propagador do campo ¢. (b) Propagador do campo A. (c)
Vértice da interacdo Ape.

No contexto da expansdo 1/N, a introducdo do campo auxiliar traz con-
sigo a possibilidade de um valor esperado no vicuo (VEV) nao nulo, o que
pode gerar uma divergéncia de ordem arbitraria em graficos de maior com-
plexidade, tendo em vista que esse termo é de ordem zero em 1 /N. Para
solucionar este problema introduzimos o campo X' impondo que o VEV do
campo auxiliar seja nulo.

)\l = )\—)\o, (2111)
Em termos do novo parametro, a densidade Lagrangiana sera:

= 1 1N .. N
18 = 3 POt — 5@ oot + ——/\’2 Xgow + ?/\OX. (2.1.12)

agora 2 = M? 4 )\ é a massa do campo ¢ 2.
Impondo que o VEV do campo auxiliar € nulo podemos fixar o parametro
Xo e eliminar os termos lineares em A que aparecem na lagrangiana (2.1.12):

(0[M(=)[0) =0

oOu(@){i % : [~DuleIot(aIeb(e) + Ehodo] : ok 119

2Por uma questio de simplicidade voltaremos a nota¢do sem linha para o campo auxi-
liar.




No espago dos momentos teremos:

1 dik 1 A
1 Lfde 1 id]_
(2m)45(p) AN [2 / Gt | =0 (2.1.14)
Portanto
19 d*k 1
B (2.1.15)

2 ) @r)fk? — 2
o qual deve ser regularizado.
Podemos calcular o propagador do campo auxiliar na expansdo 1/N em

todas as ordens de grandeza na constante de acoplamento. Para realizar essa
tarefa partimos da fungdo 1PR de dois pontos do campo auxiliar:

G (1, 22) = (O[T Ma1)A(®2)|0)
0(0ITAo(1) Mo (w2) [1 =} [d*2d*2’ : Mo(2)(2) b (2) :: Mo(2)h(2)h(2')
3k [ dizd2diydty’  do(2)pb(2)eh(2) : Mo(2)h(2)eh(2)

P Ao(W)eB )R ) = X(¥)es )3 (Y) : +...][0).  (2.1.16)

Essa funcdo gera os seguintes diagramas:

OO

Figura 2.4: Funcdo de dois pontos do campo auxiliar.

Observe que o primeiro termo em (Fig.2.4) é o propagador do campo A,
portanto, é proporcional a g/N. O segundo termo é formado por um laco
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do campo ¢, proporcional a N portanto, e dois propagadores do campo A.
Sendo assim, esse termo é proporcional a g2/N. O terceiro é proporcional a
g®/N e assim por diante. Isso significa que podemos obter a soma completa
dos termos da funcao de dois pontos do campo auxiliar, basta observar que
esta funcfo é uma série geométrica.

Denominaremos cada integral de lago do campo ¢ por A,

_\ \,\_

Figura 2.5: Func¢io de dois pontos do campo auxiliar.

observe que A corresponde a auto-energia do campo auxiliar. No espago dos
momentos A é dado por:

N dik 1
/ [(k +p1) — 2] (k2 — p2)’ (2.1.17)

Desse modo, podemos representar os diagramas da figura (2.4) por

S+ (8 A+ (B A+ =B BA ()

9 +(#4)"+ ] (2118)

Sendo A a razdo da série geométrica acima, o valor total da contribuigio
dos diagramas seré:

g 1
== — 2.1.
S NT—EA (2.1.19)

Consequentemente o propagador completo do campo auxiliar A na expan-
sdo 1/N sera:

iN N [ d% 1 .
Ak(p)'[‘?‘i/ IR (i B
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O segundo termo do propagador é logaritmicamente divergente, no en-
tanto, uma, renormaliza¢io da constante de acomplamento pode absorver essa
divergéncia.

Nesse caso, a principal vantagem do uso da expansio 1 /N foi a possibili-
dade de obter o propagador (2.1.20) como uma soma completa em todas as
ordens de grandeza na constante de acoplamento g.

Nos capitulos posteriores admitiremos que o espago-tempo serd composto
por 3 dimensdes. Numa expansdo perturbativa usual, na constante de aco-
plamento, os modelos de Gross-Neveu e Sigma Néo-Linear ndo sio renorma-
lizéveis, porém, na expansio 1/N ocorre o contririo, como veremos a seguir.

11




2.2 O Modelo de Gross-Neveu Comutativo

O modelo de Gross-Neveu consiste em N campos espinoriais, de duas com-
ponentes com uma interagdo quértica. Classicamente o modelo é invariante
por transformacdes de paridade, o que garante a auséncia do termo massivo
em todas as ordens numa expansio perturbativa. Embora ndo seja perturba-
tivamente renormalizavel na constante de acoplamento em 3 D *, o modelo
admite uma expansio em poténcias de 1/N [2], |6], [3], [4]. Este modelo ¢é
descrito pela lagrangiana:

£=19 g+ L)), (2.2.1)

sendo 9 um bi-espinor de Majorana de N componentes (ver apéndice A.1).
O campo % tem dimensdo de massa e a constante de acoplamento dimenséo
de (massa)~.

Tendo em vista que a dimensdo do termo de interacdo é 4, maior que 3,
a dimensdo do espago-tempo, esse modelo ndo é renormalizével numa expan-
sdo perturbativa usual, em torno da constante de acoplamento. Contudo, a
simetria SU(N) do modelo nos permite empregar a expansio 1/N.

Assim como fizemos no modelo *, definiremos uma nova constante de
acoplamento:

9= 90N, (2.2.2)

onde ¢ é mantido fixo enquanto tomamos N muito grande. Introduzindo essa
constante de acoplamento em (2.2.1) teremos a nova lagrangiana:

_tg 9 (G0N
L= P+ 5 (GO)Y), (22.3)

Semelhantemente ao modelo ¢* é conveniente introduzir na lagrangiana
acima um campo auxiliar:

N

9 7 .\2
TO+ S0, (2.2.4)

3Trabalharemos sempre em trés dimensdes, caso contrario, serd explicitamente comen-
tado.
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tal que subtraindo (2.2.4) de (2.2.3) obtemos a nova lagrangiana com o campo
Al

i - A~ N
L=c¢p—509) - 4—9')\2- (2.2.5)

De acordo com a equagdo de movimento de Euler-Lagrange para o campo
auxiliar, A = —7"\7151#. Nao temos derivadas temporais, portanto, esta é sim-
plesmente uma equagdo de vinculo e ndo uma equacio de movimento genuina.

A introdugio do campo auxiliar traz consigo a possibilidade de um VEV
ndo nulo. Nesse caso é conveniente redefinir o campo J, isto é, A — A+ M,
tal que o VEV do novo campo X seja nulo por definicdo. Esta translacio
aplicada em (2.2.5) fornece:

d= M - A - N, N
L=59 90— 59 = 509) = X ~ 5 MA (2.2.6)
Nesse ponto podemos ver uma das caracteristicas importantes da expan-
sao 1/N, a possivel geragio dinAmica de massa. Com a quebra da simetria de
paridade, devido ao deslocamento do campo A, o campo fermiénico adquire
massa.
Antes de realizar os célculos perturbativos devemos encontrar as regras
de Feynman para esse modelo. A partir da lagrangiana livre obtemos o
propagador do campo ¥ que, no espago dos momentos, é dado por:

1

S = e

(2.2.7)

Considerando a expansdo perturbativa usual, o propagador livre do campo
auxiliar pode ser obtido através da parte quadratica em ), presente na la-
grangiana (2.2.6):

An(k) = —%. (2.2.8)

Calcularemos o propagador do campo auxiliar através da expansao 1/N
posteriormente.
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Finalmente, para cada vértice trilinear de interagao temos um fator 4.

As figuras associadas aos propagadores e ao vértice sdo idénticas aquelas
encontradas em (Fig. 2.3) na teoria ¢*, porém, mantendo a correspondéncia,
com a teoria em questao.

Sabemos, por construgdo, que o VEV do campo auxiliar é nulo, sendo
assim, podemos empregar a formula de Gell-Mann Low e obter a equacao de

gap %

(OM@)[0) = 0 = (O]A(z) : / dy(A<y>zz<y>w<y>+J—V§4—A<y>) ). (2.29)

No espaco dos momentos teremos:

&k -2 1
Portanto °
1 d3k )

Embora seja linearmente divergente, e essa serd a fonte dos problemas
em capitulos posteriores, a constante de acoplamento desempenha um papel
fundamental no modelo de Gross-Neveu comutativo. Um desses papéis é
eliminar os termos lineares em A e garantir que o VEV desse campo seja
nulo; a outra fungdo veremos posteriormente.

De acordo com o modelo ¢*, podemos calcular o propagador completo do
campo auxiliar na expansdo 1/N a partir da sua auto-energia. Partindo da
funcéo conexa, propria, de dois pontos:

G (z,y) = —HOIMz)A(y)

[ d32d32  M2)p(2)p(2) = A2)P(2)9(2) : |0). (2.2.12)

4 A partir desse momento, ndo mais explicitaremos o vacuo ou os campos da. teoria livre
com o subindice 0. Ficard subentendido que estaremos trabalhando com esses objetos
quando empregarmos a férmula de Gell-Mann Low.

5De acordo com o resultado (2.2.10), poderfamos ter escolhido M = 0, ndo o fizemos
por que estamos particularmente interessados na geracao dinamica de massa.
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No espago dos momentos teremos:

G2 (p,q) = (27)*8(p + ) Ax(p) Ax(a)

& WM M
5 (21rl)caTr [kz—M)z (kWJer]] : (2.2.13)

Amputando as linhas externas e tomando o trago obtemos a auto-energia
do campo auxiliar no espago dos momentos:

d3k k- (k+p)+M2
B0 =N | GnEe o 29

Com um pouco de dlgebra podemos simplificar o resultado acima:

= (—k+k+p)?=k+(k+p)?®—2k-(k+p),
k-(k+p)=3i[(k+p)?+Kk —p?. (2.2.15)

Substituindo este resultado em (2.2.14) e empregando o valor encontrado
para 1/g em (2.2.11) teremos o propagador do campo auxiliar na expansio
1/N, assim como em (2.1.19):

-1 2
Ax(p) = [— - 2(}7)] = [(p AMON f (2,.. i M2)[(Ic+p)2 3]

d3k +k)2—k? -1
+% f (2m)? (kz_I\EI%)[(L+p)2_M2]] . (2.2.16)

Observe que, o tltimo termo é anti-simétrico na troca k « k--p, portanto,
ap6s a integracdo, serd nulo. Teremos entdo o seguinte propagador:

(@ -aM?)N [ &k 1 -
Ax(p) = —{ 5 | Gy = T P = Mﬂ} . (2:2.17)

A integral acima é convergente, portanto o propagador do campo auxiliar
estd bem definido. Aqui temos a outra fung¢do da constante de acoplamento;
quando somada a auto-energia torna o propagador do campo auxiliar finito.
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E importante observar que a constante de acoplamente desempenha um
papel duplo no modelo. Ela garante que o VEV do campo auxiliar seja nulo
(veja 2.2.9) e, de maneira muito simples, se soma a auto-energia (2.2.14)
dando origem a um propagador finito, dispensando o uso de qualquer meca-
nismo de renormalizacio. Veremos adiante que o mesmo néo ocorre quando
consideramos um espago-tempo nao-comutativo.
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2.3 O Modelo Sigma Nao-Linear Comutativo

Comegaremos nossa descrigao considerando o modelo Sigma Linear (SL) [1],
[2]. Historicamente o modelo SL foi introduzido por Gell-Mann e Lévy em
1960 [5] e tinha como caracteristica a conservacgio parcial da corrente axial
e a simetria quiral. A densidade lagrangiana que descreve o modelo SL ¢ a
seguinte:

L=9[i @+ g(o+im - 7y5)]% + 1[(0m)2 + (90))]
—& (0% + %) — A (02 + w2)2, (2.3.1)

onde 7 é um vetor cujas componentes sio as matrizes de Pauli 01,03, 03.

Este modelo consiste em um iso-dubleto de férmions v, trés campos
pseudo-escalares 7 e um campo escalar o e pode ser usado para descrever
a interagdo entre pions e ntcleons. O problema desse modelo é que existem
somente trés pions, portanto, o campo o néo est4 associado a nenhuma par-
ticula fisica. Para eliminar o campo ¢ da lagrangiana (2.3.1) implementamos
um vinculo que fixa 0 médulo do campo 7

w2 +o? = f2 (2.3.2)

Essa condigdo é invariante por transformacées em O(4), ou seja, ¢ inva-
riante por transformagdes do tipo:

dm=ey/ f2— w2 (2.3.3)

Embora essa transformagio seja ndo-linear ® em SU(2), devido ao homo-
morfismo com O(4), a lagrangiana permanece invariante por transformacdes
deste tipo. Como veremos a seguir, a condigao (2.3.2) pode ser implementada,
através de um multiplicador de Lagrange. Nesse caso, teremos a introducéo
de um campo auxiliar, diferentemente da situagdo (2.3.2), na qual o vin-
culo é introduzido através de uma relagio entre os campos ja existentes na
lagrangiana.

6Essa transformacdo da origem a0 nome do modelo que também foi proposto por Gell-
Mann e Lévy.
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O modelo SNL & o parceiro supersimétrico do modelo de GN. Isso motiva
nosso estudo em busca de propriedades, ainda no espago-tempo de Min-
kowski, contudo, ndo-comutativo, que possam revelar alguma caracteristica
dessa relagéo.

Em nosso estudo consideraremos apenas a parte quadratica escalar da
lagrangiana (2.3.1). Consideraremos N campos vinculados a superficie de
uma, esfera:

1, 1. , N
L= 2@8 <p+2)\<,0 29)\, (2.3.4)

onde (p = ; , i = 1..N) e, como podemos ver através da equagdo de
Euler-Lagrange para o campo auxiliar A, ¢* = @;p; = %. Essa ndo é uma
equacdo de movimento, visto que ndo hé derivada temporal, ou seja, o campo
X é simplesmente um multiplicador de Lagrange introduzido na lagrangiana
através da soma do termo 3 (s0; — N/g).

Impondo que o VEV do campo auxiliar seja nulo temos a possivel geragio
dindmica de massa e, diferentemente do modelo de GN, onde a gera¢do din-
mica de massa ocorre com a quebra da simetria de paridade, neste modelo,
nao ha simetria relacionada a existéncia de um termo quadratico na lagran-
giana. Do ponto de vista classico, um termo quadratico, que obedece uma
condicdo de vinculo como a que é encontrada neste modelo, simplesmente
desloca a energia do sistema por um fator constante.

A densidade lagrangiana que leva em consideracdo o VEV = 0 do campo
auxiliar é a seguinte:

1 oy a1 N
. M2)o + = Aoy — —. 3.
L 2(,0(8 + M*)p + 2)\<,og0 2g>\ (2.3.5)

Podemos encontrar o propagador livre do campo basico, numa expansao
usual, a partir da parte quadratica no campo ¢ presente na lagrangiana
acima:

1

Ak = k* — M2 + je

(2.3.6)

Para cada vértice trilinear de interagdo temos um fator ¢ associado.

18




(a) (b)

Figura 2.6: (a) Propagador do campo . (c) Vértice da interagdo Apep.

Dessa vez o propagador livre do campo auxiliar ndo pdde ser obtido di-
retamente da lagrangiana, assim como foi feito no modelo de GN. Isso se
deve ao fato de ndo haver qualquer termo quadratico, explicito em A, na
lagrangiana (2.3.5). Mas esse fato ndo impede que calculemos o propagador
do campo auxiliar através da expansdo em 1/N, o que ser4 feito a seguir.

Assim como nos modelos de GN e ¢*, estamos interessados nos propa-
gadores -dos campos obtidos através da expansio 1/N. Para encontrar o
propagador do campo auxiliar nesse contexto empregaremos um método al-
ternativo ao usado nos modelos ¢* e GN. Partimos da fungio 1PI de A

GP(z,y) = —1(0ITA()A(Y)

[ d3zd®2 : A(2)p(2)p(2) i A(2)(2)p(2') : |0). (2.3.7)

No espaco dos momentos teremos o seguinte resultado:

GO (k, ky) = (2m)38(K + ky) Ax(k) Ax(ky)

N d3
2 f (21r‘)13 (q2—M2)[(;+Ic)2—M2]' (2.3.8)

Amputando as linhas externas teremos um diagrama semelhante ao da
figura (2.5), além disso, este termo fornece a fungdo de vértice do campo
auxiliar no espago dos momentos:

) _ E d3q 1
rPk=7 [ @) (@ = MB)(g ¥ B = M7

(2.3.9)
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O propagador do campo A pode ser obtido através da funcdo de vértice,
Ax(k) = —[I‘E\m(k)]—l. No espaco dos momentos teremos o seguinte resul-
tado:

-1

__|N [ 4 1 oo /73
Aalk) = [2 |G YR 80

Observe que, por contagem de poténcias, a integral acima ¢ finita, sem
divergéncias UV. Sendo assim, o propagador do campo auxiliar ¢ uma gran-
deza bem definida, diferente do propagador do campo ¢ corrigido pela auto-
energia, como veremos a seguir.

Para calcular a contribui¢io da auto-energia, em 1/N, ao propagador do
campo ¢ partimos da func¢do 1P

G (w,y) = —301Te(x)e(y)
[ d2d®2 : M2)p(2)p(z) = M )2 )e(2) : 10), (2.3.11)

a qual é responsavel pelo diagrama

Figura 2.7: Funcdo de dois pontos do campo ¢.

e, no espago dos momentos, terd a seguinte representacio:

GP (p,q) = 2m)*8(p + Q) AP)Alg)
(-1) | &5 O k), (2.3.12)

onde Ay (k) é o propagador do campo auxiliar. Amputando as linhas externas
obtemos a auto-energia no espago dos momentos:

Zp(p) = (—i)/ (;i:rl; [(k+p)12 _MQ]AA(k). (2.3.13)
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Com esse resultado, o propagador do campo ¢, corrigido pela auto-
energia, sera:

Ay(p) = Dp(p) + Zo(p)

i . 3
= PP=M2tie ’Lf (gwl)cs [(k+p)12_M2]A>\(k)— (2.3.14)

O integrando da auto-energia do campo bésico em (2.3.13) recebe a con-
tribuicdo de um fator VK2, procedente do comportamento assintético do
propagador do campo auxiliar para grandes momentos. Este fator contribui
para tornar a auto-energia uma funcio quadraticamente divergente para mo-
mentos grandes. Como podemos ver a partir de (2.3.14), uma divergéncia
na auto-energia do campo ¢ afeta diretamente seu propagador. Nesse caso,
essa divergéncia quadratica ndo causa preocupacao, tendo em vista que pode-
mos elimina-14 através de uma renormaliza¢io da massa e de fungdo de onda
do campo . Como veremos posteriormente, problemas adicionais surgem
quando’ consideramos o espago-tempo nao-comutativo.
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Capitulo 3

A Nao-Comutatividade

3.1 A Teoria de Cordas e a Nao-Comutatividade

A idéia da ndo-comutatividade foi sugerida por Hartland S. Snyder, em 1947,
como uma tentativa de controlar os infinitos que surgiam na TQC [12]. Volta-
remos a proposta de Snyder em capitulos posteriores. Neste capitulo veremos
como a ndo-comutatividade pode ser introduzida na TQC.

Podemos implementar a ndo-comutatividade ao espago-tempo inspiran-
dos pela quantizacdo do espago de fase da Mecanica Quéntica. Isso pode
ser feito impondo uma relacdo de comutagdo entre as coordenadas [13], [22],
[23], [20]:

[z#(t), 2" (t)] = 16", (3.1.1)

onde 6 é uma matriz antisimétrica, real e constante. Esta relacdo de co-
mutagio nos impede de formar uma base de auto-estados simultaneamente
diagonalizados para as coordenadas e, assim como no espago de fase, induz
uma relacio de incerteza para medidas do espago-tempo:

1
Azt Az > §|0’“’|. (3.1.2)

Sendo assim, o espaco passa a ser formado por células de Planck, cuja area
¢ definida pelo parametro 6, o qual determina o comprimento fundamental

da teoria.
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A idéia de Snyder acabou esquecida devido ao grande sucesso alcancado
pelo programa de renormalizagio. Com o chegada da Teoria de Cordas na
década de 80, revigorou-se a busca por uma teoria quéntica para a gravidade
e a tentativa de quantizar o espaco-tempo foi retomada. Tendo a Teoria
de Cordas como inspiracio, veremos, neste capitulo, como ela nos revela a
nao-comutatividade [7], [10].

Na Teoria de Cordas o espago-tempo ¢ composto por 26 dimesoes, x*,
onde p = 1,2,...,26. Essa teoria tem como propriedades a invariancia de
Lorentz e a invariéncia por reparametrizacio das coordenadas. Isso nos per-
mite definir, z#(7, o), que descreve as coordenadas da corda em funcdo do
parametro 7, que esta associado ao tempo, e do pardmetro o, que representa
a posi¢do de um ponto sob corda. Esses parametros sio definidos a partir da
superficie gerada pela corda em movimento no espago-tempo, a qual deno-
minamos folha-mundo. No caso da corda aberta, o0 nosso objeto de estudo, a
folha-mundo & representada por uma superficie bidimensional. Intimamente
relacionada & corda aberta temos as Dp-branas; que sio superficies de p
dimensdes espaciais nas quais as extremidades da corda se fixam.

A origem da Dp-brana est4 nas condicdes de contorno que a corda aberta,
livre deve obedecer conforme o principio de Hamilton. Uma pequena variacio
de dz*(7, o) nas coordenadas que descrevem a acdo da corda leva & equacio
de movimento da corda e as condicbes de contorno que ela deve obedecer.
Séo de dois tipos estas condicées, a condigio de Neumann, que deixa as ex-
tremidades da corda livre durante o movimento e a condicdo de Dirichlet,
que mantém fixas as extremidades da corda durante o movimento. A condi-
¢ao de contorno de Dirichlet da origem & Dp-brana, pois é nesse objeto, de p
dimensdes espaciais !, que a extremidade da corda se fixa.

Estamos particularmente interessados na corda bosonica, aberta, aco-
plada a uma Dp-brana, sob um campo de fundo de Kalb-Ramond B* 2. Por
uma questdo de simplicidade admitiremos que o campo de Kalb-Ramond é
ndo nulo somente na Dp-brana, sendo assim, B,, = 0 para p,v > p, por-
tanto, as primeiras p coordenadas espaciais sio paralelas & Dp-brana. Consi-
deraremos a métrica do espago-tempo constante, porém, nao estudaremos as
situagdes em que u, v > p+ 1. Nesse caso temos misturas entre componentes
que vivem dentro e fora da Dp-brana, além de componentes da corda nor-

1A coordenada temporal é uma excecio e deve obedecer uma condicao de contorno de
extremidade livre.

20 campo de Kalb-Ramond tem origem na quantizacio da corda fechada e est4 imerso
em todo o espago-tempo.
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mais & Dp-brana, as quais obedecem a condigdo de contorno de Dirichlet e
fornecem solucdes da Teoria de Cordas que ndo sdo objetos do nosso estudo.

perp.

Figura 3.1: Representacio de uma corda presa a uma Dp-brana. O eixo
vertical corresponde as p componentes paralelas & Dp-brana. O eixo vertical
corresponde ao restante das coordenadas perpendiculares & Dp-brana.

Considerando as restricbes acima, a a¢do que descreve nosso problema
pode ser escrita completamente em termos das coordenadas paralelas a Dp-
brana, as quais atribuiremos os indices 4,7 < p + 1:

S = f:f dr [ d5(g:;0u*(1,5)0u2 (7, 5)

= Trod I,
—2miB,;€0,% (1, 5) 0y (7, 7)), (3.1.3)

onde a = 1,2 estdo associados aos pardmetros 7 e o que formam a folha-
mundo, a qual atribuimos uma métrica euclidiana. Assumiremos B;; # 0,
sendo que a componente zero corresponde a dire¢do temporal, com B;p = 0.
O parametro o é denominado parametro de inclinagdo e esta relacionado
com a tensdo na corda Ty através da relagio o = (2rTpkic)~!. Além disso, o
determina o comprimento caracteristico, denominado comprimento da corda
Iy = heV.

A parte referente & intera¢io na agio (3.1.3) pode ser obtida de maneira
analoga a interagdo entre uma carga e um potencial vetorial. Um objeto
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de um indice, o potencial vetorial, se acopla a outro objeto de um indice, a
velocidade da particula no espago-tempo, para formar um escalar de Lorentz,
a agdo. No caso da Teoria de Cordas, a corda carrega uma carga de Kalb-
Ramond 3 ; a qual se acopla a0 campo de Kalb-Ramond que, por sua vez, é um
tensor anti-simétrico de indice dois. A corda tem dois vetores tangentes a sua
trajetoria, az/;(:,a') e am‘;(;’”), 0s quais podem ser escolhidos para, juntamente
com o campo de Kalb-Ramond, formar um escalar de Lorentz:

Oz*(1,0) 8z (1, 0)
—/deo 5 5 By, (3.1.4)

A variagdo da agdo (3.1.3) fornece a equacgio de movimento e a condigso
de contorno que a corda deve obedecer :

88 = -1 fo dr foa d&gijaaaaxi(T’ 5-)61"] (T’ &)

2’ Jryg
e

= fnf dr [9:j0,47 (7,6) + 2mic! B;; 0,2 (1, 5)] 62*(1,5)| =0. (3.1.5)

2rra’
0

Como decorre do principio de Hamilton, tomamos as posicdes inicial e
final da corda fixas, ou seja, dz(r,0) = dz(7¢,0) = 0. Sendo assim, a
equacdo de movimento da corda sera:

0,8,7(1,0) = 0, (3.1.6)

a qual deve ser obedecida juntamente com a condicdo de fronteira:

90,27 (1, 6) + 2mic! B;; 0,27 (1,5)| = 0. (3.1.7)
0
Observe que a expressio acima é uma mistura da condic¢ao de contorno de

Neumann, quando B = 0, com a condi¢io de contorno de Dirichlet, quando
B — o0 ou g — 0.

3Temos ainda, associado ao campo de Kalb-Ramond, uma corrente de Kalb-Ramond,
a qual ¢ definida de maneira semelhante a corrente eletrénica.
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Podemos considerar a folha-mundo uma superficie de Riemann. A su-
perficie de Riemann mais simples é o plano complexo z = z + iy. Issas
superficies exibem uma propriedade de mapeamento conforme, o que nos
permite escolher uma superficie conveniente, equivalente ao plano complexo
ao qual a superficie da corda esta sendo associada. Antes de partirmos para
o mapeamento conforme da folha-mundo faremos algumas defini¢Ges uteis
para desenvolvimentos futuros.

Vamos adotar as seguintes convengdes para as coordenadas complexas e

as derivadas [8]:

s=otiy B %(8;-1'%), (3.1.8)

de modo que a derivada tem as seguintes propriedades:

3;2’ = 1, (922 = 0, 852 = 0, 622 = 1, (319)

onde usamos a barra para representar as coordenadas complexas conjugadas.
Com essas definicdes podemos obter o elemento de area infintesimal no
plano complexo:

dzdz = d*z = 2dzdy, (3.1.10)

sendo o fator 2 devido ao Jacobiano da mudancga de variiveis. Ifaremos
também uma, defini¢do que normaliza a integral da delta de Dirac:

/d2z52(z, z) =1, (3.1.11)

sendo assim, 6%(z,z) = £6(x)d(y).

A transformacdo conforme ¢ uma ferramenta bastante ttil no calculo de
interacdes em teoria de cordas. No nosso caso é suficiente associar a folha
mundo ao semi-plano superior complexo z (z = 7 -+ o) ndo sendo necessario
realizar qualquer transformacdo conforme.

Considerando essas defini¢des, as equagdes (3.1.6), (3.1.7) que a corda
obedece terdo a seguinte forma:
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0,0;x* = 0, (3.1.12)

9ij(0: = 8;)4’ + 2mia/ By (8, + 8;)a?| =0, (3.1.13)

R=Z

E possivel encontrar a solugio da equagio de movimento (3.1.12) sujeita
a condigdo de contorno (3.1.13) através da fungio de Green [11]:
0,0:G9(2,2') = =21/ G6(2 — ). (3.1.14)

Conforme verificaremos a seguir, a solucio da equagio (3.1.14) satisfa-
zendo a condigdo (3.1.13) &

24 (2)2? (7)) = =’ |g¥ln|z — 2| — gln|z — z
B G sy ! Jl /
+GInlz — 2" + gesing= + D), (3.1.15)

na qual D ¢ uma constante que ser4 escolhida convenientemente e G¥, §%
fungoes de B e g:

y 1 1 d
iy
¢ (g+27ra’ng—27ra’B> ' (31.16)
tj
6 = —(2ma/)? L p_ 1 : (3.1.17)
g+2ra/B g —2na’B

Inicialmente demonstraremos que, para z # 2/, a solugdo (3.1.15) satisfaz
a equagdo de movimento da corda (3.1.12). Por uma questéo de simplicidade
consideraremos 2z’ = 0 em (3.1.15), sendo assim:
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8,05(a ()27 (0)) = —o [ (G + 769) 6, (1)

+(GY - ;26) 8, (-;-)] = 0. (3.1.18)

Na situacdo onde z = 2’ obtemos um resultado semelhante ao da eletros-
tatica, no qual o divergente do campo elétrico de uma carga puntual é nulo,
exceto no ponto onde a particula esta localizada. A derivada em (3.1.18)
¢ nula para todo z, exceto num ponto singular em z = 0. Para encontrar
a solucdo nesse ponto de indeterminagdo aplicamos o teorema de Gauss em
duas dimensdes no plano complexo:

/ d?2(0,0 + Ozv) = -l-?{ (0dz — vdz), (3.1.19)
R 2 Jor
sendo v um vetor no plano complexo. A integral fechada ¢ avaliada ao longo
de um pequeno circulo de raio R em torno da origem, cuja orientagio é
positiva no sentido anti-horario. Deste modo, a equagdo (3.1.18) sera:

2 JOR 2mal

iy [(GU L g) Ldz — (GY + 21.6%) Ldz
= —2ra/GY, (3.1.20)

onde usei o teorema da integral de Cauchy:

1 [ f(2) 4y — { f(z0) 2o no interior de ¢ (3.1.21)

2mi Jo 2 — 2o 0 %o no exterior de c.

Com os resultados (3.1.18) e (3.1.20), podemos concluir que (3.1.15) sa-
tisfaz a relagdo (3.1.14).
A funcdo de Green (o propagador) também deve obedecer a condigdo de

contorno (3.1.13)

9j(0; — 0:)G7%(2,0) + 2mia/ B;;(9, + 0;)G7%(2,0)] =0, (3.1.22)
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introduzindo na igualdade acima o resultado (3.1.15) com 2’ = 0 e substi-
tuindo os valores de G¥ ¢ % definidos em (3.1.16) e (3.1.17) obtemos

__4na’?

7k
1 1 1
z ( gg+21ra’BB + Bg+21ra’Bg> ey (g—21ra’B)

k
_4ra (g1 B B_1 g 1 Y
- P ( ggg+27ra'BBB+BBg+27ra’ng i g—2ma’B

ik
_ _4ma? | _ 1 1 1 L
- z ( %+21ra’§r + %+27ra’é>ij (g—21ra’B) =0 (3123)

Sendo assim, provamos que (3.1.15) é solugdo da equagio (3.1.14) e obe-
dece a condicdo de contorno (3.1.13).

Os infintos sdo pontos especiais nas superficies de Riemann. Eles corres-
pondem ao infinito passado e futuro na evolu¢do de uma corda, portanto,
devem ser removidos das superficies de Riemann. Devido a esse fato es-
ses pontos recebem a denominagio de “punctures” e, sdo justamente nesses
pontos que extremidades das cordas sdo introduzidas. Os punctures estdo
localizados nas regiGes de contorno determinadas pelos pontos fixos no prin-
cipio de Hamilton, os quais, no nosso caso, estdo localizados no eixo real do
semi-plano superior complexo. Isso nos permite tomar somente os valores
reais da fungdo de Green (3.1.15).

Observe que os trés primeiros termos de (3.1.15) so logaritmos do mo-
dulo de vetores no plano complexo. Isso é um valor bem definido, real, Ginico.
O quarto termo, porém, é o logaritmo de um ntimero complexo. Isso signi-
fica que um ponto no semi-plano superior complexo z est4 sendo mapeado
em infinitos pontos no plano complexo w (Fig.3.2). Para ver isso convém
introduzir o angulo ¢:

z—2Z
/

In =1ne? =Ine*, (3.1.24)

Z—z
sendo 6 € [0,7] e ¢ € [0, 27].
A solugdo para esse problema consiste em introduzir uma linha de corte
no semi-eixo real positivo do plano complexo v restringindo o intervalo de
existéncia do dngulo ¢ para ¢ € [0,27) (Fig. 3.3).
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Figura 3.2: O problema dos “branch points”.
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Figura 3.3: Solugéo para o problema dos “branch points”.
Sendo:

y=e" p— 0%, Iny=0, (3.1.25)

Ay = i3 n— 07, Iny = 2mi. (3.1.26)

Seja outro vetor definido no plano complexo v da seguinte maneira:
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C — 5/ = (r —_ 'r") + 7:5’ (3127)

no qual e — 0%. Dessa forma, teremos para o logaritmo

(¢ ( .
In = ~ln (141
¢—¢
Vamos comparar o resultado acima com aqueles obtidos em (3.1.25) e
(3.1.26):

/

) = Iner, (3.1.28)

r—r

7

se r—r >0 teremos (3.1.25) , portanto, lng . 0, (3.1.29
¢—¢
_

se r—r <0 teremos (3.1.26) , portanto, lng g/ = 2mi.(3.1.30)

Com este resultado obtemos o valor do dltimo termo da funcio de Green
(3.1.15). Esse termo depende unicamente da ordenagdo dos pontos sobre
o eixo real do semi-plano superior z, o que demonstra a importancia da
ordenacao entre os pontos.

Como foi dito anteriormente, as cordas sdo introduzidas nas regides de
contorno. No nosso caso, estas regides estio sobre o eixo real do semi-plano
z. Sendo assim, consideraremos somente os valores reais do resultado obtido
para o produto entre dois campos em (3.1.15):

(z*(r)ad(r')) = ~aG¥In|r — 7| + %9”'8(7 -7), (3.1.31)

sendo £(7 — 7') a funcdo sinal. Para chegarmos ao resultado (3.1.31) empre-
gamos a funcdo (3.1.15) com DY = —546% ¢ o resultado obtido em (3.1.30).

Finalmente podemos calcular o comutador entre as coordenadas corda.
Com o auxilio do operador de ordenacdo temporal T e a fungdo de Green
(3.1.31) teremos o seguinte resultado para o comutador entre as coordenadas:

([2%(r), 2/ (7)]) = (T [2* ()2’ (r7) — 2*(m)a? (v T)]) = 67,  (3.1.32)
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quando 77 — T — 7T,

Esse resultado nos mostra que a Teoria de Cordas prevé naturalmente
um espago-tempo nao-comutativo assim como foi proposto inicialmente por
Snyder.

Iremos um pouco mais adiante com a Teoria de Cordas para demostrar
um resultado que serd o objeto de estudo da préxima secio. Mostraremos
que exite uma &lgebra relacionando operadores e fun¢bes no espago néo-
comutativo.

Vamos calcular o produto entre dois campos taquidnicos. Considere o
produto de dois operadores de vértice do tAquion a uma distincia muito
pequena:

e (r)e"(r')  parar > 7. (3.1.33)

De acordo com Wilson [1] o produto de dois operadores locais pode ser
expandido como:

A@@)B()amy ~ Y_ Cn(z — 1)On(y), (3.1.34)
N

sendo

linr(l) Cn(z) ~ 2" n|z| v~ =dony —ds—dp
T—

onde d, é a dimensdo canénica de .
Podemos aplicar a expansio de Wilson ao produto dos operadores de
vértice em (3.1.33). Em ordem mais baixa teremos:

e (1)e " (1') ~ (T — T’)ZQ’G”””J'eim(T’)eiq’”(T') +..., (3.1.35)

eA+B

empregando a férmula de Baker-Hausdorf ee? = ezl4Bl ¢ 4 relacio de

comutacdo entre as coordenadas (3.1.32) obtemos:
P (1)l (7') = (1 — 1')2¢' CYpias o= 5pif ellPrae (), (3.1.36)

Observe que, para o' — 0 ou momento pequeno, podemos ignorar o termo
dependente de (7 — 7'):
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eipx(T)eiqx(,rl) - e—%pieijQJei(P+q)x(7-’) = P74 eiqz(T'). (3.1.37)

Essa relagdo permite substituir o produto usual entre dois operadores de
vértice, calculados em pontos muito préximos, pelo produto deformado entre
os mesmos calculado sobre mesmo ponto. Se os operadores de posi¢éo obe-
decessem a relagdo de comutacio usual, terfamos um produto ordinario entre
operadores. A nova defini¢do de produto mostra como podemos assimilar a
informagdo da ndo-comutatividade & algebra utilizada. Esse produto defor-
mado é denominado produto Moyal ou produto estrela e suas propriedades
serdo vistas na préxima secio.

No caso em que o operador de vértice tem a forma, P(0x(r), 85:(7)’ . )ePE(),
onde P ¢ um polinémio nas derivadas de z, nio teremos o dltimo termo da
fun¢do de Green (3.1.15) tendo em vista que é uma constante. Esse fato nos
permite fazer:

<H:=1P" (ax("'n)7 63(7_"), . ) eim(m)>

G0

e AR TR [TE P (Oueny, By -+ ) €756) (3.1.38)

G,0=0

Calcular interagoes que dependem de derivadas de z, com o campo de
fundo (espago nio-comutativo), equivale a calcular a mesma interacdo sem o
campo de fundo (espago comutativo), porém, considerando o produto Moyal
entre os campos. ‘

Para provar esse resultado partiremos da deficio do valor esperado de
uma funcio:

ST P (=i, i85, . )
6—2_71'107 fd2zazxi85wj(gij—21ra'Bij)+ifdzz Zﬁ=1 J(z—zn)pn:c(zn). (3139)

Integrando por partes o primeiro termo no argumento da exponencial e
empregando a condigdo (3.1.12), obtemos uma integral gaussiana
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k
f[dx]Hn=1Pn (_ an Jp ) 822n dpm " )
ef d?25%0, 0317 W(gu'—27’0‘/31'1')+i2ﬁ=15(z—z")7’““’("n), (3.1.40)

Para resolver a integral acima recorremos a relagio [9]

n b3
/Hdm1622j=1_1i14ijm1+2?=1Jim= T° ATl A el (3.1.41)
iy det|Aij|

Admitindo que a fun¢do de Green e o operador D’Lambertiano estdo
relacionados [(8,0;) ! o G], (3.1.40) resulta em

HP ( x(2n) a:(zn)’ )e‘%Zn-legJ(zmzm)Em—lpj (3142)

Considerando o resultado acima sobre o eixo real, a fungéo de Green seré
dada por (3.1.31). O termo de auto-energia n = m, o qual seria o possivel
o responsavel por alguma divergéncia, pode ser ignorado ¢. Sendo assim,
teremos:

Hn 150 ( z(7n)s aatc('rn)’ )Hn>m6_%pieﬁme(m—m)(7 - Tl)zalG“mqj

=e 2Zn>mpm01.7pm8(Tn>Tm)<Hn_ P( (Ta)s 8:0(7' e )eiP'w(Tn)) ) (3143)

G,0=0

como queriamos demonstrar.

Uma corda bosonica sob a a¢do de um campo de fundo de Kalb-Ramon,
no limite de o/ — 0 ou momento pequeno, equivale a mesma teoria de corda
bosénica, porém, com o produto usual substituido pelo produto Moyal entre
os campos; assim como faremos em TQC nas se¢Oes seguintes.

4Podemos truncar a integral e manter as propriedades conformes da teoria.
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3.2 O Formalismo de Weyl-Groenewold-Moyal

A ndo-comutatividade do espago-tempo foi implementada impondo a, relacio
de comutagio (3.1.1) entre as coordenadas. As relagdes de comutacio entre
momentos e coordenadas permanecem inalteradas:

(1), ()] = 0,
[@(8), p¥ (8)] = o+, (3.2.1)

Na TQC comutativa, os campos sdo operadores do tipo F () que atuam
no espago de Fock. Na TQC nao-comutativa, a coordenada passa a ser
um operador adicional e os campos passam a ser representados por F(Z). O
problema, com esse formalismo é que nao podemos formar um espaco de auto-
estados simultaneamente diagonalizados dos operadores z*, dada a relagio
de comutagdo (3.1.1), sendo assim, torna-se dificil calcular qualquer tipo de
amplitude em TQC nao-comutativa. Esse problema foi solucionado por Weyl,
0 qual desenvolveu um mapa estabelecendo uma relacdo entre operadores
quénticos e fungdes classicas.

De acordo com Weyl, funcies definidas no espaco de Schwartz, que tém
um decaimento rapido no infinito e que admitem um ntimero arbitrario de
derivadas que também decaem no infinito, tanto no espago de posigdes quanto
no espago dos momentos, podem ser associadas a um operador através de uma
“transformada de Fourier” [15], [13]:

n®:/%§#ﬁm=/g%f®ﬂm (3.2.2)

onde k% = k,Z" e f(k) ¢ a transformada de Fourier usual de f(z):

ﬂm=/mm%v@y (3.2.3)

O operador f(k) ¢ 0 mapa que estabelece a relacdo entre funcgoes e ope-
radores e est4 sujeito as seguintes regras:

TH(k) = T(~k),
T(k)T(K) = T(k + k)e koK (3.2.4)
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onde k0k' = k,0*k!,. E conveniente definir um operador trago, Tr, ciclico
nos seus argumentos e normalizado da seguinte maneira:

TT(k) = Tre™® = (2m)" [] (k). (3.2.5)
"

Usando o operador T podemos obter uma “transformada inversa” de
(3.2.2):

'k _; P~
f@= [ e e D{P@T() (3.26)

Uma fungdo f(x) obtida dessa forma, a partir de um operador quéntico,
recebe o nome de funcdo distribuicdo de Wigner [15].

A férmula (3.2.6) estabelece uma relagio entre uma dada funcdo clas-
sica e o operador quintico correspondente. A partir desta rela¢do podemos
construir o produto Groenewold-Moyal entre duas funcdes cléssicas que cor-
responde ao produto usual de dois operadores quanticos:

h)*he) = [ (jfr’)“ e Ty, (2) Fy(@) T (k) (3:2.7)

A partir de (3.2.7) podemos obter uma representacio na qual o efeito da
nao-localidade se torna mais explicito:

fi(z) * fa(z f %%%e—m—gklm
Tr[f(kl + ko) Tt (k)] f1 (k) fa(kz)
= [ G G ket f (k) fy (k)
= limy g e 3% B3 £, (1) fo(a), (3.2.8)

onde a existéncia de termos com ntimero arbitrario de derivadas torna o
produto das duas fung¢bes nao-local.

Uma propriedade importante do produto Moyal pode ser obtida quando
integramos o produto estrela entre dois campos no espago-tempo:
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fd”xfl(x)*fg(x)

— [ dna [ o fh omithirke= 3k (1) i (k)

= [ ok gk (2m)" 3 (ks + kp)e sk10k2 £ (1) fo (ks)

=J (zr)nfl (k) fo(—k1) = [ d*zf1(z) fol). (3.2.9)

O produto Moyal e o produto usual entre dois campos, quando integrados
no espaco de Minkowski, sdo iguais. Essa caracteristica da teoria nos permite
afirmar que os propagadores livres dos campos néo serdo alterados pelo efeito
da n3o-comutatividade, tendo vista que esses objetos sdo obtidos a partir da
parte quadratica da agao.

A partir da “transformada inversa” definida em (3.2.6) podemos genera-
lizar o resultado (3.2.9) considerando o produto estrela de m fungdes:

Jd*zfi(z) x fa(z) * -+ % fn(@) = Tr[F1(2) Fa(Z)m (Z)]
= [TI%, g,‘r’;n 2m)o(ky + - + k)

e i< % f (ky) L fo(Kom).- (3.2.10)

A introducdo de uma relagio de comutagdo como em (3.1.1) implica na
ndo-localidade, consequentemente as coordenadas passam a obedecer uma
relacdo de incerteza de Heisenberg, como em (3.1.2). Sendo assim, o espago-
tempo deixa de ser constituido por pontos e passa a ser formado por células
de Planck.

Uma. defini¢do como (3.1.1) quebra explicitamente a invariancia de Lo-
rentz, pois define direcdes privilegiadas no espago-tempo. Além da violagio
da invariancia de Lorentz, essa teoria apresenta problemas com unitariedade
e causalidade, ambos decorrentes das relagdes de comutagdo que envolvem a
coordenada temporal. Esses dois tiltimos problemas podem ser contornados
admitindo que a coordenada temporal comuta com todas as outras. Isso
pode ser feito impondo que o parametro 8% = 0, o que serd admitido nas
proximas segoes.
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3.3 O Modelo de Gross-Neveu no Espago Nao-
Comutativo

De acordo com o formalismo desenvolvido na se¢do anterior podemos des-
crever um modelo no espago nio-comutativo simplesmente substituindo o
produto usual entre os operadores quénticos pelo produto estrela entre as
funcdes classicas correspondentes. Considerando essa caracteristica partire-
mos diretamente da lagrangiana (2.2.6), admitindo a ndo-comutatividade do
€spago.

- M_ X - N N
S=/d3w%1/) W—?W—T(WW—EV—EEM\. (3.3.1)

O primeiro passo diante de um novo formalismo é verificar como as regras
de Feynman sdo afetadas. Como vimos anteriormente, o produto de dois
campos integrado no espago-tempo nao é afetado pelo produto estrela (3.2.9),
sendo assim, o propagador livre do campo 1 permanece o mesmo da teoria
comutativa:

7

Sk) = Fr e

(3.3.2)

Considerando a expansdo perturbativa usual, o propagador livre do campo
auxiliar também nao sofrerd alteragdo, visto que é obtido do termo quadra-
tico, portanto:

Ay(k) = —%. (3.3.3)

O vértice da interacdo recebe a contribuicdo de um fator trigonométrico
e passa a depender do parametro que define a ndo-comutatividade:

1
1COS (5]926[)3) ’ (334)

onde p, e p3 s30 os momentos externos associados aos campos ¥ e 1. Assim
como na situacdo comutativa, as figuras associadas aos propagadores e ao
vértice sdo semelhantes as da figura 2.3.
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Vimos que a constante de acoplamento desempenha um papel fundamen-
tal no modelo de Gross-Neveu, portanto, antes de calcular o propagador do
campo auxiliar na expansdo 1/N, calcularemos a equacio de gap do campo
A. Devido a propriedade (3.2.9) do produto Moyal, a equagdo de gap nio é
afetada pela nao-comutatividade:

(0[A(z)]0) =0

= (0A@) : [ dy [\w) % B) x0(v) + 2EAE)] :0).  (3:3.5)

Realizando a transformada de Fourier para o espago dos momentos tere-
mos (veja (A.2.2)):

(OINp) : J 55 [S2\(r) + [ TI2, ol (2m)%6 (ks + ko + o)
A1 ) (ko) () cos (%k29k3)] : |0)

= (27)%6(p) Ax(p) NM[I(Sfr’)“s,c;,\}ﬁ ] 0. (3.3.6)

Portanto devemos ter

1 d*k 1
E - 2/ (27[')3 k2 M2 = O (337)

O propagador do campo auxiliar na expansdo 1/N pode ser obtido com
o auxilio auto-energia. Para encontar a auto-energia partimos da funcdo de
dois pontos:

GP(z,y) = (OA@)A()
—1 [ dP2d%2 : M(2) % P(2) xP(z) 1 M2") x (&) x(2') : |0). (3.3.8)
No espago dos momentos teremos:
G (p,q) = (2m)*8(p + 9)Ar(P) An(9)

V¥ [ S Tr [ ) G cos? (Lkbp) (3.3.9)
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Amputando as linhas externas e tomando o trago obtemos a auto-energia
do campo auxiliar no espago dos momentos:

(k+p)+M2 2 (1
N/ MOk £ )2 = M cos (2k0p). (3.3.10)

Com equagdo de gap (3.3.7) e o resultado acima, podemos obter o pro-
pagador completo do campo auxiliar na expansdo 1/N:

Ax(p) = [% - Z‘(zv)]_1

. 2 -1
{ + N f 2—)5 cos (1199]9) (kz_ljc\/l(zk)-{_&)_:—pgg_le } . (3311)

Empregando a identidade trigonométrica cos?(3kfp) = 3[1 + cos(kép))
podemos separar a auto-energia em duas partes. A parte que ndo depende
da funcio trigonométrica é denominada planar:

N 3k 2
/ d (k+p) Lt SR (3.3.12)
M?)[(k+p)* — M?|
A por¢do que contém a fungéo trigonométrica é denominada nao-planar:
N k-(k+p)+ M?
- s(k6p . (3.3.13
o =~ | G o G ap e 039

Observe que a parte néo-planar, devido ao fator oscilatério, é finita na
regido UV, contudo, ndo obtemos o resultado comutativo no limite 6 = 0.
O termo planar, porém, diverge linearmente, assim como ocorre no caso
comutativo em (2.2.14). O fator adicional 7 em (3.3.12), no entanto, ndo
permite que a constante de acoplamento (3.3.7), que ndo foi alterada pela
nao-comutatividade (compare com (2.2.11)), elimine a divergéncia da parte
planar. Isso pode ser verificado substituindo (3.3.7) em (3.3.11):

[A)\(p)]_l = % - Z(p)p - E(p)np = _% f (‘gi_jrl)c—a(m

%(p _4M2 f(gﬂ.)s k2— M2)[(k+p)2 M2 2(p)np. (3314)
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Comparando (3.3.14) com o resultado obtido no caso comutativo (2.2.17),
podemos notar a presenga de um termo adicional, linearmente divergente e
nao-renormalizdvel, devido a impossibilidade de adicionar um contra-termo
a lagrangiana.

J& esperdvamos que o efeito da nio-comutatividade fosse o de intro-
duzir fatores trigonométricos devido a nédo-localidade do produto estrela,
porém, a possibilidade de separar a auto-energia do campo 1 em partes
planar e ndo-planar e o fato da equagdo de gap ndo ser afetada pela nio-
comutatividade introduzem divergéncias inesperadas ao modelo, tornando-o
nao-renormalizivel.
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3.4 O Modelo Sigma Nao-Linear Nao-Comutativo

Seguindo a correspondéncia de Weyl-Moyal para descrever um modelo no
espago nao-comutativo, introduziremos o produto estrela entre os campos da |
lagrangiana (2.3.5). Dessa forma, o0 modelo SNL nédo-comutativo sera:

S = /d3 (0% + M*)p + )\*cp*go—ﬁ)\ (3.4.1)

Antes de partirmos para os calculos perturbativos definiremos as regras
de Feynman nesse novo formalismo. De acordo com a relagdo (3.2.9) para o
produto de dois campos, podemos concluir que o propagador livre do campo
( permanece inalterado:

1
k2 — M2 +4¢

O vértice de interacdo recebe a contribui¢io de um fator trigonométrico
e passa a depender do pardmetro que define a ndo-comutatividade:

Ak) = (3.4.2)

1
{.CoS (5;029]93) . (3.4.3)
A notagdo grafica para o propagador (3.4.2) e para a funcdo de vértice
sdo os mesmo expostos na figura (2.5).

Para calcular o propagador do campo auxiliar na expansao 1/N necessi-
taremos da funcdo de dois pontos desse campo:

GP (2, y) = (0|TA(z)A(y)

—g [ d32d%2  M2) % p(2) % (2) = M) x p(2") x 0(2') : |0). (3.4.4)

Fazendo uma transformacéo de Fourier para o espago dos momentos obtemos
(veja (B.1.1)):

G (k, k1) = (2m)28(k + k1) Ax(k) Ax (k1)

2 f 27r)3 q+k)2 M7 cos? (%MQ) - (3.4.5)
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Amputando as linhas externas teremos a funcdo de vértice do campo
auxiliar no espago dos momentos:

2 N d3q 1 2 1
100 =5 | G T (340) a9

A partir da fungéo de vértice temos o propagador do campo auxiliar:

__[a e 1 oo (L10g) |
Al = [2/ Gnf @ = Mg + FF = M7 (2’69‘1)} -

o qual é composto por partes planar e néo-planar, ambas finitas.
Vamos calcular a correciio para o propagador do campo ¢ em ordem 1/N.
Partindo da funcgdo de dos pontos deste campo:

G2 (z,y) = ~§(0|Te(x)e(y)

[ dBad2 : A(z) * p(2) *p(2) AZ) * p(2) *p(2) : |0).  (3.4.8)

No espago dos momentos teremos:

G2 (p,q) = 2m)*8(p + QAP)A(D)
(—1) [ ks erpyima cos” (3p9K) Aa(R), (3.4.9)

onde Ay (k) é o propagador do campo auxiliar dado em (3.4.7). Amputando
as linhas externas obtemos a auto-energia do campo béasico no espago dos
momentos:

B,(p) = (—i)/ (g:;?) G +p)12 — cos® <%p9k> Ax(k). (3.4.10)

Sendo assim, o propagador corrigido pela auto-energia seré:

Ay(p) = Dy(p) + T (p)

B - 3
= s — 4 A e cos? (3p0k) Ax(k).  (3.4.11)
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A auto energia (3.4.10) também pode ser separada em partes planar e
ndo-planar. A parte planar correspondente & auto-energia do campo ¢ sera:

Zooh = -3 | G iEO® (5.412)

A integral acima recebe, no integrando, uma poténcia de Vk? resultante
do comportamento assint6tico do propagador do campo auxiliar para grandes
momentos. Esse fator torna a integral quadraticamente divergente quando
k — oco. Esse comportamento divergente nio causa preocupagdo, tendo em
vista que podemos empregar uma renormaliza¢do da massa do campo .

A parte ndo-planar da igualdade (3.4.10) é:

Zp(P)np = —% / (;iwl;a @ iozgfef)w Ax(k). (3.4.13)

Devido a contribuicdo do propagador do campo auxiliar, a parte nao-
planar da auto-energia torna-se quadraticamente divergente quando p — 0
ou no limite comutativo # = 0. Este comportamento deve ser levado em conta
quando tratamos diagramas de maior complexidade. Neste caso a figura
(2.7) faz parte de um diagrama mais complexo, de modo que o momento
externo p, em (3.4.13), passa a ser um momento interno deste diagrama,
sendo assim, poderemos encontrar uma divergéncia IV tdo grande quanto o
ntimero de figuras do tipo (2.7) que compdem o diagrama mais complexo, o
que torna o modelo ndo renormalizével. Este fendmeno é denominado mistura
UV/IV e, de modo geral, ¢ caracteristico das teorias que implementam a néo-
comutatividade do espago-tempo através do produto estrela.
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Capitulo 4

O Formalismo de Weyl-Moyal
Sem (QQuebra da Invariancia de
Lorentz

Uma simetria fundamental da TQC ¢é a invariancia de Lorentz. Usualmente,
a nao-comutatividade ¢ introduzida através da relagdo de comutagio (3.1.1)
entre as coordenadas. Neste contexto, simplesmente substituimos o produto
usual pelo produto estrela entre os campos. O pardmetro 6 que define o
comprimento fundamental da teoria e a ndo-comutatividade ¢ uma matriz
antisimétrica de elementos reais e constantes. Essa definicio para 6 deter-
mina dire¢des privilegiadas num dado referencial, o que resulta na quebra da
invaridncia de Lorentz.

A primeira publicagdo introduzindo a nao-comutatividade com a espe-
ranca de solucionar o problema das divergéncias UV em TQC data de 1947,
num trabalho de Snyder [12]. Nesse trabalho ele mostrou ser possivel contruir
um espago com um comprimento caracteristico preservando a invaridncia de
Lorentz. A proposta de Snyder consistia em introduzir uma algebra de ope-
radores considerando a ndo-comutatividade do espago-tempo:

~ 5 9
Tt = 1q (T}4W+nua—n4'),

M =i (s =), (4.1.1)

no qual uv = 0,1,2,3 e n* = (7% 0%, n?%,n%) e n* sio varidveis comutativas

45




auxiliares. Os MH's sdo 08 geradores do grupo de Lorentz e a a unidade
natural de comprimento.

As transformacgdes dos ©*'s que nos interessam sdo aquelas que mantém
invariante a forma quadratica 72 — 77 — n2 — 73 — n3. Em particular, as
transformacdes lineares que fazem 7' = 7* sdo transformacdes de Lorentz
para os operadores T*. e

Como consequéncia de (4.1.1) temos que os operadores Z* e M* satisfa-
zem a algebra:

[*,3) = ia® MW,
(M, 32 = i(T*g"™ — ¥ gh),
[M#, M#°) = i(g"? MM — g"o M0 — g MYo + ghoM¥0).  (4.1.2)

A partir de (4.1.1) podemos ver que o espectro de auto-valores para os
operadores 7* (i = 1,2,3) é quantizado, no entanto, para a coordenada z°
ele é continuo. Assim, a introducdo de um limite para a precisido de medidas
de distancias no espago-tempo, ou seja, considerar a relagao de comutagao
(4.1.2) entre as coordenadas, implica na quantizagdo do espago-tempo. Po-
demos ver este resultado da seguinte maneira:

1. Transformagdes lineares no plano n?,7* que mantém invariante n? + 73
sdo rotagoes. Podemos reparametrizar convenientemente as coordena-
das auxiliares:

n* = 7 cos 2a,
n* = 7sin 2, (4.1.3)
onde 77 = /12 + 1. Com essa reparametriza¢io as coordenadas espa-

ciais podem ser descritas através do dngulo a:

T = —ia—. (4.1.4)
As auto-funcdes do operador Z* sdo
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PV, (@) = Ae'™, (4.1.5)

onde A é simplesmente uma constante de normalizacdo e am; é o auto-
valor do operador 7. De acordo com a parametrizagao (4.1.3), rotagoes
de 27 do angulo o devem levar ao mesmo ponto, sendo assim, devemos
aplicar uma condicdo de unicidade a auto-fungéo (4.1.5)

Y (@) = Yoy ( + 2m),
1 = efmi2m, (4.1.6)
A partir do resultado acima podemos concluir que o0s auto-valores do
operador ¢ sdo discretos, o que implica na quantizagdo do espago.

9. Transformagées no plano 7%, 7° que mantém 7§ — 73 invariante sao "bo-
osts"e nao rotacoes. Nesse caso, € conveniente fazer a reparametrizagao:

n° = 7 cosh 26,

n* = fsinh 26, (4.1.7)

onde 77 = /m¢ —ni. Podemos escrever a coordenada temporal em
funcédo do “angulo” que parametriza as coordenadas auxiliares:

= iage-. (4.1.8)

Desta vez as coordenadas estio parametrizadas em termos de fungoes
hiperbélicas, ou seja, ndo temos mais que aplicar a condi¢ao de unici-
dade a auto-funcio de (4.1.8). Este fato leva a auto-valores continuos
para o operador Z° o que implica que o tempo é uma variavel conti-
nua. Observe que podemos recuperar o espago-tempo usual, continuo,
tomando o limite a — 0 em (4.1.2).
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Considerando as condigoes relativisticas propostas por Snyder, vejamos
quais delas foram violadas nos capitulos anteriores, nos quais consideramos
¢ constante, para que ocorra a quebra da invariancia Lorentz [23].

As relagGes usuais de comutagdo da MQ:

[ (2),p"(8)] = 6" e [p*,P'] =0, (4.1.9)

nao garantem que os operadores de coordenadas formem um grupo abeli-
ano. A representac¢io mais geral assumida pelos operadores T no espaco dos
momentos ¢ dada por:

= ia—i; — fi(p). (4.1.10)

Partindo dessa igualdade podemos obter o comutador entre coordenadas:

0f*(p) _ 3f“(p)> . (4.1.11)

Opy Op,

[, 5] = i <

Nesse ponto podemos admitir que f#(p) é o gradiente de uma fungéo:

Fi(p) = ag;f)' (4.1.12)

Sendo assim, o comutador (4.1.11) é nulo e as coordenadas acabam co-
mutando entre si, violando, portanto, nossa definicdo mais fundamental.

QOutra possibilidade é supor que f#(p) ndo pode ser escrito como um
gradiente. Seja entéo

fH) = * (p)p.. (4.1.13)

Podemos escolher f*(p) um tensor simétrico ou antisimétrico. Esco-
lhendo um tensor simétrico teremos ainda duas possibilidades, p*p” ou o
tensor que determina a métrica do espago-tempo (tensor métrico de Min-
kowski). Contudo, p“p? e p* sdo gradientes, portanto, como foi visto anteri-
ormente, estdo excluidos das possibilidades. Resta a possibilidade de f**(p)
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ser uma funcio antisimétrica. Para analisar esta situacdo é conveniente de-

’ Tt . s s . , . ~
finir F*(p) = 22 sendo 6" antisimétrico e independente p. Nessa. situagao
29 s

o operador coordenada (4.1.10) seré:

o 0 Low
Tt = l@pu 29 Dy (4.1.14)
Este resultado satisfaz a relagio de comutagio (3.1.1) imposta para in-
troduzir o efeito da ndo-comutatividade mas, para ser valido, deve satisfazer
as relacoes de comutagio entre os geradores do grupo de Lorentz. Como
estamos cggsiderando 6 uma constante, o resultado da relagio de comutagao
entre 6 ¢ M é zero:

(M, 0p0] = Gupbue — GuoBve + Guobup — Gvobup = 0. (4.1.15)

Podemos admitir somente p = p, sendo todos os indices diferentes entre
si. Empregando a propriedade de antisimetria de 6 em (4.1.15) obtemos:

eua =0. (4116)

Esse resultado nos diz que a algebra dos geradores de Lorentz sera, consis-
tente somente se 8, = 0, violando, portanto, a condi¢ao de ndo-comutatividade
requerida entre as coordenadas.

Seguindo os passos de Snyder para a formulacio de uma TQC invariante
de Lorentz, Carlson (C) et al [22] e Morita (M) et al [23] propuseram uma
algebra onde o parametro 0 deixa de ser uma constante e passa a ser consi-
derado um operador (6) que obedece as regras de transformacdo de tensores
de Lorentz .

Agora que estamos considerando uma Aalgebra invariante por transfor-
macdes de Lorentz podemos partir para o formalismo de C/M. De acordo
com C/M g & considerado um parametro nio-fisico e a dlgebra estabelecida
por C pode ser obtida através da algebra proposta por Snyder simplesmente
tomando um limite de um c/igtel;{ninado parametro '. Para ver isso estabele-
ceremos uma relacdo entre M e 6 através da introducio de um fator de escala
entre eles:

1Essa & uma das diferencas entre os formalismos de C e M. Morita afirma em seu
trabalho [23] que o formalismo proposto por Snyder [12] tem uma interpretagio geométrica
e portanto estabelecer entre ele uma simples relacio algébrica pode néo ser consistente.
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— g
M= —. (4.1.17)

Tomando o limite & — 0, a — 0 mantendo a relacdo % — 1 fixa,

obtemos

o~ a2 B
[zH,2Y] = 1% 08— i,

[5‘“’, z% = ib(zHg"* — TVgh*) — 0,
[au,u’ gpa] — ib(g'ﬂ’@‘w — g"”gﬂp — gl‘pa'/" + guaaup) — 0, (4118)

Para demonstrar que a algebra de C/M satisfaz os requisitos necessarios
para ser invariante de Lorentz podemos partir diretamente de (4.1.13), mas

Puv P e g .
dessa vez fH = 07 serd um operador antisimétrico {23]. Sendo assim, o
operador coordenada seré:

0 1~
TH o=
& z@pu 20 Dy (4.1.19)

Podemos obter de (4.1.9) a relagdo de comutagdo entre 6 e p:

Buer P = 0. (4.1.20)

Agora que estamos considerando § um operador, a relagdo de comutagio
estabelecida com um gerador do grupo de Lorentz deve ser semelhante &
(4.1.2):

[MI»LW HW] ng po gppewr + g;mgup - gvaepp- (4-1-21)

Para calcular o comutador entre as coordenadas, podemos simplesmente
empregar (4.1.2) considerando a relagdo (4.1.17) ou calcul-lo diretamente a
partir de (4.1.19):
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= [z’@“’ + 1p,pal(BH08 ~ 5”‘15“0)] = g, (4.1.22)

Este resultado impde uma condicio sob os operadores §. Para obter-
mos a relagdo de comutagio desejada entre os operadores de coordenadas o
comutador entre 8’s deve ser nulo:

[, 5] = 0. | (4.1.23)

Com esta condicdo, o resultado para o comutador entre coordenadas sera:

[@(8), B0 ()] = 0 (4.1.24)

Para completar as relagdes de comutacdo restantes devemos calcular o
comutador entre 7 e 0. Isso pode ser obtido com a ajuda de (4.1.20) e
(4.1.23):

[#4(t),6"%] = 0. (4.1.25)

Devemos dedicar uma atencdo especial a relagio de comutagdo (4.1.23),
pois ela nos permite criar uma base de auto-estados para o operador 6.

*(6) = 6416, (4.1.26)

onde o auto-valor do operador § comporta-se como um tensor de Lorentz de
segunda ordem. Devemos definir uma condigéo de normalizagdo para esses
estados 2:

2A partir desse ponto adotaremos 3 D para o nimero de dimensdes do espago-tempo.
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536 — 6)

(616" = _W(H_)__’

(4.1.27)

sendo 0%(6 — 6') = §(8°F — '°1)5(6°2 — 6°2)5(6'2 — 6"2) e W (6) uma fungdo
peso. Devemos ter também uma relacdo de completeza:

/dSGW(G)le) (0] = 1. (4.1.28)

Podemos obter a relagio de comutagio (3.1.1), onde § € um ntamero, a
partir do valor esperado de (4.1.24) entre auto-estados de 6:

0|z, 3)6) = 16" (6]9) (4.1.29)

De acordo com o formalismo de Weyl, relacionamos § a uma funcao ordi-
naria através da “transformada de Fourier”. Desse forma, a correspondéncia
entre operadores quanticos e fungdes classicas sera:

3|

o Bk B s
(:L‘,@) Z/W(2ﬂo)-36'th+w€f(k,o_)

= / (g—:;g(gsT")gT(k, o)f(k, o), (4.1.30)

onde f(k,o) é a transformada de Fourier usual de f(z,6):

f(k,o) = / dBrd3ge*e=0 f(1 0). (4.1.31)

E conveniente introduzir uma notagdo para a transformada de Fourier
usual, porém, que é realizada somente em relagdo as coordenadas:

f(k,0) = / d3ze™™" f(z, 6). (4.1.32)
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Em (4.1.30) definimos o operador T'(k, ), que, de maneira semelhante &
(3.2.2), é dado por:

T(k,o) = gk +iod, (4.1.33)

Comparando o resultado acima com (3.2.2) notamos a presenca de um
fator adicional, o qual é responsével pela ndo-comutatividade. O operador T
nesse formalismo obedece as seguintes regras:

Tt(k,0) = T(—k,—0),
T(k,0)T(K,0') = T(k + k', o + o')e~ 34, (4.1.34)

Considerando & um operador definimos uma generalizagdo da operacio
de trago:

TvF(@G,5) = f Pz dOW (0)f (z, 0). (4.1.35)

O ponto principal do formalismo proposto por Morita estd na possibili-
dade de criar uma base de auto-estados para o operador f. Na base |6) atuam
somente o0s 0 que aparecem explicitamente nas fun¢des. Os operadores com
dependéncia implicita em 9 como Z*, sao considerados constantes. Dessa
fg)rma, podemos tomar o valor esperado de (4.1.30) entre os auto-estados de

g:

F(&,0)(0'16) = (0'\F (3, 0)16) = [ 55 g™ f(k, 0)(0'10)

(2m)® (2m)

f (d3k d3c T ) waf(k 0’ 9 IQ f(gal)“sT k; 9)(9/|9> (4.1.36)

2m)3 (27)3

Para obter a “transformada inversa” de (4.1.36) devemos ter em mente
que estamos considerando o valor esperado de F":

f(z,0) = / (Z:;Se‘i’”Tr[(OlF(f,§)|9’)Tf(k)]. (4.1.37)
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De fato, de acordo com (4.1.36)

J Eheite [ SETT(R)T! (R)IF(K, 67)(616)

= [ Ak ke [ K Ty R0~ SE TR (1 01)(6)0). 4.1.38
(2m) (2m)3

Dai, considerando a defini¢do do trago em (4.1.35) e a normalizagio dos
auto-estados (4.1.27) obtemos:

f (21r)3 _ikxfﬂfdaxd‘riQ’W(el) i(k'— k:)x —-lkia/k

(2m)®

f(k!, 0" st = [ kse ek, 0) = f(=,6). (4.1.39)

2m)3

O resultado (4.1.37) estabelece uma relacdo entre uma fungdo classica
e o operador quantico correspondente. A partir desse resultado podemos
construir o produto Moyal entre duas fungoes classicas, o qual correspondente
ao valor esperado do produto usual de dois operadores:

fl(wﬁe)*f2(m’9):/(;ijr’;3

Partindo dessa relacdo, com o auxilio das propriedades do operador T'
especificadas em (4.1.34), mais a normalizagdo para os auto-estados (4.1.27)
e a definicio do traco (4.1.35) obtemos para o produto Moyal:

e R T(0] Fy (B, ) (T, 0)|0) TT (k). (4.1.40)

Fi(®,0) x fa(x,0) = [ (s Ry ks eike

TY[T(ky + ky — K)em2k10 ko3 i tk)@K]f, (k; 01YF, (kz, 67)(6]6")

= [y Lotk [ d30W(6')(2m)%6(Ky + k2 — F)

27)3 (2m)3 (2m)3

e_%klo'kzeg(kwkz)@’k}l(k1 )fz(k%g’)ﬂ%%z

=[ (iﬁ)“(dl:)le_l(kﬁh)x_%kmz}l(kl, 0)fa(kz, )

= lim, ., e 3375 £, (y,0) fa(z, ). (4.1.41)
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Novamente o produto Moyal é uma func¢ao que envolve um ntimero arbi-
trario de derivadas, portanto, é ndo-local.

O produto Moyal obtido neste capitulo é semelhante ao obtido em (3.2.8)
com a exce¢do da dependéncia adicional dos campos em §. Devido a essa
semelhanga, a integral no espago-tempo do produto estrela entre dois campos
é igual ao produto usual entre estes dois campos integrados no espago-tempo.

[ &z fi(z,0) % fo(z,0)

_ fdgxf%%%c)% —i(k1+kz) x—%klaszl(kl,9)¥2(k2’0)

=[ ﬂL(dzlk)%(2”)35("31 + ka)e~M1%2, (k1 6)F, ks, 6)

= [ &5k, 0)fa(—Fr,0) = [ Pz fi(x,6) ol 6), (4.1.42)

Com a relagfo estabelecida entre uma, funcéo e o seu operador correspon-
dente em (4.1.38), podemos generalizar o resultado acima para o produto
Moyal entre n campos:

[ d3zfi(z,0)* fo(2,0) * ... % fu(,0)
= Tr[(0|F\(Z, ) Fa(Z, 0)...F, (%, 6)|¢)]
= [T S (2m)20(ky + - + k)

e 2 Zici KOk, (ke 0)fa(ka, 0) . .. Fulkin, 6). (4.1.43)

No formalismo de C/M os campos sem invaridncia de Gauge podem ser
simplificados escolhendo uma representacao na qual os campos nao mais de-
pendem do pardmetro 6 e passam a ser fungdes somente das coordenadas:

f(z,0) = f(z). (4.1.44)

Adotando essa representa¢do podemos ver, com o auxilio de (4.1.42) e
com a condicdo de normalizagdo (4.1.28), que os propagadores dos campos
ndo sofrem alteragdo nesse formalismo.
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Os campos invariantes de Gauge, porém, devem manter a dependéncia em
6, visto que a ndo-comutatividade esta presente na representacdo do grupo
de transformacdes. Tratando 6 como uma coordenada, uma transformacao
de Gauge deve ser generalizada e conter esse novo pardmetro, dessa forma,
A(z, ) sera a nova parametrizacdo para uma transformagio do campo. Essa
dependéncia extra deve ser extendida aos campos para manter a teoria inva-
riante por transformagoes do grupo de Gauge.
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4.2 O Modelo de Gross-Neveu Nao-Comutativo
Sem Quebra da Invarancia de Lorentz

Vimos anteriormente que a introduciio da ndo-comutatividade através do
produto Moyal torna o modelo de GN nio-renormalizavel e introduz a diver-
géncia IV no modelo SNL, gerando a denominada mistura UV/IV. Com a
esperanca de solucionar os problemas existentes nesses modelos empregamos
um formalismo no qual a invariancia de Lorentz, um pré-requisito para uma
teoria relativistica, ndo é quebrada.

Comecamos com a agao do modelo de GN que, de acordo com o forma-
lismo desenvolvido na se¢do anterior, sera:

S = [ dadoW () |39 (@)0u(@) — YD) (z)
—IM2) * 9(2) * 9(0) — AP~ EMA()] (4.2.1)

Vamos calcular as regras de Feynman para essa nova abordagem. Devido
a normalizacio da funcio W(#) em (4.1.28) e a propriedade do produto
estrela (4.1.42), o propagador livre do campo % nao é alterado:

i

S) = 3 ve

(4.2.2)
O propagador livre do campo auxiliar, na expansao perturbativa usual,
pode ser obtido através do termo quadrético em )\ presente na agao (4.2.1):

2ig

Ay, =
A N

(4.2.3)
Diferentemente do caso ndo-comutativo, onde ha quebra da invariéncia
de Lorentz, veja (3.3.4), o vértice da interagio ndo depende do parametro 6.

Realmente, tendo em vista que os campos livres ¥ e ) nao dependem de 6,
teremos, associado ao vértice trilinear, o fator:

% / P0W (6) cos (%mem) , (4.2.4)
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onde p, e p3 sd0 0s momentos externos.

Novamente as figuras correspondentes aos propagadores e ao vértice tri-
linear sdo semelhantes aquelas em (Fig.:2.3).

A equacédo de gap para o campo auxiliar, assim como no modelo de GN
néo-comutativo com quebra da invariancia de Lorentz, permanece idéntica a
do modelo de GN comutativo. Com a férmula de Gell-Mann Low podemos
calcular a fun¢do de um ponto do campo auxiliar;

(0IA(=)[0) = (0]A(2)
[ dyaow (6) (Aw) < P(y) * ¥(v) + 2EA(m))  [0) =0, (4.2.5)

Fazendo uma transformada de Fourier para o espaco dos momentos tere-
mos a seguinte representagao (veja (A.3.2)):

ON®) : J d*OW (6) [ ok [ M4\ (ky) + [ TIZ, ok

(2m)3 i=1 ( 27r)3
(2m)%8 (k1 + Kz + ks)A (1) P (ko)) (ks) cos (Lk0ks) ] : |0)
= @ SEIMADINM [ POW (6)| | (2 + =0 (126)

Admitindo M # 0 e a integral em 6 ndo nula, podemos concluir que:

1 d*k 1
- | o = O (4.27)

Calcularemos, agora, a auto-energia do campo )\, a qual pode ser obtida
através da funcio de dois pontos:

G2 (x,y) = —L (0N @)A(y) [ d®2d32'd*0W (6)d*0'W (6)
¥*

: A(zw(z)’fbw M) % B *p(2) £ 0), (428)

que no espago dos momentos serd dada por:
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GP(p,q) = (2m)*5(p + 0)Ax(B)Aa(@)(~1)X [ dP6W ()

POW (0) o Tr | 0 G | cos (Lp0k) cos (1p0'K) . (4.2.9)

Amputando as linhas externas e tomando o trago teremos a auto-energia
do campo auxiliar no espaco dos momentos:

, 2
ZA(p) = —N [ EOW (O)LOW (§) Lk pletmtll

cos (5p0k) cos (1pb'k) . (4.2.10)

Para continuarmos o calculo da auto-energia precisamos fazer uma hipé-
tese sobre a forma de W(6). Para simplificar o problema escolhemos®:

_ ad(fy;) para —2 < 6 < g
W)= { 0 para todo 0 restante (4.2.11)

onde o e a foram introduzidos para garantir a dimensionalidade correta.
Admitindo essa condigdo a auto-energia passa a ser:

3 k- (k-+p)+ M2
Exa(p) = —Na? [ (gﬁ/)ca [(k+p)( R’I’lﬁk,‘, e pf\k sin(4p A k)p/\,c sin($p A k)

— 2 d3k: k-(k+p)+M? 1—cos(%kAp)
= —8Na f (2n)? [(h+p)2— M2 (k2—D12) (k/\;)g (4.2.12)
onde k Ap = k'p? — k?p! e a identidade trigonométrica sin? (4pAEK)=3[1-
cos ($p A k)] foi usada.
Novamente a auto-energia divide-se em partes planar e nio-planar. A
parte planar da auto-energia corresponde ao termo:

& K (k+p) + M2
by N 2.
rolp) = -8 / (5497 < MA(E =)k App  (+213)

e exibe o seguinte comportamento assintotico para momentos grandes:

80bserve que a condi¢io de normalizacio para a fun¢io W(0) ¢ respeitada.
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(ko)™' para k} — oo,
-, =] =,
(kz) para  k? —» o0, (4.2.14)
= =
(\/F) para k?— doo com ki —oo e k?— oo.

Esse comportamento a deixa livre das divergéncias UV, contudo, uma
singularidade IV est4 presente diretamente no termo planar da auto-energia,
0 que nao ocorria no formalismo nido-comutativo apresentado anteriormente
(veja (3.3.12)).

A parte ndo-planar, devido ao fator oscilatdrio, estd livre de divergéncia

UV:

&k k- (k+p)+ M? cos(%k A p)

P np(p) = 8Na2/ (27r)3 [(k; +p)2 - MZ](kZ - MQ) (k] /\ p)z (4215)

Observe que a divergéncia IV também esta presente na parte ndo-planar
da auto-energia, porém, de uma maneira direta, antes de realizarmos a in-
tegracido em k, diferentemente da divergéncia IV encontrada no formalismo
anterior em (3.3.13).

Empregando a equagdo de gap (4.2.7) juntamente com a auto-energia
(4.2.12) obtemos o propagador do campo auxiliar, assim como fizemos em
(2.2.16).

@)™ =E - 5(p) = -N [ s ptm — @) + S@)w). (4.2.16)

De maneira semelhante ao modelo de GN néo-comutativo com quebra da
invariancia de Lorentz, a relacdo exata existente entre a constante de acopla-
mento e a auto-energia do campo auxiliar é perdida. Neste formalismo existe
ainda uma dependéncia em rela¢io ao momento externo diretamente na parte
planar da auto-energia, o que acaba com as chances de encontrar uma rela-
¢do com a constante de acoplamento, assim como aquela obtida na situagao
comutativa. Isso evidencia o problema do aparecimento da divengéncia IV,
o que torna o modelo ndo-renormalizavel.
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4.3 0O Modelo Sigma Nao-Linear Nao-Comutativo
sem Quebra da Invaridncia de Lorentz

Seguindo a proposta do formalismo invariante de Lorentz partiremos direta-
mente da lagrangiana (3.4.1), promovendo a matriz § ao nivel de operador.
O modelo sera descrito através da agdo:

S = [ d3zd*oW (6) [ ~ Lo(2)(0* + M?)p(z)

F1A(z) * olz) * ple) = £A@)]. (43.1)

Devido a propriedade (3.2.9) do produto Moyal entre dois campos e a
condi¢do de normalizagdo para a fungdo W (6), o propagador livre do campo
béasico ndo sera alterado nesse formalismo. Teremos, no espaco dos momen-
tos, o seguinte resultado:

?

Ak = o Tie

(4.3.2)

Embora o vértice de interagdo receba a contribui¢do de um fator trigo-
nométrico, ndo exibird qualquer dependéncia em relagdo ao pardmetro que
define a ndo-comutatividade:

i/dse cos <%p29p3) , (4.3.3)

onde p, e ps3 sdo dois dos momentos externos. As figuras correspondentes ao
propagador (4.3.2) e a fungdo de vértice sdo idénticos & (Fig.:2.6).

Para calcular o propagador do campo auxiliar na expansdo 1/N recorre-
mos diretamente & fung¢io de dois pontos desse campo:

GO (x,y) = —HOITAN@)A ) [ d®=d®2' d>0d30'W (O)W (6')

P A(2) % p(2) % p(2) it MZ) x p(2) % (2) 1 |0). (4.3.4)

No espaco dos momentos, conforme (B.2.2), teremos:
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G2 (k,q) = (27)%5(k + q)Ax(k) A (q)

X [ d*0d%0' & G )3W(9)W(0 )(qg_Mz)[(;+k)2_M2] cos (3k0q) cos (3k0'q) . (4.3.5)

Amputando as linhas externas obtemos a func¢do de vértice do campo
auxiliar no espago dos momentos:

T (k) = § [ d*0d®0 W (0)W (¢)

T=rmer=a ©08 (3k04) cos (3k0'q) . (4.3.6)

Como o propagador do campo auxiliar é obtido diretamente da fungdo de
vértice seré interessante desenvolver resultado acima.

2 !
TP (k) = (§) [ d0d%60' 55 W O)W (0') trrfrmir i
[cos(2kfg + $k6'q) + cos(3k0q — 3k6'q)). (4.3.7)

Empregando a parametrizacdo de Feynman,

/ dx e b Ik (4.3.8)

ao produto dos propagadores teremos:

0= (%) [ o

1 [ W(qu+ap,)k* te —i(qutaq),)kH + eilan— g, ) k* +e 1(¢m+qu)k“] (4.3.9)
3 , 3.

1
(2 + M™)?

/ BOL0W (0)W (6)dq

na qual definimos M2 = k?z(1 — z) — M% e l%,i = 10,,k".
Observe que (4.3.9) é composto por quatro transformadas de Fourier (veja
(C.1.3)), sendo assim, obtemos:
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Ok ( >/ d:c/d39d39W WO )1\/ﬁ

1

{K_%{I”W[(kf u kL).Q _lis]a} + K”%{{V‘rl[(kf‘ b ).2 _lidﬁ}} (4.3.10)
(ki + )2 — el (k. — )2 — e 4

Podemos simplificar ainda mais este resultado se as func¢ées modificadas
de Bessel [24]:

K. 1(z) = 4] —e*. (4.3.11)
Assim: |
T® (k) = IL [ Pd20'W ()W (6')

1 1
A 40 kY 2}2 Y =0 kY 2}‘2
Jo dz (5 (e M{[(e“ LN M{[(G“ ] . (4.3.12)

Podemos adotar o mesmo comportamento para a fungdo W (), dado em
(4.2.11). Com essa condigdo teremos:

INUC dede'

327r

dx( > MT'|;;||9+9'|+6—MT’|E||0—9’I)_ (4.3.13)

Integrando em 6 obtemos:

2 1 i
2) Na 4 aM’ - _(a_M'|E|) 1
r = — d k —1]—.(4.3.14
SONS/ x(mk‘l)z[( o ) e (4519
2

Conforme calculado em (B.2.3), essa fungdo comporta-se com 1/ k3, 1/ko?,
—\ 2 2
1/k? nos limites (\/E> — 00, k% — 00 ou (\/E) — 00, respectiva-

mente.
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Observe que hia um aumento na convergéncia da auto-energia do campo
auxiliar quando comparado com o caso comutativo (veja (2.3.9)) e com a

parte planar do caso nio-comutativo com quebra da invaridncia de Lorentz
-2

(veja (3.4.6)), nos quais a auto-energia convergia com a poténcia de <\/l;)

Vamos calcular a corre¢do de auto-energia em 1/N para o propagador do
campo béasico. Partindo da funcdo de dois pontos desse campo:

G (2,) = —§0ITp(a)p(y) [ d*2d* d0d0W (O)W (¢')
P M2) x(2) % p(2) 1 A(Z') * p(2') % p(2') : |0). (4.3.15)

No espag¢o dos momentos teremos:

GP(p,q) = 2m)*(p + ) AD)A(Q) (1) [ E G W ()W (8))
cos (1p0k) cos (%p@’k)(p—Jrk)"T_mAx(k). (4.3.16)

onde Ay (k) é o propagador do campo auxiliar. Amputando as linhas externas
obtemos a auto-energia do campo ¢ no espago dos momentos:

So(p) = =i [ et d®0d*0'W ()W (6)

cos (3p0k) cos (5p0'k) grmr=grz A (K)- (4.3.17)
Novamente adotando a condigio (4.2.11) sob W(f) a auto-energia passa

a Ser.

d3k sin?(%k A p) 1
— P 2 4
5.() = -6’ @ (kApR  (k+p) — M2

Ax(k)  (4.3.18)

A auto-energia acima também pode ser separada em partes planar e néo-
planar. A parte planar seré:

o 2 a3k 1
0= =50 [ s

(4.3.19)
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A integral acima recebe, no integrando, uma contribuigao de IE|3, |ko|? ou
|k|? resultante do comportamento assintético do propagador do campo au-
xiliar para grandes momentos. Esses fatores tornam a integral linearmente
divergente quando tomamos o tri-momento k& ou qualquer uma de suas com-
ponentes k°, k muito grande. Diferentemente da auto-energia planar en-
contrada em (3.4.12), dessa vez ndo é possivel adicionar um contra-termo 2
lagrangiana para renormalizar (4.3.19), pois essa divergéncia ndo é polinomial
no momento externo p.

A parte ndo-planar da igualdade (4.3.18) é:

L Bk cos (5k A p)
Zy(P)np = 18cx f (2m)3 (k Ap)? [(k + p)2 — M?]

Ax(k).  (4.3.20)

Devido a contribuigio do propagador do campo auxiliar, a parte néo-
planar da auto-energia torna-se linearmente divergente para p ou 8 tendendo
a zero. Novamente temos o fenémeno da mistura UV/IV, o qual é comum
nos formalismos que adotam a deformacio da algebra para implementar a
nao-comutatividade.

O propagador corrigido pela auto-energia sera:

A(p(p) = Aw(p) + E¢(P)

. 43k sin?(LkAp) 1
—116a2f(27r)3 (k/fp)z, (k+p)2_M2A,\(lc). (4.3.21)

= 1
= P-MTTR)
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Capitulo 5

O Formalismo de Estados
Coerentes

O formalismo de Weyl foi introduzido devido a necessidade de desenvolver
um método para tornar possivel o célculo de grandezas fisicas na TQC em
espacos ndo-comutativos. Ao admitimos uma rela¢do de comutagao ndo nula
entre as coordenadas ndo somos mais capazes de formar uma base de auto-
estados simultineos para essas variaveis; nesse ponto entra o formalismo de
Weyl fazendo um mapeamento entre operadores e funcgdes classicas, as quais
fornecem os resultados fisicos.

Através dos estados coerentes somos capazes de introduzir uma base de
auto-estados no espago nao-comutativo [19], [20], [21]. Desse modo, ndo ne-
cessitamos do mapeamento de Weyl e podemos calcular grandezas fisicas
empregando diretamente o valor esperado dos campos entre estados coeren-
tes. Nessa abordagem, contrariamente ao que ocorre nos formalismos de
deformacio da algebra, o efeito da ndo-comutatividade est4 presente no pro-
pagador livre do campo e ndo somente nos vértices de interagdo, ou seja, a
ndo-comutatividade esta presente em toda a trajetéria do campo ao longo do
espaco, € nao somente nos locais onde ocorre interagao.

No contexto dos estados coerentes empregamos as relagdes usuais de co-
muta¢do que quebram a invaridncia de Lorentz:

[Z:(2), 3 (t)] = 105,
7,(8),3,(t)] = 6. (5.1.1)




Os operadores coordenadas devem ser representados, convenientemente,
por operadores z* no plano complexo:

1 5 1
7= —=(3" +i3° T = —=(3" —i3° 5.1.2
5@+ i), (@' - id?), (519
de modo que a relacdo de comutagio obedecida pelas coordenadas no plano
complexo sera:

[7%,2%] = 0" = 6. (5.1.3)

Observe a semelhanca com a relagdo de comutacio satisfeita pelos ope-
radores de criagio/aniquilacdo da MQ. Esta semelhanca, juntamente com a
otica quantica, fornecem os estados coerentes, 0s quais s&o auto-estados dos
operadores de aniquilagdo, Z*|0) = 0 [20].

As propriedades de conjugacdo complexa das novas coordenadas nos per-
mite formar uma base de auto-estados para os operadores de posi¢do, mesmo
sendo néo nula a relacio de comutagdo entre eles (56.1.3). Sendo assim, po-
demos definir os estados coerentes como sendo a base de auto-estados dos
operadores Z%, T7, 0s quais atuam nessa base e fornecem os respectivos auto-
valores:

) =a7l2),
(2|77 = (2|27, (5.1.4)

Podemos descrever os estados coerentes, normalizados, em fungéo do es-
tado de vacuo da seguinte maneira:

|21) = €75 0), (5.1.5)
satisfazendo a relacdo de completeza:

1 Ezzz
% dzdz|z)(z|le” 20 = 1. (5.1.6)
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Calcularemos, a seguir, o valor esperado das coordenadas entre estados
coerentes e definiremos como grandezas fisicas (valores reais) podem ser ex-
traidas a partir dos resultados complexos obtidos.

R 7+ 7F z* + z* ;
(2|7]2) = (2] 5 |2) = = V2Re(z*) = 2, (5.1.7)
de maneira semelhante
(#[3212) = Gl ——le) = oo = VaIm(@) =<t (5.19)

Podemos adotar uma representagdo "complexa'para as derivadas, assim
como fizemos para as coordenadas, de modo que %aﬂ = ¢%,sendo i, j = 2, Z.
Com essa condicdo as derivadas em termos das coordenadas complexas serdo

dadas por:

1 . 1
8z = E(al - 182) 82 - %

Agora podemos definir uma representa¢ido para os momentos em coorde-
nadas coerentes:

(61 + i62). (5.1.9)

G0 N (0 0
r= 75(51_1 Zﬁ)’ p= ﬂ(8x1+38x2)’ (5.1.10)

Com esse resultado as relagbes de comutagdo entre os operadores comple-
X0S Serao:

[Pi(t), p;(8)] = O,
[Z:(t), 2 (£)] = b5, (5.1.11)

onde os indices 7, j representam as coordenadas z, Z.

O ponto-chave desse formalismo & o valor esperado de um operador cal-
culado entre estados coerentes. Para vermos porque este resultado é tdo
especial calcularemos o valor esperado de um operador arbitrario f(Z):
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(zlf(fﬁ)|z> z| f (dalc zko§°+ik1il+ik2§2f(k)|z>
= (2| [ She® eH Tk b T —h) £ (5.1.12)
empregando a identidade de Baker-Hausdorf eA+2 = e4eBe 348 ghtemos:

z|f @m?® )a zko@"e+i%(k1+ik2)e+i%(krik2)
o3 18%,8] (o1 +ika) (o1 — ””)f( )|z>

f(zﬂ)ae”” 108 £ (k) (5.1.13)

O resultado acima mostra que o valor esperado de um operador f(Z),
calculado entre estados coerentes, passa a ter a contribuicdo de um fator
adicional.

Como um exemplo de aplicagdo consideraremos o campo bosonico livre.
A partir do resultado (5.1.13), podemos calcular a fungdo de Green de dois
pontos:

O(e,y) = (ATe@p@)2) = [ L L etreineFTYo k) (g])

d3k —y) —Lok? Bk _ik(z—y) ,—L10k? i
f(27r)361k(m y)e 1 A(k)) = fwe’k(x y)e 20k m (5114)
Sendo assim, podemos concluir que o propagador, no espago dos momen-
tos, sera:

ze‘§9k2

AR = e

(5.1.15)
Observe que o propagador livre usual é afetado diretamente pela nao-

comutatividade, diferentemente dos métodos que implementam a ndo-comutatividade

através da deformacao da algebra. Outra caracteristica importante é que o

resultado acima ¢ finito, com isso, os lagos nos calculos de interagGes estao

livres de divergéncias ultravioleta.
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Para realizarmos calculos perturbativos neste formalismo devemos consi-
derar o valor esperado dos campos entre estados coerentes, sendo assim, a
lagrangiana serd composta pela representa¢ao coerente dos campos, as quais
séo simples funcgdes.
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5.2 O Modelo de Gross-Neveu Empregando Es-
tados Coerentes

Diferentemente dos modelos estudados nos capitulos anteriores onde a nio-
comutatividade era introduzida através do produto estrela, nesse modelo, a
nao-comutatividade estd presente diretamente no propagador livre e nao é
necessario deformar a 4lgebra. Devemos lembrar, porém, que trabalharemos
com o valor esperado dos campos entre estados coerentes. Essas grandezas
sdo funcdes classicas, logo, comutativas, sendo assim, nédo temos mais a difi-
culdade encontrada nos capitulos anteriores onde o produto entre os campos
ndo era o usual, o que exigia certo cuidado no célculo de interagoes.

Podemos partir diretamente da lagrangiana (2.2.6), porém, devemos con-
siderar que cada campo é substituido pelo seu valor esperado na representa-
¢do de estados coerentes.

- M - A= N N
L=< - —Yp—= - =M - =M 5.2.1
39 M= G0 = 5) - X - 5 (5.2.1)
Como vimos no capitulo anterior, os propagadores livres usuais sdo altera-
dos pela nao-comutatividade, sendo assim, no caso do campo bésico teremos:

) 872
-8k

S = 3 vie®

(5.2.2)
O propagador livre do campo auxiliar, na expansio perturbativa usual,
recebe um fator exponencial da mesma maneira:

As(k) = —=Z=8F (5.2.3)

Como os fatores nao-comutativos estdo nos propagadores dos campos o
vértice da interac¢do ndo recebe qualquer contribuicdo, portanto, permanece
idéntico ao encontrado no caso comutativo, apenas o fator 4. As figuras
associadas as regras de Feynman sdo semelhas & (Fig.:2.3).

Podemos calcular o propagador completo do campo auxiliar, na expansao
1/N, através da auto-energia do campo . Antes disso, vejamos como fica a
equacio de gap para este campo:
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(0]A(2)[0) = 0

= (OIA@) : [ dy PP@IE) + M) 10, (5.24)

realizando uma transformada de Fourier para o espaco dos momentos tere-
mos:

(ON®) : J 555 [202 (218 (k) A k) + [ TIE, £55(2m)28 (ks + ko + ko)

Ak )P (ka)(ks)] : 10)

= @S EMEINM | [ s pime ¥ +1] 0. (5.29)

Portanto

1 a3k i _op2

Observe que a equacdo de gap encontrada nesse formalismo quebra a in-
variancia de Lorentz devido ao produto vetorial na exponencial. Embora
tenhamos este incoveniente, dessa vez a equacdo de gap é finita, o que nao
acontecia nos outros formalismos ndo-comutativos e era justamente a fonte
dos problemas com divergéncias. No caso comutativo a equagio de gap € line-
armente divergente, o que, convenientemente, torna o propagador do campo
auxiliar finito. Nos modelos ndo-comutativos vistos anteriormente, nao te-
mos mais essa precisdo da constante de acoplamento e seu comportamento
divergente torna-se um problema. Nos modelos “coerentes” também perde-
mos a precisio da constante de acoplamento, porém, nesse caso ela é finita e
ndo sera fonte de futuras divergéncias, caso elas aparecam.

Podemos calcular a integral acima empregando o procedimento usual em
TQC. Separamos e integramos sobre a componente zero do trivetor de Min-
kowski no plano complexo:

e~ 5F = 0, (5.2.7)

g 27r/ \/&2+M?
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Usando coordenadas polares obtemos:

1 I = r
L [
g (@22 ) 0 Vr2+ M?
A integral em « é trivial. Para integrarmos em r realizamos uma mudanca
de variaveis 72 — t:

-5 = . (5.2.8)

1 11 e 1 9
2o | g%t —0. 5.2.9
g 2(2m) /0 VET M (5:2:9)

A integral é uma transformada de Laplace, sendo assim, teremos:

1 9M2
- 2\/% NG Erfc (M\[) (5.2.10)

onde Erfc ¢ definida em termos da fungao erro.

Diferentemente dos outros modelos nio-comutativos, a equagdo de gap
sofre uma alteracio devido a ndo-comutatividade e passa a ser finita. Observe
que nesse formalismo a equagéo de gap “sente” o efeito da ndo-comutatividade

e o limite # — 0 est4 bem definido: . / s
2 . 3 3
1_ L. (1+MT¢9+...) (M\/—%\/ﬁ~3"f2—w€2---)
1 %( _ MT%)) = 0. (5.2.11)

Este limite ¢ uma condicio especial, tendo em vista que deve fornecer o
mesmo resultado obtido na situacdo comutativa. De fato, esse formalismo
leva ao limite comutativo e de maneira muito peculiar; reobtemos o limite
comutativo (2.2.11) ja regularizado dimensionalmente.

O propagador do campo auxiliar pode ser obtido com o auxilio da auto-
energia a qual pode ser encontrada a partir da fungdo de dois pontos:

G (@,9) = (OAE)AW)
—1 [ d2d®2 : M2)P(2)9(2) = M2V D(")p(2') : |0). (5.2.12)
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No espa¢o dos momentos teremos:

G2 (p,q) = 2m)38(p + ¢)Ax(p)Ax(q)

f(dsk Tr [(kAM) W)+ M ]e &R o~ §(bp)? (5.2.13)

W= M2 k)= M)

Amputando as linhas externas e tomando o traco obtemos a auto-energia
do campo auxiliar no espa¢o dos momentos:

&k k- (k+p)+ M? ) g sy
ZJA(29)=—N_/(27T)3 A o =W 2K em3 (549 (5.2.14)

Observe que neste formalismo a auto-energia ndo se separa em partes
planar e ndo-planar. Para calcularmos o resultado acima empregamos a
identidade (2.2.15) e consideramos a simetria do integrando na troca k «+—
k+ p:

_ —0(F+)°
Sh(p) = ~Ne0% [ Lhe 2l

4@ —4M2L I (;ifr’;a - M2>[<k+p)2 e o~ SE? o8 (k+p)?
F\2
~o(F+
= _Ne % [ ey ey + Mg)) + ' (p). (5.2.15)
Comparando a auto-energia obtida acima com aquelas dos modelos ante-
riores podemos observar que a segunda integral é usualmente encontrada nos
outros modelos e, no limite comutativo, é finita. Fazendo uma comparagao
com os resultados anteriores podemos constatar que, no caso comutativo, a
auto-energia soma-se a constante de acoplamento e resulta num propagador
finito. No caso em que a nao-comutatividade é introduzida pela deformagao
da 4lgebra, parte planar da auto-energia soma-se a constante de acoplamento
e resulta num modelo ndo-renormalizdvel. Com essa comparagdo podemos
ver que o primeiro termo em (5.2.15) é o responsavel pelo sucesso ou falha
do formalismo empregado, sendo assim, o estudaremos separadamente.
Primeiramente realizamos uma integragio na componente k°, assim como
fizemos para equacgao de "gap", o que resulta em
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2 —0(k+2)2
2 N 4
2(27r) . /kz +

Podemos desenvolver o quadrado no argumento da exponencial e empre-
gar coordenadas polares:

(5.2.16)

2 2r

g

O resultado acima pode ser expresso em termos da fun¢do modificada de
Bessel (veja (C.1.1)):

_gL

daebripleose, (5.2.17)

2

| ar V—_ Io(61r).

Considerando a equagio de gap (5.2.10) juntamente com a auto-energia
(5.2.15) e o resultado (5.2.18) obtemos o propagador do campo auxiliar na
expansdo 1/N:

ZN 0% (5.2.18)

A(p) = [He¥” —5(p)] " = {7 e Bt (M, 8)

3 p? 00 —or2 -1
~Re T i dr%mfowlﬂr)—ﬁ’(p)} . (5.2.19)

A partir dos resultados limites (A.4.1) e (A.4.2) para a funcido de Bessel
com argumeto pequeno e grande, respectivamente, podemos ver que o pri-
meiro termo em na integral acima ¢ dominante, sendo assim, o propagador
do campo auxiliar est4 bem definido e livre da mistura UV/IV.

No caso comutativo o valor da constante de acoplamento tornava finito
o pragador do campo auxiliar. Na situagdo ndo-comutativa com a algebra
deformada, a constante de acoplamento néo sofria qualquer alteragdo, o que
resultava num propagador nado-renormalizdvel para campo auxiliar. Neste
formalismo a constante de acoplamento sofre uma alteracdo devido a nao-
comutatividade e seu comportamento dominante garante um propagador li-
vre de divergéncias.
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5.3 O Modelo Sigma Nao-Linear Empregando
Estados Coerentes

Seguindo o formalismo de estados coerentes para descri¢do de modelos no
espaco ndo-comutativo, partiremos da lagrangiana (2.3.5):

_ 1 2 1 N
L= 250(8 +M )(p—i—z)\cpgo 29)\. (5.3.1)

O propagador livre do campo ¢, na expansdo perturbativa usual, é dado
por:

1 - o

k2 — M? + ie

O vértice de interacdo ¢ o mesmo obtido na situacdo comutativa, o fator
i somente. As figuras associadas as regras de Feynman sdo as mesmas dadas
em (Fig.: 2.6).

Para encontrar o propagador do campo auxiliar na expansdo 1/N devemos
partir diretamente para a func¢do de vértice, a qual pode ser obtida a partir
da fungdo de dois pontos do campo auxiliar:

Alk) = (5.3.2)

G (z,y) = (OITA()A(y)

—1 [ 3232 : A(2)p(2)p(z) : A2 )p(2)p(2') : ]0). (5.3.3)

Realizando uma transformada de Fourier para o espago dos momentos
teremos:

GO (k, k) = (2m)38(k + k1) Ax (k) Ax(kr)

6 -2
—%q

N 43 1 1 (B2
> | G e 1T (5.3.4)
Amputando as linhas externas teremos a fun¢io de vértice do campo

auxiliar no espago dos momentos:

@y N dq 1 -
k=3 / (2m)3 (¢* — M?)[(q + k)* — M?]

7

vl

€

(S

@HF? - (5.3.5)
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Para desenvolver o resultado acima empregamos a parametrizagio de
Feynman dada em (4.3.8):

Nl%
Nl@

@y =N L ~gP- 4Py
k) = / /0 (q? + 2zqk + xk? — M2) -(5:3.6)

Fazendo uma mudanga de varidvel ¢ — q — zk:

(2) N / / %(‘T—all_c‘)r"’—%(fi'+(1—<'1)’-5)2 ' (5.3'7)
q2 + (1 — z)k? — M?)?
Definindo —p2 = (1 — z)k? — M2 e @ = —zk, ¥ = (1 — z)k:
N [ dq [!', e 3@d)’e-5(@+0?
r'®k) == / —/ dx : 5.3.8
v k=3 (27)3 Jo (q% — p2)? (5:3.8)

Desenvolvendo os quadrados nas exponenciais e fazendo uma nova defi-
nigdo § = L2

N o—0(a+3 )2 6 e
@ (k / /0 e e 8 THIT (5.3.9)

Uma integral semelhante ja foi resolvida em capitulos anteriores. Apés
integrar na variavel q° e fazer uma transformagio para coordenadas polares
obtemos:

NS

2 g (a2 v —0r|3]|c sa
FE\)(k) 8(21r)2 fo dze” 2 (@4 fo (T2+ 2) fo dove=0ri e (5.3.10)

Voltando as varidveis k e M e representando integral angular por uma,
fungéo de Bessel (veja (C.1.1))

P (8) = e [} duct-o?

fooo dr re—0r> ( (1 _2x)k|) (5.3.11)

[r2—z(1—2)k2+M?2] 8 0
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No apéndice (B.3) temos alguns resultados para a fungdo de vértice no
limite £ muito grande, todos levam a uma fungdo finita no limite considerado.
Como consequéncia de uma funcdo de vértice finita, o propagador do campo
auxiliar também ser4 finito e, nesse caso, sem poder ser separado em partes
planar e ndo-planar.

4(2n)2

Ax(k) = —[F&Z)(k)]_l = - l s 6_%52 fol aklcee’”(l"”))'22

-1
[=dr petr? I (%"|(1 — 2x)/€1)] . (5.3.12)

['rz—m(l—:c)k2+M2]%

Vejamos como o propagador do campo ¢ é afetado pela correcio de auto-
energia na ordem de 1/N. Partindo da fungdo de dois pontos do campo
bésico:

G (z,y) = (OITp(e)p(y)
—1 [ B2d®2 : M2)e(2)p(2) = M(2)(2)p(2) : |0). (5.3.13)

Realizando uma transformada de Fourier para o espaco dos momentos
teremos:

G (p,q) = (2m)%(p + Q) A(p)A(g)
% — 0 (k4-5)2
(-1) | s e F T AN (R), (5.3.14)

onde A, (k) é o propagador do campo auxiliar obtido em (5.3.12). Ampu-
tando as linhas externas teremos a auto-energia no espa¢o dos momentos:

d3k 1

2= (9 [ G T A 6319

Observe que o propagador do campo auxiliar dado em (5.3.12) contribui
com um fator exponencial para a auto-energia mantendo-a finita. Sendo
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assim, o propagador do campo ¢ corrigido, A(p) = A(p) + Z,(p), é finito
nesse formalismo.

Nos formalismos ndo-comutativos vistos anterioremente a auto-energia
do campo ¢ seperava-se em partes planar e ndo-planar, o que dava. origem a
mistura UV/IV e tornava o modelo ndo-renormalizével. Empregando estados
coerentes ndo temos mais termos planares e ndo-planares nem o fenémeno
da mistura, além disso, o fator exponencial assegura o bom comportamento
das integrais.
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Capitulo 6

Conclusoes

A expansio em 1/N torna os modelos estudados renomalizéveis em 3D, o que
nio acontece na expansao perturbativa usual. No modelo de Gross-Neveu a
constante de acoplamento desempenha um papel fundamental, eliminando a
func¢do de um ponto do campo auxiliar e renormalizando o propagador do
campo auxiliar.

Trés formalismos para implementar a ndo-comutatividade foram aborda-
dos. Em dois deles, o formalismo canénico padrdo e o formalismo sem quebra
da invaridncia de Lorentz, a ndo-comutatividade foi introduzida através da
deformacdo da algebra. No modelo de Gross-Neveu, ambos os formalismos
quebram a sensivel relacio existente entre a constante de acoplamento e o pro-
pagador do campo auxiliar, tal que o modelo passa a ser ndo-renormalizavel.
No modelo Sigma Nao-Linear a ndo-comutatividade é responsével pela in-
trodugdo da divergéncia infravermelha, resultando na mistura UV/IV, além
disso, torna o modelo ndo-renormalizdvel. Esperadvamos que o formalismo
invariante de Lorentz pudesse, de alguma maneira, contornar os problemas
encontrados pelo formalismo ndo-comutativo usual nos modelos estudados.
Infelizmente nossa expectativa ndo se concretizou, os modelos permanecem
com os mesmos problemas e, se por um lado temos uma melhora no com-
portamento UV de um termo, por outro, temos um aumento divergéncia
UV em outro termo, além do aparecimento das divergéncias IV. Embora te-
nhamos adotado um formalismo que preserva a invaridncia de Lorentz, ao
admitir fy; = 0, quebramos essa invariancia. Esse procedimento parece con-
traditorio, porém, desse modo, garantimos a unitariedade e somos capazes
de avancar nos calculos perturbativos. E possivel ndo tomar essa condi¢io
sobre 8 e manter o modelo invariante, porém, nio acreditamos que isso solu-
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cionaré os problemas de divergéncias, tendo em vista obtemos uma liberdade
sobre W (6), mesmo quando admitimos 8y, = 0, e ainda assim os modelos sao
nao-renormalizaveis.

Como um método ndo-comutativo complementar & deformacao da al-
gebra introduzimos o formalismo de estados coerentes. Nesse caso 2 nao-
comutatividade esta presente diretamente no propagador do campo livre,
diferentemente dos outros formalismos onde a nio-comutatividade se mani-
festa somente nos vértices de interagao. Esse método permite formar uma.
base de auto-estados a partir da qual podemos calcular os valores espera-
dos dos campos e, com esses objetos, calcular processos de espalhamento.
Finalmente, nesse contexto os dois modelos sdo finitos de modo direto, dis-
pensando o uso de qualquer esquema de renormalizagdo. O formalismo de
estados coerentes quebra a invariancia Lorentz, porém, podemos admitir que
isso ocorre na escala de Planck (energias da ordem de 10'°Gev), existindo
a possibilidade que a quebra seja fortemente suprimida na nossa escala de
energias.

Os autores [21] argumentam que em dimensdes pares o formalismo nao
quebra a invariancia de Lorentz e a unitariedade é preservada, desde que os
elementos da matriz 6 sejam iguais. Entretanto, para evitar a ocorréncia
de fortes divergéncias ultravioletas € necessario realizar os cdlculos na regiao
euclidiana. A extensio desses resultados para a regido de Minkowski necessita
de maiores estudos.
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Apéndice A
O Modelo de Gross-Neveu

A.1 Férmions de Majorana

Os espinores de Majorana obedecem a relagdo de conjugacio de carga ¢ =
¥C e 1 = yC~! onde a matriz de conjugacdo de carga C obedece:

C1v,C = —’y;f e CT=-C. (A.1.1)

sendo 7, as matrizes de Dirac que, em 3 dimensoes, podem ser representadas
através das matrizes de Pauli.
Sabendo que o propagador livre dos férmions é dado por

2

Sua(p) =8Sp) = 77— A12
v (P) (p) F—Mtic ( )
juntamente com a propriedade de conjugagdo de carga; podemos calcular o

propagador livre entre dois férmios de mesma carga:

SW/J = <¢awﬁ> = <¢a¢p>0pﬂ = Sapopﬂ = (Sc)aﬁ, (A.1.3)
Sgg = ($atlp) = (WaCrathp) = CraSis
= CL,5 = CarSag = —CyShg = —(C71S)ap. (A.1.4)
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A.2 A Nao-Comutatividade com Quebra da In-
varidncia de Lorentz

Vamos calcular a integral do produto Moyal entre os campos A(z), ¥(z) e

P(z):

J PeA(@) % P(2) xp(x) = [ d°z [ ftre " Tr[A(z)(z) ()T (k)]
= [ &z [ Gk T, e A (ko) (ka)b (ko) Te[T (k) T (k2)T (ks) T (~ k)]
= [ &z [ G5 TT, e ™ Mk Dk (ks)
(2738 (k1 + kg + ks — k)e~Bk10k2g= 5 (ktha)Pho o (knthatha)k (A 9 1)

Podemos integrar nas variaveis &k e = e empregar a propriedade de simetria,
do espinor.

Mz) * P(z) = [ &z [TI5, et tarhabale ) (kg )b (kpYob (ks)

1| —Lk1Bko ,—L(k1+ke)bks — L k10ka ,— L (k1 4k3)0ka
3 |€ 2 e 2 +e72 e 2

= [ TTiz 25(2m)28 (ks + ka + ks)A (ko) () (a)
~gh18kaths) cog (1,0k, )
= [ TTi- 556 (2m)20 (ks + o + ks)A(kn ) (k2)ip(ks) cos (kafks) . (A.2.2)

A.3 A Nao-Comutatividade sem Quebra da In-
varidncia de Lorentz

A integral do produto Moyal entre os campos A(z) () e () sera:
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[ &3z [ dBOW (0)A(z) * P(z) * ()
= [ d [ d6W (6) [ e Th[{6]A(2) ¥(2) ¥ (2)|6') (k)]

(2m)3

= [ & [d0W(0) [ (ks TI2., Gose " A(ka)P (ko) (ks)
Ty [T(k‘l ¥ b+ ks — k)e—%kl’é/;@e—%(kl+k2)§fkae%(k1+k2+k3)§’k] (0]6")

= [ dx [dOW(0) [ 2k [T, &85 [ d0OW (8)e =\ (k1)d(kz) (ks)

G2 (2m)0(ky + by + ks — k)e k0 hegmslatha)l b thatka)k (A 3.1)

Podemos integrar nas variaveis 6', k, x e usar a propriedade de simetria
do espinor.

J 3z [ dOW(O)N (@) » p() « (a) = [ 0w (0) [ TIZ, Sk

(271')3(5(/61 + kz + k3)A(k1)1Z(k2)1/)(k3) CcOS (%kzgki:g) . (A32)

A.4 A Nao-Comutatividade Através dos Esta-
dos Coerentes

Para analisarmos o comportamento da auto-energia do campo A, dado em
(5.2.18), no limite p’ — 0 empregamos a expansao em séries de poténcia da
funcio de Bessel [24]:

o0 2k
I(z) =) ((13)2 :

k=0

N1

(A.4.1)

No limite p — oo podemos usar a seguinte representagio

o _e? oo (—DF Tak+3) | emmHintd) oo 3 T(vtkt3)
Iu(z) ~ \/% Zk_—_o (22)F lc!I‘(u——k+25 oz Zk:o szﬁz%—), (A42)
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na qual adotamos o sinal (+) para —% < argz < 3L e o sinal (-) para

2
_3r T
7 <argz < 3.
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Apéndice B

O Modelo Sigma Nao-Linear

B.1 A Nao-Comutatividade com Quebra da In-
variancia de Lorentz

O resultado para a integral do produto estrela entre os campos A, ¢, ¢ é o
seguinte:

[ dBzA(z) * p(z = [ &z [ EhreTr[A(z)D(2)® ()T (~k)]
J & [ g Tl ‘31'336"’“’”*(/61)90(@)@(’63)TY[T(kl)T(kz)T(ks)T(—k)]
= [ dz [ (25 TIE, e ™ A(k1) (k) (ks)
(2m)38 (k1 + ko + ks — k)e~8F10k2 =5 (ki tha)Oks o= 5 (kathatho)k (B 1 1)

Integrando nas variaveis k, z e usando a propriedade de simetria do campo
» podemos obter:

[ R2A() % (@) % p(@) = [ Pz [ I, S trtbathds) (k) (ka)i (ks)

L | o= 5ki0ko o5 (k1tha)Oks | o—5k10ks o—F (k1 -+hs)Oks

= f Hz—l (2 )3 27|')35(k?1 + k)g + k?3)A(k1)(,0(k’2)(,0(k‘3) CoSs (%k;‘zek‘;g) (Bl?)
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B.2 A Nao-Comutatividade sem a Quebra da
Invariancia de Lorentz

O resultado para a integral do produto Moyal entre os campos A(z) ,p(z) e
() sera:
[ &z [ BPOW (0)A(z) * p(z) * p(x)

= [ & [ POW(0) [ Lz *Tx[(0|A(z)®(2)D()|0) T (k)]

= [ dz [ d*OW (6) [ ks TTiny se Ak (ke) (k)
Tr [T(lﬁ 4 kz + ks ~ k)e—%lm@’kze—%(k1+k2)5’kse%(k1+k2+ka)5’k] <9|9/>
= [z [ d*OW(0) [ 2k [T, &k [ COW () ™ A(k1)o(Ra)p (ko)

DO (2 )06 (ks + ka + by — k)e 30 keem itk kagiliuthatkallk  (B.2.1)

Integrando nas variaveis ', k, = e usando a propriedade de simetria do
espinor podemos obter:

[ & [ @OWO)A() * plz) * plx) = [ 0w (0) [ T, &2

(27‘(’)3(5(161 + k)z + k‘g))\(k)l)(p(k}z)(p(k;g) COS (%k29k3) . (B22)

Vamos estudar o comportamento da funcgdo de vértice do campo auxiliar

(4.3.14) no limite k2 — oo, mantendo ko fixo. E conveniente definir um

" 1—z)k2—M .
parametro € = ——(ﬁm)ﬁ— sendo assim teremos:

N rl d 1 1
= = T— R
B fo [1.]_|_lc22 x(l—z)+e : ilkl\/z(1-z)+e

. R
B /ol —2) t e~ ~iidV/all-ayte _ 1]

(B.2.3)

- 41r|k|3 fO dmx(l —x)+e [1 +l|k[21/x(1 m)+J ’
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Como estou interessado na convergéncia absoluta da integral vou usar o
resultado para o médulo da integral | [ f(z)|dz < [|f(z)|dz, sendo assim:

1
T2 (k)| < —> / ot N (B.2.4)
dnlk)3 o z(l—z)+e k)3

Um procedimento semelhante aplicado aos limites k° — oo mantendo k
fixo e k —— oo com k, kg — oo fornece os resultados:

2y (k° — 00) o W(ZTP (B.2.5)
N

B.3 A Nao-Comutatividade Através dos Esta-
dos Coerentes

Vamos estudar o comportamento da funcdo de vértice do campo auxiliar
(5.3.11) na situacdo particular onde k2 — oo, mantendo ko fixo. Podemos
definir convenientemente o pardmetro € = Lﬂ)%w e empregar a ex-
pansdo em série de poténcias para fungdo de Bessel (A.4.2). Sendo assim,

(5.3.11) passara a ser:

(2) _ itN —8g2 1 efm(1-z)F>
(k) = e J dm[x(l-m)+e]%\/|/€(1—zx)|
fooo drﬁe—erzegr“}‘(l—z:t)l' (B.3.1)

Vamos introduzir um parametro A que nos permite comparar o limite de
integragdo com o momento |k|:

para 7 € (0,A) r <& |p
{ para 7€ (A ,0) |p] <, (B.3.2)

sendo assim, podemos escrever (B.3.1) da seguinte maneira:
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(2) — in N 02 rl eOE(l—m)Ez
L3 (k) 4(21r)2\/ﬁ|k|3e 2 fo dx[z(l—z)+e]%\/|l€(1—2m)|

[fOA drefrik-20)l /7 4 I dre‘arz\/ﬂ . (B.3.3)

Como a segunda integral no colchetes ndo depende de k£ ndo a calculare-
mos, simplemente a denominremos A. A primeira integral pode ser efetuada
e o resultado sera:

ea:(1—m)E2

[z(1—z)+¢ T /|R(1-2)|

2y — irN _8f2 rl
DY (k) = gyvmmpe * Jo &

kK TEr oA -2z
A% l:ze%lm(l—%)l VmErfi 2 k(1-22)| :l +A, (B34)

OAk(1—2z) .
Ik( l 8 |k(1—2z)|

onde Erfi(z) = —iErf(iz). Expandindo a fungio Erfi(2) para z — oo tere-
mos:

(2) ~ i N _8k2 prl eGm(l—z)Ez
FA (k) ~ —4(2W)2m!7‘k|36 2 fO dzx [m(l—a:)-}-e]%\/ml_zx”

Al e M IEI-2a) NG B 1E(1-20)] A
oAk(1=22) ’_——%mu—zxn% VB k(1-22)|

- irNA _0F2 ol gpa(1-a)k2 Y IR -20)]
N 2EmrevraRe Jo dz (e(—a)+d(1—22)}3 + A. (B.3.5)

Um procedimento semelhante aplicado ao limite k& — oo com E, kg —
oo nos fornece o resultado:

) Pt z(1-z)k2 G0 |F(1—22)|
I‘(Z) ~ inNA _9k2 rl ef=(1 )k eTl A B )
QR ey e A R rrwerarers B (B:3.6)
nesse caso € = Mj;?z.

O limite k% — oo mantendo k fixo ¢ mais simples. Nesse caso podemos
empregar a representaciio em séries de poténcia da funcdo de Bessel (A.4.1):
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2 T By z(1—xz)k
ID(k) = ~ Bt e8P [ dp 2202 (B.3.7)

[x(l—w)+e]g
onde ¢ = _z(1-2)k*+ M2 4r?
A .

0
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Apéndice C
Foérmulas

A funcdo de Bessel é definida da seguinte maneira [24]:
I(2) = &) / ) dhex =% (sin §)*. (C.1.1)
. Cv+3)TG) o
Afuncao erro Erf(z) tem a seguinte defingdo:
Erf(z) = e /z dte™* (C.1.2)
VT o ’ o
com Erfe(z) =1 — Erf(2).
A transformada de Fourier empregada na igualdade (4.3.9) é dada por
[25]:
[ dra (e + P +ig)e®®) = F [( + P+ ie)*]

B 2)‘+1(21r)%c%+)‘ K%_'_,\[C(Q—ié‘)%] C.1.3
T UTENWA (Quig 3 (BN (C.L3)

onde 7 o ntmero de dimensdes, P a forma quadratica P = 3. _, gra*a”,
b
assim como Q = Yy, gkrs"s” e A & o determinante dos coeficientes de P.
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