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Área de concentração: F́ısica.

Orientador: Prof. Celso Grebogi.

São Paulo
2005

i



Aos meus av́os, Mário e Aurita.

E aos meus pais, Nilton e Regina.

ii



Agradecimentos
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Resumo

Num problema de espalhamento temos partı́culas incidentes sobre uma região de espa-

lhamento que, depois de interagir por algum tempo nessa região, escapam para o infinito.

Quando o espalhamentoé cáotico, afunção de espalhamento(queé a relaç̃ao entre uma

variável antes do espalhamento e outra variável depois do espalhamento), apresenta singu-

laridades sobre um conjunto de Cantor de condições iniciais. O espalhamento caótico pode

ser dividido em dois tipos: espalhamento não-hiperb́olico e hiperb́olico. No espalhamento

não-hiperb́olico, o conjunto invariante contémórbitas est́aveis. Odecaimentodas part́ıculas

que escapam do conjunto invarianteé regido por uma lei de potência com relaç̃ao ao tempo.

No caso do espalhamento hiperbólico, a sela cáoticaé hiperb́olica e todas aśorbitas que a

comp̃oem s̃ao inst́aveis. O decaimento das partı́culas na regĩao de espalhamento segue uma

exponencial decrescente. Investigamos a transição do espalhamento não-hiperb́olico para o

hiperb́olico quando rúıdo é adicionadòa din̂amica do sistema. Isto porque prevı́amos que

o rúıdo reduzisse o efeito de aprisionamento (stickness) dos conjuntos déorbitas est́aveis,

provocando um decaimento exponencial. Introduzimos perturbaç̃oes rand̂omicas a fim de

simular flutuaç̃oes reais que ocorrem em sistemas fı́sicos, como por exemplo, um vórtex que

depende irregularmente do tempo no estudo de fluidos. Assim,usamos o conceito dema-

pas randômicos, que s̃ao mapas onde um ou mais parâmetros s̃ao variados aleatoriamente

a cada iteraç̃ao. Estudamos então, os efeitos provocados por perturbações rand̂omicas em

um sistema com espalhamento caótico ñao-hiperb́olico.
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Abstract

In a scattering problem we have particles inciding on a scattering region and these par-

ticles, after spending some time in this region, escape towards infinity. When the scattering

is chaotic, thescattering function(a function that relates an input variable with an output

variable), is singular on a Cantor set of initial conditions.The chaotic scattering can be

either non-hyperbolic or hyperbolic. In the non-hyperbolic scattering, the invariant set has

stable orbits. Thisdecayis governed by a power law in time. In the hyperbolic case, the

chaotic saddle is hyperbolic and all the orbits are unstable. The decay of the particles is

a decreasing exponential in the time. We investigate the transition from non-hyperbolic to

hyperbolic scattering as noise is added to the system. One expects that noise will reduce

the stickness of the regular regions, resulting in an exponential decay law, typical of hyper-

bolic systems. We apply random perturbations in order to simulate the real fluctuations that

occur in physical systems, for example, an aperiodic vortexin a fluid flow. So, we work

with random maps, where we change randomly one or more parameters on each iteration.

We study thus, the effects of the random perturbations on a system having non-hyperbolic

scattering.
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4.1 Espalhamento Caótico Não-Hiperb́olico
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vii



Caṕıtulo 1

Introduç ão

O fen̂omeno do caos consiste na extrema sensibilidade da dinâmicaàs condiç̃oes ini-

ciais. Originalmente, o caos foi investigado e definido em sistemas confinados, nos quais

as trajet́orias est̃ao restritas a um volume finito do espaço de fase. Mais tarde,percebeu-se

que o caos tamb́em pode estar presente em sistemas abertos, nos quais as trajetórias ñao s̃ao

confinadas. O caso tı́picoé o do espalhamento, em que partı́culas vindas do infinito incidem

sobre uma região de interaç̃ao de extens̃ao finita, e depois de um transiente escapam para o

infinito novamente.

O espalhamento caótico é uma manifestação f́ısica do caos transiente, devidoà exist̂en-

cia de conjuntos cáoticos invariantes ñao-atratores, istóe, as selas caóticas no espaço de

fase. Dentre os resultados produzidos por esses conjuntos invariantes, um conjunto de

Cantor de singularidades surge em funções de espalhamento mensuráveis fisicamente, rela-

cionando uma variável de sáıda da regĩao de espalhamento com uma variável de entrada [1].

Em sistemas comespalhamento caótico, o estado final do espalhamento depende de ma-

neira senśıvel das condiç̃oes iniciais [2]. Se um sistema apresenta espalhamento caótico,

qualquerfunção de espalhamento, relacionando o estado final com o estado inicial do sis-

tema (por exemplo, ôangulo de espalhamento como função do par̂ametro de impacto), tem

uma estrutura fractal complexa, com um conjunto de Cantor de singularidades.

A dinâmica do espalhamento caótico é dominada por um conjunto invariante composto

porórbitas confinadas̀a regĩao de interaç̃ao, e que nunca escapam, tanto parat → +∞ como

parat → −∞. Este conjunto déorbitasé conhecido comosela caótica. Se o espalhamento

for cáotico, o conjunto invariante tem uma estrutura fractal no espaço de fase, que causa

a sensibilidadèas condiç̃oes iniciais da din̂amica transiente [3]. A estrutura fractal das

funções de espalhamento que mencionamos acimaé um reflexo direto da estrutura fractal

do conjunto invariante déorbitas. Com efeito, as singularidades correspondem a condições

iniciais contidas na variedade estável de uma daśorbitas do conjunto invariante.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

O espalhamento caótico pode ser dividido em dois tipos: espalhamento hiperbólico e

não-hiperb́olico. Em ambos os casos, a cada iteração uma fraç̃ao das partı́culas que in-

cidiram sobre a região de espalhamento escapam para o infinito. Essedecaimentodas

part́ıculasé regido por leis distintas em cada caso. No caso do espalhamento hiperb́olico,

a sela cáoticaé hiperb́olica e todas aśorbitas que a comp̃oem s̃ao inst́aveis. O decaimento

das part́ıculas na regĩao de espalhamento segue uma exponencial decrescente. No espalha-

mento ñao-hiperb́olico, o conjunto invariante contém órbitas est́aveis e o decaimento das

part́ıculasé regido por uma lei de potência com relaç̃ao ao tempo. Uma outra diferença

importante ocorre na dimensão fractald da sela cáotica [4]. Em sistemas não-hiperb́olicos,

d assume o valor ḿaximo d = De f, ondeDe f é a dimens̃ao do espaço de fase em que a

dinâmica acontece. Em sistemas hiperbólicos, temos sempred < De f.

De forma a considerar as flutuações sofridas pelos parâmetros que definem um sistema

real, que ñao s̃ao inclúıdas no modelo determinı́stico, supomos que elas são estoćasticas

e usamos o conceito demapas randômicos[5]. Os mapas rand̂omicos s̃ao mapas onde

um ou mais par̂ametros s̃ao variados aleatoriamente a cada iteração, de acordo com uma

certa distribuiç̃ao. Esta id́eia foi aplicada tanto em sistemas dissipativos com atratores [5]

como em sistemas com espalhamento [6, 7], com a dinâmica sendo hiperbólica em am-

bos os casos. Um dos resultados mais importantesé que a estrutura fractal dos conjuntos

invarianteśe mantida (snapshot attractors, snapshot saddles), mesmo nesta dinâmica ñao-

determińıstica. Em particular, a dimensão fractal e outros “invariantes” têm valores bem

definidos, apesar da estrutura dos conjuntos invariantes mudarem erraticamente no tempo.

Neste trabalho, estudamos mapas randômicos em sistemas não-hiperb́olicos, especi-

almente em sistemas Hamiltonianos com espalhamento. O mapaem estudóe resultado

de uma transformação do mapa de H́enon e apresenta tanto o comportamento hiperbólico

quanto o comportamento não-hiperb́olico, dependendo dos valores do parâmetro. Estuda-

mos as caracterı́sticas mais importantes do espalhamento não-hiperb́olico e em seguida ob-

servamos quais mudanças foram acarretadas pela introdução da randomicidade no parâme-

tro. Poŕem, para que isso fosse feito estudamos antes algumas propriedades de mapas

rand̂omicos e problemas de espalhamento hiperbólico.

Seguindo o trabalho de Romeiraset al.[5], o Cap. 2 traz alguns exemplos de mapas com

par̂ametros rand̂omicos. Reproduzimos alguns dos resultados de Romeiraset al. [5] para

os mapas de H́enon e de Ikeda e também o ćalculo da dimens̃ao fractal feito por Namenson

et al. [6] para um atrator instantâneo, resultante da versão rand̂omica do mapa de Zaslavsky

e obtivemos um valor ligeiramente diferente para a dimensão do atrator, provavelmente por

diferenças na precisão dos ćalculos.

O Cap. 3 apresenta um estudo baseado principalmente em dois trabalhos. O primeiro, de
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Bleheret al. [2], trata de um caso de espalhamento provocado por um potencial simétrico,

onde existe uma transição abrupta do espalhamento regular para o espalhamento caótico, de

acordo com os valores da energia. Assim como no Cap. 2, reproduzimos alguns resultados,

como a funç̃ao de espalhamento, o cálculo nuḿerico da dimens̃ao fractal, os gŕaficos das

variedades estável e inst́avel, a sela cáotica, entre outros. O segundo trabalho em que base-

amos o Cap. 3́e de Dinget al. [8], que trata da evolução de um sistema com espalhamento

regular para o espalhamento caótico. Essa transiç̃ao se d́a por meio de uma seqüência

de eventos que se inicia com uma bifurcação sela-centro, seguida por uma bifurcação de

duplicaç̃ao de peŕıodo e de interseç̃oes homoclı́nicas e heteroclı́nicas. No fim do caṕıtulo

temos uma analogia com a ferradura de Smale.

O Cap. 4 constitui a essência de nosso trabalho, onde apresentamos os resultados do

nosso estudo de sistemas com espalhamento caótico ñao-hiperb́olico sob perturbaç̃oes rand̂o-

micas. Iniciamos com a construção de um conjunto de Cantor de dimensão igual a 1. Ent̃ao

estudamos o caso de espalhamento caótico ñao-hiperb́olico utilizando o mapa apresentado

por Lauet al. [4], sendo esse mapa não-hiperb́olico para alguns valores do parâmetro e

hiperb́olico para outros. Para o caso não-hiperb́olico, nós calculamos a função de espa-

lhamento e o gŕafico da variedade estável; calculamos a dimensão fractal do conjunto para

um valor do par̂ametro e construı́mos o gŕafico do decaimento das partı́culas na regĩao de

espalhamento. Estabelecidas as caracterı́sticas do espalhamento caótico ñao-hiperb́olico,

aplicamos uma perturbação rand̂omica no par̂ametro e observamos seus efeitos na função

de espalhamento, no conjunto análogoà variedade estável e no tempo de decaimento.

Encerramos esse trabalho no Cap. 5, onde discutimos os resultados do Cap. 4 e suas

posśıveis raz̃oes, como tamb́em apresentamos perspectivas para a continuação desse estudo.



Caṕıtulo 2

Mapas Rand̂omicos

No estudo dos problemas de espalhamento caótico, a randomicidade entra com o obje-

tivo de incluir as flutuaç̃oes sofridas por sistemas reais que não s̃ao consideradas no modelo

determińıstico.

Neste caṕıtulo seguiremos o trabalho de Romeiraset al.[5], com a aplicaç̃ao de perturba-

ções rand̂omicas aos mapas de Hénon e Ikeda, e o mapa randômico de Zaslavski, uma

aplicaç̃ao rand̂omica em problemas de escoamento de fluidos.

Em um mapa rand̂omico os par̂ametros variam randomicamente a cada iteração, de

acordo com uma distribuição de probabilidade. O problema do efeito da randomicidade

em atratores estranhos pode ser abordado de duas formas: na primeira, temos uma nuvem

de condiç̃oes iniciais quée iterada para frente no tempo sob uma dinâmica com rúıdo;

enquanto na segunda abordagem, consideramos umaúnica condiç̃ao inicial e plotamos sua

posiç̃ao no espaço de fase sob uma dinâmica rand̂omica parat tempos. Na auŝencia de

randomicidade as duas maneiras são equivalentes, porém quando consideramos um sistema

dinâmico rand̂omico a situaç̃ao torna-se diferente. Quando tomamos umaúnica condiç̃ao

inicial, o resultadóe uma vers̃ao “granulada” do atrator estranho que existe na ausência de

randomicidade. Entretanto, quando tomamos uma nuvem de condições iniciais o resultado

é tipicamente uma medida fractal. Este resultadoé chamado desnapshot attractor, isto

é, o resultado de muitas iterações de uma nuvem de condições iniciais vista nuḿunico

instante de tempo, daı́ o nomesnapshot attractor, no sentido de um “instantâneo” do atrator.

Essessnapshotsfornecem uma “fotografia” dos atratores, mostrando as semelhanças com

os atratores de parâmetros fixos, inclusive uma estrutura do tipo Cantor. O espectro de

dimens̃oes do atrator instantâneo independe do tempo, embora as caracterı́sticas do atrator

dependerem do instante de tempo em que o atratoré visto.

Nas duas seç̃oes que se seguem comparamos os atratores deN condiç̃oes iniciais na

bacia de atraç̃ao dos atratores de Hénon [9] e Ikeda [10,11]. Iteramos cada condição inicial

4



CAPÍTULO 2. MAPAS RANDÔMICOS 5

n vezes e plotamos áultima posiç̃ao de todas elas, a fim de obter os “instantâneos” dos

atratores de H́enon e Ikeda.

2.1 Mapa de H́enon

Em 1976, H́enon apresentou o que ele chamou de um modelo mais simples para o sis-

tema que Lorenz havia proposto em 1963. Na construção de seu modelo, H́enon seguiu

três passos: o primeiro foi não considerar todas as trajetórias no espaço de fase tridimen-

sional, mas somente as interseções com uma superfı́cie bidimensional, usando o método

das seç̃oes de Poincaré. O segundo e mais importante passo foi abandonar o sistema de

equaç̃oes diferenciais e definir um mapa de equações alǵebricas. Apesar deste novo mapa

não corresponder ao sistema de Lorenz, ele mantém suas caracterı́sticas. A terceira éultima

etapa foi determinar o mapa que hoje leva o nome de Hénon [9],

xi+1 = 1− ax2
i + yi ,

yi+1 = bxi .
(2.1)

(a) (b)

−0.4

−0.2

 0

 0.2

 0.4

−1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5

y

x

−0.4

−0.2

 0

 0.2

 0.4

−1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5

y

x

Figura 2.1: Como no artigo original, temos o mapa de Hénon calculado para duas condições iniciais
distintas. Coma = 1,4 e b = 0,3, foram feitas 104 iteraç̃oes parax0 = 0 e y0 = 0 em (a); em
(b), x0 = 0,63135448 ey0 = 0,18940634. Como as duas figuras são similares, o que vemośe
essencialmente o atrator.

Modificando as Eqs. (2.1) podemos escrever o mapa como:

xi+1 = ai − xi
2
+ biyi ,

yi+1 = xi .
(2.2)
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A vers̃ao rand̂omica desse mapáe dada quando os parâmetrosai ebi variam a cada iteração,

da seguinte forma:
ai = ā+ ∆ar i ,

bi = b̄+ ∆br i .

(a) (b)

−2

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

−2 −1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2

y i

xi

−2

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

−2 −1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2

y i

xi

(c) (d)

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

−2 −1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2

y i

xi

−2

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

−2 −1.5 −1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2

y i

xi

Figura 2.2: As Figs. (a) e (b) mostram que na ausência de randomicidade o resultado da iteração
de 104 condiç̃oes iniciais vistas nuḿunico instante de tempóe equivalente ao gráfico da posiç̃ao
de uma condiç̃ao inicial plotada parat tempos. Quando introduzimos um fator randômico, esses
dois procedimentos se distinguem: em (c) o atrator instantâneo mant́em as caracterı́sticas do atrator
não perturbado, enquanto (d) apresenta uma versão “granulada” do atrator não perturbado. A região
destacada em (c) está ampliada na Fig. 2.3.

Os par̂ametros ¯a, ∆a, b̄ e∆b são fixos er i é uma varíavel rand̂omica descorrelacionada,

com distribuiç̃ao de probabilidade uniforme no intervalo [−1,1]. Para a Fig. 2.2(a) plota-

mos o espaço de fase de 104 condiç̃oes iniciais distribúıdas uniformemente em−1 < x < 1

e−1 < y < 1, na iteraç̃ao t = 250, com um transiente de 100 iterações e com os seguintes

par̂ametros: ¯a = 1,15, b̄ = 0,4 e∆a = ∆b = 0. Neste caso, ñao estamos perturbando

os par̂ametros do mapa, pois fixando∆a = ∆b = 0 mantemos os parâmetrosai e bi cons-
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(a)

−0.1

−0.09

−0.08

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

 1.4  1.45  1.5  1.55  1.6  1.65

y i

xi

(b)

−0.09

−0.088

−0.086

−0.084

−0.082

−0.08

 1.51  1.511  1.512  1.513  1.514  1.515

y i

xi

Figura 2.3: Em (a) temos a ampliação da Fig. 2.2 (c). O atrator instantâneo mant́em a estrutura
tipo Cantor caracterı́stica do atrator ñao perturbado. Em (b) temos uma ampliação de (a). Usamos
2× 105 condiç̃oes iniciais em (a) e 4× 106 em (b).

tantes. Dessa forma, o aspecto geral de 104 condiç̃oes iniciais vistas no tempot = 250 é

o mesmo de 104 iteraç̃oes de umáunica condiç̃ao inicial plotadas para todos os tempos.

Na Fig. 2.2(b) temos 104 iteraç̃oes da condiç̃ao inicial escolhida aleatoriamente, usando os

mesmos par̂ametros da Fig. 2.2(a). Porém quando tomamos∆a = 0 e∆b = 0,05, o resul-

tado de 104 condiç̃oes iniciais vistas num tempot é diferente do resultado de 104 iteraç̃oes

de uma condiç̃ao inicial plotadas para todos os tempos, como mostram as Figs. 2.2 (c) e (d).

Usamos as mesmas condições iniciais da Fig. 2.2(a) para Fig. 2.2(c) e a mesma condição

inicial da Fig. 2.2(b) para Fig. 2.2(d). Podemos ver que a Fig. 2.2(c) mant́em as principais

caracteŕısticas do atrator de parâmetros fixos, ao passo em que na Fig. 2.2(d) temos uma

vers̃ao “granulada” do atrator original. Na Fig. 2.3 mostramos ampliações da regĩao em

destaque na Fig. 2.2 (c), quando obtivemos um atrator instantâneo. Das ampliações de 2.2

(c) temos, qualitativamente, que as caracterı́sticas fractais do atrator de Hénon s̃ao preser-

vadas, pois encontramos a estrutura tipo Cantor em sucessivas ampliaç̃oes. Para a Fig. 2.3

(a) utilizamos 2× 105 condiç̃oes iniciais e para a Fig. 2.3 (b) foram utilizadas 4× 106.
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2.2 Mapa de Ikeda

Em 1979, Ikeda apresentou um modelo para um sistema de laser em que a luz transmi-

tida por uma cavidade circular contendo um meio dielétrico ñao-linear passa de um estado

estaciońario períodico para estados não-períodicos quando a intensidade da luz incidente

aumenta [10]. O estado não-períodicoé caracterizado por uma variação cáotica da intensi-

dade da luz.

Figura 2.4: Esquema ilustrativo da cavidade modelada pelo mapa de Ikeda. (Grebogiet al. [12]).
Input é o sinal de entrada eoutputé o sinal de sáıda. O sinal de entradáe parcialmente trasmitido
pelos espelhosMi , i = 1,2,3,4, incidindo sobre um meio dielétrico ñao-linear (nonlinear dielectric).

O mapa de Ikedáe dado por,

zi+1 = a+ bzi exp

[

i

(

k−
p

(1+ |zi |
2)

)]

, (2.3)

ondezi é complexo (xi é a parte real eyi a parte imagińaria dezi) e a é a amplitude de

uma seq̈uência de pulsos luminosos passando por um espelho parcialmente trasmissorM1.

O intervalo de tempo entre os pulsosé ajustado ao tempo de uma volta no sistema. A

amplitude e ôangulo de fase doi-ésimo pulso ao alcançar o lado direito do espelhoM1 são

|zi | ezi, respectivamente. Na Eq. (2.3), os termos possuem os seguintes significados: (1−b)

fornece a fraç̃ao de energia em um pulso transmitido ou absorvido nas quatroreflex̃oes de

M1, M2, M3, eM4 (note que o termo presente na Eq. (2.3)éb); k é a diferença de fase que o

pulso sofreŕa na auŝencia do meio ñao-linear; e o termo−p/(1+ |zi |
2) é a diferença de fase

em decorr̂encia do meio ñao-linear [12].

Agora aplicamos perturbações rand̂omicas no par̂ametrop do mapa (2.3) e obtemos o

mapa (2.4)

xi+1 = a+ b(xi cosθi − yisenθi),

yi+1 = b(xisenθi + yi cosθi),
(2.4)
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com

θi = k−
pi

1+ xi
2 + yi

2
.

Os par̂ametrosa, b ek são fixos epi é o par̂ametro de randomicidade, dado por

pi = p̄+ ∆pr i ,

onde r i é uma varíavel rand̂omica, como no caso do mapa de Hénon. Na Fig. 2.5(a)

plotamos o espaço de fase do mapa de Ikeda com os seguintes parâmetros:a = 0,85,

b = 0,9, k = 0,4, p̄ = 8 e ∆p = 0 no instantet = 250 de 104 condiç̃oes iniciais to-

madas em−2 ≤ x ≤ 2 e −2 ≤ y ≤ 2. Na Fig. 2.5(b) fixamos∆p = 0,5. Como

espeŕavamos, a Fig. 2.5(b) não apresenta a caracterı́stica fractal do atrator de Ikeda. In-

troduzindo o fator rand̂omico no par̂ametrop, obtemos o atrator instantâneo na Fig. 2.5(c),

com 2× 104 condiç̃oes iniciais. A Fig. 2.5(d) apresenta uma ampliação da regĩao destacada

em Fig. 2.5(c), onde notamos a presença de estruturas do tipo Cantor.

2.3 Mapa de Zaslavsky

Muitos processos quı́micos e bioĺogicos em fluidos s̃ao caracterizados por uma distribui-

ção filamental de partı́culas ativas ao longo de conjuntos invariantes da dinâmica cáotica

da advecç̃ao. Sabemos que uma nuvem inicial de partı́culas adveccionadas por um fluido

pode se distribuir sobre um conjunto fractal no espaço [6].Nesta seç̃ao, apresentamos um

mapa rand̂omico, o mapa de Zaslavsky, que modela o movimento de partı́culas flutuantes

sobre a superfı́cie de um fluido confinado com uma complicada∗ depend̂encia do tempo.

As part́ıculas podem tanto se agrupar numúnico ponto ou v́arios pontos, como também,

dependendo dos parâmetros, distribúırem-se sobre um conjunto fractal de dimensão entre

um e dois [13].

O mapa rand̂omico de Zaslavskýe dado por

xn+1 =

[

xn + yn
(1− e−α)
α

]

mod2π,

yn+1 = κsen(xn+1 + θn) + e−αyn,

(2.5)

ondeθn é randomicamente tomado no intervalo [0,2π] a cada iteraç̃ao. Escolhendo os

par̂ametrosα = 0,09 eκ = 0,5, obtemos uma estrutura fractal das partı́culas sobre o fluido

[6]. Para 106 condiç̃oes iniciais distribúıdas uniformemente em 0≤ x ≤ 2π e−2 ≤ y ≤ 2,

∗Yu et al. [13] prefere chamar a dependência irregular do fluido no tempo de “complicada” e reservara
palavra caos para designar o comportamento do movimento daspart́ıculas no fluido.
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Figura 2.5: Mapa de Ikeda. Em (a) temos o espaço de fase para 2× 104 condiç̃oes iniciais tomadas
no instantet = 250 para o mapa com parâmetros fixos; em (b) temos o espaço de fase para uma
única condiç̃ao inicial iterada 2× 104 vezes sob o mapa randômico e novamente o que vemosé uma
vers̃ao “granulada” do atrator original. Para (c), plotamos o espaço de fase emt = 250 para 2× 104

condiç̃oes iniciais e em (d) mostramos a ampliação da regĩao destacada em (c), agora com 4× 105

condiç̃oes iniciais, ondée posśıvel notar a presença de estruturas tipo Cantor.

calculamos áorbita de cada partı́cula usando a mesma seqüência rand̂omicaθi e aṕos um

tempot = 100 plotamos o espaço de fase (atrator instantâneo), mostrado na Fig. 2.6.

No cálculo da dimens̃ao do atrator, utilizamos o ḿetodo da contagem de caixas, equi-

valenteà dimens̃ao capacidade. Dividimos o espaço (x, y) ∈ [0,2π] × [−2,2] em cai-

xas de tamanho 2π/2n por 4/2n. Determinamos a fração µi das órbitas na caixai no

tempo em que o atrator foi tomado e calculamos a inclinação do gŕafico deC(n) × n, com

C(n) ≡ − log2Σiµ
2
i . A inclinaç̃ao da reta que melhor ajusta os pontosé o valor da dimens̃ao

para aquela seqüência rand̂omica. Esse ćalculo foi feito para 40 seq̈uênciasθn diferentes

e as pequenas variações nos valores da dimensão est̃ao consistentes com uma distribuição
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Figura 2.6: Atrator instant̂aneo para uma seqüência rand̂omicaθn. Os par̂ametros foram escolhidos
de modo que as partı́culas estejam distribuı́das sobre um conjunto fractal. Temosα = 0,09 eκ = 0,5
para 106 condiç̃oes iniciais distribúıdas uniformemente em 0≤ x ≤ 2π e−2 ≤ y ≤ 2. Para todas as
part́ıculas utilizamos a mesma seqüência rand̂omicaθn e iteramos o mapa por 100 vezes.

gaussiana [6]. O valor ḿedio para a dimensão dessas seqüênciasé d̄ = 1,367± 0,010†.

Namensonet al. [6] ainda comparam os valores da dimensão obtidos por outros ḿetodos, a

fim de estabelecer uma relação entre o ńumero espectral e a dimensão.

†Para o ćalculo da dimens̃ao atrav́es da contagem de caixas, Namensonet al. [6] obtiveramd̄ = 1,391±
0,010.
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Figura 2.7: Gráfico deC(n)× n para uma seqûenciaθn. A quantidadeCn éC(n) ≡ − log2Σiµ
2
i , com

µi sendo a fraç̃ao daśorbitas presentes na caixai no tempo em que o atrator foi tomado. Calculamos
a dimens̃ao de 40 seq̈uênciasθn diferentes e as pequenas variações nos valores da dimensão est̃ao
consistentes com uma distribuição gaussiana [6]. O valor ḿedio que encontramos foīd = 1,367±
0,010.



Caṕıtulo 3

Espalhamento Cáotico

Uma part́ıcula vem do infinito e encontra uma região espalhadora. Durante um certo

tempo essa partı́cula interage com a região e depois escapa para o infinito novamente. Em

muitos problemas desse tipo, a dinâmica pode ser caótica e est́a associada a um fenômeno

chamadoespalhamento caótico[4]. A natureza cáotica do problema de espalhamentoé

revelada pela existência de umafunção de espalhamento, relacionando o estado final com

o estado inicial do sistema e que possui uma complexa estrutura fractal, com um conjunto

de Cantor de singularidades.

Os trabalhos j́a realizados sobre espalhamento caótico contribúıram ao esclarecimento

da fenomenologia do espalhamento caótico, da estrutura dos conjuntos fractais invariantes

responśaveis pelo caos observado e do papel dasórbitas períodicas inst́aveis na determinação

do processo de espalhamento. Dentre os resultados desses trabalhos, temos que condições

iniciais sobre um conjunto de Lebesgue de medida zero no espaço de fase levam áorbitas

confinadas na região de espalhamento por um tempo arbitrariamente longo, devidoà exist̂en-

cia de conjuntos invariantes instáveis na regĩao do potencial. Aśorbitas confinadas estão

na variedade estável desses conjuntos invariantes. No caso do espalhamentoregular, o con-

junto invariante pode ser muito simples, por exemplo, tendopoucasórbitas regulares iso-

ladas e suas variedades estáveis e inst́aveis. No caso do espalhamento caótico, o conjunto

invarianteé complexo, envolvendo estruturas do tipo Cantor em todas as escalas [8].

Devido à presença desses conjuntos caóticos, os processos de espalhamento exibem

duas caracterı́sticas proeminentes. Primeiro, a trajetória da part́ıcula pode ser muito com-

plicada na regĩao do potencial, mesmo quando o tempo em que permanece na região espa-

lhadoraé finito. Segundo, se construirmos um gráfico de alguma variável que caracteriza

o estado inicialversusuma varíavel que caracteriza o estado final, esta função pode ser

muito complicada e possuir extrema sensibilidadeàs condiç̃oes iniciais. Especificamente,

a funç̃ao é singular (“infinitamente sensı́vel”) sobre um conjunto de Cantor de condições

13
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iniciais. Além disso, este conjunto de Cantoré justamente o conjunto de condiçoes iniciais

sobre a variedade estável do conjunto invariante.

A fim de estudar um problema clássico de espalhamento caótico, seguiremos neste

caṕıtulo o trabalho de Bleheret al. [2], que trata de situações com potenciais de espalha-

mento que exibem uma transição abrupta do comportamento regular para o caótico, quando

a energia atinge um valor crı́tico, Em, queé igual ao valor ḿaximo do potencial. Vejamos o

seguinte exemplo de espalhamento caótico que ocorre para a Hamiltoniana

H(r ,p) =
p2

2m
+ V(r ), com lim

|r |→∞
V(r ) = 0.

O potencial na Hamiltoniana em duas dimensõesé dado por

V(x, y) = x2y2 exp [−(x2
+ y2)], (3.1)

cujos ḿaximos est̃ao em (x, y) = (±1,±1). Para esse potencialV(x, y) a energia ḿaximaé

Em = e−2. As equaç̃oes de Hamilton para uma partı́cula de massa unitária s̃ao

x

y

V(x,y)

Figura 3.1: Gráfico do potencial dado pela Eq. (3.1). Os máximos desse potencial estão localizados
nos pontos (x, y) = (±1,±1) e a energia ḿaximaé Em = e−2.
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ṙ = p,

ṗ = −∇V.
(3.2)

onder = (x, y) e p = (px, py). Tomamos a situação em que partı́culas vindas do infinito

incidem em uma região em torno da origem e depois saem para o infinito novamente. Na

Fig. 3.2 plotamos ôangulo de espalhamentoφ versuso par̂ametro de impactob de 600

condiç̃oes iniciais tomadas emx = 5 e y variando dey = −3 at́e y = 3, de forma que o

par̂ametro de impactóe a pŕopria coordenada inicialy. O ângulo de espalhamentoé defi-

nido como oângulo entre a trajetória inicial da part́ıcula e a trajet́oria com que a partı́cula

abandona a região de espalhamento. Tais condições iniciais foram evolúıdas segundo as

Eqs. (3.2) e com energiaE = 0,220 (abaixo do valor crı́tico Em) e E = 0,035 (acima do

valor cŕıtico Em), respectivamente. Vemos que acima do valor crı́tico da energia surgem

singularidades no gráfico doângulo de espalhamento pelo parâmetro de impacto.

(a) (b)

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

-3 -2 -1  0  1  2  3

φ

b

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

-3 -2 -1  0  1  2  3

φ

b

Figura 3.2: Para 600 condiç̃oes iniciais distribúıdas uniformemente na retax = 5 e−3 ≤ y ≤ 3,
plotamos ôangulo de sáıda pelo par̂ametro de impacto para diferentes valores da energia. Em (a)
temosE = 0,220 e em (b) temosE = 0,035. Abaixo do valor crı́tico, Em = e−2

= 0,13533...,
surgem singularidades na função de espalhamento.

O potencial dado pela Eq. (3.1) apresenta quatro picos em torno da origem, como mostra

a Fig. 3.1. A part́ıcula que incide nessa região ricocheteia por um tempo entre esses picos

do potencial e este tempoé definido como tempo de interação. Na Fig. 3.3, consideramos o

tempo em que as condições iniciais permanecem confinadas na região determinada por (x2
+

y2)1/2 < 5 e plotamos o tempo de interação para diferentes valores do parâmetro de impacto

b. Quando comparamos as singularidades dos gráficos das Figs. 3.2(b) e 3.3 notamos que

elas coincidem, ou seja, singularidades no gráfico do tempo de interação correspondem a

singularidades na função de espalhamento.

A presença de tempos de interação infinitos deve-sèa exist̂encia de um conjunto caótico
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Figura 3.3: Tempo de interaç̃aoversuspar̂ametro de impacto.

não-atrator limitado no espaço de fase. Asórbitas sobre esse conjunto invariante permane-

cem para sempre na região do potencial, tanto parat → +∞ quanto parat → −∞. Esse

conjunto cáotico é essencialmente a interseção de suas variedades instáveis e est́aveis, cada

uma consistindo de um conjunto de Cantor de duas superfı́cies aproximadamente paralelas

no espaço de fase tridimensional [2]. Para mostrar que as singularidades da função de espa-

lhamento est̃ao associadas a uma estrutura fractal, vamos calcular a dimens̃ao do conjunto.

3.1 Dimens̃ao Fractal

A sensibilidadèas condiç̃oes iniciaiśe uma caracterı́stica conhecida dos sistemas caóti-

cos. Pequenas mudanças nas condições iniciais levam a mudanças significativas na dinâmica

do sistema ao longo do tempo. Sistemas dinâmicos ñao-lineares tipicamente possuem mais

de um estado assintótico. Para tais sistemas, o acesso a um estado ou a outro depende das

condiç̃oes iniciais [3].

Uma condiç̃ao inicialé consideradaε-incerta se ela está localizada a uma distânciaε da

fronteira da bacia de atração. Nessa situação, ńos ñao podemos prever para qual atrator a

órbita seguiŕa, para uma precisãoε. A fração de condiç̃oes iniciais que s̃aoε-incertas,f (ε),

est́a relacionada comε por

f (ε) ∼ εα.
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Paraα < 1, dizemos que existe sensibilidadeàs condiç̃oes iniciais. De fato,́e comum

o casoα < 1 e nessa condição um aumento substancial na incerteza da condição inicial

resulta numa incerteza relativamente pequena em relação ao estado final medido porf .

Utilizamos a dimens̃ao capacidade, definida por

d = lim
δ→0

ln N(δ)
ln(1/δ)

, (3.3)

ondeN(δ) é o ńumero ḿınimo de cubos de dimensãoD, com ladoδ, necesśarios para cobrir

a fronteira da bacia de atração num espaço de fase cuja dimensão relevante sejaD. Em geral

a dimens̃ao da fronteira satisfaz a relação d ≥ D − 1, pois a fronteira divide o espaço de

fase. O expoenteα est́a relacionado com a dimensão da fronteira por [3,14]

α = D − d. (3.4)

Para uma fronteira simples temosd = D − 1, o que pela Eq. (3.4) resulta emα = 1. Para

uma fronteira fractal,d > D−1 e (3.4) d́aα < 1 (istoé, um estado final sensı́vel). A relaç̃ao

entre o expoenteα e a dimens̃ao da fronteiráe resultado da dimensão capacidade através

do seguinte raciocı́nio: tomando o lado do cuboδ do tamanho da incertezaε, o volume

da regĩao incerta do espaço de fase será da ordem do volume total de todosN(ǫ) os cubos

necesśarios para cobrir a fronteira da bacia. Como o volume de um cuboD-dimensionaĺe

εD, o volume da região incerta no espaço de faseé da ordem deεDN(ε). Considerando que

N(ε) ∼ ε−d satisfaz a Eq. (3.3), usamos essa aproximação para estimar o volume incerto do

espaço de fase comoεDN(ε) ∼ εD−d.

Para calcular numericamente a dimensão fractal, dividimos os valores do parâmetro de

impacto em duas partes, o conjunto de valores deb chamadoS+, que correspondèasórbitas

que possuem̂angulo de espalhamento positivo (φ > 0), e o conjunto de valores deb que

correspondèasórbitas cujoŝangulos de espalhamento são negativos (φ < 0), chamadoS−.

Esses conjuntos,S+ e S−, consistem de dois intervalos disjuntos ao longo do eixob e,

no interior de cada intervalo,φ varia suavemente comb. Para muitos pontos na fronteira

desses intervalos a função de espalhamentóe singular ée nisso que estamos interessados.

Assumimos que a dimensão capacidade deste conjunto será a mesma para o conjunto de

pontos na fronteira entreS+ e S−. Para um determinado valor de incertezaε, escolhemos

randomicamente um grande número de pares do parâmetro de impacto,bi e bi ± ε, onde

o sinal positivo ou negativóe escolhido randomicamente. Se o estado final (para cima

ou para baixo) dáorbita perturbadáe diferente do estado final dáorbita ñao-perturbada,

ent̃ao o estado dáorbita ñao-perturbadáe contado como incerto quando a perturbação tem



CAPÍTULO 3. ESPALHAMENTO CAÓTICO 18
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Figura 3.4: Cálculo da dimens̃ao atrav́es da fraç̃ao incerta. Para 104 condiç̃oes iniciais tomadas em
−2 ≤ y ≤ 2 ex = 5 comE/Em = 0,26, temos a dimensão aproximadamente igualà 0,66.

magnitudeε. Repetimos esse procedimento para várias condiç̃oes iniciais e contamos o

número de pares cujos estados finais são incertos, a fim de determinar a fração ḿedia f̄ (ε)

deórbitas que s̃ao incertas sob uma perturbação de magnitudeε. Das definiç̃oes def e f̄ ,

esperamos quef seja aproximadamente proporcionalà média f̄ e ent̃ao, f̄ ∼ εD−d [3]. A

Fig. 3.4 mostra o gŕafico log− log de f (ε)×ε, no qual obtivemos a dimensãod � 0,66 para

104 condiç̃oes iniciais tomadas em−2 ≤ y ≤ 2 ex = 5, quandoE/Em = 0,260∗.

Outra maneira de estudar a estrutura fractal no espalhamento cáotico é considerar partı́-

culas com condiç̃oes iniciais sobre uma superfı́cie bidimensional no espaço de fase e de-

terminar se oŝangulos das velocidades assintóticast → +∞ est̃ao no intervalo 0< φ ≤ π

(sáıda para cima) ou no intervalo−π < φ ≤ 0 (sáıda para baixo). Qual destas saı́das se aplica

a umaórbita depende de sua condição inicial e estamos interessados em quais condições

iniciais est̃ao associadas a uma saı́da e quais condiç̃oes est̃ao associadas a outra. Tomamos

a seç̃ao transversal bidimendionaly0 = 0 no espaço de fase das condições iniciais. Es-

colhemos condiç̃oes iniciais de uma dada energia num intervalo de valores−3 ≤ x0 ≤ 3.

Para cadax0 escolhemos um grande número dêangulos das velocidades iniciais no inter-

valo θ0 ∈ (−π, π]. Então, para cada condição inicial integramos áorbita correspondente e

determinamos por onde ela sai. Se a partı́cula tem oângulo da velocidade de saı́da posi-

∗Na refer̂encia [2], Bleheret al. determinaramd � 0,67.
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Figura 3.5: Gráfico de uma grade de 512× 512 condiç̃oes iniciais distribúıdas uniformemente em
−3 ≤ x0 ≤ 3 e−π < θ ≤ π, comy0 = 0 e energias diferentes para (a) e (b). Em (a)E = Em e em (b)
E/Em = 0,6.
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(c) E/Em = 0,260
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Figura 3.6: (Continuaç̃ao da Fig. 3.5). Para as mesmas condições iniciais da Fig. 3.5, com diferentes
valores de energia. Em (c),E/Em = 0,260 e em (d),E/Em = 0,037. Quando o valor da razãoE/Em

é menor do que 1, a fronteira entre as regiões clara e escura apresenta uma estutura fina e complexa.

tivo (sáıda para cima), então plotamos a condição inicial. A Fig. 3.5(a) mostra tal situação

quandoE = Em, onde a fronteira que separa as regiões claras (saı́da para baixo) e escuras
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(sáıda para cima)́e aparentemente suave. As figuras seguintes são do mesmo tipo, porém

para valores menores da energiaE. TemosE/Em = 0,6 para a Fig. 3.5(b),E/Em = 0,26

para a Fig. 3.6(a) eE/Em = 0,037 para a Fig. 3.6(b).

3.2 Sela Cáotica

Para as condiç̃oes iniciais da Fig. 3.6 (c), plotamos aquelas que possuem osmaiores

tempos de interação na Fig. 3.7 (a). Comparando a Fig. 3.7 (a) com a Fig. 3.3 vemosque

o tempo de interaç̃ao diverge paráorbitas com par̂ametros de impacto nos quais a função

de espalhamentóe singular. A correspondência entre a região de singularidades da função

de espalhamento e os gráficos das fronteiras das bacias sugere que as regiões fractais nos

gráficos das fronteiras estão associadas̀asórbitas com longo tempo de interação. Asórbitas

que correspondem̀as singularidades na função de espalhamento são assint́oticasàsórbitas

aprisionadas e, portanto, localizam-se sobre os ramos das variedades estáveis daśorbitas

aprisionadas. A variedade instável do conjunto déorbitas aprisionadaśe obtido da mesma

maneira: aśorbitas iteradas para trás no tempo que possuem os maiores tempos de interação

têm condiç̃oes iniciais muito pŕoximasàs daśorbitas aprisionadas. Na Fig. 3.7 (b) temos a

superf́ıcie de seç̃ao correspondentèa Fig. 3.7 (a) da variedade instável.

O conjunto das interseções da variedade estável com a variedade instável constitui asela

caóticaousela estranha. Na Fig. 3.8 temos os pontos que permanecem por mais tempo na

regĩao de espalhamento, tanto parat → +∞ quanto parat → −∞.

3.3 Transição para o Caos

Até agora estudamos um caso de bifurcação abrupta do comportamento regular regular

para o espalhamento caótico e vimos caracterı́sticas importantes de problemas de espalha-

mento, como as singularidades da função de espalhamento associadas a um conjunto fractal

de condiç̃oes iniciais. A questão agoráe: dado um conjunto de parâmetros nos quais o espa-

lhamentóe regular, quais s̃ao as seq̈uências t́ıpicas de eventos (rotas) que ocorrem enquanto

os par̂ametros variam e o espalhamento torna-se caótico? Nesta seção, seguimos o trabalho

de Dinget al. [8] e estudamos a rota de bifurcação sela-centro através de um modelo em

particular.

Partindo de um estágio onde o espalhamentoé regular, observamos que a bifurcação

sela-centro marca a transição do espalhamento regular para o caótico. Imediatamente após

essa bifurcaç̃ao, as variedades estável e inst́avel da nova sela intersecionam-se formando um
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Figura 3.7: Gráfico da interseç̃ao da (a) variedade estável e (b) da variedade instável dasórbitas
aprisionadas com o planoy0 = 0 emE/Em = 0,260. A simetria entre (a) e (b) deve-se ao fato que o
sistemáe conservativo e siḿetrico sob a reversão do tempo.
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Figura 3.8: Conjunto de pontos que possuem os maiores tempos de interação.

conjunto cáotico. O pŕoximo est́agio importante na evolução do espalhamento caótico nesse

modeloé a ocorr̂encia de uma tangência heteroclı́nica entre a variedade estável e a variedade

inst́avel da sela rećem surgida e as variedades estável e inst́avel de outra sela que surge

durante a evoluç̃ao do sistema. Este evento não provoca apenas uma mudança qualitativa

no conjunto cáotico, mas marca o inı́cio da formaç̃ao de uma estrutura topologicamente

equivalente a um mapa tipo ferradura.

O potencial usado no estudo da rota de bifurcação consiste de três picos ñao-sobrepostos,

cujos centros estão sobre os v́ertices de um trîangulo iśosceles, como mostra a Fig. 3.9.

Cada picóe individualmente siḿetrico e pode ser representado por

Φi = Vi

[

1−
(x− xi)2

+ (y− yi)2

ai

]

, (3.5)

para

(x− xi)
2
+ (y− yi)

2 ≤ a2
i ,

e

Φi = 0 para (x− xi)
2
+ (y− yi)

2 > a2
i .

Na Eq. (3.5), óındicei é i = 1,2,3 e o ponto (xi , yi) é o centro do i-́esimopico, ai é o raio

do pico eVi é a altura do pico. O sistema de coordenadasé tal que a reta vertical que passa

pelo centro de 2́e o eixoy e a reta horizontal que corta os centros de 1 e 3é o eixox e a
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interseç̃ao dos eixosx ey é a origem. O potencial totalé ent̃ao siḿetrico em relaç̃ao ao eixo

y e pode ser escrito como

Φ(x, y) = Φ1(x, y) + Φ2(x, y) + Φ3(x, y). (3.6)

Como cada pico do potencialé um paraboĺoide de revoluç̃ao, a equaç̃ao de movimento pode

ser resolvida exatamente dentro de cada uma das regiões (x− xi)2
+ (y−yi)2 ≤ a2

i , não sendo

necesśario integrar numericamente equações diferenciais. No estudo desse potencial, a

configuraç̃ao geoḿetrica do potencial, istóe, xi , yi ,ai, a energia da partı́culaEp e as alturas

dos potenciaisV1 = V3 >> Ep são mantidas fixas enquanto o potencialV2 é variado, de

forma que investigamos como o sistema comporta-se como func¸ão do par̂ametro de controle

V2.

Figura 3.9: O potencial definido pelas Eqs. (3.5) e (3.6) consiste de três picos ñao-sobrepostos e
individualmente siḿetricos. O sistema de coordenadasé tal que a reta vertical que passa pelo centro
de 2é o eixoy e a reta horizontal que corta os centros de 1 e 3é o eixox (Ding et al. [8]).

Primeiramente, ao tomarmosV2 = 0 obtemos um caso de espalhamento regular, devido

à simples configuração de dois picos id̂enticos. A altura dos potenciaisé presumidamente

maior do que a energia das partı́culas e existe umáorbita períodicaπ1 presa entre os dois

potenciais ao longo da linha que une seus centros. Aórbitaπ1 e suas variedades estável e

inst́avel s̃ao oúnico conjunto invariante neste caso (Fig. 3.10).

Na Fig. 3.11 temos os gráficos doângulo de espalhamentoversuso par̂ametro de im-

pacto e do tempo de saı́daversuso par̂ametro de impacto. Ôangulo de espalhamento varia

de [−π, π] e é o ângulo entre a velocidade com que a partı́cula deixa a região do potencial

Φ = Φ1+Φ3 e o eixoy. O tempo de sáıdaé definido como o tempo entre a primeira vez que

a igualdade (x−xi)2
+(y−yi)2

= a2
i é satisfeita para algumi, at́e que a partı́cula satisfaça pela

última vez (x− xi)2
+ (y− yi)2

= a2
i para algumi. Na Fig. 3.11(b) notamos a existência de

um pico, indicando que para um valor do parâmetro de impacto existe um tempo de saı́da
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Figura 3.10: TomandoV2 = 0, o sistema de dois picos idênticos apresenta espalhamento regular
e possui umáorbita períodica. Aqui temos as trajetórias de dez partı́culas com condiç̃oes iniciais
y0 = 6 ex0 entre 3,7564 e 3,7566. Essas partı́culas ricocheteam durante algum tempo mas acabam
deixando a região do potencial (Dinget al. [8]).

(a) (b)

Figura 3.11: (a) e (b) mostram ôangulo de sáıda e o tempo de interação versuso par̂ametro de
impacto na situaç̃ao mais simples, quando temosV2 = 0 e o espalhamento entãoé regular (Dinget
al. [8]).

infinito. Esse valor do parâmetro de impacto, indicado pela seta nas Figs. 3.11(a) e (b),

correspondèa interseç̃ao da variedade estável daórbitaπ1 com a reta de condições iniciais

y = 6.

Quando consideramos a presença do potencialΦ2, fazendoV2 , 0, o quadro j́a ñao é

o mesmo do espalhamento regular. A primeira mudança significativa ocorre quandoV2 =
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Figura 3.12: A únicaórbita períodica paraV2 < Vsc, π1, est́a representada em (a). Em (b) estão a
sela rećem criadaπ3 e o centroπ2, que coincidem um com o outro emV2 = Vsc. Em (c),π2 e π3

separam-se quandoV2 > Vsc (Ding et al. [8]).

Vsc ≈ 0,187 e temos uma bifurcação sela-centro. Desta bifurcação surge um par déorbitas

entre os potenciaisΦ1 e Φ3 passando porΦ2. As condiç̃oes deΦ1 e Φ3 continuam as

mesmas. ParaΦ2 temosx2 = 0, y2 = 2,2, a2 = 2 eV2 > 0.

AumentandoV2 um pouco mais, a sela e o centro que inicialmente coincidem, agora

separam-se um do outro. Áorbita π3 é uma sela regular (autovalores reais e positivos),

enquantoπ2 é um centro (os autovalores são complexos). Conforme a sela e o centro se

separam, as variedades estável e inst́avel deπ3 se cruzam transversalmente. De acordo com

a teoria de Smale, uma interseção homocĺınica implica na exist̂encia de um conjunto caótico

invariante. Portanto a bifurcação sela-centro marca o inı́cio do espalhamento caótico.



CAPÍTULO 3. ESPALHAMENTO CAÓTICO 27

Figura 3.13: (a) π1 e suas variedades estável e inst́avel quandoV2 < Vsc. Em (b), temos a sela
e o centro rećem criados emV2 = Vsc e em (c) as interseções homoclı́nicas que ocorrem entre as
variedades estável e inst́avel deπ3 quandoV2 > Vsc (Ding et al. [8]).

A Fig. 3.14 mostra a funç̃ao de espalhamento para o valorV = 0,195, correspondente

à situaç̃ao mostrada na Fig. 3.13(c), onde o espalhamentoé ñao-hiperb́olico pois temos

órbitas regulares. Como já foi dito, os picos observados no gráfico do tempo de saı́da s̃ao

as interseç̃oes das variedades estáveis com a reta de condições iniciaisy = 6. A principal

diferença entre esse caso (onde o conjunto invarianteé cáotico) e o caso da Fig. 3.11(b) (em

que o conjunto invariante não é cáotico) est́a na aparente distribuição dos picos sobre um

conjunto de Cantor.

Com o aumento deV2 o centroπ2 sofre uma bifurcaç̃ao de duplicaç̃ao de peŕıodo e se

torna uma sela instável (autovalores reais e negativos). Evidências nuḿericas indicam que

esse processo de duplicação de peŕıodo continuaad infinitum. A exist̂encia dessa cascata

infinita de duplicaç̃ao de peŕıodo corrobora com a ocorrência de um ńumero infinito de
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(a) (b)

Figura 3.14: Novamente temos a função de espalhamento,ângulo de sáıda versuspar̂ametro de
impacto, poŕem aṕos ter ocorrido a bifurcação sela-centro e a interseção homocĺınica, marcando o
inı́cio do espalhamento caótico (Dinget al. [8]).

órbitas períodicas num conjunto caótico [15].

O surgimento de um conjunto caótico depois da bifurcação sela-centro tem um forte im-

pacto no comportamento do sistema. A principal diferença no caso do conjunto invariante

ser cáotico é que os picos observados no gráfico do tempo de saı́da residem aparentemente

sobre um conjunto de Cantor. Outro pontoé que o caos acontece somente para partı́culas

com ângulo de espalhamento|θ| < π/2, ou seja, para partı́culas que saem para cima. A

função de espalhamento para as partı́culas com|θ| > π/2 é regular e essencialmente go-

vernada pela sela originalπ1 e suas variedades estável e inst́avel. A raz̃ao disso pode ser

entendida da seguinte maneira. Considere as partı́culas que experimentam o espalhamento

cáotico: suas primeiras imagens sobre a superfı́cie de seç̃ao est̃ao na regĩao onde ocorre a

interseç̃ao das variedades estável e inst́avel deπ3. Como podemos ver na Fig. 3.13, esta

regĩao est́a completamente contida entre o ramo da variedade instável deπ1, que vai de

π1 at́e y = +∞ e o ramo da variedade estável deπ1, que vem dey = +∞ at́e π1. Esses

ramos formam barreiras que os pontos sobre a superfı́cie de seç̃ao ñao podem ultrapassar.

Em outras palavras, a região fechada pelos ramos das variedades deπ1 é invariante sob a

dinâmica de espalhamento. Assim as parı́culas que sofrem espalhamento caótico devem

seguir com|θ| < π/2. Por outro lado, se a partı́cula sai com|θ| > π/2, ela segue o outro

ramo da variedade estável deπ1, onde ñao existe conjunto caótico.

Seguindo com o procedimento de aumentarV2 e com o conseq̈uente afastamento de

π2 e π3, temos que as variedades estável e inst́avel da selaπ3 são esticadas na direção de

vy, enquanto as variedades estável e inst́avel deπ1 são comprimidas ao longo da direção

vy, ocasionando uma tangência heteroclı́nica emV2 = Vh1 ≈ 0,215. Para um valor de
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Figura 3.15: Tanĝencia heteroclı́nica emV2 = Vh1 (Ding et al. [8]).

V2 ligeiramente maior do queVh1, as variedades estável e inst́avel das duas selas cruzam

umas com as outras, dando origemàs interseç̃oes heteroclı́nicas. O conjunto cáotico, que

envolvia apenas as variedades deπ3, subitamente aumenta e passa a incluir as variedades

de π1. Considerando que agora o caos não é restritoà regĩao entre as variedades deπ1,

existe caos tanto para|θ| < π/2 quanto para|θ| > π/2, como podemos ver pela função de

espalhamento na Fig. 3.14. Para o potencial especificado no ińıcio desta seç̃ao, encontramos

numericamente que a Fig. 3.17 se aplica aV2 no intervaloV− < V2 < V+ < Ep, onde

V− ≈ 0,265 eV+ ≈ 0,275. As Figs. 3.16 ilustram os conjuntos das variedades estáveis

e inst́aveis das selasπ1 e π3 para cinco casos. Aumentando ainda maisV2, as variedades

est́avel e inst́avel deπ3 continuam seu movimento relativo na direção devy, enquanto os

ramos superiores das variedades deπ1 movem-se um em direção ao outro. Examinando

a situaç̃ao em queV− < V2 < V+, não h́a evid̂encias déorbitas períodicas est́aveis ou

superf́ıcies KAM, sendo razóavel concluir que existe um intervaloV′− < V2 < V′
+

no qual

o conjunto invariantée hiperb́olico e este intervalo está contido emV− < V2 < V+. A

dinâmica ñao pode ser hiperbólica em todo o intervaloV− < V2 < V+ porque existe um

número infinito de bifurcaç̃oes sela-centro na vizinhança de qualquer tangência [8].

Agora considere as regiõesA1, A2 e A3 da Fig. 3.17. Numa analogia com a ferradura de

Smale, a Fig. 3.17 foi deformada com o objetivo de produzir umdiagrama topologicamente

equivalente e o resultadoé a Fig. 3.18. O retângulo na Fig. 3.18 levàa regĩao hachurada que

cont́emA1, A2 eA3. Da teoria da ferradura de Smale sabemos que o conjunto invariante que

cont́em todas aśorbitas do ret̂angulo originaĺe um conjunto de Cantor e está completamente
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Figura 3.16: Evoluç̃ao das variedades estáveis e inst́aveis deπ1 eπ3 para cinco casos: (a)V2 = Vh1,
(b) Vh1 < V2 < V−, (c) V2 = V−, (d) V− < V2 < V+ (e)V2 = V+ (Ding et al. [8]).

Figura 3.17: As variedades estáveis e inst́aveis deπ1 eπ3 paraV− < V2 < V+ (Ding et al. [8]).

contido naśareasA1, A2 e A3 [16].

A fim de concluir esse capı́tulo, vejamos um resumo dos acontecimentos que consti-
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Figura 3.18: Mapa tipo ferradura obtido pela deformação da Fig. 3.17 (Dinget al. [8]).

tuem a rota para o caos. Temos que o espalhamento caótico decorre de uma bifurcação

sela-centro e mudanças repentinas na função de espalhamento (θ × x0) são resultado de

interseç̃oes heteroclı́nicas sobre a superfı́cie de seç̃ao. O espalhamento regular pode ser

entendido completamente em termos do número finito deórbitas períodicas inst́aveis e de

suas variedades estável e inst́avel. A transiç̃ao do espalhamento regular para caótico ocorre

via uma bifurcaç̃ao sela-centro que produz um par deórbitas períodicas. Posteriormente, o

centro sofre bifurcaç̃ao de duplicaç̃ao de peŕıodo e torna-se uma sela instável. O conjunto

cáotico produzido pela bifurcação sela-centróe gerado pela interseção homocĺınica das va-

riedades estável e inst́avel da sela criada na bifurcação. ParaV2 = Vh1 acontece a primeira

tanĝencia heteroclı́nica e para deV2 > Vh1 o processo de espalhamento sofre uma mudança

qualitativa śubita, exibindo espalhamento caótico para partı́culas comângulo de sáıda θ,

|θ| < π/2 e |θ| > π/2. QuandoV− < V2 < V+ o conjunto cáotico resultantée completamente

hiperb́olico.

Para finalizar, lembramos que no caso que abre o capı́tulo existe uma mudança abrupta

do comportamento regular para o comportamento caótico, devidoà diminuiç̃ao no valor da

energia das partı́culas incidentes com uma conseqüente mudança na topologia do sistema.

Agora, variando a altura de um dos picos constituintes do potencial, podemos estabele-

cer uma seq̈uência de eventos que determinam a evolução do espalhamento regular para o

espalhamento caótico.



Caṕıtulo 4

Espalhamento Ñao-Hiperbólico

Um sistema ñao-hiperb́olico conservativóe caracterizado pela presença de ilhas KAM,

com um espaço de fase composto por regiões de movimento regular e regiões de movimento

cáotico. Em geral, sistemas Hamiltonianos são ñao-hiperb́olicos, comórbitas períodicas

est́aveis e ilhas KAM. O espalhamento caótico no caso ñao-hiperb́olico tem duas carac-

teŕısticas importantes, muito diferentes do caso em que há espalhamento hiperbólico, que

são a dimens̃ao do conjunto invariante e o tempo de decaimento das partı́culas. No es-

palhamento cáotico, a funç̃ao de espalhamentóe singular sobre um conjunto de Cantor e

este conjuntóe o responśavel pelaśorbitas que permanecem na região de espalhamento por

longos tempos. Este comportamento da função de espalhamento implica que uma incerteza

mı́nima no estado inicial pode impossibilitar a determinação do estado final. Uma medida

quantitativa que caracteriza a magnitude desse efeitoé a dimens̃ao fractal do conjunto sin-

gular de condiç̃oes iniciais. Quando o espalhamento caótico é hiperb́olico a dimens̃ao frac-

tal é tipicamente maior que 0 e menor que 1 para um segmento de retade condiç̃oes iniciais.

Se o espalhamento caótico é ñao-hiperb́olico, embora o conjunto singular de condições ini-

ciais possua medida de Lebesgue nula, a dimensão fractaĺe sempre 1, o que significa que a

incerteza na determinação do estado finaĺe maximal. Quanto ao tempo de decaimento, isto

é, o ńumero de partı́culas que permanece na região de espalhamento em cada instante de

tempo, no caso ñao-hiperb́olico ele segue uma lei de potência, enquanto no caso hiperbólico

é uma exponencial.

A dinâmica das partı́culas no espalhamento caótico hiperb́olico produz um conjunto

de Cantor com auto-similaridade estatı́stica e dimens̃ao d < 1. Um conjunto de Cantor

padr̃ao é uma boa aproximação nesse caso e podemos construir tal conjunto da seguinte

maneira [4]: existe um intervalo de condições iniciais onde as partı́culas permanecem na

regĩao de espalhamento por um tempo mı́nimoT0. Após um tempo 2T0 uma fraç̃aoη dessas

part́ıculas escapa da região de espalhamento. Consideramos que as condições iniciais des-

32
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sas part́ıculas que escaparam estão localizadas no meio do intervalo original. Então restam

dois intervalos de mesmo tamanho cujas trajetórias permanecem na região de espalhamento

por um tempo ḿınimo 2T0. No tempo 3T0, uma outra fraç̃aoη das part́ıculas remanescentes

no tempo 2T0 escapam. Assumindo que essas partı́culas pertenciam̀a parte central dos dois

intervalos existentes, restam agora quatro intervalos. Esse processóe ilustrado na Fig. 4.1.

Seguindo essa construção, non-ésimo est́agio obtemos 2n intervalos cujocomprimentóe
(1−η)n

2n ǫ0. A dimens̃ao capacidadée definida por

dcap = − lim
ǫ→0

ln Nǫ
ln ǫ

(4.1)

ondeNǫ é o ńumero de cubos de tamanhoǫ necesśarios para cobrir o intervalo. Para o

conjunto de Cantor construı́do na Fig. 4.1 a dimensão capacidadée dada por

dcap = − lim
ǫ→0

ln Nǫ
ln ǫ

= − lim
n→∞

ln 2n

ln

(

1− η
2

)n , (4.2)

de modo que

dcap =
ln 2

ln

(

1− η
2

)−1
. (4.3)

Nesse caso, o decaimento das partı́culas na regĩao de espalhamentóe da formaN(t) =

N0 exp(−γt) [4]. Assim, N(t + T0) = N0 exp(−γ(t + T0)). Pelo racioćınio utilizado na

construç̃ao do conjunto, temos também queN(t + T0) = (1− η)N(t) = (1− η)N0 exp(−γt).

Dáı temos que a taxa de decaimentoé constante e igual aγ = T−1
0 ln(1− η)−1.

Quando consideramos o caso não-hiperb́olico, o decaimento das partı́culas na regĩao

de espalhamentóe da formaN(t) = N0t−α e a taxa de decaimentoηn não é constante,

diminuindo conformen aumenta. A variaç̃ao no decaimento das partı́culasé dada por

dN(t)
dt
= −
αN(t)

t
= −
αN(t)
nT0
.

Mas, pela definiç̃ao de derivada, também temos que

dN(t)
dt
= lim

T0→0

N(t + T0) − N(t)
T0

.

Igualando essas duas expressões tiramos que

N(t + T0) − N(t) = −
α

n
N(t)



CAPÍTULO 4. ESPALHAMENTO NÃO-HIPERBÓLICO 34

n N ǫ

0 1 ǫ0 = 1

1 2 ǫ1 =
1
2(1− η)

2 4 ǫ2 =
1
22 (1− η)2

...
...

...
...

...

n 2n ǫn =
1
2n (1− η)n

Figura 4.1: Construç̃ao de um conjunto de Cantor de dimensão 1.

que levàa

ηn ≈
α

n
. (4.4)

Substituindo (4.4) em (4.3), chegamosà

dcap =
ln 2

ln

(

1− η
2

)−1
= −

ln 2
ln(1− ηn) − ln 2

.

No limite den→ ∞,

d = lim
n→∞

























−
ln 2

ln
(

1−
α

n

)

− ln 2

























= 1. (4.5)

Chegamos então a um conjunto de Cantor de dimensão 1 atrav́es de um argumento heurı́stico

que levàa conjectura de que a dimensão pode ser 1 no caso do espalhamento não-hiperb́olico

[4].

Neste caṕıtulo, estudamos um mapa quadrático que preserva áarea [17–19]. Este mapa

apresenta espalhamento hiperbólico ou ñao-hiperb́olico, de acordo com o parâmetro realλ,

xi+1 = λ

(

xi −
(xi + yi)2

4

)

,

yi+1 =
1
λ

(

yi +
(xi + yi)2

4

)

.

(4.6)
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Para valoresλ / 6,5, o mapáe ñao-hiperb́olico [4]. A dinâmicaé aberta, com trajetórias

vindas do infinito e espalhadas em direção ao infinito novamente depois de um tempo de

interaç̃ao. A Fig. 4.2 mostra o espaço de fase para diferentes valores deλ. Para os valores

λ = 2,0 e λ = 3,0, o mapaé ñao-hiperb́olico e possui ilhas KAM no espaço de fase.

Com λ = 5,0, a estrutura de ilhas quase desaparece. Emλ = 7,0 não existem mais

ilhas KAM. Para a Fig. 4.2, iteramos por 1000 vezes 102400 condições iniciais distribúıdas

uniformemente em−20≤ x ≤ 20 e−20≤ y ≤ 20.

(a)λ = 2,0 (b)λ = 3,0

 0

 0.5

−0.5  0  0.5  1  1.5  2

y i

xi

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

−1 −0.5  0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

y i

xi

(c) λ = 5,0 (d)λ = 7,0

 0

 0.5

 2  2.5

y i

xi

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

y i

xi

Figura 4.2: Espaço de fase para diferentes valores deλ. Nas Figs. (a), (b) e (c), o mapaé ñao-
hiperb́olico.

A fim de evitar as partı́culas presas nas ilhas de movimento regular, usamos a função

de espalhamentoT × x0 para selecionar intervalos onde as partı́culas possuam tempo de es-

capeT finito e assim garantimos que todas as partı́culas consideradas no cálculo do tempo

de decaimento escaparão da regĩao de espalhamento em algum tempot. Na Fig. 4.3 mos-

tramos a funç̃ao de espalhamento para o caso não-hiperb́olico (Figs. 4.3 (a), (b) e (c)) e

para o caso hiperbólico (Fig. 4.3 (d)). Em (a) usamos 104 condiç̃oes iniciais tomadas em
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0,06 ≤ x ≤ 0,09 e em (b) 104 condiç̃oes iniciais tomadas em 0,075 ≤ x ≤ 0,085, sendo

y = −0,2 eλ = 3,0 para (a) e (b). Para a situação em que o espalhamentoé hiperb́olico,

104 condiç̃oes iniciais foram tomadas em−1 ≤ x ≤ 4 em (c) e 104 condiç̃oes iniciais foram

tomadas em 0,15 ≤ x ≤ 0,70 em (d), comy = 0,5 e λ = 8,0 para (c) e (d). Compa-

rando a Fig. 4.3(a) com a Fig. 4.3(b) percebemos uma maior densidade de singularidades

na ampliaç̃ao mostrada em (b), do que em (a). Istoé qualitativamente diferente do caso

hiperb́olico, onde a ampliaç̃ao (d) ñao se distingue da escala maior (c).

(a) (b)
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T

x0

(c) (d)

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12
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T
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Figura 4.3: Funç̃ao de espalhamento paraλ = 3,0, (a) e (b), eλ = 8,0, (c) e (d). Usamos as
seguintes condiç̃oes iniciais: (a) 104 part́ıculas comy = −0,2, 0,06 ≤ x ≤ 0,09,λ = 3,0; (b) 104

part́ıculas comy = −0,2, 0,075≤ x ≤ 0,085,λ = 3,0; (c) 104 part́ıculas comy = 0,5,−1 ≤ x ≤ 4,
λ = 8,0; (d) 104 part́ıculas comy = 0,5, 0,15 ≤ x ≤ 0,70,λ = 8,0. No caso hiperb́olico, a escala
de observaç̃ao ñao interfere na funç̃ao de espalhamento, tornando as figuras (c) e (d) indistinguı́veis.
Para o caso ñao-hiperb́olico, a ampliaç̃ao (b) de (a) possui uma densidade maior de singularidades.

Tomamos um pequeno intervalo em torno de umx0, onde o tempo de escapeé finito

e calculamos a dimensão do conjunto pelo ḿetodo da fraç̃ao incerta [3]. O ḿetodo da

fração incerta foi utilizado na Sec. 3.1, quando calculamos a dimens̃ao da bacia de atração

para o potencial espalhador dado pela Eq. (3.1). Lembramos que f é a fraç̃ao incerta eε
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Figura 4.4: Gráfico de log10( f /ε) × log10(ε) quandoλ = 2,0, onde f é a fraç̃ao incerta eε é a
incerteza. A inclinaç̃ao da retáe a dimens̃aod = 0,94 paray0 = −0,15 no intervalo [x0, x0 + δx],
comx0 = 0,005920 eδx = 10−5.

é a incerteza na condição inicial, e aindaf (ε) ∼ ε(1−d), onded é a dimens̃ao do conjunto.

Assim, no gŕafico log10( f /ε)× log10(ε) da Fig. 4.4, a inclinaç̃ao da reta fornece a dimensão

d, na situaç̃ao em queλ = 2,0, quando o mapa apresenta comportamento não-hiperb́olico.

Para o intervalo emy = −0,15 com [x0, x0 + δx], com x0 = 0,005920 eδx = 10−5, a

dimens̃aoéd = 0,94.

Evolúımos as condiç̃oes da Fig. 4.3(a) sob o mapa (4.6) e consideramos a região de

espalhamento como o quadrado centrado na origem e delimitado por |x| ≤ 5 e |y| ≤ 5,

mostrado na Fig. 4.5.

Dentre as condiç̃oes iniciais que possuem tempos de escape finitos, estamos interes-

sados naquelas cujos tempos necessários para o escape sejam os maiores. Isto equivale a

tomar as partı́culas que interceptam a variedade estável da sela cáotica. Para condiç̃oes que

satisfazem esse critério, calculamos o ńumero de partı́culas que permanecem na região de

espalhamento da Fig. 4.5 em cada iteração.

Na Fig. 4.6 temos o gráfico log− log do ńumero de partı́culas na regĩao de escape,N(t),

pelo tempo discretot. O decaimento das partı́culasé bastante lento devido ao efeito de

aprisionamento —trapping — das ilhas KAM. Esse decaimentoé regido por uma lei de

pot̂encia [4],N(t) ∼ tγ para tempos longos, como podemos ver na Fig. 4.6. As condições
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Região de Espalhamento

Figura 4.5: Regĩao de espalhamento paraλ = 3,0. Consideramos as partı́culas que estão fora dessa
regĩao como partı́culas que escaparam.

iniciais foram escolhidas de forma que todas as partı́culas escapem para algum tempo, que

pode ser arbitrariamente longo. Para a Fig. 4.6, começamoscom 109 part́ıculas ao longo

da linha de condiç̃oes iniciais comy = −0,2 e 0 ≤ x ≤ 0,02. Iteramos o mapa até que

100

101
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N
(t
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t

λ = 3,00

numérico
lei de potência

Figura 4.6: Gráfico log− log do ńumero de partı́culas na regĩao de escape,N(t), pelo tempo discreto
t. Começamos com 109 part́ıculas ao longo da linha de condições iniciais comy = −0,2 e 0≤ x ≤
0,02. Foram necessárias 19145600 iterações at́e que todas as partı́culas tivessem escapado da região
apresentada na Fig. 4.5.
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todas as partı́culas tivessem escapado, o que aconteceu depois de 19145600 iteraç̃oes. A

lei de pot̂encia ajustada aos dados obtidosé do tipoN(t) = At−γ, comA = 7,1307× 106 e

γ = 0,95933.

Calculamos o mapa para uma grade de 5000× 5000 pontos distribúıdos uniformemente

em 0≤ x ≤ 0,05 e−0,2 ≤ y ≤ −0,1, a fim de encontrar as condições iniciais que permane-

cem mais tempo na região de espalhamento, quandoλ = 3,0. Dessa forma, encontramos as

condiç̃oes iniciais que interceptam a variedade estável do conjunto invariante. O resultado

est́a na Fig. 4.7.

Apresentadas as duas caracterı́sticas mais importantes do espalhamento caótico ñao-

hiperb́olico, passamos agora a estudar as implicações de uma perturbação rand̂omica no

par̂ametroλ.

4.1 Espalhamento Cáotico Não-Hiperbólico

com Perturbações Rand̂omicas

No Cap. 2 mostramos como perturbações rand̂omicas s̃ao aplicadas a diferentes mapas

e que a escolha desnapshotśe adequada ao estudo, no sentido que revela as estruturas

fractais de atratores e selas caóticas.

Aplicamos uma perturbação rand̂omica no par̂ametroλ do mapa (4.6), de modo queλ

seja dado por

λi = λ + ∆λr, (4.7)

semelhantemente aos parâmetros rand̂omicos do trabalho de Romeiraset al [5]. As quanti-

dadesλ e∆λ são fixas er é uma varíavel rand̂omica cujo valor está compreendido entre 0

e 1. Na Fig. 4.8 temos o número de iteraç̃oesversuso par̂ametroλ, quando a amplitude de

perturbaç̃ao∆λ é igualà 0,18. Como esperávamos, a distribuiç̃ao dos valores do parâmetro

é aproximadamente uniforme.

Como na Fig. 4.3, plotamos a função de espalhamentoT × x0, quandoλ = 3,0 e agora

∆λ = 0,18, para 104 condiç̃oes iniciais tomadas emy = −0,2, 0,16 ≤ x ≤ 0,22 em

Fig. 4.9(a) e 0,174≤ x ≤ 0,177 em Fig. 4.9(b) e 105 iteraç̃oes. A perturbaç̃ao rand̂omica

aplicada ao parâmetro ñao provoca mudanças qualitativas perceptı́veis na funç̃ao de espa-

lhamento.

Diferentemente da situação em que o mapa não é rand̂omico e existe um conjunto

invariante formado pela interseção das variedades estáveis e inst́aveis, no caso do mapa

rand̂omico ñao existe um conjunto invariante, pois para que um dado conjunto E seja inva-
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riante por uma aplicação M devemos terM(E) = E. Jacobset al. [7] definem para esses

casos conjuntos análogos ao conjunto invariante e suas variedades estáveis e inst́aveis, re-

cebendo a denominação deentrainment, pre-entrainmente intermediatepara um determi-

nado tempo de observação, constitúıdos por seq̈uências aninhadas de conjuntos que numa

situaç̃ao t́ıpica aproximam-se de conjuntos fractais de medida nula no limite de um tempo

infinito. Esses conjuntos não s̃ao invariantes porque movem-se irregularmente com o au-

mento do tempo [7]. Assim, o que vemos na Fig. 4.10é um conjunto ańalogoà variedade

est́avel de um conjunto invariante. Temos na Fig. 4.10(a) as mesmas condiç̃oes iniciais

da Fig. 4.7(a), poŕem com∆λ = 0,18. As Figs. 4.10(b) e (c) são ampliaç̃oes das regiões

destacadas em (a) e (b), respectivamente.

Na Fig. 4.9, plotamos a função de espalhamento no caso em que perturbamos rando-

micamente o parâmetro, quando ele apresenta não-hiperbolicidade. As condições iniciais

foram tomadas emy = −0,2, 0,16 ≤ x ≤ 0,22 em (a) e 0,174≤ x ≤ 0,177 em (b). Para

ambas as figuras iteramos 105 vezes o ńumero de 104 condiç̃oes iniciais. Comparando a

Fig. 4.9 com a Fig. 4.3, vemos que a presença de randomicidade ñao provoca mudanças

qualitativas perceptı́veis na funç̃ao de espalhamento.

4.1.1 Tempo de Decaimento

Como j́a apresentamos no inı́cio deste caṕıtulo, o tempo de decaimento das partı́culas

na regĩao de espalhamentóe regido por uma lei de potência no caso do espalhamento não-

hiperb́olico. O que observamos na lei de decaimento sob as perturbac¸ões rand̂omicas est́a

na Fig. 4.11. O gŕafico log-linear mostra que a lei de potência que inicialmente ajustava o

decaimento das partı́culas ñao est́a de acordo com os dados. Entretanto, um decaimento ex-

ponencial do tipoN(t) = Be−βt, se ajusta muito bem ao caso. Inicialmente eram necessárias

107 iteraç̃oes para que todas as partı́culas estivessem fora da região de espalhamento, ao

passo que agora com 104 iteraç̃oes todas as partı́culas escaparam, lembrando que em ne-

nhuma situaç̃ao trabalhamos com as partı́culas presas em regiões de movimento regular.

Na Fig. 4.12, tomamos diferentes valores para a amplitude deperturbaç̃ao∆λ e obtive-

mos o melhor ajuste por um decaimento exponencial, encontrando assim a taxa de decai-

mentoβ. O gŕafico deβ ×∆λ mostra uma aparente dependência quadŕatica deβ em relaç̃ao

à∆λ. Assim a figura sugere que temosβ = C(∆λ)2, ondeC é uma constante.
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Figura 4.7: Condiç̃oes iniciais que possuem os maiores tempos de escape. Tomamos 5000× 5000
pontos distribúıdos uniformemente em (a) 0≤ x ≤ 0,05 e−0,2 ≤ y ≤ −0,1 quandoλ = 3,0. As
Figs. (b) e (c) s̃ao ampliaç̃oes sucessivas das regiões indicadas em (a) e (b), respectivamente.
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Figura 4.8: Histograma dos valores deλ. Para∆λ = 0,18, e para 104 iteraç̃oes e obtivemos uma
distribuiç̃ao aproximadamente uniforme dos valores deλ.
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Figura 4.9: Funç̃ao de espalhamento paraλ = 3,0, ∆λ = 0,18 em (a) e (b). As condições iniciais
foram tomadas emy = −0,2, 0,16 ≤ x ≤ 0,22 em (a) e 0,174≤ x ≤ 0,177 em (b). Para ambas as
figuras iteramos 105 vezes o ńumero de 104 condiç̃oes iniciais. A presença de randomicidade não
provoca mudanças qualitativas perceptı́veis na funç̃ao de espalhamento (ver Fig. 4.3).
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Figura 4.10: Condiç̃oes iniciais que possuem os maiores tempos de escape, agora quando o
par̂ametroλ varia randomicamente. Tomamos 5000× 5000 pontos distribúıdos uniformemente em
(a) 0 ≤ x ≤ 0,05 e−0,2 ≤ y ≤ −0,1. As Figs. (b) e (c) s̃ao ampliaç̃oes sucessivas das regiões
indicadas em (a) e (b), respectivamente.
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Figura 4.11: Gráfico log−linear do ńumero de partı́culas na regĩao de escape,N(t), pelo tempo
discretot. Como na Fig. 4.6, começamos com 109 part́ıculas ao longo da linha de condições iniciais
com y = −0,2 e 0 ≤ x ≤ 0,02. Com o par̂ametroλ rand̂omico, observamos a mudança da lei
de decaimento das partı́culas na regĩao de espalhamento, que passa a ser da forma exponencial,
N(t) ∼ exp(−βt).



CAPÍTULO 4. ESPALHAMENTO NÃO-HIPERBÓLICO 45
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Figura 4.12: Variamos a perturbação rand̂omica aplicada ao parâmetroλ atrav́es da variaç̃ao de∆λ
e, para cada∆λ, encontramos a taxa de decaimentoβ que melhor ajusta a curvaN(t) ∼ exp(−βt). O
melhor ajuste que encontramos para os valores numéricosé uma funç̃ao quadŕatica.



Caṕıtulo 5

Discuss̃ao

O espalhamento caótico ñao-hiperb́olico possui caracterı́sticas bem definidas em relação

à dimens̃ao fractal,à funç̃ao de espalhamento eà lei de decaimento das partı́culas. No

Cap. 4 apresentamos os gráficos que demonstram essas caracterı́sticas para as situações

de espalhamento não-hiperb́olico com e sem aplicação de perturbaç̃oes rand̂omicas no

par̂ametroλ. Procuramos utilizar as mesmas condições iniciais, quando foi possı́vel, a

fim de comparar melhor os resultados. No decorrer do trabalho, pareceu razóavel admi-

tir ∆λ = 0,18 como a maior perturbação a ser aplicada, pois seus efeitos poderiam ser

observados e ainda a perturbação p̂ode ser considerada como pequena. O valor mı́nimo

∆λ = 0,08 foi imposto pela precisão dos ćalculos. O ćalculo para perturbações pŕoximas

de zero exige computações muito lentas, devido ao longo transiente quandoε → 0 e, por

outro lado, encontra rapidamente problemas numéricos, como a periodicidade induzida por

arredondamento [20].

Primeiramente, vimos que no caso não-hiperb́olico a funç̃ao de espalhamentoé singular

sobre um conjunto de Cantor de condições iniciais e, diferentemente do caso hiperbólico,

esse conjunto tem uma dimensão efetiva aproximadamente igual a 1. Comprovamos isso

pelo ćalculo nuḿerico da dimens̃ao fractal, para um valor do parâmetro em que o mapáe

não-hiperb́olico. Poŕem, ñao foi posśıvel calcular at́e ent̃ao a dimens̃ao no caso do espalha-

mento sob perturbações rand̂omicas, pois todos os valores para a dimensão divergiam.

A análise qualitativa da funç̃ao de espalhamento no caso não-hiperb́olico com pertur-

baç̃oes rand̂omicas ñao revela qualquer modificação da din̂amica, de modo quée imposśıvel

distinguir a situaç̃ao em que existem as perturbações rand̂omicas da situaç̃ao onde o parâ-

metroλ não varia com o tempo. As ampliações de determinadas regiões da funç̃ao de

espalhamento também apresentaram uma maior densidade de picos, como aconteceno caso

não-hiperb́olico sem perturbaç̃oes. Assim, apenas com base na função de espalhamento

não podemos fazer nenhuma afirmação sobre as mudanças introduzidas pela perturbação
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rand̂omica.

Para a situaç̃ao de espalhamento não-hiperb́olico, constrúımos o gŕafico da variedade

est́avel plotando as condições iniciais daśorbitas que levavam mais tempo para escapar

da regĩao de espalhamento. Para o caso randômico, o conjunto ñao é invariante, no sen-

tido estrito da palavra, mas constitui um conjunto análogo, chamado depre-entrainment

por Jacobset al. [7]. Quando tomamos a variedade estável e a comparamos com seu

ańalogo para o caso randômico, percebemos um aumento na densidade de pontos. Numa

primeira avaliaç̃ao podeŕıamos pensar que a presença de randomicidade aumenta o número

de condiç̃oes iniciais que permanecem por mais tempo na região de espalhamento. Mas tal

situaç̃aoé contradit́oria, pois, como vimos na Subsec. 4.1.1, na presença de randomicidade

o tempo exigido para as partı́culas escaparem da região de espalhamentóe menor do que

na auŝencia de randomicidade. Para entender esse processo, vejamos o que ocorre com o

decaimento das partı́culas.

O decaimento das partı́culas na regĩao de espalhamento segue uma lei de potência no

caso ñao-hiperb́olico e uma exponencial para o caso hiperbólico. A perturbaç̃ao rand̂omica

aplicada aλmodifica substancialmente o decaimento das partı́culas quando o espalhamento

é ñao-hiperb́olico. O decaimento (originalmente na forma de lei de potência), passa a ser do

tipo exponencial, mesmo para valores de∆λ menores que 0,08, sendo complicado nessas

situaç̃oes encontrar a taxa de decaimento, como já falamos no ińıcio desse capı́tulo. Essa

mudança estrondosa no decaimento das partı́culas sugere que a presença de perturbações

rand̂omicas imp̃oe uma mudança drástica na din̂amica, com a perda da não-hiperbolicidade.

Em outras palavras, a mudança no decaimento das partı́culasé o indicativo mais forte de

que as ilhas deixam de existir sob a introdução da randomicidade. A partir daqui, podemos

explicar ent̃ao o aumento do ńumero de pontos que compõem o conjunto ańalogoà varie-

dade est́avel. Uma vez que as ilhas foram destruı́das, aśorbitas que estavam confinadas nas

regiões de movimento regular estão livres para interagir numa região maior no espaço de

fase, antes de escapar para o infinito. Assim, o que observamos é a “migraç̃ao” deórbitas

que antes pertenciam̀as regĩoes de movimento regular e, que na condição rand̂omica, ñao

est̃ao mais sujeitas aos limites impostos pelas ilhas KAM. Para um tempo infinitamente

longo, todas as partı́culas sob perturbações rand̂omicas escaparão da regĩao de espalha-

mento.

Assumindo que ocorre a destruição total das ilhas quando a randomicidadeé intro-

duzida, algumas questões ficam em aberto. A primeiráe a respeito da função de espa-

lhamento, que ñao se altera com as perturbações rand̂omicas e mantém as caracterı́sticas

não-hiperb́olicas. A segunda compreende calcular a dimensão fractal no caso perturbado e

completar o estudo do conjunto invariante, obtendo a variedade inst́avel e a sela cáotica na
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auŝencia de randomicidade e de seus análogos quando a perturbaçãoé aplicada. Uma outra

quest̃aoé a relaç̃ao entre a taxa de decaimento das partı́culas perturbadas e a amplitude de

perturbaç̃ao,β × ∆λ: como fica essa relação para valores de∆λ próximos de zero?

Por fim, de forma ańaloga ao que foi feito para o problema do potencial composto por

três picos no Cap. 3, delinear a transição da ñao-hiperbolicidade para a hiperbolicidade em

duas situaç̃oes distintas. A primeira situaçãoé quando o mapa (4.6) apresenta uma transição

natural de ñao-hiperb́olico para hiperb́olico para valoresλ ≈ 6,5. A segunda situação em

que ocorre esta transiçãoé quando aplicamos a perturbação rand̂omica para valores abaixo

deλ ≈ 6,5. As respostas de todas essas perguntas são as perspectivas de continuação desse

estudo sobre o espalhamento caótico ñao-hiperb́olico com perturbaç̃oes rand̂omicas.
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