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Resumo

Num problema de espalhamento temosipalas incidentes sobre uma ragide espa-
Ihamento que, depois de interagir por algum tempo nessaaegscapam para o infinito.
Quando o espalhamenéocatico, afuncao de espalhamenfqueé a rela@o entre uma
variavel antes do espalhamento e outraasel depois do espalhamento), apresenta singu-
laridades sobre um conjunto de Cantor de cobekigniciais. O espalhamentodtizo pode
ser dividido em dois tipos: espalhamengmrhipertdlico e hiperldlico. No espalhamento
nao-hiperldlico, o conjunto invariante codmorbitas estveis. Cdecaimentalas paficulas
gue escapam do conjunto invariadteegido por uma lei de p&hcia com relago ao tempo.
No caso do espalhamento hipelibo, a sela caticaé hiperlblica e todas aérbitas que a
commem §o inshveis. O decaimento das fdartlas na redio de espalhamento segue uma
exponencial decrescente. Investigamos a trangilp espalhament@ao-hiperlblico para o
hiperlblico quando rido € adicionada diramica do sistema. Isto porque pr@wos que
o ruido reduzisse o efeito de aprisionamergticknessdos conjuntos dérbitas esiveis,
provocando um decaimento exponencial. Introduzimos geEtdes randmicas a fim de
simular flutuades reais que ocorrem em sisteniagkbs, como por exemplo, unbtex que
depende irregularmente do tempo no estudo de fluidos. Assiamos o conceito dea-
pas randdomicosque 0 mapas onde um ou mais garetros &o variados aleatoriamente
a cada iterago. Estudamos ef, os efeitos provocados por perturbes randmicas em
um sistema com espalhament@ti@o rao-hiperidlico.



Abstract

In a scattering problem we have particles inciding on a sgatj region and these par-
ticles, after spending some time in this region, escaperttsvafinity. When the scattering
is chaotic, thescattering functior(a function that relates an input variable with an output
variable), is singular on a Cantor set of initial conditiorghe chaotic scattering can be
either non-hyperbolic or hyperbolic. In the non-hyperbaicattering, the invariant set has
stable orbits. Thislecayis governed by a power law in time. In the hyperbolic case, the
chaotic saddle is hyperbolic and all the orbits are unstablee decay of the particles is
a decreasing exponential in the time. We investigate tmsitian from non-hyperbolic to
hyperbolic scattering as noise is added to the system. Opecexthat noise will reduce
the stickness of the regular regions, resulting in an expialedecay law, typical of hyper-
bolic systems. We apply random perturbations in order takite the real fluctuations that
occur in physical systems, for example, an aperiodic variex fluid flow. So, we work
with random mapswhere we change randomly one or more parameters on eaatiater
We study thus, thefBects of the random perturbations on a system having nonrbgjpe
scattering.

Vi



Sumario

Resumo
Abstract
1 Introducao

2 Mapas Randmicos

21 Mapadelnon . ... ... ... ... ... ...
2.2 Mapadelkeda. . .. ... .. ... .........
2.3 MapadeZaslavsky . ... ... .. .........

3 Espalhamento Caético

3.1 Dimen&oFractal . .. ... ... .. .. .......
3.2 SelaCatica . .. ... ... .. ...
3.3 TransigoparaoCaos. . .. .. .. ... ......

4 Espalhamento Nio-Hiperbolico

4.1 Espalhamento @&ico Nao-Hiperlblico
com Perturbaes Randmicas . . . . ... ... ...
4.1.1 Tempode Decaimento .. ... .......

5 Discus$o

Referéncias Bibliograficas

vii

Vi



Capitulo 1

Introduc ao

O ferdbmeno do caos consiste na extrema sensibilidade @mnittaas condides ini-
ciais. Originalmente, o caos foi investigado e definido estesnas confinados, nos quais
as trajebrias esdo restritas a um volume finito do espaco de fase. Mais tpstegbeu-se
gue o caos taném pode estar presente em sistemas abertos, nos quaistasid®jao f.0
confinadas. O casgpicoé o do espalhamento, em que partas vindas do infinito incidem
sobre uma re@io de interago de exter#o finita, e depois de um transiente escapam para o
infinito novamente.

O espalhamento ééico & uma manifestap fisica do caos transiente, devid@xisén-
cia de conjuntos @gicos invariantes d@o-atratores, ist@, as selas éicas no espaco de
fase. Dentre os resultados produzidos por esses conjuMasgantes, um conjunto de
Cantor de singularidades surge em foieg de espalhamento merssigis fisicamente, rela-
cionando uma vaaivel de sala da regio de espalhamento com uma @agl de entrada [1].
Em sistemas cormespalhamento caobticm estado final do espalhamento depende de ma-
neira seniwvel das condiges iniciais [2]. Se um sistema apresenta espalhamebtizca
qgualquerfuncéo de espalhamenteelacionando o estado final com o estado inicial do sis-
tema (por exemplo, angulo de espalhamento como féanglo paametro de impacto), tem
uma estrutura fractal complexa, com um conjunto de Cantoingelaridades.

A dinamica do espalhamentoata&o € dominada por um conjunto invariante composto
por orbitas confinadad regho de interago, e que nunca escapam, tanto para+oo COmo
parat — —oo. Este conjunto dérbitasé conhecido comeela cadtica Se o espalhamento
for cabtico, o conjunto invariante tem uma estrutura fractal mmaes de fase, que causa
a sensibilidadexs condies iniciais da diamica transiente [3]. A estrutura fractal das
fungdes de espalhamento que mencionamos aéinma reflexo direto da estrutura fractal
do conjunto invariante derbitas. Com efeito, as singularidades correspondem a gfiewli
iniciais contidas na variedade agél de uma dasrbitas do conjunto invariante.
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O espalhamento é¢ico pode ser dividido em dois tipos: espalhamento hierh e
nao-hipertdlico. Em ambos os casos, a cada itéragma frago das partulas que in-
cidiram sobre a regb de espalhamento escapam para o infinito. Essaimentodas
parfculasé regido por leis distintas em cada caso. No caso do espatt@aimeertblico,

a sela caticaé hipertblica e todas aérbitas que a confiem {0 insaveis. O decaimento
das paiiculas na regio de espalhamento segue uma exponencial decrescentepailtees
mento rdo-hiperldlico, o conjunto invariante coain 6rbitas esdveis e o decaimento das
parfculasé regido por uma lei de penbcia com relago ao tempo. Uma outra diferenca
importante ocorre na dimeag fractald da sela cética [4]. Em sistemasao-hiperlblicos,

d assume o valor aximod = Def, ondeDes € a dimendo do espaco de fase em que a
dinamica acontece. Em sistemas higidns, temos sempiek < Dey.

De forma a considerar as flutus sofridas pelos pametros que definem um sistema
real, que Ao f0 inclidas no modelo deternistico, supomos que elada estoasticas
e usamos o conceito deapas randdmicofb]. Os mapas rar@@micos §0 mapas onde
um ou mais pametros 8o variados aleatoriamente a cada itacage acordo com uma
certa distribui@o. Esta iéia foi aplicada tanto em sistemas dissipativos com agatii
como em sistemas com espalhamento [6, 7], com andice sendo hipedica em am-
bos os casos. Um dos resultados mais importantpse a estrutura fractal dos conjuntos
invariantese mantida $napshot attractorssnapshot saddl@smesmo nesta damica rao-
determinstica. Em particular, a dimeas fractal e outros “invariantesémn valores bem
definidos, apesar da estrutura dos conjuntos invariantdamaon erraticamente no tempo.

Neste trabalho, estudamos mapas énidos em sistemasan-hiperidlicos, especi-
almente em sistemas Hamiltonianos com espalhamento. O emapestudcé resultado
de uma transform@p do mapa de &hon e apresenta tanto o comportamento hidixdp
guanto o comportamentd@o-hiperdlico, dependendo dos valores dograetro. Estuda-
Mos as caracteticas mais importantes do espalhamer@o-hipertblico e em seguida ob-
servamos quais mudancas foram acarretadas pela infrodagrandomicidade no [2ane-
tro. Poém, para que isso fosse feito estudamos antes algumaseautages de mapas
rancdbmicos e problemas de espalhamento hipkcb.

Seguindo o trabalho de Romeitsal.[5], o Cap. 2 traz alguns exemplos de mapas com
patametros randmicos. Reproduzimos alguns dos resultados de Rometirals[5] para
0s mapas de &hon e de Ikeda e taran o @lculo da dimer&o fractal feito por Namenson
et al.[6] para um atrator instaaiheo, resultante da vés ranédmica do mapa de Zaslavsky
e obtivemos um valor ligeiramente diferente para a dirdemn® atrator, provavelmente por
diferencas na pre@e dos alculos.

O Cap. 3 apresenta um estudo baseado principalmente ematb@ithtss. O primeiro, de
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Bleheret al.[2], trata de um caso de espalhamento provocado por um paltsimétrico,
onde existe uma trangig abrupta do espalhamento regular para o espalhaménicocae
acordo com os valores da energia. Assim como no Cap. 2, repnodsialguns resultados,
como a fung@o de espalhamento, alculo nunérico da dimero fractal, os dgaficos das
variedades eatel e inshvel, a sela datica, entre outros. O segundo trabalho em que base-
amos o Cap. & de Dinget al. [8], que trata da evol@p de um sistema com espalhamento
regular para o espalhamentodtiao. Essa trans#ip se @ por meio de uma ségncia

de eventos que se inicia com uma bifu@agela-centro, seguida por uma bifu@age
duplicago de peindo e de interséies homodhicas e heterogticas. No fim do caipulo
temos uma analogia com a ferradura de Smale.

O Cap. 4 constitui a eéacia de nosso trabalho, onde apresentamos os resultados do
nosso estudo de sistemas com espalhamentoa#o-hiperidlico sob perturbaies rand-
micas. Iniciamos com a consti@g de um conjunto de Cantor de dimaasgual a 1. Er&o
estudamos o caso de espalhamentidica réo-hipertblico utilizando o mapa apresentado
por Lauet al. [4], sendo esse mapao-hiperlblico para alguns valores do @anetro e
hiperlblico para outros. Para o casaazhiperidlico, nbs calculamos a fu@p de espa-
Ihamento e o difico da variedade dstel; calculamos a dimeas fractal do conjunto para
um valor do paiimetro e constimos o gafico do decaimento das p&tlas na regio de
espalhamento. Estabelecidas as carestiesls do espalhamentoateco rao-hiperiblico,
aplicamos uma perturbag ran@mica no pa@imetro e observamos seus efeitos nadong
de espalhamento, no conjuntcédogoa variedade eavel e no tempo de decaimento.

Encerramos esse trabalho no Cap. 5, onde discutimos osadistido Cap. 4 e suas
poss$veis raDes, como tamdm apresentamos perspectivas para a contimudesse estudo.



Capitulo 2

Mapas Randomicos

No estudo dos problemas de espalhamenbbi@a a randomicidade entra com o obje-
tivo de incluir as flutua@es sofridas por sistemas reais gée g0 consideradas no modelo
determinstico.

Neste cafiulo seguiremos o trabalho de Romeieasal.[5], com a aplicago de perturba-
cdes ran@micas aos mapas deéHon e |Ikeda, e 0 mapa rdmdico de Zaslavski, uma
aplica@o ran@mica em problemas de escoamento de fluidos.

Em um mapa rarimico os paiimetros variam randomicamente a cada itavagle
acordo com uma distribup de probabilidade. O problema do efeito da randomicidade
em atratores estranhos pode ser abordado de duas formasmeag temos uma nuvem
de condifes iniciais quee iterada para frente no tempo sob umaadiica com rido;
enguanto na segunda abordagem, consideramosiniteacondi@o inicial e plotamos sua
posi@o no espaco de fase sob umaadimca ran@mica para tempos. Na awscia de
randomicidade as duas maneirae gquivalentes, pem quando consideramos um sistema
dinamico ran@mico a situago torna-se diferente. Quando tomamos umiga condi@o
inicial, o resultade uma verao “granulada” do atrator estranho que existe n&macia de
randomicidade. Entretanto, quando tomamos uma nuvem digoes iniciais o resultado
e tipicamente uma medida fractal. Este resultadthamado denapshot attractqristo
e, o resultado de muitas itef@s de uma nuvem de condé&s iniciais vista nuniinico
instante de tempo, @da nomesnapshot attractgmo sentido de um “instaaheo” do atrator.
Essessnapshotfornecem uma “fotografia” dos atratores, mostrando as $&mehs com
0s atratores de pametros fixos, inclusive uma estrutura do tipo Cantor. O éspee
dimen®es do atrator instafbeo independe do tempo, embora as caiatitsas do atrator
dependerem do instante de tempo em que o ateaito.

Nas duas sé&es que se seguem comparamos os atratordé cendiges iniciais na
bacia de atrap dos atratores deénon [9] e Ikeda [10,11]. Iteramos cada codignicial
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n vezes e plotamos altima posi@o de todas elas, a fim de obter os “inshaeins” dos
atratores de Einon e Ikeda.

2.1 Mapa de Henon

Em 1976, Henon apresentou o que ele chamou de um modelo mais simpées pes
tema que Lorenz havia proposto em 1963. Na condtrufe seu modelo, &hon seguiu
trés passos: o primeiro fodm considerar todas as tra@jgas no espaco de fase tridimen-
sional, mas somente as inter8egs com uma supécie bidimensional, usando oétodo
das se@es de Poincé&: O segundo e mais importante passo foi abandonar o sistema d
equa@es diferenciais e definir um mapa de edies;al@bricas. Apesar deste novo mapa
nao corresponder ao sistema de Lorenz, ele emasiuas caractisticas. A terceira éltima
etapa foi determinar o mapa que hoje leva o nome &eo [9],

X1 = 1-ax +Vyi,

"~ b (2.1)
i+1 — N

04 |

0.2

Figura 2.1: Como no artigo original, temos o mapa déerntén calculado para duas coriiks iniciais
distintas. Coma = 1,4 eb = 0,3, foram feitas 10 iterages paraxo, = 0 eyp = 0 em (a); em
(b), Xo = 0,63135448 gy = 0,18940634. Como as duas figur@ssimilares, o que vemds
essencialmente o atrator.

Modificando as Eqs. (2.1) podemos escrever 0 mapa como:

Xii1 = & — %%+ by,
Vi1 = XK.

(2.2)
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A versao ran@mica desse magadada quando os f@anetrosg; eb; variam a cada iter&@p,
da seguinte forma:

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 2.2: As Figs. (a) e (b) mostram que na aosia de randomicidade o resultado da itacag
de 1¢ condi@es iniciais vistas nurminico instante de temp@ equivalente ao gfico da posigo
de uma condigo inicial plotada paratempos. Quando introduzimos um fator randco, esses
dois procedimentos se distinguem: em (c) o atrator in&tea@ marém as caractesticas do atrator
nao perturbado, enquanto (d) apresenta umaeeigranulada” do atratordo perturbado. A rego
destacada em (c) ésampliada na Fig. 2.3.

Os paametrosa, A, be Ay, S20 fixos er; € uma varavel randmica descorrelacionada,
com distribui@o de probabilidade uniforme no intervalel] 1]. Para a Fig. 2.2(a) plota-
mos o espaco de fase de*ndi@es iniciais distribidas uniformemente eml < x < 1
e-1<y< 1 naiteragot = 250, com um transiente de 100 itedag e com 0s seguintes
parametros:a = 1,15, b=04 eA; = A, = 0. Neste caso,do estamos perturbando
0s paametros do mapa, pois fixandq = A, = 0 mantemos 0s pametrosg; e b; cons-
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(@)

-0.04

-0.05 i ! g
006 |- i 1
X 007

-0.08 -

-0.09 -

L Ll ! I
14 1.45 15 1.55 1.6 1.65

-0.08

-0.082 -

-0.084 -

-0.086 -

-0.088 -

~0.09 L b L L
151 1511 1512 1513 1514 1515

Figura 2.3: Em (a) temos a amplidp da Fig. 2.2 (c). O atrator instémeo marém a estrutura
tipo Cantor caractéstica do atrator @o perturbado. Em (b) temos uma amg@iagle (a). Usamos
2 x 1P condiges iniciais em (a) e # 10° em (b).

tantes. Dessa forma, o aspecto geral dectdidiges iniciais vistas no tempo= 250&

o mesmo de 1Diteragges de umadinica condi@o inicial plotadas para todos os tempos.
Na Fig. 2.2(b) temos fGterag@es da cond#o inicial escolhida aleatoriamente, usando os
mesmos pametros da Fig. 2.2(a). Reamn quando tomamas, = 0 e A, = 0,05, o resul-
tado de 10 condiges iniciais vistas num temgc diferente do resultado de“iferages

de uma condigo inicial plotadas para todos os tempos, como mostram asZRj(c) e (d).
Usamos as mesmas coniis iniciais da Fig. 2.2(a) para Fig. 2.2(c) e a mesma candic
inicial da Fig. 2.2(b) para Fig. 2.2(d). Podemos ver que aZ@fc) marém as principais
caracteisticas do atrator de pametros fixos, ao passo em que na Fig. 2.2(d) temos uma
versao “granulada” do atrator original. Na Fig. 2.3 mostramoplkeagdes da regio em
destaque na Fig. 2.2 (c), quando obtivemos um atrator itdstan. Das ampli@gs de 2.2

(c) temos, qualitativamente, que as carastmas fractais do atrator deeHon &o preser-
vadas, pois encontramos a estrutura tipo Cantor em sucessn@iapes. Para a Fig. 2.3
(a) utilizamos 2x 10° condigdes iniciais e para a Fig. 2.3 (b) foram utilizadas 40°.
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2.2 Mapa de Ikeda

Em 1979, Ikeda apresentou um modelo para um sistema de faspreea luz transmi-
tida por uma cavidade circular contendo um meioétigto reo-linear passa de um estado
estacio@rio perbdico para estadosan-perodicos quando a intensidade da luz incidente
aumenta [10]. O estadd@n-perodicoé caracterizado por uma var@gcatica da intensi-
dade da luz.

A
A M Ve -
INPUT OUTPUT
y NONLINEAR Y
DIELECTRIC
— -
v
Mg M=

Figura 2.4: Esquema ilustrativo da cavidade modelada pelo mapa de lkeda. (Getlzddil2]).
Input & o sinal de entrada@utputé o sinal de sa@a. O sinal de entradaparcialmente trasmitido
pelos espelholl;,i = 1,2, 3, 4, incidindo sobre um meio diefrico rio-linear fionlinear dielectrig.

O mapa de lkeda dado por,

Z,1=a+bz exp[i (k L) , (2.3)

S 1+1zP

ondez €& complexo X; € a parte real  a parte imagiaria dez) e a € a amplitude de
uma segéncia de pulsos luminosos passando por um espelho paroigltn@smissoM;.
O intervalo de tempo entre os pulsesajustado ao tempo de uma volta no sistema. A
amplitude e &ngulo de fase doésimo pulso ao alcancar o lado direito do espéihcsao
|z| e z, respectivamente. Na Eq. (2.3), os termos possuem os segjgignificados: (% b)
fornece a frago de energia em um pulso transmitido ou absorvido nas qredtesdes de
M1, M, M3, e M4 (note que o termo presente na Eq. (2B); k &€ a diferenca de fase que o
pulso sofred na audncia do meio &o-linear; e o terme-p/(1 + |z|?) € a diferenca de fase
em decoréncia do meio @o-linear [12].

Agora aplicamos perturbaes ran@micas no paametrop do mapa (2.3) e obtemos o
mapa (2.4)

Xi+1 = a+ b(x cosg; - yisery),

(2.4)
Yis1 = b(>qser9i +Yi COS@i),
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com

Pi
b =k- ——.
' 1+x2+Yy2

Os paametrosa, b e k sao fixos ep; &€ o padmetro de randomicidade, dado por

onder; & uma varvel randmica, como no caso do mapa dé&ndn. Na Fig. 2.5(a)
plotamos o espac¢o de fase do mapa de Ikeda com os seguindesepas:a = 0,85,
b=09k=04p=28eA, = 0no instantea = 250 de 10 condies iniciais to-
madas em-2 < x < 2e-2 <y < 2. Na Fig. 2.5(b) fixamo\, = 0,5. Como
espeavamos, a Fig. 2.5(b)ao apresenta a caradsdica fractal do atrator de lkeda. In-
troduzindo o fator ran@imico no paametrop, obtemos o atrator instarieo na Fig. 2.5(c),
com 2x 10* condiges iniciais. A Fig. 2.5(d) apresenta uma amimda regio destacada
em Fig. 2.5(c), onde notamos a presenca de estruturasadCaiptor.

2.3 Mapa de Zaslavsky

Muitos processos qmicos e biobgicos em fluidos@o caracterizados por uma distribui-
cao filamental de paditulas ativas ao longo de conjuntos invariantes dardina cética
da advecgo. Sabemos que uma nuvem inicial de jgatas adveccionadas por um fluido
pode se distribuir sobre um conjunto fractal no espacoN@sta sego, apresentamos um
mapa randmico, o mapa de Zaslavsky, qgue modela o movimento décphas flutuantes
sobre a supeidie de um fluido confinado com uma complicadigpenéncia do tempo.
As pariculas podem tanto se agrupar ndimco ponto ou &rios pontos, como taneim,
dependendo dos Eamnetros, distribiiem-se sobre um conjunto fractal de dingmgntre
um e dois [13].

O mapa randmico de Zaslavskg dado por

(1-e7)

Xns1 = | Xn + ynT] modZzr,

(2.5)
Yn+1 = KSEN Q(n+1 + gn) + €%,

onded, & randomicamente tomado no intervalodf] a cada iterago. Escolhendo os
patametrosr = 0,09 ex = 0,5, obtemos uma estrutura fractal das jgates sobre o fluido
[6]. Para 16 condigdes iniciais distribidas uniformemente em@ x < 2re-2<y < 2,

*Yu et al.[13] prefere chamar a depeimkia irregular do fluido no tempo de “complicada” e reseavar
palavra caos para designar o comportamento do movimenjaagzilas no fluido.
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(@) (b)

Yi

-1.38 - b

N

-1.42 | i

Yi
Yi

-1.44 E

—146 | a o

Figura 2.5: Mapa de Ikeda. Em (a) temos o espaco de fase pari® condiges iniciais tomadas

no instante = 250 para o mapa com ganetros fixos; em (b) temos o espaco de fase para uma
(nica condi@o inicial iterada X 10* vezes sob o mapa radihico e novamente o que vem@sima
versio “granulada” do atrator original. Para (c), plotamos o espaco deefas= 250 para 2 10*
condi@es iniciais e em (d) mostramos a am@iagla redio destacada em (c), agora com 40°
condig@es iniciais, ondé possvel notar a presenca de estruturas tipo Cantor.

calculamos a@rbita de cada pdadula usando a mesma s@gcia randmicaé;, e aps um
tempot = 100 plotamos o espaco de fase (atrator in&tag), mostrado na Fig. 2.6.

No calculo da dimer@&o do atrator, utilizamos o @odo da contagem de caixas, equi-
valentea dimen&o capacidade. Dividimos o espagg)) € [0, 2] x [-2,2] em cai-
xas de tamanhoz22" por 4/2". Determinamos a frap y; das orbitas na caixd no
tempo em que o atrator foi tomado e calculamos a inclinatp gafico deC(n) x n, com
C(n) = —log, Zip?. Ainclinagdo da reta que melhor ajusta os poréasvalor da dimer#o
para aquela sé@ncia randmica. Esse aculo foi feito para 40 sd@nciasy, diferentes
e as pequenas variags nos valores da dimeisesdo consistentes com uma distrilang
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25

Figura 2.6: Atrator instandneo para uma s&@ncia randmicad,. Os paametros foram escolhidos
de modo que as pactulas estejam distrifidas sobre um conjunto fractal. Temos: 0,09 ex = 0,5
para 16 condi@es iniciais distribidas uniformemente em9 x < 2r e -2 <y < 2. Para todas as
parficulas utilizamos a mesma décia ran@micad, e iteramos 0 mapa por 100 vezes.

gaussiana [6]. O valor &dio para a dime@® dessas ségnciasé d = 1,367+ 0,010.
Namensoret al.[6] ainda comparam os valores da dim&@o®btidos por outros @todos, a
fim de estabelecer uma refagentre o imero espectral e a dimeits

TPara o élculo da dimero atraes da contagem de caixas, Namenebal. [6] obtiveramd = 1,391+
0,010.
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Figura 2.7: Grafico deC(n) x n para uma sednciad,. A quantidadeC, €C(n) = —log, Ei,uiz, com

ui sendo a frago darbitas presentes na caixao tempo em que o atrator foi tomado. Calculamos

a dimen&o de 40 seggnciasd, diferentes e as pequenas vadies nos valores da dimeisesho
consistentes com uma distribaig gaussiana [6]. O valoré&dio que encontramos fdi= 1,367+

0,010.



Capitulo 3

Espalhamento Cabtico

Uma partcula vem do infinito e encontra uma ragiespalhadora. Durante um certo
tempo essa pddula interage com a re@d e depois escapa para o infinito novamente. Em
muitos problemas desse tipo, a @inica pode ser ¢dica e est associada a um fémeno
chamadocespalhamento cabtic@gl]. A natureza catica do problema de espalhamesto
revelada pela exighcia de umduncao de espalhamentrelacionando o estado final com
o estado inicial do sistema e que possui uma complexa estrfuaictal, com um conjunto
de Cantor de singularidades.

Os trabalhos§ realizados sobre espalhamentota contribiram ao esclarecimento
da fenomenologia do espalhamentétizo, da estrutura dos conjuntos fractais invariantes
responaveis pelo caos observado e do papeldhias pedicas inshveis na determin@g
do processo de espalhamento. Dentre os resultados degsahas, temos que condigs
iniciais sobre um conjunto de Lebesgue de medida zero ngesfgafase levam arbitas
confinadas na rego de espalhamento por um tempo arbitrariamente longal a@exisén-
cia de conjuntos invariantes iaskeis na regio do potencial. Aérbitas confinadas &gt
na variedade egtel desses conjuntos invariantes. No caso do espalhanegodar, o con-
junto invariante pode ser muito simples, por exemplo, tgrulecasorbitas regulares iso-
ladas e suas variedadesasis e insveis. No caso do espalhament®tieo, o conjunto
invarianteé complexo, envolvendo estruturas do tipo Cantor em todascatas [8].

Devido a presenca desses conjuntostitas, 0s processos de espalhamento exibem
duas caractésticas proeminentes. Primeiro, a trajéd da paficula pode ser muito com-
plicada na red@io do potencial, mesmo quando o tempo em que permanece aa espia-
Ihadoraé finito. Segundo, se construirmos unafito de alguma vaavel que caracteriza
o estado iniciaversusuma varavel que caracteriza o estado final, esta &mpode ser
muito complicada e possuir extrema sensibilidadeondifes iniciais. Especificamente,
a fung@o é singular (“infinitamente sen&l”) sobre um conjunto de Cantor de coriibg

13
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iniciais. Alem disso, este conjunto de Canégustamente o conjunto de condicoes iniciais
sobre a variedade ésfel do conjunto invariante.

A fim de estudar um problemaé&dsico de espalhamentobtiao, seguiremos neste
caftulo o trabalho de Blehesgt al. [2], que trata de situ@gs com potenciais de espalha-
mento que exibem uma trandigabrupta do comportamento regular paraaica, quando
a energia atinge um valoritico, E,,, queé igual ao valor raximo do potencial. Vejamos o
seguinte exemplo de espalhamentotiza que ocorre para a Hamiltoniana

2
H(r,p) = %n +V(r), com lrfif; V(r) = 0.

O potencial na Hamiltoniana em duas dim&ese dado por
V(xy) = Xy’ exp [-(¢ + y7)], (3.1

cujos maximos esto em §,y) = (x1, +1). Para esse potencid(x,y) a energia raximaé
Em = €2. As equades de Hamilton para uma patla de massa ufitia $0

V(x.y)

i i /’;;’3;\;\‘\\\
I 'O’\‘\ | \
i, |

; t’""“s‘\ il W\ i /f”’,’lM
/ ‘\‘“&"""’“‘ M\’lll",','g“ i
LA
i "MM\\\\\ 'v:,/ ﬂm:. m Wl t.,.m\\\\\

5’,5:”'“”\\\\\\/111 “ M\\\ “
:::" //,lllll' , Q

l',

w
oot W‘ ‘1

Figura 3.1: Grafico do potencial dado pela Eq. (3.1). O&ximos desse potencial astlocalizados
nos pontosx, y) = (+1, +1) e a energia éximaé E,, = €72,
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P = p,
o ?vv (3.2)

onder = (x,y) ep = (px py). Tomamos a situ@p em que patulas vindas do infinito
incidem em uma regob em torno da origem e depois saem para o infinito novamerte. N
Fig. 3.2 plotamos @ngulo de espalhamengpoversuso paametro de impactd de 600
condigdes iniciais tomadas em = 5 ey variando dey = -3 aéy = 3, de forma que o
palmetro de impacté a pbpria coordenada inicial. O angulo de espalhamenéodefi-
nido como cangulo entre a trajétia inicial da paricula e a trajdéiria com que a paula
abandona a rego de espalhamento. Tais coriikg iniciais foram evoidas segundo as
Egs. (3.2) e com energia = 0,220 (abaixo do valor &tico E,)) e E = 0,035 (acima do
valor ciitico E,)), respectivamente. Vemos que acima do val@ioer da energia surgem
singularidades no gfico doangulo de espalhamento pelo f@etro de impacto.

(@) (b)

Figura 3.2: Para 600 condies iniciais distribidas uniformemente nareta= 5e-3 <y < 3,
plotamos cangulo de sia pelo paiimetro de impacto para diferentes valores da energia. Em (a)
temosE = 0,220 e em (b) temo& = 0,035. Abaixo do valor dtico, Ey, = €2 = 0,13533..,
surgem singularidades na fuigde espalhamento.

O potencial dado pela Eq. (3.1) apresenta quatro picos & tlarorigem, como mostra
a Fig. 3.1. A paiitula que incide nessa régi ricocheteia por um tempo entre esses picos
do potencial e este tem@odefinido como tempo de inte@g Na Fig. 3.3, consideramos o
tempo em que as condies iniciais permanecem confinadas naiegieterminada pox{+
y?)¥2 < 5 e plotamos o tempo de integagpara diferentes valores do faretro de impacto
b. Quando comparamos as singularidades daBagps das Figs. 3.2(b) e 3.3 notamos que
elas coincidem, ou seja, singularidades nafigo do tempo de interag correspondem a
singularidades na fu@p de espalhamento.

A presenca de tempos de inteiiagnfinitos deve-sa exiséncia de um conjunto ééco
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120 - b

100 ,

Tempo de interacé@o

Figura 3.3: Tempo de interégoversuspa@metro de impacto.

nao-atrator limitado no espaco de fase.®bitas sobre esse conjunto invariante permane-
cem para sempre na régi do potencial, tanto pata— +co quanto pard — —oco. Esse
conjunto catico &€ essencialmente a interdegde suas variedades imgtis e estveis, cada
uma consistindo de um conjunto de Cantor de duas Samsfaproximadamente paralelas
no espaco de fase tridimensional [2]. Para mostrar quengslaridades da fuidp de espa-
Ihamento egto associadas a uma estrutura fractal, vamos calcular agimdo conjunto.

3.1 Dimenso Fractal

A sensibilidadeas condi@es iniciaise uma caractéstica conhecida dos sistema$tia
cos. Pequenas mudancas nas cdmeligniciais levam a mudancas significativas nadiica
do sistema ao longo do tempo. Sistemasdiitos @o-lineares tipicamente possuem mais
de um estado assiitico. Para tais sistemas, 0 acesso a um estado ou a outrudeages
condig@es iniciais [3].

Uma condi@o inicialé considerada-incerta se ela egtlocalizada a uma distcias da
fronteira da bacia de atrag. Nessa situ@p, ros rio podemos prever para qual atrator a
orbita seguia, para uma pre@e. A fracao de condiges iniciais que&e-incertas,f (&),
esh relacionada corma por

f(e) ~ &
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Paraa < 1, dizemos que existe sensibilidade condiges iniciais. De fatog comum

0 casoa < 1 e nessa cond® um aumento substancial na incerteza da céaodigicial

resulta numa incerteza relativamente pequena emaekag estado final medido pér
Utilizamos a dimer&o capacidade, definida por

In N(5)

=400 In(1/0)’ (3:3)

ondeN(6) & o raimero mMnimo de cubos de dimeasD, com ladas, necesarios para cobrir
a fronteira da bacia de atf@gnum espaco de fase cuja dingmselevante sejp. Em geral

a dimen&o da fronteira satisfaz a relgd > D — 1, pois a fronteira divide o espacgo de
fase. O expoente esh relacionado com a dime#s da fronteira por [3, 14]

a=D-d. (3.4)

Para uma fronteira simples temds= D — 1, 0 que pela Eg. (3.4) resulta em= 1. Para
uma fronteira fractald > D—1 e (3.4) &« < 1 (istoé, um estado final seivel). A relag@o
entre o expoente e a dimengdo da fronteira resultado da dime&e capacidade atras
do seguinte racidnio: tomando o lado do cub® do tamanho da incerteza o volume
da regéo incerta do espaco de fasedsda ordem do volume total de todNge) os cubos
necesarios para cobrir a fronteira da bacia. Como o volume de um @ildomensionake
P, 0 volume da regio incerta no espaco de fasea ordem dePN(g). Considerando que
N(e) ~ 79 satisfaz a Eq. (3.3), usamos essa aproxanaiara estimar o volume incerto do
espaco de fase com8N(g) ~ £P1.

Para calcular numericamente a din@méractal, dividimos os valores do ganetro de
impacto em duas partes, o conjunto de valordscleamadd™, que correspondesorbitas
gue possuerangulo de espalhamento positivo ¢ 0), e o conjunto de valores deque
correspond@sorbitas cujosangulos de espalhamentacsnegativosf < 0), chamad&™.
Esses conjuntosS* e S-, consistem de dois intervalos disjuntos ao longo do ébe
no interior de cada interval@, varia suavemente coim Para muitos pontos na fronteira
desses intervalos a fuig de espalhamenésingular e nisso que estamos interessados.
Assumimos que a dime@s capacidade deste conjuntoésarmesma para o conjunto de
pontos na fronteira enti® e S~. Para um determinado valor de incertez&scolhemos
randomicamente um grandé@mero de pares do p@Enetro de impactdy e b; + &, onde
o sinal positivo ou negativé escolhido randomicamente. Se o estado final (para cima
ou para baixo) da@rbita perturbad# diferente do estado final dabita rio-perturbada,
enfio o estado déarbita rio-perturbad@ contado como incerto quando a pertuématem
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Figura 3.4: Calculo da dimer#o atraes da fra@o incerta. Para f@ondi@es iniciais tomadas em
-2<y<2ex=5comE/Ey = 0,26, temos a dime@d@® aproximadamente igualQ, 66.

magnitudes. Repetimos esse procedimento paaaias condiges iniciais e contamos o
nimero de pares cujos estados findis mcertos, a fim de determinar a faagrédia f_(e)
de orbitas que o incertas sob uma pertur@dacde magnitude. Das definies def e f,
esperamos qué seja aproximadamente proporcio@aiédia f e enbo, f ~ £P¢ [3]. A
Fig. 3.4 mostra o @gfico log— log de f (&) x £, no qual obtivemos a dimeasd = 0, 66 para
10* condigdes iniciais tomadas er2 <y < 2 ex = 5, quanddE/E, = 0, 260

Outra maneira de estudar a estrutura fractal no espalharcaitico &€ considerar part
culas com condiges iniciais sobre uma supmift bidimensional no espaco de fase e de-
terminar se osingulos das velocidades aséiitast — +co esfio no intervalo O< ¢ < «
(sdada para cima) ou no intervaler < ¢ < 0 (sdda para baixo). Qual destasdas se aplica
a umaodrbita depende de sua condiginicial e estamos interessados em quais coedic
iniciais esho associadas a umdda e quais condies esio associadas a outra. Tomamos
a se@o transversal bidimendiong$ = 0 no espaco de fase das coridig iniciais. Es-
colhemos condiges iniciais de uma dada energia num intervalo de valeBs X, < 3.
Para cada, escolhemos um grandéimero deangulos das velocidades iniciais no inter-
valo 6y € (-, n]. Entdo, para cada condig inicial integramos arbita correspondente e
determinamos por onde ela sai. Se aipafla tem oangulo da velocidade deiga posi-

*Na refeéncia [2], Bleheet al. determinarand = 0, 67.
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8y

8o

Figura 3.5: Grafico de uma grade de 532512 condi@es iniciais distribidas uniformemente em
-3< % <3e-m <60 <m comyp =0 e energias diferentes para (a) e (b). EmHa) E, e em (b)
E/Em=0,6.
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(C) E/Em = 0,260

8y

8o

Figura 3.6: (Continua@o da Fig. 3.5). Para as mesmas codegginiciais da Fig. 3.5, com diferentes
valores de energia. Em (&/En = 0,260 e em (d)E/E, = 0,037. Quando o valor daraaE/En,
€ menor do que 1, a fronteira entre as degiclara e escura apresenta uma estutura fina e complexa.

tivo (sdda para cima), efb plotamos a condip inicial. A Fig. 3.5(a) mostra tal situag
guandoE = E;, onde a fronteira que separa as 6&gi claras ($ea para baixo) e escuras
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(sdda para cimag aparentemente suave. As figuras seguirdesi® mesmo tipo, pém
para valores menores da enerfiaTemosE/E,, = 0,6 para a Fig. 3.5(b)g/E,, = 0,26
para a Fig. 3.6(a) B/E,, = 0,037 para a Fig. 3.6(b).

3.2 Sela Catica

Para as conddgs iniciais da Fig. 3.6 (c), plotamos aquelas que possuemaases
tempos de intera@p na Fig. 3.7 (2). Comparando a Fig. 3.7 (a) com a Fig. 3.3 vegumes
o tempo de inter&p diverge parérbitas com pametros de impacto nos quais a faog
de espalhament® singular. A correspor@hcia entre a rego de singularidades da fuinm
de espalhamento e osadicos das fronteiras das bacias sugere que a8agf@iactais nos
graficos das fronteiras €gi associadassorbitas com longo tempo de intega; Asorbitas
que correspondeas singularidades na fuag de espalhament@a assirtiticasasorbitas
aprisionadas e, portanto, localizam-se sobre os ramosal&siades eateis darbitas
aprisionadas. A variedade iasel do conjunto dérbitas aprisionadas obtido da mesma
maneira: adrbitas iteradas paraés no tempo que possuem 0s maiores tempos de iaterag
tem condi@es iniciais muito prximasas dagrbitas aprisionadas. Na Fig. 3.7 (b) temos a
superfcie de sego correspondenteFig. 3.7 (a) da variedade iasel.

O conjunto das intersées da variedade éstel com a variedade iréstel constitui asela
catticaou sela estranhaNa Fig. 3.8 temos 0s pontos que permanecem por mais tempo na
regiao de espalhamento, tanto para +oo quanto pard — —oo.

3.3 Transicao para o Caos

Até agora estudamos um caso de bifuécagbrupta do comportamento regular regular
para o espalhamento@io e vimos caractesticas importantes de problemas de espalha-
mento, como as singularidades da faogle espalhamento associadas a um conjunto fractal
de condies iniciais. A quesio agora: dado um conjunto de Enetros nos quais o espa-
Ihamentcé regular, quaisa as segencias ipicas de eventos (rotas) que ocorrem enquanto
0s paémetros variam e 0 espalhamento torna-é¢ica? Nesta s€p, seguimos o trabalho
de Dinget al.[8] e estudamos a rota de bifur@a;sela-centro atrég de um modelo em
particular.

Partindo de um e&gio onde o espalhamengoregular, observamos que a bifurgag
sela-centro marca a trangdig do espalhamento regular para 6t@. Imediatamente &g
essa bifurca@o, as variedades @sel e inshvel da nova sela intersecionam-se formando um
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da (a) variedade éstel e (b) da variedade irgstel dasorbitas
0emE/En = 0,260. A simetria entre (a) e (b) deve-se ao fato que o

sistemeaé conservativo e sigtrico sob a reve&® do tempo.

Sile

Figura 3.7: Grafico da inters
aprisionadas com o plang
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0.50m
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Figura 3.8: Conjunto de pontos que possuem 0s maiores tempos de Bxerac

conjunto catico. O pbximo esagio importante na evolap do espalhamento@tico nesse
modeloé a ocoréncia de uma tarémcia heterothica entre a variedade astl e a variedade
instavel da sela réam surgida e as variedadesas e insavel de outra sela que surge
durante a evolwgo do sistema. Este eventaaprovoca apenas uma mudanca qualitativa
no conjunto cético, mas marca o inio da formagéo de uma estrutura topologicamente
equivalente a um mapa tipo ferradura.

O potencial usado no estudo da rota de bifuiicegpnsiste deds picos aAo-sobrepostos,
cujos centros e&b sobre os értices de um téingulo i®sceles, como mostra a Fig. 3.9.
Cada picce individualmente simgtrico e pode ser representado por

(X=x)*+(y-w)?

para
(X—%)*+(y-y)? <&,

O, =0 para  &-x)+(y-y’>a

Na Eq. (3.5), dndicei €i = 1,2,3 e 0 ponto X, Y;) &€ o centro do Esimopico, a € o raio
do pico eV, € a altura do pico. O sistema de coordendzts que a reta vertical que passa
pelo centro de 2 o eixoy e a reta horizontal que corta 0s centros de 1éed3eixox e a
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interse@o dos eixox ey € a origem. O potencial totélenfo sinétrico em relago ao eixo
y € pode ser escrito como

CD(X’ y) = (Dl(x’ y) + (DZ(X’ y) + (D3(X’ y) (36)

Como cada pico do potenciaum parabdlide de revolugo, a equaio de movimento pode
ser resolvida exatamente dentro de cada uma daEe®egi- x)? + (y—y)* < a2, ndo sendo
necesario integrar numericamente eqoéag diferenciais. No estudo desse potencial, a
configura@o geongtrica do potencial, isté, X, y;, &, a energia da padulaE, e as alturas
dos potenciais/; = V3 >> E, so mantidas fixas enquanto o potendialé variado, de
forma que investigamos como o sistema comporta-se comadudpaametro de controle
Vs.

Figura 3.9: O potencial definido pelas Egs. (3.5) e (3.6) consiste &k fiicos Ao-sobrepostos e
individualmente siratricos. O sistema de coordenaédsl que a reta vertical que passa pelo centro
de 2é& o eixoy e a reta horizontal que corta os centros de Ea3ixox (Ding et al.[8]).

Primeiramente, ao tomarmds = 0 obtemos um caso de espalhamento regular, devido
a simples configura@m de dois picos ihticos. A altura dos potenciagéspresumidamente
maior do que a energia das padias e existe umarbita perbdicar; presa entre os dois
potenciais ao longo da linha que une seus centro8tbitar; e suas variedades éasel e
instavel §1.0 oUnico conjunto invariante neste caso (Fig. 3.10).

Na Fig. 3.11 temos os gficos doangulo de espalhamentersuso paametro de im-
pacto e do tempo de ik versuso pa@metro de impacto. @ngulo de espalhamento varia
de [, 7] e € oangulo entre a velocidade com que a fuart deixa a re@io do potencial
® = @, + O3 e 0 eixoy. O tempo de ddaé definido como o tempo entre a primeira vez que
aigualdadex—x)?+(y-yi)* = a2 € satisfeita para algumaté que a paftula satisfaca pela
Ultima vez & — x;)? + (y — yi)? = a2 para alguni. Na Fig. 3.11(b) notamos a exésicia de
um pico, indicando que para um valor do aetro de impacto existe um tempo délsa
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Figura 3.10: TomandoV, = 0, o sistema de dois picosé@dticos apresenta espalhamento regular
e possui umarbita perbdica. Aqui temos as trajgtias de dez paditulas com condi@es iniciais

Yo = 6 eXg entre 37564 e 37566. Essas padulas ricocheteam durante algum tempo mas acabam
deixando a re@io do potencial (Dingt al. [8]).

(@) (b)

T 32
\/ & (a) (b)

8 0+ - T 20 -
—1/2 - -
3.714 3.77 3.74 \ 3.77

Xo

Figura 3.11: (a) e (b) mostram @ngulo de si@a e o tempo de interag versuso pa@ametro de
impacto na situggo mais simples, quando temds = 0 e 0 espalhamento émté regular (Dinget
al. [8]).

infinito. Esse valor do pametro de impacto, indicado pela seta nas Figs. 3.11(a), e (b)
corresponda interse@o da variedade estel dabrbitar; com a reta de condigs iniciais
y = 6.
Quando consideramos a presenca do potedgiafazendoV, # 0, o quadrog raoé
o0 mesmo do espalhamento regular. A primeira mudanca sigti ocorre quandyd, =
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(a) Vo < Vge

(b)

(c)

Figura 3.12: A Gnicaorbita perbdica paraV, < Vs, 71, est representada em (a). Em (b)aest
sela reém criadarz € 0 centrar,, que coincidem um com o outro €Wy = Vs.. Em (C), 70 e 73
separam-se quand® > Vs (Ding et al. [8]).

Vs = 0,187 e temos uma bifurcag sela-centro. Desta bifuré@gsurge um par derbitas
entre os potenciai®; e ®; passando pod,. As condifes ded, e @3 continuam as
mesmas. Par@, temosx, = 0,y, =2,2,a, =2eV, > 0.

AumentandoV, um pouco mais, a sela e o centro que inicialmente coincidgoraa
separam-se um do outro. @tbitan; € uma sela regular (autovalores reais e positivos),
enquantar, € um centro (os autovalore&s complexos). Conforme a sela e o centro se
separam, as variedadesaeal e inshvel der; se cruzam transversalmente. De acordo com
ateoria de Smale, uma inter&@cthomodhnica implica na exigtncia de um conjunto édco
invariante. Portanto a bifurcag sela-centro marca oi@io do espalhamento o#co.
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fromy =+ toy=+®

(a) Vo < Vg
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(b) Vo =Vgc
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Figura 3.13: (a) n1 e suas variedades asel e insavel quandd/, < Vs.. Em (b), temos a sela
e 0 centro reem criados enV, = Vg € em (C) as intersées homodhicas que ocorrem entre as
variedades eavel e inshvel derz quandoV, > Vs (Ding et al. [8]).

A Fig. 3.14 mostra a furép de espalhamento para o valbe 0, 195, correspondente
a situa@o mostrada na Fig. 3.13(c), onde o espalhamént@o-hiperidlico pois temos
orbitas regulares. Coma jfoi dito, os picos observados naafjco do tempo de $da K0
as interseges das variedades agéis com a reta de condigs iniciaisy = 6. A principal
diferenca entre esse caso (onde o conjunto invar&aogetico) e o caso da Fig. 3.11(b) (em
gue o conjunto invariantedm &€ catico) esé na aparente distriblig dos picos sobre um
conjunto de Cantor.

Com o aumento d¥, o centror, sofre uma bifurcago de duplicago de peiodo e se
torna uma sela inavel (autovalores reais e negativos). Evidias nuréricas indicam que
esse processo de dupliéacde peiodo continuaad infinitum A existncia dessa cascata
infinita de duplicago de peiodo corrobora com a oc@mcia de um amero infinito de
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Figura 3.14: Novamente temos a fug de espalhamentéangulo de sala versuspa@ametro de
impacto, poem as ter ocorrido a bifurcé&p sela-centro e a interggghomodhica, marcando o
inicio do espalhamento étco (Dinget al. [8]).

orbitas perbdicas num conjunto édico [15].

O surgimento de um conjunto@tico depois da bifurc&p sela-centro tem um forte im-
pacto no comportamento do sistema. A principal difereregaaso do conjunto invariante
ser c#tico & que os picos observados nafigo do tempo de $da residem aparentemente
sobre um conjunto de Cantor. Outro poRtgue 0 caos acontece somente pardqQdas
comangulo de espalhamen® < n/2, ou seja, para paculas que saem para cima. A
funcao de espalhamento para as fatas comld| > x/2 € regular e essencialmente go-
vernada pela sela original e suas variedades asel e inshvel. A rafo disso pode ser
entendida da seguinte maneira. Considere ag&péas que experimentam o espalhamento
cabtico: suas primeiras imagens sobre a supierde sego esdo na regdo onde ocorre a
interse@o das variedades astl e inshvel der;. Como podemos ver na Fig. 3.13, esta
regiao esh completamente contida entre o ramo da variedadaviestler;, que vai de
m, atty = +oco € 0 ramo da variedade astl der;, que vem dey = +oo ate ;. Esses
ramos formam barreiras que os pontos sobre a Saede sego riio podem ultrapassar.
Em outras palavras, a régi fechada pelos ramos das variedades;d®invariante sob a
dinamica de espalhamento. Assim asipalas que sofrem espalhament@iieo devem
seguir comd| < /2. Por outro lado, se a partila sai comd| > n/2, ela segue 0 outro
ramo da variedade éstel der;, onde 1@o existe conjunto aico.

Seguindo com o procedimento de aumenale com o consdipnte afastamento de
7, e m3, temos que as variedades@al e inshvel da selar; sAo esticadas na dirag de
vy, enquanto as variedadesa®stl e inshvel der; sdo comprimidas ao longo da didg
vy, ocasionando uma taégcia hetero@hica emV, = Vi, ~ 0,215. Para um valor de
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Figura 3.15: Tangencia heterothica emV, = Vj; (Ding et al. [8]).

V> ligeiramente maior do qu¥,,, as variedades &stel e inshvel das duas selas cruzam
umas com as outras, dando origaminterseges heteroghicas. O conjunto @ico, que
envolvia apenas as variedadesnrdesubitamente aumenta e passa a incluir as variedades
de m;. Considerando que agora o ca@o restritoa regao entre as variedades de
existe caos tanto pafél < n/2 quanto pardgd| > n/2, como podemos ver pela fldg de
espalhamento na Fig. 3.14. Para o potencial especificachiommdesta sefo, encontramos
numericamente que a Fig. 3.17 se aplice,ano intervaloV_ < V, < V. < E,, onde
V_ ~ 0,265 eV, ~ 0,275. As Figs. 3.16 ilustram os conjuntos das variedadéseist

e insfiveis das selas; e n; para cinco casos. Aumentando ainda maisas variedades
estivel e inshvel derr; continuam seu movimento relativo na diéecdevy, enquanto os
ramos superiores das variedadestgenovem-se um em dir@@ ao outro. Examinando
a situa@o em quev_ < V, < V., nao ha evicencias dedrbitas perddicas estveis ou
superfcies KAM, sendo razavel concluir que existe um intervald < V, < V’ no qual

0 conjunto invariante hiperldlico e este intervalo estcontido emV_ < V, < V.. A
dinamica r@o pode ser hipedbica em todo o interval®&_ < V, < V, porque existe um
nimero infinito de bifurca@es sela-centro na vizinhanca de qualquer&aoi [8].

Agora considere as rdggsA;, A; e A da Fig. 3.17. Numa analogia com a ferradura de
Smale, a Fig. 3.17 foi deformada com o objetivo de produzidiagrama topologicamente
equivalente e o resultadoa Fig. 3.18. O r@ingulo na Fig. 3.18 levaregao hachurada que
conemA,, A; e A;. Dateoria da ferradura de Smale sabemos que o conjuntéeint@ague
coném todas aérbitas do reingulo originak um conjunto de Cantor e @stompletamente
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(a) (b) (e) (d) (e)

' T T3 s

N 5] N ™
Vo =V Vi< Vo< V. Vo=V, V.<Vy<V, Vo =V,

Figura 3.16: Evolucao das variedades éstis e insiveis der; e r3 para cinco casos: (& = Vhi,
(b)Vhe < V2 < V_, (c)V2 =V_, (d) V- < V2 < V, (e) V2 = V, (Ding et al.[8]).

Figura 3.17: As variedades eaveis e insiveis der; ez paraV_ < V, < V, (Ding et al.[8]).

contido nasareasA, A, e Az [16].
A fim de concluir esse cdfplo, vejamos um resumo dos acontecimentos que consti-
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Figura 3.18: Mapa tipo ferradura obtido pela deforndacda Fig. 3.17 (Dingt al.[8]).

tuem a rota para o caos. Temos que o espalhamedt@ealecorre de uma bifurcag
sela-centro e mudancas repentinas nadonge espalhament® k xo) sao resultado de
interse@es heterot¢hicas sobre a supécfe de sego. O espalhamento regular pode ser
entendido completamente em termos dionero finito dedrbitas perbdicas insaveis e de
suas variedades @skl e inshvel. A transi@o do espalhamento regular paratit@o ocorre
via uma bifurcago sela-centro que produz um paratbitas perddicas. Posteriormente, 0
centro sofre bifurcego de duplicago de peliodo e torna-se uma sela iasel. O conjunto
cabtico produzido pela bifurc@p sela-centré gerado pela interség homodihica das va-
riedades eéivel e inshvel da sela criada na bifur@a Para/, = V,,; acontece a primeira
tanggncia heterothica e para d¥, > Vj; 0 processo de espalhamento sofre uma mudanca
gualitativa $ibita, exibindo espalhamentodatico para paitulas comangulo de s@a 6,

6] < /2 elf] > n/2. Quandd/_ < V, < V, 0 conjunto catico resultanté& completamente
hiperolico.

Para finalizar, lembramos que no caso que abre tutagxiste uma mudancga abrupta
do comportamento regular para o comportamenddica, devidoa diminuigo no valor da
energia das pddulas incidentes com uma conseqte mudanca na topologia do sistema.
Agora, variando a altura de um dos picos constituintes denoml, podemos estabele-
cer uma seggncia de eventos que determinam a evatugo espalhamento regular para o
espalhamento édico.



Capitulo 4

Espalhamento Nao-Hiperbolico

Um sistema &o-hiperlblico conservativ@ caracterizado pela presenca de ilhas KAM,
com um espaco de fase composto pordegide movimento regular e régs de movimento
cabtico. Em geral, sistemas Hamiltonian@ogho-hiperltblicos, comorbitas pemdicas
eshveis e ilhas KAM. O espalhamentoat&o no caso ao-hipertblico tem duas carac-
teristicas importantes, muito diferentes do caso em @guespalhamento hipeastico, que
sao a dimendo do conjunto invariante e o tempo de decaimento dascpks. No es-
palhamento datico, a fun@o de espalhamenfosingular sobre um conjunto de Cantor e
este conjunt@ o respori@vel pelagrbitas que permanecem na i@gde espalhamento por
longos tempos. Este comportamento da amge espalhamento implica que uma incerteza
minima no estado inicial pode impossibilitar a determ@wdo estado final. Uma medida
guantitativa que caracteriza a magnitude desse éeatdimengo fractal do conjunto sin-
gular de condiges iniciais. Quando o espalhamentotgzo € hiperlblico a dimenao frac-
tal & tipicamente maior que 0 e menor que 1 para um segmento dkeredadifes iniciais.

Se o0 espalhamento@tico &€ rao-hiperldlico, embora o conjunto singular de corkg ini-
ciais possua medida de Lebesgue nula, a diaefractale sempre 1, o que significa que a
incerteza na determinag do estado fin@ maximal. Quanto ao tempo de decaimento, isto
€, 0 rumero de partulas que permanece na régide espalhamento em cada instante de
tempo, no casodo-hiperldlico ele segue uma lei de f@otcia, enquanto no caso hipélibo

€ uma exponencial.

A dinamica das paitulas no espalhamento@&o hipertdlico produz um conjunto
de Cantor com auto-similaridade esdtita e dimerod < 1. Um conjunto de Cantor
padi@o & uma boa aproxim@p nesse caso e podemos construir tal conjunto da seguinte
maneira [4]: existe um intervalo de condés iniciais onde as péctilas permanecem na
regiao de espalhamento por um tempmmmo Ty. Apds um tempo 2, uma fra@orn dessas
parfculas escapa da rég de espalhamento. Consideramos que as coesliiciais des-

32
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sas paifitulas que escaparam &stlocalizadas no meio do intervalo original. &mrestam
dois intervalos de mesmo tamanho cujas ttajas permanecem na régide espalhamento
por um tempo rmimo 2T,. No tempo 3, uma outra fragon das paiculas remanescentes
no tempo 4, escapam. Assumindo que essasipalas pertenciara parte central dos dois
intervalos existentes, restam agora quatro intervalose psocesseé ilustrado na Fig. 4.1.
Seguindo essa const@m, non-esimo esigio obtemos 2intervalos cujocomprimenté

“;”n €. A dimensio capacidade definida por

InN
Oeap = = lim <
cap e—0 |nE

(4.1)

ondeN, & o rumero de cubos de tamankmecesarios para cobrir o intervalo. Para o
conjunto de Cantor constidp na Fig. 4.1 a dime@® capacidadé dada por

In N, In2"

dcap:"e'fé Ine :_r'ﬂll 1-n\" #.2)
"2
de modo que
In2
dcap - . (43)

=)

Nesse caso, o decaimento das jgatbs na regio de espalhament@® da formaN(t) =
Noexp(yt) [4]. Assim, N(t + Tg) = Noexpy(t + To)). Pelo raciomio utilizado na
constru@o do conjunto, temos tar@tm queN(t + To) = (1 — 7)N(t) = (1 — 7)No exprt).
Dai temos que a taxa de decaimeftoonstante e iguala= T;*In(1 - 7).

Quando consideramos o casaorhipertblico, o decaimento das pamtilas na regio
de espalhamenté da formaN(t) = Not™ e a taxa de decaimenig nao & constante,
diminuindo conformen aumenta. A variggo no decaimento das padlasé dada por

dN(@®)  eN@E) _ aN()
dt ~ t  nT,

Mas, pela definigo de derivada, tanén temos que

AN® _ | N(t+To) - N(Y
dt _T0—>0 To '

Igualando essas duas expi@Esstiramos que

N(t + To) = N(t) = —C—;N(t)



CAPITULO 4. ESPALHAMENTO NAO-HIPERBOLICO 34

n N €

0 1 € = 1

1T —— 2 a=i1-n
2 @— ———— 4 e=31-np?
n 2" 6n=2—1n(1—77)n

Figura 4.1: Constru@o de um conjunto de Cantor de dimaod..

que levaa
a
N = o (4.4)
Substituindo (4.4) em (4.3), chegants
do = In2 3 In2
1o\t In@-n)-In2
In (—)
2
No limite den — oo,
. In2
d=lim |- n -1 (4.5)

e In(l—g)—InZ
n

Chegamos e&b a um conjunto de Cantor de diméod atraes de um argumento hésiico
gue levaa conjectura de que a dimémspode ser 1 no caso do espalhameatsmiperidlico
[4].

Neste cafiulo, estudamos um mapa quatico que preservaaea [17-19]. Este mapa
apresenta espalhamento higiito ou rio-hipertdlico, de acordo com o pametro realt,

: )2
Xa+1=/1(Xa—(X'J;y') )
.6
. _1'(.+(Xi+yi)2) 9
y|+1—/l Yi 4 .
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Para valoreg < 6,5, 0 mapaé rao-hipertblico [4]. A dinamicaé aberta, com trajétias
vindas do infinito e espalhadas em daego infinito novamente depois de um tempo de
intera@o. A Fig. 4.2 mostra o espaco de fase para diferentes gadere Para os valores

A =20ea = 3,0, 0o mapaé rao-hiperidlico e possui ilhas KAM no espaco de fase.
Coma = 5,0, a estrutura de ilhas quase desaparece. AEm 7,0 nao existem mais
ilhas KAM. Para a Fig. 4.2, iteramos por 1000 vezes 10240dicoas iniciais distribidas
uniformemente em20< x < 20e-20<y < 20.

@1=20

(b)l = 3,0

osf

A I 1 1 : -05 S L L h N I C L
-05 0 0.5 1 15 2 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3

osl o T

Figura 4.2: Espaco de fase para diferentes valorest.d&as Figs. (a), (b) e (c), 0 magarao-
hipertblico.

A fim de evitar as partulas presas nas ilhas de movimento regular, usamos aduncg
de espalhamentb x X, para selecionar intervalos onde as fgaitas possuam tempo de es-
capeT finito e assim garantimos que todas asipatas consideradas nalculo do tempo
de decaimento esca@ar da redao de espalhamento em algum tenipdla Fig. 4.3 mos-
tramos a fungo de espalhamento para o caso+hipertblico (Figs. 4.3 (a), (b) e (c)) e
para o caso hipediico (Fig. 4.3 (d)). Em (a) usamos 4 6ondi@es iniciais tomadas em
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0,06 < x < 0,09 e em (b) 16 condi@es iniciais tomadas em 075 < x < 0,085, sendo
y=-0,2ed = 3,0 para (a) e (b). Para a sit@@em que o espalhamerédipertblico,
10* condigdes iniciais foram tomadas eni < x < 4 em (c) e 16 condiges iniciais foram
tomadas em A5 < x < 0,70 em (d), cony = 0,5 e = 8,0 para (c) e (d). Compa-
rando a Fig. 4.3(a) com a Fig. 4.3(b) percebemos uma maimidtede de singularidades
na amplia@o mostrada em (b), do que em (a). Iétgualitativamente diferente do caso
hipertblico, onde a ampligio (d) rao se distingue da escala maior (c).

(a) (b)

2000 T T T T T T T 3000

2500 |

1500 -

2000 |

1000 — 1500 |

1000

500

500 |

0 T ! L L ! 0 L L L
0.068 0.07 0.072 0.074 0.076 0.078 0.08 0.082 0.0785 0.079 0.0795 0.08 0.0805 0.081
X X

(©) (d)

L L L L 4 L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 0.18 0.185 0.19 0.195 0.2

Figura 4.3: Fung@o de espalhamento pata= 3,0, (a) e (b), el = 8,0, (c) e (d). Usamos as
seguintes cond@es iniciais: (a) 1®parfculas comy = 0,2, 0,06 < x < 0,09, 1 = 3,0; (b) 1¢*
parficulas cony = -0,2, 0,075< x < 0,085, = 3,0; (c) 1¢* parficulas cony = 0,5, -1 < x < 4,

A = 8,0; (d) 1¢ parfculas comy = 0,5, 0,15 < x < 0,70,1 = 8,0. No caso hipertlico, a escala

de observago rao interfere na furiipp de espalhamento, tornando as figuras (c) e (d) indistieigu
Para o casoao-hiperlblico, a ampliado (b) de (a) possui uma densidade maior de singularidades.

Tomamos um pequeno intervalo em torno de xynonde o tempo de escapsfinito
e calculamos a dime@e do conjunto pelo gtodo da frago incerta [3]. O ratodo da
fracao incerta foi utilizado na Sec. 3.1, quando calculamos @d#o da bacia de atrag
para o potencial espalhador dado pela Eq. (3.1). Lembrao®$ § a fra@o incerta e
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Figura 4.4: Grafico de logy(f/e) x log;o(¢) quandod = 2,0, ondef é a fra@o incerta e € a
incerteza. A inclinago da ret& a dimendod = 0,94 parayg = —0, 15 no intervalo g, Xo + 6],
comxg = 0,005920 &5, = 107°.

é a incerteza na condig inicial, e aindaf (¢) ~ £*~9, onded & a dimen&o do conjunto.
Assim, no gafico log(f/e) x log,(¢) da Fig. 4.4, a inclinggo da reta fornece a dimeits
d, na situago em quel = 2,0, quando o0 mapa apresenta comportameatshiperlblico.

Para o intervalo eny = —0,15 com [y, Xo + 6], com X, = 0,005920 es, = 107, a

dimeng®oéd = 0, 94.

Evoluimos as condiges da Fig. 4.3(a) sob o mapa (4.6) e consideramos aoefg
espalhamento como o quadrado centrado na origem e delonpadx < 5 ely] < 5,
mostrado na Fig. 4.5.

Dentre as condiges iniciais que possuem tempos de escape finitos, estateossin
sados naquelas cujos tempos ne@gges para 0 escape sejam 0s maiores. Isto equivale a
tomar as partulas que interceptam a variedadeagst da sela d@ica. Para condies que
satisfazem esse c&itio, calculamos oimero de partulas que permanecem na i&@gide
espalhamento da Fig. 4.5 em cada itéa¢

Na Fig. 4.6 temos o @fico log— log do rimero de partulas na regio de escapé\(t),
pelo tempo discretd. O decaimento das patilasé bastante lento devido ao efeito de
aprisionamento —trapping — das ilhas KAM. Esse decaimenéoregido por uma lei de
potencia [4],N(t) ~ t” para tempos longos, como podemos ver na Fig. 4.6. As coeslic
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Figura 4.5: Regio de espalhamento pata 3,0. Consideramos as pantilas que edib fora dessa
regiao como paitulas que escaparam.

iniciais foram escolhidas de forma que todas asipales escapem para algum tempo, que
pode ser arbitrariamente longo. Para a Fig. 4.6, comecapmsl@ parficulas ao longo
da linha de condiges iniciais comy = —-0,2 e 0< x < 0,02. Iteramos 0 mapa@igue

10° ———— —— I
| numeérico
lei de poténcia
10° i
10* F A = 3,00 i

N(b)

Figura 4.6: Grafico log— log do rimero de partulas na red@io de escap#\(t), pelo tempo discreto
t. Comecamos com 2@arfculas ao longo da linha de conds iniciais cony = 0,2 e 0< x <
0,02. Foram neceésias 19145600 iter@es aké que todas as p&tilas tivessem escapado da &egi
apresentada na Fig. 4.5.
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todas as paltulas tivessem escapado, 0 que aconteceu depois de 19lid&6Hes. A
lei de po€ncia ajustada aos dados obtidodo tipoN(t) = At”, comA = 7,1307x 10° e
v = 0,95933.

Calculamos o mapa para uma grade de 508000 pontos distriddos uniformemente
em0< x<0,05e-0,2<y<-0,1, afimde encontrar as con@gs iniciais que permane-
cem mais tempo na reagp de espalhamento, quantle 3,0. Dessa forma, encontramos as
condig@des iniciais que interceptam a variedadéxest do conjunto invariante. O resultado
est na Fig. 4.7.

Apresentadas as duas carastiitas mais importantes do espalhamentatica réo-
hipertblico, passamos agora a estudar as implieagde uma perturbag ran@mica no
pa@ametroA.

4.1 Espalhamento Catico Nao-Hiperbolico
com Perturbagdes Randmicas

No Cap. 2 mostramos como perturbas ran@micas &0 aplicadas a diferentes mapas
e que a escolha denapshot$ adequada ao estudo, no sentido que revela as estruturas
fractais de atratores e sela®tiaas.

Aplicamos uma perturb@p randmica no pastmetrod do mapa (4.6), de modo quie
seja dado por

Ai= A+ Ayr, (47)

semelhantemente aos paretros randimicos do trabalho de Romeirasal [5]. As quanti-
dadest e A, sao fixas e € uma varvel ran@mica cujo valor est compreendido entre 0
e 1. Na Fig. 4.8 temos dimero de iteraiesversuso paametrol, quando a amplitude de
perturba@oA, € iguala 0,18. Como espavamos, a distribuéip dos valores do pametro
€ aproximadamente uniforme.

Como na Fig. 4.3, plotamos a fuing de espalhameniox Xy, quandal = 3,0 e agora
A, = 0,18, para 16 condiges iniciais tomadas ey = -0,2, 0,16 < x < 0,22 em
Fig. 4.9(a) e 0174 < x < 0,177 em Fig. 4.9(b) e Pdterages. A perturba@o randmica
aplicada ao pametro @o provoca mudancas qualitativas peroagps na fun@o de espa-
Ihamento.

Diferentemente da situdaQ em que o mapaao & randmico e existe um conjunto
invariante formado pela intersigg das variedades éseis e insiveis, no caso do mapa
rancdbmico rao existe um conjunto invariante, pois para que um dado otnfiseja inva-
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riante por uma aplicé&p M devemos teM(E) = E. Jacob<t al. [7] definem para esses
casos conjuntos afgos ao conjunto invariante e suas variedadéseist e insiveis, re-
cebendo a denominag deentrainmentpre-entrainmene intermediatepara um determi-
nado tempo de obsenag, constitidos por segéncias aninhadas de conjuntos que numa
situa@o fpica aproximam-se de conjuntos fractais de medida nulamitelde um tempo
infinito. Esses conjuntosao K0 invariantes porque movem-se irregularmente com o au-
mento do tempo [7]. Assim, o que vemos na Fig. £1@m conjunto adlogoa variedade
estivel de um conjunto invariante. Temos na Fig. 4.10(a) as mgsondides iniciais

da Fig. 4.7(a), p@am comA, = 0,18. As Figs. 4.10(b) e (c)a® ampliades das redies
destacadas em (a) e (b), respectivamente.

Na Fig. 4.9, plotamos a fu@@ de espalhamento no caso em que perturbamos rando-
micamente o p@metro, quando ele apresenforhiperbolicidade. As condies iniciais
foram tomadas em = -0,2, 0,16 < x < 0,22em (a) e 0174< x < 0,177 em (b). Para
ambas as figuras iteramos®MEzes o aimero de 10 condi@es iniciais. Comparando a
Fig. 4.9 com a Fig. 4.3, vemos que a presenca de randomeigexprovoca mudancgas
gualitativas percepteis na fun@o de espalhamento.

4.1.1 Tempo de Decaimento

Como g apresentamos noiagio deste cajulo, o tempo de decaimento das jeutas
na regao de espalhamenéoregido por uma lei de pgncia no caso do espalhamenémn
hipertblico. O que observamos na lei de decaimento sob as perigbaandmicas est
na Fig. 4.11. O dafico log-linear mostra que a lei de patia que inicialmente ajustava o
decaimento das paculas rdo esh de acordo com os dados. Entretanto, um decaimento ex-
ponencial do tipd\(t) = Be™', se ajusta muito bem ao caso. Inicialmente eram nadass
10’ iteragdes para que todas as pewlas estivessem fora da ragide espalhamento, ao
passo que agora com “lilerag@es todas as paculas escaparam, lembrando que em ne-
nhuma situago trabalhamos com as patilas presas em rdéggs de movimento regular.

Na Fig. 4.12, tomamos diferentes valores para a amplitugedarbag@o A, e obtive-
mos o melhor ajuste por um decaimento exponencial, encatdrassim a taxa de decai-
mentoB. O grafico deg x A, mostra uma aparente depéndia quadatica des em rela@o
aA,. Assim a figura sugere que temds: C(A;)?, ondeC & uma constante.
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Figura 4.7: Condigdes iniciais que possuem 0s maiores tempos de escape. Tomamos TN
pontos distribidos uniformemente em (a)9 x < 0,05e-0,2 <y < -0,1 quandal = 3,0. As
Figs. (b) e (c) @0 ampliades sucessivas das régs indicadas em (a) e (b), respectivamente.
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Figura 4.8: Histograma dos valores de ParaA, = 0,18, e para 1Ditera@es e obtivemos uma
distribuigdo aproximadamente uniforme dos valoreside
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Figura 4.9: Fun@o de espalhamento pata= 3,0,A, = 0,18 em (a) e (b). As condigs iniciais
foram tomadas em=-0,2,016< x<0,22em (a) e 0174< x < 0,177 em (b). Para ambas as
figuras iteramos TOvezes o aimero de 16 condi@es iniciais. A presenca de randomicidad@e n
provoca mudancas qualitativas pertegis na fun@o de espalhamento (ver Fig. 4.3).
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Figura 4.10: Condiges iniciais que possuem 0s maiores tempos de escape, agora quando o
paametrod varia randomicamente. Tomamos 5008000 pontos distriddos uniformemente em

(@ 0<x<005e-0,2<yx<-01. AsFigs. (b) e (c)& ampliades sucessivas das régs
indicadas em (a) e (b), respectivamente.
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Figura 4.11: Grafico log-linear do imero de paftulas na redgio de escapd\(t), pelo tempo
discretot. Como na Fig. 4.6, comegcamos con? parfculas ao longo da linha de condgs iniciais
comy = -0,2e 0< x < 0,02. Com o paimetroA randdmico, observamos a mudanca da lei
de decaimento das pamtilas na regio de espalhamento, que passa a ser da forma exponencial,

N(t) ~ exppt).
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Figura 4.12: Variamos a perturb@p randmica aplicada ao pametrol atrawes da variago deA,
e, para cada,, encontramos a taxa de decaimefigue melhor ajusta a cunh(t) ~ exp(gt). O
melhor ajuste que encontramos para os valoresnigosé uma fun@o quadatica.



Capitulo 5

Discussio

O espalhamento é&ico rao-hipertblico possui caractesticas bem definidas em retag
a dimen&o fractal,a fun@o de espalhamentoclei de decaimento das patlas. No
Cap. 4 apresentamos osaficos que demonstram essas carétieas para as situaes
de espalhamentoan-hipertblico com e sem aplicép de perturbdies randmicas no
paametrod. Procuramos utilizar as mesmas cof@ig iniciais, quando foi pos&l, a
fim de comparar melhor os resultados. No decorrer do trappbr@ceu razavel admi-
tir Ay = 0,18 como a maior perturbag a ser aplicada, pois seus efeitos poderiam ser
observados e ainda a perturbBagbde ser considerada como pequena. O valwimo
A, = 0,08 foi imposto pela prec& dos alculos. O élculo para perturbégs pbximas
de zero exige computaes muito lentas, devido ao longo transiente quande 0 e, por
outro lado, encontra rapidamente problemasénirns, como a periodicidade induzida por
arredondamento [20].

Primeiramente, vimos que no casorhipertblico a fun@o de espalhamenéosingular
sobre um conjunto de Cantor de coriilig iniciais e, diferentemente do caso hipéido,
esse conjunto tem uma diméasefetiva aproximadamente igual a 1. Comprovamos isso
pelo dlculo nunérico da dimer&o fractal, para um valor do @anetro em que 0 maga
nao-hipertdlico. Poém, rao foi possvel calcular a& enfio a dimendo no caso do espalha-
mento sob perturb@gs randmicas, pois todos os valores para a dind@ndivergiam.

A andlise qualitativa da furiip de espalhamento no casiorhiperidlico com pertur-
ba@es rand@micas @o revela qualquer modificag da didwamica, de modo queimpossvel
distinguir a situago em que existem as perturbag ran@micas da situap onde o par-
metro A nao varia com o tempo. As amplidgs de determinadas régs da fungo de
espalhamento tangin apresentaram uma maior densidade de picos, como acootegaso
nao-hiperdlico sem perturbdies. Assim, apenas com base na &mde espalhamento
nao podemos fazer nenhuma afirrdagobre as mudancas introduzidas pela pertadac
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rancdbmica.

Para a situgégo de espalhament@ao-hiperidlico, constrimos o gafico da variedade
eshivel plotando as condies iniciais da®rbitas que levavam mais tempo para escapar
da regéo de espalhamento. Para o caso @éamdo, o conjunto &o € invariante, no sen-
tido estrito da palavra, mas constitui um conjunt@lago, chamado dpre-entrainment
por Jacobset al. [7]. Quando tomamos a variedade&asl e a comparamos com seu
analogo para o caso raathico, percebemos um aumento na densidade de pontos. Numa
primeira avaliago podelamos pensar que a presenca de randomicidade aumeint@eomn
de condi@es iniciais que permanecem por mais tempo n&aoede espalhamento. Mas tal
situa@oé contradibria, pois, como vimos na Subsec. 4.1.1, na presenca demacidade
o tempo exigido para as pantilas escaparem da ragide espalhamentgomenor do que
na augncia de randomicidade. Para entender esse processopsejamguie 0corre com o
decaimento das paculas.

O decaimento das péactlas na re@io de espalhamento segue uma lei dé&pct no
caso ’&o-hiperidlico e uma exponencial para o caso hifdidn. A perturbago ran@mica
aplicada al modifica substancialmente o decaimento dasqaés quando o espalhamento
€ rao-hipertblico. O decaimento (originalmente na forma de lei d&poia), passa a ser do
tipo exponencial, mesmo para valoresAjemenores que, @8, sendo complicado nessas
situa@es encontrar a taxa de decaimento, comfajamos no iitio desse cdfulo. Essa
mudanca estrondosa no decaimento dadquéas sugere que a presenca de pertuiesc
rancdbmicas im@e uma mudanca dstica na didmica, com a perda d&a-hiperbolicidade.

Em outras palavras, a mudanc¢a no decaimento ddsylase o indicativo mais forte de
gue as ilhas deixam de existir sob a intro@loigla randomicidade. A partir daqui, podemos
explicar endo 0 aumento doimero de pontos que coi@m o conjunto a@logoa varie-
dade estvel. Uma vez que as ilhas foram degdas, a®rbitas que estavam confinadas nas
regioes de movimento regular astlivres para interagir numa régi maior no espaco de
fase, antes de escapar para o infinito. Assim, o que obsesv@mtmigra@o” de orbitas
gue antes pertenciags regbes de movimento regular e, que na coadican@dmica, r&o
esBo mais sujeitas aos limites impostos pelas ilhas KAM. Paraampo infinitamente
longo, todas as padulas sob perturb@égs ran@micas escapao da redao de espalha-
mento.

Assumindo que ocorre a destra@ total das ilhas quando a randomicidatro-
duzida, algumas quess ficam em aberto. A primei&@a respeito da fudp de espa-
Ihamento, que &0 se altera com as perturiBas randmicas e ma®m as caractesticas
nao-hipertdlicas. A segunda compreende calcular a dirBerfeactal no caso perturbado e
completar o estudo do conjunto invariante, obtendo a vatiedhshvel e a sela @ica na
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au€ncia de randomicidade e de seuélagos quando a perturlige aplicada. Uma outra
quesioé a rela@o entre a taxa de decaimento dasipalés perturbadas e a amplitude de
perturba@o,B x A,: como fica essa relag para valores d&, proximos de zero?

Por fim, de forma aaloga ao que foi feito para o problema do potencial compasto p
trés picos no Cap. 3, delinear a tradgsigla ido-hiperbolicidade para a hiperbolicidade em
duas situages distintas. A primeira situagé quando o mapa (4.6) apresenta uma traasic
natural de Ao-hipertblico para hiperblico para valores ~ 6,5. A segunda situ@p em
que ocorre esta trangigé quando aplicamos a perturBagan@mica para valores abaixo
deAd ~ 6,5. As respostas de todas essas pergud@ass perspectivas de contingagesse
estudo sobre o espalhamentdtieo rao-hiperidlico com perturbaies ranémicas.
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